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Résumé

Dans cette thése, on s’intéresse au groupe de Brauer non ramifié des espaces homogénes a stabili-
sateur non connexe et & ses applications arithmétiques. On développe notamment différentes formules
de nature algébrique et/ou arithmétique permettant de calculer explicitement, tant sur un corps fini
que sur un corps de caractéristique 0, la partie algébrique du groupe de Brauer non ramifié d’un espace
homogéne G\G’ sous un groupe linéaire G’ semi-simple simplement connexe a stabilisateur fini G, le
tout en donnant des exemples de calculs que ’on peut faire avec ces formules. Pour ce faire, on démontre
au préalable (a 'aide d’un théoréme de Gabber sur les altérations) un résultat décrivant la partie de
torsion premiére a p du groupe de Brauer non ramifié d’une variété V' lisse et géométriquement intégre
sur un corps fini ou sur un corps global de caractéristique p au moyen de I’évaluation des éléments de
Br V sur ses points locaux. Les formules pour un stabilisateur fini sont ensuite généralisées au cas d’'un
stabilisateur G quelcongue via une réduction de la cohomologie galoisienne du groupe G a celle d’un
certain sous-quotient fini.

Enfin, pour K un corps global et G un K-groupe fini résoluble, on démontre sous certaines hy-
pothéses sur une extension déployant G que Pespace homogéne V := G\G' avec G’ un K-groupe
semi-simple simplement connexe vérifie Papproximation faible (ces hypothéses assurant la nullité du
groupe de Brauer non ramifié algébrique). On utilise une version plus précise de ce résultat pour dé-
montrer ensuite le principe de Hasse pour des espaces homogeénes X sous un K-groupe G’ semi-simple
simplement connexe & stabilisateur géométrique G fini et résoluble, sous certaines hypothéses sur le
K-lien (G, k) défini par X.

Mots-clefs : Groupe de Brauer, espaces homogénes, cohomologie galoisienne, groupes finis, approxi-
mation faible, principe de Hasse.

THE BRAUER GROUP OF HOMOGENEOUS SPACES WITH NON CONNECTED STABILIZER AND
ARITHMETICAL APPLICATIONS

Abstract

This thesis studies the unramified Brauer group of homogeneous spaces with non connected sta-
bilizer and its arithmetic applcations. In particular, we develop different formulas of algebraic and/or
arithmetic nature allowing an explicit calculation, both over a finite field and over a field of charac-
teristic 0, of the algebraic part of the unramified Brauer group of a homogeneous space G\G’' under
a semisimple simply connected linear group G’ with finite stabilizer G. We also give examples of the
calculations that can be done with these formulas. For achieving this goal, we prove beforehand (using
a theorem of Gabber on alterations) a result describing the prime-to-p torsion part of the unramified
Brauer group of a smooth and geometrically integral variety V over a global field of characteristic p
or over a finite field by evaluating the elements of BrV at its local points. The formulas for finite
stabilizers are later generalised to the case where the stabilizer G is any linear algebraic group using a
reduction of the Galois cohomology of the group G to that of a certain finite subquotient.

Finally, for a global field K and a finite solvable K-group G, we show under certain hypotheses
concerning the extension splitting G that the homogeneous space V := G\G’ with G’ a semi-simple
simply connected K-group has the weak approximation property (the hypotheses ensuring the triviality
of the unramified algebraic Brauer group). We use then a more precise version of this result to prove
the Hasse principle for homogeneous spaces X under a semi-simple simply connected K-group G’ with
finite solvable geometric stabilizer G, under certain hypotheses concerning the K-kernel (or K-lien)
(G, k) defined by X.

Keywords : Brauer group, homogeneous spaces, Galois cohomology, finite groups, weak approxima-
tion, Hasse principle.
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Introduction

I Contexte arithmétique : principe de Hasse, approximation
faible et obstruction de Brauer-Manin

Soit k un corps global, i.e. une extension finie de Q ou le corps de fonctions d’une courbe C'
sur un corps fini. Soit 2 'ensemble des places de k et soit k, le complété de k par rapport a
une place v € Q. On rappelle que, dans le cas ou k = Q, ces places correspondent aux nombres
premiers et & la place réelle, notée souvent v = oo, et les complétés respectifs sont les corps
p-adiques Q, d'une part et le corps des nombres réels Q., = R d’autre part. 1 Soit enfin V une
variété algébrique définie sur k, i.e. un k-schéma séparé de type fini, ou moins formellement
une variété définie par des équations polynomiales. Une des questions les plus naturelles que
I’on peut se poser concernant une telle variété est si elle a ou pas des points rationnels, i.e. si
les équations qui la définissent admettent des solutions sur le corps k ou pas. La question en
soi est trés difficile en général, ce qui a fait que ’on se concentre d’abord sur la question plus
simple de savoir si, pour chaque place v de k, la variété V' admet des points sur le complété
k,. Le fait que ces corps soient complets par rapport & une valeur absolue permet 'application
d’outils issus de ’analyse pour trancher la question de I’existence de solutions aux équations
de fagon algorithmique, donc en particulier calculable en temps fini.

Il est évident que l'existence de k,-points sur V pour tous les complétés de k est une
condition nécessaire pour 'existence d’un point rationnel. Il est alors naturel de se demander
si cette condition est aussi suffisante. Une famille de variétés pour laquelle la réponse a cette
question est positive est dite vérifier le principe de Hasse, en I'’honneur du mathématicien
allemand qui démontra dans sa thése de 1921 la validité de ce principe pour les hypersurfaces
quadratiques sur un corps de nombres (le méme résultat avait par ailleurs déja été obtenu par
Minkowski dans le cas particulier ou k = Q dans les années 1890, cf. [Ser70, IV.§3.2]). Plus
formellement, on a :

Définition 0.1. Soit F une famille de variétés algébriques sur k. On dit que le principe de
Hasse est valable pour F si

[[ V) #0=V(k)£0, VVeF.

vEQ

Supposons maintenant que I’on se donne une variété V pour laquelle on a déja trouvé des
points rationnels. Une deuxiéme question intéressante & se poser est celle de la distribution des

1. Dans le cadre plus général d’un corps de nombres, ces complétés sont des extension finies des précédents
et, dans le cas des corps globaux de caractéristique positive, ces complétés s’obtiennent en prenant le corps des
fractions du complété de ’anneau local par rapport & son idéal maximal en chaque point de la courbe C.
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12 Principe de Hasse, approximation faible et obstruction de Brauer-Manin

points rationnels par rapport aux points dans les complétés. Cette question est motivée par le
cas particulier de la droite affine A, pour laquelle on sait que ’ensemble des k-points est dense
dans celui des k,-points pour la topologie naturelle induite par le corps k,. On a mieux encore :
pour tout ensemble fini S de places v de k, I’ensemble des k-points est dense dans le produit
des ensembles des k,-points pour v € S (cf. [Cas67, §6]). Ceci revient a dire que, pour toute
famille (x,)yes de ky-points de la droite, il existe un point rationnel x qui est aussi proche que
I'on veut de chacun des points x, en méme temps. En général, une variété V vérifiant cette
propriété est dite vérifier I’approzimation faible. Encore une fois, plus formellement :

Définition 0.2. Soit V une variété algébrique sur k telle que V (k) # 0. On dit que V vérifie
I’approximation faible si, pour tout ensemble fini S C €, le plongement diagonal

V(k) = [[V(k),

veS

est & image dense, ’ensemble de droite étant muni de la topologie produit et les ensembles
V(k,) de la topologie v-adique. On remarque qu’il est équivalent de dire que le plongement
diagonal

V(k) = ] vk,

vEQ

est & image dense.

Il est bien connu depuis plus de 80 ans qu’il existe des variétés ne vérifiant pas le principe
de Hasse (I’exemple le plus classique étant donné par Selmer dans [Sel51| et correspondant & la
courbe projective définie par ’équation homogene 323 + 4y® + 52% = 0), ainsi que des variétés
ayant des k-points mais ne vérifiant pas I’approximation faible. La nouvelle question & se poser
a ce sujet est donc bien entendu la raison de ces défauts, i.e. la recherche d’obstructions a ces
propriétés dépendant de la nature des variétés que 'on étudie. Une telle obstruction de nature
trés générale a été trouvée par Manin en 1970 (cf. [Man71]) et est connue aujourd’hui comme
lobstruction de Brauer-Manin car elle utilise le groupe de Brauer de la variété V' en question.

On rappelle que le groupe de Brauer d’un corps k est défini via les k-algébres centrales
simples et classifie les k-algébres a division a centre k. La notion d’algébre centrale simple se
généralise & celle d’algébre d’Azumaya pour les anneaux locaux et celle-ci permet de définir
le groupe de Brauer d’un anneau local de facon analogue & celui des corps. A partir de cette
généralisation, Grothendieck a pu définir la notion de faisceau d’algébres d’Azumaya pour un
k-schéma V| pour ensuite définir le groupe de Brauer de V, noté aujourd’hui Bra,V, de fagon
analogue (cf. [Gro68al).

D’autre part, il est bien connu en cohomologie galoisienne que, pour un corps k£ donné, on
a un isomorphisme canonique de groupes Brk — H?(k,Gy,). La cohomologie étale étant la
généralisation naturelle de la cohomologie galoisienne au contexte des schémas, il est naturel
aussi de vouloir définir le groupe de Brauer d’une variété comme le groupe Hé2t(V7 Gm). Clest
en fait le sous-groupe de torsion de ce dernier qui a recu finalement le nom de groupe de Brauer
cohomologique de V et la notation Br V. Il est connu aujourd’hui que HéQt(V7 Gp) contient tou-
jours le groupe Bry,V comme un sous-groupe et, ce dernier étant toujours de torsion, on a en
fait Bra,V C Br V. Cette derniére inclusion est par ailleurs une égalité dans le cas des variétés
quasi-projectives sur un corps (cf. [dJ13]), et encore une égalité avec le groupe HZ (V, Gy,) tout
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entier lorsque V est réguliére car dans ce cas H, é2t(V, G ) est de torsion.

Cela étant dit, rappelons en quoi consiste I'obstruction de Brauer-Manin. Il est d’abord
facile de voir, par fonctorialité du groupe de Brauer (laquelle découle de celle du H?), que pour
une k-variété V on a un accouplement, dit de Brauer-Manin,

BrV xV(S)—BrS, (a,z)+— a(zx),

pour tout k-schéma S. En effet, un S-point x correspond & un morphisme S — V, lequel induit
un morphisme de groupes Br V' — Br S dont 'image de « définit «(x). Lorsque k est un corps
de nombres, on peut considérer cet accouplement pour S = Speck, pour chaque complété k,
de k, obtenant ainsi des accouplements

BrV x V(k,) — Brk, =% Q/Z, (0.1)

ou inv, est l'isomorphisme donné par la théorie du corps de classes locale pour les places
non archimédiennes (cf. [NSWO08, Cor. 7.1.4]) et I’(unique) inclusion de Brk, dans Q/Z pour
les places archimédiennes (pour lesquelles Brk, est isomorphe & Z/27Z si k, = R et trivial si
k, =2 C). Puis, en considérant tous ces accouplements simultanément, on obtient I’accouplement

BrV x V(Ar) = Q/Z, (o, (zy)ven,) — Y invy(a(zy)), (0.2)
vEQ

ot Ay désigne anneau des adéles de k et «(x,) est définie pour chaque v par I'accouplement
(0.1). La somme définissant ’accouplement est bien définie. En effet, pour S un ensemble fini
de places de k soit Oy, g I'anneau des S-entiers de k, i.e. 'anneau obtenu a partir de I’anneau
Oy, des entiers de k en permettant la division par les premiers divisant les places dans S. On
sait alors que, pour un élément a € BrV, il existe un ensemble fini S C ) et un modéle lisse
V de V sur Oy s tel que a se reléve en un élément de BrV. Si I'on note alors O, I'anneau des
entiers de k, et k, son corps résiduel pour chaque place v, on sait que pour un point adélique
(xv)q, € V(Ag) on a que x, provient d'un O,-point pour presque toute place v € ), (i.e. pour
toute place sauf pour un nombre fini). L’application BrV — Brk, définie par x, se factorise
alors par Br(SpecO,) = BrO, = Brk, = 0 (cf. [Gro68a, Cor. 6.2| et [Ser94, I1.§3|) pour
presque toute place. Cela nous dit que la somme, a priori infinie, est en fait une somme finie
et donc elle est bien convergente.

Rappelons enfin le théoréme suivant (cf. [NSWO08, Thm. 8.1.17]) :
Théoréme 0.3 (Brauer-Hasse-Noether). Soit k un corps global. On a alors la suite exacte

0—Brk — (P Brk, =2 Q/zZ — 0.

VEQ

Soit maintenant V' une k-variété et o € Br V. Notons abusivement ev, les applications
V(k) — Brk et V(Ag) — g, Brk, obtenues a partir des accouplements (0.1) et (0.2) en
évaluant en . On a alors le diagramme commutatif & lignes exactes suivant :

V(k)———=V(A)

i l BMq
eVq €V

0 Brk @QkBrkaQ/ZHO.




14 Principe de Hasse, approximation faible et obstruction de Brauer-Manin

L’application BM,, du diagramme est définie tout simplement comme la composition des deux
autres fléches et I'on peut montrer qu’elle est localement constante pour la topologie adélique
(cf. [San81, Lem. 6.2]). De ce diagramme on déduit alors que, pour toute famille (z,)q, € V(Ag)
provenant de V' (k), on a BMy((zy)q,) = 0 € Q/Z. On peut alors définir, pour tout sous-groupe
B de BrV, I’ensemble

V(AR = {(z,) € V(Ar) | BMa((24)0,) =0, Va € B},

et noter que l'on a toujours
V(k) C V(AR)P C V(Ay),

ou V (k) désigne I'adhérence de V (k) dans V(Ayg).

Si l'on considére maintenant I'ensemble V (ko) := [[,cq, V(ky) au lieu de V/(Ay), on peut
donner les mémes définitions et obtenir le méme diagramme commutatif & condition de ne
considérer qu’un sous-groupe B de BrV tel que, pour tout a € B et pour presque toute
place v € Q, on ait a(z,) = 0 € Brk, pour tout k,-point z, € V(k,), de facon a ce que
evy : V(kq) — @Qk Br k,, soit bien définie pour o € B. On obtient alors les inclusions

V(k) C V(ka)? C V(ka).

Remarque.

On verra dans la section suivante que les sous-groupes B vérifiant I’hypothése ci-dessus
correspondent précisément & ceux qui sont contenus dans le groupe de Brauer mon ramifié
Br,,V C BrV. La définition de ce dernier sera donnée dans la suite.

Définition 0.4 (Manin, Colliot-Théléne-Sansuc). Soit V' une k-variété et B un sous-groupe
de BrV comme ci-dessus. On dit qu’il y a obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse
associée a B si V(kq) # 0 et V(kq)? =0 (ce qui entraine V (k) = 0).

De méme, on dit qu’il y a obstruction de Brauer-Manin & 'approximation faible associée
a B si l'adhérence V' (k) de V (k) dans V (kq) est différente de V(kq), mais que l'on a 1'égalité
V(k) = V(kq)B.

Remarquons en passant que, d’aprés le théoréme 0.3, Paccouplement (0.2) est trivial sur
I'image de Brk dans BrV, ce qui nous permet de définir 'obstruction de Brauer-Manin aussi
pour des quotients B/Im[Brk — Br V], donc notamment pour le “groupe de Brauer algébri-
que”, cf. la section II.

Une fois que cette obstruction a été présentée par Manin, elle a permis par la suite de rendre
compte de tous les contre-exemples connus tant au principe de Hasse qu’a 'approximation
faible, a cela prés qu’elle n’est pas capable de distinguer deux points locaux sur une place
archimédienne qui se trouvent dans la méme composante connexe, ce qui a fait rapidement
apparaitre des contre-exemples & I’approximation faible aux places archimédiennes n’étant pas
expliqués par cette obstruction. Par conséquent, on s’intéresse depuis a la question (abusivement
appelée toujours d’approximation faible) de savoir si V' (k) est dense dans le produit [, V'(k,)’,
ou V(k,)" représente I'ensemble des composantes connexes de V(k,) pour v archimédienne et
V(ky) = V(ky) pour v non archimédienne.

Pourtant, en 1999, Skorobogatov a exhibé dans [Sko99] un exemple de surface algébrique
V dont le défaut du principe de Hasse n’était pas expliqué par cette obstruction, i.e. telle que
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V (k) = 0 alors que V (kq)B™V # (0. De tels contre-exemples pour 'approximation faible (méme
sous sa nouvelle définition) ont ensuite été construits par Harari dans [Har00|. Les deux ont
par ailleurs développé ensemble une nouvelle obstruction plus générale, dite de la descente, qui
rendait compte de ce défaut en faisant intervenir la cohomologie non abélienne (cf. [HaS02]).
Quelques années plus tard, Poonen a exposé de son c6té une deuxiéme généralisation de I’obs-
truction de Brauer-Manin, dite obstruction (de Brauer-Manin) étale (cf. [Pool0]), laquelle était
déja dans [Sko99] et s’est trouvée par la suite étre équivalente a celle de la descente (cf. [Dem09]
et [Sko09]). Dans le méme article, Poonen donnait de plus un exemple de variété algebrique (de
dimension 3) ne vérifiant pas le principe de Hasse et dont le défaut n’était méme pas expliqué
par cette généralisation.

Depuis, plusieurs autres contre-exemples n’étant pas expliqués par ces obstructions ont été
trouvés pour le principe de Hasse : pour ce qui est de 'obstruction de Brauer-Manin originelle,
outre [Sko99| on peut citer notamment les constructions de Basile et Skorobogatov dans [BS03],
tandis que pour les obstructions de la descente et de Brauer-Manin étale, on a en particulier
les travaux de Harpaz et Skorobogatov [HpS|, ainsi que ceux encore plus récents de Colliot-
Théléne, P4l et Skorobogatov [CTPS13]. Ces derniers affirment par ailleurs qu’il devrait étre
facile de construire de tels contre-exemples aussi pour ’approximation faible.

Tel est I’état actuel des recherches dans ce domaine. Remarquons cependant que la non
universalité de l'obstruction de Brauer-Manin ne la rend pas pour autant inintéressante : il
suffirait d’énoncer la quantité de familles pour lesquelles cette obstruction s’est en fait avérée
étre la seule, tant au principe de Hasse qu’a ’approximation faible. Mais contentons nous pour
I'instant, a titre d’exemple, de rappeler la conjecture suivante de Colliot-Théléne (cf. [CT03]) :

Conjecture 0.5 (Colliot-Théléne). Soit V' une variété projective, lisse et géométriquement
rationnellement connexe (i.e. telle que toute paire de points géométriques de V' peut étre reliée
par une courbe isomorphe a P! contenue dans V). Alors I'obstruction de Brauer-Manin est
la seule obstruction au principe de Hasse et & ’approximation faible. En d’autres mots, on a

W — V(kQ)BrV.

IT Le groupe de Brauer non ramifié et autres variantes

On a vu dans la section précédente que le groupe de Brauer est un outil fondamental pour
étudier les propriétés arithmétiques des k variétés pour k un corps global. On a aussi vu qu’il
faut considérer des sous-groupes du groupe de Brauer dont les éléments vérifient une “forte”
annulation vis-a-vis des k,-points de la variété pour les différents complétés k, de k. Dans cette
section on introduit, entre autres, une variante de ce groupe qui vérifie bien cette propriété.

On rappelle d’abord que pour toute k-variété V lisse, géométriquement intégre et telle que
V (k) # () on a des inclusions
Brk c BrV C Brk(V), (0.3)

ou k(V) représente le corps de fonctions de V' (cela peut se voir facilement via la définition
“Azumayesque” de BrV'). La fonctorialité du groupe de Brauer nous dit alors que pour tout
ouvert U C V le morphisme canonique BrV — BrU est une inclusion. Si I'on pense au
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contraire a des variétés X munies d’'une immersion ouverte V <— X, on aura que le groupe
Br X correspond a un sous-groupe de Br V. On a alors

BrkC.---CBrXCBrVCBrUC--- CBrk(V), (0.4)

et I'on peut voir le groupe Brk(V) comme la réunion des BrU pour U un ouvert de V. Si
I’on essaie de faire le raisonnement analogue dans 'autre sens, i.e. de prendre 'intersection des
Br X pour les variétés X contenant V' comme un ouvert, il n’est pas donné que l'on trouvera le
groupe Brk (ou, dans le cas ou V (k) = (), 'image de Brk dans BrV). En effet, les inclusions
du c6té gauche doivent s’arreter lorsqu’on considére une compactification de la variété V, i.e.
une variété X propre contenant V' comme un ouvert. Le sous-groupe Br X C BrV ainsi obtenu
dépendrait a priori du choix de la compactification. Mais il se trouve que, lorsqu’on a accés a
une compactification lisse, la partie de torsion premiére & la caractéristique de k de ce sous-
groupe est en fait indépendante du choix de la compactification et dévient alors un invariant
birationnel trés important. Pour comprendre cela, commengons par une définition purement
birationnelle :

Définition 0.6. Soit & un corps de caractéristique p > 0 et V une k-variété géométriquement
intégre. On définit le groupe de Brauer non ramifié Bry,V comme le sous-groupe des éléments
a € Brk(V) vérifiant la propriété suivante :

Pour tout anneau de valuation discréte k C A C k(V') de corps de fractions k(V'), on a

a € Im[BrA — Brk(V)],

ot le morphisme Br A — Br k(V) est induit par le morphisme canonique Spec k(V') — Spec A.

Remarquons que pour toute variété lisse et géométriquement intégre V', si I’on note v ()
I’ensemble des points de codimension 1 de V, on retrouve des anneaux de valuation discréte
k C A C k(V) de corps de fractions k(V') tout simplement en considérant ’anneau local Oy,
pour z € V), On voit aussi facilement que, plus notre variété est “compléte”, plus on trouve
d’anneaux de cette fagon. D’un autre coté, si X est une variété propre (i.e. compléte), le critére
valuatif de propreté nous dit que I’on peut voir tout tel anneau de valuation discréte A comme
“provenant” d’un point z € X (pas forcément de codimension 1), au sens ou l'on aura un
morphisme Spec A — Spec Ox , donnant une factorisation

BrOx, — BrA — Brk(X). (0.5)
En effet, la donnée d’un tel anneau correspond & celle d’un diagramme commutatif

Speck(X) ——X

|

Spec A Speck,

et le critére valuatif de propreté nous assure alors ’existence d’un morphisme Spec A — X. Le
point € X donnant la factorisation (0.5) ci-dessus correspondrait alors & l'image du point
spécial de Spec A dans X. Ainsi, un élément de Br X appartient a I'image de Br A — Brk(X)
pour tout A via le morphisme canonique Br X — BrOx , et les fléches (0.5), ce qui nous dit
que pour toute compactification lisse X d’une variété V on a

Br X C Br,;X = Br,, V.
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On en déduit en passant que, pour vérifier qu'un élément o € Br k(V') n’appartient au groupe
Bry,,V, il suffit de trouver € X tel que o ¢ Im[BrOx , — Brk(V)] (moyennant, bien en-
tendu, l'existence d’un tel modeéle propre et lisse). On verra dans les lignes qui suivent qu’il
suffit méme de regarder les points € X!, du moins pour o d’ordre premier a p.

En effet, considérons maintenant un élément a € Bry,, V et soit 2 € X1, Alors par définition
a € ImBrOx , — Brk(V)] et il est facile de voir qu’il existe un ouvert U, de X, contenant x,
tel que a provient de Br U,. En recollant deux & deux ces différents ouverts et avec 'aide de la
suite exacte de Mayer-Vietoris on apprend qu’il existe un ouvert Uy C X, réunion des U, pour
z € XM tel que o provient de BrUp. On n’a pas encore montré que o € Br X, mais on a le
résultat suivant, dit & Grothendieck (cf. [Gro68b, Cor. 6.2]) :

Théoréme 0.7 (Pureté du groupe de Brauer). Soit k un corps de caractéristique p > 0, V
une k-variété lisse et géométriguement intégre, Y C V une sous-variété fermée de codimension
au moins 2 et U .=V Y Douvert complémentaire. Alors

BrV{p'} = BrU{p'},

ou {p'} veut dire que l’on considére la partie de torsion premiére a p.

Ainsi, puisque Up contient tous les points de codimension 1, on voit que BrUy{p'} =
Br X{p'}, ce qui nous dit que « provient de Br X dés que son ordre est premier & p. Autrement
dit, on a I’égalité

Bry V{p'} = Brop X{p'} = Br X{p'}, (0.6)

ou encore, la torsion premiére & p du groupe de Brauer non ramifié Br,,. V' se calcule en trouvant
une compactification lisse de V. On conclut par ailleurs que la torsion premiére & p du groupe
de Brauer est, comme on ’avait annoncé, un invariant birationnel des variétés propres et lisses
et il correspond alors a U'intersection des Br X que 1'on avait évoquée dans les inclusions (0.4).

Dans le cadre des corps globaux, qui est celui qui nous concerne dans cette thése, cette
propriété du groupe de Brauer non ramifié permet une description “arithmétique” du groupe
Bry,, V' via le théoréme suivant, démontré par Harari dans sa thése (cf. [Har94, Thm. 2.1.1]) :

Théoréme 0.8 (Harari). Soient k un corps de nombres et X une k-variété géométriquement
inteégre, projective et lisse. Soient o un élément de Brk(X) qui n’est pas dans Br X et U un
ouvert de Zariski non vide de X tel que o € BrU. Alors, il existe un ensemble infini I (de
densité non nulle) de places v de k telles que la fleche U(k,) — Br ky, induite par o prenne une
valeur non nulle.

Remarquons immédiatement que la réciproque de ce théoréme est facile a établir : en effet,
il est bien connu que, pour un élément o € Br X, il existe un ensemble fini S de places de k et
un modéle propre et lisse X de X sur Oy, s tel que « se reléve en un élément de Br X'. Le critére
valuatif de propreté nous permet alors de relever tout k,-point de X en un O,-point de X dés
que v ¢ S. En particulier, on voit que I'application X (k,) — Brk, induite par a se factorise
par BrO, = 0 pour v ¢ S, ce qui nous dit que cette application est triviale (i.e. constante de
valeur nulle) pour toute place v en dehors de S.
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Si I'on considére alors une variété V' qui n’est pas propre, ce résultat appliqué a une com-
pactification lisse de V' nous permet de décrire le groupe de Brauer non ramifié Bry,V de la
fagon suivante :

Bry,V ={a e€BrV |35, C Q fini,a(z,) =0, Vz, € V(k,), Vv € Qi \ Sy}

Cela nous montre par ailleurs que c’est précisément pour ce sous-groupe de Br V' que 'obstruc-
tion de Brauer-Manin introduite dans la section précédente est bien définie. De plus, puisqu’on
est en caractéristique 0, ’existence d’une telle compactification lisse est assurée par le théoréme
d’Hironaka. Cependant, il est bien connu que ladite existence est une question toujours ouverte
(et d’ailleurs tres difficile) en caractéristique positive, ce qui rend beaucoup plus difficile la
recherche d’une description arithmétique analogue pour les corps globaux de caractéristique
p > 0.

Néanmoins, un théoréme récent de Gabber (cf. [ILO12, X, Thm. 2.1]), qui précise un résultat
de de Jong sur les altérations, s’est trouvé étre le bon substitut du théoréme d’Hironaka. Grace
& ce résultat, Borovoi, Demarche et Harari ont pu démontrer le sens “facile” que 'on vient
d’établir ci-dessus, & savoir que pour une variété V sur un corps global k de caractéristique
p > 0, tout élément o € Br,, V{p'} est tel que, pour presque toute place v de k (i.e. pour toute
place sauf une quantité finie), ’application V' (k,) — Brk, induite par « est constante et égale
a 0 (cf. [BDH13, Prop. 4.2]).

L’un des objectifs de cette thése a été d’essayer de trouver une réciproque de cette pro-
position, & savoir que tout élément o € Br V{p'} n’appartenant pas a Br,,V doit vérifier une
propriété semblable & celle établie dans le théoréme 0.8 ci-dessus. Le résultat obtenu, bien que
pas tout & fait équivalent & celui de Harari & cause de la présence d’extensions inséparables,
est assez satisfaisant et sa démonstration constitue 1’objectif principal du chapitre 1.

Rappelons pour conclure cette section deux autres variantes importantes du groupe de
Brauer de notre variété V' : ce sont sa partie géométrique et sa partie algébrique. Pour les
définir, on définit d’abord les sous-groupes suivants de Br V' :

BrgV :=Im[Brk — BrV] et BnV :=Ker[BrV — BrVj],

ou les morphismes considérés sont ceux induits respectivement par le morphisme structurel
V' — Speck et le morphisme Vi — V induit par le changement de base de k a k. On définit
alors le groupe de Brauer géométrique de V' comme le quotient BrV/BriV et le groupe de
Brauer algébrique de V' comme le quotient BriV/BroV, que 'on notera BryV dans la suite.
On voit alors que Br V' admet une suite de décomposition formée de sa partie géométrique, de
sa partie algébrique et de ce qu’on pourrait appeler sa partie “arithmétique”, i.e. BrgV'.

Ces groupes admettent des variantes non ramifiées. Les inclusions (0.4) et ce qui a été fait
ci-dessus nous disent en effet que I'on a toujours BroV C Br,,V et alors cela a bien un sens de
définir le groupe de Brauer non ramifié algébrique de V' comme le quotient

Brnr,alv = (Brlv N Bran)/BI'()V.

Par ailleurs, vue ’égalité (0.6) établie ci-dessus, on aurait pu aussi définir ce dernier groupe
comme le groupe de Brauer algébrique d’une compactification lisse de V', du moins en carac-
téristique 0. Cet invariant joue un réle essentiel dans 1’étude de I'obstruction de Brauer-Manin
dans le cadre des espaces homogénes, qui est la famille de variétés avec laquelle nous travaillons
principalement dans cette thése et qui fait 'objet de la section suivante.
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III Espaces homogénes et leurs propriétés arithmétiques

Les espaces homogénes sont en deux mots des variétés algébriques munies d’une action
transitive (dans un sens & définir plus précisément) d'un groupe algébrique. La famille des
groupes algébriques se divise pour sa part en deux grandes familles : celle des groupes linéaires
(ou affines), et celle des variétés abéliennes (qui sont, par opposition, des variétés projectives).
Cette division est justifiée par un théoréme qui dit que tout groupe algébrique admet un quo-
tient qui est une variété abélienne et dont le noyau du morphisme de projection est un groupe
algébrique linéaire, du moins lorsque le corps de base k est parfait, cf. par exemple [Con02].

Dans cette thése, on s’intéresse aux espaces homogénes sous des groupes algébriques linéaires
connexes. Pour des rappels généraux sur ces groupes, on renvoie a [Spr98|, [Bor91], [Hum?75],
[Wat79]. On rappelle néanmoins que tout k-groupe algébrique linéaire G admet, du moins en
caractéristique 0, une décomposition en quatre morceaux : une partie unipotente, une partie
semisimple, une partie torique et une partie finie.?. En effet, si 'on introduit les notations
suivantes :

— G° la composante connexe de 1’élément neutre de G (c’est un sous-groupe connexe et

distingué) ;

— F := G/G" le groupe des composantes connexes de G (c’est un groupe fini) ;

— Ry(G) le radical unipotent de G° (c’est un sous-groupe unipotent et distingué) ;

~ G™ .= G°/Ry(G) (c’est un groupe réductif) ;

— D(G) le sous-groupe dérivé de G;

— G% := D(G™) (c’est un groupe semi-simple) ;

— G%" .= G4 /G (c’est un tore, et 'abélianisé de G™9);
on a alors les suites exactes courtes,

1 - G - G - F = 1,
1 — RyJ(G) — G — G4 — 1,
1 — Gss N Gred — @Gtor 1.

Pour les espaces homogeénes, on rappelle ici leur définition :

Définition 0.9. Soit k£ un corps. Un k-groupe algébrique G est un schéma en groupes de type
fini sur k. Pour un tel groupe on note e : Spec k — G le point correspondant & I’élément neutre
et m: G X G — G le morphisme de multiplication.

Soit G un k-groupe algébrique et V' une k-variété. On définit une k-action (a gauche) de G
sur V comme un k-morphisme a : G X V — V tel que le diagramme suivant est commutatif :

GXkGXkVidGXG GXkV
\meidv la
GXkV a V.

2. En caractéristique positive la définition du radical unipotent, et donc du morceau unipotent de G, pose
des problémes techniques, mais on peut toujours définir les autres trois morceaux en se réduisant au cas des
groupes réductifs
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On remarque qu'un tel morphisme induit une action de G(K) sur V(K au sens classique des
groupes pour tout corps K/k.

Soit maintenant G un k-groupe algébrique lisse et V une k-variété lisse munie d’une k-
action de G. On dit que V est un (k-)espace homogéne sous G si 'action induite au niveau des
k-points est transitive, i.e. si action de G(k) sur V (k) n’a qu'une seule orbite. On dit qu’elle est
un espace principal homogeéne (ou un torseur) sous G si de plus le stabilisateur (schématique)
de tout point de V (k) est trivial.

Comme on aurait pu s’attendre, dans le cadre des propriétés arithmétiques que 'on a
présentées dans la section I, ce sont les espaces principaux homogénes qui ont été étudiés
d’abord étant donnée la nullité de leur stabilisateur. La meilleure présentation que ’on puisse
trouver des résultats dans ce contexte est celle de Sansuc dans [San81], a cela prés qu'il ne traite
que le cas de la caractéristique 0 et qu’il faut ajouter dans ses énoncés (et démonstrations) un
résultat qui n’allait étre démontré par Chernousov que huit ans plus tard (plus de détails dans
la suite).

Pour commencer, on rappelle deux faits classiques des espaces principaux homogénes sous
un k-groupe algébrique lisse GG. D’abord, ils sont classifiés par un ensemble de cohomologie
galoisienne noté H'(k,G) qui jouit de certaines des propriétés fonctorielles (mais surtout pas
toutes!) des groupes de cohomologie galoisienne classiques H!(k, A) pour A un k-groupe algé-
brique abélien. Pour la définition de cet ensemble et son lien avec les espaces homogénes, on
renvoie a [Ser94, 1.§5, I11.§1|. Deuxiémement,

Proposition 0.10. Soit V un espace principal homogéne sous le k-groupe lisse G. Alors V (k) #
() si et seulement si 'V est k-isomorphe a G. Dans ce cas, laction a : G x,, V. — V correspond
au morphisme de multiplication m : G x; G — G.

Ainsi, il n’y a qu’une seule classe d’isomorphisme d’espace principal homogéne sous G qui
contient des k-points. Cette classe constitue alors un élément distingué Ex ¢ € H'(k, G) et fait
de ce dernier un ensemble pointé. Soit maintenant k£ un corps global. Le principe de Hasse pour
les espaces principaux homogénes peut alors étre décrit de la fagon suivante. Pour toute place
v de k, le changement de base induit une application de localisation H!(k,G) — H'(k,, G) qui
envoie Fy, ¢ sur Ep, . On peut alors considérer le morphisme d’ensembles pointés diagonal

h:H' (k,G)— ] H' (k0. G),
vEQ

ou 'ensemble produit admet Eq, ¢ := (Ek, q)veq, comme élément distingué, puis définir le

sous-ensemble

T (k,G) := Ker(h) := h™*(Eq,.q),

et voir que la vérification du principe de Hasse pour les espaces principaux homogénes sous G
se raméne a ’affirmation suivante :

' (k,G) = {Era}

D’autre part, la proposition 0.10 nous dit aussi que, en ce qui concerne ’approximation faible
pour les espaces principaux homogénes, la question ne se pose que pour le groupe lui-méme en
tant que variété algébrique.
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Cela nous meéne aux premiers grands théorémes dans ce sujet. Notons que, étant donnée la
décomposition d’un k-groupe algébrique linéaire connexe en ses trois morceaux (& savoir, semi-
simple, tore et unipotent), il semble naturel de se poser ces questions arithmétiques d’abord
dans chacun des trois cas réduits. Et ce d’autant plus que les groupes semisimples et les tores
sont connexes par définition (et il en va de méme pour les unipotents en caractéristique 0). On
a dans ce sens les réponses suivantes :

Théoréme 0.11 (Harder, Kneser, Chernousov, Bruhat, Tits). Soit k un corps global de carac-
téristique p > 0, G un k-groupe algébrique linéaire semi-simple et simplement connexe. Alors,
pour toute place non archimédienne v de k on a

H'(ky,G) = {Egs,}, (0.7)

ainst qu’une biyjection
H'(k,G) = [[H (k, G). (0.8)
Qp

D’aprés ce qui a été remarqué ci-dessus, ce théoréme nous dit que le principe de Hasse est
vérifié pour les espaces principaux homogénes sous un groupe semi-simple simplement connexe.
Rappelons par ailleurs que les facteurs directs de ces groupes sont classifiés via leurs algebres
de Lie associées, qui se divisent en quatre familles infinies (A,, pour n > 1, B,, pour n > 2, C,,
pour n > 3, D,, pour n > 4) et cinq cas particuliers (Fg, E7, Eg, Fy, G2). La démonstration de
ce théoréme est totalement dépendante de cette classification car elle a été faite cas par cas.
Kneser a traité I’équation (0.7) dans le cas o p = 0 pour chacune des familles dans [Kne65a)
et [Kne65b|, puis Harder a traité la bijection (0.8) aussi dans le cas ot p = 0 pour toutes les
familles sauf pour le cas Eg dans [Hrd65| et [Hrd66]|. Ce dernier cas a été traité une vingtaine
d’années plus tard par Chernousov dans [Che89|. En caractéristique p, c’est Harder qui a traité
I'équation (0.8) dans [Hrd75] (il a en fait démontré la trivialité de 'ensemble de gauche), tandis
que Bruhat et Tits ont traité I’équation (0.7) en toute généralité dans [BT87].

Le principe de Hasse ayant été établi dans ce cas, on pouvait se demander si les groupes en
question vérifient I'approximation faible. Une preuve de ce fait en caractéristique 0, dépendante
par contre du principe de Hasse ci-dessus, a été donnée par Kneser dans [Kne66b|. Cela veut
dire que 'approximation faible pour le cas Fg n’a été établie que lorsque Chernousov a publié
son résultat. Le cas de caractéristique positive a été traité par ailleurs par Prasad dans [Pra77]
et il est remarquable que sa preuve, & différence de celle de Kneser, ne dépend pas du principe
de Hasse.

Enfin, le cas des espaces principaux homogénes sous un groupe semi-simple non simple-
ment connexe se raméne a celui des espaces homogénes sous un groupe semi-simple simplement
connexe 4 stabilisateur fini abélien via le revétement universel du groupe G en question (cf. la
section IV ci-dessous). Ce dernier peut se traiter via la cohomologie galoisienne des groupes
finis abéliens (théorie essentiellement due a Tate, cf. par exemple [Ser94, I1.5-6]) et est inclus
dans le théoréme de Sansuc énoncé un peu plus bas (théoréme 0.13).

Laissons donc de coté le cas des groupes semi-simples et passons aux tores. Dans ce cas, il
est possible d’exhiber des espaces principaux homogénes ayant des points partout localement
et n’ayant pas de points globaux (ces contre-exemples remontent méme aux travaux de Hasse
dans les années 1930). En d’autres mots, le principe de Hasse n’est pas vérifié pour les espaces
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principaux homogénes sous un tore. Il est aussi possible d’exhiber des tores ne vérifiant pas
I’approximation faible. Néanmoins, Voskresenskii a pu montrer dans [Vos70] le résultat suivant :

Théoréme 0.12 (Voskresenskii). Soit T' un tore algébrique sur un corps de nombres k. Alors
l’obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse pour les espaces principaux homogéenes
sous T est la seule obstruction. Aussi, [’obstruction de Brauer-Manin a ’approzimation faible
est la seule pour T.

Remarque.

Bien entendu, au départ ce théoréme n’a pas du tout été énoncé comme ci-dessus : il suffit de
remarquer qu’il a été publié la méme année que celle ot Manin a introduit son obstruction! La
traduction du résultat de Voskresenskii dans le langage de 'obstruction de Brauer-Manin est
donnée par exemple dans [San81].

Le cas des groupes unipotents est, pour sa part, beaucoup plus simple : on sait que pour
tout corps k de caractéristique 0 I'ensemble H'(k,G) est trivial si G est un groupe unipotent
(cf. par exemple [Ser94, I11.§2 Prop. 6]). Cela nous dit immédiatement que le principe de Hasse
est une question triviale dans ce cas car tout espace principal homogéne sous U sur un corps
de nombres aura automatiquement des points globaux. De plus, il est aussi bien connu qu'un
tel groupe est isomorphe a 'espace affine A} en tant que variété (cf. par exemple [Spr98, Cor.
14.2.7]) et que A} vérifie 'approximation faible (cela étant un corollaire facile du cas de la
droite affine).

Toujours dans le cas d’un corps de nombres k, i.e. dans le cas de caractéristique 0, c¢’est
Sansuc qui a su recoller les morceaux ci-dessus dans [San81| pour démontrer :

Théoréme 0.13 (Sansuc). Soit G un groupe algébrique linéaire connexe sur un corps de
nombres k. Alors Dobstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse pour les espaces prin-
cipauxr homogénes sous G est la seule obstruction. Aussi, 'obstruction de Brauer-Manin &
Uapproximation faible est la seule pour G.

De méme que pour Kneser, la démonstration de Sansuc était dépendante du principe de
Hasse pour les groupes semi-simples simplement connexes (théoréme 0.11) et ne tenait donc
pas compte des groupes dont la partie semi-simple contenait des facteurs du type Fgs. Bien
entendu, une fois publié le résultat de Chernousov, la preuve de Sansuc est dévenue valable en
toute généralité.

Passons enfin au cas des espaces homogénes plus généraux, i.e. admettant des stabilisateurs
non triviaux. Les travaux les plus approfondis & ce sujet ont été faits par Borovoi dans les
années 1990, toujours en caractéristique 0 (cf. [Brv90], [Brv9l], [Brv92]|, [Brv93]). Ces travaux,
mis ensemble avec ce qui avait été fait avant lui et que 'on a évoqué ci-dessus, ont abouti dans
[Brv96| au résultat suivant :

Théoréme 0.14 (Borovoi). Soit k un corps de nombres, G' un k-groupe algébrique linéaire
conneze, V un espace homogéne sous G', x € V(k) et G le sous-k-groupe de G;—g corresponant
au stabilisateur de x. Soit G=U := Ker[G° — G*] (cf. les notations en début de section). On
suppose que l'une des deux hypothéses suivantes est vérifiée :

— G est conneze.
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~ G/G*Y est abélien, donc de type multiplicatif, et G' est simplement connexe.
Alors lobstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse pour V est la seule obstruction.
Aussi, si V(k) # 0, Uobstruction de Brauer-Manin o l'approzimation faible est la seule pour
V. De plus, dans les deux cas, il suffit de considérer l’obstruction associée au groupe de Brauer
non ramifié algébrique Bry, 4V .

Dans le méme esprit que les résultats précédents, ce théoréme de Borovoi se démontre en
regardant les différents morceaux, et du groupe ambiant G’, et du stabilisateur G. Dans le cas
ol ce dernier est connexe, on retrouve les trois morceaux déja rencontrés : semi-simple, tore et
unipotent. On voit alors que c’est le morceau fini qui vient compliquer les choses au niveau du
stabilisateur et que dans ce cas on ne peut avancer que si cette partie correspond & un groupe
abélien (et qui se comporte “trés bien” par rapport a Gr).

Si 'on se propose de démontrer que 'obstruction de Brauer-Manin est la seule pour les
espaces homogeénes, c’est donc le cas des stabilisateurs non connexes qui reste a établir pour
fermer la question. On remarquera en passant que cette question est légitime, conformément a
la conjecture 0.5 ci-dessus, car tout espace homogéne sous un groupe algébrique linéaire connexe
est une variété unirationnelle, donc rationnellement connexe (cela découle de la rationalité des
groupes algébriques linéaires sur k, cf. [Bor91, Cor. 14.14]).

D’autre part, Borovoi a conjecturé qu’il doit exister des espaces homogénes & stabilisateur
fini ne vérifiant pas 'approximation faible aux places réelles, et cela méme pour £k = Q. Il y a
de fortes raisons pour croire qu’un tel contre-exemple ne serait pas expliqué par I’obstruction
de Brauer-Manin (cf. dans ce sens la section 2.9 dans cette thése), ce qui reviendrait a nier la
conjecture de Colliot-Théléne a nouveau. Tout cela montre que la difficulté du sujet fait que
méme les experts ne sont pas d’accord sur le résultat & chercher.

Remarque.

Des résultats analogues a ceux présentés dans cette section pour la caractéristique 0 peuvent
étre obtenus facilement aussi en caractéristique positive lorsqu’on se restreint a étudier des
éléments d’ordre premier a p des différentes variantes du groupe de Brauer (et d’autres groupes
finis) impliquées dans les démonstrations. Une preuve compléte des mémes résultats est pour-
tant toujours & espérer. Des travaux récents de Gonzalez-Avilés vont dans cette direction, du
moins dans le cas des groupes réductifs (cf. notamment [GA09] et [GA12]).

IV Le cas des stabilisateurs non connexes

Considérons maintenant des espaces homogénes & stabilisateur non connexe. Etant donné
que tout groupe algébrique linéaire est composé d’une partie connexe et d’un quotient fini, il
semble naturel de traiter d’abord le cas des stabilisateurs finis, en espérant ensuite pouvoir
recoller les morceaux comme cela a été fait tout au long de cette histoire. Ensuite, toujours
dans D'esprit de simplifier les questions pour commencer, on pourrait se demander ce qui se
passe dans ce cadre lorsque le groupe ambiant (i.e. G’) est respectivement un tore, un groupe
unipotent ou un groupe semi-simple.

Dans le premier cas, on a affaire & un groupe G’ abélien, auquel cas peu importe la nature
du stabilisateur G, il sera toujours un sous-groupe abélien (et défini sur k) et le quotient sera
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toujours un tore. Un tel espace homogéne est alors un espace principal homogéne sous le tore
quotient et I’étude de ce dernier rentre dans la théorie développée par Voskresenskii (ou par
Gonzalez-Avilés en caractéristique p). On sait alors que l'obstruction de Brauer-Manin suffit
dans ce cas.

Le cas de G’ unipotent rentre pour sa part dans la théorie de Borovoi en caractéristique
zéro. En effet, on sait qu’un groupe unipotent admet une suite de décomposition dont tous les
sous-quotients sont isomorphes au groupe additif G, (cf. par exemple [Spr98, Lem. 14.1.1]).
Cela implique facilement que la partie finie du stabilisateur ne peut étre que triviale car G,
n’a pas de sous-groupe fini non trivial. Cette partie de la théorie de Borovoi avait par ailleurs
été travaillée avant lui par Douai dans sa thése (cf. [Dou76]). Ce cas pose par contre beaucoup
de problémes en caractéristique positive & cause de I'apparition de p-groupes finis dans la dé-
composition des groupes unipotents. Mais si 'on se restreint, toujours pour simplifier, au cas
des stabilisateurs finis G d’ordre premier a p, le cas des groupes ambiants unipotents n’offre
aucune difficulté non plus.

C’est donc le cas des groupes ambiants semi-simples qu’il faut étudier en détail d’abord.
Or, si I'on considére un k-groupe fini G plongé dans un groupe G’ semi-simple et si I’on note
p: G' — G' son revétement universel, il est aisé de voir que 'on a un isomorphisme canonique
entre les variétés V := p~(G)\G' et V := G\G’ induit par p. Le noyau de p étant fini et
central, le groupe p~1(G) est alors un groupe fini et une extension centrale de G. Ainsi, on
voit que ’on peut se restreindre & étudier le cas des groupes ambiants semi-simples simplement
connexes, dont on connait assez bien les espaces principaux homogénes maintenant. De plus,
on remarque aussi que dans ce changement de groupe ambiant le stabilisateur reste nilpotent
(resp. résoluble) s’il I’était avant la réduction. L'un des avantages de cette restriction est qu’avec
des groupes ambiants semi-simples simplement connexes la question de I’approximation faible
se réduit a une question de surjectivité d’une certaine application en cohomologie galoisienne
(souvent non abélienne, cf. 'introduction du chapitre 4).

C’est toujours dans 'esprit de diviser nos groupes en morceaux qu’on mentionne par ailleurs
dans le dernier paragraphe des groupes finis nilpotents, ou plus généralement résolubles. En
effet, ces groupes sont précisément ceux qui admettent une suite de décomposition en groupes
abéliens, ce qui permet d’envisager de les étudier puisque le cas des groupes abéliens est bien
compris, comme on 'a déja dit, grace a la cohomologie galoisienne des groupes finis abéliens
et aux trés forts résultats connus dans ce domaine (dualité locale, suite exacte de Poitou-
Tate, etc.). Dans ce contexte, il faut mentionner les travaux de Harari (cf. [Har07]) autour de
I’approximation faible pour des quotients SL,,/G avec G un groupe fini constant. Il a notamment
montré que 'obstruction de Brauer-Manin a ’approximation faible était la seule pour de tels
quotients lorsque G est construit & partir d’extensions scindées de groupes abéliens. Aprés
lui, Demarche a étudié plus profondément le groupe de Brauer non ramifié algébrique de ces
espaces homogenes (cf. [Dem10]). Il a notamment établi certains cas ol ce groupe est trivial,
exhibant ainsi des familles d’espaces homogénes pour lesquelles on s’attendrait & ce qu’elles
vérifient I’approximation faible.

Pourtant, cette attente ne tenait pas compte d’un résultat tout récent qui nous a été com-
muniqué par Neftin, o il exhibe des espaces homogénes de ce genre ne vérifiant pas I'ap-
proximation faible et pour lesquels on peut vérifier la nullité du groupe de Brauer non ramifié
algébrique (cf. [Nefl3]). Toujours est-il que l'on peut expliquer ce défaut via une obstruction
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“transcendante” (ou “géométrique”), i.e. via la partie géométrique du groupe de Brauer non
ramifié, et donc la conjecture 0.5 de Colliot-Théléne n’a pas encore été réfutée. Il est pourtant
remarquable que, par opposition aux espaces homogénes étudiés par Borovoi, ceux ayant un
stabilisateur fini non abélien soient tels que la partie algébrique du groupe de Brauer ne suffit
pas toujours pour expliquer le défaut d’approximation faible. Cela montre que le probléme est
d’une difficulté nettement plus grande que celui déja résolu.

Ces recherches récentes demandent alors une étude plus approfondie du groupe de Brauer
non ramifié, tant algébrique que géométrique, des espaces homogénes a stabilisateur fini G sous
un groupe semi-simple simplement connexe. Bogomolov s’est occupé dans |Bog87| et [Bog89]
de la partie géométrique de ce groupe et Colliot-Théléne a récemment étendu ces résultats au
groupe de Brauer non ramifié tout entier (cf. [CT14]), étendant ainsi d’un coté les travaux de
Bogomolov et en méme temps ceux de Harari et Demarche. Il est a remarquer cependant que
tous ces travaux se concentrent sur les groupes finis constants. L’un des objectifs de cette thése
a été d’attaquer le cas des groupes finis quelconques, essayant donc de généraliser encore ce
qui a été fait précédemment.

V Déroulé de la thése

Cette these est composée de quatre chapitres :

Le chapitre 1 est dédié a I’étude du groupe de Brauer non ramifié sur un corps global de
caractéristique positive. On démontre notamment ’analogue du résultat de Harari (théoréme
0.8) en caractéristique positive pour ensuite donner, a l'aide du résultat de Gabber sur les alté-
rations mentionné dans la section II, un théoréme qui donne une description arithmétique du
groupe de Brauer non ramifié sur ces corps globaux (cf. la section 1.2). Les mémes techniques
nous permettent par la suite d’étudier le groupe de Brauer non ramifié de variétés définies sur
un corps fini F, via le changement de base de Fy a F(t).

Dans le chapitre 2, on s’intéresse au groupe de Brauer non ramifié algébrique des espaces
homogénes a stabilisateur fini, le groupe ambiant étant toujours un groupe semi-simple simple-
ment connexe, de fagcon cohérente avec les justifications données ci-dessus. Ici, on oublie pour
un instant les applications arithmétiques et ’on cherche a trouver une formule qui marche sur
n’importe quel corps de caractéristique 0. Pour ce faire, on utilise une méthode développée
par Colliot-Théléne et Kunyavskil dans [CTK98| pour étudier le groupe Bry, .1V pour des
espaces principaux homogeénes V. La méme méthode a été ensuite utilisée par Borovoi, De-
marche et Harari dans [BDH13|] pour des espaces homogeénes a stabilisateur de type “ssumult”,
cas qui contient précisément les stabilisateurs pour lesquels la théorie de Borovoi autour de
I’obstruction de Brauer-Manin marche bien.

Cette méthode, qui passe curieusement d’abord par le cas d’un corps de base fini, fait que
le résultat que 'on a trouvé dans le chapitre précédent devienne crucial pour réussir dans cette
démarche. En effet, par opposition a ce qui se passe dans les cas étudiés par Colliot-Théléne et
Kunyavskii et par Borovoi, Demarche et Harari, les espaces homogénes & stabilisateur fini sur
un corps fini peuvent avoir un groupe de Brauer non ramifié algébrique non trivial, comme cela
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est montré dans la section 2.8.1. On développe alors préalablement une formule pour calculer
Bryr a1V explicitement dans ce cas.

A partir de cela, on obtient une formule permettant de calculer le groupe de Brauer non
ramifié algébrique des espaces homogénes & stabilisateur fini sur un corps de caractéristique
0. Outre 'application évidente du calcul explicite de ce groupe, tant sur un corps fini que sur
un corps de caractéristique 0, on utilise ces formules pour en trouver une autre plus précise
sur un corps local, ou encore pour établir la nullité de Bry, o1V dans certains cas (généralisant
ainsi les résultats de Demarche dans [Dem10]), et pour établir des liens entre ’obstruction de
Brauer-Manin et 'approximation réelle (ceci est en lien direct avec les raisons que l'on évo-
quait a la fin de la section III pour croire que Borovoi nie en un certain sens la conjecture de
Colliot-Théléne).

Le chapitre 3 est une continuation naturelle de ce qui a été fait dans le chapitre 2. On étend
en effet les formules développées dans ce dernier aux espaces homogénes (toujours sous un
groupe semi-simple simplement connexe) a stabilisateur quelconque, montrant ainsi encore une
fois que la philosophie d’étudier les différents morceaux du stabilisateur pour ensuite les recoller
porte ses fruits. Le résultat clé de ce chapitre est un théoréme d’existence de sous-quotients
finis d’un groupe algébrique non connexe “contenant toute I'information”, ce qui permet de
ramener le calcul du groupe de Brauer non ramifié au cas des stabilisateurs finis. Une fois cette
existence établie dans la section 3.5, les formules analogues & celles du chapitre 2 n’en sont
qu’une conséquence formelle.

Il est important de remarquer ici que la moitié de ce travail est due & Chernousov, Gille et
Reichstein qui ont montré dans [CGRO8| que, une fois que 'on a un sous-groupe fini, on peut
en construire un autre qui sera celui “contenant toute I'information”.

Enfin, le chapitre 4 laisse de coté le groupe de Brauer et s’intéresse directement aux questions
d’approximation faible et principe de Hasse. Ici, on prend une famille d’espaces homogénes dont
le stabilisateur est fini et vérifie de bonnes hypothéses, ce qui permet grace aux formules déve-
loppées dans le chapitre 2 d’assurer qu’ils auront un groupe de Brauer non ramifié algébrique
trivial, et on montre par une “chasse au diagramme non abélienne” que l'on a la propriété
de surjectivité au niveau de la cohomologie galoisienne. Cela se traduit en I'approximation
faible pour les espaces homogénes en question. Ce résultat permet par la suite de démontrer le
principe de Hasse pour une famille semblable d’espaces homogénes.

Ce chapitre doit son existence notamment aux travaux de Neukirch dans [Neu79], ou il éta-
blit les mémes résultats de surjectivité en cohomologie galoisienne, mais dans le cas restreint
des groupes finis constants. Cette restriction de sa part s’explique en partie par le fait qu’il
étudie dans cet article le probléme beaucoup plus général du plongement, plus relié au probléme
de Galois inverse et qui n’a donc pas de lien direct a priori avec 'approximation faible (en effet,
Neukirch ne mentionne jamais l’approximation faible dans son article). Sa preuve, & premiére
vue beaucoup plus technique, s’est trouvée enfin étre de la méme nature que celle présentée ici,
mais elle ne profite pas du langage de la cohomologie galoisienne non abélienne. C’est surtout
cet outil qui permet de comprendre les subtilités issues du fait de traiter des groupes finis
non constants. En effet, on pourrait méme envisager de trouver une généralisation du “Main
Theorem” de [Neu79|, mais puisque cette généralisation du probléme du plongement n’a pas
d’interprétation intéressante en termes de théorie de Galois, il ne semble pas pour l'instant
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utile de le faire.

N’ayant pas plus & mentionner, je n’ai qu’a vous souhaiter une bonne lecture ! 3

3. Et beaucoup de courage! =



Chapitre 1

Groupe de Brauer non ramifié en
caractéristique positive

1.1 Introduction

Dans [Har94|, Harari démontre le résultat suivant, lequel était déja apparu (sous une forme
quantitative plus précise) dans le cas de 'espace projectif chez Serre pour les éléments de
2-torsion du groupe de Brauer (cf. [Ser90]) :

Théoréme 1.1 (Théoréme 2.1.1 de |Har94|). Soient K un corps de nombres et X une K-
variété géométriquement intégre, projective et lisse, dont on note K(X) le corps de fonctions.
Soient o un élément de Br (K (X)) qui n’est pas dans Br X et U un ouvert de Zariski non vide
de X tel que o € BrU. Alors, il existe un ensemble infini (de densité non nulle) I de places v
de K telles que, si l’on note K, le complété de K par rapport a v, la fleche U(K,) — Br K,
induite par o prenne une valeur non nulle.

I1 est bien connu qu’il existe un ensemble fini S de places de K tel que, si I'on note Ok g
I'anneau des S-entiers de K, il existe un modele propre et lisse X de X sur Ok g avec un
ouvert U, dont la fibre générique correspond & U, tel que « se reléve en un élément de Brif. Le
critére valuatif de propreté nous permet alors de relever tout K,-point de X en un O,-point
de X dés que v ¢ S. En particulier, on voit que 'application U(K,) — Br K, induite par « se
factorise par Br O, = 0 dés que le K,-point de U se reléve en un O,-point de U, ce qui nous
dit que cette application atteint la valeur nulle pour presque toute place (i.e. pour toute place
a l'exception d’un nombre fini d’entre elles). De plus, on obtient une réciproque du résultat
qui dit que pour tout élément o de Br X et pour presque toute place v de K l'application
X (K,) — Br K, induite par « est triviale. Si I'on considére alors une variété V' qui n’est pas
propre, ce résultat appliqué a une compactification lisse de V' nous permet de décrire le groupe
de Brauer non ramifié Br,, V' d’aprés le théoréme de pureté de Grothendieck (cf. le théoréme
0.7 ci-dessus et I'égalité (0.6) qui en découle, cf. aussi [CT95, Prop. 4.2.3]).

Soit maintenant K un corps global de caractéristique p > 0, i.e. le corps de fonctions d’une
courbe C sur un corps fini. La preuve du théoréme de Harari est totalement adaptable & ce
cas, sauf pour le fait que la preuve se base sur le théoréme de pureté de Grothendieck, lequel

28
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n’est valable a priori en caractéristique positive que sur la partie de torsion premiére a p du
groupe de Brauer. On peut alors démontrer le résultat ci-dessous en suivant presque mot pour
mot la preuve de Harari :

Théoréme 1.2. Soit K un corps global de caractéristique p > 0. Soit X une K-variété propre,
lisse et géométriquement intégre dont on note K(X) le corps de fonctions. Soit U un ouvert
de X et o € BrU C Br(K(X)) un élément d’ordre n premier a p tel que o ¢ Br X. Alors
il existe un ensemble infini (de densité non nulle) I de places v de K telles que l'application
U(K,) — Br K, induite par o soit non triviale.

Si 'on considére maintenant une K-variété V qui n’est pas propre, il n’est pas a priori
évident que 1'on puisse utiliser ce résultat pour décrire le groupe Br,,V{p'}, ou {p'} veut dire
que 'on prend les éléments de torsion premiére & p, car on ne dispose pas d’équivalent en carac-
téristique positive au théoréme d’Hironaka sur la résolution des singularités, donc 1’existence
d’une compactification lisse de V' n’est pas assurée. Cependant, grace & un résultat de Gabber
qui précise le théoréme de de Jong sur les altérations (cf. [[LO12, X, Thm. 2.1]), Borovoi,
Demarche et Harari ont récemment démontré le sens “facile” de cette description (cf. [BDH13,
Prop. 4.2]), i.e. que pour tout élément o de Bry,, V{p'} et pour presque toute place v de K
I'application V(K,) — Br K, induite par « est triviale.

En utilisant le méme résultat de Gabber, on peut montrer une version affaiblie de la réci-
proque, ainsi qu’une version analogue pour les corps finis.

1.2 Reésultats principaux

La version affaiblie annoncée pour les corps globaux correspond au résultat suivant.

Théoréme 1.3. Soient K un corps global de caractéristique p et V une K-variété lisse et
géométriquement intégre. Soit o € BrV un élément d’ordre n premier a p. Alors a appartient
a Bry, V' si et seulement si, pour presque toute place v de K, lapplication V(L) — Br L induite
par « est nulle pour toute extension L/K, finie et purement inséparable.

Remarque.

L’auteur ignore si cette version affaiblie du résultat est optimale ou pas, i.e. §’il suffit de regarder
les K,-points et non pas les L-points pour toute extension L/K, purement inséparable. La
démonstration actuelle ne laisse aucune piste sur comment arriver & un tel résultat.

Il est cependant important de remarquer que ce défaut n’est en général pas génant au
moment des applications, comme on le verra dans les chapitres suivants.

Notre démarche sera d’abord de démontrer le résultat admettant ’existence d’une compac-
tification lisse, ce qui revient & démontrer le théoréme de Harari en caractéristique positive.
Pour cela, on suit les pas de la preuve donnée par Harari en faisant tout simplement les modi-
fications nécessaires pour que certains résultats utilisés restent vrais en caractéristique positive
et pour X propre au lieu de projective. Puis, on généralise ce résultat ayant aussi recours au
théoréme de Gabber. La subtilité du résultat vient de ce que I’on joue avec des corps imparfaits,
donc avec des extensions inséparables.
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Enfin, en utilisant les mémes techniques, on obtient un critére similaire pour le groupe de
Brauer non ramifié d’une variété définie sur un corps fini.

Théoréme 1.4. Soient k = F, avec q une puissance de p et V une k-variété lisse et géo-
métriquement intégre. Soit o € BrV un élément d’ordre n premier a p. Alors o appartient a
Bry,, V' si et seulement si, pour toute extension finie L de k, application V (L((t))) — Br L((t))
mnduite par o est nulle.

1.3 Reésultats préliminaires

On démontre dans cette section le théoréme 1.2, ainsi que quelques résultats élémentaires
sur les extensions inséparables qui nous seront utiles dans la démonstration du théoréme 1.3.

1.3.1 Démonstration du théoréme 1.2

On commence avec une proposition nous permettant de passer & un modéle entier de la
situation tout en gardant I'information disant que « est “ramifié¢” (i.e. n’appartient pas a Br X).
Pour un ensemble fini S’ de places de K, on note O g 'anneau des S-entiers de K.

Proposition 1.5. Soit X une K-variété propre, lisse et géométriquement intégre et soit « €
Br K(X) un élément d’ordre n premier a p qui n’est pas dans Br X. Alors il existe un ensemble
fini S de places de K et un modéle propre lisse X de X sur Ok s, un ouvert affine non vide V
de X et un fermé B intégre de codimension 1 de V, lisse sur Spec Ok g, tels que :

- SiU désigne le complémentaire de B dans V, on a o € Brid.

~ Le résidu T de o au point générique de B est un élément non nul de H (B, Z/nZ).

Démonstration. On sait qu’il existe toujours un ensemble fini S de places de K tel que X
admette un modele propre lisse X sur Ok g a fibres géométriquement intégres et que « s’étend
alors en un élément de Bri/ pour un certain ouvert I/ de X. On note toujours « cet élément.

Soient Zi,..., 2, les composantes irréductibles (donc intégres si on les considére avec leur
structure réduite) du complémentaire de U dans X. Quitte a réduire U, on peut supposer
qu’elles sont toutes de codimension 1 et, quitte a élargir S, on peut supposer qu’elles ne sont
pas des diviseurs verticaux (i.e. elles ne correspondent pas a la fibre d’'un point point fermé
de Spec Ok,s dans X'). Les Z; étant alors des diviseurs, ils ont un anneau & valuation discréte
associé dont le corps de fractions est le corps de fonctions de X et dont le corps résiduel x;
correspond au corps résiduel du point générique du diviseur. On considére alors les applications
de résidu

6t H*(K(X), un) — H(ki, Z/n1T).

D’aprés le théoréme de pureté de Grothendieck (c.f. [CT95, Prop. 2.1.8 et 4.2.3|), on sait
qu’au moins 'un des d;(a) est non nul puisque, o appartenant & Bri/, il s’annule pour toute
application résidu provenant d’un diviseur qui croise U.

Prenons un ig tel que Z := &;,(a) € H'(k;y,Z/nZ) soit non nul. On sait qu’il existe un
ouvert non vide et lisse B de Z;, tel que T € H'(B,Z/nZ). Quitte & réduire cet ouvert, on
peut supposer qu’il ne rencontre pas les autres Z;. Soit alors V 'ouvert 4 U B de X. Quitte a
réduire encore B, on peut supposer que V est affine, ce qui conclut.
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Ayant condensé I'information sur o dans I'élément Z € H'(B,Z/nZ), il s’agit maintenant
de voir ce qu’on obtient de Z lorsqu’on se donne un K,-point P, de U pour une place v de K.
Si 'on note O, I'anneau des entiers de K, et x, son corps résiduel, on sait que, si v € S, P,
peut toujours étre relevé en un O,-point P, induisant donc un k,-point P(v). Or, on dispose
de I'application résidu
by : HY(Ky, pin) — HY(ky, Z/07).

On verra alors que 'image de a(P,) par ¢, est étroitement reliée a la fibre en P(v) de 7.

Lemme 1.6. Soit W = Spec Ok g un ouvert non vide de C. Soient ¥V = Spec R un O g-
schéma affine et t € R un élément tel que le schéma B = Spec R/t soit un sous-schéma
fermé integre et régulier (de codimension 1) de V. On note Ry le localisé de R par rapport a
l'idéal (t) et Ry le localisé de R par rapport a la partie multiplicative {t'};en. On a dans ce cas
V \ B = Spec R;. On note enfin F' le corps de fractions de R et k le corps résiduel de Ry (qui
est aussi le corps de fractions de R/t).

Soit o € Br Ry C Br F' un élément de n-torsion avec n premier & la caractéristique de K et
soit x; 'tmage de o par l'application résidu

6 : HX(F, un) — HY (K, Z/n7Z).

On suppose que x; est dans H (B, Z/nZ). Alors, il existe un ouvert w de V d’intersection non
vide avec B vérifiant la propriété suivante :

Pour tout O,-point s de w C V, si l’on note e la valuation de l'image de t par le morphisme
R — O, induit par s et si l'on suppose que 0 < e < 0o, alors on a

0y (s7(a)) = es3(xs),

ot s1 : Spec K, — Spec Ry = V \ B et sy : Speck, — Spec R/t = B sont les morphismes
induits par s (qui sont bien définis d’apres Uhypothése sur e) et ot s7 : BrRy — BrK, et
sy HY(B,Z/nZ) — H'(ky,Z/nZ) sont les fleches naturelles induites par s1 et sg.

Démonstration. On commence par montrer que ['on peut supposer que R est complet pour la
topologie définie par I'idéal (¢). Soit R le complété de R par rapport a cette topologie et soit
V = Spec R. Puisque 'anneau O,, est complet, tout O,-point de V se factorise par V.

Supposons donc que l'on a trouvé un ouvert @ de V vérifiant la propriété de ’énoncé par
rapport au sous-schéma fermé B = Spec R/t Le fermé complémentaire de @ est une réunion
finie de sous-schémas affines Spec R; de V et la restriction de Papplication p : V — V a chacun
d’eux peut étre vue comme un morphisme d’anneaux R — R;. La proposition 6.F de [Mat70]
nous dit alors que I'image de ce fermé dans V est une intersection de constructibles ne conte-
nant pas le point générique de V, donc elle est incluse dans un fermé strict de V. On peut alors
définir un ouvert w de ¥V comme le complémentaire de ce fermé. L’image réciproque de w par
p est alors clairement contenue dans @ et 'intersection de w avec B est non vide (on applique
le méme raisonnement a w N l?) Il est clair alors que w vérifie la propriété de 1’énoncé.

Cela étant démontré, on voit que I'on a R = @R/t", ce qui nous permet de relever
xt € HY(B,Z/nZ) en un élément y € H'(V,Z/nZ), que 'on peut regarder alors aussi comme
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un élément de H'(Spec R, Z/nZ) ou encore de H'(F,Z/nZ). Le diagramme commutatif
suivant explique ces afﬁrmatlonb et d’autres qui apparaitront plus tard.

HY(V,Z/nZ) — H'(Spec Ry, Z/nL) — H(F,Z/nZ)

| N T

H'V~B,Z/nZ) . HY(B,Z/nZ) HY(k,Z/nZ)

Ji | \

HY(K,,Z/nZ) HY(O,,Z/nZ) Yky, Z/nZ)
X'\ X
x\ Xt f——> Xt

x1 = s7(x } X2 = s5(xt)

Considérons alors le cup-produit 3 = x Ut, ol ¢ est vu comme un élément de H'(F, u,) =
F*/(F*)". Ona 3 € H*(F,u,) C Br F. D’aprés [CTO89, Prop. 1.3], on a que &;(3) = x, donc
5:(8 — a) = 0. De la suite exacte dans [CTO89, Prop. 1.1] appliquée a 'anneau de valuation
discrete R(;y on en déduit que S — « vient de Br R(;). Puisque Spec Ry est formé des points
génériques de V et B, ceci nous dit qu’il existe un ouvert w de V contenant le point générique de
B (donc d’intersection non vide avec B) tel que § — a soit dans Brw. Ainsi, si s est un O,-point
de w tel que la valuation de I'image de ¢ est strictement positive, on aura si(5 — a) € BrO,,
donc en particulier 6,(sj (5 — «)) = 0 puisque Br O, est nul. On voit alors qu’il suffit de dé-
montrer I'égalité de I’énoncé pour § au lieu de a.

En regardant maintenant y comme un élément de H'(V . B,Z/nZ) et t comme un élément
de HY(V\B, ) = R} /(R})™, on définit x1 = s3(x) et t; = s3(t). On a alors s3(3) = x1Ut;. Or,
puisque x provient originellement de H'(V, Z/nZ), on voit que x1 provient lui de H(O,, Z/nZ)
(c’est en fait s*(x), c.f. le diagramme ci-dessus). Toujours par la proposition 1.3 de [CTO89],
on a que &,(x1 Ut1) = exa, oil x2 est 'image de s*(x) dans H'(k,,Z/nZ). Or, le diagramme
nous dit que x2 = s5(x¢), donc on trouve finalement que §,(s7(5)) = dp(x1 Ut1) = ess(xz), ce
qui conclut.

Corollaire 1.7. Soient K, X et o comme dans la proposition 1.5 et soient S, X, V = Spec R,
B =SpecR/t, U =V ~\ B = SpecR,; et T les objets ainsi obtenus. Alors, il existe un ouvert w
de V d’intersection non vide avec B vérifiant la propriété suivante :

Pour tout Ky-point P, dans U correspondant a un O,-point P, dans w C V et induisant
donc un ky-point P(v) aussi dans V, si l’on note e la valuation de l’image de t par le morphisme
R — O, correspondant a Py, alors

1. Si P(v) & B(ky), alors §,(a(Py)) = 0.

2. Si P(v) € B(ky), alors 6,(a(Py)) = €I, ot I, € H(ky, Z/nZ) est I’élément obtenu en
prenant la fibre en P(v) de T € HY(B,Z/nZ).
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Démonstration. Si P(v) est dans U(k,), alors P, est totalement & valeurs dans U, ce qui
entraine que a(P,) correspond en fait & I’élément a(P,) € Br O, et est donc nul puisque Br O,
est trivial.

Maintenant, si P(v) est dans B(ky), 'ouvert w est bien donné par le lemme 1.6. En effet,
la proposition 1.5 est faite pour que ces objets vérifient les hypothéses du lemme. Les fléches
s} et s5 du lemme correspondent ici aux fléches associées aux points P, et P(v), donc sj(«)
correspond bien & a(P,) et s5(x:) correspond lui & Z,, ce qui donne le résultat.

Ayant cette description du résidu de «(P,) pour un K,-point P, donné, il s’agit maintenant
de trouver une infinité de K,-points tels que le résidu correspondant est non trivial, car cela
veut dire en particulier que a(P,) est non nul. Or, puisque le groupe H'(B,Z/nZ) classifie
les Z/nZ-torseurs sur B, le résidu Z correspond & un revétement cyclique non trivial de B. De
méme, 7, correspondra & la spécialisation de ce revétement et on a intérét a ce qu’il reste non
trivial. La proposition suivante va dans ce sens et nous permet alors de conclure 'argument au
facteur e prés, dont on s’occupera ensuite.

Proposition 1.8. Soit K un corps global de caractéristique p et W = Spec O, s un ouvert
non vide de C. Soit B — W un morphisme dominant tel que la fibre générique B soit une
K -variété intégre. Soit p : Y — B un revétement étale, connexe, cyclique, de degré m > 2 de
B. On dispose, pour presque toute place v de K (i.e. pour toute place sauf une quantité finie),
des réductions respectives By, = B Xy Ky et Vo = YV X Ky au dessus du corps résiduel k.

Alors, il existe un ouvert Uy de B et un ensemble infini I de places v de K tels que, en
notant Uy = p~*(U), on ait :

1. Pour toute place v de I, le revétement étale p, : (Us)y, — (Ur)y Teste conneze.

2. Si Q est un ouvert non vide de Uy, sa réduction €, au-dessus de k, admet, pour presque
toute place v de I, un ky-point P(v) vérifiant : Uaction de 'y, = Gal(Ry/Ky) sur les
Ry-points de Y au-dessus de P(v) n’est pas triviale.

Démonstration. Cas 1 : B est géométriquement intégre. Dans ce cas on peut poser U] = B
et Us = ). En effet, soit Y la fibre générique de ) — W et soient K(B), K(Y) les corps des
fonctions de B et Y respectivement. Soient L et L’ les fermetures intégrales respectives de K
dans K(B) et K(Y). Puisque B est géométriquement intégre, on a L = K, tandis que L'/K
est une extension cyclique (triviale si ) est géométriquement intégre). Le théoréme de Cebo-
tarev nous dit qu’il existe un ensemble infini I de places v de K qui restent inertes pour cette
extension. Pour ces places, si I’on note w la seule place au-dessus de v, le revétement étale
pv : Yo — By se factorise par By, := By, X, k. 1l est évident que, dés que lextension L'/ K est
non triviale, la fibre d’'un x,-point dans B,, admet une action non triviale de I';,. En particulier,
la fibre de p, au dessus d’un tel point admet aussi une action non triviale de [',.

Soit alors €2 un ouvert non vide de B. Démontrons qu’il existe un k,-point sur {2, pour
presque toute place v de I. Le lemme de Chow nous dit qu’il existe une variété B’ projective
sur W et un W-morphisme B’ — B induisant un isomorphisme sur un ouvert non vide de B.
Alors, quitte a restreindre €2, on peut supposer qu’il correspond & un ouvert de B’. On rappelle
alors le théroréme classique,
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Théoréme 1.9 (Lang-Weil). Il eziste une constante C'(n,r,d) telle que, pour tout corps fini
k de cardinal q et toute sous-variété fermée X géométriquement integre de P} de degré d et
dimension r, on ait :

[#X (k) = ¢"| < Cln,r.d)g" 2.

Pour une place v, notons g, le cardinal du corps résiduel k,,. Comme le fermé complémentaire
F, de Q, dans B] est de dimension stricitement inférieure a celle de €2, le théoréme de Lang-
Weil nous dit que, pour g, assez grand, le quotient #Q,(k,)/q}, (ou r est la dimension de B,
donc de ) sera aussi proche de 1 qu’on le voudra. En effet, on a

#Ou(r) | _ | #Bu) = #F(r)
-

q

7 i
et #B)(ky)/q}, tend vers 1, tandis que #F,(ky)/q}, tend vers 0 (lorsque ¢, tend vers Uinfini).
Il est clair alors qu’il existe un k,-point sur §2, dés que g, est assez grand, donc pour presque
toute place v dans 1.

Reste a voir le cas ot 'extension L'/ K est triviale. Ceci veut dire que ) est géométriquement
intégre. Soit alors Y/ = Y xgB’. C’est un revétement étale de B’, donc en particulier une variété
projective sur W. Le méme argument que I’on a donné pour 2, marche alors pour p, 1(£2,) C )’
(qui est aussi de dimension ), i.e. le quotient p, 1(Q,)(ky)/q% tend vers 1. On voit alors que,
toujours pour g, assez grand, on a

#P;l(gv)(“v) — #Qy (k)
#Qy (Fiv)

ce qui est équivalent a

-1 T
S A P,
q

# (ko)

#pgl(ﬂv)(”v) <m- #Qv(’iv)‘

Puisqu’un k.-point de €, a au plus m k,-points au-dessus de lui, on voit que, lorsque ¢, est
assez grand, il existe un k,-point de €, tel que la fibre de p, en P(v) a des R,-points sur
lesquels 'action de I', est non triviale. On voit alors que dans ce cas on peut méme prendre
comme I I’ensemble de toutes les places de K.

Cas 2 : situation générale. Supposons maintenant que B n’est pas géométriquement
intégre. On sait qu’il existe un ouvert U; de B tel que la fleche Uy — Spec K se factorise
par Spec L. Uy est alors un L-schéma géométriquement intégre. On sait alors qu’il existe un
ouvert non vide Wy, de Spec Of, sur W tel que la fléche U1 — W se factorise par un morphisme
Uy — Wy, dont la fibre générique est U; — Spec L. On pose alors Us = p~(U). D’aprés le cas
1, on sait qu’il existe un ensemble infini I, de places w de L telles que (Uz)y, — (U )w SOIt un
revétement étale connexe et, pour tout ouvert non vide £ de U; et pour presque toute w, €2y,
admette un k,,-point dont la fibre par p,, admet une action non triviale de I'y, = Gal(Fy/kw).

11 suffit alors de démontrer que Iy, (qui correspond aux places inertes pour l'extension L'/L)
admet un sous-ensemble infini I’ tel que, pour tout w € I’, la restriction v de w a K est telle
que Ky = Ky. En effet, dans ce cas le revétement (Us),, — (U1)y correspond au revétement
(U2)y — (Ur)y et les Ky points de €, correspondent a des k,-points de €, dont l'action de
I'y = 'y, sur leur fibre par p, sera non triviale. Enfin, il est évident que ’ensemble I des v ainsi
obtenus est infini car toute place v de K n’a qu’un nombre fini de places w de L en-dessus. Or,



1.3.1 - Démonstration du théoreme 1.2 35

le théoreme de Cebotarev nous dit que I'ensemble de places inertes pour l'extension L'/L est
de densité non nulle et le lemme 1.10 ci-dessous nous dit que I’ensemble de places de L ayant
le méme corps résiduel que la place induite respectivement sur K a une densité égale & 1, ce
qui nous dit que I’ a une densité non nulle et il est alors forcément infini, ce qui nous permet

de conclure.

Lemme 1.10. Soit L/K une extension finie et séparable de corps globauz. Soit I ’ensemble
des places w de L telles que, si l’on note v la place induite sur K, on a kK, = Ky. Alors I a une
densité 0(I) égale a 1.

Démonstration. Soit Px l’ensemble des places de K qui sont totalement décomposées pour
I'extension L/K. Il est un fait connu que la densité 0(Px) de Pk est supérieure ou égale a 1/n,
oun = [L: K]. Soit P, 'ensemble de places de L qui sont en dessus d’une place dans Pg. Il
suffit alors de démontrer que 'on a §(Pr) = 1, puisque P;, C I. En effet, on a bien k, = K,
pour w € Pr, et v = w|k.

Sil’on note N (v) le cardinal du corps résiduel k,, la densité §(Pr) est donnée par la formule

. ZwEPL N(w)is
OPL) = sliI{IJr —log(s—1)

c.f. par exemple [Ros02, Chap. 9|. Puisque pour toute place v € P il existe n places w € Py,
au-dessus de v et qu’elles vérifient N(w) = N(v), on peut écrire

N(w)™* nN(v)™?*
5(PL) — lim ZwGPL ( ) — lim Z'UEPK ( ) _
s—1t  —log(s —1) s—1t —log(s —1)
N(v)~* 1
n lim M =nd(Pg) >n—=1,
s—1+ —log(s—1) n
ce qui conclut.

En mettant ensemble tout ce qu’on a fait, on donne enfin la démonstration compléte du
résultat.

Démonstration du Théoréme 1.2. Soit X une K-variété propre, lisse et géométriquement in-
tégre. Soit U un ouvert de X et o € BrU C Br K(X) un élément d’ordre n premier a p tel que
a ¢ Br X. La proposition 1.5 nous donne un modéle propre lisse X de X sur un ouvert non vide
W = Spec Ok g de C, un ouvert affine non vide V = Spec R de X et un fermé B = Spec R/t
de V intégre, lisse et de codimension 1, tels que a € Brif, ou U = V . B = Spec Ry, et le résidu
7 de a au point générique de B est un élément non nul de H'(B,Z/nZ).

En appliquant le corollaire 1.7, on trouve un ouvert w de V (et, quitte a réduire V, on peut
supposer que w = V) sur lequel on peut calculer le résidu de a(P,) dans H'(k,,Z/nZ) pour
un K, point P, de U. D’aprés cette formule, il s’agit de trouver, pour une infinité de places
v de K, un k, point P(v) de B tel que la fibre Z, € H'(k,,Z/nZ) de T en P(v) soit non
nulle, puis de relever P(v) en un O,-point P, de V induisant un K,-point P, de U et tel que la
valuation e de I'image de t par le morphisme R — O,, induit par P, soit 1. Ainsi, on aura que
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dv(a(Py)) = eI, = I, # 0 et alors a(P,) sera forcément non nul, ce qui conclut 'argument.

Puisque Z est un élément non nul de H'(B,Z/nZ) et que cet ensemble classifie les Z/nZ-
torseurs sur B, on sait que Z correspond & un revétement étale cyclique non trivial pg : Yoy — B
de degré n. Le fait que py soit non trivial se traduit par le fait qu’il se factorise par un sous-
revétement étale, connexe, cyclique et non trivial p : Y — B de degré m divisant n (il suffit en
effet de prendre une des composantes connexes de )y, laquelle ne peut pas étre isomorphe a B,
car dans ce cas py correspondrait a I'élément trivial de H'(B,Z/nZ)). Comme B est intégre, la
proposition 1.8 nous dit qu’il existe une infinité de places v de K telles qu’il existe un k,-point
P(v) de B tel que 'action du groupe de Galois I', = Gal(k,/ky) sur la fibre de p au-dessus
de P(v) est non triviale, donc aussi sur la fibre de pg. Or, cette fibre n’est rien d’autre que le
spectre d’'une k,-algébre étale A, de degré n et I’action non triviale de I';, sur A, entraine qu’il
ne s’agit pas de I'algébre k. A, correspond alors & un élément non trivial 7, de H'(k,,Z/nZ),
qui est l’ensemble qui classifie les k,-algébres étales galoisiennes de groupe de Galois Z/nZ.
Or, I'image Z,, de Z par I'application

HY(B,Z/nZ) — H'(ky, Z/nZ),

induite par P(v) est précisément 1’élément 7, # 0.

Finalement, il s’agit de relever le k,-point ainsi obtenu en un K,-point bien choisi. Fixons
une uniformisante 7, de O, et posons B, := Spec (R,/(t — 7)), ot R, = R ®0, 3 Op. Alors
les ky-fibres du O,-schéma B, et de B sont isomorphes (cela revient & démontrer que R, /(t —
) ®0, Ky = R/t R0 s kv). D’aprés le lemme de Hensel (c.f. [SGA3II, XI, Cor. 1.11]), on peut
relever P(v) en un O,-point de B,, ce qui revient & un morphisme R, /(t —m,) — O, induisant
un morphisme R — O, (i.e. un O,-point P, de V) ou il est clair que la valuation e de 'image
de t est 1. Le K,-point P, de V ainsi induit convient alors.

1.3.2 Quelques résultats sur les extensions inséparables

L’étude du groupe de Brauer non ramifié dans le cadre général en caractéristique positive
(i.e. sans forcément avoir le droit & une compactification lisse) entraine ’étude des résidus,
donc des anneaux A de valuation discréte sur le corps de fonctions K = k(V') de la variété
V considérée, cf. [CT95]. Le théoréme de Gabber [ILO12, X, Thm. 2.1] nous permet de nous
ramener au cas ol 'on a une compactification lisse, mais au prix de considérer une extension
finie (souvent inséparable) de K. Les résultats suivants, qui seront utilisés dans la preuve des
théorémes 1.3 et 1.4, nous montrent que ’on ne perd pas d’information par un tel changement
de base.

Proposition 1.11. Soit A un anneau de valuation discréte de corps de fractions K de carac-
téristique p (on suppose A # K ). Soit L/ K une extension finie purement inséparable et soit B
la fermeture intégrale de A dans L. Alors B est un anneau de valuation discréte et les degrés
résiduel et de ramification f et e de l’extension B/A vérifient ef|[L : K].

Démonstration. Puisque L/K est purement inséparable, elle se décompose en une suite d’ex-
tensions radicielles d’ordre p. La multiplicativité des degrés e et f étant un fait classique, il
est facile de voir que I'on peut se restreindre au cas ou [L : K| = p. Soit alors z¢p € K tel que
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L= K(:cé/p) et, en notant v la valuation sur A, soit m € A tel que v(m) = 1. Alors, quitte a
multiplier g par une puissance convenable de 7P, on peut supposer xg € A.

Supposons d’abord que (v(xp),p) = 1. Il existe alors un entier n > 0 premier a p tel que
v(zg) = 1 mod p. Alors, quitte & changer x¢ par zf divisé par une puissance convenable de
7P (élément dont la racine p-iéme engendre toujours l'extension L/K), on peut supposer que
v(xp) = 1. On peut alors définir une valuation discréte w sur L par la formule suivante.

Pour b = ag + alx(l)/p + -4 ap,lx(()p_l)/p € L, on pose

w(b) = 0<1Zn§'1£1_1{pv(ai) +i}.

C’est un exercice facile de vérifier que cette formule définit bien une valuation discréte sur L
qui est d’ailleurs la seule valuation telle que w(z) = pv(x) pour z € K. On voit aussi aisément

1/17]

que I'anneau de valuation correspondant & w est A[zy'"]. Une fois cela admis, il est évident que

l'on a B = A[$(1J/p], car tout élément b € L \ K a un polynoéme minimal de la forme 2P — a,
avec a € K, et alors w(b) > 0 < v(a) > 0. Dans ce cas, puisque B est un A-module de type
fini, la théorie classique (cf. [Ser68, 1.4]) nous dit que l'on a ef = p (et donc, plus précisément,
onae=pet f=1).

Supposons maintenant qu’il n’existe pas d’élément xy engendrant L/K tel que (v(zg),p) =
1. Quitte & diviser encore une fois par une puissance convenable de 7P, on peut supposer que
I'on a v(zp) = 0. On affirme que B est un anneau de valuation discréte d’idéal maximal 7B,
donc d’uniformisante .

Pour montrer cela, on montre d’abord que 7B est le seul idéal maximal de B, i.e. que I'on a
B* = B~ nB. En effet, soit b un élément dans B~ 7wB. Si b € A, on sait alors qu’il appartient
a AN 7mA = A* et il est donc inversible. Sinon, on sait que b¥ € A et que v(b?) =0 mod p par
hypothése. Or, si v(bP) > p, on peut écrire b = 7Pa avec a € A, ce qui nous dit que b = wal/P
et, puisque clairement a'/? € B, on trouve que b € 7B, ce qui est absurde. Finalement, on a
que v(b?) = 0, ce qui entraine que v(b™P) = —v(b?) = 0 et alors b=P € A, nous donnant enfin
que b1 € B et alors b € B*. On en déduit que B est un anneau local, intégre, différent de L et
d’idéal maximal principal. D’aprés [Bou64, V1.3, Prop. 9], il suffit pour conclure de démontrer
que (e ™" B = 0. Or, cela est trés simple : soit b € B un élément non nul. Alors 0¥ € A et il
existe n € N tel que 77™b” ¢ A. On voit alors que 77"b € B, ce qui est la méme chose que
ben"B.

Il suffit alors pour conclure de noter que dans ce cas on a clairement e = 1, tandis que
f =1 ou p, dépendant de la nature de xg dans le corps résiduel de A. Dans tous les cas, on a

bien ef|[L : K].

Remarque.
Ce résultat peut aussi étre obtenu & partir de la démonstration de |Liu02, Chap. 4, Prop. 1.31].

Corollaire 1.12. Soit A un anneau de valuation discréte de corps de fractions K de caracté-
ristique p. Soit ¢ # p un nombre premier et soit L/ K une extension de degré premier a £. Alors
il existe un anneau de valuation discréte B D A de corps de fractions L, contenant la fermeture
intégrale de A dans L et tel que les degrés résiduel et de ramification f et e de l’extension B/A
vérifient (ef,f) = 1.
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Démonstration. Considérons la sous-extension séparable maximale K'/K de L/K. Soit A’ la
fermeture intégrale de A dans K’ et soient P; les idéaux premiers au-dessus de I'idéal maximal
de A. On sait que > e;f; = [K' : K] et que ce degré est premier a /. Il existe alors un iy tel que
(€ip fios £) = 1. En localisant A" en I'idéal P, on obtient un anneau de valuation discréte A}
de corps de fractions K’. La proposition précédente nous dit alors que la fermeture intégrale
B de Ago dans L est un anneau de valuation discréte de corps de fractions L et tel que les
degrés e et f' de l'extension B/A; vérifient ¢/ f’ = p® pour un certain entier positif a. La
multiplicativité des degrés nous dit alors que l'on a ef = e;, fi,€'f’ pour extension B/A, ce
qui est bien un nombre premier & ¢ d’aprés ce qui a été dit ci-dessus. Il est enfin évident que
B contient la fermeture intégrale de A, car il contient celle de A , DA

Proposition 1.13. Soient K un corps de caractéristique p > 0, K2 une cloture algébrique de
K et L/K une extension finie purement inséparable dans K?. Soient Ty, et T'k les groupes de
Galois absolus respectifs de L et K (par rapport aux clotures séparables respectives dans K™ ).
Alors le morphisme naturel m: 'y, — I'ic est un isomorphisme.

Démonstration. Puisque L/K est purement inséparable, on sait qu’elle correspond & une suite
d’extensions radicielles de degré p. Il est évident alors qu’il suffit de démontrer la proposition
pour L = K (a!/?) pour certain a € K.

Soit L la cloture séparable de L dans K®. 11 est facile de voir qu’elle contient la cloture
séparable K de K dans K®. Soit alors 0 € 'y = Aut x(K). Pour montrer la surjectivité de
7, il s’agit d’étendre o en un automorphisme oy, de L fixant L. Soit donc 3 € L ~ K et soit
P(z) =Y ,a;z" € L]z] son polynéme minimal. On voit alors que 37 € K. En effet, P(8) = 0
entraine

P(BP = alpr = dl(8) = Q(8) =0,
=0 =0

et on voit que les coéfficients de ) sont dans K, cara; € L = K [al/ ?] donne clairement o} € K.
On pose alors

or(B) :=o(B°)/P  pour tout 3 € L.

11 est facile de voir que o () est uniquement défini (il n’existe qu’une racine p-iéme en carac-
téristique p) et que oy, est bien un morphisme de corps dont la restriction & K coincide avec
o. 1l suffit alors de montrer que o(8?)'/? € L et que o, fixe L. Or, on a

P(op(B))F =Y _dlor(B)" =Y ala(”) = Qo (")),
=0 =0

et o(0P) et BP ont forcément le méme polynoéme minimal, d’ott P(or(5))P = Q(8P) = 0 et alors
P(o1(8)) = 0, ce qui nous dit que o7,(3) € L. De plus, pour 3 € L, on a P(z) = x — 3 et alors
P(or(8)) = 0 entraine clairement que o,(8) = (.

Pour I'injectivité, soit o € I';, un automorphisme fixant K et soit 3 € L ~ K. On a déja
montré que P € K, d'ou o(5)P = o(BP) = [P et alors o(F) = [ par 'unicité des racines
p-iémes en caractéristique p, ce qui conclut.
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Corollaire 1.14. Soit K un corps de caractéristique p > 0 et soit L/K une extension finie
purement inséparable. Soit G un K-groupe fini étale (ou plus généralement, tel que G(K) =
G(L)). Alors le morphisme de restriction en cohomologie galoisienne (ou étale)

HYK,G) — HY(L,GQ),

est un isomorphisme.

Démonstration. En effet, puisque le morphisme I';, — I'i est un isomorphisme compatible avec
'action sur G(K) = G(L), le morphisme H'(I'x, G(K)) — H'(I',, G(L)) est un isomorphisme
du point de vue de la cohomologie de groupes profinis, d’ot le résultat.

1.4 Démonstration des théorémes 1.3 et 1.4

Ayant démontré le théoréme 1.2 valable pour les variétés propres, le théoréme 1.3 est alors
démontré dans le cas ot V' admettrait une compactification lisse X. On démontre ensuite le
cas général en donnant la preuve de Borovoi, Demarche et Harari pour le sens “facile”, puis en
généralisant le théoréme 1.2 & I’aide du théoréme de Gabber pour 'autre sens.

Démonstration du théoréme 1.3. Puisque le groupe de Brauer est de torsion, on sait qu’il est
la somme directe de ses composantes ¢-primaires avec £ un nombre premier. Il suffit alors de
démontrer I’énoncé pour un élément o € Br Vg {¢} pour un nombre premier ¢ # p donné, i.e.
on peut supposer que l'ordre de « est £ pour un certain m € N.

Le théoréeme de Nagata (cf. [Con07], [Dell0]) nous dit qu’il existe une K-compactification
X de V qui n’est pas forcément lisse, i.e. une K-variété propre X munie d’une K-immersion
ouverte V — X. Le théoréme de Gabber nous dit alors qu’il existe une extension finie de corps
K'/K de degré premier a £ et une ¢-altération X’ — X, i.e. un morphisme propre, surjectif
et génériquement fini de degré premier a ¢, avec X' une K’-variété lisse. On en déduit que
X' est propre et lisse sur K’. De plus, on peut supposer que X’ est géométriquement intégre.
En effet, quitte & prendre une composante connexe de X’ dominant X (bien choisie pour que
le degré générique reste premier a ), on peut supposer qu’elle est connexe. Il suffit alors de
noter que la factorisation de Stein assure l'existence d’une factorisation X’ — Spec K" —
Spec K’ telle que X’ est géométriquement connexe sur K”, donc quitte a changer K’ par K"
(extension qui reste de degré premier a ¢ car [K” : K'] divise [K'(X’) : K'(X)]), on a que X’
est géométriquement intégre sur K’ car elle est lisse et géométriquement connexe. On a alors
le diagramme commutatif suivant, ou les carrés sont cartésiens et les fléches — représentent
des immersions ouvertes :

VIe———s X'/ (1.4.1)

|

VK/(H XK/

L

Ve——X
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Supposons que « € Bry V. Alors, la fonctorialité du groupe de Brauer non ramifié par rapport
aux morphismes dominants (qui découle facilement de la définition de Bry,V = Bry,(k(V)/k)
et de [CT95, Prop. 3.3.1 et §3.6]) nous dit que o € Bry,, V' = Br X’ (cf. [CT95, Prop. 4.2.3]
pour cette égalité), on o est 'image de a induite par le morphisme dominant V' — V' donné
par le diagramme (1.4.1). De plus, on sait qu’il existe un ensemble fini de places S de K tel
que, en notant Ok g 'anneau des S-entiers de K, on peut regarder o’ comme un élément de
Br &/, ou X’ est un modéle propre de X’ sur Spec Ok~ g/, la fermeture intégrale de Ok g dans
K'. Plus généralement, et quitte a retrécir encore S, on peut supposer que 'on a le diagramme

commutatif suivant.
ey (1.4.2)

L

VOK/,S/C—> XOK/

L

Voee———=x

.87

o V et X sont définies sur Ok g et V' et X’ sur O+ g/. On remarque que le diagramme (1.4.1)
s’obtient en prenant les fibres génériques du diagramme (1.4.2).

Le morphisme V' — V donné par le diagramme (1.4.1) étant génériquement fini, on sait qu’il
existe un ouvert U C V sur lequel le morphisme U’ = U xy V' — U est fini de degré premier a /.
Soit alors v une place de K et P un L-point de U pour une extension finie purement inséparable
L/K,. 1l existe une extension finie L’ de L de degré premier a £ et un L’-point P’ de V' relevant
P. On sait alors que 'élément o/ (P’) € Br L’ correspond a la restriction de a(P) € Br L. Or,
puisque X est propre sur O’ g/, on a que, dés que v € S, le L’-point P’ s’étend en un Op/-point
P’. On en déduit que o/(P’) provient en fait de Br O = 0 et est donc nul. I suffit de noter
maintenant que, puisque [L’ : L] est premier a ¢, la restriction Q/Z 2 BrL — BrL' = Q/Z
induit un isomorphisme sur la partie f-primaire, car elle correspond & la multiplication par
[L': L] sur Q/Z (et cela méme pour des extensions inséparables). On a alors que a(P) = 0 si
v n’est pas dans S.

Pour conclure dans ce sens, on rappelle que l'accouplement Br Vi, x V(L) — BrL est
continu pour la topologie v-adique sur V(L) (ou 'on note toujours v l’extension unique de la
valuation de K, a L), donc 'annulation de «(P) sur Pouvert U(L) de V(L) entraine ’annu-
lation partout car, U étant un ouvert non vide de la variété lisse V', le théoréme des fonctions
implicites nous dit que U(L) est dense dans V(L).

L’un des sens ayant déja été démontré, on se concentre maintenant sur le cas ot o & Bry,, V.
Il faut alors trouver une infinité de places v de K, des extensions purement inséparables L/ K,
et des L-points P de V tels que a(P) # 0. On rappelle par ailleurs que « est d’ordre £ pour
un certain £ # p premier et m > 1.

Puisque o ¢ Br,,V, on sait qu’il existe un anneau de valuation discréte A de corps de
fractions K (V') et corps résiduel k D K tel que I'image de « par 'application résidu

HQ(K(V),Mgm) - HI(K’>Z/€mZ)7

est non nulle, cf. par exemple [CT95, §2|. Le corollaire 1.12 nous dit qu’il existe un anneau de
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valuation discrete A" D A de corps de fractions K'(V') et corps résiduel ' tel que, si I'on note
f = [+ : K] et e I'indice de ramification de A’/A, on a (ef,f) = 1. De plus, on a que ¥ O K’,
car A’ contient la fermeture intégrale de A dans K'(V') et K C A. Or, d’aprés [CT95, Prop.
3.3.1], on a le diagramme commutatif

HA(K (V) pm) —> H' (5, 2,/0"Z)
lRes ieA//A-Res

H2(K'(V'), pigm ) —= HY(K', L) T).

L’argument suivant nous dit alors que I'image de « dans H'(x/,Z/¢™Z) est non nulle : Soit x1
la sous-extension séparable maximale de £’/k. On a alors la factorisation suivante de la fleche
verticale de droite :

HY(k,Z/0Z) <25 HY(ky, 2/0m7) 2 HY (4, 2)0M7).
Le corollaire 1.14 nous dit que la fleche de droite est un isomorphisme, tandis que pour la fleche
de gauche on a que e[k : k]|ef et alors le morphisme est injectif par Pargument classique de
restriction-corestriction (lequel a un sens vu que k1 /k est séparable et que ef est premier a ¢).
En particulier, on voit que o/ € Br V'’ n’est pas dans Br,, V' = Br X'

Le théoréme 1.2 nous donne enfin un ensemble infini I’ de places w de K’ telles qu’il existe
un K| -point P, de V' tel que o/(P),) # 0. Ce K| -point induit évidemment un K -point @,
de Vi, donc de V| tel que a(Q),) # 0. Considérons alors la sous-extension séparable maximale
K C Ky C K'. L’ensemble I’, qui est de densité non nulle, induit par restriction un ensemble
I; de places de K; de densité non nulle. Le lemme 1.10 nous assure que la densité de I’ensemble
I3 des places de K; ayant méme corps résiduel que la place qu’elles induisent sur K est égale
a 1. On voit alors que le sous-ensemble I de Qi formé des places induites par celles dans
I N1y C Qp, est de densité non nulle, donc infini. De plus, quitte a enlever les places ramifiées
pour l'extension K /K (qui forment un ensemble fini), on peut supposer que 'extension K|, /K,
est purement inséparable car elle est alors décomposable en une suite d’extensions radicielles
de degré p, tout comme K'/K;. Les K/ -points @), conviennent alors.

On démontre enfin le résultat sur un corps fini, ce que l'on fait en reprenant les arguments
que 'on a donné dans la démonstration ci-dessus.

Démonstration du théoréme 1.4. De méme que dans la preuve précédente, on se restreint au
cas ou l'ordre de « est £™ pour un certain m € N. Toujours par les mémes arguments, les
théorémes de Nagata et Gabber nous assurent I'existence d’une extension finie de corps k'/k
de degré premier & £ et d’'un diagramme commutatif

VIe——s X' (1.4.3)

o

V]{?I(H Xk./

]

Ve——sX
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ot X est propre sur k, X’ est propre et lisse sur k' et la flecche X’ — X}, est un morphisme
propre, surjectif et génériquement fini de degré premier & £. De plus, les carrés du diagramme
sont cartésiens.

En notant alors K = k(t), Ox = k[t], K' = K'(t) et O = K'[t], le diagramme (1.4.3)
induit par changement de base le diagramme commutatif suivant

P x/ (1.4.4)

.

VOK/C—> XOK/

L

Voee——X

oV =V x, 0k, X =X x3,, O,V :=V' xp0 O et X' := X' x» Ok. En particulier, X’
est propre et lisse sur Q.

Supposons que a € Br,, V. Alors, par fonctorialité du groupe de Brauer non ramifié par
rapport aux morphismes dominants, on peut regarder o comme un élément de Bry,V, lequel,
toujours par fonctorialité, induit un élément o’ € Bry ) = BrX’. Le méme argument que
I'on a donné dans la preuve précédente pour toute place en dehors de S marche ici pour
toute place v de K provenant d’un polynome irréductible P dans O = klt], i.e. Papplication
V(K,) — Br K, induite par « est nulle pour toute telle place v, ce qui conclut dans ce sens
car, pour toute extension finie k¥'/k engendrée par un polynéome irréductible P, le corps K,
correspondant est isomorphe a k/((t)).

Supposons donc que « € Br,, V. Il existe alors un anneau de valuation discréte A de corps
de fractions k(V') et corps résiduel x D k tel que I'image de « par I'application résidu

HQ(]{?(V),'Ung) - Hl(’{’ Z/ZmZ)a

est non nulle. Soit B = A(t) : c’est un anneau de valuation discréte de corps de fractions K (V)
et corps résiduel k(t) tel que I'indice de ramification de l'extension B/A est égal a 1. En effet,
on rappelle que, si I'on note vg la valuation associée & B, cet indice est défini comme l’indice
du groupe vp(k(V)*) dans vp(K(V)*) = Z. Sinon, on peut aussi remarquer que B n’est rien
d’autre que le localisé de I'anneau A[t] en l'idéal premier wAJt], ot 7 est une uniformisante
de A. Le corollaire 1.12 nous dit alors qu’il existe un anneau de valuation discréte B’ O B de
corps de fractions K'(V') et corps résiduel «’ tel que, si 'on note f = [ : k(¢)] et e 'indice de
ramification de B'/B, on a (ef,¢) = 1. De plus, B’ contient la fermeture intégrale de B dans
K'(V') et K C B, donc on a & D K'. Alors, d’aprés [CT95, Prop. 3.3.1], on a le diagramme
commutatif

H2(k(V), pem) —— H'(x, Z/("™Z)

llnf llnf

H*(K(V), pgm) —= H'(k(t),Z/"Z)

J{Res \LaRes

H2(K'(V'), pgm) — HY(K', ZJ{™Z).
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On remarque que les fléches verticales en haut sont bien des applications d’inflation. En effet,
on a K(V) = k(V)(t), dott I'y(y) s’identifie avec le groupe L'y vy k(. lequel correspond a
un quotient de T'g(yy. On en a de méme pour & et x(t).

Soit alors k1 la sous-extension séparable maximale de £'/k(t). On a alors la factorisation
suivante des fleches verticales a droite :

HY(5,2/0mZ) 25 HY(k(t), Z/0m2) B HY (w1, 2/0m2) 2 B (6, 2./0m7).

Les applications d’inflation étant toujours injectives au niveau du H', on sait que la fleche de
gauche est injective. Puis, le corollaire 1.14 nous dit que la fléche de droite est un isomorphisme.
Enfin, pour la fleche du milieu on a que e[k : (t)] divise ef et alors le morphisme est injectif
par l'argument classique de restriction-corestriction (lequel a bien un sens vu que k1 /k(t) est
séparable). En particulier, on voit que l'image de o dans H'(x’,Z/¢™Z) est non nulle et alors
que 'image o’ € BrV’ de a n’est pas dans Br,, V' = Br X'

Enfin, d’aprés le théoréme 1.2, il existe un ensemble infini I’ de places w de K’ telles qu’il
existe un K/ -point P, de V' tel que o/(P),) # 0. En prenant une quelconque de ces places, on a
K|, = L((t')) pour une certaine extension finie L/k, d’ott I'on voit que, si @ est le L((¢'))-point
de V induit par P}, alors a(Q) = o/ (P),) # 0 € Br L((t")), ce qui conclut.

1.A Appendice : “Rigidité” du groupe de Brauer non ramifié
algébrique

Cet appendice se concentre sur les variétés V lisses et séparablement rationnellement
connexes (donc en particulier sur les variétés séparablement unirationnelles, comme c’est le
cas pour les espaces homogeénes étudiés dans les chapitres suivants de ce texte). Pour ces va-
riétés, dont une définition est donnée dans [Kol96, IV, Def. 3.2.3], on montre un résultat de
“rigidité” du groupe de Brauer non ramifié algébrique Bry, V. Ce résultat, qui suppose I'exis-
tence d’une compactification lisse de V', était initialement prévu pour obtenir une formule
comme celle du théoréme 1.4 via changement de base & un corps global (corps pour lequel le
théoréme 1.2 nous donne déja une telle formule pour les variétés propres), mais le théoréme de
Gabber utilisé dans les démonstrations ci-dessus nous a permis de nous débarrasser de cette
hypothése. On présente néanmoins ce résultat dans ’espoir qu’il puisse étre utile pour d’autres
recherches, car il ne semble pas sans intérét.

Remarque.

La définition d’une variété séparablement rationnellement connexe est indépendante du corps
de base (cf. [Kol96, IV. Rem. 3.2.4]). En particulier, cette propriété peut se vérifier sur une
cloture algébrique du corps de base. Une variété V lisse et séparablement rationnellement
connexe est par ailleurs toujours géométriquement intégre.

On suppose ici que k est un corps parfait de caractéristique p, donc par exemple un corps
fini. Pour un corps K pas forcément parfait, on notera K sa cloture algébrique (on résérve
alors la notation K pour la cloture séparable). On a alors le résultat suivant pour le groupe de
Picard.
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Théoréme 1.15. Soit X une k-variété propre, lisse et séparablement rationnellement connexe.
Soit K une extension de k. Alors le changement de base de k & K induit un isomorphisme
Pic X3 — Pic X. Ce sont des groupes abéliens de type fini et sans {-torsion pour tout nombre
premier £ # p.

L’égalité de ces groupes de Picard donne un peu d’espoir sur ’existence d’une égalité entre
les groupes de Brauer non ramifié algébrique de V' et Vi, compte tenu de la formule suivante
pour une compactification lisse X de V vérifiant X (k) # (0 (cf. [San81, Lem. 6.3]) :

BrayX = H'(k,Pic X3).

C’est effectivement le résultat que ’on trouve en ajoutant I’hypothese que £ soit algébriquement
fermé dans K. Remarquons que, sans cette hypothése, il est difficile d’espérer un tel comporte-
ment : il suffit de penser & une extension algébrique séparable K/k déployant Pic Xj. Le groupe
H!(K,Pic X}) est alors trivial (du moins en dehors de la p-partie) alors que H!(k,Pic X;) n’a
aucune raison de 1’étre.

Théoréme 1.16. Soit V une k-variété telle que V(k) # 0. On suppose que V admet une
compactification lisse X que l'on suppose en plus séparablement rationnellement connexe (par
exemple, lorsque V' est séparablement unirationnelle). Soit K une extension de k telle que k est
algébriquement fermé dans K. Alors le morphisme Br1V — Bri Vi induit par le changement
de base de k a K induit un isomorphisme entre les groupes de Brauer non ramifié algébrique

BryraV{p'} = BraX{p'} CBraV et BryaVik{p'} =BraXxg{p'} C BraVk.

Démonstration du Théoréme 1.15. Soit L = k ou K. Montrons d’abord que le groupe Pic X7,
est sans (-torsion pour tout ¢ # p. La théorie de Kummer nous donne la suite exacte suivante
(voir par exemple [Mil80, II1.4])

0 — HY(Xp, ue) — Pic X 5 Pic X.

En notant que L est séparablement clos, on voit que H'(Xp, ) = HY(Xy,Z/lZ), car les
faisceaux py et Z/¢7Z sont isomorphes. De plus, le théoréme de changement de base propre (cf.
[Mil80, IV, Cor. 2.3]) nous dit que HY (X, Z/lZ) = HY (X a,Z/lZ), ot L est une cloture
algébrique de L. Ce dernier groupe classifie les X a-torseurs sous Z/¢Z (cf. [Mil80, III, 4.6 et
4.8]).

1l suffit alors de montrer que H'(X a1, Z/{Z) = 0 pour avoir (Pic X)[(] = 0. En raisonnant
par ’absurde, supposons qu’il existe un torseur non trivial, i.e. non isomorphe au torseur cor-
respondant a ¢ copies disjointes de X a avec 'action évidente de Z/¢Z. Ce torseur Y — Xja
est alors forcément connexe, car la quantité de composantes connexes doit diviser £ et si Y
était formé de ¢ composantes, elles seraient toutes forcément isomorphes a Xj, et Y serait un
torseur trivial. On voit alors que Y est un revétement étale connexe cyclique d’ordre ¢ de X7y,
ce qui entraine l'existence d’un élément non trivial dans 7'(X a1). Or, ce dernier groupe est
nul d’aprés un résultat de Kollar (cf. [Deb03, Cor. 3.6]) puisque X est séparablement ration-
nellement connexe.
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Intéressons-nous maintenant au schéma Pic X}, (cf. [BLR90, 8.1] pour la construction et
notamment [BLR90, 8.2, Thm. 3| pour le cas sur un corps). Par définition de ce schéma, le
groupe Pic X, correspond alors & Pic X;(L). D’aprés [BLR90, 8.4, Thm. 3|, on sait que le
sous-schéma Pic°X), correspondant & sa composante connexe neutre est un schéma en groupes
propre, bien que pas forcément réduit. Si 'on considére la variété réduite (Pic®Xy)eq associée
a Pic Y X}, alors le fait que k soit parfait nous dit qu'il s’agit d’un k-schéma en groupes propre,
connexe et réduit, cf [SGA3I, VIa, 0.2]. De plus, on voit bien que 'on a (Pic Xi)req(L) =
Pic X (L) (cf. par exemple [Hrt77, II, Exer. 2.3(c)]) car le spectre d’un corps est toujours un
schéma réduit.

Comme k est supposé parfait, toute k-variété réduite est géométriquement réduite. La
variété (Pic®Xy)req étant donc un k-schéma en groupes géométriquement réduit, on déduit
qu’elle est lisse sur k, ce qui nous dit qu’il s’agit d’une variété abélienne vérifiant en plus que
(Pic®X})red (L) est sans (-torsion puisqu’il correspond & un sous-groupe de Pic X (L) = Pic Xy
Le résultat classique correspondant a la derniére proposition dans [Mum?70, I1.6] nous dit que
cette variété est alors de dimension 0, donc triviale. On voit alors que le sous-groupe Pic X}, (L)
est trivial (bien que le schéma Pic?X}, pourrait ne pas 1’étre).

Cela étant démontré, on voit donc que 'on a Pic X7 = NS X1, ot NS X, désigne le groupe
de Néron-Severi de Xr.! De plus, comme le schéma NS X}, est étale sur k (cf. [SGA3I, Vljy,
5.5]), on voit que NS X, = NS X, (L) = NS X;,(L*) = NS X a1. Or, ce groupe étant invariant

par extension de corps algébriquement clos (cf. [MP12, Prop. 3.1]), on trouve que
Pic Xz = NS X7 = NS X, = NS X e = NS Xz = Pic X.

Enfin, il est un fait connu que le groupe de Néron-Severi est finiment engendré (cf. par exemple
le corollaire 2 au théoréme 3 de [Mum?70, IV.19] pour le cas sur un corps algébriquement clos,
ce qui suffit bien dans ce cas d’apreés les derniéres égalités).

Démonstration du Théoréme 1.16. Notons d’abord que l'on a I'y = ' /T . On a la suite de
restriction-inflation correspondante a ce quotient pour le I' x-module Pic X :

0 — HY(T'y, (Pic Xz)'5x) — HY(I'g, Pic X ) — H'(T;x, Pic X ). (1.A.1)

D’autre part, il est évident que le morphisme de changement de base Pic X; — Pic X se
factorise par
Pic X; — (Pic X)) sx — Pic X .

Or, le théoréme 1.15 nous dit que la composition des deux fléches est un isomorphisme, et
puisque la deuxiéme fléche est une injection, chacune de fléches est aussi un isomorphisme. En
particulier, on voit que Pic X est invariant par I'j .

On trouve alors I'isomorphisme canonique

HY(Ty,, Pic X7) = HY(Ty, (Pic X z)Ter),

1. On rappelle que le groupe de Néron-Severi NS X est défini comme le quotient Pic X/Pic®X. Le schéma
de Néron-Severi est par ailleurs défini de facon analogue.
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ce qui fait que la suite (1.A.1) devient
0 — H' (T, Pic X3) — H' Tk, Pic Xg) — H'(Tif, Pic Xf).
D’autre part, le fait que Pic X soit I'; -invariant nous dit que
HY(T';x, Pic X ) = Hom(I'z ¢, Pic X 7).
Le théoréme 1.15 nous dit aussi que le groupe Pic X est sans ¢-torsion pour tout ¢ # p. Le
groupe I'z ;- étant profini, on voit que Hom(I'z -, Pic X ;) est un p-groupe. Finalement, puisque
les groupes de la suite sont de torsion, on peut considérer leur partie de torsion premiére & p.
On retrouve alors
0 — H'(Ty, Pic X3){p'} — H'(Tk,Pic Xz ){p'} — 0.
On réécrit enfin cet isomorphisme comme

0— Brnr,alv{p/} - Brnr,alVK{p/} — 0,

ce qui conclut.



Chapitre 2

Groupe de Brauer non ramifié
algébrique des espaces homogénes : le
cas des stabilisateurs finis

2.1 Introduction

Le groupe de Brauer Br V d’une variété V sur un corps k est un invariant cohomologique qui
permet, via certains de ses sous-quotients, de répondre parfois par la négative a la question de
la rationalité de la variété V', ainsi que, dans le cas ot k£ est un corps global, a des questions de
nature arithmétique telles que le principe de Hasse et I'approximation faible via I’obstruction de
Brauer-Manin. Ces deux raisons suffisent en elles mémes pour justifier une étude approfondie
de ce groupe et de ses sous-quotients, notamment de sa partie non ramifiée Bry,, V', de sa partie
algébrique Bry,V, ou encore de la partie non ramifiée algébrique Bry, V.

Dans le cadre des variétés V' qui sont des espaces homogénes sous un groupe algébrique li-
néaire connexe G’, les travaux les plus approfondis sont ceux présentés par Borovoi, Demarche
et Harari dans [BDH13]. Ils ont développé notamment, en suivant une méthode présentée par
Colliot-Théléne et Kunyavskii dans [CTKO98| pour les espaces principaux homogeénes, des for-
mules de nature algébrique pour le groupe de Brauer non ramifié¢ algébrique Bry; .1V lorsque le
stabilisateur de la variété est de type “ssumult”, cas qui contient notamment les stabilisateurs
connexes et les stabilisateurs de type multiplicatif. Or, malgré la vaste généralité de ces résul-
tats, le cas des espaces homogénes a stabilisateur fini semble échapper a leurs méthodes dés que
le stabilisateur en question est un groupe non abélien. Le but de ce chapitre est donc de traiter
ce cas particulier. Le chapitre suivant traitera par la suite le cas général d’un stabilisateur non
connexe quelconque a partir des résultats obtenus dans ce chapitre.

En nous inspirant de la méme méthode de Colliot-Théléne et Kunyavskii et en suivant
le méme chemin que Borovoi, Demarche et Harari (qui consiste a traiter d’abord le cas des
corps finis pour ensuite traiter le cas d'un corps quelconque de caractéristique 0), on obtient
des formules explicites pour le groupe de Brauer non ramifié algébrique Bry, o1V d’un espace
homogene V' = G\G' sous un groupe G’ semi-simple et simplement connexe a stabilisateur fini

G.
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Le chemin pour arriver a ces formules est relativement détourné. Il faut d’abord traiter le
cas des variétés sur un corps fini, ce qu’on a fait dans le chapitre précédent. En effet, le théoréme
1.4 caractérise les éléments non ramifiés de Br V', oul V' est une variété lisse et géométriquement
intégre sur un corps fini, via I'évaluation de ces éléments sur les “points locaux” de V. A
partir de ce résultat, on trouve les résultats principaux de ce chapitre : on se concentre sur les
espaces homogénes V' sous un groupe G’ semi-simple simplement connexe & stabilisateur fini
sur différents corps de base k et on donne dans l’ordre :

§2.4 : une formule cohomologique pour Bry; 1V sur un corps fini;

§2.5 : une formule algébrique pour Bry, oV sur un corps fini;

§2.6 : une formule algébrique pour Bry, 4V sur un corps de caractéristique 0;

§2.7 : une formule cohomologique pour Bry,, o1V sur un corps local, sous quelques hypothéses

supplémentaires.
Ici, et dans toute la suite du texte, on entend par formule cohomologique (resp. algébrique) une
formule dépendant des théorémes de dualité en cohomologie galoisienne pour des corps locaux
(resp. une formule dépendant de la structure de groupe algébrique du stabilisteur).

Enfin, les sections 2.8 et 2.9 sont consacrées aux applications des différents résultats. On
donne d’abord, via les formules algébriques, des résultats de trivialité du groupe Bry, V' sur
un corps fini, puis sur un corps de caractéristique 0 (propositions 2.28, 2.30, 2.31, 2.35 et
2.36), dont certains étaient déja connus auparavant. On montre aussi avec un exemple que ces
formules se prétent & des calculs totalement explicites et faisables a la main pour des petits
groupes (propositions 2.32 et 2.37). Ces calculs permettent de montrer notamment que Bry, o1V
est en général plus grand que les groupes de type “H_Iéyc”, lesquels suffissent pour décrire le
groupe de Brauer non ramifié algébrique dans le cas des stabilisateurs connexes ou abéliens (cf.
[BDH13]). Cette différence essentielle par rapport aux travaux de Colliot-Théléne, Kunyavskii,
Borovoi, Demarche et Harari est due au fait que, sur un corps fini et dans notre contexte des
stabilisateurs finis, le groupe de Brauer non ramifié¢ algébrique Bry, 1V n’a aucune raison d’étre
trivial (par oppposition aux autres cas, cf. [BDH13, Thm. 7.5] et [CTK98, Prop. 1| et comparer
avec la proposition 2.32 ci-dessous).

En un deuxiéme temps, on donne une application arithmétique de ces formules, notamment
de leur relation avec 'obstruction de Brauer-Manin. Dans ce sens on a pu montrer que cette
obstruction “ne voit pas” les places réelles d'un corps de nombres (proposition 2.38).

2.2 Notations et conventions

Dans tout ce chapitre, k, K, L représentent des corps de caractéristique p > 0. Pour un
corps k, on note toujours k une cloture séparable de k et I'y := Gal(k/k) le groupe de Galois
absolu. Dans le cas des corps finis, ¢ représente toujours le cardinal du corps et il s’agit donc
d’une puissance de p. Dans le cas des corps globaux, i.e. des corps de nombres et des corps de
fonctions d’une courbe sur un corps fini, on note {2 I’ensemble des places de k, lesquelles sont
notées v, w, et I'on note k,, k,,, etc. les complétés de ces corps par rapport & ces places. Par
“corps local”, on entend précisément une telle complétion dés qu’elle est non archimédienne, i.e.
une extension finie du corps Q,; dans le cas de caractéristique 0 ou bien un corps de la forme
k((t)) avec k un corps fini dans le cas de caractéristique p > 0.
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On note V une k-variété, laquelle, sauf mention du contraire, est toujours supposée lisse et
géométriquement intégre. On notera X une k-compactification de V' (que 1’on supposera lisse
aussi, & défaut de la mention du contraire), i.e. une k-variété propre munie d’une k-immersion
ouverte V < X.! On réserve la notation G’ pour un k-groupe semi-simple simplement connexe
(par exemple SL;,) et G pour un k-groupe fini, souvent plongé dans G’. On supposera dans
tout ’exposé que 'ordre du groupe G (& savoir, le degré du morphisme structurel G — Spec k)
est premier a la caractéristique p du corps k. Ainsi, le groupe G est toujours supposé lisse et
en particulier le cardinal de G(k) est toujours premier & p. La k-variété V := G\G' est lisse et
géométriquement intégre et correspond & un espace homogene sous G’ (cf. [SGA3I, VIg, Prop.

9.2]).

Pour une extension de corps K/k et pour V une k-variété, on note Vi =V x; K la K-
variété obtenue par changement de base. Pour toute variété V', on note H(V,-) les groupes de
cohomologie étale et H'(k,-) les groupes de cohomologie galoisienne classiques (qui coincident
avec les groupes de cohomologie étale pour V = Speck). Pour i = 1, on peut aussi définir
des ensembles de cohomologie non abélienne, lesquels seront toujours notés H'(V,-) et H'(k, -)
comme dans le cas abélien (ces deux ensembles coincident aussi pour V' = Speck). Si 'on écrit
G, pour le groupe multiplicatif, le groupe de Brauer Br V' est défini comme le sous-groupe de
torsion du groupe H?(V, Gy,). Pour n > 1 premier & p, on note u, le groupe algébrique (fini et
lisse) des racines n-iémes de I'unité. La n-torsion du groupe de Brauer BrV est alors donnée
par un quotient de H?(V, uu,). On note aussi p la limite inductive des p,, pour n € N et I'on
note donc u{p’} le groupe des racines de I'unité d’ordre premier a p, cf. ci-dessous.

On utilise la lettre £ pour des nombres premiers différents de la caractéristique p. Pour un
groupe abélien A, on note A{¢} les éléments de torsion ¢-primaire de A et A{p'} les éléments de
torsion premiére & p. Pour la définition du groupe de Brauer non ramifié Bry,,V d’une k-variété
V', on renvoie a [CT95] ou encore a [CTS07]. On se limite a rappeler que, lorsque 'on dispose
d’une compactification lisse X de V, on a I’égalité Br,, V{p'} = Br X{p'}, ou p correspond a
la caractéristique du corps k (ce sont des applications du théoréme de pureté de Grothendieck,
cf. [CT95, Prop. 4.2.3|). Le groupe de Brauer algébrique est défini comme

Ker[BrV — Br V]

B = .
raV = Bk — Brv]

On note aussi Br1V := Ker[Br V' — Br V%], d’ou Br,V = Br;V/Brk lorsqu’on note par abus
Br k sa propre image dans Br V. Le groupe de Brauer non ramifié algébrique Bry, o1V est alors
tout simplement l'image de Bry,V N Br;V dans Br, V' par la projection naturelle.

On fait enfin les conventions de notation suivantes. Pour G un k-groupe fini et pour tout

groupe profini A agissant sur G(k) (en particulier pour I'y ou I'y, pour v une place de k si k
est un corps global), on note

HY(A,G) := H'(A,G(k)) et Hom(A,G) := Homeont (A, G(K)).
De plus, la notation b € G veut toujours dire b € G(k). On rappelle aussi que les groupes
Hliyc(k:, @) pour G abélien sont définis comme les éléments o € H(k, G) tels que, pour tout
sous-groupe pro-cyclique v de T'g, on a que la restriction a., € H'(7, G) de « est triviale. 2

1. On rappelle que l'existence d’une compactification lisse est assurée en caractéristique 0 via le théoréme
d’Hironaka, tandis qu’en caractéristique positive la dite existence est une question toujours ouverte.
2. Pour un corps global on peut aussi définir les groupes (ou ensembles) I, (k, G), lesquels sont définis
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2.3 Préliminaires

On rappelle que, pour une k-variété V vérifiant V (k) # 0 et k[V]*/k* = 1, le groupe de
Brauer algébrique Br,V admet une description en termes du groupe de Picard géométrique
Pic V;. En effet, le lemme 6.3 de [San81| nous dit que 'on a un isomorphisme

BraV = H'(k,PicV}). (2.3.1)

Supposons maintenant qu’il existe une k-compactification lisse X de V. On a un isomorphisme
similaire pour la variété X. En effet, il suffit de noter que X est propre et géométriquement
intégre pour avoir k[X]*/k* = 1, et il est évident que X (k) # 0 dés que V (k) # (), donc on a
aussi

BraX = H'(k,Pic X3). (2.3.2)

On rappelle que, d’aprés le théoréeme de pureté de Grothendieck, le groupe Bry X{p'} corres-
pond & la partie non ramifiée (et de torsion premiére a p) du groupe de Brauer algébrique de
V' (cf. [CT95, Prop. 4.2.3]), que on notera Bry, 1V {p'}.

Soit maintenant G un k-groupe fini lisse que I'on plonge dans G’ un k-groupe algébrique
linéaire semi-simple simplement connexe, par exemple G’ = SL,. Soit V := G\G' la k-variété
quotient. Le groupe G’ étant semi-simple, on a que k[G’]*/k* = 1 (c’est le lemme de Rosenlicht,
cf. [San81, Lem. 6.5]). Ceci nous dit que k[V]*/k* = 1, puisque toute fonction inversible sur V;
donne une fonction inversible sur G;E' On en déduit que l'on a la description du groupe Bry V'
donnée par l'isomorphisme (2.3.1) ci-dessus.

Il est intéressant de remarquer que cette description ne dépend point du plongement G — G’
choisi. En effet, dans cette situation, la cohomologie de Cech non abélienne associée au torseur
G% — Vi, nous donne une suite exacte d’ensembles pointés (cf. [Sko01, Lem. 2.2.2])

0 — HY(G%/V;,Gw) = H' (V;,Gr) — HY(G/ Vi, H (Gi)), (2.3.3)

ott H'(Gy,) correspond au préfaisceau (étale) U +— HY(U,Gy,). Le méme lemme nous dit que
H 1(G;,—€ /Vi, G ) correspond & l'ensemble des classes d’équivalence de morphismes

f:G' xG— Gy
satisfaisant la condition de cocycle f(y,s)f(ys,s’) = f(y,ss’); [ étant équivalent & f’ si

F(y,s)=gy)f(y,s)glys) ™",

pour un morphisme g : G% — Gy Or, puisque E[G')*/k* = 1, il est facile de voir que f(y, s)
ne dépend que de s et qu’alors H 1(G;l—C /Vi,Gy) s'identifie avec 'ensemble des morphismes
g : G — Gy, ie. au I'g-module des caractéres de G, que l'on notera M dans la suite. On
rappelle que c’est le dual de Cartier de G®, 'abélianisé de G.

De plus, en rappelant que H'(V;,Gn) = H'(V;,Gn) (cf. [Mil80, 11T, Cor. 2.10]), on peut
réécrire la suite exacte (2.3.3) comme

0 — M — PicV; — PicGY.

comme les éléments o € H'(k,G) dont I'image dans Hi(kzuv, G) est triviale pour presque toute place v € Qi
(i-e. pour toute place sauf un nombre fini). Le théoréme de Cebotarev permet de démontrer facilement que les
groupes (resp. ensembles) III;, et I, coincident, cf. [San81, §1].
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Or, G’ étant en plus simplement connexe, on a PicG7 = 0 (cf. [San81, Lem. 6.9(iv)]). On a
alors trouvé un isomorphisme 3

A: M = Pic V. (2.3.4)
Pour vérifier qu’il s’agit bien d’un morphisme de groupes (et de I'y-modules), il suffit de re-
garder la méme situation pour le G2 -torseur Z := G4'\G’ — V, ott G est le sous-groupe
dérivé de G. On y retrouve la méme application, mais dans le cas de la cohomologie de Cech
abélienne (cf. [Sko01, 2.2]). On remarque en plus que cet isomorphisme correspond au type du
torseur Z — V. En effet, ceci découle de la définition du type dans [SkoO1, Def. 2.3.2| et de ce

qui est remarqué juste aprés. On en déduit que Z — V est un torseur universel.

On voit alors que BryV = H!(k,Pic V%) ne dépend que de G, et méme plus précisément
de son abélianisé. De plus, puisque dans tout ce chapitre on ne considérera que des groupes G
d’ordre premier & p (qui sont d’ailleurs toujours lisses), M et par suite Br, V' n’auront pas non
plus de p-torsion, ce qui nous permet d’utiliser la notation Bry, 5V au lieu de Brnr,alV{p’ }.

2.4 Une formule cohomologique sur un corps fini

Soit maintenant & le corps fini F,; avec ¢ une puissance de p > 0. On veut étudier les espaces
homogenes V = G\G' comme ci-dessus sur ce corps de base particulier. Comme on vient de
I’annoncer, on supposera désormais que I'ordre de GG est premier & p. Sous cette hypothése et
grace au théoréme 1.4 on peut donner une formule cohomologique permettant de calculer le
groupe Bry, .1V

Rappelons que, lorsque 'ordre de G est premier & p, le cup-produit nous donne ’accouple-
ment parfait suivant (cf. [NSW08, Thm. 7.2.6])

H' (k((t)), M) x H'(k((1)), G*) — H*(k((t)), Gm) = Brk((t)) = Q/Z.

En utilisant cet accouplement, le groupe Bry, ,iV admet la description cohomologique sui-
vante :

Théoréme 2.1. Soit G un k-groupe fini d’ordre premier a q plongé dans G’ semi-simple
simplement conneze et soit V.= G\G'. Soit M le groupe des caractéres de G. En identifiant
BraV avec H'(k, M) comme ci-dessus, le groupe de Brauer non ramifié algébrique BrpralV de
V est donné par les éléments o € H'(k, M) vérifiant la propriété suivante :

Pour toute extension finie k' de k, limage o de o dans H'(K'((t)), M) est orthogonale au
sous-ensemble Im[H(K'((t)),G) — H(K'((t)), G*)].

Ce résultat découle de fagon évidente de la proposition suivante et du théoréme 1.4.

Proposition 2.2. Soient K un corps local de caractéristique p > 0, G un K-groupe fini d’ordre
premier a p plongé dans G' semi-simple simplement connexe et soit V.= G\G'. Soit M le groupe
des caractéres de G. Soit enfin o € BryV. En identifiant BryV avec H' (K, M), il existe une
préimage a1 € Br1V de « telle que Uapplication V(K) — Br K induite par a; est triviale si et
seulement si o est orthogonale au sous-ensemble Im[H'(K,G) — H'(K,G?)].

3. Cet isomorphisme peut aussi étre obtenu (et de fagon plus simple) a partir de [Ray70, Prop. VII.1.5].
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Pour démontrer cet énoncé, on utilise la proposition suivante.

Proposition 2.3. Soient K un corps quelconque, V une K-variété, = : V. — K le mor-
phisme structural, M un I'g-module de type fini dont la torsion est d’ordre premier a la ca-
ractéristique de K, S son K-groupe dual (qui est donc de type multiplicatif et lisse sur K ),
A € Homg (M, Pic Vi) et r: BriV — HY(K,Pic Vi) le morphisme issu de la suite spectrale de
Hochschild-Serre

HP(Tg, H (Vi,Gy)) = HPTUV,Gy).

Supposons qu’il existe un V -torseur T sous S de type . Alors pour tout o € H'(K, M) on a
r(m* (@) U[T]) = M) € HY(K,PicVg).

Démonstration. Cette proposition correspond au théoréme 4.1.1 de [Sko0O1], & cela prés qu’il
considére un corps K de caractéristique 0, ce qui lui donne immeédiatement la lissité de S
sans aucune hypothése sur 'ordre de la torsion de M. Suivant alors la preuve dans [SkoOl]
on note que, puisque S est lisse sur K, on a Ext{,(7*M, Gy,) = H™(V,S) (cf. [Sko01, Lem.
2.3.7]). D’autre part, on a des isomorphismes canoniques Ext{,(Z, 7*M) = H™(V,7*M) et des
accouplements de Yoneda

HY(V,7*M) x Ext?(n*M,Gy) — H""Y(V,Gp),

et
HY(K, M) x Ext%(M,PicVg) — H"™ (K, Pic V).
On démontre d’abord que la fléche

7 (o) U-
—

Exti (7* M, Gp,) H*(V,Gp) = BrV,

est & valeurs dans BrV, puis que I'on a un diagramme commutatif

H\(V,S) = Extl(n*M,Gmn) —== Homg (M, Pic Vi)
ﬂ*(a)u-l an
BriV " H'(K,PicVg).

En notant alors que la deuxiéme fléche verticale envoie A en A\, (), la proposition est démontrée.
Pour la démonstration des deux affirmations manquantes, on renvoie a la preuve dans [Sko01,
p. 64-68|, car elle est assez technique et la caractéristique du corps K n’y intervient pas.

Démonstration de la Proposition 2.2. Remarquons d’abord que l'isomorphisme (2.3.1) vient
précisément du morphisme r : BriV — H!(K,PicVg) de la suite spectrale de Hochschild-
Serre, cf. [San81, Lem. 6.3|. D’autre part, on sait que Z — V est universel, i.e. le morphisme
(2.3.4) A : M — Pic Vi est aussi un isomorphisme, ce qui fait que 1'on a

BrV — BryV —— H'(K,Pic Vg ) < — H'(K, M).
— Pl T )
.

La proposition 2.3 nous dit alors que 'image de 'élément 7*(«) U [Z] € Br;V dans BryV
correspond a o € HY(K, M).
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Pour un K-point P : Spec K — V, notons [Z](P) € H'(K,G?) la classe du K-torseur
Z xy K sous G*. De méme, notons [G'](P) la classe du K-torseur G’ xy K sous G. On a le
diagramme commutatif suivant

(G',P) e HYV,G) xV(K) HYK,G) 3

i’ | |

[ [&]
(Z,P) = H(V.G") x V(K)—= H\(K,G") > [
a U]

I | oo
ulz

],P) € BI‘1VXV(K) Br K E}

.
|

P

(7" (a)

Si 'on considére alors la suite exacte de cohomologie galoisienne non abélienne suivante (voir
par exemple [Ser94, 1.5.4, Prop. 36|)

Z|(P).

G'(K) — V(K) > H(K,G) — H'(K,G"),

on sait par la définition de § que 6(P) = [G'](P). Comme G’ est simplement connexe, on sait
que H'(K,G") =0 (cf. [BTS87, 4.7]), ce qui nous dit que 'application § est surjective. On voit
alors que I’ensemble des [Z](P) pour P parcourant V(K) est Im[H'(K,G) — H'(K, G®)] tout
entier. On en déduit que, si « est orthogonale a Im[H' (K, G) — H' (K, G")], alors 'application
V(K) — Br K induite par 7*(a) U [Z] € Br1V est triviale. Dans le sens inverse, si o n’est pas
orthogonale a Im[H'(K,G) — H'(K,G?")], alors I'application induite par 7*(a) U [Z] n’est
clairement pas triviale, donc en particulier pas constante (car la classe triviale appartient
toujours a Im[H'(K,G) — H' (K, G*)] et donc I'élément trivial de Br K est toujours atteint).
On voit aussitot que celle induite par une autre préimage a1 € Br;V de a ne ’est pas non plus
(ni constante, ni triviale), car il s’agit d’une translation de la premiére par § € Br K, ou [ es
I'élément tel que oy = 7*(a) U [Z] + .

Remarques.

1. Vu I’énoncé de la proposition 2.3, il est facile de voir que le théoréme 2.1 s’étend & un stabi-
lisateur quelconque & composante connexe neutre réductive, a cela prés que ’on doit toujours
demander que la torsion du groupe G?" soit d’ordre premier & ¢. En effet, la preuve de la
proposition 2.2 ne fait pas du tout mention de la finitude de G et, dans ce cas plus général, le
groupe G?" est un groupe de type multiplicatif lisse dont le dual n’a pas de p-torsion, donc la
proposition 2.3 reste valable.

2. 11 est facile de voir que, de fagon analogue au théoréme 2.1, la proposition 2.3 appliquée au
théoréme 1.3 nous donne immédiatement le résultat suivant, dont la preuve avait été promise
dans [LA13] et dont l’analogue en caractéristique 0 (et pour G’ = SL;,) avait été montré par
Harari dans [Har07, Prop. 4] :

Théoréme 2.4. Soient K un corps global de caractéristique p > 0 et G un K-groupe algébrique
fini d’ordre premier & p plongé dans un K-groupe G’ semi-simple simplement conneze et soit
V = G'/G. Soient G* I'abélianisé de G et M = G2 son groupe des caracteéres. Alors le groupe
de Brauer non ramifié algébrique Bry, .1V s"identifie au sous-groupe de HY(K, M) constitué des
éléments o ayant la propriété suivante :

Pour presque toute place v de K, la restriction o, de o dans H'(K,, M) est orthogo-
nale (pour Uaccouplement local donné par le cup-produit) au sous-ensemble Im[H'(K,,G) —

HY(K,,G*)] de HY(K,G®).
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2.5 Une formule algébrique sur un corps fini

On garde les notations de la section précédente, donc k est toujours un corps fini de cardinal
q. On rappelle aussi les conventions faites dans la section 2.2 : pour tout groupe profini A

agissant sur G'(k) (par exemple A = I'j((;))) on note
HY(A,G):= H(A,G(k)) et Hom(A,G) := Homeont (A, G(E)).
De plus, la notation b € G veut toujours dire b € G(k). On fait de méme pour G**, M, etc.

Les théorémes 1.4 et 2.1 nous donnent des formules pour le groupe Bry, .V correspondant
a la k-variété V = G\G’ qui regardent ce qui se passe au niveau des corps locaux k/'((t)) avec
k' une extension finie de k et profitent de leurs propriétés arithmétiques. Dans cette section on
en déduit une formule algébrique qui ne dépend que du corps de base k en déformant peu a
peu la formule cohomologique (théoréme 2.1).

Définition 2.5. Soit G un groupe fini de cardinal premier & ¢g. Soit s € I'y I’'élément corres-
pondant au ¢-Frobenius (i.e. 'application k — k : x — 27). On définit une application bijective

¢q : G(k) — G(k) par la formule
Pq(b) =B,
On remarque que laction de s~! et 1'élévation & la g-iéme puissance commutent, donc la

notation n’est pas abusive. L’application induite par ¢, sur G?P(k) est un automorphisme que
I'on note toujours ¢, par abus. Pour n € N, on note ¢y le n-ieme itéré de ¢,.

Pour tout b € GG, on définit n, comme le plus petit entier ny > 0 tel que @Zb(b) soit conjugué

a b. On remarque qu’un tel n; existe toujours d’aprés la finitude de G(k) et le fait que ¢, est
bijective. On définit alors 'application g-norme Ny : G(k) — G*"(k) comme le produit

nbfl nbfl

Ny(b) = I] 5@ = T #(@).
i=0 i=0

43

otl“ ” représente la projection naturelle de G (k) sur G*(k).

Avec ces définitions, on peut énoncer la formule algébrique de la fagon suivante.

Théoréme 2.6. Soit G un k-groupe fini d’ordre premier a q plongé dans G’ semi-simple
simplement connexe et soit V.= G\G'. Soit M le groupe des caracteres de G. En identifiant
Br,V avec Hl(k, M), le groupe de Brauer non ramifié algébrique Bryn, 1V de V' est donné par
les éléments o € H'(k, M) tels que pour a € Z'(k, M) un cocycle (quelconque) représentant c,
on a

as(Ng(b)) =1 Vbed.

On remarque que la formule a bien un sens. En effet, ag est un élément de M, donc on peut
'évaluer en N,(b) € G*, ce qui donne un élément dans p{q'}.

2.5.1 Démonstration du théoréme 2.6

D’aprés le théoréme 2.1, on a intérét a étudier I'application H'(K1,G) — H'(Ky, G?P)
pour K7 = k((t)) = F,((t)), ainsi que les applications H'(K,,G) — HY(K,,G*) pour K,, =
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Fgn ((t)). Soit alors S C I',, C 'k, le sous-groupe de ramification sauvage et considérons le
quotient D,, := Tk, /S pour tout n > 1. On a une suite exacte d’ensembles pointés

0— HY(D,,G) — H' Tk, ,G) — H'(S,Q),

mais puisque G est un k-groupe fini, on a G(k) = G(K,) et alors S agit trivialement sur
G(K,), donc H'(S,G) correspond aux morphismes S — G & conjugaison prés. On voit alors
que H'(S,G) = 0, car S est un pro-p-groupe et G n’a pas de p-sous-groupe non trivial. On a
exactement la méme situation pour G, donc on voit que 'on a H'(D,,G) = H'(K,,G)
et de méme pour G* et M et on peut alors se restreindre a étudier les applications
HY(D,,G) — HY(D,,G®) pour n > 1.

On rappelle que D,, est un groupe profini engendré par deux générateurs o, et 7 avec la
relation ¢,70, ! = 77" (cf. [NSWO08, Thm. 7.5.3]). On remarque par ailleurs que I'inclusion
naturelle I'x, C I, donne o0, = o7 et que D,, correspond au groupe de Galois de I'extension
modérement ramifiée maximale de K, = Fgn((t)). Si de plus on considére le sous-groupe fermé

T := (1) C Dy

et les quotients
Iy, := D, /T = ("),

on voit que T, correspond au groupe de Galois de Fyn((t))/Fgn((t)) (i.e. de I'extension non
ramifiée maximale de K,,) lequel est isomorphe au groupe de Galois de Fg». En particulier on
a un isomorphisme canonique I'j = '}, qui envoie la classe de o1 dans I'y sur le Frobenius s
et alors on a canoniquement H'(k, M) = H'(I';, M). Il est facile aussi de voir & partir de la
présentation de D,, que I',, = Z, tandis que T' = Z,y := H#p Zy et que 'on a une suite exacte
scindée

1—-T7T—-D,—T1,—1.

De ce fait, on se permet de noter désormais abusivement o tant le générateur de I'y que 1’élément
01 € D1. On a alors que o™ est le générateur de I';, pour tout n. Enfin, comme G est défini sur

k, on sait que T agit trivialement sur G(k) = G(K7), donc en particulier on a une action de I'y

sur G(k) qui coincide avec 'action de T'k, i.e. on a b = *b pour tout b € G et en particulier,

-1 -1

wqb) =" v1=7 b1, pourtout b e G.

Soit maintenant o € H'(k, M) = H'(I';, M). Le théoréme 2.1 nous dit qu’il faut étudier
le comportement de 'image «,, de o dans H*(T',,, M) C H(D,,, M) par rapport au groupe
H'(D,,,G®). En effet, d’aprés les égalités ci-dessus, on voit que 1’on a un accouplement parfait

HY(D,,, M) x H'(D,,G*) — H*(D,, 1{¢'}) — Q/Z, (2.5.1)

issu de I'accouplement local classique. Soit alors 3 € H'(D,,, G*) que 'on suppose d’abord
comme provenant de H'(I',,G?"). On peut donc considérer le cup-produit o, U 3 €
H?(T,, 1{q'}). Or, Ty, est un groupe de dimension cohomologique 1 car il est isomorphe &
7, donc on a H?(T'n, u{q'}) = 0. La compatibilité du cup-produit avec I'inflation nous dit alors
que a,, est orthogonal & tout le sous-groupe H'(T',, G?*) de H'(D,,G?*"). De plus, la suite
exacte des premiers termes de la suite spectrale de Hochschild-Serre

HP(T,, HY(T,G*)) = HPT4(D,,, G*),
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qui est
0— Hl(l“n, (Gab)T) ﬂ Hl(DmGab) E} Hl(T, Gab)Fn N HQ(Fm (Gab)T)7

peut étre réécrite comme

0 — HY(Tn, ™) 25 HY(D,,, G*) B, Hom(T, G**)™ — 0,
car T agit trivialement sur G®P(k) et cd(I',) = 1. De cette suite, et du fait que H'(T',, M) est
orthogonal & H(T,,, Gab), on déduit que ’on a un accouplement

H'(Ty, M) x Hom(T,G*)™ — H?*(Dn, p{q'}) — Q/Z, (2.5.2)

qui nous dit que c’est I'image de H'(D,,,G) dans Hom(T,G*)'" que I'on doit étudier. On
donne alors quelques définitions qui nous aideront & décrire cette image.

Définition 2.7. Soit n € N*. On dit qu'un élément b € G2P est (g, n)-relevable 'l existe
b € G relevant b tel que gog(b) soit conjugué & b. On remarque que ceci entraine en particulier
que @y (b) =b.

On note (G2P)%1 le sous-groupe de G?P(k) des éléments invariants par @y et Gg})n C (G?)%q
I'ensemble des éléments (g, n)-relevables. On remarque que b € G® est ¢y -invariant si et

. s . n n
seulement s’il vérifie 7 b = b9 .

On a un isomorphisme évident Hom(7,G?") = G#(k) qui & un morphisme lui associe
I'image de 7. On peut alors vérifier facilement que l'image de Hom(T, G*)'» dans G?P(k)
pour cet isomorphisme correspond au sous-groupe (G®?)¥a. On voit alors que pour tout n
l'accouplement (2.5.2) devient

H' (T, M) x (G**)#8 — H*(Dy, p{q'}) — Q/Z. (2.5.3)
On peut alors énoncer un résultat équivalent au théoréme 2.1 qui utilise cet accouplement.

Proposition 2.8. Soit G un k-groupe fini d’ordre premier a q plongé dans G’ semi-simple
simplement connezxe et soit V.= G\G'. Soit M le groupe des caractéres de G. En identifiant
BraV avec H'(T'y, M), le groupe de Brauer non ramifié algébrique Bryr,aV de V est donné par
les éléments o € HY(T'y, M) vérifiant la propriété suivante :

b

Pour tout n > 1, limage oy, de o dans H'(T',,, M) est orthogonale a G5, pour l'accouple-

ment (2.5.3) donné ci-dessus.

Démonstration. 11 est facile de voir qu'un cocycle b € Z'(D,,,G) représentant une classe de
H(D,,,G) est défini par ses images byn et b, et qu’elles sont soumises & la seule relation

bU”TJ*” = qu"7

ce qui, sachant que 7 agit trivialement sur G(k), se traduit par

bon® b bt = bl

T o™ T

On en déduit qu'un morphisme dans Hom(7T, G?P) appartient & l'image de H'(D,,G) si et
seulement si 'image de 7 est (g, n)-relevable, ce qui nous dit que « est orthogonale & Gg}’n si
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et seulement si elle est orthogonale a Im[H'(D,,, G) — Hom(T, G**)I'] pour I'accouplement
(2.5.2), ce qui est le cas si et seulement si elle est orthogonale & Im[H(D,,, G) — H'(D,,, G??)]
pour l'accouplement (2.5.1).

Il suffit alors de noter que, pour toute extension finie &’/ il existe n > 1 tel que £'((t)) = K,
et que l'accouplement (2.5.1) provient bien de ’accouplement classique

HY(K,, M) x HY(K,,,G*) - H*(K,,Gy) = BrK,, = Q/Z.
Le théoréme 2.1 nous permet alors de conclure.
Soient maintenant o € H'(I'y, M), a € Z'(I';, M) un cocycle représentant «, b € (G*)%4
et, par abus de notation, on note b aussi le cocycle dans Z'(D,, G?) tel que b, = b et
bon = 1. Ce cocycle représente une classe 3 € H'(D,,, G*) dont I'image dans Hom (T, G2P)I'»

est précisément le morphisme envoyant 7 en b, ce qui justifie 'abus. On veut analyser le 2-
cocycle a Ub € Z%(D,,, un{q'}) obtenu par I'accouplement (2.5.3) ci-dessus.

Lemme 2.9. On a la formule

n(s1+s9)
(a U b)an517t170n527t2 == [ao—n(b)]q 1sit S /.,L{q,}

Démonstration. En tant qu’élément de Z'(D,,, M), on sait que a vérifie

s—=1
n
Agns = HU Agn s > 17
=0
d .
. ot 1
Gy—ns = H Ay s s>1,
i=1
art =1, teZ,
ns
Agnspt = CLUHSU 4.t = Qgns, S, teZ.

D’autre part, on sait par définition que b vérifie

bgns = 1, s € Z,
b, = bl = b, tez,
byns,t = bgnsans b,rt =" = bqnst, s,te’.

En rappelant alors que la formule générale du cup-produit est

(@Ub)zy =0a, ® mby,
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il est facile de voir que le 2-cocycle a Ub € Z2(D,,, u{q'}) est défini par la formule
(@Ub)gns; 7t gns2rta = Agnsl (Umthl bqn82t2)

= [agns1 (0’”1 b)]q“th
s1—1 '

_ H [(O.nzaan>(an81 b)]qn52t2
i=0
s1—1 . '

= H 7" (agn <O’n(3171)b))}qn82t2
i=0
s1—1

= T [agn (67" 7)ot

= T [agn (6)]" 1222

_ [aon(b)]qn(51+82)slt2 c M{q/},
ott I'on rappelle que o agit sur M = Hom(G?", u{q'}) via (°a)(b) = “(a(° b)) pour a € M et
b € G® (cf. par exemple [Ser68, 1X.3]) et que o agit sur u{q'} = [y via le Frobenius, i.e. par
élévation a la g-iéme puissance. On a par ailleurs utilisé dans le calcul la formule de a,~s1 pour
s1 > 1, mais un calcul similaire donne la méme formule pour tout s; € Z.

On voit alors que la classe de a U b dans H?(D,,, u{q'}) est décrite par I'élément a,n(b) €
pu{q'}, et Vinverse est vrai dans le sens suivant.

Lemme 2.10. Soient o, a, b et 3 comme ci-dessus. Alors la classe an, U 3 € H?(Dy,pu{q'})
est nulle si et seulement si agn(b) = 1.

Démonstration. Supposons que ayn(b) = 1. La formule du lemme 2.9 nous dit alors immédia-
tement que l'on a (a Ub),, = 1 pour toute paire (z,y) € D2, donc on a bien oy, U 3 = 0.

Supposons maintenant que a,, U8 = 0. 1l existe alors une fonction continue ¢ : D,, — p{q'}
telle que pour toute paire (z,y) € D2, on a I'égalité
(@Ub)yy = cgcxcyc;yl.

Montrons que (a U b)yn » = 1. On a d’abord, d’aprés le calcul de a U b dans le lemme 2.9,

cTcthT_,}+1 =(aUb); =1 = cpri=crcpp=--+= Ay
~1
CrqnConCyn o = (@Ub) qn on =1 = Cony = Crgngn = CrqnCon,

n

car 7 agit trivialement et 0"70~" = 79". On calcule alors (a U b)yn , € u{q'} :

-1

(AU b)gn r = Con” CrConr = ConCl (CrqnCon) ™t = concl (¢ con) ! = 1.

On conclut que agn(b) =1, car on a (a U b)yn » = agn(b)? et pu{q'} est g-divisible.
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Ce lemme nous dit que 'on peut oublier I'accouplement plutot artificiel
H (T, M) x (G™)¥5 — BX(Dy pi{q'}) = Q/Z,
et nous concentrer sur ’accouplement plus naturel
M x (G*™)% — p{q'} C k*.

Lemme 2.11. Pour o € HY(I'y, M), a € Z*(T'1, M) représentant o et b € G2 on a
n—1
aon () = ag <H cpfl(b)> :
i=0

Démonstration. C’est un calcul explicite :

pour tout n € N.

n—1 n—1 . » n—1 » .
agn(6) = []("'a,)(0) = [T 7 (a0 (" "0)) = [ [ [as (" "0))¢
=0 =0 1=0
n—1
= [ aC H%% th>

C’est ce dernier lemme qui nous permet d’introduire la g-norme dans les calculs et de
terminer la démonstration du théoréme.

Fin de la preuve du théoréme 2.6. Soit o € H'(I'y, M) correspondant & un élément non rami-
fie. La proposition 2.8 nous dit alors que, pour tout n € N, «a,, est orthogonal a Gab Soit

b € G. On a alors de fagon évidente que be GSE%. Les lemmes 2.11 et 2.10 nous dlsent alors
que aq(Ng(b)) = agm (b) = 1.

En sens inverse, soit a € Z1(I'1, M) tel que ay(N,(b)) = 1 pour tout b € G et soit « la
classe de a dans H'(I';, M). Soient n € N, b € Gab et b € G une préimage de b. Il est facile
de voir que ny divise n et alors, d’apreés le lemme 2 11, on a

Iny—1 np—1 1
aon(b) = aal”b = dg ( H (Pq ) = Qg H H gojnb+l =

1=0 j=0

le—l l TLb—l

a | [] [I¥i®) | =ao (H wé(b)l) = ag(Ny(b))' =1,
i=0 j=0 i=0

car on rappelle que cpgb(b) = b. Le lemme 2.10 nous dit alors que «,, est orthogonal & b pour

I’accouplement (2.5.3) et la proposition 2.8 nous dit donc que « correspond a un élément non

ramifié.

1l suffit alors pour conclure de rappeler que I'y (resp. H'(k, M)) est canoniquement iso-
morphe & Ty (resp. H(I'1, M)) et que o est envoyé sur s (le g-Frobenius) par cet isomor-

phisme.
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2.5.2 Une formulation plus pratique du théoréme 2.6

On conclut cette section en donnant encore un accouplement qui rendra plus simples
quelques calculs que 'on se propose de faire plus tard et qui aidera peut-étre le lecteur a
voir pourquoi on a la liberté de choisir le cocycle a représentant la classe o € H'(k, M) dans
le théoréme 2.6.

On a déja remarqué quun cocycle a € Z'(k, M) est uniquement défini par l'image du
Frobenius. De plus, il est facile de voir que tout élément de M peut étre une telle image. On
a alors un isomorphisme M — Z!(k, M) qui induit par composition un morphisme surjectif
M—H 1(]{:, M).

Etudions le noyau de ce morphisme. Un cocycle a € Z'(k, M) est cohomologue au cocycle
trivial si et seulement s’il existe ¢ € M tel que

ay =c%c ! VzeTly.

On voit alors qu’en particulier on doit avoir a; = c¢®c™'. On en déduit que le noyau du mor-
phisme M — H'(k, M) est le sous-groupe Np des éléments de la forme c*c™! avec ¢ € M. On
a alors un isomorphisme

My := M/Ny = H'(k, M).
En notant N,(G) I'image de G dans G2 par I'application g-norme (qui n’a aucune raison d’en

étre un sous-groupe), on voit que 'accouplement utilisé dans le théoréme 2.6 revient alors a
I’accouplement

My x Ny(G) — p{q'},

induit par I'accouplement évident M x G — u{q'} et que le groupe de Brauer non ramifié
algébrique correspond au noyau a gauche de cet accouplement. La liberté qu’on a pour choisir
un représentant a € M d’un élément a € My pour faire cet accouplement-ci explique la liberté
de choix que 'on a dans le théoréme 2.6.

Démontrons donc que cet accouplement est bien défini : il suffit de montrer que Ny(G) est
orthogonal & Ny, ce qu'on fait en remarquant que I'on a trivialement N,(G) C (G*)%7 et en
notant que l'on a :

Lemme 2.12. Ny est l'orthogonal de (G*P)% pour 'accouplement

M x G™ — pu{q'}.

Démonstration. Soit b € GP. Comme I'accouplement est parfait, on sait que I'on a les équiva-
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lences suivantes

b L NgeVeeM, (cichb)=1
1

SVee M, c¢(b) =1

eVee M, c(b)’[c b)) =1

eVeeM, cb)e(® b)) 1=1
-1

eVee M, clbp,(b)™!) =1
A b@q(b)_l =

&b e (GP)#a,

(
(
(
SVee M, cb® b9 =1
(
1

Puisque I’accouplement entre G2P et M est parfait, on peut déduire du lemme que I’accou-
plement entre My et (Gab)“’q I’est aussi. Le groupe de Brauer non ramifié algébrique correspond
alors dans cette formulation au sous-groupe de My qui est orthogonal & N,(G), ce qui est la
méme chose que 'orthogonal du sous-groupe N, (G) de (G?P)?s engendré par N,(G). On voit
aussitot que, avec cette formulation,

Proposition 2.13. Le groupe Bry, .|V est isomorphe a (G*?)%1/N,(G) en tant que groupe
abélien.

Démonstration. En effet, il suffit de noter que (G#)%7 /N, (G) correspond au dual de I'ortho-
gonal de Ny (G) pour I'accouplement parfait Mo x (G2)%?7 — u{q'} et que ce dernier groupe est
isomorphe au groupe Bry, 5,V d’aprés le théoreme 2.6. Ces trois groupes sont donc isomorphes
en tant que groupes abéliens.

En particulier, on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.14. Soit G un k-groupe tel que (G®)%4 est engendré par les g-normes. Alors on

a BryaV =0 pour V =G\G'.

2.6 Une formule algébrique sur un corps de caractéristique 0

Dans toute cette section, k représente un corps de caractéristique 0. On retrouve ici une
formule pour le groupe Bry, o1V ot V. = G\G’ en nous ramenant au cas des corps finis et en
utilisant la formule développée dans la section précédente. Cette méthode a déja été utilisée
par Colliot-Théléne et Kunyavskii (cf. [CTK98]) dans le cas des espaces principaux homogénes,
i.e. lorsque G est trivial, et par Borovoi, Demarche et Harari (cf. [BDH13|) dans le cas ou G
est connexe ou abélien (ou encore plus généralement de type “ssumult”) et avec des groupes G’
plus généraux.

Notre formule sera d’une nature un peu différente car, dans les deux cas cités, il se trouve
que le groupe de Brauer non ramifié algébrique est toujours nul sur un corps fini, ce qui rend
les calculs beaucoup plus simples. Dans les sections qui suivent, on montrera qu’il n’en est pas
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du tout ainsi dans le cas ou G est fini et non abélien. La formule qu’on obtient ressemblera
donc & celle que 'on a donnée pour les corps finis. Elle s’appuie notamment sur I’accouplement
naturel M x G* — p,,, ot n est I'exposant de G.

On commence avec quelques définitions analogues a celles données dans la section 2.5. Dans
toute cette section, n représente 'exposant du k-groupe fini G. On fixe aussi désormais une
racine primitive n-iéme de 'unité ¢, € k.

Définition 2.15. On définit le morphisme ¢ : 'y, — (Z/nZ)* par la formule suivante :
Vo eTy, ¢, =l
C’est le caractére cyclotomique modulo n, cf. [NSWO08, Def. 7.3.6].

On définit ensuite, pour tout o € I'y, application ¢, : G(k) — G(k) par la formule
0o (b) = 0*1b<1(0)7

et on note abusivement ¢, aussi I'application induite sur G®P(k) qui en est un automorphisme.
On remarque par ailleurs que P’action de 0~! et I'¢lévation & la ¢(o)-iéme puissance commutent,
donc la notation n’est pas abusive.

Enfin, pour o € 'y, et b € G, on définit n,; comme le plus petit entier > 0 tel que gpg""b(b)
soit conjugué a b. On définit alors I'application o-norme N, : G(k) — G*P(k) par la formule

suivante :
No.b -1 No.b -1

No(b):== [ €i®)= [] i)
=0 =0

Avec ces définitions, on peut énoncer la formule pour Bry, .1V

Théoréme 2.16. Soit G un k-groupe fini plongé dans G' semi-simple simplement connezxe
et soit V.= G\G'. Soit enfin M le groupe des caractéres de G. En identifiant BryV avec
HY(k, M), le groupe de Brauer non ramifié algébrique BroraV de V' est donné par les éléments
a € HY(k, M) tels que pour a € Z*(k, M) un cocycle (quelconque) représentant o, on a

a,(N,(b) =1 Ybe G, Vo €Ty (2.6.1)

Remarque.

Il est important de noter que cette formule ne dépend que du stabilisateur G. En particulier, elle
ne dépend point du groupe ambiant G’ tant qu’il s’agit d’un groupe semi-simple et simplement
connexe. Cette remarque peut par ailleurs étre généralisée a tout le groupe de Brauer non
ramifié Br,, V' et pour un stabilisateur G quelconque, comme nous 'a fait remarquer Colliot-
Théléne (cf. [CT12]).

Ceci ne veut pas pourtant dire que toutes ces variétés aient des chances d’étre birationnelles
ou encore stablement birationnelles. En effet, il suffit de penser au cas ou G = {1} : il existe
des exemples de groupes algébriques G’ semi-simples simplement connexes rationnels, comme
SLy,, et d’autres dans la méme famille (A,,) qui ne sont méme pas stablement rationnels (cf.
[Mer95]).

D’un autre coté, le lemme sans nom (cf. [CTS07, Cor. 3.9]) nous dit par exemple que lorsque
le groupe ambiant G’ est SL,, alors les variétés quotient obtenues pour deux plongements
différents de G sont stablement birationnelles. Il serait intéressant de savoir s’il en est de méme
pour d’autres groupes G'.
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2.6.1 Démonstration du théoréme 2.16

Puisque la caractéristique de k est 0, le théoréme d’Hironaka nous permet de trouver une k-
compactification lisse X de V que I'on fixe pour toute la suite. On rappelle que de la méme fagon
que I'on identifie BryV avec H'(k, M), on peut identifier Bryr,a1V = Bra X avec H(k,Pic X3).
Soit v un sous-groupe fermé pro-cyclique de I'g. Il est évident par fonctorialité de la restriction
que si un élément o € H'(k, M) provient de H!(k, Pic X}), alors son image dans H'(~y, M) pro-
vient de H' (v, Pic X). Lorsqu’on considére tous les sous-groupes pro-cycliques de I';, ensemble,
on a l'affirmation réciproque au sens suivant.

Lemme 2.17. Soit G un k-groupe fini plongé dans G’ semi-simple simplement connexe et soit
V = G\G'. Soit X une k-compactification lisse de V. Soit enfin M le groupe des caractéres de
G et o € HY(k, M). Supposons que pour tout sous-groupe pro-cyclique v de Ty, Iimage de o
dans HY (v, M) provient de H'(v,Pic X3). Alors a provient de H'(k, Pic X3).

Remarque.

Ce lemme nous dit en particulier que I'on a toujours l'inclusion H_I(ljyc(k:7 M) C BryraV. Dans
les sections qui suivent on montrera que cette inclusion peut en fait étre stricte, par opposition
au cas des espaces homogénes a stabilisateur connexe ou abélien, cf. [BDH13|. On généralise

ainsi le résultat de Demarche dans [Dem10, §6|, valable pour k un corps de nombres.

Démonstration. Soit Dive, X}, le sous-groupe de Div X} des diviseurs a support dans le complé-
mentaire de V' dans X. C’est un I';-module de permutation. En effet, le complémentaire de V'
étant un fermé strict de X, il contient un nombre fini de diviseurs que le groupe I'y, permute,
a priori, de fagon non triviale.

Puisque X7 et V% sont des variétés intégres et lisses, on a la suite exacte classique (cf. par
exemple [Hrt77, II, 6.5 et 6.16])
Diveo X3 — Pic Xz — PicV — 0.

En ajoutant un 0 a gauche de cette suite, il se trouve qu’elle est en fait aussi exacte a gauche.
En effet, soit D € Divo X}, tel que son image dans Pic Xz est nulle. Il existe alors une fonction
f € k(X) telle que div(f) = D, ot div est application diviseur k(X) — DivXj. Comme D
est a support dans Xz \ Vi, on a que f est inversible sur Vg, i.e. f € k[V]* = k* (cf. la section
2.3). Donc f est une constante et D = 0, ce qui montre 'injectivité.

De cette suite on déduit la suite exacte longue suivante :
- — HY (T}, Diveo X3) — H(T'y, Pic X3) — H (T, Pic V) — H?* (T, Diveo Xz) — -+ .

Or, Divee X}, étant un module de permutation, on a H1(T'y, Dive, X) = 0. En effet, en utilisant
le lemme de Shapiro on peut se restreindre a4 démontrer que H'(H;,Z) = 0 pour certains sous-
groupes ouverts H; de T'y, ce qui est évident, car I'y (et par conséquent, H;) est un groupe
profini et Z est sans torsion. La suite devient alors

0 — H'(k,Pic X3) — H'(k, M) — H?(k, Diveo X7).

Pour tout sous-groupe fermé pro-cyclique v de I'y, on peut considérer alors les applications de
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restriction et obtenir le diagramme commutatif & lignes exactes suivant :

0 — H!(k,Pic X;) — H'(k, M) — H?*(k, Divoo X},

i | l

0 — Hl(v,Pic X;) — H'(y, M) — H?(v, Divoe X}).

Avec ce diagramme, on voit que l'affirmation du lemme découle de la nullité du groupe
H_[gyc(k, Dive, Xj) qui est défini comme le sous-groupe de H?(k, Divo, X7) des éléments dont la
restriction & tout sous-groupe pro-cyclique de I'y, est triviale. En effet, si 'image de « provient
de H'(vy,Pic X) pour tout +, alors son image dans H?(v, Dive, X}) est nulle pour tout =, ce
qui nous dit que I'image de o dans H?(k,Diveo Xy) est en fait dans 102 (k, Dive X;) et est
donc nulle, ce qui nous dit que « provient de H!(k, Pic X%)-

Montrons donc que ngyc(k:, Dive X7,) = 0. Puisque Div X}, est un module de permutation,

on sait (toujours d’aprés le lemme de Shapiro) qu’il existe des sous-groupes ouverts H; de T'y,
tel que 'on a

H2(k, Divoo X) = @HQ(HZ«,Z) = EBHl(Hi,Q/Z) = @Hom(Hi, Q/7Z).

Si I’'on considére alors un morphisme non trivial ¢ dans H'(H;,Q/Z) et un élément o € H; tel
que son image par ¢ soit non nulle, on voit que la restriction de ¢ au sous-groupe fermé pro-
cyclique engendré par o est non nulle. La compatibilité de la restriction avec les suites exactes
longues et avec 'isomorphisme de Shapiro nous dit alors que pour tout élément non nul 3 de
H?(k,Diveo X 7) il existe un sous-groupe fermé pro-cyclique 7 de 'y, tel que la restriction de 3
a 7y est non nulle, ce qui entraine la nullité de 12 . (k, Dive, XF).

cyc

Soient maintenant o € H'(k, M), o € 'y, et 7 le sous-groupe fermé pro-cyclique engendré
par o. Compte tenu de ce lemme, on voit facilement que pour démontrer le théoréme 2.16 il
suffit de démontrer la proposition suivante :

Proposition 2.18. Avec les notations ci-dessus, la restriction o € H' (v, M) de a provient
de H'(v,Pic X3) si et seulement si, pour a € Z'(k, M) un cocycle représentant o, on a

as(Ny(b)) =1 YbeG.

En effet, on peut voir que la restriction o est clairement représentée par le cocycle
aly € Z' (7, M) et donc a, n’est rien d’autre que (al,),. La démarche consistera alors a trouver
un corps fini F tel que ’on puisse regarder G et M comme des F-groupes dont ’action du Frobe-
nius coincide avec celle de o. On aura alors des morphismes canoniques H'(y, M) — H*(F, M)
et H'(v,Pic X;) — H'(F,Pic Xf) et des égalités ¢4, = po et Ny = Ny, oll o est le cardinal
de F. Le résultat découlera alors du théoréme 2.6.

Pour ce faire, on suit la démarche de Colliot-Théléne et Kunyavskii, laquelle est explicitée
en détails dans I'article de Borovoi, Demarche et Harari et que I'on reproduit ici (étapes 1 et
2).
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Etape 1 : Restriction au cas ou k est de type fini sur Q Soit k une extension finie
galoisienne de k déployant Pic Xz et contenant (, et posons I = Gal(l;:/ k). Puisque V est
clairement k-unirationnelle, le groupe Pic X7 est sans torsion (théoréme 1.15) et donc égal a
son groupe de Néron-Severi NS Xz. De plus, puisque le groupe (profini) de Galois de k agit
trivialement sur Pic Xz, on a que Hl(l%,PicX,;) = 0, ce qui entraine que H!(k,Pic X;) =
HY(T,Pic X7%) par la suite de restriction-inflation. Si 'on note 4 I'image de v dans I, on voit
que l'on a aussi H(v, Pic X3) = H'(7, Pic X3).

Ecrivons k = k[t]/P(t) pour un certain polynéme irréductible P € k[t]. Comme tous les
morphismes considérés sont de type fini, on sait qu’il existe un corps kg C k de type fini sur
Q sur lequel G,G',V, X et les plongements G — G’ et V — X sont définis. De plus, on peut
supposer que X admet un ko-point : 'image de I’élément neutre e € G’ par la projection G’ — V'
(le groupe G, et en particulier e, sont définis sur un corps de nombres). Enfin, quitte a agrandir
ko, on peut supposer que P € ko[t] et que ko = ko [t]/P(t) est une extension galoisienne qui
déploie Pic X7. En effet, si a est une racine de P telle que k = k[a] et kg = ko[a] et si a; est un
conjugué de a, alors on a a; = Pj(a) pour un certain polynéme P; € k[t], car a1 € k = k[a]. 11
suffit alors de demander que kg contienne les coefficients de P; pour tout conjugué a; de a pour
que ko /ko soit galoisienne. Le fait qu’elle déploie Pic Xy est évident. Avec ces suppositions, on

a un isomorphisme canonique entre et Gal(l?:o /ko) et des isomorphismes
Pic X = Pic X, = Pic Xj < Pic X;.

En effet, les isomorphismes & gauche et a droite découlent du lemme 6.3 de [San81|, tandis
que celui du milieu découle de l'invariance du groupe de Néron-Severi par changement de
base algébriquement clos, cf. [MP12, Prop. 3.1] (cf. aussi le théoréme 1.15). On trouve alors
finalement ’isomorphisme

H'(Gal(ko/ko), Pic X ) = H'(T, Pic Xp),

ce qui nous dit que I'on peut supposer k = ko et k = k.

Etape 2 : Réduction au cas d’un corps fini Puisque maintenant k est de type fini sur
Q, on sait que l'on peut trouver :

1. Un anneau intégre et régulier A de type fini sur Z et de corps de fractions k, tel que la
fermeture intégrale A dans k soit finie, étale et galoisienne sur A de groupe de Galois I'.

2. Des A-schémas G, G', V et X de type fini, de fibres génériques respectives G, G', V et X

et tels que :

— G’ est un A-schéma en groupes semi-simple simplement connexe (au sens de [SGA3III,
XIX.2.7, XXI1.4.3.3]) et G est un sous-A-schéma en groupes fini et lisse de G';

— V =G\G' est lisse sur A, X est propre et lisse sur A et on a une A-immersion ouverte
YV — X étendant V — X ;

— pour tout point x de Spec A de corps résiduel k;, la fibre X, C X est une compactifi-
cation lisse de V, C V sur k.

En notant que X est unirationnelle et que k est un corps de caractéristique 0, on a H'(X, Ox) =
H?(X,0Ox) = 0. Alors, comme la dimension des groupes de cohomologie est une fonction semi-
continue supérieurement (cf. [Hrt77, III, Thm. 12.8|), on peut supposer, quitte a restreindre
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encore Spec A, que H'(X;,0x,) = H?*(X,;,Ox,) = 0 pour tout point = de Spec A. Alors,
d’apres [Gro62, Cor. 2.7], on trouve des isomorphismes de spécialisation

Pic X = Pic X,

pour tout point x € Spec A. De méme, quitte a réduire encore Spec A, on trouve des isomor-
phismes

Pic X} = Pic X;
pour tout point # € Spec A, ot X = X x4 A, et on en a de méme pour tout sous-anneau A2
de A correspondant aux éléments invariants par un sous-groupe A de I (il suffit de considérer

toute la situation sur le sous-corps k2 C k des invariants par A). De cela on déduit que ces
isomorphismes sont d’ailleurs compatibles avec les actions galoisiennes correspondantes.

Si on considére alors le sous-anneau A; := A7 des éléments 3-invariants de A4, on a que
le morphisme p : Spec A — Spec A; est un revétement étale cyclique de groupe de Galois 7
avec A et A; des anneaux integres, réguliers et de type fini sur Z. La version géométrique du
théoreme de Cebotarev (cf. [Ser65, Thm. 7]) nous dit alors qu’il existe une infinité de points
fermés x1 de Spec A; tels que la fibre en z; de p soit un point fermé & de Spec A. Ceci veut
dire que si I'on note F le corps résiduel en x; et E le corps résiduel en &, on a une extension
de corps résiduels E/F de groupe de Galois 4 et par suite, en notant X3 = X x4 A; et Y la
F-variété (X1),,, un isomorphisme

H'(7,Pic X;) = H'(%, Pic Yg).

De plus, toujours d’aprés le lemme 6.3 de [San81|, on a que PicYg = PicYy car Pic Yy est
déployé sur E d’aprés la compatibilité des actions galoisiennes évoquée ci-dessus.

Pour résumer, on a les isomorphismes suivants :

H'(v,Pic X3) = H' (7, Pic X;) = H' (7, Pic X;)
>~ H'(3,PicYg) = H' (3, PicYz) = H'(y, Pic Yz).

En particulier, on a le diagramme commutatif suivant :

H*(,Pic Xj)—— H!(y, (2.6.2)

M)
H(v,PicYz)—— H'(y, M)
ott M = M(k) = M(F) représente le groupe des caractéres (géométriques) de G (ou encore G,
Gz, ). On rappelle que, puisque G est fini (donc a fortiori M aussiz, les points géométriques de

M sont invariants par changement de base. L’action de v sur M (k) et sur M (F) étant induite
par celle sur Pic Xz et sur Pic Xf respectivement, on voit qu’il s’agit bien de la méme action.

Considérons le morphisme surjectif f : I'r — ~ induit par 'extension E/F qui envoie le
Frobenius s sur ¢ (c’est un isomorphisme dés que 'ordre de o n’est pas fini). Cela nous donne
des morphismes canoniques d’inflation

HY(y,M) — HYF,M) et H'(y,PicYz) = H'(F,PicYz) = BryY,
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ou action de I'r sur M correspond bien entendu a celle induite par f (il en va de méme par
ailleurs pour 'action sur G(k) = G, (F)). La premiére fléche est injective (car d’inflation) et
la deuxiéme fléche est un isomorphisme d’aprés la suite de restriction-inflation car on a déja
vu que Pic Yf est sans torsion et déployé par E. En mettant ensemble ces morphismes avec le
diagramme (2.6.2) on obtient le diagramme commutatif

H(v,Pic X)) H!(y, M) (2.6.3)

3 |
HY(F, Pic Yg)—— H(F, M)

Enfin, puisque Y est une compactification lisse d'un F-espace homogéne sous Gy, a stabilisateur
fini G;, et que 'on peut toujours choisir x; de fagon que 'ordre de G;, soit premier au cardinal
de FF, on a enfin le droit d’utiliser le théoréme 2.6.

Etape 3 : Fin de la preuve, utilisation du théoréme 2.6 Reprenons alors un élément
a € HY(k,M), a € Z'(k, M) représentant «, o € I}, et 7 le sous-groupe pro-cyclique de T
engendré par o comme dans la proposition 2.18. D’aprés le diagramme commutatif (2.6.3),
la restriction o’ de o dans H'(vy, M) provient de H'(7y,Pic X}) si et seulement si son image
& € HY(F, M) provient de H!(F, Pic Y3) = Br, Y. Considérons les cocycles a’ = al, et @ = a’of,
qui représentent respectivement o et &. On voit alors grace au théoréme 2.6 que & provient
de H'(F,PicYy) si et seulement si

is(N(8)) =1 VbeG,
ol qq est le cardinal de F. Or, on a clairement

dS(NQO(b)) = a’f:r(NQO(b)) = aU(NlIo(b))7
d’ott 'on voit qu’il suffit de démontrer que Ny, = N, pour conclure.

D’apreés la définition de Ny, et de Ny, il suffit en fait de démontrer I'égalité ¢4, = ps. Et
d’aprés la définition de ces applications, tout ce qu’il faut démontrer est que

¢(0)=q modn, ouencore (% =)

ou 'on rappelle que n est 'exposant de G. Or, cela est vrai de fa~g0n évidente, car o agit sur u,
de la méme fagon que le Frobenius de I (on rappelle que u,, C k par hypothése), lequel envoie
Cn en G° par définition, d’oul

G =G0 = "¢ = G

Ceci conclut donc la démonstration de la proposition 2.18 et par conséquent celle du théoréme
2.16.

2.6.2 Applications et simplifications du théoréme 2.16

La formule, telle qu’elle est donnée dans le théoréme 2.16, n’est pas pratique pour faire des
calculs. En effet, il suffit de noter tout simplement que I'y, est en général un groupe infini. Or,
il se trouve que, comme on pourrait s’y attendre, il suffit de se restreindre & un quotient de I'y,
donné par une extension finie bien précise. Le résultat est le suivant :
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Proposition 2.19. Sous les mémes hypothéses que le théoréeme 2.16, soient L D k une exten-
sion finie galoisienne de k déployant G, n = exp(QG) et (, € k une racine primitive n-iéme de
Vunité. Alors, pour tout élément o € T,y C Ty et pour tout b € G on a N,(b) = b.

En particulier, un cocycle a € Z'(k, M) vérifiant I’égalité (2.6.1) est forcément trivial sur
L)

Démonstration. Soit o € 'y, alors il est évident que o fixe (,, ce qui nous dit que q(o) = 1.

De plus, puisque L déploie G, o agit de fagon triviale sur G(k). On a alors que ¢, se réduit a
l'identité et alors N, correspond & la projection G — G&P.

—_

On voit alors que pour un cocycle a € Z'(k, M) vérifiant I'égalité (2.6.1), on a a,(b) =
pour tout b € G®, ce qui nous dit que a, = 1.

[C]

De cette proposition et du théoréme 2.16 on déduit aussitot que
Corollaire 2.20. Sous les mémes hypothéses que le théoreme 2.16, on a
Brnr,alv - Hl(L(Cn)/ka M)

Ce corollaire nous dit que le groupe de Brauer est au moins calculable en temps fini.

Remarque.
Avec le but de réduire le temps de ces calculs (en particulier pour pouvoir les faire a la main),
il est possible de démontrer que sous les mémes hypothéses du théoréme, pour o,7 € 'y, on a

ag(Ny(b)) = ar(N; (b)) =1 YbEG = apr(Nyr(h) =1 VbeGQG,

dés que ces deux éléments commutent entre eux et que leur produit n’est pas d’ordre fini. * De
la on déduit par exemple que, lorsque L((,)/k est une extension abélienne, il suffit de vérifier
la propriété (2.6.1) pour une famille de générateurs de I'r,(c,)/x- On fera attention par contre
au fait qu’il n’est pas vrai en général que, pour 0,7 € 'y quelconques on ait cette propriété.
En particulier, on ne peut pas restreindre les calculs a un sous-ensemble engendrant 'z, /k
lorsque ce groupe n’est pas abélien.

Pour terminer cette section, on remarque que les calculs que I'on a faits a la fin de la section
précédente sont tout a fait applicables aux applications ¢, et N,. En effet, notons toujours
le sous-groupe pro-cyclique engendré par o € 'y, et soit

M, :={ceM: Jac Z'(y,M), ay = c}.

(Ce groupe coincide avec M tout entier lorsque 'ordre de o est infini). Il est facile alors de
voir que l'on a une application surjective M, — H'(y, M) dont le noyau correspond aux
¢léments de la forme ¢! avec ¢ € M. On peut montrer tout aussi facilement que ce noyau
est 'orthogonal de (G?)%7 (cf. le lemme 2.12) et en particulier que, si 'on note N (G) le sous-
groupe de (G#)% engendré par I'image de N,, alors le groupe H'(vy,Pic X;) est isomorphe
a (GaP)#e /N, (cf. 1a proposition 2.13). On obtient alors les corollaires suivants du théoréme
2.16.

4. Le théoréme d’Artin-Schreier nous dit par ailleurs que, a conjugaison prés, il y a au plus un seul élément
d’ordre fini dans I'y, dont 'ordre est 2 et qui correspondrait 4 une “conjugaison complexe”.
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Corollaire 2.21. Soit G un k-groupe et L D k une extension déployant G telle que L((,)/k est
une extension cyclique (un tel corps L existe par exemple lorsque G est un p-groupe constant
avec p impair ou bien lorsque k = R). Alors Bry, 5V = (G297 N, ot o est le générateur du

groupe ') /-

Corollaire 2.22. Soit G un k-groupe tel que (Gab)‘p” est engendré par les o-normes pour
tout o € Ty et soit V.= G\G' avec G' semi-simple simplement connezxe. Alors BryraV =

Hléyc (k, M).

On rappelle que H_I(ljyc(k, M) est le sous-groupe de H'(k, M) des éléments dont la restriction
a H'(y, M) est nulle pour tout sous-groupe fermé pro-cyclique v de I'y. On voit rapidement
alors du lemme 2.17 que 'on a toujours H_Igyc(k, M) C Brpy a1V En effet, on sait que Bry, 51V =
H'(k,Pic X}) et il est évident que, pour a € ]_Héyc(k‘, M), on a que son image dans H!(vy, M)
provient de H!(v,Pic X3) car elle est nulle.

Démonstration. En effet, un tel groupe G vérifie que H! (v, Pic X;) = 0 pour tout sous-groupe
pro-cyclique de I'y,. Le lemme 2.17 nous permet alors de conclure.

2.7 Une formule cohomologique sur un corps local

La version du théoréme 1.4 pour un corps de nombres k, mise au point par Harari dans
[Har94], nous dit que pour comprendre le groupe de Brauer non ramifié d’une k-variété V, il
faut comprendre comment le groupe de Brauer se comporte par rapport aux points locaux. Il
est alors intéressant de se demander, pour une variété V définie sur un corps local, quelle est
la dépendance du groupe Bry, V' vis-a-vis de ses points.

La proposition 2.2 nous a permis de comprendre ce comportement & partir de la coho-
mologie galoisienne des k-groupes G, G* et M dans le cas ot V est un espace homogéne a
stabilisateur fini, bien que seulement pour la partie algébrique de Br V. Soit donc K un corps
local de caractéristique 0, i.e. une extension finie de Q,. On peut alors essayer d’obtenir une
description du “comportement cohomologique” des éléments du groupe Bry; .1V pour une K-
variété V a partir de la formule développée dans la section précédente. Ainsi, toujours grace a
la proposition 2.2, on aura une description de la dépendance du groupe Bry, o1V vis-a-vis des
K-points de V.

On dira qu'un K-groupe fini G est non ramifié¢ s’il est déployé par une extension non
ramifiée de K. On a alors le résultat suivant :

Théoréme 2.23. Soit G un K-groupe fini non ramifié d’ordre premier a la caractéristique
résiduelle, plongé dans G' semi-simple simplement conneze et soit V= G\G'. Alors a € BryV
appartient a Bry, a1V st et seulement s7l existe une préimage aq € BriV de « telle que, pour
toute extension finie non ramifiée K' de K, Uapplication V(K') — Br K’ induite par oy est
nulle.

Or, comme on vient de I’avancer, la proposition 2.2 nous dit que ce résultat est équivalent
au résultat suivant.
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Proposition 2.24. Soit G un K-groupe fini non ramifié d’ordre premier & la caractéristique
résiduelle, plongé dans G' semi-simple simplement conneze et soit V.= G\G'. Soit M le groupe
des caractéres de G. En identifiant alors BryV avec H (K, M), le groupe de Brauer non ramifié
algébrique Bry, 1V de V' est donné par les éléments o € HY (K, M) wvérifiant la propriété
susvante.

Propriété (*) : Pour toute extension finie non ramifiée K' de K, l’image o de a dans
HY(K', M) est orthogonale au sous-ensemble Im[H' (K',G) — H'(K', G*)].

Remarque.

Des résultats semblables peuvent étre retrouvés dans le cas des corps locaux de caractéristique
positive via le théoréme 2.1 a l'aide du théoréme 1.16, moyennant l'existence d’une certaine
compactification lisse X de V.

Démonstration. Soit a € BryV = Hl(K, M). 11 s’agit de montrer que av € Bry, oV si et seule-
ment si cette classe vérifie la propriété (*). Il y a deux cas possibles :

Cas1:a¢g H! (K,M)

Soit L/K une extension finie non ramifiée déployant G et soit n = exp(G). Le corollaire 2.20
nous dit que 'on a Bryp, 1V C HY(L(¢,)/K, M). Or, comme le cardinal de G est premier &
p, on sait que I'extension L((,)/K est non ramifiée, donc on a en particulier que Brp, 4V C

HL (K, M).

Si alors a ¢ HL (K, M), d’aprés ce qui précéde, on a que a ¢ Bry,,aV et il faut alors
démontrer que a ne vérifie pas la propriété (*). Or, puisque HL (K, M)+ = H} (K, G®) pour
la dualité locale, on voit immédiatement qu'il existe 8 € HL (K, G?) tel que aU # 0. D’autre
part, en remarquant que les ensembles H! sont isomorphes aux ensembles de cohomologie sur
le corps résiduel de K et qu’un tel corps est de dimension cohomologique 1, il est facile de voir
que Papplication H. (K,G) — H} (K,G?) est surjective (cf. par exemple [Ser94, I11.2.4, Cor.
2]), d’ott I'on tire que o n’est pas orthogonal & Im[H'(K, G) — H'(K,G?)].

Cas 2:a€ HL(K,M)

Pour traiter ce cas on rappelle que, de méme que pour les corps locaux de caractéristique p
dans la section 2.5, le sous-groupe de ramification sauvage S C I'x ne joue pas de réle dans la
cohomologie galoisienne des groupes G, G® et M puisque leur ordre est premier a p et S est
un pro-p-groupe. Autrement dit, si I'on pose D = ' /S, on a H'(K,G) = H*(D, Q). De plus,
d’aprés [INSWO08, Thm. 7.5.3|, on sait que D est un groupe profini & deux générateurs o, T avec
la seule relation o7o~" = 7% ot1 ¢ est le cardinal du corps résiduel de K. On sait aussi que
I’on a une suite exacte

1-T—-D—-T1—1,

ou T est le sous-groupe profini engendre par 7 et correspond au groupe de ramification modérée,
tandis que I'; correspond au groupe de Galois de l’extension non ramifiée maximale K™ /K
ainsi qu’au groupe de Galois absolu du corps résiduel de K. Il est engendré par I'image de o,
laquelle correspond au gg-Frobenius sur le corps résiduel et que I'on note toujours ¢ par abus.
De méme, si ’on note D,,, le sous-groupe fermé d’indice m de D engendré par o™ et 7, et aussi
I, le quotient D,, /T, on voit que l'on a les égalités

HY(K,,,G) = HY(Dn,G) et HL(K,,G)=H(T,,G),
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ou K, est la seule extension non ramifié de K de degré m. Il est par ailleurs évident qu’il en
va de méme pour M et G?P.

Lemme 2.25. [] existe, pour tout m > 1, un accouplement parfait
HY (T, M) x Hom(T, G**)'™ — H*(Kpy, pin) — Q/Z,

induit par la dualité locale. De plus, un élément o € HL (K,M) = HY(I'\,M) C H' (K, M)
vérifie la propriété (*) si et seulement si, pour tout m > 1, son image oy, dans H'(K,, M)
est orthogonale a Tm[H'(D,,,G) — Hom(T, G*)I'm].

Démonstration. On rappelle que la suite des premiers termes issue de la suite spectrale de
Hochschild-Serre pour ce quotient est la suivante :

1 — HY(T,,,G*) — HY(D,,, G*®) — Hom(T, G**)I'™ — 1.

En effet, H(T,G*?) = Hom(T,G?) et on sait que H?(T,,, M) (qui correspondrait au qua-
triéme terme de la suite & 5 termes) est nul car la dimension cohomologique de I'y, = 7 est
1. Légalite HL (K., M) = HL (K, G*)* pour la dualité locale nous dit alors que l'on a
I’accouplement parfait induit par la dualité locale

HY(T,,, M) x Hom(T, G**)' — H*(K,,, jin) — Q/Z,

et il est évident, par la compatibilité de ces deux accouplements, que a,, € H'(T,,, M) est
orthogonale & Im[H'(K,,,G) — H'(K,,, G*)] pour la dualité locale si et seulement s’il est
orthogonale a Im[H(D,,, G) — Hom(T, G**)'] pour I"accouplement ci-dessus. La deuxiéme
affirmation du lemme en découle car les K, correspondent & toutes les extensions non ramifiées

de K.

On remarque maintenant que 'application ¢ : 'y — Z/nZ se factorise par I'1, ce qui nous
dit que ¢(o) a bien un sens. De plus, puisque o agit précisément comme le gop-Frobenius, il
est facile de voir que 'on a ¢(o) = qp, d’ont 'on se permet de noter tout simplement ¢ au
lieu de gp ou de ¢(o), pour ne pas alourdir les notations. Il est par ailleurs évident aussi que
I'on a q(c™) = ¢ et on fait donc le méme raccourci de notation. Ceci nous permet de faire
I’analogue de ce qu’on a fait dans le cas des corps finis. En effet, application ¢, n’est alors rien
d’autre que l'application ¢, utilisée dans le cas des corps finis et de méme on aura pom = g’
et Ny = Ny.

Cela étant dit, on peut rappeler la définition d’un élément (g, m)-relevable (définition 2.7) :
c’est un élément b € G tel qu'il existe b € G relevant b et tel que @y (b) soit conjugué a b.
Puisque ceci entraine en particulier que o7 (b) = b, on note (G#P)#a" le sous-groupe de G*P(K)
des éléments invariants par ¢g" et Gg}?n C (G*)#1" I'ensemble des éléments (g, m)-relevables.

De méme que dans le cas des corps finis (cf. section 2.5), on a un isomorphisme évident
Hom(T,G*) = G?"(K) qui a un morphisme lui associe I'image de 7. Ce morphisme iden-
tifie Hom(T, G*P)' avec (G®)%4". Aussi, en suivant la preuve de la proposition 2.8, on voit
que l'image de H'(D,,,G) dans Hom(T,G*)' est identifice avec Gfﬁn. Puis, les calculs
faits dans les lemmes 2.9 et 2.10 nous disent que, pour tout m, l'orthogonalité de «,, avec

Im[HY(Dy,, G) — Hom(T, G2?)I'm] est équivalente avec I'orthogonalité de aym avec Gg’bm, ol a
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est un cocycle représentant o.
Tout cela étant dit, on peut enfin terminer la démonstration de la proposition 2.24.

Dans un premier temps, si o € H (K, M) vérifie la propriété (*), on sait d’aprés les lemmes
2.25, 2.11 et ce qui précéde, que pour un cocycle a représentant o on a

m—1
aom(b) = a, (H @2(6)) =1,
=0

pour tout b € Ggfom et tout m € N. En particulier, on a as(Ny(b)) =1 pour tout b € G, ce qui
suffit pour établir que o € Bry, o1V d’aprés la remarque apreés le corollaire 2.20.

Dans le sens inverse, si a € Bry, 4V est représenté par a € Z1(T'1, M), on a a,(Ny(b)) =1
pour tout b € G. Soient m € N, b € ng’n et b € G une préimage de b. Il est facile de voir que
nep divise m et alors, d’aprés le lemme 2.11, on a

lnmb—l n(r,b_l l
i iNg,pti
agm(0) = a_in,, (b)) =as | [[ €40 | =ao | J] JJwe""""(0) | =
i=0 =0 j=0
ngp—1 | A Ngbp—1 A
a [ [T TI#i0) | =ao | J] ©i(0)" ] = ac(Ny(®))' =1,
i=0 j=0 i=0

car on rappelle que @, 7" (b) = @o”"(b) = b. Le lemme 2.10 nous dit alors que a,, est ortho-

gonal & tout b € G2 = Hom(T,G**)', d’ou I'orthogonalité de am, avec Im[H'(Kp,, G) —
H'(K,,, G?)] via le lemme 2.25.

Remarque.

Il est bien nécessaire de considérer les extensions non ramifiées de K et non seulement K tout
seul. En effet, demander seulement I'orthogonalité de @ € H'(K, M) avec Im[H'(K,G) —
HY(K, Gab)] revient & demander seulement 1’orthogonalité de a, avec GZPI, alors que I'ensemble
N, (G) C (G?)¥4 est a priori beaucoup plus grand : pour un élément b € G tel que @' (b)
est conjugué a b, on ne sait pas a priori si le produit by := H?:ol @l (b) est tel que @q(bo) est

conjugué a by, d’ou le fait que la o-norme de b n’a aucune raison a priori d’étre (g, 1)-relevable.

Si l'on peut objecter que le fait d’avoir N,(G) 2 GZH n’entraine pas pour autant que les
groupes qu’ils engendrent soient différents, il suffit de remarquer que I’on peut construire des
exemples explicites (comme ceux donnés dans la proposition 2.37) ou le groupe engendré par
N, (G) est strictement plus grand que celui engendré par G;})l.

Pour finir, on donne un corollaire de la proposition 2.24 dans le cas abélien.

Corollaire 2.26. Soit G un K-groupe fini abélien non ramifié, d’ordre premier & la caracté-
ristique résiduelle, plongé dans G' semi-simple simplement conneze et soit V.= G\G'. Alors le
groupe de Brauer non ramifié algébrique Bry, 1V de V' est trivial.
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Démonstration. Puisque dans ce cas G = G?", il est évident que Im[H'(K,G) — H' (K, G*)]
correspond au groupe H'(K,G) tout entier. Ainsi, on voit qu'un élément o € BryaV C
H'(K, M) doit étre orthogonal & tout le groupe H'(K,G). L’accouplement étant parfait, on
voit que « doit étre nul.

Remarque.

Ce résultat n’est pas, a notre connaissance, facile a démontrer avec ce qui était déja connu
dans le cas abélien. En effet, vue la preuve de la proposition 2.24, on peut se rendre compte
qu’un élément clé de cette démonstration est le corollaire 2.20, lequel nous permet de déduire
I'inclusion Bry, 5V C H! (K, M). Une fois cette inclusion admise, le résultat découle facilement
de I'égalité (déja connue) Bry, o1V = H_I(l:yc(K, M), mais on ne voit pas une voie “facile” pour
démontrer cette inclusion, méme dans le cas abélien.

2.8 Application des résultats : calcul explicite de certains Bry; 4

Il s’agit dans cette section de calculer explicitement quelques groupes de Brauer non rami-
fiés algébriques pour montrer 'utilité des formules développées dans les sections précédentes.

Tant sur un corps fini que sur un corps de caractéristique 0, il est intéressant de comprendre
quand deux espaces homogénes a priori différents en leur structure peuvent avoir un méme
groupe de Brauer non ramifié algébrique. On a déja remarqué dans la section 2.3 que ce groupe
ne dépend que du stabilisateur, mais on peut aller encore un peu plus loin. En effet, on peut
imaginer des espaces homogénes qui, vis-a-vis de notre formule, se comportent de la méme
facon tout en étant essentiellement différents. La définition qui suit va donc dans ce sens.

Pour un k-groupe fini G avec k un corps quelconque, on peut considérer le morphisme
kG : T — Out (G(k)) induit par sa structure sous-jacente de I'j-groupe, oil 1’on rappelle que
Out (G(k)) := Aut (G(k))/Int (G(k)) est le groupe des automorphismes extérieurs de G(k). Si
'on a un deuxiéme k-groupe H et un k-isomorphisme f : Gy, — Hip, il induit les isomorphismes
de groupes abstraits

fo: Aut (G(k)) = Aut (H(E)) : ¢ — fi oqﬁoffl,

f3: Out (G(k)) = Out (H(k)) : ¢ — f2(9).

Définition 2.27. Soient G et H des k-groupes finis avec k£ un corps quelconque et soient kg
et kg les morphismes induits comme ci-dessus. Le k-groupe H est dit ext-isomorphe a G s’il
existe un k-isomorphisme f : G — Hj (induisant les isomorphismes f1, fa et f3 ci-dessus) tel
que kg = f3 0 Kg.

On dit qu’un groupe fini G est ext-constant s’il est ext-isomorphe & un groupe constant ou,

de fagon équivalente, si I'y agit sur G(k) par automorphismes intérieurs.

On démontrera par la suite que deux k-groupes ext-isomorphes G et H se comportent
effectivement de la méme facon par rapport aux formules développées dans la section précé-
dente, tant sur un corps fini que sur un corps de caractéristique 0. En particulier, & chaque
fois qu’on aura un groupe G ext-constant, on pourra supposer qu’il est constant pour calculer
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le groupe Bry, 5V d’un espace homogeéne V' sous G’ semi-simple simplement connexe a sta-
bilisateur G. On en déduit par exemple que si G(k) est le groupe S, des permutations de n
éléments, avec n # 6, on pourra toujours supposer qu’il est constant (on rappelle que S,, n’a

pas d’automorphisme extérieur pour n # 6).

2.8.1 Cas d’un corps fini

On revient aux notations de la section 2.5. En particulier, on note & = F,. Dans cette
section, le groupe G sera toujours supposé d’ordre premier a ¢ = p”, donc il sera toujours lisse.

La similitude entre les formules 2.6 et 2.16, ou encore le fait que la formule cohomologique
(théoréme 2.1) soit de nature arithmétique, de méme que celle sur un corps de nombres (cf.
[Har07, Prop. 4]) ou sur un corps global de caractéristique positive (cf. théoréme 2.4), per-
mettent de s’attendre a quelques similitudes au niveau du groupe Bry, 1 entre les k-variétés et
ses analogues sur les corps globaux. Ces similitudes se montrent en effet avec les résultats qui
suivent, lesquels ont été inspirés des travaux de Demarche dans le cas d’un corps de nombres
(cf. |[Dem10]).

Il est déja connu depuis quelque temps que le groupe Bry, o1V s’annule lorsque V = G\G’
avec G abélien (cf. par exemple [BDH13, Thm. 7.5]). On commence donc en retrouvant ce
résultat avec notre formule.

Proposition 2.28. Soit G un k-groupe abélien d’ordre premier a p que l'on plonge dans G’
semi-simple simplement conneze. Soit V.= G\G'. Alors on a BryraV = 0.

Démonstration. D’apreés le corollaire 2.14, il suffit de démontrer que Ny(G) engendre tout le
groupe (G®)%4. Or cela est évident puisque, comme G' = G, la g-norme N, (b) d'un élément
b € G qui est déja dans G¥¢ = (G*)%4 est tout simplement b lui-méme par définition de

Ny (b).

On démontre maintenant que deux groupes ext-isomorphes se comportent en effet de la
méme fagon vis-a-vis de notre formule.

Proposition 2.29. Soient G et H deux k-groupes finis ext-isomorphes d’ordre premier & p
plongés respectivement dans G’ et H', des k-groupes semi-simples simplement connezxes, et

sotent V.= G\G' et W = H\H'. Alors on a Bry, o1V = Bry, aW.

Démonstration. Soit f : Gj, — Hj un k-isomorphisme tel que kg = f3 o k. Il induit alors
un k-isomorphisme f2P : G%b — Hgb qui est en fait défini sur k car kg = f3 o kg entraine
Kpab = f2° 0 kgan = f3 0 Kgan (on rappelle que Aut (G2P(k)) = Out (G*(k)) et on en a de
méme pour H?) et alors f2P est un isomorphisme de I'y-modules . Si I'on note alors M et
N les groupes des caractéres de G et H respectivement, on a un I'y-isomorphisme N = M
induisant un isomorphisme f2° : H'(k, N) = H(k, M).

I1 suffit alors de considérer la formule du théoréme 2.6. Soient ¢ 4 et ¢ 4 les applications

respectives définissant les g-normes respectives sur G(k) et H(k). On a

prg = froimt(b)opago fit
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pour un certain by € G, d’ou il est facile de voir que, pour tout m > 1,

. -1
P q = froint(bm) o i g0 fi,
pour certain b,, € G. En particulier,

b by—1
YHq=J1"°¥aqo (JT7)
lorsqu’on considére leurs restrictions aux abélianisés. Enfin, de ce qui précéde, on voit facilement
que pour tout b € G et pour tout m > 1, gogq(b) est conjugué a b si et seulement si ¢} q(fl(b))
est conjugué a fi(b) aussi. On voit alors que 'on a

__ rab -1
NH,q_ 1 ONG,qofl )

o Ny 4 et Ng 4 sont les g-normes respectives, et la formule du théoréme 2.6 donne alors le
méme groupe de Brauer non ramifié algébrique pour les variétés V et W.

La proposition 2.29 nous dit que, comme on 'avait annoncé, a chaque fois qu’on aura un
groupe G ext-constant dans les calculs qui suivent, on pourra supposer qu’il est constant dans
la démonstration. Cela étant dit, on montre les deux résultats suivants, inspirés des travaux
de Demarche sur des groupes constants sur un corps de nombres (cf. [Dem10, §3, Cor. 1 et §5,
Thm. 5|).

Proposition 2.30. Soit G un k-groupe fini ext-constant d’ordre premier a p plongé dans G’
semi-simple simplement connezxe et soit V.= G\G'. On suppose que n = exp(G) divise ¢ — 1,
alors Brp, a1V = 0.

Démonstration. On se réduit tout de suite au cas ou G est constant grace a la proposition 2.29.
Si I'exposant de GG divise ¢ — 1, alors b9 = b pour tout élément b € G. On voit en particulier
que l'application ¢, est l'identité, ce qui nous dit que la g-norme correspond forcément a la
projection de G sur G®P. Le résultat en découle compte tenu de la formule du théoréme 2.6.

Proposition 2.31. Soit G un k-groupe fini d’ordre premier a p plongé dans G’ semi-simple
simplement connezxe et soit V.= G\G'. Soit L/k l'extension correspondant au noyau du mor-
phisme k : Ty — Out (G(k)) induit par G et soit m = [L : k]. On suppose que n = exp(G) est
premier & ¢ — 1. Alors Bry, 51V = 0.

Démonstration. Soit s le g-Frobenius. Puisque s € I'r, on sait qu’il agit par automorphisme
intérieur sur G(k), donc trivialement sur G2 (k). Soit alors b € (G2P)#4. On a

m m

pd™ = 5" pd™ = @y (b) = b,

ce qui nous dit que 'ordre de b divise ¢"* — 1. Or, 'ordre de b divise aussi forcément n. On en
déduit que l'ordre de cet élément est forcément 1 et donc on a b = 1. Il est alors évident que
les g-normes engendrent (Gab)ﬂoq car il est trivial, d’ou I'on déduit que Bry, 5V = 0 d’aprés le
corollaire 2.14.

On a dit au début de la section 2.6 qu’il existe des exemples de groupes G sur k = I,
tels que le groupe Bry; .1V soit non nul. Les propositions 2.31 et 2.30 nous disent que, si I'on
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s’attend a trouver ce genre de groupes parmi les groupes ext-constants, on doit chercher dans
le cas ou seulement un diviseur propre (et non trivial) de I'exposant de G divise ¢ — 1. C’est
effectivement ce qu’on fait pour construire enfin de tels groupes, toujours inspirés d’un exemple
de Demarche (cf. [Dem10, §6, Prop. 1]) : on aura n = exp(G) = ™ et (n,q — 1) = ™ pour
un certain nombre premier /.

Proposition 2.32. Soit k = F, avec q une puissance de p. Soit £ # 2 un nombre premier tel
que ¢ — 1 = 0™y avec (C,u) =1 et m > 1. Soit

£2m sz eQm

G:=(z,y,z:2" =y ==z :1;[:r,y]:z_gm,[aj,z]:[y,z]:D,

ot [z,y] := xyz~ly~t. On regarde G comme un k-groupe constant et l’on note V la variété
G\G' pour un plongement de G dans G' semi-simple simplement conneze. Alors on a Bryy a1V =
Z)02Z, o0 [m/2] désigne le plus petit entier supérieur ou égal & m,/2.

Remarques.
1. Le groupe G donné dans I’énoncé peut aussi étre vu comme le produit semi direct

(CEQm X Csz) X CeQm,

ott Cj2m désigne le groupe cyclique de cardinal £2™, défini comme suit : si I'on note z, z et y
des générateurs respectifs des trois groupes Cj2m apparaissant dans ce produit, ’action de y
sur (z) X (z) est donnée par

m

y-ac::Uzz et y-z=-=z.

2. Lorsque ¢ = 2 (par exemple, lorsque g = 3), le groupe G donne aussi un espace homogéne
V' a groupe de Brauer non ramifié algébrique non trivial. Si 'on a évité de considérer ce cas,
c’est tout simplement parce que les calculs sont un peu plus compliqués.

3. On rappelle que la proposition 2.29 nous permettrait d’avoir une action non triviale du
Frobenius sur G (mais “ext-triviale” quand-méme) et d’obtenir le méme résultat.

Avant de commencer la démonstration, on donne tout ce qu’il faut savoir sur G. Soient Z
le centre de G et GI°' le sous-groupe dérivé de G. En rappelant que 0q(b) = b9 = 6u"+1 pour
b € G2, il est facile de voir que l'on a

<$€7,L 77L >’

Gder _ <Zf > Cgm
<I’y7 Z>/< > Cg2m X ngm X Cgm
(Gab)wq = (", 5", 2) 2 Ol x Clam x Cym.

On remarque enfin que les seules formules qu’il faut garder a l'esprit pour suivre le calcul

suivant, sont
r, s, rsfm

g=uwl™+1 et y’z2" =2"y’z ,

et que xﬁm, ygm et z appartiennent au centre de G.
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Démonstration. Comme le groupe G est constant, on a ¢,4(b) = b%. On voit alors que 'on a,
pour b =27yt € G,

g (b) = (aTy*z")""

n n
= g?"Tya"5 1

ntzqn@;*l)rs[m
24 ryq s .4 t
(nuZm+1)7’ (nufm—i—l)sz(nufm—i—l)t

m m
— xrysztl_rnué ysmM ztnuf

—b- xrnuémysnufm Ztnué’",
ol 'on remarque que dans le passage de la deuxiéme a la troisiéme ligne on a utilisé le fait que
™ divise ¢ — 1, donc aussi ¢" — 1, et que A =1,

Calculons d’autre part ce qui se passe lorsqu’on conjugue un élément de G. Soit ¢ =
"y 2t € G, alors

cbcflz(xr’ys’zt )xryszt<x Y Zt) 1

oo 4l T A
:xrysztxyzztysxr

_ xr’ys’xrysy—s’ —r’zt
_ xrysztz(rs —r's)em
—b. Z(rs —r's)em
On voit alors que, pour avoir gog(b) = cbc7!, il faut et il suffit que rnu et snu soient des
multiples de ¢™ et que tnu soit congru a rs’ — r’s modulo ¢™. Or, puisque (¢,u) = 1, cela se
résume en

rm=sn=0 mod /(™ et tnu=rs —r's mod (. (2.8.1)

Supposant ces égalités vérifiées pour un n minimal (i.e. pour n = ny), on peut calculer la
g-norme de b. On a

n—1 n—1
_ i riul™ —siul™ —tzuﬁm
b) =1 7 H wy0) = [T 0o g
=0 =0

r n(";l) ul™ gs n(";l) ul™ Zt "("2_ ) yem

= bz

— 5

d’aprés les congruences (2.8.1) et le fait que 2/ =1 et £ # 2.

Sachant donc que Ny(b) = ™" y"5z™! les congruences (2 8.1) nous disent que, pour tout
b € G, N,(b) appartient au sous-groupe (G3)Pa = 052 x C4, fom X Cym de G*P (chose évidente
a priori d’aprés la théorie, mais plutdt rassurante lorsqu’on fait ces calculs). De plus, si l'on
note e la valuation ¢-adique de my on voit, toujours grace aux congruences (2.8.1), que

Clngt, £M7Cr et £MCs.

On en déduit que £™°|(rs' — r's) et donc finalement que £*{m=ee}p,t Ceci nous dit que
N,4(b) appartient au sous-groupe H = Cpm C£2m C{T/Q] de G pour tout b € G.
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On démontre maintenant que I'image Ny(G) dans G engendre H. On considére les élé-

2 2
/2 /)

ments by = x, by =y et by = z de G et on calcule ses g-normes.

Pour by onar =1et s =t =0, ce qui entraine £"|n;, et on voit rapidement que ny, = £™
car il vérifie bien les congruences (2.8.1) lorsqu’on pose s’ = 0. On a alors N,(b;) = 7", Un
calcul similaire donne aussi Nq(bQ) = gem

Pour b, on a r = s = £™/2] ¢t t = 1, ce qui entraine £/™/2] |np, et on voit qu’en posant
=0, s =ull™/21=1m/2] et p = ¢I"/2]] les congruences (2.8.1) sont bien vérifiées. On a alors
np, = £M/2) et N,y (bg) = 20" 5" 2",

On voit alors que N,(G) engendre bien le sous-groupe H de (G®")#s. Donc, d’aprés la
proposition 2.13, le groupe de Brauer non ramifié¢ algébrique de la variété V = G\G' est
isomorphe, en tant que groupe abélien, a (G*)¥a/H = C’gm/C’e,[lmm =~ 7,/0Im/217,

2.8.2 Cas d’un corps de caractéristique 0

Soit k un corps de caractéristique 0. On retrouve ici les résultats analogues a ceux que 'on
vient de démontrer pour un corps fini. On retrouve en particulier une généralisation des résul-
tats de Demarche dans [Dem10|, car k représente ici un corps arbitraire, donc en particulier
cela pourrait étre un corps de nombres.

On commence encore une fois avec le cas des groupes abéliens (cas qui est déja connu, cf.
par exemple [BDH13, Thm. 8.1]). On note toujours n = exp(G) et (, est une racine primitive
n-iéme de 'unité.

Proposition 2.33. Soit G un k-groupe fini abélien que l’on plonge dans G' semi-simple sim-
plement conneze. Soit V.= G\G'. Alors on a Bry, 1V = I}  (k, M).

cyc

De plus, si L est une extension déployant G et telle que L((,)/k soit une extension cyclique,
alors Brpy o1V = 0 (un tel corps L existe par exemple lorsque G est un p-groupe constant avec
p impair ou lorsque k = R).

Démonstration. D’aprés le corollaire 2.22; il suffit de démontrer que N,(G) engendre tout le
groupe (G#)?s pour tout o € T'g. Or cela est évident encore une fois puisque, comme G = G&P,
la o-norme N, (b) d'un élément b € G qui est déja dans G¥o = (G*P)%7 est tout simplement b
lui-méme par définition de N,.

Pour la deuxiéme affirmation, le corollaire 2.21 nous dit qu’il suffit de montrer que, si o est
un générateur du groupe de Galois I' ¢, )k, alors (GP)¥s = N,(G). Or, c’est précisément ce
que 'on vient de démontrer pour tout élément de I'y.

On démontre aussi dans ce cas que deux groupes ext-isomorphes au sens de la définition
2.27 se comportent effectivement de la méme facon vis-a-vis de notre formule.

Proposition 2.34. Soient G et H deux k-groupes finis ext-isomorphes plongés respectivement
dans G' et H', des k-groupes semi-simples simplement connezes, et soient V.= G\G' et W =
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H\H'. Alors on a Brp; 5V = Bry, aW.

Démonstration. Soit f : G — Hpf un k-isomorphisme tel que kg = f3 o k. Il induit alors
un k-isomorphisme f2P G%b — Hgb qui est en fait défini sur k car kg = f3 o kg entraine
Kpab = [3P 0 kgan = f3P 0 kgan (on rappelle que Aut (G*(k)) = Out (G*"(k)) et on en a de
méme pour H ab) et alors flab est un isomorphisme de I'y-modules . Si I’'on note alors M et N

les groupes des caractéres de G et H respectivement, on a un isomorphisme N =+ M induisant
un isomorphisme f2* : H(k, N) = H'(k, M).

Il suffit alors de considérer la formule du théoréme 2.16. Soit o € I'y, et soient v s et @i«

les applications définissant les o-normes respectives sur G(k) et H(k). On a

$Ho = fl o int(ba,l) SEZeX S fflv

pour un certain b, 1 € G, d’ou il est facile de voir que, pour tout m > 1,

(PTHH,J =fio int(bmm) o SO’Z;,O‘ © fl_l
pour certain b, ,, € G. En particulier,

$PHo = f%b °¥Ya,e © ( ?b)ilv

lorsqu’on considére leurs restrictions aux abélianisés. Enfin, de ce qui précéde, on voit facilement

que pour tout élément b € G(k) et pour tout m > 1, <p’G”7 »(b) est conjugué a b si et seulement
si @', (f1(b)) est conjugué a fi(b) aussi. On voit alors que l'on a

b -1
NH,J: %ONG,Uofl )

o Ny, et Ng, sont les g-normes respectives, et la formule du théoréme 2.16 donne alors le
méme groupe de Brauer non ramifié algébrique pour les variétés V et W.

On démontre maintenant les analogues en caractéristique 0 des propositions 2.30 et 2.31,
généralisant donc les résultats de Demarche dans [Dem10].

Proposition 2.35. Soit G un k-groupe fini ext-constant plongé dans G’ semi-simple simple-
ment connexe, V.= G\G'. Soit p(k) U'ensemble des racines de l'unité dans k et soit m(k) le
cardinal de p(k). On suppose que n = exp(G) divise m(k). Alors Bryy V' = 0.

Démonstration. On se réduit tout de suite au cas ou G est constant grace a la proposition 2.34.
Le corollaire 2.20 nous dit alors que Bry, oV C H'(k((y)/k, M). Or, puisque n divise m(k),
on a alors ¢, € k, ce qui nous dit que H*(k((,)/k, M) = 0.

Remarque.

Cette proposition a toujours un sens lorsque p(k) est infini : il suffit de considérer m(k) comme
un nombre surnaturel (cf. [Ser94, 1.1.3]). On voit en particulier que si k contient toutes les
racines de l'unité, alors pour tout groupe ext-constant G on a Bry, 5V = 0.
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Proposition 2.36. Soit G un k-groupe fini. On suppose qu’il existe une extension finie L/k
déployant G et telle que, si l'on note u(L) l’ensemble des racines de l'unité dans L et m(L)
le cardinal de p(L), alors n = exp(G) est premier a m(L). Alors, pour tout k-groupe H ext-
isomorphe a G plongé dans G' semi-simple simplement connexe, si l'on note V.= H\G’, on a
Bry,aV = 0.

Démonstration. 1l est clair qu’il suffit de montrer la proposition pour H = G. Le corollaire 2.20
nous dit que Bry, 4V est contenu dans H'(L((,)/k, M). On considére alors la suite exacte de
restriction-inflation suivante :

0 — H'(L/k, M"He)/t) — HY(L(Ga) /b, M) — HY(L(Ga) /L, M).

Puisque L déploie G, on a que G*P(k) est un T L(¢,)/L-module avec action triviale, ce qui fait
de M un T'g,)/r-module de la forme D, tn;, avec pin;, C pn. Il est facile de voir alors que
MY/t =0, car pu, N L = {1}. Ainsi, on a que H'(L/k, M 2¢n)/1) = 0 et il suffit alors de
démontrer que, pour « € Bry, 4V, son image dans H(L(¢,)/L, M) est triviale.

Ecrivons n = p{* - - p& avec p; # p;. Puisque m(L) est forcément pair (car —1 € L), on a
que tous les p; sont impairs car m(L) est premier a n. Le groupe I' L(¢n)/L €St alors isomorphe
au produit direct des groupes Z/p$* ! (p; — 1)Z. Soient o; des générateurs respectifs de ces
composantes de I'y(¢ )1 Il est facile de voir alors que l'on a

gloi) =1 modpj’, Vj#i et g(o;)=si mod p,

ol s; est un générateur du groupe multiplicatif (Z/p;"Z)* = Z/pf”_l(pi — 1)Z et q est le
morphisme défini au début de la section 2.6.

Soit donc o € Bry, o1V et soit a € Zl(I‘L(Cn)/L,M) un cocycle représentant 1'image de «
dans H*(L((,)/L, M). Tl ’agit de montrer qu’il existe cg € M tel que a, = co”cy * pour tout
o € I'r,y/r- Or, il est évident qu’il suffit de vérifier cela pour les o; car ils engendrent le
groupe I'r¢,,y/1- Considérons alors a,,, qui par hypothése vérifie que

a5, (N, (b)) =1, VbeG.

Considérons d’abord un b € G d’ordre premier & p;. Alors, d’aprés les propriétés de g(o;) ci-
dessus, on a ¢, (b) = b77) = b, ce qui veut dire que I'on a N, (b) = b. On voit alors que a,,
est orthogonal & toute la p;-partie de G2 pour tout j # i, i.e. ay, € M{p;}.

Soit ¢ € M{p;}. Puisque G (et par conséquent G®P) est constant en tant que Creay L
groupe, on a
Gic=cl0) = 5 ot Tic=c1) =¢, Vj#£i
Puisque s; est un générateur du groupe cyclique (Z/p;"Z)*, on sait qu'il n’est pas congru a 1
mod p;, car 'ordre d’un tel élément divise p?"'_l. On a alors que s; — 1 est premier & p;, donc

en particulier il existe ¢; € M{p;} tel que cfifl = a,! et alors

(o] —1 —S; 1—87;
¢ e, T =cc Tt =cC; = Qg
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Soit alors ¢o = [[i_; ¢; € M. On voit facilement que l'on a, pour tout 1 <i <r,
g; —1
Gg;, = Co G

ce qui conclut.

Enfin, on reprend une généralisation de 'exemple de Demarche [Dem10, §6, Prop. 1|, qui
était originellement un contre-exemple a la formule Bry, ,V = legyc(k,M ) sur un corps de
nombres, ® on calcule son groupe de Brauer et on démontre que 'on a aussi en général BrpraV 2

1
I (k, M).

Proposition 2.37. Soit k un corps de caractéristique 0 et soit £ # 2 un nombre premier tel
que la valuation (-adique du cardinal de p(k) soit m > 1. Soit

Z2m 2m £2m

=y = =y =2

G:=(rv,y,z:x z 2l =y, 2] = 1),

ot [z,y] := xyz~ly~L. On regarde G comme un k-groupe constant et l’on note V la variété
G\G' pour un plongement de G dans G’ semi-simple simplement connexe. Soit enfin M le
groupe des caractéres de G. Alors on a

Brnr,alv = Z/gtm/QJZ et I_Hl (k‘, M) =0.

cyc

Démonstration. Puisque G est un f-groupe constant avec £ impair, le corollaire 2.21 nous dit
que le groupe Bry,; 5V est isomorphe a (G#)?e /N, oti o est le générateur du groupe Fk(gﬂm) Jk

et N, est le sous-groupe de G® engendré par les o-normes. Il suffit alors de calculer ce quotient.

Puisque o est d’ordre ¢™ et qu'il fixe (ym (car {;m € k), on sait que 'on doit avoir
q(o) =wl™+1 mod £*™,

pour un certain u avec (u,f) = 1. On a alors que @, (b) = b9(?) = p*"*+1 pour b € G. On
remarque alors que 'on est exactement dans la méme situation que dans la proposition 2.32, a
cela prés que l'on note ¢, , ngp et Ny au lieu de ¢4, ny, et Ny. Le calcul déja fait nous dit alors
que Bry, V= Z./elm/2 g,

Pour démontrer finalement que Hléyc(k, M) = 0, il suffit de noter qu’il est contenu dans
Bry, a1V et donc dans H!(k((pm)/k, M) d’aprés le corollaire 2.20. Un élément qui s’annule
en toute restriction & un sous-groupe pro-cyclique s’annule forcément dans H!(k(Cpm)/k, M),

puisque k((p2m)/k est une extension cyclique.

2.9 Application des résultats : obstruction de Brauer-Manin a
Papproximation faible

Soit V' une variété sur un corps de nombres k. On définit le groupe G,V comme le sous-
groupe de Br, V' des éléments « tels que sa restriction o, a BryVy, est nulle pour presque toute

5. Dans son article Demarche compare les groupes Brn, .V et IIIL(k, M), mais on a déja remarqué que
1L (k, M) et Hléyc(k, M) désignent le méme sous-groupe de H'(k, M) pour un corps de nombres.
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place de k, ou bien, si 'on rappelle 'identification de BryV avec H'(k, M) pour un espace
homogéne & stabilisateur fini, comme le sous-groupe III (k, M) de H'(k, M) des éléments qui
s’annulent en presque toute localisation H(k,, M).

Plus généralement, pour un I'y-module de type fini M avec k un corps quelconque, on a
déja défini 1Y (k, M) comme le sous-groupe de H'(k, M) des éléments dont la restriction a
H'(~y, M) est nulle pour tout sous-groupe fermé pro-cyclique  de I'y.. Le théoréme de Cebotarev
nous permet de démontrer facilement que, lorsque k est un corps global, on a IIIL  (k, M) =

cyc
1L (k, M), cf. par exemple [San81, §1].

L’intérét du sous-groupe B,V (ou LI} (k, M) dans ce contexte) est que dans le cas ot V' est
un espace homogéne sur un groupe algébrique connexe & stabilisateur connexe ou abélien sur
un corps de nombres, Borovoi a démontré que I'obstruction de Brauer-Manin & ’approximation
faible associée a ce sous-groupe était la seule, cf. [Brv96, Cor. 2.5]. De plus, on peut démontrer
que pour ces variétés on a 'égalité B,V = Bry, aV (c’est ce qu’on a fait dans la proposition
2.33 pour le cas ot G est abélien, cf. [BDH13, Thm. 8.1] pour le cas général). La question de
savoir si cette obstruction est la seule reste cependant ouverte pour les espaces homogénes a
stabilisateur fini non abélien et il n’y a pas d’accord parmi les experts sur ce qu’on devrait
s’attendre comme réponse.

Dans cette section on donne un exemple de ce que les formules développées ont & nous dire
sur 'obstruction de Brauer-Manin & ’approximation faible dans ce cas toujours ouvert.

La formule (2.6.1) devient trés simple lorsque & = R. Ceci nous permet de démontrer que
I'obstruction de Brauer-Manin a I’approximation faible associée au sous-groupe Bry, o1 ne prend
pas en compte ce qui se passe aux places réelles. En effet, on a le résultat suivant.

Proposition 2.38. Soient k =R, G un k-groupe fini plongé dans G' semi-simple simplement
conneze et V.= G\G'. En identifiant BryV avec H'(k, M), tout élément o € Bry,aV est
orthogonal au sous-ensemble Im[H'(k,G) — H'(k, G?)] de H'(k, G?P).

Remarque.
Ce resultat nous dit en particulier que pour k£ un corps de nombres, G un k-groupe fini plongé
dans G’ semi-simple simplement connexe et V = G\G', si lobstruction de Brauer-Manin

associée au sous-groupe Bry; o s’avére étre la seule pour V, alors V' vérifie I’approximation
réelle (i.e. Papproximation faible en ’ensemble S = Q. des places réelles de k), comme il sera
explicité dans le corollaire qui suit. Pris dans ’autre sens, ceci veut dire aussi qu'un espace
homogeéne & stabilisateur fini ne vérifiant pas 'approximation réelle fournirait un exemple de
variété ot I’obstruction de Brauer-Manin algébrique n’est pas la seule.

Démonstration de la proposition 2.38. Soit o I’élément non nul de I'y. Il est facile de voir que
I'on a les isomorphismes d’ensembles pointés (resp. groupes)

ZYEk,G) = G¥7, b b,
ZY(k,G?) = (G™)97, b — b,

Soit g € G¥7. Puisque ¢,(g) = g, on a que Ny(g9) = g € G?". En particulier, on voit que
I'image de N, contient I'image de Z'(k,G) dans Z'(k, G®P).
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Soit alors 3 € H'(k, G®) un élément dans Im[H'(k,G) — H'(k,G*")]. On sait que I'on
peut représenter 3 par un cocycle b tel que b, € N,(G). Pour a € Bry, .V, soit a € Z(k, M)
un cocycle représentant «.. On sait alors d’aprés le théoréme 2.16 que l'on a a,(b,) = 1. D’autre
part, on sait que o U 3 € H?(k, ju,) C Brk est représenté par un cocycle ¢ tel que

o0 = 0o (7b,) = as(by ") = (a5 (bs)) ™ = 1.

(On rappelle que b, € (Gab)‘Pf’ et alors “b, = b 1) Il est clair alors que aU3 est nul, ce qui nous
dit que « est orthogonal au sous-ensemble Im[H!(k,G) — H'(k, G®)] de H'(k, G?P).

Soit maintenant k un corps de nombres et V = G\G’' comme toujours. Ce dernier résultat,
joint au théoréme 2.23 (ou plutét a son équivalent cohomologique, proposition 2.24), nous
permet de cerner un peu mieux l’ensemble (HQk V (ky))Brmrat des familles des points dans
[1q, V(kv) qui sont orthogonales au groupe Bry, a1V (cf. la section I de I'introduction de cette
theése ou encore [SkoO1, §5.2] pour une définition), comme le montre le résultat suivant :

Corollaire 2.39. Soit k un corps de nombres, G un k-groupe fini déployé par L/k plongé
dans G' semi-simple simplement conneze et V.= G\G'. Soit enfin S la réunion (finie) de
I’ensemble des places non archimédiennes ramifiées pour l’extension L/k avec ’ensemble des
places divisant l'ordre de G et soit T = Qi . S. Alors la projection

Brnr,al

[TV — [ V&),
Qp

veT

est surjective.

Enfin, si 'on note 4 l’ensemble des places archimédiennes de k et 'on remarque que
Qoo C T, on obtient en particulier :

Corollaire 2.40. Sous les hypothéses du corollaire 2.39, si l’obstruction de Brauer-Manin
associée au sous-groupe Bry, .1 est la seule pour V', alors V' wvérifie I'approximation réelle. En

d’autres mots, si V (k) est dense dans ([[q, V (ky))Broral alors V (k) est dense dans [To,_ V(ky),

ot Qoo désigne l’'ensemble des places archimédiennes de k.

Démonstration du corollaire 2.59. 1l suffit de noter que d’aprés la formule de compatibilité
donnée dans la proposition 2.3, 'ensemble ([]q, V (k,))Broral est I'ensemble de familles de
points (P,)q, telles que

> invy(ay U [Z)(P) =0 € Q/Z, Vo € BryaV C H'(k, M),
vENy

ou inv, est l'application canonique Brk, — Q/Z donnée par la théorie du corps de classes
et [Z](P,) € H'(k,,G?) est la classe du k,-torseur sous G®" obtenu a partir du torseur
7 = GU\G' — V sous G* et du k,-point P, € V(k,) (cf. la section 2.3 pour la définition de
Z et la preuve de la proposition 2.2 pour comprendre 'usage qu’on fait ici de la formule de com-
patibilité). En effet, on voit alors immédiatement a partir des propositions 2.38 et 2.24 qu’on a
ay U[Z](P,) = 0 pour toute place v € T', car pour toute telle place non archimédienne on a que
G est non ramifié en tant que k,-groupe et son cardinal est premier a la caractéristique rési-
duelle. 11 est alors évident que pour (By)r € [[,e7 V (kv), Vélément (0)s x (Bu)r € [1q, V(kv)

appartient a ([ g, V (ky))Brral | ce qui conclut.



84 Application des résultats : obstruction de Brauer-Manin & I"approximation faible

Remarque.

Si ce résultat nous dit que le groupe Bry; .1V ne joue pas de role dans 'obstruction de Brauer-
Manin, il est important de remarquer qu’il n’y a aucune raison pour qu’il soit trivial. En effet,
le corollaire 2.21 nous dit que Bry, ,1Vr est isomorphe a (G*)¥ /N, ot o est I’élément non
nul de ' et N, est le sous-groupe engendré par I'image de la o-norme N,, et I’on peut trouver
des exemples analogues & ceux donnés dans la proposition 2.37 pour lesquels ce quotient serait
non trivial. Par ailleurs, on voudrait voir dans I’énoncé de la proposition 2.38 une formule coho-
mologique pour le groupe Bry, o1V analogue a celle trouvée pour les corps locaux (proposition
2.24). Pourtant, si 'on regarde de prés le raisonnement qui méne au corollaire 2.21 et la preuve
de la proposition 2.38, on voit que cela serait équivalent & affirmer que le sous-groupe N, de
(G?P)¥7 est le méme que celui engendré par 'image de G¥7, ce qui n’est pas forcément le cas
en général, méme si I'on a toujours de fagon évidente G¥ C N,(G).



Chapitre 3

Groupe de Brauer non ramifié
algébrique des espaces homogénes : le
cas des stabilisateurs quelconques

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, on a donné plusieurs formules permettant de calculer le groupe
de Brauer non ramifié algébrique Bry, 51V d’un espace homogéne V' = G\G' sous un k-groupe
algébrique G’ semi-simple simplement connexe & stabilisateur fini G' pour k un corps fini ou
bien quelconque de caractéristique 0. Ces travaux étaient un complément naturel & ceux de
Borovoi, Demarche et Harari dans [BDH13], texte qui donne des formules pour le méme groupe
pour des espaces homogeénes (avec des groupes ambiants plus généraux) a stabilisateur de type
“ssumult”, cas qui contient notamment celui des groupes connexes et des groupes commutatifs.
Or, une fois traité le cas des stabilisateurs finis, qui sont parmi les groupes non connexes et non
commutatifs les plus simples que ’on puisse imaginer, la question naturelle & se poser est dans
quelle mesure on peut étendre ces formules au cas d’un stabilisateur quelconque, étant donné
que tout groupe algébrique linéaire est une extension d’un groupe fini par un groupe connexe.
L’objectif de ce chapitre est précisément la réalisation de cette démarche.

Pour arriver & un tel but, on s’est inspiré d’un contre-exemple aux formules de Borovoi,
Demarche et Harari, fourni par eux-mémes dans [BDH13, Prop. 8.4]. Ce résultat montre que
I’on peut obtenir des groupes qui ne sont pas de type “ssumult” pour lesquels la formule qu’ils
ont développée ne marche plus. Or, cet exemple consiste tout simplement en la donnée d’'un
groupe fini non abélien ne vérifiant pas leur formule (et dans le chapitre précédent on a bien
montré qu’il en est ainsi pour certains groupes finis non abéliens), puis d’un sous-groupe abélien
de celui-ci que I'on plonge dans un tore, obtenant ainsi une extension non triviale d’un groupe
fini par un tore. Le fait que le groupe de Brauer non ramifié algébrique d’un espace homogéne
avec un tel stabilisateur soit le méme que celui d’un espace homogéne avec le stabilisateur fini
dont ils sont partis suggére le principe technique suivant :

Pour un espace homogéne V.= G\G' a stabilisateur G non conneze, toute linformation
concernant le groupe de Brauer non ramifié algébrique Bry, o1V est contenue dans un sous-

85



86 Introduction

groupe fini de G, extension du groupe des composantes connexes de G par un sous-groupe fini
de G°, la composante conneze neutre de G.

Ainsi, on est d’abord amené a résoudre :
1. la question de I’existence de tels sous-groupes;

2. la question de savoir si effectivement ils “contiennent toute I'information”.

La premiére question, laquelle avait déja été posée par Chernousov, Gille et Reichstein dans
[CGRO8, Rem. 3.8], est traitée d’une fagon satisfaisante dans ce chapitre. On montre en effet
le résultat suivant :

Proposition 3.1. [Proposition 3.15]

Soit k un corps de caractéristique p > 0. Soit G un k-groupe algébrique linéaire, extension d’un
groupe fini F' d’ordre n premier a p par un tore T déployé par une extension L/k de degré d,
ausst premier a p. Alors il existe un k-sous-groupe fint H de G et un diagramme commutatif a
lignes exactes

1 T T F
1 T G F 1,

ot .1 désigne le sous-groupe de nd-torsion de T'.

Si 'on répond a la question seulement pour les extensions d’un groupe fini par un tore, il
faut remarquer que cela suffit pour notre objectif car, de méme que chez [BDH13|, la partie
unipotente et la partie semi-simple du stabilisateur ne jouent aucun réle dans les formules (d’on
le fait de se concentrer sur les groupes de type multiplicatif chez [BDH13|). Ainsi, ce sera le
quotient G*'f (cf. les notations ci-dessous) et notamment un sous-groupe fini de celui-ci (donc
un sous-quotient fini de G) qui portera toute 'information et sera donc utilisé pour calculer le
groupe Bry, V.

La réponse & la deuxiéme question est donnée par un corollaire évident de la proposition
3.1 de [CGROS|, que 'on peut énoncer comme suit :

Proposition 3.2. Soit k un corps de caractéristique p > 0. Soit G un k-groupe algébrique
linéaire, extension d’un groupe fini F' d’ordre n premier & p par un tore T déployé par une
extension L/k de degré d, aussi premier a p. Soit enfin m = nd. On suppose qu’il existe un
sous-groupe fini Hy de G tel que la composée Hy — G — F' est surjective et [’on note H le
k-sous-groupe fini de G engendré par Hy et par ¢, (HoNT), ot ¢, représente la multiplication
par m dans T'.

Alors, pour tout corps k' O k, Uapplication naturelle H'(k', H) — H(K',G) est surjective.

La surjectivité de 'application Hy — F est bien entendu au niveau des k-points. Autrement
dit, on peut voir F' comme un quotient de Hp. On remarque par ailleurs qu’il est facile de
vérifier que le sous-groupe H ci-dessus est bien un groupe fini. En effet, pour hg € Hy et
hi € Hy := gbg} (HyNT), on a hohlhal € H1, ce qui montre que 'on peut écrire tout élément
h de H comme un produit h = hgh; avec hg € Hy et hy € H;. Ces deux sous-groupes étant
finis, la finitude de H en découle.
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Remarque.

Cette proposition, ou encore la proposition 3.1 de [CGRO0S|, est un avatar (et une partie im-
portante de la démonstration) du théoréme 1.2 du méme article. Ce dernier théoréme vise
notamment & généraliser un autre résultat des mémes auteurs (cf. [CGR06, Thm. 1.1]), le-
quel généralise pour sa part un résultat de Galitskil assurant l'existence des quasi-sections
(cf. [Gal92] ou [CGRO6, Thm. 4.2]). En effet, les résultats de Chernousov, Gille et Reichstein
peuvent étre intepretés dans le langage des (G, H)-sections (cf. [CGRO06, Thm. 1.1°]), notion
due a Katsylo (cf. [Kat83]). Sous cette traduction, on peut prouver facilement le résultat de
Galitskii, ainsi que le “lemme sans nom” (cf. [CGRO06, Lem. 4.4] ou encore [CTS07, Cor. 3.9]),
dont la version la plus ancienne semble se trouver dans [BgKa85]. Pour un survol de ces notions,
on renvoie a [Pop94].

Lorsqu’on associe cette proposition de nature cohomologique & la formule cohomologique
dans 2.1, on est capable de suivre la démarche faite dans le chapitre 2 pour obtenir, dans
I’ordre,

— une formule cohomologique pour Bry, oV sur un corps fini (Théoréme 3.4) ;

— une formule algébrique pour Bry, 4V sur un corps fini (Théoréme 3.6) ;

— une formule algébrique pour Bry, 5V sur un corps de caractéristique 0 (Théoréme 3.9);

— une formule cohomologique pour Bry; .1V sur un corps local de caractéristique 0, sous

quelques hypothéses supplémentaires (Proposition 3.13).
Ici, de méme que dans le chapitre 2, on entend par formule cohomologique (resp. algébrique)
une formule dépendant des théorémes de dualité en cohomologie galoisienne pour des corps
locaux (resp. une formule dépendant de la structure de groupe algébrique du stabilisateur).

La composition de ce chapitre est donc la suivante. Dans la section 3.2, on fixe toutes les
notations et I’on donne quelques rappels préliminaires, tous déja mentionnés dans le chapitre
2. Les résultats sur un corps fini, modulo l'existence d’un “bon” sous-quotient fini, sont don-
nés dans la section 3.3. La section 3.4 fait de méme pour les corps de caractéristique 0. On a
décidé de présenter ces résultats avant ceux d’existence parce que, dans beaucoup d’exemples
de groupes algébriques linéaires non connexes, il est possible de trouver des sous-groupes finis
explicites avec lesquels on peut faire les calculs, rendant ainsi inutile la proposition 3.1. Dans
la section 3.5 on démontre la proposition 3.1 et l'on énonce a nouveau les résultats précé-
dents (théorémes 3.18 et 3.19) dans le cas ou l'on n’aurait pas accés immédiat & des “bons”
sous-quotients finis. On profite aussi pour donner une généralisation (corollaire 3.17) d’un des
résultats de Chernousov, Gille et Reichstein, & savoir leur corollaire 1.4 dans [CGROS|, que
I'on rend valable sur un corps quelconque (alors que leur résultat ne vaut que sur un corps
algébriquement clos). Enfin, dans la section 3.6, on donne un exemple d’application de ces
résultats. Il s’agit de 'obstruction de Brauer-Manin associée au groupe Bry, 1V, pour laquelle
on montre qu’elle “ne voit pas les places réelles”, tout comme dans la section 2.9 dans le cas
des stabilisateurs finis.

Ce chapitre a aussi une section en appendice ou l'on présente une petite amélioration d’une
remarque non publiée faite par Colliot-Théléne (cf. [CT12]) concernant le groupe de Brauer non
ramifié des espaces homogénes sous un groupe semi-simple simplement connexe. Le résultat en
question est notamment utilisé dans la preuve du théoréme 3.9 pour se ramener au cas ot le
stabilisateur a une composante connexe neutre réductive.
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3.2 Notations et rappels préliminaires

Dans tout ce chapitre, k, k" et L représentent des corps de caractéristique p > 0. Pour un
corps k, on note toujours k une cloture séparable de k et I'y := Gal(k/k) le groupe de Galois
absolu. Dans le cas des corps finis, ¢ représente toujours le cardinal du corps et il s’agit donc
d’une puissance de p.

On note V une k-variété, laquelle est toujours supposée lisse et géométriquement intégre.
On notera X une k-compactification de V' (aussi supposée lisse), i.e. une k-variété propre munie
d’une k-immersion ouverte V < X. Soit G un k-groupe algébrique linéaire dont la composante
connexe neutre est toujours supposée réductive lorsque k est de caractéristique positive. Pour
un tel groupe, on note

— D(G) le sous-groupe dérivé de G';

~ G* = G/D(G) I'abélianisé de G ;

~ G=3G"le I'y-module des caractéres de G ;

— G° la composante connexe de I’élément neutre de G ;

— F = G/G° le groupe des composantes connexes de G (c’est un groupe fini) ;

— Ry(G) le radical unipotent de G° (c’est un groupe unipotent, trivial en caractéristique

positive d’aprés notre hypotheése) ;

~ G = G°/R,(G) (c’est un groupe réductif);

— G I'abélianisé de G4 (c’est un tore) ;

— GY"f = G /Ker[G° — G| (c’est une extension de F par G'°r).

On remarque que le sous-groupe R,(G) est caractéristique dans G, ce qui nous dit que
Ker[G° — G'¥] est bien distingué dans G et donc que le quotient G*'f est bien défini. En-
fin, on supposera partout que 1'ordre du groupe F' (& savoir, le degré du morphisme structural
F — Spec k) est premier a la caractéristique p du corps k. Le cardinal de F' (E) est ainsi supposé
toujours premier & p. On regardera souvent le k-groupe G comme immergé dans un k-groupe
semi-simple simplement connexe (par exemple SL,), pour lequel on réserve la notation G'. La
lissité de G’ nous dit par ailleurs que la k-variété V := G\G’ est lisse et géométriquement
inteégre (cf. [SGA3I, VIg, Prop. 9.2]) et correspond a un espace homogeéne sous G'.

Pour une extension de corps L/k et pour V une k-variété, on note Vi, := V x; L la L-
variété obtenue par changement de base. Pour toute variété V, on note H*(V,-) les groupes de
cohomologie étale et H'(k, -) les groupes de cohomologie galoisienne classiques (qui coincident
avec les groupes de cohomologie étale pour V' = Speck). Pour i = 1, on peut aussi définir
des ensembles de cohomologie non abélienne, lesquels seront toujours notés H(V, ) et H*(k, )
comme dans le cas abélien (ces deux ensembles coincident aussi pour V' = Speck). Si l'on écrit
Gp, pour le groupe multiplicatif, le groupe de Brauer BrV est défini comme le sous-groupe
de torsion du groupe H?(V,Gy). Pour n > 1 premier & p, on note p, le groupe algébrique
(fini et lisse) des racines n-iémes de l'unité. La n-torsion du groupe de Brauer BrV est alors
donnée par un quotient de H?(V, u,). On note aussi, pour un groupe A abélien et de torsion
(par exemple BrV), A{p'} son sous-groupe de torsion premiére a p. Pour les tores, on utilise
la notation , T pour désigner leur n-torsion.

Passons aux rappels. Pour la définition du groupe de Brauer non ramifié Br,,V d’une k-
variété V, on renvoie a [CT95] ou encore a [CTS07|. On se limite a rappeler que, lorsque
l'on dispose d’une compactification lisse X de V, on a l'égalité Br,,V{p'} = Br X{p'}, ou p
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correspond & la caractéristique du corps k, (ce sont des applications du théoréme de pureté de
Grothendieck, cf. [CT95, Prop. 4.2.3]). Le groupe de Brauer algébrique est défini comme

Ker[BrV — BrV;]
m[Brk — BrV] °

BryV =

On note aussi Br;V := Ker[BrV — BrV;z] d’ou Br,V = Br1V/Brk lorsqu’on note par abus
Br k sa propre image dans Br V. Le groupe de Brauer non ramifié algébrique Bry, .1V est alors
I'image de Bry,,V N Bri1V dans Bry,V par la projection naturelle.

On rappelle que pour une k-variété V vérifiant V (k) # 0 et k[V]*/k* = 1, le groupe de
Brauer algébrique Br, V' admet une description en termes du groupe de Picard géométrique
Pic Vi (cf. la section 2.3) :

BraV = H'(k,PicV}). (3.2.1)

De plus, on a de méme pour une k-compactification lisse X de V :
BraX = H'(k,Pic X3). (3.2.2)

Enfin, d’aprés ce qui a été dit ci-dessus, Bry X{p'} correspond a la partie non ramifiée (et de
torsion premiére a p) du groupe de Brauer algébrique de V' que 'on note Bry, 1V {p'}.

Soit maintenant G un k-groupe algébrique linéaire lisse plongé dans G’ un k-groupe algé-
brique semi-simple simplement connexe et soit V := G\G' la k-variété quotient. Le groupe
G’ étant semi-simple, on a que k[G']*/k* = 1 (c’est le lemme de Rosenlicht, cf. [San81, Lem.
6.5]). Ceci nous dit que k[V]*/k* = 1, puisque toute fonction inversible sur V; donne une
fonction inversible sur G; On en déduit que l'on a la description du groupe Br, V' donnée par
Iisomorphisme (3.2.1) ci-dessus. On conclut cette section en rappelant (cf. toujours la section
2.3) que PicVj, = G = G?P, d’ou 'on voit que Br,V = H! (k,Pic V%) ne dépend que de G, et
méme plus précisément de son abélianisé. De plus, puisque dans tout ce texte les groupes finis
sont d’ordre premier a p, le groupe G naura pas de p-torsion. Alors, dés que les extensions
déployant la partie torique de G seront d’ordre premier & p, le groupe BryV n’aura pas non
plus de p-torsion. On se permettra alors dans ces cas d’utiliser la notation Bry, 5V au lieu de

Brnr,alv{p/} .

3.3 Formules sur un corps fini

Soit maintenant k£ un corps fini de cardinal ¢ une puissance de p, soit G un k-groupe
algébrique linéaire & composante connexe neutre G° réductive et soit F' = G/G°. On rappelle
que, lorsque l'ordre de F' est premier & p, le cup-produit nous donne ’accouplement parfait
suivant (cf. [NSW08, Thm. 7.2.9])

H' (k((1)), G*) x H' (k((1)),G*") — H?(k((t)), Gm) = Brk((t)) = Q/Z.

D’autre part, en considérant la remarque a la fin de la section 2.4, on sait que I'on peut compter
sur le résultat suivant :

Proposition 3.3. Soit G un k-groupe algébrique linéaire a4 composante connexe neutre G°
réductive et tel que F = G/G° est d’ordre n premier a q. Soit V.= G\G' pour un plongement
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de G dans G' semi-simple simplement connexe. En identifiant BryV avec H(k, Gab) comme
dans Uéquation (3.2.1), le groupe de Brauer non ramifié algébrique Bry, ) V{p'} de V' est donné
par les éléments o € H(k, Gab){p’} vérifiant la propriété suivante :

Pour toute extension finie k' de k, Uimage o de o dans H'(K'((t)), G®) est orthogonale
au sous-ensemble Tm[H(K'((t)), G) — HY(K'((t)), G*)] pour l'accouplement ci-dessus.

Maintenant, si 'on se donne une inclusion H < G'*f on a clairement un k-morphisme
induit 2> — G?b car la projection G — G?" se factorise par G'*™. Via ce morphisme,
l'accouplement ci-dessus en induit un autre (pas forcément parfait) qui lui est compatible.
C’est-a-dire que l'on a le diagramme commutatif

L(k((t)), H™) x H'(k((t)), G**) —= Brk((

|

H'(k((1)), G*) x H' (k((1)), G**) — Brk((

Théoréme 3.4. Soit G un k-groupe algébrique linéaire ¢ composante connexe neutre G° ré-
ductive et tel que F' = G/G° est d’ordre n premier a q. Soit V.= G\G' pour un plongement
de G dans G' semi-simple simplement connexe. On suppose que le tore G** = (G*™)° est
déployé par une extension L/k de degré d premier a q et l'on note m = nd. On suppose
aussi qu’il existe un k-sous-groupe fini Hy de G*' d’ordre premier a q tel que la composée
Hy — G* — F est surjective et I'on note H le sous-groupe (fini aussi) de G*°™ engendré par
Hy et par ¢, (Ho N G*), ot ¢, désigne la multiplication par m dans G*°*.

Alors, en identifiant BryV avec H'(k, éab), le groupe de Brauer non ramifié algébrique
BroralV de V' est donné par les éléments o € H(k, Gab) vérifiant la propriété suivante :

Pour toute extension finie k' de k, Uimage o de o dans H'(K'((t)), G*) est orthogonale
au sous-ensemble Im[H'(K'((t)), H) — H'(K'((t)), H®)] pour l’accouplement ci-dessus.

Démonstration. La proposition 3.2 nous dit que I'application H'(k'((t)), H) — H'(K'((t)), G)
est surjective. En rappelant alors la compatibilité des accouplement ci-dessus, on voit que I'on
a le diagramme commutatif suivant :

HY(K' (1)), H) — H"(K (1)), H™) x H'(K'((1)), G*") —=Br¥'((t))

| l

HY (K ((t)), G) — H'(K'(()), G™) x H'(K'((t)), G*») —= Brk/((t)).

De ce diagramme il vient de facon immédiate que, pour o € H*(k, Gab), le fait que son image
dans H'(K'((t)), G*P) soit orthogonale & I'image de H'(K'((t)),G) dans H'(k'((t)), G*) est
équivalent au fait d’étre orthogonale a I'image de H'(k'((t)), H) dans H'(K'((t)), H*) pour le
deuxiéme accouplement. La proposition 3.3 nous permet alors de conclure.

De ce théoréme, et grace aux méthodes développées dans la section 2.5, on déduit une
formule algébrique pour le groupe Bry, »V. Pour ce faire, on rappelle des définitions données
dans cette section.
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Définition 3.5. Soit H un k-groupe fini d’ordre premier a ¢. Soit s € I'y I’élément correspon-
dant au g-Frobenius (i.e. I'application k — k : z +— z7). On définit une application bijective

g : H(k) — H(k) par la formule

pa(d) =" 1.

Elle sera notée ¢, lorsqu’il n’y aura pas d’ambigiiité sur le groupe H. On remarque par ailleurs
que l'action de s~! et 1’élévation & la g-iéme puissance commutent, donc la notation n’est pas
abusive. L’application induite par ¢, sur H ab(k) est un automorphisme que I’on note toujours
g par abus.

Pour tout b € H(k), on définit n, comme le plus petit entier strictement posit}f tel que
©y?(b) soit conjugué a b. On définit alors I'application g-norme Ny : H(k) — H?*"(Ek) comme
le produit

le—l nb—l
Nou(0) = [ i®) = T] #u0),
=0 =0

13

o " représente la projection naturelle de H (k) sur H2"(k). De méme, elle sera notée Ny
lorsqu’il n’y aura pas d’ambigiiité sur le groupe H.

Avec ces définitions, on peut énoncer la formule algébrique de la fagon suivante.

Théoréme 3.6. Soit G un k-groupe algébrique linéaire & composante connexe neutre G° 1é-
ductive et tel que F = G/G° est d’ordre n premier a q. Soit V.= G\G' pour un plongement
de G dans G' semi-simple simplement connexe. On suppose que le tore G = (G'f)° est
déployé par une extension L/k de degré d premier a q et l'on note m = nd. On suppose
aussi qu’il existe un k-sous-groupe fini Hy de G*™ d’ordre premier a q tel que la composée
Hy — G — F est surjective et l'on note H le sous-groupe (fini aussi) de Gt engendré par
Hy et par ¢, (Ho N G*™), ot ¢, désigne la multiplication par m dans G**.

Alors, en identifiant BryV avec Hl(k,@ab), le groupe de Brauer non ramifié algébrique
Bry, .V de V est donné par les éléments o € H(k,G®) tels que, pour a € Z'(k,G*) un
cocycle (quelconque) représentant o, on a

as(Nyy(0) =1 Vbe H(E).

On remarque que la formule a bien un sens. En effet, as; est un élément de G, donc on
peut I'évaluer en N, (b) € H*P(k) en poussant cet élément dans G2, ce qui donne un élément
dans pp, ou h est 'exposant de H.

Démonstration. 1l s’agit de démontrer que la propriété cohomologique du théoréme 3.4 est
équivalente a celle de I’énoncé ci-dessus. Autrement dit, il suffit de montrer que, pour a = [a] €
H'(k,G?), si 'on note /() sa restriction a H'(K'((t)), G2), alors on a
(o) L Im[HY(K'((t)), H) — HY(K'((t)), H*®)] Vk'/k finie
)
as(Ng,u(b) =1 Vbe H(k).

Démontrons alors cette équivalence. L’application H2? — G2P nous donne une application duale
G? — H?P. L’accouplement entre G® et H®P que I’on a utilisé pour énoncer le théoréme 3.4
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est évidemment compatible avec celui (naturel) entre H? et H?". 1l en est par conséquent
de méme au niveau du cup produit des H'. Autrement dit, on a le diagramme commutatif
suivant :

H'Y(E((t), H®) x H'(k((t)), G**) — Brk((t))
HY(k((t)), H®) x H (k((t)), H*®) —= Brk((t)).

Sil’'on note alors az I'image de a dans Z*(k, H*), ag = |ay] et 7y la restriction H'(k, H?b) —
HY(K'((t)), H®), il est évident que I'on a les deux équivalences suivantes :

(o) L Im[H(K'((t)), H) — HY(K'((t)), H*®)] VK /k finie

i
(o) LIm[HY(K'((t)),H) — H'(K'((t)), H*®)] V'/k finie,

et

(am)s(Non(0) =1 Vb e H(E)
i)
as(Nyy(0) =1 Vbe H(E).

On voit alors qu’il suffit de démontrer
(o) L Im[H(K'((t)), H) — H'(K'((t)), H*)] VK /k finie

0
(am)s(Nyu (b)) =1 Vbe H(F).

Or, cette derniére équivalence découle des théorémes 2.1 et 2.6, lesquels calculent tous les deux
le groupe Bry, qW pour W = H\H’ avec H' semi-simple simplement connexe, le premier avec
la formule du dessus, le deuxiéme avec la formule en dessous.

On conclut cette section en notant que les théorémes 3.4 et 3.6 nous permettent de com-
parer explicitement le groupe Bry, 5V avec le groupe de Brauer non ramifi¢ algébrique d'un
espace homogeéne a stabilisateur fini. En effet, soient G, G’, Hy et H comme dans ’énoncé
des théorémes 3.4 et 3.6. Considérons une inclusion H — H’ avec H' semi-simple simplement
connexe et posons W = H\H’. On sait déja que le groupe BryW s’identifie & H'(k, fIab). En
appliquant alors ces théorémes au calcul de Bry,, ,jW en prenant le groupe H tout entier comme
son sous-groupe fini (cas ou H torf — et HtOr = ), on voit que l'on a de fagon évidente le
corollaire suivant.

Corollaire 3.7. Soit ay lUimage de o € BryV = H'(k,G?°) dans H'(k, H*) = BryW.
Alors a € Bry, a1V st et seulement si ap € Bry, qW. En particulier, on a Ker[Hl(k:, Gab) —
H'(k, H*)] BryyaV.

3.4 Formule sur un corps de caractéristique 0

Dans toute cette section, k& désigne un corps de caractéristique 0. De la méme fagon que
dans le chapitre précédent, on retrouve ici une formule pour le groupe Bry, .1V ou V = G\G’
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en nous ramenant au cas des corps finis et en utilisant la formule développée dans la section
précédente. On rappelle que cette méthode a déja été utilisée par Colliot-Théléne et Kunyavskit
(cf. [CTK98|) dans le cas des espaces principaux homogenes, i.e. lorsque G est trivial, et par
Borovoi, Demarche et Harari (cf. [BDH13|) dans le cas ot G est connexe ou commutatif (ou
encore plus généralement de type “ssumult”) et avec des groupes G’ plus généraux.

On commence en rappelant quelques définitions analogues a celles données dans la section
3.3.

Définition 3.8. Soit H un k-groupe fini d’exposant h. Soit ¢;, € k une racine primitive h-iéme
de l'unité. On définit le morphisme ¢ : I'y, — (Z/hZ)* par la formule suivante :

VoeTy, ¢ =,

C’est le caractére cyclotomique modulo h, cf. [NSW08, Def. 7.3.6].

On définit ensuite, pour tout o € I'y, I'application ¢, g : H(k) — H(k) par la formule

vou(b) = a*lbq(o),

laquelle sera notée @, lorsqu’il n’y aura pas d’ambigiiité sur le groupe H. On note abusivement
¢, aussi I'application induite sur H*’(k) qui en est un automorphisme. On remarque par
ailleurs que P'action de o~ ! et I'élévation a la ¢(o)-iéme puissance commutent, donc la notation
n’est pas abusive.

Enfin, pour o € T'y et b € H(k), on définit n,;, comme le plus petit entier strictement positif
tel que " (b) soit conjugué & b. On définit alors Uapplication o-norme N, g : H(k) — H*P(k)
par la formule suivante :

TLo-’b—l TLo-’b—l

Nou() = [[ 20 = [] #5).
=0 =0

De méme, N, p sera notée N, lorsqu’il n’y aura pas d’ambigiiité sur le groupe H.

Avec ces définitions, on peut énoncer la formule pour Bry, 4 V.

Théoréme 3.9. Soit G un k-groupe algébrique linéaire et soit V.= G\G' pour un plongement
de G dans G' semi-simple simplement connexe. Soit L/k une extension déployant le tore G*°' =
(G*)°. On note d le degré de cette extension, n l'ordre du groupe fini F = G/G° et m = nd.
On suppose aussi qu’il existe un k-sous-groupe fini Hy de GY™ tel que la composée Hy —
Gt — F est surjective et I'on note H le sous-groupe (fini aussi) de G*°™ engendré par Hy et
par ¢ Y(Ho N G'™), ot ¢, désigne la multiplication par m dans G°.

Alors, en identifiant BryV avec Hl(k,éab), le groupe de Brauer non ramifié algébrique
Bry,aV de V est donné par les éléments o € H(k,G®) tels que, pour a € Z'(k,G*) un
cocycle (quelconque) représentant c, on a

ao(Npsy (b)) =1 Vbe H(k),Yo €Ty, (3.4.1)

On commence en remarquant que la proposition 3.25 dans 'appendice, issue d’une re-
marque faite par Colliot-Théléne, nous dit que 'on peut se restreindre au cas o la composante
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connexe neutre G° de G est réductive. En effet, cette proposition nous dit que, si I’on plonge
le quotient Gy = G/Ry,(G) dans un autre groupe G{, semi-simple simplement connexe et que
I'on note W = Go\Gj, alors le groupe Bry,, V est isomorphe au groupe Br,,W. D’autre part,
il est évident que I'on a BryV = BryW car ils sont tous les deux isomorphes a H!(k, Gab)
puisque G =G = Go On en déduit I'égalité Bry, »qV = Bry, 4W et I'on voit alors qu'il suffit
de calculer le groupe Bry, W

On suppose alors désormais que la composante connexe neutre G° de G est réductive. Soit
X une k-compactification lisse de V. On rappelle que de la méme facon que I'on identifie Bry V'
avec H'(k, éab), on peut identifier Bry, 5V = Bry X avec H'(k,Pic Xz). Le lemme 2.17 nous
dit alors que pour démontrer le théoréme 3.9 il suffit de démontrer, pour o € H'(k, G2P),
o € I'y, et v le sous-groupe fermé pro-cyclique engendré par o, la proposition suivante :

Proposition 3.10. Awvec les notations ci-dessus, la restriction o/ € H (v, Gab) de o provient
de H'(v,Pic X}) si et seulement si, pour a € Z*(k, G®) un cocycle représentant o, on a

ao(Nypy (b)) =1 Vbe H.

En effet, on peut voir que la restriction o est clairement représentée par le cocycle
aly € Z' (v, M) et donc a, n'est rien d’autre que (al,),. La démarche consistera alors a trou-
ver un corps fini F tel que I'on puisse regarder H (k), G* et H? comme des T F-groupes
dont ’action du Frobenius coincide avec celle de o. On aura alors des morphismes canoniques
H'(y,G?) — HY(F,G) et H'(y, Pic Xz) = H(F,Pic X5) et des égalités pg = o.m ot
Ngo,it = No. i, ol qo est le cardinal de F. Le résultat découlera alors du théoréme 3.6.

Pour ce faire, on suit la démarche de Colliot-Théléne et Kunyavskil, laquelle a déja été
explicitée en détails dans le chapitre précédent et que 'on résume donc ici.

Démonstration de la proposition 3.10. La premiére étape consiste & se réduire au cas ot k est de
type fini sur Q. On utilise notamment le fait que toutes les variétés et morphismes considérés
sont de type fini et que le groupe de Picard Pic Xj est sans torsion, raison pour laquelle le
groupe H'(k,Pic X %) s’annule par restriction a une extension finie k /k. On suppose aussi pour
la suite que & contient les racines h-iémes de Punité.

Ensuite, puisque k est de type fini sur QQ, on sait que l'on peut trouver :

1. Un anneau intégre et régulier A de type fini sur Z et de corps de fractions k, tel que la
fermeture intégrale A dans k soit finie, étale et galoisienne sur A de groupe de Galois

I = Gal(k: /k).

2. Des A-schémas G, Hg, H, G', V et X de type fini, de fibres génériques respectives G, Hy,

H, G, Vet X et tels que :

— G’ est un A-schéma en groupes semi-simple simplement connexe (au sens de [SGA3III,
XIX.2.7, XX11.4.3.3]), G est un sous-A-schéma en groupes lisse de G’ ;

— Hp est un sous-A-schéma en groupes fini et lisse de G et H est le sous-groupe de
Gtorf engendré par Hy et ¢.1(Ho N GYT), ot ¢, désigne la multiplication par m dans
gtor.

— ¥V =G\ est lisse sur A, X’ est propre et lisse sur A et on a une A-immersion ouverte
YV — X étendant V — X ;
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— pour tout point x de Spec A de corps résiduel k., la fibre X, C X est une compactifi-
cation lisse de V, C V sur k.

En notant que X est unirationnelle et que k est un corps de caractéristique 0, on voit
que HY(X,0x) = H*(X,0x) = 0 et, quitte a restreindre Spec A, on peut supposer que
HY(X,,0x,) = H*(X;,0x,) = 0 pour tout point z de Spec A. Alors, d’aprés [Gro62, Cor.
2.7], on trouve des isomorphismes de spécialisation

Pic X = Pic &,
pour tout point x € Spec A et, quitte & réduire encore Spec A, des isomorphismes

Pic X; = Pic X;
compatibles avec les actions galoisiennes correspondantes pour tout point Z € Spec A, on
X =X x4 A

Si I’on note alors 4 'image de v C T'j, dans I et que 'on considére le sous-anneau A; := A7
des éléments -invariants de A, le morphisme P Spec A — Spec A; est un revétement étale
cyclique dont le groupe de Galois est 4 et avec A et A; des anneaux intégres, réguliers et de
type fini sur Z. La version géométrique du théoréme de Cebotarev (cf. [Ser65, Thm. 7]) nous
dit alors qu’il existe une infinité de points fermés x1 de Spec A1 tels que la fibre en 1 de p est
un point fermé & de Spec A. Ceci veut dire que si I'on note F le corps résiduel en z1 et E le
corps résiduel en Z, on a une extension de corps résiduels E/F de groupe de Galois 7 et par
suite, en notant X} = X x4 A; et Y la F-variété (X}),,, un isomorphisme

H'(%,Pic X;) = H'(%,Pic Yg).
De plus, d’aprés le lemme 6.3(iii) de [San81|, on a que Pic Yg = Pic Y car I'g agit trivialement
sur Pic Yz.
De tout cela on obtient ’isomorphisme
H'(v,Pic X;) = H'(v,PicYs),
et en particulier, le diagramme commutatif suivant :

H'(v,Pic X3)— H'(~, G*) (3.4.2)

-

H1(77 Pic YF)(—> Hl(r% gAg}f)

ot G = Q;‘f représente le groupe des caractéres (géométriques) de G (ou encore de G, ).
Par ailleurs, 'action de v sur G?P et sur gg‘f étant induite par celle sur Pic X, et sur Pic Xz
respectivement, on voit qu’il s’agit bien de la méme action.

Enfin, le morphisme naturel f : I'r — -« issu de cette construction nous donne les mor-
phismes

H'(v,G™) — HY(F,G2*) et H'(y,PicYs) = H'(F,PicYs) = Bra,
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ol ’action de I'g sur Q;‘f correspond bien entendu a celle induite par f (il en va de méme par
ailleurs pour l'action sur G(k) = G, (F)). La premiére fléche est en plus un isomorphisme dés
que l'ordre de o est infini. (car dans ce cas le morphisme f est lui-méme un isomorphisme). De
ces morphismes et du diagramme (3.4.2) on obtient le diagramme commutatif

H(v,Pic X3)— H'(~,G*) (3.4.3)

H'(F, Pic Yg)—— H'(F,G")

Alors, puisque d’une part Y est une compactification lisse d’un espace homogéne sous le F-
groupe G & stabilisateur G,, & composante connexe neutre réductive et admettant un sous-
groupe fini H,, de g;;;f avec les bonnes propriétés, et d’autre part puisque 'on peut toujours
choisir z; de fagon que l'ordre de H,, soit premier au cardinal de F' = k,,, on a enfin le droit
d’utiliser le théoréme 3.6.

Reprenons alors un élément o € Hl(k,éab), a € Zl(k,éab) représentant «, o € I'y, et v
le sous-groupe pro-cyclique de I'y engendré par ¢ comme dans la proposition 3.10. D’aprés le
diagramme commutatif (3.4.3), la restriction o/ de a dans H' (7, G*°) provient de H (v, Pic X
si et seulement si son image & € H'(F, Gg?) provient de H!(F, Pic Yz) = Bra)Y = Bryya(Vay ).
Considérons les cocycles @’ = aly et @ = ' o f, qui représentent respectivement o’ et &. On
voit alors grace au théoréme 3.6 que & provient de H'(FF, Pic Yg) si et seulement si

as(Ngom,, (b)) =1 Vbe Ga, (F) = G(k),
ol qg est le cardinal de F et s € I'r désigne le Frobenius. Or, on a clairement

dS(NQmel (b)) = a’;’(NQOanl (b)) = aa(Nqo,le (b)),
d’ou l'on voit qu'il suffit de démontrer que Ny, 3¢, = Ny .z pour conclure.

D’apres la définition de Ny, 3, et de Ny g, il suffit en fait de démontrer I'égalité ¢g, 7, =
o 1. En remarquant alors que les actions de «y et I'r coincident, les définitions respectives de
©go,Hay €6 Po,i nOUS disent que tout ce qu'il faut démontrer est que

q(0) =qo mod h, ouencore (= g(a),
ou h est I'exposant de H. Or, cela est vrai de fagon évidente car o agit sur uj, de la méme
fagon que le Frobenius de F (on rappelle que pp C k par hypothése), lequel envoie (}, en CZO
par définition, d’ou

G =G =" =
Ceci conclut donc la démonstration de la proposition 3.10 et par conséquent celle du théoréme

3.9.

On peut maintenant essayer de tirer des conséquences de la formule que l'on vient de
développer. Tout comme dans la section précédente, soient G, G’, Hy et H comme dans 1’énoncé
du théoréme 2.16. Considérons une inclusion H < H’ avec H' semi-simple simplement connexe
et posons W = H\H’. Alors BryW s’identifie a H'(k, H*) et le méme théoréme 2.16 nous
permet de calculer ce groupe, d’ott 'on obtient ’analogue du corollaire 3.7.
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Corollaire 3.11. Soit ay limage de a € BryV = H'(k,G*) dans H'(k, H**) = BryW.
Alors o € Bry, a1V si et seulement si apy € Bry, 4W. En particulier, on a Ker[H'(k, G?P) —
H'(k, H*®)] C BrpaV.

On peut ensuite démontrer que 'on peut expliciter une extension finie du corps de base k
sur laquelle toutes les classes du groupe Bry, 51V disparaissent. Cela veut dire que I'application
de restriction du groupe Bry, 51V a cette extension est triviale, ou encore que toutes les classes
peuvent étre retrouvées par inflation, comme il est explicité dans ’énoncé qui suit.

Proposition 3.12. Sous les mémes hypothéses que le théoréme 3.9, soient L/k une extension
finie galoisienne de k déployant H et G*F, h l’exposant de H et (, € k une racine primitive
h-iéme de l'unité. Alors on a

BroealV C HY(L(Ch) /K, (G*)FEn)),

Démonstration. Soit o € Iy, alors il est évident que o fixe (5, ce qui nous dit que q(o) = 1.

De plus, puisque L déploie H, o agit de fagon triviale sur H (k). On a alors que ¢, se réduit a
I'identité et alors N, correspond & la projection H — H?P.

Soient alors a € Zl(kr,éab) un cocycle vérifiant 'égalité (3.4.1), a = [a] € Hl(k,éab) et

3 la restriction de o & H(L((p), Gab). Il s’agit de montrer que 8 = 0, car cela veut dire que
o provient par inflation de H'(L(Cy)/k, (G*P) 2€w)). Or, le cocycle b = alr(c,) représentant (3

vérifie b, (b) = 1 pour tout b € H*(k), ce qui nous dit que 'image de b, dans H?P(k) est nulle.
Ceci montre que I'image de 3 dans H'(L((,), H2P) est triviale, i.e.

B € Ker[H' (L(¢h), G*) — H'(L(Gh), H™)].

Soit maintenant Sg le noyau de l'application G®* — F2P. On affirme qu'il s’agit d’un
quotient de G*°*. En effet, on a le diagramme commutatif & lignes et colonnes exactes

1 1

} :

1‘>D<Gtorf) mGtor‘)D<Gtorf) D F) 1

|
(
¢ e
i
!

1 Gtor Gtorf F 1
| |
1 SG Gab F b 1

J

1 1.

Une chasse au diagramme nous montre alors que 'application G*** — Sg est surjective, ce
qui nous dit que Sg est un tore. Or, ce tore est clairement déployé par L, ce qui nous dit que
HY(L(¢), Se) = 0. Considérons alors le diagramme commutatif & lignes exactes

1 SH Hab Fab 1

L

1 SG Gab Fab 17
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ot Sy est défini comme le noyau de H*® — F2P_ En prenant le dual de Cartier des éléments de
ce diagramme et en considérant les suites exactes longues de cohomologie associées, on trouve
le diagramme commutatif a lignes exactes

H'(L(Gn), F**) — H'(L(Gh), G**) —= H'(L(Ch), Sc)

|

HO(L(Gr), H™) — HO(L(Gh), Sp) > H'(L(Gy), ) — HY(L(G), H™).

Puisque 8 € Ker[HY(L(¢h), G*P) — HY(L(Ch), H*)] et HY(L(¢), Se) = 0, on a que 3 provient
de H(L(Cy), F#P) et que son image dans H'(L((p), H?) est triviale, d’ont I'on sait qu’elle est
dans I'image de 0. Or, puisque L((p) déploie clairement Hab (car elle déploie H et pup), on a
que Papplication H*P(L(¢)) — Su(L(Ch)) est surjective, ce qui montre que  est triviale et
donc que (@ l'est aussi, ce qui conclut.

Une application immédiate du corollaire 3.11 est le résultat qui suit, donnant une formule
cohomologique pour le groupe Bry, .V lorsque le corps de base est un corps local, i.e. une
extension finie de @, pour p un nombre premier, a I'image de la proposition 2.24.

On dira qu'un k-groupe fini G est non ramifié s’il existe une extension finie non ramifiée
K'/k telle que Gy est un k’-groupe fini constant.

Proposition 3.13. Soit k un corps local de caractéristique 0 et caractéristique résiduelle p > 0,
G un k-groupe algébrique linéaire et V.= G\G' pour un plongement de G dans G' semi-simple
simplement connexe. On note d le degré de lextension déployant le tore G** = (G*)°, n
Vordre du groupe fini F = G/G° et m = nd. Soit Hy un k-sous-groupe fini de G*°™ tel que la
composée Hy — G — F est surjective et soit H le sous-groupe (fini aussi) de G*°F engendré
par Hy et par ¢, (Ho N GYT), ot ¢, désigne la multiplication par m dans G*°*. On suppose
que H est non ramifié et que son ordre est premier a p.

En identifiant alors BryV avec Hl(k,éab), le groupe de Brauer mon ramifié algébrique
BroralV de V' est donné par les éléments o € Hl(k, Gab) vérifiant la propriété suivante :

Pour toute extension finie non ramifice k' de k, Uimage o/ de o dans HY (K ,G®) est
orthogonale au sous-ensemble Im[H'(k',G) — H(K', G®)] pour I’accouplement induit par la
dualité locale.

Remarque.

Les hypothéses sur H imposent que F soit non ramifié et d’ordre n premier a p et que G¥*
soit déployé par une extension L/k de degré d premier a p. L’extension L/k n’a pas besoin par
contre d’étre non ramifiée, car il est possible que H N G'°T soit déployé par une extension plus
petite que L({,) et que celle-ci soit non ramifiée alors que L((,) ne lest pas. Il est important
de remarquer par ailleurs que ces hypothéses sur F et G*°*, méme en ajoutant le fait que L/k
soit non ramifiée, ne suffisent pas a priori pour assurer que H soit non ramifié. En d’autres
mots, on ne peut pas obtenir un énoncé dépendant seulement de G et de ses sous-quotients F'
et G, sauf dans des cas trés particuliers, comme par exemple lorsque G = G%** x F.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du corollaire 3.11, de la proposition 2.24 et
de la proposition 3.2. En effet, les deux premiers donnent le méme énoncé avec Im[H ! (k', H) —
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H'(K', H*®)] au lieu de Im[H (K, G) — H'(K', G*)] et c’est la proposition 3.2 qui nous permet
de remplacer le premier par le deuxiéme grace a la compatibilité des accouplements locaux.

Enfin, ces deux derniéres propositions (3.12 et 3.13) nous donnent le résultat suivant :

Corollaire 3.14. Sous les mémes hypothéses que la proposition 3.13, a cela prés qu’on suppose
aussi que extension déployant G*°" est non ramifiée, on a

Bry, .V C HL (k,G™).

3.5 Existence de sous-groupes finis

Soit maintenant k£ un corps de caractéristique p > 0. On a vu que pour étudier le groupe
de Brauer non ramifié algébrique des espaces homogenes V = G\G’ pour un k-groupe G il faut
étudier, dans une extension

1-T—->G—F —1,

d’un groupe fini F par un tore T, 'existence de sous-groupes finis H se surjectant sur F'. Dans
ce sens, on a la proposition suivante.

Proposition 3.15. Soit k un corps de caractéristique p > 0. Soit G un k-groupe algébrique
linéaire, extension d’un groupe fini F' d’ordre n premier a p par un tore T déployé par une
extension L/k de degré d, aussi premier a p. Alors il existe un k-sous-groupe fini H de G et
un diagramme commutatif & lignes exactes

1 waT ff F 1 (3.5.1)
1 T G F 1

Avant de passer a la démonstration de cette proposition, voyons en quelques conséquences
immeédiates. La premiére apparait en combinant ce résultat avec la proposition 3.2.

Corollaire 3.16. Soit k un corps de caractéristique p > 0. Soit G un k-groupe algébrique
linéaire, extension d’un groupe fini F' d’ordre n premier a p par un tore T déployé par une
extension L/k de degré d, aussi premier a p. Alors il existe un k-sous-groupe fini H de G
(d’ordre n3d?) tel que le diagramme suivant est commutatif et & lignes exactes

1 nzdfT F 1 (3.5.2)
1 T G F 1,

et tel que, pour tout corps k' O k, lapplication naturelle H'(k', H) — H'(k',G) est surjective.

On peut ensuite pousser ce résultat un peu plus loin, pour obtenir une généralisation de
[CGRO8, Cor. 1.4], donc aussi de [CGR06, Thm. 1.1(a)].
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Corollaire 3.17. Soit k un corps de caractéristique p > 0. Soit G un k-groupe algébrique
linéaire lisse a composante connezxe neutre G° réductive. Soient T' un k-tore mazimal de G° et
W = Ng(T)/T le groupe de Weyl de G. Ce dernier est un k-groupe fini dont on note w l’ordre.
Soit enfin L/k une extension déployant T dont on note d le degré. On suppose que le produit
wd est premier a p.

Alors, il existe un k-sous-groupe fini H de G (d’ordre w3d?) tel que, pour tout corps k' O k,
Uapplication naturelle H'(k', H) — H'(k',G) est surjective.

Ici, Ng(T) désigne le normalisateur de T' dans G. Rappelons par ailleurs que I’on a toujours
le droit de considérer un k-tore maximal 7" de G° d’aprés [SGA3II, XIV, Cor. 3.20]. On voit
alors que, lorsque k est de caractéristique nulle, les hypothéses n’imposent aucune contrainte
sur le groupe G (& part le fait d’étre & composante connexe neutre réductive).

Démonstration. Notons N = Ng(T'). C’est donc une extension du groupe fini W par le tore T'.
Le corollaire 3.16 assure alors l'existence d’un sous-groupe H d’ordre w3d? tel que pour tout
corps k' O k I'application naturelle H'(k', H) — H'(K', N) est surjective.

I suffit alors pour conclure de montrer que, pour tout corps k’/k, 'application H'(k', N) —
HY (K, G) est surjective. Or cela est une conséquence facile de [Ser94, 111.§2.2, Lem. 1]. En effet,
soit a € HY(K',G) et soit a € Z'(k',G) un cocycle représentant «. Le tordu ,G de G par le
cocycle a admet un k'-tore maximal dans sa composante connexe neutre (toujours d’aprés
[SGASII, XIV, Cor. 3.20]) et ce tore sera toujours conjugué a T sur la cloture séparable de
k" d’aprés [CGP10, Prop. A.2.10]. Le lemme cité nous dit alors que « appartient a I'image de
HY'(K',N) — H'(K,G), ce qui conclut.

Enfin, on peut expliciter les énoncés des théoréemes 3.4, 3.6 et 3.9 en enlevant 'hypothése
d’existence d’un sous-groupe fini de G**. On retrouve alors les résultats suivants.

Théoréme 3.18. Soient k un corps fini de cardinal ¢ et G un k-groupe algébrique linéaire a
composante conneze neutre G° réductive et tel que F' = G/G° est d’ordre n premier a q. Soit
V = G\G' pour un plongement de G dans G' semi-simple simplement connexe. On suppose que
le tore G*°F = (Gtm”f)O est déployé par une extension L/k de degré d premier a q. Alors il existe
un k-sous-groupe fini H de G*™ tel que l'on a le diagramme (3.5.2) et tel que, en identifiant
BryV avec Hl(k,@ab), le groupe de Brauer non ramifié algébrique Bry, iV de V' est donné
par les éléments o € H'(k, G‘ab) vérifiant l'une des propriétés équivalentes suivantes :

— Pour toute extension finie k' de k, Uimage o de o dans H'(K'((t)),G?) est ortho-
gonale au sous-ensemble Tm[H'(K'((t)), H) — H(K'((t)), H®)] pour l’accouplement
entre HY(K'((t)), G®) et H'(K'((t)), H*) donné par le cup produit et application duale
éab _ ];i]ab'

— Pour a € Z'(k,G*) un cocycle (quelconque) représentant o, on a

as(Ng (b)) =1 Vbe H(k),

ot Ny g désigne la g-norme sur H.
De plus, pour tout corps k' D k, Uapplication naturelle H'(k', H) — H'(k', G*'") est surjective.

Théoréme 3.19. Soient k un corps de caractéristique 0, G un k-groupe algébrique linéaire
et V.= G\G pour un plongement de G dans G' semi-simple simplement connezxe. Soit L/k
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une extension déployant le tore G*°F = (Gtorf)o. On note d le degré de cette extension et n
Vordre du groupe fini F = G/G°. Alors il existe un k-sous-groupe fini H de G*™ tel que I’on
a le diagramme (3.5.2) et tel que, en identifiant Bry,V avec Hl(k,éab), le groupe de Brauer
non ramifié algébrique Bry, iV de V' est donné par les éléments o € H(k, G’ab) tels que, pour
a € Z'(k,G*) un cocycle (quelconque) représentant o, on a

ao(Nyyy (b)) =1 Vbe H(k),Yo €Ty,

o Ny désigne la o-norme sur H. De plus, pour tout corps k' D k, Uapplication naturelle

HY (K, H) — HY (K, G*™) est surjective.

Ces résultats ne méritant pas de démonstration, on conclut cette section avec la preuve de
la proposition 3.15.

Démonstration de la proposition 3.15. De la suite exacte de k-groupes
1-T—->G—F—1,
on déduit la suite exacte de I'y-groupes

1 —>T(/5) —>G(l_€) —>F(/_§) — 1,

et puisque T'(k) est commutatif, on a une action de F'(k) sur T'(k) par conjugaison. Or, 'équi-

variance de cette action par rapport aux actions de I'y sur F(k) et T'(k) induit une action

continue du groupe profini F(k) x 'y, sur T'(k). En effet, tout élément h € F(k) x T’y s’écrit de

fagon unique de la forme h = oy, f, avec oy, € T', et f, € F(k), d’ott 'on peut définir 'action

de F(k) x Ty sur T'(k) tout simplement en posant
h-t:="(fn-1),

pour h € F(k) x T et t € T(k). L’équivariance des actions de F(k) et ', exprimée par la
formule

f-t)y=7f-%, VfecF(k),ocTy teT(k),

nous permet alors de déduire (aprés un petit calcul) que action de F'(k) x I'y, est bien définie.

Considérons alors le groupe G(k) x I'y, par rapport a l'action naturelle de I'y sur G(k).

Puisque T'(k) est stable par cette action, on voit qu'il est un sous-groupe distingué de G (k) x T,
ce qui nous donne 'extension de groupes

1 —T(k) = G(k) x Ty — F(k) x T} — 1,

ou l'action de F(k) x Ty sur T'(k) par conjugaison correspond précisément a celle décrite ci-
dessus. Cette extension représente une classe a € H?(F(k) x T, T(k)).! Or, on sait que la
composition des fleches

Res

H2(F(k) x Ty, T(k)) 2 H2(Dy, T(k)) <&

= H2(F(k) x Ty, T(K)),

1. On remarquera que, F'(k) x 'y, étant un groupe profini, on traite alors T'(k) comme un (F (k) x I'y)-module
discret. Le groupe G(k) x T'; a alors comme base de voisinages de l'identité les sous-groupes de la forme {1} x A
avec A ouvert dans I'y. Il est alors facile de voir aussi que dans la suite exacte la fléeche de gauche est continue
et fermée et celle de droite est continue et ouverte, et ce sont précisément ces extensions qui sont classifiées par

le groupe H?(F(k) x 'y, T(k)), cf. [NSW08, Thm. 1.2.4].
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correspond & la multiplication par n dans H2(F (k) x Ty, T'(k)). D’autre part, on voit facilement
que la restriction de o & H?(T'y, T'(k)) correspond & I’extension triviale T'(k) x 'y (on rappelle
que P'extension représentant « a été construite a partir du groupe G (l_ﬂ) xT'y), ce qui nous dit que
na = 0 dans H2(F (k) x Ty, T(k)). Si 'on considére alors la suite exacte de F (k) x I'j-groupes

1—,T(k)— T(k) = T(k) —
et la suite exacte longue de cohomologie qui lui est associée,
H?*(F(k) x Ty, ,T(k)) — H*(F(k) x Ty, T(k)) = H*(F(k) x T, T(k)),
on voit que la classe a provient de H2(F (k) x Ty, ,T(k)).

Maintenant, considérons le diagramme commutatif & lignes exactes suivant :

1 —  T(k) ——T(k) 2% T (k) 1
]
11— T(k) T(k) T(k) 1,

ou ¢ désigne les inclusions évidentes. En considérant en méme temps ces groupes comme des
(F(k) xT'g)-modules et par restriction comme des I'y-modules, on obtient un diagramme com-
mutatif de suites exactes longues de cohomologie

b T(k)) —= H*(F(k) x Tk, T (k)) —>= H*(F(k) x T, T(k))

x I

L ~
l xrk,nm))TH?(F(mrk, T(F))

H (T3, T(k)) —— | ——= BTy, T (k) —— | —= HA(Ty, T(k)

H'(Ty, T(k)) H*(T, , T (k) H?(Ty, T(K)),

Hl( (k)

HYF(k) x Ty, T

ou toutes les fleches verticales sont des applications de restriction. A partir de ce qui a déja été
dit, on fait la chasse au diagramme suivante. La classe a € H?(F(k) Fk,T(E)) dont on est
parti provient d'une classe oy, € H?(F (k) x 'y, ,,T(k)), dont I'image 3, € H?(Ty,,T(k)) est
envoyé en 0 dans H?(I'y, T(k)), d’ott 'on sait qu’elle provient d’une classe v € H*(T'y, T'(k)).
Or, puisque T est déployé par L, on sait que la restriction de v a H'(I'p, T(k)) est triviale
et 'argument classique de restriction-corestriction nous dit alors que v est de d-torsion. On
voit alors que I'image de v aprés multiplication par d est 0, ce qui nous dit que 'image 3,4 €
H2(Ty, ,4T(k)) de B, est triviale. Si 'on note alors a,q € H2(F(k) x Ty, ,,7(k)) I'image de
ap, on voit qu'elle reléve aussi a et que sa restriction & H%(T, 4T (k)) est triviale. Ceci se
résume dans le diagramme suivant :

And |

el o

=0 | —0—|

7/ ﬁn?/ 07

oO<——102
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Considérons le carré arriére de droite dans le diagramme. Puisque ces classes correspondent &
des extensions de groupes, si I’on note F une extension représentant a,,q on trouve le diagramme
commutatif & lignes exactes suivant :

Qnd * n T'(,IC)C E F(k’) x I
e 7 ’ | ) _— | 7
Bna : ndl (k) —————— 4 T(k) x T} [y
o' T (k) G(R) Ty — | —= F(E) % T
/ - _ — 7
0: T(k)C T(F) % Ty T

ou les deux extensions qui sont devant dans le diagramme sont des produits semi-directs car
elles correspondent aux classes triviales dans le diagramme précédent. Remarquons enfin que,
en notant H le groupe abstrait défini comme la préimage dans E du sous-groupe F'(k) de

F (k) x Ty, on obtient 'extension

1-H—FE—T},—1.

Si l'on consideére alors la section naturelle I'y — , ;7(k) x Iy, et qu’on la compose avec la fleche

waT (k) x Ty — E du diagramme, on trouve une section s’ : 'y, — E compatible avec la section

naturelle s : T'y — G(k) x Ty, i.e. le diagramme

5’

PN

E Iy

H
|
G(k) — G(k) x Ty —= T,

est commutatif. Ceci nous dit que I’action naturelle de I'y sur G(k) laisse H invariant. De plus
on peut toujours voir H comme un sous-k-groupe de G. En effet, en tant que réunion finie
de points fermés, H est une sous-k-variété de G qui vérifie clairement tous les diagrammes
commutatifs définissant un k-groupe algébrique et un morphisme de k-groupes. L’existence du
diagramme (3.5.1) est alors évidente au niveau des k-points. Le lemme suivant nous permet
alors de conclure que H descend en un k-sous-groupe de G, ce qui conclut la preuve.

Lemme 3.20. Soient k un corps de caractéristique p > 0, G un k-groupe algébrique lisse
et H un k-sous-groupe fini de Gy, d’ordre premier a p. Supposons que l'action naturelle du
groupe de Galois Ty, sur G(k) laisse H(k) invariant. Alors il existe une k-forme H de H et un
k-morphisme H — G induisant linclusion de H dans Gfy,.

Démonstration. La structure de k-groupe de G nous donne une section s de la suite exacte

S

VRN
1 — Aut 3(Gg) — SAut (Gj) ——= Ty,

ou SAut (G) désigne le groupe d’automorphismes semi-algébriques de Gy, (cf. par exemple
[F'SS98, §1] pour la définition de SAut (Gj) et ses propriétés, dont notamment cette suite
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exacte). Or, l'action de T'y sur G(k) se définit via le morphisme naturel 7 : SAut (G) —

Aut (G(k)). On voit alors que 1'on a un morphisme
¢:Tp =% Aut (G(k)) — Aut (H(k)).

Si I'on rappelle maintenant que, puisque H est fini, on a Aut (H(k)) = Aut ;(H) et SAut (H) =
Aut ;(H) x I'y, (cela découle du fait que I'on a une k-forme canonique de H qui est le k-groupe
constant associé au groupe fini abstrait H(k)), on voit que l'on obtient une section s’ de la

suite exacte

Sl

. TN
1 —= Aut ;(H) — SAut () — T,

tout simplement en posant s’ = ¢ x id. Cette section correspond a la donnée d’une k-forme
H de H dont 'action de T'j, induite sur les k-points correspond précisément a celle induite
par restriction de I'action de I'y sur G(k) car toutes les deux sont définies via ¢. Il est alors
évident que pour tout o € I'y, 'automorphisme o-semi-algébrique défini par o sur Gy, induit
bien ’automorphisme o-semi-algébrique sur H donné par s'(o) et qu’alors I'inclusion H P — Gg
provient bien d’'un k-morphisme de groupes algébriques.

Remarque.

Lorsque le corps de base est parfait et de dimension cohomologique < 1, comme c’est le cas
des corps finis et des corps quasi-finis en caractéristique 0, on peut méme démontrer que le
sous-groupe fini H peut étre obtenu en prenant seulement la n-torsion du tore T'. En effet, on
peut toujours trouver une extension

1—,T(k)—E— F(k)yxTy—1,

avec une inclusion compatible dans G(k) x I'y. En considérant alors la préimage H de F(k)
dans F, cela nous donne ’extension

1-H—-E—-T,—1,

ce qui nous dit que T, agit extérieurement sur H. Or, puisque k est parfait et de dimension
cohomologique < 1, le théoréme dans [Spr66, 3.5] nous dit que cette action extérieure provient
d’une structure de k-groupe. Cette structure n’est pas nécessairement compatible avec celle de
(G, mais aprés une chasse au diagramme et un argument de torsion on peut démontrer que, en
tordant G par un cocycle dont la classe dans H'(k,G) est triviale, I'inclusion de H dans Gy,
descend en un k-morphisme de groupes. Ensuite, en revenant en arriére par la torsion, I'image
de ce k-sous-groupe du tordu correspond au sous-groupe fini voulu.

3.6 Application : obstruction de Brauer-Manin a ’approxima-
tion faible

Pour conclure ce chapitre, on donne une application de cette formule & ’obstruction de
Brauer-Manin pour I’approximation faible correspondant a I’analogue de ce qui a été fait dans
la section 2.9. Il s’agit de montrer que 'obstruction associée au groupe Bry, .1V ne prend pas
en compte ce qui se passe aux places réelles, ce qu’on fait en profitant du fait que sur R la
formule devient assez simple a raison de la petitesse de son groupe de Galois absolu.
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Proposition 3.21. Soient k = R, G un k-groupe algébrique linéaire plongé dans G’ semi-
simple simplement connexe et V.= G\G'. En identifiant BryV avec H'(k,G?), tout élément
« € BryyalV est orthogonal au sous-ensemble Im[H' (k,G) — H'(k, G*")] de H'(k,G?).

Remarque.

Ce résultat nous dit en particulier que si 'obstruction de Brauer-Manin associée au sous-
groupe Bry, 5 s’avere étre la seule pour V, alors V' vérifie 'approximation réelle, comme il sera
explicité dans le corollaire 3.23 ci-dessous. Pris dans 'autre sens, ceci veut dire aussi qu’un
espace homogéne comme ci-dessus ne vérifiant pas I’approximation réelle fournirait un exemple
de variété ou 'obstruction de Brauer-Manin n’est pas la seule (supposant qu’il n’y ait pas
d’obstructions géométriques).

Démonstration. On a le diagramme commutatif

G Gab

R

Gtorf . (Gtorf )ab

9

ou l'on remarque que le noyau de la fléche verticale de droite est un groupe abélien unipotent,
d’ott 'isomorphisme

Hl(k}, Gab) -~ Hl(k‘, (Gtorf)ab)‘
On en déduit qu’il suffit de montrer que tout élément o € Bry, 1V C H 1(k:, G’ab) est orthogonal

au sous-ensemble Tm[H!(k, G*™) — H'(k, (G'*™)2P)] de H'(k, (G*™)2P) (on remarque que
(G*orF)ab est le dual de GP et donc cette orthogonalité a bien un sens).

Soit o I’élément non nul de T'y, et soit H le sous-groupe fini de G*™ donné par le théoréme
3.19. 1l est facile de voir que 'on a les isomorphismes d’ensembles pointés (resp. groupes)

ZYk,H) = H??, b b,
ZY(k, H®) = (H™)%7 b b,,.

Soit g € H¥7. Puisque ¢,(g) = g, on a que Ny(g9) = g € H®_ En particulier, on voit que
I'image de N, contient I'image de Z'(k, H) dans Z'(k, H®P).

Soit alors 3 € H'(k, (G*)2P) un élément dans Im[H'(k, G*"') — H'(k, (G*T)2P)]. La
surjectivité de H'(k, H) — H'(k, G**) nous dit que I’on peut représenter 3 par un cocycle b
a valeurs dans H? et tel que b, € N, (H). Pour a € Bryy,aV, soit a € Z'(k, Gab) un cocycle
représentant «.. On sait alors d’aprés le théoréme 3.19 que l'on a a,(b,) = 1. D’autre part, on
sait que a U B € H?(k, jiy342) C Brk est représenté par un cocycle c tel que

Coo0 = ao’(obo.) = ag(bgl) = (a/o'(bo'))il = 1,

car on rappelle que b, € (H®?)?o et alors b, = b . Il est clair alors que a U 8 est nul, ce
qui nous dit que « est orthogonal au sous-ensemble Tm[H'(k, G*™) — H'(k, (G*)2P)] de
Hl(k, (Gtorf)ab).

Soit maintenant k un corps de nombres et V = G\ G’ comme toujours. Ce dernier résultat
et la proposition 3.13 nous donnent le résultat annoncé, sous la forme plus générale suivante.
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Corollaire 3.22. Soient k un corps de nombres, G un k-groupe algébrique linéaire plongé dans
G' semi-simple simplement conneze et V.= G\G'. Soit H le sous-groupe fini de G*°™ donné par
le théoréme 3.19. Soit L]k une extension déployant H. Soit enfin S la réunion de l’ensemble des
places (non archimédiennes) ramifiées pour ’extension L/k avec l’ensemble des places divisant
Uordre de H et soit T = Q. S. Alors la projection

Brnr,al

[TV = [ V&),
Q

veT

est surjective.

On rappelle que 'ensemble (], V (k,))Braral correspond aux éléments de g, V (k) qui
sont orthogonaux au groupe Bry, o1V pour I'accouplement de Brauer-Manin (cf. la section I de
I'introduction de cette thése ou encore [Sko01, §5.2]).

Remarque.

Si l'on note d le degré de l'extension déployant G** et n le cardinal de F, alors les places
divisant 'ordre de H sont celles qui divisent le produit nd puisque le groupe H donné par le
théoréme 3.19 est en fin du compte celui du corollaire 3.16. L’ensemble S est alors composé des
places non archimédiennes ramifiées pour L/k et de celles au dessus d’un premier divisant nd.
Par ailleurs, si I’on est obligé d’introduire le sous-groupe fini H dans I’énoncé, c’est parce qu’on
n’a aucun controle sur I'extension déployant H. En effet, si 'on note kp et kior les extensions
déployant F et la n?d?-torsion de G, rien ne nous dit que la composée de kr et ki, déploie
Iextension H de ces deux groupes finis.

Enfin, si 'on note 4, l’ensemble des places archimédiennes de k et 'on remarque que
Qo C T, on obtient en particulier :

Corollaire 3.23. Sous les hypothéses du corollaire 3.22, si Uobstruction de Brauer-Manin
associée au sous-groupe Bry, o1 est la seule pour V', alors V' wvérifie 'approximation réelle. En
d’autres mots, si V (k) est dense dans ([ [q, V (ky))Brratalors V (k) est dense dans [lo., V(ky),

ol Qo désigne 'ensemble des places archimédiennes de k.

Démonstration du corollaire 3.22. 1l suffit de noter que, tout comme dans la démonstration du
corollaire 2.39, I'ensemble ([, V (ky))Brral est 'ensemble de familles de points (P,)q, telles
que

> invy(aw U[Z](P,) =0 € Q/Z, Va € BryeaV C H' (k,G™),

vEQ

ou inv, est l'application canonique Brk, — Q/Z donnée par la théorie du corps de classes
et [Z](P,) € H'(k,G®) est la classe du k,-torseur sous G® obtenu & partir du torseur Z =
D(G)\G' — V sous G et du k,-point P, € V(k,).

En effet, on voit alors immédiatement & partir des propositions 3.21 et 3.13 qu’on a ay, U
[Z](P,) = 0 pour toute place v € T. Pour les places archimédiennes c’est évident d’aprés la
premiére de ces propositions, tandis que pour toute telle place non archimédienne on a que H est
non ramifié en tant que k,-groupe et son cardinal est premier & la caractéristique résiduelle, ce
qui nous donne le droit d’utiliser la deuxi¢me. Il est alors évident que pour (8y)r € [[,cr V(ko),
'éelément (0)s x (By)7 € []q, V (k) appartient & ([q, V (ky))Braeal ce qui conclut.
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3.A Appendice : Une remarque de Colliot-Théléne

Pendant la rédaction de cette thése, Colliot-Théléne nous a fait remarquer que 'on peut
démontrer le résultat suivant (cf. [CT12]) :

Proposition 3.24 (Colliot-Théléne). Soient k un corps de caractéristique 0, G un k-groupe
algébrique linéaire non nécessairement connexe et r; : G — G des plongements de G dans des
k-groupes semi-simples simplement connexes. Alors

Bry (G\G}) = Bry, (G\GY).

La démonstration de ce résultat utilise notamment le théoréme 4.2 de [CTKO06]|, mais elle ne
profite pas de toute sa puissance. On modifie alors un peu ici le raisonnement de Colliot-Théléne
(en suivant pourtant les mémes lignes) pour démontrer le résultat suivant :

Proposition 3.25. Soient k un corps de caractéristique 0, G un k-groupe algébrique linéaire
non nécessairement connezxe et r; : G — G des morphismes de groupes algébriques, a noyau
simplement connexe, dans des k-groupes semi-simples simplement connexes. Alors

Brnr(rl (G)\Gll) = Brnr(r2(G)\G/2) :

On rappelle qu'un k-groupe algébrique linéaire H est simplement connexe si et seulement
s’ill est une extension d’un groupe semi-simple simplement connexe par un groupe unipotent.
On pourrait demander de fagon équivalente que k[H|* = k* et que Pic Hy = 0.

On commence donc la démonstration avec le lemme suivant :

Lemme 3.26. Soit k un corps de caractéristique 0. Soient G' un k-groupe semi-simple simple-
ment connexe, V un espace homogéne de G' a stabilisateur géométrique H simplement connexe
et X une k-variété projective lisse géométriquement connexe k-birationnelle a V. Alors les
fleches naturelles

Brk—BrV e Brk— BrX,

sont des isomorphismes.

Démonstration. D’aprés ce qui a été dit dans les rappels de la section 3.2, on a IE[V}* =k* et
PicV; = 0= 0, d’out la suite exacte donnée par [San81, Lem. 6.3 (i)] nous dit que Brk —
Br; V. 1l suffit alors pour avoir Brk — BrV de démontrer que Br Vi = 0, ce qui est évident
d’aprés [San81, Prop. 6.10] et le fait que PicH = 0 et Br G%: = 0 car G’ est semi-simple
simplement connexe.

Maintenant, il existe un ouvert U non vide de V et un k-morphisme birationnel U —
X. Puisque X est projective et V lisse, on peut supposer que U contient tous les points de
codimension 1 de V', donc par pureté du groupe de Brauer (cf. [CT95, Cor. 3.4.2|), la restriction
BrV — BrU et par suite la fleche Brk — Br U sont des isomorphismes. D’autre part, on a le
diagramme commutatif suivant

Brk Br X

|

Br U~ Br (k(X)),
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ou les fleches — désignent des applications injectives (cf. [CTS07, Thm. 5.11]). Il est facile
alors d’en déduire que I'on a Brk = Br X.

Avec ce lemme on peut montrer la proposition suivante, ot intervient enfin le théoréme 4.2
de [CTKO06] comme on l'avait annoncé.

Proposition 3.27. Soit k un corps de caractéristique 0. Soient X et Y deux k-variétés pro-
jectives, lisses, géométriquement connexes et f : X — Y un morphisme dominant dont la
fibre générique X, /k(Y) est k(Y)-birationnelle ¢ un espace homogéne d’un k(Y')-groupe G’
semi-simple simplement connexe a stabilisateur simplement connexe. Alors :
1. En tout point y de codimension 1 de 'Y la fibre X, /k(y) contient une composante connexe
géométriquement intégre de multiplicité 1.

2. L’application f*: BrY — Br X est un isomorphisme.

Démonstration. Dans le cas ou X contient un ouvert k(Y ')-isomorphe & un espace homogéne
de G’ a stabilisateur simplement connexe, le premier point de I’énoncé est une conséquence du
théoréme 4.2 de [CTKO06|. En effet, il suffit de considérer I'anneau de valuation discréte A, de
corps de fractions k(Y') correspondant & y (son spectre c¢’est la réunion de 7 et y en tant que
schéma), puis de considérer la fibre X4, sur A,. La proposition 3.9(b) de [CT11] nous permet

alors de démontrer le cas général.

Pour le deuxiéme point, on dispose du diagramme commutatif

BrY Br X

|

Br (K(Y)) <> Br X, Br (K(X)),
ou les fleches < désignent des injections (cf. [CTS07, Thm. 5.11]) et celle d’en bas a gauche est
un isomorphisme d’aprés le lemme 3.26. Il est facile de voir alors que pour o € Br X il existe
un unique § € Br (k(Y)) ayant la méme image que o dans Br (k(X)). Il suffit alors de montrer
que 3 € BrY pour conclure. Or, d’aprés [CT11, §4] et le fait que X, admet une composante
connexe géométriquement intégre de multiplicité 1, le résidu de # au point y (i.e. son image
par application 84, : Brk(Y) — H'(k(y),Q/Z)) est trivial. Ceci étant vrai pour tout point y
de Y de codlmensmn 1, le théoréme de pureté de Grothendieck (cf. [CT95, Thm. 4.1.1, Prop
4.2.3]) nous dit que [ provient bien de BrY', ce qui conclut.

Enfin, pour conclure cet appendice, on passe & la démonstration de la proposition 3.25.

Démonstration de la proposition 3.25. Quitte a plonger G dans un troisiéme groupe G% semi-
simple simplement connexe et & comparer respectivement V; et V5 avec V3 := G\ G}, on peut se
restreindre au cas ot I'un des r;, disons 71, est & noyau trivial. Soit alors H le noyau de r9. On
considére le plongement r : G — G} x GY, induit par r; et ro. La k-variété V = G\ (G} x G) se
projette sur Vi = r1(G)\G} et sur Va = ro(G)\G%. La premiére projection fait de V' un espace
principal homogeéne sous G sur V1, tandis que la deuxiéme fait de V' un espace homogene sous
G’ sur V4 a stabilisateur ri(H), donc simplement connexe. Il existe des k-compactifications
lisses X, X1 et Xo de V, V; et V5 respectivement et des morphismes X — Xj et X — X5
étendant V' — V) et V — Va (cf. par exemple [BrKu00, 1.2.2]). Il suffit alors d’appliquer deux
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fois la proposition 3.27 pour trouver des isomorphismes Br X; — Br X et Br X» = Br X, ce

qui conclut.



Chapitre 4

Approximation faible et principe de
Hasse pour des espaces homogeénes a
stabilisateur fini résoluble

4.1 Introduction

Soit K un corps global, i.e. un corps de nombres ou le corps de fonctions d’une courbe C' sur
un corps fini. Dans le cadre des espaces homogénes de groupes algébriques linéaires connexes,
I’approximation faible et le principe de Hasse sont deux propriétés qui ont été vérifiées, par
exemple, pour les espaces principaux homogénes sous un groupe semi-simple et simplement
connexe, et cela depuis déja presque un demi-siécle. Pour les espaces homogénes & stabilisateur
non trivial, ou méme pour les espaces principaux homogénes sous les tores, on connait cependant
des exemples ne vérifiant pas le principe de Hasse, ainsi que des exemples ayant des points
rationnels mais ne vérifiant pas I’approximation faible.

Or, depuis la mise en évidence de 'obstruction de Brauer-Manin pour le principe de Hasse
et pour 'approximation faible, introduites respectivement par Manin et par Colliot-Théléne
et Sansuc, on ne connait pas d’espace homogéne dont le défaut de ces propriétés ne soit pas
expliqué par ces obstructions. La question naturelle & se poser alors est de savoir si cette
obstruction est la seule dans les deux cas. Dans |[Brv96], Borovoi a démontré que 1'obstruction
de Brauer-Manin au principe de Hasse et & I'approximation faible est la seule pour les espaces
homogénes sous un groupe algébrique linéaire connexe a stabilisateur connexe, ou encore a
stabilisateur abélien en supposant que la partie semi-simple du groupe ambiant est simplement
connexe. La question générale reste pourtant totalement ouverte.

Si 'on consideére le cas “opposé” de celui des stabilisateurs connexes, i.e. celui des stabilisa-
teurs finis, on ne connait que quelques cas particuliers, comme le cas abélien chez Borovoi déja
mentionné, ou les travaux de Harari et Demarche sur I’approximation faible pour des quotients
de la forme G\SL,, pour certains G finis constants et non abéliens (c.f. [Har07] et [Dem10]).
Le résultat principal dans cette direction est cependant celui de Neukirch dans [Neu79], lequel
a inspiré la rédaction de ce texte.

110
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Lorsqu’on veut considérer des stabilisateurs finis, on peut le faire sous différents groupes
ambiants. Or, du moins pour 'approximation faible, la question est triviale lorsqu’on considére
un groupe ambiant unipotent et la réponse est déja connue pour un groupe ambiant torique
(car la question se raméne trivialement aux espaces principaux homogeénes), le cas intéressant
étant alors celui des groupes semi-simples. De plus, si ’on considére un K-groupe fini GG plongé
dans un groupe G’ semi-simple et si I'on note p : G’ — G’ le revétement universel de G, il
est aisé de voir que l'on a un isomorphisme canonique entre les variétés V := p_l(G)\@’ et
V := G\G' induit par p. Le noyau de p étant fini et central, le groupe p~!(G) est alors un
groupe fini et une extension centrale de GG. Ainsi, on voit que ’on peut se restreindre a étudier
le cas des groupes ambiants semi-simples simplement connexes comme il a déja été fait par
Borovoi, Demarche et Harari dans leurs travaux.

Le but de ce texte est donc de démontrer un résultat d’approximation faible pour des
espaces homogenes V := G\G’ avec G’ semi-simple simplement connexe et G fini et résoluble
(i.e. G(K) étant un groupe résoluble). On démontre notamment le résultat suivant :

Théoréme 4.1 (Conséquence du théoréme 4.8). Soient K un corps global et G un K -groupe fini
résoluble d’exposant n premier a la caractéristique de K. On suppose qu’il existe une extension
finie galoisienne K'/K déployant G et telle que, si l'on note m(K') le cardinal de l’ensemble
des racines de l'unité contenues dans K', on a (m(K'),n) = 1. Soit V.= G\G" pour un K-
plongement G — G’ avec G' un K-groupe semi-simple simplement connexe. Alors V vérifie
lapprozimation faible.

Ce théoreme ameéliore le résultat de Neukirch dans [Neu79|, corollaire de ses travaux sur le
probléme du plongement, qui montre le cas particulier du théoréme ci-dessus pour les groupes
constants. Il simplifie aussi la démonstration de ce cas particulier car, le probléme du plonge-
ment étant d’une nature différente de celle de 'approximation faible, la preuve de Neukirch
devient par conséquent assez complexe. Il est aussi intéressant de remarquer que ce résultat en-
traine la trivialité de 'obstruction de Brauer-Manin & ’approximation faible pour ces espaces.
En fait, on peut méme démontrer via la formule du théoréme 2.16, ou plus explicitement via
la proposition 2.36 qui en est une conséquence, que ces espaces homogénes ont un groupe de
Brauer non ramifié algébrique Bry, o1V trivial (cf. aussi [CT14, Cor. 5.7] pour le cas particulier
ou le stabilisateur G est constant).

On voit aussi que les hypothéses faites sur les racines de 'unité contenues dans le corps K’
imposent que G soit toujours un groupe d’ordre impair, car tout corps global de caractéristique
différente de 2 contient po = {1, —1}, et en caractéristique 2 on évite de prendre des groupes
d’ordre pair. On en déduit que le fait de demander que G soit résoluble est en un certain sens
superflu, vu que l'on sait d’aprés le théoréme de Feit et Thompson que tout groupe fini d’ordre
impair est résoluble. Ainsi, le résultat de Neukirch entrainait déja I'approximation faible pour
tout Q-groupe fini G constant d’ordre impair, et la généralisation que ’on présente ici entraine
I’approximation faible, par exemple, dés que G est d’ordre impair et déployé par une extension
K'/K ayant une place réelle, car dans ce cas on a bien u(K') = pus.

On rappelle que pour toute K-variété V on a un plongement diagonal

V(K) = [ V(K.),

VEQK
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de ses K-points dans le produit sur Qg de ses K,-points, ot Qx est ’ensemble des places de K
et K, est le complété de K par rapport a la place v. L’ensemble HUEQK V(K,) peut étre muni
de la topologie produit, ou chacun des V(K,) est muni de la topologie v-adique. On dit alors que
V vérifie 'approximation faible si I'image de I’ensemble V' (K') par ce plongement est dense dans
Pensemble [[ .o, V(Ky). Dans le cas ot V(K) # (), cela revient a demander que, pour tout
ensemble fini S de places de K, 'ensemble V' (K) soit dense dans le produit [ ¢V (K,). Or,
dans le cadre des espaces homogénes sous un groupe G’ semi-simple simplement connexe cette
propriété admet une traduction cohomologique : I'approximation faible pour la variété V =
G\G' considérée dans le théoréme 4.1 est en fait équivalente a la surjectivité de 'application

HY(K,G) - [[ H'(K., G), (4.1.1)
veES

pour tout ensemble fini S de places de K. En effet, il suffit de considérer le diagramme com-
mutatif & lignes exactes suivant.

)

G'(K) V(K) HY(K,G) HY (K,G)

| | | |

[[¢'tk) _ TTvKy) o JH (K, 6) [ H' (K., &)

vES veES veS veES

et de rappeler que pour toute place non archimédienne on a H'(K,,G’) = 1 (cf. [Kne65a],
[Kne65b], [BT87]) et que 'on a une bijection

H'(K,¢) = ] (K., @),

VEQK

ce qui donne la nullité de H*(K,G’) dans le cas de caractéristique positive (cf. [Hrd75]), ainsi
qu’une bijection

HY(K,G) 5 [ H'(K.. G, (4.1.2)

VEQ o

dans le cas d’un corps de nombres, ol ), représente I’ensemble fini des places archimédiennes
(cf. [Hrd65], [Hrd66], [Kne66al, [Che89]). Prenant en compte que la variété G’ vérifie 1'ap-
proximation faible (cf. [Kne66b]) et que les application ¢ sont continues pour les topologies
correspondantes (discréte pour V(K) et pour les H!, v-adique pour V(K,)), il est facile d’en
déduire I’équivalence entre I’approximation aux places v € S pour V et la surjectivité de (4.1.1).

On voit alors qu’il s’agit ici de regarder la cohomologie galoisienne non abélienne des groupes
finis résolubles. Les résultats que I’on montrera par la suite se prétent donc & des démonstrations
par dévissage, i.e. il s’agira de casser le groupe GG en des morceaux plus simples. Si 'on note
alors T = Gal(K/K) pour une cloture séparable K de K, Pargument de dévissage nous
méne & ’étude des I'x-modules simples dont 'ordre divise le cardinal du groupe. Il faudra
pourtant demander un peu plus que ’approximation faible & ces groupes pour pouvoir recoller
les morceaux, 'idée & la base étant de “cacher la ramification dans de bonnes places”. Dans la
section 4.2 on rappelle ce qui est connu dans cette direction, et qui est essentiellement di &
Neukirch (cf. [Neu79| et [INSWO08, Chap. IX]), et on montre quelques résultats supplémentaires
qui nous seront utiles pour démontrer le théoréme principal. La section 4.3 est consacrée a
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I’énoncé et la démonstration du théoréme principal. Ce résultat nous permet par la suite de
démontrer un résultat autour du principe de Hasse pour des espaces homogénes & stabilisateur
fini résoluble dans la section 4.4.

Notations Dans toute la suite de ce texte, on notera I'y /i := Gal(L/K) pour toute extension
galoisienne L/K et on notera ' le groupe de Galois absolu de tout corps K, i.e. le groupe
Gal(K/K) avec K une cloture séparable de K. Les groupes (ou ensembles) de cohomologie
galoisienne associés & ces groupes de Galois seront notés respectivement H'(L/K, ) et H' (K, ).
Le corps K est toujours un corps global, i.e. un corps de nombres ou le corps de fonctions
d’une courbe sur un corps fini, dont I’ensemble des places est noté Qg et dont les différents
complétés sont notés K, pour v € Q. On écrit u(K) pour désigner I'ensemble des racines de
I'unité contenues dans le corps K et m(K) pour désigner son cardinal. Enfin, pour tout entier
n > 2 premier a la caractéristique de K, on note p, le sous-groupe de K* des racines n-iémes
de T'unité et (, € puy, un générateur de ce groupe.

On fera aussi un abus de notation en identifiant tout K-groupe G fini d’ordre premier
a la caractéristique de K avec le I'g-groupe (ou module) G(K) correspondant. Ainsi, on se
permettra de noter b € G pour tout point géométrique b € G(K) et aussi, pour tout sous-
quotient A de I'yy dont I'action sur G(K) est bien définie, on notera

HYA,G) := HY(A,G(K)) et Hom(A,G) := Homeon (A, G(K)),

Ceci s’appliquera notamment, dans le cas ot K est un corps global, pour A = D,, ou D,
correspond au quotient modérément ramifié du groupe de décomposition d’une place v de K
et G est un groupe déployé par ’extension maximale modérément ramifiée. On remarque aussi
que, puisque G est fini, on a G(K) = G(L) pour tout corps L contenant K, ce qui permet par
exemple l'identification de H! (T, , G(K)) avec H'(K,, G). Ces identifications seront toujours

sous-entendues dans la suite.

Pour tout I'gr-module fini A d’exposant n premier a la caractéristique de K, on notera A* le
I -module Hom(A, y1,,). Pour un tel module, les groupes de Tate-Shafarevich II*(K, A) sont
définis, pour ¢ = 1,2 en ce qui nous concerne, comme

II'(K, A) := Ker | H'(K,A) — [ H'(K., A)

VEQK

On rappelle aussi que la dualité de Poitou-Tate nous donne une dualité parfaite entre II1?(K, A)
et I (K, A%).

Enfin, puisque dans la suite on aura toujours recours a différents ensembles infinis de places
de K qui évitent d’autres ensembles finis de places, on utilisera ’expression “presque toute
place xxxxx” pour signifier “toute place xxxxx & I'exception d’une quantité finie”.

4.2 Préliminaires

Soit A un I'r-module fini d’ordre premier a la caractéristique de K (lequel correspond aux
points géométriques d’'un K-groupe algébrique fini et abélien). Comme il a été évoqué dans
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I'introduction, on entend par approximation faible pour A la surjectivité de I'application

H'Y(K,A) - [[ B' (K., A),
vES

pour tout ensemble fini S de places de K. Neukirch a montré que, sous certaines hypothéses,
on peut non seulement demander I'existence d’une classe globale a@ € H'(K, A) relevant une
famille locale donnée (3,)ves € [[¢ H Y(K,, A), mais aussi demander qu’une telle classe « ait
des bonnes propriétés de ramification, dans un sens qui sera explicité par la suite. Ce résultat
d’approximation “mieux que faible” a été démontré par Neukirch dans [Neu79, Thm. 1| pour
les I'g-modules simples sur un corps des nombres, et une version pour des corps globaux
quelconques peut étre trouvée dans [NSWO08, Thm. 9.3.3]. On énonce dans cette section un
corollaire de la version générale que I'on utilisera pour montrer le théoréme principal. Pour ce
faire, on rappelle quelques définitions.

Définition 4.2. Soit K, le complété d’un corps global en une place finie et soit G un K,-groupe
(resp. un I'g,-module). Une classe o € H(K,, Q) est dite :

— cyclique si elle est déployée par une extension cyclique L,/K,, i.e. si sa restriction a
HY(L,,G) est triviale ou, de facon équivalente, si elle provient de l’ensemble (resp.
groupe) H'(L,/K,,G"") par inflation ;

— non ramifiée si elle est déployée par 'extension non ramifiée maximale K" de K, i.e. si
elle provient de I’ensemble (resp. groupe) H(K™/K,, GT =) par inflation ;

— ramifiée si elle n’est pas non ramifiée ;

— totalement ramifiée si elle est déployée par une extension totalement ramifiée L,/ K,.

Remarque.
Une classe non ramifiée est toujours cyclique. En effet, toute classe o € H(K,,, G) est déployée
par une extension finie, d’ott I'on sait qu'une classe  provenant de H'(K/K,,G) provient

en fait de H'(L,/K,,G), ou I'y /g, correspond a un quotient fini de gnr/g, = 7Z et il est
donc un groupe cyclique.

De plus, lorsque G est un groupe constant, il est facile de voir qu'une classe non triviale et
totalement ramifiée est forcément ramifiée.

Avec ces définitions, on peut énoncer I'analogue du résultat de Neukirch. Dans toute la
suite du texte, £ désigne un nombre premier différent de p.

Théoréme 4.3. Soit K un corps global de caractéristique p > 0 et soit A un I'g-module fini
simple de {-torsion pour £ # p. On suppose qu’il existe une extension finie galoisienne K'/K
déployant A telle que (; & K'. Soit L/K' une extension cyclotomique (i.e. engendrée par des
racines de l'unité) contenant (;. Soit S un ensemble fini de places de K contenant les places
archimédiennes et les places divisant £ et soit enfin P l’ensemble des places de K totalement
décomposées pour extension L/K n’appartenant pas a S.

Alors pour toute famille (By)ves € [1g H(Ky, A), il existe un élément o € H' (K, A) tel
que, si l’on note oy, I'image de o dans H'(K,, A), on a

— pour toute place v € S, ay, = By ;

— pour toute place v € S, oy, est cyclique et, si a,, est ramifié, alors v € P.

Remarque.
Dans larticle [Neu79], le résultat de Neukirch n’est valable qu’en caractéristique 0 et pour
L =K'(¢).
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Démonstration. Le résultat découle facilement de [NSW08, Thm. 9.3.3| de la facon suivante.
Soit A le sous-groupe de torsion premiére a £ du groupe abélien I'z /s et soit K, 7= LA C L.
On voit alors que [L : K| est premier & £ et que (; & K, car [K, : K'| est une puissance de ¢
et o & K’ (et 'extension K'((y)/K’ est de degré premier a ¢). Les données (¢, K, K, L, Qk, S)
ci-dessus vérifient alors clairement les hypothéses demandées par [NSWO08, Thm. 9.3.3] pour
(dans les notations de [NSWO08]) (p, k, K,Q, S, T).

La méme démonstration, avec les mémes notations mais en mettant [NSWO08, Thm.
9.1.15(iii)] a la place de [NSW08, Thm. 9.3.3] et P a la place de T, s’applique par ailleurs
au lemme ci-dessous, dont I’analogue chez Neukirch (cf. [Neu79, Lem. 2|) est clé dans la dé-
monstration de son théoréme :

Lemme 4.4. Soit K un corps global de caractéristique p > 0 et soit A un I'g-module fini
simple de {-torsion pour £ # p. On suppose qu’il existe une extension finie galoisienne K'/K
déployant A telle que {; ¢ K'. Soit L/K' une extension cyclotomique contenant (g. Soit enfin
P un ensemble de places de K contenant presque toutes les places totalement décomposées pour
Vextension L/ K. Alors le morphisme

HY(K,A") — [[ H'(K,, A"),
veP

est injectif, ou A* := Hom(A, ).

Remarque.
On notera en passant que la simplicité de A en tant que I'x-module est équivalente a celle de
A*,

Ce lemme admet la généralisation suivante aux I" g-modules finis pas nécessairement simples
dont la preuve se raméne par un argument de dévissage au cas ci-dessus.

Proposition 4.5. Soit K un corps global de caractéristique p > 0 et soit A un T'i-module
fini d’exposant n premier a p. On suppose qu’il existe une extension finie galoisienne K'/K
déployant A telle que, si l'on note u(K') Uensemble des racines de l'unité contenues dans K’
et m(K') son cardinal, alors (m(K'),n) = 1. Soit L/K' une extension cyclotomique contenant
Cn. Soit enfin P un ensemble de places de K contenant presque toutes les places totalement
décomposées pour l’extension L/K. Alors le morphisme

H'Y(K,A%) - [[ B (K., A7),
veP

est injectif, ou A* = Hom(A, uy,).

Démonstration. 11 est évident d’abord que 'on peut se restreindre au cas ot P n’est composé
que de places totalement décomposées pour l'extension L/K. La preuve se fait alors par ré-
currence sur le cardinal de A, l'injectivité étant vérifiée dans le cas ot A est simple d’aprés le
lemme 4.4. Si A n’est pas simple, on sait qu’il existe un sous-module B non trivial induisant
un quotient C' = A/B et l'on peut supposer que B et C vérifient ’énoncé. On considére alors
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le diagramme commutatif & lignes exactes suivant :

HY(K,C*) HY(K, A*) HY (K, B*)

| | |

18 &, []H (K, A ] B (K., B)
veEP veP veP

Soit alors o € H(K, A*) d’image nulle dans [[p H'(K,, A*). On voit alors que son image dans
[1p H'(K,, B*) est nulle et par conséquent son image dans H'(K, B*) est nulle aussi d’aprés
I'injectivité pour B*. L’élément « provient donc de H'(K,C*). Or, puisque pour toute place
v € Pon aque ¢, € K,, 'action de ', sur les modules A, B, C et u, est triviale, ce qui nous
dit que les I',-modules A*, B* et C* sont déployés, d’ott I’on voit qu’on a la suite exacte

A* — B* — HY(K,,C*) —» HY(K,, A*),

a partir de laquelle on déduit que l'application H!(K,,C*) — H'(K,, A*) est injective pour
toute place v € P. On voit alors, en regardant une préimage v de o dans H'(K,C*), que ses
localisés 7, € H'(K,,C*) sont triviaux pour toute place v € P car leur image o, € H'(K,, A*)
I’est aussi, d’ot 'on voit que v = @ = 0 d’aprés I'injectivité pour C*, ce qui conclut.

La proposition 4.5 a une conséquence intéressante, laquelle avait déja été remarquée par
Neukirch pour le cas des I'x-modules simples (cf. [Neu79, Thm. 2]), et qui nous sera utile par
la suite.

Corollaire 4.6. Soient K un corps global et A un K -groupe fini abélien d’exposant n premier d
la caractéristique de K. On suppose qu’il existe une extension finie galoisienne K'/K déployant
A telle que (m(K'),n) = 1. Alors on a II?*(K, A) = 0.

Démonstration. D’aprés la proposition 4.5, 'application

HY(K,A*) - [[ B (K., A7),
veP

est injective, d’ou II'(K,A*) = 0. On voit aussitot par la dualité de Poitou-Tate que

I (K, A) = 0.

Pour terminer cette section, on donne un lemme qui justifiera par la suite le fait de forcer
la ramification & tomber dans les places v € Qk totalement décomposées pour une extension
L/K comme celle de ’énoncé du théoréme 4.3.

Lemme 4.7. Soit K, un corps local de caractéristique résiduelle p > 0, soit G un K,-groupe
constant d’exposant n et soit H un K,-groupe quotient de G (qui est par conséquent constant).
On suppose que n est premier a p et que ¢, € K,. Soit a € H(K,, H) une classe totalement
ramifiée et cyclique. Alors il existe une classe 3 € H'(K,,G) totalement ramifice et cyclique
relevant «, i.e. a est l'image de 3 par Uapplication H'(K,,G) — H'(K,, H).
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Démonstration. Soit S, le sous-groupe de Ik, correspondant & la ramification sauvage. On a
la suite exacte de restriction-inflation

0— HY(D,,G) - H'(K,,G) — H'(S,,G),

ou 'on rappelle que le groupe D,, = 'k, /S, est le groupe profini engendré par deux générateurs
o, et T, soumis & la relation o, 7,0, ' = 7", ol g, est le cardinal du corps résiduel (cf. [NSWO0S,
7.5.3|). Le groupe S, étant un pro-p-groupe et le K,-groupe G étant constant d’exposant n
premier & p, on a que H'(S,,G) = Hom(S,,G)/conj. = 1. Il en va de méme pour H, donc il
nous suffit d’étudier I'application H'(D,,G) — HY(D,, H).

La classe a € H'(K,, H) est alors représentée par un morphisme a : D, — H et son
noyau définit une extension totalement ramifiée et cyclique de K, ce qui nous dit que I'image
de a est un sous-groupe cyclique de H. Or, on sait que 7, engendre le sous-groupe I, de D,
correspondant & I'geme jpene, o0 K™ /K est 'extension modérément ramifiée maximale de K.
Cela nous dit qu’il y a équivalence entre affirmer que « est totalement ramifiée et qu’elle est
représentée par un morphisme a dont I'image est engendrée par a(7,). En effet, 'image d’un tel
morphisme est isomorphe au groupe cyclique I'y, k., correspondant a l'extension L, /K, induite
par le noyau de a. La classe « est alors totalement ramifiée si et seulement si cette extension
I’est, ce qui est le cas si et seulement si cette extension n’admet pas de sous-extension non
ramifiée, ce qui est vrai pour sa part si et seulement si 'image 7, de 7, dans I'y, /k, engendre
tout le groupe car la sous-extension non ramifiée maximale de L, /K, est celle invariante par
Ty. Ainsi, on déduit que a(7,) engendre I'image de a et ’on voit par la suite que a(oy,) = a(1,)™
pour un certain m € N.

Soient maintenant g € G une préimage de a(7,) dans G. On définit le morphisme b : D,, — G
en posant b(1,) = g et b(o,) = ¢g™. C’est un morphisme bien défini car on a

b(ouTuoy ') = b(0y)b(Ts)b(0w) ™ = b(70)™b(70)b(70) "™ = b(7y)

et
b(r") = b(r)™ = b(m),

car, 'exposant de G étant n, on sait que b(7,)" = 1 et, puisque K, contient (,, on a que n
divise ¢, — 1. On voit alors immédiatement que la classe 3 de b dans H'(K,,G) reléve a. 11
est aussi évident que ( est totalement ramifiée et cyclique car 'image de b est égale au sous-
groupe de G engendré par g et est donc engendrée par b(7,), d’ou le noyau de b définit une
extension cyclique de K, qui est totalement ramifiée d’aprés I’argument donné dans le dernier

paragraphe.

4.3 Approximation faible pour des stabilisateurs résolubles

Désormais on notera p(K) le groupe des racines de I'unité contenues dans le corps K. On
notera aussi m(K) le cardinal de pu(K). On rappelle qu'une extension cyclotomique L/K est
une extension engendrée par des racines de 'unité.

Dans cette section, on montre le résultat principal de ce texte, qui est le suivant :

Théoréme 4.8. Soient K un corps global et G un K-groupe fini résoluble d’exposant n pre-
mier & la caractéristique de K. On suppose qu’il existe une extension finie galoisienne K'/K
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déployant G telle que (m(K'),n) = 1. Soit L/ K’ une extension cyclotomique contenant (. Soit
S un ensemble fini de places de K contenant les places archimédiennes et les places v ramifiées
pour K'/K. Soit enfin P l’ensemble des places de K totalement décomposées pour l’extension
L/K ne divisant pas n et n’appartenant pas a S.

Alors, pour tout élément (By)ves de [1g H'(Ky, G), il existe une classe « € H'(K, G) telle
que, si l’on note a,, I'image de o dans H'(K,,G), on a
(i) pour toute place v € S, o, = By ;
(ii) pour toute place v € S, au, est cyclique et, si o, est ramifiée, alors elle est totalement
ramifiée et v € P.
En particulier, si V = G\G' pour un K-plongement G — G’ avec G' un K-groupe semi-simple
simplement connexe, alors V' vérifie l’approximation faible.

Avant de démontrer le résultat, on montre que, dés que I'approximation faible (ou encore
“mieux que faible”) est vérifiée, on a un certain contrdle sur les cocycles relevant les classes
locales. Ce fait, exprimé dans le lemme suivant, est d’'une importance capitale dans la démons-
tration.

Lemme 4.9. Soit G un K-groupe fini d’exposant n premier & la caractéristique de K déployé
par une extension galoisienne K'/K. Soient £1,..., L, des nombres premiers différents de la
caractéristique de K. On suppose que (p, & K' pour tout 1 < i < r. Supposons enfin que G
vérifie l'approximation “mieux que faible” par rapport a un ensemble P C Qg , c’est-a-dire que,
pour toute donnée (S, (By)ves) comme dans le théoréme 4.8, on peut trouver a € H'(K,,G)
vérifiant les propriétés (i) et (ii).

Alors pour toute telle donnée (S, (By)ves), il existe une extension galoisienne K" /K véri-
fiant

(*) K" contient K' et ne contient pas Cp, pour tout 1 <i <r;
et une classe o € HY (K" /K, G) vérifiant les propriétés (i) et (ii).

Démonstration. Soit v; une place de K n’appartenant pas a S totalement décomposée en K’,
mais qui reste inerte pour lextension K'((y,)/K’, extension qui est par ailleurs galoisienne
sur K. En d’autres termes, le groupe I' K'(¢,,)/K est une extension d’un groupe cyclique par
le groupe I'gr /i et on demande alors que le groupe de décomposition de v; corresponde a ce
sous-groupe cyclique distingué de I' K'(C,)/ K- Une telle place existe en dehors de S d’aprés le

théoréme de Cebotarev.

1l suffit alors de considérer un élément o € H'(K, G) vérifiant les propriétés (i) et (ii) et tel
qu’en plus pour ses localisés «,, € HI(KUZ., G) on ait a,, = 0 pour 1 < i < r, c’est-a-dire qu'on
rajoute les v; & I'ensemble fini S, on pose 3,, = 0 et on applique I'approximation “mieux que
faible” pour I’ensemble S’ réunion de S et des v;. En effet, de cela on déduit que, si ’on note o’
la restriction de a & H'(K’, G), alors elle est représentée par un morphisme a’ (car K’ déploie
G) qui s’annule en le groupe de décomposition de w; pour toute place w; de K’ au-dessus
de v;, car o, = 0 entraine a;, = 0. Or, puisque v; est totalement décomposée en K'/K, on
al'k, CTgr et Ky, = Ky, et les groupes de décomposition des différents w; s'identifient
aux sous-groupes oI’ K%_U*1 pour 0 € I'gr /. Ainsi, on voit que a’ s’annule en o' K%_U*1 pour
(NS FK’/K

D’autre part, si 'on note A’ le noyau de a’, on sait qu’il est distingué dans I'g/, mais pas
forcément dans I'g. Soit alors A” Dintersection des 0 A’c~! pour o € ['gr/i- Clest un sous-
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groupe distingué de 'k et définit alors une extension finie galoisienne K” /K. Or, puisque tous
les conjugués de ', C I' sont dans A’ on voit qu’ils sont aussi contenus dans A” = T'gr.
Ainsi, on voit que v; est totalement décomposée pour lextension K” /K, d’ou I'on déduit que
¢, & K". De plus, il est évident que a provient de H'(K” /K, G), car si I’on choisit un cocycle
a : 'y — G(K) le représentant, on voit que a’ n’est rien d’autre que la restriction de a &
'k C 'k a conjugaison prés et il s’annule alors en I'gr C A/,

Enfin, il faut remarquer que, si la propriété (ii) n’est vérifiée a priori que pour les places
v & S et non pas pour les places v € S, il est clair que pour les places v € S’ \ S (i.e. pour les
v;) on a bien que a, est non ramifié (et donc cyclique) car il est trivial par définition.

Remarque.

Vue la démonstration de ce lemme, on voit qu’on a un résultat totalement analogue pour un
groupe G vérifiant ’approximation faible, ou encore I'approximation trés faible, i.e. I’approxi-
mation pour tout ensemble fini S de places de K en dehors d’un ensemble fini Sy fixé auparavant
et dépendant de G. C’est-a-dire, par exemple, que si G est un groupe fini d’exposant premier a
la caractéristique de K vérifiant I’approximation faible et déployé par une extension galoisienne
K'/K telle que (;, ¢ K’ pour des nombres premiers {1, ..., ¢, donnés, alors pour tout ensemble
fini S de places de K on peut relever une famille d’éléments (3,)yes dans [[¢ H!(K,, G) en un
élément o € HY(K” /K, G) avec K" contenant K’ et ne contenant pas les (y, pour 1 <i < r.

Démonstration du théoréme 4.8. On démontre ’énoncé par récurrence sur le cardinal de G, et
on fait cela en trois étapes.

Etape 1 : Etablissement de la récurrence Pour i > 0, notons D" (G) := [D(G), D'(G)]
le (i+1)-éme dérivé de D°(G) := G. Ce sont des sous-groupes caractéristiques de G et, puisque
G est résoluble, on sait qu'il existe j € N tel que D’(G) # {1} et DI*Y(G) = {1}, d’ot1 'on
déduit que D’(G) est abélien et caractéristique dans G. Soit alors A la partie de /-torsion de
DJ(G) pour un ¢ donné divisant le cardinal de D7(G) (et donc de G). C’est aussi un sous-
groupe caractéristique de G, car il est caractéristique dans D7(G). Le sous-groupe A est alors
un I'g-module de ¢-torsion non trivial, ce qui nous permet de regarder H = G/A comme un
I'k-groupe de cardinal strictement plus petit que celui de G.

Pour ces données, on a le diagramme commutatif & lignes exactes suivant.

HY(K,A) HYK,G) HY(K,H) (4.3.1)

l | i

T 7' x4 _ [ #' %G [] B' (K, H).

VEQ K vEQ K veEQK

Dans le cas ou G serait lui-méme un I'g-module de ¢-torsion (cas ou 'on aurait par conséquent
A = @), il se peut que G soit simple ou qu’il ne le soit pas. Dans le premier cas, le résultat
se raméne au théoréme 4.3. En effet, il suffit de remarquer que, pour v € P et G de f-torsion,
une classe o, € H'(K,,G) cyclique et ramifiée est forcément déployée par une extension
totalement ramifiée, car elle correspond & un morphisme (on rappelle que pour v € P le groupe
G est constant en tant que I'k, -groupe) dont I'image est isomorphe a Z/¢Z et elle est alors
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déployée par une extension de degré £, laquelle est totalement ramifiée dés qu’elle est ramifiée

Dans le deuxiéme cas, on (re)définit A comme n’importe quel sous-module propre non
trivial de G, ce qui assure que A sera toujours un sous-I"g-module de cardinal strictement plus
petit que celui de G et on peut alors supposer que l'on a le diagramme (4.3.1) et que tant A
que H vérifient I’énoncé pour la méme extension L/K, ainsi que pour toute autre extension
vérifiant les mémes hypothéses.

Etape 2 : Construction d’un élément global dans H!(K,G) Considérons alors
(Bv)ves € [lg HY(K,,G). Soit (7,)yes 'image de cet élément dans IIs HY(K,, H). On peut
le relever en un élément v € H'(K, H) vérifiant la deuxiéme propriété de 1’énoncé. De plus, le
lemme 4.9 nous dit que I'on peut supposer que + provient de H'(K"”/K, H) pour une certaine
extension galoisienne K” /K contenant K’ et ne contenant pas ¢y pour tout ¢ divisant n. On
obtient alors des localisations v, € H'(K,, H) pour toutes les places v € S.

Suivant Serre (cf. [Ser94, 1.5.6]), pour un cocycle ¢ représentant 7, on peut associer a v une
classe 6(y) € H?(K, A), oul A est le tordu de A par le cocycle c, i.e. un module égal & A en
tant que groupe mais avec ’action tordue

ol ¢, € H agit sur A par conjugaison. De plus, toujours d’aprés [Ser94, 1.5.6], on sait que 7y
se reléve en un élément de H'(K, Q) si et seulement si () = 0. Or, cette construction étant
compatible avec la localisation, on a des classes §(v,) € H?(K,, .A) qui correspondent a §(7),
pour toute place v de K. Ces classes se trouvent étre triviales. En effet :

Pour v € S, v, provient de 3, € H'(K,,G), d’ott §(7,) = 0 d’aprés ce que l'on vient de
dire.

Pour v € S, si v, € H'(K™/K,, H), alors son image dans H?(K,, . A) est en fait dans
H?(K™/K,, . A) et ce groupe est trivial car la dimension cohomologique de Gal(K™/K,) = 7Z
est 1. On voit alors par ailleurs que I’on peut relever 7, en un élément 3, € HY (K™ /K,,G).

Sinon, on sait que «,, est totalement ramifiée et cyclique et que v € P, donc K, déploie G et
contient ¢, (car 'y, C I'p). Le lemme 4.7 nous dit alors qu’il existe une classe 3, € H'(K,, Q)
totalement ramifiée et cyclique relevant 7, et donc en particulier on a §(y,) = 0.

En résumant, pour toute place v de K, 7, se reléve en un élément 3, € H'(K,,G) et donc
d(v») = 0. De plus, pour toute place v € S telle que 3, est ramifié, on a v € P et la classe 3,
est totalement ramifiée et cyclique. Or, puisque A est déployé par K’ et que ¢ est un cocycle
que l'on peut supposer défini sur K” /K, on sait que le K-groupe A est déployé par I’extension
K" /K, laquelle ne contient pas (y pour tout ¢ divisant n. Le corollaire 4.6 nous dit alors que
I%(K, .A) = 0, donc §(v) = 0 et alors v provient d’un élément Gy € H'(K,G).

Etape 3 : Correction de I’élément global Puisque [y s’envoie sur ~, on sait que pour
toute place v on a que fy, et (B, ont la méme image dans H Y(K,, H). Fixons alors un cocycle
bo représentant 3y et tordons le diagramme (4.3.1) par bg. Pour un élément £ dans un ensemble
de cohomologie donné du diagramme (4.3.1), on note , £ son image aprés torsion par by. On
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a alors que, pour toute place v de K, , v, est trivial, d’ou l'on déduit que b3y Provient d’'un
¢lément o, € H' (K, A).

On remarque que, quitte a changer by par un cocycle cohomologue, on peut supposer qu’il
reléve le cocycle ¢ € ZY (K" /K, H) représentant . Ceci ne veut pas dire que l'on a by €
ZYK"/K,G), mais au moins on sait que la restriction de by & T'» C 'k correspond a un
morphisme (car K” déploie G) a valeurs dans le ¢-groupe A. Ceci nous dit que, si 'on note
K" /K Vextension galoisienne minimale déployant by (i.e. celle correspondant au sous-groupe
de 'k dont 'image par by est 1), on a que le degré de K"/K" est une puissance de ¢ car le
groupe I'gm /e est alors isomorphe a un sous-groupe de A. On en déduit que K "’ ne contient
pas ( car le degré de K"(¢p)/K" divise £ —1 et ¢, ¢ K". Il est par ailleurs évident que , A est
un I'g-module déployé par K.

Soit alors S’ la réunion de S avec I’ensemble des places v telles que (y, est ramifié et les

places ramifiées pour l'extension K"'/K. L’hypothése de récurrence appliquée au K-groupe
p,A déployé par K" nous dit alors que, si I'on note P’ C P l'ensemble des places dans P

totalement décomposées pour Uextension L' := LK"' /K et n’appartenant pas a S’; il existe
une classe a; € H'(K,, A) telle que

— pour toute place v € S, on a oy, =

— pour toute place v & S, a1, est cyclique et, si oy, est ramifiée, alors elle est totalement

ramifiée et v € P'.

On remarque maintenant que, pour les places v € P’, le cocycle by ,, est trivial. En effet, puisque
les places v € P’ sont totalement décomposées pour 'extension K" /K, on a I';, C T'gm et by
s’annule en "7, On en déduit alors que , G et G sont isomorphes en tant que I'k,-groupes
et que la bijection donné par la torsion par by se réduit a I'identité sur H'(K,,G), et il en va
de méme donc pour , A et A.

Notons 31 I'image de a1 dans H'(K, b, G)- 1l suffit alors pour conclure de définir I’élément
a € H'(K,G) comme la préimage de 5 par la bijection donnée par la torsion par by (i.e.
b = B1). Cet élément vérifie :

— pour toute place v € S’, on a que o, = 3, car b Oy = P10 est Iimage de oy, = al €
H'(Ky,y,A) et o, s’envoie en y, 8, € H' (K, G);

— pour toute place v € S'"UP’ on a que o, € H' (K™ /K, G) : en effet, il suffit de remarquer
que l'on a y o, = B € HY(K}"/K,, G) car il provient de o1, € H' (K}'/K,, A), et
que l'on a tordu par un cocycle représentant la classe (o, € H' (KX /K,G) (on rappelle
que S’ contient par définition les places ot 3y ramifie et que la torsion est compatible
avec les morphismes d’inflation) ;

— pour toute place v € P’, «, correspond a l'image de oy, € Hl(Kv,boA) = HY(K,, A)
car la torsion est réduite & l'identité pour ces places;

d’ott 'on voit que I’élément « convient, car on a alors

— pour toute place v € 9, elle est contenue dans S’ et alors a, = (3,.

— pour toute place v € S, si a, ramifie, alors elle est dans S’ U P’, donc soit on a v € 5,
auquel cas on a aussi «, = (3, et alors on a bien v € P et que « est totalement ramifiée
et cyclique d’aprés la construction des 3, ; soit on a v € P’ C P et alors «, correspond
a I'image de la classe o 4, laquelle est bien totalement ramifiée et cyclique.
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4.4 Principe de Hasse pour des stabilisateurs résolubles

Dans cette section on a besoin de la notion de K-lien, ou plutét de I'g-lien. On rappelle
alors ici sa définition et quelques propriétés.

Soient G un groupe abstrait et I' un groupe profini. On note Aut (G) (resp. Int (G)) le
groupe des automorphismes de G (resp. des automorphismes intérieurs). On sait que Int (G)
est distingué dans Aut (G). On note Out (G) := Aut (G)/Int (G) et 7 : Aut (G) — Out (G) la
projection canonique. On munit ces trois groupes de la topologie discréte.

Définition 4.10. Un I'-lien sur G est un homomorphisme « : I' — Out (G) tel qu’il existe une
application continue ¢ : I' — Aut (G) relevant &, i.e. tel que kK = m o ¢.

S’il existe un tel ¢ qui soit en plus un homomorphisme de groupes (ou en d’autres termes,
si G est un I'-groupe via ¢), le I'-lien x est dit trivial.

Remarque.

Lorsque G est fini, tout homomorphisme continu & : I' — Out (G) admet clairement une telle
application ¢ le relevant, d’ott 'on voit que la donnée d’un I'-lien sur G correspond a la donnée
du morphisme k.

Pour un I'-lien L = (G, k), on peut construire via des cocycles (cf. [Spr66, 1.14|) un ensemble
de 2-cohomologie H?(T', L). Cet ensemble classifie les extensions de groupes

1-G—FE—-T->1,

telles que 'action extérieure de I' sur G induite par conjugaison dans E correspond au mor-
phisme £ : I' — Out (G) (cf. [Spr66, 1.15]). Dans cet ensemble, on distingue un sous-ensemble,
noté N2(I', L) et dit des classes neutres, formé des classes correspondant & des extensions scin-
dées. On voit immédiatement que ces classes induisent (au moins) une structure de I'-groupe
sur G tout simplement par conjugaison dans F via un scindage de la suite.

Soit maintenant X un K-espace homogéne sous un groupe G’ semi-simple simplement
connexe, soit z € X(K) et soit G le stabilisateur de x, que 'on suppose fini et résoluble
d’exposant n premier & la caractéristique de K. Suivant Springer [Spr66, 1.20]|, on peut
associer a (X,z) une structure de Ig-lien L = (G(K),x) sur G(K), ainsi qu'une classe
n(X) € H*(K, L) := H*(T'k, L). Toujours d’aprés Springer [Spr66, 1.20, 1.27] (cf. aussi [Brv93,
§7.7]), on sait que la classe n(X) € H?(K, L) est neutre si et seulement s’il existe un espace
principal homogéne P sous G’ qui est au-dessus de X, i.e. qui est muni d’'un K-morphisme
d’espaces homogénes P — X.

Proposition 4.11. Soit X comme ci-dessus et supposons que X (K) # 0. Alors n(X) €
N2(K,L).

Démonstration. Soit x € X(K) et soit P := G’ I'espace principal homogene trivial sous G’,
i.e. Paction de G’ sur P étant la multiplication & droite. On définit un K-morphisme P — X
en envoyant g € P = G’ dans x - g € X. Il est clair que ce morphisme est équivariant avec la
K-action de G’ sur P. Le morphisme ainsi défini est alors un morphisme d’espaces homogénes,
ce qui nous dit que n(X) € N?(K, L) d’aprés ce qui a été dit ci-dessus.
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Si I’on note Z le centre de G, on voit clairement que 1’on a un morphisme canoniquement
induit Aut (G(K)) — Aut(Z(K)) qui passe au quotient en un morphisme Out (G(K)) —
Aut (Z(K)). Le morphisme & induit alors par composition une structure de T'x-module sur
Z(K), i.e. une K-forme Z de Z puisqu'’il s’agit d’un groupe fini (cf. aussi [Spr66, 1.16]). On
peut montrer facilement que 'ensemble H?(K, L), dés qu'il est non vide, admet une structure
d’espace principal homogéne sous le groupe H%(K,Z) (cf. [Spr66, 1.17]). De méme, on peut
montrer que, dés que le sous-ensemble N2(K, L) est non vide, donc dés que le groupe G(K)
admet une structure de I'g-groupe, ou encore, dés que G admet une K-forme G, le sous-
ensemble N2(K, L) peut étre décrit par cette action de la facon suivante :

Proposition 4.12. Soient G, k, L, Z et Z comme ci-dessus. Soient n € N?(K,L), a €
H?(K,L) et £ € HX(K, Z) le seul élément tel que o = & - 0. Soit enfin G une K-forme de G
induite par 1. Alors a € N?(K,L) si et seulement si & appartient & limage de ’application
HY(K,G/Z) LN H?(K, Z) induite par la suite ezacte

1-2—-G—-G/Z— 1.

On remarquera que la K-forme Z de Z est bien un K-sous-groupe de la K-forme G de G.
Cela se déduit en effet immédiatement de la fagon dont on a obtenu ces K-formes.

Démonstration. C’est la proposition 2.3 de [Brv93|, a cela prés que Borovoi se place sur un
corps K de caractéristique 0, mais sa démonstration marche en fait sans aucun changement en
caractéristique p pour des groupes finis d’ordre premier a p.

Remarque.

On notera que la notion de K-lien, un peu plus technique que celle de I'k-lien et définie via
le groupe de morphismes semi-algébriques SAut (G) de G, n’est pas nécessaire dans notre cas
car on a affaire & des groupes finis d’ordre premier a la caractéristique. En effet, un tel K-
groupe fini G admet toujours une K-forme canonique (& savoir, celle de K-groupe constant)

et cette forme nous dit que le groupe SAut (G) est dans ce cas isomorphe au produit direct

Aut (G(K)) x 'k et il en va de méme pour les automorphismes extérieurs. On a alors une
équivalence entre K-liens sur G et I'k-liens sur G(K).

Tous ces rappels étant faits, on peut passer au résultat principal de cette section, qui est le
suivant.

Théoréme 4.13. Soit X un espace homogéne sur G a stabilisateur géométrique G fini résoluble
d’exposant n comme ci-dessus. Soit K'/K ['extension correspondant au noyau du morphisme
k: T — Out (G(K)) correspondant a (X,z). On suppose que (m(K'),n) =1, ou m(K') est
le cardinal de u(K'). Alors, si X(K,) # 0 pour toute place v € Q, la variété X admet un
K-point, i.e. X(K) # 0.

Remarque.

Si le lien L (et par conséquent le morphisme k) dépend a priori du choix du K-point z,
I’extension K’ en est en fait totalement indépendante. Cela peut se voir facilement & partir de
la construction de x dans [Spr66, 1.20].

La démonstration de ce “principe de Hasse” utilise de fagon cruciale le théoréme 4.8.

Démonstration. On montrera d’abord la neutralité de n(X), ce qu’on fera en trois étapes.
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Etape 1 : Existence d’une classe neutre dans H?(K, L) Sil’on suppose que X (K,) # ()
pour toute place v de K, la proposition 4.11 nous dit que 9(X,) = n(X), € H?(K,, L) est
neutre pour toute place v de K, ou X, = X xg K,,.

On rappelle maintenant que l'on a la suite exacte

1 — Int (G(K)) — Aut (G(R)) L Out (G(K)) — 1,

et que la neutralité de n(X,) correspond a l'existence d’un morphisme f, : ', — Aut (G(K))

relevant k, : 'k, — Out (G(K)), ol K, est bien entendu la restriction évidente de x : I'x —
Out (G(K)). Les hypothéses faites sur K’ et le fait que Int (G(K)) soit un groupe résoluble
(en effet, il est isomorphe & G(K)/Z(K)) nous permettent d’utiliser un théoréme de Neukirch,
a savoir le “Main Theorem” de [Neu79|, lequel est valable aussi en caractéristique positive,
cf. [NSW08, 9.5.5].1 Ce théoréme assure I'existence d'un morphisme fo : T'x — Aut (G(K))
relevant x et induisant f,, pour un sous-ensemble fini S C Qg que 'on peut prendre & discrétion.

Ce morphisme correspond & une classe neutre ng de H2(K, L) et définit une K-forme Gg de G.

Etape 2 : Choix d’une “bonne” classe neutre dans H?(K,L) Il s’agit maintenant de
faire un bon choix de I’ensemble S et des relévements f, de x, pour les places v € S pour
avoir un certain controle sur la K-forme Gy, de fagon que l'on puisse appliquer par la suite le
théoréme principal d’approximation faible (théoréme 4.8). La démarche est la méme que dans
le lemme 4.9 : considérons, pour chaque nombre premier ¢; divisant n, une place v; totalement
décomposée pour l'extension K'/K et inerte pour lextension L, = K'({;,)/K’. On voit alors
que Ky, correspond au morphisme trivial car I' K,, C Tk et alors on peut supposer que f,, est
aussi trivial. On définit .S comme I’ensemble des places v; que 'on vient de considérer.

Considérons alors le morphisme fy : I'jx — Aut (G(K)) donné par le théoréme de Neukirch
pour ce choix particulier de S et des morphismes f, pour v € S et notons K”/K 'extension
galoisienne correspondant au noyau de fp. On voit donc que (s, ¢ K” pour tout i. En effet,
de méme que dans le lemme 4.9, on voit que si K" contenait (;,, alors on aurait L, C K", ou
encore I'n C I'py, d’ott I'on aurait I'g,, ¢ Dgn car T’ Ko, ¢ 'y, par hypothése. De cela on voit
enfin que la restriction fv; de fo ne serait pas triviale, contredisant nos hypothéses.

Le morphisme fy que 'on vient de construire correspond alors a une classe neutre 7y de
H?(K, L) et définit une K-forme Gy de G déployée par une extension K”/K ne contenant pas
(¢ pour tout nombre premier ¢ divisant n.

Etape 3 : Application du théoréme principal En rappelant alors que H?(K, L) admet
une structure d’espace principal homogéne sous le groupe H2(K, Z) (cf. le début de la section),
on voit qu’il existe une classe ¢ € H?(K, Z) telle que & - g = n(X). La proposition 4.12 nous
dit que la neutralité de n(X) est équivalente au fait que ¢ provienne de H'(K,Go/Z). 1l s’agit
alors de trouver une pré-image de £ dans cet ensemble.

On sait que pour presque toute place v de K (i.e. sauf pour un nombre fini) on a &, €
H?(K™/K,,Z) = 0. Soit alors Sy la réunion des places archimédiennes, des places ramifiées

1. Pour étre plus précis, on utilise ce théoréme pour la suite exacte
1 —Int (G(K)) — E — Im(x) — 1,
ot E désigne la préimage de Im(k) par 7 : Aut (G(K)) — Out (G(K)).
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pour l'extension K”/K et de 'ensemble fini des places de K telles que &, # 0. Pour ces places
on sait, toujours d’aprés la proposition 4.12, que &, provient d'un élément 1, € H' (K, Go/Z)
car les n(X,) sont tous neutres.

Le théoréme 4.8 nous dit alors que, si 'on note P I’ensemble des places totalement décom-
posées pour lextension L” = K"((,)/K, ne divisant pas n et n’appartenant pas a Sp, il existe
alors une classe a € HY(K, Go/Z) telle que

— pour toute place v € Sy, @y = Uy ;

— pour toute place v & Sp, o, est cyclique et, si a, est ramifiée, alors elle est totalement

ramifiée et v € P.
On veut montrer que « reléve £, ce qui donnera par suite que 7(X) est une classe neutre. Pour
ce faire, on donne le méme argument que dans ’étape 2 de la preuve du théoréme 4.8 : soit
v & Sp, on a alors la suite exacte

HY(K,,Gy) — H(K,,Gv/Z) — H*(K,, Z).

Si av, est non ramifié, on sait que son image dans H?(K,, Z) est triviale car H*(K™/K,, Z) = 0.
Sinon, on sait que v € P, donc en particulier que (, € K, et que Gg est un K,-groupe constant,
et que a est cyclique et totalement ramifiée. Le lemme 4.7 nous dit alors qu’il existe une classe
By € HY(K,,Gg) relevant ay,, ce qui nous dit que I'image de , dans H?(K,, Z) est nulle.

En résumant, on voit que pour toute place v & Sy, on a que «,, provient d’un élément dans
H(K,,Gp) et alors que son image dans H?(K,, Z) est triviale, d’oit 'on voit que I'image de
a, dans H?(K,, Z) est égale a &, pour toute place v € Q. Enfin, il est facile de voir que Z est
un K-groupe déployé par K'/K, ce qui nous dit qu’il vérifie les hypothéses du corollaire 4.6 et
on a alors que III%(K, Z) = 0, donc « est bien un relévement de &.

Fin de la démonstration La proposition 4.12 nous permet alors de conclure que n(X) est
neutre, prouvant finalement 'existence d’un espace principal homogéne P sous G’ au-dessus de
X. Dans le cas de caractéristique positive, la nullité de H'(K,G’) (cf. [Hrd75]) nous dit alors
que X admet un K-point tout simplement en poussant le K-point de P = G’ correspondant
a I’élément neutre. Dans le cas de caractéristique 0 il faut remarquer sinon que, puisque n
est premier & m(K'), il est notamment impair. Il est facile alors de voir par un argument de
dévissage que, pour toute place archimédienne v de K, 'ensemble H'(K,, Gy) est trivial, d’out
I’application

HY(K,Go) - [[ H'(K0v Go),
€N o

est trivialement surjective, et il en est de méme pour toute K-forme de G. Ainsi, il suffit de
suivre la démonstration de [Brv93, Lem. 7.10] en utilisant la surjectivité de Papplication ci-
dessus et le principe de Hasse pour le H' des groupes semi-simples simplement connexes cité
dans l'introduction pour démontrer de la méme facon 'existence d’'un K-point sur X, ce qui

conclut.
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