N
N

N

HAL

open science

Vitesse de mélange et théoréemes limites pour les
systéemes dynamiques aléatoires et non-autonomes

Romain Aimino

» To cite this version:

Romain Aimino. Vitesse de mélange et théorémes limites pour les systemes dynamiques aléatoires et
non-autonomes. Mathématiques générales [math.GM]. Université de Toulon, 2014. Francais. NNT:

2014TOULO0005 . tel-01090409

HAL Id: tel-01090409
https://theses.hal.science/tel-01090409
Submitted on 3 Dec 2014

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-01090409
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE m” Zf
DE TOULON ) AR Az

THESE DE DOCTORAT DE
PUNIVERSITE DE TOULON

Spécialité
Mathématiques

Ecole doctorale Mer et Sciences 548

Présentée par

Romain AIMINO

Pour obtenir le grade de

DOCTEUR en MATHEMATIQUES

Sujet de la these :

Vitesse de mélange et théorémes limites pour les
systemes dynamiques aléatoires et non-autonomes

soutenue le 23 Octobre 2014

devant le jury composé de :

. Sandro VAIENTI Directeur de these
. Sébastien GOUEZEL  Rapporteur
Mark PoLricoTT Rapporteur

. Carlangelo LIVERANT Examinateur
. Claude-Alain PILLET Examinateur
. Benoit SAussoL Examinateur
. Dalibor VOLNY Examinateur

SEEEEEE






Remerciements

Je tiens tout d’abord a remercier Sandro Vaienti pour avoir dirigé cette these. Gréace a
sa passion débordante pour les sciences et les mathématiques en général, et les systemes
dynamiques en particulier, ainsi que son intérét et enthousiasme portés a mes recherches,
il m’a permis d’aimer et d’apprécier & mon tour ce sujet passionnant. L’idée que partager
son bureau avec son directeur de these puisse étre une expérience agréable pourra sembler
surprenante a de nombreux étudiants, mais cela a pourtant été le cas, et je lui suis recon-
naissant d’avoir rendu ces trois années aussi appréciables, par sa bienveillance et ses qualités
humaines.

Je remercie le Conseil Régional Provence-Alpes-Cote d’Azur pour avoir financé cette these.

Mes remerciements vont a Sébastien Gouézel et Mark Pollicott pour voir accepté la lourde
et ingrate tache de relire et de rapporter ma these, dans un intervalle de temps relativement
étroit, ainsi que pour leurs nombreuses remarques constructives qui m’ont permis d’améliorer
cette these. Je remercie également Carlangelo Liverani, Claude-Alain Pillet, Benoit Saussol
et Dalibor Volny de me faire ’honneur d’assister & ma soutenance en tant que membres du
jury.

J’adresse mes sinceres remerciements a mes différents coauteurs : Huyi Hu, Matthew
Nicol, Jérome Rousseau, Michael Todd, Andrew Térok et Sandro Vaienti, sans qui mes pro-
gres auraient été tout autre. Collaborer avec eux aura été extrémement enrichissant, et j’ai
beaucoup appris a leurs cotés.

Pour les multiples discussions a caractere mathématique que j’ai pu tenir avec eux, je
remercie José Alves, Wael Bahsoun, Jean-René Chazottes, Pierre Collet, Jean-Pierre Conze,
Bastien Fernandez, Jorge Freitas, Stefano Galatolo, Michele Gianfelice, [an Melbourne, Glenn
Merlet, Mikko Stenlund, Damien Thomine, Hongkun Zhang et tout particulierement Carlan-
gelo Liverani pour avoir débloqué de nombreuses situations par ses conseils avisés.

Je remercie le personnel enseignant du département de mathématiques a 'USTV pour
I’attention portée a mon égard, et particulierement Philippe Briet pour ses nombreux conseils
et pour m’avoir aiguillé en master vers les systemes dynamiques et mon directeur de these.
Je suis également reconnaissant au personnel administratif et informatique du Centre de
Physique Théorique pour leur sympathie, leur compétence et leur disponibilité. J'adresse
mes remerciements aux doctorants du Centre de Physique Théorique, du département de
mathématiques de ’'USTYV et de 'IML pour leur bonne humeur et les différents bons moments



passés ensemble.

Je remercie chaleureusement ma famille et mes amis, qui sauront se reconnaitre, pour
leur soutien sans faille. J’ai une pensée émue pour mes grands parents, Andréa et Yvon, qui
nous ont quitté durant I’élaboration de cette these. Mes derniers remerciements, et non les
moindres, vont & ma maman pour tout ce qu’elle a fait pour moi, durant mais aussi avant
cette these.



Table des matiéres

(Introductionl

7

(1 Théoremes limites pour les systemes aléatoires| 17
[1.1 ~Systemes dynamiques aléatoires : cadre de travail et exemples . . . . . . .. 17
(L1.1  Cadre abstraitl. . . . . . .. ... . o o 17

[1.1.2  Applications dilatantes, lisses par morceaux, en dimension 1| . . . . . 22

[1.1.3  Applications dilatantes et lisses par morceaux en dimension supérieure| 25

[1.1.4 Applications dilatantes et affines par morceaux| . . ... ... .. .. 27

(1.2 Theoremes limites par la méthode spectralel . . . . . . . .. ... ... ... 28
[L.2.1 Décroissance des corrélationd. . . . . . .. . ... ... 28

[1.2.2 "T'héoreme de la limite centrale avec vitesse de convergence] . . . . . . 29

[1.2.3  Principe des grandes déviations| . . . . . . . . . . ... ... ... .. 36

(1.2.4  Theoreme de la limite localel . . . . . . ... ... .. ... ... ... 39

[1.2.5 Principe d'invariance presque sure|. . . . . . . . . . . ... ... ... 41

(1.3 Le theoreme de la [imite centrale par la methode des martingales|. . . . . . . 43
(1.4 Lemmes dynamiques de Borel-Cantellif . . . . . ... ... ... ... .... 46
1.4.1 Convergence presque SUT€| . . . . . . . o v v v v v v v vt 46

onsl ... .. 47

[1.4.3  Application au probleme des cibles rétrécissantes| . . . . . . . . . .. 49

[1.5 Version quenched du théoreme de la limite centrale] . . . . . . . . . ... .. 51
(1.5.1 Un resultat géneérall . . . . . .. .. ... ... ... ... 51

[1.5.2 Le cas ou la mesure u est préservée par toutes les applications 1,| . . 53

[1.5.3 Le cas ou la mesure i n’est pas necessairement préservée par les appli- |

| cations To| . . . . . 57
[1.6 Remarques et questions ouvertes|. . . . . . . . . .. ... ..., 63

2 Théoremes limites pour les systemes non-autonomes 65
[2.1 Systemes dynamiques non-autonomes| . . . . . . . . . .. ... L. 65
[2.1.1  Quelques genéralites] . . . . . ... ... ... L. 65

2.1.2  Un cadre fonctionnel abstraitl . . . . . ... ... ... ... ... .. 67

[2.1.3  Perte de mémoire exponentielle, . . . . . . ... ... ... ... 68




[2.1.4 Application aux systemes unidimensionnels{. . . . . . . . . .. .. .. 69

215 Théorémes imitesl. . . . . . . . . . . . ... 70

[2.1.6  La condition (Min)| . . . . ... .. ... ... 71

[2.2  Applications de l'intervalle avec un point fixe neutrel. . . . . . . . . . . . .. 73
[2.2.1 Le modele et le résultat principall . . . . . ... ... ... 73

222 Un coneinvariantl . . . . . . . . ... 73

[2.2.3  Une perturbation aleatoire et son noyau associé, . . . . ... ... .. 75

2.2.4 Distorsion : demonstration du lemme 228 . . . . .. .. ... .. .. 78

[2.3  Remarques et questions ouvertes|{. . . . . . . . .. ... ... ... 85

[3 Inégalités de concentration| 87
[3.1 Inegalites de concentration : définition| . . . . . . . . . ... ... ... ... 87
[3.2 Inégalités de concentration pour les systemes dynamiques non-autonomes| . . 92
[3.2.1 Le résultat et sa démonstrationl . . . . .. ... . ... ... ... .. 92

[3.2.2  Applications| . . . . . . ..o 99

[3.3 Inégalites de concentration pour les systemes dynamiques aleatoires| . . . . . 106
[3.3.1 Te résultat et sa démonstration| . . . . .. .. ... ... ... ... 106

[3.3.2  Applications| . . . . . . ..o 111

[3.4 Remarques et questions ouvertes|. . . . . . . . . . .. ... ... 112

4 Lemmes de Borel-Cantelli 'induction de Rauzy| 114
[4.1 L’induction de Rauzy-Veech-Zorich| . . . . . . .. .. ... ... ... .... 114
4.1.1 Echanges d’intervalle| . . . . . . . . .. ... 114

[4.1.2  Induction de Rauzy-Veech et classes de Rauzy| . . . . . ... ... .. 115

[4.1.3  Induction de Zorichl . . . . . . . . ... 117

414 Une nouvelle inductionl . . . . . . . .. .. ... oL 118

[4.1.5  L’opérateur de transfert de /5| . . . . . . . ... ... 119

[4.2  Lemmes dynamiques de Borel-Cantellif . . . . ... .. ... ... ... ... 121
[4.2.1  Lemmes dynamiques de Borel-Cantelli pour /5. . . . . .. .. .. .. 122

[4.2.2  Lemmes dynamiques de Borel-Cantelli pour /4. . . . . ... ... .. 122

[4.2.3 Lemmes de Borel-Cantelli pour des suites de fonctions quelconques |

| pour Ji| ..o 123
[4.2.4  Appendice : apériodicite et meélange faible] . . . . . . ... 000 128

[4.3  Statistiques de récurrence pour ['induction de Rauzy-Veech-Zorich| . . . . . . 130
4.3.1  Théorie des valeurs extrémes . . . . . . . . . .. . ... ... 130

[4.3.2  Temps d’entree et de retour| . . . . . . . ... ... ... 132

[4.4  Remarques et questions ouvertes|{. . . . . . . . .. ... ... ... ..., 133
[Bibliographie| 135




Introduction

Les propriétés statistiques des systemes dynamiques déterministes autonomes uniformé-
ment dilatants sont de nos jours relativement bien comprises, des plus élémentaires, avec
I'existence d’une mesure de probabilité invariante et absolument continue [99, 26] 129], la
décroissance exponentielle des corrélations et les théoremes limites [66, 79, 127], jusqu’au
plus raffinées; avec les lemmes dynamiques de Borel-Cantelli [41, 05], les versions presque
sures des théoremes limites [38] ou les inégalités de concentration [44] [39]. La démonstration
de la plupart de ces résultats s’appuie sur un méme dénominateur commun : I’existence d'un
trou spectral pour I'opérateur de transfert du systéme, sur un espace fonctionnel convenable-
ment choisi. Les livres de Boyarsky et Gora [27], de Baladi [19] et de Hennion et Hervé [76]
présentent une élégante synthese de cette approche, ainsi que de nombreuses perspectives
historiques. Néanmoins, la situation est comprise de facon bien moins satisfaisante pour les
systemes dynamiques aléatoires ou non autonomes.

Systéemes dynamiques aléatoires

Un systéme dynamique aléatoire peut étre vu comme une composition aléatoire d’appli-
cations agissant sur un méme espace X, ou les applications sont choisies selon un processus
stationnaire. Lorsque ce processus consiste en une suite indépendante et identiquement distri-
buée d’applications, on obtient une chaine de Markov d’espace d’états X. Plus précisément,
si (2, P) est un espace probabilisé, et T, : X — X, w € Q, est une famille d’applications telle
que (w,z) — T,z est mesurable, on peut définir une chaine de Markov (Z,,) par

{ Zo ~

Zn+1 — Twn+1 (Zn)7

ol (w,,) est une suite iid de variables aléatoires a valeurs dans 2, de loi commune P, et p est
une mesure de probabilité quelconque sur X. Cette derniere sera dite stationnaire si Z,, est
distribuée selon p pour tout n. On s’intéressera aux orbites aléatoires (T, ... T, x), ol x est
choisi aléatoirement suivant la loi u, et les wy sont choisis aléatoirement et indépendamment
suivant la loi P. On notera par la suite 77 = T, ...T,, pour une suite w = (wy,wa, ...). Le
cas d'un processus iid a été étudié de facon intensive dans le livre de Kifer [91], tandis que le
cas général est abordé dans le livre d’Arnold [§].



L’étude des systemes dynamiques aléatoires est nécessaire dans la plupart des applications
physiques concretes, ou il est tres peu vraisemblable qu'une méme application soit itérée au
cours du temps, et ou il est plus réaliste que des applications différentes, mais toutes tres
proches d’une application donnée, soient composées aléatoirement. Ce sujet des perturba-
tions stochastiques est tres bien traité dans le livre de Kifer [92]. Les systémes dynamiques
aléatoires apparaissent aussi naturellement dans ’étude des systémes de particules sur un
réseau, ou sur un seul site, la particule est assujettie a une dynamique déterministe locale,
mais peut sauter d’un site a un autre aléatoirement, voir [97, [139].

Lorsque le systéme est contractant en moyenne, 'opérateur de transition de la chaine de
Markov admet un trou spectral sur un espace de fonctions régulieres, ce qui permet d’en
déduire les théoremes limites, comme c’est par exemple le cas dans [76], [77]. Inversement, si
le systeme est dilatant en moyenne, comme ce sera le cas pour les systemes considérés dans
cette these, 'opérateur de transition est de nature singuliere et il devient nécessaire d’étudier
les propriétés spectrales de son préadjoint, qui peut étre interprété comme la moyenne des
opérateurs de transfert des applications T,.

En suivant cette approche, I'existence d’une mesure stationnaire absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue a d’abord été examinée par Pelikan [122] et Morita [115] pour
des systeme unidimensionnels, et dans la these de Hsieh [81] pour le cas multidimensionnel.
La littérature concernant les théoremes limites est assez vaste. Il doit d’abord étre remarqué
que pour les systemes aléatoires, les théoremes limites se divisent en deux catégories : d'une
part, les résultats de type annealed, ou l’aléa porte a la fois sur le choix de la condition
initiale et le choix des applications itérées, et les résultats de type quenched, ou ’aléa porte
seulement sur le choix de la condition initiale, et qui sont valides pour presque tout choix des
applications itérées.

Les théorémes limites annealed découlent de ’analyse spectrale de 'opérateur de transfert
en moyenne, généralisant ainsi I’approche utilisée pour les systemes déterministes. Dans cette
direction, on peut citer les articles de Baladi [18], Baladi et Young [16], Ishitani [84] ou la these
de Tiimel [139)]. Les résultats de type quenched sont généralement plus difficiles & démontrer.
La décroissance quenched des corrélations a été étudiée grace aux cones de Birkhoff dans
[17, 134, [94], tandis qu'un théoréeme de la limite centrale et une loi du logarithme itéré quenched
sont démontrées par Kifer [93] a 1’aide d’une approximation par des martingales. Ces résultats
concernent des processus stationnaires quelconques, non nécessairement iid, ou l’existence
d’une mesure stationnaire absolument continue n’est plus assurée. Dans le cadre iid, on peut
citer les articles [10] [11] sur les automorphismes aléatoires du tore, ainsi qu'un récent travail
de Stenlund et Sulku [I35], ot une décroissance exponentielle quenched des corrélations et un
principe d’invariance presque sure annealed sont démontrés pour des applications aléatoires
lisses dilatantes du cercle, par la méthode du couplage.

Dans cette these, on établit un cadre fonctionnel abstrait, qui englobe de nombreux sys-
temes aléatoires dilatants en dimension 1 et supérieure, sous lequel les théoremes limites
annealed sont vérifiés. On résume ces résultats dans le théoréme suivant, et on renvoie au
chapitre [If pour les hypotheses exactes sur 'espace de Banach B, la classe d’observables By



ainsi que la signification précises des termes "trou spectral” et "apériodicité". On mentionnera
seulement que ce théoreme s’applique pour des observables a variation bornée, dans le cas
d’une famille finie d’applications dilatantes et C? par morceaux, qui posséde la propriété du
recouvrement aléatoire, c’est-a-dire que tout intervalle non trivial recouvrira ’espace tout
entier avec probabilité non nulle en un temps fini.

Théoréme. Soit {T,},cq un systéme dynamique aléatoire. On suppose que l'opérateur de
transfert en moyenne du systéme, défini par rapport a une mesure de référence m, admet un
trou spectral sur un espace de Banach B C L'(m) qui satisfait d certaines hypothéses. Alors :

1. Mesure stationnaire : il existe une unique mesure de probabilité ju stationnaire et abso-
lument continue par rapport a m, et sa densité appartient a B ;

2. Décroissance des corrélations : il existe 0 < 0 < 1 et C > 0 telles que pour tout f € By,
tout g € L>(m) et tout n >1 :

[ [ F@o(Tsman ™ @) ~ [ fau [ gdu| < 0ol ol

pour une certaine classe d’observables By.

Soit p € By borné et a valeurs réelles. On pose S,(w,r) = S7=8 o(TFx). On a :

3. Théoréme de la limite centrale : il existe 0® > 0, appelée variance asymptotz'que de o,
telle que
Sp—n [xpdu
vn
en loi sous la probabilité PN @ pu, et 0* = 0 si et seulement si @ est un cobord L?
aléatoire, c’est-a-dire si et seulement si il existe 1 € L*(u) tel que ¢ = ¢ — 1 o T,
p-presque partout, pour P-presque tout w € € ;

= N(0,0%),

4. Inégalité de Berry-Esséen : si 0 > 0, il existe C > 0 telle que pour tout n > 1 et tout

t € R,
Sp—n [y pdu C
PeN X <t / 2a2d —_
®“< Jn = a\/_ e vy

5. Principe des grandes déviations : si 02 > 0, alors il existe eg > 0 et une fonction tauz
¢ ] — €, +eo[— [0, +00] strictement convexe, ne s’annulant qu’en 0, telle que pour tout
0 < €< e,

1
lim — log P*N @ p (Sn - n/ pdu > ne) = —c(e);
X

n—oo n,

6. Théoréme de la limite locale : si 0? > 0 et si @ est apériodique, alors pour tout intervalle
I C R borné, on a

lim sup

32
U\/_IP®N®M<S+S —n/ gpduEI)— 6_2n02|]|’:0;

1
V2T



7. Principe d’invariance presque sure : Pour tout \ > %, quitte a élargir ’espace de pro-
babilité, il existe une suite (Y,,) de variables aléatoires iid, suivant la loi N'(0,0?%), telle
que

=o(nt), ps.

n—1
Sn— > Y,
k=0

Ces théoremes limites sont pour la plupart démontrés a ’aide de la méthode perturbative
de Nagaév, telle que détaillée dans [76]. Le principe d’invariance presque sure est un renfor-
cement important du théoréme de la limite centrale, et a de nombreuses conséquences, parmi
lesquelles on peut trouver la loi du logarithme itéré, les versions fonctionnelles et presque sure
du théoreme de la limite centrale, ... On démontrera celui-ci par la méthode spectrale déve-
loppée par Gouézel [64]. Par un argument fondé sur le lemme de Borel-Cantelli, on établira
une borne supérieure quenched pour le principe des grandes déviations, mais la question de
savoir si le principe des grandes déviations quenched au sens propre est valable reste ouverte.

Changeant notre approche, on adaptera la méthode d’approximation par des martingales,
due a Gordin [59], et on donnera une preuve alternative du théoreme de la limite centrale
annealed. Cela nécessitera I'introduction d’'un systéeme déterministe de nature symbolique,
pour lequel la procédure standard d’approximation par des martingales pourra étre appliquée.
L’ingrédient clé de la démonstration ici sera la décroissance annealed des corrélations qui nous
permettra de montrer que les sommes de Birkhoff aléatoires peuvent étre exprimées comme
somme d’une martingale inversée et d’un cobord. Le théoréme de la limite centrale découle
alors immédiatement du résultat analogue pour les martingales.

On considérera ensuite les lemmes dynamiques de Borel-Cantelli, ainsi que des inégalités
de concentration annealed, qui seront présentés plus loin dans I'introduction.

En important une technique issue du domaine des marches aléatoires en environnement
aléatoire, Ayyer, Liverani et Stenlund [I1] ont démontré un théoreme de la limite centrale
quenched pour les automorphismes aléatoires du tore. Leur démarche consiste a établir 1’exis-
tence d’un trou spectral a la fois pour le systéme initial, et pour un systéeme dit "doublé"
agissant sur X? via les applications Tw(x, y) = (T,x,T,y), et dirigé par le méme processus
aléatoire donné par (€2, P) pour le choix des applications. L’introduction de ce systéme dou-
blé permet de démontrer un théoreme de la limite centrale quenched pour des sous-suites
convenables par un argument de type Borel-Cantelli, et le principe de grandes déviations
permet d’estimer 'erreur entre deux termes consécutifs de la sous-suite. Malheureusement,
cette méthode nécessite une relation précise entre la variance asymptotique de I'observable
considéré et celle d’'un observable auxiliaire défini sur le systeme doublé. Cette relation est
aisée a démontrer lorsque toutes les applications préservent une mesure commune, mais est
plus difficile a établir, et peut-étre méme fausse, dans le cas général. Dans cette these, on
montrera que 'argument de [I1] peut étre appliqué aux systemes unidimensionnels dilatants,
et on donnera une condition concrete nécessaire et suffisante pour démontrer la condition
requise pour la variance :

Théoréme. Soit {T,},cq une famille finie d’applications dilatantes et C? par morceaus
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sur [0,1]. On suppose que le systéme posséde la propriété de recouvrement, et on note p
lunique mesure stationnaire absolument continue par rapport a Lebesgue. Soit ¢ : [0,1] — R
a variation bornée. Alors o satisfait le théoréme de la limite centrale quenched, c’est-a-dire

Yo p(Thx) —n [y pdp
Vn

sous la probabilité pu, pour PN-presque tout w, ol o
de @, si et seulement si

= N(0,0%),

2 est la variance asymptotique annealed

lim ~ - rz_:l (/X o(Thz)dp(z) — /}((pdu)rdPQQN(W) =0.

n—oo n, =0

On donnera aussi un exemple ot les applications préservent toutes la mesure de Lebesgue,
mais ne sont pas toutes linéaires par morceaux, et ou le théoreme de la limite centrale
quenched est vérifié.

Systémes dynamiques non-autonomes

Les systémes dynamiques non-autonomes, aussi appelés systemes séquentiels, consistent
en une composition de différentes applications d’un espace X dans lui méme, et correspondent
a des dynamiques ou la loi d’évolution change au cours du temps, éventuellement de fagon
tres lente. Si T, : X — X est une suite d’applications, on définit 'orbite de x par (T, ... Tix),
et on notera par la suite T7* = T,,...T. De tels systemes ont été étudiés soit d’un point de
vue topologique, avec par exemple l'introduction de la notion d’entropie topologique [98] et
du chaos de Devaney [40], ou du point de vue de la théorie ergodique : [21] a développé les
notions d’ergodicité et de mélange, et [89] a défini ’entropie métrique.

Il est important de remarquer que, en général, il n’existe pas de mesure invariante com-
mune a toutes les applications T,,, bien que I'on dispose souvent d’une mesure de probabilité
naturelle m sur I'espace, telle que la mesure de Lebesgue, permettant de définir des processus
aléatoires (¢ o T7") & partir d’un observable ¢ : X — R. Néanmoins, ces processus sont non-
stationnaires, du fait que la mesure ne soit pas invariante, et que les applications changent
avec le temps, ce qui ajoute des difficultés a leur étude.

Il est & noter que I'étude des propriétés statistiques des systémes non-autonomes pré-
sente de nombreuses similarités avec 1’étude des propriétés quenched des systemes aléatoires,
la différence majeure étant qu’un résultat quenched donne des informations pour presque
toute suite d’applications, mais ne permet pas de discriminer si une suite particuliere vérifie
la propriété ou non, tandis qu'un résultat sur les systemes non-autonomes cible une suite
particuliere, au prix d’hypothéses renforcées.

Jusqu’a présent, la compréhension des propriétés statistiques des systeémes séquentiels
reste tres incomplete, et 'accent a été principalement mis sur le phénomene de perte de
mémoire, qui est une généralisation de la notion classique de décroissance des corrélations :
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si on démarre de deux densités de probabilité, toutes deux appartenant a une méme classe
de fonctions régulieres, celles-ci vont s’attirer mutuellement sous l'effet de la dynamique si
le systeme est suffisamment mélangeant. Ceci conduit a I'idée que I'ensemble des densités
lisses sont attirées indifféremment par la méme cible mobile dans I'espace des densités, d’ou
le terme de perte de mémoire.

Une question naturelle est alors d’étudier a quelle vitesse cette perte de mémoire a lieu.
De nombreux travaux ont été consacrés a cette question. Parmi eux, on peut citer [121] pour
les applications lisses dilatantes, [121] et [46] pour les applications dilatantes par morceaux en
dimension 1, [68] pour les applications dilatantes par morceaux en dimension supérieure, [133]
pour les difféomorphismes d’Anosov en dimension 2, [134] pour les billards avec diffuseurs
convexes et [114] pour les systémes ouverts en dimension 1.

On remarque que jusqu’a maintenant, ce probleme a été examiné uniquement pour des sys-
témes présentant une dilatation (et éventuellement une contraction) uniforme, pour lesquels
la vitesse de perte de mémoire est exponentiellement rapide. Dans cette thése, on analysera
un modele constitué d’applications intermittentes de l'intervalle X = [0,1] : celles-ci sont
uniformément dilatantes partout, hormis en 0 ot elles ont un point fixe neutre en commun.
Plus précisément, pour 0 < a < 1, on définit 7, : [0, 1] — [0, 1] par

3¢ 2

T+ * si0< =

To(z) = 2 2 3
3r — 2 § <1.

On est alors en mesure de montrer que la perte de mémoire pour la composition d’applications
de ce type est polynomiale :

Théoréme. Soit 0 < o < 1. Alors, pour toute suite (3,) avec 0 < 5, < «, on a, en notant
Tr =T, ... T, pour tout ¢, de classe Ct avec [y pdm = [y dm et tout p € L>®(m) :

[ ety dn(z) - [ i) dn)| < L2 £ (oo, + fulelielis

n o
pour une certaine constante C' > 0 et une fonction affine F : R — R.

La démonstration de ce résultat est basée sur la technique de perturbation stochastique
introduite par Liverani, Saussol et Vaienti [104], et qui consiste a perturber le systéme aléa-
toirement afin de "détruire" le point fixe neutre, de telle sorte a retrouver un systeme qui
mélange exponentiellement, et ensuite a estimer 'erreur commise en remplagant le systeme
initial par le systéme perturbé.

Au-dela de la perte de mémoire, seul le théoreme de la limite centrale a été réellement
étudié pour les systémes séquentiels, avec [14] [I5] pour certaines classes d’applications hyper-
boliques, et [74) 119, 46] pour des applications uniformément dilatantes en dimension 1. Il est
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intéressant de remarquer que [46] étudie aussi la loi des grands nombres et les lemmes dyna-
miques de Borel-Cantelli. On peut aussi citer le récent travail [72] sur le principe d’invariance
presque sure.

Malgré cette pauvreté relative de la littérature sur les théorémes limites pour les systemes
non-autonomes, comme rappelé par Stenlund [133], la majorités des propriétés statistiques des
systemes dynamiques non-stationnaires peuvent étre étendues aux systemes non-stationnaires
suffisamment chaotiques. Suivant cette philosophie, on s’intéressera dans cette these aux
inégalités de concentration pour les systemes séquentiels.

Inégalités de concentration

Les inégalités de concentration sont une généralisation des inégalités de grandes déviations
a des fonctionnelles non additives. Plus précisément, leur intérét fondamentale est d’estimer
la probabilité qu'une variable aléatoire de la forme Y,, = K(Zy, ..., Z,—1) dévie de son espé-
rance, pour des processus (Z,) suffisamment indépendants et des fonctions K assez régulieres,
bien que la dépendance donnée par K puisse étre compliquée ou implicite. Il est assez courant
de supposer le processus (Z,,) a valeurs dans un espace métrique (X, d) et de considérer des
fonctions K : X™ — R séparément Lipschitz, c’est-a-dire telles que les quantités

Llpz<K): sup |K(x0,...,xi,...,xn_1)—:K(xo,...,ii,...,xn_lﬂ
TO,ee s Ty Liyeeey T —1 d(.fz, IZ)
soient finies pour tout i« = 0,...,n — 1. On dira alors qu’un processus (Z,) satisfait une

inégalité de concentration exponentielle s’il existe C' > 0 telle que

?

(e (0 Zn-1)=E(K (Zoy Zu-1))y < oC D0y Lip}(K)

pour tout n > 1 et toute fonction K séparément Lipschitz, ce qui entraine

2

P(K(Zo, -, Zns) —E(K(Zo, ..., Zn1)) > ) < e Lico 1P,

pour tout ¢ > 0 et une constante C' éventuellement différente. Il est important de noter que
ces inégalités sont non-asymptotiques, car valables pour tout n > 1 fini, contrairement au
principe des grandes déviations, mais qu’a la différence de celui-ci, elles ne donnent pas de
bornes asymptotiques optimales.

Ces inégalités ont trouvé de multiples applications dans des domaines aussi variés que les
statistiques, la géométrie des espaces de grande dimension, les mathématiques discretes, les
graphes aléatoires, 'analyse probabiliste des algorithmes, ... On renvoie & [25] 100, 110} [1TT]
pour une présentation précise et élégante de ce sujet dans un cadre purement probabiliste.

Les inégalités de concentration ont été introduites dans le contexte des systemes dyna-
miques par Collet, Martinez et Schmitt [44], qui ont démontré une telle inégalité pour des
applications uniformément dilatantes de l'intervalle. Plus exactement, ils ont établi que si
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T est une application de classe C? par morceaux, uniformément dilatante et topologique-
ment mélangeante de [0, 1], alors le processus (7"), défini sur I’espace probabilisé ([0, 1], ),
ou u est I'unique probabilité T-invariante et absolument continue, satisfait une inégalité de
concentration exponentielle, a condition que la densité de p soit bornée inférieurement loin
de 0.

Un nombre important de travaux ont alors suivi [35], [36] 39], visant essentiellement a
étendre ce résultat a des systemes non uniformément dilatants ou hyperboliques, avec éven-
tuellement des inégalités de concentration polynomiale plus faibles. Une description relative-
ment complete de la situation pour les systéemes modélisés par une tour de Young avec une
queue des temps de retour exponentielle ou polynomiale est donnée par Chazottes et Gouézel
[39], et complétée par Gouézel et Melbourne [65].

Dans cette these, on démontrera une inégalité de concentration pour la classe de systemes
séquentiels considérée par Conze et Raugi [46]. Ces systémes consistent en une composition
d’applications C? par morceaux et uniformément dilatantes de l'intervalle, qui admettent
une perte de mémoire exponentielle pour la norme BV. On renvoie aux chapitres [2] et |3| pour
I’énoncé précis et la signification des hypotheses.

Théoréme. Soit (T},), un systéme séquentiel sur [0,1], constitué d’applications de classe C*
par morceaux, uniformément dilatantes, et qui satisfont certaines conditions techniques non
restrictives. On suppose que le systeme admet une perte de mémoire exponentielle pour la
norme BV et que la densité de la mesure de Lebesque, sous l'effet de la dynamique, reste
uniformément bornée loin de 0. Alors le processus (Z,) défini sur ([0, 1], m) par Z,(z) = Tz
satisfait une inégalité de concentration exponentielle.

Pour les systemes dynamiques aléatoires, il semble n’exister jusqu’a présent aucun résultat
sur le phénomene de concentration, hormis le travail de Maldonado [I06] portant sur le bruit
observationnel. Dans cette these, on démontrera une inégalité de concentration annealed pour
des systemes aléatoires dilatants de I'intervalle.

Théoréme. Soit {T,,}.cq une famille finie d’applications de classe C* par morceaux et uni-
formément dilatantes sur [0,1]. On suppose que le systéme aléatoire posséde la propriété de
recouvrement, et on note pu 'unique probabilité stationnaire et absolument continue. Alors le
processus (Zy) défini sur (QN x [0,1], PN @ u) par Z,(w,z) = T"x satisfait une inégalité de
concentration exponentielle. B

La démonstration de ces deux résultats s’appuie sur la méthode des différences bornées de
McDiarmid [I10} I11], qui consiste & exprimer la variable aléatoire K(Zy, ..., Z,_1) comme
une martingale, et a estimer ses incréments en vue d’appliquer I'inégalité de Azuma-Hoeffding.
On décrira aussi des applications de ces deux résultats a la convergence de la mesure em-
pirique, a 'approximation des orbites ainsi qu’a la version presque sure du théoreme de la
limite centrale.
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Lemmes dynamiques de Borel-Cantelli

Soit (X, T, p) un systéme dynamique ou u est une probabilité T-invariante et ergodique.
Par ergodicité, pour tout ensemble mesurable A avec pu(A) > 0, p-presque tout x € X vérifie
Tz € A infiniment souvent. On peut chercher a généraliser cette propriété a une suite
d’ensembles (A,,). On dira qu’une suite d’ensembles mesurables (A,) avec >, u(A,) = oo
vérifie la propriété de Borel-Cantelli si p-presque tout x € X satisfait 7"z € A,, infiniment
souvent. Le nom de cette propriété se justifie car il s’agit de la réciproque du lemme de
Borel-Cantelli classique en théorie des probabilités appliqué aux événement (7-"(A,)). Cette
question est particulierement intéressante lorsque A, est une suite de boules rétrécissant
autour d’un point xy € X, et partage alors de nombreuses relations avec les notions de
récurrence. Une version quantitativement plus précise de cette propriété s’énonce de la fagon
suivante : on dira que la suite (A,,) vérifie la propriété forte de Borel-Cantelli si

Yrso L, (Th2)
>k 0#( k)

— 1,

pour p-presque tout x € X.

Dans le cadre des systemes dynamiques uniformément hyperboliques, ces questions ont
pour la premiere fois été abordées par Philipp [123], Kleinbock et Margulis [96], Chernov et
Kleinbock [41], et par Dolgopyat [50] pour des systeémes partiellement hyperboliques. Plus
récemment, des lemmes dynamiques de Borel-Cantelli ont été démontrés pour certains sys-
témes non-uniformément dilatants, avec par exemple les travaux de Kim [95], Gouézel [63],
Gupta, Nicol et Ott [67] ou Haydn, Nicol, Persson et Vaienti [70]. La clé de toutes ces dé-
monstrations réside dans un controle suffisant de la décroissance des corrélations pour les
fonctions indicatrices.

Dans cette these, on démontrera des lemmes dynamiques de Borel-Cantelli pour des sys-
temes aléatoires, ce qui n’avait pas été considéré auparavant. On énonce ici un théoreme en
dimension 1, bien que 'on démontre un résultat général valable en toute dimension :

Théoréme. Soit {T,,}.cq une famille finie d’applications de classe C* par morceaux et uni-
formément dilatantes sur [0,1]. On suppose que le systéme aléatoire posséde la propriété de
recouvrement, et on note u l'unique probabilité stationnaire et absolument continue. Soit (I,)
une suite d’intervalles telle que Y, u(I,) = oco. Alors, pour p-presque tout v € X et PEN-
presque tout w € QN
ko L (Thw)
Iy oﬂ( k)

Ce résultat peut étre interprété comme une extension de la loi des grands nombres, et il
est alors naturel d’étudier la nature des fluctuations dans cette convergence. Il s’avere que
dans de nombreux cas, on peut démontrer un théoreme de la limite centrale en adaptant la
démonstration de [71] et [46] :

15



Théoreme. On conserve les mémes hypothéses qu’au théoréme précédent, et on suppose
de plus que (logn)u(l,) — 0. Alors f—: = N(0,1) en loi sous la probabilité PN @ u, ou

Sp(w,r) =0 (]l[k (Thx) — ,u(]k)>, et a> — oo est la variance de S, .

On s’intéressera aussi aux lemmes de Borel-Cantelli pour l'induction de Rauzy-Veech-
Zorich. Cette application, qui intervient naturellement dans I’étude des échanges d’intervalles
et du flot de Teichmiiller, peut étre vue comme une généralisation multidimensionnelle de
I’algorithme de développement en fractions continues. Ses propriétés statistiques ont fait
I’objet d’une attention importante récemment, avec la démonstration de la décroissance des
corrélations par Avila et Bufetov [9], du théoréme de la limite centrale par Bufetov [32] et du
principe d’invariance presque sure par Pollicott [124] pour des observables Holder.

En utilisant 'existence d'une tour de Young avec une queue des temps de retour expo-
nentielle, on sera en mesure de démontrer le résultat suivant. On renvoie au chapitre [4 pour
la définition de 77 et de la condition de Keane, qui est satisfaite pour presque tout point.

Théoréme. Soit T; l'induction de Rauzy-Veech-Zorich. Soit p* un point satisfaisant la condi-
tion de Keane. Alors toute suite de boules rétrécissant autour de p* vérifie la propriété forte
de Borel-Cantelli pour T;.

Grace a la théorie du renouvellement pour les opérateurs, on étudiera aussi directement
la décroissance des corrélations pour 77 pour des fonctions caractéristiques, et on démontrera
un résultat semblable au précédent pour des suites non nécessairement décroissantes. On
présentera également des résultats sur les lois des valeurs extrémes et les statistiques de
temps d’entrée et de retour pour 7.
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Chapitre 1

Théoremes limites annealed et
quenched pour les systemes
dynamiques aléatoires dilatants

Dans ce chapitre, on présentera des résultats sur les théoremes limites pour les systemes
aléatoires issus de l'article [3] écrit en collaboration avec Matthew Nicol et Sandro Vaienti,
et accepté pour publication dans Probability Theory and Related Fields. On définira d’abord
la notion de systéme dynamique aléatoire, avant de poser un cadre fonctionnel abstrait sous
lequel on démontrera de nombreux théorémes limites annealed. On étudiera aussi les lemmes
dynamiques de Borel-Cantelli pour les systemes aléatoires, et on discutera de la validité du
théoreme de la limite centrale quenched pour les systémes unidimensionnels.

1.1 Systéemes dynamiques aléatoires : cadre de travail
et exemples

1.1.1 Cadre abstrait

Soit (Q,T,P) un espace de probabilité, et 6 : Q@ — Q une transformation qui préserve la
mesure P. Soit (X, .A) un espace mesurable. Pour chaque w € €2, on associe une transformation
T, : X — X telle que lapphcatlon (w,x) = T, (z) est mesurable. On s’intéresse alors aux
orbites aléatoires T, 0w .o T,xz. On suppose que X est un espace polonais et que A est la
tribu borélienne associée.

On peut a présent définir la transformation produit-gauche associée au systeme aléatoire :
F:QOxX — QxX est défini par F(w, ) = (fw, T,x). On dira qu'une mesure de probabilité
psur (X, A) est une mesure stationnaire si P ® p est invariante par F.

La situation la plus courante est celle du cas i.i.d. : ((NZ,'YZ, IFD) est alors un espace produit
dénombrable, c’est-a-dire Q = QN, T = TN P = PN ot ¢ est le décalage & gauche. Si a
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chaque w € € est associé une application T,, sur X telle que (w,x) — T, (x) est mesurable,
alors on pose T,, = T,,, pour chaque w € Q, avec w = (wy,ws, ...). Ce cas particulier rentre
bien dans le cadre détaillé précédemment. A partir de maintenant, on ne considérera plus
que le cas i.i.d.

On a la caractérisation suivante des mesures stationnaires :

Lemme 1.1.1. Une mesure de probabilité v sur (X,.A) est stationnaire si et seulement si

w(A) = o u(T;HA))dP(w) pour tout A € A.

Démonstration. L'invariance de P@y par F est équivalente & P@u(F~1 (K x A)) = P(K)u(A)
pour tout ensemble A € A et K € T. Or, pour de tels ensembles, on a F7H{Q x A) =
{(wz) /we ' (K),ze T, (A}, et 071(K) =Q x K. On a alors

Pou(F (K x A) = [ u(T; ()P
[P ()
= P(K) [ (T, (A4)dP(w),

d’ou le lemme. O

0—1(
= 0 d]P)((,dl)

De plus, si 'on pose X, (w,x) = Tpny, 0 ... 0Tz, cela définit une chaine de Markov d’espace
d’états (X, .A) et d’opérateur de transition U(x, A) = P({w /T,x € A}) pour tout z € X et
A € A. La probabilité p est alors stationnaire pour le systeme aléatoire si et seulement si elle
est stationnaire pour la chaine de Markov (X,,) dans le sens usuel.

On suppose a présent que (X, .A) est muni d’une probabilité m telle que chaque transforma-
tion T, est non-singuliere par rapport a m, c’est-a-dire que m(T~!(A)) = 0 pour tout A € A
tel que m(A) = 0. On s’intéresse a l'existence et aux propriétés des mesures stationnaires
absolument continues par rapport a m. Pour cela, on introduit les opérateurs de transfert et
de Koopman moyennés.

Comme chaque transformation 7}, est non-singuliere par rapport a m, I'opérateur de transfert
P, et celui de Koopman U, de T,, sont bien définis, et agissent respectivement sur L'(m)
et L>°(m). On rappelle ici brievement leur définition, et on renvoie vers les livres de Baladi
[19] et de Boyarsky et Gora [27] pour de plus amples détails. L’opérateur de Koopman U,
est défini par U, f = f o T, pour tout f € L>*(m). Son action sur les classes d’équivalence
modulo m de fonctions est bien définie grace a la non-singularité. L’opérateur de transfert
P, appelé aussi opérateur de Perron-Frobenius, agit sur L'(m) de la fagon suivante : pour
f € L*(m), soit my la mesure complexe vérifiant dm; = fdm. Alors P, f est défini comme
étant la dérivée de Radon-Nikodym de (T,,),m; = my o T,;! par rapport & m. La principale
relation entre ces deux opérateurs est donnée par la formule de dualité

/Xpwf(if)g<$)dm($):/Xf(x)Uwg(x)dm(x)’
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qui est valable pour tout f € L'(m) et g € L>(m).

On peut maintenant définir les versions moyennées de ces opérateurs : pour f € L'(m)
et g € L®(m), on pose Pf(z) = [ P.f(x)dP(w) et Ug(x) = [oU,g(x)dP(w). L'opéra-
teur U ainsi défini coincide avec l'opérateur de transition de la chaine de Markov (X,,).
On remarque que pour tout n > 0, on a P"f(z) = [5 P, ... P, f(2)dP(w) et Urg(z) =
JoUs, - ang(x)dﬁ’)(g). Par ailleurs, on vérifie aisément que U est I'opérateur dual de P,
c’est-a-dire que

| Pr@)ga@)dm(@) = [ f@)Ug(a) dm()

pour tout f € L*(m) et g € L>®(m). L'une des propriétés fondamentales de 1'opérateur P
est qu’il permet de caractériser les mesures stationnaires absolument continues : en effet, une
probabilité absolument continue est stationnaire si et seulement si sa densité est un point
fixe de P.

On va exiger que P admette de bonnes propriétés spectrales sur un certain espace de Banach.
Plus précisément, on suppose qu'il existe un espace de Banach (B, ||.||) inclus dans L'(m) tel
que :

H1
H2

(H1) Pinjection de B dans L'(m) est compacte et d’image dense;
(12) 1 .

(H3) pour tout f € B, |f| et f appartiennent B
(H4)
(H5)

es fonctions constantes appartiennent a B ;

H4) B est invariant par P : P(B) C B, et P agit continument sur B;

H5) P vérifie une inégalité de Lasota-Yorke : il existe N > 1, p < 1 et K > 0 tels que

IPYFIF< pllf Il + K| fllzs, pour tout f € B.

D’apres le théoreme de Hennion [75] (voir aussi la version antérieure de Tonescu-Tulcea et
Marinescu [83]), ces hypothéses entrainent que le rayon spectral essentiel de P vu comme
opérateur sur B est inférieur ou égal a p < 1. D’autre part, le rayon spectral de P sur B est
égal a 1 : en effet, 'inégalité de Lasota-Yorke implique que le rayon spectral de P est inférieur
ou égal a 1, et comme la mesure m, qui appartient au dual topologique de B, est un point
fixe de P*, on en déduit que le rayon spectral de P est plus grand ou égal a 1, d’ou I’égalité.
On en déduit que l'opérateur P est quasi-compact de type diagonal sur B (voir par exemple
[76]) et admet en particulier la décomposition spectrale suivante :

P:ZAiHi+Q7

ou les \; sont des valeurs propres de P de module 1, II; sont des projecteurs de rang fini,
sur les espaces propres associés, () est un opérateur borné avec un rayon spectral strictement
inférieur a 1. Ils satisfont

En particulier, P admet un nombre fini de valeurs propres isolées, de multiplicité finies, de
module 1, tandis que le reste du spectre est inclus dans un disque de rayon strictement
inférieur a 1.
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D’aprés le corollaire IT1.4 de [76], la suite h,, = + Srd P*1 converge dans B vers un élément
h € B qui vérifie Ph = h, h > 0 et [ hdm = 1. On en déduit donc 'existence d’une mesure
stationnaire absolument continue, dont la densité appartient a B.

Des arguments standards de Schaefer [I31] montrent que 1’ensemble des valeurs propres de
module 1 consiste en un nombre fini de groupes cycliques. On fait une hypothese interdisant
la possibilité d’avoir du spectre périphérique autre que 1 :

(H6) 1 est une valeur propre (isolée) simple de P, et il n’y a pas d’autre valeur propre sur le
cercle unité.

Cette hypothese entraine I'unicité de la mesure stationnaire absolument continue. On la
dénotera par pu, et sa densité par h.

Sous ces hypotheses, on peut démontrer que le systeme (Q x X, FP® ) est exact. On aura
besoin des deux lemmes suivants, dus a Morita [116, Lemme 3.2] :

Lemme 1.1.2. Soit L ['opérateur de transfert de F par rapport a la mesure P ® m. Pour
tout ¢ € L*(m), on définit ®(w,x) = ¢(z). Alors L®(w,z) = Po(z), p.p.

Démonstration. Soit Ac AetT' € T. On a

[ cedPom= [inaoFodbm= [ [ 14(T,x)1r(0w)o(r)dB(w)dm(x)

— P(D) / &() UL a(z)dm(z)

., Po)dPw)dm(z)

d’ou le lemme. O

Lemme 1.1.3. Soit L ['opérateur de transfert de F par rapport a la mesure P ® m. Pour
tout ¢ € L'(m) et tout 1 : Q" — C mesurable et bornée, on définit

O(w, x) = p(x)h(wy, ..., wn).

Alors L® admet une version dans L*(m) : il existe x € L'(m) tel que L"®(w,z) = x(2)
p.p-

Démonstration. Soit Ac AetT' €7T. On a
/ L£rddP @ m = /]lproF”(IDdIf”@)m
I'xA
_ /X /Q L (0"W) LA (T"2) (@) (wr, . . ., wn)dP(W)dm(z)

_ () /X () ( /Q 1A(T3x)¢(w1,...,wn)d@(w)) dm(z)
. B(T)w(A).
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On vérifie facilement que v est une mesure complexe finie, et on a

A < [0l [ [ La(TZ2)dB@)]6() [dm(z) = [y [ U"Lal0] dm
= ¥llup [, P71l dm,

ce qui montre que v est absolument continue par rapport a m. Il existe donc x € L'(m) tel
que

/FXA LD AP @ m = /I‘A(X(w)dm@)dﬁp(@)’

pour tout A € A et tout T' € T, ce qui prouve le lemme. n

Proposition 1.1.4. Le systéme (Q X X, F, P@u) est exact, et donc en particulier ergodique
et mélangeant.

Démonstration. Par les hypotheses (H1) a (H6), on sait que P™ converge pour la norme d’opé-
rateur sur B vers II le projecteur sur 'espace engendré par h donné par II(f) = ([y f dm) h.
Comme {P" —II},, forme une famille équicontinue d’opérateurs sur L!(m) qui converge vers
0 sur le sous-espace dense B, on déduit que

- ([ ran)

pour tout f € L'(m). Soit & présent ® € L'(P ® p) donné par

O(w, x) = p(x)(wy, ..., wk),

olt ¢ € L*(m) et ¢ est mesurable bornée. D’apreés le lemme [1.1.3] il existe x € L'(m) tel
que LF®(w,x) = x(z) p.p. Par le lemme on obtient que L"™*®(w,z) = P"x(x) p.p.
Comme [y xdm = [q,x LXPdP @ m = [5,x ®dP ® m, on trouve que L"® converge vers

— 0
LY,

( Joxx ®dP ® m) h pour la norme L'(P®m). Comme I'espace engendré par les ® considérés

est dense dans Ll(Ifl’@m), le méme argument d’équicontinuité que précédemment montre que
cette convergence a lieu pour n’importe quel ® € L'(P ® m). En particulier, £*® converge
vers 0 pour tout ® d’intégrale nulle par rapport & P ® m, ce qui montre que P @ m est exacte
pour ((NZ x X, F'), et termine la preuve puisque P® 0 <K P®m. 0

Dans de nombreux cas, les hypotheses (H4) et (H5) peuvent étre déduites des hypotheses
correspondantes pour les opérateurs P, si les constantes apparaissant dans les inégalités de
Lasota-Yorke sont uniformes vis-a-vis de w. Néanmoins, il est possible de les établir lorsque
I'un des opérateurs P, ne satisfait pas une inégalité de Lasota-Yorke (généralement lorsque
T, n’est pas uniformément dilatante), comme on va le voir avec la classe d’exemples suivante.
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1.1.2 Applications dilatantes, lisses par morceaux, en dimension 1

On appellera application de Lasota-Yorke une application T : [0, 1] — [0, 1] de classe C? par
morceaux pour laquelle \(T') := inf |T’| > 0. Son opérateur de transfert Pr (par rapport a la
mesure de Lebesgue m) vérifie

Prf(z) =)

Ty=x

IT’

pour tout f € L'(m). On va étudier les propriétés spectrales de Pp sur I'espace des fonctions
a variation bornée, dont on rappelle la définition : une fonction f : [0,1] — C est dite a
variation bornée si sa variation totale, définie par

Var(f) = supii0 |f(xiz1) — fxi)],

ou la borne supérieure est prises sur toutes les suites finies 0 = 2o < ... < z,, = 1, est finie.
Pour une classe d’équivalence f € L'(m), on définit

Var(f) = inf{Var(g) / f = g m—p.p.}.

L’espace BV = {f € L'(m) / Var(f) < oo} est muni de la norme || f|| = || f|| 1, + Var(f), pour
laquelle il est un espace de Banach satisfaisant les hypotheses (H1), (H2) et (H3) ci-dessus.
De plus, c’est une algebre de Banach qui s’injecte continument dans L (m).

Pour les applications de Lasota-Yorke, on dispose de l'inégalité suivante :

Proposition 1.1.5 (Inégalité de Lasota-Yorke [99]). Pour tout f € BV, on a

Var(Prf) < Var(f) + A(T)| fllzs,,

2
AT)
ot A(T) est une constante finie ne dépendant que T.

Soient €2 un ensemble fini, P = {p, },cq un vecteur de probabilité et T' = {T,, },cq une famille
finie d’applications de Lasota-Yorke. On suppose que p, > 0 pour tout w € 2. On appellera
par la suite le triplet (£2,P,7") un systeme de Lasota-Yorke aléatoire.

Définition 1.1.6. Le systéme de Lasota-Yorke aléatoire (Q2,P,T') est dilatant en moyenne si

A S P
2 N1y <!

weN

L’opérateur de transfert moyenné du systeme (Q,P,T) est P =Y cq pwPr,. Il vérifie P" =
>wean Py Pro, ol w = (Wi, .., Wn), P = Py + - Py, €8 Tl =T, 0. 0T,

Proposition 1.1.7. Si (Q,P,T) est dilatant en moyenne, alors les hypothéses |4 et @ sont
vérifices.
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Démonstration. D’apres la proposition [I.1.5] et la sous-additivité de la variation totale, on a

Var(P"f) < 20, Var(f) + Au|l £l 1.

pour tout n > 1 et tout f € BV, avec 0, = 3" cqn W et A, = X ean PR A(T]). Comme
MTYH) > MT,) - .- MT,), on obtient 6, < X con x LePen . An o Ainsi, 26, < 1 pour n

ATy ) ML)
assez grand, tandis que le terme A, correspondant est ‘fini. Cela termine la preuve. O]
Remarque 1.1.8. 1. Ce résultat entraine en particulier I’existence d’une mesure station-

naire absolument continue dont la densité appartient a BV.

2. Pelikan [122] a montré que la proposition précédente reste valable sous I’hypothese plus
faible sup, > ,cn ‘T,( < 1.

3. Le résultat reste encore vrai si {2 est infini, sous des hypotheses d’intégrabilité adéquates
pour la distorsion, voir la remarque 5.1 de Morita [115]

On donne a présent un critére simple permettant de vérifier I'hypothese (H6).

Définition 1.1.9. Le systéme de Lasota-Yorke aléatoire (2, P,T) posséde la propriété de
recouvrement si pour tout intervalle non-trivial I C [0,1], il existe n > 1 et w € Q™ tel que
T3 (I) = [0,1] mod m.

Proposition 1.1.10. Si (Q, P, T) est dilatant en moyenne et posséde la propriété de recouvre-
ment, alors 'hypothése (HB) est vérifiée, et de plus la densité de l'unique mesure stationnaire
absolument continue est bornée inférieurement par une constante ¢ > 0.

Démonstration. Comme le spectre périphérique de P est constitué d'une union finie de
groupes cycliques finis, il existe & > 1 tel que 1 est I'unique valeur propre périphérique
de P*. 1l suffit donc de montrer que I’espace propre associé est de dimension 1. Un argument
standard montre que 1’on peut trouver une base de cet espace propre constitué de fonctions
positives & support disjoints. Soit A € BV non nulle et satisfaisant » > 0 et P*h = h. Il existe
un intervalle I C [0, 1] non trivial et « > 0 tel que h > al;. Comme le systeme possede la
propriété de recouvrement, on peut choisir n > 1 et w* tel que T"F(I) = [0, 1]. Pour tout
z €[0,1], on a : -

]ll(y) k 1[(3/)
h(x) = P h(z) > aP™1;(z) = Dy T > QD T
2 ] T 2 )

nk
ICTZF) Toup
On en déduit que h a pour support l'intervalle [0, 1] ce qui termine la preuve. O

Cela montre que h(z) > « > 0, puisqu’il existe toujours un y € I tel que Tgfy =z.
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Certaines propriétés statistiques des systemes aléatoires unidimensionnels ont été étudiés a
'aide de I'espace BV dans la these de Tiimel [139].

Exemple 1.1.11. On décrit ici un exemple montrant que ’on peut aller au dela des systemes
dilatants en moyenne. On utilisera pour cela un systeme aléatoire tres simple introduit par
Pelikan [122]. On consideére les application Ty(x) = 22 mod 1 et Ti(x) = 5, itérées respecti-
vement avec probabilité p et ¢ = 1 —p. Ce systéme est dilatant en moyenne si et seulement si
D> %, et comme il possede la propriété de recouvrement, il rentre alors dans le cadre décrit
précédemment.

Néanmoins, Pelikan a montré qu’il existe une mesure de probabilité stationnaire absolument
continue des que p > %, mais que celle-ci n’est pas bornée au voisinage de 0 lorsque % <p< %,
interdissant donc l'existence d’un trou spectral sur BV. L’argument clé de Pelikan réside
dans l'existence d’'un changement de variable adapté, montrant que le systéme aléatoire est
conjugué a un systeme dilatant en moyenne.

1

Plus précisément, si on pose y = ®(z) = 217", pour 0 < r < 1 tel que 1 < 2'"" < §7 ce

qui est possible puisque lim,_,; 217" = 1 et % > 1, alors le systeme aléatoire défini par les
applications T; = ®oT,0d 1, i = 0, 1, itérées avec probabilités respectives p et ¢, est dilatant
en moyenne.

En effet, un simple calcul montre que A\(Tp) > 2" et A\(T}) = 271, d’ott le résultat puisque
Ptgr<ldesquel <z <l

Si on note P I'opérateur de transfert en moyenne du nouveau systéme aléatoire, on a d’apres
I'inégalité de Lasota-Yorke

1P fllev < CO"|| fllev + DI f]lrs ,

pour tout f € BVetn>1, avec C;D >0et 6 < 1.

Comme Popérateur de transfert P du systéme aléatoire initial vérifie P" = Py o P"o Pyt ou
Py désigne l'opérateur de transfert de @ : [0, 1] — [0, 1] par rapport a la mesure de Lebesgue,
on est amené & introduire 1'espace

B={felL'(m): Pof €BV},

muni de la norme || f||g = || Po f||5v. En utilisant I'expression explicite Py f(z) = Z— f (2T ),
on prouve le lemme élémentaire suivant :

Lemme 1.1.12. f € B si et seulement si X"f € BV, ot X(z) = x désigne la fonction
identité, et la norme ||.||s est équivalente a la norme f — || X" f|lgv. De plus, B s’injecte de
facon compacte dans L*(m).

Comme X" € BV, on en déduit que BV C B, et donc les hypotheses (H1), (H2) et (H3) sont
vérifiées. D’autre part, pour tout f € Bet n>1,on a

IP"flls = |1PoP" fllpv = || Po Py P"Pafllav = || P"Po f|av
< CO"||PsfllBv + D||P<I>f||L},L
< CO"||flls+ DI fllre,
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et donc les hypotheses (H4) et (H5) sont vérifiées.

Finalement, toute fonction positive et non nulle appartenant a 5 est bornée uniformément loin
de 0 sur un intervalle, et donc on peut reproduire la démonstration de la proposition
pour démontrer (H6) puisque le systéme aléatoire possede la propriété de recouvrement.

1.1.3 Applications dilatantes et lisses par morceaux en dimension
supérieure

On décrit une classe introduite par Saussol [129] d’applications dilatantes et lisses par mor-

ceaux en dimension finie quelconque. Soit my la mesure de Lebesgue d-dimensionnelle, d(., .)

la distance euclidienne sur R? et 4 le volume de la boule unité de R?. Soit M un compact

régulier de R% et T : M — M une application T' telle qu’il existe une famille finie d’ouverts

disjoints U; C M et des ouverts V; avec U; C V; et des applications 7} : V; — R? satisfaisant
pour un certain 0 < a <1 et € :

2. pour tout i, les restrictions de T et T; a U; coincident, et B, (TU;) C T;(V;),

3. pour tout 7, T; est un C'-difffomorphisme de V; sur T;V;, et pour tout z,y € V; avec
d(Tiz, T;y) < €0, on a

|det DT;(x) — det DT;(y)| < c¢|detDT;(x)| d(Tix, Tiy),

ol ¢ est une constante indépendante de 7, x et y;

4. il existe s < 1 tel que pour tout z,y € V; avec d(T;z, T;y) < €, on a d(z,y) <
sd(Tix, T;y) ;

5. Supposons que les bords des ouverts U; sont inclus dans des sous-variétés compactes de
classe C! par morceaux et de codimension 1. On définit

Y =sup Z f{morceaux lisses intersectant U, et contenant x},
x .

(2

et 4
S Y’Ydfl'

1—s v

no=s"+

Alors 1y < 1.

Les conditions ci-dessus peuvent étre affaiblies afin d’autoriser un nombre infini dénombrable
de domaines d’injectivité, et aussi la possibilité pour les U; d’admettre un bord fractal.
On renvoie a Saussol [129] pour plus de détails. On appellera de telles applications des
applications dilatantes et lisses par morceaux sur M.

L’analyse de l'opérateur de transfert de ces applications requiert 'introduction d’un espace
fonctionnel appelé Quasi-Holder. Cet espace a été introduit et étudié par Keller [90] pour des
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applications unidimensionnelles avant d’étre utilisé par Saussol [129] en dimension supérieure.
Rappelons-en la définition. Soit f : R? — C une fonction mesurable. Pour tout borélien A C

R, on définit osc(f, A) = ess sup|f(x) — f(y)|. Pour tout € > 0, la fonction = +— osc(f, B.(z))
z,y€A
est positive et s.c.i., donc l'intégrale [pa osc(f, Be(z))dz est bien définie.

Pour tout f € L*(RY) et 0 < a < 1, on définit

| fla = sup 1/11@«1 osc(f, Be(x))dx.

0<e<ey €%

Pour un compact régulier M C R?, on pose

Vo(M) = {f € L'(R?) /supp(f) C M, |fla < o0},

muni de la norme |[|f|lo = ||f|lz:, + |fla; ot m est la mesure de Lebesgue normalisée de
telle sorte que m(M) = 1. Bien que la norme dépende explicitement de ¢, le choix de
deux ¢, différents conduira au méme espace et a deux normes équivalentes. V(M) muni de
cette norme devient une algebre de Banach qui s’injecte continument dans L>°(m), de fagon
compacte dans L'(m), et vérifie les hypotheses (H1), (H2) et (H3).

Si T est une application dilatante et lisse par morceaux sur M satisfaisant les conditions
rappelées ci-dessus, alors son opérateur de transfert PT est donné par

=2 |detDT D

Ty=x
Il vérifie I'inégalité de Lasota-Yorke suivante :

Proposition 1.1.13. [129, Lemme 4.1] Si ¢y est assez petit, il existe n < 1 et D < oo tels
que pour tout f € V,,

[Prfla < nlfla+ DIy,

Soit € un ensemble fini, P = {p, }weq un vecteur de probabilité et {7}, },cq une famille finie
d’applications dilatantes et lisses par morceaux sur M. On chosit €, assez petit de telle sorte
que les hypotheses rappelées auparavant soient satisfaites par toutes les applications T;, pour
le méme € et tel que |Pr, flo < Mol fla+ Dol fl|Ly, pour tout f € Vg, avec n,, < 1et D, < oo.
On pose n = maxn, et D = max D,,. Comme P =} p,Pr,, on obtient immédiatement
que |Pfla < n|fla + [|fllz:, pour tout f € Vi, ce qui entraine les hypotheses (H4) et (HS5).
Pour vérifier 'hypothése (H6), on peut procéder comme dans le cas unidimensionnel, en
introduisant I’hypothese de recouvrement : en effet, toute fonction positive et non nulle
h € V,, est bornée uniformément loin de 0 sur une boule d’apres le lemme 3.1 de [129], ce qui
permet d’imiter la preuve de la proposition et d’obtenir :

Proposition 1.1.14. Si (2, P, T) posséde la propriété de recouvrement, c’est-a-dire si pour
toute boule B C M, il existen > 1 et w € Q" tels que 1" (B) = M, alors I’hypothése (H6) est
vérifiée, et de plus la densité de l'unique mesure stationnaire absolument continue est bornée
inférieurement par une constante ¢ > 0.
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Il existe d’autres espaces fonctionnels susceptibles d’étre utilisés pour étudier les applications
dilatantes multidimensionnelles. Une des possibilités est 1'espace des fonctions a variation
bornée, en dimension quelconque. Cet espace a été intensément étudié pour ses applica-
tions aux systémes dynamiques dilatants, voir par exemple [26], [105] parmi bien d’autres.
On peut aussi mentionner la these de Hsieh [81], consacrée a I'étude des systemes aléatoires
en dimension supérieure, dans le méme cadre que nous, bien que son travail se restreint a
des applications de type Jabtonski, pour lesquelles la partition de régularité est constituée de
rectangles. Néanmoins, I’espace BV en dimension supérieure présente certains inconvénients :
il n’est pas inclus dans L, ce n’est pas une algebre de Banach, et il contient des fonctions
positives non nulles qui ne sont bornées inférieurement sur aucune boule, rendant 'utilisation
de la notion de recouvrement difficile, a la différence de Quasi-Holder. Une autre alternative
est d’utiliser les espaces de Sobolev fractionnaires, comme cela a été fait par Thomine [137]
dans un cadre déterministe.

1.1.4 Applications dilatantes et affines par morceaux

En s’appuyant sur un travail de Tsujii [I38], on va considérer le cas d’applications dilatantes
et affines par morceaux. Premierement, on rappelle la définition :

Définition 1.1.15. Soit U un polyédre borné de R d’intérieur non vide. Une application
dilatante et affine par morceauzr est une application T : U — U pour laquelle il existe une
famille U = {U}._, de polyédres U, C U, k=1,...,1 telle que :

1. les intérieurs des polyedres Uy, sont disjoints deux a deux;

3. la restriction de Uapplication T a chaque Uy est une application affine ;

4. il existe p > 1 tel que | DT(z).v| > pllv|| pour tout x € UL_,int(Uy) et tout v € RY.
k=1

Une conséquence de Tsujii [I38] est que l'opérateur de transfert Pr d’une telle application
satisfait une inégalité de Lasota-Yorke sur I’espace Quasi-Holder Vi, c’est-a-dire avec o = 1 :

Proposition 1.1.16. Pour toute application dilatante et affine par morceaux T : U — U, 1l
existe eg > 0, 0 < 1, C, K > 0 tels que pour toutn >0 et f € Vi :

|Prfl < CO"|flL + K| f|lL, -

Soit T' = {T,},eq une famille finie d’applications dilatantes et affines par morceaux sur U,
et P = {p,}weq un vecteur de probabilité. Les mémes arguments que ceux de Tsujii [I3§]
permettent de montrer que le systéme aléatoire associé satisfait les hypotheéses (H1) jusqu’a
(H5) pour I'espace Quasi-Hélder, pour un choix adapté de €. Si de plus, on suppose que le
systeme possede la propriété de recouvrement, alors I'hypothese (H6) est elle aussi vérifiée.
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1.2 Théoremes limites par la méthode spectrale

On suppose a partir de maintenant qu’il existe un espace de Banach By C L'(m), muni de
sa norme ||.||p tel que pour une certaine constante C' > 0, on ait || fg|| < C/||flo]|g|l pour tout
fe€Byet ge B. Comme 1 € B, on voit que cela implique que By s’injecte continument dans
B. Cette hypothese est clairement satisfaite par By = B lorsque B est une algebre de Banach,
ce qui est le cas lorsque B est I'espace des fonctions a variation bornée en dimension 1, ou
I'espace Quasi-Holder en dimension quelconque. Si B est 'espace des fonctions a variation
bornée en dimension plus grande que 1, on peut prendre By, = Lip, comme le montre le
lemme 6.4 de [I37]. Dans le cas de I'espace B introduit pour I'exemple , on peut prendre

By = BV, puisque || fgl[s < C[[ X" fgllsv < C||fllevIX"gllev < Cl[flsvliglls-
Les éléments de B, joueront le role des observables dans toute la suite.

1.2.1 Décroissance des corrélations

Les hypotheses (H1) a (H6) faites sur 'opérateur P permettent d’écrire que P = [1+Q), ou II
est le projecteur sur l'espace engendré par la densité h, donné par I1f = ([ fdm) h, et Q est
un opérateur sur B de rayon spectral strictement inférieur a 1 et qui satisfait I1¢Q) = QII = 0.
Il s’ensuit que pour tout n > 0, on a P" =114 Q", avec ||Q"|| < CA*, C >0 et A < 1. On
en déduit classiquement la décroissance exponentielle des corrélations :

Proposition 1.2.1. On a :
1. Pour tout f € By et g € L>(m),

[orvrgdn— [ gau [ gdu] < X flollgles
X X X
2. Si B s’injecte continument dans L>(m), alors pour tout f € By et g € L'(m),
[ rvrgdn— [ sau [ g <X flolgl,
X X X

3. Si B s’injecte continument dans L (m) et si de plus la densité de p est bornée unifor-
mément loin de 0, alors pour tout f € By et g € L'(p),

[orvrgdn— [ sau [ g <X flolgl.
X X X

Démonstration. La preuve est classique, on adapte par exemple 'appendice C.4 de [7]. On
pose ¢,(f,9) = [x fU"gdu — [x fdu [x gdp. En utilisant les propriétés de l'opérateur de

transfert, on a
cn(f,g)—/ {P” fh) — (/ fhdm) }gdm.
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Si f e By, ona fh e B et donc la décomposition spectrale de P donne

|y = ([ sham) n| = 1P (r) = gm) < O < CI S
Alinsi,
(o) < [Py = ([ shm) b gl
< CHP" h) — </ fhdm) hH 19l
< O£l

ce qui démontre le premier point.
Pour le point 2, on a

et < |[Prim = ([ rram)n| gl
< CHP” Fh) — (/ fhdm) hH lgllze
< OX[| fllollgll,

par 'injection continue de L;° dans B.
Le point 3 se déduit du précédent en remarquant que pour tout g € L'(u), on a ||g| 1.

(inf h) ™" gllz;.

[IRVAN

1.2.2 Théoreme de la limite centrale avec vitesse de convergence

Soit ¢ € By un observable borné a valeurs réelles. On s’intéresse aux théoremes limites
satisfaits par les sommes de Birkhoff S,, = S>725 Xi, avec Xi(w, ) = (T, ... T, x) défini
sur  x X. Pour cela, nous emploierons la méthode perturbative de Nagaév. On renvoie au
livre de Hennion et Hervé [76] pour un exposé détaillé de cette méthode.

On remarque dans un premier temps que S, correspond a la somme de Birkhoff classique du
systeme produit-gauche déterministe (Q x X,F,P® p) pour l'observable ¢ (on I'a identifié
p avee (w,7) > p(x)). -

Sous nos hypotheses, le systéeme déterministe (2 x X, F, P@pu) est ergodique par la proposition
1.1.4} ainsi une application directe du théoréme ergodique de Birkhoff donne la loi des grands
nombres, qui est en fait valable pour tout ¢ € L' () :

Proposition 1.2.2 (Loi forte des grands nombres). On a

1n1

-~ Z p(Tyx) — / p du,
X
pour p-presque tout x € X et I@-pr@sque tout w € Q.
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On s’intéresse a présent au théoreme de la limite centrale. On supposera sans perdre de
généralité que [y pdu = 0. La premiere étape est de démontrer 'existence de la variance
asymptotique.

Proposition 1.2.3 (Formule de Green-Kubo). La limite 0 = lim,, o0 +Egg,(S2) > 0 eziste
et est égale a

+o0
2 2
= [ Faur2y [ pUmpdn.
o /X ¢ dp n; L pUpdp
Démonstration. On développe le carré S7 pour obtenir gy ,(S2) = 3520 g, (Xe X))

Lemme 1.2.4. Pour tout k,1 >0, on a By, (X3 X;) = Ix e UR o dpu.

Démonstration du lemme. Par symétrie, on peut supposer k£ > [. On a

By, (X0 X)) = / h(z) / Xi(w, ) Xi(w, ) dP(w)dm ()
/ / (poTy 0...0T, )T ... Tx)o(T,, ... Toyx) dP(w)dm(x)
_ /X x /QUZ p(poT, o... 0T, ))(x)dP(wi,...)dm(z

)
_ /Q /X P'h(@)p(2) (T, . .. T, ) dm(@)dP(wrs, .. ) = | o(2)U*p(x) du()

X

En appliquant ce lemme, on obtient
EP@/L(SZ /ng‘k llgpdu—n/gp d,u+22 n—k /ngkgodp
k,1=0

Comme [y ¢ U dp décroit exponentiellement vite, on en déduit immédiatement que 1 Eg, (57
converge vers [y > dp+ 2372 [ o UMp dp. O

2

On dispose du criteére suivant, qui caractérise la situation dans laquelle la variance o° est

nulle.

Proposition 1.2.5. La variance asymptotique satisfait o> = 0 si et seulement si il existe
Y € L%(p) tel que pour P-presque tout w € Q, on a ¢ =) — 1 o T, u-presque partout.

Démonstration. On suit la preuve du lemme 4.1 de [I1]. Les calculs effectués lors de la preuve
de la proposition [1.2.3| montrent que

Brou(5D) —no?| <2Y k| [ oUhodu|+2 3 | [ Utedn <.
k=1 k=
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Si 02 = 0, alors cela entraine que S, est bornée dans L?(P ® p). D’apres le théoréme de
Banach-Alaoglu, on peut en extraire une sous-suite faiblement convergente : il existe (nj); et
Y € L*(P ® p) tel que pour tout Z € L2(P® p),

lim Egg, (S, Z) = Bz, (Y 2).

Si I'on ne considere que des fonctions Z qui ne dépendent que de x € X, on obtient que pour
tout ¢ € L*(p),

n]—l
limEu( Z Uk ) (o),

ot ¢ = Ep(Y) € L2(p).
D’autre part, pour tout ¢ € L*(u),

njfl njfl
Eu(¢(¢ — ¢ + UY)) = lim E, (cb (w - > Urp+ > U“l@))

k=0 k=0

=lmE,(pU" p) = 0.
j

On obtient donc que ¢ = 1 — U4, p-presque partout, pour 9 € L*(u).

On introduit & présent les variables aléatoires G, (w, z) = Y(Tx) et M, = 74 (Xp+Gry1 —
Go) = G, — Go + S,,. Soit & la tribu sur Ox X engendrée par les coordonnées x,wr, . . ., Wy.
Le processus (M,,) est une martingale par rapport a la filtration {& }. En effet, en utilisant
le fait que P ® y est une mesure produit (dénombrable) sur espace QN x X, on a

B, (Grr|€x) (i, - - -, i, ) / (T Ty - - Ty ) dP(wyos)
= Uy(Tjz) = Y(Tz) — p(T ),

c’est-a-dire que Eﬁv®u(Gk+1|gk) = G — Xj. On a donc Elp@#(Xk + Gri1 — Ggl&) = 0, ce qui
prouve que (M,) est une martingale.

Comme une martingale dans L? a ses accroissements orthogonaux, on obtient par stationna-
rité

]p®# Z Xk + G — Gi)?) = nEP@p((‘PP +po F— ¢p)2)>

ou on a noté ¢, la fonction qui a (w,z) associe p(z), et similairement pour ,, voir le
paragraphe [I.3] pour les notations.
D’autre part, M, = G,, — Gy + S, est bornée dans L?, comme somme de termes bornés dans
L?, d’ott I'on déduit que Egg,((0p + 10 F —1,)%) = 0, et donc p(x) = ¢(x) — ¢(T,z) pour
P-presque tout w et p-presque tout z.

]

31



Soit Mg l'ensemble des mesures de probabilités sur (X, .4) qui sont absolument continues
par rapport a m et dont la densité appartient a B. Pour une mesure v € Mp, on dénotera
par ||v]| la B-norme de sa densité 92. On peut & présent énoncer le théoréme de la limite
centrale :

Théoréme 1.2.6 (Théoréme de la limite centrale). Pour toute mesure de probabilité v € Mg,

le processus (j’i)n converge en loi vers N'(0,0?), sous la probabilité P ® v.

En particulier, le théoreme est valide pour la mesure stationnaire y et la mesure de référence
m, avec la méme variance asymptotique o2

Afin de démontrer le théoreme, on introduit les opérateurs de Laplace. On étudie le cas
général d’un parametre complexe z € C, plutot que de se limiter a un parametre imaginaire
pur (et donc aux opérateurs de Fourier), car cela nous sera utile par la suite pour démontrer
le principe de grandes déviations. Pour z € C, on définit P, par P,(f) = P(e**f). Grace
a notre hypothese sur By, P, est bien défini et est un opérateur borné sur B, et de plus
I'application z +— P, est complexe-analytique sur C. En effet, si on définit C,(f) = P(¢"f),
ona P, =Y,50%C, et cette série est convergente sur C car [|C,,|| < (Cllello)™]| P

On a la relation fondamentale suivante :

Lemme 1.2.7. Pour tout n > 0 et tout f € B, on a

[ [ e fla) dm(x) dBw) = [ P(f)d

Démonstration. On procede par récurrence sur n. Le cas n = 0 est trivial. Supposons main-
tenant que la relation est vraie pour un certain n > 0 et tout f € B. Soit f un élément de
B. Comme P,(f) appartient lui aussi a B, 'hypothese de récurrence donne

Jo P ydm = [ e dm:// e P(f) ) dm(x)dB(w)
= [ [ S0P f) (@) dm(a)dP(w)
= [ [ U ) @)e ) f () dm () dB(w)
_ /X /Q /Q o9l +S"(%Tw$))dP(w)d[@(g)f(x)dm(x)

Mais p(z) + Sp(w, Twr) = Spii(ww, ), ot ww désigne la concaténation (w,wi,ws,...) si
w = (w1, ws,...). Comme [q fo 512 dP(w)dP(w) = [g S+ @™ dP(w) par la structure
de mesure produit de P, on obtient la formule voulue pour n + 1 et f. O

Si f € B est la densité de v € Mg par rapport a m, alors d’apres le lemme précédent, la
fonction génératrice des moments de S,, sous la probabilité P®v est donnée par [ « PI(f)dm,
ce qui nous incite a étudier le comportement asymptotique des itérés des opérateurs de
Laplace P,. Comme z +— P, est une perturbation analytique de 'opérateur quasi-compact
P, on peut appliquer la théorie classique de perturbations des opérateurs, voir par exemple
Kato [88] ou le théoreme II1.8 dans [76], et obtenir le lemme suivant :
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Lemme 1.2.8. ] existe ¢ > 0, n; > 0, o > 0 et des fonctions complexes-analytiques
AL, h(.), m(.), Q(.), toutes définies sur D, = {z € C/ |z| < €1}, prenant leurs valeurs
respectivement dans C, B, B*, L(B) et satisfaisant pour tout z € Dy, :

A(0) = 1, h(0) = h,m(0) = m, Q(0) = Q;

P.(f) = Az){m(2), [)I(z) + Q(2) [ pour tout f € B;

(m(2),h(2)) = 1;

Q(2)h(z) =0 et m(2)Q(z) =0;

A>T =m;

1Q()" < (1 —m —n2)"

De plus, [{m,Q(z)" )| < C|z|(1 —m —n)" || fI| pour tout f € B et z € D,,.

~

S G o e

Pourn > 0,ona PI'(f) = A(2)"(m(z), f)h(2)+Q(z)" f. Ainsi, le comportement asymptotique
de P est clairement lié a celui de la valeur propre dominante A(z) dans un voisinage de 0.

Lemme 1.2.9. La valeur propre dominante \(.) satisfait N'(0) = [@du =0 et \'(0) = 0 >
0.

Démonstration. D’apres le corollaire I11.11 de [76], A'(0) = (m(0), P'(0)h(0)). Comme m(0) =

m, h(0) = h = 37’2 et P'(0)f = Ci(f) = P(¢f) pour tout f € B, puisque P(2) = 3,59 n,C’
avec C,(f) = P(¢™f), la formule pour X' (0) devient

N(0) = {m, Plgh) = (m.oh) = [ =0,
En utilisant & nouveau le corollaire II1.11 de [76], on a

X"(0) = (m(0), P"(0)h(0)) + 2(m(0), P'(0)h),

ol  est Punique élément de B satisfaisant (m(0), h) = 0 et (A(0 )) — P(0))h = (P '(0) = X'(0)) h(0).
Cela implique que % est Punique élément de B tel que <m h) = 0 et (I — P)h = P(ph).
D’aprés le corollaire IT1.6 de [76], i est donné par h = 3,50 Q(0)"(¢h). Mais Q(0)"(ph) =
P"(ph) — (m, ph)h = P™(ph), puisque (m, ph) = [@dp = 0. Ainsi h = > om0 PM(P(ph)) =
Yons1 P (ph).

D’une part, on a (m(0), P”(0)h(0)) = (m, Ca(h)) = (m, P(¢*h)) = [ p*du. D’autre part,

(m(0), P'(0)h) = (m, P(oh)) = (m,ph) =3 (m, oP"(ph))

n>1
= Z/@P” wh)dm = Z/U”gmpd,u.
n>1 n>1
En sommant ces deux relations, on retrouve la formule de Green-Kubo pour o2. O
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Preuve du théoreme de la limite centrale. D’apres le lemme précédent, )\(’T';)" =(1- %22 +

o(+))" converge vers e~ 2, d’ou il s’ensuit que
n

+ (m, Q( "

ﬁ)ﬂ

. . o2t . PN .
converge lui aussi vers e~ 2 , ce qui conclut la preuve, grace au théoreme de Paul Lévy. [

On peut préciser ce résultat en donnant une vitesse de convergence lorsque o2 > 0. On
prouve tout d’abord le lemme suivant, qui donne la vitesse de convergence des fonctions

caractéristiques :
Lemme 1.2.10. [] existe C' > 0 et p < 1 tel que pour toutt € R et n > 0 avec %
suffisamment petit, et tout v € Mg, on a

(e (15) )

Démonstration. Cela découle essentiellement de la dérivabilité a 'ordre 3 de A(.) en 0 : pour
i n o242 5242 g2
% suffisamment petit )\(l)" = (1 - ﬁ +0 (Aiﬁ)) =e 2 +0 (e 2 b%) En se

rappelant que f = 9% et ||v|| = ||f|| > C, ou la constante C' provient de l'injection continue
B C L'(m) et est mdependante de v, on a

Esg, (¢'V7°") — e

PRv

it

S o)

ce qui démontre le lemme. O

i- S,
Epg, (e v"7™") = X

e—*O'QtQ

S i—=Sn 14t . N .
En particulier, on a ’Emy(e VRom) — =0 ( NG ), ce qui nous sera a nouveau utile

lorsque nous étudierons la version quenched du théoreme de la limite centrale.

Théoréme 1.2.11 (Théoréme de la limite centrale avec vitesse de convergence). Si 0% > 0,
il existe C' > 0 telle que pour tout v € Mg et tout n > 1
Clivl

I@’@V(:j%ﬁt) U\/_/ T du| < N

Démonstration. On utilise l'inégalité classique de Berry-Esséen, dont 1’énoncé donné ci-
dessous peut étre trouvé au lemme VI.3 de [70].

sup
teR
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Lemme 1.2.12 (Inégalité de Berry-Esséen). Soient p; et pa deux mesures de probabilité sur
R, de fonctions de répartitions respectives Fy et Fy, et de transformées de Fourier respectives
p1 et Po. On suppose que

/|t|dp1(t) < 00 et /|t|dp2(t) < 00,

et que Fy posséde une dérivée telle que sup,cp Fy(t) = a < oo.
Alors, pour tout L > 0, on a

Fi(t) — F5(t)| < — dt +
igﬂg' 1() 2( )|_7T L |t| s

1 /+L D1(t) — Palt)] 240'

Soit & > 0 tel que le lemme [1.2.10| soit valable pour tout t et n tel que % < 4. On applique

le lemme de Berry-Esséen avec L = §y/n, p1 la loi de = 22 et py = N(0,07).
D’apres le lemme [1.2.10] et I'inégalité de Berry—Esseen on a

suplFi(0) - Fao < 0 [ o [e % (MR ) 4 T s
< C\%H (1 +/_:if [ea22t2(1+ It]?) +p"] dt)
d <1+25\/_,0 +/ 1+|t| )dt)

Cllv
VR

]

On termine cette section par un lemme qui montre que la variance asymptotique o2 peut
étre calculée a partir de n’importe quelle loi initiale v € Mg.

Lemme 1.2.13. Pour tout v € Mg, on a 0 =lim, o ~Es,,(S2).

Demonstmtwn Pour n > 1 fixé, on écrit le développement en puissance de t au voisinage de
0 de Elp@,j(ef ™). On a d’une part

it t t?
EIF’@V(eﬁSH) =1+ TEI@(X)V(STL) - %E@(X)V(SZ) + O(t3>7

n

et d’autre part
it g it it it it

E@@y(e‘/ﬁ ) = )\( )n<m(ﬁ)a f><m’ h( )> + <m’ Q(ﬁ

- (1 _ 022152 + On(t3)> (1 + i/cit - 2—t2 +0, (t3)> + <Zf/1—" 6;” + 0, (t3>>

)"f)
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ou l'indice n indique que les constantes impliquées dans les O dépendent de n (mais pas de

).

En identifiant les termes d’ordre ¢2, on obtient

1 o ¢y ey
—— s (8= - — = =20
on pe () 2 2n  2n’
d’ou 1
Co €2.n
“Eso (S?) =0 + = 4 22,
n ]P’®1/( n) 0"+ n + n

On estime a présent ey,. On a ey, = (m, %(Q(z)"ﬂzzof). Or, d’apres le point (iv) du
Théoreme I11.8 de [76], on a “%(Q(z)”)|zzg“ < CN'pour C >0et 0 <\ <1, dotul'on tire
|62,n’ S CA\" et

1
7E]1~)®Z/(Sg) — 02’
n

1.2.3 Principe des grandes déviations

Soit a nouveau ¢ € B un observable borné a valeurs réelles, avec [y ¢ du = 0, et définissons
X, (w,z) = o(T,x) et S, = S325 Xy La loi des grands nombres (Proposition entraine
que %’”‘ converge vers 0 en probabilité : pour tout € > 0, P ® u(S, > ne) converge vers 0. Il
se trouve que cette convergence vers 0 a lieu avec une vitesse exponentielle, et le principe
des grandes déviations va nous permettre de préciser le taux exact de cette convergence
exponentielle.

Théoréme 1.2.14 (Principe des grandes déviations). Supposons que o® > 0. Alors, il existe
€0 > 0 et une fonction taux c : (—€g, +€9) — [0, 4+00] strictement convexe, réelle-analytique,
ne s’annulant qu’en 0 telle que pour tout v € Mg et tout 0 < € < €y, on a

1 .
lim —logP ® v(S,, > ne) = —c(e)

n—oo n,

et
1 .
lim —logP ® v(S, < —ne) = —c(—e).

n—oo n,

Comme pour le théoreme de la limite centrale, on remarque que le principe des grandes
déviations est valable pour une large variété de mesures initiales, avec la méme fonction taux
c. Afin de démontrer le théoréme, on va montrer la convergence de :logEsg, (%) pour
0 € R assez petit et appliquer ensuite le théoreme de Gartner-Ellis [48, 53]. Pour cela, on
exploite I’étude des opérateurs P, réalisée au paragraphe précédent.

Lemme 1.2.15. [l existe 0 < e < €1 tel que pour tout 6 € R, |0| < €3, on a A(#) > 0. De
plus, les fonctions h(.) et m(.) peuvent étre redéfinies de telle sorte qu’elles vérifient toujours
les conclusions du lemme mais aussi h(0) >0, m(0) > 0 pour 6 € R, 0] < €.
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Démonstration. Comme P, est un opérateur réel, on a Pyf = P,f pour tout f € B. Ainsi,
Pyh(0) = Pph(0) = A(0) h(0). Comme A(f) est I'unique valeur propre de module maximal
de Py, on obtient A(8) = A(#), et donc A(f) € R. Comme A(0) = 1, par un argument de
continuité, on a A(f) > 0 pour 6 € R assez petit. Pour z € C assez petit, (m(z),1) # 0.
On définit h(z) = (m(z), 1)h(z) et m(z) = (m(z), 1) 'm(z). Ces nouveaux éléments propres
satisfont clairement les conclusions du lemme 11 suffit donc de prouver que A(6) et 7 (6)
sont positifs pour € R assez petit. D’apres la décomposition spectrale de Py, on observe que
A(6)~"Pp1 converge vers h(f) dans B, et donc dans L'(m). Cela entraine que h(f) > 0 puisque
Py est un opérateur positif, et A(f) est strictement positif. Soit maintenant ¢ (6) € B* positif
tel que (¥(6), h(0)) = 1. Alors X\(0)~"(P;)™p(0) converge vers (¢ (0), h(0)ym(8) = m(0), ce
qui prouve que () est une forme linéaire positive. n

On pose A(f) = log A(f). On a alors
Proposition 1.2.16. [l existe 0 < €3 < €5 tel que pour tout v € Mg et tout € R avec
0] < €3, on a
1
lim — log Epg, (e?") = A(0).

n—oo n,

Démonstration. Soit f € B la den81te . On a l'identité

Ese, () = (m, P (f)) = A(0)"(m(6), ) (m, h(6)) + (m, Q(6)" f)
MO ((m(0), £) (m, h(0)) + A(6) ™" (m, Q(0)" f))

Comme toutes les quantités impliquées sont positives, on peut écrire

108 g, (¢") = 1og A(6) + - 1og ((m(0), £) (m h(6) + A6) " {m, Q(O)" 1)) .

Pour 6 réel assez petit, on a 3 < (m(), f) (m, h(f)) < 2, tandis que

1
2

n . L)
‘)\(9) (m,Q(0) f)‘ <C (177_77177>

d’apres le lemme [1.2.8] ce qui entraine que

lim ~ log ((m(6), £) (m, h(®)) + A8) " (m, Q(O)" f)) = 0.

n—oo n,

O

1. 1l suffit de poser ¥(8) = () 'm, ot a(f) = (m,h(f)) est strictement positif puisque h(f) est un
élément positif non nul de L*(m).
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Démonstration du principe des grandes déviations. On applique une version locale du théo-
reme de Gartner-Ellis, dont ’énoncé précis peut-étre trouvé dans le lemme XIII.2 de [76].
D’apres celui-ci et la proposition précédente, il suffit de prouver que A(.) est différentiable
et strictement convexe dans un voisinage de 0. C’est clairement le cas car A(.) est complexe-
analytique et on a supposé A”(0) = \'(0) = ¢ > 0. D’apres la proposition VIIL3 de [76],
c(e) = €. — A(0,), ou O, est I'unique solution de I’équation A’(f) = €. On en déduit la
réelle-analyticité de ¢ en employant le théoréeme d’inversion locale, puisque A(.) est réelle-
analytique. O]

On aura besoin plus tard du résultat suivant, qui précise la fonction taux ¢ pour des valeurs
petites de € et permet d’obtenir une borne supérieure explicite pour la probabilité des grandes
déviations. On s’inspire du lemme 4.3 de [I1].

Lemme 1.2.17. [l existe C' > 0 tel que pour € > 0 assez petit,
P ® v(|S,| > ne) < Ce 9.

Démonstration. On ne traite que le cas de P ® v(S, > ne), le terme P ® v(S,, < —ne) se
traitant de fagon similaire.
On a pour tout |0] < €3 ,
P®v(S, > ne) < e " Egy, (") = e (m, P f)
= N [(m, h(0))(m(6), £) + MO) " (m, Q(0) " )]
= O(l)efn(eefl\(e))
< O(l)e—nc(e)’
puisque c(€) = supy ., {fe — A(0)} par le lemme XIII.2 de [76].

Pour estimer inférieurement c¢(¢), on développe fe—A(0) = e— %2924—(9(93). Une optimisation
sur ¢ suggere de prendre § = -5, ce qui est toujours possible pour € assez petit, et on obtient

]

On peut déduire de cette version annealed du principe des grandes déviations une borne
supérieure quenched, c’est-a-dire valable pour P-presque toute réalisation w, avec la méme
fonction taux c.

Proposition 1.2.18. Pour tout 0 < € < ¢, tout v € Mg et P-presque tout w € O, on a

lim sup le logv({z € X/ Sp(w, ) > ne}) < —ce).

n—0o0

38



Démonstration. Soit 0 < v < 1. On pose
Ay ={weQ/v({z e X /S(w z)>net) > e =]

On a vu lors de la preuve du lemme que P ® v(S, > ne) < Ce ) pour C' > 0.
L’inégalité de Markov donne alors

P(A,) < e"3OP ® (S, > ne) < Ce ™),

Par le lemme de Borel-Cantelli, on obtient que P-presque tout w appartient & un nombre
fini de A, d’ott limsup,_,, +logv({z € X /S, (w,x) > ne}) < —(1 — y)c(e) pour P-presque
tout w. Comme 7 peut étre choisi comme un nombre rationnel arbitrairement proche de 0,
on trouve que

lim sup 711 logv({z € X/ Sp(w,x) > ne}t) < —c(e)

pour If”—presque tout w. 0

1.2.4 Théoréme de la limite locale

Un raffinement de 1’étude des opérateurs de Fourier P; permet de démontrer un théoreme
de la limite locale. On a besoin d’imposer une condition supplémentaire sur I’'observable .
On suppose toujours que ¢ € By est a valeurs réelles, borné, et d’intégrale nulle par rapport
a [

Définition 1.2.19. On dira que @ est apériodique si pour toutt € R, t # 0, le rayon spectral
de Py est strictement inférieur a 1.

Théoréme 1.2.20 (Théoréme de la limite locale). Si 0? > 0 et si ¢ est apériodique, alors
pour tout v € Mp et tout intervalle borné I C R,

ovnPeu(s+ S, ) —

lim sup
n— oo sE€R

1 52
e a2 || = 0.
= =l
Démonstration. On suit la preuve de Breiman [28] pour le cas i.i.d., et celle de Rousseau-
Egele [127] pour les applications (déterministes) uniformément dilatantes de l'intervalle. Par
un argument de densité, il suffit de prouver que

TV Bre, (9(S,+5)) = = 5 [ gludu

converge vers (0 uniformément en s € R lorsque n — oo, pour tout g € L'(R) dont la
transformée de Fourier g est continue a support compact. En utilisant la formule d’inversion
de Fourier, on trouve

_oyn
m

oz, (9(S+9) = S [ eg(e) ([ Pas)dm) dt.

R
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Soit § > 0 tel que le support de g est inclus dans [0, +d], et en se rappelant que A(it) =
1- # + o(t?) et (m(it), f){m, h(it)) = 1+ O(]t|), on choisit 0 < 0 < § assez petit de telle

+2

sorte que |A(it)] < 1— 2L < e T8 ot [(m(it), f)(m, h(it)) — 1| < C|t| pour |t| < §. Comme

1
1 52 g 0 its O‘2t2
5 efm/g(u)du: 9(2 )U/ evne 2 dt
V27 R T JR

et
[ Pi(F) dm = Aty (m, h(it)) (m(it), £) + (m. Q(it)"f)

pour tout |t| < 4, on peut écrire

1 2

\/ﬁe_?:“’z/Rg(u)du
B % </It|<5\/ﬁ eV <g<\/tﬁ))\<\z/%)n — §<0)6022t2> dt

t 1t

+ /t|<5\/ﬁeﬁ§(\/ﬁ>/\(\/ﬁ>n <<m(\/ﬁ),f><m, h(%» — 1> dt
v eanm QU

oV s, (9(Sn +5)) —

t|<o
its 2,42
its 5 () (m, P" £Ydt — §(0 Ve T dt
bV m P = 5(0) [ e
o
= 5 (AL (s) + AP (s) + AP (s) + AD(s) + AD(s)) .
. 0242
On a ’Ag)(s)‘ < Ji<éym f](in))\(\’/—%)" — §(0)e "= ‘dt, d’ott sup,cg ’Ag)(s)‘ — 0 par conver-
) 0242 0242 5242
gence dominée, puisque |§(7=)A(Z5)" — §(0)e” 2| < |9l sup <6_4t + e_2t> est intégrable
sur R et g(L=)A(Z5)" — §(0)e "2

. 0242
On peut majorer le second terme par % Ji<sym ltle” 3 dt =0 (ﬁ) et donc sup,cp ’Af)(s)‘ —

0.

Le troisieme terme est majoré par C'v/n||§||supp™, €t donc sup,cp ‘A,(f’)(s)‘ — 0.

Par convergence dominée, on a clairement sup, g ’AS’)(S)‘ — 0, il reste a traiter le quatrieme
terme. C’est ici que I'hypotheése d’apériodicité va jouer un réle. Si I'on dénote par r(FPy)
le rayon spectral de l'opérateur P, on sait que la fonction s.c.s. t — r(F;) atteint son
maximum sur le compact {J < |¢| < §} en un point ty. Ce maximum vaut donc r(Py,) qui est

strictement inférieur a 1 par 'hypothese d’apériodicité, puisque ¢, # 0. Comme ’ensemble
{Pit}5<)11<5 est borné, il existe donc C' et § < 1 tel que || P}|| < CO" pour tout § < [t| <4 et

n > 0. On a ainsi sup AWD ()| < C/nb™|§||sup||m — 0, ce qui termine la preuve. [J
seR n p
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On donne a présent un critere permettant de vérifier I’hypothese d’apériodicité.

Proposition 1.2.21. Supposons que la mesure stationnaire p est équivalente a m et que le
rayon spectral (resp. le rayon spectral essential) de Py est plus petit (resp. strictement plus
petit) que 1 pour tout t € R. Si ¢ n’est pas apériodique, alors il existe t # 0, A € C avec
IA| = 1 et une fonction mesurable g : X — C telle que gh € B et A\g(T,x) = @ g(x) pour
m-p.t. v € X et P-p.t. w € ().

Démonstration. Si ¢ n’est pas apériodique, alors il existe par définition un certain ¢ # 0 tel
que le rayon spectral de P, est plus grand ou égal a 1. On en déduit que le rayon spectral de
Py, est exactement égal a 1. Comme le rayon spectral essentiel de P;; est strictement inférieur
a 1, cela entraine qu’il existe une valeur propre A de module 1 pour Py, avec un vecteur
propre associé f € B. On pose g = % g est bien définie m-presque partout par hypothese
sur p. On a alors P(¢gh) = gh, ot ¢ = Xe*®. On releve cette identité sur le produit-gauche :
par le lemme . on a Pr(¢pg,h,) = gphp, ou Pr est Uopérateur de transfert du systeme
produit-gauche F par rapport a la mesure P ® m. Voir le paragraphe u pour les notations.
D’apres la proposition 1.1 de Morita [I17], on en déduit que g, o F' = ¢, g, P ® m-p.p., ce
qui termine la preuve. O

Remarque 1.2.22. 1. Les hypotheses sur le rayon spectral et le rayon spectral essentiel
de la proposition précédente se démontrent généralement en prouvant une inégalité
de Lasota-Yorke pour chaque opérateur Py, en suivant la méme stratégie que pour
I'opérateur P. On pourra consulter Rousseau-Egele [127], Morita [I17], Broise [29],
ou Aaronson, Denker, Sarig et Zweimuller [2] pour de telles preuves dans le cadre
déterministe et unidimensionnel.

2. La proposition précédente montre que si ¢ n’est pas apériodique pour le systeme aléa-
toire, alors il n’est pas apériodique pour presque tout systeme déterministe T,, au sens
usuel, et presque toutes les équations d’apériodicité partagent une méme solution régu-
liere. En particulier, si €2 est fini, et si ¢ est apériodique pour au moins une application
T.,, alors il est apériodique pour le systeme aléatoire. L’apériodicité dans le cadre dé-
terministe peut étre vérifiée par des méthodes classiques, on renvoie a [I], 2, 29] parmi
d’autres pour plus de détails.

1.2.5 Principe d’invariance presque sure

Dans cette section, on démontre le principe d’invariance presque sure pour des observables
a valeurs dans R?. Il s’agit d’un renforcement du théoréme de la limite centrale qui entraine
de nombreuses conséquences, comme la loi du logarithme itéré, la version fonctionnelle du
théoreme de la limite centrale, etc ... On renvoie & Melbourne et Nicol [I12] et aux références
présentes dans ce papier pour plus de détails.

On donne d’abord la définition :

41



Définition 1.2.23. Pour A € (0, %], et X2 d x d matrice symétrique, semi-définie positive
(éventuellement dégénérée), on dira qu’un processus (X,), a valeurs dans RY satisfait le
principe d’invariance presque sure avec l'exposant d’erreur X et la covariance asymptotique

32 sl existe deux processus (Yy), et (Z,),,, définis sur un autre espace probabilisé, tels que

1. les processus (X,), et (Y,), ont la méme distribution ;

2. les variables aléatoires Z, sont indépendantes et distribuées selon la loi N'(0,%?) ;
Srse Vi — ShT0 Zi| = o(n?).

Soit ¢ : X — R? un observable borné, & valeurs dans R? tel que chaque composante ¢; :
X — R, 5 =1,...,d, appartient a By, avec [y ¢;dp = 0. On définit comme auparavant
Xi(w, ) = p(Thx).

3. presque surement,

Théoréme 1.2.24 (Principe d’invariance presque sure). La matrice de covariance

converge vers une matrice 2 et le processus (X )n, défini sur Uespace probabilisé (Qx X, P®
w) satisfait le principe d’invariance presque sure avec > comme covariance asymptotique,
pour tout exposant d’erreur A > i

Démonstration. On applique les résultats de Gouézel [64]. Plus précisément, on va construire
une famille d’opérateurs (L;),cre sur B qui encode la fonction caractéristique du processus
(Xn)n et on va vérifier les hypotheses (I1) et (I2) de [64]. Pour & > 0 et jy,...,jx € {1,...,d},
on définit C, ;. by Cj,. ;. (f) = P(pj, - .. ;. f). Les hypotheses faites sur B et By montrent
que Cj, . agit continument sur B, avec une norme majorée par C*||p; o - - - |;,.[lo- Pour
t=(t1,...,ts) € R on pose

oo sk d
1
k=0

T J1yenJk=1

On définit ainsi sur R? une famille réelle-analytique d’opérateurs bornés sur B, puisque

o 1 d
< Z E Z |tj1| e |tjk|||0j17---ajk||
k=0

T g1 Jk=1

k d

1

T 1enJe=1

o0

D

k=0

d
< O ialbslleslo o

Pourt € R%et f € B, on a L,(f) = P(e"*¥) f), et donc la famille {£;},cras encode la fonction
caractéristique du processus (X,,) au sens de [64], d’aprés le lemme [1.2.7] Puisque Lo = P a
un trou spectral sur B, 'hypothese (I1) est vérifiée. Pour montrer I'hypothese (12), il suffit,
d’apres la proposition 2.3 de [64], que Iapplication ¢ — L, soit continue en ¢t = 0, mais cela
découle immédiatement de la réelle-analycité de cette application. O
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1.3 Le théoréme de la limite centrale par la méthode
des martingales

L’objectif de cette section est de montrer que la méthode classique d’approximation par les
martingales due a Gordin [59] (voir aussi Liverani [I03]) permet de démontrer le théoréme de
la limite centrale annealed pour les systémes dynamiques aléatoires. On donnera donc ici une
preuve alternative du théoreme dans le cas ou la mesure v est la mesure stationnaire
i. La méthode utilisée sera réinvestie dans le paragraphe suivant pour démontrer un TCL
pour les lemmes dynamiques de Borel-Cantelli, un contexte ou le processus étudié n’est plus
stationnaire, I’observable dépendant alors du temps n.

On fera tout au long de ce paragraphe I’hypothese que la mesure stationnaire p est équivalente
a m. Les applications T}, sont alors toutes non-singulieres par rapport a y, ce qui nous permet
de définir 'opérateur de transfert moyenné P, du systeme aléatoire par rapport a p. Il vérifie
P.(f) = w pour tout f € L'(u), ot h est la densité de u et P est Popérateur de transfert
moyenné défini par rapport a m.

On rappelle que 'opérateur de Koopman, ou opérateur de transition, agit sur les fonctions
définies sur X par Uf(z) = [, f(T,a) dP(w). A U est associée une probabilité de transition
sur X donnée par U(z, A) = U(14)(z) = P({w / T,z € A}). On rappelle aussi que la mesure
stationnaire p vérifie pU = p par définition. On peut alors associer a U et p une chaine de
Markov canonique de la fagon suivante.

Soit O = XNo = {z = (2g,21,2,...,%,,...)}, muni de la tribu F engendrée par les cy-
lindres. Comme X est un espace polonais, F est la tribu borélienne associée a la topologie
produit sur Q*. Le théoreme de Tonescu-Tulcea [120, Proposition V-1-1] montre qu’il existe
une unique mesure de probabilité sur 2* telle que

[ F@due(a) = [ pdeo) [ Ulwo.dar)... [ Ulwnr,dea)f(wo... )

pour tout n et toute fonction mesurable bornée f : * — R qui ne dépend que de xy, . .., z,. Si
on dénote par x, I'application qui a chaque z associe sa n-ieme coordonnée z,,, alors {z, }n>0
est une chaine de Markov définie sur I’espace probabilisé (2*, F, u.), avec distribution initiale
(. et probabilité de transition U. Par stationnarité de la mesure u, chaque x,, est distribué
suivant la loi p.

On peut définir le décalage a gauche 7 sur 2*. Par stationnarité, celui-ci préserve la mesure
pie. On rappelle aussi que l'on dispose d'un systéme produit gauche F' sur QY x X, défini
par F(w,z) = (ow, T, ), oil o est le décalage & gauche sur QY. F préserve la probabilité
Pou = PEN@pu. On peut relier ce systéme produit-gauche au systéme symbolique 7 sur Q*. En
effet, si on définit ® : O x X — Q* par ®(w,z) = (2, T, 2, T, T, v, ..., T, ... Tyx,...) =
{p(S™(w, z)) }n>0, avec p(w, z) = z, alors on a :

Lemme 1.3.1. ® est mesurable, envoie P @ p sur 1. et vérifie ®o F =10 ®.

En d’autres termes, (Q x X, F,P ® p) est une extension de (Q*, 7, fic).
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Démonstration. La seule chose non-évidente a prouver est le fait que ® envoie P ® p sur .
Il suffit de montrer que

[ utdz) [ o) i(Tha) . £l Do) dB(w) du(a)
_ /X 1(dao) folo) /X Uz, d1) fi(21) . .. /X U, dwn) o)

pour tout n > 0 et toutes les fonctions mesurables bornées fy, ..., f, : X — R. On procede
par récurrence sur n, le cas n = 0 étant trivial. On a

[tz folao) [ Utao.den) @) [ Ulwior,dw) fulen) [ UG drosn) fun ()
— [ nldao) folwo) [ Ulwo,dan)fian) .. [ Ulwns,dan) fulwa)U fusa (2]

= [ nde) [ @) (TL) . Fu(TL)U i (TL) dB() dp()

= Jor

(da) / Fo(@) FL(T) .. (T2 frad (T ) dP(w) dps()
ce qui termine la preuve. O

Soit m, : O — X la projection m,(zg, ..., Zp,...) = T, et T = 7. On reléve chaque fonction
¢ : X — R en une fonction ¢, sur Q* par ¢, = ¢ ow. On a alors E,(¢) = E, (¢-). On
remarque aussi que m, =mo7" et po F" =m, 0 P.

Soit ¢ : X — R un observable borné a valeurs réelles, appartenant a By, tel que [y ¢ du = 0.
On définit X = (popoFk et Sy = Y725 X On a alors X = pompo® = o 070 ®.
Ainsi, S, = (X720 @x 0 7) 0 @, et donc la loi de S, sous la probabilité P ® yu est la loi de
la n-iéme somme de Birkhoff de 'observable ¢, pour le systéeme symbolique (Q*, 7, ). Pour
démontrer un TCL pour S, il est donc suffisant de le démontrer pour I'observable ¢, et le
systeme (2%, 7, ).

Pour cela, on va utiliser Popérateur de Koopman U et Popérateur de transfert P associés
a (Q* 7, p.). Comme 7 préserve ., ces opérateurs satisfont les relations PEURf = f et
UFPEf =R, (f|Fe) pour tout f € L' (p.), ot Fi, = 7 FF = o(p, Tps1, - - -)-

L'opérateur P est lié & Iopérateur de transfert moyenné P, de la fagon suivante :

Lemme 1.3.2. Pour tout ¢ € L' (1), on a P(¢x) = (P)s.

On va déduire ce lemme du résultat correspondant pour l'opérateur Pr associé au systeme

produit-gauche (Q x X,F,P® p). Pour ¢ € L'(1), on introduit la notation ¢p = op €
LY(P ® p). La méme preuve que pour le lemme [1.1.2) mais avec la mesure y au lieu de m
donne :

Lemme 1.3.3. Pour tout ¢ € L*(u1), on a Pp(¢pop) = (P,¢) o

44



Démonstration du lemme[1.3.2. Soit ¢ : * — R un élément quelconque de L>(u.). On doit
montrer que [o. ¢ (¢ o T)dpe. = Jou (Pu@) =0 dpe. On a

/Q*wa(lboT)nd:/QNXX(gbowo(P)(@ZJOTOCD)d([F’@)M)

- (¢op)(¢o@oF)d(]fD®,u)Z/QNXXPF(¢OP)<wOQ))d(ED®N)

ONx X

= [ (Pgep)wo)dBou= [ (Roorod)(od)dBen)

ONx X

= /ﬂ*(PMQS)ﬂ@DdPJC

On est en mesure a présent de démontrer le TCL

Théoréeme 1. 3 4. Soit © € By un observable borné a valeurs réelles, avec [y pdp = 0. Soit
Sp(w, ) = S0t o(Tkx). Alors il existe a® > 0 tel que % converge en loi vers N'(0,0?) sous

la probabilité P ® s et 0?2 =0 siet seulement si il existe ¢ : X — R mesurable avec Yh € B
tel que p(x) = P(T,x) — () pour P-p.t w et u-p.t. x.

Démonstration. D’apres la décroissance des corrélations (point (1) de la proposition ,
on a [|[Prelry < CAN¢llo, puisque |||z = [|gllrse, p étant equlvalente a m par hypothese
Pour tout p > 1, on a [|Pr¢ll; < |PrelB2 1 Prglley < Clloli glloA, dapres Pinégalité
de Hoélder. Ainsi, la série w don>1 Pugo est sommable dans L? (,u) pour tout 1 < p < oo, et
en particulier, ¢ € L*(u).

On définit x = pr + ¥ — r o 7 sur Q*. D’apres le lemme m, x vérifie Px = P(p,) +
P(r) — PU(r) = (Pup)r + (P — ¢)x = 0, puisque P,¢) =19 — P,op.

On a que {x o 7F};>0 est une suite de différences de martingales inversées par rapport a
la filtration {Fy} o : en effet, on a E, (x o 7% Fpyy) = U PFITFy = U1 Py = 0.
Cette suite est clairement stationnaire et dans L2, puisque y € L2. Elle est ergodique car le
systeme (2%, 7, i) est ergodique : c’est en effet un facteur du systeme (Qx X, F,P® p) qui
est ergodique d’apres la proposition [1.1.4] Ainsi \/ﬁ > heo X o7* converge en loi vers N(0, 0?),

avec 02 = ENC( 3, d apres Billingsley [23].

Puisque Y725 o8 = Sri yomF + ot — 1y, et%“i\;{d’“ converge vers 0 en probabilité

* converge en loi vers

(car il converge vers 0 en norme L'), on obtient que % S @R OT
N(0,0?), et comme on I'a vu plus haut, ceci entraine le TCL pour S,,.
Si 02 = 0, alors y = 0, [te-P-P-; €€ qui entraine que ¢ = ¥z © T — Y, Ue-D.P., €t donc

o(r) = Y(T,x) — ¥(x) pour P-p.t w et p-p.t. . Pour obtenir la régularité de ¢, on observe

que la décroissance des corrélations montre que ||hP;(¢)|s = [[P"(ph)||s converge expo-
nentiellement vite vers 0. Ainsi, la série Yh = 3,5 hPZ}(gp) est sommable dans B, d’ou le
résultat. ]

45



En suivant la méthode de Melbourne et Toérok [I13], on peut montrer que I'on a aussi conver-
gence des moments. Soit W une variable aléatoire distribuée suivant la loi N'(0, 02). Si 0% = 0,
alors W est constante égale a 0 presque surement.

Proposition 1.3.5. Pour p € [1,+00), on a
Sn

NG
Démonstration. Si 0% = 0, alors la caractérisation par les cobords donne que S, est bornée
dans chaque L? (on a vu au cours de la preuve du théoréme que le cobord 1 appartient
A tous les LP), d’ott le résultat. On traite & présent le cas 02 > 0. On reprend les notations
de la preuve du théoréme [1.3.4L On a 3724 or 078 = 3725 x o 7F 4+ br 0 7% — 1b,. Comme
{3725 x o 7"} est une martingale inversée, on obtient par I'inégalité de Burkholder [33] que
ImZo x ot = O(n2), ce qui entraine que || S7= ox o ||z, = O(n?). D’autre part, on

p

Pou %E’W‘p.

a || S5 or 0 75 = (190l Lo @y Alnsi, pour chaque p > 1, les moments d’ordre p de %
sont bornés. La convergence des moments découle alors immédiatement dun résultat connu
en probabilité, voir par exemple I'exercice 2.5 page 86 de Durrett [51]. O

1.4 Lemmes dynamiques de Borel-Cantelli

Dans toute cette section, on fait I’hypothese que la décroissance des corrélations est expo-
nentielle pour les observables dans By contre les observables dans L*(u), ¢’est-a-dire que

‘/ fU”gdu—/ fdu/ gdu‘ < OXN'[[fllollgll s
X X X

pour tout f € By et g € L'(1). Comme on I'a vu & la proposition c’est le cas lorsque
B s’injecte continument dans L>(m) et que la densité de u est bornée inférieurement.

1.4.1 Convergence presque sure
On va utiliser le résultat suivant, du a Sprindzuk [132] :

Proposition 1.4.1. Soit f; une suite de fonctions mesurables positives sur un espace mesuré
(Y,v) et soit fr, or deux suites de nombres réels satisfaisant 0 < fr < @ < M pour tout
k> 1 et un certain M > 0. On suppose que

/Y< > (fk(y)—fk)) dv(y) <C >

pour tous les entiers m < n et un certain C' > 0. Alors

S hy) = X0 [+ 0@V (n)log¥* e D(n))

1<k<n 1<k<n
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pour v-p.t. y €Y, tout € > 0, et ®(n) = 3 1<p<p Pr-

On applique ce résultat a I'espace (Q x X,P® 1). En adaptant au cas aléatoire la démarche
de Kim [95], et en utilisant notre hypothese sur la décroissance des corrélations, on obtient

Théoréme 1.4.2. Soit ¢,, une suite de fonctions positives, avec ¢,, € By et sup,, ||on]lo < 00,
et telle que E,, — oo, ou E, = Zﬁ;é [ érdp. Alors

1 n—1
lim — Thz) =1
dm, g 2 onl(luw) =1,

pour P @ p-p.t. (w,x) € QxX.

Démonstration. On applique le théoreme de Sprindzuk avec (Y,v) = (2 x X,P® u), fp =
(dr)p © F* fi = or = [ ¢pdp. On a

/. ( > (fk<y>—fk)) dv(y)

m<k<n

<2 Fb P @y — d d‘

<2 ¥ [ (oo P = [oudn [ ondn

—2 5 |[ o odu~ [ond [oudn| <C X NFlenlollonlsy
m<k<i<n /X m<k<l<n

<C > ¢
m<l<n

1.4.2 Etude des fluctuations

On peut préciser la nature des fluctuations dans la convergence presque sure donnée par
le théoréme [1.4.2] On suppose toujours que ¢, est une suite de fonctions positives, bornée
dans By avec E,, = Y725 [ ¢, dp divergente. On fera aussi 'hypothése que B = By est une
algebre de Banach qui s’injecte continument dans L*°(m), ce qui est le cas lorsque B = BV
en dimension 1, ou lorsque B = V,, est 'espace Quasi-Holder. On supposera aussi que la
densité h de p ne s’annule pas et vérifie % € B : c’est le cas lorsque B est BV en dimension
1 ou Quasi-Hélder et que la densité est bornée inférieurement.

On pose ¢, = ¢ — [ & dit, Sp(z) = S35 dr(xk), et on introduit une approximation par des
martingales similaire & celle du paragraphe [I.3]

On définit ¢y = 0 et, pour n > 1, on définit

k=1
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Un calcul simple montre que P, = ¥,11 — Pl@n. On définit alors sur Q*,

n = (ggn)w — (Ynt1)x 0T+ (Vn)r-

On a alors B .
Z Xk © Tk = Z(&k)ﬂ © Tk - (wn)w ot".
k=0 k=0

D’apres le lemme , ona Py, = (Pugn —Yni1+ Putby)r = 0. Ceci montre que {x07"}1>0
est une suite de différences de martingales inversées par rapport a la filtration {F;}r>o : en
effet, By, (X 0 78 Fis1) = UM PFIU* g, = UM Py = 0.

La décroissance des corrélations, et les hypotheses faites au début de cette sous-section,

entrainent que 1, est une suite bornée dans B.
On pose a2 = E,,_(S52).

Théoréeme 1.4.3. On a lalternative suivante :

1. Soit (a?) est bornée, et dans ce cas S, est bornée presque surement ;

2. Soit (a?) converge vers +o00, et dans ce cas f—: converge en loi vers N'(0,1).

Pour démontrer ce théoreme, on va utiliser le résultat suivant, du a Brown [30]. (voir aussi
[46, Théoreme 5.8] pour la formulation pour les martingales inversées)

Théoréme 1.4.4. Soit (U,, F)n>0 une suite de différences de martingales inversées, de
carré intégrable. Pour n > 0, on pose

n—1 n—1 n—1
To=> U op =Y E(Uy), et Vi, = > E(UZ|Fps1).
= k=0 k=0
On suppose que les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) la suite de variables aléatoires (¥3) converge en probabilité vers 1 ;

(ii) pour tout € > 0, lim,, s = =5 Zk;o E<U131|Uk\>san) =0.
Alors
T,
lim sup [P(—* < t)

MO teR | Op \/ 2m /
Démonstration du théoréme[1.4.5 On applique le théoréme de Brown, dont on conserve les
mémes notations, avec U, = x, o 7" définie sur (Q*, ). On remarque que |a? — 02| <
1S, — Thlla = |(¥0n) =2 est borné, donc (a?) est soit bornée, soit divergente vers +oo.
On suppose que a2, et donc o2 tend vers +oo et on vérifie la condition (ii) : on a

s| = 0.

]_ — C n— 1E . U ) C
o2 ZE U’“]l|Uk‘>wn S =) Z |UkHL°° pe(|Uk| > €0y) < Z iz(ﬂk T 2g2’
" k=0 Tn k=0 nk} 0 n
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qui converge vers 0 pour tout € > 0.
Pour la condition (i), on a

s n—l n—1
V=Y EUFi) =Y E,.(xior*r EHF) =3 PH(x2 o 7k) o 7HH
h=0 k=0 k=0

n—1 _
= P(xg) o7
k=0
Un calcul simple utilisant les propriétés de 'opérateur de transfert donne

P(x}) = |Pu(@2) + Gt + Pu(¥)) = 2Pu( @) tbnss + 2Pu(bptdn) — 2Pu(ti) s |
= (9016>7r-

Comme sz et 1 sont bornées dans B, on obtient par nos hypotheses sur B que ¢ est une
suite de fonctions positives bornées dans By. Comme 372, [ ¢r du = o2 diverge, on obtient
par le théoréeme |1.4.2| que Z—g o ® converge P® u-p-s. vers 1, d’ou la validité de la condition
(i). Ceci démontre la deuxiéme partie du théoréme [1.4.3

Si a2, et donc o2, est bornée, alors d’apres le théoréme de convergence des martingales, on

a que T), est convergente p.s., d’ou I'on obtient que S, = T}, + (¢,)r © T" est bornée presque
surement. OJ

1.4.3 Application au probleme des cibles rétrécissantes

Dans cette sous-section, on se restreindra au cas ou le systéme aléatoire est un des systeémes
décrits aux paragraphes|[1.1.2] [1.1.3|et [1.1.4] & I’exception de I'exemple[1.1.11] En particulier,
X est soit lintervalle [0, 1], soit un compact régulier de R et B = By est I'espace BV
en dimension 1, ou l'espace Quasi-Holder. Ces deux espaces vérifient les conditions requises
dans les sous sections précédentes, tandis que la condition de recouvrement remplie par les
systemes considérés entraine que % € B et I’hypothese de décroissance des corrélations contre
L'(p).

On fixe un point p € X, et on considere une suite décroissantes de boules B, (p) centrées
en p telles que E,, = 3725 t1(Br(p)) — +oo. Une application directe du théoréme avec
¢r = 1, (p), qui définit bien une suite bornée dans By, donne :

Proposition 1.4.5. Presque toutes les orbites aléatoires Tﬁx passent infiniment souvent dans

Byi(p) : pour P-p.t. w et p-p.t. z € X, on a TFa € By(p) pour une infinité de k > 0. On a de
plus une information quantitative sur le nombre de visites :

1
Stk 20/ The € Bi(p)} 1
pour Ip’-p.t. w et u-p.t. x € X.
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~ 2
On pose a? =E,, <(Zz_é(qbk)7r o Tk) ) On a vu au théoréme [1.4.3|que si a2 est non bornée,

alors la somme ZZ;é(ggk)ﬂ o 7% satisfait un théoréme de la limite centrale. On donne ici un
critere simple permettant de vérifier cette condition :

Proposition 1.4.6. Si (log k)u(Bk(p)) — 0, alors lim inf g—i > 1. En particulier, a> — .

Démonstration. On choisit a > 0 suffisamment grand pour que alog\ < —1, ou A < 1 est le
taux de décroissance exponentielle pour les corrélations.

On a

a, =&y, ((g(d;k)ﬂ o T’“) ) = :Z::IEMC((%)Q +2 Y Eu((0)n(d)ror )

k=0 0<k<l<n—1
n—1
= Z Eu(¢i) +2 Z Eu(¢kUl_k¢l)-
k=0 0<k<I<n—1

On découpe le deuxieme terme de cette somme en deux parties :

B B n—1 [k+alog(k+1) _ _ n—1 . _
2 Eu(mUZ’“@):Z[ > EJaU o)+ Y EM(mU’%Z)]-
0<k<i<n-—1 k=0 I=k+1 I=k+alog(k+1)+1
On a
k+alog(k+1) _ _ k+alog(k+1)
> BGUTR = Y (B )~ [ audu [ udn).
I=k+1 I=k+1

Par positivité et décroissance des ¢y, on obtient que

k+alog(k+1)

> Eu(aU' ) 2 ~0 ((logk)u(Bu(p))’)

I=k+1
D’autre part, un calcul direct en utilisant la décroissance des corrélations donne

n—1

> E. (61U %)

I=k+alog(k+1)+1

=0 (kalog)\) )

Alinsi, on obtient
_ _ n—1
S B G ) = —0(1) -0 (Zaogkm(Bk(p))?)
0<k<l<n—1 k=0

Comme (log k)u(By(p)) tend vers 0 et E, = >7-¢ n(Bi(p)) est divergente, on trouve que
O (Sr28 (log k) u(Bi(p))?) = o(E,). Or,

S B = 3 (MB0) — n(Bulp)) ~ E.



car pu(Bg(p)) — 0 et E,, — oo, d’ou 'on déduit que
az > E, + o(E,),

ce qui termine la preuve. O

1.5 Version quenched du théoreme de la limite centrale

Dans cette section, on s’intéresse a la version quenched du TCL, c’est a dire a un TCL
valable pour presque tout choix de w. Plus précisément, on étudie les lois limites pour la
somme Y773 oo Tk pour w fixé, mais générique.

1.5.1 Un résultat général

On décrit ici un résultat abstrait, démontré par Ayyer, Liverani et Stenlund [11], qui sera
notre outil principal pour étudier le TCL quenched. On considere ici un systéme dynamique
aléatoire i.i.d. {T,},ecq agissant sur X, avec une mesure stationnaire p. Soit ¢ : X — R
un observable avec [y @du = 0, et on définit comme auparavant X (w,z) = o(TFz) et
S, = Y72 Xg. On aura besoin d’introduire un systéme auxiliaire, défini de la fagon suivante.
L’espace probabilisé est toujours (€2, P). Les applications, que I’'on dénotera par 1. agissent
sur X2 par T, (x,y) = (T,x, Tpy). On définit un nouvel observable ¢ : X2 — R pour ce
systéme auxiliaire par ¢(z,y) = ¢(z) — o(y), et on dénote par S, sa somme de Birkhoff
associée.

Théoréme 1.5.1. On suppose qu’il existe 0® > 0 et C > 0 tels que pour toutt € R et n > 1
avec ﬁ assez petit,

+=5n _ 202 1+t
(1) IP’@,u( ) —e 2| <C —\i_/‘:jl ’
i=S, —1242 1|3
(2) IP’®(;L®/J, ( vn ) —€ t S C vn

On suppose de plus que pour n > 1, et tout € > 0 assez petit,
(3) Pop(|%|>e) < Cecen

Alors, le théoréme de la limite centrale quenched est vérifié : pour P-presque toute suite
we ona

YiopoTh
Jn

On peut vérifier les hypotheses de ce théoreme en procédant de la facon suivante.

=, N(0,0%).
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Etape 1 On démontre que le systéme aléatoire qui nous intéresse, c¢’est-a-dire {T,}weq,
vérifie les hypotheses (H1) a (H6) décrites au paragraphe [1.1.1] avec un espace
fonctionnel B. On vérifie que ¢ appartient a By, ou By satlsfalt la condition donnée
au début du paragraphe [I.2] Sous ces hypotheéses, on sait que le systéme aléatoire
{T,}»eq admet une unique mesure stationnaire p absolument continue par rapport
a m. En faisant '’hypothese que ¢ n’est pas un cobord au sens de la proposition
, par les résultats du paragraphe , on sait qu’il existe o2 > 0 tel que les
hypotheses 1 et 3 du théoreme [L.5.0] sont vérifiées.

Etape 2 On démontre que le systeme auxiliaire {T},}weq vérifie les hypothéses (H1) & (H6),
avec un espace fonctionnel B de fonctions définies sur X2, avec comme mesure de
référence mo = m ® m. Ainsi, ce systeme admet alors une unique mesure station-
naire o absolument continue par rapport a ms. L’observable ¢ doit appartenir a
un espace By qui vérifie la condition de compatibilité avec B du paragraphe
et la mesure pu ® p doit appartenir a My, c’est-a-dire h ® h € B. 11 est facile de
voir que les marginales de s sont absolument continues par rapport a m et sont
stationnaires pour le systeme {7}, },cq. Comme g est 'unique mesure stationnaire
absolument continue pour le systeme considéré, on en déduit que les marginales
de o sont toutes deux égales a pu, et donc [y2 @ dus = 0. Sous ces hypotheses, on
sait qu'il existe 6% > 0 (la stricte positivité découle en fait de 1’étape 3) tel que

-t & 262
E]@@(M@M)(elﬁsn) —e 5| < Clj:/‘%' pour t € Ret n > 1 avec \f assez petit.

Etape 3 On démontre que 62 = 202. Ceci entraine la validité de Phypothese 2 du théoréme

L5I

Les systemes aléatoires que I'on considere dans tout ce chapitre vérifient les hypotheses (H1)
a (H6), donc I'étape 1 est ici inexistante. L’étape 2 ne présente en général que des difficultés
d’ordre technique : le systeme aléatoire auxiliaire agit sur un espace de dimension deux fois
plus grande que celle du systeme d’origine, ce qui nécessite d’utiliser un espace fonctionnel
B plus compliqué que B. Ceci est particulierement vrai lorsque X = [0, 1] : en effet, dans ce
cas, B est I'espace BV en dimension 1, tandis que 'on devra choisir pour B I’espace Quasi-
Holder (ou n’importe quelle autre alternative comme BV en dimension quelconque). On
devra alors tenir compte de 'accumulation des discontinuités, un phénomene qui n’apparait
qu’en dimension supérieure ou égale a 2. Néanmoins, la structure particulierement simple des
applications 1, (des produits directs) et des partitions de régularité (composées de rectangles)
entraine que les hypotheses classiques ou la dilatation ’emporte sur la complexité sont souvent
vraies. Toute la difficulté réside en réalité dans I’étape 3. Pour démontrer que 6% = 202, on
utilisera les formules de Green-Kubo qui nous donnent une expression explicite pour les
variances asymptotiques.

On démontrera dans les sous-sections suivantes que cette hypotheses sur les variances est
vérifiée dans le cas ou toutes les applications T;, préserve la mesure p. On discutera aussi
du cas général (et ouvert) ou la mesure p n’est pas nécessairement préservée par toutes les
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applications. Avant de terminer cette sous-section, on démontre le lemme suivant, qui montre
que bien qu’elle soit surprenante, la condition 62 = 20?2 est nécessaire pour obtenir le TCL
quenched tel que nous ’avons formulé.

Lemme 1.5.2. En conservant les notations précédentes, si on suppose qu’il existe o> > 0 et
% > 0 tel que

1. converge en loi vers N'(0,02) sous la probabilité P @ pu,

2.

sk sk

converge en loi vers N'(0,62) sous la probabilité P @ (@ p),
3. pour P-p.t. w, ﬁ S po Tﬁ converge en loi vers N'(0,0%) sous la probabilité .

Alors 6% = 202,

Démonstration. On pose Sy = Sp(w,.) = YpZs ¢oTyr. Procédant comme dans [I1], on écrit
pourt € Retn>1:

. 224212 4 2 5242 5242 g
Ep <‘M(€lﬁs"‘“) —e "2 ) =E;p ’u(ezﬁs") ) —e P 4207 R <e 2 — Eﬁ,@“(e’#’n))
t%o a’t

. A 26'2 2.2 0_2 2 2,2 it
=E; (u ® u(ezx}ﬁs")) —e T 4+ <e_ 2 — 6_t2‘72) 12T R <e_2 — E%H(e \;ﬁsn)) )

t262

Par les deux premieres hypotheses, ce terme converge vers e~ 2

Mais Ep <

2 2

— e 9 lorsque n — oo.
2

02t2

M(eiﬁsn’ﬂ) —e 2

) converge vers ( par la troisieme hypothese et le théoreme

., . _ 1262 42 2 R
de convergence dominée. Ceci montre que e~ 2~ = e ¥ 7 et donc 62 = 202. O

1.5.2 Le cas ou la mesure u est préservée par toutes les applications
T,

On suppose ici que toutes les applications T, préservent une méme mesure . Dans ce cas,
la mesure p est clairement stationaire, tandis que chaque T, préserve &, et donc p® p
est stationaire pour le systeme auxiliaire.

On suppose que les deux premieres étapes décrites au paragraphe [1.5.1] ont été vérifiées. On
a donc que 'opérateur P du systéme aléatoire admet un trou spectral sur B, et I'observable
p € By avec [pdu = 0 satisfait tous les théoremes limites décrits a la section pour
I'unique mesure stationnaire a.c. u. De méme, 'opérateur P du systeme auxiliaire admet un
trou spectral sur B et observable Q€ B, satisfait les mémes théorémes limites pour I'unique
mesure stationaire a.c. py = pt @ p.

Proposition 1.5.3. On a 6% = 20. En particulier, le TCL quenched est vérifié pour l'obser-
vable @, s’il n’est pas un cobord aléatoire : pour P-p.t. w, ﬁ ZZ;(l) © oTﬁ converge en loi vers
N(0,0%) sous la probabilité p.
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Démonstration. D’aprées la proposition [1.2.3], on a
A2 A2 A T A
5 = dpiz + 2 / 0% dyus,
/X L@ dpy ngl [ PU P

o U est lopérateur de Koopman en moyenne pour le systeme auxiliaire : U flz,y) =

ngm(x,yw(w).
| ¢ = [ [ (¢ ))2dp(x)dp(y)

—// )2dp()du(y —2// (2)dp(y)

+/ / o(y) dp(x)dp(y)

—2/ D2y — 2</X<pdu> —2/90 dp.

D'autre part, Up(z,y) = fo(p(Tur) — ¢(Ty))dP(w) = Up(z) — Up(y), et donc
(

| eUdim = [ [ (o) = ) Up(@) ~ Uply) du(a)du(y)
:// 2)dp()dpu( —// (@) Up(y)du(z)du(y)
/ / y)Up(x)dp(z)du(y) + / / dp(x)dp(y)
:2/X<,0ngd,u—2(/xg0du) (/}(Ugod,u) :2/Xg0Ug0du

On obtient donc 6% =2 [y ¢* du+ 432, [y ¢ U"pdu = 20 par la proposition [1.2.3, [

Sous les mémes hypotheses, c’est-a-dire apres avoir vérifié les deux premieres étapes dans le
cas ou la mesure u est préservée par chaque application T, on peut adapter la preuve du
théoreme 4.1 de Furman et Shalom [58] et obtenir une décroissance quenched des corrélations.
On supposera que pour tout ¢ € By, on a w®w € By, ce qui est le cas lorsque By = BV([0, 1))
et By = V4([0,1]?), ou By = V(X)) et By = Vo (X?).

Théoréme 1.5.4. [l existe 0 < k < 1 tel que pour tout ¢ € L>(m) et tout ¢ € By, on a

[ omzop@ydn— [ odp [ bdu] < Cupun”

pour I@—presque tout w.

Remarque 1.5.5. IL est a noter que ce résultat est plus faible que le type de résultat
obtenu par Stenlund et Sulku [I35] dans le cas d’applications uniformément dilatantes et
lisses du cercle, car la dépendance de la constante C,, 4., Vis-a-vis des normes de ¢ et 1) n’est
pas précisée, et surtout car I’ensemble exceptionnel des w pour lesquels I'inégalité n’est pas
vérifiée dépend a priori de ¢ et 1.
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Démonstration. On peut supposer sans perdre de généralité que [y ¢dp =0. On a

J

1
2

Q

otz ot aulab < [ [ ([ otzorwiordn) b

[NIES

- :/Q /X /X ¢<Tffl‘>¢<T:}y>w(ww(y)du(x)dﬂ(y)dmw)}

N

= /Q 2 ¢ @ o Ag(x, Y @ (z,y)d(p @ p)(z, y)d@(w)}

2

— | [ 0" @ o 6y @ v e p)]

1,1, 1 1
< IO p @ dlix. Yo vlL,
d’apres le point 1 de la proposition [1.2.1] car p ® p est la mesure stationnaire du systeme
auxiliaire.
1
Pour A2 < k < 1, on a par conséquent que la fonction
> 1
Sw) =2 —

n=1

[ ozay(a) dn

Kn

est d’espérance finie. Ainsi, S(w) < oo pour presque tout w, ce qui entraine que le terme
général de la série est borné pour presque tout w, et termine la preuve. O

Remarque 1.5.6. En utilisant au cours de la preuve le point 2 de la proposition [I.2.1] plutdt
que le point 1, on peut énoncer le théoreme m pour des observables ¢ € L'(m) si on
suppose que B s’injecte continument dans L>(m ® m), ce qui est le cas la encore de BV ou
Quasi-Holder.

On décrit a présent deux exemples. Pour simplifier, on ne considerere que le cas ou ’espace
Q2 est fini, X = [0, 1] et toutes les applications T, préservent la mesure de Lebesgue m.

Exemple 1.5.7. On suppose que toutes les applications T;, sont données par T,,x = [, ,xrmodl,
ou f, > 1 est un entier. L’opérateur de transfert en moyenne P satisfait clairement une in-
égalité de Lasota-Yorke sur B = BV et le systeme possede la propriété du recouvrement, donc
I’étape 1 est vérifiée pour les observables ¢ € BV. D’autre part, 'opérateur de transfert du
systéme auxiliaire sur le carré X2 = [0, 1]? admet aussi un trou spectral sur 'espace Quasi-
Hoélder B = V;(X?). Comme ¢ € V;(X?2) pour tout ¢ € BV, on obtient P'étape 2. D’aprés la
proposition le quenched CLT est vrai pour les observables ¢ € BV qui ne sont pas des
cobords aléatoires.

Exemple 1.5.8. Il existe des applications non linéaires qui préservent la mesure de Lebesgue.
De tels exemples sont données par les applications de type Lorenz étudiées dans [47] : ces
applications possedent a la fois un point fixe neutre et un point ou la dérivée devient infinie.
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C’est la coexistence de ces deux phénomeénes qui entraine que la mesure de Lebesgue peut
etre préservée par ces applications. Dans cet exemple, on considere le cas ou 2 = {0,1}, Tj
est donnée par Tox = 2xmod 1 et T} est 'une des applications considérées dans [47], dont on
rappelle la définition : pour v > 0, I'application T} est définie implicitement sur I'intervalle
[—1, 1] par les équations

1 1
o 5(1—|—T1(x))7 siogxga
o 1 1
Pour les valeurs négatives de z, on pose T'(—x) = —7T(z). Par homothétie-translation, on

ramene 7T en une application définie de [0, 1] dans lui-méme.

On va montrer qu’il existe 0 < p* < 1 tel que si Tj est itéré avec probabilité p > p*, alors le
quenched CLT est vrai pour les observables ¢ Lipschitz qui ne sont pas des cobords aléatoires.
Comme l'opérateur de transfert en moyenne peut s’écrire P = pPy+ (1—p) Py, ou Fy, resp. P,
est 'opérateur de transfert de Tp, resp. T} (et de méme, P = pf’o +(1— p)pl pour le systéme
auxiliaire), il suffit de prouver que P, et Py admettent un trou spectral sur des espaces de
Banach B et B, que P, et P, agissent continument sur ces espaces et que ¢ € By et ¢ € B,.
On utilisera les espaces Quasi-Hélder, avec B = By = Vu(X) et B = B = V,(X?) pour un
choix convenable de «. Clairement, les opérateurs de transfert de Ty et T, admettent un trou
spectral sur ces espaces, et ¢ (resp. ¢) appartient a B (resp. l’;’) lorsque ¢ est Lipschitz. Pour
démontrer que P; et P agissent continument, on utilisera le résultat général suivant :

Proposition 1.5.9. Soit M un compact de R? avec mq(M) = 1, ot my est la mesure de

Lebesgue surRY. Soit T : M — M une application non-singuliére. On définit g(x) = WIT(@V

et on suppose qu’il existe une famille finie d’ouwverts disjoints {U;}; inclus dans M, une
constante C' >0 et 0 < a < 1 tels que

-mg(UU;) =1

2. T :U; — TU; est un Ct-difféomorphisme,

d(Tz, Ty) > d(x,y) pour tout i et tout x,y € U,

4. |g(x) — g(y)| < Cd(z,y)*, pour tout i et tout x,y € Uj,
ma(B(0TU;)) < Ce® pour tout i et tout € > 0.

~

co

S

Alors lopérateur de transfert de T' agit continument sur V,(M).

Pour un parametre v > 1, les applications T et T satisfont ces hypothéses pour a@ =
min{1l,v — 1}. Le quenched CLT est donc valable pour des observables ¢ Lipschitz qui ne
sont pas des cobords aléatoires des que p* est suffisamment proche de 1.

Démonstration de la proposition[1.5.9 On note par T; ' : TU; — U; la branche inverse de T
restreinte & U;.
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L’opérateur de transfert P de T" est donné par

Pf(x) = (g (T} 2) 11y, ().

7

Suivant Saussol [129], on a pour tout € > 0 et x € R? :

osc(Pf, Be(x)) < 3 R (@) rw, (2) + 2 37 B (@),

ot R (z) = osc(gf, T-'B.(z) N U;) et R (z) = ( ess sup |g f]) 15, o7y ().

T=1B(z)NU;
En utilisant la proposition 3.2 (iii) de [129], on obtient

Rgl)(x) <osc(f, T 'B(x)NU;) esssup g+ osc(g, T 'Be(x)NU;) essinf |f].
T-1B(z)NU; T=1Bc(x)NU;

Par I'hypothese (3), on a T7!'B.(z) N U; C B.(T; 'r), tandis que I'hypotheése 4 donne

osc(g, T7'B(z) NU;) < Ce* et esssup g < g(T; 'x) + Cev.
T_lBe(f)mUi

Cela montre que Rz(l)(:v) < g(T7 ' x)osc(f, BT, 'x)) + Ce®|| flsup, d’olt

7

/Z RY (2)1yu, (z)dz < /P(osc(f, B(1))(@)dz + O f|ce® 3 ma(TUy).

Comme la somme est finie, on a [ >, Rl(l)(as)]lTUi (x)dr < e (|fla + Cllfllsup) < Ce*|| fla-
On estime & présent R : on a R (@) < ||gllsupll fllsup 1 B.(o11:) (%), done par I'hypothese (5),
[ 5 B dz < ||l s ma(BA(OTUL)) < O faup- Cela prouve que |Pfla < CI|f | et

termine la démonstration. ]

1.5.3 Le cas ou la mesure i n’est pas nécessairement préservée par
les applications 7,

Soit 2 un ensemble fini, P = {p,},cq un vecteur de probabilité avec p, > 0 pour chaque
we Q et T = {T,}ueq une famille finie d’applications de Lasota-Yorke sur l'intervalle
[0,1]. On suppose que A\(T,,) > 1 pour chaque w, c’est-a-dire que toutes les applications
sont uniformément dilatantes. On suppose aussi que le systeme aléatoire (2, P, T) possede
la propriété de recouvrement. Par les résultats du paragraphe [I.1.2] on sait qu’il existe une
unique mesure stationnaire p absolument continue.

Soit ¢ € BV avec [y ¢pdp = 0, qui n'est pas un cobord aléatoire au sens de la proposition
L.2.51

Théoréme 1.5.10. Le quenched CLT est vérifié si et seulement si
1 n
lim — / <

n—oo n JQ

. 2
> /X Yo Tgk du) dP(w) = 0.
k=0
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Cette condition, bien que difficile a vérifier en pratique, a 'avantage de ne faire intervenir
que des quantités intrinseques au systéme considéré, et non des quantités associées au sys-
téme auxiliaire, qui est plus ou moins inconnu. On voit que cette condition est trivialement
satisfaite si toutes les applications T;, préservent pu.

Démonstration. On suit la démarche décrite a la section [LL5.1]

Etape 1. Les résultats du paragraphe montrent que 'opérateur de transfert P du
systeme (2,IP,7") admet un trou spectral sur B = BV. On a donc que ¢ € By satisfait les
théorémes limites du paragraphe [1.2 avec 02 > 0.

Etape 2. On va démontrer que Vopérateur de transfert en moyenne P du systeme auxiliaire
admet un trou spectral sur espace Quasi-Holder B = Vi(X?). Comme ¢ € By = B, ceci
entraine la validité de I’étape 2. On commence par prouver une inégalité de Lasota-Yorke.
On rappelle quelques définitions et résultats de [129]. On ne considere que le cas a = 1. Soit
S : M — M une application de classe C? par morceaux sur un compact régulier M C R?, avec
une partition de régularité et injectivité {U;};, qui satisfait les hypotheses (PEi),i = 1,2, 3,4
de [129], avec les constantes €y(S) > 0, ¢(S) et s(S) < 1 correspondantes. Il est facile de voir
que si T est une application de type Lasota-Yorke sur I'intervalle [0,1], alors S = T=TxT
satisfait ces hypotheéses sur M = [0, 1)%, avec s(S) = \(T) ™.

On définit, pour tout 0 < 6 < €y(.9),

(S B.(0SU;) N Bu_s(sys())
mu (B-s(5))s(2))

Gs(e,6) —supZmN

)

et ns(0) = s(S) + 2 (sup0<6<5 55)) . On rappelle que B.(A) désigne le e-voisinage de A
pour la distance euclidienne.

Soit Vi(M) lespace Quasi-Hélder sur M. On rappelle que la définition de cet espace fait
intervenir un parametre €. L’espace Vi(M) ne dépend pas du choix de ¢y, mais la semi-
norme elle en dépend, bien que deux choix de ¢y donneront deux semi-normes équivalentes.
On notera la semi-norme |.|, pour souligner la dépendance en €. L’opérateur de transfert
Ps de S satisfait 'inégalité de Lasota-Yorke suivante sur V(M) :

Proposition 1.5.11 ([129, Lemme 4.1}). Sous les conditions précédentes, pour tout 0 < ey <
€(S) et f € Vi(M), on a
[Psfle < (1+¢(S)s(S)eo)ns(eo) [fle + ACS, €o)ll fllzs,

ot A(S,€p) est une constante finie qui ne dépend que de S et €.

On estime la fonction Gg dans le cas ou S =T x T', avec T' une application de type Lasota-
Yorke sur [0, 1]. Si {I;} est la partition associée a T', alors la partition de S est donnée par

{[l X []}Z,]
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Lemme 1.5.12. Soit T : [0,1] — [0,1] une application de type Lasota-Yorke et S = T x
T : [0,1)> — [0,1)%. Alors il existe 5(T) > 0 tel que pour tout 0 < ¢ < § < 6(T), on a

64s S €
Gs(e,0) < (- i(;))g'

Démonstration. On désigne par B>®(A) le e-voisinage de A pour la distance ¢*. On a
B.(A) C BX(A). Pour tout i et j, on a SU;; = TI; x TI;, qui est un rectangle dont les
cOtés sont paralléles aux axes de coordonnées. Ainsi, B.(0SU; ;) C BX(9SU, ;), ce qui donne
S; ' B(0SU; ;) C Bs)(0U;;). L'inclusion provient de la structure produit de S. On a alors

(S ' B (85(] )N Ba-sisys(@)) < ma(Bie)(0Ui;) N Ba—ssys(x)) < 16s(S)e(1 - s(S 5'
Pour tout 0 assez petit, en fonction de T, toute boule B _y(s ))5( x) ne rencontrera qu’au plus
4 &éments S; ' B(0SU;;), d’'ou le lemme. O

On peut & présent prouver une inégalité de Lasota-Yorke sur V;([0,1]?) pour lopérateur P
associé au systéme auxiliaire (Q,P,S), avec S = {Sy}weq = {I, }weq. On observe d’abord
que S" =T" @ T". On sait aussi qu’il existe A > 1 tel que A\(T},) > A pour tout w, et donc
s(S)—/\(T) 1</\ L

Lemme 1.5.13. [l ezisten > 1, ¢ >0, 0 < 1 et K > 0 tel que pour tout f € V1(X?),

[P fley < 01fleo + K| 1|2

mo :

(n)

Démonstration. Soit €y~ > 0 plus petit que €(Sp), W et 6(T) pour tout w € Q™. En

sommant les inégalité données par le lemme [[.5.11] combiné au lemme pour chaque
S}, on obtient

128A\7"

pn o< (1 -n -n _seon
| f|5(<))_(+)‘ )(A +7T(1—)\ )

) 15140+ AN,

ol A(e(()n)) est une constante finie qui ne dépend que de e(()n). Comme le terme en face de [ f]
0

tend vers 0, il suffit de choisir n assez grand pour obtenir le lemme. O

Ceci montre que I'opérateur P vérifie les hypothéses (H1) & (H5) du paragraphe [1.1.1] Pour
vérifier (H6), il suffit de montrer que le systeme auxiliaire possede la propriété de recouvre-
ment et d’appliquer la proposition [1.1.14]

Lemme 1.5.14. Le systéme (Q, P, S) posséde la propriété de recouvrement : pour toute boule
B C (0,1, il ezisten > 1 et w € Q" tel que S2(B) = [0, 1]*.

2. Pour tout disque D de rayon R et tout rectangle R = [a, b] X [¢, d] dans le plan, on a mo(DNBX(0R)) <
167 R pour tout r > 0.
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Démonstration. Soit B C [0,1]? une boule. Il existe deux intervalles non triviaux I et J
inclus dans [0, 1] tels que I x J C B. Comme le systeme (2, P, T") possede la propriété de
recouvrement, il existe n; > 1 et w® € Q™ tel que T i (1) = [0,1]. Soit K C T4 (J) un

intervalle non trivial. Par la propriété de recouvrement, il existe ny > 1 et w® € Q"2 tel que
T% (K) = [0,1], et donc Tgé,) (T34, (J)) = [0, 1]. En particulier, 7%, est surjective. On pose

@@ On a

SoI > J) = T5(I) x T (J)
:T;Lé)(Tg(ll)( ) X T£32)(T”(11)(J))
= T3 ([0,1]) x [0,1]
= [0,1]%,

puisque 172 W® est surjective. ]

n=ny+nyetw=w

Ainsi, 'opérateur de transfert P admet un trou spectral sur V;(X?), ce qui termine I'étape
2.

Etape 3. D’aprés le lemme le quenched CLT est vrai si et seulement si 62 = 202
Le lemme suivant montre que cette condition est équivalente a la condition donnée par le
théoreme [1.5.10} ce qui en termine la preuve. O

Lemme 1.5.15. On a 6% = 202 si et seulement si

1
I 41/ {/ TEdp) dP
ngggﬂﬂ( po u) (w) = 0.

Démonstration. Comme la densité h ® h de la mesure p ® p appartient a B = Vi(X?), on a
d’apres le lemme

k=0

. 1
= lim Em“@u(Sz)

On a
klZ L[ [ o )e L e, p))due)dn(y) dP()
:k; L[ | (e@he) = o(Thy)) ((The) = o(Thy)) du(@)dn(y)dP(w).
Or,



On obtient donc

Fropenld) =2 [ [ (S otr) dnib -2 [ (5 [ atriim)

k=0
n—1 2
2 k »
= 2By, (S2) — 2 /Q (é /X gpode,u> dP(w),

d’ott le résultat, puisque 0% = limy, o +Ezg,(Sy) par la proposition m O

Remarque 1.5.16. La démonstration du lemme [1.5.15| est tout a fait générale, et ce lemme
peut donc étre formulé dans le méme cadre que la section [I.5.2]: si les étapes 1 et 2 ont été
vérifiées, alors le quenched CLT est vrai pour ¢ si et seulement si

1 (el -
nlgngog/ﬂ <l€z::o/)(gpondu> dP(w) = 0.
Exemple 1.5.17 E| On montre par un contre-exemple que le quenched CLT n’est pas tou-
jours vérifié des qu’on ne suppose plus que la mesure stationnaire est préservée par toutes
les applications T,,. On considerera deux applications Ty et T7 de type Lasota-Yorke, unifor-
mément dilatantes, et possédant toutes deux la propriété de recouvrement. Par conséquent,
elles admettent chacune une unique mesure absolument continue et invariante, que I’on no-
tera respectivement pg et p1. On supposera que pg # 1. On suppose aussi qu’il existe C' > 0
et A < 1 tels que pour toute suite (w,) dans {0,1}, tout n > 1 et toute fonction f € BV
d’intégrale nulle par rapport a Lebesgue, on a

| P, - - Poy fllBv < CA*|| fllV-

Cette hypothese, dite de perte de mémoire exponentielle, sera étudiée au chapitre 2, ou on
verra qu’elle est satisfaite dans plusieurs cas, comme par exemple si Tq et T} sont suffisamment
proches dans une topologie convenable, ou si Ty et T7 sont deux [-transformations, avec des
[ assez proches.

On considere alors le systeme aléatoire de Lasota-Yorke donné par Q = {0,1}, et py =
p= % Il admet lui aussi la propriété de recouvrement, et donc admet une unique mesure
stationnaire absolument continue p. On considere un observable 1) de classe C'*™° tel que

Ix¥duy # [x ¥ dus, et on pose ¢ = 1 — [y du. On va montrer que ¢ ne vérifie pas le
quenched CLT. D’apres le théoreme [1.5.10} il s’agit de montrer que

Sl oo Ty, o. . T, du\’ -
/g( : NG ) dP(w) (1.1)

ne tend pas vers 0.

3. Cet exemple m’a été communiqué par Sébastien Gouézel.
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En changeant la direction du temps, c’est-a-dire en remplagant (wy, . ..,w,) par (wy,...,w1),
et en appliquant 'opérateur de transfert, (1.1]) se réécrit

/ ( Sl [y @By, ... P, hdm

i NG ) dP(w), (1.2)

ou h est la densité de p.
Pour toute suite w, on a grace la propriété de perte de mémoire exponentielle

\P.,...P,h—P, ...P, P, hllgv =P, ...FP., (h—PF

Wn41

h)|[sy < CX'[|h — P, ., hlBv
< C\™.

n+1
Par conséquent, P, ... F,, h converge exponentiellement vite vers une fonction h, € BV : il
existe C' > 0 et A < 1 telles que pour tout n > 1 et tout w,

| Py, - - P, b — hyllgvy < CA™.

Soit o le décalage & gauche sur 'espace des suites infinies QY. L’équation (1.2]) se réécrit alors

nUT b dm + OO
/Q( {f @ \;ﬁ + O( )]) 1B ().

On pose G(w) = [y ¢ hy, dm. Cette fonction est Lipschitz sur QN pour la distance symbolique
d(w, W) = X avec

s(w,w) =inf{n >1: w, #w,}.
En effet, si w; = W), ... ,w, = w,, alors

|G(w) = G < llpllsupll = sl
< \lhy = Puy - Po,lloy + (P, - . B,

< CON\".

n

— Pwi ... Pw%>h||BV + ||Pwi - Pwilh - hg’HBV

Cette fonction G permet de réécrire ([1.2)) comme

/Q ((9(1) + Z%O G(o*w)

Si la fonction G était de moyenne non nulle, alors le théoréme de Birkhoff pour o (et P)
assurerait que 1’équation précédente exploserait, et on aurait gagné. En fait, G est de moyenne
nulle (sa moyenne est lintégrale de ¢ pour la mesure stationnaire), donc il faut travailler
un peu plus. Comme G est Holder, elle satisfait un théoreme de la limite centrale pour
0. Si ce théoreme limite est non dégénéré, la variance asymptotique est non nulle, et on
obtient . Reste a exclure le cas dégénéré. En ce cas, la fonction G serait un cobord L2,

)2 dP(w).
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et méme un cobord Hélder (résultat classique de régularité automatique). En particulier,
G devrait étre nulle sur les points fixes de F', et donc G(0,0,0...) = G(1,1,1,...) = 0.
Comme h(0,0,0,...) = lim, P'h est la densité de la mesure stationnaire py pour Tp, on a
G(0,0,...) = [pdug. De méme, G(1,1,...) = [pdu;. Ainsi,

[eduo= [ pdu(=0).

C’est absurde, car cela contredit le choix de notre fonction .

1.6 Remarques et questions ouvertes

1. La plupart des résultats du paragraphe restent vrais lorsque le systeme est ergo-
dique, mais plus nécessairement mélangeant, c¢’est-a-dire que 1 est une valeur propre
simple de P, mais qu’il peut exister d’autres valeurs propres sur le cercle unité. On ren-
voie a [76] pour les démonstrations dans un cadre similaire. On peut aussi étendre ces
résultats (hormis le principe des grandes déviations) au cas non-ergodique, mais dans
ce cas, la loi limite n’est plus une loi gaussienne, mais une mixture de lois gaussiennes,
voir la seconde partie de [76] ou [84].

2. Dans le cas des systemes unidimensionnels, on a vu qu’il y a existence d’'une mesure
stationnaire absolument continue et que les théoremes limites sont vérifies pour les
systemes dits "dilatants en moyenne'. Néanmoins, Morita [I15] a démontré 'existence
d’une mesure stationnaire absolument continue pour une classe plus grande de sys-
témes. Lorsque ) est fini, cette classe correspond aux systemes {7}, },cq qui vérifient
> wea Pwlog A(T,,) > 0. Pour la famille d’exemples de Pelikan étudiée a la section[I.1.11]
cette condition est équivalente a p > %, qui est exactement la condition sous laquelle
on a pu démontrer les théoremes limites pour ces systemes. Il est donc possible de se
demander si ces résultats concernent ’ensemble des systemes considérés par Morita,
comme c’est le cas pour la famille précédente, ou s’il existe des systemes satisfaisant la
condition de Morita, mais pour lesquels certains théoréemes limites ne sont pas vérifiés.
En particulier, est-ce que ces systemes ont toujours une décroissance exponentielle des
corrélations pour une classe raisonnable d’observables, ou cette décroissance peut-elle
parfois étre plus lente, par exemple polynomiale ?

3. Le théoreme donne un résultat sur la décroissance quenched des corrélations.
Néanmoins, ce résultat est faible car il ne concerne que le cas ou la mesure u est
préservée par toutes les applications 7T,, et car il ne donne pas la dépendance vis-a-
vis des normes des observables. Est-il possible de démontrer que pour tout systeme
de Lasota-Yorke aléatoire mélangeant, il existe k < 1 tel que pour tout n > 1, tout
1 € BV et tout ¢ € L>®(m),

[ vooTzdu— [ v [ ooTidu| < Cn8lvlidlls.
X X X
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pour P-presque tout w? On pourrait par exemple adapter la technique de couplage
de Stenlund et Sulku [I35], qu’ils ont utilisée pour étudier les applications lisses et
uniformément dilatantes du cercle.

. On a vu a 'exemple [1.5.17| que la condition lim, o = [ (ZZ;é Jx@oTk d,u>2 dP(w) =
0 du théoreme [I.5.10 n'est pas toujours vérifiée dés que que la mesure stationnaire
n’est pas préservée par toutes les applications. Est-il possible néanmoins de prouver un
quenched CLT avec recentrage aléatoire, c’est-a-dire

Shzh (w0 Th =[x po Thdp)
n

pour P-p.t. w, comme c’est le cas dans Kifer [93]. On remarquera que la condition du
théoreme dit exactement que le terme rajouté pour la version avec recentrage
tend vers 0 en norme L2. Il est donc naturel de penser que si cette condition n’est pas
vérifiée, on puisse néanmoins prouver un quenched CLT avec recentrage aléatoire.

:>M N(O, U2>7

. Est-il possible de démontrer des versions quenched de théorémes limites plus fins,
comme le théoreme de la limite locale ou le principe d’invariance presque sure, en
se restreignant éventuellement au cas plus simple ot la méme mesure est préservée par
toutes les applications 7 La méme question se pose pour le principe des grandes dévia-
tions quenched, puisque 'on a seulement démontré une borne supérieure quenched a la

proposition [I.2.1§]
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Chapitre 2

Perte de mémoire et théoremes
limites pour les systemes dynamiques
non-autonomes

Dans ce chapitre, on introduira la notion de systeme dynamique non-autonome, et on décrira
le cadre développé par Conze et Raugi [46] pour les systémes unidimensionnels. On étudiera
ensuite un systéme constitué d’applications intermittentes de I'intervalle [0, 1] ayant 0 comme
point fixe neutre commun, et on montrera que la perte de mémoire pour ce type de systeme
non-autonome est polynomiale. La premiere section de ce chapitre est un exposé de la théorie
de Conze et Raugi tiré de l'article [6] coécrit avec Jérome Rousseau, en cours de soumission,
tandis que la deuxiéme section sur les systémes avec points fixes neutres présente les résultats
de Particle [5], & paraitre sur Discrete and Continuous Dynamical Systems.

2.1 Systemes dynamiques non-autonomes

2.1.1 Quelques généralités

Soit (X, F,m) un espace probabilisé. Un systéme dynamique non-autonome, aussi appelé
systéme dynamique séquentiel, est donné par une suite (7),),>1 de transformations non sin-
gulieres sur (X, F,m).

Pour n < m, on note par T la composition 17" = T;,, o ... o T},. Pour une application non
singuliere 7', on notera par Pr son opérateur de transfert, défini par rapport a la mesure m.
Il agit sur L'(m) et satisfait pour tout f € L'(m) et g € L>°(m) :

/PTf.gdm - /f.gonm.

On a clairement Prm = Pr, o...o Pp,. Pour alléger les notations, on oubliera l'indice T’
lorsque la suite de transformations (7;,) est fixée, et on écrira P pour désigner I'opérateur
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PTTTLYL.

On peut généraliser au cas des systeémes séquentiels les notions d’ergodicité, mélange et
exactitude. Ces définitions ont été introduites par Berend et Bergelson [21] (sous une forme
légérement plus forte que celle présentée ci-apres) dans le cas ou toutes les applications T,
préservent m, et par Conze et Raugi [46] pour le cas général.

Définition 2.1.1. On dira que le systéme séquentiel (T,,)n>1 est :
1. ergodique si pour tout f € L'(m) et tout g € L™,
1 n—1

limZ{/Xf.goledm—/dem/Xgondm}:O;

n—oo
o

2. faiblement mélangeant si pour tout f € L'(m) et tout g € L™,

1 n—1
lim — Z

n—oo
n 2o

/f.gondm—/fdm/gondm’:O;
X X X

3. mélangeant si si pour tout f € L'(m) et tout g € L™,

lim/f.goTlndm—/fdm/gOTlndm:O.
X X X

n—oo

Pour définir la notion de systeme exact, on a besoin d’introduire la tribu asymptotique F..
Pour n > 1, on définit la tribu
Fo = (T7)7H(F),

et la tribu asymptotique

Définition 2.1.2. On dira que le systéme séquentiel (T,,),>1 est exact si tout événement
A € Fo vérifie m(A) = 0.
Soit f € L'(m). Comme P}'f(z) = 0 p.p. sur Pensemble {P]'l = 0}, on définit le quotient

?Z{ comme valant 0 sur { P/*1 = 0}. On a alors la relation
1

Pn
En(117) = (o ) o 7T

D’apres le théoreme de convergence de Doob pour les martingales, la suite des espérances
conditionnelles E,, (f|F,) converge p.s. et dans L' (m) vers E,,, (f|Fu). Comme ||E,, (f|F)|l2, =
P fllz: , on en déduit :

Lemme 2.1.3. Le systeme séquentiel (15,),>1 est exact si et seulement silimg, o ||P[' f||11 =
0 pour tout f € L*(m) avec [y fdm = 0.

Il est donc clair que I'exactitude entraine le mélange et I'ergodicité au sens de la définition

21T
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2.1.2 Un cadre fonctionnel abstrait

Conze et Raugi [46] ont étendu la théorie spectrale pour les itérés d’un seul opérateur au cas
de la compositions de différents opérateurs, avec pour objectif d’appliquer cette théorie aux
opérateurs de transfert des systemes séquentiels. On décrit brievement le cadre dans lequel
ils se placent et leurs résultats.

Soit (B, ||.||) un espace de Banach, V un sous-espace de B équipé d’une norme |[.|, telle que
||l < |.]o- Soit P un ensemble de contractions linéaires de (B, ||.||)[[| laissant V invariant et
satisfaisant

(H1) La boule unité de (V,|.|,) est relativement compacte dans (B, ||.||).
(H2) Il existe une famille dénombrable dans V qui est dense dans (B, ||.||).
(H3) Il existe un entier r > 1 et des constantes 0 < p, < 1, My, C,. > 0 telles que :

VP e P, |Pfl, < My|flo, Vf € V;
et pour tout r-uplet P, ..., P, d’'opérateurs dans P :

VeV [P .. Piflo < pel flo + Gl f]]

Ces hypotheses entrainent qu’il existe M > 0 tel que |P, ... P f|, < M|f|, pour tout n > 1,
tout f € V et tout choix d’opérateurs P, ..., P, dans P.

Conze et Raugi ont principalement considéré le cas de systémes unidimensionnels, ou (X, F, m)
est I'intervale [0, 1] muni de sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue, et ot les appli-
cations T sont de classe C? par morceaux et uniformément dilatantes. Dans ce contexte, la
classe P est constituée de I'ensemble des opérateurs de transferts des applications considé-
rées, et le choix naturel pour les espaces de Banach est de prendre B = L'(m) et V = BV
I’espace des fonctions a variation bornée.

Soit Vy un sous-espace de V invariant par tous les opérateurs de P. Dans la pratique, V, sera
constitué des fonctions de V d’intégrale nulle par rapport a m.

Définition 2.1.4. On dit qu’une suite d’opérateurs (P,),>1 dans P est exacte sur Vy si pour
tout f €V,
T [P P =0

Un opérateur P € P est exact sur V) si la suite donnée par P, = P est exacte sur V. Lorsque
(T},)n>1 est un systeme séquentiel sur (X, F,m), si P, est l'opérateur de transfert de T, si
B = L'(m) et si Vy est 'ensemble des fonctions de V d’intégrale nulle par rapport a m, alors
I'exactitude de la suite (P,),>1 sur Vj est équivalente a 'exactitude du systeme (7},),>1. Ceci
se déduit facilement du fait que V est dense dans B et que P est équicontinue sur B.

1. c-a-d un ensemble d’opérateurs linéaires P : B — B vérifiant || Pf|| < || f|| pour tout f € B.
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2.1.3 Perte de mémoire exponentielle

Il est bien connu depuis le travail de Ionescu-Tulcea et Marinescu [83] que chaque opérateur de
P est quasi-compact sur V et bénéficie de bonnes propriétés spectrales; on pourra regarder la
proposition 2.8 de [46] pour une preuve auto-contenue, et [19, 27, [76] pour plus d’informations.
Comme conséquence directe de la quasi-compacité, on obtient que pour tout opérateur P € P
exact sur V), la norme de P" vu comme opérateur sur V, décroit exponentiellement vite : il
existe K > 0 et § <1 tels que |P" f|, < K60"|f|, pour tout n > 0 et tout f € V.

Pour la composition d’opérateurs différents, la situation est plus délicate, et on a besoin de
plus d’hypotheses afin d’assurer une décroissance exponentielle. Premierement, on énonce la
propriété de décorrélation :

(Dec) un sous-ensemble Py C P satisfait la propriété de décorrélation (exponentielle) dans
Vy s'il existe 6 < 1 et K > 0 tel que, pour tous entiers [ > 1, tout [-uplet d’opérateurs
Py, ..., P dans Py :
VfeVo, |P ... Pifl, < K6&'|f]..

Conze et Raugi [46] ont donné un critére permettant de vérifier que (Dec) est satisfaite.
Plutét que d’énoncer leur condition, on donne deux corollaires de ce critere.
Le premier, qui est de nature locale, montre que tout opérateur P € P exact possede un
voisinage convenable pour lequel (Dec) est vérifiée. Plus précisément , pour deux opérateurs
P, P € P, on définit
d(P,P)= sup |[Pf—P'f]],
{fev:|fl.<1}

et pour § > 0, on pose B(P,0) ={P' € P : d(P,P’") < d}.

Proposition 2.1.5 ([46, Proposition 2.10]). Pour tout opérateur P € P exact sur Vy, il
existe 09 > 0 tel que Py = P N B(P,dy) vérifie (Dec) dans V.

L’autre corollaire, qui ne nécessite pas que les opérateurs soient trés proches, requiert en
revanche une hypothese de compacité :

(Comp) un sous-ensemble P, C P satisfait la propriété de compacité si pour toute suite
(Pn) dans Py, il existe une sous-suite (P,;) et un opérateur P € Py tel que

J

Proposition 2.1.6 ([46, Proposition 2.11]). Si Py satisfait la condition (Comp) et est tel
que toutes les suite (P,) de Py sont exactes sur Vy, alors il satisfait la condition (Dec) dans

V.
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2.1.4 Application aux systemes unidimensionnels

On décrit comment cette théorie peut s’appliquer dans le cas de systemes séquentiels, pour
des applications dilatantes de X = [0, 1]. Plus précisément, on considére des applications
T : X — X uniformément dilatantes, c-a-d A\(T) := inf, |T"(z)| > 1, pour lesquelles il existe
une partition finie A7 constituée d’'un nombre fini d’intervalles avec intérieurs disjoints, et
telle que T peut étre prolongée en une application C? sur un voisinage de chaque élément de
cette partition.

L’opérateur de transfert Pr: L'(m) — L'(m) vérifie

Prf(e) = 3 f()

Ty:]; ’T,(y) | ’

pour tout f € L'(m), et est quasi-compact sur I'espace BV des fonctions & variation bornée,
comme rappelé au paragraphe [1.1.2]

Le couple (B,].]) = (L'(m), ||.||z,) et (V,].],) = BV, ||.|[sv) vérifie les hypotheses (H1) et
(H2). Pour s’assurer que (H3) est satisfaite, on utilisera l'inégalité de Lasota-Yorke [99] : pour
toute application T' dilatante par morceaux et toute fonction f € BV, on a

2
Var(Prf) < >\<T)Varf+C(T)||f\|L}n,
avee O(T) = sup, frt +25upyeq, ™=

Ainsi, toute classe C d’applications dilatantes par morceaux T telle que suppee C(T) < oo et
pour laquelle il existe r > 1 tel que

. f T’f‘ 2 T,r,
Tl,}.r,lTrec)\( 1) >2, et Tlf%’iecc( 1) < o0,

satisfait (H3) lorsque P est la classe des opérateurs de transfert des applications de C. A
partir de maintenant, on dira que

(D,) une classe C satisfait cette condition si 'ensemble P des opérateurs de transfert des
applications de C satisfait (H3) pour ce r > 1.

La classe décrite juste auparavant satisfait donc (D,.).

I1 est démontré dans Conze et Raugi [46, Théoreme 3.4] que la classe des S-transformations,
c-a~d les applications de la forme z — Sz mod 1, avec § > 1+ «, a > 0 satisfait (D,.) pour
un certain r > 1 ne dépendant que de a. De plus, les auteurs démontrent que toute suite
de cette classe de transformations est exacte (Théoréme 3.6), et que d(Py, P2) < C|fB1 — Bal,
pour une constante universelle C' > 0, ou les ; > 1 sont arbitraires et P; désigne I'opérateur
de transfert de la f§;-transformation, pour i = 1,2 (Lemme 3.9).

Par conséquent, la classe des [-transformations, avec 3 compris entre B > 1 et Srax < 00
satisfait la condition (Comp) et vérifie donc la condition de décorrélation (Dec).
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Il est a noter que la condition (Dec) donne la décroissance exponentielle de la norme BV
de Pl'f — Pl'g pour toutes densités de probabilité f,g € BV, a la différence du résultat de
Ott, Stenlund et Young [121], ot seule la décroissance exponentielle de la norme L'(m) est
démontrée.

2.1.5 Théorémes limites

Soit C une classe de transformations de type Lasota-Yorke sur [0,1] qui satisfait (D) et
(Dec). Soit (7},),>1 une suite d’applications de C et (f,),>0 une suite bornée dans BV. On
pose

n—1
Su=Y_ |[feoTh = [ fooTfdm].
k=0
On a alors la loi des grands nombres :

Théoréme 2.1.7 ([46, Théoreme 3.7]). Si (T,,)n>1 est une suite de C et (f,,)n>0 est bornée
dans BV, alors on a lim,,_, % = 0 presque surement.

Afin d’obtenir le théoréeme de la limite centrale correspondant, on a besoin d’une hypothese
supplémentaire :

(Min) la suite d’applications (7},),>1 satisfait cette condition sl existe d > 0 tel que Pl >
0 pour tout n.

On remarquera que cette condition ne concerne que la suite (7},), et non toute la classe C.
Sous cette hypothese additionnelle, le TCL est vérifié :

Théoréme 2.1.8 ([46, Théoreme 5.1]). Si (1,,)n>1 est une suite d’applications de C qui vérifie
(Min) et si (fn)n>0 est bornée dans BV, alors on a l'alternative suivante :

1. Soit ||Sy|| L2, est bornée, et dans ce cas S, est bornée presque surement ;

Sn
nlly

2. Soit ||Shl|1z, converge vers +oo, et dans ce cas converge en loi vers N'(0,1).

S,

2

m

Sous une hypothese de croissance suffisante de la variance ||S,[|2. , Haydn, Nicol, Torok et
m

Vaienti [72] ont démontré récemment un principe d’invariance presque sure :

Théoréme 2.1.9 ([72, Théoreme 3.1]). Si (T,,) est une suite d’applications de C qui vérifie
(Min) et si (fn)n>0 est bornée dans BV et vérifie ||Sy|| 12, > Cnite, pour C >0 et 0 < € < L
alors, quitte a élargir 'espace de probabilité, on peut trouver une suite (Zy)r>o de variables
aléatoires gaussiennes centrées indépendantes telles que pour tout § < € :

k—1

S - 7,
=0

sup = o([ISull2"), m—p.s.

1<k<n

On peut aussi démontrer une inégalité de grandes déviations :
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Proposition 2.1.10. Si (T,,) est une suite d’applications de C qui vérifie (Min) et si (f)n>0
est bornée dans BV, alors pour tout t > 0, il existe T = 7((fn)n) €t C = C((fn)n,t) > 0 tels
que pour tout n > 1 :

m(S, >nt) < Ce ™.

Démonstration. On suit la preuve de la proposition 2.5 de [7], en utilisant I"approximation
par des martingales décrite & la section 5 de [46]. On pose fn = f — [ fo 0TI dm et on définit
les opérateurs (),,, n > 1, par

Po(gP _l]l)

@ng = P

Soit h,, la suite définie par les relations hyg =0 et h,1 = Qpit fu + @ni1hy,. on a

1 "= 1

hy = i ZPkH fuPFL).

Comme BV est une algebre de Banach et (PF1),, est bornée dans BV, on en déduit que kak]l
est une suite bornée dans BV de fonctions d’intégrale nulle. Par conséquent, la condition
(Dec) entraine que la norme BV de P/, ( fuPF1) décroit exponentiellement vite avec n — k,
d’ott 'on obtient, grace a la condition (Min), que la suite (h,) est bornée pour la norme L.
On pose ©n, = fy + hy — hpiq © Toi1 et U, = @, 0T On a alors que (U,) est une martingale
renversée pour la filtration (F,), et est bornée pour la norme L. De plus, on a

n—1

Sy =S Up+h, o T}
k=0

Par conséquent, m(S, > nt) = m(XpZg Uy + hn o T}" > nt) < m(35—g Uy > %), puisque (hy,)
est bornée pour la norme L*°, et donc h,, oT]" < %t pour tout n assez grand. D’autre part, en
utilisant 1'inégalité de Azuma-Hoeffding, il existe 7 > 0 tel que m(X}=3 Uy > ) < e~
puisque (U,,) est bornée pour la norme L, ce qui termine la démonstration. O]

2.1.6 La condition (Min)

Dans cette section, on discute de la validité de la condition (Min), nécessaire pour les
théoremes limites de la section précédente. Pour le cas des S-transformations, Conze et Raugi
[46] ont démontré que pour tout 3 > 1, il existe un voisinage [ — a, 5 + a| de 3 tel que si
T, est la (,-transformation, avec 3, € [3 — a, 8 + a] pour tout n, alors la suite (T,) vérifie la
condition (Min).

On donne une condition qui entraine automatiquement la validité de (Min). Si (7},) est un
systeme séquentiel sur [0, 1] constitué d’applications de type Lasota-Yorke, on désigne par
A, la partition de monotonicité et régularité de T,,, et par A" la partition de 7", n < m.
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Définition 2.1.11. Le systéme dynamique séquentiel (T),),>1 posséde la propriété de recou-
vrement st

Wn, AN(n) : Ym, VI € ALy, T (1) = [0,1).
Soit C une classe d’applications surjectives de type Lasota-Yorke sur l'intervalle [0,1] qui

satisfait (D,) pour un certain r > 1 et pour laquelle il existe A > 1 et C' > 0 tels que
inf |7 > X et sup |7"| < C pour tout T' € C.

Proposition 2.1.12. Soit (T,,)n,>1 un systéme dynamique séquentiel appartenant a une classe
C qui satisfait les conditions ci-dessus. On suppose que (T),)n>1 posséde la propriété de recou-
vrement. Alors la condition (Min) est vérifiée.

Démonstration. Pour a > 0, on pose

Eo={reBvirz0 20 flsv<af s}

Rappelons que d’apres le lemme 3 2 de Liverani [102], pour toute partition A constituée
d’intervalles de longueur au plus , et pour tout f € &,, il existe I € A tel que f(z) > % If
pour tout z € I. Comme C Satlsfalt (DT), pour tout choix Py, ..., P, d’opérateurs de transfert
associés a des applications de C et tout f € &,, on a

1B Piflloy < el Fllmv + Gl i, < (ape+ ) [ .

Ainsi, si on choisit a > f;r, ona (P.. Pl)(é'a) C &, pour tout choix de Pi,..., P,. Afin
) 1 p }

Soit (1,,)n>1 une suite d’applications dans C qui possede la propriété de recouvrement. Pour
tout n < m, le diametre de A™ est inférieur & A=(™~"+1) on peut donc choisir ng > 1 tel que
le diamétre de A;TT0 est inférieur & - pour tout n.

Soit m > 0. On a P HVM0)] — P[nn:fv(nO)P{”]l. On écrit m = p,,r + g, avec 0 < ¢, < r. On
a:

d’avoir 1 € &,, on prendra a =

1
P (x) = — > > 2.1
= 2 ) .

car toutes les applications sont surjectives et ont une dérivée uniformément bornée par C.
Par conséquent, on a PJ" V" > ¢mr priNto o avec g, = P 1. Comme P 1 est
une composition de p,, blocs de r opérateurs appliqués a une fonction de &,, on obtient que

gm appartient a &,. Il existe donc un intervalle [,,, € Aﬁi?o sur lequel g, > % Ceci entraine

c—r cr 1r,.(y) ¢
Pm+N(nO)]l > Pm—f—N(no)]l I, > C N(ng)
@=< 0=y 7

m+1 m-+N(n —
Ty ) T2

Tm+N(n0) m—+1

m+1

puisque pour tout x € [0,1], il existe y € I, tel que Tm+N("0)y = 7z par lhypothése de

recouvrement. En utilisant le méme argument que pour , on trouve Pkﬂ >C-N pour
tout k < N(nyg), ce qui montre que (Min) est satisfaite pour § = min{C Vo), W}
[
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2.2 Applications de ’intervalle avec un point fixe neutre

Dans la section précédente, les systémes non-autonomes considérés présentaient tous une vi-
tesse exponentielle de perte de mémoire. Si ’on recherche des systemes avec une vitesse de
perte de mémoire polynomiale, il est naturel de considérer des applications intermittentes de
I'intervalle, avec un point fixe neutre en commum. En effet, dans un cadre purement auto-
nome, ces applications ont une décroissance polynomiale des corrélations, voir par exemple
Liverani, Saussol et Vaienti [I04], ou Young [144] par exemple.

2.2.1 Le modele et le résultat principal

Pour 0 < a < 1, on définit T, : [0, 1] — [0, 1] par

3 o
T+ 1+ocx 0 By

On identifie I'intervalle unité avec le cercle, de facon a rendre 7, continue. Nous allons
considérer le systeme non-autonome (7,,) donné par T,, = T}, , ou la suite (f,,) vérifie 0 <
Br < a < 1 pour tout n > 1. On note par Ps l'opérateur de transfert de 73 par rapport a la
mesure de Lebesgue m. Comme dans la section précédente, on notera 1" =T,,0...07T, et
P" =P, o...0 P, 'opérateur de transfert de 7,".

Théoréme 2.2.1. Soit 0 < a < 1. Alors pour toute suite (3,) avec f* < B, < «, et tout
¢,v de classe O et de méme intégrale [ ¢pdm = [pdm =1, on a

|
P16 — Ppolly, < F(llor + ol (B0

n o
ot F : R — R est affine.

Remarque 2.2.2. Le facteur logarithmique est un artefact de la preuve, et le résultat est
certainement vrai sans ce terme, bien que la preuve que nous utilisons ne permet pas de le
montrer.

Afin de démontrer ce théoréeme, on suivra la méthode employée par Liverani, Saussol et

Vaienti [104].

2.2.2 Un cone invariant

Par les résultats de Thaler [136] et de Hu [82], on sait que la densité de la mesure absolument
continue et invariante par T, satisfait f(x) < Cz~® dans un voisinage de 0. On va construire
un cone de fonctions, vérifiant entre autre cette propriété, qui est invariant par 'opérateur de
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transfert de 7,,. Comme les opérateurs de transfert de Tz, pour 8 < a possédent de meilleures
propriétés régularisantes que 'opérateur de 7T, on peut s’attendre a ce qu’ils préservent aussi
le cone.

On définit le cone de fonctions

C = {f € °(]0,1]) : f >0, fdécroissante, X f croissante} :
ou X (x) = x est la fonction identité.
Lemme 2.2.3. Le cone C; est invariant par les opérateurs Pg, 0 < 8 < a.

Démonstration. Clairement, seule I'invariance de la propriété X+ f croissante est a vérifier.

8,0
Soit y1 < y» donnés par T ' () = {y1,52}. On pose xz = Zl—fg Un calcul direct donne

a « at+l o
Xt Py f(x) = Fly)yr (1 + xp)* ! + f(y2) <3y2 , 2) v
’ L+ (1+B)xs o 3
Le résultat en découle directement, puisque les applications z — z** f(x), x — x5,  — 1
a+1
et x +— yo sont croissantes. Le fait que v > [ entraine la croissance de x +— &J(riﬁ)r B [

Lemme 2.2.4. Pour 0 < a < 1, le cone

C, = {f eCNL'(m) : f(x) < ax_o‘/fdm}
est préservé par tous les opérateurs Pg, 0 < B < «, pourvu que a soit choisi assez grand.

Démonstration. On peut supposer que [ fdm = 1. En utilisant les notations du lemme
précédent et en remarquant que z®V f(z) < f(1) < [ fdm = 1, on trouve

S, fy) o ay® yz‘“‘l_{(x)a 11 a” }a
Pl @ = 0 T o) STt T T~ \\ww) o) a0

2\ 1 (fxp)"
On a <y1) Ton) - THI+H)xs O

1 x® 1 (3y1>0‘f8( 2 )a“ (14 xs)" < 1 (3)“
ayg‘HTé(yg) T a\ 2 x+2 Xe xel = \g) &

ou la derniere étape est justifiée par le fait que y; < % et 0 < xp <

En réduisant au méme dénominateur, on trouve

oL+ {B+[(e—B)+2%a (B +2)]}
1+ (1+B)xs

puisque (14 x5)* < 14+ ax; par concavité. On obtient le résultat voulu si (o — )42 (8+
2) <1, ce qui est le cas des que

1
5

Psf(z) < ax

20‘(2+a)'

11—«

a >
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On fixe de fagon définitive un a > 0 tel que le lemme [2.2.4] est vérifié. On supposera aussi
a > 1, de facon a avoir 1 € C,.

Corollaire 2.2.5. Il existe § = 6(a) > 0 tel que pour toute suite (f3,) avec 0 < 5, < a, tout
n > 1 et tout x € [0, 1],
Pl'1(z) > 0.

Démonstration. D’apres le lemme 2.4 de [104], toute fonction f € Cy vérifie

f(a:)zmin{a,< (HO‘) }/fdm
a(14a)

1
pour tout x. Le corollaire suit immédiatement avec d(a) = min {a, (T) 1“} puisque
P"1 € Cy pour tout n, d’apres le lemme ]

Remarque 2.2.6. Par le méme argument que pour le lemme 2.3 de [104], on peut montrer
que l'application T, admet une mesure de probabilité invariante absolument continue dont
la densité appartient a Cs.

2.2.3 Une perturbation aléatoire et son noyau associé

On introduit & présent une perturbation aléatoire qui consiste a remplacer un observable par
son espérance conditionnelle sur une boule de rayon e autour de chaque point. Ce nouveau
systeme aléatoire, pour lequel le point fixe neutre est en quelque sorte inexistant, admet une
vitesse de perte de mémoire exponentielle, et le résultat principal s’en déduit en estimant
I'erreur commise lorsqu’on remplace le systeme (7)) par le systeme aléatoire.

Pour € > 0, on définit I'opérateur A, par

1
Ad@) =5 | L am.

pour tout f € L*(m). On rappelle qu'on a identifié¢ 'intervalle unité avec le cercle, les boules
Be(z) sont donc & comprendre au sens de la distance géodésique sur le cercle.
On définit a présent un opérateur de transfert perturbé par

— pm+n —
Pe = FB " 0A.=PFs, ., 0...0P oA,
ou n, sera défini plus loin.

Lemme 2.2.7. Pour toute suite (f,) avec B, < «, touse >0, m >0 et f € Cy, on a
IPeanf — Pl fllos, < el flloy e,

ou ¢ est une constante indépendante de (5,).
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Démonstmtz’on Comme les opérateurs P/ sont des contractions sur L'(m), on a ||P . f —
PR fll < |Af = fllzr < c||fllzy €7, dapres le lemme 3.1 de [104], ce qui termine la
preuve. O

On a la représentation intégrale suivante de l'opérateur P, :

smf / Kgml'Z )dZ

ou le noyau K ,, est donné par
1 m—+ne
Kep(z,2) = 5 — Pl p, ) (7).

Le point crucial réside dans le fait que ce noyau est borné uniformément loin de 0 pour un
choix judicieux de n..

Lemme 2.2.8. [ existe n = O(e™®) et v > 0 tel que pour tout € > 0, tous x,z € [0,1] et
toute suite (B,) avec 0 < B, < «, on a

Kem(z,2) > 7.

On démontrera ce lemme a la section suivante. Voyons pour 'instant comment on peut en
déduire le résultat principal sur la vitesse de perte de mémoire.

Proposition 2.2.9. Soit 0 < a < 1. Alors pour toute suite (5,) avec 0 < B, < «, tout n > 1
et toute paire d’observables ¢, dans Ca, de méme intégrale [ pdm = [pdm, on a

|
P26 — PP, < C (Il +||¢||L1)(7‘j{7”?,

ou C est une constante ne dépendant que de .

Démonstration. On écrit n = kn. + m, avec 0 < m < n.. On compare alors l'opérateur P
avec 'opérateur Pe ;4 (k—1)n. © ... 0 Pe o P :
1P'¢ = Pllry, < IPemstk—tyne © - - -0 Pen P (¢ — ¥)| 12,
1| (Pemtbtyn © - 0 Pegn — Pty 1100 Poiye) P(¢ — )|y,
= (D) + (D).
Afin d’alléger les notations, on posera R; = P ny(j—1)n. €t Q; = P;::(]]”El)n L1, bour j =

1,....k.

Pour controler le terme (I), on utilise le lemme suivant :

76



Lemme 2.2.10. Soit (X, m) un espace de probabilité et P : L'(m) — L'(m) un opérateur
donné par un noyau positif et borné K : X? — RT :

Pf() = [ K(.y)fy)dm(y).

pour tout f € L*(m). Si P est markovien, c’est-a-dire que [y K(x,y)dm(z) = 1 pour tout
y € X et siil existe v > 0 tel que K(x,y) > 7 pour tout x,y € X, alors

1Pflly, < (L= 2y,
pour tout f € L'(m) avec [y f(x)dm(z) = 0.
Démonstration. On pose X* = {f >0} et Xt = {Pf > 0}. Comme P est markovien, on a
Iy Pfdm = [y fdm =0, et donc
1Pl =2 [ Prydm(@) =2 [ [ (K(e.y) = 1) f@)dmly)dm(z)
<2 [ [ (K(@y) = )dm()f(y)dm(y)
=2(1-7) /X F@)dm(y) = (1 =),

ou l'inégalité de la seconde ligne est justifiée par le fait que, apres interversion des intégrales,

Jx+ (K (2, y) = v)dm(z) < [x(K(z,y) — v)dm(z) et [x(K(z,y) —v)dm(z)f(y) est négatif
pour y € X \ X, puisque K (z,y) — 7y est positif. ]

Comme tous les opérateurs Ry, ..., R, satisfont les hypotheses du lemme précédent avec le
méme v d’apres le lemme [2.2.8] on obtient

(D < @ =P (6 = ¥y, < X =N* N6 =Vl < e (e, + [1¥ms,)-
Pour le terme (II), on utilise une somme télescopique :

k

(1) <> IRk Ripi (R — Q))Qjmr - QuP" (6 — ¥) 1y,

j=1

E

< SRy = @01 QPP (6~ D)l

]7

car les opérateurs R; sont des contractions sur L'(m). Comme Q;_1 ... Q1 P"¢p et Q;_; ... Q1 Py
appartiennent tous deux a Cy d’apres le lemme @, et que les opérateurs Q;_; ... Q F]
sont aussi des contractions sur L'(m), on trouve que

(1) < ce' k([ ll s, + [19[lze, ),
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d’apres le lemme [2.2.7]
En conclusion, on obtient

176 = PRl < (e + cke =) (0l + Il
< (e e (1) @) (o, + ey
< Cn'

“a(logn) = (@], + 1|y,

1
ou l'on a pris € = n-w (log n(é’l)"‘) ¢, avec k convenablement choisi en fonction de av et v. [
On en déduit le théoreme principal :

Démonstration du théoréme[2.2.1. On utilise le méme argument qu’a la fin de la preuve
du théoreme 4.1 de [104]. En effet, pour tout ¢,1» € C', on peut trouver \,v € R tels
que ¢y, (z) = ¢(x) + Ax + v et Yy, (r) = ¢¥(x) + A\x + v appartiennent a Cy, la dé-
pendance des parameétres A et v vis-a-vis de la somme des normes C! de ¢ et 1) étant

affine. Par exemple, on peut choisir A et v de facon a satisfaire A < —||¢/|| et v >
maX{(HO“)H(M(’C’JFH+‘72:HL"’_A (2+e) ,i*‘qubHOO ~ T 1)}, et similairement pour ¢. Comme ¢ — 1) =

®xp — U, est d’intégrale nulle, par la proposmon 2.2.9, on a

(10g n) (

’n,a

L)

[Pl — Pyl = |1Plésy — Plaulley, <C

1 «
< LB 2ol + ),

pour une certaine fonction affine F. O

2.2.4 Distorsion : démonstration du lemme [2.2.8|
On aura besoin d’estimer la quantité suivante :

n. =inf{n >1: T{(J) = [0,1], VJ avec |J| > 2¢, V(3,) avec 3, < a}.

n. est donc le temps minimal nécessaire pour un intervalle de longueur au moins 2¢ pour
recouvrir [0, 1], indépendamment de la composition d’applications choisie. La démonstration
du lemme suivant est reportée a la fin de la section.

Lemme 2.2.11. On a n. = O(e®).

Démonstration du lemme[2.2.8. La principale difficulté de la démonstration du théoréme
consiste a vérifier la positivité du noyau K,,. Pour cela, on va suivre la démarche
de la preuve de la proposition 3.3 de [104].
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On rappelle que

2€Ke,m (27, Z) = P:’Z—:—lne]lBe(z) (‘(L')

. Z ]lBe(z) (y)
- m—+ne
Tﬁfffeyﬂ ‘ (Tm+1 )/(y> ’

1
2 ]1 m+ne P X lnf TN, N
i e\ Bl Ty
On doit donc estimer le temps n. mis par un intervalle J quelconque de longueur 2¢ pour
recouvrir [0, 1], tout en bornant inférieurement le ratio inf¢; m, et ce indépendam-
m—+1
ment de la suite (/3,,). On peut donc sans perdre de généralité supposer que m = 0.
On comme par introduire quelques notations supplémentaires. On pose aj, = T, 7(1), ou T, !
Pinverse de T, restreinte a [0, 3.
Des calculs standards, voir par exemple le lemme 3.2 dans [104] ou la discussion avant le

lemme 5 dans [144], montrent que a, vérifie a, ~ --. En particulier, il existe une constante
na

C telle que a,, < C-. On définit aussi a® comme la suite des préimages de 1 par la branche

gauche de l’applicagi%n

2 0<1<2/3
To(x) =32 .. /
3r—2,2/3<x<1.

Pour k > 1, on définit la suite af par af =1, et af = T} 0. T} 1 (1), cest-a-dire que
af est la préimage de 1 par T, ,fjln la plus proche de 0. On vérifie facilement que a est une
suite strictement décroissante en n, et que a2 < a¥ < a2.

On définit les intervalles I} = [a¥ |, ak], qui vérifient T/ 71} = [2,
Iy U I = [ag 0. a)-

On définit la région intermittente I = [0, a9 et la région hyperbolique H = [a3, 1].

Soit J un intervalle de longueur au moins 2¢. On va considérer les itérés successifs TF.J jusqu’a
ce que I'un d’entre eux recouvre l’espace entier, et on controle la distorsion durant ce temps.

Au temps k > 1, 'itéré K = T¥J vérifie I'une des conditions suivantes :
1. KNI=0;
2. KN1I#,et K contient au plus un af, [ > 2;
3. KNI #1, et K contient plus d'un af, [ > 2.

1]. On pose aussi I} | =

Cas On suppose que 'on est dans la situation [T, Alors soit I'un des itérés de K va
rencontrer le point % ou les applications ne sont plus dérivables, soit il vérifie la Condition
ou Bl

Soit n > 1 le temps nécessaire pour rencontrer un des cas de figures. Par des arguments
standards, on a pour tous a,b € K :
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Tk+n / n—1 su T//
( k+1 )'(a) < exp {Z Pe | k+n4§’ |T];¢L1k—z—1a o T]?_:-lk—l—lbl .

(T,fjf{‘)’(b) =0 infe [T5 ., &
Comme 0 < # < a < 1, le rapport ‘Ifff x|| et la quantité |7, éx| sont majorés uniformément en
B$
B et x € H respectivement par D > 0 et 0 <r < 1. On a donc
(L) (a) K
i < exp el T (K]
(T () { }
ou ¢; = 1% ne dépend que de «, et non de la concaténation particuliere considérée. Apres
k+n
intégration par rapport a b, on trouve | (751" (a)| < |Tk+|}(TK)| exp {—cl|T,fj1"(K)|}, d’on
k-+n |}(| k+n
Pk > ]lT:H(K)W exp {—01|Tk+1 (K)|} :

Si le nouvel itéré de K intersecte la région intermittente, alors on considere la situation [2| ou
correspondante, et on continue la procédure. S’il est toujours dans la région hyperbolique,
mais contient a présent le point %, on procede de la facon suivante. Soit L = T,ff[f(K ) le
nouvel itéré et soient L, et L, les parties de cet intervalle respectivement a gauche et a droite
de 2. On a soit |L;| > |L| ou |L,| > %|L|.

Dans le premier cas, apres une itération, I'image de L, sera contenue dans [%, 1], avec l'extré-
mité droite égale a 1. Apres m étapes, il couvrira U'intervalle unité, et la distorsion est bien
controlée durant ces m + 1 itérations, car les applications sont dérivables sur les itérés de L.

On a donc

k k |Ll| k
PR L 2 PERET a2 Loy rprmmieirers o0 el T2 (L))
+n+1

1
> S|Llesp {~ar}.
On poseny =n+m+1etona

P,fjl g = P,fjfnilp,fjl 1 > Plfinil]lLH exp{—c1|L|} > =|K|exp{—c1 — &1|L|}.

Dans le second cas, si |Lg| > %\L\, alors apres une itération (par une application affine),
I'image de L4 sera de la forme [0,z] et on poursuit alors avec I’étape (3| et on applique le
controle sur la distorsion donnée a cette étape.

Dans ces deux cas, on obtient un facteur multiplicatif %, mais le premier cas amene a la fin de
'algorithme, et comme on le verra plus loin, I’étape [3|amene elle aussi a la fin de I’algorithme,
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ce qui fait qu’on ne rencontrera au plus qu'une seule fois le pomt . Ainsi, ce facteur %
n’apparait au plus qu’une seule fois, et ne pourra donc pas compromettre Iestimation finale.
Cas . On suppose que K est inclus dans un intervalle [ lk . Comme T,fj:ll(]l’f L) = (a5t 1]
[a9, 1], aprés exactement [ itérations, 'image de K sera incluse dans la région hyperbolique,
et on continue alors avec le cas [I} Durant ce temps, la distorsion sera contrdlée grace au
lemme de Koebe, dont on rappelle I’énoncé, ou plutét une de ses conséquences :

Lemme 2.2.12 (Lemme de Koebe [49, Théoreme 1V.1.2]). Pour tout 7 > 0, il existe une
constante C = C(1) > 0 telle que si g un difféomorphisme croissant de classe C* dont la
dérivée Schwarzienne est négative, c’est a dire

gww_3<¢@vzéa

gx)  2\g'(x)

st J1 C Jo sont deuz intervalles tels que g(Jy) contient un voisinage T-échelonné de g(Jy)
(c’est-a-dire que les intervalles d la droite et a la gauche de g(Jy) dans g(J') sont de longueur
au moins 7|g(J2)|), alors pour tout x,y € J,

q'(z) l9(x) — g(y)]
gmnge“{c 907 }'

On va appliquer le lemme de Koebe a g définie comme 'extension analytique a ]0, 400 de
TrH, avec Jy = If et Jy = [5,2], on § = 6(k, 1) est choisi suffisamment petit de telle sorte
que § < af, et Tgd < 1aj. Clairement, chaque (extension analytique & ]0,+oo[ de) Tj a
une dérivée Schwarzienne négative, car Tg' < 0 et T} > 0, et par conséquent g a une dérive
Schwarzienne négative, comme composée d’applications a dérivées Schwarzienne négatives.

On a g(J1) = [a5", 1] C [a3,1] et g(J2) = [T}H6,9(2)] D [T36,2] D [3a5,2].

On pose 7 = min {2(%2)(18)’ @} qui ne dépend pas de la concaténation d’applications ou du
nombres d’étapes .

L’intervalle & la gauche de g(J;) dans g(J,) contient [$a3,ad] et est donc de longueur plus

grande que

1
268 > 7(1—a8) = 7lg(1)]

De fagon similaire, U'intervalle a la droite de g(.J;) dans g(.J;) contient [1,2] et a donc une
longueur plus grande que
1> 7(1—ay) > 7lg(J)l.

On a démontré que g(J;) contient un voisinage 7-échelonné de g(.J;), donc d’apres le lemme
de Koebe, il existe C' = C(7) telle que pour tout a,b € J;, on a

W@ _ [T =TGN g
(Tlfﬁ)'<b) = p{C Ifﬁ( 1)] }< p{ 2] k+1( a) — Tk+1(b)‘}7
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avec ¢y = 3C(7), puisque Tfif(cfl) ) [%’ 1].

Comme K C Jp, on a pour tout a,b dans K
(T31)'(a) ket
Yt oo Lot (1)),
iy = P el

et donc

K|
Pk+l]lK > 1 s ’7
T T (K|

exp { —eo| TEH ()]}

Cas |3 I On suppose que K intersecte la région intermittente, et contient au moins deux af. Si
plus d’un tiers de K est contenu dans [3, 1] et est de la forme [a, 1], alors on peut considérer
Knl[? 2, 1], et le cas (1] aura lieu jusqu'a ce que I'image de cet intervalle recouvre I'intervalle
unité, et on perd un facteur % (seulement une fois). Autrement, on définit /_ comme le plus
petit entier tel que I} soit inclus dans K. On a [_ = O(|K|™®) d’aprés le lemme ,
puisque [_ est le temps nécessaire a K pour recouvrir [0, 1].

On distingue deux cas, selon que la partie de K qui se trouve & droite de af soit de longueur

1E]
3

Dans le premier cas, on pose K’ = K Naf ., 1], qui vérifie |K'| > @ Comme K' C If _, |

kel —1 ktlo—1  k+l_—1 .
et Tkrl (K') D [as™ "' a;™" 7", on a d’apres le cas :

au moins ou non.

kel —1 1 _
Pk—:_l 1 > g]l k+l_71’allc+l_—1]|K|e c2

[0‘2
Comme T,f:ll (a5 1) = 10,1], et que |T5()| est borné supérieurement unifor-

mément en 3 et x par M, on trouve

P My > |K|e*.

3]\/[2

Dans le second cas, on choisit K’ de telle sorte que |K’| > % et que I'extrémité droite de K’

soit af et son extrémité gauche se trouve a droite de 0. On subdivise K’ en sous-intervalles
Ik, IF 1, de telle sorte a ce que leur union soit de longueur plus grande que \I§ | = ”9(| avec
4 mmlmlmal Ce choix de découper K’ plutdt que K va permettre d’estimer [, . En effet, si on

pose K = [a,af ], comme [, a été choisi minimal, on a que [a, af, ] est de longueur au moins

2'?' > ZIK‘ . Ainsi, —%—+ > af, > aj, ,—a> % et par conséquent [, = O(|K|™%).

ly—1)a —
Grace a 1 étude menée pour le cas 2 on a

k+ly+1 phtietl pitltip +l
Pk+1 I > Z k+1 ]llk = Z k+Hl+1 ]ll’“
I=I_ I=l_

phtlitig | Tk+L(TE
ex c I .
lEl; k+1+1 TkH (IF) [k+T T\ | |Tk+l(lk)’ p{ 2| k+1( l)|}
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Comme T(If) = [2,1], qui est envoyé aprés une itération sur 'espace entier, on a grace
au corollaire [2.2.9)

ktli+1 L kil +1 I} C2 C3 ) & k 0 Co
Pey™ g > Y B 1[%,1]mexp -3 > 3P T3 S| > —exps—— ¢ |K],
=i -

ou ¢ est la constante donnée par le corollaire [2.2.5[ puisque P,fjlljfr 111[% 1 = %P:LZI; 1> g.

Conclusion. Soit J un intervalle de longueur au moins 2¢. On associe a J une suite d’entiers
ni, My, Ng, My ..., n, telle que pour n; étapes, les itérées de J soient dans la région hyper-
bolique (avec éventuellement ny; = 0) et vérifient donc le cas [l| , puis qu’ensuite pour m;
étapes, on se trouve dans la situation du cas[2] puis qu’ensuite on se retrouve & nouveau dans
la situation (1| pour ny étapes (on rappelle qu’apres la situation [2] on peut seulement sortir
de I'algorithme ou aller dans la situation , et ainsi de suite, jusqu’a ce qu'un itéré de J
rencontre %, ou satisfasse le cas . Ces deux cas de figure menent a la fin de 'algorithme. On
ne traitera que le cas ot [3| est vérifié, dans la situation ot la partie de K a gauche de af

n’est pas de longueur plus grande que @, les autres cas se traitant de fagon similaire.

Pourn>n;+my+...+n,+10 +1, 0ona

n n n1++np+l++1 ni1+mi 1
P1 L= nl+--.+l++2pn1+m1+...+np+1 s Pn1+1 P1 1,
n n1+ oyl +1 -ty || T ()]
2 m+...+l++2pn1+m1+...+np+1 s Pn1+1 ]lTlnl(J) ’Tnl (J)‘e !
1
Tn1 J J n ni+m
Z Pn Pn1+...+np+l++1 ]1 | 1 ( )| | | *Cl‘Tl 1(J)|7C2|T1 1 I(J)‘

hcttysaPaten L o) e ()

Par récurrence on a donc

) T ) IRl
P, > (P" 1) — |7 e ()| =2 O
1 4J = ( ni+...+l4+2 )27| 1 ( )| |T{11++np((])’ ’T{Ll+m1(J)‘ |T17’1«1(J)|
w o=l T (D) =ea T ()| —men [T] T ()| -2
n 5 ) c2 c Tn2+.4.+n A2
> ( n1+.‘.+l++2]]')277|‘]|6 (el PEetrne)

52 2F+er
—€

> S g =11

D’autre part, on a ny +my + ... +n, + 14 +1 = O(e®). En effet, en ny + m; + ... +n,
itérations, I'intervalle J n’a pas encore recouvert [0, 1], et donc ny+my ...4+n, < n. = O(e™*)
par le lemme [2.2.11] D’autre part, on a vu au cours du cas|3|que Iy = O(|K|™) = O(e™®),
ce qui termine la démonstration. O
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Démonstration du lemme[2.2.11. On doit estimer le temps minimal n/ nécessaire pour qu'un
intervalle J de longueur au moins 2¢ recouvre U'intervalle [0,1]. On va examiner toutes les
situations possibles. On notera tout d’abord que toutes les estimations qui vont suivre sont
indépendantes de I'intervalle J et du choix des applications composées, a condition que chaque
S soit dans [0, a], et que donc, si a partir d'un cas donné, on est renvoyé apres itération a
un cas traité auparavant, on pourra appliquer 'estimation déja établie au nouvel itéré de J
(qui pourra avoir une longueur différente). On rappelle qu’apres une itération, l'image de J
est toujours de longueur strictement supérieure a celle de J.

On supposera que J est de longueur au moins e.

(a)

[o

?

J D [0,€ : il existe [ > 1 tel que a},; < € < a}. Ainsi, T} J = [0, 1], et comme a} <
on obtient | = O(e™ ).

J D [1—¢,¢| : clairement, apres O(log %) étapes, 'image de J recouvrira 'intervalle [0, 1].

Q|+

l

JD[1—46,1]U0,0] :sid > %, apres O(log ) itérations, 'image de J recouvrira [0, 1].
Sid > 5 alors on est dans la situation du cas , avec un intervalle de longueur au moins

¢, et donc en moins de O(e™®) étapes on recouvrira [0, 1].

J D [6,0 + €], avec § < % < § + € : apres une itération, on se retrouve dans la situation
du cas @ ou @ avec un intervalle de longueur au moins §, et donc on recouvrira [0, 1] en
moins de O(e™%) étapes.

J CJ0,%[ et J = [a,b] contient au moins deux a}, avec [ > 2 : on choisira [ comme le
plus petit entier tel que [aj,a;] C J. En particulier, on a a < aj; < af <b<a_,.On
distingue deux sous-cas : soit plus d’un tiers de J se trouve a droite de a;, soit plus d’'un
tiers de .J se trouve & gauche de a}. Dans le premier sous-cas, on pose J = .J N la},a}_,].
Apres [ — 1 itérations de J, on est dans la situation du cas @ avec un intervalle de

longueur au moins £, qui se termine donc en O(e~*) étapes. Pour estimer | — 1, on

3
remarque que § < % <|J|<at,—a <a} ;< ﬁ, et donc [ — 1 = O(e™®). Dans

le second sous-cas, qui nécessite plus de travail, on pose J = J N[0,a}] = [a,a}]. Aprés
| itérations, T'J contiendra T'I} = [%, 1], et donc il faut [ + 1 itérations pour recouvrir
0, 1]. Afin d’estimer [, on pose J = [0,]J]], qui est de méme longueur que .J, et on choisit
k tel que a},, < |J| < aj. Comme pour le cas EL onak=0(J = O(?). On
prétend que | < k, ce qui conclut le sous-cas. On remarque que [0,a}] est le domaine
de définition d’une branche réguliere de TY, et donc pour chaque ¢ = 0,...1, J et J
sont inclus dans le domaine de définition d’une méme branche de T7. Comme chaque
branche des applications T est croissante et convexe, et que la somme de ces deux
propriétés est stable par composition, on obtient que chaque branche de T} est convexe,
et que donc sa dérivée y est croissante. Pour tout ¢ = 0,...,[ et tout x € J, on a alors
(T3Y(x) > (T (z —a), et aprés intégration sur .J, on trouve |T%.J| > |T¢J|. Or, |TiJ| < 1
pour tout ¢ =0,...,0—1, et |T1k’+1j| =1, et on obtient donc k > .

(f) J CJo, %[, et J contient exactement un seul a}, [ > 2 : aprés [ itérations, on se trouve
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dans la situation du cas |d qui se termine en O(e~%) étapes. Pour estimer [, on remarque
que J C [a}yq,a;4], et donc e < |J| <ajy —apy <aj; < #, et donc [ = O(e™®).

(g) J CJ0,2[ et J ne contient aucun terme a; : on a donc J Claj,y,a}[ pour un certain
[ > 1. Apres, [ itérations, on aura T}.J C]%, 1[, qui est traité au cas |h} Pour estimer [, on
remarque comme au cas précédent que € < |J| < af —a},; < a} < - et donc | = O(e™).

(h) J C]%, 1] : apres O(log %) étapes, I'image de J va rencontrer |0, %[, et se retrouver dans
un des cas détaillés auparavant. L'image de J sera de longueur au moins 3e.
Les seules situations ou 1’étude n’a pas été menée & son terme sont [g] et il Le seul cas de
figure non couvert par cette analyse correspond au cas ot I'on commence dans le cas [g ou [l
et que l'on rentre dans une boucle entre ces deux cas. On finira par sortir de cette boucle,
car la longueur de l'itérée de J croit strictement avec le temps, et on se retrouvera alors dans
un cas étudié auparavant, et on couvre ensuite [0, 1] en O(e®) étapes. Il faut donc estimer
le nombre d’étapes que 'on effectue au sein de la boucle. On remarque qu'un intervalle de
longueur au moins e effectue O(e~*) étapes au cours d’un seul passage dans la boucle, grace
a I’étude déja effectuée. Or, en passant une fois dans la boucle, la longueur de l'intervalle
est multipliée par un facteur au moins 3. Le nombre d’étapes effectuées au total dans cette
boucle est donc de I'ordre de Y ;50 O((3%€)™*) = O(e™) (comme on I'a rappelé plus haut, les
constantes intervenants implicitement dans les O sont uniformes vis-a-vis de 'intervalle et de
la composition, et donc cette sommation est légitime). Ceci termine la démonstration. O

2.3 Remarques et questions ouvertes

1. Pour les systémes non-autonomes unidimensionnels, avec perte de mémoire exponen-
tielle, peut-on démontrer des théoremes limites plus fins, comme une inégalité de Berry-
Esseen, un principe des grandes déviations ou un théoreme de la limite locale. Les deux
premiers types de résultats sont présentés dans [74] pour des applications surjectives
par morceaux.

2. Bien que nouveau, le résultat présenté au théoreme est relativement faible, et est
susceptible d’étre amélioré sur plusieurs points :

(a) la vitesse de convergence vers 0 n’est certainement pas optimale, le facteur loga-
rithmique (log n)é étant absent du résultat dans le cas autonome;
(b) la dépendance vis-a-vis de la norme C! des observables ¢ et 1 est faible, et on
pourrait s’attendre a ce que le terme F(||¢||c1+][1||c1) soit remplacé par ||¢p—1| 1.
Une conjecture vraisemblable est la suivante :

Conjecture 2.3.1. Soit 0 < a < 1. Alors il existe C' > 0 telle que pour toute suite
(B,) avec 0 < B, < a, et tout ¢ de classe C* avec [ddm =0, on a

n 1
PPy, < C—— 9l

1
n o
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Il serait souhaitable de disposer d'une méthode plus performante que celle utilisée
pour démontrer le théoreme [2.2.1] afin d’établir cette conjecture. Il est difficile d’utili-
ser I'induction dans le contexte non-autonome, ce qui exclut la puissante méthode du
renouvellement pour les opérateurs [128, 611, [60]. Il existe au moins deux possibilités a
explorer :

(a) Etendre au cas non-autonome le cadre fonctionnel développé par Conze et Raugi
[45] pour les systémes autonomes, ou les auteurs ont construit un formalisme basé
sur une chaine d’espaces fonctionnels et 1’étude de 'action de 'opérateur de trans-
fert sur ces derniers afin d’étudier des systémes avec une vitesse de décroissance
des corrélations non-exponentielle. Cette méthode a en particulier été utilisée pour
des applications de type intermittente par Raugi [125].

(b) Etendre au cas non-autonome la méthode de la métrique de Hilbert utilisée par
Maume-Deschamps [108, [109] dans le cas autonome.

. Le théoréme [2.2.1] entraine par un argument de densité que le systéme séquentiel cor-
respondant est exact. Est-il possible de démontrer cela par un argument élémentaire,
sans étudier auparavant la vitesse de perte de mémoire pour des observables réguliers 7

. Que peut-on dire si §,, converge vers 07 Le théoreme [2.2.1| entraine que la vitesse de
perte de mémoire est super-polynomiale. Est-il néanmoins possible d’obtenir une vitesse
de convergence meilleure pour des cas particuliers de suites (/3,), comme par exemple
Bn = A" avec 0 < A < 1. De méme, que se passe-t-il si £, converge vers 17 Le systéme
séquentiel est-il toujours exact, et si oui, peut-on estimer la vitesse de perte de mémoire
pour des suites (3,) particulieres ?

. Peut-on démontrer des propriétés statistiques pour ces systemes non-autonomes avec
perte de mémoire polynomiale, comme par exemple la loi des grands nombres, le théo-
reme de la limite centrale, des inégalités de grandes déviations, etc?
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Chapitre 3

Inégalités de concentration pour les
systemes dynamiques aléatoires et
non-autonomes

Dans ce chapitre, on présentera la notion d’inégalités de concentration pour les systeémes
dynamiques, avant de démontrer de telles inégalités pour des systémes non-autonomes et
aléatoires en dimension 1. La deuxieme section sur les systémes non-autonomes présente les
résultats de l'article [6] écrit en collaboration avec Jérdme Rousseau, en cours de soumission,
tandis que la troisiéme section expose le résultat sur les systémes aléatoires issu du travail [3]
coécrit avec Matthew Nicol et Sandro Vaienti, a paraitre dans Probability Theory and Related
Fields.

3.1 Inégalités de concentration : définition

Les inégalités de concentration permettent d’estimer la probabilité que des variables aléa-
toires de la forme Y, = K(Zy,...,Z,_1) dévient de leur espérance pour des fonctions K
suffisamment régulieres. Avant d’aller plus loin, on a besoin de préciser la régularité de K.
Une possibilité est d’introduire les fonctions séparément Lipschitz :

Définition 3.1.1. Soit (X,d) un espace métrique. Une fonction K : X" — R est dite

séparément Lipschitz si il existe des constantes Lip,(K), i =0,...,n — 1, telles que
|K($07 sy Li—1s Ly Lit1s - - - 7xn—1) - K({Em sy Li—1, x{i)xi—‘rla s 7xn—1)| < Llpz(K)d(xme;)
pour tous choix de x,...,x, 1,2z, dans X.

Afin d’estimer la probabilité qu’'une variable aléatoire dévie de son espérance, on a besoin
d’estimations sur ses moments centrés. La situation la plus favorable correspond a un controle
sur les moments exponentiels :
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Définition 3.1.2. On dira qu’un processus stochastique (Z,)n>0 @ valeurs dans X satisfait
une inégalité de concentration exponentielle si il existe C' > 0 telle que pour tout n > 1 et
toute fonction K : X" — R séparément Lipschitz, on a

]E(eK(ZO,...,Zn,l)—E(K(zo,...,zn,l))) < eCZ Llp] K)

Proposition 3.1.3. Si (Z,,) satisfait une inégalité de concentration exponentielle avec la
constante C, alors pour tout n > 1 et toute fonction K : X™ — R séparément Lipschitz, on a

+2

I B
P(K(Zo, ..., Zn1) —E(K(Zo,..., Zn1)) > 1) < e 2o 10500
pour tout t > 0.

Démonstration. On pose Y = K(Zy,..., Zpn-1)—E(K(Zy,...,Zy—1)). Par I'inégalité de Mar-
kov, pour tout A > 0, on a

P(Y >t) = P(e™ > M) < e ME(e™).

Comme \Y est séparément Lipschitz, avec des constantes de Lipschitz données par ALip,(K),
1=0,...,n—1, on trouve

]P’(Y > t) —)\t+C>\22 ' Lip2 (K).

Une optimisation sur A > 0 suggere de prendre \ = 202—le d’ou

+2

P(Y > t) <e 402 Llp (K)

[]

On peut aussi seulement exiger un controle sur les moments d’ordre fini, pour des estimations
plus faibles :

Définition 3.1.4. On dira qu’un processus stochastique (Z,)n>0 Satisfait une inégalité de
concentration polynomiale d’ordre p > 2 si il existe C' > 0 telle que pour tout n > 1 et toute
fonction K : X™ — R séparément Lipschitz, on a

N———
[SI4S)

E|K(Zo, ..., Zn1) —E(K(Zy, ..., Z01))|f <C Cf Lip? (K)

1=0

Une application directe de I'inégalité de Markov donne cette fois-ci :

88



Proposition 3.1.5. Si(Z,) satisfait une inégalité de concentration polynomiale d’ordre p > 2
avec la constante C, alors pour tout n > 1 et toute fonction K : X™ — R séparément
Lipschitz, on a

P(K(Zy,..., Z01) —E(K(Zy,...,Z0-1)) >1) < Ctlp <n§ Lipf(K)>2 :

Exemple 3.1.6. L’exemple le plus élémentaire consiste a prendre des fonctionnelles addi-
tives. Si ¢ : X — R est Lipschitz, on pose K(zg,...,Tp_1) = %ZZ;& o(zy). Alors K est
séparément Lipschitz, avec Lip,(K) < %Lip(gp). Ainsi, si (Z,) est un processus 4 valeurs
dans X, et si S, = S0y Zx, on a pour tout t > 0 et tout n > 1 :

t2n

P(S, > nt) < ¢ Tt

si (Z,) satisfait une inégalité de concentration exponentielle et

inP
B(S, > nt) < P ),

tPnz

si (Zy) satisfait une inégalité de concentration polynomiale d’ordre p > 2. On verra plus loin
des exemples plus sophistiqués, qui justifient l’intérét des inégalités de concentration, pour les
systemes dynamiques.

Si (Z,,) est une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs réelles, bornée dans L?,
avec p € [2,400], alors elle satisfait une inégalité de concentration :
Théoréme 3.1.7. Soit (Z,) une suite de variables aléatoires indépendantes, a valeurs réelles.

1. Si(Z,) est bornée dans L™, alors elle satisfait une inégalité de concentration exponen-
tielle.

2. Si (Zy,) est bornée dans LP, p > 2, alors elle satisfait une inégalité de concentration
polynomiale d’ordre p.

Bien que le résultat soit classique, on en redonne la démonstration afin d’illustrer la stratégie
qui sera réutilisée dans le cadre des systemes dynamiques.

Démonstration. Soit n > 1 et K : R" — R séparément Lipschitz. Pour £k =0,...,n— 1, on
pose Fr, = 0(Zy, ..., Zn_1) et F, = {0,Q}.
Soit Y = K(Zy, ..., Zn-1), et Yy =E(Y|Fr). Ona Yy =Y et Y,, = E(Y). Par conséquent,

n—1 n—1
V-EY)=Y—Y,=> (Vi = Y1) = > Hy,
k=0 k=0

avec Hy = Yy — Yii1. (Hy) forme une suite de différence de martingales inversée par rapport
a la filtration décroissante (Fg)g.
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Soit (Z!), une suite de variables aléatoires, indépendante de (Z,),, et de méme loi (en tant
que processus). Par indépendance des (Z,,), on a Yy = fi(Zo, ..., Zn_1), avec

fr(zo, .y n 1) =E(K(Z), ... Z) |, Ty oy Tp1))-
Ainsi, Hy = hi(Zo, ..., Zn_1), avec hy = fr — fre1 qui vérifie
\hi(xo, - ..y Tp1)| < Lipy(K)E|xy, — Z|. (3.1)

Si (Z,) est bornée dans L, on utilisera 'inégalité de Azuma-Hoeffding :

Proposition 3.1.8 (Inégalité de Azuma-Hoeffding [78, [13]). Soit (X%) une suite de diffé-
rences de martingale inversée vérifiant ap < Xi < by pour tout k. Soit S, = ZZ;& Xy.. Alors
pour tout n, on a

]E(@S”) S eézz;é(bk—ak)Q'

En appliquant I'inégalité de Azuma-Hoeffding & (Hj,), on obtient E(e¥ “E®)) < ez ko suplHel*
Soit M = sup,, || Z,||s. D’aprés 3.1, on a |Hy| < 2MLip,(K). Par conséquent

(Y H0)) < (2 K L0,

d’ou le résultat avec C' = 2M? qui ne dépend ni de n ni de K.
Dans le cas ou (Z,) est bornée dans LP, p > 2, on utilisera 'inégalité de Burkholder :

Proposition 3.1.9 (Inégalité de Burkholder [33]). Pour tout p €]1, 00|, il existe une constante
C, > 0 telle que pour toute suite (Xy) de différences de martingale inversée, et tout n, on a

Cy 1 Dally < 1ally < Cyll Dally,

ot on a noté S, = Y72y Xy, et D, = /S 125 X7
1
n—1 g P
C, |E|>_H;
k=0

On a donc
\ Z Hk
n—1 %
Cy 2
k=0 L
1
n—1 2
<, (1)
k=0

Bien que l'inégalité de Burkholder soit valable pour tout p > 1, on remarquera que 'on a
utilisé l'inégalité triangulaire pour la norme ||.||z, d’olt la nécessité de supposer que p > 2.

HY_E( Hp < C
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Soit M = sup,, || Z,||,- D’apres (3.1) et I'inégalité de Jensen, on a

2 .
1HZ ||z = (E|Hk[")? < 4M>Lipg(K),

1

dou ||Y —E(Y)|, <2C,M (ZZ;& Lipi(K))§ et le résultat. O
Lorsque la suite (Z,) n’est plus indépendante, alors la relation Yy = fu(Zo, ..., Z,_1), avec
fr(zoy ... wn1) = E(K(Zy, ..., Z}_1, Tk, ..., Tn_1)) cesse d’étre vérifiée, et on doit donc es-
timer 'erreur commise lorsque 1’on remplace Y; par fi.(Xo, ..., X 1).

Le cas des systémes dynamiques. Soit a présent un systeme dynamique (X, 7, u), ou
(X, d) est un espace métrique, et 1 une probabilité invariante par 7T'.

Définition 3.1.10. On dira que le systeme dynamique (X, T, u) satisfait une inégalité de
concentration exponentielle (resp. polynomiale d’ordre p > 2) si le processus défini par Z, =
T™ sur 'espace probabilisé (X, ) satisfait une inégalité de concentration exponentielle (resp.
polynomiale d’ordre p > 2).

Cette notion a été pour la premiéere fois introduite par Collet, Martinez et Schmitt [44], qui
ont étudié le cas des applications uniformément dilatantes par morceaux de l'intervalle :

Théoréme 3.1.11 (Collet, Martinez, Schmitt, [44]). Soit T : [0,1] — [0, 1] une application
de classe C* par morceauz, uniformément dilatante et topologiquement mélangeante. Soit
["'unique mesure de probabilité invariante par T’ et absolument continue par rapport a Lebesque.
On suppose que la densité de p est bornée uniformément loin de 0. Alors le systéeme dynamique
(X, T, ) satisfait une inégalité de concentration exponentielle.

De nombreux autres travaux ont suivi, visant essentiellement a étendre ce résultat a des
systemes non-uniformément dilatants ou hyperboliques. On donne le résultat de Chazottes
et Gouézel [39], qui en est une bonne synthese, et qui concerne les systémes pouvant étre
représentés par une tour de Young. On renvoit a [143] 144] pour une définition précise des
tours de Young.

Théoréme 3.1.12 (Chazottes, Gouézel, [39]). Soit (X, T, ) un systéme dynamique repré-
senté par une tour de Young (inversible ou non-inversible), de base Aq et de temps de retour
donné par R.

1. 87l existe ¢ > 0 tel que [, eBdy < oo, alors (X, T,u) satisfait une inégalité de
concentration exponentielle.

2. 8i [a, RPdp < 0o pour p > 2, alors (X, T, ) satisfait une inégalité de concentration
polynomiale d’ordre 2p — 2.

Dans le cas des systemes dynamiques perturbés aléatoirement, on peut citer le résultat de
Maldonado [106] sur le bruit observationnel.
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3.2 Inégalités de concentration pour les systéemes dy-
namiques non-autonomes

3.2.1 Le résultat et sa démonstration

On reprend le cadre décrit a la section

Définition 3.2.1. On dira qu’un systéme dynamique séquentiel (T,,)n,>1 sur un espace de
probabilité (X, m), ou (X,d) est un espace métrique, satisfait une inégalité de concentration
exponentielle (resp. polynomiale) si le processus Z, = T{' défini sur (X, m) satisfait une
inégalité de concentration exponentielle (resp. polynomiale).

On considérera le cas ou X = [0, 1] et m est la mesure de Lebesgue, et on supposera que les
applications (7;,) appartiennent a une classe C de transformations qui satisfait les conditions
suivantes :

Hypotheses sur la classe C.
C est une classe d’applications de classe C? par morceaux sur [0, 1] telle que :

1. Hexiste A > 1 et M > 0 tels que inf |[T’| > X et sup |[T”| < M pour tout T" € C.

2. Il existe N > 1 tel que A7 < N pour tout T" € C, ou Ar désigne la partition de
monotonicité et régularité de T'.

3. C satisfait (D,) pour un certain r > 1 et (Dec).

Le résultat principal est le suivant :

Théoreme 3.2.2. Soit (1,,),>1 un systéme dynamique séquentiel appartenant a une classe
C comme décrite ci-dessus. Si (T,,) satisfait la condition (Min), alors il vérifie une inégalité
de concentration exponentielle.

Ce résultat s’applique en particulier lorsque T}, est la [,-transformation, avec tous les f3,
dans un voisinage convenable d'un 5, > 1 donné.

Afin de démontrer ce théoreme, on va utiliser la méthode des différences bornées de Mc-
Diarmid [110, I11], comme cela a été fait dans [44] et [39], mais adaptée au contexte non-
stationnaire.

On prolonge d’abord naturellement K en une fonction K : X~ — R qui ne dépend que des
n premiéres coordonnées. XV est muni de la tribu produit F et de la mesure de probabilité
m qui est 'image de m par I'application ® : X — XY définie par ®(x) = (T'z),>0, avec la
convention T = Id. Avec cette notation,

Em(eK(Zo,...,Z,,L,l)fEm(K(Zo,...,anl)) — E (erEm(K)>

m

Soit F, la tribu sur XN engendrée par les coordonnées (z4)sp et K, = Eg(K|F,). Lhypo-
these (Dec) entraine que le systéme séquentiel (7;,) est exact, et par conséquent la tribu F,
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est triviale modulo m. Ainsi, F, := ﬂpzo]}p est triviale modulo m, puisque @‘1(.7300) C Foo-
D’apres le théoreme de convergence pour les martingales de Doob, on obtient que K, converge
m-p.p. vers Ez (K), et dans chaque LP, avec 1 < p < oo. On a donc

K—]Em(K) = ZDP

p=>0
avec D, = K, — K,;1. En utilisant I'inégalité¢ de Azuma-Hoeffding [3.1.8] on en déduit I'exis-
tence d'une constante C' > 0 universelle telle que pour tout P > 0,
P

Em(ezpzo Dp) < €C Zf:o sup|Dp|2 '

Il reste a estimer D), :

Proposition 3.2.3. [l existe 0 < p < 1 et C > 0 dépendant seulement de (T,,),>1 telles que
pour tout p et tout K, on a

D, < O3 7 Lip, (K).

J=0

Cette proposition, combinée avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz, entraine 'inégalité de concen-
tration, de la méme maniere que dans [39]. En effet, on a

2
(Z pp"Lipj(K)) < (Z p”_JLipf(K)) (Z pﬁ) < C)_ " Lip}(K).
J=0 Jj=0 j=0 =0
Apres sommation sur p, on obtient Zf:o sup|D,|* < C'Y; Lip?(K ).

La proposition [3.2.3] découle immédiatement de la condition de Lipschitz sur K et du lemme
suivant :

Lemme 3.2.4. [l existe 0 < p < 1 et C' > 0 dépendant seulement de (T,,)n>1 telles que pour
tout p, tout K, et m-p.t. x = (vo,21,...) € XV, on a

p—1

@)~ [ K0Ty T7 7y dmly)| < €Y Lip (K)p

J=0

Le reste de cette section est consacrée a la démonstration de ce lemme.
Premiérement, on remarque que

1 K(y,Tvy,...,T"V 'y, zp,...)
K, (z) = —— .
) Biy) o [EREO)

(3.2)

La démonstration de cette identité est renvoyée a la fin de cette section.
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On fixe un =, € X et on décompose K, comme
(y)
Ky(z) = K(zy, ..., Zu, Tp, .. .)
p r ) By ZZ Gl

ot Hi(y) = K(y, ..., Ty, Tuy ooy Tas Ty o) — K (Yoo T Y, ey oy Ty Ty -+ )
En utilisant la regle de dérivation pour les fonctions composées, on trouve

Ky(xz) = K(zyg, ..., 00, xp,...) + Pp]l Z P fi(zy)
avec I )
3 - ~i il - PZHZ
fily) szz_y (T9Y (=) 'V Hi(y)

Comme [ f;dm = [ H;dm, on a

Z/fzdm /K ST Ny g, ) dm(y) — K (2, T, @y, ).
Par conséquent,

K,(z) —/K y,le,...,Tf’_ly,xp,...)dm(y)

P 1(x p
; (f;}]l(p - 1) /f’dm+ Pp]l ; ( z+1fz Tp) — (/fz dm) z+1]l(xp))
Pour le premier terme, on a
Pl 1 PP1 ,
‘ i+1 (xp) _ 1‘ ’ i+1 (xp) 1 (xp)’ < CHPzp+1(PZ]1 _ ]l)HBva

PP (zp) Pi1(zy)
ou on a utilisé la condition (Min) et ||.|[sup < ||-||Bv. De plus, d’apres (Dec), on a
IPLA(PIL —1)[py < KO~ Y| P{L — 1|y < COP7'

puisque (Pj1); est bornée dans BV d’apres Uhypothese (H3).
Finalement, comme |[ f; dm| < Lip,(K), on obtient

5 (i ) oo

Pour le second terme, I'hypothese (Dec) donne

|Prgi= ([ gudm) P

< OZGP "ILip,(K). (3.3)

< Kot
BV

<O filley.  (34)
BV

fi= [ fidm
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En utilisant la condition (Min), (3.4) et [|.|lsup < [|-||Bv, on trouve

Pﬂl()z(f rp) = ([ fidm) P1(ry) <029“le11va (3.5)

PJ =0

Ainsi, il reste a estimer || f;||gv. On peut observer que || fillsv < || fillsup + Var(f:) et que pour
tout y, on a ' ‘
[fi(w)] < PIL() [ Hillswp < Pr1(y)Lip;(K) < CLip,(K), (3.6)

puisque (Pj1); est bornée dans BV. Le point crucial réside donc dans 'estimation de la
variation de f;.

Afin de procéder, on va d’abord établir un controle sur la distorsion. Bien que cette propriété
soit classique, on en reproduit la démonstration ici par complétude. Si T" est une application
de classe C? par morceaux sur lintervalle, de partition de monotonicité Az, on définit sa
distorsion Dist(7") comme étant la plus petite constante C' > 0 telle que

T'(z) = T'(y)| < C|T"(2)[|Tx = Ty|

pour tous z,y € I et I € Ap. On remarque que (1+ C)~! < %y;; < (14 C) pour tous
x,y € 1.

Lemme 3.2.5. I existe C > 0 telle que Dist(T]") < C' pour tout n.

Démonstration. Comme auparavant, on désigne par A,, la partition de monotonicité de T,
et par A" la partition de 7)7*. On a pour tous z,y € [ € A} :

|(T7)' ()]

@I < S~ o 179191 )] — 1og | TUTI " y)l| < €37 (190 — Ty,
T W) Z‘ <oy 1

7j=1

log

ou on a utilisé le fait que la constante de Lipschitz de log |T}| est bornée indépendamment
de j, puisque |T}'| < M. Comme toutes les applications sont uniformément dilatantes, avec
un facteur de dilatation au moins A, et comme x et y appartiennent au méme élément de la
partition A7, on a

TV e — Ty < XTI T — Ty,

d’ou le lemme, puisque 3 ; A~("=7=1) est borné indépendamment de n. O

On aura besoin du lemme technique suivant, qui est adapté du lemme 11.4 de [44].

Lemme 3.2.6. Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout n > 1,

3 5w 7y <

IeAr 1
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Démonstration. Pour tout I € A7, il existe un plus petit entier p = p; < n — 1 tel que
TY(I) N 0A,+1 # (0. On définit A" comme 'ensemble de tous les intervalles I € A} pour
lesquels p; = p. Soit I € AP 1l existe a € I tel que b = TTa € dA,1. D’apres le lemme
3.2.5 on en déduit 'existence d'un C' > 0 tel que pour tout x € I,

(T7) ()] = C(T7) ()] = CIT34) (T a)[[(T7) (@)| = CA*P|(TY) (a)].

Ainsi, on a
! < C7IAT(P) L .
(7)1~ [(T7) (a)]
Comme une pré-image par 77 d’un élément b € A,,; ne peut appartenir qu’a au plus deux
I € A} différents, il s’ensuit que

sup

su 1 (n—p)
2 Sy < 20 EZA > 2 Ty

Ie A} 1 1 bEOAp+1 TV a= b

— 20 zAwm S PL®) < 20T AP P g0,

b0 Apt1 p=0

Cette quantité est bornée indépendamment de n, puisque (P}), est bornée dans BV, et le
nombre d’éléments de A, est borné indépendamment de p par hypothese sur la classe C. [

Comme conséquence des deux précédents lemmes, on obtient :

Corollaire 3.2.7. [l existe C > 0 tel que pour tout n > 1,

5 vir () <

IcA?
ot Var;(f) désigne la variation totale de f sur le sous-intervalle I C [0,1].

Démonstration. Soit xy < ... < x; une suite d’éléments de /. Alors

T | 2T @) = (T ()|
3 e T [ Mt e e
I3 Dist(TM) [T 241 — Tm| 1
> (T7) ()] S ATeT

ou pour la derniere inégalité, on a utilisé le lemme et le fait que (77'z;); est une suite
monotone dans [0, 1]. Une application directe du lemme [3.2.6) prouve le corollaire ]
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On est a présent en mesure d’estimer Var(f;). Pour I € A%, on désigne par S;; la branche
inverse de la restriction de T} a I. On peut alors écrire

i H;
f’i = Ple = Z (|(T’)/|> OS’i,I ]le(I)

I Al 1

En utilisant des propriétés standards de la variation totale, il vient

ar(f, ary (2L AHa)l oy qpy |
Varld) < 2, e (i) * 2 2 Tty < W @0 (D

avec

IeAl
1
I, = Iezf%l sup |(T1) ’VarI(Hi),
), = 2 %

(T1 ( )\

En utilisant la condition de Lipschitz sur K, on obtient

aeaAl

(D; = CLin K ZVm”<|< >|>’

Ic A

ce qui donne (I), < CLip;(K) par le corollaire [3.2.7]

On estime & présent (II);. Soit yo < ... < y; une suite de points dans I. Afin d’estimer
Zg;lo |Hi(yj+1) — Hi(y;)|, on sépare H; en deux termes de facon évidente, et on traite le
premier, le second étant completement similaire. On a

-1

Z Z ‘K(yj-Jrl? s 7T1kyj+17T1k+1yj7 s 7ley]7 - ) - K(yj+17 s 7T1kilyj+17T1kyj7 cee 7Tllyj7 .- )‘
=0 k=0

-1 i 7
<D0 Lip (K| Ty — Ty;l < D Lip, (K)m(T7(1)).
J=0k=0 k=0

Comme [ appartient a A¢, Uintervalle TF(I) est inclus dans un intervalle de monotonicité
pour T}, et sa longueur est donc inférieure & A=K Par conséquent, on a

Vary(H;) <23 A FLip, (K)
k=0
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et une application du lemme donne (II), < C' Y% _o AP Lip, (K).
Une nouvelle application du lemme [3.2.6] entraine que le troisiéme terme est majoré par
(III), < CLip,(K).

En rassemblant toutes les estimations, on trouve donc que
V(i) < €3 AP Lipy(K) (3.7)
k=0

Finalement, (3.6) et (3.7) donnent la méme estimation pour || f;||sv.

En revenant & Kj(z), on a par (3.3) et (3.5) :

’Kp(x)—/K(y,le,...,Tfly,:L’p,.. <C’Z€pl 12)\ ") Lip, (K),
qui est inférieur a C' Zﬁ;(l) ~*Lip,, (K), comme le montre un simple calcul. Ceci prouve le
lemme [3.2.4] et termine donc la démonstration du théoréme [3.2.2 O

Démonstration de la relation (3.2]). 11 s’agit de démontrer que

. R K(y,TIy,...,Tf’_ly,xp,...)
) = Pri(zy) 2 [(TT) (v)] ’

TPy=x,

(3.8)

pour m-p.t. z € XV,

Premierement, on rappelle quelques propriétés classiques des opérateurs de transfert. Soient
(X, A, ) et (Y,B,v) deux espaces de probabilité, et T : X — Y une application mesurable
non-singuli¢re. Son opérateur de transfert associé Pr : L*(u) — L'(v) est déﬁni de la fagon
suivante : pour f € L'(u), Pr(f) est la dérivée de Radon-Nykodim d()‘fiT ,ou d\ = fdpu.

Il satisfait les propriétés élémentaires suivantes :

Lemme 3.2.8. Pour tout f € L'(u) et tout g € L™(v), on a
1. [x fgoTdu= [y Pr(f)gdv,
2. PT(g @) T) = gPT]l,
3. E(f|IT'B) = (PLM) o T, ou TZYU) est défini comme valant 0 sur {Pr1l = 0}. En

Pri Pri
particulier, on a (%) ol = W) pour tout fi, fo € LY().
On rappelle que ® : X — N est défini par ®(z) = (T”x)n>0, et que ﬁ est la tribu sur XV
engendrée par les coordonnées (zy)g>p. Clairement, F, = o~ PF ot o XN — XV est le

décalage & gauche. On a K, = E;(K|E,), ot K : XN — R est séparément Lipschitz, et ne
dépend que des n premiéres variables.

Lemme 3.2.9. On a K,0® = (PIP(KO(I))> oT?, m-p.p.

D
Pl
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Démonstration. Par le point (3) du lemme [3.2.8) on a

_ /PP
K, = En(K|oPF) = (Pffpﬂ ) o o

On introduit l'application ®, : X — XN définie par ®,(r) = (a:,TpHx,TIfIf:E,...) =
(T;j_rf T)n>0. Cette application satisfait o o ® = &, o T7. Elle n’est pas non-singuliére, et
par conséquent son opérateur de transfert n’est pas défini, mais la relation précédente en-
traine que Py, (P} f) est bien défini pour tout f € L'(m) comme étant égal & PPy f, et
satisfait les propriétés décrites au lemme [3.2.8|

On a alors
P Pqu)(KO(I))

PP
o0 = () omotr = (FRR T ) omemy

par le point (2) du lemme [3.2.8] puisque Ppl = 1.
Mais comme P?Py = Py Py, on peut utiliser le point (3) du lemme m pour obtenir

Pa, PY(K o @)) e (((P%m 0 D) B (PY(K o <1>>|<<I>p>1f>> o7
Py, PY1 Y ((Po, 1) 0 @) B (P/1](®) 1 F) :

Kpoq):(

Le lemme est prouvé deés que I'on remarque que (CI>p)_1]3 =F. ]

Le lemme entraine la relation (3.8)). En effet, si on définit 7, : X™ — X comme l'application
qui envoie z sur sa p-itme coordonnée x,, alors T{ = m, o @, et le lemme nous dit que

P o
K,o® = (Pll(g?lq))) om,o®, m-p.p.

ela implique que K, = LUo®) 1 , M-p.p., et prouve la relation désirée, puisque, m-p.p.
Cela impli K, = (AU o, la relation d
(Pf’(KoCD))OW(m): 1 3 K(y,TIy,...,Tf_ly,xp,...)
Pl T PI(w) i, [(TT) ()]
Pour le voir, on pose A = {K,0® = (Pf;ff)) ompo®}. Ona A€ F, et m(A) =1 d’apres le
1

lemme [3.2.91 Comme (X, F) et (XN, F) sont tous deux des espaces polonais munis de leurs
tribus boréliennes respectives, et que l'application ® : X — X N est mesurable et injective,
on obtient que ®(A) € F par le théoreme 8.3.7 de [42].

PP(Ko®)

Ainsi, m(®(A)) = m(P 1 (P(A))) > m(A) = 1, ce que montre que K, = ( T ) o mp,
m-p.p., puisque '’ensemble sur lequel cette relation est vraie contient ®(A). ]

3.2.2 Applications

Soit (T},),>1 un systéeme dynamique séquentiel sur [0, 1] qui satisfait les hypotheses du théo-
réme [3.2.2] On donne des applications de I'inégalité de concentration, en suivant les idées de
[44] et [37].
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Grandes déviations pour les sommes ergodiques.

Si on considére des observables K de la forme

n—1
K($07 s axn—l) - Z fk’(xk’>
k=0

avec des fp Lipschitz, une application directe du théoreme donne

Proposition 3.2.10. [l existe C' > 0 telle que pour toute suite f, : [0,1] — R d’observables
Lipschitz, tout n > 1 et toutt >0 :

i o
(L8 ot forta] o)< EE
no

Cet énoncé raffine la proposition [2.1.10] car il précise la dépendance du facteur 7 vis-a-vis de
la suite (f,), sous I'hypothese que celle-ci est formée de fonctions Lipschitz.

Mesure empirique.
Pour z € [0, 1], on définit pour n > 1 la mesure empirique
1 n—1

k=0

Par la loi des grands nombres [2.1.7], on sait que pour p.t. z, cette mesure se rapproche, dans
la topologie faible, lorsque n — oo, de la mesure m,, définie par

1 n—1

m, = - Z(le)*m.

k=0

Il est naturel de chercher a quantifier la vitesse de convergence. Pour cela, on doit d’abord
introduire une notion de distance sur ’espace des mesures de probabilité. On va considérer
la distance de Kantorovich, qui, pour deux mesures de probabilité u; et ps sur [0, 1], peut
étre définie par

1
k(i) = [ 1Fu () = Fu(®)]d, (3.9)
ou F,, (t) = u;([0,%]) est la fonction de répartition de p,;. On a alors

Proposition 3.2.11. [] existe tg > 0 et C' > 0 tels que pour tout t > tq et toutn > 1 :

m <l{((€n,mn) > \/tﬁ> < e O,
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Démonstration. Pour n > 1, on définit

1"z 1
— > Lpoy(ak) (t)’ dt.

"o

Kn(SC(],.. , Lp— 1 /

On a clairement £(E,(x), my) = Ky (x,..., T z) et Lip;(K,) <  pour tout 0 < j < n—1.
Par 'inégalité de concentration [3.2.2] et la proposition [3.1.3] on en déduit

m (ﬁ(ﬁn,mn) —En(c(&Enymy)) > \;%) < e O,

Pour conclure, il est suffisant de prouver que E,,(r(&y, my)) est d'ordre —=.
Soit x; la fonction caractéristique 1jp 4. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

B(e(Ena)) = [ [
L

> (Xt o TF — Figpy, (t))
En développant le carré, on trouve

1n1

LS wltfo) - R >\ it) an(o)

2 3
dm) dt] .

"o

2
dm

1 n 1
/ | (e o T~ Fiagynl0)

1 n 1
kl 0
Si k <[, par les propriétés des opérateurs de transfert, et car F(le)*m(t) = [x¢ 0 TFdm,

/ (e o T = Firgym(®) (o 0 T = Fipy () dm

— /(Xt_/XtOTll> P,i_H ((Xt_/XtOle> Plkll) dm.

Comme (Xt — [xt0 T1k> PF1 est d’intégrale nulle, {x;}; est une famille bornée dans BV, et
(PF1);, est aussi bornée dans BV, on peut utiliser la propriété (Dec) pour obtenir

(o ooyt (o froee) o) an <o

Il s’ensuit que

B (x(E: mgn(ze ) o( =)

k,l=0
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Approximation des orbites.

Soit A un sous-ensemble mesurable de [0, 1], avec m(A) > 0. Comment peut-on approximer
la trajectoire d’'un point x € [0, 1] par une trajectoire démarrant dans A7 Le résultat suivant
fournit une estimation sur l'efficacité en moyenne d’'une telle approximation :

Proposition 3.2.12. [ existe deuz constantes Cy, Cy > 0 telles que pour tout A avec m(A) >
0 et tout n > 1, la suite de fonctions (Z,,) définies par

1 ‘ n—1 N .
Z,(r) = ﬁ;ggélﬂx — Tyl

satisfait pour tout t > 0 :

2
< e Ot

m (Zn > Clumf/_zw—l—\;ﬁ)

Démonstration. On applique I'inégalité de concentration aux fonctions
1 n—1 N
Kn(xm s 7$n—1) = ﬁ ;Ielfl,;) |T1 Yy—= IEkl
Elles vérifient Lip,(K,) < %, et donc
t —Ct2
m|Z,—E,(Z2,)>—|<e )

On estime a présent E,,,(Z,). On a

1 VnlEn (2,
m(A) <m (Em(Zn) - Z, > \/52) ,

puisque Z,, = 0 sur A. Par I'inégalité de concentration, on en déduit que m(A) < e=Cn(Em(Zn)*
d’ou
logm/(A
o iz < o TEEn (A
N4

O

On peut aussi démontrer un résultat similaire pour le nombre d’écarts entre une trajectoire
quelconque et une trajectoire issue de A, pour une erreur € > 0 donnée.
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Proposition 3.2.13. [ existe deuz constantes Cy, Cy > 0 telles que pour tout A avec m(A) >
0, tout n > 1 et tout 0 < e < 3, la suite de fonctions (Z,,.) de fonctions définies par

|
Zie(w) =~ inf {0 <k < o |Tfw = Tyy| > e},

satisfait pour tout t > 0 :

|logm(A)] ¢ )
z! < g O2t7
m(n?Cl Jn evn) S©

Démonstration. On ne peut pas appliquer directement 1'inégalité de concentrations aux fonc-
tions

K], (w0, ..., Ty 1) = ;felfl Z Lo 1\ 5. (44 (T5)

car celles-ci ne sont pas séparément Lipschitz. On approxime donc l'indicatrice du complé-
mentaire de l'intervalle [—¢, +¢] par une fonction linéaire par morceaux : on pose

El :
Blosi|s| < e
ge(s) = { ‘ ) :

1 sinon

On définit alors

K (xo, ..., Tpo1) 1nf Z ge(x

nye

Ces fonctions sont séparément Lipschitz, de constantes Lip, (K, < L et vérifient K}, <
K, .. On pose aussi Z,.(z) = K, (z,..., T/ r). Comme Z . < Zyn., on obtient grace a
I'inégalité de concentration :

~ t ~ ~ t 2
Z o sm(Z, )+ —] < Z, . >m(Z,. < e O,
m( e > m( ,)+€\/ﬁ>_m< e >m( ,)+6\/ﬁ>_e

On peut alors estimer m(znﬁ) par la méme méthode qu’a la proposition [3.2.12] O]

Version presque sure du théoréme de la limite centrale.

Soit (Y;,) un processus aléatoire a valeurs réelles qu1 satisfait le théoreme de la limite centrale :
il existe A, € R et B, > 0 telles que S,, = Zk:o Y, vérifie

Sn_An

W
B,

en loi, o W est distribuée selon la loi normale centrée réduite A (0, 1).
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Par définition, cela signifie que pour tout t € R,

E (]1{W§t}) S PW < 1) \/%/ % ds.

On peut alors se demander si ’on peut dire quelque chose a propos de la convergence presque
sure de 1 {Snzan <) Si cette quantité ne peut pas en général converger presque surement, il
Bn =

s’avere qu’apres un procédé de moyenne approprié, le plus souvent logarithmique, on retrouve
la convergence presque sure.

Plus précisément, on dira que (Y;,) satisfait la version presque sure du théoréme de la limite
centrale si, presque surement,

szask A —>N(O 1)

n f—1 By,

dans la topologie faible, avec H,, = >}_; % ~ logn.

On renvoie a [22], 85] pour des survols particulierement intéressants de ce sujet, et a [38] pour
une description des applications aux systémes dynamiques.

Soit a présent un systeme dynamique séquentiel (7},),>1 qui satisfait les hypotheses du théo-
reme (3.2.2) u Soit f,, : [0,1] — R une suite d’observables Lipschitz, bornée dans Lip. On définit

zg[fkon—/fkondm}.

Si ||y 2, est non-bornée, on sait d’apres le théoreme [2.1.8 que Hssﬁ converge en loi vers
" L’"L

W~ N(0,1).

Afin de prouver une version presque sure de cette convergence, on aura besoin d'une hypothese

supplémentaire sur la croissance de la variance de la somme : plus précisément, on supposera
1 .
que ||Sy||z2, > Cn2 pour tout n, pour un certain C' > 0.

Proposition 3.2.14. Soit (f,) une suite d’observables bornée dans Lip et soit S, définie
comme ci-dessus. On suppose qu’il existe C > 0 telle que ||Sy| 2, > Cnz pour tout n > 1.

Alors S, satisfait la version presque sure du théoréme de la limite centrale : pour presque
tout x € [0, 1]

wl-) — N(0,1)
2

?r\»—k

dans la topologie faible.

Démonstration. On doit montrer que presque partout,
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pour toute fonction g : R — R continue et bornée. Par des arguments standards de densité et
de séparabilité (voir par exemple le théoreme 2.4 de [85]), il est suffisant de montrer que pour
toute fonction g bornée et Lipschitz, cette convergence a lieu presque partout. On remarque
aussi que 1’on peut supposer sans perdre de généralité que g(0) = 0. Par conséquent, il existe
C > 0 telle que |g(x)| < Clz| pour tout x.
On définit . { }
1 izo | fu(zg) = [ fro T
Kn<l’0,..-7$n71) H Z kg ( “SkHQ ) .

On a alors K, (z,..., T/ 'z) = =1 1 g (”i’“‘h), et 'hypothese sur ||S,|| 2 donne

. 1 1_. Lip(f) _3 1
Llpj(Kn> < Fn Z %Llp(g> ||Sk||2 ( Z k ) ( .1 ) :

>y Hy (=5 J2H,
Alinsi,
n—1 ) 1 n—1 . 1
Lip;(K,) =0 |52 7 | = ( )
jz:(:) J H? jz:% logn

En utilisant I'inégalité de concentration, on en déduit que

1 &1 [ S ) (1 n 1 ( Sy ))
mll=2 797 | " En|+2_79
<’an§:1k (”Sk“Q Hn,;k 1Sk ll2

’ . 7’ . . a3
Par conséquent, si I'on définit la sous-suite n; = e/ avec o > 0, on a que

n] 1
g
H,, kzl <||5k||2>

converge presque surement vers E(g(W)) par le lemme de Borel-Cantelli, puisque

( Hy, 531 % <|\5kH2>>

converge vers E(g(W)) lorsque j — oo, par le TCL.
Il reste a estimer ce qu’il se passe entre deux termes consécutifs de la sous-suite.
Pour n; <n < nj1, ona

1 &1 [ 8 ) NS ( S )
=279 9
Hn;;k <||Sk||2 2 1Sk [l

”Jk;l

1 1 Si H,. 1 51 Sy )
= — = + CRN | = .
i, , > k9<||sk||2> (Hn )H-ZW(nsknz

n k=nj+1 nj k=1

> t) < e—Ct210g7L
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D’apres les précédentes observations, la borne supérieure sur tous les n vérifiant n; < n < n;4;
du second terme tend vers 0 lorsque j — oco. Pour le premier terme, 'hypothese faite sur g
donne

sup
n;<n<nji1

1 X1 Sk c Sy
i _ < )
H 2 kg(HSkHz>| :! 2 k|| Sk]|2

n k:anrl nj k:nj+1

. . 1 i1 [Skl
On prouve a présente la convergence presque-sure vers 0 de G; = T, Zk:nj RS En

utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

1 1 . 2
IR, (S2)AE,.(S2)E o e
En(G3) < =5 ook b = k!
@)= 2 Thss. i\

nj kl=n;+1 nj \k=n;+1
_ (lognjp —logn; + O(1))? < O(1)
- Hz, -2
Le résultat découle donc du lemme de Borel-Cantelli, puisque By, (G7) est sommable. O

3.3 Inégalités de concentration pour les systémes dy-
namiques aléatoires

3.3.1 Le résultat et sa démonstration

On reprend les notations du chapitre [I} et plus précisément de la section [I.1.2] On considere
un ensemble fini 2 avec un vecteur de probabilité P = {p, },cq, et une famille d’applications
T, : [0,1] — [0,1] de type Lasota-Yorke, toutes uniformément dilatantes : A\(7,,) = inf |T| >
1. On fait aussi I'hypothese que le systeme aléatoire possede la propriété de recouvrement.
Sous ces hypotheses, il existe une unique mesure de probabilité p stationnaire et absolument
continue, et sa densité h appartient a BV et est bornée uniformément loin de 0.

Théoréme 3.3.1. Le processus Zy(w,z) = T)x, défini sur (Q x X,P ® p), satisfait une
ieéqalité de concentration exponentielle.

On remarquera qu’il s’agit d'une inégalité de concentration pour le systeme produit gauche
(Q x X,5,P® i), mais uniquement pour des observables K qui ne dépendent que de la
composante z. Il s’agit aussi d'un résultat de type annealed qui ne dit rien a propos du
processus x — 1"z, pour w fixé, générique.

Afin de démontrer ce résultat, on va, comme dans le cas non-autonome, adapter la méthode
des différences bornées de McDiarmid. On notera par P l'opérateur de transfert en moyenne
du systeme aléatoire, défini par rapport a la mesure de Lebesgue m, et par L 'opérateur de
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transfert en moyenne défini par rapport a la mesure stationnaire p. On rappelle que L agit
sur L'(u) par L(f) = w, d’ou

=2 P 2 7

wel Twy=z (ZL‘ | (y)|

Comme h et % appartiennent a BV qui est une algebre de Banach, L agit sur BV et y admet
un trou spectral.

On renvoie a la section pour la construction du systeme symbolique (2*, 7, ) et de la
filtration décroissante {F,},>0. On prolonge K en une fonction sur X~ ne dépendant que des

n premicres coordonnées. On a alors B, (K) = Egg, (K(:)j, Tz, ... ,Tgilz)) et

E-

—1 —1
P®H< K(z,Té:v,...,Tin :c)—IE]F@u(K(;B,Tiw,...,Tﬁ a;))) . o)

K_]EHC(K))

Hc(e ?

d’apres le lemme [1.3.1}

On définit K, = E, (K|F,) et D, = K, — Kp1. Comme (0, 7, 1) est un facteur du sys-
teme (Q X X F,P ® p) qui exact d’apres la proposition , on en déduit que la tribu
Foo = p>0 Fp = Np>o 7 PF est triviale modulo p.. Par consequent, d’apres le théoreme de
convergence de Doob, K, converge p.-p.s. et dans LP, 1 < p < oo vers E, (K), d’ou

K_E#C(K) = ZDP'

p=>0
D’apres l'inégalité de Azuma-Hoeffding on en déduit I'existence de C' > 0 telle que
pour tout P > 0,

P

EM(BZP on) < GCZP OSupleI
Il reste donc a borner D), :
Proposition 3.3.2. [l existe 0 < p < 1 et C > 0 telles que pour tout p,
p
1D, £ C Y i ().

Comme pour le cas non-autonome, cette proposition entraine le théoreme principal, et découle
du lemme suivant :

Lemme 3.3.3. Il existe 0 < p < 1 et C > 0 telles que pour tout p et pi.-p.t. x € XN :

p—1

Ko@) = [ [ K Ty T g () dB@)| < €S Lip, (K)p .

Jj=0
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Le reste de cette section est consacrée a la démonstration du lemme. Pour une suite w € €2,

on pose g (y) = hé%)y) \(Tﬁi’(y)\' On a alors

Ky(z)= > 18 > gPWK(y Ty, ... T "y, ap. ). (3.10)

wer  Thy=g B

En effet, on a K,(z) = PP(K)(t*(z)) = P?(K)(xp,...), ot P est 'opérateur de transfert
associé au systéme (2%, 7, i.), qui est donné par la formule valable pour tout K € L!(u.)

PK)z)= > 0% > 99Ky Thy,....T0 "y, 20...),

we  Thy=xo

comme on le vérifie aisément par un changement de variables.
On fixe z, € X et on décompose K, comme

p—1
Ky(z) = K2y, .. map, )+ 3 Db > dP W) Hily, ..., Thy),

1=0 QEQP 7T5y:x

avec H;(Yo, -, ¥i) = K Yoy, Yir Ty oo s Ty Ty o) — K (Y0s -+, Yis 1y T e v oy Ty Tpyy - - -).
Un simple calcul permet alors d’établir que

p—1 )
Ky(z) = K(zy, ..., Ts,Tp,...) + Z LP™ fi(xy)
i=0

avec

fily) =0, > g9(2)Hi(z, ..., T 2).

we Tiz=y N

Comme L a un trou spectral sur BV, il existe C' > 0 et p < 1 ne dépendant que du sys-
teme aléatoire tels que [|LP~'f; — [x fidullsy < CpP~|| fillgy. D'une part, |[.[lsp < [||lBv,
on a |[LP7ifi(x,) — [ fidu] < CpP~| fillsv. D’autre part, on vérifie facilement [y fidu =
Ja Ix Hi(y, ..., Tiy)du(y)dP(w), d’ott I'on déduit, en sommant toutes les relations :

a) = [ [ KTy T )@ < O Wl (310

I faut donc estimer || f;||gy. Pour cela, on aura besoin d'un lemme technique. Pour w €
Q, on note A, la partition de monotonicité de T, et pour w € QY on définit Agfl =

-1
Viss (Tﬁ) (Awk +1) qui est la partition de monotonicité de 7). On rappelle aussi que si 7'
est une application de type Lasota-Yorke, Dist(7") désigne sa distorsion.

Lemme 3.3.4. Il existe A\ > 1 et C' > 0 tels que pour tout w € QY et tout n >0 :
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1. NI > M7,
2. Dist(T}) < C,
3 ZWEQ" pw ZIGA” 1 Supl ‘(Tn < C

4 ZweQ"pw ZIEA” 1Var1< ) < C.

Démonstration. Le point 1 est évident car € est fini, et chaque T, est uniformément dilatante.
Le point 2 se démontre exactement de la méme maniere que le lemme|3.2.5] Pour démontrer le
point 3, on adapte la preuve du lemme I1.4 de [44]. Pour chaque w € Q" et chaque I € A",
il existe un plus petit entier p = p,; < n — 1 tel que TF(I) N 0A,, ., # 0. Soit Ar=tbp
I'ensemble de tous les I € A" pour lesquels p = p, ;. On définit d = U,cqdA,,. Soit alors
I € Av'2 1l existe a € OI tel que b = TPa € 0. D’apres le point 2, il existe une constante
C > 0, ne dépendant que du systéme aléatoire, telle que pour tout z € I,

(T2) (x)] = CI(TZ) (a)] = Cl(To, 0 - 0 T, ) (ONTE) (a)| = CA"PUTE) ().

On a alors 1 .
1y—(n—p)
Sup < CTA\” _—,
(T3] (TE)'(a)]
Comme une pré-image par TP d'un élément b € J ne peut appartenir qu’a au plus deux
I e A7! distincts, il s’ensuit que

1 1
" su < 207 A\~ (n=p) _—
20k 2 Py S p 2, 257k 2 @)
= 20" ZA (n=r) N PP1(b)
beo

Cette quantité est bornée, puisque P a ses itérés bornés dans la norme d’opérateur sur BV,
et 0 est un ensemble fini. Le point 4 découle des trois précédents, de la méme maniere que
pour le corollaire [3.2.7]. O

Comme L'1 =1, on a || fillsup < |[Hillsup < Lip;(K). On estime a présente la variation totale
de f;. On remarque tout d’abord que

Var(f;) < Var(-- )thz”sup + 1[I+ Hsupvar(hfz)

Comme ||hfi]|sup < Lip;(K)||P'h||sup < CLip;(K), on doit seulement estimer Var(hf;).

Pour w € Q et I € AZ_ , on note S, 1, la branche inverse de T, i restreinte a I. On définit
aussi H;,(2) = H(z,...,T)z).

On peut alors écrlre
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; hH;,
hfi = Zpg Z (‘(Tﬁ’])o iJ,ﬂ]lT;(I)'

weR  JeAt @

Il s’ensuit que

Var(hf;) < ZP; > Va”<(£[z)|>+2 2 M

we? reA; acd AL

< > (M, + D, + 1), + 1IV),,) ,

weN
avec
(D). = Var;(h) sup sup |H; !,
w72 @)
1
(In,, = sup h Vary () sup |H; |,
o T2 (R
1
(II),, = > suph SUP o Var;(H;,),
= IEJV 1 1 |<jlg)|
a)|[Hiw(a)]
(v),, = 2 —.
w22 e
En utilisant la condition de Lipschitz sur K, on a
1

(I)m < CLip,(K) Sup ——-~,7
. 2 T

ce qui donne Y-, cqi pfa (I),; < CLip;(K) par le lemme W Le méme argument s’applique
pour donner 3,co: pL, (IT),, ; < CLip,(K).

On estime a présent le terme (II),, ;- Soit yo < ... < y une suite de points de . Afin
d’estimer Y _{ [ Hiw(yj41) — Hw(yj)|, on découpe H;, en deux termes de fagon naturelle, et
on con81dere le premier, le deuxiéme étant totalement similaire. On a

-1

Z Z |K(yj+17 L aTﬁyj—17T£+1yj7 cee 7T;yj7 s ) - K(yj+17 s 7T£_1yj+17T£yj7 cee 7T;yj7 N )|
7=0k=0

-1 i [
< 33 Lipy(K) |[Thyse0 — Thyy| = 37 Lip, (K)m(T5(1)).
7=0 k=0 k=0

Comme I € A", T5(I) est inclus dans un intervalle de monotonicité de T, o...0T,, .,

-1 .
donc sa longueur est plus petite ou égale a ()\(Twi 0...0 ka+1)) < A=k De plus, on a
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Var(H; ) < 3ty A~ Lip, (K). Une application du lemme montre que
> pl (), < CZ)\ MLip, (K).
weN?

Une autre application du lemme donne grace a la condition de Lipschitz sur K que
Ypeai Py, (IV),,; < CLip(K).

En regroupant toutes les 1negalités on obtient Var(hf;) < CYi_oA"0®Lip,(K), ce qui
donne Var(fz) <Ot _ o AU PLip, (K), et la méme inégalité pour | f;||sv-

Par , on trouve
o) = [ [ KTy T2y () dBw)| < CY 97 Y AP Lip ()
QJx = = —

Un simple calcul montre que ce terme est inférieur a C' P-4 (p')P~*Lip, (K ), pour max(p, \™) <
P < 1 ce qui prouve le lemme [3.3.3| et achéve la démonstration du théoreme [3.3.1} O

3.3.2 Applications
On décrit ici quelques applications du théoréme [3.3.1]

Grandes déviations pour les sommes ergodiques

En considérant des observables K de la forme
n—1
K(‘IO? SR 71.71*1) = Z fk(l.k)a
k=0

on obtient :

Proposition 3.3.5. I eziste C > 0 telle que pour toute suite f, : [0,1] — R d’observables
Lipschitz, tout n > 1 et toutt >0 :

cn?t?

P@u({ : Z[fka /fkoT du]>t}><em

Mesure empirique

Pour (w,z) € Q x X, on définit pour n > 1 la mesure empirique

1n1

Z Orsy
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D’apres la loi des grands nombres En(w, ) converge faiblement vers p pour P ® p-p.t.
(w, ). On peut alors estimer la vitesse de convergence dans la métrique de Kantorovich
définie par (3.9). La méme preuve que pour la proposition donne le résultat suivant,
la seule différence dans la démonstration réside dans le fait qu’on utilisera la décroissance
exponentielle des corrélations au lieu de la condition (Dec).

Proposition 3.3.6. [l existe to > 0 et C' > 0 telles que pour tout t > ty et tout n > 1,

t )
P — | < e,
®U<K’(€n7ﬂ)> \/ﬁ> <e

Approximation des orbites

Les mémes démonstrations que pour les propositions |3.2.12] et |3.2.13 donnent les résultats
suivants :

Proposition 3.3.7. Il existe deux constantes Cy,Cy > 0 telles que pour tout A C [0, 1] avec
u(A) > 0 et tout n > 1, la suite de fonctions (Z,,) définies par

n—1
Z,(w,z) = inf ’Tiat — Tﬁy
k=0

yeA

satisfait pour tout t > 0 :

g2
< g Ot

Vi m

Proposition 3.3.8. I eziste deux constantes Cy,Cy > 0 telles que pour tout A C [0,1] avec
1(A) >0, tout n > 1 et tout 0 < € < 3, la suite de fonctions (Z],,) de fonctions définies par

- lo A
A I

1
Z) (w,x) = ;;relgﬂ{() <k<n: \Tﬂkw — T£y| > €},

satisfait pour tout t >0 :

2
< e Ot

. log (A t
P®M<Z,’L,E>Cl [log u(A)] )

ev/n evn
3.4 Remarques et questions ouvertes

1. On trouvera de nombreuses applications des inégalités de concentration pour les proces-
sus stationnaires dans [37]. Ces conséquences s’appliquent en particulier aux processus
concernés par le théoreme |3.3.1}
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. Est-il possible de démontrer des inégalités de concentration polynomiale pour les sys-
témes séquentiels avec un point fixe neutre étudiés au paragraphe [2.2]? La méthode
de [39] repose sur I'induction et la théorie du renouvellement pour les opérateurs, et
semble donc difficilement applicable dans ce contexte. La méthode de [35], basée sur
le couplage, pourrait peut-étre étre adaptée, mais elle ne donne dans le cas autonome
qu’un résultat tres faible, avec une inégalité de concentration d’ordre 2 pour une classe
restreinte de parametres .

. On a fait ’hypothese au théoréeme que ensemble des applications T}, sont unifor-
mément dilatantes. Le résultat reste-t-il vrai si on suppose uniquement que le systéme
est dilatant en moyenne? On dispose toujours du trou spectral sur BV, qui était un
élément important de la démonstration, mais le lemme [3.3.4] n’est plus vérifié, et il est
donc nécessaire de trouver un argument permettant de le remplacer.

. Le théoreme est un résultat de type annealed. Peut-on en démontrer une version
quenched, c’est-a-dire : est-ce que le processus Z, , = T, défini sur ([0, 1], 1), satisfait
une inégalité de concentration pour P-p.t. w ?

. Est-il possible, dans le cas des systemes déterministes et autonomes, d’utiliser des es-
paces fonctionnels plus compliqués, comme Quasi-Hoélder ou BV en dimension supé-
rieure, afin de démontrer des inégalités de concentration exponentielle pour des sys-
temes uniformément dilatants multidimensionnels ? La méme question se pose pour les
systemes uniformément hyperboliques, avec comme possibilité I'utilisation des espaces
fonctionnels développés dans [24] (62, 20] et bien d’autres références.
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Chapitre 4

Lemmes de Borel-Cantelli et
statistiques de récurrence pour
I’induction de Rauzy-Veech-Zorich

Dans ce chapitre, on s’intéressera aux lemmes de Borel-Cantelli et aux statistiques de ré-
currence pour 'application de Rauzy-Veech-Zorich. La présentation de celle-ci s’inspire pour
beaucoup des textes de Pollicott [124] et Viana [I41]. Les résultats de ce chapitre sont issus
de Plarticle [4] coécrit avec Matthew Nicol et Michael Todd, en cours de soumission.

4.1 L’induction de Rauzy-Veech-Zorich

Dans cette section, on suit de pres la présentation de Viana [I41], auquel on renvoie pour
plus de précisions.

4.1.1 Echanges d’intervalle

Soit I C R un intervalle, dont I'extrémité gauche est 0. Par la suite, tous les intervalles seront
bornés, fermés a gauche et ouverts a droite. Soit A un alphabet fini avec d > 2 symboles, et
{I, : a € A} une partition de I en intervalles indexés par A. Un échange d’intervalles est une
application bijective f = f(z ) : I — I qui est une translation sur chaque sous-intervalle I,,
préserve la mesure de Lebesgue, et est déterminée par les données combinatoires suivantes :

(a) Un couple m = (m, m) de bijections 7. : A — {1,...,d} qui décrivent l'ordre des sous-
intervalles I, avant et apres 'application de f :
ad ay ... df
al al ... a}

ot a§ =7 '(j) pour e € {0,1} et j € {1,...,d}.
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(b) Un vecteur A = (Ag)aca oU chaque élément A, > 0 représente la longueur du sous-
intervalle I,. On notera || = || = >, Aa.

La permutation p = 7, o 75 ' est appelée I'invariant de monodronie du couple 7 = (7o, 71).

Comme observé par Viana [I141], on peut toujours se ramener au cas ou A = {1,...,d} et
o, en remplacant m; par p. Néanmoins, on conservera cette notation qui est invariante sous
les algorithmes d’induction et de renormalisation décrits plus loin.

On peut donner une expression explicite pour I’échange d’intervalles fi. ). Pour a € A, on

définit
Wy = Z /\b — Z )\b.
{b:mr1(b)<m1(a)} {b:mo(b)<mo(a)}
Alors

fon(@) =2 +> wly, ().

4.1.2 Induction de Rauzy-Veech et classes de Rauzy

Comme il est courant avec des familles de systemes dynamiques présentant un comportement
de type parabolique, une maniere de procéder a leur étude est de définir un bon schéma de
renormalisation sur ’espace des parametres. Dans le contexte des échanges d’intervalle, une
possibilité est d’utiliser I'induction de Rauzy, décrite ci-apres.

Pour un échange d’intervalle f de données combinatoires (m, \) et pour € € {0, 1}, on notera
a(e) le dernier symbole dans I’expression de 7., c’est-a-dire a(e) = 7. !(d) = a5. En supposant
que l'on est dans la situation générique ot I,y et I,(;) sont de longueurs différentes, on dira
que

type 0 si Mgy > Aa(1),

(7, A) est de {

type 1 si >\a(0) < )\a(l)'

Maintenant, on pose

I\ forny (o)) si (7, A) est de type 0,
I'\ o) si (m, A) est de type 1.

On considere a présent l'application de premier retour de f dans J. Comme expliqué a la
section 1.2 de [141], il s’agit a nouveau d'un échange d’intervalle, défini sur l'intervalle J, avec
le méme alphabet a d symboles A, et de données combinatoires (7/, \’). Celles-ci peuvent étre
décrites de la facon suivante : si (7, A) est de type 0, alors pour k = 77 '(a(0)) on a

i (Wé) _ (a? e a%fl ag  ap, o a1(0)>
] ai ... apq a(0) a(l) al,, ... ag,
et X = (X)aen vérifie

A, = Aq pour a # a(0), et X,y = Aa) — Aa(1)-
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De méme, si (7, \) est de type 1, alors pour k& = ;' (a(0)) on a

, <7T6>:<a[1) coooap_y a(l) a(0) aly ... a3_1>

ai ... ap_q ap Gy ... ... a(l)
et X = (X)aeq vérifie
A, = Aq pour a # a(l), et X1y = Aaq) — Aa(0)-

On notera © = O, ) la matrice constituée uniquement de 0 et de 1 telle que X' = O~ ().
Celle-ci est donnée par les formules (1.9) et (1.10) de [141].
On pose

To(m, \) = (x', ).
Comme on l'a vu précédemment, 76(7?, A) est bien défini seulement si Iy et Ioy sont de
longueur différente. On s’intéresse a ensemble des (m, \) pour lesquels 77(m, ) est bien
défini pour tout n > 0.
On supposera dans toute la suite que 7 est irréductible, c¢’est-a-dire qu’il n’existe pas de
ke{l,...,d—1} tel que p({1,...,k})={1,... k}.
On dira que (7, A) satisfait la condition de Keane si

fie(01,) # 06y pour tout n > 1 et a,b € A avec mo(b) # 1,

ou 01, est 'extrémité gauche de 'intervalle I,,.

L’induction de Rauzy T(m, \) est définie pour tout n > 0 si et seulement si (7, \) satisfait
la condition de Keane, voir la section 1.3 et le corollaire 1.22 de [I41]. C’est en particulier le
cas si w est irréductible, et si le vecteur A est irrationnel, c’est-a-dire que

D Nada 0

acA

pour tout vecteur 7 = (1,)aca € ZA non nul, puisque de telles données combinatoires vérifient
la condition de Keane, d’apres la proposition de 1.10 de [141].

Pour un entier d > 2 fixé, on définit la classe de Rauzy R = R(w) d’'un couple 7 comme
I’ensemble des couples @’ pour lesquels il existe n > 0 et deux vecteurs A\, X tels que
T (m, ) = (7', N). Les classes de Rauzy forment une partition de 'ensemble des couples
m, et on peut considérer I'induction de Rauzy 75 comme une application agissant sur les
ensembles de la forme R x Rj_‘. Pour d = 2 et d = 3, il n’existe qu'une seule classe de Rauzy,
mais ce n’est plus nécessairement vrai lorsque d > 4. On renvoie la encore a Viana [I41] pour
une description de celles-ci.

L’application de renormalisation 7, de Rauzy-Veech est simplement la transformation To
renormalisée de telle sorte a ce qu’elle agisse sur I’ensemble des échanges d’intervalle définis
sur I = [0, 1[. Plus précisément, si on note

A:A.A:{/\:(/\a)aeA DA >0, Z/\a:1}
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I’ensemble des vecteurs positifs de longueur 1, alors pour une classe de Rauzy R donnée,
To: R x Ay — R x Ay est définie par
A/
76(7‘-7 )\) = (7T/7 7)7
|V
si To(m, \) = (7', X'). On remarque que || =1 — Ay1_q si (m,\) est de type e.
Pour m € R et € € {0,1}, on pose

Ame = {)\ € AA : )\a(e) > )\a(l,e)}.

Alors 7o : {m} x Az — {7'} x A4 est une bijection.

Soit dm la mesure de comptage sur la classe de Rauzy R et m la mesure de Lebesgue (de
dimension d — 1) sur le simplexe A 4. Masur [107] et Veech [140] ont indépendamment mon-
tré qu’il existe, a un facteur multiplicatif pres, une unique mesure py o-finie sur R x Ay
absolument continue par rapport a dm X m et invariante par 7y. De plus cette mesure est
conservative et ergodique, et est équivalente a dm X m, avec une densité bornée uniformément
loin de 0.

4.1.3 Induction de Zorich

En général, la mesure jo de Masur et Veech n’est pas de masse totale finie. Afin de se ramener
au cas d'une mesure de probabilité invariante, Zorich [I45] a introduit une accélération de
I'induction de Rauzy, que ’on va maintenant décrire.

Soit R une classe de Rauzy. Pour un couple (m,\) € R x A4 satisfaisant la condition de
Keane, on note (7", \") = 76”(7r, A), et € le type de (7", A"). On pose aussi € = €° le type de
(m, A). On définit alors ny par

ni(m,A) =inf{k >0 : ¥ #£€}.

Comme pi est conservative pour T, ny est bien définie pg-p.p. (et donc dm X m-p.p.)
L’induction de Zorich 7; est alors définie par

Ti(m,A) = 75" (),
et de méme, I'application de renormalisation de Zorich 77 est définie par T; = T;".
Cette application admet une partition de Markov dénombrable : en effet, si on pose
Apen=NEN ie=e=... =14
alors pour tout 7 € R, Ty : {7} X Arcn = {7"} X Azn1_c est une bijection. De plus,
A" =, 07 (N),

ou ¢, et ©7™ ne dépendent que de 7, € et n.

Zorich [145] a démontré qu'il existe une unique mesure de probabilité p; sur R x A 4 absolu-
ment continue par rapport a dm x m, et invariante par 7. De plus cette mesure est ergodique,
et admet deux composantes mélangeantes : si pour € € {0, 1}, on pose A, = Uper{T} X Asc,
alors T1(A) = Ay et T2 : Ac — A, est mélangeante par rapport & 2 restreinte a A..
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4.1.4 Une nouvelle induction

L’application 77 n’est pas uniformément dilatante, et admet des directions neutres sur le
bord du simplexe. Afin de se ramener au cas d’une application uniformément dilatante, on
induit sur un sous-ensemble B de la partition dynamique loin du bord. Cette approche a par
exemple été décrite par Morita [I1§] et Pollicott [124].

On définit la partition

P={{r}xA;c: meR,ec{0,1}},

et pour n > 1 son rafinement
n—1
P = \/ 7-1*]“77.
k=0

On peut alors choisir un entier ng > 1 et un élément B € P,,, tels que la branche inverse de
la restriction de 7;"% a B est une contraction stricte, voir par exemple le corollaire 1.21 de
Viana [141]. On définit alors ny comme le premier temps de retour de 7; dans B :

ny(m, \) = inf{k > 1 : T(n,\) € B},
et Ty : B — B est définie comme 'application de premier retour correspondante :
To(m, N) = TV (w, A).

Remarque 4.1.1. On notera que pour tout élément (m,\) € R x A4 qui satisfait la condition
de Keane, on peut trouver un tel élément B contenant (mw, \).

L’ensemble B a une partition naturelle dénombrable @ = {B;};cr en sous-ensembles sur
lesquels ns est constante. L’application 75 : B; — B est un difféomorphisme pour chaque i €
Z, d’apres [118, Lemme 3.1]. Il existe sur B une unique mesure de probabilité 15 absolument
continue et invariante par 7, qui est en fait la restriction, convenablement renormalisée, de
i1 & B. En particulier, sa densité est bornée inférieurement loin de 0.

Soit Jac(7,") le jacobien de T,* définie par rapport a la mesure de Lebesgue m, ¢’est a dire que
pour tout sous-ensemble A C B sur lequel 73" est injective, on a m(73*(A)) = [, Jac(73*) dm.
Soit Q, = V=t T Q.

On a le controle suivant sur la distorsion et la dilatation de 75 :

Lemme 4.1.2 ([II8, Lemme 3.4], [124, Lemme 2.2]). Il existe C > 0, 0 > 1 et D1, Dy > 0
telles que pour tout n > 1 et tout x,y dans le méme élément de la partition Q,, :

1. d(T 'z, T3y) > CO™d(z,y) ;

2. ‘log (%%)‘ < Dyd(T3'z, T)'y) ;

3. p; < pa(A)|Jac(T5*)(2)| < Dy pour tout x € A € Q,,.

Remarque 4.1.3. La distance d peut désigner indifféremment la distance euclidienne ou la
distance de Hilbert, qui sont équivalentes sur B. D’autre part, on peut énoncer le point (3)
du lemme précédent pour la mesure de Lebesque m, puisque s est équivalente a m, avec une
densité hg vérifiant ¢ < hg < ¢, pour une constante ¢ > 0.
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4.1.5 L’opérateur de transfert de 7,

On montre dans cette section que 'opérateur de transfert associé a 7, admet un trou spectral
sur 'espace Quasi-Hoélder. On utilisera une définition de cet espace plus proche de celle de
Keller [90] que de celle de Saussol [129], qui a été rappelée & la section [I.1.3]

On en donne la définition. Soient 0 < o < 1 et ¢ > 0. Pour f € L! (B), on définit I'oscillation
de f sur le borélien S C B par

osc(f,S) = esssupgf — essinfgf.

On définit
|fla := sup 6_0‘/ osc(f, Be(x) N B)dx
B

0<e<eg

et on pose V, := {f € L. (B) : |fla < oo}. La principale différence avec la définition
de Saussol est qu’on ne considere plus le compact B comme un sous-ensemble d’un espace
euclidien, en prolongeant les fonctions initialement définies sur B en posant 0 en dehors de
B. En particulier, on ne tient plus compte des discontinuités "artificielles" au bord de B, ce
qui nous sera utile ici, puisque 75 est surjective par morceaux.

Muni de la norme ||.[|o = |.|o +|-]|z1,, Vi est un espace de Banach qui s’injecte de fagon com-
pacte dans L! (B), de fagon continue dans L%(B), et est une algébre de Banach satisfaisant
[f9la < [flallgllsc + 1 fllc]gla pour tous f, g € V.

On remarque que la norme ||.||, dépend de fagon implicite du choix de €y, bien que ’espace
V,, n’en dépende pas, et que deux choix différents pour ¢, donnent deux normes équivalentes.

Remarque 4.1.4. Pour tout sous-ensemble borélien A C B, la norme Quasi-Hélder de sa
fonction caractéristique vérifie [|[14]la < m(A) + supge <, %. En particulier, toute

suite de fonctions caractéristiques de boules est bornée dans V,, puisque B est de diameétre
fini.
Soit. P l'opérateur de transfert de 75, défini par rapport a la mesure de Lebesgue m. Pour
¢ € L. (B),ona
o (xi)
P =) — =
M) =2 e To) )
ou x; € B; vérifie Ta(z;) = .
On va prouver qu’il existe des constantes C7,Cy > 0, 0 < 6 < 1 telles que pour tout ¢ € V,
et tout ¢ € L' (u2) :
(@) [[P"¢ — (] pdm) hp|la < C10" (||
(b) [ S oh o Ty'dpg — pa(d)pa()| < Co0™|[ @[]y, -

On va déduire ces deux propriétés d'une inégalité de Lasota-Yorke pour 'opérateur P agissant
sur V, :

Lemme 4.1.5. [l existe C; D >0 et 0 < n <1 telles que pour tout ¢ € V,, et tout n > 0,
[P"¢lla < C0*[|@lla + Dl[¢]s,-
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Démonstration. Comme P™ est une contraction sur L} (B), il suffit d’estimer |P"@|,. Pour
Q € Q,, onnote I,, o : B — @ la branche inverse de la restriction de 7" a ). L’opérateur
P™ peut alors s’écrire :
Pro(x) = Y gullnqr)o(lnqr),
QEQn

ou g, = ﬁﬁ”) Soit M, o Vopérateur défini par M, go(z) = gn(In0x)P(I,0x). On énonce

d’abord le lemme suivant, qui nous sera aussi utile par la suite :

Lemme 4.1.6. [l existe C' > 0 telle que pour toutn > 1, Q € Q, et ¢ € V,, on a
1Mool = Jo |oldm et

/osc(Mqub, B(x))dx < C’/Q 0sc(o, Bcn’Qe(x))dx—I—C'e/Q |p|dm,

0l Cq est la constante de Lipschitz de I, g : B — Q.

En admettant temporairement ce lemme, on observe que ¢, < CO0™" < C avec 0§ > 1,
d’apres le point (1) du lemme [4.1.2| En écrivant P" = Y 5.0, M, g et en sommant toutes les
inégalités du lemme [4.1.6{ on obtient par la proposition 3.2 (i) de [129] :

[ ose(P"6, Bu(w))dx < C [ 05c(9, Bog-nc(w))de + e,
< O (07"l + b [ ¢llz, )

Pour tout 0 < e < & =: €y, de telle sorte que C'0™"e < ¢y et que I'estimation

/osc(gb, Beg—ne(x))dr < Ce*07" ¢,

soit vérifiée.

On en déduit que [|[P"¢[la.e, < CO™||P|a,eo + Cl@]| 2 - On indique en indice €, ou €; pour
préciser si la norme Quasi-Holder utilisée est définie avec ¢y ou €;. Comme ces deux normes
sont équivalentes, cela conclut la preuve. O

Démonstration du lemme[f.1.6 La relation [g M, q¢ldm = [, |p|dm provient d'un simple
changement de variables.

On observe que osc(M,, o¢, Be(x)) = osc(gn@, I.oB.(x)). En utilisant la proposition 3.2 (iii)
de [129], on trouve que pour tout x € B,

0s¢(My.q¢, Be(x)) < osc(¢, I, gBe(x)) sup gy + 08¢(gn, InoBe(x)) essinf |¢].
In.0Be(x) In,qBe(x)

Par le contréle de la distorsion fourni par le lemme [4.1.2) on a esssup g, < Cg,(I, o) et
I,,0Bc(x)
08C(Gn;s In.gBe(x)) < Cgn(Inox)e pour une constante C' > 0. On a aussi osc(¢, I, g B.(x)) <
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0sc(@, Be,, oe(Inq)) et Iessér%f)w < |¢(I,, )| pour presque tout = € B. En réunissant toutes
n,QDe(T

ces inégalités, on obtient que pour presque tout z,

0s¢(Mp ¢, Be(x)) < Cosc(, Be,, oe(In,qx))gn(Inor) + Celo(In,ox)|gn(In o).

Une intégration sur B suivie d’'un changement de variables conclut la démonstration. ]

D’apres le théoreme de Hennion [75], le lemme entraine que P, vu comme opérateur sur
V., est quasi-compact et a un rayon spectral essentiel strictement plus petit que 1. Afin de
démontrer le point (a), il suffit donc de montrer que 1 est une valeur propre simple de P, et
qu’il n’existe pas d’autre valeur propre sur le cercle unité. Soit donc ¢ € V,, un vecteur propre
de P associé a la valeur propre A € C avec |[A| = 1. D’apres les résultats de Morita [118] et
Pollicott [124], 'opérateur P est aussi quasi-compact sur l'espace des fonctions Holder, avec
un rayon spectral essentiel strictement inférieur a 1. Comme 1’espace des fonctions Holder
est dense dans L} (B), on en déduit que ¢ admet une version Holder. D’apres le lemme 2.3
de [124], ¢ est un multiple de hp, et A = 1, ce qui démontre le point (a).

Le point (b) en découle immédiatement, comme pour le point (3) de la proposition [1.2.1]

4.2 Lemmes dynamiques de Borel-Cantelli

Dans cette section, on démontre des lemmes dynamiques de Borel-Cantelli pour les transfor-
mations 73 et 7;. On rappelle tout d’abord les définitions. Soit (X, T, ) un systéme dyna-
mique ou u est une mesure de probabilité T-invariante et ergodique.

Définition 4.2.1. Soit (A,) une suite d’ensembles mesurables, vérifiant 3, p(A,) = co. On
dira que
1. (A,) vérifie la propriété de Borel-Cantelli si pour p-presque tout pointx € X, T"x € A,
infiniment souvent ;

2. (A,) vérifie la propriété forte de Borel-Cantelli si pour p-presque tout v € X,

1n1

= > La( (Thz) — 1,

"kO

avec B, = Y175 u(Ag).

La propriété forte de Borel-Cantelli s’étend aux fonctions positives : si (f,,) est une suite de
fonctions mesurables positives avec Y, [y fndpu = 0o , on dira qu’elle satisfait la propriété

forte de Borel-Cantelli si :
1 n—

*ka (T"z)

”IcO

pour u-p.t. x € X, avec E,, = S0 [ fr dp.
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4.2.1 Lemmes dynamiques de Borel-Cantelli pour 7,

Les lemmes de Borel-Cantelli pour 75 sont une conséquence directe de la décroissance des
corrélations pour les observables dans V,, contre L'(u5), et du théoréme de Sprindzuk (Pro-

position [1.4.1]) :

Proposition 4.2.2. Soit (¢,,), une suite de fonctions positives, définies sur B et telle que
sup,, ||¢nlla < 00. Si E, = X325 [5 ¢ dus est non bornée, alors (¢ ), vérifie la propriété forte
de Borel-Cantelli pour Ts.

En particulier, toute suite (A4,) de boules contenues dans B vérifie la propriété forte de
Borel-Cantelli pour 73, d’apres la remarque [4.1.4]

Démonstration. On applique le théoréme de Sprindzuk avec f, = ¢p o T, fr = or =
J5 ¢k diia. On a

> /B ¢ 0 T ¢ 0 T3 dis — pa(5)pa(di)| = | D /B G0 T3 Gy dps — pa () 12 (7)

i=m j=it1 i=m j=i+1
n n o
<> o6l
i=m j=i+1
n
<C Y ol
=m
d’otu le résultat. 0

4.2.2 Lemmes dynamiques de Borel-Cantelli pour 7;

Dans cette section et la suivante, on considere le probleme de Borel-Cantelli pour 7; (ou
plus précisément pour 7;?). Notre premier résultat concerne le cas d’une suite décroissante
d’ensembles rétrécissants autour d’un point, et découle essentiellement d’un résultat de Kim
[95]. Dans la section suivante, on considérera des suites de fonctions d’un type un peu plus
général.

Remarque 4.2.3. D’apres le théoréme 6.1 de [70], si (Uy,) est une suite de boules dans A,
e € {0,1}, vérifiant pi(U,) > <, alors (Uy,) vérifie la propriété de Borel-Cantelli pour T2,
c’est-a-dire que T2z € U, pour us-p.t. v € A, puisque (T2, Ac, p1) a une décroissance expo-
nentielle des corrélations pour les observables Lipschitz, d’aprés Bufetov [32]. On s’intéresse
ici a des résultats de nature quantitative, c’est-a-dire la propriété forte de Borel-Cantelli.

On peut déduire de la proposition une propriété forte de Borel-Cantelli pour 7; pour
les suites décroissantes de fonctions a support dans B et bornées dans V,,. On utilisera pour
cela le résultat suivant de Kim :
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Théoréme 4.2.4 (|95, Théoreme 3.1)). Soit (X, T, ) un systéme dynamique ergodique, ot
p est une mesure de probabilité T-invariante. Soit E C X avec u(FE) > 0, et Tg : E —
E Uapplication de premier retour. Soit (f,) une suite décroissante de fonctions mesurables
positives o support dans E et telle que Y, [y fandp = oo. Si toute sous-suite (f,,) avec
ok Jg fn, dp = 00 wérifie la propriété forte de Borel-Cantelli pour Tg, alors (f,) vérifie la
propriété forte de Borel-Cantelli pour T

Comme corollaire immédiat, on obtient :

Théoréme 4.2.5. Soit (f,) une suite décroissante de fonctions mesurables positives, sup-
portées dans B, et bornée dans V,, avec Y, [5 fndpy = oo. Alors (f,) vérifie la propriété
forte de Borel-Cantelli pour T;.

Démonstration. On rappelle que la mesure uo invariante par 7, est la restriction de u; a
B, renormalisée. Comme toute sous-suite (f,, ) avec >y [ fn, dpe = 00 est bornée dans V,,
d’apres la proposition [£.2.2] une telle sous-suite vérifie la propriété forte de Borel-Cantelli
pour 7>. Une application du théoréeme de Kim conclut la démonstration. O

Corollaire 4.2.6. Soit (A,) une suite décroissante de boules rétrécissante autour d’un point
p* vérifiant la condition de Keane, avec ", j1(A,) = 0o. Alors (A,,) vérifie la propriété forte
de Borel-Cantelli pour T .

Démonstration. Comme p* vérifie la condition de Keane, on peut trouver un bon domaine
d’induction B qui contient p*. Par conséquent, pour n assez grand, on a A, C B. D’apres
la remarque |4.1.4] la suite des fonctions caractéristiques 1,4, est bornée dans V, d’ou le
résultat. O

4.2.3 Lemmes de Borel-Cantelli pour des suites de fonctions quel-
conques pour 7,

On considere a présent des suites de fonctions positives supportées dans B, et on démontre
des lemmes dynamiques de Borel-Cantelli pour (732, A, 2u;). On pose G = T2 et jiy = 211
restreinte & A, pour simplifier les notations.

Soit B C A, un bon domaine d’induction. On remarque que 75 est aussi 'application de
premier retour de G' dans B, mais avec un temps de retour ny = %2. L’ingrédient clé est
une estimation sur la décroissance des corrélations pour GG pour des observables dans V, a
support dans B :

Théoréme 4.2.7. Il existe 0 < k < 1 et C' > 0 telles que pour tout ¢ € V,, et tout b € L' (ji1)
a support dans B :

[ ovo i — ([ odin) ([ wdia)| < 01l 1.
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On en déduit :

Corollaire 4.2.8. Soit (¢,,) une suite de fonctions positives, da support dans B et telle que
sup,, ||¢nlla < 00. SiY2, [5 On diiy = 00, alors (¢,,) posséde la propriété forte de Borel-Cantelli
pour G.

En particulier, toute suite de boules non nécessairement décroissante, mais "localisée", au
sens ou elle doit étre contenue dans un bon domaine d’induction B, satisfait la propriété
forte de Borel-Cantelli pour G.

Démonstration du corollaire[{.2.8. On utilise la proposition avec fr = ¢ 0 GF et f =
vk = g ¢rdfi;. Un réarrangement des termes montre qu’il est suffisant de montrer

S0 30 |60 G — in(6y)in ()| < C' Y jin(6y).
i=m j=1+1 i=m

Mais |fi1(¢; 0 G'7';) — fun(¢;)iin ()] < Clﬁj_i”(biHLl(gl) ce qui donne le résultat puisque
Y =i /7" est sommable en i. -

Afin de démontrer le théoreme 4.2.7, on utilise la théorie du renouvellement pour les opéra-
teurs, dans l'esprit de Sarig [128] et Gouézel [61], bien que dans ce contexte ot la queue des
temps de retour décroit exponentiellement vite, la démonstration sera grandement simplifiée,
voir par exemple la remarque 2.3.7 de [60].

Proposition 4.2.9. Soit B un espace de Banach et (R,) une suite d’opérateurs bornés sur
B. On suppose que

1. |R,|| = O(0") pour un certain 0 < 6 < 1, et donc R(z) = >, Ry,2" et R'(z) =

S, nR, 2" sont bien définis pour z dans le disque unité fermé D,
2. 1 est une valeur propre simple isolée de R(1) et le projecteur propre Il associé vérifie
TR/ (1)IT = ~AII pour un certain v # 0,
3. I — R(2) est inversible pour tout z € D\ {1}.
Soit

Vo=>" > Ry...Ry.

=1 k1+...+k=n

Alors V,, est un opérateur borné sur B et

v, - iHH — O(x")

pour un certain 0 < k < 1.
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Démonstration. Comme ||R,|| décroit exponentiellement vite vers 0, la fonction R(z) =
>, R,z" est bien définie et analytique sur un disque centré en 0 et de rayon r > 1. Comme
R(1) admet 1 comme valeur propre simple isolée, par la théorie des perturbations pour les
opérateurs, pour tout z dans un petit voisinage de 1, R(z) admet une valeur propre simple
isolée dominante A(z), de projecteur associé I1(2), et A(2) et II(2) dépendent analytiquement
de z. On définit S(z) = I_TI%S) et on souhaite montrer que S(z)~! admet une extension ana-
lytique sur un disque de centre 0 et de rayon 7 > 1. Comme [ — R(z) est inversible pour
tout z € D\ {1}, le seul probleme est 'extension au voisinage de 1. Par hypothése, S(z) est

inversible pour tout z € D\ {1}, et on peut donc écrire pour z assez proche de 1
1—=z

()7 = 1—X(2)

II(2) + (1 = 2)(I = R(2)Q(2))7'Q(2),

avec Q(z) = I —1II(2).

Puisque A(z) est analytique et non identiquement constante, il existe un disque D(1,€) tel
que A(z) # 1 pour tout z € D(1,¢) \ {1}. Ainsi, le premier terme de la somme admet
une extension analytique sur un disque épointé autour de 1. D’autre part, I — R(1)Q(1)
est inversible, donc (I — R(2)Q(z))~! est bien définie et dépend analytiquement de z dans
D(1,€) avec éventuellement un € plus petit. Donc le second terme de la somme admet une
extension analytique sur D(1,¢), et par conséquent S(z)~! se prolonge analytiquement sur
D(1,¢€) \ {1}. D’aprés le théoreme 2.2.5 de [60], S(z)~! peut étre prolongée continument, et
donc analytiquement, en 1, avec S(1)™! = %H. Puisque I — R(z) est inversible pour tout
z € D\ {1} et que D est compact, on en déduit que S(z)~! admet une extension analytique

sur un disque centré en 0 de rayon r’ > 1. Ainsi, w = (I — R(2))™" — %liz
est analytique sur le méme disque. Par la formule intégrale de Cauchy, les coefficients du
développement de Taylor de cette fonction en 0 décroissent exponentiellement vite, mais ces

coefficients sont donnés par V,, — %, d’ou le résultat. O

Soit P, l'opérateur de transfert de G' par rapport a la mesure de Lebesgue m (ou plus
précisément, la mesure dm X m, bien qu’on fera toujours I'identification entre les deux), défini

pour ¢ € L'(m) par
¢(y)
Pig(z) = :
2, T G))

Soit C,, = {ng = n} l'ensemble des points de B qui ont un temps de retour égal a n. C,
est constitué de 1'union de plusieurs éléments { B, };cz, de la partition Q. On définit alors les
opérateurs R, = 1gPl'(1c,¢) = 15P(1¢, @) et Voo = 1P (159¢), qui agissent sur L} (B).
L’opérateur R,, correspond au premier retour dans B au temps n tandis que V,, correspond
aux points qui retournent dans B au temps n, qu’il s’agisse ou non d’un premier retour.
On a I'équation du renouvellement suivante, voir par exemple la proposition 1 de [12§]

Vo=>_ > Ry...Ry.

=1 ki+...+ki=n
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On va montrer que ces opérateurs vérifient les trois conditions requises pour appliquer la

proposition [4.2.9
Pour la premiere condition, on aura besoin du lemme technique suivant. On rappelle que
pour ¢ € Z,, T3, et donc G" est une bijection de B; sur B. Soit I; = I g, : B — B; la branche

inverse de G™ restreinte a B;.

Lemme 4.2.10. La constante de Lipschitz c; = c; g, de I; : B — B, décroit exponentiellement
vite avec n : il existe 0 <y <1 et C' > 0 telles que c¢; < Cy™ pour tout n > 1 et tout i € Z,,.

Démonstration. D’apres Avila et Bufetov [9], m(C,,) décroit exponentiellement vite. L’ap-
plication I; - B — B; est la composition d’une application linéaire \ — A)\EL suivie de

AN — \AAI A est une matrice positive, et A’; est borné pour tout A = (Ay,..., ;) dans B.
Ainsi 1 > ||f4’\”| > C > 0 pour tout A € B, d’apreés une observation de Avila-Bufetov [9]
page 9. De plus, \Akll < C pour tout A\, N € B d’apres le lemme [4.1.2| Ainsi, la décroissance
exponentielle du volume m(B;) < m(C,,) entraine qu’au moins une direction est contractée
exponentiellement vite par I;, et donc toutes le sont, d’ou le lemme. O

Lemme 4.2.11. Il existe 0 < 0 < 1 et C > 0 telles que ||R,|| < CO™ pour tout n.

Démonstration. On a R,¢ = > i1, %, donc R,, = Y ez, M1 p,. Ainsi, par le lemme
L6, on a

[ R0l L1, < Z M5, 01, = Z / ¢ dm = / 9] dm < m(Co)[| ¢l < Cm(C)|ol|a,
i€y i€y
et
/osc( w0, Be(x dx<Z/OSCMlB¢B())
1€,
<C B...(z))dz + d
(5 g )

< C’/C osc(o, ch)e(x))dx—i—Ce/C || dm,

ot ¢ = SUP;ez, Ci-

On a
[ 0566, B ())dr < [ 0se(6, B (@) < ()" lola < ()€ o]

n

et e, |¢|dm < m(C,)|[0]l Lz < Cm(Ch)]|la, dot

| Radla < C((™)* +m(By)) 6]l

1. Comme B est inclus dans un élément de la forme {mw} x Az ., on identifie ses éléments (7, \) € B avec
A
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et la méme inégalité pour || R,d|. Comme ™ et m(B,) décroissent exponentiellement vite
par le lemme [4.2.10] et Avila-Bufetov [9] respectivement, on obtient bien que ||R,| = O(0")
en tant qu’opérateur sur V,, pour un certain 0 < 6 < 1. O

Lemme 4.2.12. R(1) admet 1 pour valeur propre simple et isolée, et le projecteur corres-
pondant est donné par

1
Ip = — ( / dm) I,
¢ 7 (B) B<Z5 B
ou hp est la restm'ctz’on d B (non renormalisée) de la densité de probabilité de pi. De plus,

IR (1) = - de telle sorte que v dans la proposition |4.2.9 est donné par v = [u%B)'

(B

Démonstration. On remarque que R(1) = P est 'opérateur de transfert de 7. Par consé-
quent, il admet bien 1 comme valeur propre simple isolée, et le projecteur correspondant est
donné par la formule de I’énoncé du lemme. D’autre part,

fBR’(l)thm> <f3¢dm> b
fin(B) in(B) )7

R (1)¢ = (

[ B'(Dhp dm
f1(B)

/R'(l)thm:Zn/ (1¢g, hp)dm = Z / hgdm = Zn,ul :/ngdﬂzl
B — JB

et donc v = . Mais

par le lemme de Kac, d’ou v = iu%B)‘ O

Il reste a démontrer la condition d’apériodicité :
Lemme 4.2.13. Pour tout z € D\ {1}, I — R(z) est inversible.

Démonstration. On démontre d’abord une inégalité de Lasota-Yorke pour R(z). On remarque
que

R(2)F = Z 2R Ry,

N, np>1

et que
R, ...R, = Z ]\/[;,37632.1
1€Tn, yoonsin €In,
ol Qs,..5, € Oy est défini par Q;,._;, = B, N 75 'By,N...NT;, VB, .
Comme |z| < 1et ny+...+ng > k, on obtient en sommant les relations fournies par le lemme
1.1.6): [|R(2) ¢l < Clz|"||@llr: et |R(2)F¢la < ClzfF (0‘ak|¢|a+ ||¢||L}n)v en raisonnant

comme pour le lemme
Ceci montre que le rayon spectral de R(z) est plus petit que |z|, et que le rayon spectral

essentiel de R(z) est strictement plus petit que 1 lorsque |z| = 1, par le théoreme de Hennion
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[75]. Par conséquent, le probleme se réduit & montrer que la relation R(z)¢ = ¢, avec |z| = 1
et ¢ € V, entraine z =1 ou ¢ = 0.

Soit donc ¢ € V, non nul vérifiant R(z)¢ = ¢, c’est-a-dire P(2™2¢) = ¢, ou on le rapelle,
P est 'opérateur de transfert de 75 = G™ par rapport a m, et 7y est le premier temps de
retour de G dans B. D’apres la proposition 1.1 de Morita [117], on a (%) oTy = zm%.
Comme (G, [11) est mélangeant, et donc faiblement mélangeant, on trouve z = 1 d’apres la
proposition [£.2.18] ce qui termine la démonstration. ]

Démonstration du théoréme[].2.7. Grace aux lemmes [£.2.11] [£.2.12] et [£.2.13] on est en me-
sure d’appliquer la proposition et d’obtenir ||V, — g (B)II|| < Ck", c’est-a-dire

’Vngb— (/ ¢dm> he
B
pour 0 < kK < 1.

Soit ¢ € V,, et v € L'(jiy) a support dans B. On a

[ovoGrdm= [ 15} (1pg)sdm = [ (Vio)bdm,

< CK"|[lla

d’ou

[ Vat@ywdm — ([ ¢ am) [ dj

= |[[to= (fo dm) o]  an

< |vao = ([ odm) b bl dm
< Cr"|¢all 113,

Par conséquent,

Jovectn-(foun) fon

puisque [[¥| . < thlungHwHL}q < C’WHL}Q’ la densité hp de fi; étant bornée inférieu-

< Cr™||9llall®ll s,
< Cl‘inH¢HanHL}H7

rement sur B. Le théoreme en découle, en prenant ¢php pour ¢, et en utilisant l'inégalité
[ohslla < l[¢llallhslla < Cllélla- O

4.2.4 Appendice : apériodicité et mélange faible
Soit (X, T, p) un systeme dynamique ou u est une mesure de probabilité T-invariante.

Définition 4.2.14. (X, T, u) est dit faiblement mélangeant si f o T = e f pour f € L*(p)
non nul et t € [0,2x] entraine t =0 et f constante.
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Remarque 4.2.15. Cette définition est équivalente a la définition classique, qui exige que

1 n—1

— 3 [T HA) N B) = p(A)pu(B)| — 0

k=0

pour tous sous-ensemble mesurables A et B, voir [142, Théoréme 1.26] lorsque (X, T, p) est
inversible, et [86, Théoréeme 664] ou [53, Théoréme 2.36] pour une preuve de l’équivalence
valable dans tous les cas.

Soit Y C X un sous-ensemble mesurable de mesure positive pu(Y) > 0. On note 7(y) le
premier temps de retour de y € Y dans Y :

7(y) =min{n >1: T"y € Y}.

On définit 'application de premier retour TV >Y par T =177 Elle préserve la mesure py
qui est la restriction de p & Y, renormalisée de telle sorte que puy (Y) = 1, et est ergodique.

Définition 4.2.16. On dira que le premier temps de retour T est apériodique si foT =l f
pour f € L*(uy) non nul et t € [0,27] entraine que t =0 et f est constante.

Remarque 4.2.17. Par la proposition 1.1 de Morita [117], la relation f o T = e f est
équivalente a L(e® f) = f, oi L est l'opérateur de transfert de T par rapport a la mesure

My -
Proposition 4.2.18. Le premier temps de retour T est apériodique si et seulement si (X, T, )
est faiblement mélangeant.

Démonstration. On suppose d’abord que le premier temps de retour est apériodique. Soit
f € L*(u) non nul et t € [O 27| tels que foT = e f. On vérifie aisément que la restriction
fy de f Y satisfait fy o1 = '™ fy :

Fr(Ty) = fF(T7Wy) = W f(y) = W fy(y).

fy est aussi non identiquement nulle : autrement, f s’annulerait sur I’ensemble U,>¢7T~"Y
qui par ergodicité est égal a X modulo p. Par apériodicité, on obtient bien que ¢ = 0, ce qui
entraine que f o T = f. L’ergodicité montre que f est constante.

Réciproquement, supposons que (X, T, ) est faiblement mélangeant, et soit f € L*(uy) non
nul tel que fo7 = €7 f pour ¢ € [0, 27[. On prolonge d’abord 7 sur 'espace entier comme
étant le premier temps d’entrée : pour x € X, 7(z) = inf{n > 1 : T"x € Y}, qui est
bien défini par ergodicité. On définit ensuite f € L*(p) par f = e foT7. Comme T™@ g
appartient a Y pour p-p.t. € X par définition, f est bien définie. L’hypothoése faite sur f
entraine que f et f coincident sur Y, et donc f n’est pas identiquement nulle.

On vérifie maintenant que f o T = ef. Soit z € X avec 7(z) > 1. Comme 7 est le
premier temps de retour, on a 7(Tx) = 7(x) — 1. Ainsi, f(Tz) = e T f(T7T)Tg) =
elte= @) f(T7@) ) = ¢t f(z). Si 7(x) = 1, C’est-a-dire Tz € Y, alors par définition de f, on
a flz)=e"f(Tz) =e " f(Tx).

Le mélange faible entraine que ¢t = 0 et f est constante. Comme f est la restriction de f &
Y, ceci montre que f est constante, et termine la démonstration. O
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4.3 Statistiques de récurrence pour I'induction de Rauzy-
Veech-Zorich

Ayant exprimé 7, comme une application multidimensionnelle uniformément dilatante et
ayant une décroissance exponentielle des corrélations pour les observables Quasi-Hoélder contre
L', on est en mesure d’appliquer les résultats sur les statistiques de récurrence a 75 et 7;.

4.3.1 Théorie des valeurs extrémes

Soit (X,,) un processus stochastique stationnaire. On note F' la fonction de répartition de Xy,
c’est-a-dire F(z) = P(X, < ). Pour toute fonction de répartition F', on posera ' = 1 — F
et up = sup{z : F(z) < 1}.

On définit une nouvelle suite de variables aléatoires My, M, ... par

Mn = maX{X07 c. 7Xn—1}-

Définition 4.3.1. On dira qu’on a une loi des valeurs extrémes pour (M,,) si il existe une
fonction de répartition H : R — [0, 1] non-dégénérée avec H(0) = 0, et pour tout 7 > 0, il
existe une suite u, = u,(7) telle que

nP(Xy > u,) — 7, lorsque n — oo,

telles que B
P(M, <u,) — H(T), lorsque n — oo,

en tout point de continuité de H.

Le cas le plus favorable correspond au cas d’une distribution limite exponentielle avec H (1) =
e~ pour tout 7 > 0, ot1 0 < A < 1 est appelé I'indice extrémal.

Pour un exposé de la théorie dans le cadre des variables i.i.d., on pourra consulter par exemple
[101] ou [126].

Dans le cas ou (X, T, ) est un systéme dynamique ergodique sur un espace métrique (X, d),
avec 1 une mesure de probabilité T-invariante, on considerera des processus de la forme

Xn:QbOTna

ol ¢ : X — RU{+o0} est un observable, ayant un maximal global strict en un point py € X
et suffisamment régulier pour que pour tout u assez grand, 'ensemble {z € X : ¢(z) > u}
corresponde a une boule topologique centrée en py. Pour des applications récentes de la
théorie des valeurs extrémes aux systemes dynamiques, on renvoie par exemple a [43] 53] [80],
ou au survol [54].

On considere tout d’abord (B, 7Tz, p2). Soit ¢ : B — R U {+00} qui satisfait les conditions
décrites auparavant, et maximisé strictement au point py € B. On supposera aussi que
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pour tout u assez grand, les fonctions caractéristiques 14, appartiennent a V,, et y forment
une famille bornée, ce qui est par exemple le cas si ¢ est C? au voisinage de py avec une
différentielle seconde qui y est non-dégénérée. On rappelle que u,, = u,,(7) = u/2(7) est choisi
de telle sorte que nus(¢ > u,) — 7. Une application directe de la proposition 3.3 de Aytag,
Freitas et Vaienti [12] donne :

Proposition 4.3.2. Soit py € B.
1. Sipo n'est pas un point périodique de Ty, alors pa(M,, < ul?(7)) — =7 pour tout T > 0.

2. Si py est un point périodique répulsif de Ty de période premiére k, alors ps(M, <
u?(7)) = e~ pour tout T > 0, avec § = 1 — |Jac(T57%)(po)|.

On peut aussi considérer les processus ponctuels associés a des extrémes multiples. Pour
A CRetu>0, on définit

No(A) = 3 Dxou

i€ ANN

On observe que pour A = [0,n[, N,(A) compte le nombre d’occurrences de I’événement
{X; > u} avant le temps n. De plus, {N,(A) =0} = {M,, < u}.
Convenablement renormalisé, on peut montrer que ce processus ponctuel converge vers un
processus de Poisson composé. On introduit d’abord les définitions, pour lesquelles on renvoie
a [87, 126] pour plus de détails. Soit PR 'algebre des parties de R engendrée par la semi-
algebre des intervalles de la forme [a, b], de telle maniére qu’'un élément J € R est de la forme
J =U",[a;, b;]. Pour v > 0, on pose vJ = U, [ya;, ybi[.

)

Définition 4.3.3. Soit 1,15, ... une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant une loi ex-
ponentielle de parameétre %. Soit Dy, Do, ... une suite de variables i.i.d. et indépendante de
Ti, ..., de fonction de répartition w. Pour J € R, on pose

N(J) = /]le (Z Di5T1+...+T,-> )
i=1

ot 0; désigne la mesure de Dirac ent > 0. On dira alors que N est un processus de Poisson
composé d’intensité 0 et de multiplicité .

Remarque 4.3.4. 1. Par la suite, les variables D; seront toujours a valeurs entieres, ce qui
signifie que la multiplicité 7 est entierement déterminée par les valeurs 7, = P(D; = k)
pour k € N. Si 6§ = 1 et m = 1, alors NV est le processus de Poisson standard, et la
variable aléatoire N ([0,¢[) suit une loi de Poisson d’espérance ¢.

2. Dans les applications qui vont suivre, 7 suivra toujours une loi géométrique de para-
metre 6 €]0,1] : 7z = 0(1 — 0)F pour tout k > 0. Dans ce cas, la variable aléatoire
N([0,¢[) suit une loi de Pdlya-Aeppli :

PVt = k) = e S — o O (£ 1),

7!
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T2

n

On pose v, = V)2 = uy(¢p > ul?) ~ 2, on définit le processus ponctuel N2 pour J € R par

NTZ—2<J> - Nun(vn‘]) - Z ]l¢o7’2i>un'

i€vn JJNN
Par la proposition 3.3 de [12], on a :
Proposition 4.3.5. Soit py € B.

1. Sipo nest pas un point périodique de Ty, alors le processus ponctuel N2 converge en
loi vers un processus de Poisson standard d’intensité 1.

2. Si py est un point périodique répulsif de Ty de période premiere k, alors le processus
ponctuel N2 converge en loi vers un processus de Poisson composé d’intensité 0 et de
multiplicité une loi géométrique de paramétre 0, avec § = 1 — |Jac(Ty *)(po)|.

Comme 75 est I'application de premier retour de 7; dans B, on peut transposer les résultats
obtenus pour 7T en résultats pour 77, grace a [73, b7]. La deuxiéme partie sur les points
périodiques est aussi traitée dans [56]. En effet, dés que py satisfait la condition de Keane,
on peut trouver un bon domaine d’induction B qui contient py.

Soit ¢ : R x Agq — R U {400}, maximisé strictement en py. On définit u, = u]1(7) de telle
sorte que njuy (¢ > u,) — 7, et v, = V(1) = (¢ > uli(7))"L. On définit le processus
ponctuel Nt de facon analogue a N2

Proposition 4.3.6. On suppose que py satisfait la condition de Keane.

1. Sipy nest pas un point périodique de Ty, alors py (M, < ul'(7)) — e~ pour tout T > 0
et le processus ponctuel N' converge en loi vers un processus de Poisson standard
d’intensité 1.

2. S py est un point périodique répulsif de Ty de période premiére k, alors pi(M, <
ul (1)) — e~ pour tout T > 0, avec = 1 — |Jac(T, ") (po)|, et le processus ponctuel
Nt converge en loi vers un processus de Poisson composé d’intensité 6 et de multiplicité
une loi géométrique de paramétre 6,

4.3.2 Temps d’entrée et de retour

On présente dans cette section des résultats sur une notion de récurrence qui est d’un certain
point de vue équivalente aux lois des valeurs extrémes [55].

Soit (X, T, ) un systeme dynamique ergodique, avec p une mesure de probabilité. Pour un
sous-ensemble U C X avec u(U) > 0, on définit le temps d’entrée dans U par

y(x) =min{k >1: Tz € U},
pour u-p.t. x € X.

Définition 4.3.7. Soit (U,) une suite décroissante d’ensembles telle que p(U,) — 0.
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1. On dira que (U,) a une statistique des temps d’entrée décrite par la fonction de répar-
tition H si pour tout t > 0,

p ({x €X i1 (x) < M(tUn) }) S H(),

2. On dira que (Uy,) a une statistique des temps de retour décrite par la fonction de ré-
partition H si pour toutt > 0,

u(llm“’ ({x €Ut @) < s }) )

Il est démontré dans [69] que (U,) admet une statistique des temps de retour si et seulement
si elle admet une statistique des temps d’entrée, et les distributions H et H sont liées par une
relation intégrale dont 'unique point fixe est la distribution exponentielle H(t) = 1—e~*. On
renvoie au survol [I130] et aux référence contenues dans ce papier pour plus d’informations
sur cette notion de récurrence quantitative.

La situation est parfaitement comprise pour 75 et 77 dans le cas ou U,, est une suite de boules
décroissante.

Proposition 4.3.8. Soit U,, une suite décroissante de boules centrées en py. On suppose que
po satisfait la condition de Keane lorsque [’on considére T;.

1. Si pg n'est pas périodique pour T (resp. Tr), alors (U,) admet une statistique des temps
d’entrée et de retour exponentielle, c¢’est-a-dire H(t) = H(t) =1 —e".

2. Si py est périodique pour Ty (resp. T1), de période premiere k, alors (U,) admet une
statistique des temps d’entrée et de retour données respectivement par H(t)=1—-¢"%
et H{t) = (1—0)+0(1—e %), ou 6 = 1—|Jac(Ty *)(po)| (resp. 0 = 1—|Jac(T; ) (po)|).

Le résultat pour Ty se déduit de [56] et [73]. Comme 75 est 'application de premier retour
de 77 dans un ensemble B qui contient pg, les mémes lois limites restent vraies pour 7;. Ceci
a été démontré d’abord pour des points génériques dans [31, Théoreme 2.1], pour les points
périodiques dans [50, Théoréme 5|, et pour n’importe quel point dans [73].

4.4 Remarques et questions ouvertes

1. Beaucoup de résultats de ce chapitre peuvent sans doute étre étendus a des systemes
multidimensionnels plus généraux. Par exemple, les résultats concernant 75 peuvent sur-
ement étre généralisés a des systeémes uniformément dilatants et surjectifs par morceaux,
tandis que les résultats concernant 7; pourraient s’étendre a des systemes admettant
un systeme induit du type précédent.
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2. Peut-on démontrer des lemmes de Borel-Cantelli pour 77 lorsque la suite de boules
rétrécit autour d’'un point p qui ne satisfait pas la condition de Keane, ou se situe sur
le bord du simplexe ? La méthode de ce chapitre est ici inapplicable car il n’est pas a
priori possible de trouver un bon ensemble d’induction B qui contienne p.

3. Est-il possible d’étendre les résultats de ce chapitre aux versions inversibles de I'induc-
tion de Rauzy-Veech, comme introduites au paragraphe 2.7 de Viana [141] 7
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Vitesse de mélange et théorémes limites pour les systémes dynamiques
aléatoires et non-autonomes

Résumé

Dans cette these, nous nous intéressons aux propriétés statistiques des systemes dynamiques
aléatoires et non-autonomes. Dans le premier chapitre, consacré aux systémes aléatoires, nous
établissons un cadre fonctionnel abstrait, couvrant une large classe de systemes dilatants en
dimension 1 et supérieure, permettant de démontrer de nombreux théoremes limites annea-
led. Nous donnons aussi une condition nécessaire et suffisante pour que la version quenched
du théoreme de la limite centrale soit valide en dimension 1. Dans le chapitre deux, apres
avoir introduit la notion de systeme non-autonome, nous étudions un systeme composé d’ap-
plications en dimension 1 ayant un point fixe neutre commun, et nous montrons que celui-ci
admet une vitesse de perte de mémoire polynomiale. Le chapitre trois est consacré aux in-
égalités de concentration. Nous établissons de telles inégalités pour des systémes dynamiques
aléatoires et non-autonomes, et nous étudions diverses applications. Dans le chapitre quatre,
nous nous intéressons aux lemmes dynamiques de Borel-Cantelli pour I'induction de Rauzy-
Veech-Zorich, et présentons quelques résultats liés aux statistiques de récurrence pour cette
application.

Rates of mixing and limit theorems for random and non-autonomous dynamical
systems

Abstract

In this thesis, we study statistical properties of random and non-autonomous dynamical sys-
tems. In the first chapter, devoted to random systems, we establish an abstract functional
framework, including a large class of expanding systems in dimension 1 and higher, under
which we can prove annealed limit theorems. We also give a necessary and sufficient condi-
tion for the quenched central limit theorem to hold in dimension 1. In chapter 2, after an
introduction to the notion of non-autonomous system, we study an example consisting of a
family of maps of the unit interval with a common neutral fixed point, and we show that this
system admits a polynomial loss of memory. The chapter 3 is devoted to concentration in-
equalities. We establish such inequalities for random and non-autonomous dynamical systems
in dimension 1, and we study some of their applications. In chapter 4, we study dynamical
Borel-Cantelli lemmas for the Rauzy-Veech-Zorich induction, and we present some results
concerning statistics of recurrence for this map.
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