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Chaque matin

Un gamin s’envole
Pour ’école

Par le méme chemin.

Journée apres journée
D’année en année
Le chemin fleurit
Le gamin grandit.

La fleur oubliée

A chaque détour
Est une peine liée.
A chaque jour.

Pour son devenir
Sans reldche
L’espoir marche
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INTRODUCTION

A toute variété algébrique (affine) on peut associer différents objets algébrico-géométriques
qui rendent en particulier compte des singularités de la variété. Cette thése a pour objet
I’étude de ce type d’interaction dans le cadre des courbes algébriques planes. Si X =
Spec(A) est une courbe affine plane, nous nous concentrerons ici sur les deux objets asso-
ciés suivants :

1. Le schéma Z(X) des arcs tracés sur X ;
2. Le module des dérivations Dery(A).

En 1968, John F. Nash Jr dans une prépublication non publiée mais parue quelques
années plus tard (voir [44]) a introduit la notion de schéma des arcs et d’espace de jets
pour les variétés algébriques et analytiques sur un corps de caractéristique nulle. Si X
est une variété algébrique définie sur un corps k, 'on définit ce k-schéma par la propriété
universelle suivante :

Homy, (Spec(A4), £ (X)) = Homy (Spec(A[[T]]), X)

pour toute k-algébre A. (Voir les annexes pour plus de détails sur cet objet.) Notons que la
formulation naturelle du probléme universel fait intervenir la catégorie des schémas formels
et que la propriété ci-dessus est en réalité un résultat trés récent de Bhargav Bhatt (voir
[5]). Soient m un entier naturel et %, (X) l'espace des m-jets de X. Soit n un entier naturel
tel que m > n. La surjection canonique

k[t — ke /(")
induit une projection canonique
O @ Ln(X) — Zo(X)

appelé morphisme de transition de £,,(X) dans £, (X). Les morphismes de transition font
de la suite (£,,(X)),,cn un systéme projectif dans la catégorie des k-schémas. Le schéma
Z(X) des arcs tracés sur X (non de type fini en général) s’obtient également comme la
limite projective des espaces de jets de X :

Z(X) = lim %, (X))

Pour tout entier naturel m, le schéma .Z(X) est muni d’un morphisme affine
Txm : LX) — ZLn(X)
tel que :

)

_ pX
7TX7TL - 0m7n o ﬂ—X,n'



Le morphisme 7x ,, est appelé morphisme de troncation.

A la lecture de Nash, le concept de schéma des arcs et d’espace de jet doit offrir un
cadre pour I’étude des singularités des variétés algébriques et analytiques en permettant
notamment de mieux comprendre les résolutions des singularités de Heisuke Hironaka [32].
Dans son article [44|, Nash formula une conjecture pour les surfaces et une question pour
les variétés de plus grande dimension.

Question ([44]). — Soient k un corps algébriqguement clos de caractéristique quelconque,
X une k-variété et f : Y — X une désingularisation divisorielle de X. L’application N
qui, & une composante irréductible de l’ensemble des arcs passant par le lieu singulier de X
& image non incluse dans ce dernier, associe un diviseur essentiel de Y, est-elle surjective ?

Cette question de Nash actuellement connue sous le nom de probléme de Nash est étudiée
par de nombreux auteurs parmi lesquels Ishii Shihoko [34, 33, 35|, Ishii Shihoko et Kollar
Janos [36|, Gérard Gonzalez-Sprinberg et Monique Lejeune-Jalabert [24] et Ana J. Reguera
[51, 50]. La réponse a cette question de Nash, dans la formulation originelle, est aujourd’hui
connue; 'on sait que la réponse est positive en dimension inférieure ou égale a 2 et 'on
dispose de contre-exemples en toute dimension n > 3.

En 1995, lors d’un séminaire & Orsay, Maxim Kontsevich introduit la théorie de I'intégra-
tion motivique [40] en construisant une mesure sur le schéma des arcs tracés sur une variété
algébrique dans le but de démontrer le résultat suivant, conjecturé par Victor Batyrev [3] :

Théoréme (Kontsevich). — Deux variétés de Calabi-YauD birationnellement équiva-
lentes ont les mémes nombres de Hodge.

Kontsevich place ainsi le schéma des arcs tracés sur une variété algébrique au centre de
nouveaux développements de la géométrie algébrique. Cette nouvelle direction initiée par
Jan Denef et Frangois Loeser [14, 15, 16, 13| met en lumiére de nombreux invariants
associés aux variétés algébriques [11, 2, 4]. Cependant, 'intégration motivique n’étudie
pas de maniére intrinséque le schéma des arcs. En particulier, il n’existe que trés peu de
résultats concernant la structure géométrique du schéma des arcs tracés sur une variété
algébrique.

Dans cette voie, I’'un des résultats récents les plus marquants dans ’étude du schéma des
arcs en relation avec la théorie des singularités est peut-étre le résultat suivant de Mircea
Mustata qui montre que certaines propriétés géométriques de 1’espace des jets permettent
de déterminer le type des singularités de la variété de base.

Théoréme ([43]). — Soit X une variété algébrique définie sur un corps algébriquement
clos de caractéristique nulle. St X est localement une intersection compléte, alors les as-
sertions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout entier naturel m > 1, le schéma des m-jets £, (X) est irréductible ;
2. La k-variété X a des singularités rationnelles.

Dans le cas d’une courbe algébrique X, cet énoncé dit simplement que X est lisse si et
seulement si les espaces de jets %, (X)) sont tous irréductibles.

1. On appelle variété de Calabi-Yau toute variété complexe X connexe projective et lisse, dont le
diviseur canonique Kx est trivial. Classiquement, les variétés de Calabi-Yau de dimension 1 sont les
courbes elliptiques et celles de dimension 2 les surfaces K3.



Ce résultat de Mustata a relancé l'intérét d’obtenir les résultats structurels pour le
schéma des arcs tracés sur une variété en vue de I’étude des singularités du schéma de
base.

Parallélement, I'on peut également s’intéresser au point de vue « différentiel ». (Notons
que le schéma des arcs peut aussi se définir du point de vue de l'algébre différentielle
comme représentant les dérivations de Hasse-Schmidt.) Au milieu du XVIIle siécle, les
mathématiciens ont commencé & associer aux équations différentielles, la notion de champ
de vecteurs (et par dualité celle de 1-formes différentielles). Le mathématicien frangais
Alexis Claude Clairaut étudie en détail les 1-formes différentielles en dimension 2 (voir
[9, 10]). Dans les années 30, le mathématicien allemand Erich Ké&hler introduit la notion
de module des différentielles (actuellement connu sous le nom de module des différentielles
de Kéhler) d’une algébre A sur un corps k de caractéristique nulle. K&hler définit ce module
noté 9}4 . dans le but de fournir un objet algébrique universel. La structure du module des
différentielles de Kéhler rend compte de certaines propriétés de A sur k. En effet, le critére
classique du jacobien montre que A est une k-algébre lisse si et seulement si 9}4 Jk est un
A-module projectif. Le module des dérivations Derg(A) se définit comme le dual de 9}4 Ik
au sens suivant :

Dery(A) ~ Homy4 (QlA/k,A> .

Evidemment, la structure algébrique du A-module Dery(A) est notamment liée & la
régularité de A. Dans ce type de problématique, la question centrale est probablement la
conjecture de Zariski-Lipman [41] qui prédit la relation suivante :

Conjecture (Zariski-Lipman). — Soient k un corps de caractéristique nulle et A une
k-algébre de type fini. St p est un idéal premier de A tel que Dery, (A)p est libre alors Ay
est un anneau régulier.

Joseph Lipman montre que sous les conditions de la conjecture ci-dessus, ’anneau local
Ay est au moins normal, et établit donc la validité de cette conjecture en dimension 1.
Hubert Flenner démontre cette conjecture pour les variétés dont le lieu singulier est de
codimension au moins 3 [22]. En 2001, Rolf Kéllstrom démontre la conjecture de Zariski-
Lipman pour les intersections complétes [37]|. Récemment de nombreux auteurs ont fourni
une preuve de cette conjecture dans des cas particuliers, notamment Stéphane Druel[17],
Patrick Graf et Sandor J. Kovacs [25, 26]. Cependant, la conjecture de Zariski-Lipman
reste en général et a notre connaissance un probléme ouvert pour les algébres de type fini
sur un corps de caractéristique nulle.

Cette thése porte sur l'interaction entre I’étude des singularités des courbes algébriques
planes, le schéma des arcs et le module des dérivations. Nous allons maintenant présenter
les résulats que nous avons obtenus dans le cadre de ce travail.

Le chapitre 1 traite d’un résultat de Ellis Robert Kolchin classique en algébre différen-
tielle qui s’utilise dans 1’étude de la topologie du schéma des arcs (théoréme 1.10.1).

Théoréme. — Si X est une variété algébrique intégre, alors le schéma des arcs £ (X)
tracés sur X est irréductible.

Dans ce chapitre, nous reprenons les méthodes que Kolchin a introduit dans son ouvrage
[39] en géométrisant certains énoncés dans le langage de la géomeétrie algébrique moderne.



Nous fournissons en outre une petite amélioration que ’on peut considérer comme un
« théoréme de Kolchin avec conditions initiales » en référence au théoréme de Cauchy-
Lipschitz. Précisément, nous prouvons le résultat suivant (théoréme 1.12.3) :

Théoréme. — Soit m un entier naturel. Soient X une k-variété algébrique réduite et S
une sous-variété de lespace des m-jets £, (X) de X. Supposons que (X, Xging) admette
une résolution des singularités plongée. Le nombre de composantes irréductibles du sous-
schéma réduit W;(lm (5),eq €St fini.

Cet énoncé est probablement connu des spécialistes, mais sa preuve est, a notre connais-
sance, absente de la littérature.

La question suivante est au coeur du chapitre 2 :

Question. — Soit X = Spec(A) une courbe algébrique plane définie sur un corps k de
caractéristique 0. Eriste-t-il un algorithme pour calculer un systéme minimal de générateurs
du A-module Dery(A) des k-dérivations de X ¢

Cette question en apparence totalement élémentaire est difficile et ne posséde pas de
réponse générale connue. Dans ce chapitre, nous menons une étude algébrique de la question
et obtenons différents résulats que nous détaillons ci-dessous. Tout d’abord, nous montrons
le résultat suivant dans la section 2.4 (théoréme 2.3.4) :

Théoréme. — Soit f un polynome non constant de k [z,y]. Posons A = k[z,y] /{f). Un
systeme minimal de générateurs du module des k-dérivations de A est constitué d’au plus
deuz dérivations ; exactement deux si la courbe Spec (A) est singuliére.

Ce théoréme est probablement connu des spécialistes de la question et traduit la relation
entre singularités de courbes algébriques affines planes et module des dérivations. Sa preuve
utilise le théoréme de Buchsbaum-Eisenbud que nous énongons en section 2.2 (théoréme
2.2.6). La section 2.5 définit les différentes classes de dérivations (dérivations naturelles
et dérivations exceptionnelles) d’une courbe. Nous y présentons la dérivation résultante
introduite par Olivier Ripoll, dans sa thése et qui constitue, en géométrie textile (donc
dans un tout autre domaine que celui de ce chapitre), une observation intéressante. Nous
I'utiliserons ici pour décrire le module des dérivations de certaines classes de courbes.
Dans la section 2.6 nous établissons le lien entre le module des dérivations de la courbe
algébrique affine X = Spec (k[z,y] /(f)) et I'idéal conducteur J = ({f,0: (f)) : 9y (f))
(lemme 2.5.2). Ceci nous permet de fournir un algorithme général de calcul d’un systéme
de générateurs du module Dery (k[z,y] /(f)), via la théorie des bases de Grobner. Cette
méthode ne donne pas a priori de systéme minimal, mais un systéme de générateurs
complétement calculable. Les sections suivantes présentent quelques classes de courbes
pour lesquelles nous avons 1'égalité

J = (g0, f, 0z (f)),

ol go est le générateur de I'idéal d’élimination JNk [y]. Enfin, nous répondons positivement
a la question précédente pour quelques classes de courbes en produisant un algorithme sur
la base de ’étude précédemment menée. Le théoréme ci-dessous résume la section 2.6.

Théoréeme. — La question 1 admet une réponse positive pour toute courbe plane X ap-
partenant a l'une des classes suivantes :

1. Les courbes planes lisses ;



2. les courbes planes définies par un polynéme de degré au plus 2 en 'une des variables;

3. les courbes planes définies par un polynéme quasi-homogéne.

Le chapitre 3 est une conséquence des calculs et méthodes obtenus au chapitre 2. Le
résultat principal est le suivant :

Théoréme. — soit d > 4 un entier; soit # un germe de d-tissu du plan compleze, in-
complet et quasi-homogéne, alors W est linéarisable (i.e., il existe un difféomorphisme de
(C2,0) dans lui-méme qui transforme, simultanément, les d feuilles du tissu # en d germes
de droites analytiques).

Pour arriver & cela, nous commencons par définir la notion de germe de tissu et présentons
dans la section 3.2 quelques exemples de tissus du plan dont notamment les tissus associés
a une équation différentielle, point de vue largement développé par Alain Hénaut. Le théo-
réme 3.3.1 donne une condition nécessaire et suffisante pour que le 3-tissu # (z, vy, f (z,y))
soit linéaire. Dans la section 3.3 nous présentons un théoréme fondamental d’Alain Hénaut
et finissons ce chapitre par la démonstration de son résultat principal (théoréme 3.4.2).

Le chapitre 4 fait le lien entre I’étude du module des dérivations d’une courbe algébrique
affine plane (menée au chapitre 2) et les nilpotents non triviaux du schéma des arcs tracés
sur une courbe. Il se fonde sur les deux problémes suivants :

1. Trouver un algorithme permettant de tester si une fonction arbitraire du schéma des
arcs associés a une courbe plane définie sur un corps de caractéristique 0 est ou non
nilpotente (le schéma des arcs est un objet non de type fini en général; la question
n’est donc pas élémentaire) ;

2. Etudier dans ce cadre la propriété de réduction du schéma des arcs en fonction de la
géométrie de la courbe dont on est parti.

Le chapitre contient une réponse explicite a ces deux problémes dont un code sous SAGE
trés efficace pour le premier probléme. Le résultat du deuxiéme probléme utilise un travail
de Reguera [52, lemme 2.7], qui permet d’introduire une filtration (N, ,(f))nen « de
type fini » de l'idéal des fonctions nilpotentes du schéma des arcs associé & la courbe
X = Spec(k [x,y] /(f)), voir section 4.3. (Rappelons que le schéma des arcs associés & une
courbe plane n’est jamais un objet de type fini). Nous étudions cette filtration et obtenons
au §5 une description des éléments de N7 1 (f). Cette étude permet premiérement d’étendre
le résultat principal de Darticle [58] de Julien Sebag a tout corps de caractéristique nulle
et de démontrer la conjecture de Sebag pour les courbes planes, & savoir la suivante :

Conjecture (Sebag, 2011). — Soit X une courbe algébrique sur un corps k de caracté-
ristique nulle. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La courbe X est lisse;

2. Pour tout entier m € N, lespace des m-jets £, (X) de X est réduit ;

3. Pour tout entier m € N, Uespace des m-jets £, (X) de X est irréductible ;

4. Le schéma des arcs £ (X) tracés sur X est réduit.

Notre méthode associe une fonction nilpotente & la donnée d’une dérivation excep-
tionnelle. En ce sens, I’étude menée au chapitre 2 permet de produire un grand nombre

d’exemples explicites de fonctions nilpotentes de ce type. La proposition d’une méthode
explicite revét un caractére totalement nouveau pour la construction des nilpotents. Par



ailleurs, cette étude permet également de présenter un algorithme que nous avons implé-
menté, appelé S-algorithme. Le S-algorithme associe & tout polynoéme différentiel P la
forme spéciale S (P) de P. Le théoréme 4.3.16 établit une condition nécessaire et suffi-
sante pour que P soit nilpotent. Le schéma des arcs n’étant pas de type fini en général, il
n’est & notre connaissance pas aisé de trouver une méthode qui s’applique directement. Le
S-algorithme pallie & ce probléme.

Théoréme. — Soient k un corps de caractéristique nulle et f un polynéme irréductible de
A. Soit P un polynéme différentiel de k{x,y}. Le polynéme P appartient a l’idéal différentiel
réduit {f} si et seulement si S (P) appartient o (f) - A{y}.

Le chapitre 5 introduit le formalisme des fonctions zéta motiviques d’une 1-forme locale
analogues des fonctions zéta de Denef et Loeser que I'on associe, en analogie aux travaux
de Jun-Ichi Igusa, aux hypersurfaces des variétés algébriques. En effet, soient k un corps
et x un point fermé d’une k-variété X. Soient U un ouvert de X contenant x et w une
1-forme non triviale sur U. La fonction zéta motivique locale Z,, , (T') de w au point x est
la série formelle suivante :

Zow(T) = Y [masax (ordh (m) 1 (63,10)

n>1

@) LT e My [T

La définition est locale et ne dépend que du germe analytique ou formelle de la 1-forme
différentielle. Nous étudions quelques exemples de tels objets dont nous calculons les ex-
pressions explicites, en vue de 'étude de leur rationalité (voir proposition 5.5 ; section 5.5).
Ce travail qui étend les idées algébriques usuelles au champ différentiel, méle germes de
feuilletages et motifs virtuels. Il se généralise naturellement & un nombre fini de germes de
feuilletages, donc aux tissus.

Enfin, un dernier chapitre est consacré & mes perspectives de recherche, qui s’articulent
autour des différents thémes précédemment mentionnés.

Ce travail contient trois annexes qui rappellent d’une part, les notions de base d’algébre
différentielle, la définition des espaces des jets et du schéma des arcs tracés sur une variété
et quelques propriétés que nous utilisons et d’autre part, les algorithmes sur SAGE et
MAPLE utilisés dans notre travail.



CHAPITRE 1

THEOREME D’IRREDUCTIBILITE DE KOLCHIN
DIFFERENTIEL ET UNE GENERALISATION DU
THEOREME DE RITT-RAUDENBUSH

Dans ce chapitre introductif, nous donnons une preuve dans le formalisme du langage de
la géométrie algébrique affine moderne d’un théoréme de Kolchin portant sur la décomposi-
tion irréductible des idéaux différentiels engendrés par des idéaux algébriques. Notre preuve
s’appuie essentiellement sur le résultat suivant (lemme 1.10.14) qui est une géométrisation
du corollaire 3 page 45 du livre de Kolchin [39] :

Soient k un corps de caractéristique nulle et k une cloture algébrique de k. Soient X
un schéma affine integre de type fini plongé dans A} et f un polynome irréductible non
constant de k[r1,...,xy,] tel que si V (f) désigne Uhypersurface définie par f dans A} on
ait :

XNV(f)£0 et X ZV(f).
Pour tout point x de X (E), il existe un arc tracé sur X passant par x et qui envoie le point
générique du schéma affine Spec (k[[t]) dans Uouwvert X \ V (f).

Le résultat ci-dessus est une extension du lemme de Ishii [36, Lemme 2.12 | aux sous-
variétés fermées propres de X. Par ailleurs, nous fournissons une preuve géométrique d’une
généralisation du théoréme de la base de Ritt-Raudenbush.

Ce chapitre contient un rappel des notions nécessaires au développement de notre preuve.
Nous renvoyons aux annexes pour les définitions de base d’algébre différentielle et pour un
rappel des notions d’espace de jets et de schéma des arcs tracés sur une variété algébrique.

1.1. Notations et conventions

1. Tout anneau sera commutatif unitaire.

o

La lettre k désignera un corps différentiel et K une extension différentielle de corps

de k.

On notera A} I'espace affine de dimension n sur k.

Soit A un anneau intégre. On notera par Frac (A) le corps des fractions de A.
Soit A un anneau. Le symbole § désignera toujours une dérivation de A.

On notera par A un ensemble fini de dérivations.

On notera O le semi-groupe libre engendré par les éléments de A.

On notera par © (s) ’ensemble des éléments de © d’ordre inférieur ou égal a s.

© X N o e w

Soit P un polynoéme. Le terme dominant de P sera noté up.

10. L’initial de P sera noté Ip.



11. Le séparant de P sera noté Sp.
12. Soit A un ensemble de polynémes. On notera par Hy4 le produit []pc 4 IpSp.
13. L'idéal (o ((A) @ HZ) sera noté ((A) : HY).

14. Soient k£ un corps différentiel et 3 une famille d’éléments de k. Si kg est un sous-corps
différentiel de k, on notera ko{¥X} 'anneau différentiel engendré par ¥ sur ko.

15. Le corps différentiel engendré par X sur kg sera noté ko(X).

16. Soit f un polynome non constant de k[zy,..., x,]. On notera V (f) 'hypersurface
définie par f dans A}.

17. Soit X un schéma. L’anneau local de X en x sera noté Ox ,.
18. L’idéal maximal de Ox , sera noté I,
19. Soit m un entier naturel. L’espace des m-jets de X sera noté .4, (X).

20. On notera .Z (X) le schéma des arcs tracés sur X.

1.2. Classement

1.2.1. Soit x = (z1,...,Ty) une famille d’éléments de K. Supposons que la famille x soit
une famille d’indéterminées différentielles sur k. On notera x;; la dérivée d’ordre j de
I’'indéterminée différentielle x; et k{x1,...,x,} ’anneau des polynémes différen-
tiels en n indéterminées différentielles a coefficients dans k.

1.2.2. Par ailleurs, on définit une relation d’ordre total @ sur les indéterminées différen-
tielles x1, ..., zy, et leurs dérivées en posant :

1Lx <z Vi<j.

2. 15 <Tijyer VEkeN

3. Tij < Tk = Tij+s < Tlk+s vV seN.

La relation d’ordre total ainsi définie est appelée classement.

Remarque 1.2.1. — 1. Un classement existe toujours sur ’ensemble des indéterminées
différentielles et leurs dérivées [39, chapitre 0, section 17, lemme 15].

2. La notion de classement est ’analogue différentiel de la notion d’ordre monomial
algébrique que nous définirons dans le deuxiéme chapitre.

1.3. Ordre

Soit z = (x1,...,2y) une famille d’éléments de K telle que z soit une famille d’indé-
terminées différentielles sur k. Fixons un classement sur les indéterminées différentielles et
leurs dérivées. Soit P un polynome différentiel de k{z1,...,z,}. On appelle ordre de P
relativement & I'indéterminée différentielle =, et on note ord,, (P), l'ordre de dérivation
maximal de x apparaissant effectivement dans ’expression de P. Lorsque les indéterminées
différentielles zp et toutes leurs dérivées n’apparaissent pas effectivement dans I'expression
du polynome différentiel P, on dit que 'ordre de P est égal & —1.

1. Une relation d’ordre total sur un ensemble F est une relation d’ordre pour laquelle tout élément de
FE est comparable avec tout autre élément de E.



Ezxemple 1.3.1. — Soit f =212+ 2x§’3x374 un polynomes différentiels de k{z1, 2, x3}.
Ona:

ordy, (f) =2, ordg, (f) =3 et ordy, (f) =4.

1.4. Terme dominant, initial et séparant

Nous précisons dans cette section la définition de la notion de terme dominant, d’initial
et de séparant d’un polynome différentiel.

1.4.1. Soit P un polynéme différentiel de k{z1,...,z,}. Fixons un classement sur les
indéterminées différentielles et leurs dérivées. On appelle terme dominant du polyndéme
différentiel P et on note pp, la plus grande dérivée (relativement au classement fixé) x;
effectivement présente dans I’expression de P. On appellera degré du polynéme différentiel
P et on notera deg (P), le degré de P comme polynome en I'indéterminée pp. Le coefficient
du terme dominant du polynéme différentiel P (dans I’expression de ce dernier) sera appelé
initial de P et noté Ip. Enfin, la dérivée partielle du polyndéme différentiel P par rapport
a son terme dominant sera appelée séparant de P et notée Sp.

Remarque 1.4.1. — Les notions de terme dominant, de degré, d’initial et de séparant
sont des notions relatives. Elles dépendent du classement choisi. En effet, soient x1, x9 et
x3 trois indéterminées différentielles sur k. Donnons-nous les deux classements suivants :

(1) T <T11 <T12<--<T2< P21 <T22<- - <x3<T31 <T32<-""

(2) T < X2 <3 <11 <T21 <X31<T12<T22<x3z2 <" -

Soit P le polynome différentiel de k{z1, 2,23} défini par P = z1 1222 + T1T973 — 271,
Nous avons par rapport au classement (1)

deg (P) =2,
Hp = I3,
Ip = z129,

Sp = 2.%1%’2.7}3.

Par rapport au classement (2), nous avons :

deg (P) = 1,
Hp = 22,
Ip =211,
Sp=x11.

Dans toute la suite, sauf mention spéciale, nous considérons sans forcé-
ment le préciser le classement (1), i.e. celui pour lequel pour toute famille
X = (X1,X2,...,Xn) de K telle que x soit une famille d’indéterminées différen-
tielles sur k, on a :

X1 <X1;1 <Xp2<--<X2<Xg31<X22<--<Xp<Xpl<Xp2<--




1.5. Comparaison des polynémes différentiels : rang

Soit = (x1,...,2,) une famille d’éléments de K. Supposons que la famille z soit une
famille d’indéterminées différentielles sur k. Soient P et ) deux polynomes différentiels de
k{z1,...,z,}. On dit que le rang de P est supérieur a celui de @ et on note

rg (P) > rg (Q),

si et seulement si le terme dominant pg de @) est inférieur au terme dominant up de P
ou si les polynoémes différentiels P et () ont le méme terme dominant et le degré de @ est
inférieur & celui de P. Si les polyndémes différentiels P et @ ont le méme terme dominant
et le méme degré, alors on dit qu’ils ont le méme rang.

Exemple 1.5.1. — Soient P = 2x1 — 3x2m§72 et Q = w2 + 4x3 2 deux polynomes différen-
tiels de k{x1,x2,z3}. Nous avons :

rg (P) >rg(Q).
En effet,

HP = HQ = 132,
et

deg (Q) =1 < deg(P) =4.

1.6. Ensemble auto-réduit

Nous présentons dans cette section la notion d’ensemble auto-réduit et une caractérisa-
tion de cette derniére.

1.6.1. Soit = (x1,...,zy,) une famille d’éléments de K. Supposons que x soit une
famille d’indéterminées différentielles sur k. Soit P un polynéme différentiel non constant
de k{z1,...,zn}. Un polynome différentiel @ de k{z1,...,x,} est dit partiellement réduit
par rapport a P, si le polynéome différentiel () ne contient aucune dérivée propre (d’ordre
supérieur & 0) du terme dominant pup de P. Si de plus le degré en l'indéterminée pp du
polynéme différentiel @ est inférieur au degré de P, alors le polynéme différentiel @ est dit
réduit par rapport a P. Plus généralement, soit A une famille de polynomes différentiels
non constants de k{xi,...,x,}. Le polynome différentiel @} est dit partiellement réduit
(resp. réduit) par rapport & A si et seulement s’il est partiellement réduit (resp. réduit) par
rapport & tous les polynomes différentiels de A.

FExemple 1.6.1. — Considérons les polynoémes différentiels P et () de I'exemple précé-
dent : P = 2x1 — 3$2m§’2 et Q = w2 + 4x32. Le polynome différentiel @) est réduit par
rapport au polyndéme différentiel P. Cependant, le polynéme différentiel P est partielle-
ment réduit par rapport au polyndéme différentiel () mais non réduit par rapport & ce dernier
puisqu’ils ont le méme terme dominant et le degré de @ est inférieur a celui de P.

Remarque 1.6.2. — Le fait que le polynoéme différentiel ) soit partiellement réduit par
rapport au polynome différentiel P n’interdit pas qu’ils aient le méme terme dominant.
Cela signifie simplement que si up = w;, est le terme dominant de P, alors le polynéme
différentiel ) ne contient pas dans son expression une dérivée de l'indéterminée différentielle
x; d’ordre supérieur & v. En effet, pour P = 2x1 — 337295%72 et @ = x2 + 4x32, nous avons
Q partiellement réduit par rapport & P avec up = g = x32.
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1.6.2. Un sous-ensemble A de polyndmes différentiels non constants de k{x1,...,z,} sera
dit auto-réduit si tout polynoéme différentiel de A est réduit par rapport & tous les autres
polynoémes différentiels de .A. Dans ce cas, on notera Hy4 le produit []pc 4 IpSp.

FExemple 1.6.3. — Soient P = T12+ 2$%’33j374, P = 3%371 — x4, €t P = 5$1,3JJ572 trois
polynémes différentiels de k{x1,...,x5}. L'ensemble A = {P;, P, P3} est un ensemble
auto-réduit de k{z1,...,z5}. En effet, le terme dominant de chacun des polynomes diffé-
rentiels P; est la dérivée d’une indéterminée différentielle différente.

Remarque 1.6.4. — La notion d’ensemble auto-réduit a été introduite par Joseph Fels
Ritt dans [56] sous le nom de « Chaine ».

1.6.3. La proposition 1.6.5 ci-dessous établit une caractéristique des ensembles auto-
réduits.

Proposition 1.6.5 (Kolchin, 1973). — Soit x = (z1,...,xy,) une famille d’éléments de
K. Sila famille x est une famille d’indéterminées différentielles sur k, alors tout ensemble
auto-réduit de k{x1,...,x,} est de cardinal fini.

Démonstration. — Soient A un ensemble auto-réduit de k{xi,...,z,} de cardinal supé-
rieur & 2. Soient P et Q deux polynomes différentiels distincts de A. Supposons que le
terme dominant pp de P est x; ;. Par définition de I’ensemble A, nous avons

HQ # Tigm ¥ m € N.

En effet, si ug = @i m, nous avons I'un des quatre cas suivants :

1. Soit m < j et alors le polynéme différentiel P contiendrait dans son expression une
dérivée propre du terme dominant de (). Par conséquent, le polyndéme différentiel P
ne serait pas partiellement réduit par rapport a Q).

2. Soit m > j et dans ce cas le polynome différentiel Q contiendrait dans son expression
une dérivée propre du terme dominant de P. Alors, le polynéme différentiel @) ne
serait pas partiellement réduit par rapport a P.

3. Soit m = j et deg (P) < deg (Q), alors le polyndéme différentiel @) ne serait pas réduit
par rapport a P.

4. Soit m = j et deg (P) > deg (Q), alors le polynome différentiel P ne serait pas réduit
par rapport a Q.

Par conséquent, si pp = x;j, nous avons pg = Zj,, avec ¢ # [. D’ou, le cardinal de
I’ensemble auto-réduit A est au plus n. ]

La proposition 1.6.5 donne lieu en particulier au corollaire suivant :

Corollaire 1.6.6. — Soit x un élément de K. Si I’élément = est une indéterminée diffé-
rentielle sur k, alors tout ensemble auto-réduit A de k{z} est de cardinal 1.

Démonstration. — L’ensemble auto-réduit A est un ensemble fini d’aprés la proposition
1.6.5. On note card (A) le cardinal de A. Si card (A) > 2, 'ensemble A ne peut étre
auto-réduit d’aprés la preuve de la proposition 1.6.5. ]
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1.7. Algorithme de réduction de Ritt

La proposition 1.7.1 présente 'algorithme de réduction de Ritt. Cet algorithme joue dans
le processus de réduction des polynémes différentiels un role analogue a celui de la division
euclidienne dans le processus de réduction des polynoémes algébriques.

Proposition 1.7.1 (Ritt, 1932). — Soit x = (x1,...,2z,) une famille d’éléments de K.
St la famille x est une famille d’indéterminées différentielles sur k, alors pour tout ensemble
auto-réduit A de k{xz1,...,z,} et tout polynome différentiel Q de k{x1,...,x,}, il existe
un polynome différentiel Qo de k{x1,...,xn} réduit par rapport a A, appelé le reste de Q
par rapport & A et deux familles d’entiers naturels non nuls (sp)pe 4 et (ip) pey tels que

H 2S5 - Q = Qo mod [A].
PeA

Autrement dit, il existe un polynome différentiel Qg tel que le polynome différentiel

) S
[T sy -@—Qo
PeA
s’écrive comme combinaison linéaire des dérivées 0 A; des éléments A; de l'ensemble auto-
réduit A avec Opua, inférieur au terme dominant du polynome différentiel Q).

L’algorithme de réduction de Ritt s’appuie sur le lemme suivant :

Lemme 1.7.2. — Soitx = (x1,...,xzy) une famille d’éléments de K telle que la famille x
soit une famille d’indéterminées différentielles sur k. Pour tout ensemble auto-réduit A de
k{x1,...,xzn} et pour tout polynome différentiel Q de k{zx1,...,x,}, il existe un polynome
différentiel @ de k{x1,...,zy} de rang inférieur ou égal a celui de Q, partiellement réduit
par rapport & A, appelé le reste partiel de Q par rapport ¢ A et une famille d’entiers
naturels non nuls (sp)pc 4 tels que :

HS}ZP-QEQVmod[A].

PeA

Autrement dit, il existe un polynome différentiel @ tel que le polynome différentiel

ipQsSp A
[[sy-e-q
PcA
s’écrive comme combinaison linéaire des dérivées 0A; des éléments A; de l'ensemble auto-
réduit A avec Qpua, inférieur au terme dominant du polynome différentiel Q).

Démonstration. — Si le polynéme différentiel @) est partiellement réduit par rapport &
I’ensemble auto-réduit A, le lemme est trivial puisqu’il suffira de prendre :

Q=Q et sp=0 VPeA

Sinon, le polynéme différentiel @) contient effectivement dans son expression au moins une
dérivée propre du terme dominant d’un polynéme différentiel de ’ensemble auto-réduit A.
Soit u la plus grande dérivée parmi toutes les dérivées des termes dominants des poly-
nomes différentiels de A effectivement présentes dans I'expression de (). Supposons que le
lemme soit vrai pour tout polynéme différentiel de k{z1,...,x,} ne contenant pas dans
son expression une dérivée du terme dominant d’un élément de I’ensemble auto-réduit A
supérieure ou égale a u. Soit up le plus grand parmi les termes dominants des polynémes
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différentiels de A dont u est une dérivée propre. Soit d le degré du polynoéme différentiel
P. Nous pouvons écrire P sous la forme :

P =1Ipu} — Py,

avec P; un polyndme différentiel tel que rg (P)) < rg (udp). Posons u = Oup. 1l existe un
polynome différentiel 77 ne contenant pas u dans son expression tel que :

0P = SPQ/LP — T1 = Spu - Tl.

Posons t = deg,, (). Nous pouvons écrire le polynome différentiel @ sous la forme sui-
vante :
Q=Ju' +Q:
avec J un polynome différentiel ne contenant pas u dans son expression et ()1 un polynéme
différentiel tel que deg, (Q1) < t. En multipliant le polynome différentiel Q par S} nous
obtenons :
SLQ = J (Spu)' +S5Q1 = J (0P +T1)" + S5LQ;.
D’ou
SHQ = JT{ +T mod[#P] avec T = SHQ1 mod[0P].
Le polynéme différentiel ' = JT} + T ne contient pas effectivement dans son expression
une dérivée de pp supérieure ou égale a u. Alors, par hypothése, le reste partiel F' de F et
les entiers naturels (Ig)ze 4 tels que : []pc4 S%R - F = F mod [A] existent. Il suffit donc de
poser

Q=F, sp=Ilp+t, et sp=IgVRe A\ P.

Ce qui achéve la preuve. O
Nous pouvons maintenant présenter la preuve de l'algorithme de Ritt.

Algorithme de Ritt. — Le lemme 1.7.2 montre qu’il existe des entiers naturels (sp)p. 4 et
un polynoéme différentiel partiellement réduit par rapport & I’ensemble auto-réduit A tels
que

HS;P-QEQVIDOd[A].

PcA
Soit P = Ip,uclla1 + P avec deg,, , (Po) < di, le polynome différentiel de rang maximal de A (P
existe puisque 'ensemble A est de cardinal fini). Posons e; = deg,,, (@) Nous pouvons
écrire le polynoéme différentiel CNQ sous la forme suivante : @ = Qiup + Q2, ou Q1, Q2

sont deux polynoémes différentiels tels que (1 ne contienne pas pup dans son expression et
deguP (Q2) < e1. Nous définissons l'entier naturel ip comme suit : si e; < di, ip = 0, et si
e1 > di, on pose ip = e; — d; + 1. En multipliant le polynéme différentiel @ par IZIf nous
obtenons :

Iif -Q=Qp mod [P] .
Le polynéme différentiel Q p est partiellement réduit par rapport a A et de degré inférieur
a celui de P.

Soit F' le polynome différentiel de ’ensemble auto-réduit A de rang supérieur & celui
de tous les polynomes différentiels de ce dernier excepté P. Posons deg (F') = d et ez =
deg,, . (@p). Nous pouvons écrire @p sous la forme suivante : @p = Q3ME§ +Q4, 0u Q3, Q4
sont deux polynoémes différentiels tels que Q3 ne contienne pas ppr dans son expression et
deguF (Q4) < ea. Nous définissons l'entier naturel ip comme suit : si ex < dg, ip = 0, et si
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eg > dg, on pose i = eg — do + 1. En multipliant le polynéme différentiel @ p par I’; nous
obtenons :

Illf-@p = Qp mod [F]

Le polynéme différentiel @ F est partiellement réduit par rapport a ’ensemble auto-réduit
A et de degré inférieur a celui de F.

Ainsi de suite, nous définissons les entiers i et les polynémes différentiels @ R pour tout
polynéme différentiel R de ’ensemble auto-réduit A tels que : @ R soit partiellement réduit
par rapport a A et de degré inférieur au degré de R. Ainsi, nous obtenons :

[[UEsy Q=] IF - Q= Qo mod[A].

TeA TeA

Ce qui acheéve la preuve. O

1.8. Comparaison d’ensembles auto-réduits

Soit © = (x1,...,2y) une famille d’indéterminées différentielles sur k. Nous définissons
un pré-ordre (@) sur 'ensemble des sous-ensembles auto-réduits de k{z1,...,x,} comme
suit : soient A et B deux sous-ensembles auto-réduits de k{x1,...,z,}. Notons Py,..., P,
les éléments de A et Q1, ..., Qs ceux de B classés par ordre croissant relativement a leur
rang. On dit que le rang de I’ensemble auto-réduit A est inférieur a celui de B s’il existe
un entier naturel non nul [ avec | < min{s, r} tel que :

(3) rg () =1g(Q:), 1 <i <, et rg(F) <rg(Qr)
ou si
(4) s<r et rg(F)=1g(Qi) 1<i<s

Sir=setrg(P;) =rg(Q;), alors nous disons que les ensembles auto-réduits A et B ont
le méme rang.

Exemple 1.8.1. — Soient P, = x1 + 2%172, P =1- r1,172,3, Q1 =2+ 1,2, Qs =
T — x%,z, et Q3 = x31 + x4 des polynomes différentiels de k{x;,...,z4}. Posons A =
{P1, P} et B={Q1,Q2,Q3}. Les ensembles A et B sont auto-réduits et le rang de B est
inférieur a celui de A. En effet :

1g(Q1) = rg(P)
alors rg (A) <rg(B) par (3).
g (Q2) < rg(F%)

1.9. Ensemble caractéristique

Cette section est consacrée a la définition et a 1’étude de quelques propriétés des en-
sembles caractéristiques. Pour tout ce qui suit on pourra se référer a [39] et a [56] .

2. relation binaire réflexive et transitive.
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1.9.1. Soit z = (x1,...,zy) une famille d'indéterminées différentielles sur k et Z un idéal
différentiel de k{x1,...,z,}. On appelle ensemble caractéristique de I'idéal différentiel Z
tout sous-ensemble auto-réduit de rang minimal de ce dernier.

FExemple 1.9.1. — Soient = et y deux éléments de K. Supposons que les éléments x et
y soient des indéterminées différentielles sur k. Donnons-nous un classement pour lequel x
soit inférieur a y. Soient P} = 2y —1 et P, = 2 — 1 deux polyndmes différentiels de k{x, y}.
Posons A = {Py, P,}. L’ensemble A est un ensemble caractéristique de 'idéal différentiel
([A] : H.4) puisque tout ensemble auto-réduit de ce dernier a un rang supérieur a celui de

A.

Contre-exemple. — Soient = et y deux éléments de K. Supposons que les éléments x et
y solent deux indéterminées différentielles sur k. Donnons-nous un classement pour lequel
x soit inférieur & y. Soient Py = (x — 1)y — 1 et P, = 22 — 1 deux polynomes différentiels
de k{z,y}. Posons A = {P1, P,}. L’ensemble A n’est pas un ensemble caractéristique de
l'idéal différentiel ([A] : Ha). En effet, si on pose B = {z + 1}, nous avons

Be ([Al : Hy) et rg(B) <rg(A).

Remarque 1.9.2. — Si A est un ensemble caractéristique d’un idéal différentiel Z et Q)
un polynoéme différentiel de A, alors le séparant Sg de @) n’appartient pas a Z. En effet,
si le séparant Sg du polynome différentiel Q@ appartient a Z, I'ensemble {Sq} serait un
sous-ensemble auto-réduit de Z de rang inférieur a celui de A.

1.9.2. Il n’est pas clair d’aprés la définition d’un ensemble caractéristique que ce der-
nier existe. La proposition 1.9.3 ci-dessous fournit la preuve de I'existence d’un ensemble
caractéristique pour tout idéal différentiel.

Proposition 1.9.3 (Kolchin). — Soit © = (z1,...,x,) une famille d’éléments de K. Si
la famille x est une famille d’indéterminées différentielles sur k, alors tout ensemble non
vide de sous-ensembles auto-réduits de k{x1,...,x,} admet un élément de rang minimal.

Démonstration. — Soit § = {A;} un ensemble non vide de sous-ensembles auto-réduits de
k{x1,...,x,}. Soient n; le cardinal de A; et P;; (1 < j < n;) les polynomes différentiels
de A; classés par ordre croissant relativement a leur rang. Nous construisons & partir de §,
un ensemble F1 contenant les ensembles auto-réduits A; de § dont le polynéme différentiel
de rang minimal P;; a un rang inférieur ou égal & celui des autres polynomes différentiels
P
§1={Ai€F |rg(Pu) <rg(Pj) Vj}.

L’ensemble §1 est clairement non vide. Si tous les ensembles auto-réduits de §; sont de
cardinal 1, alors tout élément de §1 est un ensemble auto-réduit de rang minimal. Sinon,
nous construisons un ensemble Fo constitué des ensembles auto-réduits A,, de §1 pour
lesquels le polynéme différentiel de rang inférieur a celui des autres polyndémes différentiels
excepté le polynéme différentiel de rang minimal P2, est de rang inférieur ou égal & celui
des autres polynémes différentiels Py de §1 :

2 = {Am €51 | 18 (Pr2) <r1g(P2) VI}.

Si tous les éléments de §o sont de cardinal 2, alors tout ensemble auto-réduit de §o est un

ensemble auto-réduit de rang minimal. Sinon, on réitére le procédé. La proposition 1.6.5

montre qu’il y a un nombre fini d’étapes (au plus max n;). O
1
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1.9.3. Nous énoncons et démontrons ici une propriété des ensembles caractéristiques utile
au développement de la preuve du théoréme d’irréductibilité de Kolchin.

Proposition 1.9.4 (Kolchin, 1973). — Soit x = (x1,...,xy,) une famille d’éléments de
K telle que la famille x soit une famille d’indéterminées différentielles sur k. Soit T un
idéal différentiel de k{z1,...,x,} et A un sous-ensemble auto-réduit de Z. L’ensemble A est
un ensemble caractéristique de T si et seulement si ce dernier ne contient aucun polynome
différentiel non nul réduit par rapport a A.

Démonstration. — En effet, supposons que I’ensemble auto-réduit A = { Py, ..., P.} ne soit
pas un ensemble caractéristique. Alors, il existe un ensemble auto-réduit B = {Q1,...,Qs}
de rang inférieur a celui de A. Par conséquent, il existe un entier naturel I < s tel que Q; soit
un polynome différentiel non nul réduit par rapport a A puisque si ’ensemble auto-réduit
B a un rang inférieur a celui de A par (3), par définition, il existe un entier [ < min {r, s}
tel que :
rg (Q;) =rg(P), i<l et rg(Q) <rg(P).

Ainsi, le polynéme différentiel Q; est un polynéme différentiel non nul réduit par rapport

a A. De méme, si le rang de 'ensemble auto-réduit B est inférieur a celui de A par (4),
nous avons

s>r et rg(Q;) =1g(P;), 1<i<r

Dans ce cas, le polynéme différentiel Q41 est un polynéme différentiel non nul réduit par
rapport a A.

Inversement, si A est un ensemble caractéristique de l'idéal différentiel Z et @) est un
polynéme différentiel non nul de Z réduit par rapport & A, nous avons la trichotomie
suivante :

1. Soit le rang du polynéme différentiel ) est supérieur a celui du polynéme différentiel
P,, et dans ce cas, ’ensemble auto-réduit S = {P,..., P, @} a un rang inférieur a
celui de A par (4).

2. Soit il existe ¢ < 7 tel que le rang du polynéme différentiel () soit inférieur & celui
du polynéme différentiel P; et supérieur & celui du polynéme différentiel P;_1, alors
Iensemble auto-réduit So = {P,...,P,_1,Q} a un rang inférieur au rang de A par
(3).

3. Soit le rang du polynéme différentiel @ est inférieur a celui du polyndéme différentiel
P; pour tout ¢ et par conséquent ’ensemble auto-réduit S3 = {Q} a un rang inférieur
au rang de A par 3. Ce qui contredit I’hypothése et achéve la preuve.

O]

1.9.4. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble auto-réduit soit un
ensemble caractéristique d’un idéal différentiel premier est la cohérence encore appelée
condition de Rosenfeld. Cette condition définie plus bas fut introduite par Azriel Rosenfeld,
étudiant de Ellis Robert Kolchin en 1959 dans [57].

Définition 1.9.5. — Soit © = (x1,...,x,) une famille finie d’éléments de K. Supposons
que z soit une famille d’indéterminées différentielles sur k. Soit A un sous-ensemble auto-
réduit de k{x1,...,x,}. L’ensemble auto-réduit A est dit cohérent si pour tous polynoémes
différentiels P et @) dans A tels que les termes dominants pp de P et pug de @@ admettent

16



une dérivée commune v, i.e. v = Qup = QIMQ, le polynome différentiel SpfP — Spo'Q
appartient a ((A,) : HY), ou

A, = {GHT |1 TeA 0 cO, et ur < v}.

La condition de Rosenfeld exige qu’aprés multiplication du polynéme différentiel Sg6P—
Spd’ Q par une puissance convenable de H 4, le polynome différentiel obtenu s’écrive comme
combinaison linéaire des dérivées d’éléments de I’ensemble auto-réduit A ayant leurs termes
dominants respectifs inférieurs a v.

Remarque 1.9.6. — 11 suffit de vérifier la condition de Rosenfeld pour la plus petite
dérivée commune des termes dominants des polynomes différentiels P et Q.

Ememple 1.9.7 — Soient P1 = 1‘1,2—&-2.%%731‘3,4, P2 = 3.%'3’1—.7}4’1, P3 = 5%’173.%572 trois po-
lyndmes différentiels de k{z1,...,z5}. Le sous-ensemble A = { P}, Py, P3} de k{x1,..., 25}
est un ensemble auto-réduit cohérent puisqu’il n’existe pas d’opérateurs de dérivations 6
et 0 tels que OP; = Hle pour i # j.

Remarque 1.9.8. — Tout ensemble auto-réduit n’est pas cohérent. En effet, soit k =
C(x, y) le corps des fonctions polynomiales a deux variables et a coefficients dans C.
Munissons k{z} de I'ensemble fini de dérivations A = {Z, a%} et adoptons les notations
standards de Monge : p = %, q = g—;, r = %, s = % = %, et t = g—g. Considérons les
polyndémes différentiels :

P = pPP+(l+z+y)p

Py = (2+y)q
Donnons-nous un classement pour lequel la variable p soit inférieur & la variable ¢. L’en-
semble A = {P;, P>} est un ensemble auto-réduit non cohérent. En effet, le terme dominant
du polynéme différentiel Py est p et celui du polynéme différentiel P» est g, I'ensemble A
est clairement auto-réduit et nous avons :

Sp1 = 2p+14+zxz+y
Sp, = 24y

L’initial du polynoéme différentiel P est 1 et celui du polynéme différentiel Po est 2 + y.
La plus petite dérivée commune du terme dominant de P; et de celui de P; est s. Posons
f=5Sp 88% —Sp, 88—1;1 = (24 y) p. Le polyndme différentiel f ne satisfait pas a la condition
de cohérence puisqu’il ne peut pas s’écrire comme combinaison linéaire de dérivées de
polynémes différentiels P; de A ayant leurs termes dominants respectifs inférieurs a s.

D’out A est auto-réduit non cohérent.

Proposition 1.9.9 (Lemme de Rosenfeld). — Soit v = (x1,...,z,) une famille finie
d’éléments de K. St la famille x est une famille d’indéterminées différentielles sur k et
A un ensemble caractéristique d’un idéal différentiel premier T de k{z1,...,zn}, alors
T = ([A] : HY), l'ensemble auto-réduit A est cohérent et l'idéal ((A) : HY) est un idéal
premier qui ne contient pas d’éléments non nuls réduits par rapport o A. Inversement, si
A est un ensemble auto-réduit cohérent de k{xy,...,x,} tel que lidéal ((A) : HY) soit
un idéal premier ne contenant aucun élément non nul réduit par rapport a A, alors A est
ensemble caractéristique de U'idéal différentiel premier ([A] : HY) de k{x1,..., 2}

Avant de donner la preuve du lemme de Rosenfeld, il est nécessaire de montrer le lemme
suivant :
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Lemme 1.9.10. — Soit x = (x1,...,2,) une famille finie d’éléments de K. Supposons
que la famille x soit une famille d’indéterminées différentielles sur k. Soit A un ensemble
auto-réduit cohérent de k{xy,...,xn}. Tout polynome différentiel partiellement réduit par
rapport a A de l'idéal différentiel ([A] : HY) appartient a lidéal ((A) : HY).

Démonstration. — Soit P un polynome différentiel de 'idéal différentiel ([A] : HY) par-
tiellement réduit par rapport a A. Nous allons montrer que le polynéme différentiel P
appartient & l'idéal ((A) : HY). Pour ce faire, posons r = card (A) et notons Q; les
polynomes différentiels de A. Le polynome différentiel H P peut s’écrire comme suit :

(5) HY P = %7_1Ci0;Q; + X741 D;Qy,

ott les §; sont des dérivations propres, C;j et D; des polynomes différentiels de k{x1,...,z,}.
S’il existe pour P une équation du genre (5) avec r = 0, alors notre lemme est trivial.
Sinon, soit v I’élément de rang maximal dans ’ensemble constitué de 01pq,, ..., 0-1g, et
supposons que notre équation (5) est celle pour laquelle v est minimal. Considérons, quitte
a changer d’indices, que 6,11, a un rang inférieur a celui de v pour 1 <4 < g —1 et que
Oipg, = v pour ¢ < ¢ < r. En multipliant (5) par le séparant S¢, de @, nous obtenons

(6)  SoHYP = TI[So,CifiQi + T5_15¢,D;Q; + £i_,Ci (S0, 0:Qi — S¢,0,Qr)
+ 37_,Ci8q.0,: Q-

L’ensemble A étant auto-réduit cohérent, en multipliant (6) par une puissance convenable
de H 4, nous obtenons :

,r,/

(7) HLUP =) Ci6Q; + %52, DjQ; + E6,Q;
i=1

avec F un polynéme différentiel de k{z1,...,z,}. Posons

HT‘QT = SQT-V + T,

ol le polynome différentiel 7" a un rang inférieur au rang de v. Comme le séparant Sg, de
Q. est différent de zéro (puisque nous sommes en caractéristique 0), en remplagant v par
—T/Sq, dans (7) et en multipliant par une puissance convenable de H 4, nous obtenons
une équation du genre (5) pour laquelle toutes les dérivées ont un rang inférieur a celui de
v. Ce qui contredit notre hypothése et achéve la preuve. O

Lemme de Rosenfeld. — Si A est un ensemble caractéristique d’un idéal différentiel pre-
mier Z, alors on a : Z = ([A] : HY), 'ensemble auto-réduit A est cohérent et I'idéal
((A) : HY) est un idéal premier qui ne contient pas d’éléments non nuls réduits par rap-
port & A. En effet, d’aprés la proposition 1.9.4, I'idéal différentiel Z ne contient pas de
polynéme différentiel non nul réduit par rapport & A. Par conséquent, le polynome diffé-
rentiel H 4 n’appartient pas & Z. Le reste par rapport & A d’un polynome différentiel de 7
est nul puisque réduit par rapport a A et appartenant a Z. Alors, d’aprés 'algorithme de
réduction de Ritt (proposition 1.7.1) on a : T = ([A] : HY) et A cohérent. Par ailleurs,
lidéal ((A) : HY) = ([A] : HY) Nk[U], ot U est égal a I'ensemble des dérivées qui
apparaissent dans I’expression des polyndmes différentiels de A et qui ne sont pas des dé-
rivées des termes dominants des polynémes de A. Donc, l'idéal ((A) : HY) est premier
et ne contient aucun polynéme non nul réduit par rapport a A.

Inversement, si A est un ensemble auto-réduit cohérent de k{z1,...,x,} tel que 'idéal
((A) : HY) soit un idéal premier ne contenant aucun élément non nul réduit par rapport
a A, alors A est I'ensemble caractéristique de I'idéal différentiel premier ([A] : HY) de
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k{x1,...,z,}. En effet, soient P et @ deux polyndmes différentiels de k{x1,...,z,} tels
que le produit PQ appartiennent a ([A] : HY’). Notons respectivement Py et Qo le reste
de P et de @ par rapport & A. Nous avons

H5PQ = PyQo mod [A], s € N.

D’aprés le lemme 1.9.10, ’ensemble A étant auto-réduit cohérent, le produit PyQo ap-
partient a ((A) : HY). Par hypothése l'idéal ((A) : HY) est premier. Par conséquent,
soit Py ou Qo appartient a ((A) : HY). Si le polynéme Py appartient a ((A) : HY),
alors polynome différentiel P appartient a ([A] : H) puisque Py est le reste de P par
rapport & A. De méme, si le polynoéme Qg appartient a ((A) : HY), alors le polynéme
différentiel @) appartient ([A] : HY). D’ou l'idéal différentiel ([A] : H) est un idéal
différentiel premier de k{x1,...,z,}. Tout polynéme différentiel réduit par rapport a A de
([A] : HZ) est nul puisqu’appartenant a l'idéal ((A) : HY) d’aprés le lemme 1.9.10. De
ce fait, 'ensemble auto-réduit A est un ensemble caractéristique de ([A] : H) d’aprés la
proposition 1.9.4. Ce qui achéve la preuve. O

1.10. Théoréme d’irréductibilité de Kolchin

Cette section énonce et démontre le théoréme d’irréductibilité de Kolchin. La lettre k
désigne désormais un corps de caractéristique nulle et k une cloture algébrique de k.

1.10.1. L’énoncé d’algebre différentielle donné par E. R. Kolchin dans [39, chapitre 4] est
le suivant :

Théoréeme 1.10.1 (Théoréme d’irréductibilité de Kolchin)
Soit I un idéal de dimension d de k [x1,...,xy,). Si I est premier, alors lidéal différentiel
réduit {I} engendré par I est un idéal différentiel premier de k{z1,...,zy}. En outre, si

Uon pose k{yi,...,yn} = k{iz1,...,xn}/{I} et m = card (A), le degré de transcendance
de k ({0yi, 0 € ©(s)}) surk est :

w(s):d< S+m> VseN.
m
Nous rappelons que la dimension d’un idéal I de k[z1,...,x,] est la dimension du k-

schéma affine de type fini X = Spec (k[z1,..., 2, /I) défini par I dans A}. Pour tout
entier naturel m et s, on a :

<s+m> (s+m)(s+m—1)(s+m—2) -~ (s+1)

m m!

1.10.2. Le théoréme d’irréductibilité de Kolchin raffine I’analogue différentiel du théoréme
de la base de Hilbert pour les anneaux de polyndémes dont voici un énoncé :

Théoréeme 1.10.2 ( Ritt-Raudenbush). — Soit J un idéal différentiel radical de k{x1, ...

Il existe un sous-ensemble fini S de k{x1,...,x,} tel que :
J =+/[95].

Le théoréme 1.10.2, connu sous le nom de théoreme de la base de Ritt-Raudenbush,
montre que pour tout corps de caractéristique nulle k et pour tout idéal algébrique I de
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k[z1,...,x,], 'idéal différentiel réduit {I} engendré par I est un idéal différentiel différen-
tiellement de type fini, c’est-a-dire qu’il existe un sous-ensemble fini S de I tel que

{1} = {5}
Par conséquent, 'idéal différentiel réduit {I} est l'intersection d’un nombre fini d’idéaux
différentiels premiers. Le théoréme d’irréductibilité de Kolchin apporte une précision sup-
plémentaire en établissant que la décomposition irréductible de {I} est induite par celle de
I'idéal 1.

1.10.3. Une traduction géométrique du théoréme d’irréductibilité de Kolchin est la sui-
vante :

Théoréme 1.10.8. — Soit X une k-variété. Si X est irréductible, alors le schéma des
arcs Z (X) tracés sur X lest aussi.

Notre traduction du théoréme d’irréductibilité de Kolchin ne tient pas compte du volet
concernant la dimension dans la version différentielle.

De nombreux auteurs ont donné une preuve géométrique de ce théoréme dont Lawrence
Ein et Mircea Mustata [18, théoréme 3.3|, Johannes Nicaise et Julien Sebag [45] (en utili-
sant le théoréme de résolution des singularités de Heisuke Hironaka [32]), Henri Gillet [?,
théoréme 1, page 13|, Ana J. Reguera [52, corollaire 2.10], Ishii Shihoko et Janos Kollar [36,
lemme 2.12] (sans utilisation d’une résolution des singularités). Notre preuve du théoréme
d’irréductibilité de Kolchin s’intégre dans cette derniére approche.

Corollaire 1.10.4. — Soit X une k-variété. Si (X;);", sont les composantes irréductibles
de X, alors (£ (X;));~, sont les composantes irréductibles de £ (X).

Lorsque l'on suppose la k-variété algébrique X lisse dans le théoréme d’irréductibilité
de Kolchin, la preuve de ce dernier devient relativement simple. En effet :

Soit m un entier naturel. Lorsque la variété algébrique X est lisse, les morphismes de
troncation 7, : L (X) — £, (X) sont surjectifs et ouverts. Le résultat annoncé
découle du lemme 1.10.5 et du lemme 1.10.6 ci-aprés.

Lemme 1.10.5. — Soient X et Y deux espaces topologiques. Soit f : X — Y une
application continue. On suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :

1. L’application f est surjective et ouverte (resp. telle que l’espace topologique Y s’iden-
tifie canoniquement au quotient de X par la relation d’équivalence définie par f).

2. Pour tout y appartenant a 'Y, l'ensemble f~1 (y) est irréductible (resp. connexe).

Alors, pour que X soit irréductible (resp. connexe), il faut et il suffit que Y le soit.
Démonstration. — Voir |28, Prop 2.1.14]. O

Lemme 1.10.6. — Soit f : X — Y wune application continue d’espaces topologiques.
St f est surjective et X irréductible, alors Y est irréductible.

Démonstration. — Supposons que Y ne soit pas irréductible. Alors, il existe deux fermés
propres U et V de Y tels que : Y = U U V. Par conséquent,

X=ftourtm).
Donc
X=flU)ouX=f1V)etY=UouY =V.
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Ceci contredit 'hypothése et achéve la preuve. ]

Il n’existe pas d’analogue du théoréme d’irréductibilité de Kolchin pour les espaces de
jets.

Ezemple 1.10.7. — Soit X la courbe algébrique affine définie dans A par
o1 = 0.

Notons X,eg le lieu régulier de X. L’espace des 1-jets .21 (X) de X a deux composantes
irréductibles : .2 (Xyeg) et 07" ((0,0)) avec

071 ((0,0)) =~ AZ.

1.10.4. Dans cette sous-section, nous démontrons le théoréme d’irréductibilité de Kolchin
dans le cas général sans recourir & ’existence d’une résolution des singularités en carac-
téristique nulle, mais en transcrivant dans le langage de la géométrie algébrique moderne,
la preuve d’algebre différentielle d’origine |39, prop. 10, page 200]| fournissant ainsi une
démonstration élémentaire du théoréme d’irréductibilité de Kolchin.

Lemme 1.10.8. — Soit C une courbe algébrique affine intégre sur k. Soit T un point fermé
de C. Il existe une extension finie k' de corps de k et un morphisme de k-schémas

o : Spec (k' ((t))) — Spec(k(C))

tel que le diagramme

Spec (K [[t]) ——¢C

|

Spec (¥ (1)) 2 Spec (K (C))
soit commutatif avec ¢ (0) = z, le point 0 étant le point fermé de Spec (k' [[t]]).

Démonstration. — Soit x un point fermé de la courbe algébrique affine intégre C. Notons
C la normalisée de C et f le morphisme de normalisation. Ce dernier étant surjectif, il
existe un point y de C tel que le k-morphisme d’anneaux locaux Ocz — (’)ay soit injectif.
Soient 9, l'idéal maximal de I’anneau local an et (/9\54/ le complété IM,-adique de an'
L’anneau local Ogy est régulier puisque de Dedekind, ¢.e. noethérien normal de dimension
1. Alors, il existe une extension de corps k' de k tel que le morphisme de k-algébres suivant
K [t] — @ay soit un isomorphisme. En effet, le corps k étant de caractéristique nulle, le
corps résiduel k (y) de C en y est une extension algébrique séparable de k et donc une k-
algebre formellement lisse. Par conséquent, il existe un sous-corps &’ de @ay contenant k tel
que k (y) soit isomorphe a k' puisque "automorphisme identique de k (y) = @5,11 / S)ﬁy(;)\ay
se factorise en
k(y) — Oz, — Og,/MOp,,
ol u est un k-morphisme, donc nécessairement un k-isomorphisme de & (y) sur un sous-
corps k' de (5572/. Le morphisme de k-algébres k' [t] — an qui, & t associe le générateur g
de I'idéal maximal 2, de Oz, induit un morphisme de k-algebres surjectif &' [[t]] — (7)\5’ y
et comme les k-algébres (/9\ay et k' [[t]] sont intégres de méme dimension, ce dernier est un
isomorphisme de k-algébres.
Nous obtenons alors une injection de O¢ , dans k' [[t]] en composant I'injection O¢ ;, —
Og, et I'injection Oz , — k' [[t]]. Comme Frac (Oc,2) = k (C) et Frac (k' [[t]]) = &' ((¢)) , il
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existe un unique morphisme o* : k(C) ——= k' ((t)) rendant commutatif le diagramme
suivant :

*

Oc —— k' [[t]

L

k(C) —= K ((t)).
Ce qui induit le diagramme commutatif de schémas suivant :

Spec (k' [[t])) ———¢C

| |

Spec (K ((t))) —— Spec (k (C)).
O

Remarque 1.10.9. — l'injection Oc¢, a7 [[t]] est unique si et seulement si = est un
point régulier de la courbe algébrique C.

Le théoréme correspondant de Kolchin [39, proposition 11, page 41| s’énoncait ainsi :

Théoréme 1.10.10. — Soit K un corps algébriquement clos. Soit L une extension finie
de corps de K de degré de transcendance 1. Soient R un anneau tel que K C R C L et
f + R — K une spécialisation sur K. Il existe un K-morphisme ¢ : L — K ((t)) tel que

¢ (R) C K [[t]] et pour tout x € R, (¢ (x))(0) = f(x).

Exemple 1.10.11. — Soient k un corps algébriquement clos et X la courbe algébrique
affine définie dans A} par 23 = 3. Notons A = k [z1, 23] / (#3 — 2}) Panneau des fonctions
réguliéres sur X. Soient T et Tz les images respectives de x1 et de xo par la surjection
canonique
k[x1,x9] — A.
On a :
=1
Le corps des fractions de 'anneau intégre A, c¢’est-a-dire le corps des fonctions rationnelles
de X, est donné par :
Frac (A) = k (z2/77) .

Posons v = T3/Z7. On a u entier sur A (puisqu’il annule le polynome T2 = Z7) mais
n’appartient pas & A (la courbe algébrique X n’est pas normale). La cloture intégrale A
de A dans Frac (A) est :

Alu] =k [u].
Par conséquent, la normalisée X de X est le schéma affine Spec (k [u]). Le complété (u)-
adique de k [u] étant k [[u]] et le k-morphisme A — k[u] étant injectif, on obtient par
composition une injection de A dans k [[u]] telle que le diagramme suivant soit commutatif :

A




Ce qui induit le diagramme commutatif de schémas suivant :

Spec (k [[t]]) X

|

Spec (k ((t))) — Spec (Frac (A))

Le théoréme 1.10.12 ci-dessous est un résultat connu d’algébre commutative di au ma-
thématicien allemand Wolfgang Krull.

Théoréme 1.10.12 (Théoréme des idéaux principaux de Krull)
Soient A un anneau noethérien et f un élément de A qui n’est ni un diviseur de zéro, ni
un élément unité. Tout idéal premier minimal contenant f est de hauteur 1.

Démonstration. — Voir |1, page.122]. O

Le corollaire 1.10.13 qui suit est une conséquence géométrique directe du théoréme des
idéaux principaux de Krull.

Corollaire 1.10.13. — Soit X un k-schéma affine intégre de type fini. Fizons un plon-
gement de X dans A}. Soit f un polynome irréductible non constant de k[x1,..., x,).
Notons V (f) Uhypersurface définie par f dans A}. Si X € V (f), alors pour tout k-point
x de X, il existe une k-courbe algébrique affine intégre C tracée sur X telle que :

reCetCZV(f).

Démonstration. — Si le k-schéma affine intégre de type fini X est une courbe algébrique
affine, alors I’énoncé est trivial. Sinon, soit Y = {z} la cléture de Zariski du point x. Posons

X = Spec(A4) et dim (X) —dim (V) = s.
Construisons la courbe algébrique affine intégre C tracée sur X telle que :
reCetCLV(f).

Soit Dy (f) Pouvert X \ V (f). Par hypothése X € V (f), alors il existe un point z1
dans Dx (f) tel que I'idéal premier Py, de A correspondant & z; soit de hauteur 1. En
effet, "ouvert Dy (f) = Spec (Ay) avec 'anneau Ay noethérien. Alors, il suffit de prendre
un élément a; de Ay qui n’est ni un diviseur de zéro, ni un élément unité et conclure avec
le théoréme des idéaux principaux de Krull (théoréme 1.10.12). Le k-schéma affine de type
fini C; = Spec (A/Pz, ) est de dimension dim (X)) — 1. Par construction de C;, nous avons :

Yc@ etCl¢_V(f).

Alors, il existe comme plus haut un point zo dans D¢, (f) tel que I'idéal premier Py, de
A/Py, correspondant & x9 soit de hauteur 1. Posons Co = Spec (A/ (Puy, Pz,)). Nous
avons :

Y CCoCCi, CoZV(f) et dim(Cy)=dim(X)—2.
En réitérant s — 1 fois le procédé, nous obtenons un sous-schéma Cs_1 de X avec :
Y CCsio1 CX, Cso1 €V (f) et dim(Cs—1) =dim (Y) +1
Posons C = Cs_1. La courbe algébrique affine C satisfait aux conditions annoncées. O

L’énoncé suivant correspondent au corollaire 3 de la page 45 du livre de Kolchin [39].
C’est une version du lemme classique de sélection de courbe.
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Lemme 1.10.14. — Soit X un k-schéma affine intégre de type fini. Fizons un plongement
de X dans A}. Soit f un polyndme irréductible non constant de k [x1, ..., x,]. Notons V (f)
Uhypersurface définie par f dans All. Supposons que

XZV(f).
Soient 0 et n respectivement le point fermé et le point générique de Spec (E [[t]]) Pour tout
k-point x de X, il existe un morphisme ¢ dans Hom (Spec (E[[t]]) , X) tel que :

p(0) =z et ¢(n) € Dx(f)=X\V(f).

Démonstration. — Soit x un k-point de X. La donnée de x induit un morphisme
Spec (E) X X
0 —

L’inclusion k = k[[t]] induit & son tour un morphisme de schémas qui composé avec
le morphisme Y, donne un morphisme

¢+ Spec (k[[t]]) — X,
qui envoie le point fermé 0 et le point générique 1 de Spec (E [[t]]) sur x. Alors, si le point x

n’appartient pas a V (f), on pose ¢ = 1) et le théoréme est clair. Sinon, d’aprés le corollaire
1.10.13, il existe une k-courbe algébrique affine intégre C telle que :

reCCXetCLV(f).

Par conséquent, d’aprés le lemme 1.10.8, il existe un morphisme ¢ : Spec (k [[t]]) — C tel
que les images respectives par ¢ du point fermé 0 et du point générique n de Spec (E [[t]])
soient x et le point générique & de C. Ce qui achéve la preuve. O

Remarque 1.10.15. — Les résultats ci-dessus montrent que si Y est une sous-variété
fermée propre de X, alors tout k-arc tracé sur X dont l'origine appartient a Y est la
spécialisation d'un arc tracé sur X dont l'image appartient & X \ Y. En effet, si on pose

X = Spec (k[x1,...,z,] /1), par définition d’une sous-variété fermée, il existe un idéal J
de k[z1,...,xy,] tel que la sous-variété Y soit isomorphe & Spec (k [x1,...,zy] /] + J). Si
les éléments f1,..., fn de k[z1,...,x,] sont les générateurs de J, alors on a :
n
Y=Xn (ﬂwm) :
i=1

Le résultat annoncé découle du lemme 1.10.14 et du fait que I'ouvert X \ V' (f;) soit inclus
dans X \ Y. Par ailleurs, si la sous-variété Y de X est le lieu singulier de X (Y = Xing),
alors le résultat annoncé correspond au lemme 2.12 de article [36]. Se rapporter a ’annexe
B pour la définition de la notion d’arcs tracés sur une variété algébrique.

Théoréme de Kolchin. — Soient X le k-schéma affine de type fini défini par I’idéal premier
I dans A} et A=klx1,...,2,] /] 'anneau des fonctions réguliéres sur X. Posons

Soit k (X)) le corps des fonctions de X. On a :
A=k[zy,....,Tp] et k(X)=k(T1,...,Tn).

Quitte a réarranger les T;, supposons que la famille (Z1,..., T4) est une base de trans-
cendance de k (X) sur k. L’¢lément Z; est alors algébrique sur k (Z1,...,%j—1) de degré
disons d; pour d < j < n. Par conséquent, il existe un polyndome irréductible P; dans I ne
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contenant pas effectivement les variables x;,1,..., x, dans son expression, de degré d; en
xj et de degré inférieur a d; en tout x; pour d < t < j. De ce fait, I'idéal I ne contient
aucun polynéme non nul de degré inférieur a d; en x; pour tout d < j < n. L’ensemble
B = {P4t1,...,P,} est un ensemble auto-réduit (par construction) et

I=((B) : Hy) dans k[z1,...,2,].

En effet, pour tout polynéme @ appartenant a ((B) : H¥), on a par définition : HjQ
appartient a I'idéal (B) C I pour un entier naturel s convenablement choisi. L’idéal I étant
premier et le polynome Hf n’appartenant pas a I, alors () appartient a I. Inversement,
soit ) un polynome non nul de I. Le reste de ) par rapport & B est nul par définition de
B. D’ou, d’aprés l'algorithme de réduction de Ritt (proposition 1.7.1), il existe un entier
naturel s tel que H%(Q appartiennent a (B). Donc @ appartient a ((B) : Hy). Par ailleurs,
les termes dominants de deux éléments distincts de ’ensemble auto-réduit B n’ont pas de
dérivées communes, alors B est cohérent et d’aprés le lemme de Rosenfeld (lemme 1.9.9),
lidéal I) = ([B] : Hg’) est un idéal différentiel premier.

Maintenant, montrons que l’idéal différentiel I; est 1'idéal différentiel réduit engendré
par I. Par définition :

I=((B) : Hg) < ([B] : Hp)=1.

Par conséquent, on a :
(IyC 1.

Reste a montrer que l'idéal différentiel I; est inclus dans I'idéal différentiel {I}. A cet effet,
il suffira de montrer que

LNk[xy,...,z,] C1I,

c’est-a-dire que le k-schéma affine de type fini Y = Spec (k [z1,...,z,]) /I1 Nk [2z1,...,25])
défini par I; dans A} est inclus dans X = Spec (k[z1,...,2,] /). Par définition des k-
schémas affines de type fini X et Y, nous avons clairement I'inclusion suivante :

Y\ V(Hg) C X.

Soit k la cloture algébrique de k et a un k-point de Y. Le lemme 1.10.14 affirme qu’il
existe un morphisme 1 dans Hom (Spec (E[[t]]) ,Y) tel que 9 envoie le point fermé 0 de
Spec (k [[t]]) sur a et le point générique n de Spec (k [[¢]]) sur un point ¢ de X . Nous pouvons
alors construire une unique spécialisation ¢ de ¥ telle que I'image du point fermé 0 et celui
du point générique 1 de Spec (k [[t]]) soit &. Le point £ de X est une généralisation du point
a. Alors, ce dernier est un k-point de X puisque la cloture de Zariski @ de £ est incluse
dans X. Par conséquent,

Y C X.
Nous avons donc

Ilmki[ﬂfl,...,l‘n] cZ.

Ce qui achéve la preuve du premier volet du théoréme.

Pour ce qui est du second volet du théoréme, nous avons supposé que k{yi,...,yn} =
k{x1,...,2,}/{Z}. Alors, pour tout polyndéme @) de l’ensemble auto-réduit cohérent B,
nous avons :

QWi,---,yn) =0 et S (y1,...,yn) # 0.
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Ainsi, le terme dominant pg (y1,...,yn) de Q est algébrique sur k& ((03/1, ol Qyn)oyK#Q).
De méme, si v est une dérivée du terme dominant d’un élément de B, alors v (y1,...,yn)

est algébrique sur k ((Oyl, ooy Oyp) ) Posons

Oy; <v

T ={8y: | 0ys # 6 g, Q € B}.

Par construction de I'ensemble auto-réduit cohérent B, nous avons 7 = {fy;, 1 < i < d}
puisque pour d < i < n, le terme dominant d’un polynéme P; de B est y;. Si on pose
T (s) = {0y | Oy; € T, ord (0) < s}, d’aprés ce qui précéde, le degré de transcendance
w(s) de k ({0y;,0 € © (s)}) sur k est donné par :

w(s) = card (T (s))

car 'ensemble T (s) est la base de transcendance de k ({0y;,0 € © (s)}) sur k. Alors, reste
a compter les éléments de T (s). Par définition, un opérateur de dérivation 6 = 07" - - - 05

avec eq, . .., ey, dans N. Par conséquent, pour tout i dans {1,...,d}, le nombre des dérivées
Oy; dans T (s) est < s+m > puisqu’étant égal au nombre de m-uplets (eq, ..., ey) € N™
) s+m
tels que X" ;e; = s. Donc, le degré de transcendance w (s) = d ( > . Ul
m
1.10.5. Contre-exemple en caractéristique positive. — Lorsque le corps de base est

de caractéristique non nulle, le théoréme d’irréductibilité de Kolchin ci-dessus (théoréme
1.10.1) est faux. Il est facile d’en exhiber un contre-exemple.

Ezxemple 1.10.16. — considérons le polyndéme algébrique irréductible

P=af + a8t b,
de k [z1, 2, x3]. L'idéal I = (P) est un idéal premier de k [x1, z2, z3]. Cependant, I'idéal dif-
férentiel réduit { P}, engendré par P n’est pas un idéal différentiel premier de k{x1, z2,x3}.
En effet, I'idéal différentiel réduit {P} se décompose comme intersection de I'idéal diffé-
rentiel premier (m’f + bt 4 xé’x;;) N [z31] et de l'idéal différentiel premier [z1,z2 + 23]

puisque

oP _ 0P _(  OP o)
8:(}1_83}2_ 8333_ 3.1 2 37

De méme, pour tout entier naturel n, I'idéal différentiel réduit { P, }, engendré par le poly-
noéme algébrique irréductible

P, = (ziwe-zp)’ (n+x1+ - +ay) 2 + - + 2P,
est I'intersection des n idéaux différentiels premiers
[wg, 2+ a2l +al 4+ +a2k] 1<i<n
et de I'idéal différentiel premier
(Po)N[Z11s--- s Tna)

puisque
0P,
al’i

=zi1 (T1ze - 2y)P 1<i<n.
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Exemple 1.10.17. — Soient k un corps de caractéristique 2 et X le parapluie de Whitney
défini par 23 = 2123 dans A3. Le schéma des arcs . (X) tracés sur X est non irréductible
tandis que le schéma de base X est irréductible. En effet, ’ensemble 7! (Xsing) contient
au moins une composante irréductible de .Z (X') puisque le lieu singulier Xgn, de X est la

k-variété algébrique définie dans Ak par
Tr9o = X3 = 0.

La normalisée X de X est isomorphe & Spec (k[u,v]). Le morphisme de normalisation

associe au couple (u,v) le triplet (u2,v,uv) et 'image réciproque Xging de Xgine par le
morphisme de normalisation est définie par

v =0 dans Spec (k[u,v]).

Alors, la restriction du morphisme de normalisation & Xging (Xsing — Xsing) €st purement
inséparable. Par conséquent, un arc tracé sur Xgns ne peut se relever en un arc tracés sur
Xsing. Done £ (X) admet deux composantes irréductibles : 771 (Xging) et 771 (Xyeg)-

1.11. Quelques compléments
Récemment dans larticle [52, Lemme 2.7|, Reguera montre le théoréme suivant :

Théoréme 1.11.1. — Soient X une variété algébrique sur un corps parfait k et £ (X)
le schéma des arcs tracés sur X. Notons Xgng le liew singulier de X. Il existe une corres-
pondance bijective entre les composantes irréductibles de X et celles de £ (X)\ L (Xsing)-

Le théoréme de Reguera (théoréme 1.11.1) est une extension du théoréme d’irréductibi-
lité de Kolchin au cas des corps parfaits (notamment de caractéristique positive). En effet,
l’auteur montre que dans ce cas, I'idéal différentiel réduit {7} engendré par un idéal premier
I de k[z1,...,z,], coincide avec l'idéal différentiel premier ([I] : H{®). Nous fournissons
ci-dessous une preuve en caractéristique nulle.

Démonstration. — Soit P un polynome différentiel de ([I] : H{®). Il existe par définition
un entier naturel N tel que

(H)Y P e [1] C {1},
Comme Hj n’appartient pas a l'idéal différentiel réduit {I} et que ce dernier est premier
d’aprés le théoréme d’irréductibilité de Kolchin, alors on a :

P e{l}.

On sait que
] c (1] = Hf).

{1y =V, : 1)

Comme l'idéal I est premier, le lemme de Rosenfeld (proposition 1.9.9) démontre que I'idéal
différentiel ([I] : H{°) est premier. Donc

Par conséquent

(1] = HF)=(1] : H?).
Ce qui achéve la preuve. O

Remarque 1.11.2. — Dans [52], Reguera utilise un argument différent du lemme de
Rosenfeld pour montrer que I'idéal ([I] : Hf°) est premier.
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Lorsque le corps de base n’est pas un corps parfait, le théoréme de Reguera tel qu’énoncé
est faux comme le montre par exemple le contrexemple suivant de Johannes Nicaise et
Julien Sebag :

Contre-exemple (|46]). — Soient k un corps de caractéritique p positive et a un élément
de k — kP. Soit X I’hypersurface définie dans A% par le polynéme

f=aP +y —a.

L’hypersurface X est irréductible puisque f 'est. Cependant, le schéma des arcs tracés sur
X est non irréductible puisque le sous-ensemble fermé V' (2) = 71 (Xging) contient I'ouvert
non vide D (y1) .

Dans l'article [46, théoréme 3.19], Nicaise et Sebag fournissent la généralisation suivante
du théoréeme de Reguera.

Théoréme 1.11.3. — Soit X une variété algébrique sur un corps k. Il existe une corres-
pondance bijective entre les composantes irréductibles géométriquement réduites de X et les
composantes irréductibles du schéma des arcs tracés sur X qui ne sont pas contenues dans
7'('_1 (Xsing) .

1.12. Une généralisation du théoréme de Ritt-Raudenbush

Soient X une k-variété algébrique et C' un sous-ensemble du schéma des arcs £ (X)
tracés sur X. On dit que C' est une partie constructible de £ (X) s'il existe un entier naturel
m tel que C' soit I'image réciproque par le morphisme de troncation 7, d’un ensemble
constructible S de l'espace des m-jets %, (X) de X. Cette définition correspond a la
définition classique par [27, §8.3|. Dans cette section, nous montrons qu’en caractéristique
nulle, le nombre de composantes irréductibles de la partie constructible C' = F;(lm (S) du
schéma des arcs tracés sur une variété algébrique, est fini. ’

Soit Y une k-variété algébrique. On notera Y;eq le sous-schéma réduit associé a Y.

1.12.1. Comme tout ensemble constructible de £, (X) s’écrit comme une réunion dis-
jointe de sous-variétés, il est facile de se convaincre que 'on peut supposer que C' est une
sous-variété réduite.

1.12.2. Lorsque la variété de base est lisse, ’énoncé est facile & déduire.

Théoréme 1.12.1. — Soient X une k-variété algébrique lisse et m un entier naturel quel-
conque. Soit S une sous-variété intégre de Ly, (X). Posons C =y’ (S),.q. Alors C est
intégre.

Démonstration. — La k-variété X étant lisse, les morphismes de troncation mx ., sont sur-
jectifs et ouverts. Alors, d’aprés le lemme 1.10.5, comme la sous-variété S est irréductible,
I'image réciproque W)_(lm (S) de S par le morphisme de troncation my ,, l'est aussi et le
théoréme est clair. O

Corollaire 1.12.2. — Soient X une k-variété algébrique lisse et m un entier naturel quel-
conque. Soit S une sous-variété propre réduite de %, (X). La décomposition irréductibles
de my} () est induite par celle de S.
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Démonstration. — Soient (S;);_; les composantes irréductibles de la sous-variété S. D’apreés
le théoreme 1.12.1, pour tout 4, 'ensemble W;(lm (S;i) est un fermé irréductible de w}}m (S).
Reste alors & montrer que

7rX L (S) €y , 1 #£ g
Supposons qu’on ait :
(8) T (S0) S 7, (), i # 4.
Le morphisme de troncation my ,, étant surjectif, en composant (8) par mx ,,, on obtient :
S; € 5j.
Ce qui est impossible par hypothése. Alors,
Tt (80 € 7t (5)), 1
La décomposition en composantes irréductibles de F)_(m (S) est induite par celle de S
puisque w}}m (S) = ?le;(}m (S;) avec 7T;(71m (Si) € W;(lm (S;) pour i # j. O

1.12.3. Soit X une k-varié¢té. Nous notons Xgine 1'unique sous-schéma réduit de X formé
des points singuliers de X. Dans le cas général nous avons le résultat suivant :

Théoréme 1.12.3. — Soit m un entier naturel. Sotent X une k-variété algébrique réduite
et S une sous-variété réduite de l’espace des m-jets £, (X) de X. Supposons que le couple
(X, Xsing) admette une résolution plongée des singularités. Le nombre de composantes ir-
réductibles de W)_(,lm (5),eq €St fini.

Démonstration. — Soit f : Y — X une résolution des singularités de X. Soient
fm o L (V) — L (X)
le morphisme induit par f sur les espaces de jets et
foo 0+ L(Y) — Z(X)

celui induit par f sur les schémas des arcs. L’image réciproque f,,! (S) de S par f,, est
une sous-variété de %, (Y'). Nous avons par la commutativité du diagramme suivant :

L (V) 22 2, (X)
OY,mi 9X m
y— 1 x

la relation :
fod ( Xm(S)> =7y (f' (5)) -

D’aprés la proposition B.4.8, le morphisme fo, induit une bijection de . (Y)\ fo! (£ (Xsing))
dans 2 (X) \ £ (Xging). Tous les points génériques des composantes irréductibles de
7TXm( )\ -Z (Xsing) se relévent alors de facon unique en points génériques des compo-

santes irréductibles de f! (7r)_(lm (S)) Comme Y est lisse, ces derniéres sont en nombre
fini.
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Une induction noethérienne sur la dimension de X permet de montrer que le nombre de
composantes irréductibles de 73! (S) N %2 (Xging) est fini et donc de conclure. En effet,
si X est de dimension nulle, alors il consiste en un ensemble fini de point. Le schéma des
arcs .Z (X) tracés sur X est dans ce cas isomorphe & X d’aprés la proposition B.3.5 et le
théoréme est trivial.

Si la dimension de X est non nulle, supposons le théoréme vrai pour toute variété Y
telle que

dim (V) < dim (X).
Montrons que le théoréme reste vrai pour X. A cet effet, nous pouvons remarquer que

Txm (8) ML (Xaing) = w;(;ng,m (SN Zm (Xsing)) -

En effet, un point = appartient a W;(slmg,m (SN2, (Xsing)) si et seulement si z appartient
a Z (Xsing) €t mx m (x) appartient & SN2, (Xsing) - Ce qui équivaut au fait que le point
appartienne & 3! (S)N-Z (Xsing) - Alors, par hypothése d’induction 75" (S)N.ZL (Xsing)
a un nombre fini de composantes irréductibles puisque la dimension du lieu singulier Xging
de X est strictement inférieure & celle de X. D’ou le théoréme. ]

Remarque 1.12.4. — La preuve ci-dessus reprend l'idée générale développée par Nash
dans la preuve de la proposition 1 de [44].
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CHAPITRE 2

MODULE DES DERIVATIONS SUR UNE COURBE

La problématique principale de ce chapitre est de décrire un systéme minimal explicite
de générateurs du module des dérivations d’une courbe algébrique affine plane définie sur
un corps de caractéristique nulle. Aprés une présentation des outils utilisés et une étude
générale de la situation, nous fournissons une méthode de calcul explicite d’un tel systéme
dans les cas particuliers suivants :

1. Le cas d’une courbe algébrique affine plane définie par un polynéme & deux variables
de degré inférieur ou égal & 2 en 'une des variables;

2. Le cas d’une courbe algébrique affine plane définie par un polyndéme quasi-homogéne.

Notre méthode reste valable pour d’autres classes de polynémes (voir sous-section 2.5.10).
La sous-section 2.5.6 présente les limites de la méthode envisagée.

Soit n un entier naturel. Dans ce chapitre, sauf mention spéciale, la lettre k désignera un
corps de caractéristique nulle et k [z1, ..., x,] 'anneau des polynémes en n indéterminées a
coefficients dans k. Pour tout i € {1,...,n}, on notera par d;, la dérivée partielle premiére
par rapport & la variable x;.

2.1. Bases de Grobner

La notion de base de Grobner a été introduite dans les années 1960, indépendamment
par Heisuke Hironaka et Bruno Buchberger. Le nom « base de Grobner » est celui du
directeur de thése Wolfgang Grobner de Buchberger. En permettant de ramener ’étude
des idéaux polynomiaux & celle des idéaux monomiaux, les bases de Grobner constituent
un puissant outil algorithmique pour la résolution des problémes tels que ’appartenance
a un idéal, la résolution des systémes d’équations polynomiales et d’équations implicites
d’un lieu géométrique donné par un paramétrage. Cette section est consacrée au rappel
de quelques résultats relatifs & la notion de base de Groébner d’un idéal. Pour un exposé
détaillé sur cette derniére, nous renvoyons a [47].

2.1.1. Un monoéme dans k[x1,...,2z,] est un polyndéme produit d’indéterminées; autre-
ment dit, un polynéme de k [z1, . .., z,] dont un seul coefficient est non nul et égal a ['unité.
On appelle terme, le produit d’'un mondéme par un scalaire.

Soit @ = (a1, ...,a,) un élément de N". Notons 2% le monoéme z{* ---z%». Un ordre mo-
nomial dans k[z1,...,x,] est une relation d’ordre total sur I’ensemble des mondmes telle
que pour tous monodmes z%, ¥ et ¢ on ait :

2% < 2% et 2¢ > 1 implique 2%2¢ < 2°2°.



Ezxzemple 2.1.1 (Ordre lexicographique). — Soient o = (v, ..., ) et = (B1,...,0n)
deux vecteurs de N”. On dit que z® est supérieur a 2 et on note z® > z? relativement a
Iordre lexicographique si le premier coefficient non nul du vecteur o — 3 est positif.

2.1.2. Soit f = Yaa,x® un polynéme non nul de k [z1,...,z,]. Fixons sur k[z1,..., ;]
un ordre monomial. On appelle monéme dominant (ou mondéme de téte) de f, le plus
grand monome (suivant 1'ordre monomial fixé) effectivement présent dans ’expression du
polynéme f. Le coefficient dominant (ou coefficient de téte) de f est le coefficient du
mondme dominant de f. Enfin, on appelle terme dominant (ou terme de téte) du polynéme
f, le produit de son coefficient dominant par son monéme dominant.

Exemple 2.1.2. — Munissons k [z,y, z] de Pordre lexicographique. Soit f = 2233z +
2322 + 22° un polynome de k[z,y, z]. Le monéme dominant du polynoéme f est z°, son
coefficient dominant est 2 et son terme dominant est 2z°.

Nous pouvons remarquer que la notion de monéme dominant (par ricochet celle de co-
efficient et de terme dominant) dépend de l'ordre monomial fixé. Dans toute la suite de
ce chapitre, sauf mention spéciale, les mondémes seront ordonnés suivant ’ordre lexicogra-
phique.

2.1.3. Unidéal I de ’anneau des polynémes en n indéterminées k [x1, ..., x,]  coefficients
dans k est dit monomial sl est engendré par les monomes de k [z1, ..., zy,].

Lemme 2.1.3 (Dickson). — Soit n un entier naturel non nul. Tout idéal monomial de
klx1,...,x,] est engendré par un nombre fini d’éléments.

Le lemme de Dickson (lemme 2.1.3) assure le caractére noethérien de l’ensemble des
idéaux monomiaux de k [z1, ..., 2,] ordonné par 'inclusion.

Proposition 2.1.4. — Soient n un entier naturel non nul et I un idéal non nul de
klxi,...,2,]. Soit f un polynome de I. On note TD (f) le terme dominant du polynéme f.
Si on pose TD (I) = {cx®|il existe un polynome f appartenant a I tel que TD (f) = ca®},
alors on a les assertions suivantes :

1. L’idéal (TD (1)), engendré par TD (I), est un idéal monomial;
2. Il eziste des polynomes g1, ...,gs dans I tels que (TD (1)) = (TD(¢1),...,TD(gs)).

Démonstration. — 1. Soit g un polyndéme non nul de I'idéal I. L’idéal monomial engendré
par le monéme dominant MD (g) de g coincide avec celui engendré par son terme domi-
nant TD (g). Notons(MD (7)) I'idéal monomial engendré par les monémes dominants des
éléments de I. On a :
(TD (1)) = (MD (I}).

Ce qui montre le premier point.

2. L’idéal (TD (I)) est un idéal monomial d’aprés la premiére assertion. Le lemme de
Dickson (lemme 2.1.3) assure alors I'existence d’un nombre fini de polynémes g, ..., gs de
I tels que 'idéal (TD (1)) soit engendré par les MD (g;). D’ou :

(TD (1)) = (TD (1) , - -, TD (gs))

puisque

(MD (g1) ;- --,MD (gs5)) = (TD (g1) , ..., TD (gs)) -
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2.1.4. Soit I un idéal de k[z1,...,x,]. Pour un ordre monomial fixé, un sous-ensemble
fini G de l’idéal I est appelé base de Grébner de I si et seulement si I'idéal engendré par les
termes dominants des éléments de GG coincide avec celui engendré par les termes dominants
des éléments de 1.

2.1.5. Il n’est a priori pas clair d’aprés la définition d'une base de Grobner d’un idéal
qu’elle existe. Le théoréme 2.1.5 ci-dessous donne une preuve de ce fait.

Théoréme 2.1.5. — Soit n un entier naturel non nul. Tout idéal non nul I de l'anneau
des polynéomes en n indéterminées o coefficients dans k admet une base de Grébner.

Démonstration. — D’aprés la proposition 2.1.4, il existe des polynémes g1, ..., gs dans [
tels que (TD (1)) = (TD (g1),...,TD (gs)). Soient f un polynéme de I et r un reste de la
division de f par les g;. Le polyndéme r est tel qu’aucun terme dominant des polynomes g;
ne divise le terme dominant de r. Supposons que le polynéme r soit non nul. On a :

r=f—agi+--+asgs.

Par conséquent, le polyndéme r appartient & I et le terme dominant de r appartient a
I'idéal (TD (1)) qui, lui, coincide avec I'idéal (TD(g1),...,TD(gs)). On aboutit a une
contradiction. Donc le polyndéme r est nul et les polyndémes g; engendrent 1'idéal I. Par

construction des polynoémes g;, le sous-ensemble G = (g1, ..., gs) est une base de Grobner
de I. O
Remarque 2.1.6. — La preuve du théoréme 2.1.5 montre qu'une base de Grébner d’un

idéal I est une base de I.

2.1.6. On dispose de plusieurs algorithmes pour construire une base de Grobner d’un
idéal. Le premier et le plus connu est [’algorithme de Buchberger. Nous renvoyons a [47,
chapitre 2] pour plus de détails concernant cet algorithme.

Proposition 2.1.7. — Soient f un polynome de k [x1, ..., x| et I un idéal de ce dernier.
Soit G une base de Grobner de I. Il existe un unique polynome r de k[x1, ..., x| tel que :

1. Aucun mondme de r ne soit divisible par le terme dominant d’un élément de G.

2. Le polynome f — r appartienne a l’idéal I.

2.1.7. Le polynoéme r de la proposition 2.1.7 est appelé le reste du polynéme f par la
base de Grébner G de 'idéal I. Une base de Grobner permet donc de résoudre le probléme
d’unicité du reste d’un polynéme par rapport & un ensemble. Cependant, par définition
d’une base de Grobner, il n’y a pas unicité des bases de Grébner d’un idéal. En effet, pour
tout idéal I C k[x1,...,zy], si G est une base de Grobner de I, alors on construit une
nouvelle base de Grobner de I en ajoutant & G' un nombre fini de polynémes de I. Cela
est simplement di au fait qu’'une partie finie d’un idéal qui contient une base de Grobner
est une base de Grobner. Pour résoudre le probléme de non-unicité des bases de Grobner
on introduit la terminologie suivante :

Définition 2.1.8. — Soit I un idéal de k [z1,...,z,]. Soit G une base de Grobner de I.
On dit que G est une base de Grobner réduite de I si et seulement si les deux conditions
suivantes sont satisfaites :

1. Le coeflicient dominant de tout polynéme g de G est égal a4 1;

2. Aucun monome d’'un polynéme g de G n’appartient a 'idéal (TD (G — {g})).
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Théoréme 2.1.9. — Tout idéal I de k[x1,...,x,] posséde une unique base de Grobner
réduite.

Démonstration. — Commengons par montrer ’existence. Soit G une base de Grobner de
I telle que le coefficient dominant de tout polynéme g de G soit égal a 1. Notre objectif
est de modifier G de fagon a obtenir une base de Grébner qui satisfasse aux conditions
du théoréme. On commence par enlever de G tout polynéme dont le monéme dominant
est divisible par celui d’un autre polynéome de G. L’ensemble G; obtenu est une base de
Grobner de I puisque pour tout élément minimal (au sens de la division) w de l'idéal
(TD (G)), on ne garde qu’'un unique polynéme g de G tel que :

TD (9) = w.
Pour tout polynéme g € G, on note g le reste du polynéme g — TD (g) par G; et
G2 ={TD(g9)+9g | g€ Gi}.

L’ensemble G5 est encore une base de Grobner de I puisque les termes dominants des
polynomes de G et de G2 sont identiques et le polynéme TD (g) 4+ g appartient a I'idéal 1.
Il est clair par construction qu’aucun monéme du polynéme TD (g)+¢g n’appartient a 'idéal
(TD (G2 —{TD (g) + g})). Par conséquent, ’ensemble G2 est une base de Grobner réduite
de l'idéal I. Ceci étant, il reste & montrer 'unicité. Supposons que G et H soient deux
bases de Grobner réduites de I. L’ensemble {TD (¢) |¢ € G} (comme {TD (h)|h € H})
est l'ensemble des éléments minimaux (au sens de la division) de l’ensemble des termes
dominants de l'idéal I. Soient g et h deux polynémes appartenant respectivement & G et
a H tels que :

TD (g) = TD (h).

Le polynéme g — h est égal a son reste r par G. Comme g — h appartient a l'idéal I, le

polynéme r est nul. Ainsi, on a : g — h = 0. Ce qui achéve la preuve. ]
2.1.8. Soient n un entier naturel non nul et I un idéal de k[z1,...,z,]. Pour tout j €
{1,...,n}, on appelle j™¢ idéal d’élimination de I et on note I;, Vidéal de k [zj41, ..., 2n)
défini par

I; :Iﬂk[xj+1,...,$n].
Théoréeme 2.1.10 (Théoréme d’élimination). — Soient I un idéal de k [x1,...,x,] et

G une base de Grobner de I. Pour tout j € {0,...,n}, l’ensemble

Gj:Gﬁk[xjH,...,xn]

est une base de Grobner du j°™¢ idéal d’élimination I; de I.

Démonstration. — Voir |47, Théoréme 2, page 113|. O
2.1.9. Soient k un corps algébriqguement clos et I un idéal de k[x1,...,zy]. On dit que
l'idéal I est de dimension zéro si la variété algébrique affine Spec (k [z1,...,2z,] /I) définie
par I dans A} est de dimension zéro. Géométriquement, la variété Spec (k [x1,...,2,] /1)

consiste en un nombre fini de points.

Le théoréme 2.1.11 ci-dessous fournit une caractérisation des idéaux de dimension zéro.
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Théoréme 2.1.11. — Soient k un corps algébriquement clos et I un idéal de k [x1, ..., xy).
Soit G une base de Gréobner de I. L’idéal I est de dimension zéro si et seulement si pour

touti € {1,...,n}, il existe un élément de G dont le terme dominant est une pure puissance
de x;.

Démonstration. — Soit X la variété algébrique affine définie par 1'idéal I. Supposons que
X soit un ensemble de s points pi,...,ps. Nous identifions pour tout ¢ € {1,...,s} la
donnée de p; et celle du n-uplet (ai;, ..., an;). Soit f; le polynéme en la variable z; donné
par :

S
Ji= H (w5 — aji) .
j=1
Le polynéme f; s’annule en tout point de X. Alors, d’aprés le théoréme des zéros de Hilbert,
il existe un entier naturel non nul m tel que :

fit el

Par définition d’une base de Grébner, il existe un polyndéme g; dans G tel que le terme
dominant de g; divise celui de f]™ (c’est-a-dire ™). Par conséquent, le terme dominant
de g; est une pure puissance de x;.

Supposons maintenant que pour tout j € {1,...,n}, il existe un élément g; dans la base
de Grobner G de I'idéal I dont le terme dominant est une pure puissance de x;. Soit n; le
degré en x; du polynéme g;. Posons

A= Z k-aft - axpm.

a; <n;

L’espace vectoriel A est un k-espace vectoriel de dimension finie. L’application
o A—klxy,...,zn] /1,

qui & x5 associe sa classe dans k[z1,...,x,] /I, est une application k-linéaire surjective
d’espaces vectoriels puisque tout polyndéme h appartient a la méme classe que son reste
aprés division par les g; pour tout j € {1,...,n}. Ainsi, 'anneau quotient k [z1,...,z,] /I

est un espace vectoriel de dimension fini. L’idéal I est donc de dimension zéro. O

Remarque 2.1.12. — Le théoréme 2.1.11 ci-dessus reste vrai lorsque le corps de base k
n’est pas supposé algébriquement clos. Patrizia Gianni, Barry Trager, et Gail Zacharias
établissent ce fait dans [48, proposition 5.2].

2.2. Théoréme de Buchsbaum-Eisenbud

Soit A un anneau. Le théoréme de Hilbert-Burch examine sous quelles conditions le
module des syzygies pour un systéme de m générateurs d’un idéal I est de rang m — 1. On
a dans ce cas une suite exacte :

0— A™ 1 22 Am Zh 4 5 AJT — 0.

Aprés & un bref rappel de la notion de syzygies et de résolution d’'un module, nous énon-
cons et démontrons le théoréme de Hilbert-Burch et présentons une généralisation de ce
dernier : le théoréme de Buchsbaum-Eisenbud. Pour cette section, le livre |21] constitue
une bonne référence.
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2.2.1. Soit A un anneau et M un module de type fini sur A. Soit (f1,..., fin) une famille
génératrice de M. Le module des relations entre les générateurs de M ou encore le premier
module des syzygies de M, noté Syz (M), est ’ensemble des éléments (o, ..., ap,) de A™
tels que :

arfi 4+ Qo = 0.

Le premier module des syzygies de M est, comme son nom l'indique, un module sur A. On
obtient le second module des syzygies Syz> (M) de M en calculant le premier module des
syzygies de Syz (M) (Syz® (M) = Syz (Syz (M))). En itérant ce procédé, on calcule le n
module des syzygies de M en considérant les relations entre les générateurs du (n — 1)iéme

ieme
module des syzygies de M.

2.2.2. Rappelons quelques terminologies et résultats d’algébre commutative.

Définition 2.2.1. — Soit A un anneau. Une suite de morphismes de A-modules

) i
_>MH_1&>MZZ_§MZ_1_>

est un complexe de A-modules, si la composition de deux morphismes consécutifs est le
morphisme nul, ¢’est-a-dire ¢;_1 0 ¢; = 0 pour tout i. De maniére équivalente, cette condi-
tion signifie que 'image du morphisme ¢; est incluse dans le noyau du morphisme ;1. Le
complexe est dit exact si le noyau du morphisme ¢;_; coincide avec I'image du morphisme
Vi, i.€.

Ker (p;—1) = Im (p;) pour tout i.
Ezxemple 2.2.2. — Soient A un anneau et z un élément de A. La suite

0— A5 A—0,

ol -x désigne la multiplication par x dans A, est un complexe de A-modules, qui n’est pas
nécessairement exact.

Définition 2.2.3. — Soient A un anneau et M un A-module. Une résolution de M est

un complexe exact de A-modules de la forme :
oo — My 22 My 25 My 2% M — 0.

S’il existe un entier naturel n tel que M; = 0 pour tout entier ¢ supérieur & n et M, non
nul, alors la résolution est dite finie de longueur n. Lorsque tous les M; sont des A-modules
libres, la résolution est dite libre.

Théoréeme 2.2.4 (|20]). — Soit A un anneau. Tout A-module M posséde une résolution
libre.
Démonstration. — En effet, on peut choisir un A-module libre My et appliquer par un

morphisme g les générateurs de My sur ceux de M. Le morphisme (g ainsi construit est
surjectif et d’aprés le premier théoréme d’isomorphisme, les A-modules My/Ker (¢g) et
M sont isomorphes. Si Ker (¢g) est non nul, on choisit un A-module libre M; de méme
rang que Ker (¢g) et on applique par un morphisme ¢; les générateurs de M; sur ceux de
Ker (pg). En continuant ainsi, on construit une résolution libre de M. O
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2.2.3. En 1890, dans [31], David Hilbert a montré le théoréme 2.2.5 (actuellement connu
sous le nom de théoréme de Hilbert-Burch) pour les idéaux homogénes de codimension 2
dans 'anneau des polynoémes en guise d’exemple de résolution libre. La preuve compléte
est due a Lindsay Burch en 1968 dans [8|.

Nous énongons le théoréme de Hilbert-Burch tel que présenté dans |21, théoréme 20.15].

Théoréeme 2.2.5 (Hilbert-Burch). — Soient A un anneau noethérien et I un idéal de
A. Sl existe un entier naturel non nul m tel que l’anneau quotient A/I posséde une réso-
lution libre de la forme

00— F 2B 25 A— AT —0

avec Fy isomorphe a A™, alors le A-module Fy est isomorphe & A™ 1. En outre, il existe
un élément inversible a dans A tel que 'idéal I,,—1 (p2) engendré par les déterminants des
mineurs de taille m — 1 de la matrice de o vérifie

I= a[m_1 ((,02) .

Théoréme de Hilbert-Burch. — Choisissons une base pour Fj et Fy. Pour tout i € {1,...,m},
notons d; le mineur d’ordre m — 1 obtenu en supprimant la i?*™¢ ligne dans la matrice de
2. Soit ¢ l'application de F} dans A dont la matrice est donnée par :

(di - dp) .

La composée p o o est nulle puisque chaque composante de sa matrice est le déterminant
de la matrice carrée d’ordre m obtenue en répétant une colonne de la matrice de 9. Notons
Hom (—, A) par —*. La suite

P e P2
0 A F; F

est un complexe exact. L’'image de I'application ¢7 étant incluse dans le noyau de 3, il
existe une application a : A — A telle que le diagramme

0 zj Fy 125
Sa* N %0* N
0 A Fy > Fy

soit commutatif. Comme ’application a est une application de A dans lui-méme, elle est
définie comme la multiplication par un élément de A que nous notons a. La commutativité
du diagramme implique que :

Y1 = ap.
Par conséquent,
I =al,1(p2).
L’idéal I étant inclus dans (a), I'élément a de A n’est pas un diviseur de zéro. O

Le théoréme 2.2.6 (|21, théoréme 20.9]) ci-dessous est une généralisation du théoréme
de Hilbert-Burch.

Théoréeme 2.2.6 (Buchsbaum-Eisenbud). — Soit A un anneau noethérien. Si un com-
plexe de A-modules libres de la forme

0— Fp 2% Fpy — - F 2 B 25 Ry
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est exact, alors

rang (p;+1) + rang (¢;) = rang (F;), Vi.

2.3. Rang du module de dérivation

On appelle rang du module des dérivations d’une algébre de type fini, le nombre de
dérivations dans une famille génératrice minimale. Soit f un polynéme non constant de
k[z,y]. Posons A = k[z,y] /(f). Nous montrons dans cette sous-section que le module des
k-dérivations de A est de rang au plus 2.

Proposition 2.3.1. — Soit A une k-algébre de type fini et I un idéal de k[x1,...,xy,] tel
que A =klz1,...,x,) /1. L'application A-linéaire

¢ : {0 €Dery (k[x1,...,2,]) |0 (I) C I} — Dery (4),

définie par ¢ (0) (z;) = d (x;), est surjective de noyau IDery, (k[z1,. .., %)) . En particulier,
le morphisme @ induit un isomorphisme de A-modules :
{6 € Dery, (k[x1,...,z5]) |0 (L) C I}

IDery (k[x1,...,2y]) ~ Derg (4).

Nous rappelons que pour un idéal I de k[z1,...,z,], on note IDery (k[z1,...,x,]) le
sous-module de Dery, (k [x1,...,zy]) engendré par les éléments de la forme
9i0z, 5 9i € 1.
Démonstration. — Soit 6 une k-dérivation de A. On note o; un relévement dans k [T1,. .., 2n]
de 0 (z;) . Soit & la k-dérivation de k [x1, ..., ,] donnée par

(5(%1'):0'1', 1§2§n
En vertu du lemme A.0.8, on vérifie aisément que

¢ (0) = 0.
Posons M = {0 € Dery (k[z1,...,2,])|0(I) C I}. L’application ¢ est une application
A-linéaire. En effet, pour toute dérivation J et v de M et pour tout élément a € A, on a :

p(0+ay)(z:i) = (0+ay) (@)

= (@) +ay (z:)
0 (i) + ary (i)

= ¢ (0) (i) +ap (v) ()

= () +ap(7)) (i)
Pour finir, montrons que le noyau Ker (¢) du morphisme ¢ est égal a IDery, (k [z1,...,zy]).
Soit 0 dans {6 € Dery (k[z1,...,24)) |0 (I) C I}. D’aprés la remarque A.0.9, il existe g;
dans k [z1,...,x,] tels que

8= giOx,.

Par conséquent, ¢ (x;) = g;. La k-dérivation ¢ appartient a Ker () si et seulement si

5(xi):giEI.

Donc
Ker (¢) = IDery, (k[z1,...,2n]) -
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Remarque 2.3.2. — Soit A une k-algébre de type fini. La proposition 2.3.1 ci-dessus
montre que le A-module des k-dérivations de A est un A-module de type fini puisque

Dery, (k [z1,...,xy,)) est de type fini sur k [x1, ..., z,].
Définition 2.3.3. — Considérons les notations de la proposition 2.3.1. On appellera
relevement dans Dery (k[x1,...,2,]) d'une k-dérivation § de A une k-dérivation § de

Dery, (k[x1,...,zy]) telle que :
¢ (9) = 9.

Théoréeme 2.3.4. — Soit f un polynéme non constant de k [z,y]. Posons A =k [x,y] /(f).
Un systéme minimal de générateurs du module des k-dérivations de A est constitué d’au
plus deux dérivations.

Démonstration. — Soit 896]2 ) . klz,y]> — [z,y] lapplication qui au triplet
(a,b, ¢) associe le polynome %ff(?bam (f) + 0y (f) de k[, y]. Soit
f
9 (f)
B N el — ) /4500 (9,0, ()

00— Fp— - —F — klz,y

une résolution libre de k [z, y] / (f, 0z (f),0y (f)). D’aprés le théoréme 2.2.6 (le théoréme
de Buchsbaum-Eisenbud) le module libre Fj est de rang 2. Par conséquent, le premier

module Ker az{f) des syzygies de (f, 0, (f),0y (f)) est de rang au plus 2 puisqu'il
9y (f)
f
existe une surjection de Fy dans Ker | 9, (f)
9y (f)

L’énoncé découle alors du fait que le module des k-dérivations de A est isomorphe au
quotient du premier module des syzygies de 'idéal (f, 0, (f), 0y (f)) par (f) (proposition
2.3.1). O

2.4. Module des dérivations d’une courbe algébrique affine

Une courbe algébrique affine sur k est un schéma affine séparé, de type fini, de dimension
1 sur k. Le module des k-dérivations d’une courbe algébrique affine X est le module des
k-dérivations de 'anneau des fonctions réguliéres sur X. La proposition 2.3.1 montre que le
module des dérivations d’une courbe algébrique affine (d’une variété affine d’'une maniére
générale) sur un corps de caractéristique nulle est de type fini. Dans le cas des courbes
planes, le théoréme 2.3.4 démontre que le rang du module des dérivations est au plus 2.

2.4.1. Dérivation réduite. — Posons A = k[zy,...,z,]. Soit
n
5= a0, a;i € A
i=1
une k-dérivation de A.
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Définition 2.4.1. — La dérivation ¢ est réduite si les polynémes a; sont premiers entre-
eux. On appelle k-dérivation réduite associée a une k-dérivation § de A, la k-dérivation
réduite & de A telle que :

§=ad, ac A\ k.

Remarque 2.4.2. — Si 0 est une k-dérivation réduite de A, alors § est identique & la
k-dérivation réduite de A associée & 4.

Ezxemple 2.4.3. — 1. Soit §
dérivation réduite 0 de k[z,y

= 2y0; + = (v — y) 0y une k-dérivation de k[z,y|. La
]
5= YO0y + (x — y) Oy.

associée a J est définie par :

2. Considérons la k-dérivation § = 3yz?9, + 22y%9, de k[x,y]. La dérivation réduite 5
associée a d est donnée par :

§ = 320, + 2y0,.

2.4.2. Dérivation naturelle et dérivation exceptionnelle. — Nous définissons les
différentes classes de dérivations sur une courbe algébrique affine puis montrons des condi-
tions nécessaires et suffisantes pour les caractériser.

Définition 2.4.4. — Soit X une courbe algébrique affine définie par un polynéme f de
k [z,y] dans AZ. Soit A = k [z,y] /(f) Panneau des fonctions réguliéres sur X. La dérivation
naturelle réduite de X, notée 6&,, est I'image dans Dery (A) de la k-dérivation réduite
associée a la dérivation
‘ 9 (f) 9y (f)
Oz Oy

de k [z,y]. On appelle dérivation naturelle de X, toute k-dérivation obtenue par multipli-

' — 0, (f)0u+ 01 ()0

cation de la dérivation naturelle réduite de X par un polynéme non nul de A.

Nous fournissons ci-dessous un code SAGE permettant de calculer les coefficients de la
dérivation naturelle réduite J,, pour tout polynéme f de k [z, y].

Start
A.<x,y>=PolynomialRing(QQ)

def delta_n(f):
fx = f.derivative(x)
fy= f.derivative(y)
g=fx.gcd(fy)
f_x=fx/g
f_y=fy/g
return f_x,f_y

End

Exemple 2.4.5. — 1. Soit X la courbe algébrique affine définie dans Ai par le poly-
nome f = y32% + 22 + y. La k-dérivation § = — (3y2:r3 + 1) Oy + (3y3x2 + 2:17) Oy de
k [z, y] est une dérivation naturelle de X.
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2. Soit X la courbe algébrique affine définie par le polynéme f = zy de k [z, y] dans A3.
La k-dérivation 6 = —x0, + y0, est une dérivation naturelle de X.

Définition 2.4.6. — En reprenant les notations de la définition 2.4.4, on appelle dériva-
tion exceptionnelle de X, toute k-dérivation de X qui n’est pas une dérivation naturelle de
X.

Ezxzemple 2.4.7. — 1. Soit X la courbe algébrique affine définie dans Az par le poly-
noéme f = x3 — y?. La k-dérivation § = 220, + 3yd, de k [z, y] est une k-dérivation
exceptionnelle de X.

2. Soit X la courbe algébrique affine définie par le polynéme f = xy de k [z, y] dans Az.
La k-dérivation § = x0, est une dérivation exceptionnelle de X.

Les propositions (proposition 2.4.8 et proposition 2.4.10) ci-aprés caractérisent les déri-
vations naturelles d’une courbe algébrique affine plane.

Proposition 2.4.8. — Soit f un polynéme non constant de k [x,y]. Posons A =k [x,y] /f.
Le sous-ensemble du A-module Dery (A) des k-dérivations de A formé par les k-dérivations
0 pour lesquelles il existe un relevement § dans Dery (k [z, y]) vérifiant :

5(f) =0,

est le sous-A-module de Dery (A) engendré par la dérivation naturelle réduite 0, de A.

Démonstration. — En effet, soit 6 une k-dérivation de A admettant un relévement § dans
Dery, (k [x,y]) vérifiant :

5(f)=0.
D’apreés le lemme A.0.8, il existe deux polyndmes « et 3 de k [z, y] tels que ¢ s’écrive sous
la forme :

d = ady + [Oy.

Par hypothése, nous avons :

(9) ady (f) + B0y (f) = 0 dans k [z, y] .

De méme, par définition de la dérivation naturelle réduite §,, de A, il existe deux polynémes
premiers entre eux a et b dans k [z, y] tels que : 0, = ad, + b0, avec

(10) a0y (f) + b0y (f) =0 dans k [z,y].
Comme le polynéme f est non constant, on a :
0y () # 0 ou 9, (f) #0.

Les relations (9) et (10) forment un systéme de deux équations & deux inconnues & coeffi-
cients dans k (z,y) dont au moins 1'un des deux coefficients n’est pas nul. L’ensemble des
solutions est un k (x, y)-espace vectoriel de dimension 1. Donc

a B
ab‘_o.

Ceci équivaut a :
ab = Ba.
Le résultat annoncé découle alors du fait qu’il existe un polynome ¢ dans k [z, y| tel que
a = ga et B = gb,

puisque les polynémes a et b sont premiers entre eux.
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Réciproquement, soit § une k-dérivation appartenant a Ad,. Il existe un polynéme g
dans A tel que :

6 =Gop.
Soit g un représentant de g dans k[z,y]. Le relévement § = gd,, de & dans Dery (k [x,7])
est tel que

5(f)=o.

Ce qui achéve la preuve. O

Remarque 2.4.9. — La proposition 2.4.8 n’est pas vraie en dimension supérieure & 2. En
effet, soient f (x,v,2) = 22 + y? + 22 un polynome de k[z,y, 2] et A = k[x,y,2] /{(f). La
k-dérivation 6 = y0, — y0, + (x — z) 0y de k [z, v, 2] vérifie 6 (f) = 0. Cependant, I'image
de 6 dans le A-module Dery, (A) des k-dérivations de A n’appartient pas au sous-A-module
de Dery (A) engendré par une des trois dérivations naturelles réduites

0 =y — 20y, by = 20: — 20y et 0 = 20y — yds.

Proposition 2.4.10. — Soit f un polynome réduit non constant de k [x,y]. Posons A =
klz,y] /{f). Le sous-module du A-module des k-dérivations de A, engendré par la dérivation
naturelle réduite, est l'image dans Dery, (A) de l’ensemble des k-dérivations 6 = a0, + b0y
de k[z,y] satisfaisant & la condition

0(f)elf) et bel=(fd(f))-

Démonstration. — Soit & un relévement dans Dery, (k [z,y]) d'une dérivation § appartenant
au sous-module de Dery (A) engendré par la dérivation naturelle réduite d,. Si 'on pose
0 = ad, + b0y, alors la condition & = o, implique la relation suivante :

b= ad; (f)mod(f).
Par conséquent, le polynoéme b appartient a 'idéal I = (f, 0, (f)).

Réciproquement, supposons que § = ady + b0y soit une k-dérivation de k [z, y] telle que

6(f) € (f) et bel=(f:(f))-
Posons b = Bf + ad, (f). On a
0 = aldy + bo,

= a0y + Bf0y + 0. (f) 0y
= adp+ (a+ady (f))0r + BfOy.

En appliquant, la k-dérivation § au polynéme f on obtient :

6 (f) = adn (f) + (a+ady (f)) 0c (f) + BfOy (f) = cf, ou c€klz,y].

Alors f divise le polynome (a + ady (f)) 0, (f). Par hypotheése, les polynomes f et 0, (f)
n’ont pas de facteurs communs. Donc f divise a + ad, (f). Si on pose a + a0y (f) =
Pf, on Pe€klz,y],ona

d = ad, + f(POy + B0y) .
Ainsi, la k-dérivation induite par ¢ sur A appartient au sous-module de Dery (A) engendré
par la dérivation naturelle réduite. ]

2.4.3. Dérivation résultante. — Aprés un rappel précisant la notion de résultant de
polynomes en plusieurs variables et quelques propriétés que nous utiliserons, nous étudions
une famille de dérivations introduite par Olivier Ripoll (voir [53]).
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2.4.8.1. Soient f et g deux polynomes de k [z1, ..., x,] de degré strictement positif en ;.
Posons :

f:a0$‘f+a1x‘1i71+---+ad et g:box‘{—l—blxi*l—l—---—l—bs, a; et b; € klxa,...,xy]

avec ag et bg non nuls. La matrice de Sylvester de f et g en x1 est la matrice carrée d’ordre
(d + s) suivante :

ao 0 - 0 bo 0o .- 0

aq ag - : b1 bo :

a9 ar - 0 by .0
ao : : bo
a by

ag—1 bs—1

ag  aq—1 bs  bs1

0 ag 0 bs

0 0 0 0

: : Coag-1 : bs_1
0 0 aq 0 0 bs

Le résultant en 21 des polynomes f et g, noté Res (f, g, x1), est le déterminant de la matrice
de Sylvester de f et g en x1. Nous renvoyons a [47]| pour un exposé détaillé sur la notion
de résultant.

2.4.3.2. Précisons deux propriétés du résultant dont nous ferons usage dans la suite de
notre travail (|47, proposition 1, page 158]).

Proposition 2.4.11. — Soient f et g deux polynoémes de k [x1,x2,...,x,] de degré non
nul en x1. On a les assertions suivantes :

1. Le résultant Res (f,g,xz1) de f et g en x1 appartient au premier idéal d’élimination
(fyg) Nk[za,...,xn].

2. Le résultant Res (f, g,x1) des polynomes f et g en x1 est nul si et seulement si f et
g ont un facteur commun de degré non nul en x1 dans k[z1,...,Ty).

Démonstration. — 1. Chaque coefficient de la matrice de Sylvester des polynoémes f et

g en xy appartient & k [z2,...,x,]. L’énoncé découle alors du fait que le résultant de
f et g en x1 appartient a I'idéal engendré par f et g. En effet, il suffit de remplacer
la derniére ligne ;¢ de la matrice de Sylvester par

d+s

lays < Y _ 2"t x

i=1
et de développer le déterminant par rapport & la derniére ligne.

2. Siles polynémes f et g ont un facteur commun de degré non nul en 1 dans k [x1, ..., z,],
alors d’apreés la premiére assertion, ce facteur divise le résultant qui, toujours d’aprés
cette derniére, appartient a k [x2, ..., z,] et ne contient par conséquent aucun terme
en x1 dans son expression. Le résultant des polynémes f et g en 21 est donc nul.

O]
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2.4.8.8. Dans sa thése Ripoll a introduit la notion de polynémes associés & une équation
différentielle dans le cadre de la géométrie des tissus. En particulier, il a démontré la
proposition suivante @ .

Proposition 2.4.12 (Ripoll). — Soit f un polynome de k [z,y] ?) de degré d en x stric-
tement supérieur a 1. Si le résultant R en x du polynéme f et sa dérivée partielle Oy (f)
est non nul, alors pour i dans {0,...,d — 2}, il existe un unique couple de polynémes non
nuls de k [x,y]

u; = ui72xd_2 + ui’gwd_g +ooFug et v = Ui’1$d_1 + Ui,gxd_Q + -+ U4
de degré respectif en x inférieur ou égal a d — 2 et d — 1 tel que :
(11) 2’ ROy (f) = uif +vids (f).
Démonstration. — En effet, si on pose
f=ao(y)a? +ar(y) 2z -+ ag
et si on note Mgy (k) la matrice suivante
agp o --- 0 dag 0 ‘e 0
al ap 0 (d - 1) aq da() 0
a9 al 0 (d - 2) a9 (d - 1) aj 0
ag—2 aqg-3 -+ ag  204-2 dag_3 - dag
aqg—1 Aad—2 ... Qi agq—1 2ad_2 (d — 1) aj
Qg ag—1 -+ Qa2 0 Aqg—1 cee (d - 2) a9
0 Qq e as 0 0 (d—3)a3
0 0 aq 0 0 (d — 4) ayg
0 0 aq 0 0 ad—1
I’équation (11) est équivalente a :
0
Ui, 2
f 0
u;d 8:9 (CLO)
R 6y (al)
Mg 1 (k) x = .
Vi1 .
R
: ay (aq)
vi.,d 0
R :
0

Le deuxiéme membre de cette équation comporte ¢ zéros au niveau inférieur et d — 2 — ¢
zéros au niveau supérieur. On peut remarquer que la matrice M est la transposée de la

1. Nous utilisons ces objets dans un cadre légérement différent : celui des polynémes en deux variables.
En particulier, la dérivation résultante que nous introduisons plus loin n’est pas considérée par Ripoll.

2. Ripoll a démontré la proposition 2.4.12 sur C et en 3 variables mais ce résultat se généralise sur un
corps de caractéristique nulle et en plusieurs variables (voir [58]).
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matrice de Sylvester du polynéme f et de sa dérivée partielle 9, (f) d’aprés la formule de
Sylvester. Le systéme est alors de Cramer et admet par conséquent une unique solution.
Cette unique solution fournit la solution de 'équation (11). O

Remarque 2.4.13. — La proposition 2.4.12 a été utilisée par Ripoll puis par Ripoll et
Julien Sebag dans [54| dans le cadre de ’étude algébrique des équations différentielles
ordinaires polynomiales dans le plan complexe.

Le code SAGE ci-dessous calcule les polynémes u; et v; pour un polynéme f de k [z, y]
donné.

Start
A.<x,y>=PolynomialRing(QQ)

def f_y(£,j):
d=f .degree(x)
V=Matrix(A,2*d-1,1,0)
for i in [0..d]:
V[2*d-2-i-j, 0]= (f.polynomial(x)[i]).derivative(y)
return V

def deltari(f):
M=f.sylvester_matrix(f.derivative(x)) .transpose()
d=f.degree(x)
R=M.determinant ()
L=[]
for j in [0..2%d-2]:

X= Rx(M\f_y(f, j))
L= L+[X]
return L

End

2.4.8.4. Soit f un polynéme réduit non constant de k [z, y]. Supposons que le degré d en
x de f soit strictement supérieur a 1. Pour tout i € {0,1,...,d — 2}, la proposition de
Ripoll (proposition 2.4.12) assure 'existence d’un (unique) couple de polynomes (u;, v;) de
k [x,y] avec le degré en x de u; inférieur ou égal & d — 2 et celui de v; inférieur ou égal a
d—1 tel que :

(12) :UiRay (f) —vi0y (f) = ui f.
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Pour une solution (uj, v;) de I’équation (12), nous appellerons condition
de degré (x) la condition

degy (u;) <d —2

degx (vi) <d -—1.

Définition 2.4.14. — La relation (12) permet de définir une k-dérivation d,; de k [z, y]
en posant :

Opi = xin)y — ;0.
La dérivation d,; ainsi définie est telle que

ori (f ) =u;f.
Elle induit donc d’aprés la proposition 2.3.1 une k-dérivation de Dery (k [z,y] /(f)) que

I’on notera 6,;.

Proposition 2.4.15. — Soit f un polynome réduit non constant de k [x,y]. Posons A =
klx,y] /(f). Limage de la k-dérivation 6,; de k[x,y| dans le A-module des k-dérivations
de A appartient au sous-module de ce dernier engendré par la dérivation naturelle réduite
de A.

Démonstration. — En effet, le résultant R en = des polynémes f et 9, (f) étant non nul,
il existe deux polynomes « et 8 de k [z, y] tels que

R=Bf+ad, (f).
Par définition de la k-dérivation d,;, on a :
bri = —0i0p + (B2 f + oz’ 0, (f)) 0.
En appliquant cette derniére & f, on obtient :

57"1' (f) = _Uia;t (f) + (ﬁxlf + O‘xiaa: (f)) ay (f)
= (az'dy (f) — vi) O (f) + B2’ fO, ()

Comme 6, (f) = w;f, alors le polynome f divise (az'dy (f) — v;) puisque f et 8, (f) n’ont
pas de facteurs communs. Soit p le polynéme de k [z, y] tel que :

axi(‘)y (f) —vi =pf.

b = (~axidy () +pf) O + (B27f +ax'd, (1)),
= ax' (_ay (f) Or + Oy (f) ay) +f (pax + ﬁ$zay) .

De ce fait, dans Dery, (A),

%
Ori = 6y,
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2.4.8.5. Soit f un polynome réduit non constant de k[z,y| de degré d en z strictement
supérieur & 1. Supposons que le résultant R en x du polynéme f et sa dérivée partielle
Oz (f) soit non nul. Soient U et V' deux polynomes de k [z, y| satisfaisant & la condition de
degré (%) tels que

RO, (f) = Uf + V. (f).
L’unicité du couple (U, V) garantie par la proposition de Ripoll justifie la définition sui-
vante :

Définition 2.4.16. — En considérant les notations précédentes, soient X la courbe al-
gébrique affine définie par le polynéme f dans A% et A l'anneau des fonctions réguliéres
sur X. Soient V et R les quotients respectifs de la division euclidienne des polynomes V'
et R par le PGCD des polynoémes U, V et R. Le polynéme R ainsi défini est appelé le
résultant réduit de f et de sa dérivée partielle 0, (f). On appelle dérivation résultante de
X et on note 8, I'image de la k-dérivation 6, = —V 9, + ﬁay de k [z,y] dans le A-module
des k-dérivations de A.

Ezemple 2.4.17. — 1. Soit X = Spec (A) 'hypersurface définie dans A7 par le poly-
néome f (z,y) = 2° — y? de k[z,y]. Un calcul explicite donne :
R =27y*
U = 54y
V = —18y3z.

Aprés division par le PGCD des polynémes R, U et V, la dérivation résultante de X
est donnée par :
0p = 220, + 3y0y.

2. Soit X la courbe algébrique affine définie par le polynome f = y323 + 22 + y dans
A%. Nous avons :

=yt (4 + 27y7)

Y3 (42y3:r + (4 + 27y7))

V=93 (—14yP2? + 2 (9" — 1) = — 21y*) .

R
U

La dérivation résultante de X est donc I'image dans I'anneau des fonctions réguliéres
sur X de la k-dérivation

5= (149°22 — 2 (9y" — 1) =+ 21y") 8, +y (4 +27y7) 8.

3. Soit X la courbe algébrique affine définie par le polynome f (z,y) = 23 + 3> — zy de
k[z,y] dans AZ. Nous avons aprés calcul :

R =y’ (—4+27y°)
U =y?(27yz + 3 (-2 + 27¢°))
V= —4? (9y$2 + (—2 + 27y3) T — 6y2) .
D’on, aprés division par le PGCD des polynémes R, U et V, nous obtenons :
5 = — (9y2? + (—2+27y%) = — 6y°) 0, + y (—4 + 27y°) 0,

Proposition 2.4.18. — Soit f un polynome réduit non constant de k[x,y]. Il existe un
polynome p de k[z,y] et un polynome s (y) de k[y] tels que

6pi = pfOy + s (y) Or.
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Démonstration. — Soit s (y) le PGCD du résultant R et des polynomes U et V satisfaisant
a la condition de degré (*) tels que

ROy (f)=Uf+Vo.(f).
Par définition, on a :
Ori = —0;0;+ :UiR(?y B
= —0;0; + 2"s (y) ROy
= (wis (y)V — vi) Oz + s (y) 5,
En appliquant la k-dérivation d,; & f, on obtient :

b (f) = (s () V = i) 0 () + s (9) 6, (F) = wif.

De ce fait, le polynome [ divise (acis (y) V- vi) dans k [z, y] puisque les polynémes f et

0 (f) n’ont pas de facteurs communs. Alors, il existe un polynéme p de k [z, y] tel que
2's (y) V — v = pf.

Ce qui achéve la preuve. O

Remarque 2.4.19. — La proposition 2.4.18 montre que les k-dérivations 9,; construites
a partir du résultat de Ripoll (proposition 2.4.12) appartiennent au sous-module du module
des k-dérivations de X engendré par la dérivation résultante réduite de X.

2.4.8.6. Nous étudions le lien entre la dérivation résultante ¢, et la dérivation d,9 dans le
cas singulier.

Théoréme 2.4.20. — Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle et f
un polynéme non constant de k [z,y|, de degré d en x strictement supérieur a 1. Supposons
que le résultant R en x du polynome f et sa dérivée partielle O, (f) soit non nul et que la
courbe algébrique affine définie par f dans A% soit singuliere. St (U, V') est l'unique couple
de polynomes de k [x,y] vérifiant la condition de degré (x) tel que

ROy (f)=Uf+V:(f),
alors le PGCD des polynémes R, U et V' est non constant.

Démonstration. — En effet, si on pose :
U:U2$d72+"'+’ud et V:vlfﬂdil—i—u-—i—vd,

ot les u; et v; appartiennent a k [y], alors d’apreés les formules de Cramer, les polynomes u; et
vj sont donnés par : u; = det (5;) et v; = det (Sgyj—1), out S; et Sqij_1 sont respectivement
les matrices obtenues en remplacant la i*™ colonne et la (d 4 j — 1)iéme colonne de la
matrice de Sylvester du polynéme f et de sa dérivée partielle 9, (f) par le vecteur colonne :
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En remplacant la derniére ligne log_1 de la matrice S; par

2d—1
log—1 < E x2d717$ X g,
s=1

on ne change pas le déterminant de cette derniére. En développant ce déterminant par
rapport a la derniére ligne, on prouve l'existence des polynémes A;, B; et C; de k [z, y] tels
que

u; = Aif + Bi0z (f) + Ci0y (f) -
Un calcul analogue fournit des polynomes «;, f; et v; dans k [z, y] tels que le polynéme v
s’écrive sous la forme :

vj = o f + B0y (f) + 70y (f) -
Si M = (x0,y0) est un point singulier de la courbe algébrique X définie par le polynéme

f, d’apres les expressions précédentes des polynomes u; et v;, on a :

u; (yo) = vi (Y0) = R (y0) = 0.
Par conséquent, le PGCD des polynémes R, U et V est toujours non constant dans le cas
singulier, puisque divisible par H (y — yo)- O
(anyO)EXSing

Ezemple 2.4.21. — 1. Soit f le polynome de k [z,y] donné par f (z,y) = 23 —y?. Un
calcul explicite donne :
R =27y*
ugs =0
u3z = _273/261/ (f)
vy =0
vy = 9y%z0, (f)
vy = 0.

I 5 . . . . . . 2
L’origine est I'unique point singulier de la courbe affine plane définie par f dans A}
et on a :

R(0) =u2(0) =u3(0) =v1(0) =v2(0) =wv3(0) =0.

Le PGCD des polynémes R, U et V est non nul et égal y3.
2. Considérons le polynéme f = 23 + 3> — xy de k [z,y]. Nous avons aprés calcul
R=13 (—4 + 27y3)
ug = —27f + 920, (f) + 18yd, (f)
uz = 81y*f — 3y(9zy — 2)0; (f) + 18yxds (f)
v1 = 9f — 320, (f) — 6y0, (f)
v2 = =27y f +y(9zy — 2)0; (f) — 6y=dy (f)
(v3 = —6yf + 22y0; (f) + 44°0y (f) .-
On a clairement a l'origine (unique point singulier de la courbe plane définie par f)

R(O) = U2 (0) = Uus (0) = U1 (0) = V2 (0) = U3 (0) = 0.

Le PGCD des polynémes R, U et V est non nul puisque divisible par y. Il est égal

y2.
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Remarque 2.4.22. — 1. Le théoréme 2.4.20 ci-dessus établit que pour toute courbe
algébrique affine singuliére réduite X sur un corps k de caractéristique nulle, la déri-
vation résultante §, de X est toujours différente de la k-dérivation d,o de A,%.

2. Si on écrit le polynéme f sous la forme f = agz? + - - - + aq avec a; dans k [y] et ag
non nul, alors le PGCD des polynémes R, U et V est donné par

ag TT =™,

oll & et ay; sont des entiers naturels non nuls bien choisis et les y; sont les ordonnées
des points singuliers de la courbe plane définie par f.

2.5. Dérivation résultante et systéme de générateurs du module des dérivations

Dans cette section, nous expliquons comment décrire un systéme de générateurs du
module des dérivations d’une courbe algébrique plane et étudions les rapports avec la
dérivation résultante.

2.5.1. Soient f un polynéme réduit non constant de k[y] et § une k-dérivation de A =
k[z,y] /{f). Soit § = ad,+bd, un relévement dans Dery, (k [z, y]) de 8. Il existe un polynome
c de k[x,y] tel que

Le polynéme f étant réduit, il divise b puisque n’ayant aucun facteur commun avec %.

Soit q le quotient de la division du polynéme b par f. On a :
0 = ady + fq0y.

La k-dérivation 6 de A appartient alors au A-module engendré par I'image 0, de la k-
dérivation 0, de k [z, y] dans Dery (A). Il s’en suit que

Derk (A) = AE
De maniére analogue, lorsque f est un polynéme réduit non constant de k [z], on a :

Dery, (4) = Ad,.

Dans la suite de notre travail, le polynéme f sera toujours un polynéme
a deux variables .

2.5.2. Soit f un polynéme réduit non constant de k [z, y]. Posons

J=({f,0:(f) = 0y (f))-

Soit b un polynome de J. Il existe deux polynémes a et ¢ de k [z, y] tels que

of of
b2l —cf a2
oy cf aax
Soit 0 la k-dérivation de k [z, y] définie par :
O = a0y + b0y.

D’aprés la proposition 2.3.1, la k-dérivation &, de k [z,y] induit une k-dérivation &, de la
courbe algébrique affine définie par le polynome f dans AZ.
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Définition 2.5.1. — La dérivation 6, sera appelée dérivation associée au polynéme b.
Nous appellerons dérivation d’élimination la dérivation associée au générateur du premier
idéal d’élimination J Nk [y].

Lemme 2.5.2. — Considérons les notations ci-dessus et posons A = k[z,y] /{f). L’ ap-
plication v : J — Dery (A) qui, au polynéme b associe &, est une application bien
définie et un épimorphisme de A-modules de noyau l'idéal (f). En particulier, elle induit
un isomorphisme de J/{f) dans Dery (A).

Démonstration. — Commengons par montrer que 1 est une application bien définie. Soient
b1 et by deux polynomes de J. Soient 0y, = a10;+b10y et &y, = a20,+b20, deux dérivations
de Dery, (k [z,y]) telles que :

oy, (f) =c1f et 0y, (f) = caf.

Supposons que
b1 = bs.

Soit 0 = 1 — d9. La dérivation § appartient & Dery (k [z,y]) puisque ce dernier est un
module. En appliquant § a f, on obtient :

5(f) = (@~ ) L = (1~ ) £

Le polynome f étant réduit, il existe un polyome p dans k [z, y] tel que
a; —az =pf.
De ce fait,
by = Oby + P[0z
D’oit &, = &, et 1 est une application bien définie.

L’application 1 est A-linéaire. En effet, pour tout oo € A, tout by et by dans J, on a :
¢ (bl + - bg) = 5b1+a~b2'

Le polynéme by + « - by appartient & J, ce dernier étant un idéal. Alors, il existe deux
polynoémes a et ¢ de k [z, y] tels que :

0
aa—£+(b1+a-b2)8y(f):cf.

Posons

Oty +a-by = a0z + (b1 + a - b2) 0.
Soient 0y, = a10; + 010y et 6y, = a20, + b20y des relévements respectifs de a et de g
dans Dery, (k[z,y]). On a :

Oby+aby = Oy + -0y + (@ — a1 —a - az) 0.

En appliquant la dérivation &y, +q.p, au polynoéme f, ce dernier étant réduit, il divise le
polynéme a — a1 — « - ag. Posons

a—ay—a-ay=pf, p€klz,yl.
Nous avons

Obytacby = Opy + - Opy + pfos.

Do,

Oby+aby = E ta- @
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Le morphisme de A-modules 1 est surjectif puisque pour toute k-dérivation § de A, il
existe un polynome b de J tel que &, soit un relévement dans Dery, (k [x,]) de J.

Reste & montrer que le noyau Ker (¢) du morphisme 1 est égal a I'idéal (f). Soit b un
polynome de J appartenant a (f). La k-dérivation d, définie par 6, = b0, est un relévement
dans Dery, (k [x,%]) de la dérivation d, associée au polynome b. Cette derniére est donc nulle
dans Dery, (A) puisque f divise b. Soit ' un polynéme dans Ker (¢). On a : o (b') = &
est nulle dans Dery (A). D’aprés la proposition 2.3.1, il existe une k-dérivation D dans
Dery (k [z,y]) telle que :

oy =d'0, + b0, = fD.

De ce fait, le polynome b de k [x,y] appartient & (f). Ce qui achéve la preuve. O
2.5.3. Le lemme 2.5.2 permet de ramener 1'’é¢tude du module des k-dérivations d’une
courbe algébrique affine plane X = Spec (A) définie par un polynéme f dans Az a I'étude
de T'idéal conducteur J = ((f, 0, (f)) : 9y (f)). Le calcul d'une base de ce dernier (une
base de Grobner par exemple) permet de calculer un systéme de générateurs de Dery (A).
En effet, si (g1,...,9m) est un systéme de générateurs de J, alors (a, e ,E) est un

systéme de générateurs de Dery (A). Nous explicitons ci-dessous un algorithme de calcul
d’un systéme de générateurs sachant f.

Start

Input: £

Output: a basis H of Der_{k}( A)
H:={}

Compute the reduced Groebner basis G of

J = (< £, \partial_{x}( £)> : \partial {y}( £ ))
for each g in G compute \delta_{b}
H = H \cup {\delta_{b}}
End
Exemple 2.5.3. — 1. Soit f le polynéme de k [z,y] défini par : f = 23 +y3 + yz. Une

famille génératrice de I'idéal J est donnée par :

go=(4+279)y
G=4qg=2z+3y)y
g2 = 322 — 9%z + Ty + 27yt
Soit
dg0 = — (—27yPx — 22 + 6y? + 9ya?) 0, +y (4 + 27y%) 9,
H =446, :x(3y2+m)8m+y(2m+3y2)8y
bgy = — (=22 4+ 12y + 18ya? — 27yPx) 0, + (g2 = 32* — Iy + Ty + 27y*) 9,
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la famille des dérivations associées aux polyndémes de G. D’aprés le lemme 2.5.2,
I'image de la famille H dans Dery, (A) est un systéme de générateurs de Dery (A).
2. De méme, si on considére le polynome f = z* + y* — 22 de k[z,7], une famille
génératrice de 'idéal conducteur J est
90 =~y +4y°
G = g1 = —iL‘yS + 4y7x
g2 = —2y" +y’a?
et 'image de la famille
8g0 = 293 (a:2 + 2yt — 1) Oy + (—y4 + 4y8) Oy
H = 5g1 = 22%y° (mQ + 2% — 1) O0r + (—a:y3 + 4y7:r) Oy
gy = —2y520, + (—23/7 + y3x2) Oy
dans Dery, (A) engendre ce dernier.

Remarque 2.5.4. — Le calcul d’une base de Grobner de 'idéal J ne fournit pas tou-
jours un systéme minimal de générateurs J. Par conséquent, un systéme de générateurs de
Dery, (A) associé a une base de Grobner de J n’est pas toujours minimal.

2.5.4. Soit f un polynéme réduit non constant de k[z,y| de degré d en x strictement
supérieur a 1. Posons

J=(£,0: () : 0y(f)) et A=kl y]/(f).

Si le générateur de I'idéal d’élimination J Nk [y] satisfait & la condition de degré (x), alors
la dérivation résultante appartient a tout systéme de générateurs de Dery, (A) associé a une

base de Grobner de J. En effet,

Proposition 2.5.5. — Soient f un polynéme réduit non constant de degré d > 2 de k [z, y]
et J = ((f,0.(f)) : Oy(f)). Sile générateur de l'idéal d’élimination J Nk [y| satisfait a
la condition de degré (x), alors il est identique au résultant réduit R de f et sa dérivée

partielle O, (f).

Démonstration. — Le résultant réduit R appartient comme le résultant au premier idéal
d’élimination JNk [y] de J. Soit G la base de Grobner réduite de J. Il existe un polynoéme g,
dans G tel que le terme dominant TD (g;,) du polynéme g;, divise celui du résultant réduit
R. Le polynéme g;, appartient donc a k[y] (les monoémes étant ordonnés suivant ordre
lexicographique). Le polynéme g;, engendre le premier idéal d’élimination J Nk [y] d’aprés
le théoréme d’élimination. Supposons que le degré en y du polynome g;, soit différent de
celui de R. Alors, il existe un polynéme b dans k [y] de degré au moins 1 en y tel que :

R = bgio.

Par définition de g;, et par hypothése, il existe deux polynomes « et 5 de k [z, y] respecti-
vement de degré au plus d —2 et d — 1 en x tels que

90Oy (f) = af + B0x (f).

Par unicité des polyndémes U et V satisfaisant aux conditions de degré pour lesquels on a :
Uf +V0.(f) = ROy (f),

on obtient :

U=ba et V:bﬂ.
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Ce qui contredit le fait que les polynémes (7, V et R soient premiers entre eux. Donc

Gig = R.
O

Remarque 2.5.6. — 1. Sous les hypothéses de la proposition 2.5.5, la dérivation ré-
sultante réduite et la dérivation d’élimination sont identiques.

2. Lorsque le polynéme f est unitaire en x (unitaire comme polyndéme en la variable
x), le générateur g;, de I'idéal d’élimination ((f, 0. (f)) : 0y (f)) Nk [y] satisfait a la
condition de degré (x). En effet, il existe deux polynémes « et S de k [z, y] tels que :

(13) 9io0y (f) = af + 50, (f) .

Soit d > 2 le degré en x de f. Supposons que le degré en & du polynéme «a soit
supérieur & d — 2. Soient o’ et p respectivement le reste et le quotient de la division
euclidienne de « par 9; (f). D’aprés la relation (13), on a :

9ia0y (f) = o' f + (B+pf) 0 (f) -

Le polynome g; 0y (f) — &' f est alors de degré au plus 2d — 2 en x puisque o’ est
de degré inférieur ou égal a d — 2 (0, (f) étant unitaire de degré d — 1 en z). Par
conséquent, le polynome [ + pf est de degré inférieur ou égal & d — 1 en z et g;,
satisfait a la condition de degré (x). On procéde de maniére analogue en divisant /3
par f lorsque le degré en x du polynoéme [ est strictement supérieur & d — 1 dans la
relation (13).

En considérant les notations du lemme 2.5.5, I’hypothése selon laquelle le générateur du
premier idéal d’élimination J N k[y] de J devra satisfaire a la condition de degré (*) est
nécessaire puisque dans le cas contraire il est facile de trouver un contre-exemple au lemme
2.5.5.

Ezemple 2.5.7. — Soit f le polynome de k [z,y] donné par f (z,y) = (y® + 1) 2% + 3y'>.
Le générateur g;, du premier idéal d’élimination J Nk [y] de J est :
Gip = Y,

tandis que le résultant réduit

R=6y(y°+1)
puisque

R =12y (y° 4+ 1)°

U = 156y (¢ + 1)

V =—6y" (75 +13) (45 + 1) .
De méme, si f est le polynome de k [z, y] défini par f = (y3 + 1) 23+ y2. Le générateur g;,
de l'idéal d’élimination J Nk [y] est :

G0 = Y,

alors que le résultant réduit est donné par

R=3y(y+1)(y* —y+1)
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car
R=21y"(y+1)° (y* —y+1)°
U=>543(y+1)° (2 —y+1)°
V =943 (y3 — 2) (y + 1)2 (y2 —y+ 1)255.
Une conséquence immédiate du contre-exemple ci-dessus est le fait que la dérivation ré-

sultante J, n’appartient pas & toute famille génératrice minimale du module des dérivations
d’une courbe algébrique affine plane.

2.5.5. Dans le but de fournir une méthode de calcul explicite d’'un systéme minimal de
générateurs du module des dérivations d’une courbe algébrique affine plane, nous nous
intéressons au calcul d’une famille génératrice minimale de 'idéal conducteur J. Cepen-
dant, I'idéal J, comme tous les idéaux conducteurs d’une maniére générale est difficile a
prédire. En effet, méme si J s’écrit comme le noyau de la multiplication par 9, (f) dans
klz,y] /{f,Ox (f)), le calcul explicite d’une famille génératrice minimale de J n’est pas
aisé. Dans le cas des polynomes de degré au plus 2 en z (sous-section 2.5.8), des polynomes
quasi-homogeénes (sous-section 2.5.9) et pour certains cas concrets de polynoémes f dans
k [z, y] que nous ne pouvons pas caractériser de maniére générale (sous-section 2.5.10), nous
établissons le résultat suivant :

(14) J = (f,0:(f)90),

ou le polynéme gy désigne le générateur du premier idéal d’élimination J Nk [y] de J.

2.5.6. L’exemple suivant montre que la formule (14) n’a aucune chance de se réaliser en
général.

Ezxemple 2.5.8. — Pour f = 2% —y32% + 4, la base de Grébner réduite de J est donnée
par
go = —2Ty* + 4y’
g1 = —2Tyx + 495«
g2 = 3yx? — 2y*
g3 = bt — 45 + 129,
Alors que la base de Grobner réduite de I'idéal (f, 0. (f), go) est

ho = —27y? + 497

H = ¢ hy = =217 + 3y?2?

ho = —4yS2 + 925.

De méme, si I’on considére le polynéme f = 2° + zy? + 3 de k [z, 3], la base de Grobner

réduite de J est
go = 3125y* + 256y

G' = { g1 = day + 5y°
g2 = 160x3 + 187533 + 128y,
tandis que celle de l'idéal (f, 05 (f),go) est
ho = 3125y" + 256y
H' = $ hy = 5y3 + day?
ho = 5zt + 42,
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2.5.7. Calcul explicite d’un systéme minimal de générateurs dans le cas lisse.
— Considérons une courbe algébrique affine plane X définie sur k. Lorsque X est lisse
sur k, toutes les k-dérivations de X sont naturelles comme le montre le théoréme 2.5.9
ci-apres :

Théoréeme 2.5.9. — Soient f un polynéme de k[x,y] et X = Spec(A) la courbe algé-
brique affine définie par f dans Ai. Si la courbe X est lisse, alors le A-module Dery, (A)
des k-dérivations de X est libre de rang 1 et une base de ce dernier est donnée par la
dérwation naturelle réduite de X.

Démonstration. — En effet, si on note f, et f, les images respectives des dérivées partielles
Oy (f) par rapport a x et 9, (f) par rapport a y de f dans A, alors il existe deux polynémes
a et b dans k [z, y] tels que, dans A, l'on a la relation :

(15) afy+0fy =1

puisque A est un anneau régulier. Soient § une k-dérivation de A et § un relévement de &
dans Dery, (k [z, y]). Il existe deux polynémes « et 5 dans k [z, y] tels que § s’écrive sous la

forme :
d = a0y + BOy.
Par conséquent, on a, dans ’anneau A, la relation :

De la relation (15), 'on déduit, dans A, que
a =aaf, +abf,.
De la relation (16), 'on déduit que
a=(—aB+ab)f,
et que
B = (EB - ag)f:p
Posons D la k-dérivation de k [z, y] définie par D = (—af + ab) - (fy0r — f20y). 1l est facile
de voir que :

1. 'image de D dans A est la k-dérivation 6 de A,

2. 'image de D dans A appartient au sous-module engendré par la dérivation naturelle
réduite 9,, de A.

Alors, nous avons l'inclusion suivante de A-modules :
Dery, (A) C Aoy,

L’inclusion inverse étant triviale, nous pouvons conclure que le A-module des k-dérivations
de A est engendré par la dérivation naturelle réduite §,, de A. O

Exzemple 2.5.10. — 1. Soient f (x,y) = 2% + 2y + y?> — 1 un polynoéme de k [z, ] et
X = Spec (k[z,y] /{f)) Vellipse définie par f dans AZ. Posons A = k[z,y] /(f). Le
A-module Dery, (A) des k-dérivations de X est engendré par la dérivation naturelle
réduite 6, = (22 +y) 0y — (x +2y) 0, de X.
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2. Soit X la courbe elliptique définie sur R par 1’équation
y2 =23 4 1.

Le module des R-dérivations de X est engendré par la dérivation naturelle réduite
on = 2y0y + (32> 4+ 1) 9, de X.

Remarque 2.5.11. — Soient f un polynéme réduit non constant de & [z, y] et X la courbe
algébrique affine plane définie par f dans A%. Lorsque la courbe X est lisse, I'idéal conduc-

teur J = ((f,0. (f)) : 0y (f)) coincide avec l'idéal (f, 0, (f))-

2.5.8. Calcul explicite d’un systéme minimal de générateurs dans le cas des
polynémes de degré au plus 2 en x. —

Lemme 2.5.12. — Soit f € k[z,y] un polynome réduit de degré 2 en x. La base de
Grobner réduite de J = ((f, 0, (f)) : Oy (f)) ne contient que deux éléments.

Démonstration. — Soit G la base de Grobner réduite de I'idéal J = ((f,0: (f)) : 9y (f)).
Soient I = (f, 0, (f)) et H une base de Grobner de I obtenue par l'algorithme de Buch-
berger ([47, chapitre 2, §7]). Il existe par définition un entier naturel non nul m et des
polynoémes h; € k[z,y] tels que

H:<fval‘(f),h177hm>

Les mondmes étant classés suivant ’ordre lexicographique, les polynémes h; sont de degré
au plus 1 en x. Comme l'idéal I est de dimension zéro, le théoréme 2.1.11 affirme que H
contient un polynéme unitaire en x de degré 1. L’idéal I étant inclus dans J, la base de
Groébner réduite G de J contient un polyndéme unitaire en x de degré 1 par définition d’une
base de Grobner. Par conséquent, la base GG ne peut contenir que deux éléments puisqu’elle
est réduite. O

Remarque 2.5.13. — Sous les hypothéses du lemme 2.5.12, la base de Grébner réduite
de I'idéal J est un systéme minimal de générateurs de J.

Proposition 2.5.14. — Soient X = Spec (A) une courbe algébrique affine plane définie
par un polynéme réduit f € k|x,y] de degré au plus 2 en x. La dérivation d’élimination
appartient a un systéme minimal de générateurs du module des k-dérivations de X.

Démonstration. — La proposition découle directement du lemme 2.5.12 et du lemme 2.5.2.
O
Théoréme 2.5.15. — Soit f un polynome réduit non constant de k [z, y] de degré au plus

2 en x. Soit X = Spec (A) la courbe algébrique affine plane définie par f. Si la courbe X
est singuliére, alors le A-module Dery, (A) des k-dérivations de X est de rang 2 ; engendré
par la dérivation naturelle réduite 6, et par la dérivation d’élimination.

Démonstration. — Soient G = (go, g1, - - -,gs) €t H = (hg, h1, ..., hy,) les bases de Grobner
respectives des l'idéaux J = ((f,0, (f)) : 9y (f)) et I = (f,05(f)). Quitte & changer
d’indices, supposons que gg soit le générateur du premier idéal d’élimination J Nk [y] de J.
Pour tout 4, soit r; le reste du polynéme g; par H. Par définition du polynoéme r;, son degré
en x est nul puisqu’il existe d’aprés le théoréme 2.1.11 un 79 tel que le terme dominant de h;,
soit égal & z. Le polynome r; appartient alors au premier idéal d’élimination J () k [y]. De ce
fait, il est divisible par le polynéme go. Par conséquent, les idéaux J = ((f, 05 (f)) : 9y (f))
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et I' = (f,0: (f), go) coincident. L’énoncé découle alors du lemme 2.5.2 qui établit que le
module des k-dérivations de X est isomorphe & J/ (f). O

Exemple 2.5.16. — 1. Soit X = Spec (A) la courbe algébrique affine définie par le
polynéme f = 2% + y®z + y'' de k[x,y]. La base de Grobner réduite de 1'idéal
I ={f,0;(f)) est donnée par H = (hg, h1), ott hg = y'® — 4yl et hy =z + 145 La
base de Grobner réduite de 'idéal J = (I : 9y (f)) est donnée par G = <}§, g), ou
R= Yy —4y et g=x+2y>. Le reste r du polynome g par H est : r = —%yg + 23,
Le polynéme r appartient bien a ’idéal engendré par le résultant réduit R. L'idéal J

coincide donc avec l'idéal I 4+ (R) et le module des k-dérivations de X est engendré
par la dérivation naturelle réduite

b = — (8y"x +11y'%) 0, + (22 + ¢°) 9,
et par la dérivation d’élimination

6 = (2 (49° —11) 2 +5y°) 8, + (y° — 4y) 0.

2. Si X = Spec (A) est la courbe algébrique affine définie par le polynéme f = (y6 + 1) 2+
3y'3 de k[z,y], alors I'idéal I = (f,d, (f)) admet pour base de Grébner réduite le
couple (y'3,z) et I'idéal J = (I : 0, (f)) a pour base de Grébner réduite le couple

(y,2). L’idéal J coincide avec I'idéal I+(R), ou (R) = (y). Le module des k-dérivations
de la courbe algébrique affine X est engendré par la dérivation naturelle réduite
Op = — (6y5a:2 + 39y12) O +2 (y6 +1) 20,
et par la dérivation réduite associée a :
8 = (7y® +13) 20, + 6y (y° + 1) 8.

3. Si X = Spec (A) est la courbe algébrique affine définie par le polynoéme f = 23 —22—5?
de k [z,y], alors 'idéal I = (f, 0, (f)) admet pour base de Grobner réduite le couple
(4y* + 27y*, 9y + 2z) et I'idéal J = (I : 9, (f)) a pour base de Grébner réduite le
couple (4y + 2793, 9% + 2:17). Posons R = 4y + 27y, L’idéal J coincide avec 'idéal
I + (R). Le module des k-dérivations de la courbe algébrique affine X est engendré
par la dérivation naturelle réduite

Op = 2y0y + x (3z — 2) 0,
et par la dérivation d’élimination
6 =2(=22% + (24 9y?) z — 3¢°) 0, + (4y + 27y°) 9.

2.5.9. Calcul explicite des générateurs dans le cas quasi-homogéne. —

Définition 2.5.17. — Soient f un polynéme de k[x,y] et d un entier naturel non nul.
Soit (a, #) un couple de nombres rationnels non nuls. On dit que f est quasi-homogéne de
degré d avec le poids («, 3) si :

(17) WAEk, f (A%,Aﬁy) — \f (2,y).

On dira que le polynéme f est quasi-homogéne s’il est quasi-homogéne de degré 1 avec un
certain poids.

Remarque 2.5.18. — Si f est quasi-homogeéne de degré d avec le poids («, ), alors f

est quasi-homogéne de degré 1 avec le poids (%, E)‘
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Exemple 2.5.19. — Le polynome f de k[z,y] défini par f(z,y) = 23 — y? est quasi-
homogéne. En effet, pour tout A € k, on a :

3 2
= A(z.y).
De méme, le polynome f (x,y) = z* — 23> + y* de k[z,y] est quasi-homogéne puisque

homogéne. Cependant, le polynome f défini par f (z,y) = 23 + y? — 22
homogéne.

n’est pas quasi-

La proposition 2.5.20 ci-dessous donne explicitement les générateurs du module des
dérivations pour une courbe algébrique affine X définie par un polynéme quasi-homogéne.

Théoréme 2.5.20. — Soit f un polynéme réduit quasi-homogéne de k [x,y] et X = Spec (A)
la courbe algébrique affine plane définie par f. Si la courbe X est singuliére, alors le module
Dery, (A) des k-dérivations de X est de rang 2, engendré par la dérivation naturelle réduite
0n de X et par la dérivation exceptionnelle dite d’Euler

de = 120, + c2y0y, o c; € k.
En outre, la dérivation d’Euler et la dérivation résultante réduite coincident.

Avant de démontrer le théoréme 2.5.20 ci-dessus, rappelons l'identité d’Euler. Soit f un
polynéme quasi-homogeéne de k [z, y]. Il existe des constantes non nulles ¢1, c2 et c¢3 dans
k telles que :

(18) c120y (f) + coydy (f) = c3f.

La relation (18) est appelée identité d’Euler. Cette derniére s’obtient en dérivant la relation
(17) par rapport a A puis en attribuant a A la valeur 1.

Démonstration. — Le polynéme f étant quasi-homogeéne, il existe d’aprés I'identité d’Euler
des constantes non nulles cj, ¢ et c3 dans k telles que :

120, (f) + exydy (f) = esf.

Soient A une k-dérivation de A et A un relévement de A dans Dery, (k [z, y]). 1l existe par
définition de A, un polynoéme a dans k [z, y] tel que

A(f)=af dans k[z,y].

Si a est nul, alors A est égal au produit de la dérivation naturelle réduite §,, de A par un
polynéme de A d’aprés la proposition 2.4.8. Sinon, soit J. la k-dérivation d’Euler de A,
c’est-a-dire celle induite par la k-dérivation § = c120; + c2ydy de k[z,y] sur A. D’apres
I'identité d’Euler on a :

0(f) =csf dans k[z,y].
Ainsi, (A -4 ) (f) = 0. Par conséquent, la k-dérivation A — éc;e de A, ou c est I'image

c3
du polynéme a dans A, est le produit de la dérivation naturelle réduite 9,, de A par un
polynéme b de A, c’est-a-dire que A — é e = bd,, d’apreés la proposition 2.4.8. Alors,
A =bdy, + —5.
€3
Donc,

Dery, (A) = Ad,, + Ade.
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Enfin, la dérivation résultante réduite de X coincide avec la dérivation d’Euler d. de ce
dernier. En effet, soit J, la dérivation résultante de X. Il existe par définition un polynéme
non nul u de k [z, y] tel que :

Sachant que . (f) = ¢3f avec ¢3 une constante non nulle de k, on a :
U
Op = —0e.
€3
Comme la dérivation d’Euler J. est une dérivation réduite, alors elle est identique a la
dérivation résultante réduite puisque satisfaisant a la condition de degré (x). O
Ezemple 2.5.21. — 1. Soit X = Spec (A) la courbe algébrique affine définie dans A?

par le polynome f (z,y) = z — y?. Ce dernier étant quasi-homogéne, le A-module
des dérivations de X sur k est engendré par la dérivation naturelle réduite

On = 2y0y + 33728y
et par la dérivation résultante réduite

0e = 220, + 3y0y.

2. Si X = Spec(A) est I'hypersurface définie dans Ai par le polynome f (x,y) = zy,
alors le A-module des k-dérivations de X est engendré par la dérivation naturelle
réduite

Op = =20, + YOy
et par la dérivation résultante réduite

0e = x0y + YOy.

3. Soit X = Spec(A) la courbe algébrique affine définie dans A% par le polynome
f(z,y) = 2* + zy® — y*. Le module des k-dérivations de X est engendré par la
dérivation naturelle réduite

On = (4y3 — 39:y2) O0x + (43:3 + y3) Oy
et par la dérivation résultante réduite

0e = x0y + yOy.

2.5.10. Exemples. — Nous décrivons explicitement les générateurs du module des déri-
vations de quelques courbes algébriques affines qui ne font pas partie des cas formellement
démontrés plus haut.

2.5.10.1. Soit X la courbe algébrique affine définie par le polynéme f (z,y) = 2> +y? — 22
de k[z,y] dans AZ. On a I'égalité suivante :

(02 (f)) = 9y (f)) = {f, 0 (f)) + (90),

ot go = —4y + 27y>. Alors le module des k dérivations de X est engendré par la dérivation
naturelle réduite

Op = —2y0, + z (3 — 2) 0,

et par la dérivation d’élimination
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2.5.10.2. Soit X la courbe algébrique définie par le polynome f (z,y) = z* +y* + 22 + 2y
de k[z,y] dans AZ. Si on pose I = (f, 0, (f)) et J=(I : 9,(f)), alors on a

J =T+ (s +2) (=1 +8y + 4y*) v).
Le module des k dérivations de X est engendré par la dérivation naturelle réduite
6 = —2(2y° +1) 0y + 2z (227 + 1) 9,
et par la dérivation d’élimination
or = (4:1:2 +2 (—2 + 9y2) T — 6y2) Or + (y3 + 2) (—1 + 8y + 4y4) YOy .
2.5.10.8. Soit X la courbe algébrique affine définie par le polynéme f (z,y) = 23+ — 2y
de k [z, y] dans AZ. La base de Grobner réduite de I'idéal I = (f, 9, (f)) est donnée par
ho = —4y2 + 27y5
H =< h; =3+ 2yx
hg = 3IL’2 - Y.
Un calcul de la base de Grobner réduite G de 'idéal J = (I : 9, (f)) donne
go = 4y — 27y
G=1{g1=—2yz+3y°
go = —32% — 9Pz + Ty — 27y~

Il est alors facile de voir que

J =T+ (go)
car
g1 =—h
3 9
= —qgg — =yhy1 — ho.
92 290 2y1 2

Le module des k-dérivations de X est donc engendré par la dérivation naturelle réduite
On = (x - 3y2) O0x + (3332 — y) Oy
et par la dérivation d’élimination

0 = (Sy2 +x) (24 92y) O, +y (—4 + 27y3) Oy.
2.5.10.4. Considérons la courbe algébrique définie par le polynéme f (z,y) = 23 +yx? 41>
dans A7. La base de Grobner réduite de idéal I = (f,d, (f)) est donnée par
ho = 4y3 + 27y
H = q hi =—9y> + 2z
hy = 322 + 2yz.
Celle de I'idéal J = (I : 0y (f)) est donnée par
g0 = 4y* + 2Ty
G =q91=2yz— 9y
go = 2% + 3y.
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On vérifie aisément que les idéaux J et I + (go) coincident puisque
2 1 4 b

= 7x —_— = R —

91 o7 3 90 o7 1

2 +1 +4h+1h
=\—=r+ = — —ha.
92 31 9 9o 811 32

Par conséquent, le module des k-dérivations de la variété algébrique affine X est engendré
par la dérivation naturelle réduite

on = — (2y + 2%) 0, + (32* + 2yx) 9,
et par la dérivation d’élimination
0r = (—202 +2(y +9) x — 3y) &y +y (dy + 27) .

2.5.10.5. Considérons la courbe algébrique définie par le polynome f (z,y) = 323 — 22 +
2y* dans AZ. la base de Grébner réduite de idéal I = (f, 0, (f)) est donnée par

ho = —2y2 + 27y
g Yo+ 20y
h1 = —9y° + x.

Celle de I'idéal J = (I : 0y (f)) est donnée par

= —2y + 27¢°
= 90 y5 Y
g1 = -9y’ + .
On vérifie aisément que les idéaux J et I 4 (gg) coincident. Par conséquent, le modules
des k-dérivations de la variété algébrique affine X est engendré par la dérivation naturelle
réduite
On = —y (3y9:3 + 4) Oy +x (3y3m — 2) Oy
et par la dérivation d’élimination
Or = (—24y5 — 2z + 8y3z? — 9y8x) Oy +y (—2 + 27y8) Oy.

4

2.5.10.6. Soit X la courbe algébrique affine définie par le polynome f (z,y) = z*+y%2%—y
de k[z,y] dans A?. La base de Grobner réduite de l'idéal I = (f, 8, (f)) est donnée par

ho = —4y? + 27y°
H =1 h; = —3y>+2yz
hy = 322 — y.
Un calcul explicite de la base de Grébner réduite G de I'idéal J = (I : 0y (f)) donne

g0 = 4y — 27y*
G =1 g1 = —2yx + 3y°
go = =322 — 9%z + Ty — 27y
Il est alors facile de voir que J = I + {go) puisque
g1=—M
3

9
= —gg — =yh1 — ho.
g2 290 2y1 2

Le module des k-dérivations de X est donc engendré par la dérivation naturelle réduite

On = (w — 3y2) O0r + (3.%'2 — y) Oy
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et par la dérivation d’élimination
S =2z (4 —27y°) O + y (=4 + 279°) .

2.5.10.7. Soit X la courbe algébrique affine définie par le polynome f (z,y) = y2x?—2%+1?
de k [z, y] dans AZ. Sion pose I = (f,0, (f)) et J = (I : 9, (f)), alors la base de Grébner
réduite de I'idéal I est donnée par

ho = —y% + 448
H =X h) = —z+ 4ay*
hy = —23/2 + xza

et celle de I'idéal J est donnée par

,

go =~y + 4y’
G=1{g1 = —x+4ay*

g2 = =2y +2*.
On a par conséquent
J =1+ (g0)
et le module des k-dérivations de X est donc engendré par la dérivation naturelle réduite
On = —2y (:r4 + 1) Oy + 2x (y2fc2 — 1) Oy
et par la dérivation d’élimination

Oop = (2y2x2 — 1) Or +y (4y4 — 1) Oy.

2.5.11. La construction de la dérivation résultante suppose un choix : celui du calcul
du résultant en x du polynome f et de sa dérivée partielle par rapport & x. Le choix
dual, c’est-a-dire celui qui consiste a considérer le résultant en y du polynéme f et de sa
dérivée partielle par rapport a y, fournit une k-dérivation § de A qui s’exprime en fonction
de la dérivation naturelle réduite et de la dérivation résultante réduite dans tous les cas
favorables & notre résultat.

Ezemple 2.5.22. — 1. Soit X = Spec (A) I'hypersurface définie dans A7 par le poly-
néome f (z,y) = 2* +y* — 22, La k-dérivation & obtenue & partir de la proposition de
Ripoll en considérant le résultant en y du polynome f et de sa dérivée partielle par
rapport a y est donnée par :

§=2x(2* —1) 0 +y (22> — 1) 0.
Cette derniére s’exprime en fonction de la dérivation naturelle réduite
— —2y38x +x (2302 — 1) Oy
et de la dérivation résultante réduite
6 =2z (22 +2y" — 1) 0, +y (49" — 1) 9.

Plus précisément :

6 = 0p + 22Yds,.
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2. Soit X = Spec (A) 'hypersurface définie dans A? par le polynome f (z,y) = 2° +
y3 — zy. La k-dérivation § obtenue & partir de la proposition de Ripoll en considérant
le résultant en y du polynéme f et de sa dérivée partielle par rapport a y est donnée
par :

d==x (—4 + 27x3) O0r + (9:1:y2 + (—2 + 271‘3) y— 6ZL‘2) Oy.
La dérivation naturelle réduite 9,, est donnée par
Op = — (3y2 — a:) Oy + (3;132 — y) Oy
et la dérivation résultante réduite
5 = (9yz® + z (=24 27y*) — 6y°) 0p + y (—4 + 27¢°) 0.
Un calcul élémentaire montre que nous avons :

0 =0, — (2 — 18yx) Oy.

64



CHAPITRE 3

INTERLUDE TEXTILE

La géométrie des tissus est consacrée a I’étude des propriétés géométriques d’une famille
de feuilletages en position générale. Vers les années 1930 & Hambourg, elle se constitue
comme une discipline autonome sous l'impulsion de Wilhelm Blaschke, Gerrit Bol et G.
Thomsen. Le probléme de linéarisation des tissus a été abordé par Blaschke et Bol [6] (dans
le cadre des tissus plans) puis par différents mathématiciens en France et a l'étranger a
différentes périodes. Parmi eux, Alain Hénaut [29, 30| adopte un point de vue implicite
en géométrie des tissus, ce qui lui permet notamment d’obtenir des critéres différentiels
remarquables de linéarisation. Le probléme de linéarisation des tissus quasi-homogénes
incomplets est le sujet de ce chapitre. Nous 'abordons via le point de vue implicite et
nous nous limiterons & évoquer les germes de tissus du plan complexe dans un voisinage
de l'origine.

3.1. Tissus : généralités et définitions

3.1.1. Feuilletage. — Un germe de feuilletage .# dans un voisinage de I'origine de C?
correspond a la donnée d'une 1-forme w € C{z,y} définie & unité multiplicative preés.

Ezxzemple 3.1.1. — Soit F un polynéme non nul de C [z, y] tel que
F(0,0) = 0.

Le polynéme F' définit dans un voisinage de 'origine un feuilletage .% dont les feuilles sont
les courbes de niveau

{F (z,y) = cste}.
Le feuilletage .% est donc défini par la 1-forme différentielle
w= 0, (F)dx+ 0, (F)dy
ou encore par la dérivation (ou le champ de vecteurs)
D = -0, (F) 0y + 0y (F) 0y.
3.1.2. Tissu. — Soit d un entier naturel supérieur ou égal & 2. Soient d feuilletages

Z1,...,F, définis au voisinage d'un point de C? dont les feuilles sont respectivement
données par {F; (x,y) = cste}. On dit que les feuilletages .%; sont en position générale si :

dFj (z,y) NdF; (z,y) #0,1 <j <1 <d.



Définition 3.1.2. — Soit d un entier naturel supérieur ou égal & 2 et p un point de C2.
Un d-tissu #; de C? au voisinage de p (ou germe de d-tissu en p) est la donnée de d
feuilletages de courbes analytiques complexes en position générale au voisinage de p.

Les feuilles d'un d-tissu #,; au voisinage d’'un point p sont les courbes intégrales de d
champs de vecteurs D; = «;0, + (B;0y & coefficients dans C{z,y} qui sont deux a deux
linéairement indépendants, c¢’est-a-dire tels que

a;fj —ajfi #0

au voisinage de p.

FIGURE 1. 3-tissu plan

3.2. Quelques exemples de tissus plans

Nous présentons ici deux exemples de tissus plans en théorie des équations différentielles.

3.2.1. Le 3-tissu plan. — Soient wy, wy et w3 trois 1-formes différentielles sur C{z, y}.
Soit #3 un 3-tissu du plan défini wy, wy et w3. Ces derniéres peuvent étre normalisées de
fagon & ce que la condition de normalisation

wi +wz +ws =0

soit satisfaite. En effet, 'hypothése de position générale assure que ces trois 1-formes dif-
férentielles sont deux & deux linéairement indépendantes. Alors il existe « et 3 inversibles
dans C{z,y} tels que

w3 = awi + /BCL)Q.
Comme les 1-formes différentielles w et ow définissent le méme feuilletage lorsque o est
un inversible de C{z, y}, nous avons la condition de normalisation en remplacant w; et ws
respectivement par éwl et %wg.

Soit .#3 le feuilletage défini par w3 au voisinage d’un point (zg,yo) de C2. Il existe une
fonction f avec df (zo,y0) # 0 telle que les feuilles de .#3 soient les courbes de niveau de
f. On dit que la fonction f est la fonction de définition du feuilletage .#3. On peut donc
choisir wg = df puisque df A ws = 0. La condition de normalisation et la définition de df
permettent de choisir w; = —g—idaj et wy = —g—idy. Le 3-tissu #3 est donné au voisinage
du point (z9,yo) par

(x = cste,y = cste, f (x,y) = cst) .
Réciproquement, si on se donne une équation différentielle du premier ordre de la forme
dy

- = (@) avec f(0,0) =0,
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les courbes intégrales de cette équation forment un feuilletage .# de C? au voisinage de
Porigine. A cette équation, on peut donc associer le 3-tissu #5 donné par les feuilletages
définis par les fonctions x, y et le feuilletage .%.

3.2.2. Tissu associé & une équation différentielle implicite. — Soit d un entier
naturel supérieur ou égal a 3. On considére une équation différentielle implicite du premier
ordre de la forme suivante :
(19)

d d—1
F(z,y,9) =ao(z,y)- (V) +ai(z,y)- (v)" + - +aq(z,y) =0avec F € C{z,y} [y].

On suppose que le polynéme F' (z,y, z) en z est réduit et ag (z,y) # 0. Notons R le résultant
en z du polynéme F' et de sa dérivée partielle %—f En vertu du théoréme de Cauchy, les
d courbes intégrales d’une équation différentielle de la forme (19) définissent un d-tissu
non singulier en dehors du lieu singulier défini par {R = 0}. En effet, dans un voisinage
V d’un point p de C2\ {R = 0} tel que ag (p) # 0, il existe d applications holomorphes
(z,y) — zi (x,y) telles que sur V on ait :

d
F(2,y,2) =ao (z,y) [ [ (z + 2 (2,y)) avec 2 (p) # z (p) pour i # j.
i=1
Au voisinage du point p, ’équation différentielle F' (z,y,y’) = 0 admet d solution (z,y) —
y; (x,y) qui sont des intégrales premiéres des feuilletages définis par les champs de vecteurs
D; = 0, + #;0y. On peut donc considérer le tissu # (y1,...,yq) au voisinage du point p.
Cette construction locale peut se faire au voisinage de tout point p hors du lieu singulier.
Les tissus ainsi obtenus se recollent pour former un tissu global (singulier) sur C2.
Réciproquement, quitte a effectuer un changement linéaire de coordonnées, la donnée d’un
d-tissu non singulier de C? permet de construire une équation différentielle
d
(20) F(z,y,y) =] 9y (F) v + 0. (F})) =0
i=1
de la forme (19) vérifiant R # 0 et dont les d solutions au voisinage de 0 sont les pentes
des feuilles du tissu
9y (Fi)

Ainsi, tout tissu du plan est implicitement présenté par une équation différentielle F' de

pi(z,y) = —

la forme (19), et ce, & multiplication par un inversible prés. On peut alors entreprendre
I'étude géométrique de 'équation F (x,y,y’) = 0 par celle du tissu qui lui est associé.

Remarque 3.2.1. — La définition implicite ne privilégie aucune feuille du tissu. Ce point
de vue dans I’étude des tissus a été développé par Hénaut.

3.3. Linéarisation d’un tissu

3.3.1. Tissu linéaire. — Soit d un entier naturel supérieur ou égal & 2. Un d-tissu est li-
néaire si ses feuilles { F; (x,7) = cste} sont des germes de droites de C2, non nécessairement
paralléles.

Théoréme 3.3.1. — Soient k un corps de caractéristique nulle et #5 le 3-tissu dont les
feuilles sont définies par les courbes de niveau de x, y et f (x,y). Soit 6 la k-dérivation de
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k[z,y] donnée par :

5= g, Y

5,0~ 50

Le 3-tissu W3 est linéaire si et seulement si 6% (f) = 0.

Démonstration. — Pour alléger les notations, notons respectivement 0, (f) et 9, (f) les

dérivées partielles % et %ch du polynéme f. Soit p = 3282; la pente des feuilles transversales

du 3-tissu #5. Sachant que les feuilles verticales et horizontales de #3 sont données par
x = cste et y = cste, les feuilles transversales du tissu sont définies de fagon a ce que p soit
égal a tan (a), ot a désigne I'angle formé par la normale aux feuilles transversales et les
feuilles horizontales. Le 3-tissu #3 est linéaire si et seulement si la pente p reste constante
le long des feuilles transversales du tissu. Ce qui se traduit par I’équation

(21) d(p) = 0mod (w1 + wa).

Soient 0y et d2 les champs de vecteurs de la base duale de la base B = (wy,ws). Par
définition, on a :

L’équation (21) équivaut a
5] (p) w1 + 09 (p) w9 = 0mod (wl + WQ) .
Comme B est une base, alors

(22) 01 (p) — 02 (p) = 0.

Un calcul rapide permet de montrer que 1’équation (22) est équivalent a §2 (f) = 0.
O]

Ezxemple 3.3.2. — Soit #3 le 3-tissu défini par la fonction f; = x +y. Pour ce tissu nous
avons

8 (f)=o0.

Le 3-tissu #3 est linéaire. Cependant, le 3-tissu défini par la fonction fo = 22 + 2y — y? ne
I’est pas puisque

5% (g) # 0.

3.3.2. Tissu linéarisable. — Un d-tissu # est linéarisable §’il existe un difféomor-
phisme local ((C2, O) — (CQ, 0) qui transforme # en un d-tissu linéaire. Autrement dit,
linéariser un d-tissu # signifie trouver un difféomorphisme qui transforme simultanément
les d feuilles de # en d germes analytiques de droites.

Remarque 3.3.3. — L’étude des configurations possibles pour un tissu ne présente un in-
térét véritable que si d > 3 puisqu’un 1-tissu (resp. un 2-tissu) est localement difféomorphe
au tissu des droites x = cste (resp. © = cste et y = cste) d’aprés le théoréme d’inversion
locale.
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FIGURE 2. Tous les germes de 2-tissus plans sont linéarisables

3.3.3. Le polynéme de linéarisation d’Alain Hénaut. — Soit # un d-tissu du plan
dont les dérivations associées sont D; = 0,+p;0y avec p; € C{x,y}, pour tout i € {1,...,d}.
Il existe alors, via un déterminant de Vandermonde et I’hypothése de position générale, un
unique polynome Py a coefficients dans C{z,y}, de degré au plus d — 1 de la forme :

Py=l-p" - p" P4+
tel que pour tout i € {1,...,d}, I'égalité suivante soit vérifiée :
Di (pi) := 0 (pi) + pi0y (pi) = Py (%,y,pi (z,y)) -

Le polynéme Py est appelé le polynome de linéarisation du tissu #. On vérifie par le
théoréme des fonctions implicites que les feuilles du tissu sont les graphes de solutions de
I’équation différentielle

y" =Py (z,y.y).

Théoréme 3.3.4 (Hénaut, 1993). — Soit d un entier naturel supérieur ou égal a 4.
Soit W un d-tissu de (C2, 0) dont les dérivations associées sont D; := Oy + p;0y pour tout
i€{1,...,d}. Le polynome de linéarisation Py =1y -p? ' +1y-pg_g+ - + g posséde les
propriétés suivantes :

1. Le tissu # est linéaire si et seulement si Py =0 ;

2. Le tissu W est linéarisable si et seulement si deg (Py) < 3 et (Ig,lg—1,la—2,11—3) est
une solution du systéme différentiel non linéaire suivant :

( Oy (896 (ld_Q)) — 20, (8y (ld—l)) + 38y (8y (ld)) + 6140, (ld_g) - 3ld_28y (ld)
—3ld8y (ldfg) + 3l4_30, (ld) + 21d,18y (ldfl) —1lg_10, (ldfg) =0

30z (0x (lg—3)) — 20z (9y (la—2)) + 9y (9y (la—1)) — 6la—30y (lq) + 3lg—10x (l4—3)

{ +3la—30y (lg—1) — 3la0y (la—3) — 2la—20% (l4—2) + lg—20y (la—1) = 0.
Démonstration. — Voir |29, proposition 3|. O
Remarque 3.3.5. — D’aprés le premier point, un d-tissu est linéaire si et seulement si

pour tout i € {1,...,d}, on a:
D; (pi) =0,
c’est-a-dire Py = 0.
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3.4. Linéarisation des tissus quasi-homogénes incomplets

Soit F' € C [z,y] un polynéme réduit, non constant, en deux variables effectives tel que
deg, (F)=d >3
on peut lui associer I’équation différentielle

(23) F(y,y) =0,

dans le plan complexe. La variable x étant absente de cette expression, nous dirons qu’une
telle équation différentielle est incompléte. Le d-tissu #r associé est alors qualifié de tissu
incomplet. Si F' est en outre quasi-homogene (voir chapitre 2), nous dirons que #f est un
d-tissu incomplet quasi-homogeéene.

Dans cette section, nous allons montrer a ’aide du théoréme de Hénaut (théoréme 3.3.4)
et de nos résultats du chapitre 2 que le d-tissu incomplet #% est linéarisable si le polynéme
F est quasi-homogéne.

Rappelons que d. désigne la dérivation d’Euler introduite dans la sous-section 2.5.9 du
chapitre 2.

Lemme 3.4.1. — Soit F € Clz,y| un polynéme réduit, non constant, en deux variables
effectives tel que

deg, (F)=d > 3.
Soit W le d-tissu associé & F. Si F est quasi-homogeéne, alors il existe A € C tel que le
polyndéme de linéarisation soit donné par la relation :

yPy = Az

Démonstration. — Soit R le résultant en z des polyndémes F et 0, (F'). D’aprés le théoréme
2.5.20, I'on sait que la dérivation

o1

R
induit I'unique solution (Py, %) € (C (y) [2])? de I'équation

U
(24) 20y (F) 4+ Py 0, (F) = EF
avec la condition de degré (x) [53, théoréeme 2.1|. Or la dérivation zd. = yd,1 induit
I’équation
(25) z [c120, (F) + coy0y (F)] = c3xF avec c1,cg,c3 € C.
L’équation 25 se réécrit encore :
—1,.2 —1
(26) 2y (F) + 222 9, (F) = 232 p dans C (y).
Yy

Elle vérifie donc la condition de degré (). Par unicité, 'on conclut qu’il existe A € C tel
que

2
Py =22
Y
puisque deg, (F') > 3 par hypothése. O
Théoréeme 3.4.2. — Soit F' € C [z, y] un polynoéme réduit, non constant, en deuz variables

effectives tel que
deg, (F)=d > 4.

Soit W le d-tissu associé a F'. Si F' est quasi-homogeéne, alors le d-tissu W est linéarisable.
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Démonstration. — L’énoncé découle directement du théoréme de Hénaut (théoréme 3.3.4).
En effet, d’aprés le lemme 3.4.1, le polynéme de linéarisation Py du d-tissu # est de la
forme : N
Py = Zz2

Yy
Ses coeflicients vérifient trivialement le systéme différentiel du théoréme 3.3.4. En outre,
I’on voit que

deg, (Py)=2<3.

Cela conclut la preuve. O
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CHAPITRE 4

NILPOTENTS DU SCHEMA DES ARCS TRACES SUR
UNE COURBE AFFINE PLANE

Soient k un corps de caractéristique nulle et k [($i)ieN ) (yl)zeN] I’anneau des polynémes
en une infinité d’indéterminées. Soit A la k-dérivation de k [ Ti)ien > (i 1€N] définie par :

A (7i) = miv1 et A(yi) = it
Par convention, on notera
Tg=x et yp=y.
La dérivation A, appelée dérivation d’adjonction, munit 'anneau k [(xi)ieN , (yi)ieN] d’une

structure d’anneau différentiel. C’est 'anneau des polynomes différentiels en = et y que
I'on note simplement k{x,y}.

Soient f un polynoéme non constant de k[z,y| et X = Spec(k[z,y]/(f)) la courbe
algébrique affine plane définie par f. Ce chapitre est consacré a I’étude de I’idéal différentiel
réduit {f} engendré par f dans k{z,y}. En d’autres termes, nous décrivons complétement
les nilpotents de ’anneau des fonctions réguliéres sur le schéma des arcs tracés sur X.

Posons A = k [z, y]. L’idée principale dans ce chapitre est de fournir une caractérisation
algorithmique des polynomes différentiels de 1'idéal {f}. A cet effet, nous introduisons
un algorithme appelé S-algorithme (voir section 4.2). Ce dernier associe a tout polynome
différentiel P de k{z,y} un polynéme différentiel S (P) de A{y}. Le polynéme S (P) est
appelé la forme spéciale de P par rapport & f et nous obtenons le critére de nilpotence
suivant (théoréme 4.3.16) :

Théoréme 4.0.3. — Soient k un corps de caractéristique nulle et f un polynome irréduc-
tible de A. Soit P un polynome différentiel de k{x,y}. Le polynéme P appartient & l’idéal
différentiel réduit {f} si et seulement si S (P) appartient a (f) - A{y}.

Il n’est en général pas facile de calculer un systéme de générateur de I’idéal différentiel
{f} qui, a priori, n’est pas de type fini. La question de savoir si {f} est différentiellement
de type fini est & notre connaissance un probléme ouvert. Cependant, le S-algorithme dont
nous donnons un code SAGE dans la section 4.2 permet de vérifier efficacement (sans
chercher a calculer un systéme de générateurs) si un polynome différentiel P appartient a

Iideal {f}.

Par ailleurs, nous introduisons une filtration notée (N (f)) Nous l'appellerons

neN’
filtration par le type. La filtration par le type est en général une filtration exhaustive de
I'idéal différentiel

(W @ =U (1 @uny).
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Lorsque le polynéme f est irréductible, notre filtration divise I'idéal différentiel réduit
{f} en parties de type fini beaucoup plus faciles a calculer que {f} tout entier. La partie
Non (f), formée par les polynémes de type (n,n), induit pour tout entier naturel n, un
sous-schéma fermé

Lo (X) = 2L, (X),0q

de lespace des n-jets .2, (X) de X. Les schémas %), ,, (X) sont en général des sous-schémas
propres du sous-schéma réduit .2, (X)), associé a %, (X). Leur limite projective coincide
avec le sous-schéma réduit associé au schéma des arcs £ (X) tracés sur X lorsque f est
irréductible. Ce formalisme fournit dans le cas des courbes un théoréme portant sur la
structure géométrique du schéma des arcs et de ’espace des jets dont voici ’énoncé :

Théoréme 4.0.4. — Soient k un corps de caractéristique nulle et f un polyndéme irréduc-
tible de k [z, y]. Soit X la courbe affine plane induite par f dans A2 : X = Spec (k [z,y] /{[)).
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le k-schéma X est lisse;
2. Le schéma des arcs £ (X) tracés sur X est réduit;

3. Pour tout entier naturel n, l’espace des n-jets £, (X) de X est réduit ;

4. Il existe un entier naturel non nul n tel que l'espace des n-jets £, (X) soit réduit ;
5. Pour tout entier naturel n, l'immersion fermée £, (X) — £, (X) est un isomor-

phisme;

6. 1l existe un entier naturel non nul n tel que l'immersion fermée £, ,, (X) — £, (X)
soit un isomorphisme ;

7. Pour tout entier naturel n, l’espace des n-jets £y, (X) de X est irréductible.

4.1. Conventions et notations

4.1.1. Dans ce chapitre, la lettre k désignera un corps de caractéristique nulle. Pour tout
entier naturel n, on notera A, I'anneau des polynomes

k(%)ieqo,..n1 » Widicgo,...n}
Par conséquent, on a :
Ap=Ap_1[zn,yn], VYn e N
On notera simplement par A 'anneau Ay = k[zg,yo|. Soit P un polynome différentiel

de A,. On appellera degré en n de P et on notera deg, (P), le degré total de P comme
polynéme en x,, et y,.

Soient P un polynoéme différentiel de A, et d le degré en n de P. On appelle n-
décomposition homogene de P la donnée d'une famille de polynémes (F;),.y de Ay, homo-
génes comme polynomes de A,,_1 [Zn, Yn], telle que

d
P=) P=) P etVieN, deg,(P,) =i ouP,=0.
>0 =0

Cette décomposition est unique.
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4.1.2. Soient B une k-algébre et § une k-dérivation de B. Soit m un entier naturel non nul.
On note 6™ le produit de composition de m copies de d. Par convention 6(9) = Idg. Soit f
un polynoéme de A. On notera dans ce chapitre 9y (f) (resp. 02 (f)) la dérivée partielle de f
par rapport a z (resp. y). Soient n un entier naturel non nul et A la dérivation d’adjonction.
On note J, (f) l'idéal de A, engendré par f,A(f),---, A (f):

On pose
Qn () =A™ (f) = (@001 (f) + D2 (f)), n > 1.

On remarque aisément par définition que

Q1(f)=0.

4.2. S-algorithme

Dans cette section, nous décrivons le S-algorithme puis fournissons un code SAGE de ce
dernier.

4.2.1. Soient m un entier naturel non nul et P un polynéme de A,, tel que
deg,, (P) =d,, > 1.
Rappelons que
A (F) = 2001 () + Y2 (f) + Qu (), Y > 1.

Soit (P;);cy la m-décomposition homogéne de P considéré comme un polynoéme de Ay, 1 [T, Yim]-
Posons

P = (0 ()™ Po+ Y (01 ()™ Py (—ym2 (f) = Qm (f) ,ym01 (f))

i>1
dm

= (O™ P+ @01 (M) Pi(=ym0s (f) = Qu (£) , ym1 (f)) -
i=1

Lorsque P est un polynéme de A,,—1 [ym], par la relation (27), on a :

P(m) = Plym<_ym81(f).

Nous pouvons remarquer que ’application (-)(m) élimine la variable x,, dans I’expression

de P. Le polynéme PU™ appartient ainsi & Ay, [Yrm]-

Remarque 4.2.1. — L’image du polynome P™ dans I’anneau quotient k{z,y}/ [f] coin-
cide avec celle du polynome (9 (f))%™ P.

Nous pouvons itérer ce procédé, c’est-a-dire éliminer par ’application (-)(m_l) la variable
Tm-_1, puis par lapplication (-)(m72)
d’un polynéme de A [yy,...,ynm] aprés m étapes. En effet, pour tout j dans {1,...,m—1},

la variable x,,_s et ainsi de suite jusqu’a I’obtention

nous avons
2s) PO = (pe0)

Dans la relation (28), le polynome différentiel PUTY est considéré comme un polynome de
Panneau (A;_1 [Yj+1, - - -»Ym)) [£,y;]. St PUTY) ne contient pas effectivement les variables
xj et y; dans son expression, alors on a :

pU) — p(G+1)

)
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et I'algorithme continue avec le couple (z;_1,yj—1). Aprés m étapes, nous obtenons un
polynoéme

P(l):S(P)eA[ylavym]

Définition 4.2.2. — Soit P un polynome différentiel de k{x,y}. On appelle forme spé-
ciale de P par rapport o f ou simplement forme spéciale de P, le polynome S (P) de
Alyr,- .., Ym| défini ci-dessus.

Lemme 4.2.3. — Soit f un polynéme non constant de A. Soient m un entier naturel et
P un polynéme différentiel de A,,. On a les propriétés suivantes :

1. Si P appartient & Aly1,...,ym), alors S(P) = P (y101 (f),...,ym01 (f));

2. Si Q appartient & Alyi, ..., ym], alors S(QP) = Q (1101 (f),---,ym01 (f))S(P);

3. Pour tout entier naturel non nuln, on a : S (A™ (f)) =0;

4. Sim =1 et P homogéne comme polynéme différentiel de A[xy,y1] de degré d en 1

non nul, alors S (P) = PM = ydP (=0, (f), 01 (f)).

Démonstration. — Les assertions 1. et 2. découlent directement des définitions.
3. On sait que

A (f) = 2,01 (f) + ynDa (f) + Qn (f) -
Alors :

S(AM () = (=02(f)yn—Qn ()01 (f) +yni (f) D2 (f) + Qu () D1 ()
= 0.

4. Dans ce cas Q1 (f) = 0. Par définition, on a alors
S(P) = PY = y{P (=05 (f), 01 ()))-
O

Nous déduisons aisément des définitions les propriétés suivantes de la forme spéciale
d’un polynome.

Théoréme 4.2.4. — Soit f un polyndome non constant de A. Soient m un entier naturel
non nul et P un polynome différentiel de A,,. La forme spéciale S (P) de P par rapport a
f satisfait aux propriétés suivantes :

1. Le polynome différentiel S (P) appartient 4 Alyr, ..., Ym];

2. Sideg,, (P) > 1, alors nous avons deg,, (S (P)) < deg,, (P) ;

3. Il existe un entier naturel N satisfaisant a la formule suivante :
(1 (f)N P =S(P) mod J,, (f) dans A,,.

Soient n un entier naturel et P un polynome différentiel de J,, (f). Il existe des polynomes
Ry, ..., R, dans A, tels que

P= iRZA@ (f).
=0

Soit d le degré en n du polynome différentiel R,,. Si (F;);c (resp. (Rji),c
{0,...,n}) est la n-décomposition homogene de P (resp. R; pour tout j dans {0,...,n}),

y pour tout j dans
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nous avons :

n—1
Py = [RuoQu(f)|+ Y RioAW(f)
i=0

n—1

P = RpaQn (f) +|(@n01 (f) + ynO2 (f)) Rup [+ Z Rt AY (f)
i=0
n—1 A

Pj = RujQu(f)+ (@ndi (f) +ya02 () Rujor + ) RijAY (f)
i=0

(29)
n—1 .
Pi = |RuaQn(f)|+ (@n0r (f) + yn02 (f) Rua—1+ Y _ Riald? (f)
n—1 . =0
Pasi = [ (@01 (f) + 992 (f) Rua|+ Y Rian A (f)
=0
n—1
Pyio = Z Ri,d—i-QA(i) (f)
i=0
\
Lemme 4.2.5. — Soit f un polynome réduit non constant de A. Soient n un entier naturel

non nul et P un polynome différentiel de J,, (f) N Ap—1. Il existe un entier naturel N tel
que

(@0 ()P € Tua ().
Démonstration. — Considérons les notations de (29). En particulier, posons
d=deg, (R,) et N =d+ 1.
Par hypothése

P, =0,7>1.
Alors nous avons :
d+1
@ (¥ P = Y (G R
(30) =0
= > (OO P+ Piya).
i=0

Soit Sp : k{x,y} — k{z,y} le morphisme de k-algébres défini par la spécialisation
Tn = (=yn02 (f) = Qn (f)) s Yn = ynO1 (f) et @iy = 25,y:, Vi € N\ {n}.

Pour tout entier naturel j dans {0,...,d}, nous avons :

(31) (01 () Sp (Bn,j) Qn () + Sp (2001 (f) + ynO2 (f)) Bnj) = 0.

En appliquant le morphisme Sp a (30), 'annulation de la diagonale décrite dans (31) montre
que

@1 (NP e Jua(f).

Ce qui nous permet d’énoncer la proposition essentielle suivante :
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Proposition 4.2.6. — Soit f un polyndéme réduit non constant de A. Soit n un entier
naturel. Pour tout polynome différentiel P de J, (f), nous avons :

S(P)e(f)-Alyrs- - ]

Démonstration. — Considérons les notations de (29) et démontrons la proposition par
induction sur n. Pour n = 0, la proposition est claire puisque S (P) = P par définition.
Pour n = 1, nous pouvons supposer que

P=Rof +RiA(f), avec deg; (P) =dy > 1, deg; (Ry) =d; et deg; (R1) =dj — 1

puisque A (f) est homogeéne de degré 1 en 1. La proposition découle alors du lemme 4.2.3
car

s(p) = pPW |

(01 ()™ Roof + X80 (01 ()™ Si (~102 (), 3101 (f))
FRY,

avec S; = Roif + R1;—1A (f) pour tout 7 dans {1,...,d;}.

Pour n strictement supérieur a 1, posons

d, = deg,, (P).

Supposons que la proposition soit vraie pour tout entier I dans l’ensemble {0,...,n — 1}
et montrons qu’elle reste vrai au rang n. Pour ce faire, nous pouvons distinguer deux cas
sous nos hypothéses :

Cas 1 : le polynéme différentiel P appartient & A,_1;
Cas 2 : le polynome différentiel P appartient a A, \ Ap—_1.

Commengons par démontrer le cas 1. Le polynéme différentiel P appartient & A,_1.
D’aprés le lemme 4.2.5, il existe un entier naturel N tel que

(01 ()Y P € Jna (F).
Par hypothése d’induction, le polynéme f divise le polynome différentiel S ((61 (f ))N P)
qui est égal a (9; (f))N S (P) d’apres le lemme 4.2.3. Comme [ est réduit, il divise S (P).
Dans le cas 2, le polynome différentiel P appartient a A, \ A,—_1. Posons

e=d+1—d,, sid>d,

e =0 sinon.

On remarque que pour e non nul, sion pose S; = 01 (f) Rn,iQn (f)+(2n01 (f) + yn02 (f)) R
pour tout ¢ dans {0,...,d}, alors

dn d+1 d
@D @ (MNP =D (O (TR =) (00() S mod T (f).
=0 =0 =0

Nous avons de ce fait Pannulation de la diagonale décrite dans (31) pour ((91 (f))° P)(n).
Par conséquent, le polynome différentiel ((dy (f))° P)(”) appartient a l'idéal J,,_; (f) dans

(n)

I’anneau A,,_1 [y,]. En décomposant I'expression de (91 (f))¢ P)'™ sur la base {1, yy, ..., y&},

nous obtenons la formule suivante :

dn
(21 ()P ="y,
=0
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ol les a; sont des polyndmes différentiels de A,,_1. Notons que les polynoémes a; appar-
tiennent a l'idéal J,,—1 (f) dans A,,—; et que les coefficients de S (((01 (f))¢ P)) proviennent
de ceux des a;. Alors, par application de 'hypothése d’induction aux polynémes différen-
tiels a;, nous déduisons que le polynome f divise S ((01 (f))° P) = (61 (f))°S(P). Ce qui
achéve la preuve puisque le polynéme f est réduit. O

Exemple 4.2.7. — Soient f = z} — y2 un polynome de A et P = 3xay3 + 4x1y0y1 —
Qy%mo — 2x0yoy2 un polynome différentiel de Ag. Le polynéome P appartient a Ja (f). En
effet, si

Ro = —3.%2
Ri = -2
Ry = xp,

on vérifie aisément que

i=0
En suivant le S-algorithme, on obtient :
P? = 1223x1y0y1 — 623yF — 18y2xox? + 632y7 — 6yo (23 —1d) vo
= ap+aiy2
S(P) = —18x (23 — y3) (3zdyoye + 3xgyi — 4ygyi) ,
avec
ag = 12x(2)x1y0y1 — 6:1383/% — 18y3$0x% + 6y(2)y%
= (=6y? + 18zgz}) f — 6z123A (f)
ap = —6yo (zf —y3) = —6yof

Ezemple 4.2.8. — Soient f = a§ + zoyo + yg et P = 6yrai + 62137 + 407 + 321082 +
2y3 — 3y1y270 — ToYoys + T3ys. Nous avons

. Ry = %363 + %y:s
P:ZRiA(i) (f), avec B =0
i=0 Ry =2z1 4+ 1
R3 = —gl‘o - éyo-
Si aps = app + a1+ azo +asp et
app = 8xoxi + 4x3yo — 6172Y3
aro = 12zziys + 623yoy1 — 3z2y3Y1
azo = 12xom1y} + 6x1y0y7 + 4woy + 2y0y}
azp = 6xoriyoye — 6xgy1Y2 — 3Toyoy1y2 — BYFYIY2
| a1z = —2a3y0 — 2z0y5 — 245,

alors on a :

P® = ap,3 + 1,3Y3.
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On peut remarquer que

(60,3 =bof + b1 A (f) + b AP (f)
bo = —8y1y2 — 8T172 — 4wy — 4T1Y2
b1 = 423 + 4y + dyoye + 4yi + dwoxs + 2x0y0 + 2y210
b2 = —3yo011

L a1,3 = —2y0f-

Si ap2 = ap + a1 + az + a3 et aj 2 = aj + @}, nous avons
2
pP@ = ap2 + ai2y2

avec

ap = 16x3a] + 16z0aiyo + 1621yg + 24adaiy

ap = 24weriyoyr + 24atyyr + 24age1yt + 2430219041
ay = 24a1y3y3 + 823y} + Sxoyoy; + Sydy}

a3 = —4x%yoy3 - 6x3y8y3 - 69303/8% - 23/393

apy = 12z¢z1y0ye + 12202193y2 + 122193y2

ay = —12x3y1y2 — 1223yoy1y2 — 1220Y3Y12.

Aprés factorisation on obtient

ap2 = cof
co = 163:‘1’ + 24y133% + 24:v1y% — dxoyoys — 2y§y3 + 8yi)’
a2 = (12yox1 — 12y120) f.

Enfin, S(P) = PO = —21Q, le polynome différentiel @ étant donné par :

(Q = Qu+Qi+Q2+Qs
Qo = 36xfyoy; + 36zoy5yt + 36y5yT + 4815192
Q1 = 96z3yoy1y2 + 108233 y1y2 + 60z0ydy1 Y2
Q2 = 12ydyiys + 1628yoys + 3223y3ys

| Q3 = 24x5ydys + 8Toysys + Yous-

Exemple 4.2.9. — Soient f = 338 + yg - :1:(2) et P = —6y§’x% + Gy%:no — 10y%1‘1y0 + ze{’yo —
92023y + Y1y — 2y17073. Le polynome différentiel P appartient a 'idéal A1 N Jo (f)
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puisque

(T = Tio+ T+ T30

T IZ%%x?yo—-zggyzw%y1%—9y1$%—-%;y%y0$14—§%y1$%$3
7&4)::-—6m2y1-+-%§x2y1x3-+-%%y1y81a +—9y% —-z%gw?yomg
T30 = 6y2x1 — 277,@2331%3 — Sty
Ty =Toq +T11+To1 + T3
P iTZA(Z) (f) avec To1 = —3y2x0 + 3x2y0 + %yoyfxo - %%fmw% — %yoﬁ

= Ti1 = —3yoy} — 2y121 + Lyozoyd — Bydars — Zyydz
Toy = *Patyy + Pyoriag — Fyowiad + Gy2a
Ts1 = —3ysad + ZLyradar — 27yoxon?
To=To2+T12

__ 81 3 9,.3 3,.2
To2 = G T1Yy — 5TpY1 + 5T5Y1

\732:='—%;xoy§y14—3y1wo——3yoxL

Un calcul explicite donne :

S(P) ::6y§(3x0——2)(—3%%%—2%0%—2y0)(3$%——2x04—2y0)(w%——x%%—yé).

4.2.2. Un programme du S-algorithme. — Nous fournissons ci-dessous un code
SAGE du S-algorithme décrit pour m = 40, P = —yszo + 23y0 et f = x3 + zoyo + Y3

Input: m, P, £ ;
output: S(P).
Start

m=40

variables = [ ’x%i’ % i for i in [0..m] ] + [ ’y%i’ % i for i in [0..m] ]
A = PolynomialRing(QQ,variables)

for i in [0..m]:
exec("x%i = A.gen(%s)" % (i,1))
A.gen(¥%s)" % (i,m+1+1i))

exec("y%i
def der(f):

a= sum(derivative(f,A.gen(i))*A.gen(i+1) for i in [0..len(A.gens())-2] )
return a

def Der(f,j,m):

if m-j==0:

return f
else:

k=0

while k< m-j:
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f=der(f); k=k+1
return f

def DH(P, x, y):

def

End

L1= P.monomials()
L2= P.coefficients()
T= [L1[i]#L2[i] for i in [0..len(L1)-1]]
d= 0
for t in T:
d= max(d, t.degree(x)+t.degree(y))

L= [0 for i in [0..d] 1]

for t in T:
e= t.degree(x) + t.degree(y)
Lle]l = t +L[el]

return 4d,L

Spoly(P,f):
j=0
while j < m:
x= A.gen(m -j)
y= A.gen(2*m+1-j)

Q= Der(f,j,m) - xxderivative(f, A.gen(0)) - y*derivative(f, A.gen(m+1))

D = DH(P,x,y)
d= DI[0]
L= D[1]

P = (derivative(f, A.gen(0)))~(d)*L[0] + sum([derivative(f, A.gen(0))~(d-i)\

*L[1] .subs( {x : - y*derivative(f, A.gen(2*m+1)) - Q, y:

j=j+1
return P.factor()

£f=x0"2 + x0*xy0 + y0~2

P =

-y3*x0 + x3*y0

Spoly(P,f)

y*derivative(f, A.gen(0))})

(-2) * (x0~2 + x0*y0 + y0~2) * (27*y0~2*xyl1~3 + 36xx0"2*y0*ylxy2 + 36*x0xy0~2*yl*xy2 \
+ 9ky0~3*yl*ky2 + 16*%x0"4*y3 + 32*x07°3*y0*y3 + 24*x0°2%y0~2xy3 + 8*x0*y0~3*y3 + y0~4x*y3)

Une application directe du S-algorithme donne les exemples de calculs explicites sui-

vants :
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Exemple 4.2.10. — Soient f = Xg - YO2 et P = 9X0X12 — 4Y12. La forme spéciale de P
est donnée par :
S(P) =36X0Y{ (—X§ +Y7) .
Exemple 4.2.11. — Soient f = XYy et P = 2X,Y2 Xy — X2Y; + 3Y>. Nous avons :
S(P) = —Yy (—4X3YPY5 + 2X3YoYs + XGYoY — 3Y5Ya).

Exzemple 4.2.12. — Soient f = X2 + XoYp + Y& et P = —Y3X; + X3Y7. Un calcul
explicite donne :

S (P) = —18Y7{ (2X¢ + Yp) (X§ + XoYo + Yy) (3Y0Y? +4X(Ys +4XYoYs + YiYa)
Nous pouvons remarquer dans ’exemple 4.2.12 que

0 =degz (S(P)) < degs (P) = 1.

4.3. La filtration par le type

Dans cette section, nous introduisons dans l’anneau des polynémes différentiels k{z, y}
une filtration associée & un polynéme non constant f de A. Cette filtration sera appelée fil-
tration par le type. La filtration par le type est appropriée pour I’étude de I'idéal différentiel
réduit {f}.

4.3.1. Soit f un polynome non constant de A. Soit (m,n) un couple d’entiers naturels.
Soit P un polynoéme différentiel de k{z,y}. On dit que P est de type (m,n) par rapport a
f (ou simplement de type (m,n)), si P appartient & A,, et s’il existe un entier naturel N
tel que
N
(01 ()" P € Jn(f) k{z,y}.

Notons que pour m = n, cela équivaut a :
@)Y Pedn(f).

Remarque 4.3.1. — La notion de type introduite ici dépend du choix de la k-dérivation
01 ou 0y. Dans ce chapitre, nous faisons le choix de 0;.

Lemme 4.3.2. — Soient f un polynome non constant de A et P un polynome différentiel
de k{x,y}. Si P est de type (m,n) par rapport & f, alors le polynome différentiel A (P)
est de type (m+ 1,n+1).

Démonstration. — Par hypothése, il existe un entier naturel NV et des polynémes Qq, Q1, - - ., @Qn
de k{z,y} tels que

(32) @1 P =" QA" (f).
=0

En appliquant la dérivation d’adjonction A & I'équation (32), le polynome (9; (f))™ A (P)
appartenant & A,,11 est égal a :

n

—N (@1 ()N TIA @1 () P+ FA(Qo) + (Z Qi1 + A (@) AD <f>> +QuATY ().

=1
Par conséquent,

(81 (f))N+1 A (P) € Jn+1 (f) ' k{x7y} N Am—H
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puisque
@1 (Y P e Tu(f)- k{z,y} 0 Ap.
O

Le sous-ensemble de k{z,y}, formé par les polynomes différentiels de type (m,n), est
un idéal de A,, que nous noterons N, , (f). Il est aisé de vérifier que

Nm,n (f) C Nm,n+1 (f) C Nm+1,n+1 (f), Y(m,n) € N2,

Lorsque le polyndéme f est supposé réduit, on a :
Nono (f) = () - Am et No (f) = (f) - A, ¥ (m,n) € N°.

On peut aussi remarquer que
I (f) C Nuw (f) dans A,

Lemme 4.3.3. — Soit f un polynéme non constant de A. Soit m et n deux entiers natu-
rels. Sin > m, alors

Nm,n (f) = Nm,m (f) .

Démonstration. — Pour tout entier naturel non nul ¢, notons Sp, : k{z,y} — k{z,y} le
morphisme de k-algébres défini par la spécialisation de X, Y; a 0 pour tout j strictement
supérieur a t, et

Xj-)Xj, Y}—)ij, vy <t.
Par définition, il existe un entier naturel N et des polynémes Qo, Q1,...,Qn, de k{z,y}
tels que

(33) @1 (MY P =Y QAav(f).
=0

Quitte & appliquer le morphisme Sp,, a I’équation (33), on peut supposer que les polynomes
différentiels @; appartiennent & A,. D’aprés la proposition 4.2.6 et le théoréme 4.2.4, il

existe alors des polynémes Ry, ..., R,, dans A,, tels que
(34) @O (N P =Y RAD (1) =S (01 ()¥ P) = RY.
§=0
On conclut en considérant I'image de (34) par le morphisme Sp,,. O

Exemple 4.3.4. — Soient f = x§ + woyd — y& un polynéome de A et P = 16z1y3ys +
3x%yé‘ — 16y%xgyg’ + 6y{’x8y0 — 9y1x%xoyg un polynéme de A;. Le polynome P appartient
a l'idéal M2 (f) puisque
2 Qo = —12z{y1 — 1621y — dxay120 + 421220
P=> QAU (f) avec Q1= dwoy} + 3alyo + z2moyo — Y213
=0 Q2 = TFy1 — ToT1Yo-
Un calcul explicite de S (P) donne :
S (P) = 4yoy; (—64ys + 9613z — 39ySx2 — 128ydxp + 96y — 24ysal — 25625 + 9623) f.

Et on a la formule :
1

O (f)P—=> RAY (f) =S (01 (f) P),

J=0
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avec

Ry = —y5(—=3ygat — 16yiyg + 6z120y001 + 62597

Ry = Rop1+ Ro2 + Ro3

Ro1 = —12y3y123 — 153628 yoys + 4096y5x3y8 — 153650yl + 3072y325yS
Ro2 = —1920y3x3ys + 1536y3 23y + 156332240 + 2423yfyo + 720y3x5y]
Ro 3 = —384y3moyd" + 256y3 4% — 64ydyd + 241 moyiyg.

De cette derniére relation, on déduit que le polynéme P appartient a Ny 1 (f).

Définition 4.3.5. — Soit f un polynéme non constant de A. La famille (N, 5 (f)),,cy de
sous-groupes de k{z,y} est appelée filtration par le type associée a f. C’est une filtration
exhaustive de I'idéal différentiel

W1 @ =U (1 : @)

NeN

Remarque 4.3.6. — Pour tout entier naturel n, il est possible de calculer une base de
Grobner de l'idéal N, 5, (f) dans A,,. En effet, nous avons

N (f) = ((Jn (), 1 =01 (f)) - An [t]) N Ap.
Alors, l'intersection d’une base de Grobner de l'idéal (J,, (f),1—1t- 01 (f)) de A, [t] avec

A,, donne une base de Grobner de N, ,, (f) d’aprés le théoréme d’élimination. Cependant,
d’un point de vue effectif, la complexité du calcul d’une base de Grobner est telle que pour
des entiers naturels n assez petits, supérieurs & 5 par exemple, il est difficile de calculer
une base de Grébner de l'idéal N, ., (f) avec des logiciels de calcul formel comme SAGE
et Maple. Cette remarque justifie I'introduction du S-algorithme qui s’avére plus efficace
pour tester 'appartenance a N, ,, (f).

Exemple 4.3.7. — Reprenons les polyndémes de 'exemple 4.3.4 : f = xé + acoyg — yé et
P = 16z1y3yg + 373ys — 1633 20y5 + 6y3xdyo — y12370y3. Un calcul explicite de la base
de Grobner réduite G de N7 1 (f), pour ordre lexicographique, suivant la méthode décrite
dans la remarque 4.3.6, donne :

go = =g + Toys — ya

91 = —Y1Zo + Z1Yo

g2 = 961968 - ywS’ + y1y(2)330
93 = x5} — YIYg + voyizo
g1 = T3T0 + Y3z0 — YiYo
g5 = o1 + 11y} — i

On obtient
P = (321y3 — 6zoy1ygz1 — 6yiyord + 16y5yi) g1,
et donc P appartient a M ;.

4.3.2. Soit f un polynéme non constant de A. Il existe un entier naturel non nul n, des
entiers o, ..., ay,, des polynomes irréductibles fi,..., f, de A tels que

F=11"
i=1
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Le théoréme d’irréductibilité de Kolchin (voir chapitre 1) montre ’égalité suivante :

(35) {ry=Anrn---n{fn}.

La proposition suivante qui est une forme particuliére de [52, lemme 2.7], compléte la
remarque précédente dans la description de 'idéal différentiel {f}.

Proposition 4.3.8. — Soit f un polynéme irréductible non constant de A. On a
=V Myt =11 - @™ =U (11 - @ oY),
N>1

Démonstration. — Soit P un polynome différentiel de ([f] : (91 (f))). Il existe par dé-
finition un entier naturel N tel que

@1 (N Pelflc{f}

Comme 0, (f) n’appartient pas a I'idéal différentiel réduit {f} et que ce dernier est premier
d’aprés le théoréme d’irréductibilité de Kolchin, alors on a :

Pe{f}
On sait que
ST (f] = O (f))T).

Par conséquent

{1y = VI Ko,y (1) = @ (1))
D’apreés le lemme de Rosenfeld (chapitre 1, proposition 1.9.9), I'idéal différentiel ([f] : (91 (f))™)
est premier. Donc

VW = @) = (1A ¢ @ ()™).
Ce qui achéve la preuve. O
Remarque 4.3.9. — Notons que dans le loc. cit. le choix de la dérivation d’adjonction

est légérement différent. Cependant, par un changement de variables le lemme 2.7 du loc.
cit. implique la proposition 4.3.8 ci-dessus.

Nous déduisons de la relation (35) et de la proposition 4.3.8 la formule suivante :

{ry=Al+ @) ([fal = (O (Fa))™)-

Lorsque le polynéme f est irréductible, nous avons :

{f}: UNn,n(f)

neN
En particulier, pour tout polynome différentiel P, il existe un entier naturel n tel que P
appartienne & N, , (f) si et seulement si P appartenant a k{z,y}/ [f] est nilpotent.

Remarque 4.3.10. — La notion d’irréductibilité est fondamentale dans la proposition
4.3.8. En effet, cette derniére est fausse si le polynéme f est réductible comme le montre
I'exemple 4.3.11 ci-dessous.

Exemple 4.3.11. — Soit f = xy. D’aprés le théoréme d’irréductibilité de Kolchin :
{zy} = [z]N[y].

Cependant, un calcul immédiat fournit le résultat suivant :

(1= @UN=) = s = W)) = [z].
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4.3.3. Soit n un entier naturel. Lorsque le polynéme f est irréductible, nous avons les
inclusions suivantes

(36) VI (D) CNaw (D) = () = O (N®) € (VI D) = G

En effet, soit P dans \/J, (f). Le polynéme différentiel P appartient & {f} N A,. Ainsi,
par la remarque 4.3.8, il existe un entier naturel m tel que

PeNpm (f).

Si m est inférieur a n, alors P appartient évidemment & N, ,, (f). Si m est strictement
supérieur a n, le lemme 4.3.3 montre que P appartient a N, ,, (f) puisqu’étant un polynome
différentiel de I'idéal Ny, (f).

Inversement, Si P appartient a N, ,, (f), il existe un entier naturel N tel que (0 (f ))N P
appartienne a J, (f); donc (81 (f) P)™ appartient a J, (f).

Remarque 4.3.12. — En général, lorsque m est strictement supérieur a n, 'idéal v/ J,, (f)
est strictement inclus dans /Jp, (f) N Ax.

Exemple 4.83.18. — Soient f = 23 + 2oy + y3 et P = x? + x1y1 + y?. Nous avons

P3ec I (f).
En effet,
3
ap = 1 (—x2y1 + y2m1)2
ay =ap1 +ay+as;

_ 1.3 3 3.2 3
ap,1 = —3T{T2 — TTY2 + 7TY1T0 + F7T2Y1Y2T0
2

= ZGZA@ (f) avec = %my‘;’ + %nylyon - %yw%yz - %y%yQQJl
az = ap2 + a2
ap,2 = %x% + :L‘:{’yl - %yoy%xg - %:Uzywlxo — %xw%ﬂ?o + %x%y%

a1 = 1197 + %y% + %ylﬂUlyOZD + %yzﬁf%xo + %yl$1y2$0-

Cependant, le polynome P n’appartient pas a /Jp (f) car si on pose J = (f,A(f),1—t-P)
dans k [z, 1, Yo, y1,t] muni de 'ordre suivant :

(37) t>x1 > 20 > Y1 > Yo,

la base de Grébner réduite G de J pour 'ordre (37) est donnée par

(90 = 43
g1 = ToYo
go = 96(2)

93 = 2x0w1 + Yox1 + Y170 + 2Y1Y0
g1 = 3y1yor1t — 3yixot + 4zo + 20

gs = 3t + ot +yit — 1

dans k [z9, 21, Yo, Y1, t]. On remarque aisément que le polynéme constant 1 n’appartient pas
a J puisque son reste par G est égal 4 1. Donc le polyndéme différentiel P n’appartient pas

a +/Ji (f) par [47, chapitre 4, proposition §].
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Remarque 4.8.14. — En général, inclusion \/Jy, (f) C Ny (f) est stricte méme si le
polynoéme f est supposé irréductible.

Ezxemple 4.3.15. — Considérons le polynéme f = 3:(2) + 2oyo + y%. Nous avons

3
(21 + 2 +97)" € ().
Cependant, le polynéme (x% + x191 + y%) n’appartient pas & y/J1 (f). On peut recourir a
[47, chapitre 4, proposition 8] pour établir ce fait.

4.3.4. Soient n un entier naturel et X = Spec (A/(f)). On pose
Lo (X) = Spec (A5 /Npu (f)) -
D’aprés la remarque 4.3.14, il existe une immersion fermée de k-schémas
Lo (X) = L (X)
qui se factorise par
Zn (X)rea = Zn (X)

lorsque f est irréductible. Dans ce cas, en passant a la limite, I'immersion fermée de k-
schémas

lim %, (X) 5 2 (X),q

est un isomorphisme d’apreés la proposition 4.3.8.

4.3.5. Commengons par la remarque suivante : soient f un polynéme réduit de A et P un
polynome différentiel de A,,. D’aprés le théoréme 4.2.4, si P appartient a l'idéal N, ,, (f),
la forme spéciale S (P) de P appartient aussi & N, ,, (f), c’est-a-dire qu'il existe un entier
naturel NV tel que

N
O (f)" S(P) € Jn(f)-
L’énoncé suivant donne lieu a une caractérisation effective de ’appartenance a 1'idéal

N (f). En particulier, il fait un lien entre le S-algorithme et la filtration par le type et
fournit un énoncé plus fort que la remarque ci-dessus.

Théoréme 4.3.16. — Soient f un polynome réduit de A et P un polynéme différentiel de
k{z,y}. Le polynome P appartient & Ny, (f) si et seulement si S (P) appartient a (f) - A,.

En particulier, si le polynéme f est irréductible, le polynome différentiel P appartient a
{f} si et seulement si S (P) appartient a (f) - k{x, y}.

Démonstration. — Si S (P) appartient a (f) - A, alors P appartient a N, , (f) par le
théoréme 4.2.4. Inversement, si P appartient a N, (f), il existe un entier naturel N et
des polynoémes Qy, ..., Q, de A, tels que

@1 (NP =D QA (f).
=0

Alors, d’aprés la proposition 4.2.6, le polynéme f divise

S (@ NV P) =@ (VS (P).

Ce qui achéve la preuve puisque f est réduit par hypotheése. ]
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Ezxzemple 4.3.17. — Soit f = x% — yg un polynéme de A. Soient Py = 4y% — 21yix3x +
18z3yoy3 et Q = 9woxiyo — Tyoroys + 2yiwe deux polynomes différentiels de A;. Nous
avons :

S(P) = 972%81/5i (—4y§ + 3:1:3) f
et
S(Q) = 9oy} (By1ys — 21ahyo + 6y125).

Par le théoréme 4.3.16, le polynoéme P appartient a I'idéal N (f) tandis que @ n’ap-
partient pas & ce dernier. En outre, en suivant la remarque 4.3.6, la base de Grobner réduite
G de l'idéal N1 1 (f), pour l'ordre lexicographique, est donnée par :

go = 95(?3 - ?Jg

91 = 3yox1 — 2xoy1
g2 = 3z¢x1 — 29011
g3 = 9w0m% — 4y%.

Le polynéme P appartient alors a l'idéal N (f) puisque
P =6xiy/91 — yigs-
Cependant, le reste du polynéme @) par rapport & G est :
R = —Tyoyizo + Hyizo # 0.
Alors @ n’appartient pas a Nj ;1 (f).
4.3.6. Nous pouvons compléter le code du S-algorithme par le programme suivant qui

permet de tester 'appartenance d'un polynéme différentiel a I'idéal N, , (f), pour tout
entier naturel non nul m.

Start
def Nilp(f,P):
J=A.ideal(f)
if J.reduce(Spoly(P,f) .expand())==0:
return "yes, P is nilpotent."
else:
return "No, P is not nilpotent."
End
f=x0"2 + xO0*xy0 + y0~2
P = -y3*x0 + x3*y0

Nilp(f,P)

’yes, P is nilpotent.’
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4.4. Dérivations et filtration par le type

Dans cette section nous introduisons une famille spéciale de k-dérivations qui fournit un
point de vue alternatif sur le S-algorithme. Soit m un entier naturel non nul. Soient a et
b deux polynéomes de A. Nous définissons la A,,_i-dérivation Dy, (a,b) de Apm—1 [Tm, Ym]
par :

Dy, (a,b) (P) = a0y, (P) + b0y, (P).

Remarque 4.4.1. — De maniére analogue, nous pouvons introduire la A,,-dérivation &,,
définie par

Em (P) = 210y, (P) + 110y, (P).

Cette derniére dérivation a les mémes propriétés que la famille (D,, (a,b)) a.beA-
Etablissons quelques propriétés importantes des A,,_i-dérivations Dy, (a,b).

Proposition 4.4.2. — Soient m et d deux entiers naturels non nuls. Soit (a,b) un couple
de polynomes de A tels que

adr (f) + 002 (f) € (f) - A.

Soit P un polynome différentiel de A,, de degré d en m. Nous avons les assertions sui-
vantes :

1. Dy, (a, b)(d) (P) = d!Py(a,b), le polynome Py étant le polynome homogéne de degré d
dans la m-décomposition homogéne de P.

2. D1 (a,0) (A (P)) = Dy (a,0) (P) ;
3. Si P appartient a Nopm, (f), alors Dy, (a,b) (P) appartient & Ny, m (f).
Démonstration. — 1. Notons Qp le polynoéme de A, [w] défini par :

Qp (w) = P (aw,bw) .

d
Soit P = Z P; la m-décomposition homogéne de P. Par définition, nous avons :
=0
d .
Qp (w) =Y P;(a,b)w’.
=0

Il s’en suit que
Dy (a,0)9) (P) (aw, bw) = 09 Qp (w), ¥j € {0,...,d}.

Pour j =d, on a

Ainsi, nous déduisons que

Dy (a,0) ¥ (P)

D’otu la premiére assertion.
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2. Par définition de la dérivation d’adjonction A, le terme en p, 41 et ym+1 dans A (P)
est égal a

D’aprés (38) et la définition de Dy, (a,b), nous avons

D1 (a,0) (A (P)) = ady,, (P) + b0y, (P) = Dm (a,b) (P).

3. Par hypothése il existe un entier naturel N et des polynémes Ry, ..., R, de A,, tels
que :

(39) (@O0 (NY P =Rof + RiA(f) + -+ + RuA™ (f).
Comme
Do (a,) (01 (1)N P) = (@1 ()" P (a,6) (P),
il suffira de montrer par (39) que
Dy (a,b) (A9 () € T (f), Vi € {0, m}.
Ce qui est clair pour tout j dans {0,...,m — 1} puisque dans ce cas
AU (f) € A1
Supposons que j soit égal a m. Il existe un polynéme @, (f) dans A,,_1 tel que
(40) A () = 2m01 () + ymOa (f) + Qu (f) -
La relation(40) implique que
Dy (a,0) (AT (f)) = ady (1) + b0 (f) € (F) - A.

Ce qui achéve la preuve.

4.5. Etude de I'idéal N 1 (f)
Soit f un polyndéme non constant de A. Soient a et b deux polynémes de A tels que

ady (f) +00x (f) € (f) - A.

Dans cette section, nous donnons une description compléte de I'idéal NVj 1 (f) en utilisant les
dérivations Dj (a,b) et montrons que ce point de vue est compatible avec le S-algorithme.

Proposition 4.5.1. — Soient f un polynéme non constant de A et P un polynome diffé-
rentiel de Ay. Soit (F;);cy la 1-décomposition homogeéne de P. Si le degré d en 1 de P est
non nul, alors nous avons

d_yi .
S(P)= (@ (N Po+ Y 5 @0 (M) D (=02 (4),01 (1)) ().
i=1

Si le polynome différentiel P est homogéne de degré d en 1 non nul, nous avons d’apreés
la proposition 4.5.1
S(P)=PW =y{P(~02(f).01(f))

Démonstration. — On sait que Q1 (f) = 0. L’énoncé découle directement de la définition
de P et de la proposition 4.4.2. ]
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4.5.1. Commencons par faire les deux remarques suivantes : soient P un polynome diffé-
rentiel de Ay et d son degré en 1. Soit (P;);cy la 1-décomposition homogéne de P.

Remarque 4.5.2. — Le polynome P appartient a N1 (f) si et seulement si les P; ap-
partiennent a ce dernier pour tout 7. En effet, soient Qg et (1 des polynomes de A; tels
que

(01 ()Y P =Qof +QiA(f).
Nous pouvons supposer que

deg; (Qo) < d et degy (Q1) <d—1

puisque A (f) est un polyndéme homogene de A [x1,y1] de degré 1 en 1. Soient (Qo;);c €t
(Q17i)iEN les 1-décompositions homogénes respectives de QQp et Q1. Nous avons

d
@1 (Y P=Qoof + Y (Qoif +Qui1A(f)).
1=1

La 1-décomposition homogéne de P est alors donnée par :
@1 (MY Po=Qoof et (01 ()Y Pi=Quif + Qui1A(f), Vi€ N’

Remarque 4.5.3. — Supposons que le polynéme f est réduit. Soient N un entier naturel
et Qo,...,Qn des polyndmes de A,, tels que

@1 (MY P=Qof + QA (f) + -+ QuAM (f).

En identifiant les monoémes dans A des deux cotés de ’égalité, nous avons
Py € <f> - A.

Théoréme 4.5.4. — Soient f un polynome réduit non constant de degré d de A et P un
polynome différentiel de Alxy,y1] de degré en 1 non nul. Soit (P;),cy la 1-décomposition
homogéne de P. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le polynome P appartient a N1 (f);

2. Pour tout i dans {0,...,d}, nous avons
DY (=0 (1), 01 () () € (f) - A

3. Pour tout i dans {0,...,d}, pour tout couple de polynémes (a,b) de A% tel que
(ady (f) + 0D (f)) appartienne a (f) - A, nous avons

DI (a,b) (P) € (f) - A5
4. La forme spéciale S (P) de P par rapport a f appartient a (f) - A [y1].

Démonstration. — 1. = 3. D’aprés la remarque 4.5.2; les polynémes P; appartiennent a
N1 (f) pour tout ¢ dans {0, ..., d}. D’aprés la proposition 4.4.2, nous avons Dgi) (a,b) (P;)
appartient a MVq 1 (f). Comme le degré en 1 du polynéme P; est égal a i pour tout i dans
{0,...,d}, nous avons

DY (a.b) () € A,
et par la remarque 4.5.3, nous obtenons
DY (a,0) (P) (f) - A.
3. = 2. Cette implication est formelle.
2. < 4. I’équivalence se déduit de la proposition 4.5.1.
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2. = 1. Quitte a remplacer le polynéme P par Py, nous supposons que P est homogéne de
degré d en 1. Comme les polynémes A (f) = 2101 (f) + y102 (f) et P sont homogeénes, il
existe un polynéme R dans A; tel que

(41) @1 ()P =P (=02 (f), 01 (f)) = A(f) R.

Nous pouvons souligner au passage que si d est non nul, alors le polynéme R l’est aussi.
D’apreés la relation (41) et la proposition 4.4.2, nous avons

d
(42) @01 ()P = DD (=0 (£),01 (£) (P) + A () R
Alors, par hypotheése
@1 ()P eT(f).
Ce qui signifie exactement que P est de type (1,1). O

4.5.2. Dans cette sous-section, nous exhibons une classe importante de polynémes de type
(1,1) qui ne sont pas contenus dans l'idéal J; (f).

Proposition 4.5.5. — Soit f un polynoéme réduit non constant de A. Soit (a,b) un couple
de polynomes de A tel que a0y (f) + b0 (f) appartienne a Uidéal (f) - A. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. Le polynoéme bx1 — ayy appartient & l'idéal \/Jy (f) mais pas l'idéal différentiel [f];
2. Le polynome bxy — ayy appartient a lidéal N1 (f) mais pas Vidéal Jy (f) ;

3. La k-dérivation 0 induite par la k-dérivation 6 = ady + bdy de A sur A/(f) est une
dérivation exceptionnelle de A/{f).

L’équivalence 1. < 3. dans la proposition 4.5.5 étend [58, proposition 4.4, 4.5] a tout
corps de caractéristique nulle en remplagant I'argument analytique de la preuve de [58,
proposition 4.5] par le lemme 4.5.6 ci-dessous qui est purement algébrique.

Lemme 4.5.6. — Soient f un polyndome réduit non constant de A et § = a0y + b0y une
k-dérivation de ce dernier telle que 6 (f) appartienne a (f) - A. Soit B un idéal premier de
A. Si B contient l’idéal (f,01 (f),02(f)), alors les polynomes a et b appartiennent a B.

Démonstration. — Posons J = ((f,01(f)) : 02(f)). 1l suffira de démontrer le lemme
pour le polynéme a. En effet, nous aboutissons & la méme conclusion pour le polynéme b
en intervertissant le role de 01 (f) et de 02 (f) dans l'idéal J.

Supposons que le polynéme a n’appartienne pas a 'idéal B. L’image @ de a dans A/(f)
est alors un inversible de ce dernier. Par conséquent,

)= (@)

D’aprés le lemme 2.5.2 du chapitre 3, nous avons :

Dery, ((A/(f)))p = Dery ((A/(f))) = <A>B'

()
, A . s
De ce fait, le w -module Dery, ((A/(f)))g est un module libre. La courbe algébrique
B
affine X = Spec (A4/(f)) définie par f dans A? est donc lisse au point B d’apreés le théoréme
1 de [41]. Ce qui contredit ’hypothése et achéve la preuve. O
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Remarque 4.5.7. — Le lemme 4.5.6 ci-dessus ne se généralise pas en caractéristique p
on nulle. En effet, si 'on considére le polynéme f = 2P — yP*! de k [z,y] et la dérivation §
de k[z,y] /(f) définie par :

0(x)=1 etd(y) =0,

I'origine n’est pas lisse et pourtant § n’envoie pas (z,y) dans (z,%).

Proposition 4.5.5. — 1. = 2. Cette implication vient de la remarque 4.3.10 puisque

VL) TN (f) et Ji(f) C[f] dans k{z,y}.

2. < 3. Soit § = a0; + b0y une k-dérivation de A. Soient Q1 et Q2 deux polynémes
différentiels de Ay tels que :

(43) bry —ayr = Qof + Q1A (f)-

Par identification des deux cotés de 1'égalité dans la relation (43), il existe des polynomes
41,0, o1 et goo dans A tels que

b = qof+ 9,01 (f)

—a = qo1f+qoo02(f).

En remplacant les polynoémes a et b par leur expression, on obtient :

6 = qo,0 (01 (f) 92 = 02 (f) 01) — f (90101 — q1,002) -
Par conséquent, la k-dérivation induite par 6 sur A/(f) est une dérivation naturelle de

A/(f)-

3. = 1. Commengons par montrer que le polynéme bx; — ay; appartient a /Ji (f).
Soit B un idéal premier de A; contenant J; (f). Si B contient 0 (f) et 02 (f), alors BN A
contient les polynomes f, 01 (f), et 2 (f). D’aprés le lemme 4.5.6, les polynomes a et
b appartiennent & B N A qui est lui-méme inclus dans B. Donc, le polynéme bxri; — ay
appartient a B.

Par ailleurs, supposons que 91 (f) ou 05 (f) n’appartienne pas a B. Ce qui signifie que
I'idéal premier BN A correspond & un point régulier de la courbe algébrique affine X =
Spec (A/(f)). Soit K le corps des fractions de A;/B. L’idéal B correspond alors a un
élément de X (K [t] /(t2>), c’est-a-dire (o, a1, Bo, P1) dans K* tels que

f (o + ast, Bo + B1t) = 0 mod t2.

Soit ((t),8(t)) dans K [[]]* un relévement de B dans £ (X) (K). L'existence de ce
relévement est garanti par le lemme de Hensel. Nous avons

fla(t),B(t) =0.
Alors

(44) o ()01 (f) (e (t),B(1) + B (t) D2 (f) (a (), B (t)) = 0.

Comme le polynéme a0y (f) + b0z (f) appartient a 'idéal (f) - A, nous obtenons

45)  a(a(t),5() 0 (f) ((t), 5 () +b(a(t),5(t) Iz (f) ((t),5(t)) =0

D’aprés les relations (44) et (45), on conclut que

a(a(t),B(t) o(t) B
(46) bla().5(0) B |~
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puisque
O (f) (a(t),B(1) #0 ou &y (f)(a(t),B(t)#0.
En posant ¢ = 0 dans (46), nous obtenons
a (o, Bo) B1 — b (ao, fo) a1 = 0,

et le polyndéme bxi — ay; appartient a B. Ce qui achéve cette partie de la preuve.
Supposons maintenant qu’il existe un entier naturel non nul n et des polynémes Ry, ..., Ry
de k{xz,y} tels que

(47) bry —ayr = Z RAY ().
i=0
Notons que pour tout ¢ dans {2,...,n}, chaque monéme de A (f) est divisible par au

moins un terme de la forme :
— 2t avec | > 2;
— ot avec [ > 2;
— x; avec | > 2;
— gy, avec | > 2.
Alors, Par identification dans I’équation (47), il existe des polynémes ¢, p et r dans A

tels que

(48) bry —ay1 = (pr1+qu) f +rA(f).

Comme dans la preuve de I'équivalence de 2. et 3., la relation (48) implique qu’il existe
une k-dérivation D de A telle que

0 =a0 +bdy = —1r(02(f)01 — 01 (f)Da) + fD.

Ce qui contredit le fait que ¢ induise une dérivation exceptionnelle sur A/(f) et achéve la
preuve. O

Remarque 4.5.8. — Soit f un polynome réduit non constant de A. Posons X = Spec (A/(f)).
On identifie classiquement 'espace des 1-jets de X & I'espace tangent de Zariski de X, i.e.

au schéma affine Spec (Sym <Q}4 Y k)) La proposition 4.5.5 calcule les nilpotents non

triviaux de ’algébre symétrique Sym (Qi‘ Y k) Le polynome différentiel bxy — ay; cor-
respond & la 1-forme différentielle bdxy — adyg classiquement associée & la k-dérivation
adi + b0, dans ce chapitre.

Remarque 4.5.9. — Soit f un polynéme réduit non constant de A. Soient P un polynéme
différentiel de A; de degré d en 1 non nul et (F;);.y la 1-décomposition homogéne de P.
Supposons que P appartienne a Jp (f). Pour tout entier naturel 4,

PreJi(f) et DIV (=, (£), 01 () (P) € 11 (f) .

Cette derniére relation fournit une condition nécessaire pour qu’un polynome P de N 1 (f)
n’appartienne pas a Jy (f).

Ezxzemple 4.5.10. — Soient f = x% — yg un polynéme de A et P = 9xoz? — 4y un
polynoéme différentiel de A;. Nous avons

Dy (=02 (f),01 (f)) (P) = 1220 (3yozr1 — 220Y1) -
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Comme la k-dérivation § = 295%81 +3yoxods induit une dérivation exceptionnelle de I’anneau
quotient A/(f), nous déduisons de la proposition 4.5.5 et de la remarque 4.5.9 que le
polynome différentiel P appartient a N7 1 (f) \ J1 (f).

Ezxemple 4.5.11. — Considérons f = xzoyg et P = x1y1. Le polynome différentiel P
appartient a I'idéal N7 ;1 (f) puisque

yaP =0 mod Jy (f).

Cependant, le polynéome différentiel P n’appartient pas a Jp (f). En effet, s’il existe deux
polyndémes Ry et Ry tels que

(49) P=Rof+RiA(f),

alors en spécialisant (49) par xg, yo — 0 et x1 — x1, y1 —> Y1, nous obtenons P = 0 ce qui
n’est pas vrai. Par ailleurs,

Dy (=02(f),00(f)(P) = =02(f)yr+01(f)m
= —ZoY1 + Yor1.
La k-dérivation 6 = xo01 + yoO2 induit une dérivation exceptionnelle de A/(f). Alors,
d’aprés la proposition 4.5.5 et la remarque 4.5.9, le polynome différentiel P n’appartient

pas & Jp (f).

Exzemple 4.5.12. — Soit f = zoyo et p = yox?. Le polynome différentiel P appartient
a N1 (f) mais pas a Jy (f) puisque son reste par rapport a la base de Grobner réduite
G = {woyo, 122, 7190 + oy1} de Ji (f), pour Pordre lexicographique, est égal & —zor1y;.
Nous avons aussi

D1 (=02(f),01(f)) (P) = =2fx:.

Alors Dy (=02 (f),01 (f)) (P) appartient a J; (f). Ce qui nous permet de conclure que la
condition nécessaire de la remarque 4.5.9 n’est pas suffisante.

Remarque 4.5.13. — La forme spéciale ne permet pas de tester la non trivialité.

Ezxzemple 4.5.14. — Considérons le polynéme f = IL‘% — y%. Soient P = 9zgz? — 4y?
et Q = 3x3z; — 2yoy1 deux polynomes différentiels de A;. Un calcul immédiat montre
que la forme spéciale du polynoéme différentiel P est nulle, tout comme celle du polynéme
différentiel Q. Cependant, le polynome différentiel P n’appartient pas a I'idéal J; (f) tandis
que Q) appartient & ce dernier.

Remarque 4.5.15. — Comme pour tout entier naturel non nul n nous avons

VI () €V (f) € { £},

sous les hypothéses de la proposition 4.5.5, le polynéme bx; — ay; appartient a \/J, (f).

4.6. Changement de base et type

Soit k" une extension de corps de k. Notons Ay I'anneau des polynomes £’ [z, y] et plus
généralement

(Ak’)n = A, ®y k/, Vn € N.

Pour tout polynéme P de A,, on pose

P =P ® 1 dans (Ak’)n .
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Le but de cette section est de décrire le lien entre l'idéal différentiel N, (f) de A, et
l'idéal Ny, (fir) de (Aw),,-
Soient m et n deux entiers naturels. Soit P un polynéme de Ny, ,, (f). Par définition, il

existe un entier naturel N et des polynémes Qy, ..., Q, de A, tels que
(50) @ (MNP =) QiAY(f).
i=0

Nous observons directement de (50) que le polynéme Py appartient a Ny, (fir). D’ou
I’assertion suivante :

Lemme 4.6.1. — Soient k un corps de caractéristique nulle et k' une extension de corps
de k. Soient m et n deux entiers naturels et f un polynome de A. La A,-application linéaire
naturelle

Nm,n (f) — Nm,n (fk’) )

qut a P associe Py, est injective.

Soit (e;);c; une base du k espace vectoriel &’. Pour tout polynéme P de (Ay),,, il existe
une unique famille de polynéome (F;);.; de (Am)l presque tous nuls et un entier naturel
non nul s tels que

(51) P=> Pje, =) Pe dans (Ap),, .

j=1 icl
Le polynome P, est appelé la composante de P par rapport a e; pour tout ¢ dans I.
Cette décomposition est compatible avec I'action de la dérivation d’adjonction A. Plus
précisément, si P est un polynome de (Ay),,, nous avons

(52) A(P)=)_A(P,)e.

el
Lemme 4.6.2. — Soient k un corps de caractéristique nulle et k' une extension de corps
de k. Soit (6i)ie{1 s} une base du k-espace vectoriel k'. Soient m, n deuz entiers naturels
et f un polynome de A. Soit P un polynome de (Ay),,. Le polynome P appartient a
N (frr) si et seulement si Pe, appartient a N, (f) pour tout i dans {1,...,s}.
Démonstration. — De la relation (50), nous déduisons les expressions suivantes :

n

(53) GLNN (D Pe | =D D Qieyes | AD ()

jel i=0 \ jeI
(54) S (@Y P)e = (Z Qi A <f>> ¢;.
jer jeI \i=0

Comme la famille (e;);.; est aussi une base du Ap,-module (Ay),,, pour tout j dans I,
nous avons

@1 (MY Py =D Qie; AV (f).
=0

Inversement, pour tout j dans I, il existe un entier N; tel que

01 (NN P, =Y QgAY (f).
1=0
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Soit N = maxjeqy,.. s (NVj) (cette définition a un sens puisque les P, sont presque tous
nuls). Alors, en suivant la décomposition de (53), nous avons

@1 (MY P=>"QAD ()
=0

n

avec Q; = > (01 (NN Qije;. O

JeI
En considérant le résultat du lemme 4.6.2, on voit que I'isomorphisme naturel
(Ap) =~ CicrAme;
induit un isomorphisme
N (f) = @ietNmn (f)
qui & P associe (P, );cr-

Remarque 4.6.3. — Le lemme 4.6.2 est compatible avec le théoréme 4.8.1 puisque la
lissité est stable par changement de base.

Exemple 4.6.4. — Soit f = x3 + xoyo + y& un polynome de A. Soit &k’ le corps de dé-
composition de f. Soit o le k-automorphisme non trivial de k’. Notons «a et @ = o («) les
racines du polynéme to + ¢t + 1 de k [t]. Alors

fk?’ = (l‘o - ayO) (xo - ayo) dans Ak;"
Nous avons
{fkl} = [.ﬁUO - Oéy()] N [x(] - @yo] = [330 — Oéyo] . [x(] — @yo] .

Nous déduisons que la famille de polynémes de I'anneau A,,, donnée par

G;l = G;L—l U Hn,

avec
Hyn = {TpY0 = YnT0, TnY1 — YnT1,- -+, TnYn—1 — YnTn—1 ;
TnTo + YnZo + YnY0, Tnx1 + Yn®1 + Yn¥Yl, - - s TnTn—1 + YnTn—1 + YnYn—1 ;
T+ TnYn + Y5}
et

0= {33(2) + ZoYo +y(2)},

est un systéme de générateur de l'idéal N, p, (f). En effet, un calcul direct donne lieu a la
formule suivante :

(20 — o) (T0 — AY0) = Tt +YjYn+L (YjTn + ynt))+243 (T0y; — ynw;) Vn,j €N, j < n.

Le lemme 4.6.2 implique que le polynéme x,y; + y;jyn + % (yjzn + ynxj) et le polynome
(zny; — ynxj) appartiennent a l'idéal N, , (f). Le résultat annoncé découle du fait que le
polynome z,y; + y;yn + % (yjn + ynxj) est égal &

Tn%j + YnXj + YnyY; + % ($nyj - ynxj) .
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4.7. Cas des polynémes homogénes
4.7.1. Soit n un entier naturel non nul. Nous rappelons que
AW (f) = 2001 (f) + yn0a () + Qu ().

Lemme 4.7.1. — Soit f un polyndme homogéne non constant de A. Le polynome diffé-

rentiel z1A (0 (f)) 4+ 1A (D2 (f)) appartient a Ny (f).
Démonstration. — On sait que Q2 (f) = 1A (01 (f)) + 1A (02 (f)). Plus précisément
(55) Q2 (f) = 21 (21011 (f) + y1012 (f)) + y1 (21021 (f) + Y1022 (f)) -
D’aprés le théoréme 4.5.3, il suffira de vérifier que
D (@0, 30) (@2 (1) € () - A.
En appliquant Uidentité d’Euler a (55), nous obtenons :
D§2)($O’y;)(Q2(f)) zo (20011 (f) + Y0012 (f)) + Yo (20021 (f) + Y0022 (f))

(d—1) (2001 (f) + yoO2 (f))
— dd-1)].

Ce qui achéve la preuve. O

Exzemple 4.7.2. — Soit f = 2% + woyo + y3. Un calcul explicite donne :
Q2(f) = A0 (f)) +11A(02(f))
= x1(2z1 +vy1) +y1 (x1 +2y1) dans A;.
En appliquant I’application linéaire D? (o, yo) au polynome différentiel Qs (f), on obtient
D3 (x0,90) (Q2(f)) = 0 (220 + yo) + o (zo + 20)
= z0 (270 + yo) + Yo (2y0 + 20)
= 2 (x% + xoyo + y(%) .
Alors, le polynome différentiel Q2 (f) appartient a I'idéal N7 ;1 (f) d’aprés le théoréme 4.5.4.

Nous pouvons aussi calculer la base de Grébner réduite G de I'idéal N 1 (f) en utilisant
la remarque 4.3.6 :

go = x3 + Toyo + Y3

g1 = YoZ1 — Y1Zo

g2 = Y120 + T1Zo + Y1Yo
g3 = 171 + 23 + 43

et vérifier que Q2 (f) = 2¢3.

Lemme 4.7.3. — Soit f un polynéme homogéne non constant de A. Pour tout entier
naturel non nul n, le polynéme différentiel Qy, (f) appartient & Np—1n—1 (f).

Démonstration. — Raisonnons par induction sur 'entier naturel n. Pour n = 1, on a par
deéfinition Q1 (f) = 0; 'assertion est alors claire dans ce cas.

Pour n = 2, le lemme 4.7.1 prouve le résultat.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3. Supposons que I’assertion soit vraie pour tout
entier [ strictement inférieur & n et montrons qu’elle reste vraie au rang n. Par définition,
nous avons

(56) AP (f) = (@n-101 (f) + Yn-102 () + Qn-1 (f) -
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D’aprés la relation (56), nous avons

(57) Qn (f) = 2n1A (01 (f)) + yn1A (02 (f)) + A (Qn-1(f)) -

Par hypothése d’induction et par le lemme 4.3.2, nous savons que le polynéme différentiel
A (Qn-1(f)) appartient a I'idéal N;,—1,—1 (f). Reste & montrer alors que

Ty = 2n—1A (01 (f)) + yn—1A (02 (f))
appartient & Ny, _1 ,—1 (f). Posons

(58) Un=01(f) Ty — Yn—1 (=02 (f) A (01 (f)) + O (f) A (02(f))) -
On a:
U = (@n—101 (f) + yn—102 (f)) A (01 (f)) + (01 (f) A (02 (f)) (Yn—1 — Yn—1))
= AG(N) - (A"I(f) = Qu-1 (/) -

Par hypothése d’induction, le polynéme U, appartient & Ny—1,-1 (f). D’apres le lemme
4.7.1, le polynoéme —ds (f) A (01 (f)) + 01 (f) A (02 (f)) appartient & N1 (f). La relation
(58) implique donc que

a1 (f) Tn S anl,nfl (f) .

O
Corollaire 4.7.4. — Soit f un polynéme homogéne non constant de A. Pour tout entier
naturel non nul n, le polynéme différentiel 2,01 (f) + ynO2 (f) appartient a Ny, (f).
Démonstration. — L’énoncé découle directement du lemme 4.7.3 puisque par définition
01 (f) +yn02 (F) = A" () = Qn (£) -
O

4.7.2. Soient f un polynéme homogéne non constant de A et P un polynome différentiel
de N,y (f). Par définition, il existe un entier naturel N et des polynoémes Ty, ..., T, de 4,
tels que :

(59) @1 (VP = > T1AD(f).
i=0
D’aprés le lemme 4.7.3, pour tout entier naturel m dans {2,...,n}, il existe un entier
naturel Ny, et des polynomes 10, ..., Tin—1,m de Ap—1 tels que :
m—1
(60) @ ()Y Qu (f) = D T A ()
=0

Des relations (59) et (60) nous déduisons que le polynome (81 (f))V V" P est égal a

6 0 ()™ (@ah (1) + a0 () T+ S (@ DY T+ T ) A9 ().
1=0

En itérant ce procédé pour tout j dans {2,...,n — 1}, nous pouvons remarquer qu’il existe
un entier naturel M et des polyndémes Uy, ...,U, de A, tels que
n
M
(62) (O ()" P= Z (201 (f) + 02 (f)) U
=0
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Ezemple 4.7.5. — Soient f = 23 + z¢yo + y3 un polynoéme de A et P = —y3x0 + T3Y0
un polynéme différentiel de Az. On a :

3
@1 (£)°P=> TAD(f)
=0

avec

To=To1+To2
_ 3 2.9 o A 4, 3 3. 4, 3
To,1 = 32xyx3y0 + 48x5ygr3 — 8ygrs — 32x5y3 — 4875yoy3 + 8Toypys — 18ygys — T2ygxaw1
Top = —36ydmayr + T2ydvy123 + T2ydyi a1 — 36ygyaz1 — 18ygyayr + 1843y}
Ty = —9y3(—2z2u3 — vdye — 2yoy? — dyozazo + 2y0y171 — 2Y0Y2T0 + dy17120 + 243 20)
Ty = =27y
Ts = 9y5.

Dans ce cas, un calcul immédiat de @3 (f) donne :

Q3 (f) = 6122 + 3y221 + 3122 + 6Y1Y2,

et on a:

Tos =To3,0+ To,3,1+ 10,32 + 10,33
Tos,0 = —132y3zoy1 + 9623yom1 + 144adyoyer1 — 24y] Y221
9 To31 = 192x(3)x1x2 + 288x%ygx1x2 — 48y8m2931 + 96$%y1x2
Qs (f) = ZTz‘,:’)A(i) (f) avec { Ty = 288x3yoy1y2 — 102y3y2u1 + 108y3yiay + 54ydy}
=0 Tos3 = 1922312 + 14423 yoy1 22

T13 = —2Ty3(—ygy2 — 2z2y5 + 2yoy121 + 290y + 2y7wo)
| T2,3 = 27y3u1 (20 + y0).
Alors, si Up = Up1 + Up2 + Upz + Upa et

,

Uo,1 = —256y3x§ + 256x8x3yo — 896x(7]yoy3 + 896x8y§x3 — 1152$8y8y3
Uo2 = 115223y x5 — 640x3ydys — 224x3ydys + 640x3yars — 144x3ydys
Uz = 22430%3/83:3 + 32x%y8y3 + 14436%3;8:63 — 32x0y(7):c3

Uoa = 40zoydys — 4033 — 8lydys

Uy =0
Us=0
Us :81y8,

on vérifie aisément que :

3
@1 ()P =" (0 (f) + 02 (f)) Us.
=0

(2

Corollaire 4.7.6. — Soit f un polynéme homogéne non constant de A. Soient n un entier
naturel non nul et P un polynome différentiel de A,. Supposons que P appartienne a
Vidéal Ny, (f). Soient Q un polynome différentiel de Ay, et j un entier naturel. Si on pose
m =max (n — 1, ), alors le polynome différentiel P (X;Q,Y;Q) appartient ¢ Ny m (f).
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Démonstration. — D’aprés I'équation (62), il existe un entier naturel M et des polyndmes
différentiels Uy, ..., U, de A, tels que

n

(63) @1 (MM P =" (2:00 (f) + 902 (f)) Ui

i=0
En spécialisant z, — z;Q et y, — y;Q dans la relation (63), I'image du polynome
(81 (f)M P est égale a :

n—1
(i01 () + 102 () Un (2,Q,4;Q) Q + > _ (idr (f) +5i0a () Us (2;Q, 5, Q) -
=0

D’aprés l'identité d’Euler, pour j = 0,
w001 (f) + 9002 (f) = degy (f) f.
L’énoncé découle du corollaire 4.7.4. O

FExemple 4.7.7. — Soit f un polyndéme homogéne non constant de A. Soit n un entier
naturel strictement supérieur a 1. Le polyndéme

TnYn—1 — YnTn—1

appartient a l’idéal Nn,n (f). En effet, soit Vi, = nyn—1 — Yn®n—1. Un calcul direct donne
la formule suivante :

(01(1)) Va = Y (=910 (F) = 20101 (1) = a1 (A (1) = Qu (1))

On conclut avec le lemme 4.7.3 puisque le polynéme y,, (—yn—102 (f) — xn—101 (f)) appar-
tient a I'idéal N, ,, (f) d’apres le corollaire 4.7.4.

Remarque 4.7.8. — 1l est en général possible de trouver un polynéme P qui appartient

a l'idéal NV, ,, (f) et qui n’appartient pas a [Np—1n—1 (f)]-

Ezxzemple 4.7.9. — Soient f = x3 + xoyo + y5 un polyndéme de A et P = —yjz0 + 2190
un polyndme différentiel de A;. D’aprés 'exemple 4.7.7, nous savons que P appartient a
'idéal Vi1 (f). Cependant, le polynome différentiel P n’appartient pas a I'idéal différentiel
[f] d’aprés la proposition 4.5.5.

4.8. Application au schéma des arcs tracés sur une courbe

Rappelons que si f est un polynéme non constant de A et X la courbe algébrique affine
plane définie par f, ’espace des n-jets de X est le schéma affine

gn (X) = Spec (Am/Jn (f))
et le schéma des arcs tracés sur X est le schéma affine
Z (X) = Spec (k{z,y}/ [f]) -

Le théoréme 4.8.1 ci-dessous est le résultat principal de cette section.

Théoréme 4.8.1. — Soit X une courbe affine plane sur k. les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. Le k-schéma £ (X) est réduit ;
2. Le k-schéma X est lisse;

3. Pour tout entier naturel n, le k-schéma £, (X) est lisse;
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4. Il existe un entier naturel non nul n tel que le k-schéma £, (X) est lisse;
5. Pour tout entier naturel n, le k-schéma £, (X) est réduit ;

6. Il existe un entier naturel non nul n tel que le k-schéma £, (X) soit réduit.

Si la courbe X est irréductible, alors ces assertions sont équivalentes auz suivantes

7. Pour tout entier naturel n, limmersion fermée £, » (X) — £, (X) est un isomor-
phisme ;

8. Il existe un entier naturel non nul n tel que l'immersion fermée £, ,, (X) — £, (X)

soit un isomorphisme.

9. La courbe X est réduite et, pour tout entier naturel n, le k-schéma £, (X) est irré-
ductible.

L’équivalence 1 <= 2 étend le résultat principal de [58] & tout corps de caractéristique
nulle. Notre preuve reprend les arguments du loc. cit., en remplacant 'utilisation de [58,
théoréme 3] par celui de la proposition 4.5.5. Le reste des assertions compléte le tableau.

Démonstration. — 2. = 1. Supposons que la courbe X soit lisse. Pour tout point x de
X, il existe un voisinage ouvert U de z dans X tel que
U— A

soit étale. L’implication découle alors de la proposition B.3.2 du chapitre 2 qui montre que

L U) = U xp L (Ay) -

1. = 2. Supposons que la courbe X soit singulier. Si X n’est pas réduit, alors le schéma
des arcs tracés sur X ne l'est pas non plus. En effet, posons X = Spec (A4/(f)). On a par
définition

Z (X) = Spec (k{z,y}/ [f]).
Soit s : X — Z(X) la section du morphisme de troncation 7 : £ (X) — X. Le
morphisme identité
X5 2(X) 5 X,

induit le morphisme identité de k-algébres

A/(f) — Kz, y}/ [f] — A/(f)

que nous noterons Id. Si .Z (X) est réduit et X ne l'est pas, alors tout élément nilpotent
non trivial de A/(f) est envoyé par Id sur 0. Ce qui est absurde. Ainsi, si .Z (X)) est réduit
alors X est réduit. De ce fait, supposons que X soit réduit et singulier. D’aprés le chapitre
3, il existe une k-dérivation exceptionnelle § de X. Par la proposition 4.5.5, nous associons
a ¢ un élément non trivial de l'idéal différentiel {f}, c’est-a-dire un élément de {f} \ [f].
Ce qui contredit notre hypothése et prouve I'implication.

2. = 3. Cette implication est démontrée dans la proposition B.4.5 du chapitre 2.
3. = 5. Cette assertion découle directement de la définition de la lissité.
5. = 6. L’implication est formelle.

6. = 2. Supposons que X ne soit pas lisse. Si X n’est pas réduit, alors tout élément de

V() \ (f) fournit un élément de \/Jp, (f)\ Jn (f). Ainsi, nous pouvons supposer que X est

réduit et singulier. En appliquant la proposition 4.5.5, nous aboutissons & une contradiction.
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3. = 4. L’implication est formelle.

4. = 2. Supposons que X ne soit pas lisse. Si X n’est pas réduit, alors 'espace %, (X)
des n-jets de X ne l'est pas aussi. Ce qui contredit notre hypothése. Par conséquent,
nous supposons que X est réduit et singulier. En appliquant la proposition 4.5.5, nous
aboutissons a une contradiction. Donc la courbe X est lisse.

Supposons maintenant que le polynéme f est irréductible.

8. = 2. Supposons que la courbe X ne soit pas lisse. Si X n’est pas réduit, tout élément
de \/(f) \ (f) fournit un élément de N, (f) \ J, (f). Alors, nous pouvons supposer que
X est réduit et singulier. La proposition 4.5.5 permet de déboucher sur une contradiction.

7. = 8. Cette implication est formelle.

2. = 7. Lorsque X est intégre et lisse, I'idéal \/J, (f) = J, (f) est un iéal premier de
A,, pour tout entier naturel n. Soit P un polynome de N, ,, (f). Le polynéme P appartient
a {f} = [f]. Alors, il existe un entier naturel m tel que

Pe J,(f)NnA,.

Supposons que m soit strictement supérieur a n. Comme les schémas %, (X) et %, (X)
sont intégres et que le morphisme de troncation

0" L (X) = £, (X)
est surjectif, alors le morphisme de k-algébres
A/ In (f) = Am/Im (f)
est injectif. Par le lemme de factorisation, nous déduisons que
I (f) N An = Jn ().

2. & 9. Cette équivalence est démontrée dans |43, corollaire 4.2] O]

Remarque 4.8.2. — L’implication 4 = 1 dans le théoréme peut aussi se déduire de |27,
proposition 8.7.1]

Comme dans [58, théoréme 4|, nous déduisons le corollaire suivant par [42, proposition

2/ 4.2),

Corollaire 4.8.3. — Soit X une courbe projective plane sur k. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. Le k-schéma £ (X) est réduit ;

2. Le k-schéma X est lisse;

3. Pour tout entier naturel n, le k-schéma £, (X) est lisse;

4

. Pour tout entier naturel n, le k-schéma £, (X) est réduit;
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CHAPITRE 5

FONCTION ZETA MOTIVIQUE ET FEUILLETAGES

Soit k& un corps de caractéristique nulle et X une k-variété connexe lisse de dimension
d. Jan Denef et Frangois Loeser [12, 15|, par analogie aux travaux de Jun-Ichi Igusa,
associent & la donnée d’un morphisme dominant f : X — Ak une série génératrice
Zs (T') a coefficients dans le localisé d’un certain anneau de Grothendieck. Cette derniére
est appelée fonction zéta motivique. Denef et Loeser montrent en utilisant le théoréme de
résolution des singularités de Heisuke Hironaka [32] que Zf (T) est rationnelle. Dans ce
chapitre, nous définissons la notion de fonction zéta motivique des 1-formes de Kéhler.

5.1. Conventions et notations

Soit X une k-variété et x € X. Nous noterons .Z, (X) le sous-espace du schéma des arcs
Z (X) tracés sur X défini par :

gx(X):Z(X)mTFO_j((I).

Soient O , 'anneau des germes en  des fonctions réguliéres de X et Homi>® (Ox ., K [[t]])
I’ensemble des morphismes de k-algébres locales. On a :

(64) Zp (X) (K) ~ Homp (Ox_., K [[t]]) .

De méme, nous désignerons par ., ; (X), le sous-espace de I'espace des n-jets .2, (X) de
X défini par :

-1
Lna (X) =L (X)N(070)  (z).
Nous avons la bijection fonctorielle suivante :
(65) Lo (X) (K) ~ Hom® (Ox o, K [t] /(")) .

Dans toute la suite de notre travail, nous ne distinguons pas la notion de k-points de . (X)
(resp. Zm (X)) et celle de k [[t]]-points (resp. k [t] /{t™F1)-points) de X.

5.2. Anneaux de Grothendieck

Soit X une k-variété. Notons [X] la classe d’isomorphismes de X sur k. On appelle groupe
de Grothendieck des k-variétés et ’on note K (Vary), le groupe abélien libre engendré par
les classes d’isomorphisme sur k des variétés, quotienté par la relation suivante :

[X] =[S]+[X \S], lorsque S est une sous-variété fermée de X.



Le groupe de Grothendieck est naturellement muni d’une structure d’anneau commutatif
unitaire. En effet, pour toute k-variété X et Y, le produit dans Ky (Vary), est induit par
le produit fibré au-dessus de k via les formules

[X]-[Y] = [X Xgpeer) Y] » pour tout couple de k-variétés (X,Y).
Par définition du produit fibré, on a :
Spec (k) XSpec(k) X=X XSpec(k) Spec (k) = X.
La classe de Spec (k) est donc I’élément neutre pour cette structure d’anneau. Notons
également que pour toute k-variété X, on a :

[X] = [Xred]'

Remarque 5.2.1. — En passant d’une k-variété X a la classe d’isomorphismes de X, nous
perdons certaines informations géométriques. En effet, dans le cas de la courbe algébrique
affine définie dans A% par ’équation :

nous avons
X] = [A}].

On note 1 la classe d’un point et LL la classe de la droite affine A}ﬁ dans Ky (Varg) et 'on
définit My, comme le localisé en L de Ky (Varg).

Les anneaux Ky (Vary) et My sont encore assez mal connus. Bjorn Poonen a récemment
montré dans [49] que K (Vary) n’était pas un anneau intégre. La question de savoir si My,
est intégre ou si 'application naturelle

Ky (Varg) — My,

est injective, est a notre connaissance une question ouverte.

5.3. Fonction zéta motivique associée & un morphisme

Dans cette section nous suivons les articles [15] et [12] de Denef et Loeser.

5.3.1. Posons

Xn (f) ={ae L (X) ] ord; (f (a)) = n}.
L’ensemble X,, (f) est une sous-variété localement fermée de ., (X). Dans [15, 12|, Denef
et Loeser ont associé & f une fonction zéta motivique par analogie avec la fonction zéta de
Igusa dans le cas p-adique. En effet, ils définissent la fonction zéta motivigue naive associée
G f comme étant la série formelle

Zp(T) =) [%a (HILTT™ € My [[T]].

n>1

5.3.2. En utilisant le théoréme de résolution des singularités de Hironaka, Denef et Loeser
[15] montrent que la fonction zéta motivique Z; (T') associée & f est une fonction ration-
nelle. Plus précisément, ils prouvent que Z¢ (T') appartient au sous-anneau de My, [[T7]
engendré par My, [T] et les éléments (1 — L=*T™) " avec (s,m) € N2. Les deux auteurs
utilisent ce résultat pour formuler la conjecture de la monodromie associée & des objets de
ce type.
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5.3.3. Soit x un k-point de X. En suivant Denef et Loeser, on note

Xna (f) ={a € L (X)] ord (f (o) = n}

et 'on définit la fonction zéta motivique naive associée a f de support x comme la série
formelle :

Zpa (T) = [Ena (LT € M [[T]].
n>1
Cette fonction zéta rend compte des propriétés arithmétiques de la k-variété X au point x
sur anneau des séries formelles k [[T7].

5.4. Fonction zéta associée a une 1-forme de Kéahler

5.4.1. Soient k£ un corps et X une k-variété lisse de dimension d. Soient U un ouvert de
X et x € U. Soient w une 1-forme sur U et ¢ un arc tracé sur X d’origine z. Donnons nous
un systéme de coordonnées local (x1,...,x4) au voisinage de z (i.e. un systéme minimal
de générateurs de I'idéal maximal 91, de I'anneau Ox .. Posons

o) =p;(t), Vie{l,...,d}.
Par localisation, la 1-forme w induit une unique 1-forme dans Qéx I Nous avons alors un
morphisme de k [t] /t"*!-modules

0 2 "0, ik — U
explicitement défini par :
0 (dz; ® 1) = ¢ (t) dt mod "1,

En passant a la limite, la donnée de ¢ induit un morphisme de k [[t]]-modules

. L, OL Y
evy P Qox,zlk — Qk[[t]“k,
qui & dz; ® 1 associe ¢} (t) dt. -

Si on fixe un isomorphisme de k [[t]]-modules entre Q,lf[[tm . et k[[t] (notons en effet que

—

Q}CH lJk est un module de rang 1 engendré par dt), 'image de la 1-forme w par le morphisme
ev,, ¢’est-a-dire I'élément ev, (p*w) de k [[t]], est nul ou s’écrit sous-la forme

u-t", uek[t]" et neN.

En particulier, 'entier n est unique. Il ne dépend pas de l'isomorphisme choisi. Ce qui
justifie la définition suivante :

Définition 5.4.1. — Soient x un point fermé de X et ¢ un arc tracé sur X d’origine z.
On définit ’ordre ord,, , (¢) de w en ¢ au point x de maniére suivante :

+oo  siev, (¢*w) =0
ord, o (p) : =

n siev, (P*w) =u-t".
Cette donnée définit une application
ordy s @ Z(X) — NU{oo},

qui & tout arc ¢ tracé sur X associe ordy, 4 (¢).
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Remarque 5.4.2. — Comme la fibre de la 1-forme w en x est indépendante de I'ouvert
U sur lequel w est définie, la définition 5.4.1 ne dépend pas du choix de U. Par changement
de base, on peut étendre la définition 5.4.1 & tout x € X (K) pour toute extension K de k.

Lemme 5.4.3. — Pour tout entier naturel n, l’ensemble m, x (ord;jlx (n)) est un sous-
ensemble constructible de 2, (X).

Démonstration. — Découle directement de la remarque 5.4.6 et du lemme 5.5.1. O

5.4.2. Soient k un corps et X une k-variété lisse de dimension d. Soit U un ouvert de X.
Soit w une 1-forme sur U. Dans ce qui suit nous montrons comment associer une fonction
zéta motivique a w.

Définition 5.4.4. — Soient k un corps et X une k-variété lisse. Soit x un point fermé de
X. Soient U un ouvert de X contenant z et w une 1-forme non triviale sur U. La fonction
zéta motivique locale Z, , (T') de w au point z est la série formelle suivante :

Zow (T) = > [musnx (ord5} (m) 1 (6,10)

n>1

TH@)| LT € M [ITT].

Cette définition peut s’étendre au cas d’un nombre fini de 1-formes de la maniére sui-
vante :

Définition 5.4.5. — Soient k un corps et X une k-variété lisse. Soit x un point fermé de
X. Soient U un ouvert de X contenant = et w = (wy,...,ws) un m-uplet de 1-formes non
triviales sur U. La fonction polyzéta motivique locale de w au point x est la série formelle
suivante :

Zw,x (T) = Z [Wn—&-l,X (ﬂl@lord;;x (nz)) N (97)1(_’_170)71 (x)i| ]L,f(z;l1 "i)Tlnl ... TTTrLLm

de My [[T]].

Remarque 5.4.6. — Nous pouvons étendre la définition 5.4.4 au cas de la donnée d’un
germe de 1-forme analytique de k{z1,...,z4}. En particulier, si X est définie sur le corps
C des nombres complexes, comme

OX,m = OXa“,x
pour tout x € X (C), il facile de se convaincre que
Zyon = Zy.

Notons que cette définition (la définition 5.4.4) est encore la méme si 'on remplace w par
Aw avec A € k*. Elle ne dépend donc que du feuilletage associé & w.

5.5. Calcul explicite

Dans cette section k désigne le corps C des nombres complexes. Soit X une k-variété
lisse de dimension d. Soient z un point fermé de X et w une 1-forme définie dans un
voisinage ouvert U de x. Soit (x1,...,24) un systéme régulier de générateurs de I’anneau
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local Ox, de X en x. Les 1-formes dz1,...,drs engendrent Q%QXI. Il existe des séries
formelles a; € k[[z1, ..., z4]] telles que la 1-forme w s’écrive sous la forme :

w= Z a; (x1,...,24)dr; (quitte a regarder cette égalité dans Q%QXI)

Par ailleurs, soit ¢ : Spec (k[[t]]) — X un arc tracé sur X d’origine . Le morphisme
¢ induit un morphisme d’anneaux locaux

Ox.a — k[[t]]
que nous noterons encore . On pose

@ (zi) = @i (1)
Nous identifions dans la suite de notre travail le morphisme ¢ au d-uplet (¢1, ..., pq). Dans
cette section, nous décrivons la fonction zéta associée a une 1-forme définie au voisinage
de l'origine. Nous montrons qu’elle est rationnelle dans un cas particulier.

Lemme 5.5.1. — Nous nous plagons sous les hypothéses ci-dessus. Soient ¢ = (o1, ..., ©q)
un arc tracé sur X tel que ¢ (0) = 0 et w une 1-forme définie au voisinage de 0. Nous avons

ord,, (¢) = ord, <Z% (),...,@d(t))>.

Démonstration. — C’est une conséquence directe des définitions. En effet, dans Qlls[[tm &
on a :

d
prw = ZQO* (a;) d (o (z:))
i=1
d
= Zai (p1(t), ..., 0a(t))d(p;(t))
=1

d
= ZCP; (t)-ai(p1(t),...,p4q(t))dt.
=1

O
Remarque 5.5.2. — Si a; € k[[z1,...,z,]] la formule a; (¢1,...,94) a bien un sens car
©i (0) = 0 pour tout ¢ € {1,...,d}.
Proposition 5.5.3. — Considérons les hypothéses ci-dessus et supposons qu’il existe [ et

h dans Ox tels que
f(0)=0 et w=hdf.
Alors
Zwo (T) = Zpgo (T) .
Démonstration. — La formule ci-dessus découle directement de la régle de composition.

En effet, d’aprés le lemme 5.5.1, nous avons pour tout ¢ € k [[t]]¢ tel que ¢ (0) = 0, Pégalité
suivante :

¢ hdf = h (1 (t), ... 0alt Zsol () (p1 (1), pa (1)) dt.

Par conséquent,

e hdf =h (e (t)d(f (¢ (1)))-
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Il s’en suit que

-1 -1

Ol"d;l (n—=1)nN (Gi(ﬂ,o) (0) =~ Ord}:; (n)N (Gr)L(Jrl,O) (0)

comme sous-schémas fermés réduits de £ (A{). Alors, dans K (Vary),

|:7Tn’X (ord;1 (n—1)N (9,)1(4_1?0)_1 (0))} = |:7Tn’X (ord;; (n)N (035_#1’0)_1 (0))] .

Ce qui achéve la preuve. O

Remarque 5.5.4. — Sous les hypothéses de la proposition, la fonction zéta locale Z,, o (T')
est rationnelle d’aprés [15].

Soit & = (x1,...,x4) un point de k% Nous rappelons que z est un point singulier de la

d
1-forme w = g a; (z1,...,2q)dx; si
i=1

a; () =0, Vi e {1,...,d}.

Dans le cas contraire, I'on dit que x est un point lisse de w.

Corollaire 5.5.5. — Si x est un point lisse de w, alors Z, , (T) est une série formelle
géométrique.

Démonstration. — La 1-forme w étant non singuliére en x, le théoréme de Cauchy montre
I'existence d’une unique série formelle f € k{x1,...,z4} telle que

f(0)=0 et w=hdf, h€k{z,...,xq}".

Sachant que ord,:1 (n) est vide si et seulement si n est non nul et que ord; ' (n) est égal a
I'espace des arcs passant par l'origine % (X) si n est nul, alors nous avons :

Zuo (T) = Zpso(T) = Zso (T).

O]

Remarque 5.5.6. — Si f(0) = 0 et df (0), il découle de la proposition 5.5.3 que Zpqgs0
est une fraction rationnelle mais cette derniére n’est pas géométrique.

5.6. Exemples

Exemple 5.6.1. — Soit f =y — 22 et w la 1-forme donnée par :

w=df = dy — 2xdx.
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Soit K une extension de corps de k. Nous avons :
7 (ordSh (1)) MO8 (0) (K) = {(art +azt? bit +bot?) € K [1] /{t%)]
ordy,o ((alt + ast?, bit + b2t2)) =1}
= {(art + ast? bit + bot®) € K [t] /(t%)]
ord; ((alt + aot?, bit + b2t2)* w) =1}
= {(a1t + ast? bit + bot?) € K [t] /()]
ord; ((b1 + 2 (bg — a%) t — 6ajast® — 4a§t3)) =1}

Ainsi,

- (ord;}O (1)) M08 (0) (K) = {(art + ast®, bit + bat®) € K [1] /(£%)] b1 = 0 et by—a] # 0}

De ces conditions, I’on observe que by = 0, il n’y a pas de condition sur as, ce qui produit
un facteur L dans le Ky (Vary). Par ailleurs dans 'espace de coordonnées aj, be, on a la
condition by—a? # 0 qui définit le complémentaire de la courbe plane d’équation by —a? = 0,
dont la classe est égale a L2 — L. Par conséquent, la classe du coefficient cherché est donné
par le produit des conditions ci-dessus, soit :

[Trg (ord;}) (1)) N6y (0)} =L(L®-L)=L%-1L2
De méme, si on pose A =4 (a% + 2a1a3) + 10asast + 6a§t2, alors
m5 (ordh (2)) N33 (0) (K) = {(art+ aat? + agt?, byt + bot? + bat?) € K [1] /(t%)]
ordy,o (a1t + agt? + ast?, byt + bat? + bgt®)) = 2}
= {(a1t + agt® + agt®, bit + bat* + b3t®) € K [t] /(t3)]
ord; ((art + ast? + ast?, bt + bat? + bst®) " w) = 2}
= {(a1t + agt? + ast?, byt + bat* + bst?) € K [t] /(t3)]

ord; (b1 +2 (ba — a3) t + 3 (b3 — araz) t* — At?)) = 2}.

3 (ord;}) (2)) N 9;3} 0) (K) = {(ait+ agt® + ast®, byt + bat* + b3t®) € K [t] /(t*)

|b1:0, b2—d%=06tb3—2a1a2750}.

De ce fait, I’'on observe que by = 0, il n’y a pas de condition sur as, ce qui produit un facteur
L dans le Ky (Varg). Par ailleurs dans I'espace de coordonnées aj, be, on a la courbe plane
d’équation by — a? = 0, dont la classe est égale a L. Enfin, dans l’espace de coordonnées
a1, as et bs, on a la condition by — 2ajas # 0 qui définit le complémentaire de la surface



d’équation bs — 2ajas = 0, dont la classe est égale a L3 — 2. Par conséquent :
[m (ord;}o (2)) n6; 8 (o)} — L2 (L% - L2) = L5 — L%
D’une maniére générale, les K-points de mp41 (ord;}] (n)) N 9;41-1,0 (0) correspondent aux

couples

(a1t + agt? + - + aprt" T bit + bot? + -+ by at™ ) € K [t] /("1

pour lesquels nous avons :

b1 =0 N
by —a?=0;
n—2
bnfl — Z aiaj =0 N
i+j=n—1
n—1
bn - Z a;Gj 7& 0.
i+j=n
Ainsi :
i (0rd5h () N07LL 0 (0)] = L2+t — 12,
Donc

Zw,() (T) — ZnZl (L2n+l _ LZn) L—nTn

= Y (L-1)ELT)"
LT (L -1)
1-1LT
Exemple 5.6.2. — Soit f = y?> — 23 et w la 1-forme définie par :
w = df = 2ydy — 3z2dz.

Soit K une extension de corps de k. Les K-points de 7 (ord;}o (1)) nos,, 5 (0) correspondent
aux couples
(a1t + agt?, bit + bot?) € K [t] /(t%)

satisfaisant & la condition :
ord; ((alt + a2t2, bit + thz)* w) =1.
Ainsi,
2 (ord;}) (1)) N6y (0) (K) = {(a1t + agt?, bit + bot®) € K [t] /(t*)] by # 0}.

On remarque qu’il n’y a pas de condition sur aj, as et by, ce qui produit un facteur L3
dans le K (Vary). L’espace by # 0 a pour classe L — 1 dans K (Vary). Par conséquent, la
classe du coeflicient cherché est donné par le produit des conditions ci-dessus, c’est-a-dire :

[z (ord3h (1)) N33 (0)] = L3 (L—1) =L - 12,
De méme, les K-points de 73 <ord;710 (2)) N 93:5 (0) correspondent aux couples

(a1t + aot® + agt®, bit + bat® + bat”) € K [t] /(t*)
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pour lesquels

ord, ((alt + agt? + agt, byt + bot® + bat?)” w) _ 9.

s (ord;}) (2)> N055(0) (K) = {(art + ast? + ast®, byt + bot? + bat®) € K [1] /(")
| b1:Oet 2b1b2—a§’7§0}
= {(a1t + ast? + ast?, byt + bot* + bst?) € K [t] /(t*)
\b1:0eta17é0}
On observe que by = 0, il n’y a pas de condition sur ag, as, bs et b3, ce qui produit un

facteur L* dans le K (Varg). Par ailleurs, I’espace d’équation a; # 0 & pour classe L — 1.
Par conséquent :

[Trg (ord;}) (2)) N6, (0)} =LY(@L-1)=L1% L4

D’une maniére générale, les K-points de mp41 (ord;}O (n)) N H;il o (0) correspondent aux
couples

(art + agt? + -+ a1 t" T bt 4 bot? + -+ + by yat™ ) € K [t] /(")

qui sont tels que :

by =0;
2b1b2—ai”:0;

Ainsi
|:7Tn+1 <0Td;}) (”)) NOrt10 (0)] =L - Lt
Par conséquent,

Zw70 (T) = ZnZl (Ln+2 _ Ln-i—l) L—nrTm

= Y (L2-L)1"

_ LL-1)T
B -7
Exemple 5.6.3. — Considérons le polynéme f = zy et w la 1-forme définie par :

w =df = ydr + xdy.
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Soit K une extension de corps de k. Nous avons :
m (ord5h (1)) NO38 (0) (K) = {(art +azt? bit + bot?) € K [1) /{t2)]
ordy o ((alt + ast?, byt + b2t2)) =1}
= {(a1t + agt? bit + bot?) € K [t] /()]
ordy ((art + azt?, bit + bot?) " w) = 1}
= {(art + aot® bt + bot?) € K [t] /(t%)]

ordy ((2a1b1t + 3 (a1by + agby) 12 + 4a2b2t3)) =1}
Ainsi,

- (ord;}O (1)) N30 (0)(K) = {(art + ast,bit + bat?) € K [t] /(£%)] arby # 0}

= {(alt + a2t2,b1t + b2t2) e K [t] /<t3>| a1 # 0 et by 7& 0}
De ce fait,
[m (ord;}) (1)) 654 (0)} —L2(L-1)2=1L%—2L% + L2,
De méme, si on pose B = 4 (a1bs + agbs + agby) + 5 (azbs + agbs) t + 6asbst?, alors
m (ord5h (2)) N34 (0) (K) = {(ant + ast® + ast®, byt + bot? + bat®) € K [t] /{£9)]
ordw70 ((alt + a2t2 + a3t3, bit + b2t2 + b3t3)) = 2}
= {(alt + a2t2 + a3t3, bit + bgtz + bgt?’) e K [t] /<t3>|
ord (a1t + agt? + ast?, byt + bot? + b3t®) " w) = 2}

= {(art + aot® + ast® bit + bat> + b3t?) € K [t] /(t3)|

ord; ((2a1b1t + 3 (a1ba + agby) t* + Bt3)) = 2}.

3 (ord;}O (2)) N058(0) (K) = {(art+ ast? + ast®, byt + bot® + b3t®) € K [t] /(%)

| a1b; = 0 et a1by + asbhy # 0}.

Par conséquent,
[Trg (ord;}O (2)) N5 (0)} = (2L —1) (L% - L) L2

D’une maniére générale, les K-points de 7,41 (ord;}) (n)) N 9;%170 (0) correspondent aux
couples

(art + aot? + - + apat" T bit 4+ bot? 4+ -+ by t™ ) € K [t] /(")
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pour lesquels :
a1b1 =0 N
arby + azby =0 ;

arbp—o +agby—3+ - +ap—201 =0
a1bn—1 + agbp—o + -+ + ap_sby + ap—_1b1 # 0.
Par conséquent,

[Tt (0rdh () N 67114 (0)] = (2L - 1) (L2~ L) L",

Ainsi

(2L —1) (L2 = L) T2+ (1 - T) (L(L—1)2T>

Z T) =
w0 (T) T
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CHAPITRE 6

PERSPECTIVES DE RECHERCHE

Ce dernier chapitre présente quelques perspectives de recherche dont les champs s’ins-
crivent dans les thémes abordés par notre travail de thése.

6.1. Projet a court terme

Dans le cinquiéme chapitre nous avons introduit la notion de fonction zéta motivique
associée & un feuilletage par analogie aux fonctions zéta de Jan Denef et Francois Loeser, qui
sont usuellement asssociées aux hypersurfaces des variétés algébriques lisses. La continuité
naturelle de ce travail suit la ligne tracée par Denef et Loeser et consiste a étudier la
rationalité de ces nouvelles fonctions zéta, et de donner, si elles étaient rationnelles et
si possible, une interprétation géométrique de cette rationalité par analogie & la célébre
conjecture de la monodromie motivique due & Denef et Loeser.

Outre ce grand principe d’analogie, notre projet s’appuie sur les exemples calculés qui
sont rationnels. A ce stade de notre réflexion sur le sujet, aucune réponse ne nous apparait
clairement, car les notions mises en jeu sont analytiques et sortent du cadre général de
I'intégration motivique. En effet, ici, les coefficients de notre fonction zéta ne sont pas a
priori des intégrales motiviques au sens de Denef et Loeser car ils prennent en comptent
des aspects différentiels dans leur définition. L’intégration motivique classique ne semble ni
pouvoir étre appliquée brutalement, ni directement intuitivement justifier de la rationalité
ou de la non-rationalité. Un premier point intéressant a étudier serait de voir comment
adapter cette théorie a notre cadre.

Malgré tout, la stratégie générale des preuves de la rationalité des fonctions zéta de Denef
et Loeser pourrait servir de guide. Pour cela, aprés avoir « globalisé » notre définition, nous
pourrions suivre le processus suivant :

1. Démontrer la rationalité pour les formes normales ;

2. Démontrer la formule de ’éclatement (et démontrer des relations entre zéta locales
et globales) ;

3. Démontrer la rationalité de la fonction zéta motivique associée a un feuilletage a 1’aide
d’une résolution des singularités du feuilletage.

6.2. Projets a plus long terme

6.2.1. Module des dérivations. — Une problématique importante du deuxiéme cha-
pitre de cette thése est la description d’un systéme minimal de générateurs du module



des dérivations d’une courbe algébrique affine plane définie par un polynéme arbitraire
f € k[x,y]. Nous avons établi le lien entre les générateurs du module des dérivations et
ceux de I'idéal conducteur J = ((f, 05 (f)) : 9y (f)). L’utilisation de la théorie de 1’élimi-
nation et les bases de Grébner nous ont permis de résoudre ce probléme dans quelques cas
particuliers. Cependant, le cas général reste sans réponse.

Dans cette direction, il nous semble pertinent de chercher & comprendre le lien qui existe
entre la dérivation résultante et la dérivation associée au générateur gy du premier idéal
d’élimination de l'idéal J, notamment de chercher a comprendre comment gg divise le
coefficient correspondant de la dérivation résultante. Dans les exemples que nous avons
étudiés, ce coeflicient posséde toujours les mémes facteurs que gg et ne varie de gg que par
des multiciplicités. Ce phénomeéne nous semble important & comprendre.

Plus généralement, le probléme qui nous intéressera sera d’exhiber une méthode de calcul
explicite d’un systéme minimal de générateurs de 1’idéal conducteur J.

6.2.2. Fonctions nilpotentes du schéma des arcs. — Dans le quatriéme chapitre
nous faisons le lien entre les fonctions nilpotentes du schéma des arcs £ (X) tracés sur
une courbe algébrique affine plane X et les dérivations exceptionnelles de X. En effet,
nous montrons comment construire un élément nilpotent non trivial de 'anneau des fonc-
tions réguliéres de .Z (X)) a partir d’une dérivation exceptionnelle de X . Par ailleurs, nous
démontrons la conjecture suivante de Sebag dans le cadre des courbes planes :

Congecture 6.2.1. — Soit X wune courbe algébrique sur un corps k de caractéristique
nulle. Les assertions sutvantes sont équivalentes :
1. La courbe X est lisse;

2. Pour tout entier m € N, lespace des m-jets L, (X) de X est réduit; Pour tout
entier m € N, Uespace des m-jets £, (X) de X est irréductible ;

3. Le schéma des arcs £ (X)) tracés sur X est réduit.

L’idée serait ici d’approfondir la compréhension des travaux de Ellis Robert Kolchin
pour attaquer cette conjecture dans le cas général des courbes et voir ce qu’il peut advenir
de cette conjecture pour les variétés d’intersection compléte.
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ANNEXE A

RAPPELS D’ALGEBRE DIFFERENTIELLE

L’algeébre différentielle trouve son origine dans les travaux du mathématicien américain
Joseph Fels Ritt (1893-1951) qui, dans [55] et [56], en posa les bases en introduisant les
notions de polyndémes, d’idéaux et de variétés différentielles. L’algébre différentielle fut
développée par Ellis Robert Kolchin (1916-1991), étudiant de Ritt, dont le livre [39] est
une référence en la matiére. Cette annexe rappelle les définitions de base et les propriétés
bien connues d’algébre différentielle. Nous nous sommes appuyés sur les travaux de Irving
Kaplansky dans [38], sur [39] et [55] qui sont des bonnes références sur le sujet.

A.0.1. Dérivation. — Soit A un anneau. Une dérivation de A est une application ad-

ditive § de A dans lui-méme qui, pour tout a,b dans A, satisfait a la régle de Leibniz :
d(ab) = d(a)b+ ad(b).

Lorsque A est intégre, toute dérivation ¢ de A s’étend de fagon unique au corps des fractions

5(2)—5(“)1’;2‘“5@ Va,be A

de A comme suit :

A.0.2. Anneau, sous-anneau, corps et morphisme différentiel. — Un anneau dif-
férentiel A (resp. un corps différentiel) est un anneau (resp. un corps) muni d'un en-
semble fini de dérivations I'. On appelle anneau des constantes de A 'ensemble C' = {a €
A ] é(a) =0,V 0 € T'}. La structure d’anneau de A induit une structure d’anneau sur
Ianneau des constantes C' de A. Si ’anneau A est un corps, alors 'anneau des constantes
C de A Dest aussi. Par ailleurs, si Ay est un sous-anneau de A stable sous 'action de T,
c’est-a-dire I" (Ag) C Ay, alors on dit que Ay est un sous-anneau différentiel de A.

Soient k et K deux corps différentiels. Le corps K est une extension différentielle de k
si et seulement si & est un sous-anneau différentiel de K.

Un morphisme différentiel est un morphisme d’anneaux qui commute avec les dériva-
tions.

Ezemple A.0.1. — 1. Un anneau A muni de la dérivation triviale 0 (i.e 0 (a) =
0 Va € A) est un anneau différentiel.

2. Soit n un entier naturel non nul. Le corps des fonctions méromorphes a n variables
X1y ...y Ty, sur un ouvert U de C", muni des dérivations partielles 0/0x1, ...,0/0x,,
est un corps différentiel.



A.0.3. Polyndme différentiel. — Soit A un anneau différentiel muni d’un ensemble fini
de dérivations I'. Un opérateur de dérivation 6 est un élément du semi-groupe multiplicatif
libre © engendré par les éléments de I'. Autrement dit 6 est un opérateur de dérivation si
et seulement s’il existe eq,..., e, dans N et d1,...,6, dans I tels que

0 =55 8en.

Si le cardinal de ’ensemble I' est égal a m, alors on appelle ordre de 6 'entier naturel

m
s = E €.
k=1

Rappelons que pour tout entier naturel n non nul et toute dérivation ¢ de A, la dérivation
o™ est le produit de composition de n copies de 6. Par convention 6° = idy.

Soit A un anneau différentiel et A[(x;);en] I'anneau des polynémes en une infinité d’in-
déterminées a coefficients dans A. On construit une dérivation A appelée dérivation d’ad-
jonction sur A[(z;);en] en posant

A (xz) = Xj4+1-
Par convention, I’on noter :
9=z, et 2, =2™ VneN*

L’anneau A[(z;)ien] muni de la dérivation d’adjonction I' est un anneau différentiel. Ce
dernier sera noté A{x} et appelé anneau des polynomes différentiels en I'indéterminée
différentielle x et & coefficients dans A. L’on dit que c’est 'anneau différentiel obtenu par
adjonction de x & A. Un polynome différentiel P de A{x} est de ce fait un polynoéme en z;
a coefficients dans A.

Remarque A.0.2. — Par récurrence, on construit 'anneau différentiel obtenu par ad-
jonction des éléments x1,...,x, & A en posant :

Alzxy, ... xn} = Az, . e Han )
Dans ce cas on pose ; = x; o pour tout ¢ dans {1,...,n} et 'on a :

A (-Ti,j) = Xjj+1, Vj e N.

De maniére générale, si Ag est un sous-anneau différentiel d’un anneau différentiel A et
S une famille d’éléments de ce dernier, le plus petit sous-anneau différentiel de A conte-
nant a la fois Ay et S est appelé anneau différentiel engendré par la famille S sur le
sous-anneau différentiel Ag de A. Ce dernier coincide en tant qu’anneau avec I’anneau
Ag[{0z, 0 € ©, x € S}] engendré par la famille ©S = {0z, 6 € ©, x € S} sur Ap. Si la
famille d’éléments ©S = {0z, 0§ € O, x € S} de A est algébriquement indépendante sur
Ap, alors la famille S est appelée famille d’indéterminées différentielles sur Ay et 'anneau
différentiel engendré par S coincide avec 'anneau différentiel Ap{,S} obtenu par adjonction
de la famille S & Ag.

De méme, si k est un corps différentiel, S une famille d’éléments de k et kg un sous-corps
différentiel de k, alors le plus petit sous-corps de k contenant kg et .S, noté ky(S), est appelé
corps différentiel engendré par S sur ko. Le corps différentiel ko(S) coincide en tant que
corps avec ko({fz, 0 € ©, xz € S}).
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A.0.4. Idéal différentiel. — Soit I un idéal d’un anneau différentiel A muni d’un en-
semble fini de dérivations I". On dit que l'idéal I est un idéal différentiel de A si

o(I)yc I, Vo erl.

Un idéal différentiel I de A est dit radical lorsqu’une puissance quelconque d’un élément a
de A appartient & I si et seulement si a appartient & ce dernier.

FEzxemple A.0.3. — Soient k un corps différentiel, K une extension différentielle de corps
de k,n=(m,...,nn) et x = (z1,...,z,) deux familles d’éléments de K. Si les familles =
et n sont deux familles d’indéterminées différentielles sur &, alors le morphisme d’anneaux
différentiels ¢ de k{x1,...,z,} dans k{m1,...,n,} qui, & la dérivée d’ordre j de x;, associe
la dérivée d’ordre j de 1;, est un morphisme différentiel appelé morphisme de substitution.
Le noyau de ce dernier est un idéal différentiel appelé idéal différentiel défini par la famille
n dans k{z1,...,z,}.

A.0.5. Idéal différentiel réduit engendré. — Soit k un corps de caractéristique nulle
et k{z1,...,z,} Panneau des polynomes différentiels a coefficients dans k. Soit B un sous-
ensemble de k{x1,...,z,}. On appelle idéal différentiel engendré par B et ’on note [B], le
plus petit idéal différentiel (au sens de I'inclusion) de k{z1, ..., x,} contenant B. Autrement
dit,

[B] = {A" (B), n € N}.

Lidéal différentiel réduit engendré par B est l'intersection de tous les idéaux différentiels
radicaux de k{x1,...,z,} contenant B. Il sera noté {B}.

On a clairement par définition I'inclusion :

[B] € {B}.

Lemme A.0.4. — Soient k un corps de caractéristique nulle et B un sous-ensemble quel-
conque de k{zxy,...,x,}. Pour tout polynome différentiel P de k{z1,...,z,} et pour tout
entier naturel n, le polynome différentiel (A (P))Qn_1 appartient a l'idéal [B] lorsque le
polynome différentiel P™ appartient & ce dernier.

Démonstration. — En effet, si le polynome différentiel P appartient a [B], par définition,
le polynéme différentiel A (P™) appartient a [B]. De ce fait,

(66) A(P)P" !¢ [B].
En appliquant la dérivation d’adjonction a (66), nous obtenons
(67) A2(P)P" ' 4 (n—1)(A(P))*P"2c[B].
En multipliant (67) par A (P), on a
(A(P))* P2 ¢ B].
En réitérant m fois ce procédé, on obtient la formule
(A (P))*" 1 pr—m ¢ [B].

Pour m = n on a le résultat annoncé. O
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Sous les hypothéses du lemme A.0.4, le sous-ensemble
S={P € k{x,...,zn}|In € N, P" € [B]}

de k{z1,...,x,} est un idéal différentiel radical contenant B. Ainsi, l'idéal différentiel
réduit { B} engendré par B est inclus dans S. L’inclusion inverse étant triviale, nous avons :

{BY={Pek{z,...,z,}|3n e N, P" e [B]} = [B].

A.0.6. Module des dérivations d’une algébre de type fini. — Nous décrivons dans
cette sous-section quelques propriétés générales du module des dérivations des algébres de
type fini sur un corps. Nous nous sommes limités aux propriétés que nous utilisons dans
notre travail.

Définition A.0.5. — Soient A une k-algébre et M un A-module. On appelle k-dérivation
de A dans M, une application k-linéaire § de A dans M satisfaisant a la régle de Leibniz,
c’est-a-dire :

d(ab) =9 (a)b+ad (b) Va,be A.

On notera Dery, (A, M) 'ensemble des k-dérivations de A dans M.

Exemple A.0.6. — 1. Soient A une k-algébre et M un A-module. Soit §y ’application
de A dans M qui & tout élément a de A associe 0. L’application dgy est une k-dérivation
de A dans M appelée dérivation nulle.

2. Soit n un entier naturel non nul. Posons A = k[z1,...,z,]. La dérivation partielle
Oz, est une k-dérivation de A dans lui-méme. C’est I'unique dérivation § de A telle
que :

d(xi)=1letd(z;) =0, i #j.

3. Soit x un point rationnel d’une variété algébrique X définie sur k. La surjection
canonique de 'anneau local Ox, de X en z dans k admet une section qui permet
d’identifier £ & un sous-corps de Ox ;. Soient f un élément de Ox , et f (x) la classe
de f modulo I'idéal maximal 9, de Ox .. Soit d, 'application de Ox , dans k qui a f
associe la différentielle de f en x. L’application d, est une k-dérivation de Ox , dans
k puisque d, est une application k-linéaire de Ox , dans k satisfaisant a la relation :

di (fg) = do (f) g(x) +ds(9) [ (x) Vf, 9 € Ox .

Il est clair que d, (E)JT%) = 0 puisqu’un élément de M2 est une somme finie d’éléments
de la forme fg, ou f et g appartiennent a 9., c’est-a-dire sont tels que f(z) =
g (x) = 0. L’application d, définit une application k-linéaire u du k-espace vectoriel
M, /M2 dans k telle que pour tout représentant f € M, d’un élément f de M, /N2
on ait :

La réciproque étant vraie, le Ox z-module des k-dérivations de Ox , dans k est iso-
morphe & ’espace tangent de Zariski de la variété X au point x.

Soient A une k-algébre et M un A-module. Pour toute k-dérivation 6 de A dans M et
tout élément a dans A, le produit ad est encore une k-dérivation de A dans M. En effet,

Vb e A, (ad) (b) =ad (b).

L’ensemble des k-dérivations de A dans M est alors naturellement muni d’une structure

de A-module.
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A.0.7. Module des différentielles. — Soit A une k-algébre. Le module 9}4 /k des dif-
férentielles de Kahler de A sur k est 'unique module, & isomorphisme prés, quotient du
A-module M engendré par les symboles

da, a € A
par son sous-module N engendré par
da, d(a+b) —da—db et d(ab) —ad(b) —bd(a), a € ket a, be A

La k-dérivation dy/p, =d @ A — Qh Ik satisfait & la propriété universelle suivante :
Pour tout A-module N et toute k-dérivation D de A dans N, il existe un unique mor-
phisme de A-modules f : 9}4 i N tel que le diagramme :

dask

A—=Q

L

N

soit commutatif.
Le A-module des k-dérivations de A dans M peut donc étre défini comme le module
dual du module des différentielles de A sur k puisque par définition de Qi Jp ona

Hom 4 (Qz/k,M> ~ Dery, (A, M).

Remarque A.0.7. — Le module des différentielles de A sur k représente le foncteur co-
variant Dery, (A, —) de la catégorie des A-modules dans celle des ensembles.

Dans la suite de notre travail, le A-module Dery, (A, A) des k-dérivations de la k-algébre
A dans elle-méme sera simplement noté Dery (A) et 'on appellera k-dérivation de A, tout
élément de Dery (A).

A.0.8. Propriété. — Soient A une k-algébre et G une famille génératrice de A. Nous
décrivons les k-dérivations de A en fonction de 'image de G par ces derniéres.

Lemme A.0.8. — Soient A une k-algébre et G un systéme de générateurs de A. Une k-
dérivation 6 de A est entierement déterminée par la donnée de l’ensemble {5 (g;) ;g9; € G}.

Démonstration. — En effet, pour tout élément a de la k-algébre A, il existe \; dans k et

g;j dans N tels que :
o= AT
J
Le résultat annoncé découle du fait que :
8 (a) =" Niead (g) g7 [ 957
il j#
O

Remarque A.0.9. — Pour A = k|z1,...,x,], notons J,, la dérivée partielle premiére
par rapport & la variable x;. Le A-module des k-dérivations de A est le A-module libre
engendré par les dérivations partielles 0,,. En effet, on a la formule évidente :

8= 0(x:) 0,

d’aprés le lemme A.0.8.
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ANNEXE B

SCHEMA DES ARCS ET ESPACE DES JETS

Soit k un corps. Une variété algébrique sur k ou simplement une k-variété algébrique X
est un schéma séparé de type fini sur k. On dispose de deux approches distinctes (I’approche
algébrique et 'approche différentielle) pour décrire I'espace des m-jets %, (X) et le schéma
des arcs Z (X) tracés sur une k-variété algébrique X. Cette annexe présente ces deux
approches et rappelle quelques propriétés géométriques et topologiques connues de %, (X)
et £ (X). Les articles [44], [36], [23], [13], [52], [19], [59] et [46] sont ici des bonnes
références.

B.1. Espace des jets et schéma des arcs via la géométrie algébrique

Dans cette section, sauf mention spéciale, la lettre k désignera toujours un corps quel-
conque et K une extension de corps de k.

B.1.1. Espace de jets. — Soient X un k-schéma et m un entier naturel. Un K-m-jet
de X est la donnée d’un k-morphisme de Spec (K [t] / (t™!)) dans X. Si Sch/k désigne
la catégorie des k-schémas et Ens celle des ensembles, alors on définit un foncteur contra-
variant

FX . Sch/k — Ens
en associant & tout k-schéma Y l’ensemble

FX (V) = Homy, (Y X Spec(k) SPec (k[t]/ (tmﬂ)) X)) .

Lorsque le foncteur Fé ainsi défini est représentable et le k-schéma .7, (X)) qui le représente
est appelé espace des m-jets de X. Ce dernier vérifie pour tout k-schéma Y, la bijection
fonctorielle suivante :

(68) Homy (Y, Zn (X)) = FX (V).

En particulier, si le k-schéma Y est affine, c’est-a-dire qu’il existe une k-algébre A telle que
Y = Spec (A4), on a :

(69) L (X) (A) = X (Aft] /(™).

De ce fait, 'espace %, (X) des m-jets de X est la restriction de Weil du k[t] /{t™1)-
schéma X X gpec(r)Spec (k [¢] /(tm+1>) par rapport au k-morphisme Spec (k [t] /(t™+1)) —
Spec (k) . Alors, lorsque 'espace des m-jets de X existe, il est unique & isomorphisme preés.

Remarque B.1.1. — 1. Le foncteur .4, définit un endofoncteur de la catégorie des
k-schéma.



2. On a trivialement d’aprés la bijection fonctorielle (68)
5 (X) =X.
Exemple B.1.2. — Soit A une k-algébre. Soit X un schéma de type fini sur k. Se donner
un A [t] /(t*)-point z de X revient a se donner un morphisme
¢ : Spec (A[t] /<t2>) — X
tel que ¢ (0) = , o 0 est 'unique point du schéma Spec (A [t] /(t?)) . Le morphisme de
schémas ¢ induit un morphisme d’anneaux locaux
0y + Oxa — A[]/(%)
pour lequel
@ (M) C (t) et % (M2) = 0 puisque +* = 0.
Par conséquent, le morphisme ¢ induit un morphisme de 9, /M2 dans A. Ainsi, se donner

un A [t] /{t?)-point x de X revient & se donner un vecteur tangent en z. L’espace .Z] (X)
des 1-jets de X est donc isomorphe a l’espace tangent de Zariski de X.

B.1.2. Soit X un k-schéma. Soient m et p deux entiers naturels tels que m soit supérieur
a p. Lorsque I'espace des m-jets £, (X) et des p-jets £, (X) de X existent, la surjection
canonique

kit (™) — k[t (#P1),
induit une projection canonique 0%1, appelée morphisme de transition de %, (X) dans
%, (X). Ce morphisme se construit au niveau du foncteur des points en utilisant la relation
(68). En effet, pour tout k-schéma Y, la projection canonique

/() — k[ (),
induit par contravariance du foncteur Spec une immersion fermée

Le foncteur des points hx de X étant un foncteur contravariant, nous obtenons un mor-
phisme

Homy, (Y X Spec(k) SPeC (k: t] / (tm+1)) , X) — Homy, (Y X Spec(k) SPeC (k [t] / (tp+1)) , X) .
Alors, par la relation (68) nous avons :
Homy, (Y, £, (X)) — Homy (Y, 2, (X)).
Pour Y = %, (X) nous obtenons un morphisme
¢ : Homy (L, (X), L0 (X)) — Homy (£, (X), £ (X)).
Le morphisme Hﬁip est 'image du morphisme identité id ¢, (x) de £, (X) par ¢.
B.1.3. Soit X un k-schéma. Soient = un point de X et k (x) le corps résiduel de X en z.
Pour m = 0, l'injection canonique
ke R[]/ ()

induit une section w, : X — £, (X) du morphisme de transition 9;{0. Cette section
associe au point z le k (x)-p-jet

wp (@) = Spec (k () [[t] / (tp+1)) — Spec (k (z)) — X.

Le morphisme w, (z) est appelé le p-jet constant en x.
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B.1.4. Soit X un k-schéma. Soient m et p deux entiers naturels tels que m soit supé-
rieur & p. Le morphisme de transition 97),5717 (sl existe) sera simplement noté 6y, , s’il n’y
a aucun risque de confusion sur le schéma de base. De méme, la projection canonique
ean,O . %m (X) — X induite par la projection

K/ () — &,
sera notée 0% ou simplement 6, s’il n’y a aucun risque de confusion.
Soient A une k-algébre et X un k-schéma. Un A-point oy, de %, (X), s'il existe, cor-

respond d’apreés la bijection fonctorielle (69) & un A-m-jet

a,, : Spec (Alt]/ (tm+1)) — X

qui, & 'unique point 0 de Spec (A [t] / (¢™+1)), associe
a, (0) =z € X.
On a donc :
O () = 0, (0) = 2.

. . /
Dans toute la suite de notre travail, nous confondons a, et «,,.

B.1.5. La proposition B.1.3 ci-aprés établit ’existence des espaces de jets pour tout
schéma de type fini sur un corps.

Proposition B.1.3. — Soient k un corps algébriquement clos et X un k-schéma de type
fini. Soit m un entier naturel. L’espace des m-jets %, (X) de X existe et est de type fini.

Nous fournissons une preuve explicite de la proposition B.1.3 ci-dessus en construisant
concrétement le k-schéma de type fini %, (X). Cette preuve s’appuie sur le lemme B.1.4
et le lemme B.1.6 ci-aprés. Des preuves similaires sont consultables dans [36] et dans [19].
Pour une preuve différente de cette proposition, se rapporter a |7, 7.6.4].

Lemme B.1.j. — Soient X un k-schéma de type fini et U un ouvert affine de X. Si
Uespace des m-jets £, (X) de X existe, alors l'espace des m-jets 2, (U) de U existe et
nous avons :

Zn (U) =6 1(U).

Démonstration. — Soit A est une k-algébre. Les A-points de 'ouvert ;! (U) (s’ils existent)
sont les morphismes o, : Spec (A [t] / (tm+1)) — X qui se factorisent par U. Alors,
I'ensemble 1 (U) (A) est isomorphe a %, (U) (A). O

Remarque B.1.5. — Le lemme B.1.4 montre que 'endofoncteur .%;,, de la catégorie des
schémas sur k préserve les immersions ouvertes.

Soit f un polynéme non constant de k[z1,...,x,] et j un entier naturel. On note z\)
la famille (21 j,...,2, ;) avec la convention

Ti0 = T, Vi € {1,...,n}.

De méme, on notera f() (Q(O), oozl )) la dérivée formelle d’ordre j de f considérée comme
fonction des variables x; et de leurs j dérivées successives :

£0) (£<0>,£(1>,£<2>, . @(j)) = A (f (z1,...,2))

avec A la dérivation d’adjonction.
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Lemme B.1.6. — Sotent k un corps algébriquement clos et f un polynéme non constant
de k[x1,...,xy]. Soit X Uhypersurface définie par f (z) = 0. L’espace des m-jets £, (X)
de X est la variété algébrique affine sur k définie par :

£0) (£<o>7£<1>7_“7j@(j>) =0, j€{0,...,m}.

Démonstration. — Soit A une k-algébre. Nous avons :
LX) (A) =R k[z] — A[]/ (™), o) =ui= Y ot avec f(w) =0
=0
Cependant :

M

D’ou
Ln(X)(A) = {cp Dkl — At/ (™Y, e (9%@) _ l!xZ@, £0) (l;:r(l)) }

Par conséquent

Zn(X) (A) = Hom (k: [@0),@1),.. ]/(f(J (l'x )> A)
et donc
Zm(X) = Spec (k [g(o),g(l), . ,z(m)} J(f9D (l!xf-”))) )
O]
Exzemple B.1.7. — Soient n un entier naturel non nul et X = A} l'espace affine de

dimension n. Pour tout entier naturel m, nous avons :
n(m+1)
L (X) = Ay .

En effet, il suffit de poser f = 0 dans le lemme B.1.6 et nous avons le résultat annoncé.

Proposition B.1.3. — Soit X un k-schéma de type fini. Supposons que X soit affine défini
par I'idéal I = (f1,..., f;) de k[z1,...,2,] dans A}. Le lemme B.1.6 montre que .Z, (X)
existe et est isomorphe au k-schéma de type fini

Spec (k [g(o),g(l),...,g(m)} / (fl(j) <§(0),g(1),...,j!§(j)>>) , 7 €40,...,m}.

Supposons maintenant que X ne soit pas affine. Soit (U;);_; un recouvrement d’ouverts af-

fines de X. Le lemme B.1.6 assure 'existence de l'ouvert ., (U;) pour tout ¢ € {1,...,n}.
_ N -1

Par ailleurs, les ouverts (%) ! (U;NUj) et (05{5 ) (U; N U;) définissent I'espace des m-

jets L (UyNUj). Ils sont alors canoniquement isomorphes. Par conséquent, nous pou-

vons construire le k-schéma %, (X)) en recollant les schémas %, (U;) le long des ouverts

(9%1')_1 (U; NU;) et (GTU,{) - (Ui NU;) via les isomorphismes
%) (UinT;) — (93{)_1 UinU;).
O

Remarque B.1.8. — La preuve ci-dessus montre que I’endofoncteur %, de la catégorie
des schémas sur k, envoie les schémas affines sur les schémas affines et les schémas de type
fini sur les schémas de type fini. Les morphismes de transition sont donc affines.
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Remarque B.1.9. — L’espace des jets existe pour des classes de schémas plus larges que
celle des k-schémas de type fini. En effet, pour tout schéma Y et pour tout entier naturel m,
dans l'article [59], Paul Vojta montre 'existence de ’espace des m-jets pour tout Y-schéma
X non nécessairement de type fini en utilisant les dérivations de Hasse-Schmidt.

B.1.6. Schéma des arcs. — Soit X un k-schéma de type fini. On appelle K-arc tracé
sur X ou simplement arc tracé sur X une courbe paramétrée tracée sur X, c’est-a-dire la
donnée d’'un k-morphisme
v : Spec (K [[t]]) — X.

L’arc v détermine deux points de X : I'image 7 (0) du point fermé 0 de Spec (K [[t]]) appelée
origine de l'arc v et I'image 7 (1) du point générique n de Spec (K [[t]]).

Les morphismes de transition définis dans la section B.1.2 font de la suite (£, (X)),,en
un systéme projectif dans la catégorie des k-schémas de type fini. On appelle schéma des
arcs tracés sur X et on note .Z (X), la limite projective des espaces de jets de X.

Remarque B.1.10. — Les morphismes de transition étant affines, pour tout k-schéma de
type fini X, le schéma des arcs .Z (X) tracés sur X existe dans la catégorie des k-schémas
(voir |27, 8.2]). Cependant, il n’est en général pas de type fini.

B.1.7. Soit X un k-schéma de type fini. Le schéma des arcs .Z (X)) tracés sur X est muni
pour tout entier naturel m d’un morphisme affine

xm : ZL(X)— L (X)
appelé morphisme de troncation. Ce dernier est tel que pour tout entier naturel p supérieur
a m, on ait :
TX,m = bpm © TX p-

Les morphismes de troncation 7x ,, seront simplement notés 7, et la projection canonique
mxp0 @ Z(X)— X sera notée mx ou simplement 7 s’il n’y a aucun risque de confusion
sur le schéma de base.

B.1.8. Soit X un k-schéma de type fini. Le schéma des arcs £ (X) tracés sur X est
naturellement muni en tant que k-schéma de la topologie de Zariski. Cette derniére coincide
avec la topologie limite projective sur .2 (X) (voir [27, 8.2.9]).

B.1.9. Soient Y un k-schéma et X un k-schéma de type fini. La représentabilité du
foncteur F;X et les isomorphismes

lim (Homy, (Y, £, (X))) ~ Homy, (Y, lim .2, (X))

«—

hrlfzn (Homy, (Y xi Spec (k[t] / (tm+1)) , X)) ~ Homy (hﬂn}l (Y X Spec(k) SPec (k: [t]/ (tm+1))) ,X> ,

«—

permettent d’obtenir la propriété universelle suivante :

(70) Homy, (Y, £ (X)) ~ Homy, (Y Xgpec(rySpec (k [[t]) , X) -

Le schéma Ygspec(k)Spec (K [[t]]) est la complétion formelle du schéma Y X gpec(x)Spec (£ [[t]])
le long du sous-schéma Y™ Xgpec(r) {0}
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En particulier, si le k-schéma Y est affine, c’est-a-dire Y = Spec (A), on a :
(71) 2 (X) () = Homy, (Spec (A [[t]), X) .

La bijection fonctorielle (71) montre que tout K-point rationnel 4 du schéma des arcs
tracés sur X correspond & un arc

7" Spec (K [[t]]) — X.

Notons 0 le point fermé de Spec (K [[t]]). Par définition, I'image par 7 de vy est 'origine de
larc v/ tracé sur X, i.e.

™ (7) =7'(0).
Dans la suite de notre travail, nous confondons les K-points rationnels v du schéma des
arcs tracés sur X et les arcs 4/ correspondants.

B.1.10. Soient X une k-variété et U une sous-variété ouverte de X. On a :
L U)=2U).

En effet, on sait par définition que :
ZU) cr ).

Reste a montrer 'inclusion inverse. Notons X \ U le complémentaire de U dans X et
n le point générique de Spec (K [[t]]). Soit v un K-point rationnel de .Z (X). Si 7 ()
appartient a U, alors I'image v (n) du point générique de Spec (K [[t]]) par 7 appartient
aussi & U puisque dans le cas contraire, la cloture de Zariski {y ()} de v (n) serait incluse
dans X \ U et par conséquent 7 () serait dans X \ U car

m(y) € {v(m)}

Tout arc v dont l'origine appartient a U est alors un arc tracé sur U. D’ou l'inclusion :

N U)cZ(U).

B.2. Espace des jets et schéma des arcs via 1’algébre différentielle
Dans cette section, la lettre k désigne un corps de caractéristique nulle et A la dérivation

d’adjonction de anneau de polynomes k [(xlij)jEN ey (xmj)jeN]'

Lemme B.2.1. — Soient X une k-variété algébrique définie par l’idéal I dans A} . L’es-

pace des m-jets L, (X) de X est la k-variété algébrique définie dans AZ(mH) par 'idéal

J=(I,A),...,A™ (1))
Démonstration. — Posons

I:<f]_,...,f7->gk[ﬂjl,...,In].

L’énoncé est une conséquence directe du lemme B.1.6 qui affirme que l'espace des m-jets
de X est isomorphe a l'intersection des schémas affines :

X, = Spec (k [z(o),g(l), . ,z(m)} /(79 (z(o)) ey £ (g(o),z(l),z(”, . ,z(m))>> :
O
1. Ce résultat a été démontré récemment par Bhargav Bhatt dans [5].
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Remarque B.2.2. — L’espace des m-jets de tout k-schéma affine de type fini
X = Spec (k[z1,...,2n] /1)
est affine et posséde une structure graduée. En effet, d’aprés le lemme B.2.1, nous pouvons
écrire
L (X) = Spec (Ry,), out Ry, = @2 R;
avec
Ri=k[a®,....a®] /(L6(D),....00 (D).
Les morphismes de transition O, m—1 : L (X) — Ln—1 (X) correspondent aux mor-
phismes d’algébres graduées

:n7m_1 . Rmfl — Rm
En particulier, le morphisme d’algebres graduées 6y, ,,  fait de R, une R, i-algebre

engendrée par la m?™¢ partie homogéne de R,, sur R,,_1.

Le théoréme qui suit donne une construction effective de ’espace des arcs tracés sur une
k-variété algébrique affine.

Théoréme B.2.3. — Soit X une k-variété affine engendrée par lidéal I dans A}. Le
schéma des arcs tracés sur X est affine et on a :

L (X),eq = Spec (k{z1,..., 2} /{I}).

Démonstration. — En faisant tendre 'entier naturel m vers 'infini dans le lemme B.2.1,
nous obtenons un isomorphisme entre le schéma des arcs . (X) tracés sur X et le schéma
affine Spec (k{x1,...,z,} /[I]). Sachant qu’en caractéristique nulle nous avons

\/m = {I}7
alors
L (X),oq = Spec (k{x1,...,zn} /{I}).
O

Deux autres descriptions du schéma des arcs tracés sur une variété algébrique sont
consultables dans l'article [23]. La premiére s’appuie sur I’existence pour le foncteur d’oubli
F de la catégorie des k-algebres différentielles (k,0)-Alg dans celle des k-algébres k-Alg
d’un adjoint & gauche G et d’un adjoint & droite D. Le foncteur G associe a toute k-algébre
A Panneau des polynoémes différentiels

E{A} = k[{0a,a € Aet § € O} /[14],

ol I4 est le noyau du morphisme k [A] — A. Le foncteur D associe a toute k-algébre B la
k-algebre B [[t]] munie de la dérivation § = ;. La seconde description utilise les propriétés
universelles du module des différentielles. Se reporter a [23] pour plus de détails.

Remarque B.2.j. — La description de 'espace des jets et du schéma des arcs par 'al-
gébre différentielle n’est valable qu’en caractéristique nulle.

B.3. Quelques propriétés

Dans cette section, nous présentons quelques propriétés géométriques et topologiques du
schéma des arcs.
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B.3.1. Propriétés géométriques. — Nous nous sommes limités aux propriétés que
nous utilisons dans ce travail.

B.3.1.1. Les endofoncteurs %, et £ de la catégorie des k-schémas commutent avec le
produit fibré. En effet,

Proposition B.3.1. — Soient X etY deux k-schémas de type fini. On a :
L (X Xgpeek) Y) = L (X) Xgpecr) L (Y).

Démonstration. — Soient A une k-algébre et Z le schéma affine Spec (A). Soit m un entier
naturel. D’aprés la relation (69), nous avons :

Homy, (Z, L (X Xspecry Y)) =~ Homy, (Spec (A [t] / ("11)) , X Xspecy Y) -
D’apres la propriété universelle du produit fibré, le terme de droite est isomorphe & :
Homy, (Spec (A[t] / (#"*1)),X) x Homy, (Spec (A[t]/ (")) ,Y),
qui, & son tour, par la relation (69), est isomorphe &
Homy (Z, % (X)) x Homy, (Z, £, (Y)).
Enfin, par la propriété universelle du produit fibré, ce dernier terme est isomorphe a
Homy, (Z, £ (X) X Spec(k) ZLm (Y)).
Le résultat annoncé s’obtient en passant & la limite projective. ]

B.3.1.2. La proposition suivante est une généralisation du lemme B.1.4 au cas des mor-
phismes étales de k-schémas de type fini.

Proposition B.3.2. — Soient X et Y deux k-schémas de type fini. Soit f : X — Y
un morphisme étale de k-schémas. On a :

Z(X)~ 2 (Y) xy X.

Démonstration. — Soient Z = Spec(A) un k-schéma affine et m un entier naturel. La
donnée d’'un k-morphisme

Z—).,%m(Y) Xy X

équivaut a celle d’'un diagramme commutatif :

Z s L (V)
Lo

Celui-ci équivaut a la donnée du diagramme commutatif suivant :
Z — Spec (At] / (t™1))
X ! Y

Le morphisme f étant étale et le k-schéma Spec (A [t] /t™+1) étant un sous-schéma fermé de
7 défini par un idéal nilpotent, il existe un unique morphisme Spec (A [t] / (tm+1)) — X
rendant commutatifs les deux triangles. D’ou 'existence par la bijection fonctorielle (68)
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d’un unique morphisme de k-schémas Z — %, (X). La proposition découle alors de
I’isomorphisme suivant :

m

«—

lim (£, (V) xy X) ~ <li£ﬂ$m (Y)) xy X.
O

B.3.1.3. Le foncteur .Z est un foncteur d’oubli de la catégorie des k-schémas réduit dans
celle des k-schémas.

Proposition B.3.3. — Soient X un k-schéma de type fini et Xieq le sous-schéma réduit
associé a X. Le k-morphisme canonique de schémas

L (Xied) — Z(X)
est un isomorphisme.

Démonstration. — L’anneau k [[t]] étant intégre, nous avons par propriété universelle 1’iso-
morphisme suivant :

Homy, (Spec (k [[t]]) , X) ~ Homy, (Spec (k [[t]]) , Xred) -
O

Remarque B.3.4. — Il n’existe pas d’analogue de la proposition B.3.3 pour les espaces
de jets d’un k-schéma de type fini. En effet, soit X la variété algébrique définie dans A% par
23 = 0 (X = Spec (k[z1, 2] /23)). L'espace des 1-jets -} (Xyeq) du sous-schéma réduit
Xieq associé & X est isomorphe & A%. Cependant,

2 (X) = Spec (k [ml,mgl),xg,wgl)} / (xi’,&rgl)x%)) )

B.3.2. Propriétés topologiques. — Nous regardons quelques propriétés topologiques
élémentaires du schéma des arcs induites par celles du schéma de base.

Proposition B.3.5. — Soient k un corps et X un k-schéma réduit de type fini. Si la
dimension de X est nulle, alors le schéma des arcs £ (X) tracés sur X est isomorphe a

X.

Démonstration. — En effet, le k-schéma X étant réduit de type fini et de dimension nulle,
il existe une extension finie de corps K de k telle que X soit isomorphe au schéma affine
Spec (K). Ainsi, si A est une extension de corps de k, un A-arc v : Spec(A[[t]]) — X
tracé sur X correspond & un morphisme de k-algébre 4 : K — A[[t]]. La proposition
découle alors du lemme B.3.6 ci-dessous. O

Lemme B.3.6. — Soient k un corps et K une extension algébrique de k. Soient A une
extension de corps de k et 1 une application de K dans A[[t]]. Si ¢ est un morphisme de
k-algébres, alors l'image de 1 est incluse dans A.

Démonstration. — Supposons que l'image du morphisme 1 ne soit pas incluse dans A.
Elle est alors une extension algébrique de A contenue dans A [[t]]. Soient a = >_.o a;t’ un
élément de I'image de 9 et j le plus grand entier naturel tel que a; soit non nul. Supposons
que j soit non nul. Soit P € A[z] le polynéme minimal de a sur A. Si a est séparable, on
a:

0= P(a) =P (ag) + (a1t + - 'ajtj) op (ag) mod 7+,

Dz
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Ce qui est impossible puisque a est séparable. Si a est purement inséparable, alors il existe
un élément b de A tel que le polynéme minimal P s’écrive sous la forme

P =aP" —b,

ou p désigne la caractéristique de k (p > 0). On a par définition :

J
0=P(a) = Zafmtipm —b.
=0

Ce qui est impossible puisque dans ce cas a; est nul. Donc
J=0
et 'image de v est incluse dans A. O

Remarque B.3.7. — Le schéma des arcs tracés sur une k-variété X est de type fini si et
seulement si la dimension de X est nulle.

Proposition B.3.8. — Soient k un corps et X un k-schéma de type fini. St X est étale,
alors le schéma des arcs £ (X) tracés sur X est noethérien.

Démonstration. — D’aprés la proposition B.3.2; le schéma des arcs .Z (X) tracés sur X
est isomorphe au produit fibré .2 (Spec (k)) Xgpec(r) X - La proposition B.3.5 montre que
Z (Spec (k)) est isomorphe a Spec (k). Par conséquent, le schéma des arcs .2 (X) tracés
sur X est isomorphe a X et la noethérienneté de .2 (X) découle de celle de X. t

Proposition B.3.9. — Soient k un corps et X un k-schéma intégre de type fini. St X est
lisse, alors le schéma des arcs £ (X)) tracés sur X est intégre.

Démonstration. — Pour tout point x de X, il existe un ouvert U de X contenant x et un
entier naturel n tel que

U— A}
soit étale. Ainsi, d’aprés la proposition B.3.2, nous avons :
Z (U) =2 (AZ) XSpec(k) U.
L’intégrité de £ (X) découle alors de celui de X. O

B.4. Morphismes

Soit X un k-schéma de type fini. Pour harmoniser les notations, dans cette section, nous
noterons le schéma des arcs tracés sur X par %y (X) au lieu de .Z (X).

Proposition B.4.1. — Soient X et Y deux k-schémas de type fini. Pour tout m dans
NU {oo} et tout morphisme f : X — Y, il existe un morphisme de k-schémas

fm L (X)) — L (V)

tel que le diagramme suivant soit commutatif :
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Démonstration. — Soient m un entier naturel et A une k-algébre. Soit @ un A-point de
Zm (X). D’apreés la bijection fonctorielle (69), la donnée de « correspond & un morphisme

Spec (A[t]/ (™)) — X.

En composant « : Spec (A [t]/(tm+1)) — X et f : X — Y, nous obtenons un
morphisme f o o de Spec (A [t]/ (th)) dans Y. Le morphisme f o « est un A-point
de 2, (Y). De ce fait, la bijection fonctorielle (69) permet de construire un morphisme
fm ¢+ L (X) — £, (Y) qui, a tout A-point a de %, (X) associe le A-point f o« de
Zn (Y). Le morphisme f,, ainsi obtenu a la propriété souhaitée. Le morphisme f, est la
limite projective des morphismes f,,. O

Remarque B.4.2. — 1. Soient f : X — Y un morphisme de k-schémas de type fini
et Z — Y une immersion fermée. Nous avons 'isomorphisme canonique suivant

L (7H(2)) = [0 (L (2)).

2. Soient X un k-schéma de type fini et ¢ : X — A} une immersion fermée. Le
morphisme i, : £ (X) — £ (A}) induit par ¢ est une immersion fermée.
En effet, il existe un unique idéal I = (fi,..., fr) de k[z1,...,2,] tel que X soit
isomorphe a Spec (k [z1,...,x,] /). Sachant que

Zm (A}) = Spec (k: [azgo), . ,x&m)]) ,
le résultat découle du lemme B.1.6 qui affirme que
L (X) = Spec <k [a;<0>, N .,x<m>} / (fi,fi(l), L f}m))) .

Plus généralement, si f : X — Y est une immersion fermée, alors f,,, : %, (X) —
Zm (Y) lest aussi.

Proposition B.4.3. — Soient X un k-schéma de type fini et m un entier naturel. Lorsque
X est séparé, l’espace des m-jets £y, (X) de X est aussi.

Démonstration. — Soit X un k-schéma séparé de type fini. Le morphisme diagonal
At X — X Xgpee(k) X
est une immersion fermée. D’aprés la remarque B.4.2, le morphisme
L (X) — Lo (X Xspec) X)
est une immersion fermée. D’apreés la proposition B.3.1,
L (X Xspec(k) X) = L (X) Xsgpec(k) Lm (X) -
Le k-schéma de type fini %, (X) est donc séparé. O

Remarque B.J.4. — L’endofoncteur %, de la catégorie des k-schémas envoie les k-
variétés sur les k-variétés.

Proposition B.4.5. — Soient X et Y deux k-schémas de type fini. Soit f : X — Y
un morphisme de k-schémas. Si f est lisse (resp. non ramifié, étale), alors pour tout entier
naturel m, le morphisme de k-schémas de type fini fr, @ L (X) — L (Y) est lisse
(resp. non ramifié, étale).
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Démonstration. — Soient Z un k-schéma affine et Zy un sous-schéma fermé de Z défini par
un idéal nilpotent. Le schéma Zy Xgpec(x) Spec (k [t] / (t™*1)) est un sous-schéma fermé de
Z Xpec(k) Spec (k[t]/ (¢™*1)) défini par un idéal nilpotent. Donnons-nous le diagramme
commutatif suivant

X Y
Zo Xspec(r) Spec (k[t] / ("+1)) = Z Xgpec(r) Spec (k[t] / (t+1))
Supposons que le morphisme f soit lisse (resp. non ramifié, étale). Il existe (resp. il existe
au plus un, il existe un unique) morphisme Z Xgpec(x) Spec (k: [t] / (tm+1)) — X rendant
commutatifs les deux triangles. Ce qui équivaut au fait qu’il existe un (resp. il existe au plus

un, il existe un unique) morphisme Z — %, (X)) rendant commutatifs les deux triangles
dans le diagramme ci-dessous

L (X) 12 2, (7))

| ]

~N
~

20— 7
O

Remarque B./.6. — Lorsque la k-variété X est lisse (resp. non ramifié, étale), le schéma
Zm (X) est aussi une k-variété lisse (resp. non ramifié, étale).

Lemme B.}.7. — Soit X une k-variété de dimension n. Si X est lisse, alors les mor-
phismes de transition 0, m—1 sont des fibrations localement triviales de fibre A™ pour la
topologie de Zariski.

Démonstration. — Soit oy, un point de %, (X). Il existe un point fermé = de X tel que
O () soit égal & x. Comme X est lisse, il existe un voisinage ouvert U de x tel que le
morphisme de schémas U — A™ soit étale. La proposition B.3.2 assure que

L (U) = U xan AP

= -i”m—1 (U) Xk A",
L’assertion découle alors du fait que %, (U) = (Hm’m,l)_l (Lm—1 (0)). O

Une conséquence immédiate du lemme B.4.7 est la surjectivité des morphismes de tran-
sition et des morphismes de troncation lorsque le schéma de base est lisse. Si f : X — Y
est un morphisme lisse et surjectif de k-variétés, alors les morphismes f,, et fo induits res-
pectivement par f sur les espaces de m-jets et sur les schémas des arcs sont surjectifs. Nous
pouvons aussi remarquer que si X est une k-variété lisse de dimension n, alors %, (X) est
une k-variété lisse de dimension n (m + 1).

Proposition B.4.8. — Soient X et Y deux k-schémas de type fini. Soient W et V res-
pectivement des sous-schémas fermés de X et de Y. Soit f : X — Y un morphisme

birationnel propre tel que f induise un isomorphisme de X \ W dans Y \ V. Le morphisme
foo induit une bijection de £ (X)\ £ (W) dans £ (Y)\ Z (V).
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Démonstration. — Soit A une k-algébre. Nous pouvons remarquer qu’'un A-arc
v : Spec (A[[H]]) — Y

tracé sur Y appartient a .Z (V) \ £ (V) si et seulement si I'image du point générique n
de Spec (A[[t]]) par v est un point de Y \ V. Par hypothése, 'ouvert Y \ V' est isomorphe
a X \ W. Alors, le critére valuatif de propreté assure existence pour tout A-arc 7 de
Z(Y)\ Z (V) d’un unique A-arc 7 tracé sur X avec f o7 = v tel que l'image du point
générique n de Spec (A[[t]]) par 7 soit un point de X \ W. Par conséquent, pour tout
A-arc v de Z (V) \ Z (V) il existe un unique 7 appartenant a .Z (X) \ .Z (W) tel que
foo () = 1. O
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ANNEXE C

CODES

C.1. S-algorithme

Input : m, P, £ ;
output : S(P).
Start

m=40

variables = [ ’x%i’ % i for i in [0..m] ] + [ ’y%i’ % i for i in [0..m] ]
A = PolynomialRing(QQ,variables)

for i in [0..m]:
exec("x%i = A.gen(%s)" % (i,1))
exec("y%i = A.gen(¥%s)" % (i,m+1+i))

def der(f):
a= sum(derivative(f,A.gen(i))*A.gen(i+1) for i in [0..len(A.gens())-2] )
return a

def Der(f,j,m):

if m-j==0:
return f

else:
k=0
while k< m-j:

f=der(f) ; k=k+1

return f

def DH(P, x, y)
L1= P.monomials()
L2= P.coefficients()



T= [L1[i]#L2[i] for i in [0..len(L1)-1]]
d= 0
for t in T :

d= max(d, t.degree(x)+t.degree(y))

L= [0 for i in [0..d] ]

for t in T :
e= t.degree(x) + t.degree(y)
Lle] = t +L[e]

return d4d,L

def Spoly(P,f):
j=0
while j < m:
x= A.gen(m -j)
y= A.gen(2*m+1-3)
Q= Der(f,j,m) - xxderivative(f, A.gen(0)) - y*derivative(f, A.gen(m+1))
D = DH(P,x,y)

d= D[0]

L= D[1]

P = (derivative(f, A.gen(0)))~(d)*L[0] + sum([derivative(f, A.gen(0))~(d-i)\

*xL[i] .subs( {x : - y*derivative(f, A.gen(2*m+1)) - Q, y: y*derivative(f, A.gen(0))})
j=j+1

return P.factor()

End

C.2. Test de nilpotence

Start
def Nilp(f,P):
J=A.ideal(f)
if J.reduce(Spoly(P,f).expand())==0:
return "yes, P is nilpotent."
else:
return "No, P is not nilpotent."
End
£f=x0"2 + xO0*xy0 + y0~2
P = -y3*x0 + x3*y0
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Nilp(f,P)

’yes, P is nilpotent.’

C.3. Dérivation d’adjonction

#derivation d’adjonction

m = 40

variables = [ ’x%i’ % i for i in range(m+1) ] + [ ’y%i’ % i for i in range(m+1) ]
A = PolynomialRing(QQ,variables)

for i in range(m+1):
exec("x%i = A.gen(%s)" % (i,1))
exec("y%i = A.gen(%s)" % (i,m+1+1i))

def der(f):
a = sum( [ f.derivative(A.gen(i))*A.gen(i+1) for i in [0..m-1] ] ) + sum([f.derivati
return a

def Der(f,N):

if N==0:
return f

else:
k=0
while k< N:

f=der(f) ; k=k+1

return f

C.4. Dérivation naturelle réduite

Le code SAGE ci-dessous fournit les coefficients de la dérivation naturelle réduite.

Start
A .<x,y>=PolynomialRing(QQ)

def delta_n(f):
fx = f.derivative(x)
fy= f.derivative(y)
g=fx.gcd(fy)
f_x=fx/g
f_y=fy/g
return f_x,f_y
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End

C.5. Coefficients des dérivations d,;

Le code SAGE ci-dessous calcule les coefficients des dérivations d,; définies & partir du
résultat d’Olivier Ripoll.

Start
A.<x,y>=PolynomialRing(QQ)

def f_y(£,j):
d=f.degree(x)
V=Matrix(A,2*d-1,1,0)
for i in [0..d]:
V[2%d-2-i-j, 0]= (f.polynomial(x)[i]).derivative(y)
return V

def deltari(f):
M=f.sylvester_matrix(f.derivative(x)).transpose()
d=f .degree(x)
R=M.determinant ()
L=[]
for j in [0..2%d-2]:
X= Rx(M\f_y (£, j))
L= L+[X]

return L

End

C.6. Décomposition dans une base donnée

with(Groebner) :
LT := proc(P, ordre)
return(LeadingCoefficient (P, ordre) * LeadingMonomial(P, ordre))
end:
IsDivisible := proc(a, b)
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local res, var, MYVAR ;
indets(a) union indets(b);

var :
res := true;
for MYVAR in var do

if not degree(a, MYVAR) >= degree(b, MYVAR) then

res := false ;
break # sort de la boucle for
end if
end do;

return(evalb(res))
end:
[ seq(0, i=1..10)];
o, o, o, 0, 0, 0, 0, 0, 0, O]

Division := proc(Q, F, ordre)
local i, long, reste, P, LM, quo;
P:=0Q;

long := nops(F);
quo := [seq(0, i = 1..(nops(F)))];
reste := 0 ;
while P <> 0 do
i=1;
LM := LeadingMonomial(P, ordre) ;
while (i <= long) and (not IsDivisible(LM, LeadingMonomial(op(i, F), ordre))) do
i:=1+1
end do;
if i <= long then # il y a un LT dans F qui divise LT(P)
quo[i] := expand(quo[i]+LT(P, ordre) / LT(op(i, F), ordre)):
P := P - LT(P, ordre) / LT(op(i, F), ordre) * op(i, F):
else # il n’y a pas de LT dans F qui divise LT(P)

reste := reste + LT(P, ordre);
P := P - LT(P, ordre)
end if;
P:= expand(P)
end do;
return(reste, quo)
end:
Division_tab := proc(a, a_tab, F, F_tab, ordre)
local i,u,v, long, reste, P, LM, quo, r_tab, longF;
P := a;
long := nops(a_tab);
longF := nops(F) ;
reste := 0 ;

r_tab := [seq(a_tabl[v], v = 1..(long))];
while P <> 0 do
i:=1;
LM := LeadingMonomial(P, ordre) ;
while (i <= longF) and (not IsDivisible(LM, LeadingMonomial(op(i, F), ordre))) d
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end do;
if i <= longF then # il y a un LT dans F qui divise LT(P)
for u from 1 to long do

r_tab[u] := expand(r_tab[u]-LT(P, ordre) / LT(op(i, F), ordre) * F_tabl[i][u])

od:
P := P - LT(P, ordre) / LT(op(i, F), ordre) * op(i, F):
else # il n’y a pas de LT dans F qui divise LT(P)

reste := reste + LT(P, ordre);
P := P - LT(P, ordre)

end if;

P := expand(P)

end do;
return(reste,r_tab)
end;
SPoly_tab := proc(P, P_tab, Q, Q_tab, ordre)
local ppcm,spol,long, spol_tab;
long :=nops(P_tab):
ppcm := lcm(LeadingMonomial (P, ordre), LeadingMonomial(Q, ordre));
spol := expand(ppcm / LT(P, ordre) * P - ppcm / LT(Q, ordre) * Q):

spol_tab := [seq(expand(P_tab[il*ppcm / LT(P, ordre) - Q_tabl[il*ppcm / LT(Q, ordre)), i =1

return(spol,spol_tab)
end:

Buchberger_tab := proc(G, ordre)

local i, j, ex_long, maj_long, reste, F, f1, £2, LM_f1,F_tab,w,spol,spol_tab,r_tab, long

F := expand(G);
long := nops(F);
F_tab := [seq([seq(0, u = 1..long)], v = 1..long)]:
for w from 1 to long do
F_tab[w] [w]:= 1
od:
ex_long := 0;
maj_long := 1;
while maj_long <> 0 do
maj_long := 0;
for i from 1 to long - 1 do
f1 := op(i, F);
LM_f1 := LeadingMonomial(fl, ordre);
for j from max(ex_long, i) + 1 to long do
£2 := op(j, F);
if gcd(LM_f1, LeadingMonomial(f2, ordre)) <> 1 then
#print (f1,F_tab[il,f2,F_tab[jl);
spol,spol_tab:=SPoly_tab(f1,F_tab[i],f2,F_tab[j], ordre):
#print ("spol"); #print(spol,spol_tab);
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reste, r_tab := Division_tab(spol,spol_tab, F, F_tab,

if reste <> 0 and (not member(reste, F)) then
#print("reste qu’on ajoute");
#print (reste,r_tab);
F := [op(F), restel;
F_tab := [op(F_tab),r_tab]:

maj_long := maj_long + 1:
end if;
end if;
#print (F_tab);
end do;
end do;
ex_long := long;
long := long + maj_long
end do;
return(F, F_tab)
end;
ecriture := proc(f,base, ordre)
local long, F, F_tab, reste, quo, combi, longF;
long := nops(base):
F,F_tab := Buchberger_tab(base,ordre):
reste,quo := Division(f,F, ordre):
longF := nops(F_tab);
combi := [seq( sum(quo[il*F_tab[i][j],i =1..longF), j =1..long)]:
return(reste, combi)
end:
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