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q(X̄) ← r1(X̄1), ..., rn(X̄n).
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v1(x, y) ← r1(x, y), r2(y, z).
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q(X̄) ← v1(X̄1), ..., vn(X̄n).
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V : v1(x, z) ← r1(x, y), r2(y, z).

v2(z) ← r3(y, z).
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q(w) ← v1(w, t), v2(t).

�������	��� qexp �� �� ������� �	� ������ ��� �

qexp(w) ← r1(w, y1), r2(y1, t), r3(y2, t). ♦
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Q = {q1(X̄), ..., qn(X̄)}
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q(x) ← patients(x, y), docteurs(z, t, w), traitements(x, z).
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v1(x
′) ← patients(x′, y′), docteurs(z′, t′, w′), traitements(x′, z′), urgence(x′).

v2(x
′) ← patients(x′, y′), docteurs(z′, t′, w′), traitements(x′, z′), consult(x′).
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q′1(x) ← v1(x).

q′2(x) ← v2(x).
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q(x) ← r1(x, y), r1(y, x), r2(x, y).

v1(x
′) ← r1(x

′, y′), r1(y′, x′).

v2(x
′, y′) ← r2(x

′, y′).

v3(x
′, y′) ← r1(x

′, z′), r1(z′, y′), r2(x′, z′).
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�� ������� �������� $

r1(x, y) r1(y, x) r2(x, y)

v1(x) v1(x) v2(x, y)

v3(x, y) v3(x, y) v3(x, y)

%� ���� ��� ����
 ��� ������
� �����!�� 
����	� r1(x, y) �� 
� ������� ����


����	� r1(y
′, x′) �� 
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� 	������ θ = {x → y′, y → x′}�
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�� ��� x ��� ��� ������
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����	� r1(x, y) � 
����	� r1(x
′, y′) �� 
� ��� ��		� ���� $

Q(x) ← r1(x, y), r1(y, x), r2(x, y).

↓ ↓ ?

v1(x
′) ← r1(x

′, y′), r1(y′, x′).
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. /��� ������ ��� vi 
��
�� ����� ���� - vi(X̄) ← r1(X̄1)...rn(X̄n)�
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������� n �$���� ������ ��� �� �!�� 
� �� �$��� Rj ���� j = 1..n ���

������� rj(X̄j) 
� ����� 
� �� ��� vi �� �� ����� 
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R1 : r1(a, f1(x
′)) ← v1(x

′).

R2 : r1(f1(x
′), x′) ← v1(x

′).

R3 : r2(x
′, y′) ← v2(x

′, y′).

R4 : r1(x
′, f2(x′, y′)) ← v3(x

′, y′).

R5 : r1(f2(x
′, y′), y′) ← v3(x

′, y′).
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R6 : r2(x
′, f2(x′, y′)) ← v3(x

′, y′). ♦
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�	���	�� �� �� 	������ q� ������	����� �����	��� ��� *'/�



���� �������	�
 �
 �
�	
�
� ��

�� ����� ����	
� ��
�� �
��� ���� ������ �
�����
�
 ��
������ ������������ ��

����� �
����
� ��
�������� ��� 
���
���
�� ��������� ���� �� 
������� �� �����

�� ��
�������� �� �
��������� ��� 
���
���
�� ���� �� 
������ ��� ����� �� ������

��
� �� �� �����
������ ��� �����  ����� �
��!�
��"�� !�!�� �� ��
��
�����

�����
��������� # �
��!�
��"�� $��%���

&��
� ���
��"� �� ������ ��
 �
��!�
��"�� �������� ���� ���������� ����

�� ��� ���� ��� ���� ������ �� �
��!�
��"�� ' (� ��
������ ��� ���� �� ���


������������

������� ��������� �
� ���� �

(
���� �
�������� �� ����� ����� ��� �� �����
��
� �� ��
 �� � ����
� ���

�
�!����� �� ��
�"���� �� �� 
������ ��
� �� 
���
���
�� (� ����	
� ����

���� �����
���� ��� �
�!����� ��
����
� �� ��� �������
 ����
���������

(
��!�
��"�� ������ ���
 �"���� ����� �� �� 
������ ��� ���� ��� �������

�� ����
�
� )� ���� ��� g′ �
��� ��� v ����
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�"���� �� ���� h ��


��� ��� v ��� �� ������! �� ����(v) ��
� ����(v) ��� ��� �
�������� ��
 ���

��
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� �	� ��	���� r2� )�� ����

"�
��� �	
 ��	�!�
����� ���� ��� ����	��� *

v(Ȳ ) h ϕ G

v2(x
′, y′) x′ → x′, y′ → y′ x → x′, y → y′ +

v3(x
′, x′) x′ → x′, y′ → x′ x → x′, y → x′ ����+
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V1 : v11(y) ← patients(x, y), urgence(x).

V2 : v21(y) ← patients(x, y).
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W : v(y) ← patients(x, y), urgence(x).
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	%��� ��� ������� q ��� v1i ����� ���� &

) ���
����(q) = ���
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Q : q(y) ← v11(y).
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���� �� ���� x

���� �� ������� q ����� ��� ϕC(x) ��� ��� ���
���� �� ���� ���� hC(v)�

x ��� ��� ���
���� �� ���� �� rw� ��� �� ��
��� ����� ���
���� y ��
 ���

������������ 
������
�� ��� ��� ���� ��
�
�
�� ���� �� 	
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���
�� �� rw�
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���� �� ���� �� rw� ���� ��
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���� y ���

�
�� ������������ 
������
�� ��� �� ��� vi �
 y ∈ ��������(hC(vi)) �� y ∈
����(g′) �� g′ ∈ ��	
��(hC(vi)) ��� ��� g

′ ����� ��
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�!�����
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q(x, y) ← patients(x, y).

V : v(x′) ← patients(x′, y′).

0� ����
����� ����	��
���� �
�
���� ������ �

��
���� �� �� ������� q ��

��
�
���� V �� ���� ������
�� 0� �1��� �� ��� v �� ���� ��� ����
�
�
� �����

��� �����
���
�� 2 �� ����
�
�� C1 ��� ��� ���
����� �� ���� ����� ��� ���
�3
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��� /�����
��� y ������
� ���� ������� patients �� �� ������� q �� ���� ��

����� ����� ��� ϕ(y) ��������
� ��� ���� �� ���� �� v 
���� ����
 ��� �������

patients(x′, y′) �� v ��� ��
 
 � ������� patients(x, y) �� q ���� �� ����
�	

ϕ = {x → x′, y → y′}� /� �������
�� ��� ���
� ��4 � ����� ��4�� �� �
������

� �� ������� q �� ��
�
���� V � ��
� ���� �� �����#�� �� ����� �����
�� �����

����
�
�� ���
��� ���� �����
��
��� /� �

��
���� rw �
3������� ������� �����

� ����� �� �
������ ����
�������� � �� ������� 5

rw(x) ← patients(x, y). ♦



���� HMiniCon+ ��

�� ��� ���	
���� 
� �	��
 ��� ��� �����	����������� 
� �� �	�
���	� ��
 ���

��
������ 
� ���� ����� ��� 
������ �	�
 �	���� ��� ��
������ ������
������� ���


��� �� ���� 
� �� ���� �� ����� �� ��� ��
����� 
��������� ��� ��� ��
�����


� �	����
� 
��� �� 
������� �� ��� ��	
� ���	
���� 
� ��
���
 ������� ����
���


��� ��� ��
������ 
� ���� 
� �� ��� �� �������� �� �	���
�
� ��� �� �	����
� 
���

�� 
������	�� ���� �� ��� �	��
��
�� �	�� �� �	�

	�� ��� �	���
�
�
 �� ���

�	��� �	��
��������

��� HMiniCon+

���� ����� �����	�� �	�� �
�����	�� ��� ���	
�� ��� 
� �	�
� ���
	� ��

!	�� ���	�� ������
�
 �� 
�
	������� 
� ����� �������� 
�� 
���
���
�� �� �	��

�	��
�
	�� " �
���
� ���#����� $% �� ��������� 
� ��

�
 
��� �� ���� 
�� 
��

��
���
�� �� �������� 
� ��
������ 
��� �� ��� 
� ��
����
 �� ��#������� 
��


���������

�����	� 
� &	���� ��� 
��# ��������� 
� ���� 
������ ��
 �� ���� �� ��� '

V1 : v11(x, y) ← patients(x, y).

v12(y, t) ← traitements(y, z), docteurs(z, t).

V2 : v21(x
′, z′) ← patients(x′, y′), traitements(y′, z′).

v22(z
′, t′) ← docteurs(z′, t′).

(� �
����
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Q : q1(x, y) ← v11(x, y).

q2(y, t) ← v12(y, t).
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qexp1 (x, y) ← patients(x, y).

qexp2 (y, t) ← traitements(y, z1), docteurs(z1, t).
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�� qexp1 (x, y) ← patients(x, y).

�� rw1(x) ← v21(x, z2).

�� rwexp
1 (x) ← patients(x, y1), traitements(y1, z2).

�� rw2(x) ← v11(x, y1), v12(y1, t1).

�� rwexp
2 (x) ← patients(x, y1), traitements(y1, z3), docteurs(z3, t1).

�� rw3(x) ← v21(x, z3), v22(z3, t1).

�� rwexp
3 (x) ← patients(x, y2), traitements(y2, z3), docteurs(z3, t1).

�� rw4(x) ← v11(x, y2), v12(y2, t1).

�� rwexp
4 (x) ← patients(x, y2), traitements(y2, z4), docteurs(z4, t1).
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�� qexp1 (x, y) ← patients(x, y).

�� rw1(x, z2) ← v21(x, z2).

�� rwexp
1 (x, z2) ← patients(x, y1), traitements(y1, z2).

�� rw2(x, t1) ← v11(x, y1), v12(y1, t1).

�� rwexp
2 (x, t1) ← patients(x, y1), traitements(y1, z3), docteurs(z3, t1).

�� rw3(x, t1) ← v21(x, z3), v22(z3, t1).
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3 (x, t1) ← patients(x, y2), traitements(y2, z3), docteurs(z3, t1).

�� rw4(x, t1) ← v11(x, y2), v12(y2, t1).

�� rwexp
4 (x, t1) ← patients(x, y2), traitements(y2, z4), docteurs(z4, t1).

���
�	�� � � ����������
 �
 H �
���
 �"
� �� �	����!�
 ����


& 
	 �
��� 
� 	��
��	���� �� 
�	
��
����� HMiniCon� ��� ���
� 
���
���
�

��� �	
��
�� �#���� �!� "��� 
��	
����� ��� ��� 
� ��
�� �� 
	 
���
���
� ��� 
�



���� HMiniCon+
��

���� ���� ��� ��	
 �����
��� ���� �� ���� ����
�� ���� �� ��	
���� �����
���

��	� ����� ���	�� �� ��
����� z2 ���� �� ���� �� �� 
���
��	
�� �� ����� ��	�

��	���� �������
�
 �� ��
����� z2 ����� ��	��������� ���
��	��� ��
 �� �	�

��� ��
����� z2 ������
��� ��� ���� ����(q1)�� �� 
���
���� ���
������� �� ��


���
��	
� ������ ��� �� ��
����� z2 � ��� ���
��	��� ��
 ������� traitements

 	� ��� ��	��������� ���
��	�� ��
 �� ��!������ �� �� �	� �������� traitements

����� 	��!� � �	�	� ����� �� �� 
� 	����� ���� �� ���� ��	� ���	���� ��	���

��� ��
������ ��� ��	���	
 ������ ������
������� ��� ���� ��� ������ 	��!���

���� ����
������� ���� �� ���� �� �� �	�� " �� ���� �� �� 
���
��	
��

�� �� ���� �����
�� ������
��#�� 
���
�
� ���
������� �� rw1 �� 	�������� �����

$��� ���������� V1� %�� ��������� ��
���	���
� ��� " ��
��
 " �� ���� �� �� 
�&

��
��	
� rw2 ������ ��� ���� �� �����
�� '� ��	� 
���
 	���  	� �� ��
�����

z2 ����� ��	� ���� �� ����� (��� ��� �) �	 $���  	� ��� �	�� 	�������� ��	
 ��


���
��	
� �� �
�������� ��� �� ��
����� z2� �� �� ���� �����
�� 	�� ��	�����

��
����� t1 ����
��� ���� �� ���� ��
 ���� ����
��� ���� ������� docteurs  	�

��� ���
��	�� ��
 �� �	� v12 ��  	� ����� 	��!� � �	�	� ����� �� �� 
� 	���

�rw1��

���� �� �	� �� ����
����
 �� ��
�� ������������� �� �� ��	��� 
���
��	
�� ����&

��
��#�� ������� ��� �������$� ��&"&�� ����
����
 ��� ��������� �� �	����  	�

��	���� ��
� ����	��� " ��
��
 ��� ��	
 ��������� �� �	��� ��	� �
������� ��

��
�!�
 ��	
 ��	�� 
���
��	
� rwi ����
�� ��
 ������
��#�� �� ��	��� 
���
�&

�	
�� �� rwi �������� �� 
� 	��� �� ����
�� �� ��
�!������ �� ����� ���������

����� 	�  	� ��	� ��� �	���� �� �� 
� 	��� �� ����
� ���� ����	� ���� �� 
�&

��
��	
� ���
�� ������������� �� �� ��	��� 
���
��	
��� *�	� �
���������� ��	�

��� �	���� ��� ��� !��
�� �� ��
 ����� 	��� ���������� ��� �	���� �� �� 
� 	���

��� ���������� " ��
��
 ��� ��	
 ��������� �� �	��� ���� ���
� �
������ ����


������ " ����
����
 �� q1 � rw2� *�	
 �� $��
�� ��	� ��	� ���	+��� �	
 	�

����
��#�� �� �	��������� ,(-./01� 2�	� ���	����� ���� ����� �
�����  	�

������������� ��	�� ��	�� ��	��� 
���
��	
� ����� ��� �	3����� ��	
 �������
�

���
� �������$ �rw2 �� �	��	�� ��� �� 
� 	��� q1�� ������
��#�� 
������ 	�
�

���� �� ��	��� 
���
��	
� ������� � " ��� 4 ����� ������ �� �	��������� �� ��


� 	��� ��
 �� 
���
��	
� ��� ��
�!�� �rw4 �	��	�� rw2�� ������
��#�� ���

���

�� 
���	
�� �� 
���
��	
� rw4 ����� ����� 	�� �	� ��

�����

�� 
��	���� �����	 ������ �� ����
� ���� �� ��������� �� ��
��
 ���� ��



�� ������	
 �� �
����

�

� �
 	���	���	
�

���� ��� �����	�
��� ��� �
�	
���� �
	 
��
�
	����� ��
� 

 ���� �
 �������
�

�� �����	�
��� �� ����� ��
� ���
��
��� �	�� �
� �
�� �� ����
�	� �� ��
��

�
 �
�	
��� x ��� ����
���� ����� ���
��
� �����
	������ 

 ����
�	� � �
	

����
��� ��� �
�	
���� x �� t1� �� ��
�	��� �
� ���������� �	�� ���������� ���

�
���� �
	 ��
���� ���� 
�����	��� � �
��	� ��� ��
� ��������� �� �
��� ♦

 � ��� ������
	�� �� ����	��� �
� ��
���	�
�	�� ������� �� �
 ��
��� �����	�
��

������ �� ��
��
��� �
� ��� �
�	
���� 
!�
���� 

 "
� �� � ���
�� �
�� �


���� ��� �����	�
��� ���� 
�����	���� �
� ��� ��
� ��������� �� �
��� #	 
��

��� �
�	
���� 
!�
���� ����� �
� 
�����	��� �
� 
� ��� ��������� �� �
��� ����

�� ���
 �
� ����
���� ���� �� ��
���	�
�	�� �� �
 �����	�
�� �� 
�	�	�
�� ���

�������� �� �
���

$�
� �����
������� ��
����	�%�� ����� �� ������ ��
� ��������� �� �
��

V1 �� V2� $�
� �
 ����	��� 	���
�	��� 
� �������� �� ���
���� Q ��� �
��
��� ��

����	�� ��� ��&�	 �
� 
� ��� ��������� �� �
��� �
� ������� V1� '�
����	�%��

�������� �
� �����	�� �%
�
� qi �� Q �� 
�	�	�
�� ���������� ��� �
�� V2� (�

�������� �� �����	�
��� ��� �����
� ���� RWqi � ����� ����	��� ��
�� �����)

�	�� �
�� �������� �� �
���� �� qi ��� �
��
�
��� � �
��	� �� V1� '
 ��
�	���

��
�� ����	��� � ���	&�� �	 ��� �������� �� �
���� ��� 

��	 �
��
�
��� � �
��	�

�� V2� $�
� ���
� ��
����	�%�� �����	� �%
�
� rwj �� RWqi �� 
�	�	�
�� ����)

������ ��� �
�� V1� *�
� ������ RWrwj
���������� ��� �����	�
��� ��������

�
� ����� ��
�	��� �����	�
��� ����� ��
��� �����	�
�� ��� �����
�� �
� ��
���)

�	�%�� ��

����	����
 � � ��������	
 �
 ���
�
 ���������


��

�
� + � � �� �
����
 � �������


V1� V2 � �
�� 
��
	
�
� �
 ��
� �����
� ��� �
 	�	
 ����	�

�������� + RW � ���
	
�
 �
 ���������
�

qexp � 
�������� q!

RWq � H"���#�� qexp�V2!

���	 �����
 ���������
 rwj �
 RWq ���	


rwexp
j � 
�������� rwj!

RWrwj
� H"���#�� rwexp

j �V1!

�$���
� RWrwj
� RW

�
���	

	 RW ,



���� HMiniCon+
��

����� ����� 	�
��� �

��������� ���� �	����� �� �

�����
���� �� �
 ������

�		������� �� ������
�� ��� ���� ��������� �� ���� V1 �� V2 
 ����	 ��� ������

�� Q� ���� ���
� ���� ��������� �� �	����� ���� ��
��� ������� qi �� ��
�

���� �� ��� �		�������� �������� qi �� ������
�� �

��������� �� ������������

���� �
������� ��� ��� �

�����
���� �� �

��������� H ���!�� �������
 ���
�		�������� ��� �
��� �
� �	����
������� �� ���� ���	�
 �� "��� ���� �	�����

�
���������� �

��������� �	����������
 ��������� ��� �		�������� ����
�
����

CRW �� �	�����
 ���� ��
��� �		������� rwj �
�� CRW �� qi � rwj� #��

�		������� ����
�
��� $% &'() ��� ��� �		������� ��� 
 �� ���� ���	�
 ���

�
 �������� ���� ������ ��� �		�������� ��� ��������� �
 �������� ���
 ��������

��

���� ��� ������ �� qi �

 	�	 ����	 �
� �

�����
���� �� �
 ������ �		����

����� ��������� ���� ���� ��� ������ �� qi ���� �
����
���� * �
���� ��� ����

��������� �� ���� V1 �� V2� "���� �

��������� ������� �� �������� ��� �	�

	�������� ����� ��������� ����� +����� �
�� �� �
� �, ��� �		�������� �� ����

�
� ����
�
���� * �
 ������� �� �� �
 ��������� �
�� ���� �������� ��
���

��� ���� 	�
��� �� �		������� 
 ����	 ����
��� ������� "
�� �� �
�� �

���������

�� ������ �		������� ��� �	
������	 �� ������	�
�� ����� -������ ��� �		��������

����� ��� �������� * �		������ !���� ��	�
���� �� ������ �		������� ��� �.���

��	� �
� �

��������� (�

/�� ���� �	�	�	�� �
� ����� 
��������� ���� �	����� ��� �
�������� V1� 0�

��1� �� �	
����� �
���
����� �� ��
��� ��� �� W ���� ������� ��� �	�������

��� ��� ���
����� �� �
���

�� ���� ���	� 
���
� �� ��	�����	 ��
 ��� ��
������ �� ���� �� ������ ��
���	�� ��
�������



�� ������	
 �� �
����

�

� �
 	���	���	
�

����	����
 � � Algorithme HMiniCon+

��

�
� � V1� V2 � ���� ����	
��� �� 
��� ������� ��� �� 	�	�

����	�

�������� � W � ����	
�� �� 
��� ������� ��� V1

������ Q � ����	
�� �� �������� �� ������ ������� ��� V1

��
� ��
 Q ��� ��� 
��� ���	

������� qi �� Q
RWqi � ���
���������������qi� V1� V2�

CRWqi = {rw|rw ∈ RWqi �� ����
���(rw) = ����
���(qi)}
���	 ������ ���������� rwk �� RWqi ���	


�� rwk ��� ���� CRWqi ���	�

�� rwk ��
��	� qi ���	�
 !����� rwk " W

��
�


 !����� rwk " Q
��
�


 !����� rwk " Q

�
���	

	 W ;

����� ����� 	� �

���
����

���� ����� ����	
�� �
�� 
���	��
�� 
��� ���������� ��	 ��������� 
� �����

��	���	
� 
� �����
�	���� HMiniCon+� �� ����	��� ��� ������� 
� �����	������

� ������ ������� 
��� Q ��� ���
�	� �� ����� 
� �����	����� RT �

���
����
 ���  !���� 
� �����	����� RT "� #����� q ��� ������� " ��������� V1

�� V2 ���� ����	
��� �� 
���$ %&��
�� �� ����������� ������� " q� ���� RT (q)

�� ��	���	��� RT � ��� ����� ��		� ���� �
' %� ������ ��� �� ������� q$

' %�� ������ �� ���(������ k + 1 ���� ��� ����������� )������� ��� �&��)�*

����	� H+���,�� �� ������
��� ��� ������ �� ���(������ k �� ���������

���� �&����	
�� V1 ���� �&����	
�� V2$ -� ����� nk+1 ��� �&��(��� ��

������ nk �� �� ����� nk+1 ��� ��� ���������� �� �� ������� nk$

��
���
   �� ����� #�$ ���������� �� ������� 
������ 
� �����	����� �



HMiniCon+

♦

HMiniCon+

q

q′

AT X = B0, B1, ...

RT AT (RT ) AT



�� ������	
 �� 
������
�
�� �
 	���	���	
�

�� RT � ��� ����	 
���� �
	� �

� �� ��
	�� ��� 
� ���
� ������� r�

� ��� ���
�� �� ��������
� K+1 ���� ��� ������� ��� ������ �� Bk� �����

gk �� k ≥ 1�

� g′k+1 ��� �������� �� gk �� ���� �

� Direct � ��	� ��	��� 
� ��� � �� �� ���
�	�
�� Bk+1 ��� �
� � ϕC(g
k) =

g′k+1�

� Indirect � �	 g′k+1 ������	���  ��������	�� �� �� !
� v 
�	�	��� ��
�

���
�	�� gk �� g′k+1 ��� ��� �� ������ �	��
��

����� ����� �	
 ���� �
���������
 ������� 	�
 �	
 �
	� �������
 ��	�

�
	� ����
 � �� ����� 	� ��
	� g′k+1 �
	� ����� ��	��
	�� ���
��� �����
����

���� �
 ���� 
� ���� 	� ��	�� �
 �
��
� ���� 	�
 �����	������ �
����
�� ��	�

����������� ���������
�
�� 	� �
	� ���
�� �����
�� �
 g′k+1 � ������ �
 GC � ��

GC 
�� �

��
���
 �
� ����
� ��	�
��� ��� �� �	
 v�

 � ���
 !

" ��
#(g′k+1) = v $

" ����(g′k+1) �� �������� �
 �
����
 ����
�������� � g′k+1 ���� v $

" ����(g′k+1) �� �������� �
 �
����
 ����
�������� � g′k ���� v $

" �%�
(g′k+1) = Direct �� Indirect

 � ���
 g
����−→ g′ &�
��� g ����−→ g′' (� parent(g′) = g 
� �%�
(g′) = Direct

&�
��� �%�
(g′) = Indirect' 
�
����−→∗

�� �
��
�	�
 ���������
 
� ��)
*��
 �

����−→�


�
���
 �� +� ��	�
 ,�- �����
 	�
 �����
 �
 �
����
 �
����
� �
 �� �
	�


������
 �
 �
����
 �
 �������	�
� �
 �

*
���
 ./ &���
 ,,'�

♦

��� ������	
�� ��
 ���


0�	� ���������� ���� �
��
 �
����� �	
 �	
� �	
 ���� �

��
���
 �
 �	��
�

�
��	��� ��� W �� �
� 
��
���
 
�� ���
�����
 ��� �
� �
	* 
��
���
� �
 �	
�

V1 
� V2� +� ��������� �	�����
 �������� �� ����
����� �
� �	
��

�� �������	
� ��� �
�� �������� ��� 
��
�������� HMiniCon+�



RT q1

W
HMiniCon+ qW W

qV1 V1 qV2 V2

qW ≡ qV1 ≡ qV2

i HMiniCon+

W HMiniCon+

rwi,l−1 ≡ rwi,l ≡ i

rwi,l l i

HMiniCon(rwi,l−1,V2) i

HMiniCon(rwi,l,V1)

rwi,l−1 V1 rwi,l

V2

qW W
qV1 V1 qV2

V2

W

qW = q(X̄) ← 1(X̄1), ..., n(X̄n).

qV1 qV1 = expansion(qW).

V1
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V1 & v11(x, y) ← r1(x, y)�

v12(x, z) ← r2(x, y), r1(y, z)�



H +

V2 v21(x, y) ← r1(x, y), r2(y, z)

v22(x, y) ← r2(x, y)

q0

expansion(q0) : q
exp
0 (x, y) ← r1(x, y)

RT q0

r1

v21, v12

r1, r2, r1

r1 r1

v21, v12 r1

♦



V1 v11(x, y) ← r1(x, y), r3(y, z)

v12(x, y) ← r2(x, y)

v13(x, y) ← r3(x, y)

V2 v21(x, y) ← r1(x, y), r2(y, z)

v22(x, y) ← r2(x, y)

v23(x, y) ← r3(x, y)

q0

expansion(q0) : q
exp
0 (x, y) ← r1(x, y), r3(y, z1).

RT q0

v21, v11 r1

v12, v13, v22, v23

r1

♦
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 AT �

Partg �
� �	 
������� �� �	������������� �� vars(g) ������ ����� 
��� �

Partg = {{j | xi = xj �� xi, xj ∈ vars(g) �� 1 ≤ j ≤ n} | 1 ≤ i ≤ n}
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��
 �� -��� ������� r1(x1, x2, x1)� Partr1 ��� �� ����� �������� .
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�	�� g ��
� AT 	
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	� History(g) 	�� �
	 ����	 ���
�	 ����	 ���� �

� �� g 	�� �
 	
��
� �	 �� ����
	� ����� History(g) = [(pos, Partg)] �� pos

	�� �� �������
 �	 g ��
� �� �	����	 �

� �� ���	(g) = Indirect ����� �

History(g) = History(parent(g)) + [(Hg, Partg)]

�� Hg = (��	�(g), ����(g), ����(g))

� �� ���	(g) = Direct ����� �

� �� Partg = Partparent(g) ����� � History(g) = History(parent(g))

� ��
�
 � ���� History((parent(g)) = [L, (Hparent(g), Partparent(g))]

����� History(g) = [L, (Hparent(g), Partg)]
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v21 v12 ♦

HMiniCon+

q

V1 V2 X
RT HMiniCon+(q,V1,V2) g

AT X History(g) RT

virtuel



q

V1 V2 X RT (q)

HMiniCon+(q,V1,V2) AT (X )

X gki virtuel gkj History(gki ) =

History(gkj ) type(gki ) = Indirect k

AT gki virtuel

r3(y, z5) r3(y, z3)

r3(y, z5)

r3(y, z5) ♦

rwl

RT (qi) gli

AT (X ) rwl X
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History(gl) = History(g′l) 	� ��
	(g′l) = Direct� �� 	����	 �� 
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gk ���� rwk �� k < l 	� gk
����−→∗

g′l �	� ��	 History(gk) = History(g′l)
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�	� ��	 δl→k
gl

(gl) = gk 	� δl→k
g′l (g′l) = g′k�
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�	$ ���� ��������� ��	 δl→k
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(x) = δl→k
g′l (x).

�
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��� ���� �������� γ
� ���� g �� ����	 ���� rwl� �	 ��

��� γ 	��

����� �	 ����(rwl) �	�� ����(real(rwl)) 
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x ∈ vars(gl) gl

γ(x) = δk→l(δl→k
gl

(x))

♦

rwl � real(rwl) real(rwl) � rwl

rwl � real(rwl)

real(rwl) rwl

rwl � real(rwl).

real(rwl) � rwl gl rwl

γ(gl) = gl ∈ real(rwl)

gl rwl

vars(gl) vars(gk)

gk rwk k < l δl→k
gl

(gl) = gk (a)

(gk)

(g′l) δk→l(gk) = g′l (b)



(g′l) = Direct g′l

gl

g′l real(rwl)

γ(gl) = δk→l(δl→k
gl

(gl))

δk→l(δl→k
gl

(gl)) = g′l ∈ real(rwl)

γ(gl) ∈ real(rwl)

real(rwl) � γ(rwl).

rwl ≡ real(rwl) �

γ rw5 real(rw5)

γ rw5 real(rw5)

♦

HMiniCon rw

real(rw)

gki gkj AT History(gki ) = History(gkj ) gki = gkj

k

g1i g1j AT
History(g1i ) �= History(g1i )
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��� gki �� gkj ���� ������ 
��
� ���� AT ���� History(gki ) =

History(gkj ) �� g
k
i = gkj � �
 ���� ������
�
 ���������� ��� ���
 ������ gk+1

i

�� gk+1
j � ���� ������ 
��
� ���� AT ���� History(gk+1

i ) = History(gk+1
j )�

���� ����� gk+1
i = gk+1

j �

� type(gk+1
i ) = Direct �� type(gk+1

j ) = Direct� ���� ���
���� ���

History(parent(gk+1
i )) � History(parent(gk+1

j )) ���� parent(gk+1
i ) ��

parent(gk+1
j ) ���� ���� rwk �� �
� ���� ��� ������ 
��
� ���� AT � ����

����� �
�
� parent(gk+1
i ) � parent(gk+1

j )� ��
 ����������� gk+1
i = gk+1

j
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 �� ����� � �� �
�� ��  
� ��
����

� type(gk+1
i ) = Indirect �� type(gk+1

j ) = Indirect� ���� ���
���� ���

History(parent(gk+1
i )) � History(parent(gk+1

j )) ���� parent(gk+1
i ) ��

parent(gk+1
j ) ���� ���� rwk �� �
� ���� ��� ������ 
��
� ���� AT � ����

����� �
�
� parent(gk+1
i ) � parent(gk+1

j )� ��
 ����������� gk+1
i = gk+1

j �

� type(gk+1
i ) = Direct �� type(gk+1

j ) = Indirect� ���� �� ���� ��
 �� ��!
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� �� �� �� ������ 
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� ������� ����
� ����

������� �� ����
 ��( � ��� �� ���	
��� ���� 
������
����� )#�*+

�
������ ���������� ��� ������ 	
����� X ���� RT ���  ���� ���� ���!

������ ��� X ��� �� ���� ���
 ������ rwi ���� X ���� ������� �� ����!


,�� #�-� ��� rwi ≡ real(rwi)�

.� )#�*+� �
 �������� ����
 ������ ���� X ���� 
���
���
�� rwi �� rwi+k ��

�� ���

real(rwi) = real(rwi+k)� &� �'��� 
������	
� ��� ������ 
��
� �����  ��� 
���!
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� ��� 
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rwi ≡ rwi+k. )#�#+
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rwi+j � rwi, 1 ≤ j ≤ k. �����

�� ����� �
 ����� ���� ����� � rwi ≡ rwi+j, 1 ≤ j ≤ k� �� ���
��������

rwi ≡ rwi+2. �����

�� �� �	 ��
��� �� ����!�� �� �		���
���� ���� ������ ��� rwi+2 ��
 ���

�		���
��� �� rwi 
	�	�	� ��� ���������
��� �� �� ���!�� �		���
��� �
 �� �����

���� ��������� ��� ����
 �� �����
��� ������
 �� ����
���
���� "� !������ X
��
 ����  ���� #��� ������� ���� �������� ��� ����
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 �

)
��
 ����	� ��� ���������� ���� �
��� g ���� �� ��!�� ���
����� ��

�����
������ History(g) �� ���
���
 ��� ���' *��� �� ���� ������� ����� ��


����� ��'����� msizeHistory(g) �� �����
������ ��
 �

msizeHistory(g) =
∑

v∈(V1∪V2)

size(v)× (size(v)− 1)× Bn

�% Bn ��
 �� nieme ���!�� �� !��� �� ��� ��� �� 	
��
� �� ��
����
	� ���	

�	������ �� n = |vars(g)| ����
���

� ��
��
 �� ��� �� �

	� ����
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� �� �� �
�������� �� 	
�
� ���

��� ��� �

2Maxg∈atoms(q)(msizeHistory(g))!
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����� ���
������	��� ��� V1 �� V2 ������ ���

qV1 ≡ qV2 � ����� �� ������ ��� ������� qW �
���� ��� W � ����� ��� qW ≡ qV1 ≡
qV2 �
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�
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�� G(qV1 ,qV2) �	 �	����	� ���
�

���	
�	�

������ qV1 �� qV2 ���	 
������
 ������
 
�
����������� 
�
 ��
 ���
 V1 ��

V2 �����
 ��� qV1 ≡ qV2 � �� �� ��������� �������������� �� �	�
�� �� ��
���
��

μV1→V2 ��
 �����
 �� expansion(qV1) ��

 ��
 �����
 �� expansion(qV2) �� ��

��
���
�� μV2→V1 ��
 �����
 expansion(qV2) ��

 ��
 �����
 expansion(qV1)�

�� �
��
���� 
������� ���
 ��
��� �� ��������
 ��
 ��
���
��
 �������

�������
 
�����
�

�	��	���� ��� ���������� �� �������
 � ������ μV1→V2 �� μV2→V1 ��� 	�
�

��
������� 	���
�������� ���
� expansion(qV1) �� expansion(qV2)� �� ������

���
� 	�
� ��
������� μ1 �� μ2 ���
� expansion(qV1) �� expansion(qV2) ����

�
� μ1 = μ1 ◦ μ2 ◦ μ1 �� μ2 = μ2 ◦ μ1 ◦ μ2�

�������
������ ���� G1 �� �
���� �
����� ��

�
������� ��	 ���	 ��
���
��


������������� μV1→V2 �� μV2→V1 �����
 ����� 
��� !

" ��
 
�����
 
��� ��
 ��
��#��
 ��
�(expansion(qV1))∪��
�(expansion(qV2))�

" $� �	�
�� �� �
� ���
� ��� ��
��#�� x �� ��� ��
��#�� y �� �
���� 
�

μV1→V2(x) = y �� μV2→V1(x) = y�

���� x ��� ��
��#�� ����
������ % �� �&��� �� ������ 2n ������� �� ���
 �
���

�&��� ���������
� ' ���%��� (μV2→V1 ◦ μV1→V2)n(x) = x� (� ��
� μ1(x) =

μV1→V2 ◦ (μV2→V1 ◦ μV1→V2)n−1(x) �� μ2(x) = μV2→V1(x)� ) ��
��
 �� �%� ���


�����

��
 �� ������� �
���� G2 ����� 
��� !

" ��
 
�����
 
��� ��
 
�����
 �� G1�

" $� �	�
�� �� �
� ���
� ��� ��
��#�� x �� ��� ��
��#�� y �� �
���� 
�

μ1(x) = y �� μ2(x) = y�

*��
 ����
 ! μV1→V2◦(μV2→V1◦μV1→V2)n−1◦μV2→V1(x) = x� ����� μ1◦μ2(x) = x

�� ��
 ���
������� ���
 ���� x ����
������ % �� �&��� �� ������ 2n ���
 G1� x

����
����� % �� �&��� �� ������ + ���
 �� �
���� G2�

���� x ��� ��
��#�� ����
������ % �� �&��� �� ������ 2m ≤ 2n − 2 ���
 ��

�
���� G1� �� 
��� Sx = {y | μV1→V2◦(μV2→V1◦μV1→V2)k◦μV2→V1(x) = y; k ∈ N}�
*��
 ����
 ! |Sx| = m �� ∀y ∈ Sx, Sx = Sy� *��
 
����
 ��� μ′(x) ∈ Sx� �����



G(qV1 ,qV2 )

x 2m ≤ 2n − 2 G1 x

≤ 2m G2

Gi

Gi−1

Gn

2k x y

(μV2→V1 ◦ μV1→V2)k(x) = y μV2→V1 ◦ μV1→V2(y) = y μ1 = μV1→V2 ◦
(μV2→V1 ◦ μV1→V2)k μ2 = μV2→V1 ◦ (μV1→V2 ◦ μV2→V1)k

♦

G(qV1 ,qV2 )

G(qV1 ,qV2 ) qV1

qV2 G(qV1 ,qV2 )

qV1 qV2

gV1 ∈ qV1 gV2 ∈ qV2

gexpV1 ∈ expansion(qV1) gexpV2 ∈ expansion(qV2)

gexpV1 = μ2(g
expV2) gexpV2 = μ1(g

expV1)



V1 v11(x, y) ← r1(x, y)

v12(y, t) ← r2(y, z), r3(z, t)

v13(t, u) ← r4(t, u)

V2 v21(x
′, t′) ← r1(x

′, y′), r2(y′, z′), r3(z′, t′)

v22(t
′, u′) ← r4(t

′, u′)

qV1 qV2

qV1(x) ← v11(x, y), v12(y, t), v13(t, u)

qV2(x′) ← v21(x
′, t′), v22(t′, u′)

G(qV1 ,qV2 )

G(qV1 ,qV2 )

{v11, v12, v13, v21, v22}

HMiniCon+
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W : ��1(x, t) ← v11(x, y), v12(y, t)�

��2(t, u) ← v13(t, u)�
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��� ��1 �� �� �
 ���� �
�	!�� ���� �� �
 ������
��� �" ������������ ����

�� �
 ��� ������� ��2� ���� ����	������ 	�	 ��� ��� 
����� �� �
 ������� qV1

�
� ��� ���� �������� ���� ����	�� ��� ���������� V1� ♦
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��

� �
��� RT �� G(qV1 ,qV2)

#�	��� ��	��	�
�� �
�� ����� ����	�� ��� �� ��������� ��� �
�����	� ��

��
��� � �
��	� ���� ����� gV1 �
�� �� ��� �� �
������ ��� ������
��� �������

���	��� � �
�����	� ��� ����
	�� ��
���� �� ��
���� �� �����	����� �� �
 �������

q� ����� ��� �� ����� �� q ��� ��
���� gV1 �

����� �����	
��� �
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���� ���� �
������ ��� �� ����� ��	�
�� ���� �
���� ����� ��������� �

��
����� � �
��	�� ��
���� �� �����	����� �� �� ��
����

����� ���� ������ rwi 	�� 
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���
�
�� βi 	� ������� ����� �	


��� ��
������ �� rwi �� q 	�� 
��	��� ������ ����� �	�� � q = βi(rw
i)� ����

rwq 	�� 
���
��	
� �� q ���� ���
�
� �� 
���
��	
�� �� 	�������� ���������� ��

�	�� V ′� �� ������ ���
� 	�� 
���
��	
� �� rwi ����� rwi+1 ����� �	��� ������ 	�

������� βi+1 ����� �	
 ��� ��
������ �� rwi+1 �� rwq = βi+1(rw
i+1)�

�������
������ $�	��� rwi ��� �������� βi �� �
��	�� ��� ��� �
�	
���� ��

rwi �� q ��� ������� ����	� ����� ��	� 
 q = βi(rw
i)�

$�	� rwq ��� �����	���� �� q� %� ��	��� ��� �����	���� rw′ �� rwi �������	��

����� ��	� 
 ���� ��
��� &�� mcdj ��	�	�� �
�� �
 ���������	�� �� rwq ����

�����	�� k 
����� �� q� ��
����	���� ��	�	�� �� �������� �� &�� mcdj1, ...mcdjn
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� ��
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��������� �� �	�
 ��
 ��
 mcdj 
��� �������
 �
� k ����
� �
 rwi ����
�
���

����� ��� ����
� ����
��� 
�� mcdj�

�� 
����
 �� ��

��� β′ �
 expansion(rw′) �
�� expansion(rwq) ����� ����


���� �

∀x ∈ ����(expansion(rw′))

� �� x ∈ codomaine(θ) ����� β′(x) = θ′(βi(θ
−1(x)))� �� θ ��
�
� θ′� ����

�
�
��� �� ��

��� �
 ���������
 �
 �� �
��	�
 rwi ��
�
� q�� ���
�� x


� y �
�� ����� �
� ��������
� �
 ����(rwi) �
�� ��
 θ(x) = θ(y) = z�

!
�� ������
 ��
 �� ��
 ����
 �
� �
�� ����� �
�� "� ��
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 ��
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��� �������
 �
� ����
� ���� q ����
�
�������

��� ����
� ���� rwi� #�� �������
��� θ′(βi(x)) = θ′(βi(y))� $��� 
�����

����� θ−1(z) = θ′(βi(x)) = θ′(βi(y))�

� ������ w � ��� ��������� ����
 ��
 ����� �
 %����&
� '��� �
 ���� $���

��
����� �
 ��

��� β′ 
��� 
�
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� ������������� �
� ����� �
� �
�


��������� ���� rw′ 
� ��� ��� ��� ���������
� ����
 ����� �
� %����&
�

�����
���� ����� � FV�� ()
��
����� �� ��

��� β′ 
�� �����
 ����


���� � ���� y ∈ FV 
� y ∈ ����(vk) �� vk ����
�
��� * �� ��
 �� +!'

mcdij� ����� β
′(y) = w �
� ��
 w ∈ ����(vk) �� vk ����
�
��� * �� ��
 ��

+!' mcdi 
� pos(y, vk) = pos(w, vk) ��
� pos(var, a) ��
 %������� ���

�
�����
 �� 
������� �)��
 ����� �
 var ���� �)����
 a�

$��� ��������� ��
 � β′(rw′) = rwq�

$��� ��


���� ��� ��
 ���� �
�
��,��� ���� �)�� �
 �
 ���������
� �� ���

�������
 rw′ 
�� ��
 �
��	�
 �������
��
 ����
 rwi+1 �� rwi+1 = real(rw′)�

'
 �� ��������� �)�������
��
 
���
 �
��	�
�� ���� ����� �
�� ���
&���
�

�)�������
��
 γrw′→rwi+1

� γrwi+1→rw′

� $��� ���������� βi+1 �
 rwi+1 �
��

rwq ����
 ���� � βi+1 = β′(γrwi+1→rw′
). $��� ����� ����� � βi+1(rw

i+1) = rwq.

����� �����	
���	�
�� ����� ��������	� ������� ����

G(qV1 ,qV2)

$��� ���������� ���� �
��
 �
����� �
� �
��	�
� �����
� ��� V1 
� V2 ���

����
�
���
�� ��� ���
�����
� ����
�
� 
� * 
����� �
 �* ���� ����������

��
 �
� �
��	�
� �����
� ��� V1 ���� �
� �������������� �
� ��
� ������
� 
��

����
 �������&�
� $��� 
������� 
�� �� ����
 ��
 �
� ��
� 

��
�� 	��
 ����



���� ������	�
��

� �
��� RT �� G(qV1 ,qV2 ) ��

������ ����� �		�� �� 
��������� ��� ��
���� �
����	���� � qV1 �� qV2 �

���
����
 ��� ���
����� � ������ ����� 
��������� 
�������� ���� G(qV1 ,qV2 )

�� ��	
�� ��� ������
� ���� C ��� ���
��	��� ������� �� ��	
��� ���� �
��

������� ���� �������� qV1
C �� qV2

C � 
	���� �� C ����� ���� � ∀ gV1 ∈ C, gV1 ∈
	�����(qV1

C ) �� ∀ gV2 ∈ C, gV2 ∈ 	�����(qV2
C )�

��� �	��	���� �� ���� �� qV1
C ���� �
����� ����� ���� � x ∈ ��	��	��(qV1

C )

�� x ∈ �	��(qV1
C ) �� μ1(x) ∈ �	��(qV2

C ) �� μ2(μ1(x)) ∈ �	��(qV1
C )�

�� �	 ���� �	�� ��! ��� �	��	���� �� ���� �� qV2
C ���� �
����� �����

���� � x ∈ ��	��	��(qV2
C ) �� x ∈ �	��(qV2

C ) �� μ2(x) ∈ �	��(qV1
C ) �� μ1(μ2(x)) ∈

�	��(qV2
C )�

�������� � �� �����
���� 	� ����� ��� �������� ��������� ���� 	�

��
���� ��� ����� ��� ���� ����� ! �� x ∈ ��	��	��(qV1
C ) �	��� μ1(μ2(x)) ∈

��	��	��(qV1
C ) �� μ2(x) ∈ ��	��	��(qV2

C )�

"� ��������� �������� ������ 
�� ���� 
#�
�� 
��������� 
������ C ��

����#� 
������������ � qV1 �� qV2  	� ��
���� qV1
C ��� ��� ������
������ �����

��� ������� ��� 	��	�����#�� HMiniCon+�

���	����� ��� �$��� �� 
���������� 
��������� ���� G(qV1 ,qV2 ) �� ��	
�� ����

���
���	�� � qV1 �� qV2� ���� C ��� ���
��	��� ������� �� ��	
��� "���� ��

������ �� �	

��� βC ��� ��� � qV1
C = βC(gvi) �# gvi ��� ��� ��� �	����
� 
	�

�$	��������� HMiniCon+�

�
������	����� %&� �� ��������� 	� ��������� ��� ���� ��&������� �� �����

�� ������ qV1
1 �� ���������� ��� ��
�����
� 
������ 
�	
�	�� qV1

i+2 � ������ ��

qV1
i ���� 	� ��� �� 
�	
�	�� qV1

C �

'��� qV1
1 ��� ��
���� ��&��� 
���� ���� !

( 	�����(qV1
1 ) = gV1 ��� ����� �� ����#� G(qV1 ,qV2 )� ��

( ��	��	��(qV1
1 ) = �	��(gV1)�

)� ��&��� A1 = {	�����(qV1
1 )}�

*	 ������ ��� ���
������ rw1 ��&��� ��� V1 ���� 	������ �� ���
������� ��		� 
��

qV1
1 ��� ��� ������
������ �� 	� ��
���� rw1 ! qV1

1 = β1(rw
1)� +��� �����	��� �
�


�� 	��	�����#�� HMiniCon+ ����� �� ������ �� ������	� �� ���� ��&����

��� V1� �� ��� 
����
���� rw1 ��� ��� ���
������ ���� 	������ �� ���
��������

�� �,�� rw1 ��� ��&�� 
���� ���� !



�� ������	
 �� 
��������� �
� ��
�

� ������(rw1) = v1i �� v1i ��� �� �	�� 
��
� ��� �� g
V1 = β1(v1i)

� ����	�
�(rw1) = 	�
�(v1i)

���� qV1
i �
� ����	�� 
��
�� � ������� i �� i ��� �
 
����� ������� �������� qV1

i

�����
� � �������� expansion(qV1
i )� �
� 
�� ����������� ��������� 
� expansion(qV1

i )

�
 �������
� ��� ���� V2 ��� �� ����	�� (qV2
i+1) 
��
�� ����� ���� �

� gV2 ∈ ������(qV2
i+1) ���� ������ �
 ��� �
��� gV2 �� �
 ����� gV1 
�

������(qV1
i )� �
 � ��! ��� ��� ����������
� 
�� ��������
��� 
��� ���
� �

∀ gexpV1 ∈ expansion(qV1
i ), ∃ g′expV2 ∈ expansion(qV2

i+1) �� g′expV2 =

μ1(g
expV1)�

� �� x ∈ ����	�
�(qV1
i ) �� μ1(x) ∈ ����	�
�(qV2) ����� μ1(x) ∈ ����	�
�(qV2

i+1)�

�
 � ��! 
� �� 
��
����
 
� �� ����	�� qV2 ! x ∈ ����	�
�(qV2) ��������

��� �� �������� � ��� ���"���� ��� ��� ���� �� 
�
�! μ1(x) ∈ ����	�
�(qV2)�

#� ����� $�% &��'� ()*! �� ���
���� ����� ������ �
� ���������� 
� rwi 
����

rwi+1 ����� ��� � qV2
i+1 = βi+1(rw

i+1)� +
 �������� ��� ��� ��� �	��� ����

�
� ��� ��������� ���� �������� ��� ������ 
� rwi� ,��� �������� ��� �� x ∈
����	�
�(rwi) �� μ1(βi(x)) ∈ ����	�
�(qV2

i+1) ����� � θi+1(x) ∈ ����	�
�(rwi+1)!

�� θi+1 ��� �� �����
' 
� ���������� 
� rwi ���� rwi+1�

+
 
��
�� Ai+1 ����� ���� � Ai+1 = Ai ∪ {������(qV2
i+1)}�

#� �� �	�� ��
�-��! �
� 
�� ����������� ��������� 
� qV2
i+1 �
 �������
� ���

���� V1 ��� �� ����	�� (qV1
i+2) 
��
�� ����� ���� �

� gV1 ∈ ������(qV1
i+2) ���� ������ �
 ��� �
��� gV1 �� �
 ����� gV2 
�

������(qV2
i+1)�

� �� x ∈ ����	�
�(qV2
i+1) �� μ2(x) ∈ ����	�
�(qV1) ����� μ2(x) ∈ ����	�
�(qV1

i+2)�

#� ����� $�%! �� ���
���� ����� ������ �
� ���������� 
� rwi+1 
���� rwi+2 �����

��� � qV1
i+2 = βi+2(rw

i+2)�

+
 
��
�� Ai+2 ����� ���� � Ai+2 = Ai+1 ∪ {������(qV1
i+2)}�

�� Ak+2 = Ak! ����� ����� �
� �������
�� ��

���� .������
� 
��! ����


����� 
�� ��� ��"���� ���� 
�� ������������ /�� �	��� ���� �
� ��� ��������� ��

��� ��
�����
�! 
��� ���
� �

qV1
k+2 = qV1

k = qV1
C

/������ 
� ����������� ���
� �
�! 
��� �����
� ��
����� ����� ������ 
��� ��0

��������� rwn �� rwn+2 
�
� ������� 
� ����������� �� n ≥ k �� rwn ≡ rwn+2
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� �
��� RT �� G(qV1 ,qV2 ) ��

������ ��� �

qV1
k = βn(rw

n) �� qV1
k+2 = βn+2(rw

n+2)
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�
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���� rwn+2 ��� ������
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� ��� ��� V1 �� ��
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�
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��������
� � �� ������� �� qV1
C � �
� �������
�� ��

��� ��
� �� ������� ����

�	�

���
� βC = βn+2 �� 
��� ���
� ��
� βC(rw
n+2) = qV1

C �

�� �����
	�	 ��
��
�� ����
�� ��� �
 �
� ���
���� ������
� ��
� ���� ��� 

����
��� ��

���� ����� ���� ������
� ��
� �� ���� ��� �������� �	�

�� � ����
�

�� ��� �������
��� ��

����� ���
 ��������� �� ����

�� ��� �� ��
�� ��� ��� 

����
��� ��

�����

���	����� ��� !"��
����� �� #�

���� �� �������
��� ��

����$� �� x ∈
����(qV1

Ci
) ∩ ����(qV1

Cj
) 	
 i �= j ��	�� x ∈ ���
����(qV1

Ci
) �� x ∈ ���
����(qV1

Cj
)�

���	�������	�� %
 x ∈ ����(qV1
Ci
) ∩ ����(qV1

Cj
) �& i �= j ����� μ1(x) = y ��

y ∈ ����(qV2
Ci
) ∩ ����(qV2

Cj
)� '
 �(��� �
 y �∈ ����(qV2

Ci
) ∩ ����(qV2

Cj
)� ���
 
���
���

��� y � 	�	 

�����
�� ����� ���
���� )��
��� ���� �� ������
�
�
 �� ��
� y


� ���� ������
��� ��� ��
� �
� ����� �������
�� ��

���� *�� ��
�	���
��

x ����
 
�������
���
� ��� ��
� �
� ����� �������
�� ��

���� �� 
���� ���

���+����,�� �� �	�����

-� �� ���� ��

,��� �
 y ∈ ����(qV2
Ci
) ∩ ����(qV2

Cj
) �& i �= j ����� μ2(y) = z

�� z ∈ ����(qV1
Ci
)∩����(qV1

Cj
)� '
 �(��� �
 z �∈ ����(qV1

Ci
)∩����(qV1

Cj
)� ���
 
���
���

��� z � 	�	 

�����
�� ����� ���
���� )��
��� ���� �� ������
�
�
 �� ��
� z


� ���� ������
��� ��� ��
� �
� ����� �������
�� ��

���� *�� ��
�	���
��

y ����
 
�������
���
� ��� ��
� �
� ����� �������
�� ��

���� �� 
���� ���

���+����,�� �� �	�����

. ����
� �� ��� 
��� ��
����
� ��� �
 x ∈ ����(qV1
Ci
) ∩ ����(qV1

Cj
) �& i �= j

����� x ∈ ���
����(qV1
Ci
) ∩ ���
����(qV1

Cj
)� '
 �(��� �� �� �	�

�
�
 /�0 !����

12$ 
��� ���
� � �
 x ∈ ����(qV1
C ) �� μ1(x) ∈ ����(qV2

C ) �� μ2(μ1(x)) ∈ ����(qV1
C )

����� x ∈ ���
����(qV1
C )�

���� �	��
���
� ��

��
�
� �� ���
���
�	 �� 
���� �������� ��
� ���

��� �& ��� ������ �� �		��
����� ��
� �
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������
 
�
����������� 
�
 V1 �� V2 �����
 ��� qV1 ≡ qV2��� �	�
�� ���

 ���


������ qW ������ 
�
 W ����� ��� qW ≡ qV1 ≡ qV2�

�����
�
������ 
����� qV1 �� qV2 
��� �������� 
	����� �������������� ��� V1

�� V2 ������ ��� qV1 ≡ qV2 �

�� �� 
	������� ���� ���� ����� � qV1 = qV1
C1
, qV1

C2
, ..., qV1

Cn


��� qW 
	���� ����� ���� � qW = βC1(��1), βC2(��2), ..., βCn(��n)

�� ���� 1 ≤ i ≤ n� ��i ��� ��� ���  	�	�	� ��� �!�� ����"�� HMiniCon+ ��

qV1
Ci

= expansion(βCi
(��i))� #� ��$� 
� 
	������� ��� qW ≡ qV1 � #� %��� ����

���� 
	������� ��!�� ������ �

& �� ����"���� ω1 
� ��

(qV1) ���� ��

(expansion(qW)) ��

& �� ����"���� ω2 
� ��

(expansion(qW)) ���� ��

(qV1)�

' ������ 
� qV1
Ci

= expansion(βi(��i))� �� �!������ ��!�� ������ �

& �� ����"���� ωi
1 
� ��

(qV1

Ci
) ���� ��

(expansion(βi(vi))) ��

& �� ����"���� ωi
2 
� ��

(expansion(βi(��i))) ���� ��

(qV1

Ci
)�

(�� ����"����� ωi
1 �� ωi

2 ���� �!�
�����	 ��� ��� �����)��� 
� �����

& ������������ �� ��������	 ω1 � 
��� x ∈ ��

(qV1)� �� �� ������	�	

��*� �� �!������ ��� �� x ∈ ��

(qV1
Ci
)∩ ��

(qV1

Cj
) ����� x ∈ ������

(qV1

Ci
)∩

������

(qV1
Cj
)� +�� ����	������ ���� 
	�������� ω1(x) = x� 
����� x

�!�������� ��� 
��� ��

(qV1
Ci
)� ���� 
	�������� 
��� �� ��� ω1(x) =

ωi
1(x).


��� g ∈ �����
(qV1) �� g ∈ �����
(qV1
Ci
)� �� ������ ����� �� ����� g′

����������� , �����
(expansion(qW)) ��� ��� ω1(g) = ωi
1(g) = g′� -�

�.��� ���� x ∈ ��

(g)� �� x ∈ ������

(qV1
Ci
) ����� ω1(x) = ωi

1(x) = x�


����� x �!�������� ��� 
��� ��

(qV1
Ci
)� �� 
��� �� ��� ω1(x) = ωi

1(x)�

& ������������ �� ��������	 ω2 � 
��� x ∈ ��

(expansion(qW))�


� x ∈ ��

(qW) ����� ω2(x) = x� 
����� ���� �������� ��� x � 	�	

�����
���� ����� �����)�� %����"� ���� 
� �!��������� 
!��� ��� ��i ��

��� ����	����� ���� ����� ω2(x) = ωi
2(x)�


��� g′ ∈ �����
(expansion(qW)) �� g′ ∈ �����
(expansion(βi(��i)))�

�� ������ ����� �� ����� g ����������� , �����
(qV1 ) ��� ��� ω2(g
′) =

ωi
2(g

′) = g� -� �.��� ���� x ∈ ��

(g)� �� x ∈ ������

(βi(��i)) �����

ω2(x) = ωi
2(x) = x� 
����� x �������� 
��� �!��������� 
� βi(��i) ��


��� ω2(x) = ωi
2(x)�
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rw3(y1, y5) ← r3(y1, y3), r2(y1, y5), r5(y2, y4).

rw3(y1, y5) ← r2(y1, y5), r3(y1, y3), r5(y2, y4).

rw3(x1, x2) ← r2(x1, x2), r3(x1, x3), r5(x4, x5).

[r2(x1, x2), r3(x1, x3), r5(x4, x5), t(x1, x2)]
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AT ����� ����	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
� ��

β ��

��� ��� vars(rwi) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
� ��

δk ��

��� �� rwk ���� rwk+1 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
� ��

δk→l ��

��� �� rwk ���� rwl � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
� ��

δl→k
gl

��

��� �� gl ���� gk � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
� ��

γ ��

��� �� rw ���� real(rw) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
� ��

G(qV1 ,qV2 ) ���
�� �	� 	������ �	������� � 
����� �� qV1 �� qV2 � � � � � � � � � � � 
� ��

Q  ���
�!� �� ��"�#��� �	�$	������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
� ��

RT ����� �� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
� �%

V  ���
�!� �� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
� ��

X &������ ���� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
� ��

G ���
�� 	������ �	������� � 
����� �� 
	�
���
�� ���"����!���� �����

���' ��"�#��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
� �%

μ1 �	�
���
� ���"����!���� �� expansion(qV1) ���� expansion(qV2) 
� ��

μ2 �	�
���
� ���"����!���� �� expansion(qV2) ���� expansion(qV1) 
� ��

ω1 �	�
���
� ���"����!���� �� qV1 ���� �'
����	�(qW) � � � � � � � � � � � � �
� ��

ω2 �	�
���
� ���"����!���� �� �'
����	�(qW) ���� qV1 � � � � � � � � � � � � �
� ��

RW  ���
�!� �� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
� *�

σ ��

��� ���'
����	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
� ��

�� +������� �� ���� �� �	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
� �*

� ,���
� �� ���� �� �	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
� �*

θ ��

��� �� ���������� �� vars(q) ���� vars(v) � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
� ��

W  ���
�!� �� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
� *�



��� ����� ��� �	
��
��

ϕ ������� �� 	

�	��
	� �� vars(q) ��	� vars(v) � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� ��

a�b ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� ��

G �������� �������� ��
��	�� ��	 v � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� ��

g ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� ��

gvi �
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��� � 

h !�����	�"���� �
	 headvars(v) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� ��

nk #��
� �� �	�$����
	 % � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� �&

p�r '	
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� ��

p(X̄) ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� ��

Partg (������� �� ��	������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��� �)
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