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Résumé

Résumé

Cette thése s’intéresse aux liens entre la correspondance de Langlands locale et le centre
de Bernstein. Pour cela, un cadre a été introduit par Vogan puis développé par Haines : le
centre de Bernstein stable. Nous commencons par étendre la correspondance de Springer
généralisée au groupe (non connexe) orthogonal. Ensuite, nous énongons une conjecture
concernant les paramétres de Langlands (complets) des représentations supercuspidales
d’un groupe p-adique déployé que nous vérifions pour les groupes classiques et le groupe
linéaire & ’aide des travaux de Moeglin, Henniart et Harris et Taylor. Nous définissons a
I’aide des travaux de Lusztig sur la correspondance de Springer généralisée une application
de support cuspidal pour les paramétres de Langlands complets. Avec certains résultats
d’Heiermann, nous obtenons un paramétrage de Langlands des représentations irréduc-
tibles d’un groupe classique. Par ailleurs, nous énoncons une conjecture « galoisienne »
analogue & la conjecture d’Aubert-Baum-Plymen-Solleveld, que nous prouvons a ’aide des
résultats précédents. Ceci est une nouvelle preuve de la validité de la conjecture ABPS
pour les groupes classiques et explicite ses relations avec la correspondance de Langlands.
En conséquence, on obtient la compatibilité de la correspondance de Langlands avec I'in-
duction parabolique pour les groupes classiques.

Mots-clefs

Correspondance de Langlands, centre de Bernstein stable, conjecture d’Aubert-Baum-
Plymen-Solleveld, correspondance de Springer généralisée.

Stable Bernstein center and
Aubert-Baum-Plymen-Solleveld conjecture

Abstract

This thesis focus on links between the local Langlands correspondence and the Bern-
stein center. A framework was introduced by Vogan and developed by Haines : the stable
Bernstein center. We start by extending the generalized Springer correspondence to the



orthogonal group (which is disconnected). Then we state a conjecture about (complete)
Langlands parameters of supercuspidal representations of a p-adic split group and we prove
it for classical and linear groups thanks to the work of Mceglin, Henniart and Harris and
Taylor. Based on the work of Lusztig on generalized Springer correspondence, we define
a cuspidal support map for complete Langlands parameters. Referring to some results of
Heiermann, we get a Langlands parametrization of the smooth dual of classical groups.
Moreover, we state "Galois" version of the Aubert-Baum-Plymen-Solleveld conjecture and
we prove that with the previous results. It gives a new proof of the validity of the ABPS
conjecture for classical groups and it provides explicit relations with Langlands correspon-
dence. As a corrolary, we obtain the compatibility of the Langlands correspondence with
parabolic induction for classical groups.

Keywords

Langlands correspondence, stable Bernstein center, Aubert-Baum-Plymen-Solleveld conjec-
ture, generalized Springer correspondence.
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Introduction

La correspondance de Langlands est un des moteurs essentiels en mathématiques ces
derniéres années. Le principal but de cette thése est d’en comprendre les liens avec le centre
de Bernstein.

Commengcons par introduire le cadre général qui nous préoccupe.

Soit F' un corps p-adique, G le groupe des F-points rationnels d’un groupe algébrique
réductif connexe défini et déployé sur F'. L’un des principaux résultats de la théorie du
Centre de Bernstein est la décomposition de la catégorie des représentations lisses de G en
sous-catégories pleines Rep(G)s, ou s = [M, o] est la classe d’équivalence pour une certaine
relation d’équivalence (dite inertielle) de (M, o), avec M un sous-groupe de Levi de G et
o une représentation irréductible supercuspidale de M. On note Irr(G)s 'ensemble des
(classes de) représentations irréductibles de G admettant s pour support inertiel. A toute
paire inertielle s est associée un tore 75, un groupe fini Ws, une action de W; sur 75 et on
dispose de la notion de support cuspidal Sc : Irr(G)s — Ts/W.

La correspondance de Langlands fournit conjecturalement une description des repré-
sentations irréductibles de G. Notons G le dual de Langlands de G, Wj, = Wp x SLa(C) et
W Dp = CxWr les groupes de Weil-Deligne. A tout parameétre de Langlands ¢ : Wp — G
(ou (A, N) avec A : Wp —» G et N € Lie(G) vérifiant certaines propriétés), est associé un
« paquet » de représentations de G noté habituellement II4(G). Dans |Lus83|, Lusztig in-
troduit un certain groupe fini pour paramétrer le L-paquet. Ce paquet de représentations
est paramétré par un groupe fini qui est, & peu de choses prés, A§(¢) = Z§(¢)/Z§(¢)°, le
groupe des composantes du centralisateur de I'image ¢(W7},) dans G.

En général, dans un L-paquet il y a des représentations de support cuspidal différents,
voire des représentations supercuspidales et des représentations non-supercuspidales. Le
centre de Berstein stable va permettre d’exprimer une compatibilité entre le paramétrage
des représentations irréductibles en blocs de Bernstein et le paramétrage en L-paquets.
C’est ’'objet de la proposition SiA: WDpr — Gestun parameétre discret de G, trivial
sur C, on conjecture que le L-paquet qu’il définit II)(G) n’est constitué que de représenta-
tions supercuspidales de G. En revanche, & notre connaissance, il n’est pas décrit de fagon
général dans la littérature quels paramétres de Langlands conjecturalement définissent les
L-paquets contenant des représentations supercuspidales. Précisons tout de méme que pour
le groupe linéaire, nous savons que les représentations irréductibles supercuspidales de GL,,
correspondent aux paramétres discrets A : Wp — GL,(C). Pour les groupes classiques
(en particulier orthogonal et symplectique), en conséquence des travaux d’Arthur, Meeglin
a décrit la forme des paramétres de Langlands et les caractéres du groupe fini paramétrant
le paquet correspondent aux représentations supercuspidales. Pour le probléme qui nous
intéressera dans la suite, & savoir le lien entre I'induction parabolique et la correspondance
de Langlands, rappelons la conjecture :
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Conjecture (Vogan [Vog93, p. 7.18|, Haines [Hail4, p. 5.2.2|). Soit M un sous-groupe de
Levi de G, o une représentation irréductible supercuspidale de M et m un sous-quotient
wrréductible de iIGp(G), avec P un sous-groupe parabolique de G de Levi M et iIGD le foncteur
d’induction parabolique normalisée. La correspondance de Langlands pour M (resp. pour
G) associe a o (resp. w) un parameétre (As, No) avec Ay : Wp — M _(resp. (Ar,Nx) et
At Wp — G) A G- conjugaison pres, on a un plongement naturel M < G et on peut
pousser en avant A\, : Wp — M < G. La correspondance de Langlands devrait étre
compatible avec l’égalité suivante (G @—conjugaz’son pres)

Ao = Ar.

Revenons a la décomposition de Bernstein précédemment évoquée. Fixons une paire
inertielle s de G et rappelons qu’a une telle paire inertielle est associée un tore Ty, un
groupe fini W et une action de W; sur T;. Récemment, Aubert, Baum, Plymen et Solleveld
ont conjecturé qu'il y avait une structure géométrique « simple » en bijection avec Irr(G)s
et qui est obtenue explicitement & partir de T, Ws et de ’action de ce dernier sur 7;. Plus
précisément, ils définissent un objet appelé quotient étendu de la facon suivante. Soit

Xs ={(t,w) €Ty x Wy, w-t=1}.
Alors Wy agit de la fagon suivante sur X :
s(t,w) = (s-t,sws™ 1), s € Ws,(t,w) € X,.

On appelle quotient étendu (géométrique) de Ty pour I'action de Wy et on note Ty /W le
quotient X, /W;. On dispose d'une projetion p : T /Wy — T /W5 (c’est la projection sur
la premiére composante).

Si on dispose d’une bijection ps : T /Ws — Irr(G)s, on peut naturellement se de-
mander s’il y a un lien entre la composée Sc o s et la projection p. En général, ces deux
applications n’ont pas de raison d’étre égales. En revanche, ils conjecturent qu’il y a des
cocaractéres h. : C* — T, pour chaque composante irréductible ¢ de T, /W; tels que
la composée (Sc o ) (t, w) soit égale a p(he(q'/?)t, w). Autrement dit, en tordant par un
cocaractére, on retrouve le support cuspidal. De plus, ce cocaractére devrait avoir un lien
avec le paramétre de Langlands de ps(t, w). Nous n’entrons pas plus dans les détails pour
le moment mais signalons que ceci suggére fortement les liens entre la correspondance de
Langlands et le centre de Bernstein.

Au début des années 90, Vogan a introduit un analogue pour les paramétres de Lan-
glands du centre de Bernstein, qu’il a qualifié de centre de Bernstein « stable » et qui a
été revisité récemment par Haines dans [Hail4]. Comme nous I’avons écrit précédemment,
la conjecture ABPS sugggére les liens entre la correspondance de Langlands et le centre de
Bernstein. Le quotient étendu qu’Aubert, Baum, Plymen et Solleveld considérent, devrait
donc se retrouver d’une fagon ou d’une autre dans le centre de Bernstein stable.

Décrivons a présent les idées et les résultats de cette thése.

Un des principaux outils dont on se servira dans cette thése est la correspondance de
Springer généralisée et ses dérivées que Lusztig a profondément étudiée. Pour 'utiliser
dans le cadre qui nous intéresse, nous étendons la correspondance de Springer généralisée
au groupe orthogonal et & certaines variantes (groupes qui ne sont pas connexes).
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La principale idée dans I’étude des liens entre le Centre de Bernstein et de la corres-
pondance de Langlands est de traduire uniquement en terme de paramétres de Langlands
complets la décomposition de Bernstein. Pour cela, nous définissons de fagon générale (pour
un groupe réductif p-adique déployé) une notion de paramétre de Langlands (complet) cus-
pidal et conjecturons qu’ils correspondent aux représentations supercuspidales. Cette défi-
nition fait intervenir I’existence d’orbites unipotentes supportant un systéme local cuspidal
au sens de Lusztig. Plus précisément, notons soit ¢ un parameétre de Langlands de G, notons
SS le groupe des composantes de Z a((p) /Z & et € une représentation irréductible de Sg .On
a une surjection A5(p) — Sg et on remarque que Az(p) = AZ@(@\WF)(@\SLz)' Notons €
la composition de € avec cette projection. De plus, AZa(wa)"(WSLz) est un sous-groupe

distingué de AZA(@D\W y(¢|s1,)- On peut énoncer notre définition et la conjecture.
G F

Définition. On dit que ¢ est un paramétre cuspidal de G si ¢ est discret et qu’il existe
une représentation irréductible € de Sg telle que toutes les représentations irréductibles

de AZE(SO‘WF)O(QD‘SLQ) apparaissant dans la restriction g‘Aza(%"\WF)O(“"\SLz)’ sont cuspidales

dans le sens de Lusztig. On note Irr(Sg )eusp 1’ensemble des représentations irréductible e
vérifiant la condition précédente (il peut étre donc étre vide).

Conjecture. Soit ¢ : Wj, — G un parameétre de Langlands de G cuspidal. Alors le L-
paquet I1,(G) contient des représentations supercuspidales de G, qu’on note I, (G)cusp €t
elles sont paramétrées par Irr(Sg)Cusp. Autrement dit, il existe une bijection :

I, (G)eusp = Irr(SS) cusp-

Nous prouvons la validité de cette conjecture & I'aide des résultats connus pour la cor-
respondance de Langlands pour GL, et pour les groupes classiques d’aprés les travaux
d’Arthur et Moeglin dans la proposition Nous définissons des triplets formés d’un
sous-groupe de Levi de G et dun parameétre de Langlands complet cuspidal. Ces triplets
jouent le role des paires cuspidales et inertielles pour le centre de Bernstein de G. Nous
définissons des relations d’équivalence cuspidale et inertielle sur I’ensemble de ces triplets
et associons alors & toute telle classe inertielle Jun tore complexe T, un groupe fini W/'

définis uniquement en terme de paramétres de Langlands complets. Les classes d’équiva-
lence cuspidales sur ces triplets seront notées Q(G)Z; et les classes d’équivalence inertielles
notées B(G)Z. On notera ®(G)* I'ensemble des paramétres de Langlands complets de G,
c’est-a-dire ensemble des couples (¢, 7n) formés d’un parameétre de Langlands ¢ de G et
d’une représentation irréductible 7 de Sdcf. Nous conjecturons qu’en général la correspon-
dance de Langlands met en bijection ces objets et est compatible aux actions des groupes
finis correspondants. Nous montrons lorsque A : Wr — M est un paramétre de Langlands
discret d’un sous-groupe de Levi M de G, tous les paramétres de Langlands complets de M
de la forme (A, €) sont cuspidaux. Nous conjecturons que si la paire inertielle s pour G et le
triplet inertiel 4 pour G se correspondent via la conjecture |4.13} alors

Conjecture. [l existe des isomorphismes

? )

T5—>7g W5—>W/-
X +— X w o o— W

tels que pour tout x € T, w € W :

)

g
>
|
g)
=)
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Cette conjecture sera vérifiée pour les groupes classiques dans le théoréme [5.6|

A la suite de cela, nous construction le « support cuspidal partiel » d’un paramétre de
Langlands complets d’un groupe déployé G. Plus précisément, on associe a tout paramétre
de Langlands complet de G, la classe d'un triplet formé d’un sous-groupe de Levi L de
C:', d’un paramétre de Langlands cuspidal de L et d’une représentation irréductible d’'un
sous-groupe de S£ . Malheureusement, ici le résultat est partiel car on n’obtient pas une
représentation irréductible cuspidale du groupe Sé.

En revanche, pour les groupes classiques GL,,, SOy, Sp,,,, nous définissons entiérement le
support cuspidal de tout paramétre de Langlands complet.
On obtient un paramétrage des paramétres de Langlands complets (¢, 7n) en fonction d’un

~

bloc défini par J= [L, ¢, €] et d'une représentation irréductible d’un groupe de Weyl étendu

W, ol L est un sous-groupe de Levi et (¢, €) un paramétre de Langlands complet cuspidal
de L. C’est 'objet du théoréeme [4.27]

Théoréme. Soit G un groupe classique déployé. Alors, il existe une surjection

€96 — O
(p.m) +— (L, p.¢)

De plus, les fibres de cette application sont paramétrées par les représentations irréduc-
tibles de NZ@(SO\WFXc)(AE)/ZE(‘P\WFXC)’ ot ¢ parcourt ’ensemble (fini) des cocaractéres

correcteurs de ¢ dans G.

Par la suite, a I'aide des résultats précédents, Nous énongons un analogue « galoisien
» & la conjecture d’Aubert-Baum-Plymen-Solleveld en terme de paramétres de Langlands
complets. Plus précisément, si j = [L,p,e] € B(G)Z est un L-triplet inertiel, <I>(G)%Jr I'image
réciproque de 4 par I’application construite précedemment, 7% et W/ le tore et le groupe de

Weyl associé, alors on conjecture qu’il existe une bijection
()t ~T; ) W,
(@ = T4y

Nous prouvons cette conjecture dans le cas des groupes classiques dans le théoréme[5.5 Re-
marquons qu’on ne suppose pas la correspondance de Langlands a ce stade. En revanche,
a la suite de cela, a 'aide des travaux d’Heiermann et de Lusztig, nous prouvons la conjec-
ture ABPS pour les groupes classiques dans le théoreme et en conséquence, on obtient
la compatibilité de la correspondance de Langlands avec 'induction parabolique dans le
théoréme[5.9

A présent, décrivons le plan.

Dans le premier chapitre de cette thése, aprés avoir rappelé quelques généralités sur la
correspondance de Springer généralisée et le paramétrage des orbites unipotentes pour les
groupes classiques, nous montrons qu’étant donné un groupe réductif complexe non néces-
sairement connexe H, la correspondance de Springer pour H° est H-équivariante.

Ce résultat général nous sert ensuite pour définir et montrer la correspondance de Springer
généralisée pour le groupe orthogonal (ainsi qu'une variante faisant intervenir un produit
de groupes orthogonaux). Notons au passage que la généralisation de la correspondance
de Springer (ordinaire) du cas connexe au cas non-connexe est prouvée et intervient dans
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la preuve de la validité de la conjecture ABPS pour les représentations de la série princi-
pale [Aub+14b|. Une telle généralisation (mais obtenue d’une autre fagon) figure aussi dans
[BEGO3|.

Dans le deuxiéme chapitre, nous rappelons quelques généralités sur la correspondance
de Langlands locale. Nous décrivons les centralisateurs des paramétres de Langlands dans
le cas des groupes classiques et nous suivons |[Gan-+12, §4]. Enfin, nous rappelons le paramé-
trage des représentations irréductibles supercuspidales pour les groupes classiques obtenu
par les travaux d’Arthur et Moeglin.

Dans le troisiéme chapitre, nous résumons les résultats d’Heiermann concernant 1’équi-
valence de catégories un bloc de Bernstein Rep(G)s et les modules sur une algébre de Hecke
affine étendue avec paramétres. Pour préparer les résultats qui suivront, nous rappelons
également les résultats de Lusztig sur les algébres de Hecke graduées associées & un triplet
cuspidal. Pour cela, une référence trés utile est [Ciu08| et [BC13].

Dans le quatriéme chapitre, aprés avoir rappelé les constructions de Haines du centre de
Bernstein stable, nous définissons les notions de paramétres de Langlands complets cuspi-
daux. Nous énoncons la conjecture sur le paramétrage des représentations supercuspidales
et nous la prouvons pour les groupes classiques. Nous introduisons ensuite les triplets cuspi-
daux et inertiels ainsi que les objets qui y sont attachés. Nous énoncons alors les conjectures
qui y sont attachées naturellement.

Le reste du chapitre est consacré & la construction du « support cuspidal » pour les para-
métres de Langlands complets.

Dans le cinquiéme chapitre, aprés avoir rappelé la conjecture ABPS, nous énoncons
et prouvons l’analogue galoisien de cette conjecture. Ceci montre que le quotient étendu
79// Wj est une structure géométrique qui apparait naturellement dans ’étude des liens

entre la correspondance de Langlands et le centre de Bernstein stable. Par ailleurs, le co-
caractére h. : C* — 7T, servant a déformer la projection standard est obtenu dans les

constructions de la fin du chapitre précédent et il fait intervenir les paramétres de Lan-
glands.

A T'aide du paramétrage obtenu pour les groupes classiques (on ne suppose donc pas la
correspondance de Langlands), des algébres de Hecke graduées définis par Lusztig, les ré-
sultats d’Heiermann et du paramétrage des représentations supercuspidales des groupes
classiques, on obtient un paramétrage des représentations irréductibles des groupes clas-
siques. Ceci montre la validité pour les groupes classiques de la conjecture ABPS et de la
conjecture de compatibilité de la correspondance de Langlands avec 'induction parabo-
lique (conjecture . La fin du chapitre est consacrée a I’étude d’exemples pour illustrer
les constructions et l'intérét de la conjecture ABPS.

Notons au passage que la conjecture ABPS est prouvée pour GL,, [ABP07|, pour les
paires inertielles de la série principale d’un groupe déployé [Aub-+14a] et [Aub-+14b|. De
plus, grace aux travaux de Solleveld [Sol12| (qui prouve une version de la conjecture ABPS
pour les algébres de Hecke) et d’Heiermann [Heill|, la conjecture ABPS était déja prouvée
pour les groupes classiques. En revanche, on n’avait pas la propriété concernant les L-
paquets (ni la formule explicite du cocaractére correcteur en fonction des paramétres de
Langlands).






Chapitre 1

Correspondance de Springer

1.1 Correspondance de Springer généralisée

Soit H un groupe algébrique linéaire complexe réductif et x € H un élément de H.

On note Zy(z) = {g € H, grg~' = x} le centralisateur de = dans H et Ay(x) =
Zn(z)/Zp(2)° le groupe des composantes du centralisateur de x de H.
Supposons désormais que H est connexe. On a une bijection naturelle entre les représenta-
tions irréductibles de Ay (x) et les systémes locaux H-équivariants irréductibles sur Cf , oll
CH = {gxg™!, g € H} désigne la H-classe de conjugaison de z (voir [JN04, 12.10]). Dans la
suite, on s’intéressera aux orbites unipotentes de H (ou aux orbites nilpotentes de I’algébre
de Lie de H), c’est a dire aux H-classes de conjugaison d’éléments unipotents de H. On
note N ;} le cone unipotent «complety, c’est & dire ’ensemble des H-classes de conjugaison
des couples formés d’un élément unipotent u de H et d’une représentation irréductible du
groupe des composantes du centralisateur dans H de .

/\/}flr = {(u,n), u € H unipotent, n € Irr(Ag(u))},H—conj

~ {(C, F), u € H unipotent, F systéme local irréductible H-équivariant sur C}.
Définition 1.1. Un systéme local £ irréductible L-équivariant sur Cﬁ est dit cuspidal, si
et seulement si, pour tout sous-groupe parabolique propre ) de L, de radical unipotent U

et pour tout élément unipotent g € @, la cohomologie & support compact de gU N CUL a
coefficient dans la restriction de £ est nulle (voir [Lus84, 6.2]).

Soit P un sous-groupe parabolique de H de décomposition de Levi P = LU et soit
u € H (resp. v € L) un élément unipotent. Notons

Yo = {gZL(v)OU, ge H, g lug e UU},

et
1
dup = 5 (dim Zpy (u) — dim Zp(v))

D’apres Springer et Lusztig |Lus84, §1], dim Y, , < dy,, et le groupe Zy (u) agit par trans-
lation & gauche sur Y, ,,. Notons Sy, , la représentation par permutation sur les composantes
irréductibles de dimension d,, , de Y, ,.

Définition 1.2. Soit 7 € Irr(Ag(u)). On dit que 7 est cuspidale, si et seulement si, pour
tout sous-groupe parabolique propre P = LU de H, pour tout élément unipotent v € L,

Hom(r, S,,») = 0.
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Si £ est un systéme local irréductible H-équivariant sur CX cuspidal, alors la représen-
tation irréductible du groupe fini Ap(u) est cuspidale dans le sens précédent et récipro-
quement. On appelera paire cuspidale, tout couple (u,7) (ou (CX, £)) formé d'un élément
unipotent et d’une représentation irréductible cuspidale de Ag(u) (ou d’un systéme local
cuspidal au sens précédent).

Notons Sy l'ensemble des classes (de conjugaison par H) de triplets t = [L,CL, L]
formeés de

— un sous-groupe de Levi L de H ;
— une L-orbite C{,: , d’un élément unipotent v € L ;
— un systéme local £ irréductible cuspidal L-équivariant sur CUL.

On appellera un tel triplet, un support unipotent cuspidal.

Dans |Lus84|, Lusztig associe a chaque couple (u, F) € N} un unique triplet t € Sp.
Notons Wy : N I}r — Sy cette application. Elle induit alors une partition de N, ;} :

N = ] M.

teSy

ot M désigne l'ensemble des (u, F) € N7 tels que ¥ (u, F) = t. Pour tout t = [L,C, L] €
SH,s0it S = Z7 - C et € le systéme local L-équivariant sur S obtenue en tirant en arriére £
via la projection Z7 - C — C. Notons

Wi={n € Nu(L),nSn~" = $,n"€ ~ £} L.
D’aprés [Lus84, 9.2],
Wy ~ NH(L)/La
et c’est un groupe de Coxeter fini.

Remarque 1.3. Soit v € C et y : SLa(C) — L un morphisme algébrique tel que

11\
Mo 1) ™"

Notons T' = Z} et Z = Zy(vy)°. D’aprés |[Lus88, 2.6, T" est un tore maximal de Z et on a
'isomorphisme suivant : Wy ~ Ny (L)/L ~ Nz(T)/T.

Rappelons qu’il y a un ordre partiel sur ’ensemble des orbites unipotentes de H : si O
et @’ sont deux orbites unipotentes de H,

0<0 s0cC0O,

ott O’ désigne adhérence de (O0'. Par ailleurs, d’aprés |Lus84, 6.5] et [Lus95bl 6.5], pour
tout (O, F) € M, ona:
H-C<0O<Indd(0),

ot Ind¥ (C) est I'orbite induite de Lusztig-Spalteinstein. Notons C* = H - C et CP** =
Ind(C). Chacune de ces orbites supporte un systéme local irréductible particulier défini
en [Lus84, 9.29.5] qu’on note £ pour CI et £ pour CM®*. On peut énoncer la
correspondance de Springer généralisée.
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Théoréme 1.4 (Lusztig,|[Lus84, 6.5]). Avec les notations précédentes, pour tout t € Sp,
on a unique une bijection ¥y : My — Irr(Wy), telle que

Ye(CM L) = triv et By(CMX, LIMX) = sgn.

Ainsi,

N~ |_| Irr(WY).

teSy

Remarque 1.5. Dans |Lus84|, la correspondance de Springer généralisée est telle que
Si(Clin, £LIin) = son et Xy (CReX, L9%) = triv (voir |[Lus84, 9.2,9.5]). La normalisation que
I’on a choisie est donc la tensorisation par le caractére signature de la correspondance de
Springer définie par Lusztig.

1.2 Orbites unipotentes et paires cuspidales pour les groupes
classiques

On rappelle qu’une partition p d’un entier n > 1 est une suite décroissante d’entiers
P1L = ... = pr = 1telleque n = p1 + ...+ pg. A priori, les p; ne sont pas distincts deux
a deux. Soit ¢1 > ... > ¢ les entiers deux a deux distincts tels que {p;, 1 < i < k} =
{gj, 1 < j < s} et rg le nombre de fois que ¢ apparait dans p. Nous utiliserons la notation
p = (1™,...,qs%), si bien que, n = py + ... + pp = Tg @1 + ...+ 7¢,qs. Les gj (ou p;)
s’appellent les parts de la partition p et r4; la multiplicité de la part g;.

Rappelons briévement la classification des orbites unipotentes et de leurs centralisateurs
dans certains groupes classiques (voir [CM93, §5.1 & §6.1] et [JNO4, §3.8]). Pour toute par-
tition p, nous noterons Op, 'orbite unipotente associé a la partition p par la décomposition
de Jordan. Dans un cas, il correspondra a une méme partition p deux orbites unipotentes
distinctes que ’on notera (’){, et (’){,I .

— pour GL,(C) les orbites unipotentes sont en bijection avec les partitions de n via la
décomposition de Jordan ;

— pour Sp,,, (C), les orbites unipotentes sont en bijection avec les partitions de 2n pour
lesquelles les parts impaires admettent une multiplicité paire ;

— pour SO, (C), les partitions de n pour lesquelles les parts paires admettent une multi-
plicité paire et toutes les parts ne sont pas paires correspondent & une orbite unipotente.
Les partitions de n qui n’admettent que des parts paires, de multiplicités paires corres-
pondent & deux orbites unipotentes distinctes. Ce dernier cas ne se produit que si n est
pair.
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Pour résumer :

G partition orbite centralisateur
GLn(C) P < Op ZGL,,(C) Ied ~ H Gqu
qgep
4
SLn(C) p < Op ZsL, () (U)red = (H GL,(C )
qgep
Sp,,(C) Vg € p, q impair = r, pair p < Op Zsp,, () (U)red = H 0,,(C) x H Squ(C)
q€p g€p
q pair q impair
SO, (C) Yq € p, q pair = r4 pair p < Op Zo,,(c)(U)rea =~ H 0., (C) x H Squ(C)
acp a€p
q 1mpair q pailr
|
Op
Vg €p, getrgpair  pe Zso,)@rea~ | [ Orn(© | x ] sp.,(C)
orf)l 9€P a€p
g impair q pair

TABLE 1.1: Orbites unipotentes des groupes classiques
Ou l'on a noté Zg(u)req le quotient de Z(u) par son radical unipotent et :

+
[ 0.0 ={@)e [ 0.,©), [ detle) =1
qE€p | qE€Pp | gEp |
q impair q impair q impair

Les paires cuspidales sont assez rares. Elles apparaissent comme les blocs fondamentaux
dans la correspondance de Springer généralisée. Dans |Lus84) §10, 12.4 & 13.4] et [Lus14],
Lusztig classifie les paires cuspidales pour les groupes classiques. Nous résumons les résul-
tats dans le tableau ci-dessous.

H condition orbite unipotente Ap(u) paire cuspidale (C, )

GL.(C)  n=1 o) (1} (O 1)
Spon(C) 2n=d(d+1) Opgai-2,. 42 (Z/22)"  (O@d2d4-2,..42) Ton)

SO, (C) n=d? Owd-12d-3,..31) (Z/2Z2)"" (O24-124-3,..31),€n)

TABLE 1.2: Paires cuspidales pour les groupes classiques

Précisons les notations employées. Dans les cas des groupes symplectiques et orthogonaux,
les orbites unipotentes qui interviennent dans les paires cuspidales sont paramétrées par
des partitions dont les parts sont de multiplicité 1. Par suite, le groupe des composantes est
un produit de Z/2Z indexé par les parts paires (resp. impaires) pour le cas symplectique
(resp. orthogonal).

Dans le cas symplectique, soit u € O(z424-2,...4,2) €t pour tout a € {2,...,2d}, notons
Za € Agp, (c)(u) tels que :

Agp,, () (u H{l i}y = (2/22)".



1.3. EQUIVARIANCE DE LA CORRESPONDANCE DE SPRINGER GENERALISEE 19

La représentation cuspidale 72, de Agp, (c)(u) vérifie pour tout i € [1,d] :

Ton (22i) = (—1)i.

Dans le cas orthogonal, soit u € O(24-1,24-1,...,3,1) et pour tout a € {1,...,2d — 1}, notons
za € Ag, (c)(u) tels que :

d d—1
Ao, )W) = [[{1, 2201} = (Z/22)%,  Aso,(c)(w) = [[{1, 22i 122011} ~ (Z/22)"".
=1 =1

La représentation cuspidale e, de Ago,,(c) (u) vérifie pour tout i € [1,d — 1] :

en(22i—122i41) = —1.

Les représentations irréductibles €, et &, de Ag, (c)(u) telles que leurs restrictions a
Aso0,,(c)(u) est e, vérifient, pour tout i € [1,d] :

enlz2i1) = (—1),

en(z2im1) = (=1)"F1

La preuve de ce fait sera établie dans ce qui suit.

1.3 Equivariance de la correspondance de Springer généra-
lisée
1.3.1 Un théoréme de Lusztig-Springer-Borho-MacPherson

On se replace dans le contexte de l'article [Lus84| et on reprend, a peu de chose prés, les
notations de 'article original de Lusztig.

Soit G un groupe algébrique réductif connexe complexe. Dans |Lus84, §3.1|, Lusztig définit
une partition de G en nombre fini de sous-variétés irréductibles, lisses, localement fermées et
stables par conjugaison. Pour tout g € G, on note g, la partie semi-simple de g. Rappelons
qu’on dit que g € G (ou sa classe de conjugaison CgG ) est isolé si Zg(gs)° n’est contenu dans
aucun sous-groupe de Levi propre de G. D’aprés |Lus84, 2.7|, si t = [L,CL, L] € Sg, alors
la classe CJ est isolée dans L.

Soit L un sous-groupe de Levi de G et S C L I'image réciproque d’une classe de conjugaison
isolée de L/Z$ via la projection naturelle L — L/Z}, ou Z7 désigne la composante connexe
du centre de L. Notons

Sreg = {g €5, ZG(gs)o - L}

Considérons alors la sous-variété irréductible, lisse et localement fermée de G définie par

Yos) = gSess = U CF.
geG TESreg

Remarquons que Y(7, 5) ne dépend en fait que de la G-classe de conjugaison de (L,S).
A présent, considérons P = LUp un sous-groupe parabolique de G de facteur de Levi L,
notons € = (P, L, S), ¢ = (L, S) et posons

XE: {(g,-’lf) €G X G7 x_lggj € S- UP}v
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Xe={(9,2P) € GxG/P, 2 'gx € S-Up},

ou S désigne I’adhérence de S. Le sous-groupe P agit librement par translation a droite sur
la seconde coordonnée d’un élément Xz et )A(E/P = Xg. D’apreés [Lus84, 4.3], la projection
selon la premiére coordonnée ¢z : Xg — G est propre et son image est Y. Enfin, S
est stratifié en nombre fini de strates lisses, qui sont les orbites de Z§ x L (sur S), ou Z3
agit par translation et L par conjugaison. Il y a une unique strate ouverte qui est .S. Notons
os: Xz —> S lapplication qui & (g, r) associe la projection de z~'gz € S-Up sur le facteur
S et wp : Xe —> Xz lapplication définie pour tout (9,x) € X¢ par wp(g,z) = (g, P).
Pour résumer la situation, on a le diagramme

S

Par image réciproque via og, de la stratification de S on obtient une stratification de )A(E.
La strate )A(aa (correspondant a la strate ouverte S) est ouverte et dense. Nous noterons
O¢« la restriction de oz a Xé,a Chaque strate de )?5 est P-invariante et leurs images dans
Xe= )A(E/ P forment une stratification de Xg, avec X¢, = )A(E,a /P ouverte et dense.

Soit £ un systéme local irréductible cuspidal L-équivariant sur S. Alors (og,o)*E est un sys-
téme local G x P-équivariant sur )A(E,a. Il existe alors un unique systéme local G-équivariant
sur Xe o, noté &, tel que (0¢,4)*E = (wp)*E.

Meéme si ce n’est pas la fagon originelle dont Lusztig a défini les objets suivants (voir [Lus84,
§3), notons Y, = o= (Ye), Te = bely.» £= g‘;,c et enfin

Ags = Endpy, ((7)«€) ~ Endp,y, ((7c)+E),

olt DY, (resp. DgY.) désigne la catégorie dérivée bornée des Q,-faisceaux constructibles
(resp. G-équivariant) sur Y. Nous noterons Irr(Ag) 'ensemble des classes d’isomorphisme
de Ag-modules simples et Q, le faisceau constant.

Soit Kz = IC(Xg, &) le complexe de cohomologie d’intersection de Deligne-Goresky-
MacPherson de Xz a coefficient dans €. Alors (¢g) Kz est un complexe sur Ye.

Théoréme 1.6 (Lusztig,[Lus84, 6.5]). Soient t = [L,CE, L] € Sg, (S,&) = (2% - L, Q, K
L) la paire cuspidale correspondante pour L, et P un sous-groupe parabolique de G de
Levi L. Comme précédemment, notons € = (P,L,S), ¢ = (L,S) et (¢pe)1 Kz le compleze
correspondant sur'Y c.
(a) Pour (C$,F) € Ng, on a Vg(CS,F) = (L,CE, L), si et seulement si, les deuz
conditions suivantes vérifiées :

(i) C§ CYe;
(ii) F est un facteur direct de R ek (fé)!(g)‘cc, ot fz est la restriction de ¢g a

Xeo C Xg etdec er = (v — $dimCY) — (v — 3 dimCL), ou v (resp. vr) est
le nombre de racines positives de G (resp. de L).
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(b) Le morphisme naturel
Rk (f)(E)|og — H "t (06 [5) g

donnée par l'inclusion de Xz o dans Xg en tant qu’ouvert, est un isomorphisme
(¢) Pour tout p € Irr(Ag), soit ((¢e)1Ke), la composante p-isotypique de (¢e)1 Kz, c’est-
a-dire
(be)Ke= B pX((¢e)Ks),
pelrr(Ag)
Soit Yquni la variété des éléments unipotents dans Y. Il existe un unique couple
(CS,F) € N vérifiant les propriétés suivantes :
(i) CT C Y
(it) ((6e)1Kz)ply, ,,, €t isomorphe a IC(CC, F) 2dcg 1] prolongé par 0 surY ¢ uni —
.
En particulier, F = %G ck (((¢e)1K%)p) ‘Cg. L’application ¢ : Af — Mg qui a

p associe (CS, F) est une bijection.

Remarque 1.7. D’aprés |[Lus84, 9.2], il y a un unique isomorphisme d’algébres
Ag = QZ[Wf]a

tel que les propriétés rappelées dans la remarque|1.5|soient vérifiées.

1.3.2 H-équivariance de la correspondance de Springer pour H°

Soit H un groupe algébrique linéaire complexe, réductif et non nécessairement connexe.
Le groupe H agit par conjugaison sur Njj., Sge. En effet, soit h € H, (CH°, F) € N},
t=[L,CE, L]yo € Syo et p € Trr(W)).

Puisque H°® est distingué dans H, "CH ° = Cﬁgffﬁ_l = C}ZJ oh,l est une orbite unipotente de
H°. De méme, "L est un sous-groupe de Levi de H°, "CL est une orbite unipotente de "L,

etc. Abusons de la notation h pour désigner I'application

H — H
r — h7lzh

Ainsi, h*F (resp. h*L) est un systéme local sur CH° | (resp. "CL). En gardant les notations
précédentes, 1'action de H sur N, Spo et Irr(W) est la suivante :

h-(CH° F) = (cl° . h*F), he[L.Clc)=["L,C;E  h*L] et hep=ph € Trr(Wi.).

Théoréme 1.8. La correspondance de Springer pour H® est H -équivariante. Plus précisé-
ment, pour tout h € H le diagramme suivant est commutatif

U o

Irr(Wy) el N Sho

SR

Irr(Wh.y) el N, e N,

Autrement dit, pour tout h € H, (CH°, F) € N,

Upo(h- (CH F) =h-Uge(CH° F) et Spo(h-(CH",F))=h Suo(CH", F).
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Démonstration. Notons G = H° et reprenons les notations du théoréme Soient h €
H, (C%, F) € N}, P un sous-groupe parabolique de G, de facteur de Levi L, v € L un
élément unipotent et £ un systéme local irréductible cuspidal L-équivariant sur Cﬁ tel que
Ue(CY, F) =[L,Ck, L] € Sg. Comme dans le théoréme notons (S, &) = (27 -cL, Q, X
L) la paire cuspidale correspondante pour L et € = (P, L,S), ¢ = (L, S). D’aprés (a) du
théoréme CY C Y, donc "C¢ c "Y' = Y., ot h-c = ("L,"S). Considérons les

applications

Xh.é — XE , Xpe — Xg , G — G
1 —1 -1 -1 -1
(g.2) — ("g," ) (g,2"P) — ("g,"aP) g — "y
et les diagrammes suivants :
> h g > h g h
Xhga— Xc,a > Xh-E,a - Xc,a v Xnga— Xea
\Lo—hca lo—ca lwhp le ifhc i <
v a h
hs —h S Xh-E,a b Xaa Yhe —Ye¢

Les deux premiers diagrammes commutatifs montrent que
(Ohea) (h°E) = h*(0ga)"(€)
= h*(wp)(€)
= (@np)*(h*E)

Par unicité, ceci montre que h*€ = h*E. Le troisiéme diagramme cartésien montre par le
théoréme de changement de base propre, qu’on a

W R¥(fo)(E) = R*(fre)(h*E) = R*(fuo) (RE).
Puisque
0 # Hompcg(]'—y RQd(fE)!(?)\cg)) = Homphcg(h*]-", h*RM(fE)!(g)\hcg))
~ Hompneo (B*F, R*(fra)(R*E) |neg)) # 0,

avec d = dea e = dneo ner. Ainsi h*F est un facteur direct de R2d(fh.6)!(h*5)‘hcg et
d’apres le théoreme[I.6] ® o est H-équivariante.

D’aprés |GMS83, prop. 5.4], on a h*Kg = h*IC(Xg, &) = IC(h* Xg, h*E) = IC( X5, h*E) =
Kz Soit p € Irr(Ag). Par fonctorialité, Ap+g ~ Ag et en considérant le dernier des trois
diagrammes commutatifs, on obtient :

Hom 4, (p, (¢e)1 Ke) = Homa,.(h*p, h*(¢e)iKz)
~ Homy,,, (Ph7 (Pheh Kne)
h*((¢e) Ke), ~ ((Pne) Kne)n=p

Puisque ((QZ)E)]KE)IJ‘?C’HM ~ IC(CS, F) [2d¢g cr], on obtient

2

W ((e)Ke)ply, i = h*IC(CS, F)[2deo cr]
((pne) Kne)nsp = IC(RCT, h* F)[2dnco ner]

D’aprés la caractérisation (c¢) du théoréme, ceci montre que ¥ o est H-équivariante.
O
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1.4 Correspondance de Springer généralisée pour le groupe
orthogonal

1.4.1 Correspondance de Springer généralisée pour le groupe orthogo-
nal

Nous avons vu précédemment que la correspondance de Springer généralisée pour un
groupe réductif connexe G établit une bijection (a G-conjugaison preés)

¥:(0,n) — (L,C,¢,p),

avec
— O une orbite unipotente de G ;

— 1 une représentation irréductible de Ag(u) (et u € O);

— L un sous-groupe de Levi de G;

— C une orbite unipotente de L ;

— ¢ une représentation irréductible cuspidale de Af(v) (et v € C);

— p une représentation irréductible de Ng(L)/L.

Nous souhaitons étendre cette bijection au groupe orthogonal. Pour cela, précisons quels

objets seront en bijection et décrivons notre démarche.

Définition 1.9. Soit H un groupe réductif non nécessairement connexe, A C H un tore et
L = Zy(A). On appelle sous-groupe de quasi-Levi de H, le centralisateur dans H d’un tore
contenu dans H. Le groupe de Weyl de L dans H est WH = Ny (A)/Zy(A).

Remarque 1.10. Soit A C H un tore contenu dans H et L = Zpy(A) un sous-groupe
de quasi-Levi de H. Alors, L° = Zy(A)° = Zyo(A)° = Zpgo(A) est un sous-groupe de
Levi de H°. Réciproquement, tout sous-groupe de Levi de H® est la composante neutre
d’un sous-groupe de quasi-Levi de H. De plus, le groupe de Weyl de L° dans H®, WLOO =
Npo(A)/Z g (A) est un sous-groupe distingué de WH.

Décrivons les sous-groupes de quasi-Levi du groupe orthogonal et leurs groupes de Weyl
relatifs.

H L° L L/L° WH/wWH

Ooni1 [1F, GL,, x SOgq1 15, GLy, X Ogpy1 Z/27 {1} n; =>0,n' >0
Oz, T1E,GL,, xSOgy  TIF,GL,, x Ogy  Z/27Z {1} n; >0 2
H?:l Gan‘ H?:l GLni {1} Z/2Z ng 2 0

TABLE 1.3: Sous-groupes de quasi-Levi du groupe orthogonal

A présent, nous nous intéressons uniquement au groupe orthogonal Oy que nous notons
H.

Nous allons associer a tout couple formé d’une H-classe de conjugaison d’un élément uni-
potent u € H° et d’une représentation irréductible de Ay (u), une H-classe de conjugaison
d’un quadruplet formé d’un sous-groupe de quasi-Levi L de H, d’une L-classe de conjugai-
son d’un élément unipotent v € L°, d’une représentation irréductible cuspidale de Ay (v)
(nous verrons plus tard quelle est la définition) et d’une représentation irréductible de Wg .
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Pour cela nous allons procéder en trois étapes. Tout d’abord nous étendons la correspon-
dance de Springer au sous-groupe H” de H tel que H*/H® = L/L°. Ensuite, nous ’éten-
dons au sous-groupe H® de H qui stabilise la classe de H°-conjugaison de u et enfin a
H.

Le groupe des composantes du groupe orthogonal étant d’ordre 2, une seule de ces étapes
apparaitra ci-dessous. Néanmoins, dans la section suivante ces trois étapes apparaitront.
Commencons par décrire les représentations irréductibles de Ay (u) en fonction de leurs
restrictions & Apo(u), ot u € H® est un élément unipotent.

Soit w € H° un élément unipotent. Supposons que Ag(u) # Apgo(u). Dans ce cas, pour
tout s € H\ H°, sCH°s™1 = CH" 1l existe donc s € H \ H° tel que :

Ap(u) = Ago(u) x {1, s}.

On sait que Ap(u) est un produit de Z/2Z. On peut donc identifier les représentations
irréductibles de Ag(u) & Homgz(Ag(u), C*) et les représentations irréductibles de A g (u)
a Homgz (Ape (u), C*). Ces espaces sont des Fa-espaces vectoriels de dimensions finies et le
dernier est sous-espace du premier de codimension 1. Considérons la suite exacte de groupes
abéliens :

1——= Apgo(u) —— Ap(u) {1, s} 1

On déduit une suite exacte de Fa-espace vectoriel de dimension finie :
1 ——=Homgz({1, s}, C*) ——= Homz(Ag(u), C*) —— Homgz(Apo(u),C*) —=1

Le morphisme Homgz(Ag(u),C*) — Homgz(Apo(u),C*) est surjectif pour des raisons
de dimensions. Ainsi, tout caractére de Ao (u) se remonte en un caractére de Ag(u). Ceci
signifie exactement que n° = 7.

Il y a exactement deux caractéres de Ap(u) tels que leurs restrictions au sous-groupe
distingué Apo(u) soit égal a n. Ces caractéres sont n X 1 et n X &, avec £ le caractére non
trivial de {1, s}.

Soit (u,n) € NS+ON' Notons (L°,CL° ¢, p) les objets associés & (u,n) par la correspondance

Y V]
de Springer généralisée pour SOy .

(I) Supposons (N est impair) ou (N est pair et L = (C*)¢ x Ons avec N’ > 4).
Dans ce cas, pour tout s € H \ H° sCH's~! = CH® ot pour tout s/ € L\
L°,s'CEs'~1 = CcL°.
Il existe donc s € H \ H® et s’ € L'\ L° tels que :

Ap(u) = Apo(u) x {1,s} et Ap(v) = Aro(v) x {1,5'}.

Toute représentation irréductible de A (u) de restriction n & Apo(u) est de la forme
nXy, avec x une représentation irréductible de {1, s}. De méme, toute représentation
irréductible de Ay (v) de restriction € & Apo(v) est de la forme € X y/, avec x' une
représentation irréductible de {1, s'}. De plus, W} = Wi,

On associe & la H-classe de conjugaison de (C1, nX x), la H-classe de conjugaison du
quadruplet (L,CE, e X y, p).

(IT) Supposons N pair, L° = T = (C*)¢ et que la partition associée & u contient une part
paire de multiplicité impaire.
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Dans ce cas, pour tout s € H \ H° sCH"s™1 = CH" 1l existe donc s € H \ H° et
s € Ny(T)\ € Ngo(T) tels que :

Ap(u) = Apo(u) x {1,s} et WH =WH" x{1,5}.
Puisque s - (CZ°,n) = (CH", ), par équivariance de la correspondance de Springer,

(T,{1},1,p) = 2(CI" n) =S(s- (€, m)) = &' - S(C" ) m) = (T, {1}, 1, ).

Ainsi, p* ~ p. Comme précédemment, toute représentation irréductible de A (u) de
restriction n & Ago(u) est de la forme n X x, avec y une représentation irréductible
de {1, s}. De méme, toute représentation irréductible de ij de restriction p & Wy °
est de la forme p X y/, avec X’ une représentation irréductible de {1, s'}.
On associe & la H-classe de conjugaison de (CH, nX ), la H-classe de conjugaison du
quadruplet (7, {1},1,p X x).

(ITI) Supposons N pair et que la partition associée & u ne contient que des parts paires de
multiplicités paires.
Dans ce cas, pour tout s € H \ H®, sCH"s71 £ CH" et Ay(u) = Apo(u) = {1}. Ici,
L° =T = (CX)! et il existe s’ € Ng(T)\ € Ngo(T) tel que :

WH =wH «{1,5}.

Par équivariance de la correspondance de Springer généralisée, puisque (CZ°, {1}) #
o / H o o
ct {1}),ona: p® % p. Ainsi, Ind&%o (p) est irréductible et CI = c” ucH

s'us’'—1> sus'—1°
On associe & la H-classe de conjugaison de (Cf , 1), la H-classe de conjugaison du
WH
quadruplet (T, {1},1, Ind 7o (p))-
T
Définition 1.11. Soit L un sous-groupe de quasi-Levi de H, v € L° un élément unipotent
et ¢ € Irr(Ar(v)). On dit que € est cuspidale, si et seulement si, la restriction de € a
Apo(v) est une représentation cuspidale. On notera Irr(Ar(v))cusp 'ensemble des (classes
de) représentations irréductibles cuspidales de Af (v).

Notons
N ={(CH n), u € H® unipotent, n € Trr(Ag(u)} ) H—conj»

Sy = {(L,CE ¢), L quasi-Levi de H, v € L° unipotent et ¢ € Irr(AL(v))ecusp } / H—conj-

i VAN

Pour tout t = [L,CE, 7] € Sy, notons Wy = W},

P VAN

Théoréme 1.12. Les contructions précédentes définissent une application surjective

v Ng — SH,
induisant une décomposition
N+ == |_| Mt,
teSy

ot My = W~L(t). De plus, pour tout t € Sy, on a une bijection
Et : Mt — II‘I'(W{).
Ainsi,

N ~ |_| Irr(WY).

teSy
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Proposition 1.13. Soit (u,n) € N} et (L,v,e) = ¥(u,n). On a des morphismes Zg —
Ap(u) et Zr, — Ar(v). Alors n(—1) = e(—=1) (ou l’on voit —1 a travers les morphismes
précédents).

Démonstration. Dans le (I), on peut écrire n = g Xy et € = eg X x, avec 1y € Irr(Apo(u))
et g9 € Irr(Aro(v)).
Supposons N pair. Dans ce cas, —1 € H°. D’aprés, [Lus95a, 5.23|, no(—1) = go(—1), d’ou

n(=1) =e(=1).
Supposons N impair. Dans ce cas, —1 € Ay (u) \ Ago(u). Donc, n(—1) = x(—1) = ¢(—1).
Dans les cas (II) et (III), on conclue de la méme fagon. O

Remarque 1.14. On remarque d’aprés la forme des représentations cuspidales de Ar(v),
que pour tout w € Wfl et toute représentation irréductible cuspidale € de Ay, (v), e¥ ~ e.

1.4.2 Un sous-groupe d’indice deux d’un produit de groupes orthogo-
naux

Soit r > 2 un entier, my, ..., m, > 1 des entiers. Considérons H = [[;_; O,,, et

H= {(ml) €H, ﬁdet(azi) = 1}.

i=1

Soit u € H® un élément unipotent et 7, une représentation irréductible de Ago(u). On a
une décomposition de

u = (u;) € H SO,

=1

Ape(u) = [ 4so,., (w),
=1

et
Ne=mX...Xn,,

avec pour tout @ € [1,7], n; une représentation irréductible de Aso,,, (u;). On peut suppo-

ser avoir arrangé les indices de la fagon suivante :

— pour tout ¢ € [1,p], m; est impair ou (u;,0;) est associé par la correspondance de
Springer généralisée & un sous-groupe de Levi de la forme (C*)% x SOm; avec m;, > 4;

— pour tout i € [p + 1, ¢], la partition associé & u; contient une part paire de multiplicité
impaire ;

— pour tout i € [¢ + 1,r], la partition associé & u; ne contient que des parts paires de
multiplicités paires.

Pour tout ¢ € [1,r], notons H; = O,,,, et ajoutons un indice i aux objets que nous avons
dans la section précédente (L; le sous-groupe de quasi-Levi de H; associé a (C{L{i,m X i),
Si, S, etc).

Sip = 0, notons

Cf = {1}, Co = (Sp+15p+25-- -, Sq—15q) » C1 = (S¢Sq+1,---+5r—15r) ,

r r ] / / / v / /
7 ={1}, Co = <sp+1sp+2, . .,sq_lsq>, Cr = <sqsq+1, . ,sr_13r>.
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Sip > 2, notons
C; = (5152, ,8p-15p) » Co = (SpSp+1,5pSp+2--+,5pSq) s CI = (SpSqt1,---+5pSr)
C%: <3'13’2,...,3;,1327> Cp = < Sty SpSp a1 SpS q> Cr = < q+1,...,3;3;>.
Et dans chacun de ces deux cas, notons
o~ — - - _ T
H"=H° x C3, H® = H° x (C; x Cp), H=H° x (C; x Co x Cp), L=HN[] Li.
i=1

Remarque 1.15. La fagon dont on a défini ces groupe suppose que 'on a p > 2, q¢ —
p =2 r—q > 2pour C’L, Co, C7 respectivement. Si ce n’est pas le cas, alors le groupe
considéré est trivial.

On vérifie que
Aﬁz(u) = AHO (u) X Cz,

Az (v) = Ape(v) % Cva,
A (u) = Ape(u) x (C x Co) = Azz(w) x Co,
WH = Wi Cb,
WA = Wi % (Clb x C)) .

On construit la correspondance de Springer généralisée pour H par étapes de la fagon

suivante :
He (Cfo,no) (LO,CF,E,,O)
it (Cfoanoﬁxz) (L,Cv ﬁﬁxz,p)
HO (Cfo,nogngxd (57050,6@@7/?@)«9)
. . wH
i (Cne B x; B xo0) L.C}" eRxz.Ind L, (0¥ x0)

L

Dans la définition et le théoreme [1.12 H désigne un groupe orthogonal. La définition
a toujours un sens en remplagant H par H. De plus, les constructions précédentes
assurent que le théoréme|1.12|est vraie en remplacant H par H.

Théoréme 1.16. Les contructions précédentes définissent une application surjective
. + -

induisant une décomposition
+ _
NH = | | My,

’LESﬁ
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ot My = U~L(t). De plus, pour tout t € S5, on a une bijection

Yo M — II‘I‘(W{).
Ainsi,
./\/';Irr ~ | | Ire(Wy).

tESg



Chapitre 2

Correspondance de Langlands
locale

2.1 Correspondance de Langlands locale

Soit F' un corps local non archimédien, vp : F — Z U {oc} sa valuation discréte, ¢ le
cardinal de son corps résiduel.

Soit G un groupe réductif connexe sur F' (c’est-a-dire les F-points d’un groupe algébrique
réductif connexe défini sur F'). Notons Rep(G) la catégorie des représentations (complexes)
lisses de G, Irr(G) ensemble (des classes) des représentations lisses irréductibles de G et
G le dual de Langlands de G. C’est un groupe réductif connexe complexe dont les données
radicielles sont duales de celles de G. On note Wg le groupe de Weil de F', Ir le groupe
d’inertie, Wj, = Wg x SLa(C) le groupe de Weil-Deligne et LG =G x Wy le L-groupe de
G (voir [Bor79] et [Kot84) §1]).

La correspondance de Langlands locale prévoit un paramétrage des représentations irré-
ductibles admissibles de G par certaines représentations du groupe de Weil-Deligne ou plus
précisément, par des paramétres de Langlands. Un paramétre de Langlands est un mor-
phisme continu ¢ : W; — LG tel que

— larestriction ¢|gp,,(c) : SL2(C) — G est un morphisme algébrique

— l'ensemble ¢(Wr) est constitué d’éléments semi-simples

— le diagramme suivant est commutatif W ¢ LG ou pry. et prig, sont

F
prm AC

Wg

les projections naturelles sur Wg

— ¢ est pertinent (ou relevant en anglais), dans le sens ou si Im ¢ est contenu dans un
sous-groupe de Levi M de LG, alors il existe un sous-groupe de Levi M de G défini sur
F dont le L-groupe est M.

Remarque 2.1. Dans le cas ou G est un groupe quasi-déployé, la derniére condition est
automatiquement vérifice. De plus, si G est déployé, alors G = G x W et I’avant derniére
condition est aussi automatiquement vérifiée.

Notons ®(G) I'ensemble des classes de paramétres de Langlands de G, a C:‘—conjugaison
prés. La correspondance de Langlands locale prédit alors une surjection & fibres finies

recg : Irr(G) — ®(G).
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Notons ar : Wrp — F* Dlapplication de réciprocité d’Artin [BHO6, §29]. Ce résultat
fondamental de la théorie du corps de classes local induit un isomorphisme topologique
Wab ~ F*.Si T est un tore déployé sur F', en notant X*(T') (resp. X.(T)) le groupe des
caractéres (resp. cocaractéres) rationnels de 7', on a alors :

Hom(7,C*) = Hom(X,(T) ®z F*,C*)
= Hom(F™, X*(T) ®z C*)
= Hom(Wp, T).

On a donc une bijection entre les représentations lisses irréductibles de T et les morphismes
continus du groupe de Weil de F' a valeurs dans T’

recy : Hom(T,C*) — Hom(Wg,T) ,

X = X

~

vérifiant pour tout v € X, (T) = X*(T) et w € W,

Y(X(w)) = x(v(ar(w))).

Plus généralement, c’est-a-dire dans le cas non-déployé, la correspondance de Langlands
pour les tores et les caractéres a été établie par Langlands dans [Lan97|. Pour G un groupe
réductif connexe défini sur un corps local, il s’agit d’une bijection entre les caractéres
de G et les 1-cocycles continus du groupe de Weil de F' & valeurs dans le centre de G :
Hom(G,C*) ~ HY(Wp, Zg) (voir aussi |[Kall2, 4.5.2]).

Soit ¢ € ®(G) un paramétre de Langlands de G. Notons Il4(G) le L-paquet défini par ¢,
c’est-a-dire I’ensemble des représentations irréductibles admissibles de G ayant pour image
¢ par recg. Conjecturalement, H¢(G) serait paramétré grosso modo par les représentations
irréductibles du groupe des composantes du centralisateur dans G de I'image de ¢. Plus
rigoureusement, considérons Z @(gb) le centralisateur dans G de I’image de ¢. Notons

— T'r = Gal(F/F) le groupe de Galois absolu de F;

— Ag(9) = m0(Z5(0)) = Z5(0)/Z5(9)°, le groupe des composantes de Z5(¢) ;

— Sg = WO(ZG(@/ZEF) ~ Zs(9)/ (ZgF . Za(qﬁ)o), le groupe des composantes de
Z5(9)/25" ;

— Irr(G)cusp 'ensemble des (classes de) représentations irréductibles cuspidales de G ;

— Irr(G)a 'ensemble des (classes de) représentations irréductibles essentiellement de carré
intégrable de G ;

— Irr(G)temp 'ensemble des (classes de) représentations irréductibles tempérées G ;

— @(G)2 l'ensemble des (classes de) parameétres discrets de G, c’est-a-dire les parameétres
de Langlands dont I'image n’est contenue dans aucun sous-groupe Levi propre de G ;

— ®(G)paq 'ensemble des (classes de) parameétres de Langlands tels que 'image de Wg
est bornée.

Dans ce qui suit, on supposera G déployé et on considérera un paramétre de Langlands
comme un morphisme continu du groupe de Weil-Deligne & valeurs dans G et vérifiant les
deux premiéres conditions. De plus, nous noterons ®(G)* I'ensemble des paramétres de
Langlands complets de G :

Q)" ={(¢,m), ¢ € D(G), neTrx(SF)}.
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Conjecture 2.2 (Correspondance de Langlands locale). Awvec les notations précédentes
(on suppose donc G déployé), il existe une surjection a fibres finies

recg : Irr(G) — @(G),

vérifiant les propriétés suivantes :
— pour tout caractére x de G et pour tout w € Irr(G), recg(m ® x) = recg(m)X ;
— pour tout ¢ € ®(G), les conditions suivantes sont équivalentes

(i) un élément de I14(G) est une représentation essentiellement de carré intégrable
modulo le centre ;

1) tous les éléments de sont des représentations essentiellement de carré inté-
1) tous les éléments de 114(G td Ssentati tiell td 5 inté
grable modulo le centre ;

(111) ¢ € D(G)s.
— pour tout ¢ € ®(G), les conditions suivantes sont équivalentes
(i) un élément de I14(G) est une représentation tempérée ;
(ii) tous les €léments de I1,(G) sont des représentations tempérées ;
(i) 6 € ®(Goaa.
— pour tout ¢ € ®(G), il y a une bijection I14(G) ~ Irr(Sg). Ainsi, la correspondance de
Langlands se prolonge en une bijection

rec, : Irr(G) — ®(G)™.

Ainsi, conjecturalement, un paramétre de Langlands de G discret définit un L-paquet
constitué uniquement de représentations essentiellement de carré intégrable et réciproque-
ment, une représentation essentiellement de carré intégrable est associée & un paramétre
discret. On a le méme phénoméne concernant les représentations tempérées. En revanche,
il est remarquable qu’on puisse avoir dans un L-paquet des représentations supercuspidales
et des représentations non supercuspidales. La condition sur un paramétre de Langlands ¢
caractérisant la présence de supercuspidales dans le L-paquet II,(G) a nécessairement un
lien avec une condition sur Irr(Sg). On reviendra sur ce point plus tard.

Pour toute représentation 7 de G, on notera 7" sa contragrédiente et pour tout paramétre
de Langlands ¢ de GL,,(F'), on notera ¢V le parameétre défini pour tout z € Wy, par

¢"(2) ="(2) .

Théoréme 2.3 (Harris et Taylor ; Henniart ; Scholze). Soitn > 1 et G = GL,,(F). Il existe
une unique bijection
recg : Irr(G) — @(G),

vérifiant les conditions de la conjecture et les suivantes :

pour tout m € Irr(G), m est supercuspidale, si et seulement si, recg(m) est une repré-
sentation irréductible de Wg ;

pour tout w € Irr(G), le caractére central de m correspond a det(recg (7)) par la théorie

du corps de classes ;

pour tout € Irr(G), recg (1Y) = reca ()Y ;

pour tout m € Irr(GLy(F)), 7" € Irr(GL,/ (F)) et pour tout i) : F — C* non trivial,
on a les égalités

L(m x 7', s) = L(recar, (1) ® recgr,, (7', s),

e(m x @', s,1) = e(recqr, (1) @ recar, , (1), 5,1).
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En général, le paramétrage conjectural des L-paquets devrait étre compatible avec certaines
opérations que 'on présente ci-aprés. Pour tout ¥ € Hom(Wg, Z 6) et pour tout g € G, on
a les égalités
G _ G G _gcG
S¢X—S¢,, Sgp =984
Pour un sous-groupe de Levi M de G, on a une bijection entre W = Ng(M)/M et W]\%

On notera w € W]\% I’image d’un élément w € Wfl par cette bijection.
Soit ¢ € ®(M) un paramétre de Langlands de M, € € Irr(Sf), 7 € (M) correspondant

a e, x un caractére de M et w € WJ\C}} Il est naturel de penser que la correspondance de
Langlands devrait impliquer la commutativité de ce diagramme :

“®@x

Irr(M) Irr(M) Irr(M)
d(M)* x d(M)*t - d(M)*

Plus précisément, rect, (7 ® x) = reci; (7)Y = (¢X, ) et reci, () = aJrecL(w) = (ad), aa).
A T’heure actuelle, la correspondance de Langlands locale est prouvée pour

— GL,(F) avec F un corps local non archimédien de caractéristique positive par Laumon,
Rapoport et Stuhler [LRS93] ;

— GL,,(F) avec F un corps local non archimédien de caractéristique nulle par Harris et
Taylor [HT01], par Henniart [Hen00| et Scholze [Sch13];

— SO02,,+1(F), Spy, (F) et SO2,(F) pour les représentations tempérées, avec F de carac-
téristique nulle par Arthur [Art13];

— les groupes unitaires sur un corps p-adique par Mok [Mok15| et les formes intérieurs des
groupes unitaires par Kaletha-Minguez-Shin-White [Kal+14] ;

— Lusztig a paramétré les représentations de réduction unipotente pour les groupes
simples adjoints [Lus95a] ;

— GSpy(F) et Spy(F) par Gan et Takeda |[GT10] en caractérisque nulle et GSp,(F) par
Ganapathy en caractéristique positive |Ganl3].

2.2 Centralisateur de paramétres de Langlands pour les
groupes classiques

Dans cette section, G désigne I'un des groupes déployés suivants Spy,, (F'), SO2,+1(F') ou

SOan(F).

Soit ¢ : Wp — G — GL ~(C) un paramétre de Langlands de G. Ainsi, ¢ est une représen-
tation de W}, dans un C-espace vectoriel V' de dimension N préservant une forme bilinéaire
non-dégénérée e-symétrique, c’est-a-dire symétrique si € = 1 et alternée si € = —1. Plus
précisément :
G G N €
SpQR(F) SOQn+1(C) 2n+1 1
SO2nt1(F)  Spa,(C) 2n —1
SOy, (F) SO2,(C) 2n 1
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Notons V l'espace vectoriel dans lequel la représentation ¢ se réalise et (-, '>v¢ la forme
bilinéaire non-dégénérée e4-symétrique pour laquelle, pour tout x € Wg, ¢(x) est une
isométrie. Notons I C Irr(W},) les sous-représentations irréductibles de ¢ et décomposons
Vi, en composantes isotypiques

Vo =P V(r) ~P M RV,

wel el

ou Vi I'espace vectoriel dans lequel 7 se réalise, M, = Hom(V;, V) I'espace de multiplicité
et V(m) ~ M,XV; la composante isotypique de 7, I'isomorphisme M, XV, — V(x) étant
donné par ¢ X v — ¢(v).

L’image de ¢ étant contenue dans le groupe des isométries de la forme (-, ->V¢, on a un
isomorphisme de représentations ¢ ~ ¢". Ainsi, pour tout m € I, soit m 22 7V, et donc 7V €
I, soit m ~ 7V et 'image de 7 est contenue dans un groupe orthogonal ou symplectique.
En effet, supposons m ~ 7V. Le choix d’une base de V. permet d’écrire la représentation 7
matriciellement par R, € GL4, (C), ou d = dim V;.. Ainsi, il existe A € GLg4, (C), tel que
pour tout x € W,

AR (2)A™ =R (x) 1.

En inversant et transposant cette égalité, on obtient pour tout x € W,
PATTAR (2) A1 A = Ry (x).

Par irréductibilité de m, il existe ¢ € C* tel que 'A = cA. Ceci implique donc ¢ € {1, —1}.
Ainsi, si ¢ = 1, m est & valeur dans un groupe orthogonal et on dira que 7w est de type
orthogonal, si ¢ = —1, 7w est & valeur dans un groupe symplectique et on dira que 7 est de
type symplectique. Nous noterons Ip C I le sous-ensemble des représentations autoduales
de type orthogonal, Ig C I le sous-ensemble des représentations autoduales de type
symplectique et Igr, C I un sous-ensemble maximal de représentations qui ne sont pas
autoduales tel que si € Igy, alors 7V & Igp,.

On vient de voir que pour w € Ip U Ig, 'espace V, était muni d’une forme bilinéaire non-
dégénérée e-symétrique. Il existe alors une forme bilinéaire non-dégénérée ¢ 4e--symétrique
sur M telle que (-, )y (x) = (-, )V, (-, ") m,- Cette forme est donc symétrique si ¢ et m sont
de toutes deux orthogonales ou symplectiques, alternée si ¢ et m sont de types opposés.
Ainsi,

Vo= P VaiRM. P VWM, P (Vza&V,)RM,.

melop melg welgr

Tout automorphisme Z de représentations de ¢ se décompose en

Z= P Z. P Z.oZz,

welpUlg nelagr

ou pour tout 7w € I, Z, est un automorphisme de M. Ainsi, se donner un automorphisme
de représentantions de ¢ préservant (-, ')V¢ est équivalent & se donner un automorphisme
pour chaque M préservant la forme (-, )7 . On obtient dans chacun des cas :

ZSan(C)(¢) = H SPp,. (C) X H Om, (C) x H GLy,, (C)

welop melg nelgr

Zoy) (@) = [] Om.(C) x ] Spm,(C) x [] GLm.(C).

welo nelg welgr
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Pour déterminer le centralisateur de I'image de ¢ dans SOy (C), il suffit de prendre les élé-
ments de Zg  (c)(¢) qui ont pour déterminant 1. Or, d’aprés la décomposition précédente
pour Z € Zg(c)(¢), on a

det(Z) = H det(Zﬁ)dimV” H det(ZTr)dimV” H det(Zw)dimV” det(Z;r/)dimV’fv

TI'GIO TI'GIS 7T€IGL
= H det(Zﬂ)dimV’r.
w€lp
+
Notons H Om. (C)| =<(Zx) € H O, (C), H det(Z;)4m V= = 1 %. Par suite,
w€lp é w€lp welp
+
Zsox©) (@) = | I] Om.(C)| x ] SPm,(C) x [[ GLm,.(C).
welop @ wels welgr

On a Zg,(c)(#)° = Zsoy(c)(¢)°. Avec une identification évidente, on a un isomorphisme
de groupes :

Aoy(©)(®) = T] Om.(C)/SOm, (C) ~ (Z/22Z)l.

welp

Ceci permet de voir Ag N(C)(cz)) comme un Fs-espace vectoriel. L’application det
Zoyc) (@) — {£1}, se factorise & Ag, (c)(¢), en une forme linéaire

Aoyc)(@) — F2
(Zr)rero, — Zﬂelo(dime)det(Zﬂ)

Cette forme linéaire est nulle, si et seulement si, pour tout m € Ip,dim V. est paire. Le
noyau de cette forme linéaire étant Ago, (c) (¢), on obtient donc

(Z/2Z)/o si pour tout 7 € Ip,dim V; est paire

Ason(c)(¢) =
(Z/2Z)"o1=1  sinon
Remarquons que pour une raison de parité, si N est impair, alors toutes les dimensions de
Vi, m € Ip, ne sont pas paires.

Remarque 2.4. Dans la suite, si 7 € I, nous noterons aussi Gr le groupe d’isométrie de
I'espace M, comme ci-dessus, muni de la forme bilinéaire €ye,-symétrique correspondante.
Par exemple, lorsque G est un groupe symplectique et que 7 € Ip, alors G = Sp,,, .

2.3 Paramétres de Langlands des représentations super-
cuspidales

Dans cette section, afin d’énoncer le théoréme de Moeglin sur le paramétrage de Lan-
glands des représentations irréductibles supercuspidales des groupes classiques d’aprés la
construction d’Arthur, nous rappelons succinctement la notion de bloc de Jordan pour les
représentations et les parameétres de Langlands des groupes classiques.
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Comme dans la section précédente, on note G (ou G,,) I'un des groupes déployés Sp,,, (F') ou
SO, (F). Les sous-groupes de Levi des groupes que I’on considére sont de la forme GLg4, X
... x GLg, X G, avec G’ = G,y un groupe de méme type que G mais de rang semi-simple
inférieur. Par conséquent, si 7; est une représentation de GL4, et 7 une représentation de
G’, comme il est d’usage de noter, nous noterons 71 X . .. X m, X 7 pour l'induite parabolique
normalisée de m; X ... X, K 7, relativement a un sous-groupe parabolique standard (pour
le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieurs et du tore maximal diagonal).
Enfin, si 7 est une représentation irréductible supercuspidale unitaire d’un groupe linéaire
GL4(F) et @ > 1 un entier, la représentation induite

a—1 a—3 l—a
w |7 x@l |7 x...x7| |2

admet une unique sous-représentation irréductible, c¢’est une représentation de la série dis-
créte de GL4i(F') et on la note St(w, a).

Soit 7 une représentation irréductible de la série discréte de G. On appelle bloc de Jordan
de 7 et on note Jord(7) ’ensemble des couples (7, a) formés d’une représentation supercus-
pidale irréductible unitaire 7 d’un groupe GLg4_(F') et d’un entier a > 1 tel qu’il existe un
entier a’ > 1 et

a=d mod 2
St(m,a) X T irréductible
St(m,a') x 7 réductible

De plus, Arthur a associé a 7 un caractére d’un certain groupe fini que 1’on note e, (voir
[Moegll) 2.5]).

Soit ¢ € ®(G)y un paramétre discret de G. Considérons la décomposition en composante
isotypique de ¢ composé avec le plongement naturel G — GL Na(C)

(pz@@ﬂ@&l,

wel a€Jr

ou S, est la représentation irréductible de dimension a de SLy(C), I est I'ensemble des
(classes de) représentations irréductibles de Wy apparaissant dans la décomposition de ¢
et pour m € I, J; ’ensemble des entiers a > 1 tels que m X .S, soit une sous-représentation
irréductible de . La discrétion du paramétre ¢ implique qu’il n’y a pas de multiplicité.
On appelle bloc de Jordan de ¢ ensemble Jord(yp) = {(m,a), m € I,a € Jr}. On dira que
Jord(y) est sans trou si pour tout (m,a) € Jord(y) avec a > 3 alors (m,a — 2) € Jord(y).
Pour (m,a) € Jord(p) est associé un élément zr, € Az(¢) qui agit par —1 sur l'espace
associé a w X S, et par 1 ailleurs. Le groupe Aa(w) est engendré par

Zra pour (7, a) € Jord(y) et a pair

ZraZza Pour (m a),(m a’) € Jord(p) sans hypothése de parité sur a et

Pour (m,a),(m a’) € Jord(y), avec ¢’ < a, on dit qu'ils sont consécutifs si pour
tout b € [a’ + 1,a — 1], (7,b) & Jord(e). Enfin, on note armin le plus petit entier
a > 1 tel que (m,a) € Jord(p). Un caractere € de Ag(p) sera dit alterné si pour tout
(m,a), (7, a’) € Jord(yp) consécutifs, e(zrq2rq) = —1 et si pour tout (7, ax min) € Jord(yp)
avec Ay min PAIr, €(Zr,ay mm) = —1-

A présent, nous pouvons énoncer le paramétrage des représentations supercuspidales de G.
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Théoréme 2.5 (Moeglin, [Moegll, 2.51]). La classification de Langlands des séries dis-
cretes de G telle qu’établie par Arthur, induit une bijection entre l’ensemble des classes des
représentations irréductibles supercuspidales de G et l’ensemble des couples (¢, ¢€) tel que
Jord(y) est sans trou et € est alternée; la bijection T — (p,€) est définie par le fait que
Jord(p) = Jord(7) ete = e,.



Chapitre 3

Centre de Bernstein et algébre de
Hecke

3.1 Centre de Bernstein

Dans cette section, on reprend les notations de la section et on résumera les résultats
de base de la théorie du centre de Bernstein (voir |[Ber84]). Notons Rep(G) la catégorie des
représentations (complexes) lisses de G et Irr(G) 'ensemble (des classes) des représen-
tations irréductibles de G. Si P = M N est un sous-groupe parabolique de G, de facteur
de Levi M, on notera i% : Rep(M) — Rep(G) le foncteur d’induction normalisé et
r§ : Rep(G) — Rep(M) le foncteur de Jacquet. Ces deux foncteurs sont essentiels en
théorie des représentations. En effet, I'induction permet de construire des représentations
de G a partir des représentations d’'un sous-groupe de ce dernier. Dés lors, I’étude des
représentations de GG se décompose en l’étude des représentations qu’on obtient par le
procédé d’induction et 1’étude des représentations qui ne sont pas obtenues ainsi. C’est
I'objet de la théorie du centre de Bernstein. On obtient une décomposition de Rep(G)
en produit de sous-catégories pleines indécomposables dont le centre (de chacune de ces
sous-catégories) est isomorphe & l’algébre des fonctions réguliéres du quotient d'un tore
par I'action d’un groupe fini.

Introduisons G* = {g € G, ¥x € X*(G), vr(x(g)) = 0}, ot X*(G) désigne le groupe
des caractéres rationnels de G et X(G) = Hom(G/G', C*) le groupe des caractéres non-
ramifiés de G.

Notons X, (G) le groupes des cocaractéres rationnels de G et soit Hg : G — X.(G) le
morphisme défini pour tout g € G, par (x, Hz(g)) = vr(x(g)), pour tout x € X*(G). Nous
noterons A(G) 'image de G dans X, (G) (ainsi A(G) ~ G/G?).

Soit ag; = X*(G) ®z R ~ X*(Ag) @z R et a; ¢ = X*(G) @z C. On a une surjection

aGc X(G)
x®s — [g|x(9)]°]

de noyau de la forme 27i/(log q¢) R, avec R = Homz(A(G), Z).Ceci définit une structure de
tore algébrique complexe sur X(G). De plus, pour tout v € aac, on notera Y, le caractére
non-ramifié de G associé par la surjection précédente.

Rappelons le fait suivant [Renl0, lemme VI.7.1]. Soit P (resp. )) un sous-groupe parabo-
lique de G de facteur de Levi M (resp. L) et p (resp. o) une représentation irréductible
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supercuspidale de M (resp. L). Soit m est une représentation irréductible de G telle que p
(resp. o) soit facteur de composition de r%(r) (resp. rg (7)), alors il existe g € G tel que
IM = Leto = pJ,oul'onanoté IM = gMg~' = {gmg=, m € M} et p9 la représentation
de L définie pour tout [ € L, par p9(l) = p(g~'lg). Ceci nous améne alors & introduire les
définitions suivantes.

Considérons ’ensemble des données cuspidales de G, c’est-a-dire 1’ensemble des couples
(M, p), ot M est un sous-groupe de Levi de G et p une représentation irréductible super-
cuspidale de M et définissons les relations d’équivalences suivantes : soit (L, o) et (M, p)
deux données cuspidales. On dit qu’elles sont

(i) équivalentes, s’il existe g € G tel que : IM = L et 0 ~ p9
(ii) inertiellement équivalentes, sl existe ¢ € G et x € X(L) tels que : IM = L et
o~p?®x
On appelle paire (ou support) cuspidale (resp. paire (ou support) inertielle) une classe
d’équivalence pour la relation (i) (resp. (ii)) et on notera Q(G) (resp. B(G)) I'ensemble
des classes d’équivalence pour la relation (i) (resp. (ii)). De plus, on notera (M, p) la paire
cuspidale (resp. [M, p] la paire inertielle) définie a partir de M et p.

Comme nous ’avons rappelé précédemment, pour toute représentation irréductible 7w de
G, on peut lui associer son support cuspidal défini comme étant la classe d’'une donnée
cuspidale (M, p) € Q(G) telle que p soit un facteur de composition de r$(r), ot P est
un sous-groupe parabolique de facteur de Levi M. Ceci définit donc des applications de
support cuspidal et support inertiel :

Sc:Irr(G) — QG), Si:Irr(G) — Q(G) - B(G).

Soit s = [M, p] € B(G) une paire inertielle. On définit les objets suivants

— Li={p@x,x € X(M)} = X(M)/X(M)(p), avec X(M)(p) = {x € X(M), p~p®x}
— Wse=Ng(s)/M ={g9ge€G, IM=M,3Ixe€X(M),p? ~px}/M

Le groupe fini W; agit sur T et le quotient T, /W s’identifie aux supports cuspidaux dans s,
c’est a dire a la fibre au-dessus de s par la projection naturelle Q(G) — B(G). Ainsi, Q(G)
est muni d’une structure de variété algébrique dont les composantes connexes, indexées par

s € B(G), sont des quotients de tores algébriques complexes par 'action de groupes fini
(voir [Renl10, Théoréme VI.7.1]). Ceci s’écrit

Q(G): |_| Ts/Ws
seB(G)

L’application Si induit une partition de Irr(G) suivant le support inertiel

Irr(G) = |_| Irr(G)s,
seB(G)

oit Irr(G), = Si~!(s). Plus concrétement, Irr(G), est I'ensemble des sous-quotients irré-
ductibles des induites i%(p ® x), pour Y parcourant X(M), c’est-a-dire

Irr(G)s = || JHEG(p® X))

PRXETs /W

A présent, pour tout s € B(G), notons Rep(G)s la sous-catégorie pleine de Rep(G) des
représentations dont tous les sous-quotients irréductibles sont dans Irr(G)s.
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Théoréme 3.1 (Bernstein,[Ber84} 2.10, 2.13|, [Renl0, Théoréme VI.7.2, VI.10.3]). Toute
représentation m de G est scindée selon QU(G). La catégorie Rep(G) se décompose en produit
de catégories

Rep(G) = H Rep(G)s.
s€B(G)

Par ailleurs, si 3(G)s désigne le centre de la catégorie Rep(G)s, alors
3(G)s ~ C[T5/Ws].

Ainsi,

3(G) = ClQ(G)]

3.2 Algébres de Hecke affines

Soit R = (X, %, XV, XV, A) une donnée radicielle basée, c’est-a-dire un quintuplet formé
de

— deux Z-modules libres de rang fini X et X" en dualité parfaite ( , ) : X x XV — Z;

— deux sous-ensembles finis ¥ C X \ {0} et ¥V € XV \ {0} et une bijection ¥ — XV,
a — oV telle que pour tout a € 3, (o, ") = 2;

— pour tout a € X, laréflexion s, : X — X, 2 +—— 2 — (x,a" )« stabilise ¥

— pour tout a¥ € ¥V, la réflexion sov : XV — XV, y— y — (a, y)a" stabilise ¥V ;

— un sous-ensemble A C X de racines simples et ¥* C ¥ un sous-ensemble de racines
positives.

On suppose que le systéme de racines X est réduit, c’est-a-dire, pour tout o € X, 2« & 3.
On note W le groupe de Weyl associé a X, c’est-a-dire le groupe engendré par {s,,a € X}
et ¢ la fonction longueur de W. Notons par ailleurs T = XV ®z C* et pour tout x € X
définissons 6, par

0, : T — C*
YRz — oW

Soit A\: A — Net \*: {a € A, @Y € 2XV} — N des fonctions telles que A(a) = A()
et A*(a) = M\*(«/) pour tout o, & € A qui sont W-conjuguées.

Définition 3.2. Soit v une indéterminée. On appelle algébre de Hecke affine associé a la
donnée radicielle R et de paramétres (A, \*), et on note ’H;\z’)‘* (ou plus simplement H), la
C[v*t!]-algébre associative unitaire définie par les générateurs (T}, )wew et (0z)zcx vérifiant
les relations :

— pour tout a € A, (Ts, + 1)(T%, — v MN¥) =0;

— pour tout w, w’ € W tels que £(ww') = L(w) + L(w"), Ty Tw = T ;

— pour tout z, 2" € X, 0,0, =0,y ;

— pour tout x € X, € A, 0,Ts, — T, 0, () = (02 — 0, () (G(a) — 1), avec

2A(a) _
90{,00711 si O[v ¢ 2X\/
G(a) = o
AMa)+A*(a) _ Ae) =2 ()
(Oav 1)(Oav +1) oY € 2xV

020 — 1
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Soit R un groupe fini qui agit sur R et tel que pour tout r € R,a € A, A(r(«a)) = A«) et
A (r(a)) = A(«). On peut considérer le groupe de Weyl étendu W/ = R x W et 1'algébre
de Hecke affine étendue
H' = C[R] x H,
les générateurs (J;)rer de C[R] vérifiant pour tout r,7’ € R, z € X, w e W:
JrTw = Towydrs Jrble = Or@ydry Jrdpr = Jppr.

Soit Hyy (resp. A) la C[vt!]-sous-algébre de H engendrée par (Ty)wew (resp. (0z)zex). En
tant que C-algébre, on a les isomorphismes

Hy ~ C[W] @c Clv*!],
A~ C[T x C¥], (algebre des fonctions réguliéres sur T x C*)

et en tant que Cv*!]-module, on a 'isomorphisme
H ~ Hw Xt A.

Dans le cas d’une algébre de Hecke affine étendue, en notant Hy» = C[R] x Hyy, on a de
méme

H ~ H{/V Q1] A.
De l’action naturelle de W sur 7' x C*, se déduit une action sur A (pour tout w € W, f €
AteT x C* w- f(t) = f(w™!-t)). Notons A" les points fixes de A sous I’action de W.
Ce sont les fonctions réguliéres sur T x C* constantes sur les W-orbites.

Théoréme 3.3 (Bernstein-Lusztig |[Lus89, 3.11]). Le centre de ’algébre de Hecke affine H
est Z = AW . Supposons que Uaction de R soit fidele. Alors, le centre de H' est Z2' = AW .

Soit mod(H) (resp. mod(H')) la catégorie des H-modules (resp. H'-modules) de dimension
finies. D’apreés le lemme de Schur, pour tout H-module irréductible, le centre de H agit par
un caractére w : Z — C. Par ailleurs, d’aprés le théoréme de Bernstein-Lusztig, ce carac-
tére central correspond & un élément de T'/TW x C*. Pour tout caractére central w : Z — C
(correspondant a I'élément (s, z) € T'/W x C*), notons mod(H)., (ou mod(H) s .y) la caté-
gorie des H-module dont tous les sous-quotients irréductibles admettent w pour caractére
central et Irr(#),, (ou Irr(H)(s .)) les H-modules irréductibles admettant w pour caractére
central. On obtient les décompositions suivantes

mod(H) = [[ mod(#H). Irr(H) = | | Irr(H)..

weZ weZ

Soit M un H’-module de dimension finie. Pour tout ¢t € T', on pose
M; = {m e M,3d e N,Vz € X, (0, — x(t))%m = 0},

et
Xt ={zeX,YVaeA, (z,a") >0}

Définition 3.4. Soit M un H'-module de dimension finie ot v agit par un réel vp € R% —

{1}.

— On dit que M est tempéré, si pour tout x € X et pour tout t € T tel que M; # 0,
log |z(t)|/ log |vg] < 0.

— Soit Z un sous-réseau de X contenu dans le centre de H'. On suppose que Z agit sur M
par un caractére unitaire et que Z U A engendre un Z-module d’indice fini de X. On dit
que M est de carré intégrable modulo Z, si pour tout x € X+\{0} et pour tout t € T
tel que My # 0, log |x(t)|/ log |vo| < 0.
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3.3 Algeébres de Hecke graduées

Soit t = XV ®z C l'algébre de Lie de T et t* = X ®z C son dual. La dualité entre X et XV
s’étend en une dualité entre t et t*. Soit r une indéterminée et S(t*) l’algébre symétrique de
t*. On fixe une orbite O (resp. O') d’un élément ¢ € T sous 'action de W (resp. W).

Définition 3.5. On appelle algébre de Hecke graduée associé a la donnée radicielle R
et a l'orbite O, et on note Hg o (ou plus simplement Hp), la C[r]-algébre engendrée par
(tw)wew, S(t*) et un ensemble d’idempotents orthogonaux (Es)s,co avec

— pour tout w,w’ € W, tyty = tww ;

— pourtout 0 € O, 0 € A, Eyts, =ts, Fsoo;

— ZUGO Ey, =1,

— pour tout & € A, vy € t*, vts, — ts,Sa(y) = rg(a)(y, V) avec g(a) = 3 co ps(a) Ey et

0 si sq(0) # 0
po(@) =1 2X(a) si sq(0) =0,a" ¢ 2XV
Ma) + X ()0_n(0) sisq(o) =00 €2XY

On peut encore une fois considérer I’algébre de Hecke graduée étendue
;270 = C[R] X HR,O ~ HR,OH
les générateurs (j,),cr de C[R] vérifiant pour tout r,7’ € R, vy € t*, 0 € O, w e W :

Jrtw = tr(w)jra Jry = T(V)jra Esjr = v Eroy Jrjrr = Jrr-

Supposons 'espace d'un instant que O est un singleton. Dans ce cas, nous noterons H,.
l'algebre de Hecke graduée associée a O. Pour étre plus précis, H,,. est en tant que Cir]-
module C[W] ®c S(t*) ®c C[r]. Ainsi H, est engendrée par (ty)wew, S(t*) et vérifie les
relations suivantes

— pour tout w,w’ € W, tyty = tww ;

— pour tout @ € A, y € t*, vt — ts,5a(7) = ruc(a)(y, ") avec

2 (@) si sq(0) =0,a" ¢ 2XV

po () = )
Ma) + X () _o(0) sisy(o) =0, €2XY

Revenons au cas général et considérons Zy (¢) = {w € W,w - = (} et Zy(¢) = {w €
W' w-¢ = (}. Soit {wy, - ,wy,} (resp. {w], -+ ,w],}) un ensemble de représentants de
W/Zyw (C) (vesp. W' /Zw(()) avec wy = w) = 1. Notons & (resp. £’) la C-algebre engendrée
par (Ew,¢)ie[1,n] (resp. (Ew:¢)ie[1,m]) et définissons

A=St ®C)®cé ~Clrlec St ®c ¢,
A'=St'®C)wc & ~Clrl®c S(t) ®c &
De plus, S(t* @ C) = S(t*) ®c CJr] s’identifie a I’algébre des fonctions réguliéres sur t @ C.

Proposition 3.6 ([Lus89, 4.5]). Le centre de Hop est Z = AW. Supposons que laction de
R soit fidele. Alors, le centre de HYy est Z' = A,
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Comme précédemment, tout caractére central w : Z' —+ C correspond & un élément
(o,710) € t/Zw(¢) x C.

Soit M un H,-module de dimension finie. Pour tout v € t, on pose
M, = {m € M,3d € N,Vy € S(t*), (v — y(v))%m = O} ,

et
S(E)F = {7 € S(t),Ya € A, (7,0) > 0}.
Définition 3.7. Soit M un H’-module de dimension finie ot r agit par un réel rq € R*.

— On dit que M est tempéré, si pour tout v € t tel que M, # 0, pour tout v € S(t*)*, on
a Re(vy,v)/Re(rg) <0.

— Soit Z un sous-réseau de X tel que Z ® C est contenu dans le centre de H'. On suppose
que Z agit sur M par un caractére unitaire et que ZU A engendre un Z-module d’indice
fini de X. On dit que M est de carré intégrable modulo Z, si pour tout si pour tout v € t
tel que M, # 0, pour tout v € S(t*)™, on a Re(y, v)/Re(rg) < 0.

Soit ¢ € O'. Définissons la donnée radicielle basée suivante R¢ = (X, %, XV, %Y, A¢) par

1 siaY g€2XVY
Ecz QGE,HQ(C): ;
+1 sia¥ €2XV
> =%.nx;
EZ = {av,a €}
Ap = {a € ¥F, o n’est pas de la forme o/ + o avec o/, € Ezr} :
We = (8a, 0 € A¢);

R; = {w € Zw(C),wSE = zg}

On a alors Zy(¢) = R¢ x We. La Zy(¢)-orbite de ¢ étant évidemment un singleton, on
peut considérer 'algébre de Hecke graduée étendue

Hf, .. = C[R() x Hr, .

Pour tout ¢, 5 € [1, m], posons
Eij =t~ Ectu,,

et notons M, la C-algébre engendrée par (E; ;).

Rappelons rapidement la décomposition polaire pour le tore complexe T'.

Soit S' le groupe des complexes de module 1, T, = XV ®z St et T), = XV @z R7. Le
tore T = XV ® C* admet alors la décomposition T' = T, x T},. Ainsi, tout élément s € T
admet une unique décomposition s = s.8;, = SpSe, avec s, € T, et s, € Tp. On dit que s,
est la partie elliptique de s et sy, la partie hyperbolique. Ces éléments ont aussi la propriété
suivante : pour tout caractére algébrique x : T — C*, x(s.) € St et x(s5) € R’ . De la
méme facon, en notant tg = XY ®z R et tr = X" ®7z iR, alors t = tr © LiRr.
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Soit ¢ € T un élément elliptique et O’ la W'-orbite de (. L’application

tr®C — T xC* |,
(v,m9) > (Ce¥,€™)
est Zy({)-invariante et elle fait correspondre W' - ((e”,e™) a Zy(C) - (v,70). Ainsi, elle

induit une bijection entre les caractéres centraux de H' de partie elliptique dans O’ et les
caracteres centraux hyperboliques de Hy,.

Théoréme 3.8 (Lusztig). Soit ¢ € T un élément elliptique, v € tr, 79 > 1 un réel.
Soit w = Zw(C) - (v,70) un caractére central hyperbolique de H, et w = W' - ({e”,€"™) le
caractére central de H' correspond a @ par lapplication précédente.

Soit My, la C-algébre engendrée par (E; ;) et Cp, = > i1 CEj 1.

1. [Lus89, 8.6] L’algébre M,, est un algébre de matrices et on a un isomorphisme
H;Z,O ~ Mn Xc ng(,#g = Mn XRc (HRC#‘C X C[Rd)
2. Le foncteur
F: mod(HkCM) — mod(Hp o) ,
V — C,®cV

est une équivalence de catégories et en tant que C[W']-modules, F (V) = Ind?/v;,(g)v.

3. [Lus89, 9.3] Il y a une équivalence de catégories
mod(H’% )w =~ mod(Héz,O)g,
qui combiné avec la précédente donne lieu a I’équivalence de catégories
mod(H’ )w =~ mod( 93@/1()5'

4. [Lus02d, 4.3,4.4] Cette derniére équivalence de catégories, préservent les modules
tempérées et ceux de la série discréte.

3.4 Algébre de Hecke graduée associée a triplet cuspidal

Soit H un groupe réductif connexe complexe, P = LU un sous-groupe parabolique de H.
Notons h I'algébre de Lie de H et p = [ 4 u celle de P. Soit C C [ une L-orbite nilpotente
supportant un systéme local irréductible cuspidal L-équivariant noté £. Notons t = [L,C, L]
le triplet cuspidal correspondant.

Soit 1" le plus grand tore central dans L, c’est-a-dire ' = Z} et t son algebre de Lie. On
sait que Wf = Ng(T)/L est un groupe de Coxeter. Plus précisément, pour toute forme
linéaire o : [ — C, notons

ha ={x €h, VL €L, [t,x] = aft)x},
son espace de poids. Notons
E:{QEt*a a#07 ho&?éo}v

et
YT ={ae€X b, Cul
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Soit Py, ..., Py, les sous-groupes paraboliques de H qui contiennent strictement P et qui
sont minimal pour cette propriété. Pour tout ¢ € [1,m], notons L; le sous-groupe de Levi
de P; qui contient L et E;-" ={a€X, ) = 0}. Onaalors ;[ Nu = D e+ ba et Xest
un systéme de racines (non nécessairement réduit) dans t* qui est engendré plar les formes
linéaires de t qui sont nulles sur le centre de . De plus, Zj contient un unique élément «;
tel que o;/2 ¢ ¥. L’ensemble A = {ay, ..., ay,} est un systéme de racines simples de 3. De
plus,Wf est le groupe de Coxeter engendré par les réflexions simples s;, oil s; est 'unique
élément non trivial de Ny, (T")/L.

Soit N € C. Pour tout o € A, soit pi(a) = 2 le plus petit entier tel que

ad(N)M @=L nu—s [, N,

est nul. Si @ € A est conjuguée a o/ € A dans W/, alors y(a) = p(a’). La fonction
e : A — N est une fonction parameétre dans le sens vu dans la section précédente.

Considérons l’algébre de Hecke graduée associé a ce triplet cuspidal. Comme nous ’avons
déja vu précédemment, c’est le C[r]-module C[W] ®c S(t*) ®c Clr| que 'on note H,,, =
H,, (t*,X). Elle est engendrée par (t,)wew et (7)yee vérifiant les relations

— pour tout w,w’ € W, tyty = tuww ;
— pour tout a € A,y € t5, 7ts, — ts,5a(7) = rp(a)(y, ).

Considérons les variétés suivantes :

b={(z.h) € x H,Ad(h )z €C+ t+u}
h={(x.hP) € x H/P,Ad(h™")z € C + t+u},
h=

(
(
{(.nP,W'P) € x H/P x H/P, (z,hP) € b, (x,h'P) € b},
~ ={(@,hP) € b x H/P,Ad(h™ ")z € C +u},

(

b = {(z,hP,'P) € b x H/P x H/P, (x,hP) € b, (x,h'P) € b },

et les applications pr : h—C (resp. prp : h— h) qui & Ad(h~ 1)z € C + t 4 u associe
sa projection sur C (resp. (x,h) — (x,hP)). Notons Hc = H x C* et de la méme fagon
Lc = L x C*. On a une action de Hc sur chacune de ces variétés donnée par

(g, A) - (z,h) = (A\"?Ad(g), gh) (9. ) € He, (,h) € b,
(gv /\) : (xahp = ()\_QAd(g).Z‘,ghP) (97 )‘) € HC> (x7h) € 67
(g, \) -z =12z (9,\) € Hc,z €C.
b
PV ‘P
C b

Puisque £ est Lc-équivariant et que les deux projections pre, prp sont Hc-équivariante,
il existe un unique systéme local Hc-équivariant sur h noté L tel que

priL = pripL.
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Notons toujours Lle systéme local obtenu par restriction sur b N et L* son dual. Le systéme
local £ X £* sur bN X hN donne par tiré en arriére, a travers hN — f)N X hN, un systéme

local noté £ sur hy. A présent, considérons Uespace d’homologie équivariante tel qu’il a été
défini dans [Lus88, §1],

HJ'® (b, £).
Le groupe W agit a gauche et a droite sur cet espace. D’apres |[Lus88, 4.2], 'espace de
cohomologie Hyy (hn,C) est isomorphe en tant qu’algébres graduées a S(t* @ C). Ainsi
S(t*® C) ~ H;IC(BN, C) agit sur He(hy, £) (via les deux projections hy — by et le
cup-produit), si bien qu’en tant que H,,-bimodule, Lusztig prouve |Lus88, 6.3,6.4],

Hflc(hl\ﬁ'/:‘) = HM&’

Décrivons les modules standards pour H,,, construit par Lusztig.
Soit & € h un élément nilpotent et P, la variété

P, ={hP € H/P,Ad(h" )z € C +u}.

Le centralisateur Zp (x) agit sur Py par (g, \) - hP = ghP. Soit Z la variété des classes
d’éléments semisimples sous l'action de Zy (x)° dans

3uc(z) ={(0,70) € h @ C, [0, 2] = 2rox}.

Notons H% o@e = H}H (I)o(point, C). Le morphisme P, — point, défini un morphisme

de C-algebres HY, (@) HZH (@ )O(Pm, C). D’apreés |Lus88, 1.3], H.ZHC (I)O(Px, L) est un

H%H (@)° (Pa, C)- module et donc un Hj  (po-module.
C

De plus, d’aprés |Lus88, 8.7|, l'algébre des fonctions réguliéres sur Z est isomorphe a
H%Hc(x)"‘ Soit s = (o,79) € Z. Notons Cg le H}Hc(x)o—module donné par I’évaluation
au point s et considérons le H, -module défini par

M(O‘, 7“0,:L‘) = CS ®H%H (o0 HZHC(JC) (P:vaﬁ)
c

Pour tout n € Irr(Ag (o, o, z)), définissons
M(Ga To, T, 77) = HOHIAHC (o,r0,2) (773 M(Ja 70, l‘))

Notons Irr(Ag(z))e ensemble des représentations irréductibles 77 de Ag(z) telles que
(CH %) soit associé par la correspondance de Springer généralisée a [L,C, £]. De plus, on a
une injection de Ap (0,70, 2) = Ap(o,x) dans Ay (x) et on note Irr(Ap (0,70, z)) 2 'en-
semble des représentations irréductibles de A (o, 79, x) apparaissant dans la restriction a
Apg (0,10, ) d'une représentation 7 € Irr(Ag(z)) 2.

Théoréme 3.9 (Lusztig). 1. [Lus88, 8.10] M(o,ro,z,mn) # 0, si et seulement si,
n € Irr(Ag(o,r0,2))

2. [Lus88, 8.15] Tout M, -module simple sur lequel r agit par ro est un quotient
M(o, 70, 2,m) d’un M(o,70,2,7), avec n € Irr(Apg(o,70,2))
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3. [Lus88, 8.17], [Lus95b|, 8.18] L’ensemble des classes de H,,, -module simple de carac-
tere central (o,19) est en bijection avec

Ms ={(z,n),[o,z] = 2roz,n € Irr (A (0,z))r}

4. (Lus02b, 1.21] Un H,,-module simple M(c,r9,x,n) est tempérée, si et seulement si,
il existe un sly-triplet (x,h,y) vérifiant [o,z] = 2roz, [o,h] = 0, [o,y] = —2roy et
o — roh est elliptique. Dans ce cas, M(o, 19, z,1) = M(0, 70, 2,7)

5. [Lus02b, 1.22] Si de plus CH est une orbite nilpotente distinguée de H, alors

M(o, 79, x,n) est une série discréte.

Décrivons le systéme de racines, le groupe de Weyl et les paramétres associés a un triplet
cuspidal dans le cas des groupes classiques. Ceci est complétement traité dans [Lus88, 2.13].

H L partition R Rred parametres
Spoy  (CF) xSy, (19x(24...2d)  BCG B &b 2 Z 2]
2 2 2 2 2
(c" (1) Cn  Cn o0—O0—0 o —o0

SOn  (C*)*xSOn (1)x(L,3,...,2d+1) By B &5 5  H.5G—0

2
2 2 2 2
SO2y, (c*)n ) D, D, O—0—0
2

Remarque 3.10. Dans la table précédente, on suppose que n’ # 0 et N’ # 0.

3.5 Equivalence de catégories entre Rep(G), et mod(H.)

On reprend les notations de la section Bernstein a montré que pour tout s € B(G), la
catégorie Rep(G)s est équivalente a la catégorie des modules a droite sur Endg(I1;), ou I,
est une certaine représentation de G.

A présent, on suppose que G est 1'un des groupes SOy (F) ou Spy, (F). Dans |Heill],
Heiermann a « calculé » Endg(Il;), c’est-a-dire qu’il a montré que Endg (Ils) est isomorphe
a un produit semi-direct d’une algébre de Hecke affine par I'algébre d’un certain groupe
fini. De plus, dans [Heil0] il a explicité les paramétres de cette algébre de Hecke en fonction
des paramétres de Langlands de la représentation supercuspidale définissant la paire
inertielle s. Rappelons briévement sa démarche.

Soit § = [M, o] une paire inertielle de G et P un sous-groupe parabolique de Levi M.
Notons Ajs le tore maximal déployé dans le centre de M, apr = X.(Ay) @z R et a}, =
X*(Anm) ®z R, £(Apr) Pensemble des racines non triviales de Ay dans I'algeébre de Lie de
G, X(P) C X(An) le sous-ensemble des racines qui agissent dans ’algébre de Lie du radical
unipotent de P et ¥,q(P) lensemble des racines réduites de ¥(P). Nous noterons O,
l'orbite de o sous l'action des caractéres non-ramifiés de M, c’est-a-dire O, = {0 @ x, x €
X(M)} (c’est aussi le tore Ty).
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Les groupes de Levi de G étant isomorphes a des produits de groupes linéaires et d’un
groupe de méme type que G, o se décompose en produit tensoriel de représentations qu’on
regroupe par orbite inertielle. On peut supposer que M = GL?1 X ... X GLf;: X Gy et
oc=o011X... Koy Ko 1 X...0.0 K7 avec

— pour tout ¢ € [1,7] et pour tout j € [1,4], o;; est une représentation irréductible
supercuspidale de GLyg; ;
— pour tout i € [1,7] et pour tout j,5" € [1,4], Os,; = O, ,;

¥

— pour tout i,i" € [1,7], pour tout j € [1,4;], j" € [1,ls] et i #7', O, ; # Ooy 15
— une représentation irréductible supercuspidale 7 de G,,.

Quitte a multiplier par des caractéres non-ramifiés, on peut supposer que

c=0X..KoK..Xo.X...Xo,.Nr,
—_——— —_——
2 Ly

avec o0; une représentation irréductible supercuspidale de GLg;,. A présent, si Op, = O,v,
alors il existe un caractére non-ramifié de GLg;, x = |det()|* tel que o} = o;x. Notons
x'/? = | det(-)|%/?, si bien que (o;x'/?)Y = o;x'/2. Ainsi, quitte a faire les considérations
précédentes et en conjuguant par un élément de W si nécessaire, on peut supposer que les
o; vérifient les conditions (C) suivantes :

— pour tout i € [1,7], si Oy, = O,v, alors 0; ~ 0 ;

— pour tout 7, j € [1,7], si i # j, alors o; % 0, 0; £ 0

(©) — pour tout ¢ € [1,r], ou bien il existe s € R~ tel que ;| |* x 7 est réduc-
tible, ou bien pour tout s € R~o, 0| |* % 7 est irréductible.

On peut ainsi distinguer trois cas de figure :
(i) 05 >~ o) et il existe s € RY tel que o3| |* X 7 est réductible;
(ii) 03 ~ 0, et pour tout s € R%, 0] |* X T est irréductible ;
(iii) o 2 oY

La fonction p d’Harish-Chandra ([Heill, 1.2,1.3|) permet de définir un sous-ensemble de
Y (Apr) qui forme un systéme de racines. Dans |[Heill, 1.13], Heiermann décrit explicitement
les racines et le type du systéme de racines en fonction de la distinction de cas précédente.
Enfin, en |[Heilll 6], en prenant en compte les caractéres de « torsion », c’est-a-dire les
élements de X(M)(o), il construit une donnée radicielle basée a partir des données précé-
dentes, qu’on note Rp = (Ao, X0, AY, Lh, Ap) et des fonctions parametres (dans le sens
des algebres de Hecke) qui sont définies directement & partir de la forme de la fonction p,
ou plus précisément des poles de p(o ® -) (voir [Heill, 1.6]). Ces paramétres correspondent
aux « points de réductibilités » de certaines induites paraboliques. Nous y reviendrons plus
tard.

Par ailleurs, le tore associé au réseau Ao correspond a T; et X est réunion de sous-systémes
de racines irréductibles ¥; qui ne dépendent que de o;. On fixe i € [1,r] et on considére o;.
On obtient une description du type du systéme de racines 3J; en fonction de la distinction
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de cas précédente

Levi (i) (i)  (iii)
g.

SO2TL+1 ;:1 GLdJ] X SOQn'-‘rl Bfl D& Aéi—l
E.

;:j G'Ldj7 X Sp2n’ B&' Dfi Agi,1
Sp2n , el_

i=1 GLg, Co, Dy Ay

- GLZ; x SOsw By, Dy Ay

SO I GL{, ki>2  Cy Dy Ay
e.

On peut décrire a présent plus précisément le groupe Ws. Soit W, le groupe de Weyl associé
aRp et E;g un systéme de racines positives (correspondant au choix de P). Posons Rs =
{w € We,wE§ = £5}. On a alors

Wg - Wso X R5.

(o]
5,07

De plus, le groupe W, est le produit direct des avec Wy, le groupe de Weyl associé au

systéme de racines ¥; défini par ;. Décrivons son action sur un élément m € M. Ecrivons
m = (M j)icl,r].je[1,6]> Pour tout i € [1,7],5 € [1,£; — 1], notons s; ; € Ng(M)/M dont

I'action sur m permute les éléments m; ; et m; j+1 et s, ¢, € Ng, (M)/M dont 'action sur

m permute m; ¢, et Tmi_l,

7

Soit ¢ € [1,r]. Alors Ws‘s’i est engendré par :

(sij,7 € [1,4]) si o; vérifie (i)  groupe de Weyl de type By, /Cy,
i = (sij,j€ 1,6 —1], siygisi,gi,ls;é) si o; vérifie (ii)  groupe de Weyl de type Dy,
(sij,7 €[1,6; —1]) si o; vérifie (iii) groupe de Weyl de type Ay, _1

Décrivons le groupe R; (voir [Golll, 1.5]). Pour cela, notons
C={ie[l,r], o; vérifie (ii)},
C.={ieC, di=0 mod 2},
Co={ieC, di=1 mod 2}.
Il vient alors

— 81 G = Spy,, ou G = SOg;,41, alors

ieC
— 81 G = SOg,, et M = GLfll1 X ... X GLg’; x SOy, avec n’ > 2, alors

Rs = H <T‘1>

ieC
— 81 G = SO9,, et M = G:Lf;l1 X ... X GLfﬁv alors

R; = H <7"Z> X <’f‘i7“j,i,j S CO>.

1€Ce
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Revenons sur les valeurs explicites des paramétres. Dans [Heil0|, a I’aide des travaux de
Bernstein et Zelevinsky d’une part et de Arthur et Moeglin d’autre part, Heiermann décrit
explicitement les valeurs des fonctions paramétres en fonction du parameétre de Langlands
de o.

Soit i € [1,r]. Notons t; 'ordre du groupe X(GLg,)(0;). Si 0; est autoduale, soit ¢; un
caractére non-ramifié de GLg, tel que o;¢; soit autoduale, non isomorphe & o; et vérifie les
conditilons (C). Soit x; € Ry (resp. z, € Ry), 'unique réel positif tel que o;| |*i x 7 (resp.
0iG| % x 7) soit réductible. On peut supposer que z; > ;. Nous avons déja vu que Yo est
réunion de composantes irréductibles 3; dont le type est déterminé par o;.

— Si 3; est de type A, C' ou D, pour tout a € Ap N X;,
Ao(a) = 1.
— SiY; est de type B, pour tout o € Ap N X; racine longue,
Ao(a) = 1.
Si o € Ap N Y; est la racine courte, alors
Mo(ag) =z + ), Ap(oi) =z — 2.

Soit ¢, le paramétre de Langlands de la représentation supercuspidale 7. On rappelle que
I'on note Jord(¢,) le bloc de Jordan de ¢,. S’il existe un entier a € N tel que (m,a) €
Jord(¢,), on notera J; = {a € N, (m,a) € Jord(p,)}. D’apres la classification des séries
discrétes des groupes classiques de Meeglin, 'unique réel x; € Ry tel que o;| |* x T est
réductible, vaut :

ag;+1

—L—  avec ay, = max J,, si Jo, # 0
=4 1 si Jy,, # 0 et o; de type opposé a G
0 sinon

On remarque que si 2; est de type B et a; € Ap N 3; est la racine courte, alors Ao(«;) +
Ao(i) =2z = ag, + 1 et Ao(o) — Mp(a;) = 225 = al,. + 1.
On peut dés lors considérer ’algébre de Hecke affine

-
AoAGy
HRO - ® Hi,
i=1

qui est le produit tensoriel d’algébres de Hecke affines indexé par i € [1,r] associé a chaque
composantes irréductibles ¥; de ¥¢. Pour tout ¢ € [1, ], notons v; I'indéterminée associée
aH; et H; |ws=qti/? I’algebre obtenue par spécialisation de 'indéterminée v; en ¢'i/2. Notons
enfin

T
Hs = Q) Hily,—gtis2-
i=1
On obtient enfin le théoréme suivant
Théoréme 3.11 (Heiermann,|Heill, 7.7,7.8|,|Heil2|). Il y a une équivalence de catégories
Rep(G)s >~ mod (Hs % ClRs)) .

De plus, cette équivalence de catégories préserve les objets tempérés et ceux de la série
discréte.
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Soit ¢ un caractére non-ramifié unitaire de M. Nous avons vu dans la section [3.3|comment
associer a une algébre de Hecke affine, une algébre de Hecke graduée. La fonction paramétre
e associée & (Ao, A, est définie de la fagon suivante : pour tout o € Ap ¢,

200 () sia¥ ¢ 2A)
pe(a) = _
Mo(a) + A5 (a)0_o(¢) sia” € 2A)

Puisque s, = (, 6_4(¢) = 1. Plus précisément,

1 si(o®(Q)®*~o0®(
-1 si(o®Q)®* #2o®(C

0-a(C) =

Le quintuplet Ro ¢ = (Ao, Zo.¢, Ad: 2o ¢» Do) est une donnée radicielle basée et on peut
considérer I'algebre de Hecke graduée Hp,, . 4 % C[Rs ¢].

On rappelle qu’on utilise les notations de la section [3.1| et on revient briévement sur Ap.
C’est un sous-réseau d’indice fini de A(G) tel que

Ao @z C - Mo @z C* ~ X(M)/X(M)(0).

On peut décomposer Ap = P;_; @f;l A; j, ot A; ; est un sous-réseau de A(GLg,) d’indice

t;. Pour tout v;; € A;; ®z R, notons ¢;; = (Q,jxl,m,qt’ﬂ), Sij = (vij,ti(logq)/2),
¢ = (i), S = (5ij). Soit w = W, - ¢ le caractére central de H, de partie elliptique dans
I’orbite de ¢ et w le caractére central hyperbolique correspondant.

D’apreés les résultats de Lusztig (théoréme|3.8)), on a une équivalence de catégories :

mod (Hs X C[RS])w ~ mod (HRO,QM X C[RS,C])

-
En particulier,

Irr(G), ~ Irr (Hs x C[R,)),, ~ Irr (HRO,Q#C X C[R57C]>

o
Les valeurs de la fonction parameétre y¢ se lisent sur les diagrammes suivants (il s’agit du
diagramme de Dynkin associé¢ a ¥p ; ¢) :

2 2 2 2 2

Ay—1 Oo—0—0 o0—O0
Bu/C, 2% 2 2%l o edord(r)
By, /C, i 2 2 322 si o ¢ Jord(7)

2
2 2 2 2
Dy, oo =°
2



Chapitre 4

Le centre de Bernstein stable

4.1 Centre de Bernstein stable, d’aprés Haines

On dispose de deux paramétrages des représentations irréductibles d’un groupe p-adique
G. L’un par la théorie du centre de Bernstein, 'autre par la correspondance (conjecturale
en général) de Langlands. Il n’y a pas de bonne compatibilité entre ces paramétrages. Nous
voulons comprendre comment est relié le support cuspidal d’une représentation avec son
paramétre de Langlands. Le but de cette partie est de construire l’analogue «galoisien»
du centre de Bernstein, puis de le relier au centre de Bernstein via la correspondance
de Langlands. Il y a plusieurs fagons de voir le centre de Bernstein de G. On peut le
voir d’une part, comme le centre de la catégorie des représentations lisses de G, ou
d’autre part, comme une décomposition de cette catégorie suivant les paires inertielles, en
sous-catégories et voir le centre de cette catégorie comme ’anneau des fonctions réguliéres
du quotient d’un tore par I’action d’un groupe fini. On s’intéressera a construire I’analogue
du tore et du groupe fini. Pour cela, on doit définir les analogues «galoisiens» d’une
représentation supercuspidale, du tore des caractéres non ramifiés d’'un Levi, du groupe
fini qui agit sur le tore et enfin du support cuspidal.

On rappelle une décomposition de ’ensemble des classes de paramétres de Langlands
similaire & la décomposition de Bernstein. Pour cela, on suit Particle de Haines [Hail4]
légérement modifié.

Définition 4.1 (|Hail4, 5.1]). Soit ¢ : W) — G un paramétre de Langlands. Pour
w € Wr, on note d,, = diag(||w||'/?,||w||~'/?) € SLy(C), avec || - || la valeur absolue
définie pour tout w € W par ||w|]| = ¢7"*) et vp : Wr — Z la valuation qui envoie
tout Frobenius géométrique sur 1.

On appelle cocaractére infinitésimal de G, la G-classe de conjugaison d’un paramétre de

Langlands de la forme A : Wy — G et on le notera ()\) o

A tout paramétre de Langlands ¢ est associé un cocaractére infinitésimal de la maniére

suivante. On appelle

— partie semi-simple de ¢, le morphisme ¢* : Wp — G défini pour tout w € Wr par
¢*(w) = ¢(w, dw) ;

— cocaractére infinitésimal de ¢, la G-classe de conjugaison de ¢* et on la note (¢*) &

Remarque 4.2. Telle qu’elle est définie ici, la partie semi-simple d’un paramétre de Lan-
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glands correspond & la restriction au groupe de Weil du paramétre de Langlands pour le
groupe de Weil-Deligne « originel ». Nous reviendrons sur ce point dans la section 4.2.1

Soit ¢ : Wp — G un paramétre de Langlands. On rappelle que d’aprés [Bor79,
proposition 3.6] et sa preuve, un sous-groupe de Levi M de G contenant I'image de ¢
minimalement (parmi les sous-groupes de Levi de é) est unique & conjugaison par un
élément de Z@(Im ¢)° prés. De plus, si M est un tel Levi, alors sa composante déployée
(tore déployé maximal dans le centre) est un tore maximal de Z5(Im ¢), et réciproquement,

un tore maximal de Z a(Im ¢) est une composante déployée d'un Levi de G contenant Im 10)
minimalement.

Soit M un sous-groupe de Levi de G et posons

A= (X*(ZM)IF)<Fr> =X <(ZMIF)<Fr>> '

Dans [Kot97], Kottwitz a défini un morphisme surjectif
Ky s M o— A,

tel que M (voir section est le noyau du morphisme
M — A/ Ators.

Par suite, on obtient une bijection

X(M) ~ <(Z]\A/F) <Fr>>o

Ceci est compatible avec la correspondance de Langlands pour les caractéres d’aprés
|[Kall2]. Lorsque G est déployé, on obtient donc une bijection entre les caractéres non rami-
fiés de M et les paramétres de Langlands non ramifiés & valeurs dans Z]C\l/} qui & un caracteére

non ramifié y € X(M) correspond & un paramétre ¥ : Wp/Ip — ZX?' Dans la suite, si

M est un sous-groupe de Levi de CAT‘, on note %(1\7 ) = ;’7[ et on l'identifie aux paramétres
décrits précédemment.

Définition 4.3 ([Hail4} 5.3.3]). Appelons L-données cuspidales les couples (M, \) formés
d’un sous-groupe de Levi M de G et de A : W — M un paramétre de Langlands discret
de M. On dit alors que

(i) les L-données cuspidales (M, \;) et (Ma, Ag) sont associées s'il existe g € G tel que
ng = MQ et )\2 :g>\1;

(ii) les L-données cuspidales (M, M) et (]/\Zg,/ég) sont inertiellement équivalentes s’il
existe g € G et x € X(Ms) tels que IM; = My et Ag = I\ x.

Une classe d’équivalence pour la relation (i) (resp. (ii)) est appelée support cuspidal (resp.
support inertiel).

On note Q(G)s; (resp. B(G)st) I'ensemble des classes de données L-données cuspidales (resp.
de classes inertielles). Comme pour ©(G), 'ensemble Q(G)g est muni d’'une structure de
variété algébrique dont les composantes connexes sont indexées par B(G)g et sont des
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quotients de tores complexes par I’action de groupes finis. On a de méme une décomposition
de I'ensemble (des classes) de morphismes admissibles de G :

*(G)= || @@

LEB(G)st

ou ®(G); désigne 'ensemble des classes de morphismes admissibles dont le cocaractére
infinitésimal est dans i.

Pour étre plus précis, si i = [M\, )\]a, on a ¢ € ®(G); si et seulement si, il existe y € f{(]\//f)
tels que (¢™)5 = (Ax)g. On notera aussi ®(G), l'ensemble des parameétres ayant pour
cocaractére infinitésimal \.

Soit i = [M Alg une paire inertielle de G. Le tore associé a cette paire inertielle est
Ti={(Wg x € XM}

Ce dernier a une structure de tore complexe via la bijection T; ~ 36(]\/4\ )/ 3‘:(]\/4\ )(A), ol
X(M)(A) est I'ensemble fini des cocaractéres non ramifiés x € X(M) tels que (\) 5 =
(Ax) ;- Le groupe de Weyl fini associé a cette paire inertielle est le sous-groupe du groupe

de Weyl de M dans G stabilisant i, c’est-a-dire
W, = {w € N5(M)/M, 3x € X(M), ("N = (M) g} -
L’ensemble des caractéres infinitésimaux dans i s’identifie au quotient 7;/W;.

Définition 4.4 (|Hail4, p.15]). On appelle centre de Bernstein stable de G et on note
3(G)st 'anneau des fonctions réguliéres sur Q(G)st

5(G)st = C[Q(G)St]-

Expliquons rapidement la terminologie « stable ». Ce qui suit n’a rien d’original et est
(presque) l'exacte traduction des explications qu’on retrouve dans |[Vog93|, [Hail4] et
[SS13]. Tout d’abord, supposons la correspondance de Langlands locale pour G et pour tous
ses sous-groupes de Levi. Soit (L, o) € Q(G) Rappelons qu’on note recL( ): Wh — Lle
paramétre de Langlands de o. Notons M un sous- groupe de Levi de G qui contient mini-
malement I'image de A, = recr(0)** (ils sont conjugués par Z5(A»)°). On définit ainsi une
application

QG) — Q)
(L,o) — (M)

st .
I'eCQ(G)

On conjecture (|Vog93, 7.18], [Haild, 5.5.2], [SS13, 6.3]) que recg(G) est un morphisme
fini de variétés algébriques (surjectif si G' est quasi-déployé, ce que nous avons supposé) et
que l'application induite 3(G)st — 3(G) a la propriété suivante : si f € C°(G) (espace
des fonctions sur G localement constantes, a support compact et a valeurs complexes) est
telle que ses intégrales orbitales stables s’annulent aux éléments semi-simples, alors pour
tout 2% € 3(G)s d’image z € 3(G), le produit de convolution z x f € C°(G) a la méme
propriété.

Soit ¢ : Wp — G un paramétre de Langlands tempéré. Pour tout 7 € II4(G), notons
N € Irr(Sg) la représentation correspondante. On conjecture que la distribution

S04 = Z dim(ny )tr(n7),

7I'€H¢(G)
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est stable. Plus généralement, c’est-a-dire dans le cas non-tempéré, Vogan conjecture qu’on
peut définir des distributions stables de la forme

SO = Z aztr(m),

oll a, est un entier non-nul pour un nombre fini de représentations irréductibles 7 qui ont
tous le méme cocaractére infinitésimal . Soit zgy € 3(G)st et 2 € 3(G) correspondant.
Alors, pour tout f € C°(G), on a

SO(z* f) = z4(AN)SO(f).

Conjecture 4.5 (Vogan [Vog93, 7.18|, Haines |Haildl 5.2.2|). Soit M un sous-groupe de
Levi de G, o une représentation irréductible supercuspidale de M et m un sous-quotient
irréductible de iIGJ(U), avec P un sous-groupe parabolique de G de Levi M et ig le foncteur
d’induction parabolique normalisée. La correspondance de Langlands pour M (resp. pour
G) associe & o (resp. w) un paramétre ¢y : Wp —> M (resp. ¢ : Wp — G). A
@—conjugaison p/\rés, on a un plongement naturel M < G et on peut pousser en avant
b Wp — M — G. La correspondance de Langlands devrait étre compatible avec
I’égalité des cocaractéres infinitésimaux suivante

(0%)a = (%) 5
Ceci implique que le cocaractére infinitésimal de ¢, ne dépend que du support cuspidal de
7. Bien que o soit supercuspidale, la restriction a SLy(C) de ¢, n’est pas nécessairement
triviale. Cette situation n’arrive pas pour GL,,(F') et SL,,(F') mais dans GSp4(F), Sp,(F)

et SO5(F') il y a de telles représentations supercuspidales. Donnons un exemple d’une telle
situation.

Exemple 4.6. Considérons le paramétre ¢ = So @ (X .Sy de GSpy(F), ou  est un caractére
quadratique de Wr et Sy la représentation irréductible de dimension 2 de SLy(C). Il définit
un L-paquet constitué d’une représentation de carré intégrable modulo le centre (notée
5([¢,v¢], v~ /%) dans [ST93] et qui est un sous-quotient irréductible de l'induite v¢ x ¢
v~1/2) et d’'une représentation supercuspidale de GSp,(F) cf. |[GT11, p.1876] et [RSO7,
Table A.7]

Définition 4.7 (|Hail4, 5.1 & 5.3.3]). Soit 1 = []\/4\, )\]@ une paire inertielle. On appelle
paquet infinitésimal (ou classe infinitésimale selon Haines) la réunion des L-paquets de
parameétres admettant A pour cocaractére infinitésimal et on note

M(G) = || H4(G).
PEP(G)A

On appelle paquet inertiel de i la réunion des paquets suivant

L(G) = || My(G)
XET /Wi

Soit (M, o) une donnée cuspidale de G. La classe des sous-quotients irréductibles de i%(o),
ol P est un sous-groupe parabolique de G admettant M pour Levi, ne dépend pas du
choix de P. Tl est donc licite de noter JH(i%(c)) I'ensemble de ces sous-quotients irré-
ductibles. Par ailleurs, si L est un sous-groupe de Levi de G, notons ®(L)cusp 1'ensemble
des paramétres de Langlands de L dont le L-paquet contient des représentations super-
cuspidales de L. On ajoutera A en indice pour signifier que 'on impose aux paramétres
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de Langlands d’admettre A pour cocaractére infinitésimal. Pour ¢ € ®(L)cusp, on notera
y(L)cusp = Ig(L) N Irr(L)cusp- En général, si le cocaractére infinitésimal X est fixé, il y
a peu de sous-groupe de Levi L de G tel que ®(L) )Acusp S0it non vide. On notera L(G)y
I'ensemble des (classes de) sous-groupes de Levi L de G a G- conjugaison prés, tel que
® (L) cusp soit non vide. La conjecture de compatibilité est équivalente & dire que le
paquet infinitésimal défini par A est constitué des sous-quotients irréductibles des induites
de représentations supercuspidales dont les paramétres de Langlands admettent A pour
cocaractére infinitésimal. On obtient donc la proposition suivante.

Proposition 4.8. La conjecture de compatibilité de la correspondance de Langlands pour G
avec | mductwn parabolique (conjecturew est équivalente a ce que pour tout sous-groupe
de Levi M de G pour tout cocaractere infinitésimal discret A : Wp — M on a :

(@)= || | | || TH(G ().

ZEﬁ(G))\ d)eq:‘(L))\,cusp 7Tel—[q&(L)cusp

De plus, on conjecture que si ¢ : Wy, — L est un paramétre de Langlands discret, trivial
sur SLy(C), alors le L-paquet I1,,(L) n’est constitué que de représentations supercuspidales
de L (voir par exemple [Reel2, Conjecture 6.1.4)]). Ceci impliquerait alors que toutes les
représentations dans le L-paquets 11, (M) sont supercuspidales et donc

(G2 || JH(E().

O'GH/\(M)

Un L-paquet II4(G) étant paramétré par les représentations irréductibles du groupe fini
S, il faut déterminer quelles représentations de ce groupe vont paramétrer les représen-
tations supercuspidales via la correspondance de Langlands. C’est ’objet des sections sui-
vantes.

4.2 Centre de Bernstein stable complet

La correspondance de Langlands prédit un paramétrage d’un paquet I1,(G) par les repré-
sentations irréductibles du groupe fini Sg, qui est essentiellement le groupe des compo-
santes du centralisateur de 'image ¢. On veut relier le support cuspidal des représentations
d’un paquet II4(G) aux représentations de Sg. Commengcons par un petit lemme utile.

Lemme 4.9. Soit H un groupe algébrique complexe non nécessairement connexe et X C
H® une partie de sa composante neutre. Alors Z(X)° = Zgo(X)°.

Démonstration. Puisque Zg(X)° est un groupe connexe de H, il est contenu dans H® ; si
bien que Zg(X)° C Zpyo(X). Toujours par connexité, on obtient Zg(X)® C Zpo(X)°.
L’autre inclusion étant évidente, on a 1’égalité. O

Avec les notations du lemme, nous noterons Ap(X) = Zy(X)/Zy(X)° =
Zg(X)/Zgo(X)° le groupe des composantes du centralisateur de X dans H. De
plus, comme H° est un sous-groupe distingué de H, il s’en suit que Apo(X) est aussi un
sous-groupe distingué de Ag(X).

Soit L un sous-groupe de Levi de G et ¢ : W —» L un paramétre de Langlands de L
discret. Définissons

2L =7:/2-0Z:(p)° et HL=Z:(ow,)-
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Pour alléger les notations, nous noterons Ax() (resp. AHg (¢1s1,)) au lieu de Ax(Im )
(resp. A HE (Im ¢g1,,))- On a I'égalité remarquable suivante

ZE(SO) :ZZ(SD\WF7 SO\SLQ)
ZZZEMWF) (¢1sL,)
=Zpr(#)sL,)

Ainsi, A7 (¢) = AH@ (©1s1,) et A(H£)°(80\SL2) est un sous-groupe distingué de ce dernier.
Considérons la suite exacte

p
1 — Z£*>AH£(‘P\SL2) Skt 1
Ay (PisL,)
On peut donc voir une représentation de Sf, comme une représentation de A-(¢p) triviale

sur Zé. Soit £ une représentation irréductible de Sé et notons € = p*e la représentation
irréductible de A-(¢) obtenue en tirant en arriére e.

11 o
Proposition 4.10. Soit u, = ¢ | 1, € (Hé) . Alors ZH£(¢\SL2) est un sous-

01

groupe réductif maximal de ZHé (up). En particulier, on a :
AH@(SD\SLQ) = AHg (ug)-

Ceci est bien connu lorsque H£ est connexe et la preuve dans le cas non connexe est iden-
tique. Rappelons la briévement.

Démonstration. D’aprés un théoréme de Kostant |[CG10, proposition 3.7.3 & 3.7.23|, le
radical unipotent U de Zpz (up)® = Z Hﬁ)o(u@)o agit simplement transitivement sur ’en-

semble des slp-triplets contenant log u, € Lie(H, é ) ou de fagon équivalente, sur ’ensemble
J des morphismes algébriques

11
7:SL2(C)—>H£ tels que v - = Up.

Par suite, si z € Zpr (uyp), alors *p|gp, € J. Il existe donc un unique élément v € U
tel que o5, = ¢|sL,- D’aprés [Kot84, lemme 10.1.1], (Hcg)O est un groupe réductif,
donc Z(Hé)o(go‘SLQ)o I'est aussi. Puisque U est un sous-groupe connexe de (Hé)o, on a
Uun ZHS%(QO\SLQ) cUun Z(Hé)o(gp‘SLQ)o = {1}. Par ce qui précede, ZHé(w\SLQ) est un sous-
groupe réductif maximal de Zp . (uyp), donc AH£ (¢IsL,) ~ AH@ (ugp)- O

Définition 4.11. Soit ¢ € ®(L) un paramétre discret et € € Irr(Sé). On note Sy
la représentation définie en pour H = (H ij )o. On garde les notations précédentes, et
€ désigne la représentation irréductible de A-(¢) ~ A H@(SO\SLQ) ~ A HE (uy) triviale sur

Z£ obtenue a partir de €. On dira que € est cuspidale si I'une des conditions équivalentes
suivante est vérifiée :
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i) pour tout sous-groupe de Levi propre M de (HL ° et pour tout élément unipotent
©
veEM,

Hom 5122 (€] 4,10 (wp)> Sugw) = 03

E)®
.. , o . ~ (HL)® .
(ii) pour toute sous-représentation irréductible 7 de & ‘ Ay () (Cu,”’ ,T) est une paire

©
cuspidale ;

) L, . ~ HL)® .
(iii) pour une sous-représentation irréductible 7 de 6‘ Ao () (Cq(w«z) ,T) est une paire
7}

cuspidale ;

On notera Irr(S£ )eusp 1'ensemble des représentations irréductibles cuspidales dans le sens
défini précédemment.

Démonstration (de la cohérence de la définition). L’équivalence entre ces trois conditions
résultent des faits suivants. Tout d’abord,

o= B rwct

:EEAH£ (UW)/AHéz (UW)T

ol 7 est une représentation irréductible de A 1o (ug) et AH@ (up)” ={a € AH@ (up), 7% ~
©
7}. De plus, pour tout z € AHé (uyp),

Hom 4 (T, Suw) HomA(HgP (up) (G|

(Hé‘)o ('U«p)

~ x
- HOHIA(HL)O (uy) (7— 7Su,rvr*1)a
©
ol S, zoz—1 désigne la représentation de A( HL)o(u¢) relativement au sous-groupe de Levi
) @

Définition 4.12. Soit ¢ € ®(L) un paramétre de Langlands de L discret. On dit que ¢
est cuspidal si Irr(8£ )cusp €st non vide.

Conjecture 4.13. Soit ¢ : W, — G un parameétre de Langlands de G cuspidal. Alors le
L-paquet I1,(G) contient des représentations supercuspidales de G et elles sont paramétrées
par Irr(Sg )eusp- Autrement dit, il existe une bijection :

o (Geusp = Irr(SS) cusp.

On se propose de décrire la forme des paramétres de Langlands cuspidaux dans les cas
du groupe linéaire, symplectique et spécial orthogonal. On rappelle qu’on note Ip (resp.
Is) un certain ensemble de représentations irréductibles de Wy de type orthogonal (resp.
symplectique).

Proposition 4.14. Pour un groupe linéaire, symplectique déployé ou spécial orthogonal
déployé, les parametres de Langlands cuspidaux (déﬁnition sont :
— pour GL,(F),

¢ : Wp — GL,(C), irréductible;

— pour SOgp41(F),

dr dr
o=P PRS0 P PrRSu_1, Vr € lp,dr €N, Vr € Ig,dr € N*;

w€lp a=1 melg a=1
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— pour Spy,,(F) ou SO, (F),

dr dr
o=P PrRS P PrXSwu V1€ lp,d € N*, V1 € Ig,dr € N.

n€lg a=1 w€lp a=1

De plus, d’apres les théorémes de Harris-Taylor et Henniart pour le groupe linéaire et le
théoréme de Meeglin, les représentations supercuspidales de G sont paramétrées par (p,€)
avec o un parametre de Langlands cuspidal de G et € € Irr(Sg)Cusp. Autrement dit, la
conjecture[{.13 est vraie.

Soit ¢ : Wk — GL,,(C) un paramétre cuspidal de G = GL,,(F). Ecrivons la décomposi-
tion en composante isotypique de la restriction & Wy de ¢,

P, = PR M.
nel

HS = Zer, o) (@ 1w,)

= ] GLm,(C).

el

On peut donc écrire uy, = [[,c;tr, avec ur € GLy,, (C) et se ramener & un étudier un
seul facteur pour l'existence d’une paire cuspidale. Or, d’aprés la classification des paires
cuspidales (voir table , ceci est équivalent au fait que pour tout m# € I, m,; = 1 et
ur = 1. D'ott Zgr,,(c)(¢) = [lzer GL1(C). A présent, la discrétion du paramétre impose
que Z(GL,(C))° = GL1(C) soit un tore maximal de Zgr,, (c)(¢), par suite I est un
singleton et Zqr,, (o) () = GL1(C).

Ceci montre que, ¢ est un paramétre cuspidal de GL,, si et seulement si, ¢ est un
paramétre de Langlands discret trivial sur SLa(C).

Soit ¢ : Wi, — Sp,,,(C) un paramétre cuspidal de G = SOagy,11(F). Ecrivons la décompo-
sition en composantes isotypiques de la restriction & Wy de ¢,

Cwe =P rRM, P rRM, P (ror") K M,.
p€lo n€lg r€lgr
Ainsi,
HE = ] Spu,(C) x I] Om (C)x ] GLm.(C).

welo melg me€lgr

D’apreés la classification des paires cuspidales (table [1.2)), on obtient les conditions sui-
vantes :

— pour 7 € Ip, my =dr(dz + 1), dr € N;
— pour 7 € Ig, mﬂ:di, dr € N*;
— pour k € Igr, m; = 1.

De plus, ¢ est nécessairement de la forme (on rappelle que Sy désigne la représentation

irréductible de SLy(C) de dimension d),

dr dr
b= DD D DB P (o)

welp a=1 welg a=1 welgr,



4.2. CENTRE DE BERNSTEIN STABLE COMPLET 59

Par suite, on trouve

Zsp, () =] H z/2Z) x [] H (z/22) x [] GLi(C

FEIOa 1 TI'EISa 1 TFEIGL

Puisque ¢ est discret, Zg5, (o) = {1} est un tore maximal de Zg, (c)(). Par suite, Iy,
est vide et donc

Zsp, )= I (z2/22)"

melpUlg
et

dr dr
= @ @TF&SQCL @ @71’&52(1_1.

w€lp a=1 w€lg a=1

Ecrivons le bloc de Jordan correspondant & ce paramétre de Langlands
Jord(p) = {(m,2),...,(7,2d; —2),(7,2dy), 7 € Io}{(m,1),..., (7, 2dx — 3),(7,2dr — 1), 7 € Is}.

Ainsi, Jord(y) est sans trou et de plus, nous avons décrit a la suite de la table les
caractéres cuspidaux. Ceux-ci correspondent exactement aux caractéres alternées dans le
sens du théoréme de Moeglin Réciproquement, un bloc de Jordan sans trou correspond
a ces partitions d’unipotents dans Sp,,, et SOy, et les caractéres alternées a ces caractéres
cuspidaux.

Ici, G désignera soit Sps,, (F'), auquel cas on pose N = 2n + 1, soit SOq, (F'), auquel cas on
pose N = 2n.

Soit ¢ : Wi — SOn(C) un parameétre cuspidal de G. Comme précédemment, écrivons la
décomposition en composantes isotypiques de la restriction & Wy de

ow, =P TRM, P rRM, P (ron’)K M.

melo melg melgr

Ainsi,

n
HY = (H Omﬂ(C)) x [I Spm.(C) x ] GLm,(C

w€lp © w€lg n€lgr
(HS) = ] SOm.(C) x [] S, (C) x J] GLm,(C
welp w€lg w€lgy,

D’apres la classification des paires cuspidales (table [1.2]), on obtient les conditions sui-
vantes :

— pour 7 € Ip, my = d2, d, € N*;
— pour 7 € Ig, my = (dp + 1)dy, dr € N;
— pour k € Igp, my = 1.

De plus, ¢ est nécessairement de la forme,

dr dr
- P PRS2 B PRS0 P (7).

melp a=1 welg a=1 w€lar
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Par suite, on trouve

Zoyio) (@) = 1] H (z/2z2) x [] H (z/22) x ] GLi(C
relp a=1 rels a=1 kelcr
Notons Z:,' = ((era) € H H Z/27), H H 5d‘mV” =1 . Puisque ¢ est discret,
w€lp a=1 w€lp a=1

Z$on(C) = {1} est un tore maximal de Zgo, (c)(¢)- Par suite, Iy, est vide et donc

Zoyo) (o) = [ (Z/22) x [] (z/22)*

welp nelg

Zsono)(e) = 23 x [ (Z/22)*

w€lg

Comme précédemment, on trouve que Jord(yp) est sans trou et que les caractéres cuspidaux
correspondent aux caractéres alternées de Jord(y).

Définition 4.15. On appelle L-donnée cuspidale compléte de G, un triplet ( ,p,€) formé
de

— un sous-groupe de Levi LdeG ;
— o Wp — L un paramétre de Langlands L cuspidal ;

— ¢ une représentation irréductible cuspidale de Sé.

Soit (El, ©1,€1), (Ez, 2,€2) deux L-données cuspidales complétes. On dit qu’elles sont as-
sociées, s’il existe g € G tel que

— 9L =Ly
— 991 =2
—6?262

On dit qu’elles sont inertiellement équivalentes, s’il existe g € G et X € %(Eg) tels que
— 9L, = Lo

— 91 = pax
— &l ~ g

Ti=Alpx)g,x € X(L)} = x(L)/X(L) ()
Wj={we Ng(L)/L,3x € X(L), (“¢)g = (px)5: ¥ e}

On note Q(G)% I'ensemble des classes de données cuspidales complétes. et B(G)% 'en-
semble des classes inertielles. L’ensemble des L-données cuspidales complétes est muni
d’une structure de variété algébrique dont les composantes connexes sont indexées par
B(G)Z et sont des quotients de tores complexes par I’action de groupes finis. Contraire-
ment & la décomposition de la section précédente, on ne sait pas associer, pour le moment,
A tout paramétre de Langlands complet (¢,7) € ®(G)" un triplet dans Q(G)Z (ou dans
B(G):{) Supposons que ce soit le cas (ce sera prouvé pour les groupes classiques dans la
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suitg), on a alors une décomposition de ’ensemble des paramétres de Langlands complets
de G :
26 = | ey,
JEBG),
ou ®(G)} désigne I'ensemble des classes de paramétres de Langlands complets associé a 7

J

Conjecture 4.16. Soit o : Wi, —» L un parameétre de Langlands de L cuspidal. Supposons
la conjecture vraie. Si 0 € Il,(L)cusp est paramétrée par € € Irr(Sé)Cusp, alors en

notant s = [L,0|q, J= [L, @, e], on a des isomorphimes :

)

~

T5—>7%'7 W5—>W/
X w o o— W

X
tels que pour tout x € Ty, w € Wy :
wox=11-X.
Cette conjecture sera prouvée pour les groupes classiques au théoréme|5.6

Lemme 4.17. Soit M un sous-groupe de Levi de G et A : Wp — M un paramétre de
Langlands de M discret. Alors Z(\)° = Z]‘T?[.

Démonstration. La discrétion du paramétre A implique que Z% est un tore maximal de
Z(A)°. Ensuite, d’apres |[Kot84, 10.3.1], Z(A)° € Z, donc Z5(A)° C Z%,. Do I'éga-
lité. O
Proposition 4.18. On reprend les notations du lemme précédent. Si ¢ € (M) est un
parameétre de Langlands de M de cocaractére infinitésimal X, alors ¢ = A. Ceci implique
que le paquet infinitésimal et L-paquet de M défini par A coincident :

Ty (M) = II,(M).
De plus, toutes les représentations irréductibles de Sx(M) sont cuspidales, c’est-a-dire
Irr(SY7) = TIrr(SY) cusp-

Démonstration. Soit ¢ : Wj — M un paramétre de Langlands de M de cocaractére
infinitésimal . Ceci signifie que pour tout w € Wp, ¢(w,dy) = A(w).

t
Par connexité, ¢(SLa2(C)) C Z5(d|w,)°. L'image par ¢ de Tsr, = { ) ,t e C*Y,
-
tore maximal de SLy(C), est un tore (éventuellement trivial) de Z 5 (é|y,,)°. Soit A un tore

maximal de Z (¢ |y, )° contenant ¢(75L,). Notons L= Z5(A); c’est un sous-groupe de

Levi de M. Puisque A C Z5(dlwy), ona ¢(Wr) C Z(A) et ¢(1,dy) € A C L. Ainsi,
pour tout w € W, A(w) = ¢(w,dy,) € L. Par discrétion de A, L = M. Donc Z;? est un

tore maximal de Z 5 (d|yy,.) et par suite ¢ |y, : Wp — M est un paramétre de Langlands
discret. D’apres le lemme précédent, Z (¢, )° = X?[ est un tore. L’image de SLy(C) par
¢ est contenue dans un tore, cette image est donc triviale. D’ott ¢ = A.

Soit ¢ € Irr(SM) et & € Irr(A(A)). Puisque (Hiw)ooz Ay est un tore, la seule sous-
représentation irréductible de la restriction de £ a (H31)" est la représentation triviale et la

A~
paire (C; ™, 1) est automatiquement cuspidale. D’ott Irr(S) = Irr(SV) cusp- O
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Remarque 4.19. Cette proposition montre que la conjecture sur le paramétrage des
représentations supercuspidales est compatible avec une propriété de la correspondance de
Langlands, & savoir que le L-paquet d’un paramétre discret A : Wp — M n’est consti-
tué que de représentations supercuspidales de M. Notons par ailleurs, qu’Heiermann dans
|[Hei06| construit sous diverses hypothéses les paramétres de séries discrétes non-cuspidales
a partir du parameétre de leurs support cuspidal. Sa construction montre que nécessaire-
ment la restriction & SLa(C) est non triviale pour ces séries discrétes. Ainsi un paramétre
discret trivial sur SL2(C) ne peut contenir que des représentations supercuspidales.

Posons
DS ={g€ Zz(¢11,), ge(Fr)g  p(Fr)~" € A-}.

Alors, (Dg)O = (Hg)o. En effet, il est clair que Hg C Dg, donc (Hg)O - (Dg)o.
Par ailleurs, X € Lie(Dg), si et seulement, pour tout w € Ip, Ad(p(w))X = X et
o(Fr)(1 4+ eX)p(Fr) (1 —eX) = 1 + e(Ad(p(Fr)) X — X) € Az, ce qui est équivalent &
Ad(¢(Fr))X = X. Par suite, Lie(DG) = Lie(HS), d'ou (HS)® = (DF)".

Le groupe Zpg (©1s1,) est 'ensemble des éléments g € G tels quil existe y € X(L) et
9p = px. Considérons

Nzpgeis) (Ap€) =19 € G, 94z = Az, 3x € X(L), %p = px, e e},

On a un morphisme évident N Zpa(sey) (A7,e) — W, donné par n — nL. Ce dernier est
7}

surjectif. En effet, par définition si g € N5(Az) est tel qu'il existe x € x(L), (o) = (¥x)7
et 9 ~ ¢, alors il existe [ € L tel que 9y = px. On prend alors n = lg € NZDG(WSL2)(AZ’ €)
©

et on a bien nL = gL. Le noyau de ce morphisme étant ZDg (©s1,)- Ainsi,
W= NzDg(WSLQ)(Az)/ZDg(@\sm)-
Notons

W;‘ = NZDS(QD‘SLQ)O(AZ)/ZDé’(SO‘SLQ)O

= NZ (QD‘SL2)O(AE)/ZH£O(SD‘SIQ)O

GO
Hg

= NZHgO(%SLQ)O (A/L\)/AZ

Le dernier isomorphisme du fait que Z HL® (P181,)° = Z7(p)° = Az, car @ est un parametre

discret de L. Remarquons que W; est un sous-groupe distingué de Wj’ De plus, W; est

°, admettant A pour tore

le groupe de Weyl du groupe réductif ZHEO(W\SLQ)O = Za(p)
maximal. Notons ¥ y le systeme de racines associé a (Z5(¢)°, A7) et E;f un sous-ensemble

de racines positives. Soit

R/: {w GW‘,U)E; :EJ}.

Puisque W; agit simplement transitivement sur les systémes de racines positives, on a la

décomposition suivante

W/ = W; X 7?%



4.2. CENTRE DE BERNSTEIN STABLE COMPLET 63

Remarque 4.20. Soit x € %(E) un caractére non-ramifié. Considérons le stabilisateur de
(¢x)7 dans Wj, que I'on note W, De la méme fagon que précédemment, on obtient

Wiex = Na(ex)(Az: €/ 25(0X) = Nz (0161,)(A7:6)/ 21, (#151.).

Comme on le verra dans la suite, dans le cas des groupes classiques, par construction, € sera
automatiquement stabilisé et on a I’isomorphisme suivant :

Wiex = Nz, e (ore,) (A7) 215 (Pista) = Nig, (A7)/H,-

Cet isomorphisme résulte de et est probablement vrai en général.

Exemple 4.21. Considérons le paramétre de Langlands ¢ de Sp,(F') défini par
p=CRS30(D1,

ou ( est un caractére quadratique de Wg. Le L-paquet qu’il définit contient 4 représenta-
tions irréductibles de Sp,(F) :

I (Spy) = {0'(C),0"(¢), 0,0"}

ou §'(¢) et ¢”(¢) sont les sous-représentations irréductibles de carré intégrable de v( x
¢ x 1 décrites dans [ST93, Theorem 5.1 (i)] et o, 0’ sont des représentations irréductibles
supercuspidales.

On a alors Hy(Sp,) = (O4 x O1)" et uy € SO4(C) x SO; est Punipotent paramétré par
la partition (3,1). De plus, Sy(Spy) = (2123) x (2121) ~ (Z/2Z)? (notation précédente),
ol z; = —1 € Oy. Les représentations irréductibles cuspidales de Sy(Sp4) sont o et €.
Ce sont ces représentations qui paramétrent o et o’. Quant a ¢'(¢) et §”(¢), elles sont
paramétrées par les caractéres tels que 'image de 2123 est 1.

4.2.1 Les groupes de Weil-Deligne

Commencons par un rappel sur les deux notions de groupes de Weil-Deligne. A ’origine,
Deligne a introduit dans [Del73, 8.3.6] le groupe de Weil-Deligne comme le produit semi-
direct

WD F = C x WF,

I’action de Wr sur C étant définie de la fagon suivante : pour tout w € Wpg,z €
C, wzw~! = ||w||z. Ainsi, pour tout (z,w), (¢',w') € WDp,

(z,w)(Z,w") = (2 + ||w]]Z/, ww").

On reprend les notations précédentes et on note g I'algébre de Lie de G. Dans ce contexte,
un paramétre de Langlands de G est la donnée d’un couple (A, V) avec

— A Wp — C:‘, un morphisme continu et dont 'image est constitué¢ d’éléments semi-
simples ;
— N € g, un élément nilpotent tel que pour tout w € Wg, Ad(A(w))N = ||w||N.

La relation d’équivalence sur ces couples est toujours la @—conjugaison, c’est-a-dire on
considére (X, N) équivalent & (X, N’), si et seulement si, il existe g € G tel que X = 9\
et N’ = Ad(g)N. Pour distinguer les deux notions de paramétres de Langlands, on appe-
lera les couples définis précédemment des paramétres de Langlands originels.

Notons by = g*IF) = {X € §, Vw € Ip, Ad(A(w))X = X}. L’¢lément semi-simple A(Fr)



64 CHAPITRE 4. LE CENTRE DE BERNSTEIN STABLE

normalise A(Ir), il agit donc par adjonction sur 6)\. Pour a € C, notons 6)\(04) I’espace
propre de Ad(\(Fr)) dans b associé a la valeur propre a. La condition que N doit vérifice
est donc équivalente & NV € 6)\((]71).

Pour tout w € Wg, notons :

Jwl'? 0

dy =
0 wl7'/?

A partir d’un paramétre de Langlands de G de la forme ¢ : Wi — G , on définit explicite-
ment un couple (A, N) de la fagon suivante : pour tout w € Wg,

Mw) = ¢p(w,dy) et N =do|gy,

Réciproquement, a tout COEple (A, N), on peut associer un paramétre de Langlands de G
de la forme ¢ : W}, — G. Ceci repose sur le raffinement par Kostant du théoréme de
Jacobson-Morozov (voir [GR10, lemme 2.1]). L’élément N € b étant nilpotent, d’aprés le
théoreme de Jacobson-Morozov, il existe un sly-triplet (X,Y,T), c’est-a-dire des éléments
X, Y, T € by vérifiant
[T, X]=2X, [T\Y]=-2Y, [X,Y]=T,

avec X = N. De plus, d’aprés le raffinement de Kostant, on peut en plus supposer que

X =Nebag), T €hr(1), Y =ba(9).
Posons S = l"%T et soit v : SLa(C) — Z5(A({F))° le morphisme défini par le slp-triplet
précédent avec

1 1

v = exp(N),
0 1

et xy : Wp — G le morphisme défini pour tout w € Wg, par

-1
Xo(w) = 7(dw)™"
Il est clair que x4 est entierement déterminé par I'image de Fr, c’est-a-dire par
q1/2 0

s =-exp(S) = € Z~(MNIp))°.
p) = |’ | a0

Puisque S € hy(1), A(Fr) commute a s. De plus, on a les relations
Ad(s)N = ¢N, Ad(s)Y = ¢ Y.

Ceci montre que N, Y, T sont fixés par I'action adjointe des éléments de (Axy)(Wr), donc

7(SL2(C)) est contenu dans Z5((Axe)(Wr)). Ceci permet de définir ¢ : W — G pour
tout w € Wg,x € SLa(C), par

P(w,z) = Aw)xe(w)y(z).

On obtient ainsi une bijection entre les classes de paramétres de Langlands de G et les
classes de paramétres de Langlands originels de G (voir [GR10, proposition 2.2|).
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4.2.2 Support cuspidal d’un paramétre de Langlands complet

La correspondance de Langlands locale relie Irr(G) et les classes de paramétres de Lan-
glands complets ®(G)*. Nous avons énoncé (et vérifie pour les groupes classiques) pré-
cédemment une conjecture concernant les paramétres de Langlands complets des repré-
sentations supercuspidales. Tout comme ’application de support cuspidal (et de support
inertiel) est bien définie, par la correspondance de Langlands, il lui correspond une appli-
cation de support cuspidal pour les paramétres de Langlands complets. Autrement dit, il
existe une application

£:0(G)" — QG),

qui pour tout parameétre complet (¢,n) € ®(G)™, associe un triplet (L (A, ©, €) avec L un sous-
groupe de Levi de G , @ € ®(L)cusp un parameétre cuspldal ete € Irr(SL) une représentation
cuspidale, au sens défini en [4.11] Par ailleurs, la correspondance de Langlands permet de
deéfinir une application recg(G) : QG) — Q(G):t, qui & une paire cuspidale (L, o) associe
(f/,recz(o)). Ainsi, 'application de support cuspidal pour les paramétres de Langlands
complets doit étre compatible avec la commutativité du diagramme suivant :

rcc

Irr(G) (G)",
lSc lfﬁ
recn(c) n
UG) ———— UG,
c’est-a-dire, pour tout m € Irr(G), si (L,0) = Sc(m) et (p,e) = recf (o), alors

fﬁ(recg(ﬂ-)) = (f’v %, 5)'

Cette section est consacré a la définition du support cuspidal d’un paramétre de Langlands
complet (¢, n) « intrinséquement », c’est-a-dire directement a partir du paramétre complet
(sans utiliser la correspondance de Langlands). Pour cela nous utilisons les techniques
de Lusztig pour définir le Levi et le paramétre de Langlands cuspidal. Nous retrouvons
(et nous nous inspirons) une construction similaire chez Lusztig (|[Lus88|, [Lus95b],
[Lus95a]) et Waldspurger [Wal04] dans leur travaux sur la classification des représen-
tations de réductions unipotentes d’un groupe simple adjoint (voir notamment [Wal04, §2|).

Soit G un groupe réductif connexe déployé sur F et (¢,n7) € ®(G)" un paramétre de
Langlands complet de G. On reprend les notations de la section précédente. La partie
semi-simple de ¢ est notée A, I’élément nilpotent de ’algébre de Lie associé est noté N.
Rappelons que pour tout w € Wr, x4(w) = ¢(1, diag(||w|| =2, ||w]||'/?)). La restriction de
¢ a W est égale a Axg.

Théoréme 4.22. Soit (¢,n) € ®(G)T un parametre de Langlands complet de G. La
construction suivant cet énoncé permet de définir un triplet (L,p,e0) formé d’un sous-
groupe de Leuvi L de G un parametre de Langlands discret ¢ de L, une représentation
irréductible cuspidale g de AZE(‘P) (¢1s1a(C)) tels que :

— ¢ et @ ont la méme partie semi-simple ;

— pour tout w € Wr, xg(w) € L;

— pour tout w € Wp, xe(w) = xg(w)/xo(w) € Z2..

De plus, si (f/, ¢’ e) est un autre triplet qui vérifient ces propriétés, alors il est conjugué
a (L, p,e0) par un élément de Z@(WWF)O.
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On note HY = Z a()\x¢) le centralisateur dans G de I'image de Ax4. On notera plus sim-

plement Hy = (Hg)o sa composante neutre et O la Hy-classe de conjugaison de Ny.
OnaAs(¢) = A HS (¢|sL,(c)) et on peut considérer le diagramme suivant :

AHg(¢\SL2(C)) z S§ 1

A6y (Plsiac))

Notons 7 la représentation de AHg (®|sLy(c)) obtenue en composant 7 avec pr et soit

7o une sous-représentation irréductible de la restriction de 77 au sous-groupe distingué
An,(#]s1,(c))- La correspondance de Springer généralisée pour le groupe connexe Hy as-
socie au couple (O, ), un sous-groupe de Levi de Hy. Notons Af la composante déployée

de ce Levi et définissons L = Z (A7) et Hy = Zpg,(Az). La correspondance de Springer
généralisée associe aussi & (O, n9) la Hy-classe de conjugaison d'un quadruplet (H,,,C, L, p)
formé de :

— H, un sous-groupe de Levi de Hy ;

— C C by, une H-orbite nilpotente ;

— L un systéme local irréductible cuspidal H-équivariant sur C ;
— p une représentation irréductible de Np, (Hy)/H,

Le systeme local £ correspond & une représentation irréductible eg de Ay, (u,), avec u, €
C.

Soient P, = H,U, un sous-groupe parabolique de Hy admettant H, comme facteur de
Levi. Le plus grand tore central de H, est A7. Nous avons vu dans la section que
Lusztig a associé & un triplet cuspidal des modules standards. On rappelle que

Pp = {hP, € Hy/P,, Ad(h")Ny € C+u,f,
et qu’on notera Hc = Hy x C*, A= Zn(Ng)° et a lalgebre de Lie de Zgs(Ny). Le
groupe Hc agit sur by par :
(h,t)X =t 2Ad(h)X, (h,t) € Hc,X € b,
et le groupe Zp(Ny) agit sur P, par :
(h,t)-hW'P, =hWP,, (h,t)€ Hc, WP, € P,.

log q
2

Posons a = (S, 10%) € aavec S = do|g, € by. Le morphisme d’évaluation

__logg
2

au point a € Z définit un H ;-module, que I'on note C,. Posons
A _ A
H (P<P"C)a =C, ®H:4\H (P<P7£)

Notons D le plus petit tore de A dont I’algébre de Lie contient a et 7{? le sous-ensemble
des invariants par D dans P,. D’apres |Lus88, 7.5] et [Lus95b, 4.4], on a :

H*(Py, L)a = Co @115 HP (Py, L)

~ C, O HP(PD.L).
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Comme dans la section précédente, notons (X,Y,T) le slo-triplet associé a ¢|gp, (avec
X = Ny) et rappelons que Ay, (dgr,,) ~ AH(i(N(z,). ~
Par construction et d’aprés [Lus88, 8.10|, HA(P,, L), # {0} et en particulier PL est non
vide. 11 existe donc h € H, tel que Ad(h"')N, € C + u, et Ad(h™1)S € py. Quitte &
conjuguer, on peut donc supposer Ny € C +u, et S € p,. L'élément S étant semi-simple,
il appartient & une sous-algébre de Levi que nous notons temporairement hfp. Ecrivons
Ny = Ny + U avec N, € C C by, U € uy,. Soient N;, € b, la projection de N,, sur b,
relativement a la décomposition p, = bi, © u, et C’' sa Hj-classe de conjugaison. On a
P,/JU, ~ H, ~ H, ., ainsi la H-classe de conjugaison C est isomorphe a la H Q’D—classe de
conjugaison C’ AIIISI quitte a faire ces considérations, on peut supposer que S € b, et
Ny € C + u,. Puisque [S, Ny] = (log ) Ny, il s’ensuit que [S, N,| = (log ¢)N,,.
D’aprés le théoréeme de Jacobson-Morozov-Kostant (appliqué a b, et a I’action de 5), il
existe un morphisme

6 : SLy(C) — H,,

t
tel que df = N, et pour tout t € C*, 6 . commute a s = exp(.5).
00 t~

Définissons les cocaracteres x,, et X, pour tout w € Wg, par :

Xo = 0(dw) ™, Xe(w) = xg(w)/xp(w),

si bien que ’on a une décomposition x4 = Xy Xe = XeXop-
Puisque pour tout w € Wpg,

Ad(Axg(w))Nyp = No,  Ad(xo(w)) N, = [Jw|| "' Ny, Ad(xp(w)) Ny = [[w]|| 7"V
on en déduit que pour tout w € Wg, on a :
Ad(xe(w)) Ny = Ny, Ad(A(w)) Ny = [|w]|N,.
Par suite, on peut définir un parameétre de Langlands ¢ pour tout (w, ) € Wp,, par

p(w, ) = Mw)xp(w)f(z).

D’aprés [Lus84, Proposition 2.8|, puisque C supporte un systéme local cuspidal, N, est
un élément nilpotent distingué de bh,. De plus, pour tout w € Wp I'élément semi-simple
Xc(w) € Hy commute a Ny,. Done pour tout w € Wr, x.(w) € A7. On obtient ainsi,

Zpe(Ap) = Z

¢ AL’)\X‘b)

al
(Axo)
(
(

I
wN

I
Y

/\X@Xc)
AXy)

I
wN

|
&

H<P = Zqu(A/L\)
— Z- (A

De plus, d’aprés [Lus88, 2.3.b)|, A7 est un tore maximal de Zp,(0)° = Z7(Axy,0)°

Z7()°. Ceci prouve que

cp:Wl';—>f/,
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est un paramétre de Langlands discret de L. De plus, par construction, il est cuspidal et
de partie semi-simple \. Profitons d’étre dans ce contexte pour introduire les définitions
suivantes.

Définition 4.23. On reprend les notations précédentes. Soit ¢ : Wi —» Lun parameétre
de Langlands cuspidal de L et ¢ : W, — G un paramétre de Langlands de G. On note
Hg = Z5(0|wp): Hé = Z7(¢\w,) et hg, f)é leurs algébres de Lie respectives. On dit que
¢ est adapté & p si:

— ¢ et ¢ ont la méme partie semi-simple A ;
t L
— pour tout t € C*, ¢ | 1, ) € Hy;
-

— il existe une sous-algébre parabolique p = hé@up de hg, admettant f)é pour sous-algébre
de Levi telle que : Ny € pet Ny = N, + U (avec U € uy);

Définition 4.24. Soit ¢ : W, — L. On appelle cocaractére correcteur du paramétre de
@ dans G, tout cocaractére ¢ : C* — Z% défini pour tout t € C*, par :

avec ¢ un paramétre de Langlands de G adapté a ¢. On note alors x. : Wr — Z% le

cocaractére non ramifie de Wy défini pour tout w € W par x. = ¢(||w||~1/?).

Remarque 4.25. Le fait que ¢ est a valeur dans Z% résulte du fait que les éléments de

c(Wp) C (Hé)O commutent & N, qui est un distingué dans b{;.

Remarque 4.26. La définition de ¢ montre qu’il y a un nombre fini de cocaractére cor-
recteur du paramétre de ¢ dans G. Plus précisément, ces cocaractéres sont uniquement dé-
terminés (& conjugaison prés) par l'orbite nilpotente de Ng. Si on se place du point de vue
du groupe de Weil-Deligne originel, notons A la partie semi-simple de . Les cocaractéres
correcteurs de ¢ dans G sont en bijection avec les orbites nilpotentes O € g;glf ) /Z a()\), tel
qu’il existe un élément N € O et une décomposition N = N, + U avec U un élément dans
le radical unipotent d’une sous-algébre parabolique admettant [ pour facteur de Levi.

Pour finir, expliquons pourquoi C ne dépend pas du choix de ry. En effet, si on prend une
autre sous-représentation irréductible de 77, alors elle est de la forme 1, avec z € A H (Ng).

Or, la correspondance de Springer généralisée pour (Hg)O est Hg—équivariante. Ainsi,
I'orbite nilpotente associée a (*O,nj) est *C. Pour le cas des groupes classiques qui nous
intéressera dans la suite, c’est-a-dire lorsque (Hg)O est un produit de groupes symplec-
tiques, spéciaux orthogonaux et linéaires, il y a au plus une orbite nilpotente supportant
un systéme local cuspidal. Nécessairement, *C = C.

En général, on peut supposer (Hg)O simplement connexe, puis le décomposer en produit
presque direct de groupes simples (et d’un tore central), on vérifie & 'aide de la classifica-
tion des paires cuspidales contenue dans |[Lus84]),que *C = C.
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Pour définir de fagon satisfaisante le support cuspidal d’un parameétre de Langlands

complet, il nous faut associer non pas une représentation irréductible cuspidale de

Az (o) (go‘SLQ(C)) mais une représentation irréductible cuspidale de AZA(‘p)(@‘SLQ(C)) =
L L

Af(cp). C’est 'objet de la section suivante dans le cas ot G est un groupe classique.

4.2.3 Support cuspidal pour les paramétres de Langlands complets
dans le cas des groupes classiques

Explicitons cette construction dans le cas qui nous intéresse. Nous reprenons les notations
de la section Le groupe G désigne 'un des groupes suivants Sp (F) ou SOx(F), G son
dual de Langlands et G, le groupe orthogonal associé si G est un groupe spécial orthogonal
et é* = G'si G est un groupe symplectique.

Théoréme 4.27. Les constructions suivantes permettent de définir une application de
support cuspidal surjective

Q. (G — Q6

(@) — (Lpe)

De plus, les fibres de cette application sont paramétrées par les représentations irréduc-
tibles de NZ@(@\WFxc)(AE)/ZE(‘p\WFXC)7 ot ¢ parcourt ’ensemble (fini) des cocaractéres

correcteurs de @ dans G.
Notons 4 = [L, ¢, ]. Comme on I’a mentionné dans la remarque [4.20} les fibres de cette
application sont les représentations irréductibles de W, ., ot ¢ parcourt I’ensemble des

cocaractéres correcteurs de ¢ dans G.

Soit ¢ : Wj — G un paramétre de Langlands de G et 7j € Irr(A5(¢)) obtenue comme
précédemment & partir d’une représentation irréductible n € Sdcf. On a vu qu’on pouvait
décomposer ¢ sous la forme

b= P RS P RS, P (rer’)RVS,
welp nelg welgr

avec

Sr = @ rﬂ',qu7

q€Jr

une représentation de SLy(C) décomposée en composantes isotypiques et J; un ensemble
d’entiers naturels.
Si G est un groupe symplectique, alors

Az0) = T Ag (ugx) x T Ag (upx) x T Ag (ugr)

relp melg relgr
AH(d)‘WF) = H A@W (uqbﬂr) X H A/G\;’T (uqbﬂr) X H A@ﬂ (u¢,7r) )
T€lop w€lg T€lgr

ﬁ =~ gﬂelonw &WEIS Nr IXTI’EIGL Nr

o = gT(EIOTIT( &T(EIS Nr,0 IZWEIGL Nr
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et si G est un groupe orthogonal alors

H A U¢7r X H A u¢7r H A U¢7r XAég(Udn,O)a

7r€I/ nelg we€lgr
H(Plw,) = H A u¢7r X H A u¢7r H AA (Ugx) X H A u¢7r ,
el mels meloL relo

77 = &7.(6767771' gwels Nr gﬂech Nr X 770 5

o~ 87 M0 Mrers e Mrere, e X7 o -

Dans la remarque E nous avons interprété (A; comme le centralisateur de la restriction a
Wpr de m K S dans le groupe des isométries de M,. Autrement dit, lorsque 7 € I est fixé,
les analogues de H¢ , 1, Hy, 0 sont respectivement GW, N, L7r7 Spx)-

Soit w € I.

Supposons que (7 € Ip et G symplectique) ou (7 € Ig et G orthogonal) ou (7w € Igr).
Dans ce cas, G est connexe. La construction précédente appliquée a (ug x, X7, ) dans
le groupe éﬂ associe a ce triplet :

— un sous-groupe de Levi L. de G ;

— un morphisme Sy, » : SLy(C) — L ;

— une décomposition X = Xe,xXer i

— une classe unipotente de Lr supportant un systéme local irréductible cuspidal Lr-
équivariant ;

— une représentation irréductible cuspidale €, . de AE (Spx)s
— une représentation irréductible pr de N (f) )/Lr.

Supposons a présent que (m € Ip et G orthogonal) ou (7 € Ig et G symplectique). Dans

ce cas, Gx (resp. G+) est un groupe orthogonal (resp. un sous-groupe d’un produit de

groupes orthogonaux). Dans la construction précédente, on considére la restriction 7.

(resp. X rely M, 0) de 1 (resp. de 7p) a A@O (ugr) (resp. Hnefo Aéo (ugr)) et on asso-

cie comme dans le cas précédent tous les objets cités. D’aprés les théorémes [[.12 et [[.16]

les constructions associées sur la correspondance de Springer généralisée pour le groupe

orthogonal, on peut associer de maniére bien définie et bijective & (ug z, X, ) (TESP.

(ug,0, Hwefo’ﬁo)) les objets suivants :

— un sous-groupe de quasi-Levi L. de G, (resp. INLB de C:’g) ;

— pour tout 7 € Ip, un morphisme S, : SLy(C) — L2 (et un morphisme Se0 ¢
SLo(C) — I, Lg = (L))

— pour tout m € Ip, une décomposition X¢ » = Xe,xXer

— une classe unipotente de f/j’r supportant un systéme local irréductible cuspidal Efr—
équivariant ;

— une représentation irréductible cuspidale ey, de A+ (Sp ) (resp. €p,0 de A7 (S4,0))
L @]
— une représentation irréductible pr de N (Ly)/ Ly (vesp. po de Nz (Eg)/f)g)
™ (@]

Aprés avoir interprété la représentation irréductible 77 de A §(¢) comme une représentation
de AZa(‘ﬁ\WF)(d)‘SL?(C))’ nous avons associé a (¢, 1) un parameétre de Langlands cuspidal

@ pour un certain sous-groupe de Levi L de G et les données ci-dessus. A présent, nous
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allons parcourir le chemin inverse, c’est-a-dire interpréter les données associées ci-dessus
en terme d’une représentation irréductible de A~(¢) (et d’une représentation d’un groupe
de Weyl étendu).

Soit A, la composante déployée de EW, A = Tlrer A, L. = Zx (A), L = Z5(A) et
Ao = 11,7, A

Nous avons vu que la forme de ces sous-groupes de Levi (ou de quasi-Levi) sont
Ly = (C) x G,

avec G un groupe de méme type que G . Le cocaractére non ramifié Xer de Wr est a
valeur dans A;. On peut écrire sa décomposition a travers le plongement L, naturel dans
un groupe linéaire associé :

Xew = @ 5@571®m;17

§EKR

avec K, un ensemble de I, cocaractéres non-ramifiés de Wp et m/. est la dimension de
I’espace pour lequel G est le groupe des isométries. Le paramétre ¢ construit est donc

p=P| D ro )" PrRS, .|,

el \{eKx

avec S, . la factorisation de S, » & travers CA?; Le sous-groupe de Levi L est de la forme :
L =[] GLq, (C) x G,
wel

et
L, =[] GL4, (C) x G,
wel

avec G un groupe de méme type que @, CAr’fk défini de fagon analogue a G, et d. est la
dimension de 7. Ainsi,

A7 (9) =TT Az (Sp).

el

Considérons le diagramme

rer Az (upr) = Ag (¢) =——Ag(¢) —= SF

| L

[rer A7 () <45 () <——Az(p) — SE

Si G est un groupe symplectique, on peut donc écrire

Az(9) = T] Az (Spn);

el

et si G est un groupe orthogonal,

Az(@) = H Afw (Spm) x Azg (Sp,0)-
WEI\TO



72 CHAPITRE 4. LE CENTRE DE BERNSTEIN STABLE

A travers ces isomorphismes, nous pouvons donc définir une représentation irréductible
cuspidale € de A/L\(go) correspondant & X cre, » dans le cas ou G est un groupe symplec-

tique et & X X e,,0 dans le cas ol G est un groupe orthogonal.

TI'GI\TO Ew’ﬂ—

Il s’agit de voir & présent que e se factorise en une représentation de S£ . Lorsque G =
SO2,11(C), il n’y a rien puisque son centre est connexe (il est trivial) et il en est de méme

pour L.
Soit m € I. Supposons que G est un groupe symplectique. D’aprés [Lus95a, 5.23], —
agit sur 7, par le méme scalaire que sur ;. Ainsi, n:(—1) = e(—1). Supposons que

G est un groupe orthogonal. La construction de la correspondance de Springer pour le
groupe orthogonal de la sectionm permet d’affirmer que l'on a aussi n;(—1) = e,(—1) et
no(—1) = €o(—1). Ainsi, on a :

~—1):1_[%( Haﬂ ) =¢&(-1),
el el

et
1=17(-1) =7o(-1) [[ m(-1)=¢2o(-1) [[ es(-1)=2(-1).

rel\Io rel\Ip

Par suite, € se factorise en une représentation irréductible € de 85.

Revenons & présent sur la représentation du groupe de Weyl. On a :

NZA ¢‘WF HNA .) et ZE*(qﬁ\WF):ZZA Bl HZA ~ ] L~
mel wel el

De plus, _ ~
Lt = Gg N H L, = Z@g(AO)'
71'670
Ainsi, lorsque G est un groupe symplectique, on a :

Z ((b‘WF 7r
ZA (@|wp) H WA

et lorsque G est un groupe orthogonal, on a :
~(O|wp) & Gt
%5 F o WS « Woo
Zo(@|lwp) T, X Zzg ’
mel\Ip

Comme précédemment, on peut définir & travers ces isomorphismes une représentation

¢ . . . . el

irréductible p de W G(;“WF )) & partir des représentations irréductibles p, de WZG T
Wg

ki



Chapitre 5

Conjecture
d’Aubert-Baum-Plymen-Solleveld

5.1 Quotients étendus

Soit I' un groupe fini agissant sur une variété complexe affine T' par automorphisme de
variété affine. Le quotient de T" pour 'action I' désigne I’ensemble des classes d’équivalences
T pour I'; une classe d’équivalence est formée par les images de I’action de tous les éléments
de T" sur un élément de 7. Baum et Connes ont défini dans |[BC88|, le quotient étendu de
T pour 'action de I' qui désigne les classes d’équivalences pour une certaine relation, une
classe étant constituée de 'image de I’action des éléments d’une classe de conjugaison de I'
sur un élément de 7T'.

Posons

X={(t,y)eT xT, vt=t}.

Alors I' agit de la fagon suivante sur X :
a(t,y) = (at,aya™), a €T, (t,7) € X.

Définition 5.1 (Quotient étendu géométrique). Avec les notations précédentes, on appelle
quotient étendu (géométrique) de 7" pour l'action de I" et on note T/ T' le quotient X/T.

Donnons quelques propriétés de cet objet. Tout d’abord, la projection sur la premiére com-
posante, X — T ,estI'-équivariante et fournit une surjectionp : 7' ) I' — T/T.

(ty) — t
Par ailleurs, siy € Tonpose T? = {t € T, yx = 2} et Zr(y) = {a €T, aya ™t =~} le
centralisateur de v dans I'. Notons I' I'ensemble des classes de conjugaison de I'. On a une
bijection
T)T~ || T7/Zr(v),

[v]eL

ol v € I' parcourt un systéme de représentants des classes de conjugaison de I'. En
particulier, Tt /Zp(1r) = T/T', d’ott T/T C T J/ T. Cet inclusion correspond au passage au

quotient de l'inclusion I'-équivariante T© — X
t — (t, 11’*)

A présent, on définit le méme objet que précédemment en remplacant les classes de conju-
gaison de I' par des représentations irréductibles. Pour ¢t € T, notons I'y = {y € ', vt =t}
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le stabilisateur de ¢ pour 'action de I' et posons
Y =A{(t,p), teT, pelrr(ly)}.
Pourtoutt €T, veI', I'yy = 4~ !T'4y. Comme précédemment, I' agit sur Y par

v(t,p) = (vt,7"p), vET,(tp) €Y,
oll on a noté y*p la représentation irréductible de I'y; définie pour tout o € I'y4, par
(V")) = p(yay ™).

Définition 5.2 (Quotient étendu spectral). Avec les notations précédentes, on appelle
quotient étendu (spectral) de T pour P'action de I" et on note T' J/ T' le quotient Y/T'.

La projection sur la premiére composante, Y — T, est I'-équivariante et fournit
(ty) — ¢
une surjection p : 7'/ r — T/I. Enfin, pour t € T, si on note triv; la représentation triviale

de I'y, I'inclusion I'-équivariante ' — Y , fournit une inclusion 7'/T"' — T' L.

t —  (t,trivy)

5.2 Conjecture d’Aubert-Baum-Plymen-Solleveld

Soit G un groupe réductif connexe sur un corps local non-archimédien F', quasi-déployé.
Considérons s € B(G) une paire inertielle, T, (resp. W;) le tore complexe (resp. le groupe
fini) associé.

Conjecture 5.3 (Aubert-Baum-Plymen-Solleveld). — Le caractére infinitésimal Sc
Irr(G)s — T /W est bijectif, si et seulement si, Wy agit librement sur Ty ;

— 1l existe une bijection « canonique »
ps : Ty ) We — Irr(G),;

vérifiant les propriétés suivantes
(a) L’application s induit une bijection entre Ky /Ws et Irr(G), (omp
groupe compact maximal de Ty et Irr(G) =Irr(G), NIrr(G)

(b) Soits = [M,o] € B(G) et o, : W — M le parameétre de Langlands de o. Soit
CU un systeme de représentants des classes unipotentes de Z@(d)f,sx)o, lorsque x

avec K, le sous-

s,temp temp ;

parcourt Z{(M\) Il existe alors une partition de Ty || Wy indexée par CU telle que :

71—:5//W5: H (Tﬁ//Wﬁ)L{

uecu
— pour tout U € CU, (Ts ) W)y est réunion de composantes irréductibles de la
variété Ty | Wy (éventuellement vide).

(¢) Pour touts = [M, o] € B(G), il y a une famille algébrique
0, :T; | Wy — Ts/Ws,
de morphismes finis de variétés algébriques, avec z € C*, tels que :

91 = Ps,
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0\/628(:01115 et Qﬂ(Tg//Ws_Ts/Wﬁ):%m

ot q est le cardinal du corps résiduel du corps local F sur lequel le groupe G est
défini et Mg C Ts/Ws est la sous-variété de réductibilité, constituée des carac-
téres non ramifiés x pour lesquels l’induite parabolique de o ® x est réductible. En
particulier, le nombre de constituant irréductible de i%(o ® x) est #0:/%()() ;

(d) Soit Y1,...,Y; les composantes irréductibles de Ys (notation de la section précé-
dente). Les morphismes 6, vérifient la propriété suivante : pour toute composante
irréductible Y;, il existe un cocaractére ¢; : C* — Ty tels que pour tout (t,p) € Y;,
on a:

0.(t, p) = Ws - (ci(2)t).

(e) Soients € B(G) etr,s € Ty ) Ws. Alors les représentations us(r) et us(t) sont dans
le méme L-paquets si et seulement si il existe U € CU tel que r,s € (Ts || W)y et
pour tout z € C*,0,(r) = 0,(s).

Remarque 5.4. Il n’y a pas de multiplication naturelle dans Ty = {0 ® x,x € X(M)}.
Dans la propriété (d) précédente, le produit ¢;(2)t est le produit de ¢;(z) et ¢ dans le groupe
algébrique T5.

5.3 Analogue galoisien de la conjecture d’Aubert-Baum-
Plymen-Solleveld

Notons G 'un des groupes Spy(F'), SOn(F). Soit J= [L, ¢, ] une L-donnée cuspidale de
G. Notons ’7/;, le tore et W/ le groupe de Weyl associé a cette donnée et @(G)}f I’ensemble

des classes de paramétres de Langlands complets (¢, 7) tels que :

S(p,n) = (L, p,¢),

c’est-a-dire I’ensemble des classes de paramétres de Langlands complets (¢, 1) € ®(G)™

~

tels qu'il existe x € X(L) vérifiant %(¢,n) = (L,px,e). Nous allons considérer le
quotient étendu spectral de ’72 par W/-. Notons p 7 ’9 / Wj — '/Wj‘ la projec-
tion définie en Rappelons qu’on avait vu dans la remarque que Wiy =~
Nz iwp0 (AR /25 (@1weX)-

Théoréme 5.5. 1. L’application
B(G)}
K= (Qbﬂ?) — ((QS‘WF)Ea pﬁ)

1y — T

ot py est la représentation du groupe de Weyl du théoréme est bien définie,
bijective et vérifie les propriétés suivantes :

(a) L’application i induit une bijection entre ICj- / )7\/\/' et @(G);bdd, avec IC/- le
sous-groupe compact maximal de 7% et (I)(G);‘rbdd I’ensemble des (classes de) de
parameétres de Langlands tempérés ;

(b) L’application 1 induit naturellement une décomposition

W= L (T0W)) .

uecu
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ot CU esif la réunion des des orbites unipotentes de Z@(@WF)()O, lorsque x varie
dans X(L) et pour toutU € CU,

W — +
(7%, =1 (%)
c) pour tout € CU, | T, W,) est réunion de composantes irréductibles de la
4"
Py u
variété 79// Wj (éventuellement vide).

~

(d) Pour tout 4 € B(G)*T et tout z € C*, notons
0, : A . , ’
Iy Y
((PrweX)5rp) W/(SD\WFXCp(Z)_l)E
avec ¢, le cocaractere correcteur de ¢ dans G tel que p soit une représentation
irréductible de NZ@(%D\WFXXc)(AE)/ZE(‘P\WFXXC)' Cette famille de morphismes
est telle que :
01 = p/:
%= 0./q° 1y
(e) Soient J € B(G)t etr s e 7%// 17\/; Alors les représentations ,uj(r) et pﬁ'(s)
sont dans le méme L-paquet, si et seulement si, il existe U € CU tel que r,s €

(’9// @)u et pour tout z € C*,0,(r) = 0,(s).

Démonstration. Fixons ¢ : Wj — L un paramétre cuspidal de L et soit ¢ € o(G) v

Quitte & conjuguer, on peut supposer que @|y, = ©|wpXXe, O X € X(L) et . est le
cocaractére non ramifié de W obtenue a partir du cocaractére correcteur de ¢ associé a ¢.
Nous avons vu que le stabilisateur de (‘PXXc)f dans W/ est :

Z’\(‘p\W XXC)
Wj;WXXc = NZ@(‘P\WFXXc) (AE)/ZE(SD‘WFXXC) = WZ/L?(L,O‘W;XXC) '

Z5(e 1wy xXe)
Z (P wpxXe)
métrent exactement les couples (¢,1) € ®(G)T de support cuspidal (L, pyx,e), avec
Plwy = P1weXXe- Ceci montre que I"application Ky est bien définie et bijective.

Or, d’aprés le théoréme [4.27] les représentations irréductibles de para-

Les propriétés que vérifie cette bijection sont évidentes car tout a été fait pour. En effet, la
propriété (a) est évidente vu la définition de p,. Pour les propriétés (b) et (c), ceci résulte
du fait qu’'une fois fixé ¢, les paramétres de Langlands de G qui admettent pour support
cuspidal ¢ sont caractérisés uniquement par leurs restrictions a SLy(C), ¢’est-a-dire I'orbite
unipotente associé.

Concernant le point (d) ceci résulte de la définition méme de I’application de support cus-
pidal pour les paramétres de Langlands complets et de c(¢/2)" = ¢(|[Fr||"/?) = x.(Fr) .
Enfin, pour la propriété (e), il est clair que si y /(r) et i /(s) sont dans un méme L-paquet
(ou plutot ont le méme parameétre de Langlands), alors ils sont dans la méme part de la
partition et vérifie le second point abordé. Réciproquement, s’ils sont dans la méme part de
la partition du quotient étendu, puisque ¢ ne dépend que de U, la second propriété indique

qu’ils ont méme restriction & Wr et donc méme paramétre de Langlands.
O
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5.4 Paramétrage de Langlands du dual admissible des
groupes classiques

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que les pour les groupes classiques, les para-
métres de Langlands des représentations supercuspidales correspondent aux paramétres
de Langlands « cuspidaux » (définition . Par ailleurs, d’'une part nous savons par
les travaux d’Heiermann que les représentations irréductibles dans un bloc de Bernstein
correspondent aux modules irréductibles d’une algébre de Hecke affine & paramétres
étendue. D’autre part, par les travaux de Lusztig (et le théoréme , nous avons un
paramétrage des modules irréductibles d’une algébre de Hecke graduée étendue par des
paramétres de Langlands complets. Dans ce qui suit, on compare les paramétres et on relie
les deux paramétrages a ’aide des quotients étendus. Ceci prouvera la conjecture ABPS
dans le cas des groupes classiques.

Pour commencer, nous allons montrer le théoréme suivant.

Théoréme 5.6. Soit G l'un des groupes SOn (F) ou Sp,y,, (F) ets = [L, o] € B(G). Notons
J= (L, 0s,65] € B(G)Y; la L-donnée inertielle compléte correspondante et Ty, T, Ws,W/-

les tores de Bernstein et groupes de Weyl définis précédemment.
On a un isomorphisme W, ~ W compatible avec les actions de chacun sur ’9 et Ts. Plus

précisément, la conjecture[{. 10 est vérifiée.

Démonstration. Nous reprenons les notations de la section (sauf que l'on note L au
lieu de M) et nous admettons la correspondance de Langlands pour les représentations
supercuspidales des groupes classiques et linéaires.

Soit G I'un des groupes SO x (F) ou Spy,, (F), soit L = [[/_; GLg,(F)% x G, un sous-groupe
de Levi de G, avec n’ < N et soit

c=0X..KoXK.. Ko X...Xo,.Nr,
—_——— —_———
I Ly
une représentation irréductible supercuspidale unitaire de L, avec o; une représentation

irréductible supercuspidale de GLg4, et 7 une représentation irréductible supercuspidale de
G,v. On suppose par ailleurs que o est décomposée selon la condition (C) de la section

Notons L = | = GLdi(C)gi x G, le dual de Langlands de L et Ng = >_I_; ¢;d; + n'. Pour
tout i € [1,7], soit

— m; : Wp — GLg4,(C) un paramétre de Langlands cuspidal de o ;

— o Wp — CA?n/ un paramétre de Langlands cuspidal de 7

— Yo Wi — L un parameétre de Langlands de o.

Décomposons un plongement de ¢, dans GLy,, (C) :

p=moer)e..omen)o..0mer)®...0(mon)) e,
o b

= @&(m @7‘(';/)®g07
=1

Notons Oy, = {mx,x € ¥(GLg,(C))}. La condition (C) (p. se traduit sur les para-
meétres de Langlands par :
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— pour tout ¢ € [1,7], si O, = O,v, alors m; = 7, i.e. 7 est de type symplectique ou

7
orthogonal ;
— pour tout 4, j € [1,7], sii # j, alors m; # 7, T # 77}/;

D’apres la correspondance de Langlands pour le groupe linéaire, on a X(GLg, (F))(0;) ~
X(GLg,(C))(m;). Ainsi, la correspondance de Langlands pour les caractéres et ce qui
précéde montre que T, ~ 7%

Soit I I’ensemble des représentations irréductibles de Wy apparaissant dans la restriction
de ¢ & Wg. On a vu qu’on peut décomposer I = Ip U Ig U Igr,. Décomposons de la méme
manieére @, :

Yr = @ m XS,
(m,q)€Jord(pr)

= @W@Sﬂ,

welr

avec I; l'ensemble des représentations irréductibles de Wr apparaissant dans la restric-
tion de p a W (elles sont de type orthogonal ou symplectique) et Sr = @y (r,q)ciord(pr) Sa-

Notons I, = {m;,i € [1,7]}. Pour tout 7 € I, notons ¢, = ¢; et pour tout = € I\I,
lz = 0. Pour tout 7 € I, notons mx = > (x g)clord(s,) 4 €6 pour tout m € I\Ir, mp = 0.
Puisque ¢, est sans multiplicité, il y a au plus un 7; qui apparait dans cette décomposition.
Ainsi, nous pouvons écrire :

o= P @rerRS;) P l(ran’)

re€lpUlg relgr
Olwp = @ (207 +mg)m @ Le(mdmY)
relolUlg relgr

Supposons G = SOag,,+1(F). Dans ce cas, G = Sp,,(C) On obtient ainsi :

Za(‘»O\WF) ~ H SPor, +m, X H Ozt 4my X H GLq,

relp melg m€lgr

Zi(eiwe) = TT (€)' xSpy, ) x TT (€)% x Om, ) x TT (€)'

melo welg melar

Remarquons que m; ¢ Jord(y;), si et seulement si, m,, = 0. Décrivons dans le tableau
ci-dessous le systéme de racines, ainsi que le groupe de Weyl (étendue) associé par la cor-
respondance de Springer généralisée et les travaux de Lusztig.
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G L condition R  Rieq W° 154
SParrm (C*)xSp,  £=0 o o {1 {1}
{#£0,m=0 Cy We, We, (1)
t#0,m#0 BC, B, Wp, Wg, (2)
Otsm  (CE% Oy (=0 g @ {1} {1}
t#0m=0 D, D, Wp, Wp,x(Z/2Z) (3)
t#0,m#0 BC, B, Wpg, W, (4)
GL, (C*)* (<1 o o {1} {1}
(=2 Apy Apy Wy, Wa, . (5)
La forme particuliére qu'on a imposé & ¢, montre que Dg = H g . Ecrivons
a = (ai,j)ie[[l,r]],je[[l,&ﬂv pour tout ¢ € [l,7],j € [1,4; — 1], notons s;; €

NZHg(SO\SLQ)(AE)/ZHé(SD\SLz) dont l'action sur a permute les éléments a;; et a;j11 et

Sie € NZHS*(@\SLQ)(AE)/ZI‘L?* (¢|s1,) dont I'action sur a permute I;, et ai_’gl L’action

de ces éléments sur un paramétre de Langlands de L de la forme

£;
DD (ms o) D or

i=1 j=1
est la suivante :
— pour tout i € [1,7],j € [1,4; — 1], 3; ; permute 7; j et m; j41 (et 75 et 1’5 14);
— pour tout i € [1,7], 5 ¢, permute m; g, et 7/, .

La table précédente nous montre en particulier que W3 est le produit direct de W3, (~

R d
GO
W) et
Lg,
Gs.
(5i5,J € [1,4]) si Wfoﬂ est de type By, /Cy,
- U |
Wii=1 (84,7 €14 —1], Si,&sz‘,éi—lsi,el) st W est de type Dy,
é,
(51,5 € [1,6; —1]) si WE:Z est de type Ay, 1

Concernant R, on considére les mémes définitions pour R; que dans la section De plus,

si y est un caractére non-ramifié de L qu’on décompose en (Xi,j)a ou X;,; est un caractére
non-ramifié de GLg4, (F), alors

— pour tout ¢ € [1,r],5 € [1,4; — 1],
(O’ & X)Si’j ~oO1X1,1 X...X OiXi,j+1 X 0iXi,j X... OrXrt, X 7
i (pgX) = T1IX1,1 B - - B TiXij+1 B TiXiyj D - - B T Xrp, B @7

Vo—1 Vo Vo—1 Vo-—1
@WTXMTEB...EBTQ Xi,j D m; Xi,j+1@"~7T1X1,1
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— pour tout i € [1,r],
((7 ® X)Si’éi ~oix1,1 XL Moy, —1 X U;/Xf;é_ X...onXre, KT

Sie. -~ - = Vao—1 -~
Fili (0gX) = TMX1,1 D ... B TiXip—1 D T Xig, @ DT Xrp, D or
Va—1 -~ Va—1 Va—1
©® m, Xzt D...0mXie O, Xi 01 ®...m X1,1

Ceci montre que Wy ~ W/‘ et que les actions sur les tores correspondants sont compatibles.
O

Théoréme 5.7. On reprend les notations précédentes. On a une bijection

Irr(G)s ~ ®(G) T,

nduisant des bijections

Irr(G)s 2 = @(G);z,

et
Irr(G)s,temp ~ ¢ (G);bdd :

De plus, d’apres la proposition[5.6] et le théoreme on obtient une bijection compatible
avec les desiderata de la conjecture ABPS :

Irr(G)s ~ Ty /| Ws.

Remarque 5.8. Comme il a été rappelé dans I'introduction, la conjecture ABPS a déja
été prouvée pour les groupes classiques. En effet, un des résultats de [Sol12], est la preuve
de la validité d’une version de la conjecture dans le cas d’une algébre Hecke affine. Grace
aux travaux d’Heiermann [Heill|, le résultat s’en suit.

Théoréme 5.9. Le paramétrage des représentations irréductibles de G par les paramétres
de Langlands dans la construction précédente montre que la conjecture[4.5] est vraie. Autre-
ment dit, la correspondance de Langlands est compatible avec l'induction parabolique.

‘CE

Démonstration. C. Mceglin a montré que le réel z € R™ tel que o;| - |¥ x 7 est réductible,

vaut

%"TH si m; € Jord(¢;), avec a,;, = max{a € N, (04,a) € Jord(p,)}

x = sim; & Jord(¢,) et (o et G) sont de méme type

1
2
0 sim; & Jord(¢,) et (o et G) sont de type différent

Supposons m; € Jord(¢,). Dans ce cas, m, # 0 et la partition paramétrant 'unipotent u,
est du type (2d — 1,...,3,1) ou (2d,...,4,2), c’est-a-dire dans la décomposition de ¢,
ona Sy = EBZ:1 Sok—1 ou Sy, = @g:1 Sor. Le systéme de racines associé dans une telle
situation est de type B et les paramétres calculés par Lusztig sont alors 2 pour les racines
longues et a + 1 pour la racine courte, o a désigne la plus grande part de la partition (voir
la table section. Par ailleurs, t* est 'algébre de Lie de Af (par discrétion du paramétre

de Langlands ¢ de E) Le tore associé au réseau Ap défini par Heiermann est isomorphe a

7;.

On fixe un caractére non-ramifié unitaire ¢ € X(L) et on considére w = W, - (ox) un carac-
tére infinitésimal dont la partie elliptique est dans l'orbite de o(. Par la correspondance
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de Langlands, on note X le cocaractére non-ramifié de L associé a X, 0 = Wf (poX) le

cocaractére infinitésimal correspondant et @ le cocaractére infinitésimal « hyperbolique »
comme défini en section et Remarquons au passage que le choix du point de base
montre que la partie hyperbolique de ¢y, X est la partie hyperbolique de X. Autrement
dit, le parameétre ¢, X est tempérée, si et seulement si, ¥ est unitaire (et donc égal a E a
conjugaison pres).

On avait vu en fin de section [3.5]la bijection suivante

Irr(G), ~ Irr (HRo,cauc X C[Rsyd)w'
Or, on a vu précédemment que Rp s’identifie au systéme de racines associé au groupe
de Weyl W; De plus, la comparaison entre les fonctions parametres p¢ et 1z données

d’une part par les travaux de Lusztig et d’autre part par Heiermman grace aux travaux de
Bernstein-Zelevinsky et Arthur-Meeglin montre que ces fonctions sont égales. On obtient
donc

Irr(G),, ~ Irr (HRO,CaHC X C[Rﬁ,d)w ~ Irr (HRO,?“? X C[sz])

w

Heiermann a montré dans [Heil2| que les représentations irréductibles de carré intégrable
(resp. tempérée) correspondent aux modules irréductibles sur ’algébre de Hecke affine éten-
due associé de carré intégrable (resp. tempéré).
Lusztig a montré dans [Lus02b| que les modules irréductibles de carré intégrable (resp. tem-
pérée) sont en bijection avec certains triplets contenant une orbite unipotente distinguée
(resp. de caractére infinitésimal elliptique). Ceci prouve le théoréme Le théoréme
en est un corollaire. ]

5.5 Exemples

Notons G = Sp,(F) et T = GL;(F)? son tore maximal. Considérons ¢ : F* — C* un
caractére quadratique ramifié, o = ¢ X ¢ une représentation irréductible supercuspidale de
T et la paire inertielle s = [T, ( K (].

D’aprés la correspondance de Langlands pour les tores, le paramétre de Langlands de o
est de la forme ¢, : Wp — f, ot Pon voit T = GL1(C)? comme tore maximgl de G =

SO5(C). Le paquet II,_ (T') ne contient qu'une seule représentation, o. Soit J= [T, s, triv]
le support inertiel complet correspondant. On rappelle que

N4(T)/T = (31, 52),

ou 51(t1,t2) = (t2,t1) et Sa(t1,t2) = (t1, t;l). C’est un groupe de Weyl de type Bs.
Le stabilisateur X(7")(p,) est trivial et en reprenant les notations de la section précédente

W/jjz W; X R 4, avec
Wi = (51) X (251%) et Rj= (%),

On voit donc que W, ~ N@(f)/f, pourtant on voit W/ comme un groupe de Weyl de type

D5 étendue.

Les cing classes de conjugaisons de Wj sont : {1}, {51, 525182}, {S2, 515251}, {5152, 5251}, {51525182}.
Identifions le paramétre de Langlands x1( ® x2( & 1 ¢ x;lc &) XflC € 7% a I'élément
(x1,x2)- On a alors
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— T ={00x), x € X(D)};
— T = {00, x, €€ X(T),€ =1};
— T ={(1,1), (& ¢), & caractére non-ramifié d’ordre 2} ;
— Tyt = {(1,1),(6,€), (1,€), (€ 1), € caractére non-ramifié d’ordre 2} ;

Il y a essentiellement cing types de paramétres de Langlands & considérer (bien entendu,
on supposera ne pas étre dans un cas précédent) :

(1) ¢lw, =ECDECD 1D EC D EC, avee € un caractére non-ramifié d’ordre au plus 2
(2) Plw, =CRECD LD ECDEC, avec § un caractére non-ramifié d’ordre 2

(3) dlw, =XCRECDTIDECD x~1¢, avec € un caractére non-ramifié d’ordre au plus 2 et
X un caractére non-ramifié ;

(4) dlwp, =xCOXCD1 D Y"1 @ x I, avec y un caractére non-ramifié ;
(5) Plwp =X1CD X2 D1 D X2_1C o Xflc, avec Y1, Y2 des caractéres non-ramifiés ;

Dans ce qui précéde, on suppose que les cas sont disjoints. Par exemple, dans (3) on suppose
que x n’est pas trivial ou d’ordre 2 pour ne pas étre dans le cas (2).

Zz (dlwy) Z5(0lw,) Z5(blw,)° Wﬁ;ab
1) O4x0; (04 x O1)* S04 | (1) X (52515)) x (32)
(2) | O2 x 03 x 01 | (O3 x 02 x01)" | SOy x SOy (315281) % (82)
(3) | GLy x O2 x O1 | GLy x (O2 x O1)" | GL1 x SOq (89)
(4)| GLyx O GLy GLy (s1)
(5) | GL1 x GLy GL; x GL; GL; x GL; {1}

Dans le cas (1), les orbites unipotentes dans Z5(|y,,)° sont paramétrées par (3, 1), (22) et
(1%). Ceci correspond aux paramétres de Langlands de G' de la forme

— R (S3@8) @1, Az(¢) = (Z/2Z)?;
— (NS ®1a (NS, As(0) = {1};
— D1 DECDE, Ag(o) = Z/2Z.

o

Dans le cas (2), les orbites unipotentes dans Z5(¢|y,.)° sont paramétrées par (1%). Ceci

correspond au paramétre de Langlands de G de la forme

— (BB B As(d) = (Z/2Z)*

Dans le cas (3), les orbites unipotentes dans Z5(¢|y,)° sont paramétrées par (1%). Ceci
correspond au paramétre de Langlands de G de la forme

— XCOEO1IBECDXT(, Ag(¢) = Z/2Z.

Dans le cas (4), les orbites unipotentes dans Z5(¢ |y, )° sont paramétrées par (24) et (1%).
Ceci correspond aux paramétres de Langlands de G de la forme
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— RS ®1ex (RS, As(0) = {1};

—x¢oxcolax '¢ox ¢ Ag(e) = {1}.

Dans le cas (5), les orbites unipotentes dans Z5(¢|yy,.)° sont paramétrées par (1%) . Ceci
correspond au paramétre de Langlands de G de la forme

— xiCBx2 B1B x5 (DX ¢, Ag(9) = {1}

A présent, on voit que les sous-groupes de Levi « cuspidaux » de Hg dans les cas
(2),(3),(4),(5) sont le tore maximal correspondant. Ainsi, pour tous les parameétres com-
plets décrit dans ces cas sont associés a / Dans le cas (1), il y a deux sous-groupes de Levi
cuspidaux de Hg : GL? et (04 x O1) 7T lui-méme. Pour le paramétre ¢ = £ X (S3@ S1) D1,
I'unipotent est paramétré par (3,1), qui est Uorbite de SO4 qui supporte un systéme local
cuspidal. Ainsi, Ao, (u31) = (21) % (23), Aso,(us1) = (2123) et Az(d) = (z123) x (2121),
ou zj = —1 € 0. Il y a donc deux types de représentations irréductibles de Aa(qﬁ), les
caractéres 11, m2 tels que n;(z123) = 1 et £1,e2 tels que €;(2123) = —1. Les paramétres de
Langlands complets (¢, ;) sont associés au triplet inertiel p tandis que les paramétres de
Langlands complets (¢, ;) définissent deux représentations supercuspidales.

Revenons & la correspondance de Springer.
Dans le cas (1), considérons la table suivante qui décrit la correspondance de Springer, a
gauche les éléments du cone unipotent complet et a droite les représentations irréductibles

de W;
N§LO4 Irr(W;,(b)
(upe,1) | 181
(uls, 1) 1Xe
(Wi, 1) | eX1
(ug1,1) eXe

Wy 2%
Notons a présent pja = IK1K1, pj, = 1K1Ke, pye = Indwg,(l&s) = Indwg(eﬁl), P31 =

eXReX1, pé’»,l = e X e Xe. La correspondance de Springer pour (O4 x O1)7 est alors

N Irr(Wy;qs)

Hy
(ugs,1) P14
(uqs,€) P'14
(ug2,1) P22

(u3,1, 771) P3,1

(u3,17 772) P31
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Dans le cas (2), il n’y a que I’élément unipotent trivial qui intervient et on a

./\/'I}rg Irr(W%b)
(ups,181) | 181
(ua,1Xe) | 1Xsgn
(uga,e X 1) eX1
(uge,e X e) eMe

Dans le cas (3), on a

./\/'I}rg Irr(W/;(;,)
(uq4,1) triv
(uqa,€) 5

Dans le cas (4), on a

Nte Irr(Wg;qg)

Ay
(uqa,1) triv
(U227 1) 19

Dans le cas (5), on a

NI-;;; II‘I‘(W%@)
('LL14, 1) triv

Dans le tableau suivant on résume la bijection obtenue via la conjecture ABPS. On reprend
les notations de [ST93, §5], L(w) signifie le quotient de Langlands de 7, lorsque w est un
caractére d’ordre 2, §(w)’ et §(w)” sont les deux sous-représentations de carré intégrale de
vw X w X 1, Ty et T sont les représentations tempérées dans la décomposition de w x 1
et enfin Q;(w % T]“’/) désigne les constituants de l'induite w X T;’/, avec w’ un caractére
d’ordre 2 différent de w. De plus, il est clair que le cocaractére correcteur est la restriction
au maximal de SLs.
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paramétre de Langlands point de T/ VAV/‘ constituant représentation
VECDEDLIDE DY (vEC B ¢, p1a) L(vE(, TY) VEC X €% 1
(vEC @ ¢, Pa) L(vE(, T5¢)
VRS, o 1ar /RS, W2 @ VvPEC, pa2) | L(v'/?E¢Star,, 1)
ECH(S3 @ 51) D1 (ECDEC, p31) 8'(£¢)
(ECDEC, ph1) 8" (£0)
XCOEDLECDXC (x¢ ®EC,1) X¢ % Ti¢ XCx &C %1
(¢ ®ECe) X¢ x T5¢
(oiolaial Co&,1R1) Q¢ 1 TY) (x € x1
(@& er) Q2(¢ % TY)
€&, 1 Ke) Q1(¢ = T5°)
@& eRe) Q2(¢ % T5°)
Vi CorT Ao lav AT ICarT AT | (Ve v ¢, 1) xClar, x 1 VP x v x 1
XCRS: @ 1@ x (RS, (x¢ ®x¢,¢€) x(Star, x 1

Pour les représentations supercuspidales ﬂ'éc et 712’ dans le paquet défini par le paramétre
de Langlands £¢ X (S5 @ S1) @ 1, les supports inertiels qu’elles définissent, le tore associé
et le groupe de Weyl étendu correspondent bien aux notions qu’on a défini en terme de
paramétres de Langlands complets puisque le groupe de Weyl étendu est trivial. On se
propose de voir ce qu'il se passe dans un groupe faisant intervenir Sp,(F') dans un facteur
de Levi propre.

On considére & présent G = Spg(F), L = GL1(F) x Spy(F'). On fixe ( comme précédem-
ment, on note ¢ = ((X (S5 ® S1) @ 1 et soit 7 'une des représentations supercuspidales de
Sp4(F) de parameétre de Langlands complet (o, ¢) (avec € 'une des représentations cuspi-

dales qu’on a vu précédemment). Soit s = [L,{ K 7] et [L, p, €] le triplet inertiel complet
correspondant. Le tore ’72 est de dimension 1 et W, = W9 = (3) , oi1 5z = 2~ 1. Il y a donc

d

deux types de paramétres de Langlands & considérer

(1) dlw,=COCO(D1BCDCD(;
(2) Plwp =xCOCDCD1 @ C® P x ¢, avec y un caractére non-ramifié ;

Zg (Dlwy) Z5(@lwy) Z5(Plwe)” | Wi
(1) O x O1 (Oﬁ X 01)+ SOg <§>

(3) GL1 X O4 X 01 GL1 X (04 X 01)+ GL1 X SO4 {1}

On doit donc appliquer la correspondance de Springer généralisée dans SOg et déterminer
quelle classe unipotente et quelle représentation irréductible du groupe des composantes
correspond a la représentation signature pour la paire cuspidale (GL; x SOy, u; X u3 1, o).
Il n’y a pas vraiment le choix car on sait d’aprés le théoréme de Lusztig (renormalisé) que
c’est I'induite de Luszitg-Spalteinstein de u; X ug 1. Or cette classe unipotente admet pour
partition (5,1) (voir par exemple [Lus88, 2.13]).
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Dans le cas (1), les orbites unipotentes « pertinentes » dans Z5(¢|yy,,)° sont paramétrées
par (5,1) et (3,13). Ceci correspond aux paramétres de Langlands de G de la forme

— (M (S50 8) @1, Az(d) = (Z/2Z)*;
— xCBCR(S3 @ S1) & xTI¢ Ag(e) = (2/2Z)%.

Dans le cas (2), la seule orbite unipotentes« pertinente » est (3, 1%) et on a le méme résultat
que précédemment

— XCOCR(S3 @ S1) @ xI¢, Ag(e) = (2/2Z)%.

Dans le paquet défini par (X(S5@ 571) @1 il y a quatres représentations, notons 6', 6", 1, do.
Comme on le sait, 6’ et 6" sont deux représentations de carré intégrable de la série princi-
pale, 61 est une représentation de carré intégrable obtenue comme sous-quotient de v2¢ x 7
tandis que 2 est une représentation de carré intégrable obtenue comme sous-quotient de
12 x ', ot 7' est 'autre représentation supercuspidale dans le L-paquet de .

paramétre de Langlands point de T/ VAV/' constituant | représentation
V(R (Sso)@1or | (olaldl,triv) | QW ¢ xm) v xm
(R(Ss@S) @1 (CoC®(CD1,sgn) o
CAC(RSse)@leax '¢C | ((dCa(dL,triv) | x(x X¢xm

Concernant le cocaractére correcteur associé au point (¢ ® ¢ @ ¢ @ 1,sgn), si on prend
uniquement la restriction au tore maximal de SLy du paramétre de Langlands associé on
obtient : h(2) = (2%, 22,1,272, 27*). En revanche, si on prend le quotient de ce cocaractére
par celui donné par le paramétre de 7, qui est h(z) = (1,2%,1,272,1), on obtient c(z) =
(24,1,1,1,274).
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