N
N

N

HAL

open science

Pilotage de stratégies de calcul par décomposition de
domaine par des objectifs de précision sur des quantités
d’intérét

Valentine Rey

» To cite this version:

Valentine Rey. Pilotage de stratégies de calcul par décomposition de domaine par des objectifs de
précision sur des quantités d’intérét. Mécanique des solides [physics.class-ph|. Université Paris Saclay

(COmUE), 2015. Frangais. NNT: 2015SACLN018 . tel-01246413

HAL Id: tel-01246413
https://theses.hal.science/tel-01246413
Submitted on 18 Dec 2015

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-01246413
https://hal.archives-ouvertes.fr

université NS

PARIS-SACLAY C ACH AN
NNT : 2015SACLN018

THESE DE DOCTORAT
DE L’UNIVERSITE PARIS-SACLAY,
préparée a PECOLE NORMALE SUPERIEURE DE CACHAN

ECOLE DOCTORALE N°579
Sciences mécaniques et énergétiques, matériaux et géosciences

Spécialité
MECANIQUE DES SOLIDES

Présentée par

Valentine Rey

Sujet de la thése
Pilotage des stratégies de calcul par décomposition de

domaine par des objectifs de précision sur des quantités
d’intérét

Présentée et soutenue & Cachan le 11 décembre 2015 devant le jury composé de :

Nicolas Moés Professeur, Ecole Centrale Nantes Président

Anthony Gravouil Professeur, INSA Lyon Examinateur

Pedro Diez Professeur, Université polytechnique de Catalogne Rapporteur

Frangois-Xavier Roux Professeur, ONERA Rapporteur

Christian Rey Professeur, SAFRAN TECH Directeur de thése

Pierre Gosselet Chargé de recherche, LMT-Cachan Co-Encadrant
LMT-Cachan

ENS Cachan / CNRS / Université Paris-Saclay
61 avenue du Président Wilson, F-94235 Cachan cedex, France






Remerciements

Je tiens tout d’abord a remercier I’ensemble des membres de mon jury de thése. Mes
premiers remerciements vont & ceux qui ont dirigé et encadré mes travaux. Merci a Chris-
tian et Pierre, qui chacun & leur maniére, ont su étre présents tout en me laissant mon
autonomie. Vous m’avez appris un métier que j'aime profondément et avez participé a
mon épanouissement scientifique et professionnel. Ensuite, je tiens & remercier mes rap-
porteurs, Francois-Xavier Roux et Pedro Diez, pour avoir accepté de lire et de rapporter
mes travaux. Enfin, merci & Nicolas Moés pour avoir accepté de présider ce jury et a An-
thony Gravouil pour avoir écouté ma soutenance. J’espére avoir répondu & vos questions.
J’ai été en tous cas ravie de vous présenter mon travail.

A présent, je tiens a remercier ’ensemble des gens au laboratoire et/ou du départe-
ment de génie mécanique qui m’ont permis de passer trois superbes années. Mes premiers
remerciements vont aux membres de I’équipe erreur : Frisou, Ludo, Eric, OP, Frangois,
pour leur bonne humeur puis plus récemment Pierre-Eric, Basile, Camille & qui je sou-
haite de prendre autant de plaisir que moi pendant leur thése. Reconstruire des champs
admissibles n’est pas toujours tache facile et ce fut trés agréable de se sentir comprise et
épaulée dans les problématiques d’estimation d’erreur. Merci a Nicolas qui a partagé mon
bureau pendant plus de deux ans avec sa bonne humeur et son humour. Merci également
a Manu, PAG, PAB, Peewee, Jean-Luc, Paul, Rana, Werty, Christine, Frédéric, Fabrice,
Lydia, Cédric et & tous ceux que j’ai oubliés. Merci a Danielle pour m’avoir organisé ce
magnifique pot et pour toujours avoir été la pour moi.

Merci aux personnes qui ont accepté d’assister & mes répétitions de soutenance et dont
les conseils m’ont aidée & faire une belle prestation finale. Merci & tous ceux qui sont venus
m’écouter le jour J (ou encore le D day (defense day)) : Beaupetit, Lele, Nicolas, Sam,
Elena, Fred, Augustinou, Vlad, PAG, Eric (qui est venu de loin), Clémence, Camille,
John-Eric (qui a immortalisé ce moment sur carte mémoire). J’ai été trés touchée par
votre présence.

Enfin, merci & John-Eric pour avoir tout fait pour que je fasse ma soutenance dans
les meilleures conditions. Plus globalement, merci de m’avoir accompagnée dans toute
cette partie de ma vie que fut 'ENS et le doctorat. Merci de n’avoir jamais cessé de me
répéter que je pouvais avoir confiance en moi.






Résumé

Ces travaux de recherche ont pour objectif de contribuer au développement et &
I’exploitation d’outils de vérification des problémes de mécanique linéaires dans
le cadre des méthodes de décomposition de domaine sans recouvrement. Les
apports de cette thése sont multiples.

— Nous proposons d’améliorer la qualité des champs statiquement admis-
sibles nécessaires a 1’évaluation de I'estimateur par une nouvelle métho-
dologie de reconstruction des contraintes en séquentiel et par des optimi-
sations du calcul de 'intereffort en cadre sous-structuré.

— Nous démontrons des bornes inférieures et supérieures de ’erreur sépa-
rant l'erreur algébrique (due au solveur itératif) de l'erreur de discrétisa-
tion (due a la méthode des éléments finis) tant pour une mesure globale
que pour une quantité d’intérét. Cette séparation permet la définition
d’un critére d’arrét objectif pour le solveur itératif.

— Nous exploitons les informations fournies par I'estimateur et les espaces
de Krylov générés pour mettre en place une stratégie auto-adaptative de
calcul consistant en une chaine de résolution mettant & profit remaillage
adaptatif et recyclage des directions de recherche.

Nous mettons en application le pilotage du solveur par un objectif de précision
sur des exemples mécaniques en deux dimensions.

Mots-clefs : Méthode des éléments finis, vérification, erreur en relation de com-
portement, quantité d’intérét, méthodes de décomposition de domaine sans re-
couvrement, FETIT, BDD, séparation des sources d’erreur, remaillage adaptatif,
espaces de Krylov.
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Introduction 21

Dans les industries de construction mécanique, les outils numériques sont de plus en
plus présents au sein des bureaux d’étude. Devenus indispensables, ils accompagnent les
ingénieurs dans les phases de conception et de dimensionnement. Depuis quelques années,
ces outils tendent méme a remplacer les démarches expérimentales. En effet, en allongeant
le temps de conception, la validation par les essais s’avére trés onéreuse et difficile & mettre
en ceuvre, notamment sur les structures de grande taille pour lesquelles les techniques
d’instrumentation classiques sont parfois inenvisageables. Sans éliminer complétement
la phase expérimentale qui sera toujours le seul lien avec le réel, les industriels tendent
a adopter le wirtual testing, c’est-a-dire 'utilisation des simulations numériques pour
remplacer certains essais.

De la modélisation de la physique observée découlent des équations aux dérivées
partielles dont la solution est la réponse de la structure considérée aux sollicitations
extérieures. Malheureusement, & l’exception de rares cas simples, la solution de telles
équations n’est pas accessible et des méthodes d’approximation sont alors employées
pour pouvoir fournir des solutions approchées dont la pertinence doit étre relativisée.

L’adoption massive du wvirtual testing par les industriels ne peut se faire que si la
simulation et les calculs sont maitrisés. De plus, ces-derniers doivent répondre aux be-
soins des ingénieurs qui s’intéressent & des structures complexes (assemblage de plusieurs
piéces par exemple) dont le comportement est décrit par des lois d’évolution qui peuvent
étre fortement non linéaires. Ces structures peuvent également étre soumises a des solli-
citations sophistiquées sur des échelles de temps trés courtes ou trés longues. Il est donc
essentiel que les chercheurs répondent & ces enjeux en fournissant des outils de simulation
permettant de traiter des problémes complexes de grande taille tout en garantissant la
qualité du résultat fourni.

Depuis les année 1970, la vérification, dont 'objectif est 1la maitrise de la qualité des
calculs numeériques, a connu de nombreux développements. Aujourd’hui, des outils éla-
borés et efficaces sont disponibles pour critiquer ’approximation issue d’une simulation.
La vérification fournit, entre autres, des informations sur ’erreur commise lors de 1’étape
de discrétisation (nécessaire pour le passage d'une équation continue a une formulation
discréte, ce qui est le cas dans la méthode des éléments finis par exemple). Ainsi, 'erreur
de discrétisation peut étre estimée tant au niveau global (sur I'ensemble de la struc-
ture) qu’au niveau local (zone d’intérét pour ingénieur) et ce pour une large gamme
de problémes. Dans les problémes de mécaniques, les principaux estimateurs d’erreur
sont ceux qui se mettent en ceuvre aprés la résolution; ils sont alors dits a posteriori.
Les estimateurs sont classés en trois catégories : ceux qui exploitent la défaut d’équilibre
de la solution approchée, ceux qui proposent de lisser la solution approchée et ceux qui
exploitent 'erreur en relation de comportement. Pour des estimations d’erreurs locales
(sur des quantités d’intérét) ce sont sur les extracteurs et la définition d’un probléme ad-
joint que se basent la plupart des développements. Ces approches permettent de mettre a
profit les outils développés pour ’estimation d’erreur globale. Bien siir, 'obtention d’un
encadrement de I’erreur de discrétisation sur une quantité d’intérét a un cofit et tous les
estimateurs présents dans la littérature ne sont pas équivalents. En effet, la qualité, la
précision, la difficulté d’implémentation, le surcolit associé sont autant de critéres qu’il
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convient de prendre en compte pour bien choisir la méthode d’estimation de I'erreur.

Les méthodes d’approximation conduisent & construire des systémes d’équations sous
forme matricielle que 1'on doit ensuite résoudre. Lorsque ces problémes sont de grande
taille, 'utilisation d’un unique cceur n’est pas suffisante méme en prenant en compte
I’essor incroyable de la capacité des ordinateurs. Néanmoins, 1’architecture paralléle ou
le regroupement en clusters des machines permet de créer des super-calculateurs aux
performances étourdissantes (plusieurs milliers de milliards d’opérations par seconde pour
les plus puissants d’entre eux). Afin de profiter pleinement des capacité de ces super-
calculateurs, la stratégie de résolution doit étre adaptée a I'architecture du cluster. Ainsi,
la communication entre processeurs étant une opération lente, I'algorithme, pour étre
efficace, doit entre autres limiter le nombre d’échanges entre processeurs. Les méthodes
de décomposition de domaine sont des outils robustes pour la résolution de systéme
de grande taille. Plus particuliérement, les méthodes sans recouvrement de type Schur-
Krylov ont les propriétés d’extensibilité numérique attendues pour leur exploitation sur
des gros calculateurs. De plus, les échanges nécessaires se font uniquement entre sous-
domaines voisins et font intervenir des quantités relativement petites (de la taille de
'interface entre sous-domaines). Enfin, les solveurs itératifs associés (solveurs de Krylov)
ont été trés étudiés et sont maitrisés.

Notre travail s’inscrit dans la continuité de la réflexion commencée dans [110] et dans
la lignée des travaux portant sur la vérification dans le cas de calculs intensifs [115].
Dans les travaux [110], une procédure d’estimation d’erreur en cadre sous-structuré a été
développée. Cette procédure :

— permet d’obtenir une estimation d’erreur & chaque itération du solveur

— est entiérement paralléle et s’inclut naturellement dans les principaux algorithmes

de décomposition de domaine

Les premiers résultats montrent une rapide convergence de l’estimateur au cours des
itérations de l'algorithme de décomposition de domaine, ce qui indique que seules les
premiéres itérations sont efficaces. Se pose alors la question suivante : comment éviter
les itérations qui ne font pas diminuer le niveau d’erreur 7 autrement dit : comment défi-
nir un critére d’arrét du solveur qui n’entraine pas de sur-résolution ? Malheureusement,
I’évaluation de l'estimation de ’erreur & chaque itération, qui donnerait une réponse a
cette question, entrainerait un cott prohibitif. Plus globalement, nous pouvons nous in-
terroger sur les stratégies & adopter pour conduire efficacement un calcul paralléle sur
un probléme de mécanique tout en fournissant une information sur la qualité du résultat
obtenu. Nos travaux tentent de répondre & ces questions en suivant trois axes. Premiére-
ment, des améliorations quant & la reconstruction des champs admissibles nécessaires a
I’évaluation de ’estimateur ont été proposées dans un cadre séquentiel et dans un cadre
sous-structuré. Deuxiémement, une nouvelle majoration de la distance entre le champ
solution exact et le champ calculé séparant ’erreur due au solveur itératif de 'erreur de
discrétisation a été démontrée. Cette séparation est écrite pour une estimation d’erreur
globale et une estimation d’erreur locale. Elle permet de piloter le solveur par ’erreur de
discrétisation. Troisiémement, dans le cas de résolutions successives en vue d’atteindre un
objectif de précision donné, des techniques de remaillage et de recyclage de I'information
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ont été développées et mises en ceuvre sur des exemples issus de la mécanique. L’en-
semble des développements logiciels a été effectué au sein d’un code de calcul paralléle
sous Octave.

Nos travaux s’organisent donc autour de quatre axes qui sont développés dans quatre
parties.

La premiére partie a pour objectif de situer précisément le contexte scientifique dans
lequel se situent nos travaux. Pour cela, dans un premier temps, nous présentons le
probléme de référence d’élasticité linéaire. Puis, un état de l'art sur les méthodes de
vérification est brossé : nous définissons tout d’abord ’erreur de discrétisation et pré-
sentons les principales méthodes permettant d’estimer cette erreur tant au niveau global
que local. Ensuite, nous dressons un état de l'art sur les méthodes de décomposition
de domaine sans recouvrement : nous présentons la sous-structuration et I’écriture du
probléme d’interface. Nous détaillons les résolutions dans le cas des approches primale et
duale et présentons aussi d’autres types d’approches. Enfin, nous résumons la procédure
d’estimation d’erreur en paralléle pour les décomposition de domaine proposée dans [111].
A partir des résultats, nous illustrons la nécessité d’équilibrer les deux niveaux d’erreur
intervenant dans la résolution. Nous faisons également une bréve revue des méthodes
employées pour séparer et comparer les sources d’erreur.

La deuxiéme partie présente des améliorations pouvant étre apportées a ’estimation
d’erreur en séquentiel et en cadre sous-structuré. Premiérement, nous présentons une
nouvelle méthode de reconstruction de champs statiquement admissibles. Cette méthode
permet une étude de la pertinence de la condition de prolongement forte, hypothése &
la base d’une autre technique de reconstruction de champs statiquement admissibles.
Puis, nous détaillons deux améliorations pour I'obtention de réactions équilibrées entre
sous-domaines. En particulier, nous soulignons le réle des points multiples et des points
situés sur un contour de Dirichlet, ot une optimisation est possible, ce qui laisse la
place & une meilleure efficacité de ’estimateur. Ce traitement spécifique est appliqué sur
I’algorithme FETI-DP pour lequel nous proposons une méthode de reconstruction des
champs admissibles nécessaires & I’évaluation de I'estimateur. Ainsi, tous les résultats de
la partie suivante pourront s’appliquer également aux algorithmes FETI-DP et BDDC.
Nous signalons que cette partie, traitant d’aspects techniques et pointus, peut étre évitée
dans un premier temps. Elle n’est pas nécessaire & la compréhension de la suite du
manuscrit. Le lecteur s’intéressant aux contributions proposées pour la construction de
champs admissibles pourra revenir sur cette partie a la fin de sa lecture du manuscrit.

La troisiéme partie constitue le coeur de nos travaux. Elle consiste en ’énoncé du
théoreme fondamental de séparation des deux sources d’erreur (erreur de discrétisation
et erreur algébrique) dans la majoration de lerreur vraie, tant pour une estimation de
I’erreur globale que de l'erreur locale. Le théoréme est démontré et des résultats sur
des structure en deux dimensions illustrent la pertinence de la séparation. Un nouveau
critere d’arrét du solveur itératif est alors défini : nous pilotons le calcul par I'erreur de
discrétisation. Nous présentons également comment il est possible d’obtenir une borne
inférieure de I'erreur de discrétisation globale & travers une procédure paralléle nécessitant
un faible surcott si la borne supérieure est déja calculée.
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La quatriéme partie traite du remaillage et des accélérations de Krylov dans le cas de
résolutions successives du probléme linéaire en vue d’obtenir un niveau d’erreur donné.
Nous examinons deux techniques de remaillage dont 'une entraine 'apparition de dis-
crétisations incompatibles aux interface et montrons comment les mettre en ceuvre. Puis,
nous rappelons les principes de recyclage des espaces de Krylov générés et ’appliquons
sur des exemples.

Enfin, dans la conclusion, nous faisons le bilan des apports de cette thése en rappelant
les principaux résultats obtenus et donnons les directions pouvant faire 'objet de futures
explorations.

La quasi totalité des illustrations numériques de cette thése ont pour support deux
structures présentées en annexe 9.4.2.



Premiére partie

Etat de 'art sur la vérification et les
méthodes de décomposition de
domaine et mise en évidence des
deux sources d’erreur
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Dans cette premiére partie, nous décrivons I’environnement dans lequel vont s’insérer
les travaux de cette thése. Dans le premier chapitre, nous faisons un état de l'art as-
sez général des méthodes permettant d’estimer ’erreur de discrétisation provenant d’un
calcul éléments finis. Puis, dans le deuxiéme chapitre, nous présentons les principales mé-
thodes de décomposition de domaine sans recouvrement. Ces deux premiers points nous
permettent d’aborder ensuite, dans un troisiéme chapitre, la problématique de ’estima-
tion d’erreur en cadre sous-structuré : nous décrivons la procédure proposée dans [111]
et mettons en évidence la faiblesse du critére d’arrét du solveur itératif généralement
choisi. Nous aboutissons naturellement & la nécessité d’identifier et de séparer les erreurs
intervenant dans la résolution afin d’améliorer ce critére. Enfin, nous dressons un état
des lieux des stratégies retenues dans la résolution de problémes mécaniques pour séparer
les différentes sources d’erreur.
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Chapitre 1

Estimation de 'erreur de
discrétisation

Dans ce chapitre, nous présentons le probléme de référence considéré
dans cette theése ainsi que la méthode des éléments finis. Nous donnons
ensuite la définition de 'erreur de discrétisation et faisons un état de
I’art sur les méthodes d’estimation de cette erreur a priori ou a poste-
riori. Dans ’ensemble de ce chapitre, la résolution du probléme élément
fini est considérée séquentielle (pas de décomposition de domaine).
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FIGURE 1.1 — Probléme de référence

1.1 Probléme de référence et méthode des éléments finis

Nous nous placons dans le cadre de la mécanique des milieux continus et le probléme
de référence est un probléme statique d’élasticité linéaire.

1.1.1 Probléme modéle

Considérons une structure occupant un ouvert Q < R? (voir figure 1.1), o1 d désigne la
dimension de ’espace. Nous faisons ’hypothése que la structure subit une évolution quasi-
statique et isotherme vérifiant ’hypothése des petites perturbations. Le comportement
est supposé élastique et linéaire et est caractérisé par le tenseur de Hooke Hl. La structure
est soumise aux sollicitations suivantes :

— une densité d’effort volumique f sur €2

— une densité surface d’effort ¢ sur la partie 0y du bord 092

— un déplacement imposé u, sur la partie 0, du bord 02, avec mes(0,8) # 0
L2(Q) désigne I'espace des fonctions de carré intégrable sur € et H' () désigne l'espace
des fonctions de carré intégrable dont la dérivée est de carré intégrable.

Notons u le champ de déplacement inconnu, ¢ (u) la partie symétrique du gradient
de u, g le tenseur des contraintes de Cauchy. -

Le probléeme mécanique consiste a trouver un champ de déplacement u et un champ
de contrainte g vérifiant :

— Les équations d’admissibilité :

1
U = u, sur (9Qﬂ Oufd et g (u) = i(grad(y) + grad” (u)) sur Q (1.1)
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— Les équations d’équilibre :

div(g) + f = 0 sur Q et gn = g sur 9, (1.2)

— La relation de comportement :
g=H:¢g(u) sur Q (1.3)

Le tenseur de Hooke définissant une forme bilinéaire symétrique positive et coercive, la
solution de ce probleme existe et est unique. Elle est notée (u.,,0_ ).
Nous introduisons alors deux espaces affines et une forme positive :

— Espace des champs cinématiquement admissibles

CA(Q) = {g e (B'(Q), u=1uy sur 0 é‘uQ} (1.4)
et nous notons CAY Pespace vectoriel associé :
CAY(Q) = {g e ()", u=0sur 6Qﬂ6u§2} (1.5)

— Espace des champs statiquement admissible

SA(Q) = {; € (LQ(Q))Sym ; Yue CAY(Q),

Q 049200
— L’erreur en relation de comportement [71]
eoro (o) =l —H: (), ., (1.7)

avec |zl _, = j (z:H':z2)dQ
Llig-1, 0 = Z
Le probléme mécanique (1.1, 1.2, 1.3) posé sur € peut étre reformulé :
Trouver (g, g) e CA(Q) x SA(Q) tel que ecrg,(u,0) =0 (1.8)

Cette formulation est équivalente & la précédente.
Enfin, une troisiéme formulation faisant intervenir des formes linéaires s’écrit :

Trouver u € CA(Q) tel que Yo € CA%(Q), a(u,v) = L(v) (1.9)
ou
o) = [ Hz (@) a0 (1.10)
Q
est une forme bilinéaire symétrique continue et coercive et
L(v) = jiode + J g-vdS (1.11)
Q 9,2 0Q

est une forme linéaire continue.
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1.1.2 Discrétisation et résolution par la méthode des éléments finis

La solution exacte de ces équations n’est connue que pour quelques problémes simples.
En mécanique, la méthode de résolution approchée la plus utilisée est sans aucun doute
la méthode des éléments finis en déplacement, qui a été développée dans la deuxiéme
moitié du vingtiéme siécle [23, 142, 9].

Afin d’obtenir une approximation de la solution, celle-ci est cherchée dans un espace
de dimension finie CAy (). La structure est discrétisée a I'aide d’un maillage noté Q.
Dans la suite, nous supposons que le maillage recouvre parfaitement 2. A ce maillage
sont associées des fonctions de forme continues qui sont des polynémes de degré p sur
chaque élément et qui forment une base de CAy(2).

Le probleme éléments finis s’écrit alors :

Trouver uy € CAg(Q) tel que Yoy, € CA%(Q)

f e (vp) iHié(uH)dQ=j f-deQ+j g-vydS (1.12)
“ 0,92

Q

En décomposant le déplacement uy; sur la base des fonctions de forme uy = ¢ ol le
probléme se raméne & la résolution du systéme linéaire suivant :

(Ed E;) (L) - (id) + (;\) d) (1.13)

ou K est la matrice de rigidité symétrique définie et positive et f est le vecteur des efforts
généralisés. L’indice d représente les degrés de libertés situés 14 ou des conditions de
Dirichlet ont été imposées et 'indice r représente le reste des degrés de liberté. Ay est le
vecteur des réactions nodales :

AdT:LgH:g@Hd) dQLi-QHddQLQg-QHddS (1.14)

ou ¢, , st la matrice des fonctions de forme restreintes aux nceuds situés sur d,(2.

A condition que Qp coincide avec €2 et que le degré des fonctions de forme soit
suffisamment élevé pour représenter le déplacement imposé (ce qui est supposé ici), le
champ de déplacement obtenu vérifie uy € CAg(Q2) < CA(R). En revanche, dans la
majorité des cas, o, ¢ SA(Q) et la solution obtenue n’est donc pas la solution exacte.
Le fait que g, ¢ S_A(Q) traduit que la solution éléments finis ne respecte pas ’équilibre.
En effet, il peut y avoir :

— non-vérification de la condition aux limites en effort sur d,2

— non vérification de I’équilibre interne

— non-vérification de I'équilibre entre deux éléments voisins

Dans la suite, nous notons 7 I’ensemble des éléments de Q 7, £ ’ensemble des arétes et
Y I'ensemble des sommets (ou nceuds). Introduisons également 'opérateur 0 qui extrait
les arétes du bord d’'un groupe d’éléments et les extrémités d’un groupe d’arétes. La
notation P(X) désigne I'ensemble des sous-ensembles de X. La notation 0~! est utilisée
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pour désigner 'opération qui & un sommet associe les arétes qui y sont reliées et a une
aréte associe les éléments dont elle fait partie.

P(T) -5 PE) -5 POV (1.15)

En particulier, pour un nceud N, les éléments dans 0~2N forment le star-patch associé.
La figure 1.2 illustre ces opérateurs pour des cas simples.

FIGURE 1.2 — Illustration des opérateurs de bords

1.1.3 Erreur de discrétisation

Le couple (uy, g,,) obtenu n’étant pas la solution exacte, nous définissons I'erreur de
discrétisation comme 1’écart entre le champ issu du calcul éléments finis et le champ solu-
tion. Ainsi ey;y.. = U, —uy est le champ associé a cette erreur et egiser = [ £ (€giser) ”HA,Q
sa norme. Une propriété remarquable du champ ey, est qu’il est orthogonal a tout élé-
ment de CAg(Q2). Il s’agit de la propriété d’orthogonalité de Galerkin :

Vg € CA(S), | Eleainer) i (u) 0 = 0 (1.16)
a2 =3
Démonstration. Le probléme étant linéaire, nous pouvons écrire

Yo, € CAg(9Q),

| o) 2 d = | 2l B2 a0~ [ 2l s B g () a0
. ; . (1.17)
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En utilisant les propriétés du champ solution exact u,, et du champs éléments finis uyy,
nous obtenons :

Vo e CAg ()
f g (egiser) " H g (vy)d f UHdQJ g-vydS
Q- - 040
(1.18)
QQ_
=0
O

Une premiére analyse sur l'erreur de discrétisation peut étre faite avant méme de
mener un calcul éléments finis. En effet, le résultat suivant, basé sur la convergence de
la méthode des éléments finis, permet de donner une estimation de 'erreur a priori :

ediser < ORI (1.19)

ot h est le plus grand diameétre des éléments du maillage. C' désigne une constante
indépendante de h. ¢ un réel positif égal au degré p des fonctions de forme choisies pour
la résolution éléments finis si le probléme est régulier et égal au minimum entre ’ordre
de la singularité du probléme et p, si le probléme est singulier. Malheureusement, la
constante C est généralement impossible & déterminer si bien que ce résultat ne permet
pas une estimation de ’erreur de discrétisation mais donne uniquement une indication
sur la vitesse de convergence de I’approximation.

1.2 Erreur globale

Afin d’estimer U'erreur de discrétisation, des approches a posteriori (c’est-a-dire mises
en place aprés la résolution éléments finis) ont été développées. Ces méthodes ont pour
objectif de fournir une estimation de ’erreur de discrétisation via un estimateur d’er-
reur. La qualité de I'estimateur est donnée par le rapport de I'erreur estimée sur I'erreur
de discrétisation exacte. Plus ce quotient est proche de 1, plus 'estimation est précise.
L’estimateur est dit garanti si ce quotient est supérieur ou égal a 1. En effet, dans ce
cas, ’estimation fournie est obligatoirement une majoration de ’erreur de discrétisation.
Dans le cas contraire, le terme d’indicateur d’erreur est préféré a celui d’estimateur. En-
fin, 'estimateur est dit consistant si I'efficacité de celui-ci tend vers 1 lorsque h tend vers
0. Dans cette sous-partie, nous dressons un état de I’art non exhaustif des méthodes d’es-
timation d’erreur de discrétisation pour les problémes de mécanique pouvant se rapporter
au probléme modéle.

1.2.1 Meéthodes basées sur les résidus

Ces méthodes ont été introduites initialement dans [6, 5] et exploitent le défaut d’équi-
libre de la solution éléments finis pour proposer une estimation de ’erreur de discrétisa-
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tion. Elles se basent sur ’équation des résidus :
VQ € CAO(Q)7 a(gdiscmy) = L(Q) - G(QH,Q) = RH(Q) (120)

ou Ry est appelé opérateur des résidus qui est une fonctionnelle linéaire dépendant de
la solution éléments finis uy. Nous distinguons deux familles de méthodes : les méthodes
des résidus explicites et les méthodes des résidus implicites. Dans la premiére famille,
I’équation des résidus est exploitée directement tandis que dans la seconde, des résolutions
de problémes locaux sont nécessaires.

1.2.1.1 Meéthode des résidus explicites

Un premier développement en dimension 1 a été proposé dans [7], U'extension en
dimension 2 est réalisée dans [4]. Dans cette méthode, le résidu est décomposé en contri-
butions élémentaires a l'aide d’une intégration par partie :

Ry (v) = Z rpvdl — Z rvdy (1.21)
TeT T ve€ v
ou
rp =dive  + f (1.22)

rend compte du déséquilibre intérieur et

g, np+o ng sur y € 0T n oT’
ZHr =H s

r, = ngT np—g sur v € 0T N 940 (1.23)
0 sur v € 0T N 0,2

ol vy est aréte commune a T et T”. Ainsi r., rend compte du déséquilibre sur les arétes.

La majoration donnée par I'estimateur est la suivante :

edgiser < C[ ) (mes(T))|rr|* + ) mes(7)[r- %] (1.24)
TeT ~ye€

otl les normes utilisées sont les normes L2. Elle est démontrée en introduisant 1’'opérateur
de projection Iy qui projette tout champ de CA® dans CAY, et en utilisant 'orthogonalité
de Galerkin, les inégalité de Cauchy-Schwarz, Poincarré et Korn. Malheureusement, cette
estimation fait intervenir une constante C trés difficile & évaluer, voire inconnue. En
pratique, le choix C' = 1 est effectué mais c’est au prix d’une perte du caractére garanti
de l'estimateur et d'une faible efficacité (la constante étant surrestimée si choisie égale a
1).

Il est & noter qu'un estimateur basé sur les résidus, reprenant une partie des idées
précédentes, a été récemment développé dans [55]. Se basant sur la théorie de Kondratiev
(théorie de régularité)[70], les majorations successives aboutissant a I’estimateur ne font
plus intervenir de constantes inconnues. Il en résulte un estimateur simple & mettre en
ceuvre et efficace sur des problémes d’élasticité linéaire.
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1.2.1.2 Meéthode des résidus implicites

Puisque nécessitant des résolutions de problémes locaux, ces méthodes sont plus coti-
teuses que les précédentes. Néanmoins, elles permettent I’obtention d’une estimation de
I’erreur de meilleure qualité. Le principe est d’écrire I’équation des résidus sur un sup-
port local qui peut étre soit un star-patch d’éléments (on parle de Subdomain Residual
Methods) soit un élément (on parle alors de Element Residual Methods). Les problémes
locaux obtenus sont généralement mal posés et plusieurs solutions ont été proposées afin
de les régulariser. Afin de présenter de maniére synthétique les différentes méthodes pré-
sentes dans la littérature nous regroupons les références dans le tableau & double entrée
1.2.1.2. Le lecteur curieux des détails de ces techniques pourra se reporter aux références
indiquées dans le tableau. Deux méthodes de ce tableau permettant la reconstruction de
champs statiquement admissibles (Element Equilibration Technique et Fluz-free) seront
détaillées au paragraphe 1.2.3.



Support problémes locaux | Patch d’éléments Elément
Moyen régularisation
Conditions limites Dirichlet homo- | [6] [30]

géne

Conditions limites Neumann

[131] [132]

Equilibrated Residual Methods :
Element Equilibration Technique
[80]

Fluz-splitting 2]

Hybrid-fluz |106]

Partition de 'unité des fonctions de
forme

Fluz-free|107]

Espace régularisant

[28] [1]

TABLE 1.1 — Synthése des méthodes des résidus implicites

a[eqol3 Inaiif

LE



38 Estimation de ’erreur de discrétisation

1.2.2 Meéthodes basées sur le lissage des contraintes

Cette famille de méthodes fournit un indicateur de I'erreur de discrétisation. Le prin-
cipe est de construire un champ de contraintes optimisé, noté par la suite T ot issu d’'un
lissage du champ de contraintes éléments finis g - Alors, une indication de l'erreur de
discrétisation est fournie par :

I€ee = 2l 0 = 12 = Zpllei g (1.25)
Distinguons deux types de reconstruction. Dans la premiére méthode [143], le champ de
contraintes est cherché comme une décomposition sur les N fonctions de forme (¢;);ey du
maillage oot = > e Jf)ptgbi. Les coefficients Jf)pt peuvent étre obtenus de deux maniéres :

— En minimisant I’écart entre le champ éléments finis et le champ lissé au sens des

moindres carrés sur toute la structure. Cela conduit & résoudre un systéme de
taille N x N.

— En calculant la moyenne des contraintes éléments finis sur 0~ 2.

Dans la seconde méthode [144, 145, 146], la propriété de superconvegence de certains
points du maillage est exploitée. Il s’agit alors de chercher, sur chaque star-patch du
maillage, une fonction polynomiale qui minimise 1’écart au sens des moindres carrés
avec la solution éléments finis en utilisant les points de superconvergence comme points
d’échantillonnage. En effectuant une moyenne sur I’ensemble des star-patches, nous cal-
culons le coefficient O’épt sur chaque neeud i et le champ lissé s’écrit oopr = D0 aéptgbi. De
nombreuses variantes ont été proposées autour de ces méthodes. Facilement implémen-
tables, ce sont les méthodes données dans la plupart des code de calculs industriels.
Néanmoins, la perte du caractére garantie de 'estimation (un indicateur peut donner
une borne inférieure ou supérieure de 'erreur vraie) fait de ces indicateurs des outils trop
pauvres pour la qualification d’un résultat éléments finis.

1.2.3 Meéthodes basées sur I’erreur en relation de comportement

Pour un couple (@ , &) dont les champs sont respectivement cinématiquement et
statiquement admissibles,_ il est possible mesurer l'erreur commise grace & l’erreur en
relation de comportement. La notion d’erreur en relation de comportement se base sur
la considération que I’équation du comportement est la moins fiable des trois équations
définissant le probléme de mécanique (les deux autres étant ’admissibilité cinématique et
I'équilibre). Cette mesure de 'erreur associée au théoréme de Prager-Synge [116] est & la
base d'une famille d’estimateurs d’erreur a posteriori. Ces estimateurs ont été trés étudiés
et répondent aux questions posées par la vérification dans des cadres divers. Citons [85]
pour I’élasticité linéaire, [25] pour I’extension en trois dimensions, [82] pour des problémes
d’évolution, [24, 99, 83, 77, 76] pour des problémes non-linéaires (comportement plastique
ou élasto-visco-plastique), [92] pour des problémes de contact, [18] pour les problémes
stochastiques.

Le théoréme de Prager-Synge s’écrit :

~ ~ 2 A A2
ter = @l + e, — &l 1 o = ecrq (@, 6) (1.26)
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avec ||zl = \/f (e(z):H:e(z))dQ

Ainsi, si 'on dispose d’un couple de champs respectivement cinématiquement et sta-
tiquement admissibles, une majoration de ’erreur de discrétisation de la forme

Ediscr < GCRQ(@,Q) (127)

est obtenue. Le champ de déplacement issu de la résolution éléments finis étant cinémadti-
quement admissible, il est possible de faire le choix @& = wuy. En revanche, puisque la
solution éléments finis n’est pas la solution exacte, il est nécessaire de reconstruire un
champ de contraintes statiquement admissible. C’est 1a le point central des estimateurs
basés sur ’erreur en relation de comportement. La reconstruction de champ statiquement
admissible est un enjeu & deux titres. Tout d’abord, il s’agit d’un point technique pour
lesquelles les méthodes disponibles dans la littérature sont complexes. D’autre part, c’est
de la qualité de ce champ que dépend la qualité de I'estimateur. Nous présentons les
méthodes permettant de reconstruire un champ statiquement admissible a partir de la
solution éléments finis. A ’exception de ’approche en contrainte, nous comparerons les
performances des techniques de reconstruction de champs statiquement admissibles dans
le chapitre 4, & 1’occasion de la présentation de la méthode que nous avons développée.

1.2.3.1 Approche en contrainte

Une premiére méthode permettant d’obtenir un champ de contrainte statiquement ad-
missible consiste a effectuer une résolution éléments finis avec une approche en contrainte
du probléme de référence. Cette résolution fournit un champ de contrainte statiquement
admissible et un champ de déplacement discontinu. Elle nécessite la construction de nou-
veaux types d’éléments en effort. Citons [67, 65, 66] dans lesquels sont développés de
tels éléments pour l'estimation d’erreur par analyse duale. Le développement est lourd
et complexe mais permet de fournir des bornes garanties de I’erreur commise grace a
I’erreur en relation de comportement.

1.2.3.2 Flux-free technique

Cette technique, introduite dans [107]| pour l'estimation d’erreur sur un probléme de

mécanique linéaire, a pour point de départ ’équation des résidus :
Yy e CAY(Q

B () (1.28)

a(gdiscr’y) = L(Q) - G(QH,Q) = RH(Q)

dans laquelle nous utilisons la propriété de partition de I'unité des fonctions de forme et
la linéarité des opérateurs a et R afin d’obtenir :

vﬂ € CAO<Q)7 Z a((bggdiscmy) = Z RH((bgy) (129)
NeVy NeV

Cela meéne donc a un ensemble de problémes locaux chacun posé sur le star-patch 0~2N
(le support de la fonction de forme gb% associée au nceud N € V).
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Trouver ¢ € CA°(072N) tel que Yv e CA°(072N)
a(e™,v) = Ry (¢hw)

Afin que ce probléme soit bien posé, il convient de vérifier que le second membre est

bien orthogonal au noyau de 'opérateur a, c’est-a-dire que pour tout mode rigide u, €
CA%(072N),

(1.30)

Ry (¢pyu,) =0 (1.31)

Cette condition est généralement vérifiée a ’exception des rotations dans le cas de pro-
bléme vectoriel avec un degré d’interpolation des fonction de forme éléments finis égal a
1. Pour pallier cette non-vérification, le projecteur Il qui projette sur ’espace CA%(Q)
est introduit et le probléme local sur le star-patch est réécrit :

Trouver ¥ € CA°(072N) tel que Yv e CA’(072N)

a(eV,v) = Ry (6N (v — Myv)) (1.32)

Alors, quel que soit u, € CA?(0-2N), nous avons Ry (¢ (u, — Igu,)) = 0.

Le probléme est ensuite résolu sur un espace CA%(E*QN ) plus riche que CA%(E*QN )
(fonctions de forme de degré plus élevé ou maillage de 02N et résolution par les méthode
des éléments finis).

L’évaluation du second membre peut étre compliquée du fait que ’argument du résidu
n’appartient généralement pas a I’espace éléments finis. Dans [107], les auteurs suggérent
d’utiliser le projecteur II; sur 'espace CA% et de calculer RH(H;@%Q). En effet, en
remarquant que :

Vo e CAjRu(v) = Ry(M, v) = Ry, Y i) = > Ru(Ih(oyv)) (1.33)
NeVy Ney

on simplifie ’évaluation du terme puisque 1’on peut le calculer en faisant le produit terme
a terme de valeurs nodales de ¢g par les valeurs nodales de v.

Remarque 1.1. L’astuce précédente est également valable dans le cas ot 'on doit utiliser
le projecteur , c’est-a-dire dans le calcul de Ry (¢ (v — Igv)).

Dans [26] sur un probléme d’élasticité et dans [108] pour ’équation de Poisson, les
problémes locaux sont résolus par une approche duale (réalisable en pratique si le charge-
ment volumique n’est pas trop complexe). Dans [100], la propriété de partition de nullité
vérifiée par les dérivées des fonctions de forme est exploitée ce qui permet de systématiser
la résolution des problémes locaux.

Enfin, le champ statiquement admissible est reconstruit de la fagon suivante :

NeVy

G,y = (He (up))p + (He (( > QN)> )iE (1.34)



Erreur globale 41

1.2.3.3 Element Equilibration Technique (EET)

Cette technique a été présentée dans [80] pour la premiére fois. La présentation que
nous faisons est assez originale et inspirée de la revisitation effectuée dans le chapitre 4.
La technique consiste & chercher un champ de contrainte & vérifiant la relation suivante,
appelée condition de prolongement forte : B

VT €T, Yve CAy(9), L(g —gH) 1e(v)d2=0 (1.35)
Nous imposons donc que le champ reconstruit développe le méme travail que le champ
o issu du calcul élément fini.

La reconstruction d’un champ statiquement admissible se décompose alors en deux

étapes :

— Dans la premiére étape, pour chaque aréte, un champ d’inter-effort F . satisfaisant
Péquilibre entre élément (principe d’action réaction) et la condition de prolonge-
ment forte est déterminé.

— Dans la seconde étape, ces inter-efforts sont utilisés comme condition de Neumann
pour la résolution d’un probléme local par élément. Le champ global obtenu est
alors statiquement admissible puisque les équations d’équilibre sont respectées.

~T
Sur chaque aréte I', il faut donc construire des tractions £ satisfaisant la condition
de prolongement forte.

6. -0 =hE vTeT, vrear
AT
E =gsur 0,Qn (1.36)
0= f (6, —a,) 1 e(v)dQ, Yue CAp,
T

Le coefficient 5; = +1 est utilisé pour assurer le principe d’action-réaction de deux
éléments voisins

{vr €y, T=07'T, 6k =1 137)

VL e E\Qy, {T,T'} = 07T, 65 + 0% =0
Puisque les mouvements de corps rigides appartiennent a l'espace CAg (), la condi-
tion de prolongement forte implique 1’équilibre des éléments vis-a-vis des corps rigides.

L’alternative de Fredholm est vérifice et g est bien défini.
En développant la condition de prolongement et en utilisant 1’équilibre éléments finis :

[~

VT eT, > 65] B wdr = f (¢, e = frv)d=: Re(v) (1.38)
TeoT r T

. .. . ~ T . .
Dans la version originale de la EET [80], chaque traction = est supposée linéaire.
L’équation 1.38 est alors testée sur chaque fonction de forme afin que I’évaluation soit li-
mitée & leur support. Ce ne sont donc plus des tractions sur les arétes qui sont recherchées
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. ~ I Lo
mais des travaux. Le vecteur Wy est défini par :

. T . N
W :f <7F QI%’) dr (1.39)
La condition de prolongement forte se réécrit comme un ensemble de systémes de petite
taille découplés.

VT € 072N, soit 0T N 07N = {T'y, T},

Pour chaque nceud N JO%TWgQI) (1.40)

~ T ~ T
S W + 02 W = | o

Le systéme ci-dessus ne fait intervenir que les inconnues (E]FVZ)Z associées au nceud N.
Chaque direction de I'espace peut étre traitée indépendamment. La nature du systéme
dépend de la position du neeud :

— Pour les nceuds situés sur 0,42, le systéme posséde une unique solution

— Pour les nceuds internes ou situés sur d,,€2, le systéme ci-dessus est sous-déterminé.

Une contrainte supplémentaire est donc introduite. Un choix peut étre de minimi-
ser la distance Dy entre le travail de la solution éléments finis et celui du champ
statiquement admissible vis-a-vis de la fonction de forme ¢y :

Dy= ) (L(FFF}})ngdS>2 (1.41)

Teo—1N

ol FIS désigne le travail le long de I'aréte par la solution élément fini vis-a-vis de la
fonction de forme ¢y :

Teo—1T
° (1.42)

Wh@,) = X | hie, nh) o, a8
Teo—1T

Une fois ces systémes résolus, il faut calculer les tractions & partir des travaux W}\;
En faisant I’hypothése que les tractions se décomposent sur ’espace éléments finis, il ne
reste alors qu’a inverser des matrices de masse :

~T AT

AT AT ~T § ok, - P, dS § &y - o dS\ [ F W
F:Fl+F7"et<PHH Qv vH )= 1.43
Une fois les tractions (E I1) déterminées, celles-ci sont appliquées comme conditions
de Neumann pour chaque élément. Pour des cas simples de chargement volumique, le
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champ de contrainte élémentaire exact peut étre obtenu en effectuant une résolution
polyndmiale. Plus généralement, une solution numérique satisfaisante est obtenue avec
une approximation éléments finis plus précise en se placant dans un espace CAZ plus
riche (si cet espace n’est pas assez riche, ’énergie est sous-estimée et la borne obtenue
n’est plus stricte).

Lgp:g@)dQOTf 2dQ+ ) JéTF <I>dS> =0, V@ e CAT

reoT (1.44)

o, =H:£(y,), u,eCAy

Le champ global statiquement admissible est obtenu en regroupant les champs de
contrainte g, calculés sur chaque élément.

Dans [81], la méthode est employée pour des éléments quadrangulaires Q4 et les dia-
grammes de Maxwell sont utilisés pour reconstruire plus simplement les efforts entre
éléements. Dans [87], les problémes locaux sont résolus analytiquement. Le champ de
contrainte est recherché sous forme polynomiale (le degré dépend de la force volumique).
Notons que cette technique requiert la subdivision en trois sous-éléments de chaque élé-
ment afin de respecter la symétrie du champ de contrainte. Dans [48], pour les éléments
de type T6, les noeuds au sommet du triangle et les nceuds au milieu des arétes sont trai-
tés différemment. A 'étape de reconstruction de tractions équilibrées, pour les nceuds
sommets, une optimisation globale par minimisation de I’énergie complémentaire est réa-
lisée.

1.2.3.4 Element Equilibration Star-Patch Technique (EESPT)

Cette technique a été proposée dans [79] et [114] et utilise les deux ingrédients prin-
cipaux des méthodes décrites ci-dessus, & savoir la condition de prolongement forte et
la propriété de partition de l'unité des fonctions de forme. Elle se décompose en deux
étapes :

— Construction de tractions (F F) équilibrées sur les bords de chaque élément

— Construction d’'un champ statiquement admissible en résolvant un probléme de

Neumann sur chaque élément
La seconde étape est identique & la seconde étape de la méthode EET. En effet, elle
consiste a résoudre le méme probléme 1.44. Nous détaillons donc uniquement la premiére
étape. La condition de prolongement forte 1.35 peut se réécrire globalement :

Yu e Pp, fﬂ(g—a ):e(v)dQ = ZJ G-a, ):e(w)dl =0 (1.45)

B TeT

ou P, désigne 'espace des fonctions polynomiales de degré p sur chaque élément T' e T
mais pouvant étre discontinues entre éléments. Puis, en considérant ’équilibre au sens
faible vérifié par ¢ et un espace P; :

Vv e 731, Z 5TJ -wdl) JT(gH re(w) = frv)dl =0 (1.46)

TeT T'eoT
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Enfin, en utilisant la propriété de partition de 'unité des fonctions de forme ¢;, nous
définissons un ensemble de problémes locaux suivant (chaque probléme est posé sur le

- T
support de la fonction de forme ¢;) : Trouver ¢;F tel que :

vwePiadi, Y (3 0 [ Elo - | (@) £(0w) - fowdT) =0 (147
I T

Ted—2; T'edT

En pratique, la quantité gbiEF est cherchée sous une forme polynomiale de degré 1 et
les conditions aux limites de type Neumann sont prises en compte par pénalisation. Il est
a noter que dans le cas particulier ou le degré des fonction de forme p vaut 1, certains
problémes locaux sont mal posés. De la méme maniére que pour la méthode Fluz-free,
I'opérateur de projection est introduit. De plus, pour les nceuds internes ou situés sur
0u€), la solution du probléme 1.2.3.4 n’est pas unique. Une minimisation énergétique
locale similaire & celle faite dans la EET est alors effectuée.

1.2.4 Borne inférieure de P’erreur globale

La plupart des estimateurs d’erreur a posteriori fournissent une majoration de I’erreur
de discrétisation. Il est également possible de fournir une minoration de cette erreur. Si
la connaissance d’une borne inférieure peut paraitre inutile dans des problématiques
de certification de structures, cette donnée permet, au moins pour un premier calcul
numérique, de connaitre la marge d’erreur qui sera de toutes fagons commise.

Aprés avoir donné ’expression d’une borne inférieure de l'erreur de discrétisation,
nous présentons briévement trois méthodes présentes dans la littérature permettant d’ob-
tenir une borne inférieure & l’issue d’une résolution éléments finis séquentielle.

Rappelons I’équation des résidus :

Vw € CAY(Q) a(egjsersw) = L(w) — aluy, w) = Rir(w) (1.48)

En exploitant 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans I’équation des résidus, tout champ
de déplacement w € CA®(Q)\{0} peut étre utilisé pour 'obtention d’une borne inférieure
[117, 101] :
|Ru(w)|

lwlle

Cette borne peut également étre obtenue & partir de champs admissibles. En effet, en
choisissant un champ de déplacement cinématiquement admissible @y qui ne soit pas le
champ solution éléments finis (c’est-a-dire @y # wuz) il est possible d’obtenir une borne
inférieure de l'erreur vraie. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

H‘Qdiscrmﬂ = (149)

L € (Uey —up) :H: e (g —up) dﬂ‘ < tter — v llellty —ugllo (1.50)

En utilisant le fait que u,, —uy € CA%(Q) et Padmissibilité statique de 6, cette inégalité
se réécrit :

L(QH —gy) elly —up) dﬂ‘ S e —unllellas — uglle (1.51)
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Ainsi, une borne inférieure garantie de 'erreur vraie s’écrit :

‘SQ(QH —oy) e(ly —ug)dQ

llediserlllo = - (1.52)
e g — uglle
Notons w = 4y —uy € CA? et réécrivons la quantité suivante :
[ €= clin—umar = [ (@, - g, an
_ L(gm —0,) e (w)dQ
(1.53)

= Lgexzé(w)dﬂ—fﬂgh, £ (w) dQ

= L(w) — a(uy, w)
= Ry (w)

ol nous avons utilisé le fait que & est statiquement admissible et que w € CA%(Q).
Nous constatons qu’il s’agit de la méme borne inférieure que celle obtenue & partir de
I’équation des résidus. Distinguons & présent deux maniéres de reconstruire le champ de
déplacement w nécessaire a 1’évaluation de cette borne.

1.2.4.1 A partir de la méthode des résidus implicites

Dans le cas ot une borne supérieure de ’erreur a déja été obtenue, il parait intéres-
sant d’exploiter les champs reconstruits pour le calcul de la borne inférieure. Dans [33],
les auteurs proposent la construction d’une borne inférieure & partir d’une précédente
estimation d’erreur par la méthode des résidus implicites. Un champ de déplacement
continu v € CA°(2)\{0} est reconstruit a partir des champs calculés pour I’estimation
de la borne supérieure. Ces champs n’étant pas continus le long des arétes des éléments,
une moyenne est effectuée afin de lisser le champ. Dans [107], les champs de déplacement
e’ obtenus lors des résolutions de problémes par star-patch :

Trouver ¢' € CA%(072) tel que Yv € CA®(0~%4)
a(e',v) = Ry (¢yv)

sont utilisés pour construire un champ de déplacement continu w e CA®(Q)\{0}.

De maniére pratique, le probléme précédent est résolu sur un espace de dimension finie
CAY(0724) plus riche que CAY,(0721) :

(1.54)

Trouver e € CAY(07%) tel que Yv € CAY(0724)

a(e',v) = Ry (¢fv)
La construction d’un champ de déplacement continu s’effectue en faisant ’opération
suivante :

(1.55)

w =10} ¢e’) (1.56)

i€V
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en utilisant le projecteur Il sur I'espace CAg(é_Qi). Les discontinuités sur le bord de
chaque star-patch sont supprimées en multipliant le champ par la fonction de forme qS’H
associée au nceud central du patch. La projection sur CA? assure que le calcul de |Ry(v)]
soit aisé.

Le champ w obtenu est bien cinématiquement admissible & 0.

1.2.4.2 A partir de champs admissibles

Cette démarche est décrite dans [50] pour des éléments quadratiques en deux dimen-
sions. La borne inférieure est surtout exploitée pour améliorer I'estimation d’un erreur
locale (en exploitant l'identité du parallélogramme). Dans [50], le champ est obtenu
comme la somme des solutions de problémes locaux posés par star-patch avec des condi-
tions de Dirichlet homogénes sur le bord du star-patch. Ainsi, pour chaque nceud i du
maillage, le probléme local s’écrit : i

Trouver w' € CA%?*(5-24) tel que Vv € CA%? "1(5-27), :

[ ey micwao= [ ©-ggradoun-

¢ig,; € (v)dQ (1.57)
3 32 -2 7

ot CA%O™% egt I’espace des champs de déplacements réguliers valant 0 sur le bord du
star-patch. et le champ w final est obtenu en faisant la somme des champs solutions des
problémes précédents :

w=>w (1.58)

1.3 Erreur locale

Nous avons vu qu’il existe différentes techniques permettant d’obtenir une approxi-
mation ou une borne supérieure de la norme énergétique de l'erreur de discrétisation.
Cependant, cette information globale peut étre difficile & exploiter. Les ingénieurs s’ap-
puyant sur la simulation dans le processus de conception sont davantage intéressés par des
zones spécifiques de la structure (des régions d’intérét) et par des quantités mécaniques
précises dans ces zones (quantités d’intérét). Un autre aspect de la vérification concerne
I’estimation de ’erreur commise sur ces quantités d’intérét et consiste donc en 1’estima-
tion d’une erreur locale. Nous présentons par la suite quelques techniques permettant
d’estimer ces erreurs locales.

1.3.1 Erreur de pollution

Dans les travaux [8] en linéaire et [61] pour le non-linéaire, les auteurs décomposent
I’erreur sur une zone locale w < €2 en deux contributions. La premiére contribution est
une contribution dite interne ou erreur de troncature sur w. Elle est due a la discrétisation
sur w. La seconde contribution est externe et est appelée erreur de pollution. Elle est due
a la discrétisation sur Q\w. Elle illustre le fait que les erreurs commises a l'extérieur de
la zone locale influent et donc polluent le résultat dans w. L’estimateur d’erreur est alors
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décomposé en deux parties : une estimation de I’erreur de troncature et une estimation
de l'erreur de pollution. Il a été observée que l'erreur de pollution est généralement
négligeable devant 'erreur de troncature excepté dans les régions ayant une singularité
(fissure par exemple) ou dans le cas de maillages non uniformes [61]. Cette méthode
illustre bien la notion de I’erreur en pollution mais sa mise en ceuvre nécessite la résolution
de deux problémes auxiliaires pour Iestimation des deux erreurs (troncature et pollution).

1.3.2 Estimation heuristique

Dans [88], une majoration heuristique de l'erreur locale a été proposée. L'estimation
repose sur l'utilisation de l'erreur en relation de comportement. Grace & une recons-
truction améliorée d’un champ statiquement admissible, une majoration heuristique de
I’erreur de discrétisation au niveau d’un élément du maillage est obtenue. Elle est de la
forme :

H‘Qex - QH”’E < CHQ - (159)

Tyl

ou C est une constante supérieure & 1. La qualité de 'estimateur dépend fortement de la
qualité du champ statiquement admissible reconstruit. Plus celui-ci est de bonne qualité,
plus la constante C' est proche de 1. Cette technique a été mise en ceuvre dans [49]
pour 'estimation d’erreur sur la contrainte équivalente de Von Mises. Ce résultat est
une premiére réponse quant a l’estimation d’une erreur locale en utilisant les outils de
I’estimation globale.

1.3.3 Estimation basée sur les extracteurs et le probléme adjoint
1.3.3.1 Principe

Les outils d’extraction sont utilisés dans le cadre de ’estimation d’erreur afin d’expri-
mer une quantité d’intérét, locale par définition, sous une forme globale. Les extracteurs
ont été utilisés dans ce contexte tout d’abord dans [12] et ont permis de nombreux déve-
loppements dans le cadre de I'estimation d’erreur.

Le principe consiste & écrire une quantité d’intérét I comme une fonctionnelle L du
champ de déplacement u sous une forme globale. Dans le cas linéaire, cela s’écrit :

I= D) = | (zy 5w+ fyud0 (1.60)

avec g, et iz les extracteurs, qui sont fonction de la quantité d’intérét choisie. Par
exemple, si la quantité I est la moyenne de la composante suivant ’axe y du déplacement
> %(w)
que dans le cas de certaines quantités d’intérét (par exemple la contrainte équivalente de
Von Mises), la fonctionnelle L n'est pas connue de fagon explicite et il convient d’effectuer
des traitements spécifiques afin de la construire [63].

Ainsi, 'erreur de discrétisation sur la quantité d’intérét ey, ; est définie par :
’

sur une zone w alors g, est la contrainte nulle et iz = dans w et 0 ailleurs. Notons

~

Qdiscr,[ = L<Qez) - L<QH) (161)
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Si la fonctionnelle L est linéaire, nous avons Cdiscr] = L(€giser). Dans le cas contraire,
nous pouvons approximer ’erreur sur la quantité d’intérét en utilisant par exemple ['opé-
rateur tangent associé a Z, comme dans [63] par exemple. Cela conduit & effectuer une
approximation qui peut polluer ’estimation de ’erreur.

1.3.3.2 Définition du probléme adjoint

A l’aide de cette fonctionnelle, un nouveau probléme est défini et est appelé probléme
adjoint ou auxiliaire. Introduisons le nouvel espace :

éﬁm>=:{;e (L) g erCA%m,jg gwdﬂzzi@% (1.62)
Q
Le probléeme adjoint s’écrit :
Trouver <Ee$’§ex> e CA%(Q) x SA(Q) tels que €CRo (Ueg: &) =0 (1.63)

Nous observons que ce probléme est trés proche du probléme de référence. Les différences
résident dans :
— L’espace de recherche du champ de déplacement qui doit étre cinématiquement
admissible a 0
— L’espace des champs statiquement admissibles : le chargement du probléme de
référence a été remplacé par la fonctionnelle L définissant la quantité d’intérét.
Ce probléme peut également s’écrire sous la forme suivante :

Trouver & € CA®(Q) tel que Vv € CA%(Q), a(@,v) = L(v) (1.64)

Tout comme le probléme de référence, le probléme adjoint est bien posé et admet une
solution unique. Les solutions du probléme de référence et du probléme adjoint vérifient
la propriété suivante :

Dltee) = [ £ ) B2 £ (0 092 = Z(0L) (1.65)

due a la symétrie de 'opérateur de Hooke. On parle alors de problémes auto-adjoints.

La solution du probléme adjoint peut étre cherchée dans un espace de dimension finie
CA% par la méthode des éléments finis. Notons que cet espace peut étre différent de
celui choisi pour la résolution du probléme de référence. En d’autres termes, le maillage
Qp utilisé pour la résolution du probleme de référence peut différer du maillage Q5
utilisé pour le probléme adjoint. Nous faisons toujours ’hypothése que ces maillages
recouvrent parfaitement le domaine initial ). Nous obtenons alors une solution approchée
notée (U, o ﬁ) Nous pouvons alors définir une erreur de discrétisation pour le probléme
adjoint :

~

Ediscr = Uey — Eﬁ (166)
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Ce champ appartient & I’espace CA%. Sur le probléeme adjoint, ’orthogonalité de Galerkin
se formule :

Yoy € CAY (9), Lg@d@-scr) H e (uy) A2 = 0 (1.67)

1.3.3.3 Estimation de I’erreur sur la quantité d’intérét

Faisons I’hypothése que les maillages utilisés pour la résolution du probléme de réfé-
rence et du probléme direct sont identiques. Dans ce cas, gz € CAY et ... € CAY
L’erreur de discrétisation sur la quantité d’intérét I s’écrit :

Iy — Iy = L(Qdiscr) = a(ﬂe:p’gdiscr) = a(gdiscr’gdiscr) (]—68)

ot 'on a utilisé 'orthogonalité de Galerkin sur le probléme de référence. En utilisant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons la premiére majoration suivante :

‘Ieﬂﬂ - IH‘ < H‘QdiscrmﬂH‘Ediscrmﬂ (169)

En notant # ’estimation de ’erreur discrétisation du probléme de référence et 0 Desti-
mation de l'erreur de discrétisation du probléme adjoint, nous obtenons :

.o — Ip| < 66 (1.70)

Ce premier résultat montre que la connaissance des erreurs de discrétisation globales
du probléme de référence et de probléme adjoint permettent I'estimation de 1’erreur de
discrétisation sur la quantité d’'intérét, d’oti I'importance des estimateurs d’erreur globale
présentés précédemment.

Dans [12], la premiére mise en ceuvre des problémes adjoints pour I'estimation d’erreur
locale a été faite en utilisant la méthodes des résidus implicites 1.2.1.2. Cependant, cette
méthode ne fournissant qu’une indication d’erreur, la borne proposée de I'erreur locale
n’est pas garantie.

En utilisant I'identité du parallélogramme plutot que 1'inégalité de Cauchy-Schwarz,
nous obtenons 1’égalité suivante [117, 101] :

Iy — Iy = L(gdiscr) = a(gdiscrvédiscr)
1

= a(SQdiscr’ ;Ediscr) (]_71)
1 N 1.
= Z[H‘Sgdiscr + ;Qdiscrm?) - |||5§discr - ;Qdiscrm?)]

- funis
EdiscrllQ
la différence et donc améliorer la qualité de I'estimation. Si I’on dispose d’un encadrement

des quantités ST = |segiser + 2gi50r| Pt S” = |s€giser — ? de1a forme :

ou s est un paramétre scalaire dont la valeur optimale s permet de minimiser

H—1,0 %EdiscrHnyg

< S+ < B, (1.72)

sup
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et
Binp < S— < By (1.73)

il est possible d’obtenir un encadrement de ’erreur sur la quantité d’intérét s’écrivant :

1 1

1 _
+ Boup < lex — Iy < Bsup ﬁmf (1.74)

4 inf Z
Une minoration par 0 des termes ST et S~ est possible. Cependant, afin d’avoir un
encadrement le plus précis possible, il est avantageux de construire une borne inférieure
pertinente de ces quantités. L’identité du parallélogramme a notamment été utilisée dans
[50, 107] dans le cadre des estimateurs basés sur la relation de comportement et dans
[102] en utilisant les méthodes des résidus.

Les estimateurs basés sur l'erreur en relation de comportement étant garantis, ce
sont eux qui permettent d’obtenir des bornes strictes de I’erreur sur la quantité d’intérét.
Dans la suite, nous supposons que les maillages utilisés pour les résolutions du probléme
de référence et du probléme adjoint peuvent étre différents. Une majoration exploitant
Perreur en relation de comportement a été proposée dans [74, 75| et se base sur I'égalité
suivante :

Lo — Ir — Inpmn = jg(ge — i) ¢ (5 — He ( H))dQ (1.75)
Q
ou
J—— f@H ~H g (i) (i) A9+ Dl — wp) (1.76)
Q
et ou les champs de contrainte o et & J;; sont statiquement admissibles. Les champs de

déplacement issus des résolutions elements finis étant cinématiquement admissibles, nous
pouvons choisir @y = uy et Uy = Uy. La majoration s’écrit :

) (1.77)

S

lex — In — Imm| < ecrq (up, 8,,)ecr, (U, o

Remarque 1.2. Dans le cas ou les deur maillages sont identiques, I’orthogonalité de
Galerkin donne Iz = 0 et nous retrouvons la majoration classique donnée en 1.70.

Une autre majoration peut étre obtenue en utilisant les champs moyens %(g gt H :
1/~ . I~ .
e (up)) et 3(@q +H: g (Up)) :

1 ~ A
ew — I — Inpe| < 3€CHRq (Wi G4 )ecrq (U, Oip) (1.78)
ou 1

Q

Remarque 1.3. Dans le cas ou les deuxr maillages sont identiques, le terme Ipo n'est
pas nul.
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Remarque 1.4. Ce résultat est le méme que celui qui pourrait étre dérivé de lidentité
du parallélogramme 1.7} en utilisant 0 comme borne inférieure des quantités St et S~
et en utilisant les majorations suivantes :

Bap = 2ecro (U, &, )ecry (W, Ggy) +2 L@—H e (Uy)) H (g, —H g (ugy))dQ

(1.80)
et

Baup = 26CRo (U, &, )ecry (U, Ggy) —2 L@;—H e (Ug)) H (g, —H g (ugy))dQ
(1.81)

qui sont les bornes supérieures proposées dans [107].

Dans le cadre des problémes linéaires, dans [86], ces majorations ont été améliorées.
L’idée générale est de traiter la zone w (la quantité d’intérét) séparément de Q. En
introduisant des domaines homothétiques & w, et en exploitant le principe de Saint-
Venant, deux nouvelles majorations sont proposées. L’utilisation du principe de Saint-
Venant restreint leur application aux problémes linéaires. Les majorations font intervenir
les erreurs en relation de comportement des deux problémes calculées soit sur sur les
domaines homothétiques soit sur la structure entiére privée de ces domaines. Elles font
également intervenir des grandeurs géométriques (rapport d’homothétie et constantes
calculables). L’estimation proposée est garantie et les domaines homothétiques peuvent
étre choisis de maniére a obtenir des bornes précises.

L’utilisation des estimateurs d’erreur basés sur I’erreur en relation de comportement
permet ’extension de l'estimation d’erreur sur des quantités d’intérét sur une large
gamme de problémes, profitant ainsi des extensions existantes des estimateurs de cette
famille. Citons, entre autres, ’application sur des problémes de visco-élasticité linéaire
[20, 19], en dynamique transitoire [140, 139], en élastoplasticité [76], en visco-élasto-
dynamique [135].

La majoration faisant intervenir le produit des estimations des erreurs globales du
probléme de référence et du probléme adjoint, 'estimation sur la quantité d’intérét est
améliorée lorsque 'une ou 'autre des estimations globales est améliorée. De par son ca-
racteére localisé, c’est le probléme adjoint que I’on cherche & mieux résoudre. Une premiére
maniére est d’utiliser un maillage non-uniforme, trés fin dans les zones de fort gradient de
la solution (prés du chargement adjoint, c’est-a-dire prés de la quantité d’intérét). Cette
méthode est dite intrusive puisqu’elle modifie le maillage du probléme de référence et ne
permet pas de réutiliser les opérateurs construits et surtout factorisés lors de la résolution
du probléme de référence. Cette méthode est néanmoins facile & mettre en ceuvre et a
été utilisée dans [19] par exemple. Une seconde approche, dite non-intrusive, consiste a
injecter la connaissance a priori de la solution du probléme adjoint. Il s’agit d’un enri-
chissement local via la partition de I'unité prés de la région d’intérét. La connaissance a
priort peut venir :

— D’une solution dite handbook qui provient d’une bibliothéque de solutions numé-

riques pré-calculées de maniére précise.



52 Estimation de ’erreur de discrétisation

— D’une solution analytique provenant d'un développement asymptotique (cas de
fissure, trou ou utilisation des fonctions de Green pour les quantités d’intérét
ponctuelles).

Les bornes obtenues sont alors trés précises car la solution du probléme adjoint est trés
bien captée. Cette méthode est dite non-intrusive car elle ne nécessite pas de remaillage
et donc pas de nouvelle factorisation d’opérateurs. Cependant, notons qu’une solution
handbook a été de toutes facons calculée et que l'introduction de cette connaissance via
la partition de l'unité peut étre cotiteuse (en terme de points d’intégration par exemple).
De plus, la mise en place de cette méthode conduit a prendre des précautions quant & la
reconstruction des champs statiquement admissibles. En effet, un chargement en effort
est introduit sur le contour de la zone enrichie [86].



Chapitre 2

Méthodes de décomposition de
domaine

Dans ce chapitre, nous présentons les méthodes de décomposition de
domaine sans recouvrement pour le probléme de référence. Nous don-
nons les principes des différentes approches ainsi que les algorithmes
qui en découlent.
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2.1 Ecriture continue

La paternité des méthodes de décomposition de domaine est attribuée & Hermann
Schwarz qui proposa de résoudre un probléme aux dérivées partielles pour une géométrie
complexe en utilisant une décomposition recouvrante du domaine en sous-domaines de
forme simple. Ces méthodes ont été utilisées dans le cadre du calcul numérique dans
les années 1980. Le développement des capacités de calcul des ordinateurs et surtout
I’architecture paralléle de ces ordinateurs font des méthodes de décomposition de domaine
un outil adapté aux problémes industriels complexes et de grande taille. Dans cette
partie, nous présentons le principe des méthodes de décomposition de domaine sans
recouvrement, la formulation du probléme d’interface et la résolution de celui-ci.

Considérons une partition du domaine € en sous-structures Q). Puisqu’il s’agit d’une
partition, les sous-domaines vérifient les propriétés suivantes :

— Non-recouvrement : Vs # s/, Q) 1 Q6) = &

— Q= U006
Notons T'5% = Q) ~ Q6" Pinterface entre le domaine (s) et le domaine (s’). Nous
définissons également I' = U 87&8/1“5’5/ Iinterface entre tous les sous-domaines. Les champs
vivant sur le sous-domaine Q%) seront notés avec I'exposant (s). Nous introduisons éga-
lement Dopérateur tr®) permettant de passer du sous-domaines a son interface :

tr® 1 (Q®)) - #Y2(Q) pour les champs de déplacement @.1)
cHP () - B71/2(Q) pour les champs de contraintes .

Le probléeme mécanique sous-structuré s’écrit :
Trouver u(® et g(s) tels que
— Pour chaque sous-structure (%)

ul®) = QE;) sur 0Q®) ﬂ@uﬂ et £(u) = %(grad(g) + grad” (u)) sur Q) (2.2)

@(g(s)) + ) = 0 sur Q) et g(s)ﬂ(s) = g(s) sur 6gQﬂ8(2(s) (2.3)

o) = H:

I

(g(s)) sur Q) (2.4)

— Pour chaque interface s’
— Le champ de déplacement est continu : tr(®) (w(9) = tr() (4,5
— Les efforts sont équilibrés : g(s) ) 4 g(s/) ) =0
Notons 3,Q() = 9,00 et 0,06) = 3,2 Q). Nous définissons les espaces
d’admissibilité suivants :
d
CA(QW) = {g e (Hl(Q(S))) u = uy sur 6UQ(S)} (2.5)

et ’espace vectoriel associé

d
CAY(Q®)) = {g e (Hl(Q(S))> , w=0sur augz(S)} (2.6)
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et

Il

dxd
e (LQ(Q(S))> . Yu e CA%(Q®),

sym

SA(Q®) = {

ou

CA®(Q®)) = {g e (Hl(Q(S)))d = 0 sur 90\, } (2.8)

Le probleme se reformule alors :
Trouver g(s) et o) tels que

) e CA /
@) () = tr(u®) sur D)
vs{ ot e SA(Q®) et V(s,s') , . (29)
= g9 5 0 4 o) ) g sur T
€CR als) ( ) 0 o o

L’admissibilité globale (sur toute la structure) des champs se traduit ainsi :

(1), € CA(Q) < Vs, u® € CA(Q®) et V(s,s'), tr(w®) = tr(w®)) sur (=) (2.10)

(c®)s € SA(Q) = Vs, o € SA(Q®)) et V(s, ), ) - ) 4+ ). ) = 0 sur 1)
B B B B (2.11)
Le champ de déplacement cinématiquement admissible dans chaque sous-structure
mais ne vérifiant pas la continuité aux interfaces appartient & CA(| J Q(s)).
Le probleme peut se réécrire :

Trouver (@8))3, (g@)s) € CA(Q) x SA() tel que ecn, (u®)s, (@) =0 (2.12)

2.2 Discrétisation et résolution

Considérons une discrétisation de €2 en un maillage Q tel que chaque élément n’ap-
partienne qu’a un seul sous-domaine. Une telle discrétisation est appelée conforme. La
forme discrétisée des champs est notée en caractére gras. A présent, pour chaque domaine
Q) nous distinguons les degrés de liberté situés sur Uinterface du sous-domaine, ou bord
et qui sont indicés par la lettre b, des degrés de liberté intérieurs indicés par la lettre i.
Ainsi, la forme discrétisée de 'opérateur tr s’écrit :

trl®)x(8) = x, ) (2.13)

Introduisons également, pour chaque sous-structure Q%) les opérateurs d’assemblage
suivants :
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oW 3 . 1!
4 5 2‘34@ 2 3903
42 (2)
5(2) 32 N
3(3)
12 2(2) 3(2)
(a) Sous-domaines
3r
ar
or
Ir
(c) Interface géométrique (d) Interface par connectivité
) 0 0 1 0 0 , 0 0 1 0 0 - 0 0
tr={o 0 0o 1 0 tr®=g 0 0o 1 0 tr® — 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 1
AW _ (010 A® = [0 0 1 A® _|0 0 o0
1 0 0 0 0 0 11 0
0 0 1 0 1 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0 -1
0 1 0 0 -1 0 0 0
Bb-|1 0 0 B®=1|o0 0 0 B®=|-1 o0 0
0 0 0 0 1 0 0 -1 0
0 0 1 0 -1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 -1 0

FIGURE 2.1 — Exemples d’opérateurs de trace et d’assemblage (primaux et duaux)

— A®) gpérateur booléen permettant de passer de la numérotation locale de I'inter-
face du sous-domaine Q%) & la numérotation de l'interface globale I
— B®) opérateur booléen signé permettant de passer de la numérotation locale de
I'interface du sous-domaine Q) & la numérotation de I'interface globale I'
Une illustration de ces opérateurs est faite en figure 2.1.

Remarque 2.1. Les opérateurs d’assemblage vérifient la propriété suivante :

S AGBO —

s

(2.14)

La condition de continuité des déplacements de 2.9 s’écrit de maniére discrétisée :

> B@trul) =0 (2.15)
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Enfin, en notant K®) la matrice de rigidité associée a chaque domaine Q) et £(5) les
efforts généralisés, la forme discréte de I’équilibre de chaque sous-structure s’écrit :

(s) (s)
(55 9) () () (%) e
S S S S S :
Ky Ky w, b A
oit A®) est le représentant nodal de inter-effort entre deux sous-domaines a Uinterface
'), La condition d’équilibre en effort de 2.9 s’écrit de maniére discrétisée :

DTABAE =0 (2.17)
S
Enfin, pour chaque sous-structure, notons R®) une base du noyau de K.
Le probléme 2.12 s’écrit sous forme discrétisée :
Vs trouver u® et AL tels que

Z B®tr®&u® = o

ZA(S))\(S) -0 (2.18)

(s) (s) 5 s
(55 0) () - () - ()
Ky Ky uy b A
Le principe des méthodes de décomposition de domaine repose sur la reformulation

du probléme en un probléme ne faisant intervenir que des quantités d’interfaces. Pour
cela, le probléeme mécanique est recondensé ainsi :

Vs trouver u® et A tels que
Z B®tr&u® = o

s ZA(S))\(S) o (2.19)
S(s)ul(;) =b® £ AG)
avec le complément de Schur
g6) (ng) - Kg§>K§;>1K§,§>> (2.20)
et
b — £¥) _ Ké‘?Kgf)_lfi(s) (2.21)

Remarque 2.2. L’inversion de la matrice KEZS)

local sur le sous-domaine ) avec des conditions de type Dirichlet sur linterface. Ce

-1
probléeme est toujours bien posé et la matrice KS) est donc bien définie.

correspond a la résolution d’un probléme
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Le probléme obtenu 2.19 est donc formulé uniquement en terme de quantités d’inter-
face. Plusieurs choix de résolution existent :
— Considérer une unique quantité d’interface en déplacement U si bien que la conti-
nuité de déplacement entre sous-structures est automatiquement vérifiée ; il s’agit
de lapproche primale [93, 90, 89].

Y BOtru® = Y BE AT U=0 (2.22)

— Considérer une unique quantité d’interface en effort A si bien que 1’équilibre entre
sous-structures est automatiquement vérifié ; il s’agit de ’approche duale [45, 46,
47].

SAOAD = ZAGBETA =0 (2.23)
S S

— Autres approches (détaillées en section 2.5)

Le probléme est condensé & l'interface et assemblé a 'aide des opérateurs d’assem-
blage. Cela méne & la résolution d’un systéme matriciel linéaire dont I'inconnue est un
vecteur de taille réduite (puisque vivant uniquement aux interfaces). La résolution d’un
tel systéme ne se fait pas par un solveur direct puisque cela ferait perdre ’extensibilité de
la méthode. En effet, considérant qu’au traitement de chaque sous-structure est associé a
un coeur ou un ordinateur, assembler la matrice du systéme nécessiterait de nombreuses
communications entre sous-structures réduisant drastiquement le parallélisme. En réa-
lité, le probléme global d’interface n’est jamais assemblé. Seuls des problémes locaux par
sous-structure sont résolus par un solveur direct et en paralléle. Il est alors évident que
seule une approche itérative peut étre envisagée pour la résolution du probléme d’inter-
face global. Un algorithme de type GMRES ou gradient conjugué (selon les propriétés de
la matrice) est classiquement employé. La convergence de tels algorithmes est fortement
liée aux propriétés spectrales de la matrice. Ainsi, le plus souvent, des préconditionneurs
sont employés afin d’améliorer les performances du solveur.

Pour étre réellement intéressantes et avantageuses, les méthodes de résolution paral-
leles doivent posséder la propriété d’extensibilité numérique. Cette propriété est vérifice
lorsque, pour un rapport de taille d’éléments sur taille de sous-domaines constant, le
nombre d’itérations & convergence ne dépend pas du nombre de sous-domaines. Cette
propriété est essentielle puisqu’elle assure que les bonnes propriétés de la méthode sont
conservées quelle que soit la taille du probléme. Dans les méthodes de décomposition de
domaine, cette extensibilité est assurée par un probléme grossier. L’objectif de ce pro-
bléme est de permettre, dés la premiére itération, une propagation rapide de la partie
basse du spectre de 'information sur toute la structure.

2.3 Approche primale

2.3.1 Probléme d’interface

Cette approche a été initialement proposée dans [93] puis développée dans [89], [90]
pour les problémes elliptiques en trois dimensions. Dans cette approche, la continuité
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du déplacement aux interfaces est prise en compte directement par 'introduction d’une
unique inconnue d’interface U. En éliminant les réactions, I’équation 2.2 se réécrit :

SHAG U = b 4 AG) (2.24)
A T'aide des opérateurs d’assemblage, le probléme d’interface global s’écrit :

(Z ABISOAG U = ZA(S)b(S) (2.25)

S S

2.3.2 Reésolution du probléme d’interface

Dans 'approche primale, le préconditionneur classique est le suivant :
Zw(s A (SENTAE WE" (2.26)

ot les matrices W) sont des matrices de pondération ou de scaling. L'opérateur d’as-
semblage primal de pondération est noté A(®) et est défini par :

Al = WA (2.27)

Pour les structures homogenes, W) sont choisies diagonales et les coefficients de cette
diagonale sont l'inverse de la multiplicité de la sous-structure. Dans le cas de forte hé-
térogénéité matériaux, le ratio des rigidités intervient dans les matrices W) [68, 125].
Notons que la pseudo-inverse du complément de Schur primal (S(s))Jr intervient dans le
préconditionneur. Le préconditionneur multipliant le résidu, il convient de s’assurer que
le résidu r est bien dans 'image de 'opérateur, c’est-a-dire orthogonal & son noyau. Cela
se traduit par 1’égalité suivante :

Hr=0 (2.28)

ot H est la concaténation pour chacune des sous-structure des H(®) suivants :
HE) = WO A ORE (2.20)

Cette condition peut étre prise en compte par une méthode de Krylov-augmenteé.
Notons P le projecteur sur les modes rigides défini par :

P, =1— HTZA 1HTZA(S SGAL" (2.30)
Cela conduit & 'algorithme BDD (Balanced Domain Decomposition) 1 :

2.4 Approche duale

2.4.1 Probléme d’interface

Cette approche a été initialement proposée dans [45] puis développée dans [46, 47].
Les propriétés de convergence ont été démontrées dans [43]. Dans cette approche, la
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Algorithme 1 : BDD
P, =I-HHTY AGSHAG H)"THT Y AGSEAG)”
Initialisation Ug = H(HT Y, A®SE A H)"THT 3, A®)b()
Résidu initial rg = PT Y AG)b)
Résidu préconditionné zg = AE)(SE)TAE)
Direction de recherche wqy = zg
j=0
while /r;z > ¢ do

q =, A(S)S(S)A(S)TPIWJ'

a; = (rj,2;)/(qj, w;)

Uj+1 = Uj + QjW; Tjy] = Tj — Qjq;

201 = Y, AG(SE)TAO 1,

wit1 = Pizj1 — (q;, P1zj1)/(qj, wj)w;

j=i+1

end

continuité du déplacement aux interfaces est prise en compte par l'introduction d’un
unique multiplicateur de Lagrange A. En éliminant les déplacements des degrés de liberté
internes on obtient :

S(S)ués) = b £ AG)

2.31
RO (b + A6y =0 (2:31)

ou la deuxiéme équation traduit ’orthogonalité du second membre vis-a-vis des modes
rigides. En utilisant la pseudo-inverse du complément de Schur nous pouvons écrire :

ul(>8) = (ST + AL + R ) (2.32)

ol ) est une amplitude de déplacement sur les modes rigides de la structure.
Soit A la concaténation pour chacune des sous-structures des 35) . G est la concaté-
nation pour chacune des sous-structure des G suivants :

GO = AGtrGIR) (2.33)
e est la concaténation pour chacune des sous-structure des e(®) suivants :
el®) = f R() (2.34)

A T'aide des opérateurs d’assemblage, le probléme d’interface global s’écrit :

o ()-(2) e
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2.4.2 Reésolution du probléme d’interface

Dans 'approche duale, le préconditionneur classique est le suivant :

Z WEBGESEHRE) W) (2.36)

L’opérateur d’assemblage dual de pondération est noté B(®) et est défini par :
B®) = w®B®) (2.37)

La contrainte traduite par la seconde ligne du systéme de l'approche duale peut
étre prise en compte par une méthode de Krylov contraint. Introduisons pour cela le
projecteur suivant :

P, =1-G(GTG)'GT (2.38)
Cela aboutit a l'algorithme FETI 2.

Algorithme 2 : FETI
P, =1-G(GTG)"'GT
Initialisation Ag = —G(GTG) 'GTe
Résidu initial rg = P3(— Y, B®bl) -3 B 8>(s<8 )TBET Ag)
Résidu préconditionné zg = Py ), B (SEHYBE g
Direction de recherche wq = zg
=0
while ,/r,z > € do
q; = Pg Zs B(S)(S(S))+B(S)TW
aj = (rj,2j)/(qj, w;)
Aj+1 = Aj + a;w;
Tj+1 =) — ;4
2511 = Py 3, BO(SO)BO
Wil = Zj4] — (qjaZjJrl)/(qj’Wj)wj
end

2.5 Autres approches

Nous abordons ici d’autres approches utilisées dans les décomposition de domaine
de type Schur-Krylov. Bien que reprenant généralement les principes classiques des ap-
proches primale ou duale, elles améliorent les performances des algorithmes classiques
pour certains problémes.

Dans [39, 44], un algorithme FETI-2 niveaux est developpé. Il s’agit d’ajouter des
contraintes optionnelles au probléme grossier classique de FETT afin d’améliorer la conver-
gence dans le cas de probléme plaque ou coque. Ces contraintes optionnelles sont ajoutées
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a l’aide d’un second projecteur. Dans [109, 64], les auteurs proposent une variante de ’al-
gorithme FETT qu'ils appellent A-FETT (pour FETT algébrique) dans une volonté de dis-
tinguer le partitionnement algébrique du partitionnement différentiel classiquement fait
dans FETTI. Les résultats obtenus dans ces articles montrent ’extensibilité de ’algorithme
A-FETTI pour un probléme de plaque. Cependant, jusqu’alors, seul FETI-2-niveaux avait
été efficace pour résoudre de tels problémes et cet algorithme impliquait la résolution
d’un probléme grossier enrichi. Ainsi, dans [126], les auteurs contestent les étonnantes
performances de A-FETT et montrent que cet algorithme n’est pas numériquement ex-
tensible pour les problémes plaque. Ils montrent également que A-FETI n’est qu’une
instance particuliére de la méthode FETI.

Dans [40, 41], les auteurs souhaitent remédier a deux lacunes de FETI-2 : des per-
formances qui peuvent étre améliorées pour les problémes plaque et coque et "absence
de lien entre le solveur pour les problémes statiques et le solveur pour les problémes dy-
namiques. Ils proposent alors un nouvel algorithme : FETI dual-primal ou FETI-DP. Le
principe de FETI-DP est d’imposer la continuité du déplacement & un certain nombre de
degrés de liberté. Dans [96], la convergence de FETI-DP équipée d'un préconditionneur
de type Dirichlet est démontrée pour des problémes du deuxiéme et quatriéme ordre
en deux dimensions. La version primale de FETI-DP a été développée dans [34] sous
le nom de BDDC (Balancing Domain Decomposition with Constraints), les contraintes
étant la continuité aux nceuds coins. De nombreux développements autour de FETI-DP
ont ensuite été effectués. Par exemple, dans [17] est proposée une formulation continue de
FETI-DP. Dans [69], une stratégie de choix des contraintes a été proposée et le condition-
nement du probléme a été étudié dans le cas de grande variation de module d"Young entre
sous-structures. Dans [94], une théorie algébrique de FETI, BDD, FETI-DP et BDDC
est détaillée ; en particulier, les propriétés des opérateurs de transfert sont démontrées.
Dans [95], les auteurs montrent que P-FETI-DP est BDDC.

Une approche qualifiee d’hybride est proposée dans [56]. Le principe est de laisser
la possibilité & chaque degré de liberté d’interface d’étre traité de maniére primale ou
duale. Cette approche est avantageuse pour le traitement de problémes multiphysiques
puisqu’elle permet de mieux respecter la physique du probléme. Il en résulte de meilleures
performances numériques. Un probléme grossier pour cette approche a été défini. Néan-
moins, I'extensibilité numérique potentielle de la méthode semble difficile & démontrer
(pas de produit scalaire défini par 'opérateur d’interface qui est soit symétrique, soit
défini-positif mais pas les deux). De plus, le résidu GMRes est une quantité difficile-
ment interprétable au sens mécanique puisqu’elle mélange des grandeurs différentes (par
exemple, concaténation d’une pression et d’un déplacement). La définition d’un critére
d’arrét pertinent n’est donc pas aisée.

Un autre type d’approche est ’approche mixte dans laquelle 'inconnue d’interface
est une combinaison linéaire d’un déplacement et d’un effort. Cette inconnue d’interface
fait apparaitre naturellement une rigidité d’interface et confére donc & cette méthode
un fort sens mécanique. Dans le cas d’une seule structure sous-structurée pour la réso-
lution, les interfaces sont considérées comme parfaites et dans le cas d’un probléme de
contact avec ou sans frottement, le comportement des interfaces entre solide peut étre
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introduit. Dans [84, 73], cette approche mixte porte le nom de LaTIn. Notons que, par
ce choix d’inconnue d’interface, les problémes locaux sont bien posés et il n’existe donc
pas naturellement de probléme grossier. Cela a pour conséquence une piétre convergence
et une perte d’extensibilité numérique. Dans [84, 73] un probléme grossier portant sur
les premiers modes (traction et cisaillement) est introduit dans le but d’améliorer les
performances de 'algorithme.

Les algorithmes FETI et BDD sont connus pour leur mauvais comportement dans
le cas de problémes a forte hétérogénéité (hétérogénéité localisée proche des interface)
et dans le cas d’interfaces distordues (ce qui peut étre le résultat de 'utilisation d’un
partitionneur automatique). Récemment, dans [129], il a été montré que cette mauvaise
convergence est due a la présence de modes propres non détectés par le préconditionneur.
Afin de capturer ces modes propres, les auteurs de [129] proposent un algorithme appelé
FETI-Geneo et BDD-Geneo détectant automatiquement ces modes oubliés. Il en résulte
une méthode robuste qui permet de recouvrir une bonne convergence du solveur itératif.
Neéanmoins, la détection et I’analyse des valeurs propres entraine un surcott. Dans [59],
deux nouveaux algorithmes appelés Simultaneous-FETI et Block-FETI sont présentés.
Ils reposent sur des idées similaires & celles de FETT-Geneo mais n’entrainent qu’un faible
surcoiit numérique (ré-orthogonalisation compléte du gradient conjugué) et ont de bonnes
propriétés de convergence dans le cas d’interfaces distordues et de forte hétérogénéité prés
des interfaces.
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Chapitre 3

Estimation d’erreur en cadre
sous-structuré et sources d’erreur

Dans ce chapitre, nous présentons la méthode d’estimation d’erreur en
cadre sous-structuré développée dans [110]. Nous redonnons les algo-
rithmes FETT et BDD en mettant ’accent sur les propriétés des champs
reconstruits lors des itérations. A partir de résultats numériques tirés de
[110], nous exhibons la rapide convergence de l'estimateur et la néces-
sité de séparer l'erreur provenant de la discrétisation de celle provenant
de I'utilisation d’un solveur itératif. Enfin, nous faisons un bref état de
I’art des travaux ayant eu pour objectifs une telle séparation d’erreurs
en vue d’obtenir un algorithme adaptatif dont le critére d’arrét serait
défini en lien avec la discrétisation.
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3.1 Un estimateur paralléle basé sur ’erreur en relation de
comportement

La méthode décrite dans ce paragraphe est issue des travaux de thése [110]. La mé-
thodologie proposée par ’auteur se base sur une reconstruction entiérement paralléle de
champs admissibles nécessaires a 1’évaluation de ’erreur en relation de comportement et
donc & la majoration de ’erreur vraie. L’estimateur proposé par 'auteur peut étre évalué
aussi bien & convergence qu’au cours des itérations.

Afin d’obtenir une borne garantie de l'erreur vraie, 'utilisation de ’erreur en re-
lation de comportement repose sur la capacité a construire un champ de déplacement
cinématiquement admissible et un champ de contraintes statiquement admissible. Dans
I’approche duale, la continuité du champ de déplacement n’est vérifiée qu’a convergence
et dans "approche primale, des inter-efforts équilibrés ne sont obtenus qu’a convergence.
Il parait donc difficile d’obtenir, & chaque itération, des champs admissibles nécessaires a
I'estimation d’erreur. Afin de présenter la méthodologie proposée dans [111], reformulons
les algorithmes BDD et FETI de maniére & souligner les propriétés des champs calculés
au cours des itérations.

Pour cela, nous introduisons les deux méthodes suivantes :

(/\S),ug)) = SolveD(ul(f),b(S)) :

KOul®) = b 1 ¢@T 2B

t(s)u(l‘;) = ul(,s)
(1Y) = so1ven (A, b®)

$ s S S T\ (s
KOu) = b 1 ¢@ 2\
ot ()\5\?))5 satisfont R(S)T(b(S) I t(s)T)\g\s[)) _0

La méthode Solvep correspond & la résolution sur chaque domaine d’un probléme de
Dirichlet : c’est-a-dire que des déplacements sont imposés sur l'interface entre le domaine
Q) et ses voisins. La méthode Solvey correspond a la résolution sur chaque domaine
d’un probléme de Neumann : c¢’est-a-dire que des efforts sont imposés sur l'interface entre
le domaine Q) et ses voisins. Enfin, la méthode Initialize correspond a Dinitialisa-
tion effectuée au début de chaque algorithme. L’algorithme BDD et FETT se réécrivent
respectivement comme présentés dans les algorithmes 3 et 4.

En commentaire de ces algorithmes est détaillée la construction des quantités sui-
vantes :

— (ug))s : vecteur de déplacements continus & l'interface si bien que (y(g))s =

(¢¥)uly), € CA(Q).

— (}\37)) : réactions nodales associées a la condition de Dirichlet. Ces réactions ne
sont équilibrées qu’a convergence.
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S 4 . ., N o , .
— (}\EV)) s : réactions nodales associées a la condition de Neumann. Ces réactions sont
équilibrées a chaque itération.

— (ug\s,)) s : vecteur de déplacement associé aux réaction nodales ()\g\s,)) s- Le champ de

déplacement(gg\?))s = (Q(Ij)ug\?))s e CA(UN®). Le champ de contraintes associé
gg\s,) =H:¢g <Q§)u§$)> est utilisé (en plus de /\5\8,)) pour reconstruire les champs
gg\s,) qui sont statiquement admissibles (gg\sf))s € SA(Q).
Démontrons pour l’algorithme BDD que les champs construits ont bien les propriétés
énonceées ci-dessus.

Démonstration. Dans ’algorithme BDD, une seule inconnue d’interface en déplacement
étant introduite, la résolution d’un probléme de Dirichlet avec pour condition cette in-
connue d’interface entraine nécessairement la construction de champs de déplacement

continus. Les réactions nodales (/\5\8,)) s sont équilibrées aux interfaces puisque :

SAEAY = ST AORE) —oal)
— Y AOAY - TTADAGT T ARG

= Z A(S)AS) — Z A(S)AS) par orthogonalité des opérateurs d’assemblage

=0
(3.1)
et vis-a-vis des modes rigides pour chaque sous-structure puisque :
T T\ (s S T S S T S S
RO (b® + ¢ )‘Sv)) RO (b® + ¢ ()\%) — Ay
~ROTKOZE _ ROTT AT
RY K'YWuy —RY ¢ AY'r (3.2)

= —R(S)Tt(s)TA(s)Tr par définition de R(®)
=0

ou est utilisée, pour conclure, la condition d’orthogonalité 2.28 du résidu assurée dans
I’algorithme BDD. O

Démontrons pour 'algorithme FETT que les champs construits ont bien les propriétés
énonceées ci-dessus.

Démonstration. Dans I'algorithme FETI, une seule inconnue d’interface en effort étant
introduite, les réactions nodales sont automatiquement équilibrées. Le champ de déplace-
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ment (ug)) s proposé est continu puisque :
S BOuy) ZB () sul))
— ZB ZB(S)Q(S)T ZB(S)t(s)ug\‘;)
= Z B Z B®)u par orthogonalité des opérateurs d’assemblage
=0
(3.3)
O

Remarque 3.1. Pour chaque sous-domaine, la construction d’un champ de contraintes
statiqguement admissible est techniquement complexe. Les méthodes présentées au para-
graphe 1.2.3 sont bien sir utilisées pour la reconstruction. Néanmoins, leur mise en ceuvre
n’'est pas directe. En effet, plusieurs tdaches de prétraitement des réactions nodales appa-
raissent :

— il est nécessaire de construire un représentant continu de l’effort a partir des ré-
actions nodales équilibrées /\E\s,)

— dans le cas de points multiples de multiplicité supérieure ou égale a 4, il convient
d’éliminer les contributions ponctuelles entre sous-structures avant d’enclencher
les procédures de reconstruction.

— dans le cas d'une interface T5) coupant 0,9, plusieurs choiz pour la reconstruc-
tion d’un inter-effort équilibré sont possibles

Ces points techniques seront détaillés au paragraphe 5.1 et des améliorations seront pro-
posées.

L’estimation de ’erreur est entiérement paralléle et se fait via l'estimateur suivant :

e —upllt = D) 1wy — w13 < ZeCR @) el (3-4)

3.2 Convergence rapide de ’estimateur

Présentons & présent les résultats obtenus dans [111], lors de la mise en ceuvre de la
procédure paralléle d’estimation de ’erreur présentée ci-dessus.

La structure considérée est décrite sur la figure 3.1. Il s’agit d’une structure encastrée
a sa base et sollicitée & la fois en traction et en cisaillement sur le bord supérieur droit.
Le comportement est supposé élastique linéaire homogéne et isotrope de module d’Young
2000 MPa et de ceefficient de Poisson 0.3. L’hypothése des contraintes planes a également
été faite. Le probléme est résolu avec l'approche primale ou duale. La méthode de recons-
truction de champs statiquement admissible retenue est la méthode EET et les problémes
locaux sont résolus en augmentant de 3 le degré d’interpolation des fonctions de forme.
Nous donnons également sur cette méme figure un exemple de sous-structuration.
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Algorithme 3 : BDD : construction des champs équilibrés
U = Initialize(f®) ;
(/\S), uS)) = Solvep(A® U, £));
Calcul du résidu r = 3, A AL,
Réactions locales SA) = A ¢ ; // )\g\s,) = )\g) — oA
su® = so1ven (6AX),0) ; // ug\s,) = ug) —oul®

Résidu préconditionné z = ) A §u)
Direction de recherche w = Pqz;

while vrTz > ¢ do

(SAS), 5ug)) = SOlVGD(A(s)TW,O);
q =3, ACNY);

a=(t"z)/(q"w);

U—U-+aw,; /7

ug) — ug) + adu

r < r—aq;

z=, A(s)éués);
w «— Pz — (qT"P12)/(qTw)w
end

AP A 4 asaly

SAE = ATy /7 AG) = AP —sae
sul® = SolveN(J)\(s),O) ; // ugf,) = u(DS) —su®

La figure 3.2 compare les estimations paralléle et séquentielle. La figure 3.3 donne
I’évolution de ’estimation de ’erreur au cours des itérations pour les deux approches et
pour différentes sous-structurations. La figure 3.4 donne I’évolution au cours des itérations

de la carte d’erreur fournie par I'estimateur.
Ces résultats montrent que :
— L’estimateur paralléle proposé est aussi efficace que I'estimateur séquentiel

— L’efficacité est indépendante du nombre de sous-domaines et de ’approche choisie

(primale ou duale)
Nous constatons également :
— Une convergence rapide de ’estimateur
— Une convergence rapide des cartes d’erreur

Cette derniére observation montre que les itérations effectuées aprés la troisiéme ne font
pas diminuer l'erreur, autrement dit, continuer & itérer n’améliore pas la qualité globale
de la solution. Par conséquent, fixer un critére d’arrét arbitraire portant sur la norme
du résidu entraine une sur-résolution. Afin de définir un critére d’arrét en lien avec la
discrétisation, il est nécessaire de séparer les deux sources d’erreur qui sont mélangées
dans l'estimation : 'erreur de discrétisation qui vient du maillage et de I’approximation
éléments finis et lerreur algébrique qui vient de l'utilisation d’un solveur itératif. Lors
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FIGURE 3.1 — Gamma-shaped structure : chargement et sous-structuration
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FIGURE 3.2 — Gamma-shaped structure :
estimateurs séquentiel et paralléle pour dif-
férentes tailles de maillage (h)
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FIGURE 3.4 — Gamma-shaped structure : évolution de la carte d’erreur fournie par ’esti-

mateur paralléle au cours des itérations
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Algorithme 4 : FETI : construction des champs équilibrés
A = Initialize(f(¥) ;
Réactions locales }\g\s}) = B(S)TA;
(ug{;)) = SolveN(}\g\s,),f(S));
Calcul du résidu r = PT (>, B(S)t(s)ug\i));

Déplacement local 5“1(78) = B(S)Tr; ;

ug) = ug\s,) — su®

(A sul®)) = SolveD(éugf),O) ; // ®) (s)
A =AY —aa®

Résidu préconditionné z = Po(> BGIoA®))

Direction de recherche w = z;

while VrTz > ¢ do

(5u§\s,)) = Solvey (B w,0);

q = P} (X, BOt)suy);

a=(r"z)/(q"w);

(s) (s) (s)
uy’ <« uy + adu
A—A+aw; /N N N

AP —BOTA
r<r-—aq;
6u,()s) = B(S)Tr;

(s) (s) (s)
u =1u ju
(XS sul)) = SolveD(éués),O) ; !/ s

Al /\&97) S\

z = Py(3 BEIOAG);
w—z—(q'z)/(q" w)w
end

d’un calcul séquentiel, la résolution du systéme linéaire étant assurée par un solveur di-
rect : Ierreur algébrique n’existe pas. Ces différentes erreurs sont schématisées figure 3.5.
A convergence du solveur itératif (lorsque le résidu est proche de zéro), seule est présente
Perreur de discrétisation. A contrario, au début de la résolution, c’est I’erreur algébrique
qui est prédominante. L’évaluation de la seule erreur de discrétisation au début des itéra-
tions permettrait de définir un critére d’arrét du solveur itératif en lien avec le maillage
et éviterait la sur-résolution.

3.3 Séparation des sources d’erreur : un état des lieux
De nombreux travaux ont pour objet la séparation de différentes sources d’erreur

lors d’un calcul numérique sur un probléme mécanique. Nous dressons ici une liste non
exhaustive des principales contributions & ce sujet qui ont pour application un probléme
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FIGURE 3.5 — Les deux sources d’erreur (discrétisation et algébrique)

issu de la mécanique. Nous distinguons :

— la séparation de D'erreur de discrétisation d’une autre source d’erreur (due a la
gestion d’une non-linéarité, d’une incertitude ou d’une approximation modale)
dans le cas de la méthode des éléments finis

— la mise en ceuvre de séparations de sources d’erreur dans des méthodes de réso-
lution basées sur le sous-structuration (décomposition de domaine ou approches
multigrilles)

— la mise en ceuvre de séparations de sources d’erreur pour la méthode des volumes
finis

3.3.1 Erreur due a la gestion de la non-linéarité

Dans le cadre de problémes non-linéaires dépendant du temps dans [51, 52|, les auteurs
ont pour objectif de séparer 'erreur de discrétisation de ’erreur introduite par le schéma
itératif utilisé pour résoudre le probléme non-linéaire. Ce n’est pas ’erreur en relation de
comportement mais I'erreur au sens de Driicker [35] qui est exploitée. Un indicateur de
Ierreur en itération itemps est défini. Il est constaté numériquement que celui-ci dépend
peu du maillage et est tres faible devant ’erreur totale. Il est postulé une égalité donnant
une séparation de la forme €2 = 'zsmce + i?emps, ou € est l'erreur au sens de Driicker
estimée. L'inégalité €2 > z'%emps est constatée numériquement mais non démontrée. Deux
procédures adaptatives se basant sur cette séparation sont proposées pour obtenir un
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objectif d’erreur total de €y. La premiére peut se résumer :

1. Premiére résolution sur [0;T]x2. (espace optimisé élastiquement) avec discréti-
sation en temps At

2. Evaluation de iemps et de 'erreur totale €

3. Si ttemps = O€g lerreur temporelle est négligeable devant la discrétisation et seul
le maillage est adapté

4. Sinon, une nouvelle discrétisation en temps est définie : At* tel que At* = %At

Ttime
5. Résolution avec cette discrétisation en temps puis retour au 2

ou # est un paramétre choisi en pratique & 0 = %
La seconde peut se résumer :

1. Premiére résolution sur [0;T]x$2. (espace optimisé élastiquement) avec discréti-
sation en temps At

2. Evaluation de iemps et de 'erreur totale €

3. Nouveau maillage * et nouveau pas de temps At*
définis tels que €* = ¢ et z'%emps = e

4. résolution et nouvelle estimation d’erreur

ou « est un parameétre choisi en pratique a o = %

Les travaux [98] et [82] se basent sur les travaux de [51, 52] mais I’appliquent & ’erreur
en dissipation. Trois sources d’erreurs sont identifiées : ’erreur de discrétisation spatiale,
Ierreur de discrétisation temporelle et ’erreur en itération due & la non convergence de
I’algorithme de Newton. La séparation de ces sources d’erreurs est proposée a travers la
définition de trois indicateurs : un indicateur représentant I’erreur de discrétisation icspqce,
un indicateur en temps isemps et un indicateur dépendant du schéma itératif utilisé 4.
Cependant, le calcul de ces indicateurs nécessite la définition de trois nouveaux problémes
sur lesquels sont ensuite appliquées les procédures classiques de reconstruction de champs
admissibles et d’évaluation d’erreur. Numériquement, il est constaté que itepmps dépend
peu de la discrétisation en espace et que iespace dépend peu de la discrétisation temporelle
et que igemps +iespace = € Ol € désigne le niveau d’erreur total final. Une procédure mettant
en lien les niveau d’erreur est proposée et peut se résumer ainsi : Pour obtenir un objectif
d’erreur total de ¢ :

1. Premiére résolution (au préalable optimisée dans le cas purement élastique) avec
une tolérance sur les itérations 6 fixée a priori

2. Répartition des deux erreurs (dues a la discrétisation en temps et au maillage) en
minimisant une fonction cotit sous la condition isemps + tespace = €. La fonction
colit est un produit de deux fonctions coiit en espace et en temps. Sont supposées
des évolutions en loi puissance vis-a-vis du nombre d’éléments et des pas de temps

3. Choix de la tolérance 6 telle que i, soit petit devant les deux autres (i;e est
considéré proportionnel a la tolérance)

4. Reésolution avec les nouvelles discrétisations et nouvelle tolérance
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Cette procédure est appliquée sur un cas en deux dimensions représentant un portique.

Dans le cadre des problémes de contact, dans [91, 92], erreur en relation de com-
portement est décomposée en la somme d’une erreur de contact (faisant intervenir des
quantités d’interface de contact) et une somme des erreurs sur les solides. Numérique-
ment, il est constaté que erreur de contact est localisée aux interfaces entre solides. Pour
les stratégies de résolution par point fixe et pénalisation, ’auteur propose un indicateur
en itération. Il est constaté que cet indicateur est indépendant de la discrétisation et 1’au-
teur suggére que si l'indicateur en itération est une part importante de ’erreur totale,
alors le critére d’arrét du point fixe doit étre modifié.

Citons également [53] qui développe un algorithme de Neumann Dirichlet pour traiter
un probléme de contact unilatéral sans frottement entre deux solides [10]. Cet algorithme
consiste a résoudre alternativement deux problémes (un problémes avec des conditions en
effort et un probléme avec des conditions en déplacement). L’erreur due aux itérations
de cet algorithme est distinguée de l'erreur de discrétisation via la définition de deux
indicateurs :

— un indicateur mesurant l'erreur due a ’algorithme : il est obtenu par I’évaluation

de ’erreur en relation de comportement d’un troisiéme probléme

— un indicateur mesurant ’erreur de discrétisation : il est obtenu par I’évaluation de

I’erreur en relation de comportement d’un quatriéme probléme lui-méme séparé en
2 sous-problémes : un probléme d’élasticité linéaire sur le solide 2 et un probléme
de contact unilatéral avec fondations rigides sur solide 1
Numériquement, il est constaté que le premier indicateur dépend peu du maillage et que
le second dépend peu des itérations.

3.3.2 Erreur stochastique

Dans [13], une séparation est proposée dans le cadre de problémes de contact multi-
paramétres. Les parameétres sont représentés & 'aide de variables aléatoires et de modéles
probabilistes et le probléme est résolu en utilisant la méthode LaTIn [72|. Une exten-
sion de l'erreur en relation de comportement est proposée dans le cadre stochastique.
Deux indicateurs sont définis : un indicateur de 'erreur due au modéle stochastique et
un indicateur de erreur due & la géométrie (qui est définie comme le complément & 1'er-
reur totale). Numériquement, il est observé que l'indicateur géométrique décroit lorsque
le maillage est raffiné et est indépendant de ’approximation stochastique. Il est aussi
observé que l'indicateur stochastique décroit lorsque l'approximation stochastique est
enrichie mais il n’est pas indépendant du maillage. La seule proposition de procédure
d’adaptivité est faite & discrétisation fixée.

Citons également les travaux [141] effectués pour coupler modeéle déterministe et
stochastique grace a la méthode Arlequin [29]. Les trois contributions a l'erreur totale
(erreur de modele, erreur de discrétisation, erreur stochastique) sont évaluées séparément
ce qui permet de proposer une procédure adaptative qui identifie la source d’erreur pré-
pondérante et redéfinit les paramétres de la résolution suivante. Malheureusement, cette
séparation nécessite la résolution de deux problémes intermédiaires et trois procédures
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d’estimation d’erreur.

3.3.3 Erreur PGD

Une autre source d’erreur pouvant étre identifiée et séparée de ’erreur de discréti-
sation est I’erreur commise lors de I'approximation de la solution sous forme d’une somme
de produits de fonctions a variables séparées (Proper generalized decomposition [21], ce
qui correspond & la création d’une base réduite constituée de modes). En effet, la tron-
cature aprés un nombre m de modes entraine une erreur dite erreur PGD. Dans [78],
une procédure est proposée pour estimer les deux sources d’erreur mais nécessite l'intro-
duction et la résolution d’un nouveau probléme ce qui augmente le cotlt de I’estimation
d’erreur. D’autres travaux sont actuellement en cours dans cet objectif de séparation
des sources d’erreur. Ils visent & répondre a la question du choix de nombre de modes a
calculer et de la mise en relation de la précision de ’approximation PGD avec les autres
parameétres de la résolution.

3.3.4 Dans le cas des méthodes de sous-structuration

Dans [11], I’équation de Poisson est résolue a ’aide d’une méthode multi-grille et
Ierreur de discrétisation est estimée en utilisant la méthode des résidus. Une majoration
de I’écart entre la solution du probléme continu et la solution numérique approchée est
démontrée : celle-ci met en jeu l'erreur de discrétisation et ’erreur due & la résolution
itérative mais également des constantes qui ne sont pas faciles & calculer. Une procédure
adaptant simultanément le maillage et le critére d’arrét des itérations est proposée. Elle
est mise en ceuvre et permet d’éviter des itérations inutiles. Dans [97], c’est I’équation de
Stokes qui est étudiée et résolue par une méthode multi-grille. Les auteurs s’intéressent &
I’erreur commise sur une quantité d’intérét définie par une fonctionnelle linéaire J. Soit
u la solution exacte et @y la solution éléments finis non convergée sur la grille la plus fine
issue d’un algorithme multi grille. La relation suivante est démontrée dans l’article :

J(uw) = J(Tn) = np + 1m (3.5)

ou 7, est une mesure de 'erreur de discrétisation et 7,, une mesure de l'erreur dite
d’itération. Ce sont des indicateurs d’erreur calculés a posteriori. L’évaluation pratique
de ces mesures d’erreur est détaillée : elle requiert plusieurs approximations pour évaluer
par exemple des différences entre deux vecteurs de deux grilles différentes. Plusieurs
méthodes pour évaluer 7, sont proposées et comparées entre elles. Les auteurs donnent
également la procédure suivante permettant d’adapter le critére d’arrét des itérations
avec pour objectif une erreur plus petite que ¢y. Elle peut se résumer ainsi :

1. Choisir une discrétisation

2. Faire un cycle de résolution multigrille
3. Evaluer les indicateurs n, et n,
4

. Déterminer les niveaux sources d’erreur et augmenter le nombre de smoothing
steps jusqu’a 1, < 1—1077h
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5. Simp + nm < €, arrét
6. Sinon, raffiner les éléments apportant le plus d’erreur et retourner a 1’étape 2

Pour chaque maillage, la quantité n, n’est évaluée que deux fois. L’application de cette
procédure & différents problémes en une et deux dimensions permet d’observer un gain
en terme d’itérations et de temps CPU par rapport & un critére classique.

Dans [22], les auteurs étendent leur précédents travaux ([103, 105, 106, 104]) qui
permettaient déja une estimation a posteriori & moindre colit de bornes supérieures et
inférieures d’une quantité d’intérét. La bound method consiste a utiliser deux maillages :
un maillage grossier de travail et un maillage fin. Le maillage grossier est vu comme une
sous-structuration du maillage fin ce qui permet de mettre en place une formulation par
un lagrangien augmenté et d’utiliser des solveurs performants. Le probléme étudié dans
[22] est un probléme de thermique en trois dimensions avec convection et diffusion. Il est
résolu par la bound method. La quantité d’intérét est la moyenne de la température sur
une tranche de la structure. Utilisant des indicateurs locaux, les auteurs proposent une
procédure d’adaptation de maillage permettant de satisfaire un objectif de précision sur
une quantité d’intérét. Dans ces travaux, ce sont les erreurs sur le maillage grossier et
sur le maillage fin qui sont séparées.

Enfin, dans le cas de problémes elliptiques résolus a I’aide d’une méthode de décompo-
sition de domaine sans recouvrement multi-échelle, dans [133], Perreur commise sur une
quantité d’intérét est estimée. Les domaines ayant des discrétisations différentes, les mé-
thodes de mortar [15, 16] sont utilisées pour raccorder les discrétisations aux interfaces.
L’erreur totale est séparée en la somme de deux contributions : une erreur due & la
technique mortar et une erreur sur les sous-domaines qui ne rend compte que de la dis-
crétisation. Cette séparation est utilisée pour optimiser le remaillage adaptatif en faisant
dialoguer les différentes discrétisations.

3.3.5 Dans le cas de la méthode des volumes finis

Dans [62], les auteurs proposent une séparation des sources d’erreur pour un probléme
elliptique de second ordre résolu par la méthode des volumes finis. La premiére source
d’erreur provient de la discrétisation et de 1’'utilisation de la méthode des volumes finis.
La seconde erreur provient de 'utilisation d’un solveur itératif type gradient conjugué.
Les auteurs utilisent cette séparation pour définir le critére d’arrét du solveur itératif en
lien avec la discrétisation. Notons que ces travaux ont fait 1’objet de nombreuses exten-
sions. Nous pouvons citer le cas de résolution mixte éléments finis, volumes finis dans
[60]. Les résultats montrent que la séparation est pertinente et la mise en place d’un cri-
tere d’arrét intelligent évite les itérations inutiles. Dans [37], ¢’est pour un probléme de
diffusion du second ordre quasi-linéaire que la séparation des erreurs de discrétisation et
de linéarisation est effectuée. Dans [137], pour un écoulement bi-phasique, un algorithme
de Newton est utilisé pour résoudre le probléme non-linéaire. Les différentes sources d’er-
reur (discrétisation, temporelle, linéarisation et algébrique) sont identifiées et séparées ce
qui permet de proposer une procédure adaptative de résolution. Dans [38], une méthode
de Newton inexacte est mise en place sur un probléme de diffusion non linéaire. Trois
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sources d’erreur sont séparées : I’erreur de discrétisation, ’erreur algébrique et I'erreur
due a la linéarisation. Les auteurs proposent d’adapter le critére d’arrét du solveur itéra-
tif (le solveur est stoppé quand D’erreur algébrique est petite devant les deux autres ou si
Perreur de discrétisation est trop importante devant les deux autres). Citons également
[112, 113] qui traitent des problémes multiphases et séparent les erreur spatiale, tempo-
relle, algébrique et de linéarisation et proposent des procédures adaptatives permettant
des gains en terme d’itération. Pour I’équation de Poisson résolue par une méthode de
Galerkin discontinue, une estimation d’erreur permettant la séparation de l'erreur de
discrétisation et de ’erreur algébrique est proposée afin d’aboutir un algorithme itératif.

3.3.6 Commentaires

Tout d’abord, notons que I'’ensemble de ces travaux montre l'intérét d’adapter le
critéere d’arrét a la discrétisation, ou du moins & mettre en relation les différents niveaux
d’erreur inhérents aux méthodes de calcul employées. Faire le lien entre les niveaux
d’erreur permet, outre de conduire le calcul de maniére plus réfléchie, de gagner en
terme de colt puisque les résolutions n’améliorant pas la qualité globale de la solution
sont évitées. Les travaux se basant sur ’erreur en relation de comportement permettent
d’obtenir des bornes garanties de ’erreur. De plus, ’erreur en relation de comportement
a fait 'objet de nombreuses extensions & d’autres types de problémes, ce qui rend cet
outil puissant. En revanche, la séparation des sources ne se base que sur des indicateurs
et nécessite la résolution de problémes auxiliaires ce qui augmente beaucoup le coiit de
calcul. L’emploi des méthodes de sous-structuration fait naturellement apparaitre deux
niveaux d’erreur : un a petite échelle spatiale due a la plus fine des discrétisations et
un & Péchelle de la sous-structuration (grille). C’est cette méme distinction qui apparait
dans le cadre des décomposition de domaine. Enfin, pour les résolutions en volumes finis,
de récents et nombreux travaux montrent comment estimer séparément les différentes
sources d’erreur afin d’adapter la précision du solveur itératif pour une large gamme de
problémes.
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Deuxiéme partie

Contributions a la construction de
champs admissibles
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La partie précédente souligne "importance de la construction d’efforts équilibrés aux
interfaces et de la construction de champs statiquement admissibles. Lors d’une estima-
tion d’erreur par la relation de comportement, la qualité de l’estimateur dépend trés
fortement de la qualité des champs reconstruits. C’est la raison pour laquelle cette par-
tie s’attache & les améliorer. Dans le premier chapitre de cette partie, nous proposons
une nouvelle méthode de reconstruction de champ statiquement admissible en séquentiel.
Cette méthode peut tout & fait étre utilisée en paralléle dans le traitement de chaque
sous-domaine. Dans le second chapitre de cette partie, nous étudions les possibilités
d’optimisation de la reconstruction de réactions nodales équilibrées aux interfaces entre
sous-domaines.
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Chapitre 4

Une nouvelle méthode de
reconstruction de champs
statiquement admissibles en
séquentiel

Dans ce chapitre, nous présentons une nouvelle méthode de reconstruc-
tion de champ statiquement admissible en séquentiel (il n’est donc pas
question de décomposition de domaine). Cette méthode différe des tech-
niques classiques dans le sens o1 elle remplace la résolution de nombreux
problémes locaux par la résolution optimisée d’un unique probléme.
Bien que pouvant paraitre de taille prohibitive, nous montrons com-
ment 'utilisation des propriétés topologiques du maillage permet une
résolution astucieuse et peu coiiteuse. La méthode que nous proposons
permet également d’étudier la pertinence de la condition de prolonge-
ment forte. Ces travaux ont fait 'objet d’une publication [122] et de
deux communications [58] et [121].
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4.1 Principes

Comme nous ’avons présenté dans la premiére partie, la plupart des méthodes de
reconstruction de champs statiquement admissibles nécessite la résolution de nombreux
problémes de petite taille. Dans la EET en particulier, la nature de ces problémes et leur
résolution dépend de la position du centre du star-patch ce qui implique des nombreux
tests dans le code et ralentit la procédure. Nous pouvons également nous interroger sur
la pertinence de la condition de prolongement forte qui est le point de départ de cette
méthode. En effet, la fluz-free method qui n’impose pas une telle condition sur les champs
montre de meilleurs résultats que la EET.

Forts de ces constats, nous proposons une nouvelle méthode basée sur les idées sui-
vantes :

— Une implémentation vectorisée qui s’affranchit des boucles et des tests. Le code

est simplifié et peut étre parallélisé au niveau des éléments.

— Une séparation des propriétés topologiques et des propriétés géométriques. Nous
faisons naturellement apparaitre les star-patches et expliquons leur role.

— Une étude de la condition de prolongement forte. La EET est un cas particulier
de la technique que nous proposons et nous donnons également la méthodologie
permettant de reconstruire le champ vérifiant la condition de prolongement forte
qui minimise I'estimateur.

La méthode que nous proposons est appelée STARFLEET pour Star free Lazy Ele-
ment Fquilibration Technique et se décompose en deux étapes. La premiére étape consiste
a construire des travaux équilibrés sur les arétes internes, la seconde consiste & résoudre
des problémes locaux avec les travaux déterminés précédemment comme condition de
Neumann sur un espace plus riche. Présentons & présent les principaux ingrédients de la
méthode.

Nous rappelons les notations définies dans le premier chapitre 1.3.3.3 et qui seront
utilisées dans la présentation de la méthode. Nous notons 7 I’ensemble des éléments de
Qp, € Pensemble des arétes et V I'ensemble des sommets (ou neeuds). Nous introduisons
également l'opérateur ¢ qui extrait les arétes du bord d'un groupe d’éléments et les
sommets d’un groupe d’arétes. La notation P(X) désigne ’ensemble des sous-ensembles
de X. La notation | X| désigne le cardinal de X. La notation 0~! est utilisée pour désigner
I'opération qui & un sommet associe les arétes qui y sont reliées et a une aréte associe les
éléments dont elle fait partie.

P -SHPE) -SSPV (4.1)

En particulier, pour un nceud N, les éléments dans 02N forment le star-patch associé.
La figure 1.2 illustre ces opérateurs pour des cas simples.

4.1.1 Choix des inconnues et contraintes associées

Le premier point de notre méthode est que nous ne supposons pas de forme a priori
des tractions le long des arétes (ces tractions sont cherchées comme des fonctions affines
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dans la EET). Nous cherchons les travaux pour toutes les arétes I et tous les déplacements
v E CA H (Q) .

WF(Q) = f EF -vdS (4.2)
r

Pour 'implémentation, nous devons faire le choix d’une base de CAg(2). Dans la EET, ce
sont les fonctions de forme éléments finis qui sont choisies. Ici, afin de garantir un traite-
ment systématique, nous choisissons la base canonique B = (le,, ze,, ye,., 1§y, ze,, ygy).
Il faut noter que les travaux inconnus ne sont plus indépendants. En effet, les travaux
étant des formes linéaires sur des arétes et les variables x et y étant reliées linéairement
sur une aréte, nous devons avoir pour la direction e :

arW' (ze) + br W' (ye) + erW'(e) = W' ((arz + bry + cr)e) = 0 (4.3)

ou (ar,br,cr) sont les coefficients de I’équation de I'aréte I :
(x,y) el < arz+bry+cr =0
Sous forme matricielle, cette contrainte s’écrit :

Wle,) W,
(ecr ar br) Wr(ﬂféx) Wr(l@y) =(0 0) (4.4)
WE(ye,) Wh(ye,)

dans laquelle nous remarquons que le découplage des directions e, et e, nous permet
d’utiliser un multivecteur.

Propriété 4.1. La condition nécessaire (4.4) est suffisante pour construire un effort de
AT « X «
traction I - e associé auz travauz (W' (e), WF (ze), W (ye)).

Démonstration. Une infinité de tractions peuvent étre associées a des travaux satisfai-
sant (4.4). Parmi eux, il n’existe qu'une seule traction linéaire. Les autres tractions
peuvent étre construites en ajoutant un terme orthogonal & I’espace des polynomes de
degré 1 au sens de la norme L%(T), par exemple.

Considérons l'aréte I' de sommets A et B de coordonnées (z4,y4) et (zp,yp). La
pente et le milieu O de 'aréte peuvent étre calculés :

a" =yp—ya xo:xAJFxB

2
W' =24—2p A+ us (4.5)
" = TBYA — YBTA Yo = 2

Nous introduisons ’abscisse curviligne s € [—1/2,1/2] et nous avons :
z=1z0—-sb", y=yo+sa et dS = mes(T)ds (4.6)

Cherchons un effort de traction linéaire dans la direction e paramétré par les coefficients
AT . . .
F} et FL tels que I/ -e = F§ + sF[. Une simple intégration sur I'aréte donne :
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meas(T") Fy

)3 N A .
e D B = oW (o) — 5V () — (o — b o) ()

W (e)

(4.7)
O

4.1.2 Elimination des arétes externes et définition du second membre

Contrairement aux efforts, les travaux sont connus sur toutes les arétes de bord (id
est de 092). Ainsi, sur 0,42, nous utilisons les réactions nodales dans I’équation 4.8 et les
seuls travaux inconnus sont ceux sur les arétes internes.

VT eT, ), 5§f

~T o
b £ e | epicw-sman-irw s

T

Ainsi, pour un champ test v € CAg(Q) :

(o]
— Si T est un élément interne alors Ry (vy) = Rr(vy)
— Si T possede une aréte de Neumann I'y, alors :

Rr(vy) = ;{T(QH) - J g-vgdS (4.9)

g9

— Si T posséde une aréte de Dirichlet I'y, alors

Re(oy) = Re(ep) = Y abiA (V) vy (V) (4.10)
Veol'y

ou V représente les sommets de I'p. A;(V) est associé a la valeur de réaction
nodale, connue de la résolution éléments finis, et vy (V) est la valeur du champ
test au sommet (al, étant une partition de l'effort nodal de réaction entre les
éléments qu’il impacte, voir Figure 4.1) et vérifiant :

YV € 0,0, Yo oap=1 (4.11)
Ted—1VnouQ

Splitting
—

0,2

FIGURE 4.1 — Séparation des réactions entre deux éléments adjacents
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4.1.3 Ecriture de la condition de prolongement forte & 1’échelle globale

Nous réécrivons la condition de prolongement forte avec pour seules inconnues les
travaux sur les arétes internes :

VT €T, Yo € CAg(Q), >, 6;W'(vy) = Rr(vy)

i (4.12)
T'edT'n&
ou & est 'ensemble des arétes internes (séparant deux éléments).
Sous forme matricielle, nous obtenons :
Yoy € CAn(Q), AW (uy) = R(uy) (4.13)

avec

W(u) = W () |eRFl | R - RT:(Q) e RI7I

et A est la matrice de taille |T| x |2’| des coefficients (&%)

En utilisant la base canonique, les contraintes 4.4 et la condition de prolongement
forte 4.13 s’écrivent :

: \ A R(e,) Rle,)
W(gz) W(Q ) T y

* (e wee )= |50 Roe| e
c a b W(y%) W(ygy) %_a: %_y

ou (c,a,b) sont les matrices diagonales des coefficients géométriques (cF,aF,bF)F o de
€
la condition 4.4.

[} [0}
Le systeme est de grande taille ((3|7] + |£]) x 3|€]). Néanmoins, il est trés creux et
n’est jamais assemblé. Nous exploitons ses propriétés pour la résolution.

4.1.4 Résolution des problémes locaux

Notons (W(fg)) (f €e{l,z,y} et e € {e,,¢e,}) la solution de 4.14. Tl faut & présent
résoudre sur chaque élément T le probléme local suivant :
Trouver u, € CAZ;, tel que Vv, € CAZ,

ng (w,) : H: g (u,) d2 = fTi -0, dQ + P§T oW (u,)

(4.15)

Nous proposons un p-raffinement de I’espace initial pour obtenir CAZ (une base une
degré plus élevé par exemple)

2 2 2 2 2
B = (ze,,yey, ey, + Yy, TYE,, TYE,, T €4, T7€y, Y €4y Y €y) (4.16)

Il est & noter que :
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— les mouvements de corps rigides (le,, le,, ve, — ye,) peuvent étre omis afin que
le probléme soit bien posé

— les travaux linéaires sont connus depuis la résolution de 4.14

— la détermination des travaux de degré supérieur & 1 peut se faire en supposant
une traction linéaire (déterminée entiérement par les travaux linéaires)

4.2 Implémentation numérique

Dans cette section, nous présentons comment résoudre le systéme 4.14. Nous intro-
duisons les notations suivantes :

c A Wie,) Wi,
G = Al et WB) = | W(re,) Wz, (4.17)
c a b Wi(ye,) Wiye,)

[¢]
Nous rappelons que £ est ’ensemble des arétes internes et £ celui des arétes externes.

[¢]
V et V; sont respectivement les ensembles de noeuds internes et externes.

Remarque 4.2. Un maillage valide pour la méthode éléments finis ne doit pas comporter
d’éléments ayant deux arétes sur 0 [54], ce qui implique |Ep| = |Va|.

Rappelons l'identité d’Euler :
[T =&+ V| =c—h (4.18)

ou ¢ désigne le nombre de composantes connexes et h est le nombre de trous dans la
structure. Dans la suite, nous travaillons sur une seule composante connexe si bien que
c=1.

4.2.1 Propriétés de A

[e]

La matrice A qui regroupe les coefficients (%) posséde |T| lignes et |€] colonnes. 11
s’agit d’'une matrice trés creuse booléenne signée et est appelée matrice d’incidence en
topologie algébrique [118]. Nous listons ici les propriétés de cette matrice et du systéme
global.

Propriété 4.3. Ayant davantage de colonnes que de lignes, la matrice A n’est pas de
rang plein. Néanmoins le probléeme 4.18 est bien posé.

Démonstration. Nous supposons que tous les éléments ont la méme orientation. Par
conséquent, toutes les arétes internes sont comptées positivement par un élément et
négativement par I’autre élément. Ainsi, le noyau & gauche de A est constitué du vecteur
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i= (1 1)T. Le probléme 4.13 est bien posé car I'équilibre élément fini de toute la
structure est équivalent & 'orthogonalité entre le noyau & gauche et le second membre :

iTA =0
i"R(vy) = ZRT(QH) =0 (4.19)
T

O

Propriété 4.4. La taille du noyau a droite de A est |]C}| + h et une base N de ce noyau
peut étre construite en analysant le maillage (analyse de graphe ou topologie algébrique
[118]). De plus, N = [Ny, Ny,], ot Ny est associé auz neuds internes et Ny, est associé
aur trous.

Démonstration. Le rang de la matrice A est (|7] — 1) et la dimension de son noyau a

[¢]
droite est (|€| —|T| + 1). En utilisant la remarque 4.2, la dimension du noyau a droite
est :

El =TI+ 1 =[] = |&| =TI+ 1= V[ |&] = V] +h (4.20)

Il est facile de construire une base du noyau & droite puisque celui-ci correspond aux
cycles fermeés dans le maillage (voir figure 4.2).

— Chaque nceud interne définit un star-patch avec des arétes internes comme rayons.
En combinant ces arétes, tous les éléments sont comptés deux fois (une fois posi-
tivement, une fois négativement).

— Les arétes internes ayant pour sommet un nceud sur le bord d’un trou définissent
une boucle fermée autour de ce trou.

O

FiGURE 4.2 — Noyau de la matrice A : star-patches internes et trous

Etudions & présent l'effet de la contrainte de consistence géométrique. Pour cela, nous
donnons les propriétés de la matrice G.
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4.2.2 FEtude de G

Propriété 4.5. Soit xy et yy les matrices diagonales des coordonnées des neeuds in-
ternes. Le noyau a droite Z de G est :

Ny
7 - | Nyxy (4.21)
Nyyy

Démonstration. Le noyau a droite ker(G) doit étre cherché dans ker(A). Considérons
un star-patch ayant pour sommet central V' de coordonnées (zy,yy ). Soit I' 'aréte entre
le sommet V et le sommet AL de coordonnées (xA,y4). Le sommet V étant sur cette
aréte alors arzy + bryy + cr = 0 indépendamment sur I' € 0~'V. Notons Ny I’élément
du noyau & droite de A associé a V. (N‘F‘f xVN‘F‘f yVN‘F‘f)T appartient au noyau de G.
Tous les neeuds internes sont donc associés & un élément du noyau chacun. Ce n’est pas
le cas des trous puisque les rayons autour du trou ne peuvent pas concourir en un méme
point. [l

Propriété 4.6. La dimension du noyau a gauche de G est égale au nombre de neuds
du maillage :

dim(ker(GT)) = V| + [Va| = |V (4.22)
Il est possible de créer une base de ker(GT).

Démonstration. Ce résultat est la combinaison d’une part du théoréme du rang appliqué

4 la matrice GT, et d’autre part de l'utilisation de I'égalité 3|7 | — (2|E’| + &]) = 0 qui
traduit le fait que chaque élément est constitué de trois arétes, que chaque aréte interne
appartient a deux éléments et que chaque aréte externe appartient & un élément.

Pour la construction d’un vecteur de la base de ker(GT), nous pouvons restreindre
notre analyse aux éléments et arétes des star-patches. Soit O un sommet quelconque.
Notons Tgp = 020 les éléments du star-patch associé. Les arétes du star-patch sont les
arétes rayons du star-patch Esp, = 0710 et les arétes du contour du star-patch Eg Py =

~ [0}
0(0720). L’ensemble des arétes internes du star-patch est donc Egp = (EsprJEspp) \Eo-
Nous pouvons alors isoler la partie G de GT relative & ces composants :

AT

y
g =0 (4.23)

P
S
T o

“

ou AT (respectivement ¢, &, b) est la sous-matrice de AT (respectivement ¢, a, b)
[¢]
relative au star-patch de taille |Egp| x |Tgp| (respectivement matrices diagonales de
[e]
taille |Egp|). (o, B,7y) sont les vecteurs associés aux éléments, 4 est associé aux arétes.

~ [e]
Notons 1 la matrice diagonale constituée des longueurs des arétes de Egp, telles que
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Vs

FIGURE 4.3 — Star-patches, numérotation des éléments arétes de bord (b) et arétes radiales

(r)

0 < 12 = a2 + b2, Les arétes du contour Espp (v compris celle sur le bord de §2) sont
toujours associées 4 un unique élément du star-patch. Ainsi, nous numérotons ces arétes
et éléments comme illustré sur la figure 4.3.

Le lecteur peut vérifier que le vecteur suivant appartient au noyau de GT.

1

a=-e, a
B=e, by -

_ ol e, = rpoay + +c 4.24
Y= el b = Toay + Yoby + Cp (4.24)

p= 12 (éATa + BAT/s)

ey est une matrice diagonale de coefficients non nuls puisque le centre dun star-patch ne
peut pas étre aligné avec une aréte du contour. ]

Propriété 4.7. L’équation (4.14) a des solutions.

Démonstration. Nous devons seulement vérifier que le second membre est orthogonal
au noyau de GT. En utilisant un vecteur de la base du noyau construit comme décrit
précédemment et en ’appliquant au second-membre, nous somme en réalité en train de
calculer le résidu d’une fonction de forme élément fini. Ce résidu est nul par I’orthogonalité
de Galerkin. En effet, I’équation caractéristique d’une aréte de bord, restreinte a I’élément
adjacent est exactement la pente de la fonction de forme. Le terme de normalisation e;l
assure que toutes les pentes vaillent 1 au sommet O.

O

4.2.3 Reésolution efficace

L’analyse précédente montre que le systéme (4.14) est bien posé et admet des solu-
tions. Ces solutions étant définies & un élément du noyau prés, la résolution se décompose
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en deux étapes : & la premiére étape, une solution particuliére est trouvée; a la seconde
étape, un élément du noyau est choisi (objet de la sous-section 4.2.4).

La matrice A étant une description algébrique du maillage, il existe une forme nor-
male de Smith :

3(U, V) matrices booléennes signées inversibles d’inverses booléennes signées

telles que
1 0 ... 0
- 4.25
0 U =[U",i]" (4.25)
UAV = : : avec -
10 0 V =[V,N]
0 ... 00 0

La factorisation est alors facilement réalisable par un pivot de Gauss total. La matrice
étant trés creuse, la complexité de cette opération est linéaire.

Afin de simplifier les notations, les colonnes de chaque multivecteur sont assemblées
avec la notation e. Par exemple, R(le) : = (R(lgx) R(lgy)). En appliquant la trans-
formation de Smith au systéme (4.14) et en séparant les travaux en deux parties, nous

obtenons : W(fe) = (\7 N) <a£ Béc)T (pour f =1,z,y).

I 0 ol UR(1le)
0 O B% 0
I 0O oz% UR(ze)
0 0 5% = 0 (4.26)
1 0 y UR (ye)
) ) 0 0 - 0
cV ¢cN aV aN bV bN Pe 0
L’équation précédente donne (ag ) et il reste & résoudre :
,81
(cN aN bN) | 57 | = — (cVUR(le) + aVUR(ze) + bVUR(ye)) (4.27)
Y

€

La matrice a gauche est de taille |£] x 3(|V| 4+ h). En se basant sur 'analyse effec-

tuée précédemment, nous savons que le noyau & droite est de dimension DO/| En uti-
lisant une base adaptée connue du noyau a gauche N = [Ny, Ny], nous savons que
(cNh aN bN) est de rang plein. Notons que le choix d’une base adaptée du noyau
permet de préserver la structure creuse de la matrice.

[e] [e]
Nous devons trouver une solution du systéme rectangulaire de taille |E| x (2|V| + 3h)
(nous savons que le probléme est bien posé) :
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Be
(N, aN bN) | 52 | = — (cVUR(le) + aVUR(ze) + bVUR(ye)) (4.28)

e

Il est possible d’utiliser une factorisation LU avec pivot afin de préserver la structure trés

[¢]
creuse de la matrice. Nous avons donc déterminé une solution (3|€] lignes et 2 colonnes)
au probléeme (4.14) :

) vu R(e) Ny, Bl
Wiy(B) = VU R(ze) | + N B (4.29)
vU/ \R(ye) N/ \p¢

4.2.4 Choix de I’élément du noyau
Puisque nous connaissons une base Z du noyau a droite de G et une solution parti-
culiere W (B), tous les travaux respectant la condition de prolongement forte s’écrivent

W(B) = Wy(B) + Z (vgz vgy) ot (7e,,%Ve,) sont des vecteurs de taille |1OJ| pouvant
optimiser le champ reconstruit. Choisir 0 comme élément du noyau est toujours possible
mais méne & un champ de contrainte de mauvaise qualité. Nous détaillons & présent trois
critéres guidant le choix de 1’élément du noyau.

4.2.4.1 Optimisation vis-a-vis de la solution éléments finis
A partir du champ o 7> IOUS pouvons calculer une traction moyenne EII} et son travail :

Fig= Y, 0rlg,, nr)
Teo— 1T

Whie,) = X | ohieyynh) o, a5
Teo— 1T

(4.30)

oit 0% est le quotient de I'aire du triangle sur l'aire des deux triangles de sorte que
2iTedIT ‘95 =1

Puisque les contraintes sont constantes sur chaque élément, la traction moyenne est
constante le long de l’aréte. Nous notons Wy (B) le vecteur des travaux dans notre base.
Il est alors possible de chercher des travaux satisfaisant la condition de prolongement
forte qui soient le plus prés (au sens d’'une norme choisie) des travaux de la solution
éléments finis :

(kz ng) = argmin |Wo(B) + Z (ugz ugy) — W (B)|m (4.31)

En supposant que la norme M traite les colonnes indépendamment les unes des autres
et est représentée par une matrice symétrique définie positive M, nous avons :
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(o ) = (Z7MZ) 2V (Wo(B) - W (5) (4.32)

L’utilisation de la norme 2 conduit & 'estimateur noté SF||,||2.

4.2.4.2 Lien avec la EET classique

Le critére utilisé dans la EET découple les composantes (e
notations, nous ne raisonnons que sur une direction.

Sur un patch ayant pour nceud un nceud interne N, le probléme est sous-déterminé.
La condition ajoutée est la minimisation de la distance Dy

Dy= ) (L(FF — FIS)ngdS)Q (4.33)

leo— 1N

> €y)- Afin de simplifier les

En sommant sur tous les nceuds internes, nous obtenons :

Z Dy=), ), <j FH)¢NdS>2 (4.34)
Nev

o 1
Nev T'eo—IN

FT étant cherché comme une distribution linéaire, nous avons

- - - 1

FY = Fy +enF1 (on = 35) (4.35)
ol FOF est la valeur moyenne de F' et I sa variation le long de l'aréte. el vaut +1
sur une aréte de I' (nécessairement interne) et —1 sur l'autre. Soit (z},%{) le milieu de
laréte I'. Apres intégration, nous obtenons (le champ test est désigné en index et W};

est écrit pour Wh(1)) :

ZDN_Z > ( — )+ £ F1|I“|)2

OFea iN
Nev
Cwr , (4.36)
€ ~
Z Z ( H*%(QF(W yowl)bF(WF%Wl)))
°oTeo~IN
NeV

[e]e]
Nous pouvons distinguer les arétes ayant deux sommets internes (£) des arétes ayant un

sommet sur le bord.

S D= X5 (WE = wh)) '+ 2 (ar (0 — W) — o (WF — afi))

o [e]e} 2
Ney Te& (4 7)
. 2 3
wE—-wi 1 . .
+ ZOO (%Jri (aF(W —yo W) = bp (W, — Wy )))
Ie€\€

Ce critére couple les travaux (I/VlF , Wf , W; ) sur la méme aréte, ce qui correspond a
une matrice M avec uniquement trois valeurs non nulles par ligne.
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4.2.4.3 Minimisation de ’estimateur

Cette stratégie méne au meilleur choix mais est aussi trés cotiteuse. Elle permet
néanmoins d’étudier la pertinence de la condition de prolongement forte.

Parce que les deux composantes (e, gy) sont couplées pour ce critére, nous adoptons
les notations suivantes :

)" Wi(e,)" Wiae,)" W(ygy)T)T

(e, _(Z 0
= () 2= (0 2)

Soit K%, la matrice de rigidité du probléme élémentaire & résoudre (sur T') et By la

W = (W(g )T Wi(ze,)" Wiye

T T

matrice définissant les travaux d’ordre supérieur sur I’élément 7" & partir de W. L’énergie
de déformation s’écrit :

1. .

f 6 H ' 6d0)= W' (Z B%KpTlBT> W (4.38)

On 2 -
eT

ce qui méne au résultat suivant :

1
i- (szB%KI;IBTz) zT(EB%Kf;lBT> W, )
TeT TeT

Les cotits sont concentrés dans la construction et la factorisation d’une matrice symé-

trique creuse de taille 2V x 2V :

(zT > B§K’%_1BTZ>

TeT
I’estimateur associé est noté SF||.||6MC.

4.3 Résultats sur la structure 2

Dans cette section, nous présentons et analysons les performances de notre nouvel
estimateur sur la structure 2 (voir I’annexe 9.4.2). Pour davantage d’illustrations nu-
mériques, le lecteur peut se référer a [122]. Nous comparons notre nouvelle technique de
reconstruction & la méthode classique EET et a la fluz-free method. Dans tous les cas, lors
de la résolution des problémes locaux, c¢’est un p-raffinement (p+2) qui est mis en ceuvre
(augmentation du degré des fonctions de forme de 2). L’abbréviation SF est utilisée pour
désigner STARFLEET.

La figure 4.4 et le tableau 4.1 montrent la convergence des estimateurs en fonction
de la taille du maillage.

Tout d’abord, nous observons une décroissance des estimateurs lorsque le maillage est
raffiné. L’estimation d’erreur avec la nouvelle technique de reconstruction STARFLEET|.|,
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—— EET
—&— SFy,
—o— SFy g
—+—  Flux-free
1070'4 = - — pente en h3
1070.6 - |
—
=
[<b)
o
€3
1070.8 - |
1070.85 . |
| | | |
10710 10714 10712 1071
h

FIGURE 4.4 — Structure pré-fissurée : estimateurs

ﬂ ddl EET SF”.H2 SF”_”erc Flux-free ”g (QH)H]HLQ
740 | 0.45098 | 0.53401 | 0.42509 | 0.36538 0.86727
1330 | 0.34881 | 0.43558 | 0.32949 | 0.28817 0.88202
5638 | 0.22324 | 0.33203 | 0.17736 0.1707 0.89362
12160 | 0.17172 | 0.29363 | 0.13658 | 0.12724 0.89648

TABLE 4.1 — Structure 2 : estimateurs pour différentes méthodes de reconstruction de champs

(EET, Fluz-free, STARFLEET)

donne des résultats médiocres lorsque le maillage est raffiné. Cela peut étre da a la singu-
larité du probléme. Comme attendu, lorsqu’une minimisation de I’énergie complémentaire
est effectuée, la stratégie optimale STARFLEET|., . donne de meilleurs résultats que la
EET classique, en particulier pour les maillages fins. Elle tend & étre aussi performante
que la méthode Fluz-free qui est toujours la meilleure.



Chapitre 5

Reconstruction améliorée des
inter-efforts

Dans ce chapitre, nous proposons diverses améliorations pour la re-
construction des inter-efforts équilibrés entre sous-domaines. C’est une
étape nécessaire avant I’enclenchement en paralléle des techniques clas-
siques de reconstruction de champs statiquement admissibles. Tout
d’abord, nous montrons le réle clef que jouent les points multiples dans
cette reconstruction. Nous montrons également que l'attention qui est
portée en ces points permet d’étendre l’estimation d’erreur paralléle
a 'algorithme FETI-DP. Enfin, nous proposons d’améliorer la recons-
truction de l'inter-effort dans le cas d’une interface intersectant une
condition de Dirichlet. I’ensemble de ces travaux a été effectué en col-
laboration avec Augustin Parret-Fréaud.
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5.1 Rappels sur la méthode de reconstruction d’un champ
statiquement admissible en cadre sous-structuré

Dans cette section, nous détaillons la méthode permettant d’obtenir des champs de
contraintes statiquement admissibles (gg\‘;)) s € SA(Q) a partir de réactions nodales équi-

librées ()\g\s,)) s- La description que nous faisons répond en partie a la remarque 3.1. Cette
méthodologie est celle décrite dans [111, 110].
La méthode peut se décomposer en trois étapes :

)

. . ) . S
1. Obtenir pour chaque domaine (s) des réactions nodales )\5\,
— équilibrées entre sous-domaines, c’est-a-dire vérifiant

STACAY =0 (5.1)

— équilibrées vis-a-vis des modes rigides, c’est-a-dire vérifiant

S T S S T S
RO (£6) 407Dy — o (5.2)
. p . = (s) s
2. Construire un représentant continu £y de )\SV)

3. Construire un champ statiquement admissible @\s])) s € SA(Q2) a partir de Eés),

(s)

de (uy’)s et du chargement connu de la structure (chargement volumique f et
surfacique g).

Nous détaillons & présent chacune des étapes.

1 : Obtenir pour chaque domaine (s) des réactions nodales )\5{;) Si I’approche
duale a été choisie pour résoudre le probléme sous-structuré, a chaque itération, I'inconnue
d’interface est une unique inconnue en effort A, si bien qu’a chaque itération du solveurs,
les réactions nodales )\g\s,) =B®" A sont équilibrées aux interfaces et vis-a-vis des modes
rigides.

Si ’approche primale a été choisie pour résoudre le probléme sous-structuré, les ré-
actions nodales (/\5\8,))8 sont reconstruites ainsi : /\5\8,) = )\(5) — 6B (cf algorithme 3).
Il a été démontré a la section 3.1 que ces réactions nodales étaient bien équilibrées aux
interfaces et vis-a-vis des modes rigides.

2 : Construire un représentant continu E,(j\), de }\E\S,) Afin de pouvoir enclencher

les procédures de reconstruction de champs statiquement admissibles disponibles dans la

(s)

littérature, il est nécessaire de construire un représentant continu Eij de )\g\sf). Cet effort

)

continu doit développer le méme travail que les réactions nodales }\5{‘; dans les champs
de déplacement admissibles. Ainsi, I’hypothése de décomposition de Ez(j\)/ sur la base des

fonctions de forme est faite si bien que F l(;\), se réécrit :

r (5) s)fal(s
N (5.3)
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AL Fyy Fou |
A2 — —

FI1GURE 5.1 — Construction d’un représentant continu de I’effort

Exprimer f‘l(j\), en fonction des réactions nodales )\g\s,) revient alors, pour chaque interface,

a résoudre un systéme de petite taille faisant intervenir la matrice de masse associée aux
fonctions de forme des nceuds de l'interface. Sur la figure 5.1, une illustration du passage
de réactions nodales & un effort continu est donnée.

Dans [110], Pauteur souligne qu’une telle construction d’un représentant continu peut
conduire & un champ statiquement admissible de moins bonne qualité que dans le cas
séquentiel et donc & un estimateur paralléle moins performant que le séquentiel dans le
cas d’interfaces anguleuses. Toujours dans [110], une reconstruction différente de F l(j\), est
proposée afin de résoudre & ce probléme. Nous ne la mettons pas en ceuvre dans cette

theése.

3 : Construire un champ statiquement admissible (gg\i))s € SA(Q)
Enfin, pour chaque sous-domaine (s), un champ de contrainte statiquement admissible
est reconstruit en utilisant une des techniques dédiées. Le champ de déplacement ug\sf) est

solution du probléme :

KOu®) = £ 4 T2

5.4
T () 4 6 (54)

)T

ol ()\5{;))3 satisfont R(® )\S{;)) =0

qui s’écrit de maniére continue :

Trouver gg\s,) e CA(Q®) tel que Vv e CAY(Q®)),

fé(uﬁ)> H : g (v) dQ®) = f f - vdQ + f g-vdS + fEé?@-de (5.5)
Q

Qs 2,0 )

Puisque construit & partir des réactions nodales équilibrées aux interfaces et vis-a-vis
- . ~(s) .
des modes rigides, le représentant Fx vérifie :
— Le principe d’action réaction entre sous-structure :
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— L’équilibre vis-a-vis des modes rigides :
Vo mode rigide € CA(Q®)

0= fi-ydﬂ+ J g-de+sz(j\)/'de (5.7)
Qs) 0,000 (s

Il est alors envisageable d’utiliser une technique séquentielle de reconstruction de champ
statiquement admissible pour chaque sous-domaine. Le champ de contraintes obtenu au
final sur toute la structure est alors globalement statiquement admissible.

5.2 Le cas particulier des points multiples

Les points multiples sont les noeuds de l'interface partagés par plus de deux sous-
domaines. Par exemple, sur la figure 2.1, il y a un point multiple de multiplicité 3. Ces
points multiples ont fait 1’objet de traitement spécifiques dans les méthodes de décom-
position de domaine (voir A-FETI et FETI-DP évoquées dans la paragraphe 2.5). Dans
cette section, nous montrons que ces points multiples peuvent jouer un réle crucial dans la
reconstruction d’inter-efforts équilibrés aux interfaces et donc dans ’estimation d’erreur.
Nous revenons tout d’abord sur la définition de l'opérateur d’assemblage dual et mon-
trons que ses différentes écritures entrainent des reconstruction différentes d’inter-efforts.
Nous proposons ensuite une optimisation de cette reconstruction aux points multiples.
Enfin, nous mettons en ceuvre cette optimisation sur une structure trés hétérogéne ou
I’estimation d’erreur est médiocre si aucune attention n’est portée sur les points multiples.

5.2.1 Retour sur 'opérateur d’assemblage dual

La définition de 'opérateur d’assemblage primal est aisée. Pour chaque domaine (s),
l'opérateur s’écrit sous la forme d’une matrice A(®) qui localise les degrés du bord du
sous-domaine dans 'interface géométrique globale (cf figure 5.2). La définition de l'opé-
rateur d’assemblage dual est plus complexe puisqu’elle n’est pas unique. Classiquement,
Popérateur d’assemblage est celui illustré en figure 5.3 ot I’on donne B qui est la conca-
ténation des opérateurs d’assemblage. Dans la description duale de l'interface, il peut
y avoir une redondance dans le cas de la présence d’un point multiple. Des opérateurs
non-redondants peuvent donc étre définis comme illustré en figure 5.4 avec I’expression
de Bygr. De plus, si le point est de multiplicité 4, il apparait une interaction ponctuelle
entre deux sous-domaines plans, ce qui n’a pas, tel que, de sens physique d’un point de
vue continu. Il est également possible de définir un opérateur d’assemblage qui ne prend
en compte que les interactions non ponctuelles comme illustré en figure 5.5 et noté Bp.
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Nous proposons donc, & partir d’une inconnue d’interface globale A, de construire une
inconnue d’interface globale Ar qui ne fait plus apparaitre des interactions ponctuelles.
Celles-ci ont été distribuées sur les interactions entre faces (la pure suppression de ces
interactions ponctuelles entrainerait une perte de I’équilibre en effort au point multiple).
C’est cette distribution qui n’est pas unique. Dans le cas de fortes hétérogénéités, une
mauvaise reconstruction de Ar peut entrainer une surestimation de I’erreur.

Dans la suite de cette partie, nous nous appuierons sur les notations décrites dans les
figures citées précédemment et considérerons uniquement un degré de liberté au point
multiple, le traitement des deux directions pouvant se faire indépendamment.

5.2.2 Gestion des points multiples pour I’estimation d’erreur

Considérons une structure carrée de module d’Young F; comportant quatre inclusions
souples de module d’Young Fs = FEj; 107°. Le coefficient de Poisson est choisi égal & 0.3
pour les deux matériaux. La structure est décomposée en 36 sous-domaines homogénes et
est sollicité en traction et cisaillement sur 'aréte supérieure alors que la base est encastrée,
comme illustré sur la figure 5.6. L’hypothése des contraintes planes est effectuée. Les
paramétres utilisés pour la résolution sont indiqués dans le tableau 5.1.

Fq

BB “

By Es

udIO

FIGURE 5.6 — Structure & forte hétérogénéité : chargement (gauche) et sous-structuration
(droite)

Sur la figure 5.7, nous donnons les cartes de contribution & I’erreur obtenues & conver-
gence aprés un calcul sous-structuré (figure de gauche) et aprés un calcul séquentiel (fi-

gure de droite) ainsi que les valeurs des estimateurs Opp = 4 />, 62CRQ(S) (gg),gg)) et

Oseq = €CRry (U g H) associés. La solution élément fini est la méme pour les deux réso-
lutions mais nous observons clairement une erreur parasite située au points multiples au
niveau des inclusions (c¢’est-a-dire en présence de saut de module d’Young). Cette erreur
parasite se répercute sur la borne supérieure de 'erreur discrétisation qui est 100 fois
plus importante en sous-structuré qu’en séquentiel.
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fddl 2514
Approche duale
Algorithme FETI
Préconditionneur Dirichlet
Projecteur I
Méthode reconstruction champ statiquement admissible | Fluz-free
Espace de résolution des problémes locaux 2%

TABLE 5.1 — Structure avec forte hétérogénéité : paramétres

Erreur par élément
2.64 1074

FIGURE 5.7 — Cartes de contribution & I'erreur aprés un calcul par décomposition de do-
maine (gauche) Opp = 0.054233 et aprés un calcul séquentiel (droite) 65., = 0.00033852
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Au point multiple, nous souhaitons construire Ag tel que :
BEAr = BTA (5.8)

Or, un cycle d’effort tournant ne déséquilibre pas le point multiple mais peut changer la
répartition des interactions entre faces. Autrement dit, il existe un élément Ay, tel que
BIT,Ake,, = 0. Sur ’exemple de la figure 5.5,

1
—1
Aper = 1 (59)
1
Ainsi, nous pouvons écrire que
Ap = Apart + 5Aker (510)

ou [ est un scalaire puisque la dimension du noyau de B}F; est de 1.



Le cas particulier des points multiples 105

Remarque 5.1. Cette indétermination est de méme nature que celle rencontrée lors de
la reconstruction d’inter-efforts équilibrés dans la méthode EET décrite en section 1.2.3.5.
Pour le traitement d’un nceud intérieur, il n’est pas possible de déterminer de maniére
unique une solution au systéme 1.40.

Un solution particuliere Ay est obtenue facilement en calculant
Apart = (BFBE)JFBFBTA (511)

ou (B FBl[T;)Jr désigne une pseudo-inverse de B FBIT,.

Nous avons exhibé une lacune de la procédure de reconstruction d’inter-efforts équi-
librés dans le cas de sous-structures trés hétérogénes. Afin de remédier a ce probléme,
nous proposons de déterminer le coefficient § en minimisant la quantité suivante :

HApm"t + /BAk:er - AheterHP (512)
ou 5
Aheter
Aheter = Aheter (513)
heter
8
heter
avec
i T 1
;Leter f + E 1[ Tlcl(s HTknTk + E 15 HTLnTl]¢ (514)

ou k et 1 désignent les numéros des sous domaines ayant pour interface l'aréte I';, o
E;r désigne le module d’Young de 1’élément le et ol ¢g désigne la fonction de forme
associée au neeud central N du star-patch reconstitué illustré en figure 5.8.

La norme P est représentée par la matrice diagonale P suivante :

-1 -1
Epi + Epy 0 0 0
0 Eqy +Ep) 0 0
P = 8 8 - (5.15)
0 0 o 0
0 0 0 Epi + Epy

Puisqu’elle fait intervenir des coefficients matériaux, cette norme a davantage de sens
mécanique qu’une norme 2 standard et permettra de mieux répartir les inter-efforts en
respectant les sauts de rigidité.

Une fois Ap reconstruit, les réactions nodales par sous-domaines sont définies par

A =B A,

Remarque 5.2. Une forte hétérogénéité faisant souvent apparaitre un mauvais condi-
tionnement de la norme ci-dessus, 'utilisation d’un Lagrangien augmenté pour résoudre
ce probléme d’optimisation sous contrainte est contre-indiquée. De plus, [’élément du
noyau pouvant facilement étre déterminé, il parait plus pertinent et efficace de chercher
uniquement le coefficient B satisfaisant la condition d’optimalité.
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FIGURE 5.8 — Star-patch reconstitué au point multiple

Remarque 5.3. La détermination de Ap nécessite des échanges entre sous-domaines
puisqu’il faut reconstuire le star-patch centré sur le neeud multiple. Néanmoins, les quan-
tités échangées sont de petite taille.

Nous mettons en ceuvre cette optimisation sur la structure fortement hétérogéne
et donnons les cartes de contribution & l’erreur ainsi que la valeur des estimateurs en
séquentiel et en sous-structuré avec optimisation sur la figure 5.9. Nous constatons que
la contribution a l'erreur des points multiples aux sauts de module d’Young a fortement
diminué et est maintenant comparable a celle obtenue en séquentiel. L’estimateur d’erreur
global est alors comparable & celui obtenu en séquentiel.

5.3 Application a FETI-DP

Nous avons illustré dans la section précédente 1’enjeu que représentent les points
multiples dans ’estimation d’erreur. Il est connu que ces points multiples sont également
sujets de traitements spécifiques dans les décompositions de domaine. Un des algorithmes
pouvant étre employé dans ce cas est FETI-DP. Dans cette section, nous détaillons 1’al-
gorithme FETI-DP et étendons la procédure de reconstruction des champs admissibles
a cette approche.
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Erreur par élément
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FIGURE 5.9 — Cartes de contribution & l'erreur aprés un calcul séquentiel (gauche)
0secq = 0.00033852 et en sous-structuré avec optimisation au point multiple (droite)
ODDoptim = 0.00046157

5.3.1 L’algorithme FETI-DP

Dans 'approche FETI-DP, des points particuliers font I’objet d’un traitement spécifi-
que afin d’améliorer la résolution. Pour les problémes en deux dimensions, ce sont géné-
ralement les sommets terminaux des interfaces. Dans la suite, nous appellerons ces degrés
de liberté des coins et ils seront indicés par la lettre c. Ainsi, pour chaque sous-structure,
les degreés de liberté sont décomposés en coins (c) et le reste (r) :

(s)
ul® = (“@) (5.16)
Uc

La matrice de rigidité de la sous-structure (s) se réécrit :

s) (s)
K K
(s) T rC
K —_< o (> (5.17)

Nous introduisons également deux opérateurs d’assemblage et un opérateur de pondé-
ration :
— Bgs) est opérateur permettant de passer de degrés de liberté r de la sous-structure
uﬁs) aux degrés de liberté br du bord de la sous-structure u,()i) : Bgs)ugs) = iul(;)
— B&S) est I'opérateur permettant de passer de ’ensemble de degré de liberté de coin
u, aux degrés de liberté de coin pour la sous-structure (s) : Bgs)uC — ¥
— ]~3£s) la matrice diagonale de scaling du sous-domaine
Comme pour FETI, une unique inconnue d’interface A est introduite. La différence

est que cette inconnue n’est définie que sur les degrés de liberté br puisque sur les coins,
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c’est la condition de continuité en déplacement qui est imposée. Le probléme d’interface
s’écrit :

LA = rhs (5.18)

avec
L= ZB(S K&)' B +ZB TKEBE) 1ZB TKETKE B
(5.19)

et

Tr

rhs = ZB(S K& ) Z BOKE) ' BO (KE)HE - Y B K TKE ) (5.20)

L’inversion de 'opérateur K¥, défini par :

K, = Y [BY KYBY — (KB KL KB (5.21)
S
correspond & la résolution du probléme grossier, c’est-a-dire a la résolution d’un probléme
ol seuls les modes de coins interviennent et ol les sous-structures sont rigides.
En effectuant le bon choix de coins, l'inversibilité de la matrice Kﬁ) est assurée;
autrement dit, les problémes de Neumann par sous-structure sont bien posés.
Les préconditionneurs proposés dans [40] sont les extensions des préconditionneurs

classiques Dirichlet ou lumped. Le préconditionneur de Dirichlet est :

2w (00 s
L=>BY (0 g ) B(® (5.22)
s br,br
avec -
Sg)f"?br - Kl()f’)br - (Kgfb)r (KS) ) 1K§8b)r (523)

L’algorithme obtenu est I’algorithme 5.
Lors d’une itération, nous pouvons mettre en évidence les champs calculés suivants :
— Premiére résolution sur sous-structures avec noeuds de coins bloqués :

ul’) =K BETA (5.24)
— Calcul des réactions associées a cet encastrement aux coins
A =KWK TBO A (5.25)
— Calcul de la somme (qui est non nulle)

At = YIBEAY (5.26)

— Résolution du probleme grossier
K use = Act (5.27)
— Résolution de problémes sur sous-structures :

uf) = K& KOB . (5.28)

rc
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Algorithme 5 : FETI-DP

K: = 3,[BY KB - (KB (K KB
Initialisation Ag = 0

Résidu initial ry =

S, BOKE) Y - 3 BY(KE)TBY (Kx) U (E - 3, BY K KE )
Résidu préconditionné zg = Lro

Direction de recherche wg = zg

j=0

while /r;z > ¢ do

Résolution

aj = (rj,2;)/(q5, w;)

Aj+1 = A]‘ + a;w;

Tj+1 =15 — @45

Zji1 = LI'j
Wil = zj41 — (95, 241)/(q;, Ww;)w;
end

5.3.2 Reconstruction paralléle de champs admissibles et estimation de
Perreur

Dans ce paragraphe, nous montrons comment il est possible de reconstruire & moindre
colit et de maniére fortement paralléle les champs admissibles nécessaires au calcul de
I’estimateur d’erreur.

5.3.2.1 Reconstruction des champs de déplacement
Reconstruction d’un champ de déplacement de Neumann Ce champ dit de

(s)
(®) ul®
uy = | (5.29)

Neumann et noté uy’ tel que
Unre

est associé a la résolution d’un probléme de Neumann avec les inter-efforts imposés

qui sont Bﬁf)TA sur les noeud de l'interface et A&S)

Un calcul direct montre que le champ

(s) (s)
ug\“‘;) _ (ul T +)u3 r) (530)

Bg Ua.
()T
By A
” 5.31
( /\ﬁs) ) ( )

sur les coins.

est solution du systéme suivant :

(Kﬁ) K&‘?) <u§§1>
S T S S =
K KY) \uf)
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avec
N =K KB A

+ (K K KB - KB (D BIKE KB A) (5.32)

Reconstruction d’un champ de déplacement de Dirichlet Un champ de dépla-

(s)

cement (uy,’)s continu peut étre reconstruit comme indiqué dans ’algorithme FETI 4 :
ug) = ug\s,) — su®. Puisque ce champ est la combinaison linéaire de champs issus de
résolutions locales alors ce champ est continu sur chaque sous-domaines Q). De plus, ce
déplacement est continu sur les degrés de liberté br puisque :

ZB(S ZB ZB 'BYY ZB =0 (5.33)

La continuité est également vérifiée aux coins puisqu’elle est imposée fortement dans
cette approche.

5.3.2.2 Reconstruction de réactions équilibrées

La construction d’un champ de contrainte statiquement admissible requiert des réac-
tions nodales vérifiant 1’équilibre & chaque interface entre sous-domaines et 1’équilibre
global vis-a-vis des modes rigides. Dans FETI-DP, les coins ont justement été choisis
afin que les problémes sur chaque sous-structure soient bien posés. Puisqu’il n’y a pas de
mode rigide, vérifier I’équilibre global vis-a-vis des modes rigides est inutile. Il reste donc
uniquement la condition d’équilibre aux interfaces & vérifier.

En d’autres termes, pour chaque sous-domaine, il est nécessaire d’avoir un champ de

Upne c

5) (s) (s) (s)
o x) L) = (i (530
(Krc )T Kee Un. Ae

et 1’équilibre entre sous-domaines.

2 (s)
déplacement de Neumann ug\s}) = ( (8)> et des réactions )\S\s,) = (ib) vérifiant

La difficulté est que les réactions aux coins n’apparaissent pas clairement durant
la résolution puisque la continuité du déplacement est imposée en ces coins. Néanmoins,

cette information est nécessaire pour la reconstruction du champ statiquement admissible
(s)

et donc pour ’estimation d’erreur. Nous proposons }\E\S,) = (/\7(”5)> avec }\ﬁs) défini comme

C

dans I’équation 5.32

Puisque FETI-DP est une approche de type dual, ’équilibre des réactions est auto-
matiquement vérifiee aux degrés de libertés (br) des interfaces. En effet, par définition :
A = (Bgs))TA. Un calcul direct montre que les réactions nodales sont équilibrées aux

coins, c’est-a-dire Y, B AP — o
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FIGURE 5.10 — Poutre rectangulaire : chargement, conditions aux limites et sous-
structuration

Enfin, en appliquant les techniques détaillées en section 5.2, il reste a reconstruire
des réactions nodales aux coins sans les contributions croisées. L’estimation de I'erreur
se fait de la méme maniére que pour les autres approches. Ceci prouve que les théorémes
de séparation présentés pour FETI et BDD dans la partie 7.6.3 s’appliquent directement
a FETI-DP et BDDC.

5.4 Cas d’une interface intersectant un bord de Dirichlet

5.4.1 Mise en évidence

Nous nous intéressons dans cette partie & des structures pour lesquelles la sous-
structuration entraine la présence d’une interface intersectant une condition de Dirichlet,
¢’est-a-dire lorsqu’il existe une interface T telle que I'*5) 1 0,0 # &. Dans ce cas 14,
il est observé que 'estimation de I’erreur en cadre sous-structuré n’est pas aussi efficace
qu’en séquentiel. Afin d’illustrer ce phénomeéne, considérons une structure encastrée a sa
base et sollicitée en cisaillement sur sa partie supérieure, comme illustré en figure 5.10. La
sous-structuration considérée est également donnée sur cette figure. Cette décomposition
ne comporte pas de points multiples (qui pourraient parasiter l’étude) et introduit des
interfaces coupant la base de la structure, c’est-a-dire la condition d’encastrement. Le
coefficient de Poisson est choisi égal a 0.3 et le module d’Young est choisi égal & 1Pa.
L’hypothése des contraintes planes est effectuée.

Dans le tableau 5.2, nous donnons les estimations d’erreur faites & convergence en
séquentiel ou dans le cas sous-structuré pour différentes techniques de reconstruction
de champs statiquement admissibles. La figure 5.11 est composée des cartes d’erreurs
fournies par les estimateurs séquentiel et paralléle pour la EET.

séquentiel | décomposition de domaine (DD)
EET (&) 0.2019 0.21473
Flug-free (L) | 0.15445 0.15879

TABLE 5.2 — Poutre rectangulaire : estimateurs paralléle et séquentiel

Ces résultats montrent que I'erreur de discrétisation est surestimée dans le cas sous-
structuré par rapport au cas séquentiel. Les cartes d’erreur montrent que l’intersection
entre interface et encastrement est source d’erreur en sous-structuré mais pas en séquen-
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séquentiel sous-structuré
D.DOS*E
Euuuz

0,001
. F

Erreur élémentaire

FIGURE 5.11 — Poutre rectangulaire : cartes de contributions a lerreur (séquentiel et
sous-structuré)
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FIGURE 5.12 — Interface intersectant une condition de Dirichlet : ancienne reconstruction
du représentant continu

tiel. C’est & cette erreur parasite qu’est due la différence d’estimation d’erreur constatée
au tableau 5.2

5.4.2 Amélioration proposée

Afin d’éviter les erreurs parasites mises en évidence paragraphe 5.4.1, nous proposons
de modifier la reconstruction du représentant continu de l'inter-effort Eb N-

Le nceud a lintersection entre linterface I' et 0, n’est pas un degré de liberté.
Ainsi, il n’y a pas d’inter-effort entre les deux sous-domaines en ce nceud (que nous
appellerons nceud 0). Jusqu’a présent, la reconstruction d’un représentant continu se
faisait en considérant qu’il y avait une réaction nodale nulle en ce nceud comme illustré
en figure 5.12.

Cependant, pour chaque domaine situé de part et d’autre de cette interface, il est
possible de connaitre la réaction associée & ’encastrement. Notons fr(z()w la réaction au
neeud 0 pour le sous-domaine (s). Cette réaction est définie par :

£(s) \T _ f (s) . 0) 4O _ f
( reac) ) gN g(QH ) Q

ou ¢ HO est la fonction de forme vectorielle (deux directions) du neeud 0. Il est & remarquer
qu’au cours des itérations, il n’y a aucune raison que ces réactions soient équilibrées entre
sous-domaines, c’est-a-dire que, a priori,

£ L £2) L (5.36)

reac reac

- Odms)—f g- ¢, 0dS 5.35
(s) — —H agQ_ —H ( )
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FIGURE 5.13 — Interface intersectant une condition de Dirichlet : nouvelle reconstruction
du représentant continu

Puisqu’il est nécessaire d’avoir équilibre des efforts entre sous-domaines pour la recons-
truction d’un champ statiquement admissible, nous proposons d’associer au nceud 0 un
inter-effort A,eqc équilibré. Nous choisissons de le définir ainsi :

1
Age%zc = §(f7§é()zc - fvg()zc) (537)

et 1
Ag’ze)ac = §(f7(’gc)w - fT(’;C)LC) (538)

Puis, le représentant continu est reconstruit de la méme maniére que précédemment mais
en utilisant Ayeqe au noeud 0, comme illustré en figure 5.13

Le représentant continu vérifie bien le principe d’action réaction a I'interface. De plus,
I’équilibre vis-a-vis des modes rigides est évidemment vérifié puisqu’il n’y a pas de mode
rigide pour de telles sous-structures (présence de ’encastrement). Il est & noter qu’'une
telle procédure implique des échanges entre sous-domaines. Néanmoins ces échanges ne
concernent que peu de sous-domaines et peu de quantités sont échangées (deux scalaires
dans ce cas).

5.4.3 Mise en ceuvre

Le tableau 5.3 montre que 'utilisation des réactions permet d’améliorer ’estimation
et de se rapprocher de la valeur obtenue dans le cadre séquentiel, ce qui se constate
également sur les cartes d’erreur (cf figure 5.14).

séquentiel | DD sans optimisation | DD avec optimisation
EET (2%) 0.2019 0.21473 0.20552
Fluz-free (1) | 0.15445 0.15879 0.15477

TABLE 5.3 — Poutre rectangulaire : estimateurs
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sous-structuré avec optimisation sous-structuré sans optimisation

Erreur élémentaire

FIGURE 5.14 — Poutre rectangulaire : cartes de contributions a lerreur (séquentiel et
sous-structuré avec optimisation)
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Séparation des sources d’erreur et
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résolution
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Dans cette partie, nous présentons les principaux théorémes et propriétés fournissant
des encadrements des erreurs globales et locales (sur des quantités d’intérét). Dans ces
encadrements, ’erreur de discrétisation et I’erreur algébrique sont séparées. Ces travaux
ont fait I'objet de deux publications [124, 123] et de deux communications [120, 119].
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Chapitre 6

Estimation d’erreur globale

Dans ce chapitre, nous présentons une nouvelle borne supérieure de ’er-
reur globale permettant de séparer I’erreur de discrétisation de ’erreur
algébrique dans le cadre des méthodes de décomposition de domaine
sans recouvrement. Nous montrons comment cette séparation permet
la définition d’un nouveau critére d’arrét du solveur itératif et illustrons
la séparation sur plusieurs exemples. Puis, en se basant sur des travaux
existant en vérification, nous proposons une méthodologie entiérement
paralléle permettant d’obtenir une borne inférieure de ’erreur globale
en cadre sous-structuré. De plus, nous proposons une seconde borne
inférieure permettant la séparation des deux sources d’erreur au cours
des itérations.
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6.1 Borne supérieure de ’erreur globale

Dans cette section, nous nous intéressons a une majoration de I’erreur globale en cadre
sous-structuré. Nous montrons comment une borne supérieure séparant les différentes
sources d’erreur permet un pilotage du solveur.

6.1.1 Nouvelle borne séparant les contributions

Dans le chapitre 3.3.6, nous avons observé la convergence rapide de ’estimateur sous-
structuré et donc l'inefficacité des derniéres itérations pour 'amélioration de la qualité
globale de la solution. Notre objectif est de séparer les deux sources d’erreur présentes
dans la résolution : erreur de discrétisation due a la méthode des éléments finis et
Ierreur algébrique due & 'utilisation d’un solveur itératif. Ainsi, si dés les premiéres
itérations, nous sommes capables d’identifier 'erreur de discrétisation, nous pourrons
définir un critére d’arrét du solveur en lien avec ce niveau d’erreur. Autrement dit, nous
n’effectuerons plus les itérations inutiles (celles qui rendent le résidu algébrique minuscule
mais ne diminuent pas 'erreur de discrétisation).

Nous proposons une séparation dans le résultat fondamental suivant :

Théoréme 6.1. En se référant aux notations des algorithmes 3 et J

e — vl < vrTz+\/ZeCR( ). 22) (6.1

i — wplle < vrTz+\/ZeCR W®.s®) (62)

La preuve de ce résultat fondamental est basé sur deux lemmes.

Lemme 6.2. Soit u,, € CA(Q) la solution exacte du probléme de référence, (g(l‘;))s €

CA(Q) et (QE\S,))S e CA(l Q)Y les champs définis a la section 3.1, alors :

e — vl < Ml — wplla + \/Z B (W), 50) (6:3)
S

Démonstration. La preuve de ce lemme est basée sur le résultat suivant, dont une dé-
monstration peut étre trouvée dans [138] :

Propriété 6.3. Pour (u,v) € CA(Q) x CA(Q) et e CA(JQW),

u—v
=l < o — dlla + jg@—@):H:g(;)dﬂ (6.4)
2, = e
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En appliquant ce résultat avec u = u,, et 4 = (ug\sf))s, et en notant ¢ = ﬁ €

CA"(Q), le second terme de 'expression est simplifié en introduisant la quantité (& (5)) €
SA(Q) :

ZL e (u - ul) Mg () de2 - ZJ (@~ o) e (o) an

s YQ
[ - e o)
Qs - N
ZHU(S — a1 00 1™ o
(6.5)
\/Zna S,
D @2,
S
[ —
=1
ot 'inégalité de Cauchy-Schwarz a été utilisée deux fois. Par définition
16 — a1 o = ecr g, @S, ) (6.6)
Il reste & choisir v = up, dans le premier terme de 1’équation (6.4). O
Lemme 6.4. En utilisant les notations des algorithmes 3 ou 4, nous avons :
luy — upllf o =r"= (6.7)

Démonstration. Réécrivons le premier terme en utilisant le théoréme de Stokes et la
définition (1.14) :

r
- div(o® — 0@ (@ _ a0
;fg(s) gy —ay)- (up —uy) (6.8)
=0
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Dans 'algorithme BDD, nous avons :

25)\ 5ub = Z(A(S)Tr)Téul()S) =rly (6.9)

S

Dans l'algorithme FETI, nous utilisons la propriété suivante : r = Pgr

20 ow? = 3TN B e = TN B PIr =xTs (51)

Enfin, la seconde inégalité du théoréme est démontrée en remarquant que :

eCRra(up, 8y) = gy —H:g(up) g

=gy —H:eluy) +H:g(uy —up)l, .,

(6.11)
<llgy —H:gun) g + lluy —uplle

O

La borne supérieure du théoréme 6.1 fait apparaitre deux termes :
— la norme induite par le préconditionneur du résidu du gradient conjugué : il s’agit
d’une erreur purement algébrique
— la somme sur ’ensemble des sous-domaines des erreurs en relation de compor-
2 . s ~ . . ,
tement évaluées avec les champs QEV) et gg\‘? : il s’agit d’'un terme représentant
principalement l'erreur de discrétisation

6.1.2 Définition d’un nouveau critére d’arrét du solveur itératif

A Taide de cette séparation des sources d’erreur, nous proposons un critére d’ar-
rét du gradient conjugué adapté & la discrétisation. La mise en ceuvre est décrite dans
’algorithme 6.

Ainsi, le solveur s’arréte lorsque la résidu algébrique est « fois plus petit (on pourrait
choisir @ = 10 par exemple) que l'erreur de discrétisation. Le coefficient § (typiquement
2) est la pour tenir compte des éventuelles faibles variations dans I’estimateur de I'erreur
de discrétisation au cours des itérations.

6.1.3 Exemples numériques
Nous mettons en ceuvre sur les deux structures la séparation des sources d’erreur
présentée précédemment.

6.1.3.1 Structure a solution exacte

Nous réalisons un calcul sur la structure 1 avec les paramétres spécifiés dans le ta-
bleau 6.1 afin de vérifier que le terme représentant I'erreur de discrétisation est bien un
majorant de ’erreur vraie.
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Algorithme 6 : Solveur de décomposition de domaine avec critére d’arrét adapté
a lerreur de discrétisation globale

Définir a > 1 et § = 1;

Initialiser et obtenir (ug{;), /\g\s,), r,z);

Wl e®) ;

Estimer l'erreur de discrétisation e? = > €2
while vVrTz > e¢/a do
while Vr’z > ¢/(a) do

‘ Faire les itérations de Alg. 3 ou Alg. 4, obtenir (ug\s,), /\5\8,))

(s)

end
: : : 2 _ 2 (s) + .
Actualiser I'estimation de I'erreur e = >, CCR,. (uy ,gg\s})) ;
end
g ddl 2326
Approche primale
Algorithme BDD
Préconditionneur Neumann
Méthode reconstruction champ statiquement admissible | Fluz-free
Espace de résolution des problémes locaux 2%

TABLE 6.1 — Structure 1 : paramétres

La figure 6.1 illustre la rapide convergence des estimateurs et des erreurs vraies.
Les quantités [|u., —uylla et ||u., — upllo sont bornées par VrTz + ecrg(uy,d,)-
Evidemment, lorsque le solveur a converge, les erreurs vraies ||u., —uy||a et ||2e, —upllo
sont égales et les estimations sont les mémes.

La figure 6.2 illustre la séparation des sources d’erreur. L’erreur algébrique vr’lz
décroit réguliérement jusqu’a 10~ tandis que Uerreur de discrétisation ecr,, (uy, a,)est
presque constante.

N)

6.1.3.2 Structure pré-fissurée

Sur la structure 2 (voir tableau 6.2 pour les parameétres de la simulation), nous illus-
trons la bonne séparation des sources d’erreur.
Nous observons sur la figure 6.3 que l'erreur de discrétisation ecr,,(uy,d,;) évolue

trés peu aprés la premiére itération et que le résidu VrTz devient trés vite négligeable
devant estimation de 'erreur de discrétisation (méme avant que le critére classique du
solveur itératif soit atteint).

La figure 6.4 permet de vérifier que la distribution spatiale de I’erreur de discrétisation
est convergée lorsque l'erreur algébrique est négligeable devant I'erreur de discrétisation
(10 fois plus petite). Les cartes représentent la différence relative entre les erreurs élé-
mentaires a l'itération 20 avec les erreurs élémentaires a litération 1 (a l'initialisation)
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FIGURE 6.1 — Structure 1 : évolution des estimateurs au cours des itérations
T I
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—k— €CRq (HD:QN)
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. . 1071 A :
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FIGURE 6.2 — Structure 1 : convergence des estimateurs et séparation des sources d’erreur

ou a l'itération 7 (lorsque lerreur algébrique est négligeable).

6.2 Borne inférieure de ’erreur globale

Nous étendons les résultats permettant d’obtenir une borne inférieure de ’erreur au
contexte des décompositions de domaine. Pour commencer, nous donnons les théorémes
démontrant les bornes inférieures de I'erreur. Deux de ces théorémes séparent les deux
sources d’erreur. Ensuite, nous expliquons comment reconstruire I’estimation d’erreur
continue nécessaire & I’évaluation de ces bornes, en nous appuyant sur les techniques
décrites dans [107]. Enfin, nous mettons en application ce résultat sur les structures 1 et

2.
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fddl 12504
Approche duale
Algorithme FETI
Préconditionneur Dirichlet
Projecteur I
Méthode reconstruction champ statiquement admissible EET
Espace de résolution des problémes locaux 2%

TABLE 6.2 — Structure 2 : parameétres

6.2.1 Borne inférieure de 1’erreur globale en cadre sous-structuré
La premiére propriété est 'extension triviale du résultat connu & convergence au cas
ou les champs vérifiant les bonnes propriétés sont reconstruits au cours des itérations. Le

second résultat est une borne inférieure constituée de deux termes représentant les deux
contributions & lerreur : la part algébrique et la part de discrétisation.

6.2.1.1 Borne inférieure sans séparation des sources

Nous énoncons une premiére propriété donnant une borne inférieure de ’erreur :

Propriété 6.5. Soit u.,, € CA(Q) la solution ezxacte du probléme de référence, (gg))s €

CA(Q) le champ de déplacement défini a la section 3.1 et w € CA®(Q)\{0} alors

|Rp(w)|

e — upllo > 2
NPT

(6.12)

ol
Rp(w) = Y RS (w®)

(w(8)> dQ()

Il

:Z fi.w(s)d§2+ f g.w(é‘)dsi JQ(QS))iHI

Q) 2,009 Q)
(6.13)

Démonstration. Cette propriété est ’application du résultat 1.49 en remplacant le champ
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solution éléments finis uy € CA(2) par le champ (u (s )) € CA(Q). Le résidu se réécrit :

= 2 Ry )
:Z Ji w® a0 + J g cw®ds — J_<QS)>‘H g< (s))dQ(s)

Q) 90 Q)
= L(w) — a(up,w)
(6.14)
O
6.2.1.2 Borne inférieure avec séparation des sources

Nous proposons & présent une borne inférieure séparant les sources d’erreur :

Théoréme 6.6. Soit u,, € CA(Q) la solution exacte du probléme de référence, (gg))s €

CA(Q) et (gg\‘?))s e CA(JNW®) les champs de déplacement définis o la section 3.1 et
w e CAY(Q)\{0} , alors

|Ry(w)] |a(up — uy, w)| (6.15)

¢2Hmwmw IVGNPCIES

ol

Ji w®dQ + J g-w®ds — j§<ﬂg\s})) :H:g<w(s)) 400
Q(s)

(6.16)

Démonstration. La preuve est basée sur I'application de la propriété 6.5 et de I'inégalité
triangulaire.

|Rp(w)|

e, — uplle > 2
NPT

_ [L(w) —alup, w)|

e, ~ uplle > 2
ORI

o [L(w) —aluy, w) —a(up — uy, w)|

- 2
2 lw® 112y

(6.17)

[By()|  Ja(up —uy,w)|

¢znm My /2% M@ 12,
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O

Le second terme de l'inégalité est nul & convergence. Il représente donc une erreur
algébrique. Ainsi, le premier terme de I'inégalité dépend principalement de ’erreur de
discrétisation. Nous donnons a présent une seconde borne inférieure un peu moins précise
que la premiére au début des itérations mais faisant apparaitre clairement le résidu
algébrique du solveur (c’est-a-dire la norme du résidu).

Théoréme 6 7 Soit u,,, € CA(Q) la solution exacte du probléme de référence, (Q(S))S €
CA(Q

) et ( )s e CA UQ(S)) les champs de déplacement définis a la section 3.1 et
we CAY(Q )\{Q} , alors

[By@)| 7

ey —uplla = r
A/ 206 @12y

Démonstration. La preuve est basée sur ’application du théoréme 6.6 et sur la remarque
suivante :

v (6.18)

[By(w)|  la(up —uy,w)l|_  |[By)|  |alup —uy,w)|

VI M3 /S e, ¢2 lw@ N2 4/ @2,

De plus

(6.19)

ot~ = 3 | e (u) o) e ()]

()_

2 sy — w8 lgeo e o (6.20)

< \/Z I3~ 5 V2 35 I

en utilisant deux fois 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Enfin, en utilisant le résultat du lemme 6.7 :

By (w)]

ltee = uplie =
A/ 2l )H\Qu

Tz (6.21)

O

Le second terme de l'inégalité est nul & convergence. Il représente donc une erreur
algébrique. Ainsi, le premier terme de 1'inégalité dépend principalement de ’erreur de
discrétisation. Il est a noter qu’au début des itérations, cette minoration est triviale et
peu précise. En effet, au début des itérations, I'erreur algébrique prédomine si bien que

L) —atuy w)| _ VrTz est négatif.

s) |2
s @2
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En plus d’une minoration dés les premiéres itérations de 'erreur de discrétisation,
cette séparation peut permettre de fixer de maniére moins arbitraire le coefficient «
présent dans la définition du nouveau critére d’arrét du solveur itératif. En effet, dans
le cas de la connaissance d’une borne inférieure de discrétisation, le critére pourrait étre
d’arréter le solveur quand le résidu algébrique est plus petit que le terme de discrétisation
de la borne inférieure.

6.2.2 Construction d’un estimateur continu en cadre sous-structuré

Dans le cas ou c’est la fluz-free method qui est utilisée pour reconstruire, pour chaque
sous-domaine, un champ statiquement admissible gg\s,), nous proposons de reconstruire un
champ de déplacement continu & partir des solutions sur les star-patches, comme décrit
dans [107].

Rappelons les problémes par patch résolus pour chaque sous-domaine ) dans la
méthode fluz-free

Trouver (¢')®) € CAY(07%4) tel que Yo € CAY (0~ %)
a((€)),v) = RY (¢}v)

i i ~ (s)
Qs) [)QQ(S) T(s)
- f £ (u) : H: g (¢h) d0
Q(s)

ol ES\), est le représentant continu construit a partir des réactions nodales a 'interface
}\E\S,) (voir paragraphe 5.1).

En appliquant directement la méthodologie développée dans [107], nous pouvons re-
construire des champs de déplacement continus par sous-domaines et nuls sur ¢,() mais
dont la continuité aux interfaces n’est pas assurée. Ainsi, nous avons :

(MY ¢re’)™)s € CA( Q) (6.23)
%

Afin d’obtenir un champ w € CA°(Q), nous décidons d’imposer la nullité aux interfaces,
c’est-a-dire :
tr® (w®) =0 (6.24)

Pour cela, nous proposons de ne pas prendre en compte dans la somme les nceuds situés
sur l'interface (que nous noterons Vp) :

w = (M Y e (6.25)

1€V\Vr

Par conséquent, w®) € CA%(Q®)) et donc w = (w®), = (w®), € CA’(Q). Faire ce
choix permet de ne pas avoir d’échanges a effectuer entre les sous-domaines pour la
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construction du champ continu. Ainsi, tout comme ’obtention d’une borne supérieure,
I’obtention d’une borne inférieure est entiérement paralléle. De plus, considérant que les
déplacements e’ ont été calculés pour la reconstruction de champs statiquement admis-
sibles dans le cadre de la fluz-free method, le surcolit pour obtenir une borne inférieure
est trés faible.

Remarque 6.8. En ce qui concerne ['implémentation numérique, 'utilisation des re-
marques faites dans [107] permet de simplifier I’évaluation du champ discrétisé w(®) . En
effet :

Z by O eil®

1€V\Vr

(6.26)

ot th regroupe les valeurs nodales de la fonction de forme qS’H projeté sur ’espace plus

i(s)

riche utilisé pour résoudre le probléme 6.22 dont € est la solution discrétisée et ou ©

représente le produit terme a terme.

Si ce n’est pas la méthode fluz-free qui a été employée pour reconstruire un champ
statiquement admissible, I’obtention d’un champ de déplacement continu w est toujours
possible mais plus cotiteuse. Par exemple, si la méthode EET a été employée, la résolution
des problémes locaux se faisant par élément, il est possible de reconstruire, par sous-
domaine, un champ de déplacement continu w®) en faisant la moyenne sur les arétes des
champs issus des résolutions élémentaires.

6.2.3 Exemples numériques

Pour faciliter la lecture des légendes, nous notons :
_ L(w) —alup,w o |L(w) —a(uy,w)| _ Jalup —un,w)|
Pdiscr = : Palg = >
\/ 2 !HQ@ 3 w2 2 w12
Pois = Pdiscr — VT rl'z 0= \/Z eCR uD)7 Ag\s[) Hdzscr \/Z e R (s) u]\sf)7;§\7))

(6.27)
Les quantités indiquées avec un exposant *®? sont des grandeurs relatives & un calcul
séquentiel.

6.2.3.1 Estimation a convergence du solveur itératif

Dans cette partie, nous mettons en ceuvre la reconstruction d’un champ continu w
en cadre sous-structuré lorsque la méthode fluz-free a été utilisée pour la reconstruction
du champ statiquement admissible. L’estimation de la borne inférieure est réalisée &
convergence du solveur itératif.

Nous réalisons ’estimation de la borne inférieure a convergence du solveur itératif
sur la structure 1 avec les paramétres données dans le tableau 6.3.
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Approche primale
Algorithme BDD
Préconditionneur Neumann
Méthode reconstruction champ statiquement admissible | Fluz-free
Espace de résolution des problémes locaux 2%

TABLE 6.3 — Structure 1 : paramétres

Nous étudions la convergence de la borne inférieure en fonction du pas h du maillage.
Nous vérifions sur la figure 6.2.3.1 que la borne inférieure est bien un minorant de ’erreur
exacte pour les approches primales et duales ainsi que pour un calcul séquentiel. Les
estimations paralléles sont aussi précises que l'estimation séquentielle. La convergence
en fonction du pas h du maillage est celle attendue pour un probléme régulier comme
celui-ci.

Puis, nous comparons les qualités des bornes inférieures calculées en séquentiel avec
celles calculées en paralléle et ce pour différentes sous-structurations comme illustré sur
la figure 6.6 & discrétisation fixée. Nous constatons dans le tableau 6.4 que la qualité de
la borne inférieure est indépendante de la sous-structuration.

b C d e f
1.0002 | 0.9993 | 0.9989 | 1.0004 | 0.9993
0.9981 | 0.9964 | 0.9926 | 0.9958 | 0.9886

ISR

TABLE 6.4 — Structure 1 : bornes supérieures et inférieures relatives pour différentes
sous-structurations

6.2.3.2 Estimation au cours des itérations

Nous mettons en ceuvre la séparation des sources d’erreur et étudions 1’évolution des
différents termes des théorémes précédents au cours des itérations sur la structure 1. Les
paramétres de la simulation effectuée sont donnés dans le tableau 6.5.

g ddl 2326
Approche Primale
Algorithme BDD
Préconditionneur Neumann

Méthode reconstruction champ statiquement admissible | Fluz-free
1

Espace de résolution des problémes locaux 55

TABLE 6.5 — Structure 1 : parameétres

Sur le premier graphique de la figure 6.7, nous vérifions que les bornes supérieure 6 et
inférieure p encadrent bien lerreur vraie ||u,, —up || tout au long des itérations. Une fois
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encore, nous observons la convergence rapide de ces deux bornes. Sur le méme graphique,
nous donnons également la partie due & la discrétisation de ces deux bornes : 0g;s.- €t
Pdiser- NOus constatons que cet encadrement est beaucoup plus fin que le précédent et
permet de rendre compte dés les premiéres itérations de l'intervalle dans lequel sera
située ’erreur & convergence. Dans le second graphique de la figure 6.7, nous présentons
les termes provenant de l’erreur algébrique présent dans les théorémes 6.6 et 6.7. La
grandeur VrTz étant la norme via le préconditionneur du résidu du solveur itératif, nous
observons logiquement sa décroissance au cours des itérations. La quantité p,, décroit
également au cours des itérations. Néanmoins, nous observons que la décroissance n’est
pas stricte.

Sur la figure 6.8 montre ’évolution des deux bornes inférieures de l'erreur présentées
dans les théorémes 6.6 et 6.7. Une fois encore, les deux bornes inférieures minorent bien
Perreur vraie tout au long du calcul. Comme attendu, la seconde minoration est triviale
au début des itérations puisqu’elle revient & minorer une mesure de l'erreur positive par
une borne négative. Néanmoins, le zéro de cette borne permet de savoir & quelle itération
Ierreur algébrique devient plus petite que I'erreur de discrétisation.
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FIGURE 6.6 — Structure 1 : différentes sous-structurations
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Chapitre 7

Estimation d’erreur d’une quantité
d’'intérét

Dans ce chapitre, nous présentons une estimation d’erreur sur une quan-
tité d’intérét linéaire en cadre sous-structuré. En utilisant les méthodes
basées sur les extracteurs, nous montrons qu’il est possible de résoudre
les problémes de référence et adjoint (qui sont auto-adjoints) simulta-
nément. L’encadrement de I'erreur sur la quantité d’intérét que nous
proposons sépare les différentes contributions (algébrique et de discré-
tisation) pour chacun des problémes, ce qui nous conduit a définir un
nouveau critére d’arrét pour le solveur. Nous illustrons cette sépara-
tion et le nouveau critére sur des exemples numériques. Enfin, nous
montrons comment la connaissance d’une borne inférieure des erreurs
sur les problémes direct et adjoint permet d’améliorer la précision de
I’estimation d’erreur sur la quantité d’intérét.
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7.1 Reésolution des problémes de référence et adjoint

Considérons une quantité d’intérét I définie par une fonctionnelle linéaire L du dé-
placement. La forme générale de cette fonctionnelle linéaire est :

L= L(gZ e (u) + fru)dQ = ;fms)(gg) > (Q(s)) + fOu)dn (71)

ougg et f 5, sont les extracteurs. Ainsi, la valeur exacte de la quantité d’intérét est donnée
par :
Iey = L(Qez) (72)

7.1.1 Ecriture continue sous-structurée du probléme adjoint

Pour le probleme adjoint, I’espace des champs statiquement admissibles sur chaque
sous-domaine Q%) est :

(s) dxd

SA () = {; € (LX) s Vo€ CA®(QW),

f;:g(z)dfz:fg (e} :g<z)+i§)ﬂ)d9} (7.3)

(s) —
Q

La formulation du probléme adjoint & ’aide des sous-espaces de champs admissibles
est :
Trouver &®) et z(s) tels que
®) e CAY(Q®)
Vs é(s) e SA(Q®) et V(s,s) {
(E(S),Q(S)) -0

tr(@®) = tr(@®)) sur 7

5 1) 150 06 = 0 sur 1)

(7.4)
eCRQ(S)

[’admissibilité globale (sur toute la structure) des champs se traduit ainsi :

@), € CAY(Q) < Vs, 1) € CAY(QP)) et ¥(s, s), tr(@®) = tr(@*)) sur 1) (7.5)

(3*), € SA(Q) < Vs, 5% € SA(Q®)) et (s, ), 5% -0 + 5 . n) = 0 sur 1)
B B B B (7.6)
Le champ de déplacement cinématiquement admissible dans chaque sous-structure
mais ne vérifiant pas la continuité aux interfaces appartient a CA%(| Q).
Le probleme peut se réécrire :

Trouver <(@(s))8, @(s))s> € CAO(Q) X SAA(Q) tel que e(;RQ((E(S))S, @(s))s) =0 (7.7

La solution de ce probléme existe et est unique. Nous la notons (%)), @(e‘;)) s
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7.1.2 Ecriture discréte sous-structurée du probléme adjoint

Placons-nous dans le cas ou la méme sous-structuration et le méme maillage sont
utilisés pour la résolution des deux problémes. Bien str, le probléme adjoint pourrait
étre résolu sur une sous-structuration différente mais, dans ce cas, il serait difficile de
résoudre les deux problémes simultanément. Puisque la décomposition est unique, le
probléme discrétisé se réécrit en fonction des opérateurs d’assemblage déja définis :

Vs trouver i) et A tels que
Z B®tr&a®) = 0

STAGRE — 0 (7.8)
SOFED = B 4 X©
et )
S i 7 SH (7.9)

7.1.3 Résolution des problémes

Si les deux problémes sont résolus sur le méme maillage, ils partagent la méme matrice
de rigidité. 11 est alors possible de les résoudre simultanément & l’aide d’'un gradient
conjugué bloc. Les grandeurs des problémes de référence et adjoint sont concaténées et
alors

— le déplacement bloc est U = [u, 4]

— le résidu bloc est R = [r, T]

— le résidu préconditionné bloc est Z = [z, z]

— les directions de recherche bloc sont W et Q

— « est une matrice de taille 2 x 2

Sous forme bloc, les algorithmes BDD et FETI deviennent les algortihmes 7 et 8.

Remarque 7.1. Il est nécessaire d’étre attentif a une potentielle singularité de la matrice
(QTW) dont linverse doit étre calculée. En effet, si les directions de recherche générées
pour les deux problémes sont par malchance linéairement dépendantes alors les colonnes
de (QTW) sont liées. Des techniques détectant cette possible déficience de rang sont
disponibles (voir [3] par exemple). Elles permettent d’éliminer les directions de recherche
redondantes.

7.2 Reconstruction des champs admissibles au cours des ité-
rations

A chaque itération du solveur, une construction, se basant sur [111], entiérement
parallele des champs suivants est possible :
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Algorithme 7 : BDD-bloc. Inconnue d’interface U = [u, 0]
U = Initialize(F®)) ;
(A% U = so1ven (A U, F);
Calcul du résidu R = ), A(S)AS);

Réactions locales SA() = AG) R ; // Ag\s,) = A(l‘;) —6A®)
SU® = solven(8A®),0) ; /7 U =ul) —sul)

Résidu préconditionné Z = ), AU .

Direction de recherche W = P1Z;

while VRTZ > ¢ do

(6AY) sUY)) = Solvep (A W, 0);

Q=3 AWSAY:

a=(Q"W) '(R"Z);

U Ul 45U

U—U+Wa: 10 ar s sal)
< Ay + A«

R <R —Qq;

SAE) — AR ; /7 A = A — A

SUG) = Solven (A, 0) ; // Ugiv) = US) —ou®

Z -y AUl
W — P, Z - W(QTW)1(QTP,2Z)
end

— up = (Q(DS))S € CA(Q) et up = (ES))S e CA%(Q) champs de déplacement globale-
ment admissibles, (}\S), XS)) sont les réactions nodales associées qui ne sont pas
équilibrées avant convergence.

uy = @) € CAUQ®) et Gy = @), € CAY(UQ®) : champs de dépla-
cement associés aux conditions de Neumann )\g\s,) (resp. 5\5\8,)) Ces champs de
déplacement ne sont pas continus aux interfaces avant convergence.

(s) < (s) (s)

oy =H:eluy ) : le champ de contraintes associé a uy’. Il peut étre utilisé (avec

)\g\s,)) pour construire les champs de contraintes 25\87) qui sont statiquement admis-
sibles 6, = (gg\‘;))s € SA(Q). 11 est possible de faire de méme pour le probléeme

adjoint &y = (&), € SA(Q).
Par conséquent, méme si le solveur n’a pas convergé, des champs admissibles sont dis-
ponibles pour le probléme de référence et le probléme adjoint. Ces champs sont utilisés

pour calculer des bornes supérieures de l’erreur pour chacun des problémes [111] :

llzee = uplle < ecro(up,8y) (7.10)
e = plle < ecrq (@p, an)
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Algorithme 8 : FETL-bloc. Inconnue d’interface A = [X, A]
A = Initialize(F()) ;
Réactions locales Ag\s,) = B(S)TA;
(Ug{;)) = SolveN(Ag{;), F®));
Calcul du résidu R = PI(Y, B(S)t(S)Ugf,));
Déplacement local 6UI()S) = ]~3(5)TR; ;

Ul —uly —su®

(6A) 5U®)) = Solvep(sUL, 0) ; //
AP = AP — A

Résidu préconditionné Z = Py(Y), BESA®) ;

Direction de recherche W = Z;

while VRTZ > ¢ do

(5U§{;)) = Solvey(B®) W, 0);

Q = PI(3x, BOtCIsUR);

o= (Q"W) ! (R'Z);
Uy < U + asufy

A—A+Wa )

AE\L‘;) — B(S)TA

R < R - Qo

sUY = BO'R,

U — g _su®

(6A(),5UC)) = Solvep(5ULY,0) ; N
Ag) _ Agé) _SA®

Z="Py(>, B®6AL);

W 7 — W(QTW)il(QTZ)

end

7.3 Nouvelle borne séparant les contributions

7.3.1 Encadrement fondamental

La résolution éléments finis fourni la valeur L(up) qui est une approximation de la
quantité d’intérét. Nous démontrons deux résultats fournissant des bornes supérieures et
inférieures de la quantité d’intérét exacte I, et séparant les sources d’erreur.

Théoréme 7.2.

lfew = L{up) — sl < (ViTz + eorg(uy. @) (VT2 + ecng @y, 8v))  (T11)

avec

T = | (@ ~Fe wp)) £ (2p) 49 (7.12)
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Démonstration. Ce résultat est P’application directe des résultats démontrés dans [74,
75] :

|Ieiv - L(QD) - IHH,1| < €CRq (QD’QN)GCRQ (@D’QN) (713)

avec Ipp,1 défini dans 7.12. En utilisant I'inégalité triangulaire et le lemme 6.4

eorg(up, 8y) = gy —H:g(up) |,

oy —H:ig(uy) +H:g(uy —up) |

= ’ —
- e (7.14)
Slgy —H:g(uny) [y o + llur —uplle
< ecRq(un,G,) + Vrlz
O

Une seconde majoration peut étre déduite de la méme maniére en utilisant un autre
résultat de [74, 75].

Théoréme 7.3.

1 . ~T= ~ &
[lew = L(up) = Innol < 5(VXTz + eorg (uy, &) (VETZ + ecro (U, o)) - (7-15)

avec

s = %L (QN — He (QD)) HL @N + He (@D)) 0 (7.16)

Démonstration. La preuve est la méme que précédemment. Nous appliquons juste un
autre résultat de [74, 75] :

- 1 N ~ R
fea — L(up) — Inmz| < ecrq(up, 8y )ecrq (Up, Gn) (7.17)
avec
R _ 1 - ~
s = | (@ ~Fe(wp) B : (5@ + He (3p))a0 (7.18)
O

7.3.2 Propriétés de la quantité Iy

Si le probléme de référence et le probléme adjoint sont résolus sur le méme maillage,
le terme Iy, peut étre réécrit en terme de quantités d’interface, ce qui simplifie gran-
dement son évaluation :

Propriété 7.4.
S T s)~\S
IHH71 = Z)\(D) t( )u(D) (7.19)
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Démonstration. Les problémes dont sont solutions up € CA(Q2) et u,, € CA(2) avec un
champ test %, € CA%(Q) s’écrivent :

ZL (u)) : Hig (25) a0 = BIO@) + RS ¢ (7.20)
Zf ‘H: E(N(S))da ZL )@y +ZJ(S) o, ) ayds  (7.21)

Puisque ap = (usj)) e CA%(Q) et que u,, est la solution exacte, il vient :
ZJ(S) g, -n®)-a3ds =0 (7.22)

D’autre part, comme & . est un champ statiquement admissible et que (E(I‘;)) s€ CAY(Q):

=N
Ty = L@Nﬂg(m) e () d = L(_mH E(up)) e (@p)d  (7.23)

alors en soustrayant 1’équation (7.20) a I’équation (7.21), nous obtenons (7.19). O

Quand le solveur a convergé, si les maillages pour le probléme de référence et pour le
probléme adjoint sont identiques, le terme I 1 est nul (conséquence de I'orthogonalité
de Galerkin). A l'aide de la nouvelle écriture de Iy 1, nous démontrons la propriété
suivante :

Propriété 7.5. Dans BDD, a chaque itération, Igp1 = 0.
Démonstration. En utilisant les notations de l’algorithme 7, nous avons :
Igpgy =r'd (7.24)

Les itérations du gradient conjugué par bloc peuvent étre définies par le schéma

suivant [128] :
{UZ’GUQ-F,CZ‘ (725)

R; L K;

ou U = [u,a] et R = [r,F]. ; est 'espace de Krylov associé a 'opérateur préconditionné
et au bloc initial de résidus. Cette propriété implique que :

Iy =l =1l (7.26)
En reprenant les notations de I’algorithme 1 et en notant S® = D A(S)S(S)A(S)T, nous
avons

— (I-HH"S’H)'H"S?) ) A (7.27)
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et
fip = HHTS'H)'H' ) A®bl) (7.28)
D’ou
rivy = ZA [HHTS'H) 1HTZA ) — HETS'H)THT ) ALb)]
=0
(7.29)
O

7.4 Deéfinition d’un nouveau critére d’arrét du solveur ité-
ratif

La quantité vr7z (respectivement \/FT%) est la mesure du résidu du probléme de
référence (respectivement adjoint) : cela correspond a lerreur algébrique pure. Le terme
€CR ) (QN,QN) (respectivement €CR ) (EN,QN))) est une estimation paralléle de I’er-
reur de discrétisation du probléme de référence (respectivement adjoint). Grace a cette
séparation des contributions, nous proposons un nouveau critére d’arrét du solveur ité-
ratif qui peut étre illustré par I'algorithme 9 :

Algorithme 9 : Solveur de décomposition de domaine avec critére d’arrét adapté
A 'erreur de discrétisation locale
Définira>1,a>1,=1et =1
Initialiser et obtenir (ug\s,),/\g\s,),r,z) et (ﬁgi),xgj),?, Z) ;
Estimer I'erreur de discrétisation pour le probléme de référence
_ 2 (s) .
- Zs eCRQ(S) (uN ) E\S[)) )
Estimer 'erreur de discrétisation pour le probléme adjoint
~2 2 ~(s) &(S) .
e = ZS eCRQ(S) (uN ’_N )
while VrTz > e¢/a etVTTz > ¢/a do
while VrTz > ¢/(aB) et ViTz > ¢/(af) do
‘ Faire les itérations de Alg. 7 ou Alg. 8, obtenir (ug\s})’ )\5\?)) et (ﬁg{;), ;\g\s}))
end
Actualiser I'estimation de I’erreur pour le probléme de référence

5) (s
= ZS e%RQ(S) (ug\/v 7 ( )) ’

et pour le probléme adjoint &2 = > €2 p o

(~(S) é}v)) )

end
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7.5 Exemples numériques

7.5.1 Structure 1

Par simplicité, nous notons Ogiscr = €cry (QN,QN) et Ogiser = €CRg (EN7§N)- La
simulation a été effectuée dans la configuration donnée par le tableau 7.1. Les résultats
dans le tableau 7.2 sont donnés & convergence. Ils montrent que ’estimation d’erreur en
cadre sous-structuré est aussi efficace qu’en séquentiel.

fddl 2352
Approche primale
Algorithme BDD
Préconditionneur Neumann
Méthode reconstruction champ statiquement admissible EET
Espace de résolution des problémes locaux p+3

TABLE 7.1 — Structure 1 : parameétres

cas Hdiscr Hdiscr L(QD) IHH,? %adiscradiscr Iey
Séquentiel 2.417 | 10.23 | 2.916 | 3.305 10~ 12.36 2.916
Sous-structuré || 2.418 | 10.23 | 2.916 | 3.858 10~ 12.37 2.916

TABLE 7.2 — Structure 1 : estimateurs d’erreur locale en séquentiel et en paralléle

Probléme direct Probléme adjoint
T T T
10t | M%»—e—e—e—e—e | 1072 1 : |
— — A
S A —
=103 A 1 10T * 1
A r’'z - A ViTz ) .
—9—eCRq (un,8,) * —9—ecRq (@NEN) A
-7l . _ .
10 ! ! ! 10712 | \ ! ! i
0 5 10 0 5 10
iterations iterations

FIGURE 7.1 — Structure 1 : estimateurs d’erreur avec séparation des sources

La figure 7.1 montre I’évolution des deux contributions au cours des itérations pour
chacun des problémes. L’erreur de discrétisation est quasi constante et ’erreur algébrique
décroit réguliérement au cours des itérations. Sur cet exemple, aprés six itérations les
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erreurs algébriques sont négligeables devant les erreurs de discrétisation si bien que les
itérations supplémentaires sont inutiles et n’améliorent pas la qualité de la solution.

7.6 Amélioration de I’estimation d’erreur locale a I’aide d’une
borne inférieure

Nous nous plagons toujours dans le cas ot problémes direct et adjoint sont résolus
sur le méme maillage et sur la méme sous-structuration.
7.6.1 Rappels du cas séquentiel

En utilisant I'identité du parallélogramme plutot que 1'inégalité de Cauchy-Schwarz,
I’égalité suivante est démontrée :

Iy —Ig = L(Qdiscr) = a(gdiscr’gdiscr)
1

= a’("igdiscr? ;Ediscr) (730)
1 ~ 2 1 ~ 2
= Z””’%Qdiscr + EQdiscer - H‘H@discr - ;Qdiscrmﬂ]
ou k est un parameétre scalaire dont la valeur optimale
e Uy, o
o — ecro Uy, Gn) (7.31)
€CRq (U’H7 H)

permet de minimiser la différence et donc améliorer la qualité de l’estlmatlon Ainsi,
si on dispose d’'un encadrement des quantités ST = ||keg;ser + edwCTH\Q et ST =

~ 2
H‘H@discr - %Qdiscrmﬂ de la forme :

i S S+ < By (7.32)
et
Bing < 5= < Baup (7.33)
il est possible d’obtenir un encadrement de ’erreur sur la quantité d’intérét s’écrivant :
1 1
ﬁmf sup < Lex — Iy < Bsup ﬁmf (7.34)

Notons Ry le résidu du probléme de référence défini par
Ry (v) = L(v) — a(ugy,v) (7.35)
et Ry le résidu du probléme adjoint défini par :

~ ~

Ru(v) = L(v) — a(ly,v) (7.36)
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Dans [107], les bornes suivantes sont démontrées :

/8;;1,]7 = QeCRQ (gHa QH)GCRQ (EH7 iH)

+2L(

/B;Lp = QeCRQ <QH7 QH)GCRQ <@H7 éH)

—2 L@H —He () :H ' (g, — H: e (ugy))dQ

—He (@) H ' (6, — H: £ (uy))d0

I

H

{ o (8RR + fRe(z1)) (7.37)
inf I+ 113
+ L
2t =rw+ -0
K
6 = (kRu(z7) + + Ru(z))?
" =112
) 1
2 =kw— 0
K

7.6.2 En cadre sous-structuré

Soit (w(s)) s le champ de déplacement continu construit comme décrit au paragraphe
6.2.2. Notons Rp le résidu du probléme de référence défini par :

Rpw) =Y ff-w@)dsz(su f g-w®ds - fg(gg):H:g(w(s))dQ(s)

Q) 2,05 Q)

et Rp le résidu du probléme adjoint défini par :

}N%D(w) = Z (Wf (S (w(ﬁ) + izw(s))dQ(S) _ f 3 <ES)> H:¢g <w(8)> dn®)
* \a) Q)
(7.39)

En cadre sous-structuré et sans séparation des sources d’erreur, les bornes se réé-
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crivent :
S) (s 2 ~(s) R(s 2
= S ) 20 Secn,, 05 27)
2(s) ~(8)\\ =1 . (a(s) (s)
o[ @ -r ) g -m ()
2 s) R(s 2
Bsup = 2\/2 €CRy(s) (@D)’ggxsf)) \/Z CCRy(s) (—D)7gz(v))
_ ~(s) —1.(a(s) _ (s)
2 H H:e dQ)
4 ZJ @ = ( b )) @y - <2D )) (7.40)
+ _ (sRp(z" )+ LRp(z"))?
nf s IzH) @12,
1
o (z5)®) = k) + Ew( )
4 _ (KEp) = %ED@))?
nf s 1) @12,
1
oil (é—)(s) = ruw'® — E@(S)

Il est nécessaire d’étre attentif au calcul du parameétre x qui implique des échanges
entre sous-domaines. En effet, de part la. décomposition, le coefficient se réécrit :

ySacon,, @5)57)
\/ 25 €CR ) ( u(D)7 &)

Il est & noter que cet échange entre sous-domaines (il s’agit d’une opération de réduction)
est de toute maniére fait a la fin de la procédure d’estimation d’erreur pour pouvoir
obtenir une quantité globale.

Il parait difficile de proposer un encadrement de l’erreur locale en se basant sur
Iidentité du parallélogramme qui sépare complétement les différentes sources d’erreur. En
effet, s’il est possible de faire apparaitre les deux contributions présentes dans les termes

\/ZS ECR s ( usj),:]((; et \/Z ECR ) (u%), (5)) en utilisant le résultat fondamental du

théoréme 6.1, la séparation complete dans les bornes inférieures 3, 7 €t Bin, f semble
compliquée puisque :

(7.41)

| . | . \Secony @550
— ces expressions font intervenir le scalaire k = qui est le quo-

ZS eCRQ(s) (uD)vA(S))

tient d’erreurs mélangeant les contributions algébrique et de discrétisation.
— exploiter la séparation issue du résultat fondamental 6.1 entraine la majoration de

\/Z eCRQ(s) u(D), (8)) et de \/Zs €CR ) (yg),gg\i)) alors qu'il faudrait minorer

_1 2 VLR (2))2
(HRZD (m (27)?Sﬁﬁ(;) ) e (HRZL; (IéH &jﬁjﬁ%) ) pour conserver un encadrement garanti.
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Néanmoins, la séparation des sources au niveau du produit des erreurs globales sur
les deux problémes permet le pilotage du solveur par objectif de précision sur la quantité
d’intérét. Le calcul des bornes inférieures aprés que le critére soit atteint permet de
resserrer ’encadrement.

7.6.3 Illustration numérique

Nous proposons de mettre en ceuvre sur la structure 2 l'identité du parallélogramme
a convergence du solveur itératif. Nous comparons les bornes de la valeur exacte de
la quantité d’intérét obtenues dans le cas ou le théoréme 7.3 est appliqué avec le cas ou
I'identité du parallélogramme 7.40 est exploitée. Les paramétres du calcul sont récapitulés
dans le tableau 7.3.

fddl 7180
Approche Duale
Algorithme FETI
Préconditionneur Dirichlet
Méthode reconstruction champ statiquement admissible | Fluz-free
Espace de résolution des problémes locaux p+3

TABLE 7.3 — Structure 2 : paramétres

Nous obtenons les valeurs suivantes : Iy = 3.0019; ﬁi;f = 1.1025; B;Lf = 1.5765;
1By = 14.5255; 18, = 3.3210.
Dans le tableau 7.4, nous donnons les bornes supérieure Ig + %( ;Zp - B, f) et inférieure
In+ X( ;;Lf — Baup) de la valeur exacte de la quantité d’intérét L(u,,). Nous observons
que l'exploitation des bornes inférieures (deuxiéme ligne) permet de réduire la largeur de
I'encadrement de 8.5% et de déterminer ainsi le signe de L(u,,)-

Borne supérieure de I, | Borne inférieure de I, | largeur
sans bornes inférieures 7.5274 -0.31918 7.8466
avec bornes inférieures 7.2518 0.07494 7.1768

TABLE 7.4 — Structure 2 : encadrements de la quantité d’intérét avec ou sans exploitation
des bornes inférieures des erreurs globales
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Dans cette partie, nous considérons une chaine de résolutions répondant & un objectif
de précision sur erreur globale ou sur une quantité d’intérét. Si le premier maillage
ne permet pas d’obtenir la précision souhaitée, le méme probléme mécanique est résolu
sur un maillage plus fin. Cette procédure peut nécessiter plusieurs étapes qui forment
une chaine de résolutions. Le premier axe que nous étudions est celui du remaillage. En
exploitant les informations fournies par I'estimateur d’erreur nous mettons un ceuvre un
remaillage adaptatif séquentiel et un remaillage paralléle & discrétisations imbriquées.
Ce second point a été présenté dans la publication [123]. Dans les deux cas, la sous-
structuration est conservée. Le second axe que nous étudions est celui du recyclage de
I’espace de Krylov généré pour la résolution suivante. Nous le mettons en ceuvre sur les
cas de remaillage précédemment cités. Ces travaux ont fait 'objet d’'une communication

[134].
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Chapitre 8

Remaillage adaptatif

Dans ce chapitre, nous exploitons les informations fournies par 1’esti-
mateur d’erreur paralléle afin de de générer un maillage permettant de
faire diminuer 'erreur de discrétisation. Premiérement, nous mettons
en ceuvre un remaillage adaptatif en exploitant la carte d’erreur. Bien
que cette opération ne soit pas paralléle, cette étape s’insére dans la
chaine de calcul de la majorité des structures industrielles pour les-
quelles existent des instances monolithiques du probléme. Dans un
second temps, nous proposons un raffinement hiérarchique des sous-
domaines ayant été identifiés comme les contributeurs majoritaires a
Ierreur. Cette opération paralléle génére une incompatibilité de discré-
tisation & l'interface. Nous montrons comment gérer cette incompatibi-
lité sans diminuer les performances de ’estimateur d’erreur.
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8.1 Remaillage adaptatif se basant sur une carte d’erreur

Les estimateurs de ’erreur de discrétisation globale fournissant une carte de contri-
bution & I'erreur de la structure, il est possible d’identifier les éléments ayant la plus forte
contribution, c¢’est-a-dire les zones ot la discrétisation est trop grossiére. Ainsi, dans le cas
ou le niveau d’erreur obtenu n’est pas satisfaisant, exploiter cette information permet de
définir un nouveau maillage qui n’est plus uniforme : il sera raffiné dans les zones maxi-
males d’erreur et éventuellement déraffiné dans les zones ot l'erreur est négligeable. Nous
rappelons tout d’abord quelques généralités sur le remaillage adaptatif en séquentiel et
appliquons ensuite cet outil sur la structure 2.

8.1.1 Le remaillage adaptatif en séquentiel

Le remaillage adaptatif requiert une information sur la répartition de l’erreur (grace
a une carte d’erreur fournie par 'estimateur par exemple) et un critére de remaillage.
L’exploitation du critére et de la distribution spatiale de ’erreur entraine la définition
d’une consigne de remaillage pour le mailleur. Nous ne faisons pas la liste des critéres et
consignes de remaillage dans cette theése. Pour davantage d’explications sur le remaillage
adaptatif, le lecteur curieux peut se référer a [136, 31, 101, 14, 32| et aux bibliogra-
phies associées. Nous donnons simplement deux critéres de remaillage répondant & deux
paradigmes différents :
— minimiser le nombre d’éléments du nouveau maillage pour un niveau d’erreur
imposé €4 uniforme. Dans ce cas, le ratio rg de la taille de I’élément du nouveau
maillage pas la taille de I’élément de ’ancien maillage est donné par :

1

2d 2 1 -2
rp = Ze%‘”d egeéﬁd (8.1)

EeT

ol
— d désigne la dimension de I’espace
— ¢ désigne le taux de convergence de la méthode éléments finis
— ¢€p désigne la contribution de I’élément E & ’erreur
— minimiser le niveau d’erreur qui sera uniforme pour un nombre d’éléments imposé
Nimyp. Dans ce cas, le ratio rg est donné par :

1
2d \d 1 -2
_ 2q+d 2 _2q+d
rp = ZEE NimpeE (8.2)

EeT

Remarque 8.1. Lorsqu’il s’agit d’estimation d’erreur locale, le remaillage adaptatif est
une tache bien plus ardue. En effet, comme expliqué dans [36], les contributions a 'erreur
locale sont signées et la distribution spatiale de ’erreur locale n’est pas unique. Pour ces
raisons, nous n’investiguons pas dans cette thése le maillage adaptatif pour [’estimation
d’erreur locale.
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8.1.2 Application au cas sous-structuré

Nous mettons en ceuvre le remaillage adaptatif présenté précédemment sur la struc-
ture 2. La carte d’erreur fournie par I'estimateur permet de définir un nouveau maillage
a ’aide du logiciel gmsh. Cette opération n’est pas parallélisée. En effet, des logiciels
de remaillage adaptatif en paralléle existent (par exemple [27]). Cependant, cette téche
est extrémement ardue. En effet, les contraintes de conservation des interfaces et de
compatibilité de discrétisations & l'interface imposent beaucoup d’échanges entre sous-
domaines. De plus, cette opération de remaillage est trés difficilement numériquement
extensible. Notre travail est pertinent dans le cas de calculs ot le probléme monolithique
existe. Alors, le processus de remaillage adaptatif que nous proposons peut s’insérer fa-
cilement dans une chaine de calcul classique ou le preprocess et postprocess sont réalisés
en séquentiel.

Nous appliquons le premier critére avec d = 2 et ¢ = % (due & la présence de la
fissure). La contribution des éléments a l'erreur est donnée par 'estimateur d’erreur. La
consigne est de diviser I’erreur par 10. Dans le tableau 8.1, nous donnons les paramétres
des simulations pour la structure 2.

Approche duale
Algorithme FETI
Préconditionneur Dirichlet
Projecteur I
Méthode reconstruction champ statiquement admissible EET
Espace de résolution des problémes locaux 2%

TABLE 8.1 — Structure 2 : paramétres

Sur la figure 8.1 sont donnés :

— Le maillage initial uniforme

— Le deuxiéme maillage obtenu aprés remaillage adaptatif & I'issu d’un calcul sur le

premier maillage

— Le troisiéme maillage obtenu aprés remaillage adaptatif & 1’issu d’un calcul sur le

deuxiéme maillage

Enfin, dans le tableau 8.2, nous donnons les résultats fournis par I'estimateur d’erreur
a convergence pour les trois maillages de la figure 8.1 (Adaptatifs) et pour trois maillages
uniformes comportant environ le méme nombre de degrés de liberté (Uniformes).

En observant la figure 8.1, nous remarquons que le maillage est raffiné 1a o I'estima-
teur d’erreur est maximal : prés de la fissure et des zones anguleuses. Sur le tableau 8.2,
nous observons que le remaillage adaptatif permet d’obtenir une discrétisation menant &
un niveau d’erreur bien moindre que le remaillage uniforme pour un nombre de degrés
de liberté comparable. En effet, pour un méme nombre de degrés de liberté, le maillage
adapté permet d’avoir une erreur réduite de 40 pourcents par rapport au maillage uni-
forme. Malheureusement, nous observons également que la consigne de diviser par 10
n’est pas respectée. Cela est probablement di a l'inexactitude de I'estimateur d’erreur
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évolution du maillage au cours du remaillage adaptatif

£ ddl maillage | [|ugllo 0
674 initial | 86.65 | 38.978
uniforme | 89.591 | 15.591
~ 10000 adapté | 89.874 | 9.4021
uniforme | 89.935 | 7.5679
~ 117000 adapté | 89.993 | 4.5634

TABLE 8.2 — Structure 2 : performances du remaillage uniforme et du remaillage adaptatif

qui ne donne pas l’erreur vraie et au taux de convergence qui n’est pas constant sur la
structure. Notons que la contrainte de conservation des interfaces et de discrétisations

conformes entre sous-domaines peut également expliquer ceci.

8.2 Remaillage local par sous-domaine

8.2.1

Motivations

Comme nous ’avons souligné précédemment, le remaillage adaptatif que nous avons
mis en ceuvre n’est pas paralléle. Nous proposons dans cette section une procédure plus
simple et paralléle de remaillage. Celle-ci consiste & effectuer un raffinement hiérarchique
dans un ou plusieurs sous-domaines. Ce raffinement hiérarchique peut étre effectué en
augmentant le degré des fonctions de forme choisies ou en raffinant le maillage par split-
ting. Dans les deux cas, nous considérerons que cette opération méne & un maillage fin
dont la discrétisation est imbriquée dans le maillage initial, dit maillage grossier. Par
conséquent, la trace de l'espace cinématique initial (grossier) est un sous-espace de la
trace du nouvel espace cinématique (fin). Nous distinguons cinématique d’interface et ci-
nématique des sous-domaines et nous conservons la cinématique grossiére sur 'interface.
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Lors de cette opération, la discrétisation de l'interface est inchangée, seule la discré-
tisation de l'intérieur du sous-domaine est modifiée, comme illustré en figure 8.2. Les
sous-domaines remaillés sont ceux ayant été identifiés comme les contributeurs majori-
taires & erreur globale. Pour cela, la carte d’erreur fournie par l’estimateur n’est plus
nécessaire (c’est une information spatiale trop riche), nous comparons simplement les
valeurs fournies par ’estimateur d’erreur pour chaque sous-domaine.

8.2.2 Gestion de I’incompatibilité de discrétisation

L’incompatibilité des discrétisation entre sous-domaines est un sujet qui a été large-
ment traité dans le cadre des méthodes de décomposition de domaine. En particulier,
citons les premiers travaux définissant la méthode mortar [15, 16, 130] qui réalise un
raccord au sens faible des quantités aux interfaces. Nous aurions également pu envisager
des méthodes avec raccord mixte, telles que la méthode LaTIn [72|. Malheureusement,
toutes ces méthodes ne nous permettent pas de ré-exploiter la méthodologie de construc-
tion de champs admissibles en paralléle. C’est la raison pour laquelle nous choisissons
une interpolation de type maitre-esclave dans laquelle l'interface impose le déplacement
a la sous-structure remaillée finement.

8.2.2.1 Nouvelle interpolation des efforts et déplacements

Considérons que quelques sous-domaines ont été remaillés de maniére hiérarchique
(en p ou en h) ou enrichis, si bien que des nceuds ont été insérés sur le bord de ces
domaines tout en conservant les anciens noeuds. La figure 8.2 illustre un raffinement
hiérarchique ou chaque aréte de QW) a été subdivisée en deux arétes. Afin de pouvoir
continuer & reconstruire des champs admissibles, nous décidons que l'interface maillée
grossiérement impose la cinématique ou les efforts aux sous-domaines. Nous gardons les
opérateurs d’assemblage inchangés. Nous définissions :

— une matrice d’interpolation N) qui définit les déplacements fins u;f) a partir des

déplacements grossiers u(g) — AU u;f) = N(S)u(g)
— une matrice d’interpolation M) qui définit les forces nodales fines A
des forces nodales grossiéres /\(Cf) =BG A /\%8) = M(S)/\(Cf)

%S) a partir

101 1
3 4
Q, Q,
2 2
2
Interface

FIGURE 8.2 — Raffinement local du sous-domaine 1

Notons Q(CS) et Q%S) les matrices des fonctions de forme grossiéres et fines. Les déplace-

ments grossiers s’écrivent gg) = Q(Cs)u(c‘f) et les déplacements fins s’écrivent ggﬁ) =¢ Fu;f).
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Soit X;f) les coordonnées des nceuds fins. Nous avons Q%s) (X;f)) = I. Imposer la conti-

nuité des déplacements s’écrit :

ug) = ¢ud) = ¢ uy? =
< o) (Xp) g = u?,

ce qui définit la matrice d’interpolation suivante :
NG) — 9((;) (X;f))_ (8.3)

La matrice N®) impose simplement que les nceuds fins ajoutés suivent le déplacement
grossier imposé par 'interface.

Dans la reconstruction d’un champ statiquement admissible, une étape consiste a
construire un représentant continu de ’effort a 'interface & partir des réactions nodales
sous la contrainte de conservation du travail (voir 5.1) :

-1
(8.4)
-1

Gg) et G%s) sont les matrices de masse L?(I') des interpolations grossiéres et fines.

Puisqu’il s’agit de discrétisation imbriquées, il suffit de satisfaire I’égalité zgf) = E(cf) sur

les noeuds fins ce qui méne 3 :
M® = GYNE(GE) ! (8.5)
Remarque 8.2. Les expressions classiques des matrices N et M) sont :

NO - (cf) " 6

avec G, = f ) pl)ar (8.6)
M- G () :

En testant ’équilibre des tractions dans les déplacements de l'interface, nous obtenons la
classique conservation du travail :

NG M) =1 (8.7)
Remarque 8.3. Bien sir pour les sous-domaines dont la discrétisation n’a pas été mo-
difiée, nous avons N = M®) = 1.
8.2.2.2 Algorithmes avec interfaces non conformes

L’algorithme BDD est pratiquement inchangé (voir 1’algorithme 10). Seuls les opé-
rateurs d’assemblage sont modifiés selon s’ils sont appliqués sur des déplacements ou des
efforts :
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Algorithme 10 : BDD-bloc avec incompatibilité. Inconnue d’interface U = [u, 0]

U = Initialize(F()) ;

(A% UY)) = so1vep (NG A U, FE);
Calcul du résidu R = ), A(S)N(S)TAS);
Réactions locales A®) = MG A R :

sul® = Solven(8A,0) ;

Résidu préconditionné Z = ), AGOMOG) sU®) :

/7 A = A —5A0)
/7 U =ul) —su

Direction de recherche W = P1Z;
while VRTZ > ¢ do

(6A )
Q=3 AONE AL,
o = (Q'W) "} (R7Z);

U—~U+Wqa;
R < R —Qq;
SAG) = MOAG'R ;

SUG) = SolveN((SA(s),O) ;
Z =Y AME UL,

end

W — P, Z-W(QTW)1(QTP,Z)

,5UY)) = so1vep (N®A® W, 0);

Ul Ul +sula

//
A — A oAl

/7 A = A —5A©
/7 U = Ul —sul

— Topérateur d’assemblage devient A ()N _
— lopérateur d’assemblage pondéré devient A (5)M(

)T

s)T

Puisqu’il s’agit d’une approche primale, le déplacement est continu.

Propriété 8.4. Les réactions nodales A
modes rigides.

(s)
N

sont équilibrées aux interfaces et vis-a-vis des

Démonstration. 1l suffit de vérifier que 1’assemblage primal des réactions nodales donne

Zéro.

ZA(S)N(S)TAg\S,) - ZA(S)N(S)T(A%‘;) — §A®)

= (I— ZA(S)N(S)TM(S)A(S)T)R

= (1-Y ADAOHR =0
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et que celles-ci sont orthogonales aux modes rigides :

T T

RO (b®) 4 ¢ AY) = RO () + &7 ( AY — 5A)Y)

—ROTKOWY — ROTEOTAG 59)
= —R(S)Tt(S)TA(S)Tr par définition de R(®)
=0

O

L’algorithme FETT est également pratiquement inchangé (voir I’algorithme 11). Seuls
les opérateurs d’assemblage sont modifiés selon si ils sont appliqués sur des déplacements
ou des efforts :

— l'opérateur d’assemblage devient B(S)M(S)T,

— l’opérateur d’assemblage pondéré devient BEN(

Puisqu’il s’agit d’une approche duale, les réactions aux interfaces sont équilibrées.

Propriété 8.5. Les déplacements U(DS)

s)T

sont continus auz interfaces.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que ’assemblage dual des déplacement d’interface
donne 0.

ZB SME ¢G)U ZB SV ¢(5) (US\ST) — Ul
= (I _ZB M(S)TN(S)]f:,(S)T)R (8.10)

= (1-YBUB® )R =0

0

Remarque 8.6. Quand le solveur a convergé et puisque les maillages sont incompatibles,

les champs de déplacements (gg))s et (gg{;))s ne sont plus identiques.

8.2.3 [Illustrations numériques
8.2.3.1 Pertinence du remaillage local

Considérons la structure 1 et sa quantité d’intérét. Le calcul est effectué avec les
paramétres donnés dans le tableau 8.3.

Puisque le chargement du probléme adjoint est situé dans le sous-domaine central,
c’est celui-ci que nous allons raffiner. Trois cas sont considérés : deux cas avec des
maillages conformes (i) un maillage grossier (indice H) (ii) un maillage fin (h = H/4), et
un cas avec maillages non-conformes comme schématisé en figure 8.3. Dans chacun des
cas, 'estimation d’erreur est faite a convergence. Le nombre d’itérations du solveur est
de 9 pour les trois cas. Les résultats sont résumés dans le tableau 8.4.

Lorsque le maillage du sous-domaine central est modifié, ’estimation d’erreur est plus
petite pour le probléme adjoint et inchangée pour le probléme direct. Par conséquent,
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Algorithme 11 : FETI-bloc avec incompatibilité. Inconnue d’interface A = [, A]
A = Initialize(F()) ;
Réactions locales Ag\s,) = MOBG
(Ug{;)) = SolveN(Ag\s,), F®));
Calcul du résidu R = PT(3, BOMO t&UE);
Déplacement local 6U,()s) = N(S)B(S)TR; ;

)T

A;

(s) (s) (s)
Ul = 1 U
(8A (s)’(g[](s)) = SolveD(éU,()s),O) ; /7 "

A(l;) = Ag\sl) SAL)

Résidu préconditionné Z = Pa (3, BONG®§AG)) ;

Direction de recherche W = Z;

while VRTZ > ¢ do

(5US\S,)) = Solvey (MEBE" W, 0);

Q = PY (3, BOMO ¢sUD);

a=(Q"W) ' (R"Z);

A A+ Was p U« Ul +asuly

AP =B® A

R < R — Qq;

sUY) = NOBE'R;

U(s) _ U(s) o 5U(s)

(BA®),5U)) = Solvep(5UL™,0) ; // (D) (N)
AY) =AY — A

Z = Py(Y, BONG §A®)),

W —Z-W(Q"W)"(Q"2)

end

l'utilisation d’un raffinement local de la discrétisation nous permet d’améliorer de 32%
Pestimation d’erreur sur la quantité d’intérét pour 38% de degrés de liberté supplémen-
taires. L’utilisation d’un maillage fin uniforme triple le nombre de degrés de liberté et
permet d’améliorer les bornes sur la quantité d’intérét de 65%. Il est donc plus avantageux
de préférer un raffinement local du maillage.

8.2.3.2 Influence de la distance de la quantité d’intérét a I’interface

L’utilisation d’un remaillage local peut étre remise en question dans les cas ou la
source d’erreur est proche de la non-conformité. Nous proposons donc d’étudier ’influence

du raffinement de maillage local en fonction de la distance d entre le support de la quantité
d’intérét w = [—%0 — d; %0 —d] x [—11—0; 1%] et l'interface I

A convergence, pour chaque configuration (caractérisée par la distance d), nous cal-
culons l'erreur de discrétisation relative (c’est-a-dire divisée par I’énergie de la solution
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Approche primale
Algorithme BDD
Préconditionneur Neumann
Méthode reconstruction champ statiquement admissible EET
Espace de résolution des problémes locaux p+3

TABLE 8.3 — Structure 1 : paramétres

FIGURE 8.3 — Structure 1 : remaillage hiérarchique sur le sous-domaine central

éléments finis) du probléme adjoint (g, (resp. ;) quand h = H /4 sur le sous-domaine
central uniquement (resp. sur tous les sous-domaines)

Sur la figure 8.4, nous donnons ’évolution du ratio (gn/Cp en fonction de d/dy
(ot d = dp correspond au cas ou la quantité d’intérét est située au centre du sous-
domaine). L’estimation dans le cas d’une non-conformité est dégradée uniquement lorsque
d/dy < 107!, ce qui correspond & une quantité d’intérét trés proche de l'interface. Notre
approche est donc valable pour une large gamme de configurations.

8.2.3.3 Mise en ceuvre sur la structure 2

Sur la structure 2, nous mettons en ceuvre le raffinement hiérarchique. Le calcul initial
est effectué avec les parametres décrit dans le tableau 8.5. Notons n(*) (respectivement
7)) la contribution du sous-domaine (s) & l’erreur totale pour le probléme direct (resp.
adjoint) ainsi définies :

(s) A(s))

ECR(s) (uy' .oy iy, 5\)

eCRQ(s) <uN 7_N

77 et ﬁ(s =
@ P (0.00) Ve, @0 50)

Sur la figure 8.5a, nous donnons les contributions & 'erreur de chaque sous-domaine
pour le maillage initial et pour le maillage raffiné localement. Nous observons que pour

(8.11)
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cas Odiscr | Odiser f/ (QH) IHH,2 %ediscrediscr #ddl
Maillage grossier (H) | 2.418 | 10.23 | 2.916 | 3.8575 10~* 12.37 8738
Maillage fin (h) 1.216 | 7.020 | 2.916 | -9.695 10~* 4.268 34988
Remaillage local (Hh) | 2.404 | 7.020 | 2.9169 | 3.8575 1074 8.438 12122

TABLE 8.4 — Structure 1 : comparaison entre les trois cas, I, = 2,916

12

10|

FIGURE 8.4 — Influence de la distance d

1071
d

do

10°

les deux problémes, le sous-domaine 6 est le contributeur majoritaire. Nous effectuons
donc un remaillage hiérarchique sur ce sous-domaine dans le but d’obtenir un niveau
d’erreur pour le probléme direct comparable & celui du deuxiéme plus gros contributeur
(le sous-domaine 8). Pour cela, il faudrait diviser par 3 'erreur du sous-domaine 6. La
présence de la fissure impliquant une singularité jouant sur la convergence de la méthode
éléments finis en v/h, nous divisons chaque aréte en 16 arétes.

Sur la figure 8.5b, nous constatons qu’apres le remaillage local les estimations d’erreur
pour le probléme direct sont quasiment identiques dans les sous-domaines 6 et 8. L’esti-
mateur montre que l'erreur du probléme adjoint a également diminué. Les performances
globales sont résumées dans le tableau 8.6. Au final, la borne supérieure de la quantité
d’intérét exacte a été divisée par 3.
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Approche Duale
Algorithme FETI
Préconditionneur Dirichlet
Méthode reconstruction champ statiquement admissible EET
Espace de résolution des problémes locaux p+3

TABLE 8.5 — Structure 2 : paramétres

| |
| PO | PO
1. s Y n .
I05 I[P
0.8+ 6=26.215 108 6 =16.662 B
f = 0.98905 §=0.51378
0.6 |- 10.6 |- :
04+ 104 :
0.2 | | 102 | | | N
0} ——————m_H- JI:. = .:.IEI .:.I,I,I=I,_, 4 ot R [ Olclo D DI,I,I:.I__, 4
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12345678 910111213141516 123456738 910111213141516
(a) Maillage intial (b) Maillage raffiné localement

FIGURE 8.5 — Structure 2 : contributions des sous-domaines a ’erreur pour les problémes
direct et adjoint

~

Maillage 0 0 Iy Inmo %95
Uniforme 26.215 | 0.98905 | 2.4915 | 3.1935 | 12.964
Raffinement local || 16.662 | 0.51378 | 3.2165 | 0.086055 | 4.2803

TABLE 8.6 — Structure 2 : performances du remaillage local



Chapitre 9

Recyclage des directions de
recherche

Dans ce chapitre, nous décidons de profiter de la base de 1’espace de
Krylov construite lors de la premiére résolution pour accélérer les réso-
lutions suivantes. Utiliser les directions de recherche permet une bonne
initialisation pour la résolution suivante ainsi qu’un spectre de 1’opé-
rateur préconditionné de meilleur qualité (plus tassé) ce qui entraine
un meilleur taux de convergence. Aprés un bref rappel des techniques
de recyclages d’espaces de Krylov et la présentation des algorithmes de
décomposition de domaine avec contraintes optionnelles, nous mettons
en ceuvre la réutilisation des directions de recherche sur la structure 2
et montrons les gains obtenus.
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9.1 Motivations

Dans cette partie, nous nous placons toujours dans le cas de résolutions successives
d’'un méme probléme. Le systéme matriciel résolu (il s’agit du probléme d’interface as-
semblé) est noté

5020 =0 (9.1)

Notons x8 I'initialisation. Le résidu initial est 7“8 = — Soxg. La résolution de ce
systéme est la construction itérative d'une base (V},),, de I'espace de Krylov I,

K = vect(ry, S0y, 5°5%0, ...(S°)"~1rd) (9.2)

La solution 20 est dans z{ + KC,,. Cette solution est recherchée itérativement en im-
posant que le résidu soit orthogonal & /C,,.

D’une résolution & I'autre le maillage est modifié¢ mais le probléme (structure, char-
gement, sous-structuration) est inchangé. Ainsi, les directions de recherche générées lors
de la premiéres résolution sont pertinentes pour la seconde. Autrement dit, ’espace de
Krylov associé au nouveau systéme S'z! = b! n’est pas trés différent de la projection sur
le nouveau maillage de I’espace de Krylov associé au systéme initial S%z° = °.

9.2 Reéutilisation des directions de recherche

L’application du nouveau critére d’arrét du solveur entraine un arrét rapide des ité-
rations (de ordre de 5 itérations). C’est la raison pour laquelle nous décidons de ne
pas mettre en place une sélection des directions de recherche générées et d’utiliser tous
les vecteurs comme contraintes additionnelles pour la résolution suivante. Néanmoins, si
réutiliser la totalité de 'espace de Krylov généré est trop cotliteux, il sera nécessaire de
sélectionner les vecteurs a recycler. Dans ce cas, un critére sur la pertinence d’un vec-
teur pour la prochaine résolution devra étre énoncé. Citons [57] qui, dans le cadre d’un
probléme non-linéaire avec matrice non invariante, suggére de sélectionner les vecteurs
associées aux hautes valeurs propres de 'opérateur préconditionné afin d’améliorer le
spectre de l'opérateur suivant et donc la convergence. Dans notre cas, la matrice repré-
sentant ’opérateur change de taille entre deux résolutions. Il semble donc compliqué de
définir un critére.

9.3 Les méthodes Krylov-augmenté

La prise en compte de contraintes additionnelles se fait généralement par des métho-
des Krylov-augmenté [127]. Notons C' la matrice rectangulaire supposée de rang plein et
représentant la contrainte additionnelle. L’espace de Krylov-augmenté /En est alors défini
de la fagon suivante :

~

Ky = Ky + Im(C) (9.3)

La solution est cherchée dans ﬂ:8 + IC,, avec un résidu rg orthogonal & IC,,.
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L’espace de Krylov-augmenté est séparé en deux espace supplémentaires Im(C') et
Ker(CTS%). Le premier sous-espace est exploré a l'initialisation et le second sous-espace
est exploré au cours des itérations. Cette séparation permet de comprendre I'intérét du
recyclage des directions de recherche par la méthode de Krylov-augmenté : si la contrainte
additionnelle est suffisamment pertinente alors une solution de bonne qualité est captée
dés l'initialisation et ’espace de recherche a explorer itérativement est de taille réduite
et le spectre de l'opérateur préconditionné est plus tassé.

Donnons & présent les algorithmes correspondant aux approches primale et duale
avec prise en compte de contraintes additionnelles comme décrit précédemment. La prise
en compte de 'optimalité du préconditionneur dans ’approche primale se faisant déja
par une méthode de Krylov augmenté, I’ajout de contraintes optionnelles consiste &
concaténer les modes rigides H avec la contrainte C comme illustré sur ’algorithme
12

Algorithme 12 : BDD avec contraintes optionnelles C
P, =1-[H,C]([H,C]" Y, A®SO A H,C])~'[H,C]T Y, ASE AG)T
Initialisation Uy = [H, C]([H, C]T 3, A®SE A [H, C])~1[H, C]T Y, A®)b)

Résidu initial rg = PT Y A)b()

Résidu préconditionné zg = AE)(SE)FAE) p,
Direction de recherche wg = zg

j=0

while /r;z > ¢ do

q =, A(s)s(s)A(S)Tple

o = (rj,2;)/(q;, w;)

Uj+1 = Uj + QjW; I'jy] = Tj — ;95

241 = X, A (SE)FAG )

w1 = Pizj11 — (q;,P1zj11)/(q;, wj)w;
j=Jj+1

end

Pour I'approche duale, la prise en compte de contraintes additionnelles peut se faire
a laide d’un algorithme deux niveaux [42| comme illustré sur l’algorithme 13.

L’'inconnue d’interface est finalement A = Agg + P2(Ag + P5A;).

Les procédures de reconstruction de champs admissibles restent absoluement iden-
tiques : I'ajout de contraintes optionnelles ne modifie pas la méthodologie.

Le coiit de I’ajout de la contrainte optionnelle réside dans ’augmentation de la taille
du probléme grossier qui est accrue d’autant de vecteurs que de directions de recherche
recyclées. Le surcotit réside donc dans le calcul du projecteur P35 en dual et dans le cal-
cul d’un projecteur P de taille plus importante en primal. Ces calculs étant effectués
par bloc, I'implémentation est facile et efficace. Une itération de ’algorithme consiste en
une résolution directe (produit opérateur par vecteur d’interface) et en une résolution
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Algorithme 13 : FETI avec contraintes optionnelles C
P, =1-G(GTG)"'G”T
C* = P,C
>2x< _T_ C*(C*T Zs B(s)(S(s))+B(3)TC*T)—1c*T
Initialisation Agy = G(GTG) 1GTe
Résidu initial rog = PT (Y, B®)bE) — 31 BE) (SE))TBE)" Ay,
Initialisation second niveau Ag = C*(GTG)~1GTrg
Résidu second niveau rg = P37 (rgy — D B(s)(S(s))+B(S)TAO
Résidu préconditionné zg = . B (SEHYBE) g
Direction de recherche wq = zg
j=0
while ,/r,z > € do
a; = P5TPY Y, BO)(S()*BO) P,Pw,
aj = (rj,2;)/(q;, w;)
Aj+1 = A]‘ + a;w;
rjp1 =) — ;4
Zji1 = P2 ZS ﬁ(s)s(s(s))ﬁ(s)TT‘j
Wil = 2zj11 — (9, 2+1)/(q5, ;)W
end

indirecte (produit préconditionneur par vecteur résidu). L’ajout d'une direction de re-
cherche nécessite une résolution directe (produit opérateur par vecteur d’interface). Nous
considérerons donc que le recyclage est avantageux si recycler n directions de recherche
permet de réduire le nombre d’itérations d’au moins 7 itérations.

Remarque 9.1. Dans le cas de l’approche duale, la projection des contraintes orthogo-
nalement auz modes rigides (C* = PoC) n’est pas nécessaire puisque les directions de

recherche ont été construites dans le bon espace. Ainsi C* = C.

9.4 Mise en ceuvre pour des résolutions successives

Nous appliquons & présent ’ajout de contraintes additionnelles sur la structure 2 dans
trois configurations de résolutions successives.

9.4.1 Raffinement local

Dans le cas d’un raffinement local, la discrétisation de linterface est inchangée (voir
8.2). Ainsi, les vecteurs d’interface récupérés peuvent étre directement utilisés comme
contraintes additionnelles. Il faut simplement utiliser les matrices de passage N() et
M) dans les algorithmes 13 ou 12.
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| A 4+— +/rT'z sans recyclage
| —o— +/rT'z avec recyclage
102 = e Critére d’arrét H
§ . N 1
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=}
. R
&
o 1
10° F . E
L ]

1terations

FIGURE 9.1 — Structure 2 : évolution des résidus aprés raffinement du sous-domaine 6
avec ou sans recyclage

9.4.1.1 Estimation d’erreur globale

Aprés une premiére résolution, nous identifions le sous-domaine 6 comme étant celui
qui contribue majoritairement & l’erreur et faisons un raffinement hiérarchique pour lequel
chaque aréte du sous-domaine est divisée en quatre. Lors de cette premiére résolution, le
solveur a convergé en cinq itérations et nous sauvegardons alors cinq vecteurs d’interface
correspondant & ces cinq directions de recherche. Les autres paramétres sont donnés dans
le tableau 9.1. Sur la figure 9.1, nous donnons I’évolution du résidu dans le cas o toutes

Approche duale
Algorithme FETI
Préconditionneur Dirichlet
Projecteur I
Méthode reconstruction champ statiquement admissible EET
Espace de résolution des problémes locaux p+3

TABLE 9.1 — Structure 2 : paramétres

les directions de recherche ont été utilisées comme contraintes additionnelles et dans le
cas ou aucun recyclage n’a été effectué. Nous donnons également la valeur du critére

d’arrét, a savoir %eCRQ (QN,QN).

Nous observons la grande efficacité du recyclage qui permet d’atteindre le critére en
une itération alors qu’il est nécessaire d’aller jusqu’a la sixiéme itération sinon.
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FIGURE 9.2 — Structure 2 : évolution des résidus aprés raffinement du sous-domaine 6
avec ou sans recyclage

9.4.1.2 Estimation d’erreur locale

Nous considérons & présent la quantité d’intérét associée & la structure 2. Le solveur
converge en quatre itérations et puisque c’est un algorithme par bloc qui a été utilisé
pour résoudre simultanément problémes direct et adjoint, huit directions de recherche
ont été générées. Le sous-domaine 6 est toujours le contributeur majoritaire a l'erreur
et il est raffiné de la méme maniére que précédemment. Sur la figure 9.2, nous donnons
I’évolution du résidu dans le cas ou toutes les directions de recherche ont été utilisées
comme contraintes additionnelles et dans le cas ot aucun recyclage n’a été effectué. Nous
donnons également la valeur du critére d’arrét pour les problémes direct et adjoint.

Nous observons que dés la premiére itération le probléme adjoint est résolu de maniére
suffisante (au sens du critére d’arrrét) avec ou sans recyclage. Nous constatons sur ce
méme graphique qu’avec recyclage, une itération suffit pour atteindre le critére alors
qu’il est nécessaire d’itérer six fois pour atteindre le critére si aucun recyclage n’a été
fait.

9.4.2 Remaillage adaptatif

Dans le cas d’un remaillage adaptatif comme décrit au chapitre précédent, la discréti-
sation de l'interface est modifiée si bien qu’il est impossible d’utiliser directement les
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FIGURE 9.3 — Structure 2 : évolution des résidus aprés remaillage adaptatif avec ou sans
recyclage

vecteurs associés aux directions de recherche. La solution que nous proposons est la
projection de ces vecteurs sur la nouvelle discrétisation d’interface. Cette projection est
simple & mettre en ceuvre, peu cotiteuse puisque ce sont des vecteurs de taille réduite qui
sont projetés et ne requiert pas d’échange entre les sous-domaines.

Aprés une premiére résolution, nous utilisons la carte d’erreur et effectuons un re-
maillage adaptatif avec pour consigne de diviser ’erreur par dix. Lors de cette premiére
résolution, le solveur a convergé en cinq itérations et nous sauvegardons alors cing vec-
teurs d’interface correspondant a ces cinq directions de recherche. Les autres paramétres
sont donnés dans le tableau 9.2. Sur la figure 9.3, nous donnons ’évolution du résidu
dans le cas oul toutes les directions de recherche ont été utilisées comme contraintes ad-
ditionnelles et dans le cas ot aucun recyclage n’a été effectué. Nous donnons également

la valeur du critére d’arrét, a savoir 1—106(;39 (QN,QN).
Approche duale
Algorithme FETI
Préconditionneur Dirichlet
Projecteur I
Méthode reoncstruction champ statiquement admissible EET
Espace de résolution des problémes locaux p+3

TABLE 9.2 — Structure 2 : parameétres

Nous observons que dés l'initialisation, le résidu est divisé par 5 lorsque le recyclage
des directions de recherche a été mis en ceuvre. Ensuite, avec une procédure de recyclage,
le solveur converge plus vite vers la solution : seules quatre itérations sont nécessaires
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par rapport aux sept itérations dans le cas contraire.
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Nos travaux ont porté sur la résolution de problémes mécaniques en deux dimensions
par des méthodes de décomposition de domaine et sur I'estimation d’erreur globale et
locale de cette résolution.

Dans un premier temps, nous avons dressé un état de ’art de la vérification et des
méthodes de décomposition de domaine avant de rappeler les bases d’une estimation
d’erreur garantie et paralléle développée dans les travaux d’Augustin Parret-Fréaud. Ses
résultats illustrent la nécessité d’adapter le critére d’arrét du solveur itératif & la discré-
tisation. Nous avons montré que, dans le cadre de I'erreur en relation de comportement
et pour des méthodes de sous-structuration, des travaux ayant pour objectif d’éviter la
sur-résolution ont proposé des méthodes pour séparer les sources d’erreur. Néanmoins, la
majorité des réponses apportées nécessitent la résolution de problémes auxiliaires (ce qui
augmente le cott de calcul) ou n’offrent que des indicateurs (perte du caractére garanti).

Les apports de cette thése sont multiples. Tout d’abord, puisque I’estimation d’erreur
est réalisée par l'erreur en relation de comportement, nous avons cherché a améliorer la
qualité du champ statiquement admissible reconstruit. Pour cela, nous avons développé
une technique inédite permettant de tester la pertinence de la condition de prolongement
forte qui est 'hypothése a l'origine de la méthode EET. Notre approche globale permet
de trouver le meilleur champ (optimisation globale au sens de l'estimateur) veérifiant
cette condition. Bien siir, cette optimisation est cotiteuse mais montre la pertinence de
la condition de prolongement qui reste toutefois moins efficace que la méthode fluz-free.
Notre approche propose une version vectorisée évitant les tests et remplacant la résolution
de nombreux problémes locaux par la résolution efficace d’un probléme global. Pour
I’estimation d’erreur en paralléle, nous avons également proposé des améliorations quant
a la reconstruction des réactions nodales équilibrées aux interface en soulignant le role
des points multiples et des noeuds situés aux encastrements dont le mauvais traitement
peut engendrer une perte de précision de ’estimateur d’erreur.

Puis, pour l'estimation d’erreur globale, nous avons démontré des bornes supérieure
et inférieure strictes de l'erreur vraie séparant l'erreur de discrétisation de l'erreur algé-
brique. Ce résultat fondamental permet de connaitre dés les premiéres itérations l'inter-
valle dans lequel I'erreur vraie sera située a convergence. Ainsi, un nouveau critére d’arrét
en lien avec la discrétisation est défini et la sur-résolution est évitée. Nous avons appliqué
ce résultat fondamental dans les bornes classiques d’estimation d’erreur sur les quan-
tités d’intérét. Problémes direct et adjoint sont résolus sur la méme sous-structuration
simultanément et nous avons défini une nouvelle fois un critére d’arrét plus pertinent.

Enfin, dans une séquence de résolutions successives d'un méme probléme mécanique,
nous avons mis en place des procédures de remaillage exploitant les informations fournies
par 'estimateur d’erreur (cartes d’erreur ou répartition de l'erreur entre sous-domaines).
Pour un raffinement menant & des discrétisations imbriquées entre sous-domaines, nous
avons mis en place une méthode gérant I'incompatibilité aux interfaces. Nous avons
également exploité la base du sous-espace de Krylov construite & une résolution pour
accélérer la résolution suivante sur un maillage plus fin & ’aide des techniques de Krylov
augmenteé.
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Nos travaux ouvrent la voie & plusieurs perspectives. Premiérement, il nous parait
primordial de traiter un probléme industriel en trois dimensions comportant plusieurs
millions de degrés de liberté. En effet, bien que nos travaux aient été illustrés sur des
exemples numériques, les applications se sont limitées & des démonstrateurs. La résolution
de problémes de grande taille sera ’occasion de mesurer les gains de nos contributions.
Néanmoins, nous précisons que cela requiert une implémentation efficace et rapide de la
reconstruction des champs statiquement admissibles. La mise en ceuvre d’une adaptivité
de maillage sur un probléme industriel soulignera I'importance de 1’équilibrage des charges
sur les différents noeuds de calcul. Inévitablement, la question de la modification de la
sous-structuration au fur et & mesure des résolutions sera posée.

Dans un deuxiéme temps, il serait intéressant d’étendre nos travaux & d’autres types
d’approches sous-structurées. Les approches hybrides semblent offrir une possibilité d’ex-
tension de la méthodologie de reconstruction des champs admissibles plus immédiate que
les approches mixtes ou que pour les méthodes de décomposition avec recouvrement (type
Additive Schwarz).

Enfin, nos travaux sont restreints puisqu’ils n’envisagent que des problémes linéaires.
Le traitement de la non-linéarité, impliquant généralement 'utilisation d’un algorithme
de type Newton-Raphson, introduit un nouveau critére d’arrét et devra donc étre défini
en lien avec celui du solveur de Krylov et avec la discrétisation. En vue de généraliser
notre approche au non-linéaire, il faudra étendre ’estimation d’erreur en paralléle en
se basant sur les techniques existantes de vérification pour des problémes non-linéaires
(erreur en dissipation, ...). Des travaux de thése sont actuellement en cours au LMT-
Cachan sur Padaptivité des critéres de 1’algorithme de Newton-Raphson (algorithmes de
Newton inexacts) et de ’algorithme de Krylov utilisé pour le probléme d’interface.
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FIGURE 9.4 — Structure 1 : décomposition en 9 sous-domaines

Structure 1 Structure carrée ) = [—31; 3] x [—3[; 3] soumise & une force volumique
polynomiale et & des conditions de Dirichlet homogénes sur le bord. Le coefficient de
Poisson vaut 0.3 et le module d”Young est égal & 1 Pa. L’hypothése des déformations
planes est faite. Les efforts volumiques sont choisis de facon que la solution exacte soit :

ey = (2 +30)(z = 31)(y +31)(y — 31) ((y — 3)%¢, + (y + 3l)e,) (9-4)
Dans le cas d’estimation d’erreur locale, la quantité d’intérét considérée est la moyenne

de la contrainte normale suivant la direction e, sur un petit carré de coté [/10 et centré
sur l'origine.

Y

L(u) = #J (e, ®e,) : £ (u)dw (9.5)

mes(w)
Nous donnons la décomposition en neuf sous-domaines sur la figure 9.4 ainsi que les
solutions des problémes de référence et adjoint sur la figure 9.5. La solution du probléme
adjoint est nulle presque partout sauf dans le sous-domaine central dans lequel est le
support du chargement adjoint.

FIGURE 9.5 — Amplitude de la solution en déplacement (probléme direct & gauche et adjoint a
droite)



180 Annexe

Ce cas académique a ’avantage d’avoir une solution exacte connue si bien que nous
pourrons comparer les bornes obtenues & ’erreur vraie. L’erreur vraie sera calculée ainsi :

uraic = A/ llteu I3 — Il I (9.6)

Structure 2 La seconde structure, illustrée en figure 9.6, est un cas classique des
publications de vérification ([107] en particulier). II s’agit d’une structure présentant
une amorce de fissure, ce qui entraine une localisation de I'erreur de discrétisation. Les
déplacements sont imposés nuls a la base et sur le trou central. Le second trou est
soumis & une pression constante unitaire py. Un effort de traction unitaire ¢ est appliqué
normalement & la surface sur le bord gauche. Les autres bords sont libres d’efforts. Une
fissure est également initiée au niveau du petit trou. Le module d’Young est égal a 1
Pa et le coefficient de Poisson est 0.3. L’hypothése des contraintes planes est faite. La
sous-structuration choisie est celle illustrée en figure 9.6.

Sur cette structure, la quantité d’intérét considérée est la moyenne de la composante
0zz sur la région w localisée prés de la fissure. Le chargement du probléme adjoint est
donc :

R KESEm. (97)

avec g, = —=

s~ mes(w) & ® e, et est en orange sur la figure 9.6

Ud=0 1 2 3

FIGURE 9.6 — Chargement du probléme direct (bleu) et adjoint (orange) et décomposition.

Sur la figure 9.7, nous donnons en couleur les contraintes de Von Mises de la solution
éléments finis. La déformée présente sur la figure est celle due au déplacement solution.
Nous constatons une concentration de contraintes au niveau de la fissure, comme attendu.



Annexe 181

FIGURE 9.7 — Contraintes de Von Mises pour le probléme direct (gauche) et adjoint (droite).

Nous donnons également le déplacement adjoint sur la figure 9.8 ainsi qu’un zoom sur
le sous-domaine 6. A I'exception du sixiéme sous-domaine, les déplacements du probléme
adjoint sont quasiment nuls sur toute la structure.

Dans la suite, pour chacune des structures nous préciserons uniquement ’approche
utilisée (primale ou duale), algorithme itératif (BDD ou FETT), le préconditionneur et
le projecteur. Nous donnerons également la méthode utilisée pour la reconstruction du
champ statiquement admissible ainsi que la maniére dont ont été résolus les problémes
locaux : soit par augmentation du degré des fonctions de forme (p+k) soit par sous-

découpage de 1’élément en sous-éléments (2%) comme illustré en figures 9.9, 9.10, 9.11.
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