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Les travaux que nous présentons pour l'obtention du doctorat d'état
en didactique des mathématiques comprennent des travaux de mathématiques et

des travaux de didactique des mathématiques.

Pour les mathématiques, il s'agit d'une part d'une recherche en lo-
gique sur la bicommutabilit& de théories, r&alisSe en collaboration avec
E. Isambert, M.J. Perrin et A. Zalk ‘et publiée en 1978 par la revue Fundamen-
tae Mathematicae, d'autre part d'une recherche récente, non -encore publiée,
sur le mouvement d'un solide soumis 3 la pesanteur autour d'un point fixe, réa—

lisBe en collaboration avec E. Isambert et V. Gautheron.

Pour la didactique, il s'agit &galement d'une part de recherches ayant
déja donné lieu 2 des publications, d'autre part d'une recherche récente, non
encore publiée, concernant la reproductibilité des situations didactiques. Pour.

représenter les premidres, nous avons choisi trois articles :

- "Numération 3 1'8cole &lémentaire", réalisé en.collaboration avec

J. Robinet et paru en 1982 dans la revue Educational Studies in Mathematics,

~ "Conceptions du-cercle chez des enfants de 1'8cole &l&mentaire”, réalisé
en collaboration avec J. Robinet et paru en 1982 dans la revue Recherches en Di-

dactique des Mathématiques.

~ "Une expérimentation de coordination de 1'enseignement des mathématiques
et de la physique en DEUG SSM" publié en 1981 dams les cahiers du séminaire de

didactique et pédagogie des mathématiques de 1'IMAG (Grenoble)

L'ensemble de ces travaux de didactique se partage entre deux pdles :

celui de 1'enseignement &lémentaire oit, comme beaucoup de didacticiens, nous

nous sommes initiée 3 la recherche et celui de 1’enseignement supérieur qui

est notre domainé_d'enseignement. A ces deux pdles, correspbndent des travaux
de nature différente. Dans le premier cas, il s'agit de recherches didactiques,
au sens usuellement admis pour ce terme, soit de nature plutdt expérimentale
comme celles concernant la numération et les formes géométriques, soit de natu-
re.plutdt théorique et méthodologique comme celle concernant la reproductibi-
1ité des situations didactiques. Dans le second cas, il s'agit de travaux 3
vocation plus directement utilitaire, 3 la frontiére emn quelque sorte de la re-
cherche. R&alisés souvent dans le cadre de notre participation 3 1'I.R.E.M,

ils concernent 1'enseignement de 1'analyse : le texte choisi ici, aborde le -
probleme de 1'enseignement des différentielles, 3 travers 1'analyse en cours .
de réalisation et a posteriori d'une inmovation 3 laquelle nous avons partici-
pé. Si nous avons voulu qu'ils soient représentés ici, c'est qu'ils constituent,
3 nos yeux, une des composantes importantes de 1'activité de 1'emseignant-cher-
cheur, qu'il les envisage comme &tudes préalables 3 la recherche ou comme ten-
tativesd'utilisation de ses résultats. La didactique des mathématiques, surtout
au niveau de 1'enseignement supérieur ol son développement est récent, doit pou—
voir pour avancer s'appuyer sur eux, comme elle s'appuie sur les acquis théori-

ques et méthodologiques de la recherche.
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PREMIERE PARTIE

CONTRIBUTION A L'ETUDE DE LA REPRODUCTIBILITE DES SITUATIONS DIDACTIQUES

INTRODUCTION

La recherche que nous présentons ici concernant la reproductibilité
des situatioms didactiques, se situe dans le prolongement de celle menée sur
les conceptions du cercle 3 1'&cole &lémentaire. Nous voiudrions expliquer bri-
Zvement pourquoi. Nous avions envisagé 3 cette &tude divers prolongements : Il
aurait sans doute &t& int&ressant et utile de contrdler la fiabilité des résul-
tats obtenus, pré-expérimentation et expérimentation n'ayant porté que sur des

-

effectifs restreints. Nous aurions pu &galement chercher 3 €largir sSon champ de
validité et 3 approfondir le sens des résultats obtenus en nous intéressant 3
un ensemble plus vaste de formes gométriques. Ce n'est pas la voie que nous
avons choisie. La recherche menée nous avait apporté des connaissances certai-
nes sur les conceptions des &léves et leur &volution au cours du processus ex—
périmental ainsi que sur 1'enseignement dans ce domaine de la géométrie. Mais
un certain nombre de questiomns, particulidrement importantes si 1'on envisageait:
une utilisation dans les classes des situations-problémes construites pour la
recherche, demeuraient sans réponse : toutes celles concernant les rapports en-
tre les régularités observées et la dynamique des processus didactiques dans
lesquels elles avaient &té constat@es. En effet, 1'analyse avait &t& menée 3 un
niveau essentiellement psychogénétique et 1'&tude de la dynamique des situations-
problémes, restée sommaire, nous interdisait de garantir, de fagon fiable, des
régularités 3 ce niveau. C'est pourquoi, le développement des recherches didac-
tiques dans le domaine géométrique nous permettant de penser que les résultats
que mous avions obtenus seraient, dans un proche avenir, confrontés et coordon-
nés & de nombreux autres, nous avons choisi d'aborder les questions relatives

3 la dynamique des situations didactiques et donc, en fin de compte, & la repro-

ductibilité@ de ces derniéres.
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Nous voudrions souligner ici que le probléme de la reproductibilité
des situations didactiques, nous semble, de manidre générale, au point ol sont
parvenues les recherches en didactique des mathématiqﬁes en France, une ques-—
tion difficile mais fondamentale. Si la didactique a &té& unanimement congue
depuis une dizaine d'années comme un champ de recherches visant & produire des
déclarations sur 1l'enseignement ayant un statut ou un caractére scientifique
et la didactique d'une discipline comme la relativisation de cette derniére &
1'étude des phénoménes d'enseignement spécifiques du domaine de connaissance
visé, le souci de prendre en compte, 3 un niveau théorique, les situations di-
dactiques, condition de 1'étude de ces phénoménes, a mis plus de temps 3 faire
son chemin dans la communauté des didacticiens. Les travaux présentés 3 la se-
conde &cole d'été de didactique des mathématiques (Orl8ams - 1982), les discus-
sions qui s'y sont tenues, semblent montrer que ce pas est maintenant franchi.
Dans ces conditions, la question de la reproductibilité des situations didae~
tiques devient centrale.

Son importance se trouve, 3 motre avis, renforcée par la difficulté
que nous avons 3 assurer la transmission des résultats de nos recherches. Cet-—
te difficultd, qui ne réside pas seulement dans des difficultés de publication,

se situe :

~ dans la transmission vers les autres chercheurs, 1l'aspect morceld des
recherches, leur présentation méme les rendant souvent encore difficilement

utilisables par d'autres chercheurs,

‘- mais aussi et surtout dans la transmission vers les utilisateurs potem

tiels que sont les enseignants.

Ces derniéres années, la préoccupation majeure de nombreux chercheurs
a été de constituer la didactique des mathématiques en champ scientifique 3 part
entidre. Il s'en est suivi des travaux d'un grand intérét, soit principalement
expérimentaux et cherchant alors 3 satisfaire des critdres de scientificité cal-
qués le plus possible sur ceux des domaines scientifiques connexes comme la psy-

-~

>chologie, soit plus thdoriques-ou méthodologiques, cherchant & identifier un

v

certain nombre de concepts ou méthodes qui seraient au coeur de ce nouveau
champ scientifique. Mais ceci a consacr& une rupture entre le corps des cher-
cheurs et celui des enseignants, ces derniers .cherchant dans les résultats de
la didactique, des réponses immédiatement utilisables aux questions posées par
1'enseignement dans les classes. En effet, les exigences de "scientificit&"
ont contribué 3 €loigner les chercheurs des classes, en faisant longtemps os-

ciller la recherche expérimentale entre deux pdles opposés :

- celui des é&tudes cliniques portant sur un &chantillon réduit que 1l'on
gtudie de manidre aussi fine que possible dans le but d'identifier les proces—
sus qui gouvernent la construction des connaissances dans un domaine d8terminé
(ces recherches concernent des sujets pris individuellement ou en petits grou—

pes, non en situation de classe),

- celui des &tudes portant sur d'importantes populations (souvent 3 base
de questionnaires), recherches qui ne concernent pas elles non plus directement

des 8l&ves en situation scolaire.

Dans ces deux cas, on pouvait se référer 3 des méthodes classiques et
reconnues, 3 la fois pour le recueil et 1'analyse des donndes.

Les recherches concernant des €l8ves en situation de classé; qui exis-
taient elles—aussi, furent, pour des raisons de complexité aisément coﬁpréhen—
sibles beaucoup plus difficilement exploitées. On ne peut en effet standardiser
la passation d'une situation dans une classe comme 1'on standardise celle d'un
test.

Les recherches classiques, cliniques ou statistiques, permetﬁent de met-
tre entre parenthéses le milieu pendant 1'expérimentation ; par contre, -lorsque
1'on expérimente en situation scolaire, om est plongé de manidre difficilement
maitrisable dans la complexité@ du systéme &ducatif : on ne peut isoler 1'éldve
du groupe classe, le groupe classe du maitre, le maitre de 1'institution scolai-

re. Mais alors,

- quel sens ont les phénoménes observés et quelles sont les variables qui

les déterminent ?

~ quel rapport existe-t—il entrc l'histoire de la classe et les histoires

individuelles des &l&ves ?
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- Peut-on dépasser un discours descriptif et arriver 3 un discours ex-

plicatif, voire prédictif, au niveau des &l&ves, au niveau de la classe ?

De plus, indépendamment de 1'existence du maitre, de 1'institution
scolaire, donc d'un milieu complexe, la taille de 1'échantillon "classe" est
peu commode si 1'on se référe aux méthodes scientifiques classiques. Si 1'on
tente une analogie audacieuse avec un domaine physique comme la thermodynami-~
que, pour &tudier la trajectoire d'ume moldcule, on dispose d'um outil : la
mécanique classique, pour &tudier le comportement de milliards de milliards
de moldcules, on dispose de l'outil statistique qui permet de définir des gran—
deurs macroscopiques, mais pour étudier un &chantillon d'une centaine de mold-
cules, on est plus démuni. De méme, en didactique, la taille de 1'échantillon
"classe" n'est pas idéale. Mais elle n'en reste pas poins fondamentale et le
sens, 3 cette &chelle, des phénom&nes observés, leur régularité doivent &tre
gtudids.

C'est a 1'approche de ces problémes que notre &tude sur la reproduc-
tibilité des situations didactiques se veut ume contribution. Nous espérons
qu'elle permettra une formulation des questions qui se posent dans un cadre
qui n'évacuera pas la complexité du systéme classe, qu'elle permettra aussi,
tout en prenant largement appui sur elle, de dépasser 1'approche psychogéné-
tique qui est le plus souvent la ndtre, méme lorsque nous &tudions des situa-
tions de classe. En retour, nous espérons qu'elle sera susceptible d'avoir des
retombées positives 4 la fois sur les recherches et sur la diffusion de leurs

résultats.

CHAPITRE I

MODELISATION ET REPRODUCTIBILITE EN DIDACTIQUE DES MATHEMAT IQUES




L'étude de la reproductibilité des situations didactiques va passer
par diverses modélisations concurrantes de ces dernigres. Il s'agit dans ce
chapitre, en quelque sorte de planter le décor.

Pour ce faire, nous devons, en premier lieu, préciser le sens que
nous domnerons au terme de "modéle" : pour nous, comme 1l'&crit S. Bachelard
[11], le modéle constitue "un intermédiaire 3 qui nous délégons la fonction
de connaissance, plus précisément de réduction de l'encore émigmatique en pré-
sence d'un champ d'études dont 1'accds pour des raisons diverses nous est dif-
ficile".

De part sa position d'intermédiaire, le modéle est impliqué dans ume

relation ternaire avec d'une part,

- une réalité phéndménoiogique dont il  est une. abstraction
1
d'autre part,

- un champ théorique qui, structurant 1l'investigation de la réalité,

guide sa construction.

D'oll la nécessité de décrire, au moins dans ses grandes lignes, le
champ théorique auquel nous nous référerons constamment dans cette recherche,
3 la fois explicitement et implicitement.

Enfin, qu'en est—-il, 3 1'heure actuelle, de la reproductibilité dans
les travaux de didactique des mathématiques ? C'est ce que nous essaierons de

cerner pour compl&ter cette esquisse.

I UN CHAMP THEORIQUE POUR LA DIDACTIQUE DES MATHEMATIQUES

A 1'heure actuelle, sous l'impulsion de nombreux chercheurs, em par-
ticulier G. Brousseau, Y. Chevallard, G. Vergnaud, il semble que s'installent,
se juxtaposent, se coordonment en didactique des mathématiques, un certain nom—
bre de cadres théoriques et en liaison avec eux, un cértain nombre de comcepts
qui en constituent 1l'ossature. C'est dans le champ théorique ainsi en voie de

constitution que se situe le présent travail.

L'unité de ces approches théorisantes repose en premier lieu sur leur

caractére systémique, La didactique des mathématiques &tudie les processus de

transmission et d'acquisition des différents concepts de cette science, par-—
ticulidrement en milieu scolaire et universitaire. Cette &tude est celle d'un
systéme, le systéme didactique, et de son fonctionnement. Le systéme didacti-

que est formé, comme le précise Y. Chevallard ({2 ]) :

- du systéme didactique stricto-sensu (essentiellement constitué de

trois sous—systémes : professeur, él&ves, savoir enseigng),

— et d'une couche extérieure qu'Y. Chevallard nomme la noosphére du
systéme didactique. Cette couche contient tout ce qui, dans la société, pense
au niveau précis des contenus de 1'enseignement. "Elle est le lieu i la fois
des conflits et transactions par lesquels s'exprime et se réalise 1l'articula-

tion entre le systdme didactique stricto-sensu et som environnement”.

Cette approche systémique nous semble essentielle :

- elle montre que la didactique des mathématiques se trouve au coeur
d'interactions multiples et doit ds ce fait, sans pour autant négliger les
apports des disciplines connexes, en particulier la psychologie et 1'épis-—

témologie, développer ses propres problématique et méthodologie.

~ elle montre, en les regroupant au sein d'ume structure commune, ce
qui lie entre elles les didactiques des diverses disciplines mais, dans le
méme temps, elle pointe ce qui les s@pare : des savoirs différents dont 1‘'ap-
propriation et la transmission posent des probldmes qui sont, eux, spécifiques
de la connaissance visée.
C'est pourquoi, dans ce qui suit, nous balayerons le systéme didacti-
que, sous-syst@me par sous-systdme, en isolant dans chaque cas, les concepts

qui nous paraissent y avoir leurs racines essentielles.

A - Sous-systéme "savoir enseigné".

Les efforts effectués pour tenter d'améliorer I'enseignement des ma-
thématiques, au cours des 20 dernidres anndées, tant en France qu'ia 1'étranger,
ont d'abord porté essentiellement sur cette composante du systéme didactique.
Ils se voulaient une réponse au vieillissement, voire au caractére obsoléte
des savoirs enseignés. Les résultats ne furent pas a la mesure des efforts

consentis. Sans doute ume centration trop exclusive sur les savoirs enseignés



n'y est pas &trangdre, mais 3 elle-seule elle ne suffit pas i expliquer
toutes les difficultés rencontrées. La mise en place des réformes souleva
de nombreuses résistances : de plus, trés vite, certains des nouveaux objets
d'enseignement introduits se révélérent mal adapﬁés, d'autres se mirent 3
vivre une vie propre, subissant des perversions que n'avaient pas prévues
les auteurs des réformes. Pour le didacticien, ces phénoménes ne sont pas

le fait du hasard, ils ne sont pas spécifiques des mouvements de réforme

des 20 derniéres années. Ils sont la conséquence :

- de la complexité des mécanismes par lesquels les savoirs savants se

transmutent en objets d'enseignement,

- du fait que les objets d'enseignement sont soumis 3 une &conomie

qui leur est propre, celle du systéme didactique.

La didactique se doit de les prendre en charge au niveau théorique

et c'est 3 ce besoin que répond le concept de "transposition didactique”,

interprétation en didactique des mathématiques d'un concept plus large dii &
M. Verret ({3 1). En effet la transposition didactique désigne "le processus
par lequel un élément du savoir savant devient une comnaissance 3 emséigner
puis un objet d'enseignement” ([ 4 ]). L'analyse de la transposition didacti-
que de la notion de distance menée par Y. Chevallard et B. Joshua ([2:;]) est,
3 ce sujet, exemplaire. Les auteurs suivent pas 3 pas le cheminement qui a
mené de la notion axiomatisée par Fréchet pour résoudre des problémes d'ana-
lyse fonctionnelle 3 1'objet actuellement enseigné en 42me, dans le cadre de
la géométrie plane, pointant.les interventions des différentes composantes

du systéme didactique, en particulier de sa noosph&re et analysant leurs effets.

Mais, au niveau des savoirs enseignés, la recherche en didactique ne
doit pas prendre en compte uniquement la spécificité des objets d'emseignement.
Elle doit aussi se préoccuper du découpage qu'elle va 6pérer sur ces objets.

Ce découpage ne peut 8tre trop fin. Comme 1'&crit G. Vergnaud ([5]) : "il ne
serait pas raisonnable d'&tudier séparément 1'acquisition de la multiplicatiom,
de la division, des fractioms, rapports, nombresratiomnels, proportions,des
fonctions lindaires et multilindaires, des espaces vectoriels et de 1'analyse

dimensionnelle, car les relations rencontr@es par les &l&ves dans des problémes

de multiplication et de division participent de tous ces concepts”. D'od

la notion de "champ conceptuel” qu'il définit comme "un espace de problé~
mes ou de situations problémes dont le traitement implique des concepts et
des procédures de plusieurs types en &troite connexion” [6 ]. L'intérét et
1'importance de cette notion pour la didactique se comprendront encore mieux
si 1'on considére le sous—systéme ''sujet-apprenant”. En effet, il est main-—
tenant bien connu que 1'enfant ne construit pas son savoir par petits blocs
isolés sur des périodes de temps courtes et bien délimitdes. L'étude de la
psychogénése des contenus de connaissance ne peut donc s'effectuer sans un
découpage de la connaissance en domaines suffisamment larges et cohérents
tels ceux des structures additives, multiplicatives, 8tudiées précisément

par G. Vergnaud et son &quipe.

B - Sous~systéme ""sujet apprenant”

Dans ce cadre, la référence aux théories Piagétiennes de 1'appren-
tissage et en particulier & la théorie de l'équilibration majorante ([7 ])
est constante, méme si ces théories sont reconnues insuffisantes dans une
perspective didactique par tous les auteurs. (Cf. par exemple G. Vergnaud
d61), c. Laborde ({8 ]), J. Rogalski ({9 1)). Dans cette optique, une no-

tion fondamentale est celle de "conception du sujet", associded un &tat de

la comnaissance du sujet & un instant donné, relativement & un concept donné.

Comme 1'on distingue dans un concept mathématique :

-~ 1a notion mathématique telle qu'elle est dé&finie dans le contexte

du savoir savant 3 une époque donnée,

~- 1'ensemble des signifiants associ@s au concept : représentations
symboliques et icdniques,

- la classe des problémes dans la résolutior desquels il prend son
sens, ‘

- les outils : théorémes, techniques algoritmiques, spécifiques du
traitement du concept,

On distinguera dans les conceptions des sujets ces diverses compo-

santes et, en particulier :
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- la classe des situations—problémes qui donment son sens au concept
pour 1'éléve,

- 1'ensemble des signifiants qu'il est capable de lui associer, en

particulier les images mentales, les expressioms symboliques,

- les outils, théor@mes, algorithmes dont il dispose pour manipuler

le concept.

G. Vergnaud a justement introduit 3@ ce propos la notion de "théo—
réme en acte" pour désigner "les propriét@s des relations saisies et utili-
sées par le sujet en situation de probléme ; le vocable "en acte" signifiant
qu'il n'est pas pour autant nécessairement capable de les expliciter ou de

les justifier" ([61).

Mais; comme nous l'avons déji signalé, cette approche théorique bien
qu'issue de la perspective Piagétienne, dans le sems ol elle postule, en par—
ticulier, que toute connaissance se construit par une interaction constante
entre le sujet et 1'objet, s'en démarque entre autres dans sa manidre d'envi-
sager les rapports entre le sous—systdme "sujet apprenant” et le sous—systéme
"savoir enseigné". D'une part, les contenus ne sont pas considérés ici comme
le substrat sur lequel va se développer la recherche d'une organisation et
d'une hiérarchisation de structures mentales générales et la notion de champ
conceptuel est 13 pour réhabiliter justement en quelque sorte les contenus de
connaissance. D'autre part, la perspective didactique imprime un autre sens &
1'étude des rapports entre les deux sous—systémes.

En effet, pour le didacticien, le probléme majeur, c'est celui de
1'&tude des conditions dans lesquelles se constitue le savoir mais en vue de
leur optimisation, de leur contrdle et de leur reproductiom, en situation sco-
laire essentiellement. Ceci va le conduire i accorder une importance particu-
lidre 3 l'objet de l'interaction entre les deux sous—systémes qu'est la situa-

tion probléme et 3 la gestion par 1l'enseignant de cette interaction.

C - Systéme didactique stricto—sensu

. - . 4 AL -
Le concept, essentiel 3 ce niveau ue 1'analyse est celui de "situa

tion didactique" d@l & G. Brousseau qui reprend et organise les &léments
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ci-dessus. Par situation didactique, on désigne "l'ensemble des rapports
&tablis explicitement et/ou implicitement entre un &l&ve ou un groupe d'é-
léves, un certain milieu (comprenant &ventuellement des instruments ou des
objets) et un systéme &ducatif (le érofesseur) aux fins de faire approprier
3 ces &ldves un savoir constitué ou en voie de constitution”™ (10 ]).

Comme on le pergoit immédiatement, le cadre matériel, l'univers de
la situation didactique est la classe donc concerne essentiellement le sys-—
téme didactique stricto-sensu ; mais, la présence de 1l'enseignant doué d'une
volonté d'enseignement met en &vidence le rBle joud par les &léments du sys-—
téme qui contribuent 3 déterminer sa conception de 1'enseignement visé, en
particulier la noosph@re du syst@me didactique.

On peut alors interpréter la mise & 1'8cart relative du maitre,
dans les recherches menées par 1'&quipe de G. Brousseau, sur laquelle nous
reviendrons ultérieurement, comme une volonté de réduire, pour mieux les
maftriser, l'influence des facteurs extérieurs au systdme didactique stric-
to-sensu, dans l'étude des situations didactiques. La citation suivante
(J. Perez [ 11 1) illustre trés clairement le changement de point de vue par
rapport 3 1'approche psychogéndtique et le type de contraintes auxquelles
satisfont les situations didactiques analysées dans les recherches de cette
équipe : "La démarche que nous avons suivie consiste d'abord 3 construire
un processus d'apprentissage oli la connaissance n'est pas directement ou
indirectement enseignée par le maltre, mais doit apparaitre progressivement
chez l'enfant 3 partir de multiples remaniements structurels : ceux—ci étant
le résultat de confrontations avec un certain type d'obstacles rencontrés au
cours de 1l'activité. Ce sont donc les multiples interactions au sein de la
situation qui doivent seules provoquer les modifications chez 1'&léve et fa-
voriser ainsi 1l'apparition des concepts souhaitds ... Si la connaissance vi-
sée par 1'apprentissage doit apparaitre dans l'exacte mesure ol elle devient
un instrument nécessaire pour s'adapter 3 une situation devenue problématique
(les stratégies utilisées spontanément se révélant inefficaces), tout 1'effort
de 1'analyse du didacticien doit porter sur cette situation. La question pri-
mordiale est d'abord de savoir en effet, en quoi, celle—ci est réellement pro-

blématique pour 1'enfant". .

Pour le didacticien donc, déterminer comment l'utilisation de variables
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de commande de la situation peut provoquer, dans la classe, des changements
de stratégie, comment 1'on pourrait contrdler au sein d'un processus, par

la manipulation de ces commandes, une gen&se scolaire du concept, apparait
beaucoup plus important que de chercher & préciser dans leurs moindres dé-

tails les &tapes du développement psycho-génétique.

Cette genése scolaire et artificielle des concepts, le didacticien
la construit et 1l'analyse en s'appuyant sur une théorie, qui refl&te une
prise en compte didactique d'aspects pergus comme fondamentaux dans la cons—
truction de la comnaissance scientifique.

Actuellement, la théorie 3 laquelle les didacticiens se référent
en général est la théorie des situations didactiques &laborée par G. Brous—
seau. Elle se base sur une classification qui, ind&pendamment des contenus,
traduit les différents rapports que les situations didactiques peuvent ins-
taurer vis 3 vis de 1'objet de connaissance. Elle distingue ainsi des situa-
tions d'action, de formulation, de validation et depuis ume &poque plus ré-
cente d'institutionnalisation. Pour G. Brousseau une genése scolaire des
concepts doit si possible comprendre ces quatre &tapes, reflets d'étapes
clefs de la construction du savoir scientifique.

Aux situations d'action , de formulation, de validation sont asso—
cies trois fbrmes de dialectique qui, comme 1'8crit R. Douady ({12 ]) ont
des fonctions différentes :

- "dialectique de 1l'action : 1'él&ve est confronté Z une situation

qui lui pose probléme. Dans sa recherche d'une solution, il produit des ac-—
tions qui peuvent aboutir & la création d'un savoir faire. Il peut plus ou
moins expliciter ou valider ses actions mais la situation d'action ne 1'exige

pas.

— dialectique de la formulation : des conditions différentes rendent

nécessaire un &change d'informations et la création d'um langage pour assurer
1'échange. Dans la situation de formulation, 1'éléve peut justifier ses posi-

tions mais la situation ne 1'exige pas ...

- dialectique de la validation : les &changes ne concernent plus seule—

ment les informations mais aussi les déclarations. Il faut prouver ce que 1'on

affirme autrement que par l'action. C'est 1'objectif de la situation de
validation". Ici, comme le souligne N. Balacheff, sont mis en jeu deux as-

pects importants de la preuve :

"~ la nécessité de prouver est lie 3 la situation dans laquelle on

se trouve,

- la preuve est un acte social, elle s'adresse 3 un individu (&ven-

tuellement soi-méme) qu'il faut convaincre.” [13].

Quant aux situations d'institutiomnalisation ce sont "celles par

lesquelles on fixe conventionnellement et explicitement le statut cognitif’
d'une counaissance ou dfun savoir'" (G. Brousseau [ 14 ]).

De nombreux travaux de recherche se placent dans ce cadre théori-
que, outre bien sir ceux de G. Broussegu et son &quipe qui concernent es-
sentiellement 1'enseignement primaire. Pour 1'étude des situatioms de for-—
mulation le lecteur pourra se référer utilement 3 la thése de C. Laborxde
({81), pour les situations de validation aux travaux de Nicolas Balacheff,
par exemple ([13 ] et [ 15 ]J). Les situations d'institutionnalisation ont
8té jusqu'alors peu étudides. Dans le chapitre IIT, nous abordons nous~mé-—
mes 3 propos de la recherche mende sur le cercle le probléme de 1'institu-
tionnalisation des connaissances, mais il serait faux de prétendre que ce
soit dans le cadre de situations d'institutiomnalisation. Comme nous le mon-—
trons, l'institutionnalisation s'effectue de manidre diffuse tout au long

de 1'apprentissage avec des temps forts lors des phases de rappel et de bilan.

Dans ses travaux récents, [16 }, R. Douady développe une approche
des situations didactiques sensiblement différente et elle—aussi int&ressante.
Ce qu’elle retient essentiellement de la construction des connaissances

scientifiques pour &laborer une gendse scolaire des concepts c¢'est :

- qu'il convient de distinguer pour um concept mathématique son carac—
tére outil et son caractdre objet. Par outil, elle entend "son fonctionnement
scientifique dans les divers problémes qu'il permet de résoudre’, par objet,
elle entend "le concept mathématique, considéré comme objet culturel ayant
sa place dans un &difice plus large qui est le savoir savant 3 un moment don-—

né, reconnu socialement”,

13
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~ qu'un concept joue souvent le rdle d'outil implicite avant de

devenir un objet du savoir constitué,

- qu'il peut &tre mobilisé en général dans plusieurs cadres (phy-
sique, géométrique, numérique, graphique ...) entre lesquels s'&tablis-
sent des correspondances qui peuvent 8tre des moteurs de la progresssion

du savoir.

D'ol les notions de dialectique outil/objet et de jeu de cadres

sur lesquelles se fondent la structure "Activités — Institutionnalisation -

Exercices" qu'elle construit.

Dans cette structure, 1'éléve est confronté, dans une premiére
étape, 3 un probléme pour lequel la mise en oeuvre d'un objet connu cémme
outil explicite permet d'engager une procédure de résolution mais ne per~
met pas d'aboutir. Au cours d'une phase d'actiom, il va donc mettre en
oeuvre implicitement des outils nouveaux, pour tenter de résoudre le pro-—
bléme posé. L'intégration de ces outils nouveaux aux savoirs anciens s'ef-
fectue au cours d'une seconde &tape, dans des processus dialectiques de
formulation et de validation. La troisiZme &tape est une phase d'explicita-
tion au cours de laquelle certains &léments nouveaux sont-identifiés com-
me objets de savoir.

A ces trois &tapes qui constituent le pdle "activités” de la struc~
ture s'ajoutent nécessairement, pour des raisons d'efficacité, une phase
d'institutionnalisation et une phase "exercices" oii 1'éléve a 1l'occasion de
faire fonctionner et de mettre 3 1'épreuve les nouvelles connaisdances ac—
quises.

Le jeu de cadre est utilisé, tui, par le biais de 1'imperfection
des correspondances inter-cadres comme moteur de déséquilibres, la recher-
che de la compensation de ces dés&quilibres (au sens Piagétien) devant per-—
mettre de progresser vers la résolution du probléme posé. On retrouve ici
les différents actes de la construction des connaissances mis en avant par
G. Brousseau : action — formulation - validation - institutionnalisation.
Mais ce ne sont plus eux qui conditionmnent la classification des situationms,

donc leur analyse et leur &laboratiom.

15

Les deux approches théoriques que nous Venons de présenter trés
bri&vement, en accord avec le contenu du paragraphe I B, se situent dans
le cadre de processus d'apprentissage mettant 1'accent sur 1'activité de
1'éldve; lui accordant dans une large mesure la responsabilité de la cons-
truction de son savoir. Les situations d'enseignement tradiﬁionnelles,
c'est bien connu, fonctionnent rarement de la sorte. N'y-a-t-il pas 13 une
contradiction ? Nom, 3 motre avis, car 1'analyse des phénoménes didactiques
est, pour le didacticien, intimement 1ide 3 leur production. De ce fait,
les cadres théoriquess élaborés pour 1'analyse des situations didactiques,
doivent pouvoir servir de guide 3 la construction de genéses scolaires du
savoir en accord avec les cadres th&oriques développés par ailleurs. IL
n'en demeure pas moins, que méme s'ils n'ont pas &té &laborés explicitement
3 cette fin, les concepts de la théorie des situations didactiques (notions
de variable didactique, d'ouverture d'une situation, de saut informationmnel,
de contrat didactique ...) sur lesquelles nous ne pouvons nous &tendre ici
ont fait, sans aucun doute possible, la preuve de leur efficacité dans 1'ana-
lyse des situations didactiques, de quelque nature qu'elles soient.

Soulignons que R. Douady recomnait, i ce propos, que la pédagogie
courante utilise essentiellement et dans 1'ordre invariable la méthode "j'ap-
prends - j'applique" qui, dans les termes introduits ci-dessus constitue
3 son avis une mécanique objet/outil. Mais, et ceci justifie sa démarche,
elle pense qu'il y a une masse critique de connaissances & acquérir par le

processus qu'elle décrit (Activités — Institutionnalisation - Exercices),

- YGr3ce 3 quoi il est possible de leur intégrer d'autres connaissan-—
ces acquises autrement, par exemple par la mécanique objet-outil, et qui fonc
tionnent efficacement,

"

- en—dessous de laquelle le "j'apprends - j'applique" est inefficace

pour la plupart des &ldves”. [16].

Le survol du champ théorique de la didactique que nous venons d'ef-

fectuer est i la fois trds schématique et trés élémentaire. Il s'adresse au

lecteur non-spécialiste de la discipline et tente de lui donner rapidement,
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sous une formulation accessible les moyens de situer notre recherche dans
le champ didactique, de mieux comprendre sa problématique, sa méthodogie,
de mieux apprécier le sens et la portée des résultats obtenus®. Il nous
semble nécessaire de le compléter par quelques considérations sur la néces—

sité, le rSle mais aussi les limites & 1l'heure actuelle de ce cadre théo—

rique.

D - Le rdle des obﬁefs théoriques de la didactique

Pour certains, dont je suis, 1'avancement des recherches en didac-
tique desbﬁathématiques passe nécessairement par 1'effort de théorisation.

Pour d'autres, au contraire, toute théorie 3 1'heure actuelle cons-—
titue une fausse scientifisation de la recherche, 3 un niveau purement id&o-—
logique, dans un jargon aux termes mal définis voire indéfinissables et la
didactique des mathématiques n'est pas préte 3 dépasser le stade de la re-
cherche pragmatique. Peut 8tre est—ce inhérent 3 la nature des objets qu'el-
le étudie et ne le sera—t—elle jamais ?

L'invocation de la nature des objets &tudiés nous semble une mau—
vaise excuse. Elle se sous—tend implicitement de l'affirmation que ce qui
a trait 3 1'humain entre dans une complexité trop grande (complexité des
objets eux-mémes, mais aussi de leurs inter-relations comme des rapports 3
1'observateur) pour s'inscrire dans une approche scientifique.

Cette affirmation est, & l'heure actuelle, dépassée. Les succés
remportés par les sciences du complexe (succ&s sur lesquels les possibilités
créés par l'utilisation de technologies nouvelles : microscopie &lectronique,
informatique ... ne sont pas sans influence), comme la reconnaissance par
la physique contemporaine que 1'objectivité scientifique ne passe pas par

1'absence de référence 3 l'observateur sont 13 pour 1'attester.

¥ Note : Pour une plus ample familiarisation, le lecteur pourra se référer
aux textes citds et peut—&tre, em tout premier lieu, & 1l'article
"pidactique des Mathématiques" que R. Douady a &crit pour L'Ency-
¢clopédia Universalis.

Cela étant dit, il n'en demeure pas moins que les contraintes pro-
pres au domaine studié imposent au chercheur en didactique de n'avancer qu'a-
vec précautions et patience. Il doit se garder "d'extrapoler & 1'extréme
les oui rares et limités qui ont &té obtenus de la nature” (I. Prigogine
et I. Stengers, [ 17 ]) en surmontant comme 1'&crit Bachelard dans 'La for-
mation de 1'esprit scientifique" ([ 18 }) 1'obstacle de la géndralisation
hative et facile. Il doit aussi se garder de 1'illusion qui consiste 3 pen-
ser qu'on a conceptualisé alors méme qu'on n'a fait qu'apposer un nom. Mais

il n'en reste pas moins que la théorie est un besoin :

- C'est elle qui permet de structurer 1l'observation en soi informe,
de questionner les faits bruts, tout en nous obligeant 3 prendre conscience
de la primauté de ce questionnement sur 1'observation et 3 préciser notre
statut par rapport i cette observation. "Jamais la description ne respecte
les régles de la saine platitude” &crit & mon sens avec raison G. Bachelard

a1,

- C'est elle qui rend possible la capitalisation des recherches, en
ne réduisant pas leurs résultats 3 des bribes de savoir émietté& mais en les

organisant au sein d'une entité cohérente.

- Enfin, par la perspective scientifique de validation dans laquelle
elle nous place, elle nous engage i "réaliser" nos connaissances : comme
1'écrit Y. Chevallard : "Il ne suffit pas, pour assurer la connaissance d'un
phénoméne que 1'on a observé, d'en décrire les conditions de survenue aussi
finement qu'il paraitra possible : il est douteux qu'on n'en retienne pas
qui soient en fait-étrangéres au phénoméne soumis 3 1'&tude, il est plus
douteux encore qu'on n'en oublie pas quelques umes essentielles..Le contrdle
de notre connaissance du phénoméne passe par le projet de production du phé-
noméne et cette production.engége notre thdorie du phénoméne dans une tech-
nique de sa production" ([ 19 }). (Nous voyons pointer 13, de fagon inévita-

ble, le probléme de la reproductibilité qui est au coeur de notre interro-

gation).

Notons que les didacticiens, méme lorsqu'ils recomnaissent la né=

cessité de ces efforts de théorisation, ne cherchent pas 3 cacher leurs

17



limites 3 l'heure actuelle. Les quelques citations qui suivent en témoi-

gnent :

"Si 1'ambition des travaux que nous venons d'é&voquer est claire
en ce qui concerne le désir de leurs auteurs de fonder la didactique com-
me branche scientifique, les conditions minimales de ce projet ne semblent

pas, pour l'instant, €tre réunies”. (G. Brousseau [201]).

"Il faut aussi examiner la théorie des situations didactiques du
point de vue de sa fécondité didactique en terme de nouveauté et surtout
1'efficacité des points de vue proposés ... C'est seulement alors que 1l'on

saura ce que réellement on a appris.” (G. Brousseau [20 }).

"Etant donné le faible é&tat de développement de notre théorie du
systéme didactique, et par conséquent, la faiblesse du contrdle par la
théorie de nos opérations de recherche, nous nous trouvons dans 1l'incapa-
cité de rencontrerbnotre objet de connaissance hors du contrdle "empiri-
que" de 1l'objet réel dont 1'élaboration théorique nous occupe. S'en détour-—
ner trop longtemps pour se tourner vers des métﬁodologies auxiliai;es,
c'est prendre le risque de négliger ce qui n'est nullement négligeable et
qui pourrait pourtant s'effacer de notre champ de conscience 3 n'y @tre
pas empiriquement. La dialectique théorie-pratique a ici toute sa valeur
et la théorisation ne peut frayer sa voie qu'au prix d'une organisation
juste de la pratique de notre rapport 3 1'objet &tudié.” (Y. Chevallard [19]).

Mais ces obstacles, ces limites ne sont pas considérés ici comme

inhérents 3 1'essence de la didactique des mathématiques.

II MODELISATIONS EN DIDACTIQUE

I1 ne s'agit pas dans ce paragraphe de cerner les différentes modé-
lisations utilisées jusqu'i-ce jour en didactique des mathématiques, mais
d'envisager deux types de modé&lisations, qui nous paraissent exemplaires,

au niveau atteint & 1'heure actuelle, des rapports entretenus par la théo-—

rie, la modélisation et la réalité du systé@me didactique.
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Dans le paragraphe suivant, nous essaierons de déterminer quelles
conceptions de la reproductibilité leur ont &t& implicitement ou explicite—
ment associfes dans les recherches.

Le terme "mod&le" est pris ici, dans 1'acception large indiquée au
début de ce chapitre. Il est traditionnel de distinguer pour les modéles,
entre des capacités descriptives, explicatives et prédictives, certains ré-
servant le caractére scientifique aux seuls modéles dot&s de capacités pré-
dictives quantitatives. Ce ne sera pas notre point de vue ici, et, tout en
reconnaissant 1'importance de pré&dictions quantitatives, nous ne leur su-—
bordinerons pas la notion de modé&le. Reprenmant les propos de R. Thom, nous
estimerons qu'un modZle "est quelque chose qui, par rapport i un question-
nement préalable au sujet d'un &tre ou d'une situation X présentant un
comportement énigmatique, soit permet la prédiction temporelle, soit, tout
en n'améliorant en rien nos possibilitds prédictives, diminue le caractdre

énigmatique du comportement de XV. ([ 21}).

A - Mod&les des conceptidns du sujet

Le systéme de connaissance d'un &léve domné, i un instant donné,
n'est pas quelque chose que nous puissions directement observer. Ce que
nous observons, ce sont -des comportements au seps large, des procé&dures de
résolution de problémes : actions, formulations, tentatives de validation,
des erreurs, des blocages ... . Les recherches portant sur les conceptions
du sujet passent donc nécessairement par la construction de mod&les de con~
naissance du sujet 3 partir d'observables recueillis exp&rimentalement. On
réserve le nom de "mod@les spontands” aux mod&@les qui veulent repré&senter

1'état de la comnaissance du sujet avant tout apprentissage spécifique.

Modéles spontanpés

L'étude des modéles spontanés connait un essor trds important en
didactique de la Physique, en particulier avec les travaux du LDPES autour
de L. Viennot et E. Saltiel (cf. par exemple L. Viennot [22 ], E. Saltiel
[231], J.Y. Closset [24 ]). Cet essor est moindre en mathématiques et 1'on

peut trouver 3 cela des explications plausibles. La premidre est sans doute
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que l'expérience premiére ne joue pas des rdles comparables en mathémati-
ques et en physique du fait des rapporﬁs différents de ces disciplines au
réel. G. Bachelard a souligné, dans "La formation de l'esprit scientifi-
que', qu'en physique l'expérience premiére constitue un obstacle &pisté-
mologique 3 la connaissance scientifique et que le passage d'un état d'es—
prit préscientifique 3 un &tat d'esprit scientifique passe par un renverse-
ment complet dans la manidre d'appréhender la réalité. En mathématiques, il
ne semble pas raisonnable de soutenir que ce soit sysfématiquement le cas.
Les connaissances spontanées (c'est 3 dire essentiellement culturelles) dé-
veloppées par les enfants sur le concept de nombre, avant tout apprentis-—
sage scolaire, ont &t&, par exemple, &tudies ces dernidres années par de
nombreux chercheurs (par exemple : J.P Fischer [ 25 ], R. Gelman et C.R
Gallistel [26 ], C. Meljac [27 ]). Ces recherches mettent en &vidence 1'exis—
tence de connaissances structurdes, attachées 3 un certain champ sémantique
et associées 3 diverses pratiques calculatoires. Elles sont certes. partiel-
les (1'addition est pergue par exemple uniquement comme une op&ration unaire),
se rapportent i un domaine numérique restreint, mais on ne peut les consi-
dérer comme erronées.

Il est clair, par ailleurs, que la connaissance construite dans un
domaine numérique, par exemple celui des entiers, et méme scolairement cons-
truite, pourra se constituer comme un obstacle lors de 1l'extension du domai-
ne numérique : certains théorsmes particuliérement opératoires dans le champ
initial, par exemple : "tout entier a um successeur et, s'il est non nul,
un prédecesseur "ou" le produit de 2 entiers non nuls est supérieur ou &gal
3 chacun d'eux", par le fait d'une géndralisation bitive, pourront créer,
dans le nouveau domaine, des connaissances erronées qui auront tendance i
résister du fait de leur poids dans leur domaine initial d'élaboration. Mais
nous sommes 13 trds loin de 1l'obstacle de l'expérience premiére et des mo-—
déles spontanés. Comme 1'&crit G. Brousseau : "les obstacles en mathémati-
ques sont peut etre plus souvent des obstacles au changement de statut que

des obstacles 3 la comnaissance elle-méme". [28 ].

Modéles généraux des conceptions du sujet

Les références 3 ce type de modélisation sont explicites relative-—
ment tSt dans les travaux de didactique des mathématiques. Par exemple, en
1977, A. Bessot et F. Richard écrivent dans leur "Etude sur le schéma dans
1'enseignement des mathématiques”.:

"Les productions observables de ces niveaux d'activité (actionms,
formulations, validations) sont suppos@es &tre régies par des systdmes ou
des modéles - construits par 1'observateur mais tout se passe comme si ce

modéle &tait utilis@ par le sujet — qui sont des modéles implicites (niveau

1),des langages (niveau 2), des th8ories ou des mod&les explicités par le

sujet cette fois (niveau 3)". {29 1].
Divers autres adjectifs seront par la suite apposés au terme "mo-

déle", par exemple :

* R. Douady parle de "mod&le implicite provoqué" ([30 ]) en repre-
nant une expression utilisée par A. Bessot et F. Richard ([ 31 ] lorsqu’elle
construit un moddle dont la structure mathématique n'est autre que celle
de Rf, 1'ensemble des réels positifs, et dont les axiomes visent 3 traduire
la structure et 1'évolution des connaissances des &l&ves au cours du long

processus didactique envisagé dans sa recherche.

% N. Balacheff et C. Laborde, dans une communication au congrés
ICME IV opposent, quant 3 eux, modéles spontanés et mod&les propres, ces

derniers correspondant aux périodes d'apprentissage [32 ].

* A, Robert, dans sa thé&se, introduit le terme de "modéles exprimés”
pour désigner les mod&les &labor8&s 3 partir d'expressions &crites sur la

convergence des suites numériques. ([33 ]).

* Dans sa thése également ([ 34 1), H. El Bouazzaoui distingue entre
mod&les de base, de résolution et de contrdle : les premiers sont ceux qui
permettent 3 1'éléve de comprendre la consigne, les seconds ceux qui lui
permettent de prendre des décisions, d'adopter des stratégies de résolutionm,
les troisidmes, enfin, ceux qui lui. permettent de contrdler les résultats

de son activité sans recours i 1'intervention du maltre.
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Mais on note aussi, 3 l'opposé de cette floraison d'expressionms,
une tendance 3 utiliser la dénomination de "mod&le implicite" pour dési-
gner, de maniére générique, tout moddle des conceptions du sujet. La pré&é-
minence dans les recherches de situations d'action n'est sans doute pas

étrangdre 3 ce glissement de sens.

I1 faut souligner &galement :

- que les conceptions du sujet sont le plus souvent &tudies non en
elles-mémes mais dans la dialectiquequ'elles vivent avec les situations

problémes dans le cadre des situations didactiques,

- que les mod&les construits sont de pures inférences de 1'obser-
vateur mais que, comme 1'ont&crit A. Bessot et F. Richard, tout se passe

comme si c'était eux qui déterminaient le fonctionnement du sujet.

Dans ces conditions, on ne peut s'étomner qu'il y ait eu parfois
aplatissement de cette notion de modéle sur les situations et sur le sujet
3 travers les procédures observées.

En fait, dans les recherches, apparaissent sous le nom de modéles
des conceptions du sujet, des objets divers qui vont de la construction
axiomatique 3 la technique de résolution d'un probléme précis. Les quelques
exemples ci-apr@s nous semblent bien illustrer cette diversit@ et la dis-

tanciation plus ou moins forte vis & vis des situations et procédures :

* Pour R. Douady [ 30 ], les mod&les sont "des mod&les mathEmatiques
qui expliquent, justifient les actions et démarches" des &laves. C'est le

cas du modéle axiomatique qu'elle construit.

% G. Ricco, G. Vergnaud, A. Rouchier [35 ], dans une recherche sur
la représentation du volume au niveau du premier cycle de 1''enseignement
secoﬁdaire, déterminent 3 partir des procédures observées dans des situa-
tions diverses, deux moddles de la notion de volume :

"Un modéle additif du volume comme grandeur unidimensionnelle
décomposable en couches, en lignes, en colomnes ... (et) un mod&le géomé-

trique du volume comme ensemble d'ar@tes ou ensemble de surfaces RPN
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¥ A. Robert construit 3 partir de descriptions d'étudiants de l'en-
seignement supérieur, 4 mod&les de représentation de la convergence des
suites numériques : )

Les modéles primitifs correspondant 3 des descriptions monotones
ou stationnaires, les mod&les dynamiques correspondant i l'utilisation d'un
verbe d'évolution dans le temps et dans 1'espace, les mod&les statiques cor-—
respondant 3 la traduction en langue naturelle de la définition formelle en

(€, M) et les modéles mixtes conjugant une expression dynamique et statique.

¥ Enfin H. El Bouazzaoui cite 3 titre d'exemple de modéle de ré&solu—
tion, dans la situation ol "um éléve A, ayant un ensemble El de stylos, doit
commander par écrit, d um autre &léve B, un capuchon pour chacun de ses sty-

los"™ le fait de "dessiner autant de capuchons qu'il y a de stylos" ; puis

~

poursuit : "Un autre consiste 3 compter les stylos et &crire le nombre trou- -

vé. I1 y a encore d'autres mod&les de résolution et leur apparition dépend

des possibilités du sujet".

La construction de mod@les des conceptions du sujet, a &té&, jusqu'd
présent, le cadre implicite ou explicite d'un nombre tr&s important de re-—
cherches en didactique des mathématiques. Aprés avoir concerné essentielle-
ment 1'enseignement primaire et la genése des différents domaines numéri-
ques, elle s'est développée plus récemment dans le secondaire et 1'enseigne-
ment supérieur, ce développement s'accompagnant d'une diversification des
champs conceptuels étudiés en direction de 1a géométrie et de 1l'analyse.

Ces recherches donnent la priorité& aux aspects cognitifs et psy—
chologiques. Il s'agit de repérer 3 travers les variabilit@s interindivi-
duelles certaines régularités, certaines hidrarchies dans les conceptions des
élaves et leur &volution en fonction des situations—problémes utilisées.
Donc, finalement, de construire des mod&les susceptibles de traduire en
8tats et changements d'8tats, dans un champ conceptuel donné, relativement
3 un processus didactique déterminé, les &tapes de la construction des con—
naissances importantes par leur généralité et leur stabilité relatives.

Ceci comme nous 1'avons déji dit, dans le but d'améliorer notre
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connaissance du sujet apprenant mais aussi et en fin de compte de nous don—
ner les moyens d'améliorer 1'apprentissage.

Ces recherches se sont dérouldes souvent en dehors du contexte de
la classe (entretiens individuels, situations d'interaction , tests ... ).
Mais, m@me lorsque ce fut le cas, l'attention a &té centrée sur le sujet
apprenant et sur la composante situation—probléme de la situation didacti-
que, avec sous—jacente 1'hypoth&se que ce qui déterminait le comportement
de 1'éldve &tait essentiellement 1'interaction dialectique.qui s'établis—
sait entre ses conceptions et la situation-probléme. La prise en compte
d'autres dimensions explicatives, en particulier de phénoménes de contrat
didactique, n'est intervenue, lorsqu'elle est intervenue, le plus souvent
qu'a posteriori, du fait de distorsions importantesentre les comportements
observés et ceux prévus a priori.

On peut pemser d'ailleurs que, si ce type de recherches a consti-
tué jusqu'id présent une des grandes tendances de la recherche en didacti-
que des mathdmatiques, c'est bien slir 3 cause de sa nécessité, de son carac-
tére de préalable i une recherche en classe, de la qualité des ré&sultats
qu'il a permis d'obtenir, mais aussi, parce que sa problématique permettait
d'évacuer momentanément en partie la complexité du systéme didactique,
complexité que le faible &tat d'avancement des recherches rendait d'autant

moins maitrisable.

B - Modéles de situations — théorie des jeux

Le type de modéles dont il sera question, dans ce paragraphe, a
été essentiellement développé dans les travaux de G. Brousseau et de son
équipe, dans le cadre de la théorie des situations didactiques. Il n'y a
plus comme dans le cas précédent centration sur le sujet mais sur la situa—
tion didactique.

Pour G. Brousseau, il faut mettre en oeuvre une modélisation de
la situation didactique dans laquelle puissent s'expliciter les choix
ouverts i 1'dléve, l'information dont il dispose, les contraintes et ré-

gles qu'il est tenu de respecter. Le cadre de la théorie des jeux lui

paralt approprié 3 ces objectifs :
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"Il s'agit d'expliciter les choix ouverts 3 la persoune (ou 2
1'éléve) qui met en oeuvre, la connaissance, par le probléme %u'elle
s'est posé et par les informations dont elle dispose. I1 parait donc
raisonnable de traduire cette activité en terme de jeu, entre cette per-—
sonne et un "milieu” qui, 3 son tour, change les &tats du jeu laissés
par le sujet. Le milieu comprend aussi bien "la nature" que les instru-
ments et objets divers qui entrent em scéne et que les "autres", &ventuel-
lement le professeur. La connaissance est le systdme producteur et limi-
teur des décisions du sujet (organisées ou nom en stratégies). Les connais-
sances elles—mémes s'organisent en représentations qui permettent certains

types de contrdle et d'anticipation dans la situation". [20]}.

Mais ce type de modélisation ne s'associe pas aisément i n'importe
quelle situation didactique et, en particulier, on ne voit pas trés bien i
1'heure actuelle comment il pourrait rendre compte des situations d'ensei-
gnement les plus courantes. En effet, seules y semblent parfaitement adap-
tées pour l'instant les situations que G. Brousseau qualifie de "probléma-

tiques" et "quasi-isolées" ; "problématiques" parce que c'est 1'éléve ou

le groupe d'éléves qui sont, & chaque moment, responsables de leurs actions
et de leurs choix, "quasi-isolées" (par rapport au maitre) au sens ol le
maitre est l'organisateur, choisit le jeu, en fixe les régles et les objec-
tifs mais ensuite s'efface, se gardant d'apporter des informations supplé-—
mentaires aux él&ves, d'exploiter librement la situation. Ce point de vue
était sensible dans la citation de J. Perez du paragraphe I. et, comme nous
1'avions souligné, la mod@lisation ne constitue pas simplement un outil
d'analyse, elle est directement engagée dans la production des situations
didactiques qui seront utilisé@es par le chercheur.

Alors, comme 1'écrit G. Brousseau : "le probléme se ré&duit 3 une
interaction du sujet avec un milieu réel ou supposé& introduit par la consi-
gne. La régle, explicitement ou implicitement communiquée, lui donme les

moyens d'envisager :

~ les divers états possibles du jeu X



(=g

- 1'8tat initial i ¢ X
~ 1'application de l'ensemble X des &tats du jeu vers l'ensemble
des parties de X qui définissent les choix permis dans chaque cas
ooz~ CP(X)
x P F(x)

~ 1'8tat final ol les états terminaux t(1'(t) = @)

- une fonction de préférence, définie au moins sur 1'ensemble des

états terminaux.

A chaque coup, le joueur effectue un choix ; c'est une applica-
tion qui fait correspondre i 1'ensemble des &tats permis dans un coup
donné, un de ces &tats.

L'autre joueur, "le milieu" &tablit & son tour certains &tats
du systdme qui, &ventuellement, peuvent &tre lus par le sujet comme des
informations, des rétroactions sur son action ...

L'alternance des coups est fix&e par une fonction appelée le
trait? [20 ]. Une stratégie, dans ces termes, est une fonction de choix
qui 3 tout &tat x non terminal associe un &lément de r(x). Il est clair
que le comportement d'um joueur, suivant une stratégie domnée, au cours

d'une partie, est entiérement déterminé.

Pour G. Brousseau : "Une telle mod&lisation a 1'avantage de met=

tre en avant le rdle de la connaissance et les rétroactions auxquelles

elle est soumise (non seulement du point de vue de la pertinence ou de

la validité, mais aussi de 1'efficacité@). Elle permet d'approcher le
sens, d'abord des comportements du sujet, mais aussi celui de la connais-
sance et celui des situations d'enseignement.

Elle permet de placer la prévision des apprentissages dans un
cadre théorique accessible au calcul. Dans la mesure ol 1'efficacité des
connaissances peut étre sensible 3 un champ de problémes, on peut prévoir
quelles sont — a priori — les stratégies les plus efficaces, et em retour,

les conditions de passage de 1l'une 3 l'autre." [20].
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Tout ce qui précéde est particuliérement bien illustré par la
thése de H. Ratsimba-Rajohn [36 ]. Cette th&se concerne 1'8tude de deux
méthodes de mesures.rationnelles, la commensurabilité et le fractionnement
de 1'unité. Une &tude en terme de théorie des jeux permet de montrer que
ces deux m&thodes correspondent 3 des stratégies différentes, de délimiter
leurs domaines respectifs de validité et d'optimalité. Elle permet de plus
de construire un processus didactique permettant de tester 1'hypothé&se se—
lon laquelle 1'une des méthodes (ici la commensurabilité) peuti chez des
éléves de CM2, constituer une stratégie de base pour la mesure rationnel-
le et, aprés avoir vu son efficacité bloquée par le choix judicieux des
variables situatiomnelles, permettre 1'appropriation de la seconde méthode.

Cette recherche nous laisse 8galement entrevoir quel peut-&tre le
poids de 1la contrainte d'un fonctionnement quasi-isol&. Le passage d'une
stratégie 3 1'autre ne va pas de soi. Si certains é&léves franchissent ce
pas, un certain nombre se désintéresse de l'activité en la déclarant impos—

sible, d'autres persistent 3 chercher des adaptations locales de la straté-
gie-de base. Face 3 ces réactions, les enseignants ne peuvent rester dans
le r6le qui leur &était imparti, et interviennent de fagon complé&tement in-
contrdlée. Comme 1'écrit H. Ratsimba~Rajohn ([37}) : "Cette théorie du jeu
que nous avons considérée, ne nous a pas permis de prévoir a priori les
comportements des &l&ves et de 1l'enseignant au moment de la production

des états intermédiaires du jeu.

En effet, lors de 1'étude théorique, nous avons fait abstraction
du jeu de 1'enseignant, du jeu des &l&ves qui ont quelgues id&es pour ré-
soudre le probléme et du jeu de ceux qui n'en ont pas trouvé. Cependant le
travail que nous venons de réaliser a montré qu'il était impossible de faire

1'économie de 1'étude du jeu de 1'enseignant avec les &léves.”

Nous ne pensons pas que le probl&me rencontr® ici soit occasionnel.
11 nous semble typique d'une situation didactique & la fois fermée et dis—
continue, fermée car peu d'échappatoires sont possibles, discontinue parce
qu'une stratégie de base relativement bien ancrée permet d'aborder la réso—
lution d'un probléme mais non de le résoudre effectivement, et que la réso-

lution passe par 1'emploi d'une stratégie non déductible de la premidre par
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par une succession d'adaptations locales.

Le risque de blocage de la situation sera d'ailleurs d'autant
plus grand que, d'une part, on organisera moins les interactions entre
8léves, interactions qui peuvent favoriser la diffusion des stratégies
gagnantes, que, d'autre part, la pression du temps didactique se fera
plus pesante, donc en particulier que le niveau d'enseignement sera plus
élevé.

Ceci est important car, pour le didacticien qui se situe dans
une perspective Piagétienne de conmstruction des comnaissances (Cf. para-
graphe I), la connaissance ne peut progresser de fagon totalement conti-
nue. Dans ce cas, la maitrise de la gestion des situations de saut du
savoir que sont les situations discontinues est fondamentale. Nous revien-

drons sur ce point au chapitre IV.

Nous avons vu & 1l'oeuvre dans ce paragraphe deux types de modé-
lisations. Nous avons essayé de montrer que, bien que bas@es sur un champ
théorique commun, elles 1'abordaient sous des angles différents, mettant
la priorité 1'une sur une théorie de la connaissance, 1'autre sur une
théorie des situations. Chacune met 1l'accent sur des faits qui restent

.partiellement occultes i 1'autre, m@me si la distance n'est pas si grande
que la communication soit impossible. Mais si la distance n'est pas insur-
montable, c'est essentiellement du fait de la ré&férence toujours possible

3d un champ théorique qui les englobe toutes deux.

III MODELISATION ET REPRODUCTIBILITE

Notre propos n'est pas de faire ici une &tude poussée de cette
question, mais de situer rapidement le probldme. Lorsque 1'om cherche 2

cerner, 3 travers les publications de didactique des mathématiques, le
statut fait & la notion de reproductibilité, on s'apergoit assez vite que
ce statut est rarement explicite et que, lorsqu'il 1'est, c'est sous une
forme essentiellement idéologique.

Ce constat est 1'impression empirique que nous ont laissées nos

lectures didactiques, qu'elles s'adressent aux chercheurs ou aux praticiems

du systéme didactique. Pour tenter de la contrdler, nous avons choisi de
rechercher 3 travers les articles de la Revue "Recherches en Didactique
des Mathématiques", les références explicites i la reproductibilité. Il
stagit 13 d'un corpus réduit, la revue n'ayant publié jusqu'a ce jour

que dix numéros. Mais ce choix nous a semblé cohérent par rapport 3 notre
projet, d'une éart, justement 3 cause de la taille limit&e du corpus,
d'autre part, parce que cette revue est, sams aucun doute, depuis sa paru-—
tion, celle dont les publications se situent le plus au coeur du champ

théorique que nous avons présenté ici.

Dans les dix numéros de cette revue, nous avons relevé, sans
compter les reprises de communications générales aux congrés ICME IV et
P.M.E, 23 articles. *

Dans ces 23 articles, une typologie sommaire permet de distinguer :

- 3 articles que nous qualifieroms de généraux :
. celui de G. Brousseau qui traite des problémes posés par l'en~
seignement des décimaux (Vol. 1.1).
. celui de G. Glaeser qui traite de 1'Epistémologie des nombres
relatifs (Vol. 2.3).
. celui de Y. Chevallard et M.A.Joshua déjid cité& qui amalyse la

transposition didactique du concept de distance (Vol. 3.2)

- 20 articles centrds sur des travaux de nature expérimentale.
Nous distinguerons dans ces derniers, suivant la méthodologie essentiel-
lement utilisde, 5 articles concernant des expérimentations en classe,
et 14 correspondant i des expérimentations hors classe (tests, entretiens
individuels, situations d'interaction ...) ; l'article non classé, celui

de H. Ratsimba—-Rajohn, &étant mixte.

Ceci confirme ce que nous avions souligné@ précédemment, 3 savoir
la prédominance d'un type de recherches au niveau des publications. Les
raisons invoquées pour justifier les choix méthodologiques sont de nature

diverse :
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~ pour les entretiens individuels, plutdt la mise 3 1'écart de
la complexité du systéme didactique, cette dernidre rendant possible 3
la fois * une centration sur les rapports entretenus par le sujet et la
situation-probléme,

* un recueil de données permettant une analyse fine et précise

des procédures des sujets et de leur &volution.

- pour les tests, leur adaptation, pour des raisons d'économie

de la recherche, au traitement simultané d'un grand nombre de variables.
Les extraits suivants 1'expriment clairement :

"i{us -avons. retenu la méthode d'entretien individuel de préfé-
rence 3 l'observation des comportements d'éléve en classe. En effet, dans
une situation de classe, certaines procédures, propres 3 un €léve donnég,
risqueraient de ne pas apparaitre du fait de certaines variables diffici-
les 3 maitriser (rdle du maitre, des leaders, effet de contamination) ;
certains tdtonnements pourraient passer inapergus ou méme ne pas pouvoir
s'@tablir. De ce fait, 1'interprétation, au niveau du fonctionnement du
sujet, des procédures utilisées serait trop complexe. Au contraire, la
situation d'entretien individuel nous permet de saisir, pour chaque en-
fant, la dynamique des procédures utilisées." C. Comiti, A. Bessot,

C. Pariselle (Vol. 1.1. p. 176).

"Pour 1'étude des feprésentations des él&ves, nous avons choisi
de commencer par la passation collective de questionnaires ... Plusieurs
raisons nous ont conduit 3 ce choix comme premidre &tape d'8tude diddc-
tique de ces problémes. Tout d'abord, nous voulions analyser des réponses
3 un ensemble assez complexe de questions pour repérer les régularités
dans les relations entre les réponses, de fagon 3 cermer - pour cette
question de dimensionnalité — la structuration du champ conceptuel des me-
sures. Ensuite nous voulions en suivre 1'évolution sur une durée en rap-
port avec la complexité prévue : ces deux exigences conduisaient 3 1'in-
terrogation d'un nombre important de sujets ... Nous voulions éviter &ga-—

lement les interférences extérieures entre &l&ves ou entre maitres et
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éléves mal contrSlables et non analysables." (J. Rogalski Vol 3.3 p. 354).

‘Mais, et cecl confirme bien 1'évolution, vers une prise en compte
de la globalité du systéme didactique, associde 3 l'unification du champ
théorique décrite au & | du présent chapitre, les approches psycho-géné-
tiques et situationmnelles ne sont pas présentées comme s'opposant mais se
complétant de fagon nécessaire. Ceci, déjd explicite, par exemple, dans
la communication (intitulée : "Quelques orientations théoriques et métho-
dologiques des recherches frangaises en didactique des mathématiques.")
faite par G. Vergnaud au colloque P.M.E. ({6 ]) est particulidrement déve-
ioppé et argumenté dans l'introduction du Vol. 4.1 (dernier volume paru,
centré sur la didactique du concept de volume).

G. Vergnaud y écrit (p. 19) :

"Le point sur lequel nous voudrions insister, en conclusion de
ces bréves remarques méthodologiques, est la nécessité& de recourir,
pour &tudier cet objet complexe qu'est "l'enseignement et 1'acquisition
des connaissances" 3 une diversité de méthcdes,. complémentaires les unes
des autres. Nous avons déji indiqué que les expériences planifiées papier-
crayon permettaient l'utilisation de plans d'expériences assez complexes,
qui entraineraient un colit prohibitif avec des entretiens individuels. A
1'inverse ceux~ci permettent de regarder une variété plus grande de ques—
tions 3 la fois, avec une plus grande finesse.

Ces deux méthodes permettent de leur cdté d'élaborer, en meilleure
connaissance de cause, une séquence didactique expérimentale, en particulier
de mieux définir les hypoth&ses par rapport auxquelles doit @tre conduite
1'observation. A 1'inverse 1'expérimentation didactique et elle seule per-
met de s'approcher de cet objet complexe qu'est le déroulement en classe
d'une legon ou d'une série de legons sur des savoirs et des situations d&-

terminées."
et. plus loin (p. 24).

"Loin de s'opposer 1l'une 3 1l'autre, la théorie des situatioms di-~

dactiques, la théorie de la complexité& psychogénétique et la théorie de



1'analyse de la t3che apparaissent complémentaires les unes des autres et

parfois indissociables™.

Mais venons en maintenant, 3 ce qui nous intéresse tout particu-
lidrement, 3 savoir la notion de reproductibilité que véhiculent implici-
tement ou explicitement ces &crits.

* Dans les travaux associés 3 des expérimentations hors-classe, nous

n'avons pas rencontré le terme "reproductibilité&" ou des termes synonymes
comme '"répétabilité" par exemple. Il est question de "régularités" et les
questions pos&es 3 ce propos (lorsqu'elles sont posées, ce qui n'est pas
toujours le cas) sont celles du sens, de la fiabilité, du domaine de vali-
dité des régularités observées.

Ce questionmement est parfois expliéité en tant que tel (A. Robert,
par exemple, intitule un paragraphe : "les limites de nos domnées,et la por-
tée de nos résultats" Vol. 3.3 p. 337). Souvent, il est présent, mais moins
directement sous forme de mises en garde, d'avertissements au lecteur, il
se manifeste enfin de fagon plus implicite par de multiples précautioms
oratoires, par exemple l'abondance d'expressions verbales comme "il semble",
"il parait que", "on pourrait pemnser que" ... , de termes comme "tendances",
"hypoth&ses", "conjectures" ... , 1'utilisation du conditionnel, etc ... .

Citons quelques extraits :

Sous le titre "Mise en garde du lecteur™
"Le but visé par l'ensemble de notre recherche, et en particulier

par 1'article présenté ici n'est pas une &tude statistique des connaissances
dans les domaines pré-numériques et numériques des éléves du cours prépara—
toire.

Ce que nous voulons, c'est d'une part mettre en &vidence, 3 par-—
tir de l'analyse des comportements des enfants observés, un certain nombre
de tendances ; d'autre part, formuler des hypoth@ses explicatives de ces
comportements’.

C. Comiti ~ A, Bessot = C. Pariselle Vol. 1.2 p. 180.
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"Prendre simultanément en compte tout le contexte historique,
social et culturel dans lequél 1'enfant actualise ses comp&tences ne
peut pas étre fait par une démarche unique, 3 la fois clinique et expé-
rimentale du type "laboratoire" aussi limitée que celle présentée ici.
Aussi sommes-nous trés sensibles aux dangers qu'il y aurait 3 générali-
ser abusivement la portée de nos résultats et i tirer trop directement
des prétendues applications pé&dagogiques"”.

(M.L.Schubauer-Leoni, A.N,Perret Clermont Vol. 1.3 p. 308)

"Il semble bien qu'il y ait 13 occasion d'un apprentissage pro-
bablement durable et qu'il faudrait pouvoir confirmer par 1'étude d'ef-
fectifs de sujets plus grands que ceux-ci".

(ibidem p. 328).

"Les résultats précédents sont &videmment trop limit&s pour per-
mettre d'énoncer des conclusions définitives ; ils suggdrent cependant
des hypothéses directrices qui pourront orienter des recherches ultérieures’.

(3. Caron-Pargue Vol. 2.1 p. 33)

"Autrement dit, les résultats sur les 1253 réponses standard sont
les mémes que sur les 662 réponses correspondant au seul texte V.l du ques-
tionnaire” ... Cette stabilité entre les résultats de la moitié des El&ves
de toutes les classes (3 peu prés) est trés importante, d'autant plus que,
par contre, les résultats obtenus par les &léves de chaque classe d'un méme
niveau (chaque Math-Sup par exemple) ne présentent plus du tout cette homo-
généité. Nous n'avons donc dégagé que les régularités valableﬁ, par dega
la personnalité des enseignants (et les conditions de passage ...), pour
tous les enseignements (actuels)”.

(A. Robert Vol. 3.3.p.314)

"La comparaison des réponses au questionnaire SA données par des
éléves de 68me et 5&me d'origines scolaires différentes apporte des éléments
d'information sur la fiabilité des ré&sultats observés".

(J. Rogalski Vol. 3.3 p. 361)
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"Je parlerais plutGt de phase exﬁloratoife ayant permis de prendre
une certaine connaissance d'un terrain inexploré jusqu'alors ... et d'ou-
vrir des hypoth8ses que des expériences de didactique pourront &clairer”.

(A. Robert Vol. 3.3 p.337)

Comme on le voit, la reproductibilité@ n'est pas enfermée dans la
reproductibilité d'une expérience précise, la signification des résultats
réduite 3 leur validité statistique. Face 3 un champ d'investigation comple-—
xe, les limites percues sont bien sir celles dues au fait d'un &chantillon-

nage restreint ou mal contrdlé, mais aussi et surtout celles dues :

= 3 l'aspect nécessairement limité sur le plan conceptuel de la

recherche,

- 3 1'existence de variables qui pourraient &tre déterminantes mais

que l'on sait mal prendre en compte,

~ enfin, 3 la distance qui sépare de 1'objectif "final" qu'est la

didactique scolaire.

Ce dernier point se manifeste par des mises en garde contre des
interprétations pédagogiques hitives des résultats obtenus, mais aussi trés
fréquemment par l'affirmation de la nécessité d'expériences ultérieures en
situation scolaire, expériences par rapport auxquelles les recherches menées

prennent le statut d'explorations préliminaires nécessaires.

% Dans les travaux associés 3 des expérimentations en classe, la dif-

ficultd de 1'analyse des phénoménes observés, compte tenu de la multiplicité
des variables dont ils dépendent est soulignée par tous les auteurs. Par
exemple, dans le volume 1.1, R. Douady &crit (p. 81) : "Encore s'agit-il de
faits qui se sont produits dans un contexte scolaire dont nous maitrisonms
mal les variables. Nous ne pouvons douc pas affirmer que tel modéle impli-
cite fonctionne en général chez les enfants dans telle situation", sous le

titre "limites de validité de la réponse proposée”.
Mais est soulignée aussi la nécessité d'unme approche scientifique
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de l'expérimentation en classe. Et c'est 3 ce sujet que nous voyons figurer
effectivement (mais rarement, il faut le noter) les termes de "reproducti-
bilicé" ou "répétabilité".

Par exemple G. Brousseau (Vol. 1.1 p. 56) :

"A travers cette étude, se posent d'autres questions plus générales
comme par exemple celle de la reproductibilité en didactique, ou méme de la
possibilité de réaliser des expériences scientifiques. Nous essaierons de

les aborder aussi”.

G. Vergnaud (Vol 4.1 p. 16) :

"Quelles précautions faut-il prendre pour faire de 1'expérimentation
didactique en classe, une expérimentation proprement scientifique ? Plusieurs
critéres peuvent &tre avancés

— la clarté des objectifs visés et des effets attendus
- la fiabilité@ des observations faites

- la répétabilité des faits didactiques intéressants

Les crit@res de cette approche scientifique, le didacticien - méme
s'il voit dans 1'observation provoquée emn classe 1'analogue didactique de
l'entretien individuel en psychologie — ne peut les calquer sur ceux issus
de la psychologie (alors que c'était le cas pour les questionnaires et les
entretiens individuels). A lui de définir par exemple ce qu'il entend par
"répétabilité des faits didactiques intéressants". Et ce, avec la contrainte
suivante : pour des raisons d'économie de la recherche, il est encore moins
envisageable de multiplier des expérimentations en classe qu'il ne 1l'est de
multiplier des entretiens individuels.

Ce probléme est loin d'@tre résolu. A travers les &crits, on voit
poindre des exigences, des distinctions de sens, des limitations mais tout

ceci reste presque toujours au niveau du discours.

Par exemple G. Vergnaud é&crit (Vol. 2.2 p. 229) :
"Le critére de la répétabilité est un critére exigeant. Il est im=
possible de le satisfaire3 la lettre, mais il est peut-8tre moins malaisé@

qu'ou le croit de s'en approcher, 3 un certain niveau d'interprétation des
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événements. En effet, lorsqu'on répéte la méme séquence didactique avec
plusieurs classes d'8léves, on constate des régularités trés importantes,
notamment au niveau des distributions de conduites et les variations pren-

nent elles-mémes un sens par rapport i ces régularitds".

(Vol 4.1 P. 17) :

"La répétabilité des faits didactiques est un critdre apparémment
trés empirique. I1 l'est d'ailleurs d'une certaine manidre, puisqu'il faut
effectivement avoir vu se répéter des comnduites, des erreurs, des difficul-
tés et des effets didactiques, pour leur accorder un autre statut qu'anec—
dotique. Mais il n'est pas qu'empirique, car l'enjeu scientifique qu'il
recouvre -est de savoir s'il est possible de décrire les déroulements pos—
sibles d'une série de legons de mani&re telle que certaines régularités
soient repérables et interprétables et que le maitre dispose ainsi des mo-
yens de comprendre et de maitriser le processus dont il est responsable.
Non point bien entendu que les choses se passent d'une manidre identique
d'une classe & 1'autre. Chacun sait que cela est exclu ! Mais 1'objectif
3 atteindre est que 1'ensemble des conduites possibles, qu'il s'agisse
des conduites individuelles ou des conduites de groupe, soit bien identifié
et comme tel prévisible par le maftre. Les régularités observées en psy-
chologie pour des conduites individuelles ou des conduites de groupe permet-
tent de considérer comme un objectif accessible, la mise en évidence de ré-
gularités Qu niveau du déroulement d'une classe, sur un ensemble de situa-
tions—problémes et dans un champ conceptuel bien définmi".

Mais rien de plus précis n'est avancé qui permette de trancher en—
tre la reproduction et la non-reproduction. Que sera une régularité au ni-
veau de la distribution des conduites ?.

Le seul article qui semble aller plus loin est celui de G. Brous—
seau (Vol. 2.1). Il y distingue, 3 juste titre, des reproductibilités que
‘1'on pourrait qualifier respectivement d'externe et d'interne et essaie de
déterminer & quel niveau s'est située la reproduction d'un processus de
construction des nombres décimaux mend dans huit classes différentes.

"L'hypothése de reproduction du méme processus doit 8tre envisagée
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principalement contre les deux suivantes :

1 - Celle d'une "am€lioration" au moins locale, comme celle que nous
venons de signaler et dont l'effet, visible ici, est un resserrement de la

dispersion des résultats.

2 - Celle d'une obsolescence des situations didactiques. Nous entendons
par obsolescence le phénomé&ne suivant : les maltres, d'une année 3 1l'autre,
ont de plus en plus de mal & reproduire les conditioﬁs‘susceptibles d'engen—
drer chez leurs &l&ves, 3 travers peut-8tre des réactions différentes, une
méme compréhension de la notion enseign@e. Au lieu de reproduire des condi-
tions, qui, tout en produisant le méme r&sultat laissent libres les trajec—
toires, ils reproduisent au contraire une "histoire', un déroulement sembla-
ble 3 celui des années précédentes, par des interventions qui, meéme discrd-
tes, dénaturent les conditions didactiques garantes d'une signification cor-
recte des ré@actions des &léves : les comportements obtenus sont apparemment
les mémes mais les conditions dans lesquelles ils ont &té obtenus en modi-
fient le sens, plus proche du comportement culturel ... .

On peut espérer que 1'obsolescence, si elle se produit, entrainera
d'une part, une &volution des questions choisies par le maftre (pour les
exercices) dans le sens d'une augmentation du nombre de problémes fermés et
d'autre part une diminution des réussites sur les questions les plus ou~
vertes". (p. 85-86).

Mais il ne précise pas vraiment comment dans ce cas précis, il a
tranché en faveur de la reproductibilité. Ainsi, tout en faisant allusion
3 diverses approches qualitatives et quantitatives, il laisse le lecteur

sur sa faim.

D'autre part, les différents auteurs soulignent 1'importance dans
la dynamique d'évolution des classes de facteurs Inatteignables par la sim-

ple connaissance des régularités individuelles.

Par exempie A. Rouchier Vol. 1.2 p. 235 :
"Les énoncés individuels sont identifi&s ainsi que les énoncés et

procédures issus d'un groupe d'él&ves. Ils dépendent des problémes posés,
g



des connaissances antérieures des 8léves, mais aussi de l'existence d'in-
teractions intra-groupes et inter-groupes qui favorisent la diffusion et

la confrontation des réponses et des savoirs".

Mais comment prendre en compte ces facteurs dans 1'analyse de la
reproductibilité des situations. Rien n'est dit encore une fois sur ce su-
jet et, par ailleurs, les relations des expérimentations de classe, en gé-

néral, tendent 3 les occulter. Ceci pour diverses raisons :

- la difficulté de disposer, dans une observation de classe, des in-
formations nécessaires pour rendre compte de manidre précise de la dynami-

que de son évolution,

~ 1'espace nécessairement restreint de la publication, sont deux fac-
teurs qui jouent dans le méme sens. Ils aménent 3 enfermer la situation
dans le ou les quelques déroulements particuliers observés, 3 résumer la
dynamique au profit de quelques trajectoires significatives qui risquent
de devenir la chose 3 reproduire (avec tous les risques de perte de sens
que cela comporte), enfin i multiplier des expressions comme "les éléves"

qui noient le collectif dans la juxtaposition des individualité&s.

De tout ceci, il reste 1'impression qu'on navigue en mati&re de
reproductibilité des situations didactiques au niveau des voeux pieux. Ce
faisant, on laisse au lecteur le libre choix de 1'interprétation et nos
Gcrits tendent peut—8tre i remforcer, malgré les précautions oratoires
prises, des modéles naifs compatibles avec 1'idgologie de 1'institution
scolaire. A notre avis, ouvrir ce champ de recherches, méme timidement
en faisant 1'effort d'analyser soigneusement les problémes qui se posent
dans quelques situations précises, peut &tre profitable a.1a recherche et

i la diffusion de ses résultats.
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Comme nous l'avons souligné au chapitre I, si la didactique des mathématiques
vise en dernierressort la gestion et la maitrise d'apprentissages en situation de classe,
ce qu'elle appréhende le plus aisément ce sont des régularités individuelles et non des
régularités collectives.

Mé&me si le rdle dans la dynamique de I'évolution d'une situation de classe
de facteurs de régulation collectifs (phénomenes de diffusion spontanés, interventions
de I'enseignant par exemple) est pointé dans les observations, c'est rarement pour faire
apparaitre ces facteurs comme des variables didactiques essentielles sur lesquelles on
a joué et il faut jouer pour assurer la reproductibilité de la situation.

Par contre, on souligne, et les contraintes de publication ~ tendent a en accen-
tuer le poids dans les comptes-rendusde recherches, I'existence de régularités au niveau
des distributions de conduites, de procédures, régularités qui permettent, dans une four-
chette d'approximation raisonnable, de résumer I'histoire de la classe en un petit nombre

de trajectoires.

Ceci véhicule, qu'on le veuille ou non, un modele implicite naif de la reproduc-
tibilité des situations de classe :

- Les mémes procéd_ures doivent apparalitre (du moins celles qui ne sont pas
marginales), avec des hiérarchies comparables, les principaux obstacles rencontrés sont

ceux identifiés et il en est de méme des moyens de les surmonter.

- L'histoire de la classe peut étre décrite approximativement par un petit

nombre de trajectoires.

- Les régularités observées au niveau des procédures comme des trajectoires
sont essentiellement le fait de régularités individuelles. En particulier, elles ne sont

pas tributaires d'actions de recentrage ou de déblocage répétées du maitre.

- Enfin, les légeres perturbations et déviations qui ne peuvent manquer de
se produire ont tendance a s'éteindre plutdt qu'a évoluer vers la creation ‘de nouvelles

structures.

C'est a ces caractéristiques que I'on reconnaitra les "bonnes" situations, c'est-
a-dire celles présentant des garanties de stabilité et de reproductibilité suffisantes pour
pouvoir é&tre aisément "exportees". C'est ce que recouvre cette notion implicite, ce
qu'elle suppose de régularité pour &tre opératoire, que nous allons essayer de préciser

dans ce chapitre, par le biais d'une théorie explicite. Nous nous placerons, du peint

- 45 -

de vue situationnel, dans le cadre qui nous parait le mieux convenir a I'intervention

du modele décrit ci-dessus, a savoir des situations de classe ou :

- I'éleve est confronté individuellement a la résolution d'un probleme précis

pendant une durée limitée,

- I'éleve  peut contrdler lui-méme le résultat de son activité (il possede

un modele de contrdle au sens défini par H.EL . Bouazzaoui [34]).

Des _situations présentant les cardctéristiques ci-dessus peuvent théoriquement
évoluer de facon "quasi-isolée” au sens defini par G. Brousseau (cf. chapitre I). Nous
envisagerons quant a nous, ici, dans ce modéle naif, un fonctionnement isolé, supprimant
les interactions entre eleves. '

Ceci revient a envisager, dans le cadre de ce modele, !'interprétation, au
niveau de classes, de regularités individuelles telles qu'elles pourraient étre repérées
par exemple lors d'entretiens individuels. D'ou le titre de ce chapitre et I'utilisation

de l'expression "régularités individuelles" que nous y ferons.

I. NOTIONS D'ORBITE ET DE CHAMP PONDERE

Considérons une situation-probléme répondant aux caractéristiques énoncées
plus haut, pour laquelle une expérimentation (par exemple sous forme d'entretiens indi-
viduels) a permis de répertorier un ensemble P (fini) de modeles de résolution*.

Dans ces conditions, on associe a chaque éléve concerne par l'expérimentation,'
une trajectoire, c'est-a-dire une application de l'intervalle [O,T], T durée de la séquence,
dans P. La notion de régularité ne sera pas rattachée a celle de trajectoire, bien trop
discriminatoire, mais 2 celle d'orbite.

[0,7]

Plus précisément, on quotiente l'espace P par la relation d'équivalence

suivante :
¥f,8 e P

tement croissante de [O,T] telle que f=go'?, et on appelle orbite toute classe d'équivalence
[0,T]
de P77,

o,T . Co e N .
[0,1] f= g siet seulement si, il existe ¥ , bijection stric-

Remarque :
L'espace P[O’T]

d'eleves puisque si £ est une trajectoire possible, elle est constante par morceaux, c'est-a-

contient bien d'autres éléments que des trajectoires possibles

dire, vérifie :
I 3, Letam) by, (Eas0 ¢ty o S BT
{ - C“;"

P‘. LE, bl

cf é:has%iltre 1) mais P peut étre compris au sens plus large d'ensemtle de modeles
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Au régularités individuelles repérées dans l'expérimentation, seront associées
un sous-ensemble fini. de P (o, ﬂ/z:@(que I'on pourra assimiler & un ensemble fini de
mots finis écrits avec l'alphabet de P) et une pondération Q sur © qui rendra compte
de la fréquence respective des différentes orbites au sein de i'échantillon.

S 9= {Oly---’Osg’ la fréquence deOi sera notée gi et on aura bien sir :

;:s - . .
Zgi=1 et ¥i qi#0
[(2=H
On appellera champ pondéré associé a l'expérimentation : 6 , I'ensemble
© ainsi pondére. 8= (9.Q9)

II. PASSAGE AU COLLECTIF - NOTION D'HISTOIRE DES CLASSES

Considérons un échantillon de N éeleves (N taille de la classe) dans le champ

pondéré B . A cet échantillon, nous associerons une orbite collective qui sera un.élément

de: ©

Le choix d'un fonctionnement isolé nous amene a considérer les N éleves
comme indépendants. Dans ces conditions, le vecteur aléatoire % défini par l'applica-

tion :

s | eN s
W — (nl, -y )

(n. représentant le nombre d'occurences de ['orbitre Oi dans l'orbite collective w)
i

suit une loi multinomiale a s dimensions de parametres (N, 9y - qs)

et ) im$ .
P({.gz(n,...,n)})zN! Tr n,
i 5 —_— 24 G i
nd...n! - !
i s

Nous appellerons histoire de classe 3 N éleves tout élément de ${ON) | Les

histoires de classe a N éléves sont donc les points a coordonnées entieres de l'hyperplan
s
de R d'equation :

xl+...+xS=N

Comment le nombre d'histoires théoriquement possibles dépend-t-il de N et

de s , c'est ce que nous allons préciser tout d'abord.
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II.A. Nombre d'histoires de classe.

Dans ce paragraphe nous considérons l'ensemble des histoires de classe a N
éléves d'un champ pondéré 8-(0.Q)a s orbites.
.L'application : ¥ de W™N? dans IN
N o N
(%(s, N)) désignant le nombre d'histoires possibles pour N éleves situés dans un champ
a s orbites).
est une fonction croissante séparément par rapport a chacune de ses variables.
De plus on a :
Proposition | : La fonction ¥ est definie par récurrence de la facon suivante:
¥N S, N =1
¥s, N ¥(s+1,N) = %F\e(s,i)
Ceci est immediat, puisque toute histoire d'un champ a s + ! orbites, N étant fixé,
est constituée d"une histoire a s orbites concernant i éléves, les N4 restant se trouvant
dans la (s + l)ieme orbite.
Proposition 2 : ¥ (s, N) est un polyndne de degrés-l1 en N.
Ceci résulte dy fait que :
n, k ‘;‘:‘:rk
_ =

Ainsi on obtient :

est un polyndne de degré k -1 en n.

¥ N R, N) =1
R(2,N)=N=+1
€3, N)=N? + 3N +1

2 2
W@, N =N + N? 4+ 1IN + 1
6, 3
¥, N)= N + 5N> + 35N% + 25N + 1
24 12 25 1z

Pour une taille de classe ordinaire (N & [20, 30] et un nombre d'orbites raisonna-"
ble(S\<5). , nous avons calculé les différentes valeurs de ¥ (s, N) . Ceci, nous semble-t-il,
permet, mieux que la simple lecture des formules ci-dessus, de se rendre compte, de
la rapidite de la croissance du nombre d'histoires possibles lorsque le nombre d'orbites

augmente.
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20 21 22 | 23 24 25 | 26 27 28 29 30
Y2, N 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
ea,N)| 231 253 276 300 325| 351) 378 ] 406 | 435 465 | 496

N 1771 20241 2300 | 2600 2925| 32767§ 3654 i 4060 | 4495 | 4960 | 5456

¥ (5,N) j10626 | 12650 |14950 | 17550 | 20475 | 23751 {27405 {31465 | 35960 |u0920 46376

TABLEAU |
NOMBRE D'HISTOIRES DE CLASSE POUR 20 A 30 ELEVES, 2 A 5 ORBITES

Venons-en maintenant aux probabilités d'apparition de ces différentes histoires.
Il est clair que l'on ne saurait comprendre la reproductibilité d'une situation comme
celle d'une histoire précise. Mais il ne nous semble pas inutile pour autant de chercher
a préciser les ordres de grandeur de ces probabilités et leur évolution en fonction du

nombre d'éleves, du nombre d'orbites et de la pondération du champ.

1I.B. Probabilités des histoires de classe

Nous nous plagons toujours dans un champ pondére 8-, Q) a s orbites et
considérons 1'espace des histoires a N éleéves.

Notons QN la probabilite sur cet espace, associee a la ponderation Q, lorsque
les N éleves sont considérés comme indépendants. ’

Nous savons que :

H

z
-0

]

/Q\N ({(nly eney nS) l )

On en déduit les résultats suivants :
Proposition 3 : L'espérance du vecteur aléatoire § qui associe 2 toute orbite

collective, l'histoire de classe gui lui correspond est :

(qu, reeny Nqs)
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Ceci est une conséquence directe du fait que € suit une loi multinomiale

de parametres (N, qps s qs)'

Proposition 4 : Etant donnée une histoire de classe H = (n,, ..., ng ), avec
les n tous non nuls, il existe une pondération unique pour laquelle la probabilite de H
est maximale. C'est celle définie par :

¥iell,s] q="i
N

(ny, - ng ) étant fixe, il s'agit de maximiser {'application :

N ]
i L

K de RS défini par : ;
sur e compact e R> defini pa ¥ i g 2 o
i.‘zsq _ i
2‘{;‘4.' '
La fonction est de classe Cl sur K. Elle est nulle si l'un deSqi - est nul et

strictement positive ailleurs. Sur le compact K, elle atteint donc son maximum en un

point vérifiant :

¥ i e [I,s] q;> o
IrerR Y. ) = A, e D L
(q{ 'q':) (proportionalité
des gradients)
Comme {{:‘j"_ni - N, il s'ensuit que. A = Netdoncque: ¥i q = :‘i
Ci=1 N

Proposition 5 : Si le champ pondéré ¥ satisfait la condition (1) : ¥ i e [1, s]
q:N € IN* ,alors I'histoire H = (qlN’"" qSN)est I'histoire de probabilité maximale.
i

Montrons d'abord que si I'histoire (kl’ eeey kS ) a une probabilité maximale,

alors :

¥iell,s] Ng -1 &Ig<WN+9) g
En effet, si c'est le cas :

*i,j#p Q ({(kl, vesy ks)} )7/Q(§.(k1, vy Ky = 1y ey kj o1, ks)} )
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Ce qui equivaut a :

Giy9
k. k. +1
Donc : ! J
¥i,j 14 ] qi(kj"'l)?/qj ki
De plus : q; (ki +1) 7 q; k;

En sommant d'abord par rapport & i, puis par rapport a j, on obtient les
deux inégalités strictes cherchées. :
Dans le cas ou : ¥j Ng.e N* > il s'ensuit que :
i
¥i k 7 Ng
D'ou, puisque

-
n
n
[=n
n
1]

Ngq = = k. = N
i :

-
il

—

b

i=1
¥Yi Kk =Ng
Remarque : Dans le cas ot la relation ¥i gN e IN* n'est pas verifiee, on

déduit des deux inégalités :
¥i EINgl€ k< EIN+s)q]

E[x] désignant la partie entiere de x.

Proposition 6 : Considérons pour un ensemble de S orbites donné &, I'ensemble
des champs pondérés associés a & satisfaisant la relation (1} ¥i q NelN*

Parmi les histoires de probabilité maximale associées a ces divers champs,
celles pour lesquelles les écarts entre les q; sont minimum sonfc de probabilité minimum.

Posons n; = N q; alors :
Ny

. ' Ny
6 ({(nl! - ns)} ) - N! x nl X eee X n‘S
On a donc a considérer i'application : n i een Tx NN

(nl, vy 1) 5 nlnlx ....... X nsns

que l'ensemble des s-uplets d'équation np o+ . ng = N

- 51 -

La proposition 6 résulte alors immediatement du lemme suivant :

lemme : si 1€nl\< n, - 1 alors :

8([("1 + l,nz- 1, N3y v ns)})76( { (nl, Ny ore ns)})*

) ey M
La relation ci-dessus equivaut a : ' ——— >
n, nj+ [3
soit : g(nz-l) > g(nl) si 'on note g l'application X 3 [ X X
x + 1

La fonction g étant strictement croissante sur [I, + ©lle lemme est démontré.

Ainsi donc, pour résumer ce qui précede, on peut associer a toute histoire
de classe un champ pondéré qui maximise sa probabilité et ce de maniere unique. Réci-
proquement, si un champ pondéré satisfait la condition 1), I'histoire qui lui est naturel-
lement associée est bien de probabilité maximale. De plus, cette probabilité est d'autant
plus faible que I'histoire est équilibrée (on retrouve ici' un énoncé formulable en terme
d'entropie).

Nous donnons ci-apres, a -titre indicatif, les valeurs de ces mini-max pour
les valeurs de N et s déja choisies précédemment, c'est-a-dire Ne [20,30] etse {2,5],
mais en nous bornant aux valeurs paires de N (les nombres sont arrondis au troisieme
chiffre significatif). Par exemple, pour s = 3 et N = 22, la probabilite fournie (.0366)
est celle des histoires (8,7,7), (7,8,7), (7,7,8) dans les champs & de pondérations- respectives

(8,7, 7,(7, 8 Net{7, 7, 8.

22 2222 2222 22 22 22722

Comme l'on pouvait raisonnablement s'y attendre, les valeurs obtenues décrois-
sent lorsque I'une des deux variables N ou s croit, et, de foutes fagons, elles sont toujours
faibles. De plus, elles sont beaucoup plus sensibles aux variations du nombre d'orbites
qu'a celui du nombre d'éléves. (C'était déja le cas pour la fonction Y donnant le nombre

d'histoires de classe en fonction de s et de N.)

A
* Nous commettons ici un abus de langage en notant Q des probabilités différentes puis-
gu'associées & des pondérations différentes. Mais les distinguer alourdirait considérablement
les notations.
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N s =2 L 5 =3 s =4 s =35
20 176 .0401 0107 .00320
22 .168 .0366 .00937 .00271
24 16l .0335 .00820 .00228
26 155 L0311 .00734 .00195
28 149 .0289 00656 .00170
30 .144 .0270 .00596 .00147

TABLEAU 2 : VALEURS MINIMALES DES PROBABILITES MAXIMALES D'HISTOIRES
DE CLASSE

Mais ces probabilités pour si faibles qu'elles so'ient, ne mettent pas en défaut
le modéle implicite de la reproductibilité que nous essayons de théoriser. En effet, ses
exigences ne se traduisent pas dans le cadre théorique formulé ici (en termes d'orbites,
d'histoires de classe, de champs pondérés) par la nécessité de reproduction d'une histoire
précise mais par l'assurance que, pour un champ pondéré donné, la probabilité de I'ensemble
des histoires situées au "voisinage" de !'histoire naturellement associée au champ sera
trés grande. Le probleme se pose donc de définir une notion de voisinage. Nous devons

fe faire de fagon compatible avec notre expérience didactique empirique.

III. UNE NOTION DE VOISINAGE SUR L'ENSEMBLE DES HISTOIRES DE CLASSE

Nous allons munir l'espace des histoires de classe a N éléeves situées dans
un champ pondéré donné 8 a s orbites d'une structure d'espace métrique. La notion de
voisinage sera alors associée au choix d'un seuil pour la distance.

Nous voudrions que cette notion ne soit pas trop stricte mais il faudrait éga-
lement :

1. qu'elle respecte toute hiérarchie marquée d'orbites (par exemple dans le
cas d'un champ a 2 orbites O, et Oyon ne devrait pas trouver au voisinage d'une histoire

équilibrée, une histoire présentant une dissymétrie marquée entre les orbites) ;
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2. que si une orbite n'est pas completement marginale dans une histoire,

elle apparaisse aussi dans toutes celles de son voisinage.

Dans le champ pondéré ¥ = (©,Q) avec Q = (qp'"’%) satisfaisant la condition
(1); les méthodes statistiques classiques de tests d'hypotheses nous conduiraient a définir
I'écart d'une histoire H, H = (.n'l,...n.s ) quelconque a I'histoire Hy = (qu,...,Nqs) naturel-

lement associée au champ par : i=s
— . - Ng,,?

AHHY= = (i "%

i=1 Nq

(8
puis a choisir un seuil sur A pour définir le voisinage

H 'U.(HO)
L'expression (2) n'étant pas symétrique, il n'y aurait pas la définition d'une
distance mais ceci ne constitue pas un obstacle majeur. En effet, nous ne sommes pas

intéressés, dans un champ pondéré donné, par n'importe quel voisinage mais uniquement
par ceux des quelques histoires (le plus souvent de i'histoire) canoniquement  associées
au champ.

C'est le fait que, comme nous allons le voir, on ne puisse pas choisir, en
fonction de s et N, un seuil de distance indépendant de la pondération du champ, qui
nous a amenée a écarter cette définition.

En effet, considérans le cas partic.l,Jlier s =2, N=20.
de (2) on déduit : A (H, Hyp) _ (nl_—ZOqu' -

204q) 9,
pour la pondération(-95, .05), on a :

A((17,3), (19,1)= &.21.

Comme il parait difficile de ne pas considérer les deux histoires (17,3) et
(19,1) comme voisines, ceci impose un seuil d'écart pour la notion de voisinage supérieur
a 4.21. Mais, pour la pondération (.5, .5) on a :

& ((14,6), (10,10)) = 3.2.

Or, admettre (l14,6) au voisinage de !'histoire (10,10) contredit tout a fait

I'exigence 1) énoncée plus haut.

Finalement, une distance associée au sup des écarts nous a paru la plus apte
(du moins pour les valeurs de N et s envisagées ici*) a traduire notre notion empirique

de voisinage.

* voir cependant remarque 2, paragraphe V
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Nous poserons donc :
Définition :
H (nl’""%) et H fn'l,...,n‘s) etant deux histoires quelconques de classe a
N éleves dans un champ pondéré ¥ a s orbites par définition leur distance d (H,H') sera
d (H,H') = sup|ni_n’i'l
iell,s]

Il nous a paru egalement raisonnable de choisir un seuil de distance de 2 lorsque
N est proche de 20, et de 3 lorsque N est proche de 30. Du fait des reésuitats obtenus
sur les probabilités de voisinage (cf. IV), il ne nous a pas paru nécessaire de justifier
un choix précis pour toutes les valeurs intermédiaires.

Examinons a quoi correspond cette notion dans quelques cas, par exemple
N =20, s=2ous = 3.

*N = 20,5=2

Toutes les histoires exceptées (20,0)( 0,20), (19,1) et (1,19) ont & voisins.
{ny,n5) a en effet pour voisins : {n;+1, n,y-1)
(nl +2, n -2)
(nl—l, n, +1)
(n1-2, n2+2)
Si, dans une histoire, une orbite concerne un nombre d'éléves supérieur
ou egal a 13, elle dominera au sens strict dans toutes les histoires voisines.
Si, dans une histoire, une orbite concerne 3 ou.plus de 3 éleves, elle est
assurée d'apparaitre effectivement chez tous les voisins.

Les contraintes énoncées plus haut semblent donc raisonnablement prises
en compte. '

Notons de plus que l'ensemble des histoires est recouvert par cinq voisinages
centrés respectivement en (2,18), (6,14), (10,10) (14,6) et (18,2). Ce recouvrement corres-
pond a2 un classement des histoires en 5 catégories que nous pourrions grossierement
qualifier ainsi :
| catégorie I  : Histoires pour lesquelles O, est une orbite fortement dominante
| categorie II  : Histoires déséquilibrées au profit de O,
| catégorie HI : Histoires équilibrées
| catégorie IV : Histoires déséquilibrées au profit de O,
| catégorie V. : Histoires pour lesquelles O1 est une orbite fortement dominante.

Comme on le voit, la notion ne péche pas par un caractere trop strict. (Les
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résultats concernant les probabilités n'en prendront que plus de relief).

Pour s = 3, la plupart des histoires ont-18 voisins. La notion reste encore
globablement satisfaisante, bien que, parfois, du fait de l'augmentation du nombre d'or-
bites, elle paraisse un peu souple.

Par exemple, au voisinage de I'histoire équilibrée (7,7,6), on trouve (8,3,4)
ot deux orbites dominent nettement la troisiéme. Mais ceci se produit au voisinage d'his-

toires équilibrées qui, comme on le verra, correspondent a des champs non reproductibles.

* Variation du nombre de voisins en fonction des et N

\ 2 3 4 5
N

20 4 18 84 380

30 6 36 230 1450

TABLEAU 3 : NOMBRE MAXIMUM DE VOISINS EN FONCTION DEs et N

Lorsque s (ou) N croit, le nombre de voisins d'une histoire donnée augmente
fui aussi trés rapidement. Le tableau 3 donne les valeurs maximales correspondant a

N = 20 et 30, se[2,5). Elles sont valables pour N = 20 si ¥i ni»2, pour N = 30 si ¥jni»3.

Les coefficients de ce tableau se calculent relativementi aisément de proche en proche.

Ainsi donc, méme si, comme nous l'avons souligné, fes probabilités des histoires
de classe associées naturellement a chaque champ pondéré sont faibles, on peut espérer
que la somme des probabilités des histoires situées a leur voisinage atteindra, elle, dans
beaucoup de cas, des valeurs assurant une reproductibilité raisonnable.

Ce sont ces probabilités que nous allons examiner maintenant.

1V. PROBABILITES DE VOISINAGES D'HISTOIRES DE CLASSE

Nous nous placons dans le cas de champs pondérés & satisfaisant la relation
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(1) pour la valeur de N considérée. Nous noterons He I'histoire canoniquement associée
~

au champ,V(H} son voisinage, 6 Hy) la probabilité de He et Q (V(Ht) celle de son voisi-

nage.

Les tableaux 4 et 5 et les graphiques 1, 2 suivants donnent les valeurs des

probabilités (arrondies a trois chiffres significatifs), pour tous les champs satisfaisant
la relation (1), N = 20, N = 30 et s= 2.
Les tableaux 6 et 7 concernent les cas N = 20, N = 30 ets = 3.

n 10 11 12 13 14 15
~ .
Q (He) 176 177 .180 .184 .192 .202
A
Q(Vmg| 737 739 747 .760 .780 .807
o 16 17 18 19 20
Pa)
Q (HE ) .218 243 .285 377 1
”~
Q(VMHg)|  .844 | .89 957 984 1

n, désigne le nombre d'éleves dans l'orbite O, .

TABLEAU 4 : PROBABILITES POUR N = 20, s = 2

1+ Pour des raisons de symétrie évidentes,

le tableau 4 ne mentionne que les valeurs de n; appartenant a [10,20].

GRAPHIQUE 1 : PROBABILITES POUR N = 20, s = 2
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ny 15 16 17 18 19 20 21 22
6-(H&, Y1 o.dus 1 .145 146 147 150 153 157 163
A

Q ('U(HC,) .800 .801 .804. 809 . 816 826 .839 854
ny 23 24 25 26 27 28 29 30
/C\) (H@ )| .170 179 192 .210 .236 .280 374 1
A

Q (V(Hg) 373 .895 .920- 948 974 987 997 I

TABLEAU 5 : PROBABILITES D'HISTOIRE ET DE VOISINAGES POUR

N=3025=2
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- 58 - i ~ A ~ ~ A N r
(nl,nz) Q (H& ) Q(U(Hts)) (nl’nZ) Q(Hg) [Q(HE) (nl,nz) Q (Hyg ) Q('l(Hg))
(18,1) 43 946 (13,4) 054 653 (10,7) 047 596
s ; e e e e S e T e e : (17,2) | .108 873 (12,7) 071 .680 (10,6) 044 577
‘ Eaets = S e - ae,® 092 805 (12,6) | .056 652 (10,5) | .o43 571
"&5: T = L.l’ - ”’ - [ Tee: 33 St HE -
e e R e G :
= 2 {16,2) .082 .809 {12,5) .051 626 (9,9) .053 627
= = : (15,4) 083 756 (12,4) .049 617 9,3) 046 .590
2o e e et : (15,3) 070 748 (11,8) 069 .669 (9,7) 043 568
" S (14,5) .077 721 (11,7) 054 637 1 (9,6) 042 558
e S e e e 063 | .70 (L,e) | 068 | .607 (8,3) 043 .565
o : ‘- oetsmeer : tt t bt ey T ; .
= s e i R g T (14,3) .060 692 (11,5) | .ou6 .593 ®,7) 041 552
(13,6) .073 697 (10,9) 068 664 (8,6) 041 { 547
GRAPHIQUE 2 :
PROBABILITES D'HISTOIRES ET DE VOISINAGES POUR (13,5) |} .059 -0673 (10,8) .053 629 7,7) .040 544
N = 30,5 = 2
TABLEAU 6 : PROBABILITES D'HISTOIRES ET DE VOISINAGES POUR
N =20,5=3

Puisque s = 3, a chaque histoire de classe est associé un triplet (nl,nz,nz) verifiant ny = 20—n1—n2
C'est pourquoi, nous ne donnons que les valeurs du couple (nl,nz). Pour des raisons de symétrie
évidentes, nous nous sommes limitée, comme précédemment, aux histoires satisfaisant :
nl>/ n,> ns-
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() [QUEHE N [0)0y) (AU )] [y R W] [inon) Q@] |tnyny) [
"2k g 1) R VHe )

(28,1) | .985 (22,4) .807 (18,11)| .766 (16,10)] .701 (14,108 .665
(27,2) | .969 (21,3) .803 (18,10)} .747 (16,9) | .689 (14,9) { .659
(26,3) | .939 (21,7) 790 (18,9) 735 (16,8) | .681 (14,8) | .657
(26,2) 937 (21,6) 785 » (18,8) 722 (16,7) 679 (13,13)] .690
(25,4) 904 (21,5) J79 (18,7) 714 (15,14)| .752 (13,12){ .74
(25,3) | .904 (20,9) 7877 (18,6) 43! (15,13) .72_9 (13,11 .661
(2%,5) 872 (20,8) 772 (17,12) { .759 (15,12)} .713 13,10} .653
24,4) | .869 (20,7) 764 7,11y .738 . (15,11)] .695 (13,9) | .649
(24,3) | .872 (20,6) 756 (17,10) | .725 (15,10)) .681 (12,12) .660
(23,6) 844 (20,5) 753 (17,9) 710 (15,9) 672 (12,11t .651
(23,5) .838 29,10}y .775 (17,8) .700 (15,8) 667 (12,101 .e45
(23,4) .839 i (19,9) 758 (17,7) 694 (la,14)) 728 (12,9) 643
(22,7) 821 (19,8) . 748 (16,13) | .754 (14,13) ‘ 710 (1i,11)} .644
(22,6) 812 (19,7) 737 (16,12) | .733 (14,12)} .691 (£1,10)} .640
(22,5) .809 (19,6) 731 (l6,11) | .717 (14,11)} .676 (10,10)} .639

TABLEAU 7 : PROBABILITES DE VOISINAGE POUR N = 30,5 = 3
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Vu le nombre important d'histoires a traiter, nous nous sommes, dans ce

cas, borné. au calcul des probabilités de voisinage.

Ces tableaux et graphiques appellent quelques commentaires :

- Pour s = 2, probabilités de voisinage et probabilités d'histoires varient
dans le méme sens : un minimum pour }'histoire eéquilibrée et ensuite une probabilité

d'autant plus forte que I'histoire est déséquilibrée.

~ —APourS = 3, la situation n'est pas tout a fait aussi simple. L'ordre des suites
Q (Hy) et Q ('U'(Hf)) n'est pas le méme. Par exemple, bien que ['histoire (14,4,2) ait
une probabilité inférieure a celle de I'histoire (13,6,1), le voisinage de (14,4,2) a une
probabilité supérieure 3 celui de (13,6,1). Ceci se produit méme lorsque les deux voisinages
considérés ont le nombre maximum d'éléments, c'est-a-dire 18 pour N = 20 et 36 pour
N = 30 ; par exemple, les histoires (13,4,3) et (12,6,2) ont pour valeurs respectives de
/C\Q (H%) : .54 et .56 tandis que les valeurs de 6 ('l((H&)) sont dans I'ordre inverse : .653
et .652.

Par contre, a trois exceptions prés (les histoires (16,2,2), (24,3,3) et (23,4,3)), pour une
valeur de n, fixée, il y a bien décroissance de la probabilité de voisinage au fur et a
mesure que nzcroTt, c'est-a-dire que I'histoire devient plus equilibrée.

- Le fait de considérer non une histoire précise mais un voisinage de cette
histoire, fait faire un bon spectaculaire aux probabilités. Ainsi, pour N = 20, s = 2, la
probabilité minimale passe de .176 a .737, pour N = 30, = 2 de .l44 a .800, pour
N = 20, s = 3 de .040 a .544, peorN = 30, s = 3 de .0270 a .639.

-. Le fait que 1'on ait pris un seuil de distance de 2 pour N = 20 et de 3
pour N = 30, conduit & avoir des probabilités plus élevées dans ce dernier cas.

- Par contre le passage de 4 a 18 voisins pour N = 20, (de 6 a 36 pour
N = 30) ne suffit pas & compenser la baisse de probabilité causée par l'augmentation
du nombre d'orbites, et assurer pour les voisinages des probabilités du méme ordre.

Notons, qu'en utilisant les données du tableau 2, pour calculer les rapports
entre les probabilités mini-max correspondant a ces différents cas, puis en comparant
ces rapports 2 ceux des tailles de voisinage, on aurait pu penser, & premiere vue, que

la compensation serait possible. En effet, on obtient les résultats suivants :
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Remarquons tout de suite que le choix du seui! standard 0,05 élimine la quasi-

totalité des champs pondérés envisagés au chapitre IV, puisque ne sont reproductibles

Rapports de Probabilités | Voisinages
que ceux pour lesquels une orbite concentre plus de 90 % des eleves que ce soit pour
= S= 2 ’ < g . . <
‘E_—gg’Ls_—z 1,2 1,5 N = 20 ou N = 30 , c'est-a-dire les situations ou l'on se trouve, aux approximations de
= 30,s= . P
voisinage pres, dans un champ a une seule orbite.
C'est pourquoi nous envisageons ci-apres le seuil 0,1 et méme le seuil 0,2.
N =205 =3 . Il nous a paru intéressant pour certains des champs étudiés au paragraphe 1V, de déterminer
Nz L2 2 . . P - Lo s .
N=30,5=3 1, les seuvils de distance (pour la définition des voisinages) associés a ces seuils de reproduc-

tibilite. Les informations correspondantes se trouvent dans les graphiques 3 et 4, le tableau

9.
N =20, =2
—_——— =
N o= il 4,5
EEEEE e ==
N = 30,s =2 Huht ; :
i :
N = 30,5 = 3 3,3 6 : _ : :
. St
TABLEAU 8 : S
RAPPORTS DE PROBABILITES MINI-MAX ET DE TAILLES DE > e i
VOISINAGE POUR N = 20,30 ets = 2,3 5 L
V. REPRODUCTIBILITE i R ; ;
Comme nous l'avons ecrit plus haut, la reproductibilité n'est pas associée, dans | S ’
le modele implicite que nous essayons de théoriser, a la capacité de reproduction d'une % A A e 3
histoire précise mais a la possibilité d'assurer que presque toutes les histoires produites 3 7. s
seront proches de celle-la. ! i e R Ei
Ceci nous conduit a poser la définition suivante : , i '1‘ : T ST
Définition : :
Etant donné un champ pondéré Y= (&, Q) a s orbitessatisfaisant la condition
(1)* pour des histoires de classe a N éleves, ce champ est dit reproductible pourdes histoi-
res de classe a N éleves au seuil & , d étant un reel fixe, si et seulement si : i GRAPHIQUE 3 :
~
Q WHE N Z1-& SEUILS DE DISTANCE POUR DES CHAMPS PONDERES
H g étant Phistoire (Nay, -y NoJ i Q = (@)s - g ) A 2 ORBITES (N = 30)d =.1, eth=.2

* Cette définition se généraliserait sans difficulté au cas d'un champ ne satisfaisant
pas la condition (1) en censidérant ia ou les quelques histoires qui lui sont naturellement

associées.




SEUILS DE DISTANCE POUR DES CHAMPS PONDERES

A 2 ORBITES (N = 20) R =.], et =.2
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() (.8,.1) (.7,.2) (.6,.3) 6,.2) | (.5,.4) (.5,.3) (4,.) .4,.3)
d
A =1 3 4 4 4 4 y 4 4
N=20
d
=2 2 3 3 3 3 3 3 4
N= 20
9 -1 5 5 5 5 5
NC 30 4 A 5
d
-2 3 4 4 4 4 A 4 4
N= 30

TABLEAU 9 : SEUILS DE DISTANCE POUR DES CHAMPS PONDERES

A 3 ORBITES (N = 20, N = 30,9 = .l etd=.2)
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Pour ces champs pondérés a 2 et 3 orbites, des tableaux complets sont donnés

en annexe, mentionnant 2 la fois les seuils de distance et les probabilités correspondantes.

On a donc les résultats suivants :

Au seuil .1, parmi les champs pondérés a 2 et 3 orbites considérés, seuls sont
reproductibles, au sens défini ci-dessus,

. pour des classes de 20 éleves, ceux pour lesquels I'une des probabilités

d'orbite est supérieure ou égale a .9 ;

. pour des classes de 30 éleves, ceux pour lesquels, I'une des probabilités

d'orbite est superieure stricte a .8.

Il s'agit donc dans tous les cas de champs pour lesquels il existe une orbite
trés fortement dominante.

Pour des histoires équilibrées comme (10,10) et (12,12,6), par exemple, associées
aux ponderations (.5,.5) et (.4,.4,.2), une reproductibilité au seuil de .l exigerait un seuil
de distance de % pour i'une, 5 pour l'autre. _

Ceci reviendrait a considérer par exemple I'histoire (14,6) comme proche
de I'histoire (10,10) ou les histoires (7,17,6) et (11,8,11) comme proches de I'histoire (i2,

12,6), ce qui n'a rien de raisonnable.

Si I'on descend jusqu'au seuil .2, l'augmentation des cas de reproductibilité

est flagrante pour N = 30 et s = 2 puisque tous les champs envisagés sont reproductibles
au seuil .2.

Dans tous les autres cas, il faut néanmoins qu'une procédure domine nettement
(qy.75pour N =20 et s=2,q -8 pour N=20ets =3,g3.7 a une exception pres
pour N = 30 et s = 3).

De plus, l'augmentation du nombre d'orbites se traduit par une réduction
de I'ensemble des champs reproductibles au sens suivant :

Proposition 7 : Si le champ pondéré ¥ - (G ,Q) & 3 orbites avec Q = (ql’q2’q3)
satisfait la condition (1) pour des histoires a N éléves et est reproductible au seuil
alors le champ pondéré \€' a 2 orbites obtenu en regroupant O, et O3 est reproductible

au seuild . La reciproque n'est pas vraie.

En effet, on a Q' = (ql, q,+ q"B). Si (n1J n, n3) est Phistoire associée a
¥, celle associée 3 @ est (nl, n, + n3).

On définit une application Y de l'ensemble des histoires a N éleves dans
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/
¢ , dans 'ensemble des histoires & N éléves dans 8
W I (m'7 mz’ m3)"—> (ml, mz'!' m3)

HeY H)

Alors YH (¥ (H)) Y (W (H)) puisque m, + m3 = N - m . On en déduit le résultat

1) n'est pas reproduc-

La réciproque est fausse. Par exemple le champ (15, _l(&),
20 2

o

tible au seuil .2 alors que le champ (15, _5) I'est. (N = 20)
20 20

Ceci provient de ce que tout voisin de (nl’ ny + n3) est l'image par ¥ a la fois

de voisins de '{n, n,, n,) mais aussi d'histoires qui ne le sont pas.
Par exemplé¢, dans le champ pondéré (.9, .05, .05) pour N = 20,

Yas, 1, 1) =0s,2)
Y (16, &, 0) = (16, &)
Or (16, 4)eU(18, 2) tandis que (16, &, 0) £ V18, 1, 1).

Remarque 1 :

La proposition 7 se generalise 2 s quelconque de la fagon suivante : si le
champ ¥ a s orbitesest reproductible au seuiled pour des histoires a N éleves, le champ
E,obtenu en regroupant s -1 des orbites est un champ a 2 orbites reproductible au seuil
AL
Remarque 2 :

La proposition 7 ne se genéralise pas pour s quelconque a des regroupements
d'orbites arbitraires. En effet, la stabilité de la notion de voisinage sur laquelle repose
la démonstration ne se généralise pas pour s >3 a des regroupements quelconques. (Par
exemple : (12, 7, 3, 8)=1f(10, 5, 5, 10) tandis que (19, 11):2V(15, 15).)

Ceci constitue un handicap pour la distance "sup" introduite. On résoudrait
aisément le probleme en la remplagant par la distance associée a2 la somme des valeurs

absolues des écarts.

Notons que ce changement n'affecterait en rien ce qui précede. En effet,
dansIN? et IN?, sur tout hyperplan d'équation NN, = N (resp. g+ N, 40 =N ), les
deux distances sont proportionnelles, le rapport de proportionnalité étant 2.

Pour s=4 ce n'est plus le cas :

d o, no,ng ny), (ny + 1, ny-lyng+ 1, n, - IN=4

et d:((nl, Ny N, nq), (nl + 1, n, - L, N3, nq)): 2
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De plus, les intervalles correspondant aux deux distances se chevauchent
Par exemple on a : '

dé ((nl, Ny Ny, n[‘), (n2 + 3, n, -3, n3 nq))‘ =6

dg (("1" N5 N35-ny), (nl +2,n, -2, ny+l,n, ~1)=6

Mais notons aussi que dans ce cas, I€s seuls champs reproductibles sont ceux
_présentant une orbite trés dominante et que, dans ces conditions, le regroupement naturel
est celui des orbites marginales par rapporté 'orbite dominante pour lequel la proposition
7 est valable méme pour la distance-sup.

VI. SENSIBILITE DES PROBABILITES DE VOISINAGES AUX FLUCTUATIONS DU CHAMP

II est une des caractéristiques du modéle implicite décrit page 44 que nous
n'avons pas jusqu'a présent envisagée. C'est l'exigence de stabilité par rapport a de légeres
perturbations. Dans notre langage, ceci va se traduire de la fagon suivante : considérons
un champ pondéré € = (0, Q) satisfaisant la condition (1} et un échantillon de N &loves
situé dans un champ *€inconnu, légerement perturbé par rapport 3 € (dans ses pondérations).
Soit :+ H e = (qu, ey Nqs) I'histoire associée au champ %’ etV (Hg,) le ‘voisinage de
de cette histoire. .

Si on note 23' =(8, Q") , que peut on dire de 6'(“1}(}-{2 )) lorsque la distance de
€ et e' mesurée par exemple par sgp[qi—qi'[ reste petite ?

Pour N = 20, s= 2 et s= 3, nous avons calculé pour des degrés de perturbation

¥ de .05 et .1, la probabilite de I'événement U (H % ) pour tous les champs™ € de pondération

Q' satisfaisant la condition (1) et distants d'un champ E donné de moins de ¥ . Et ce,
pour tous les champs & envisagés au paragraphe IV.

Les tableaux 10 et Il donnent les probabilités minimales ainsi obtenues pour
8’('1Y(Hce D) . lls permettent donc de se faire une idée de la sensibilité des probabilités de

voisinage aux perturbations des champs pondérés.
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(n'l,n.z) 3":0 6‘:.05 ’a‘:-l (nl,nz) D=0 7=.05 o= .1 (nl"n'i v=0 32_05 T =
(18,1) | .96 | .792 | .560 (13,4) |.653 | .568 | .359 (10,7) { .596 | .517 | .3%2
(7,2 1.873 | 761 | .519 (12,7) {.680 | .569 | .368 (10,6) | .577 | .509 | .343
n; 10 11 12 13 14
N {06,3) [ .805 | 682 | .410 (12,6) |.652 | .551 | .363 (10,5) | .571 | .509 | .3u7
Q (Vi (He ) 737 739 747 .760 .780
16,2) | .809 | .697 ] .505 12,5) }|.626 | 542 | .351 9,9) | .627 | .531 | .365
info\,(U(H&) o0 - (16,2) (12,5) 9,9)
- 05 . 691 .695 704 718
A (t5,8) | .756 | .638 | .390 (12,4) |.617 | 545 | .352 (9,8 |.590 | .513 | .342
infQ'(V(HE) 563 564 .566 572 .579
o= .l :
7- 15,3y | 748 | 643 | .388 (11,3) |.669 | .559 | .367 9,7) |.568 [.502 | .33
" 15 16 17 18 19 :
: (14,5 | 721 | .607 | .379 (11,7) {.637 | .539 | .36l 9,6) |.558 | .u97 | .3u5
3 |
Q(S(He ) | 807 8t 394 957 984 |
i (la,0y | 708 | .600 | .37% (11,6) |.607 | .526 | .345 8,8) |.565 |.500 | .35
= , !
inf Q' (W) o, 761 793 ! '
. . . .830 . : . :
¥ =.05 867 f (18,3) | 692 | .610 | .371 (11,5) |.593 | 522 | .3u6 8,7) | .552 |.493 | .37
infQ' (v(Hg,) 59 ] H
. .600 614 630 . ‘
3=l 648 (13,6 | .697 | .584 | .372 (10,9) | 664 | 555 | .368 8,6) | .547 | .492 | .350
(13,5 | 673 | .571 | .367 (10,8) | 629 | 533 | 362 | {7,y | .5ue | 490 | 354
TABLEAU 10 :
MINIMA DES PROBABILITES POUR DES PERTURBATIONS DE .O5 et .1
TABLEAU 11 :

(N =20,5=2)
- S 2 - S
MINIMA DES PROBABILITES POUR DES PERTURBATIONS DE .05 et .1

(N = 20, s = 3)
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On constate que :

* Les ecarts de probabilités associés aux fluctuations varient en gros dans
le méme sens que les probabilités de voisinage. Ainsi, pour N = 20 et s= 2, ¥ = .05,
ils croissent (a une exception pres) de .047 a .127 en etant minimum pour ['histoire équili-
brée ; pour N = 20, s = 3, ¥ = .05 ils s'étalent entre .054 et .154 en tendant a fiéchir
lorsque, n | étant fixé, I'histoire s'équilibre (cf. paragraphe 1V).

* Mais, comme le montrent les graphiques 5 et 6 donnant leur répartition,

ils sont presque toujours supérieurs a la taille de la perturbation.
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GRAPHIQUE 5 :
ECARTS DUS AUX FLUCTUATIONS POUR N= 20,5 = 2,¥= .05 etT = .1
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GRAPHIQUE 6 :
ECARTS DUS AUX FLUCTUATIONS POUR N = 20, s = 3,¥= .05 et ¥= .1

Les graphiques 5 et 6 ci-dessus fournissent, pour les histoires répertoriees
dans les tableaux 10 et ll, les variations absolues de probabilités dues aux fluctuations.
Ces variations sont portées en ordonnées. En abscisse les histcires sont rangées de la
plus a la moins équilibreée, ce qui correspond a I'ordre du tableau 10, et l'ordre inverse
du tableau 11.

* Comme ces graphiques le montrent bien, I'augmentation du nombre d'or-
bites accroit l'effet de la perturbation, ceci €tant nettement plus sensible pour ¥ = .1

que pour ¥ = .05.
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Plus précisement on a :

¥ s 0484 T VLT L 26| 29K 8437 3¢ 5< 4%
2 20 % 50 % 30 % 0 %
.05
3 0% 57.5 % 39.5 % 3 %
2 0% 40 % | 40 % 20 %
.1
3 0% 6 % 54.5 % 39.5 %

TABLEAU 12 :
REPARTITION DES ECARTS EN FONCTIONS DEY,s

Comme l'augmentation du nombre d'orbites se traduisait déja par une diminu-
tion des probabilités de voisinage, on finit par obtenir des probabilités trés faibles.

Ainsi pours = 3 et¥ = .05, 73 % d'entre elles sont inférieures & .6 - pour
s =3 et ¥ =.L, toutes sont inférieures a .6 et 88 % sont inférieures 3 .4.

* De méme., l'augmentation de la taille de la perturbation amplifie son
effet comme on peut le constater sur le tableau 12.

* Enfin, si I'on se borne a de faibles perturbations ( ¥= .05) on constate
que :

pour s= 3, aucunesituation ne reste reproductible méme au seuil .2

pour s = 2, aucune situation ne reste reproductible au seuil .l, mais que
deux le restent au seuil .2, celles pour lesquelles une des probabilités d'orbites est supe-
rieure ou égale a .9 dans le champ pondéré.

Vil. CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons essayé d'expliciter et de quantifier le modele
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implicite de reproductibilité des situations didactiques que nous semblaient véhiculer
(souvent malgré eux) bon nombre d'écrits didactiques. Nous pensons d'ailleurs que ceci
serait apparu de maniere plus frappante si nous avions analyse non seulement des publica-
tions de recherche, mais aussi des textes disons plus pédagogiques, comptes rendus d'expé-
riehces par exemple.

L'objectif était de montrer quelles hypotheses de régularité devaient satis-
faire les situations didactiques concernées pour que ce modele puisse effectivement
fonctionner.

Comme il ne nous semblait pas prendre appui de fagon opératoire, sur des
interactions maltre-éleves ou des interactions entre éléves, en toute logique, nous
avons envisage un fonctionnement "isole" des situations.

Ce faisant, ce que nous avons reellement etudié, c'est en quoi, le fait
de considérer un échantillon dont la taille soit celle d'une classe, joue sur la production
de régularités.

La theorisation du modele nous a amenée a développer un certain langage

v

- la notion d'orbite a été introduite pour rendre compte des trajectoires
des eleves, en opérant déja certains regroupements. Ceci était licite dans la mesure
ou I'on ne faisait intervenir par la suite aucune interaction ;

- la notion de champ pondéré a eté introduite pour rendre compte des

_régularités au niveau des orbites existant dans une population donnée.

A partir des orbites et des champs ponderés, du fait de I'hypothese d'absence
d'interaction, le passage au collectif “classe" s'est effectué par simple juxtaposition des
individus. D'olt la notion d'histoire de classe et une probabilité sur l'espace des histoires
de classe dérivée de la pondération du champ.

La reproductibilité ne pouvant viser la reproduction de I'histoire précise
naturellement associée a un champ pondéré donné, nous nous devions alors de définir
une notion de voisinage sur l'ensemble des histoires. Nous l'avons fait en introduisant
sur cet ensemble une distance et en nous fixant, pour définir les voisinages, un seuil
de distance.

La définition d'une notion de voisinage (compatible avec le sens attribué
empiriquement en didactique & des phrases telle celle-ci : "il s'est passé a peu pres
la mé&me chose dans ces deux classes") permettait, en fixant, dans un champ pondéré
donné, un seuil sur la probabilité du voisinage de l'histoire de classe associée au champ,
de définir une notion de reproductibilité des situations didactiques qui corresponde,
dans le langage élaboré, a celle véhiculée par le modele implicite. Ce que nous avons
fait.
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L'étude menee aux paragraphes IV et V, dans le cas des champs a 2 et
3 orbites, a montré _ e, bien que nous ayions choisi une notion de voisinage peu stricte,
peu de champs ponderés étaient reproductibles pour dés histoires de classe, 3 des seuils
acceptables. Ainsi, seuls étaient reproductibles au seuil .l, les champs pondérés pour
lesquels une orbite drainait la quasi-totalité des éléves. Bien siir, I'augmentation du
nombre d'éleves jouait dans le sens de la régularité (ainsi tous les champs & 2 orbites
envisagés etaient reproductibles au seuil .2 pour N = 30) mais ceci était surtout sensible
dans le cas de champs a 2 orbites.

Par contre, une distinction entre orbites plus nombreuses se faisait, elle,
au préjudice de la reproductibilité telle qu'elle avait été définie. De plus, la prise en
compte de légeres fluctuations du champ,- au paragraphe VI, a montré, dans les cas
étudiés, que ces dernieres détruisaient la reproductibilité au seuil .1, et ne laissaient
subsister une reproductibilité au seuil .2 que pour des champs a 2 orbites déja reproducti-
bles au seuil .l.

Or, il semble difficile de ne pas prendre en compte la stabilité vis-a-vis
de telles fluctuations, au niveau de la reproductibilité des situations didactiques. Les
légeres différences de niveau entre classes, comme les différences de passé scolaire
ne manqueront pas de créer de telles deviations systémétiques et ceci, méme dans le
cas de situations, pour lesquelles les régularités créatrices d'orbites sont extrémement
puissantes.

Finalement, de maniere génerale, la taille de l'échantillon "classe" semble
trop faible pour que le passage de l'individuel ou collectif par simple juxtaposition soit
susceptible d'engendrer, au niveau collectif, des régularités significatives et stables:

S'il en est ainsi, on peut penser que les regularités que nous ne manquons
pas d'observer régulicrement dans les classes et en particulier les régularités d'orbites
sont indissociables d'interactions diverses {(maitre - éleves, eleves - éleves) et qu'on
ne peut assurer la dransmission des situations didactiques correspondantes en faisant
I'économie de 1'analyse du fonctionnement de ces interactions et de leur gestion.

Comme. I'écrivait H.Ratsimba Rajohn [37}, ceci impose de rentrer "dans
les états intermediaires du jeu".

Faute de quoi, nous nous exposons, dans la transmission des situations
didactiques, a ce que, volontairement ou involontairement, la reproduction donne lieu
a une reproductibilité "forcée" (en particulier par des interventions de recentrage du
maitre), ceci nous faisant perdre tout contrdle sur le sens des activités de 1'éleve.

Mais rentrer dans les états intermeédiaires du jeu, suppose, méme si 1'on
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utilise des méthodes genéralisables, un contenu precis. C'est pourquoi le moment nous
semble venu de présenter, en méme temps que ce qui fut la premiere partie de notre

recherche, la situation particuliere que nous exploiterons dans le chapitre IV.

E X3



CHAPITRE 3

CONCEPTIONS DU CERCLE A L'ECOLE ELEMENTAIRE

*%
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Nous reprenons dans ce chapitre le texte d'un article paru en 1982 dans
la revue "Recherches en didactiques des mathématiques" sous le titre : "Conceptions
du cercle chez des enfants de I'école élémentaire". Bien que moins complet que le
rapport publié par I'IREM de Paris-Sud, la méme année, auguel le lecteur pourra se
référer s'il le désire, il nous semble suffisant pour 3 la fois présenter ce que fut la
premiere partie de la recherche et permettre la lecture du chapitre suivant.

Comme ['indique clairement le titre de l'article, cette partie de la recherche
se situe tout a fait dans le cadre défini au paragraphe 1I-A du chapitre I. Notons & ce
propos, que méme si les modéles construits sont centrés sur des définitions (éventuellement
partielles) du cercle, ceci n'interdit en rien aux conceptions associées de présenter les
différents aspects attachés a cette notion au chapitre I. En particulier, on verra que,
hors tout enseignement spécifique, on peut avec des enfants de 1'dge considéré ici (8
a 10 ans) :

- au niveau des images mentales : tabler sur une perception globale de

régularité qui oppose le cercle a des figures anguleuses telles les polygones et 3 des
figures non anguleuses mais de courbure variable comme les ellipses et les ovales ...

- au_niveau des_situations : tabler sur l'intervention du cercle dans de

nombreuses situations de perception mais aussi de construction (se mettre en rond autour
de quelqu'un, tracer un rond ...) et d'utilisation (roues, cerceaux ...)

- au niveau des outils, techniques algorithmiques, theéoremes : tabler sur

* l'existence de techniques de construction (prendre le contour d'un objet,
utiliser une ficelle, un compas ...)

* la reconnaissance d'un point distingué par rapport au cercle : son centre
appelé milieu et I'existence de procédures au moins grossiérement approchées pour le
déterminer basées sur le partage en 2

* Ja reconnaissance d'invariants au moins dans les directions privilégi€es
que sont l'horizontale €t la verticale et l'idée de la dépendance continue et croissante
entre ces invariants et la taille du cercle.

- au niveau du langage : tabler sur les termes "rond" et "milieu". Notons

que méme si le terme " rayon" est connu, sa signification n'est pas nécessairement
sire. Il y a souventconfusion avec une notion de taille du cercle formulée en grandeur,

grosseur, longueur, largeur et qui se réfere plutdt a la mesure du diametre.
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Mais, par l'étude faite de la gestion des situations par les enseignants,
a travers l'institutionnalisation des connaissances en particulier, cette partie de la recher-
che dépasse cependant le seul cadre des conceptions du sujet et la conclusion annonce

deja la priorité qui sera donnée ensuite a la dynamique des situations.

*%

1. Introduction

1. Origine de la recherche

Cette recherche, comme la plupart des recherches en didac-
tique actuelles, a sa source dans un probleéme d’enseigne-
ment: il s’agissait pour nous d’organiser I’enseignement de
la géométrie dans deux classes de I’école élémentaire d’ob-
servation de ’Almont I 3 Melun, le €E; et le CM;, ceci dans
le cadre de notre travail 2 PIREM Paris Sud.

Une analyse préalable de Penseignement de la géométrie,
tel qu’il est prauqué a ce niveau de Pécole élémentaire, nous
a montré que, classiquement, on y distinguait deux domai-
nes:

— Pétude de formes géométriques particulieres du plan
et de Pespace (cube, parallélépipéde, carré, triangle...)

— Pérude de transformations géométriques (translations,
symétries, homothéties...).

Nous avons aussi constaté que, traditionnellement, la
premiére de ces activités consistait essentiellement en un
travail de vocabulaire basé sur une ostension des objets
géométriques considérés. Pour nous démarquer de certe
pratique, nous avons proposé aux éléves des situations-
problémes nécessitant Iutilisation effective de formes géo-
métriques et notre attention a été rapidement attirée par la
variété et I'apparente éranchéité des conceptions qu’ils met-
taient en ceuvre, 2 propos d’une méme figure, suivant la
tiche proposée.

Mais alors, quel sens fallait-il artribuer au terme
«connaissance » dans ce cas précis ? (il ne pouvait s’agir bien
sir de la simple reconnaissance perceptive). Quels buts
fallait-il assigner a ’enseignement ?

Une réponse, méme partielle, 2 ces questions nous a paru
un préalable nécessaire 2 la construction de séquences di-
dactiques dans ce domaine. Nous avons alors décidé d’ob-
server, dans un premier temps, le comportement des éleves
dans des situations variées, de recenser dans chaque cas les

+ procédures utilisées, et d’érudier §’il érait possible d’associer

a ces procédures des conceptions des figures géométriques
(qui seraient a définir).
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2. Choix du théme

Le probléme que nous nous posions était, 3 notre avis, trop
vaste pour que nous puissions attaquer globalement. Nous
avons choisi de limiter le sujet de la recherche en nous
bornant i I’étude d’une forme géométrique particuliére. Ce
choix reposait sur ’hypothése suivante :

Les phénomeénes que notre recherche permettrait de met-
tre en évidence (si cela éuait le cas), méme s’ils paraissaient
spécifiques de la figure géométrique particuliére considérée,
dpevaient pouvoir se transposer par le biais de traductions
adéquates a d’autres figures.

Notons que, dans la limitation du sujet de la recherche,
compte-tenu de nos préoccupations, nous pouvions agir
principalement dans deux directions :

— les figures (solution que nous avons choisie)

— Jéventail des situations.

La premiére éventualité nous a paru plus raisonnable, d’une
part 3 cause de la remarque faite plus haut, d’autre part,
parce qu’au stade pré-expérimental qui était le ndtre, I'ana-
lyse a priori des conceptions que nous nous sentions en

mesu’ - d’effectuer ne permettait pas une réduction motivée -

de éventail des situations.

Nous avons choisi le cercle. Il y a 3 cela deux ratsons
principales : :

— Notre expérience empirique nous donnait i penser
que les conceptions mises en jeu par les enfants, 2 propos
du cercle, étaient suffisamment riches et variées pour que
on puisse le considérer comme un objet «typique» pour
cette étude.

— Notre expérience empirique, encore une fois, de I'en-
seignement, les conversations que nous avions eues avec
divers maitres de I’école élémentaire, semblaient poser le
cercle comme une figure pour laquelle Pillusion de transpa-
rence de ’objet était des plus fortes. :

A y réfléchir de plus prés, cette illusion de transparence
est confortée par différents facteurs. Sans prétendre en faire
une liste exhaustive, il nous parait nécessaire d’insister ici
sur certains d’entre eux :

— Une assimilation de la «connaissance» de P'objet a sa
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reconnaissance perceptive. Or on sait que la reconnaissance
du cercle parmi d’autres figures géométriques est possible
chez le chien (cf. les célébres expériences de Pavlov) et chez
le nourrisson igé de quelques jours. Chez Piaget, égale-
ment, en ce qui concerne la perception stéréognostique et le
tracé et non plus la simple reconnaissance visuelle, le cercle
est une des figures le plus t6t maitrisées.

— Le fait qu’il existe un outil d’'un maniement aisé: le
compas qui permet i Penfant de tracer des cercles avec
précision dés les premiéres années de I’école élémentaire.
Encore une fois, il y a risque de confusion entre les capaci-
tés de tracé précis de la figure, donc d’utilisation de I'outil,
et la connaissance des raisons de I'adéquation de I’outil ou,
2 un autre niveau, de la figure elle-méme. Une telle confu-
sion n’est guére possible lorsqu’il s’agit d’outils compliqués
mais, justement, dans le cas du cercle, elle peut étre induite
par la simplicité technologique. .

— Le fait enfin que, pour le maitre, 'enseignement rela-
tif au cercle pose des problémes 2 un autre niveau (calcul du
périmétre et de aire), problémes pergus plus difficiles que
ceux posés par exemple par le calcul de I'aire et du périme-
tre du carré et du rectangle. C’est donc 2 eux qu’il consacre
Iessentiel de son attention.

3. Pré-expérimentation

Au cours d’une phase de pré-expérimentation qui s’est dé-
roulée dans les classes du CE; et du CM; de Pécole de
’Almont I, nous avons proposé aux éléves des situations
problemes, en essayant de les choisir de caractérisuques
suffisamment variées pour favoriser '’émergence de concep-
tions différentes du cercle (problémes de reconnaissance de
formes, de tracé de figures géométriques, de trajectoires
circulaires, problémes relatifs 2 la position respective de
deux cercles, au partage de cercles, a2 Phomothétie entre
cercles).

Pour chacune des séances, nous avons rédigé un compte-
rendu mentionnant le temps consacré a la séance, 'organi-
sation de la classe, les consignes exactes données aux éléves,
les procédures de résolution utilisées par eux et les obstacles
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rencontrés mais nous n’avons effectué aucun enregistre-
ment.

1l nous a paru uule, avant d’aborder I’analyse des don-
nées recueillies, de recenser le champ des possibles. Nous
avons envisagé cette recherche comme un pur exercice
mathématique sans référence i aucune Situation précise:
Partant de I'idée que la pluralité des points de vue sur le
cercle sous-entend la pluralité des définitions possibles,
nous avons cherché différentes caractérisations du cercle, en
essayant de mettre en évidence pour chacune d’elles les élé-
ments géométriques et les relations entre éléments qu’elle
privilégiait. Ce faisant nous avons exhibé six définitions (de
D| a Dg, paragraphe II). II en existe bien sir beaucoup
d’autres et notre choix a sans aucun doute été inconsciem-
ment guidé par les comportements observés dans les classes.
Nous avons associé i chacune de ces définitions une
conception du cercle puis utilisé le cadre théorique ainsi dé-
fini pour analyser les observations.

Remarque: 1l est théoriquement possible d’associer une
conception i chaque définiuon. Un probléme d’interpréra-
tion se pose alors: 2 quels indices dans le langage ou dans
les procédures de I’éléve va-t-on identifier telle ou telle
conception ? Par exemple, est-ce-que la phrase: «Il est rond
partout pareil. » reléeve bien de la conception associée 3 la
définition D du cercle comme figure de courbure
constante ? Sans anticiper sur la suite, soulignons dés main-
tenant que seules des.informations précises sur le contexte
au s¢ ° large dans lequel cette phrase a été prononcée peu-
vent, a notre avis, permettre de le décider.

Malgré cette difficulté, la procédure utilisée nous a sem-
blé fournir une aide efficace dans P’analyse des observations.
Elle nous a permis de plus de constater a posteriori que,
dans le choix des situations, nous n’avions fait la part belle
nialh propriété du cercle d’&re une figure de courbure
constante, nl 2 son invariance par rotation autour de son
centre.

4. Expérimentation

a. Organisation
L’expérimentation a consisié en 'organisation et ’analyse
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d’une séquence d’enseignement construite en fonction des
impératifs suivants :

— construire une séquence relativement courte (compa-
rativement 2 la pré-expérimentation) pour ne pas &tre sub-
mergé par le matériel 2 analyset,

— construire une séquence permettant de disposer d’ob-
servables interprétables en termes de conceptions du cercle,
méme en dehors de explicitation par I’éléve de ses procé-
dures (ceci d’autant plus que Pexplicitation reléve en général
d’une reconstruction a posteriori),

— construire des situations pour lesquelles une analyse a
priori fasse apparaitre la possxblhte theonque d’emergence
de plu51eurs des conceptions répertoriées, certaines étant fa-
vorisées pour des raisons d’économie, de fiabilité ou de
technologie.

Cing situations-problémes ont été ainsi proposées dans
deux classes de CE; (enfants de 8 4 10 ans). Dans chaque
cas, nous avons précisé aux enseignantes le matériel qui se-
rait A distribuer aux éléves, les consignes a donner, 'organi-
sation que nous souhaitons pour, la classe. Nous insistions
de plus sur la nécessité de commencer chaque séance par un
rappel et de la terminer par une phase de bilan collectif.

Comme on le voit, le systéme était souple, chaque mai-
tresse pouvant conduire la classe 4 sa guise i partr des
points de départ donnés et en suivant les contraintes, peu
nombreuses, fixées. Il nous parait important d’insister ici
sur les raisons de cette organisation. L’étude que nous nous
proposions (analyse des conceptions du cercle mises en ceu-
vre par les enfants suivant les situations proposées), i notre
avis, ne prenait véritablement son sens que si elle érait dou-
blée d’une étude de la gestion de ces mémes situations par
les maitres dans le cadre de la classe. Cette derniére, de
plus, nous fournirait certainement des indices précieux sur
la fagon dont les enseignants concevaient ’enseignement re-
latif au cerle. Nous savions que notre présence suffisait 2
perturber le fonctionnement de la classe et que nous éuons
dans la situation classique o observateur perturbe Pobjet
de son étude. Ne pouvant éliminer ce fait, il nous paraissait
nécessaire cependant de laisser le plus possible aux mai-
tresses la responsabilité de leur classe. Et, en effet, c’érait a
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elles de prendre les décisions au cours des séances, d’intro-
duire quand elles en ressentaient le besoin et comme elles le
jugeaient bon tel ou tel terme spécifique, de doser les pha-
ses collectives de rappel, de bilan, et les phases de travail
individuel ou en équipes. La passation dans les deux classes,
elle-méme, était congue pour nous permettre de mieux ap-
préhender ces phénomeénes de gestion de la classe, en parti-
culier par I’étude comparative des décisions prises par I'une
et ’lfautre maitresses et des répercussions des choix effec-
tués.

Les cinq situations-problemes se répartissent de la fagon
suivante :

— 3 situadons visant 2 privilégier 2 des degrés divers la
propriété du cercle d’étre une figure de courbure constante,

— 1 situation de trajectoire circulaire,

— 1 situation de tracé géomérrique et de formulation.

Nous analyserons les trois situations privilégiant la cour-
bure dans le paragraphe III. La situation de trajectoire était
organisée de la fagcon Suivante: les éléves étaient groupés
par 4. Chaque équipe se tenait devant une porte (portes de
la classe, portes de placards...). Une grande feuille de pa-
pier était fixée sous chaque porte. On demandait d’abord
aux enfants d’ouvrir et fermer la porte en observant bien ot
passait son extrémité. Puis on leur donnait la consigne sui-
vante: «Pouvez-vous dessiner la trajectoire du coin de la
porte en laissant la porte ouverte? Vous avez le droit de
fermer la porte pour vérifier votre tracé. Si vous le modifiez
(ce que vous ne pouvez faire qu’aprés avoir rouvert la
porte), vous utilisez un crayon d’une autre couleur ».

Dans la situation de formulation, il s’agissait de tracer un
cercle sur une feuille puis d’envoyer a un camarade un mes-
sage téléphonique lui permetrant de reproduire un cercle de
mérmr * vaille.

L’expérimentation a occupé 8 séances de 1 heure environ.
Toutes les séances ont été magnétoscopées. Des observa-
teurs suivaient les travaux des différentes équipes. En fait,
les défaillances répétées de I'un des magnétoscopes nous ont
empéchées de disposer pour 'une des deux classes de toutes
les informations prévues.
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b. Analyse

Nous avons analysé le matériel dont nous disposions
dans les trois directions suivantes :

— les conceptions du cercle mises en ceuvre par les éleves,
— les effets de Penseignement,

~— la gestion de la classe. :

Pour chacune de ces directions, précisons rapidement dans
quel esprit fut menée I'analyse.

— Les conceptions: 1l s’est agi, séquence par séquence,
de répertorier et classer les procédures des éléves puis de
mettre en rapport les résultats obtenus avec I'analyse effec-
tuée a priori, éventuellement avec les observations de la
pré-expérimentation. Nous avons cherché i évaluer la puis-
sance et les limites des différentes conceptions, leur résis-
tance plus ou moins forte 3 I’évolution, I'adaptation, sui-
vant les situations ou elles intervenaient.

— Les effets de I’enseignement: comme nous l'avons
écrit plus haut, les situations avaient été présentées aux mai-
tresses comme des situations-problémes devant nous per-
mettre de mieux comprendre comment fonctionnaient les
différentes conceptions du cercle chez les éléves. Il fut vite

clair, bien qu’il n’en ait pas été question entre nous, que ces’

8 séances constituaient 3 leurs yeux les séances consacrées
cette année-13 3 I'enseignement relatif au cercle. Elles furent
donc gérées comme telles, mis 2 part le fait que, pendant la
phase de travail individuel ou en équipes consécutive 2 la
donnée des consignes, les maitresses s’imposérent d’interve-
nir le moins possible pour évitet de perturber les observa-
tions en influant en direction de telle ou telle procédure.

Il érait donc important, 2 nos yeux, de chercher 2 déter-.

miner Deffet de cet enseignement. Nous pouvions le faire
de «l’intérieur», adoptant la position du maitre qui, lui-
méme, dans sa classe, évalue de fagon continue les effets de
son enseignement. Les documents dont nous disposions
nous permettaient de le faire dans de relativement bonnes
conditions. Il nous a paru intéressant d’en croiser les résul-
tats avec une évaluation plus «extérieure». C’est pourquoi
nous avons fait passer individuellement un test aux éleves
des deux classes, peu de temps aprés la fin de I'enseigne-
ment (1 mois environ pour 'une et 15 jours pour ["autre).
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— La gestion de la classe: 2 'origine, nous avions pensé
aborder cette étude par I'analyse des prises de décision des
deux maitresses au cours des différentes sequences. Nous
’avons fait d’abord pour une situation qui, de ce point de
vue 13, semblait trés intéressante: celle de la trajectoire de
Pextrémité de la porte.

Parallélement, nous nous sommes apergues que les séan-
ces de rappel dans la classe de Montrouge (celle pour la-
quelle nous disposions de tous les enregistrements) pou-
vaient se révéler trés utiles dans I’étude de ces phénomeénes ;
cecl pour deux raisons principalément :

— Elles consistaient en un retour «2 froid» sur les ac-
tions des éléves et nous notions souvent une différence sen*
sible, au niveau du discours, entre la phase de bilan suivant
une activité et le premier rappel consacré i cette activité,
Les rappels eux-mémes évoluaient au cours des séances,
prenant un aspect de plus en plus synthétique, mettant I'ac-
cent sur tel ou tel point qui n’était qu’ébauché dans les pre-
miers... A ce titre, ils nous paraissaient correspondre i une
intériorisation du savoir et pouvoir étre considérés par la
malitresse, 1 I'intérieur de sa classe, comme des indicateurs
de P'intégration des connaissances, donc, de ce fait, consu-
tuer des guides de son action ultérieure. '

— 11 est apparu aussi que les phases de rappel éraient
presque systématiquement utilisées par la maitresse pour
des actions d’institutionnalisation du savoir, aisément repé-
rables. Nous entendons ce terme au sens défini par Brous-
seau (Brousseau, 1981): les situations d’institutionnalisation
sont «celles par lesquelles on fixe conventionnellement et
explicitement le statut cognitif d’une connaissance ou d’un
Savolr ». '

Si nous avons présenté un peu longuement dans ce para-
graphe I’ensemble de cette recherche, c’est pour qu'appa-
raisse clairement la perspective didactique dans laquelle elle
se situe. Nous n’avons pas voulu analyser les conceptions
du cercle mises en ceuvre par les éléves indépendamment
d’une étude précise des situations dans lesquelles elles inter-
venaient. Nous n’avons pas voulu analyser ces situations
sans prendre en compte le fait qu’il s’agissait de siruations
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de classe, mettant en jeu non seulement les éleves et Pérar
de leur développement psycho-génétique, mais aussi la
classe et tout ce qui constitue la situation d’enseignement.
Ceci nous a amené 2 étudier le jeu joué par le maltre dans
ces situations, jeu déterminé en partie par la conception
qu’ll a de Papprentissage visé, conception que son caractere
implicite empéche d’appréhender directement.

D’ou, pour un sujet aussi limité que celui-ci, un évenrail
nécessaire dé¢ directions de recherche que I'on est, dans une
premiére approche, obligé de traiter de maniere indépen-
dante (bien qu’elles soient intrinséquement dépendantes),
avant de chercher 3 les rassembler en un tout cohérent.
Nous ne prétendons pas avoir réussi a répendre a toutes ces
exigences qui sont celles de la recherche didactique; nous
avons simplement essayé de ne pas fonctionner de maniére
trop abusivement réductionniste.

Le but de cet article est de définir précisément les rap-
ports entre définitions et conceptions du cercle évoqués
dans ce paragraphe et de montrer en quoi le cadre ainsi
défini constitue un outil efficace pour P'analyse, que ce soit
celle des situations, celle des réponses aux entretiens indivi-
duels ou celle de I'institutionnalisation.

I1. Définitions — conceptions du cercle
1. Définitions du cercle

Les manuels de mathématiques, 2 ’heure actuelle, donnent
quasiment tous la méme définition du cercle :

Dy : Le cercle de centre O et de rayon R est, dans le plan,
’ensemble des points situés ala distance R de O.
Mais P’on peut définir un cercle de bien d’autres fagons. Par
exemple : )

D3 : On appelle cercle toute courbe plane fermée de classe
C2 de courbure algébrique constante.

D3 : On appelle cercle toute courbe plane homogene par
isométrie.

D4 : On appelle cercle toute courbe plane admertant une
infinité d’axes de symétrie.

Ds: Soit T' une courbe fermée, plane, convexe {c’est-a-
dire bord d’une partie convexe G du plan) admetrant en
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tout point une tangente. Pour toute direction d, on désigne
par ad la borne supérieure des longueurs des segments de
direction d contenus dans G. I'est un cercle si et seulement
si:
— pour chaque direction d, ad est la longueur d’un
segment unique Dd de direction d inclus dans G,
— tous les segments D4 ont méme longueur,
— tous les segments D( sont concourants.

Dg : Une courbe plane I"est un cercle si et seulement si il
existe un point O du plan et un réel positif d tels que:
— I’ détermine sur toute droite passant par O un segment
de longueur d,
— O soit le milieu de ce segment.

Ces définitions sont celles que nous avions élaborées 2
Pissue de la pré-expérimentation. Une courbe plane T est
définie par une application continue ¢ du segment [0, 1]
dans le plan «quasi-injective»: la seule exception admise 2
Pinjectivité est @(0) = @(1). Elle est de classe C2 si elle est
deux fois continuellement dérivable. Elle est homogéne par
1sométrie si et seulement si :

vx €T vye T 3If (f isométrie du plan et {(I") =T et {(x) = y).

Halbwachs dans (Halbwachs, 1981) en propose dix dont :

Dy : Le cercle est I'ensemble des points M tels que le rap-
port AM/BM de ses distances 4 deux points fixes A et B soit
constant.

Dg: Le cercle est la courbe fermée qui, pour une lon-
gueur donnée, enferme I'aire maximale. :

Les trois définitions suivantes sont, elles, dues respective-
ment 3 Euclide, Leibnitz et Legendre:

Dy : Un cercle est une figure plane comprise par une seule
ligne qu’on appelle circonférence et telle que toutes les
droites menées a la circonférence d’un des points placés
dans cette figure sont égales entre elles.

Djg : Une ligne en mouvement étant placée de telle sorte
que deux de ses points A et B restent immobiles, un autre
point quelconque C de cette ligne décrit une circonférence.

Dij: La circonférence d’un cercle est une ligne courbe
dont tous les points sont également distants d’un point in-
térieur qu’on appelle centre.
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Notons que dans Dyg le cercle est défini en passant par l’es-
pace puisque C décrit une circonférence d’axe AB.

Ces définitions sont toutes logiquement équivalentes et
définissent donc le méme objer mathématique. Mais elles
correspondent 2 des fagons différentes de percevoir le cer-
cle, d’utiliser ses propriétés et elles mettent I'accent sur des
éléments géoméiriques, des relations entre ces éléments,
différents. C’est pourquoi nous leur associons des concep-
tions distinctes du cercle.

2. Classification des conceptions

— Dans Dj, Dy et Dyg le cercle est présenté comme un
ensemble de points, dans les autres définitions comme une
courbe. Nous pensons qu’il y a déja la en jeu deux points
de vue distincts. Dans le premier cas, nous parlerons de
conception ponctuelle, dans le second de conception glo-
bale.

La distinction « ponctuel-global » se fera suivant ce critére
de formulation mais aussi suivant la nature des propriétés
du cercle utilisées dans la définition. Il peut s’agir, comme
dans D;, D7 ou Djq, par exemple, de propriétés poncruelles
qui permettent de statuer séparément de 'appartenance au
cercle de chacun de ses points. Il peut s’agir, au contraire,
de propriétés locales ou globales qui exigent pour étre for-
mulées la prise en compte soit d’un arc de courbe, soit de la
courbe entiere. Par exemple D, utilise une propriété locale:
la courbure, Dg une propriété globale.

Une étude épistémologique montre que les définitions
anciennes, méme lorsqu’elles se basent sur I'invariance de la
distance au centre, sont formulées soit de fagon globale (cf.
D), soit de fagon mixte (cf. Dy;). La définition moderne 2
P’aspect uniquement ponctuel est relativement récente et ne
s’est généralisée dans les manuels de I’enseignement secon-
daire qu’au moment de la réforme des années 1968.

— A coé de cette distinction « ponctuel-global », il nous
semble important d’établir une distinction entre les défini-
tions statiques et celles ot intervient I'idée de mouvement
que nous qualifierons de dynamiques*. Une seule, de'Dy 2

% Halbwachs (1981) distingue quant 2 lui entre définitions statiques et
définitions itératives ou constructives.
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Dyy, est nettement dynamique: celle de Leibnitz. L’inva-
riance par isométrie est présentée dans D3 de fagon générale
et abstraite, dans une formulation statique. Au cours de
l’ expérimentation, elle interviendra dans les procédures des
éléves sous forme d’invariance par rotation (cf. paragraphe
III). Compte-tenu du contexte, nous rattacherons alors ces
procédures 3 une conception dynamique du cercle.

— La-différenciation entre les conceptions s’opére sur les
critéres « ponctuel-global» et «statique-dynamique» mais
aussi par ['analyse des éléments géométriques, des proprié-
tés de ces éléments, des relations entre éléments que privilé-
gie chaque définition.
= Le centre peut intervenir ou pas et, s'il intervient,
jouer des roles différents. Ainsi, dans Dy, Dg et Dyj, le cen-
tre est un élément essentiel de la définition. Dans Ds et Dg,
il est 1a pour compléter la définition et empécher que puis-
sent étre appelées «cercles» des figures indésirables. Dans
D3, D3, Dy, D7, Dg, Dyg, il n’en est pas fait mention.

» Le rayon peut intervenir ou non, sous forme de me-
sure comme dans D; et Dyj, ou sous forme de segment
comme dans Dyg.

= De méme pour les diamétres qui figurent ici unique-
ment dans Dy, Ds, et Dg et qui sont définis suivant le cas
comme axes de symétrie, cordes maximales, ou faisceau de
cordes de méme mesure. Dans D5 et Dy il est précisé qu'ils
passent par le centre. Dans Dg seulement, le centre est ex-
plicitement leur milieu.

3. Commentaires

La distinction que nous avons opérée entre 'objet mathé-
matique qui est unique et les conceptions variées qui peu-
vent lui étre associées nous parait importante.

_ Elle consuitue, dans la recherche, un outil d’analyse des
situations-problémes proposées aux éléves comme de leurs
procédures. Chaque activité privilégie 3 des degrés diffé-
rents tel ou tel point de vue sur le cercle, pas nécessaire-
‘ment Paspect ponctuel et statique qui correspond 2 la défi-
nition des manuels. Par exemple, si 'on demande i un en-
fant de trier des formes géométriques, il est capable d’isoler
celles qui sont des disques trés t6t donc bien avant de mai-
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triser la notion de distance. 1l est clair qu’alors ce n’est pas 2
Ja conception liée 2 la définition classique qu'il se réfere. A
un autre niveau, elle peut constituer pour 'enseignant un
moyen de se déprendre de la simplicité apparente de cer-
tains objets géométriques. L’uniformité des définitions et
exercices proposés par les manuels masque en effet la ri-
chesse et la complexité des conceptions qui peuvent &tre
associées 2 ces objets. Elle tend, de plus, 2 imposer au ni-
veau de I’enseignement un point de vue unique, statique et
ponctuel, privilégiant le centre et le rayon (comme mesure)
sans tenir compte des connaissances plus ou moins élabo-
rées que posséde déja enfant lorsqu'il est confronté i cet
enseignement.

Ces connaissances correspondent, 3 notre avis, 2 des
conceptions essentiellement globales. L’analyse des obser-
vations de la pré-expérimentation semble le confirmer. Elle
montre aussi que lorsque Pon cherche 2 modéliser en ter-
mes de conceptions les représentations du cercle en jeu dans
les procédures des éléves, on obtient souvent des concep-
tions associées 2 des définitions incomplétes du cercle, ce
que nous appellerons des conceptions fragmentaires.

En premier lieu, le cercle y apparait comme une figure
géométrique ayant méme dimension dans deux direcuons
privilégiées : 'horizontale et la verticale. Il a une longueur
et une largeur, voire une largeur et une hauteur et elles ont
méme mesure. Pour tracer cette longueur et cette largeur,
Penfant ne cherche pas, semble-t-il, a réaliser un maximum
de longueur de cordes horizontales ou verticales, mais plu-
tot a partager le cercle en deux parties égales.

Le milieu du cercle est justement le point de croisement
de la longueur et de fa fargeur.

De ce fait, longueur et largeur semblent étre considérées
comme des axes de symétrie plutot que comme des diame-
tres ensemblistes.

La constance de la dimension dans les deux directions

privilégiées se prolonge assez rapidement aux autres cordes

passant par le milieu du cercle. Mais cette conviction sem-
ble déja moins stable que les précédentes puisqu’elle peut
étre, on le note a plusieurs reprises au cours de la pré-
expérimentation, perturbée et momentanément occultée au
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profit de convictions perceptives: ainsi un rayon ou un dia-
métre obliques seront estimés a priori moins longs que leurs
équivalents horizontaux et verticaux. Il semble aussi, i l'is-
sue de la pré-expérimentation, que le fait que les diamétres
soient des cordes maximales ne corresponde pas i une
conviction aussi précoce que les précédentes.

De plus, les rapports entre rayons et diamétres ne sem-
blent pas aussi simples pour Penfant de cet age qu’ils le sont
pour le mathématicien, méme s’il reconnait que les diameé-
tres. passent par le centre du cercle. De nombreux éléves,
dans leurs messages décrivant des cercles, au CE; et au CMy,
précisent 2 la fois la mesure du rayon et celle du diamétre et
souvent la mesure du diamétre n’est pas le double de celle
du rayon, méme lorsque I'une d’elles est entiére. Nous se-
rions tentés d’expliquer ces faits de la fagon suivante: au
déburt de 'enseignement, ces deux notions jouent vis-i-vis
du cercle des réles différents pour I'enfant. Le diamétre
donne la taille globale du cercle. Certes il passe par le centre
mais sa qualité premiére est de partager le cercle en deux
parties égales. Le centre n’intervient 13 qu’a posteriori, lors-
qu’il est matérialisé comme intersection de plusieurs diame-
tres. Le rayon, lul, mesure la distance du centre au bord du
cercle. Il peut donc avoir dans un premier temps un statut
en quelque sorte indépendant de celui du diamétre.

Notons enfin qu’au cours de cette pré-expérimentation,
ne sont pas intervenues des conceptions du cercle trés va-
riées : par exemple, le cercle n’est jamais apparu comme une
figure de courbure constante. Est-ce simplement parce que
les situations proposées ne favorisaient pas une telle modéli-
sation ou y-a-t-1 2 celd des raisons plus profondes? Nous
avons essayé de répondre i cette question dans 'expérimen-
tation. Au vu de Panalyse qui précéde, nous pouvions envi-
sager de privilégier la courbure dans des situations de type
statique ou dynamique. Par exemple :

— Trier des morceaux de couronnes circulaires de méme
épaisseur est une activité qui, méme si elle peut &tre résolue
autrement que par ['utilisation de la constance de la cour-
bure, privilégie cette conception: en effet, la constance de
la courbure permet de déduire de la superposition de deux
morceaux quelconques qu’ils appartiennent ou n’appartien-
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nent pas 2 la méme figure. C’est d’autre part, semble-t-il,
une situation de type statique. )

— Ftudier la trajectoire d’une petite voiture électrique
dont on a préalablement bloqué la direction, est une activité
de type dynamique privilégiant, nous semble-t-il, elle aussi,
cette conception.

Pour des raisons de commodité d’organisation, c’est la
premiére solution que nous avons retenue.

III. Situations privilégiant la courbure

Nous avons construit trois situations-problémes favorisant
la prise en compte de la constance de la courbure du cercle.
Elles constituent une suite ordonnée au sens suivant: la si-
tuation 3 favorise plus exclusivement la courbure que la si-
tuation 2 qui, elle-méme, la favorise davantage que la situa-
tion 1. Elles ont été proposées dans ordre 1-2-3 aux élé-
ves. La situation 3 a été placée 3 la fin de la séquence d’en-
seignement, d’une part pour minimiser d’une situation a
Pautre la contagion de procédures due a la reconnaissance
d’une analogie formelle entre les tiches, d’autre part parce
qu’exigeant une grande finesse de manipulation elle nous
paraissait ainsi mieux située. o o

Aprés avoir analysé les caractéristiques de ces trois situa-
tions, nous confronterons dans ce paragraphe, les résultats
des observations dans les deux classes 3 I'analyse a priori.

1. Analyse des situations

Les situations devaient obliger les éléves a mettre en ceuvre
des conceptions du cercle au niveau opératoire et non seule-
ment au niveau perceptif (cf. paragraphe I). Nous avons

choisi pour répondre 2 cet impératif de les placer dans des -

situations de construction. Il nous restait néanmoins a nous
assurer que des apparences opératoires ne masquatent pas
des constructions faisant simplement appel 3 une approche
percepuive.

Pour privilégier plus ou moins la courbure, nous avons
joué sur la variable: «matérialisation du centre et des
rayons ». Précisons ceci en présentant de fagon détaillée ces
trois situations :
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A. Situation 1: les disques

PLANCHE t: LES DISQUES

Chagque éléve regoit une enveloppe contenant 3 ou 4 dis-
ques découpés dans du carton suivant des rayons. Ces dis-
ques sont tous de rayons différents et 'un d’eux est incom-
plet (cf. planche 1).

Consigne 1: Nous avons découpé des disques différents,
les morceaux se sont mélangés, pouvez-vous reconstituer
les disques ?

Consigne 2: Nous avons égaré un morceau d’un disque.
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Voici du carton, pouvez-vous fabriquer le morceau man-
quant?

Remarque 1: Les consignes sont formulées ici avec le mot
«disque». Il érait convenu avec les maitresses qu’elles pré-
senteraient le matériel aux éléves puis donneraient les consi-
gnes successives avec les termes spontanément introduits
par les enfants. Ainsi, dans une classe, les disques devinrent
des galettes et les morceaux des parts. .

Le secteur manquant était choisi de fagon-a ce que la
construction ne puisse se réduire 3 une activité de type puz-
zle (qui, 2 notre avis, aurait été essentiellement perceptive).
Il érait donc plus grand que tous les secteurs existants et
n’était pas non plus réunion de plusieurs secteurs.

La premiére phase (consigne 1) était destinée 2 familiari-
ser les éleves avec le matériel. Voulant favoriser une mani-
pulation consciente et organisée, nous avions fourni 2 cha-
que éleve un nombre suffisant de morceaux pour rendre
économique leur tri préalable (11 ou 15).

La deuxiéme phase (consigne 2) pouvait théoriquement
faire émerger diverses conceptions du cercle: .

«) figure de courbure constante (le bord courbe du sec-
teur 2 construire a méme courbure que les autres mor-
ceaux), '

B) ensemble de points 2 distance donnée d’un point fixe
(tous les points du bord courbe du secteur 2 construire sont
a la distance «a» du centre, «a» désignant la mesure com-
mune des bords droits des secteurs constituant le disque),

v) figure invariante par rotation autour de son centre
(pour construire le morceau manquant, il suffit de faire
tourner un morceau existant et de suivre la trajectoire du
bord courbe).

En fait, la conception B, les éléves ne disposant pas de
compas, exige une procédure de tracé point par point. Ceci
la défavorise technologiquement par rapport aux procédu-
res issues de ¢ et y: elle est beaucoup plus longue et le tracé
obtenu sera difficilement lisse.

A nos yeus, la petite taille du carton fourni pour tracer le
secteur manquant devait défavoriser y par rapport a a (on

_ne pouvait en effet poser le disque entier sur le carton).

Remargue 2: Pour étre déclaré bon, un tracé devait étre
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accepté par les quatre éléves d’une méme table. Les enfants
étatent donc seuls juges de leurs réussites et échecs respec-
tifs. Nous avions choisi cette organisation pour éviter que
le critére de réussite soit P'avis de Penseignant avec tous les
inconvénients bien connus que cela comporte.

" Finalement Pédifice reposait sur deux hypothéses. qui
pouvaient sembler hasardeuses :

— la maladresse des enfants les empécherait de cons-
truire 3 P’ceil des morcéaux acceprables; ils devraient donc
pour réussir mettre en ceuvre une des conceptions réperto-
riées,

— leur excellente perception du cercle les empécherait de
considérer comme corrects des tracés imprécis.

B. Situation 2: les couronnes

Chaque éléve recoit une enveloppe contenant trois ou qua-
tre couronnes circulaires découpées dans du carton le long
de rayons. Ces couronnes sont soit de rayons différents,
soit ont un rayon commun mais des épaisseurs différentes
(cf. planche 2).

Consigne 1: Nous avons découpé des couronnes diffé-
rentes, les morceaux se sont mélangés, pouvez-vous recons-
tituer les couronnes ?

Consigne 2: Nous avons égaré un morceau d’une des

couronnes, pouvez-vous le refabriquer ?
Remarque : Les précautions concernant le choix du vocabu-
laire, le nombre de morceaux, la taille du morceau i cons-
truire, le feed-back étaient les mémes que celles prises pour
la situation 1. :

Cette situation se différencie de celle des disques en ce
que le centre et les rayons des cercles en jeu ne sont plus
matérialisés. Mais les morceaux étant découpés le long de
rayons, il est théoriquement possible de construire rapide-
ment le centre comme point de concours des droites por-
tant les bords des morceaux et de déterminer ainsi les
rayons. Donc, par rapport a ’analyse faite pour la situation
1, on peut prévoir un plus faible pourcentage d’émergence
de procédures rattachées i la conception B puisqu’elles né-
cessitent une construction auxiliaire. Ceci d’autant plus que
le fait d’imaginer le centre comme point d’intersection de
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PLANCHE 2: LES COURONNES

droites virtuelles constitue une opération de pensée dont on
ne peut nier la complexité. '

Quant aux procédures attachées 2 la conception vy, elles
ne sont pas non plus utilisables directement comme dans la
situation 1, puisque les morceaux ne sont plus rattachés au
centre. Pour utiliser I'invariance par rotation autour du cen-
tre, I’éleve devra déterminer le centre puis par un artifice
technique attacher les morceaux au centre. La complexité
de la chose rend fortement improbable 'apparition de telles
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procédures. Mais si 'une des deux conceptions B ou v était
dominante. pour les disques, il se peut .qu’une volonté
d’adapration des modeéles de la situation 1 2 la-situation 2
conduise les éléves 2 faire des efforts dans ce sens.

Enfin, on peut raisonnablement postuler que si la
conception ¢ domine dans la situation 1 elle dominera en-
core dans la situation 2, et que, dans tous les cas, on notera
une augmentation des procédures reliées a cette conception.

C. Situation 3: les arcs de cercles

Chaque éléve regoit une feuille de papier calque sur laquelle
sont dessinés 14 arcs de cercles ayant 4 rayons différents
(cf. planche 3). Il a 2 sa disposition du papier calque vierge,
un compas et, comme dans les autres situations du papier
blanc, une régle graduée et des ciseaux.

Consigne: Les arcs sont des portions de cercles diffé-

rents. Pourriez-vous reconstituer les cercles dont ils pro-
viennent ?> Vous ne pouvez pas découper la feuille de papier
calque ol sont dessinés les arcs mais vous pouvez décalquer
et découper tout ce que vous voulez d’autre.
Remarque: Les arcs sont choisis de maniére 2 ce qu’il soit
impossible de les trier 3 Pceil. Par ailleurs le succes et
I’échec sont déterminés comme dans les situations précé-
dentes.

Pour les deux situations précédentes, nous nous sommes
intéressées ici a I’analyse des procédures de construction du
morceau manquant et aux conceptions du cercle sous-
jacentes, néligeant la phase de reconstitution des disques et
des couronnes qui nous paraissait moins intéressante de ce
point de vue. Pour cette derniére situation, Ianalyse por-
tera au contraire uniquement sur les méthodes de tri. A
notre avis, le tri des arcs pouvait se faire de deux fagons :

— soit en utilisant la courbure (on pourra associer deux
arcs si et seulement si ils ont la méme courbure, donc prati-
quement st et seulemient si ils sont superposables)

— soit en utilisant le rayon (on pourra associer deux arcs
s1 et seulement si ils appartiennent 2 des cercles de méme
rayon).

La premiére méthode se rattache a une conception q, la
seconde i une conception f. Un seul obstacle nous semblait
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PLANCHE 3: LES ARCS

s'opposer 3 lutlisation de la premitre procédure: la
contrainte de ne pas découper la feuille ot étaient tracés les
arcs obligerait les éléves 3 recourir 4 des intermédiaires et
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sans doute aussi 2 utiliser un codage symbolique pour noter
les résultats. La complexité était donc sans commune me-
sure avec celle des tris précédents. Nous ne sous-estimions
pas cet obstacle mais il nous semblait sans rapport avec ce-
lui qui s’opposait 4 Putilisation de la deuxiéme procédure :
la construction auxiliaire de 14 centres d’arcs de cercles
cette de‘rmére ne pouvant plus se faire comme dans la situa-
ton précédente par simple prolongement des rayons exis-
tants. En soi cette construction n’était pas impossible ; les
éléves au cours de la séance d’enseignement auraient déja eu
_ l’occa;xon de déterminer le centre d’un disque. Mais d’une
part, il }eur faudrait adapter les procédures utilisées pour le
disque 3 un arc de cercle, d’autre part il leur faudrait répé-
ter cette construction 14 fois.
_ Ceci nous paraissait fortement improbable et nous pen-
sions que cette partie de la situation verrait Pémergence ex-
clusive de la conception a. -

2. Procédures observées
A. Lesdisques

Pour la construction du morceau manquant, dans un pre-
mier temps, dans les deux classes tous les enfants procédent
de la méme fagon. Ils reconstituent le disque incomplet, le
posent sur le carton puis tracent les deux rayons délimitant
l,e secteur manquant. Ensuite, tous sauf deux, placent dans
Touverture le plus grand des morceaux, suivent son contour
avec le crayon et terminent le tracé i la main parfois méme
a laregle. Deux éléves procédent différemment :

— Nathalie trace un grand nombre de rayons, marque
leur extrémité puis les joint par un arrondi

~— Stéphane, aprés avoir suivi le contour du plus grand
secteur, le fait tourner autour de son centre pour terminer
le tracé.

Aprés cette premiére phase, dans les deux classes, les éle-
ves, peu satisfaits, se relancent dans la recherche.” Prenons
'exemple de la classe de Stéphane et de Nathalie: d’autres
méthodes vont aparaitre mais elles seront le fait de peu
d’éleves.

— 2 fabriquent un morceau trop grand en mettant bout
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i bout deux morceaux existants puis le réduisent aux bon-
nes dimensions en le posant sur le trou,

— 2 mesurent les cordes de tous les secteurs y compris
celle du secteur manquant. Ils constatent que cette derniére
est égale 2 la somme de la longueur de la corde du plus
grand morceau et de la moitié de la longueur de la corde du
plus petit. Ils fabriquent un secteur en mettant bout 4 bout
le plus grand morceau et le plus petit plié en deux puis
suivent son contour pour construire le secteur manquant.
Ce faisant, ils commettent une erreur théorique, négligeable
dans la pratique vues la taille du petit morceau et la préci-
sion du tracé. : '

Autour des inventeurs, quelques éléves essaient de les
imiter le plus souvent sans grand succés. Repérant un cer-
tain découragement chez les éléves, Penseignante inter-
rompt Pactivité et les invite 2 faire le point sur les difficultés
rencontrées, les méthodes trouvées. Les enfants estiment en
général leurs courbes trop plates mais il s’agit d’une convic-
tion purement perceptive qu’ils ne parviennent pas 2 analy-
ser. Nathalie finit par prendre la parole et dit que Perreur
vient de ce. que I'on n’a pas reporté partout la mesure du
bout droit du morceau. Ceci est vérifié sur divers tracé puis
Nathalie expose sa méthode de construction qui est forte-
ment valorisée par la maitresse. Stéphane a aussi Poccasion
d’exposer sa méthode mais il a tremblé et son tracé est ap-
proximatif: Personne ne semble s’intéresser 4 son cas. Les
éleves sont ensuite invités a choisir un des procédés exposés
pour construire le secteur manquant. Beaucoup essaient de
reprendre la méthode de Nathalie. Peu obtiennent des ré-
sultats satisfaisants et finalement, petit 2 petit, c’est la pro-
cédure de rotation du plus grand secteur qui s’impose
comme la plus performante.

Dans Pautre classe, la procédure de Nathalie n’est pas
découverte, celle de Stéphane Pest par un des leaders de la
classe et elle s'impose rapidement.

Si Pon compare ces observations 2 Panalyse effectuée a
priori, il semble que la procédure majoritairement adoptée
dans les deux classés soit une procédure mixte utilisant a la
fois les conceptions « et y. Il faut noter que la rotation du
secteur est percue globalement par les éléves et lorsqu’ils
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veulent montrer qu’elle correspond 2 une méthode exacte
équivalente 4 celle de Nathalie, (qui se rattache elle, sans
équivoque, 2a la conception ), ils rencontrent de grandes
difficultés. Finalement c’est Pierre qui parviendra a établir
un lien entre les deux méthodes et ceci sera reconnu comme
une telle découverte que, dans la suite de la séquence d’en-
seignement, I'invention de la procédure méme lui sera attri-
buée a lui et non 2 son réel auteur : Stéphane.

Peu d’éleves ont utilisé une procédure qui se rattache pu-
rement 2 la conception «. A cela une explication: nous
avons constaté lors de ’observation que le fait de devoir
réduire un morceau déja construit constituait un obstacle.
L’éléeve veur que sa construction tombe juste; pour cela il
est prét a procéder a des combinaisons incluant des partages
exacts (c’est le sens de la derniére procédure citée), mais il
se résoud difficilement 2 prendre une partie quelconque.
Nous avions complétement négligé cet obstacle. Remar-
quons qu’il serait passé complétement inapercu si nous
avions eu affaire 2 une situation de type puzzle qui, dans
une analyse succinte, aurait pu paraitre analogue.

B. Les couronnes

Dés qu’ils ouvrent leurs enveloppes, les éleves des deux
classes établissent verbalement I’analogie avec la situation
précédente: c’est la méme chose a part que les galettes ont
changé de forme; elles ont maintenant un trou au milieu.
Au début, la plupart des éleves réagissent exactement
comme au début de la séance des disques: ils reperent les
bords du trou, placent dessus le plus grand morceau, en
suivent les deux contours circulaires puis terminent le tracé
a main levée. Cependant, cette phase est beaucoup plus vite
dépassée que pour la situation précédente. D’autres procé-
dures apparaissent qui diffusent rapidement dans la classe :

— fabrication d’un morceau plus grand que nécessaire
par mise bout 4 bout de deux morceaux et réduction aux
bonnes dimensions,

— construction du morceau manquant avec le grand
morceau auquel on rajoute un petit morceau plié et replié
jusqu’a ce que le résultat soit correct,

~— construction du patron de la couronne sur une feuille
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de papier blanc par glissement sur eux-mémes des morceaux
assemblés. Ensuite, 1l ne reste plus qu’a poser sur le patron
les morceaux de la couronne pour avoir empreinte du

.morceau manquant (une équipe).

D’autre part, dans une autre équipe, les éleves essaient de
trouver le centre du grand cercle de la couronne. Ne sa-
chant, disent-ils, trouver le centre du cercle incomplet, ils
essaient de le placer 2 Iceil puis vérifient en mesurant des
rayons. Ils n’aboutissent pas. _ .

Dans cette situation, c’est la premiére procédure qui de-
vient majoritaire donc l'utilisation de la constance de la
courbure ; mais, pour la plupart des enfants, elle ne vient

qu’aprés une phase de tracé a P'ceil, lorsque I'échec d’une

telle tentative est une fois de plus constaté. o

Ceci confirme a posteriori que, dans la procédure majori-
taire de la situation des disques, le centre jouait vraiment un
réle, il 0’y avait pas simplement utilisation astucieuse de la
constance de la courbure. Ici, le centre n’étant plus matéria-
lisé, trois voies s’offrent aux éléves : \

— soit adapter la méthode de rotation du secteur a I'ab-
sence de centre,

— soit chercher le centre,

— soit changer de méthode. ‘

C’est Iéquipe de Stéphane qui invente le glissement des
morceaux pour fabriquer le patron de la couronne; ce sont
donc les inventeurs de la rotation qui I'adaptent en glisse-
ment 3 cette nouvelle situation. La recherche intermédiaire
du centre n’est adoptée que par une équipe et la présence de
bouts de rayons ne I'aide pas du tout. Ceci, tout en ne
contredisant pas I'analyse a priori, montre que nous avions
peut-étre sous-estimé I’obstacle construction. Enfin ceux
qui avaient utilisé la constance de la courbure dans la situa-
tion 1 l'utilisent spontanément dans la situation 2. Pour la
plupart des autres, le simple récit de procédures qfff:ctue au
cours de la situation 1 ne semble pas avoir suffi a rendre
cette méthode immédiatement mobilisable. Démunis devant
ce nouveau probléme, ils se réfugient dans le procédé le
moins cofiteux: le tracé i Pceil, basé sur la perception. Les
méthodes diffusant cette fois-ci rapidement dans la classe,
on ne peut prévoir combien seraient restés en échec s'ils s’é-
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taient trouvés isolés. Il ne semble pas non plus que le sim-
ple fait d’utiliser la rotation du secteur suffise 2 motiver une
recherche d’adaptation de cette procédure. Mais les effectifs
concernés sont trop faibles pour que Pon puisse s’avancer
davantage.

C. Les Arcs

Dans les deux classes, les enfants se lancent dans Paction
immédiatement et, encore une fois, presque tous procédent
de la méme maniére: ils decalquent un arc, en cherchent un
qui, a P'ceil, parait provenir du méme cercle, le decalquent
bout 3 bout avec le premier et ainsi de suite jusqu’a ce que
la courbe soit refermée. Ainsi donc, méme en fin de la sé-
quence didactique, le premier réflexe des enfants est de fon-
der leur action sur la perception. Les résultats sont catastro-
phiques. Les éléves se découragent. Voyant cela, les mai-
tresses interrompent le travail en équipes pour faire un bi-
lan. Au cours de cette phase collective, dans les deux clas-
ses, les éléves arriveront aux conclusions suivantes: il faut
commencer par trier les arcs et on ne peut le faire unique-
ment 4 I’ceil, il faut marquer le tri en donnant le méme nom
aux arcs qui proviennent d’un méme cercle. Ceci étant ex-
plicité, le travail en équipes reprend et la procedure ma;orl—
taire observée consiste, comme nous l’avions prévu, i trier
lés arcs par superposition.

5 éléves se lancent tout de méme dans la recherche des
centres des arcs: ils veulent comparer les rayons des cercles
pour comparer les arcs. 2 réussiront car ils repéreront sur
les feuilles de papier calque les traces laissées par les pointes
des compas. Ceci leur permettra de limiter la recherche 3 un
nombre fini de points donc de la rendre économiquement
acceptable. Les autres abandonneront au bout d’un mo-
ment pour rallier la procédure majoritaire.

Les observations faites dans’ les deux classes au cours de
cette partxe de la séquence didactique montrent que utili-
sation opératoire de la constance de la courbure, de Pinva-
riance par rotation autour du centre ou de I'invariance par
glissemnent est possible chez des enfants de cet 4ge si on leur
propose des situations adéquates. L’analyse des situations
en termes de conceptions effectuée a priori s’est trouvée
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confirmée dans ses grandes lignes par l’cxpérimentation
Par contre, il faut souligner que les problemes posés se sont
révélés plus difficiles que nous ne I’avions prévu, et ce pour
des raisons qui n’étaient pas simplement technologiques.
Chagque fois, les éleves ont eu tendance a fonder leur action
sur la perception, essayant des constructions a I’ceil. Cha-
que fois, les solutions n’ont été trouvées que par un petit
nombre d’éleves, les autres se contentant de les reprendre a
leur compte. Enfin, dans le choix de telle ou telle stratégie,
ont été parfoxs déterminants des obstacles dont nous avions
sous-esumé I'importance. Nous aurons 'occasion de reve-
nir sur ces questions dans les paragraphes suivants.

IV. L’institutionnalisation du savoir

Dans cette partie, nous nous intéressons a un aspect que les
recherches en didactique ont le plus souvent négligé : I'insti-
tutionnalisation du savoir; non pas Pinstitutionnalisation
telle que P'on peut I'appréhender a travers I’étude des pro-
grammes et instructions, des manuels comme (Tonnelle,
1978), mais Finstitutionnalisation 3 lintérieur d’une sé-
quence didactique.

Les pédagogies traditionnelles lui réservaient une part im-
portante. Les pédagogies modernes insistent moins sur son
role. Il semble que la fagon dont on y accorde un statut 2 la
reconnaissance soit plus diffuse et implicite. L’éléve, pour
déterminer ce que le maitre juge important, se fiera tout
autant 2 divers indices (telle procédure est plus valorisée
que telle autre, telle formulation est particuliérement bien
accueillie...) qu’aux actions d’institutionnalisation du savoir
proprement dites. Néanmoins, on peut raisonnablement
penser qu’il n’y a pas contradiction entre ces deux aspects

et que s1 'on parvient 1 isoler dans le temps didactique des

phases d’institutionnalisation, leur érude fournira une image
stylisée mais point trop déformée des connaissances visées
par ’enseignement. C’est ’hypothése que nous avons faite.

1. Les phases de rappel

Nous avons signalé dans le paragraphe I que les phases de
rappel éraient presque systématiquement utilisées pour des
acuons d’institutionnalisation du savoir. En effet, les rap-
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pels n’apparaissent pas, dans la classe observée, simplement
comme des moments destinés 2 rafraichir la mémoire des
éleves et relancer leur activité intellectuelle. D’ailleurs ils ne
se bornent pas 3 résumer les activités de la séance qui pré-
céde mais prennent le plus souvent en compte toute une
succession de séances: ici, 5 rappels sur 7 reprennent de
fagon plus ou moins schématique toutes les activités relati-
ves au cercle. Donc, nécessairement, au fur et 3 mesure que
les situations s’accumulent, le récit s’épure, s’affine pour ne
conserver que les temps forts de la conquéte et ce qu'il faut
en retenir.

L’étude des phases de rappel montre qu’elles sont forte-
ment structurées et obéissent a des régles précises :

— les situations sont reprises dans leur ordre chronolo-

gique,

— chaque situation est découpée en épisodes respectant

eux aussi le déroulement chronologique, (par exemple, tout
rappel sur les couronnes sera formé de trois épisodes : com-
paraison des morceaux, construction du morceau man-
quant, construction du centre du disque)

— chaque épisode est presque toujours formé de deux
parties :

% dans la premiére, la matresse interroge de nombreux éle-
ves pour faire expliciter P'objet de I'épisode, les consignes,
ce qu’ils ont fait pour résoudre le probléme posé, les obsta-
cles renconurés...

% la seconde partie sert de conclusion; il s’agit de formuler
ce qui est i retenir. C'est au cours de ces synthéses que se
situent; dans le cas étudié, presque toutes les actions d’insti-
tutionnalisation.

Ces syntheéses présentent aussi la caractéristique d’étre les
moments o apparaissent de facon privilégiée des phénome-
nes de chceur. La maitresse, en général, pose alors les ques-
tions 3 I’ensemble de la classe et non plus 4 un éléve part-
culier, ou laisse une phrase en suspens. Les éléves répon-
dent 3 la question ou continuent la phrase en cheeur.

Exemple, cet extrait du rappel du 2 février (synthése dela
situation-disques, les parties en italique correspondant aux
cheeurs): ‘ :

M : «Qu’est-ce-que C’est alors que le rayon? Y en a deux
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rayons?

E : Clestle c6té droit

M : D’ou part-il le c6té droit ?

E : Ducentre

M : Ah!Du centre jusqu’

E : alaligne courbe*

M: Voila! Et qu’est-ce-qu’on a vu, que, dans un cercle

E : Y avait beaucoup, beaucoup de rayons

M : Y avait beaucoup, beaucoup de rayons et que tous les |

E : rayons avaient la méme, la méme mesure

M : Alors ¢a, maintenant

E : Ils partent du centre i la courbe

M: A la ligne courbe, ils partent du centre 3 la ligne courbe
etils ont

E :laméme grandeur et la méme mesure

E : La méme hauteur

M: Bon! La méme, la méme mesure. C’est bien ! Aprés ?

E : Ils sont grands pareils

M: Oui, ils sont grands pareils. Ca y est! Mettez-vous ¢a
gans’ un coin de la téte! Ca y est? Cest bien mis?

on:» '

Ces phases de synthése, par la fagon dont elles sont menées
et les phénoménes qui les accompagnent, contribuent 2
donner I'impression d’une classe homogéne, tendent 2 lais-
ser penser que, si au moment de la résolution des proble-
mes il y a eu des différences individuelles, on a rencontré
des obstacles, maintenant tout est définitivement rentré
dans Pordre, toute la classe a su profiter des découvertes de
quelques-uns et il y a, dans une certaine mesure bien str
homogénéité du savoir. ' ’

2. Méthodologie de Pétude

Pour etu_dxer I"institutionnalisation, nous avons isolé dans le
temps didactique ce que nous reconnaissions étre des pha-
ses d’institutionnalisation, 2 différents facteurs et en parti-

b3 2 - - . . .. -
L’expression «ligne courbe» avait été introduite dans la classe pour

désigner les bords courbes des morceaux de disques. Elle désigna ensuite
par extension un arc de cercle quelconque. L’expression «arc de cercle»
ne fut pas introduite.
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culier 3 la présence dans le discours de la maitresse d’indica-
teurs linguistiques comme :

«On avait déja trouvé tout ga», «On avait donc fait cette
remarque », « Qu’est-ce-qu’on avait encore vu pour le cer-
cle?», «Alors, maintenant, on sait, on connait, dans un
cercle on connait», « Mettez-vous ¢a dans un petit coin de
la téte, ¢a y est?», «Bon! On ne va pas tout raconter en
dérail, mais qu’est-ce-qu’il y a d’important jusque-13? »

Nous ne prétendons pas rendre compte ainsi de tout ce
qui, dans Penseignement, de prés ou de loin, a visé a don-
ner un statut i la connaissance. Retenons plutét que ces
phases constituent des moments ou cette action s'est faite
particulierement explicite, ceci nous permettant de Pisoler
sans ambiguité dans le temps didactique.

Toutes ces phases ont été intégralement décryptées. Puis,
nous avons fait la liste, séance par séance, des énoncés
qu’elles faisaient intervenir.

Ils ont été classés en:

— énoncss relatfs aux situations,
— énoncés généraux. .

Les informations correspondantes figurent dans les ta-
bleaux 1 et 2. (Le chiffre 2 indique que le méme énoncé a
été repris dans deux phases distinctes de la séance).

3. Analyse des énoncés

Les énoncés généraux comme ceux relatifs aux situations
sont d’une forme et d’un contenu stables au cours du temps :
C’est ainsi que, le 2 février, alors que le terme «rayon» est

utilisé depuis plusieurs séances, la synthése sur les disques

est lancée par la maitresse en termes de bouts droits :
E : «Si les morceaux éuaient plus grands entre la courbure
et le rayon, toute la galette devenait plus grande.
M : Ah! Voila! Plus le c6té droit était
E : grand '
M : Plus le c6té droit était grand
E : plus la galette était grande.
M : On avait déja trouvé, on avait déja trouvé tout ¢a. »
Les nouveautés intervenant au cours des rappels succes-
sifs pour une méme situation ne sont pas nécessairement
prises en compte. Par exemple, pour les couronnes, le 30
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TABLEAU 1: ENONCES RELATIFS AUX SITUATIONS

Situations

Disques

Couronnes

Portes Messages

Arcs

Date des séances

n6-1

19-1

23-1 [26-1

30-1

2-2 | 6-2

16-2

Yecteurs

S5i le cOté droit est plus grand 1

la galetie est pius grande.
Deux morceaux sont de la méme
galette s'ils ont le méme c8té
droit.

1

1

Couroanes

Peux morceaux sont de la méme
couronne s'ils ont la m&me
épaisseur et la méme courbure.

Portes

La trajecteire est une ligne

. courbe,

Pour tracer la trajectoire, il

est iapdrtant de trouver le ray]

on et le rayon part du centre.

Le rayon c'est la largeur de 14

porte.

essages

11 gufFit de donner 1o mesure
du r=yon,

guand on a la mesure du diamé-
tre, on prend la moitié pour
trouver e rayon.

AYcs

Deax arcs sont du mé@me cercle
£'ils ont la méme courbure.

TABLEAU 2: ENONCES GENERA

Ux

Situations

Pis

jues

Couronnes

Portes

Messages;

Arcs

Date de¢s séances

16-1

19-1

23-1 [26~1

30-1

2-2 § 6~2

16-2

- Le rayon va du centre & la
ligne courbe.

« Tous les rayons ont méme
mesure.

- 11 y a beaucoup de rayons.

- La ligne courbe est toujours
% 1> distance "a" du centre.
- Dans un cercle 1'important
c'est le royon.

1

1

1

2

- Le diamélre est une ligne
droite qui va d'une ligne cour

be & l'autre en passsant per
le centre.

.= Le dianZtre, c'est dgux. ray~

ons en ligne droite.

- J1 y a beaucoup <e diamétres.
- Le diamétre c'est la plus
longue ligne qui v2 d'une )igne
courbe 3 l'autre.

- Tous les diamétres ont méme
aesure,

- leq diamdtres passent par le
centre.. "
- Les diam€tres partagent le

cercle en deux moitiés,
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janvier, la courbure intérieure et la courbure extérieure sont
distinguées, le 2 février, interviennent les rayons des cercles
intérieurs et extérieurs et le fait que I’épaisseur de la cou-
ronne n’est autre que la différence des deux rayons. Ceci
n’est pas intégré aux institutionnalisations successives qui se
répétent toujours sous la méme forme.

Tous les énoncés sont des énoncés affirmatifs:

1l est alors intéressant de comparer les énoncés des synthe-
ses aux énoncés émis spontanément par les éleves lors de’s
bilans et des rappels, lorsqu’ils ont 3 justifier leur procé-
dure, convaincre leurs camarades ou simplement raconter
leur démarche. On s’apercoit qu’ils sont d’une forme et
d’un contenu plus ouverts : citons juste quelques exemples :
«On fait tourner les morceaux de galette autour du centre.
Le centre doit rester bien fixe». (Construction du secteur
de disque manquant). N .

«Ca pouvait pas étre le milieu parce que d un coté le rayon
érait long, de Pautre coté il était petit... C’érait pas le cen-
tre. » (Trajectoire de la porte).

Les énoncés font jouer un réle privilégié aux rayons et aux
diameétres; ils sont toujours formulés de facon globale et sta-
tique. ' ) o
— La lecture du tableau 2 qui concerne les énoncés gé-
néraux montre que ces derniers se divisent en deux catégo-
ries: CEUX qui Ont trail aux rayons €t CEux qui Ont trait aux
diameétres. Si le centre intervient, c’est uniquement parce
qu'il est Pextrémité du rayon ou le point de concours des
diamétres. o
— Dés Iintroduction des termes, toutes les propriétés
que Penseignement désire prendre en compte dans Pinstitu-
tionnalisation sont formulées et dans les rappels suc;essxfs
on observe tne réduction progressive de Iéventail des
énoncés. Par exemple le 6 et le 16 février, aucune des syn-
theses ne fait référence a des propriéiés précises des rayons
(sans doute sont-elles considérées acquises), mais le renfor-
cement sur les diamétres continue. o
En ce qui concerne les diamétres, les principales propriétés
sont citées : les diamétres sont des cordes passant par le cen-
tre, ils ont tous méme miesure, ils sont cordes maximales et
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axes de symétrie. Les rapports entre rayons et diamétres
sont précisés. Il faut noter que la notion de symétrie est
formulée comme «partage en deux moitiés» (ce qui est 3
rapprocher des conclusions de la pré-expérimentation) et
non dans le langage introduit lors de I’enseignement sur les
symétries axiales (les éléves parlaient alors de «miroirs» ou
d’axes de symétrie).

— Tous les énoncés sont sous forme directe: il y a beau-
coup de diamétres et les diamétres passent par le centre
mais il n’est pas dit explicitement que tout axe dé symétrie
ou toute corde passant par le centre sont nécessairement des
diamétres.

— Toutes les propriétés sont formulées de maniére glo-
bale. Ainsi, le rayon (segment) ne joint pas le centre 3 un
point du cercle mais «va du centre i la ligne courbe». De
méme le rayon (mesure) donne la distance du centre i la
ligne courbe. Un diameétre ne joint pas deux points opposés
du cercle mais «va d’une ligne courbe 2 Pautre». A aucun
moment le cercle n’apparait comme un ensemble de points.
D’ailleurs, 3 aucun moment, il n’est question de définir le
cercle et les indicateurs d’institutionnalisation sont, 2 plu-
sieurs reprises : «On sait bien maintenant ce qu’est un cer-
cle, ce qu'est le centre». Clest sur le reste, 2 savoir rayons
et diameétres, que porte linstitutionnalisation.

Le fait que le cercle soit exclusivement considéré comme
une courbe contribue a ce que certaines propriétés n’ont
jamais ’occasion d’&tre nettement institutionnalisées. Par
exemple, la propriété suivante::
= SI un point est sur le cercle de centre O et de rayon R, il
estala distance R de O.
et la réciproque suivante :

* Si un point est 2 la distance R de O, il est sur le cercle de
centre O ctde rayonR.

Dans les énoncés relatifs aux situations, on retrouve les
mémes tendances, avec en plus Pintervention de la cour-
bure, ce qui est normal vu le choix des situations. La situa-
tion des portes occupait une place particuliére: contraire-
ment aux trois situations analysées dans le paragraphe III,
elle privilégiait la conception du cercle comme trajectoire
d’un point rigidement lié 2 un point fixe, donc une concep-
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tion essentiellement ponctuelle et dynamique. L’observa-
tion dans les classes a montré que sa maitrise passait par la
reconna jsance du point fixe de la rotation (aplomb de
I’axe) comme centre de la trajectoire. C’était donc une si-
tuation dans laquelle le centre du cercle jouait un réle es-
sentiel. On constate que, d’une part, il n’y a pas institu-
tionnalisation proprement dite avant la derniére séance de
I’expérimentation, que d’autre part, elle se fait alors de fa-
con globale et statique. Le centre de plus apparait surtout
comme ’extrémité du rayon matériel.

4. Commentaires

Dans ce paragraphe, nous avons essayé de saisir U'institu-
tionnalisation par I’analyse des énoncés sur lesquels elle
portait.

Cette étude montre que leur majeure parue (36/15) est
constituée d’énoncés de caractére général. Ces énoncés
concernent principalement rayons et diamétres et sont for-
mulés de fagon globale. De plus, ils sont pour une méme
notion introduirs tous simultanément et se répétent ensuite
au cours des séances exactement sous la méme forme. Il est
sir que, méme si cela ne reléve pas de processus conscients
chez la maitresse, ce n’est pas neutre. L’institutionnalisation
vise la reconnaissance de ce qu’il faut retenir. Dans Iensei-
gnement, les énoncés A retenir sont presqué toujous mis
sous forme affirmative. D’autre part, la répétition sous la
méme forme favorise la mémorisation. Il n’est pas douteux
non plus qu’une forme stéréotypée ne favorise les phéno-

menes de choeur déja cités. Par contre, il nous semble

qu’elle peut contribuer 2 véhiculer Pimage d’un savoir ri-
gide que l'on peut aisément circonscrire dans une dizaine
d’énoncés et qu’en ce sens elle ne soit pas exempte de dan-
ger.

Mais il faudrait se garder de voir dans cette institutionna-
lisation le reflet fidéle de la réalité de la classe. Comme on
I’a indiqué, les énoncés hors synthéses ont une forme et un
contenu beaucoup plus ouverts. Des conceptions ponctuel-
les du cercle sont apparues, par exemple avec la procédure
de Nathalie dans la construction du secteur manquant.
Cette procédure, remarquons-le, fut alors fortement valori-
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sée par la maitresse. Mais au niveau de Pinstitutionnalisa-
tion, il semble que I'on trie pour ne conserver que ce qui
parait essentiel dans I’enseignement. De plus, on le présente
sous une forme adaptée 2 la mémorisation.

De méme, il faut se garder d’interpréter trop rapidement
le fait que toutes les formulations retenues soient globales :

— d’une part, la majorité des situations proposées au
cours de [’expérimentation contribuent par leurs caractéris-
tiques propres,  véhiculer des conceptions globales du cer-
cle,

— d’autre part, dans la classe observée ici, la maitresse
laisse beaucoup de liberté aux éléves dans I’élaboration du
langage mathématique. Par exemple, excepté si elles sont
incorrectes, elle reprend les définitions qu’ils proposent
sans en modifier les termes.

C’est pourquoi nous pensons qu’il faut voir avant tout
dans la formulation globale des énoncés le reflet des
conceptions essentiellement globales des éléeves (ce qui
confirme les hypothéses faites dans le paragraphe II). Mais
cette étude montre tout de méme que la maitresse n’a pas
cherché dans son enseignement i introduire ou renforcer
tout spécialement des conceptions ponctuelles du cercle.

Il n’est bien sir pas question de généraliser brutalement a
d’autres classes ce qui a été trouvé ici. Mais cette partie de
la recherche apporte des informations qui, d’une part, en
font un élément indispensable, dans une perspective didac-
tique, de I'analyse des situations, d’autre part, conduisent a
souhaiter des recherches plus approfondies dans ce do-
maine.

V. Les entretiens individuels

Le questionnaire, présenté en entretiens individuels, 3 36
éléves répartis sur les deux classes comprend 6 volets :
— un itemn de perception (question 1)
—— un item sur la symétrie (question 2)
— 2 items de construction géométrique (questions 3 et 6)
— 2 items concernant centre, rayons et diamétres (ques-
tions 4 et 5).
Dans ce paragraphe; aprés avoir présenté le question-
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naire, nous analyserons briévement les résultats de la passa-
tion puis les protocoles de deux éleves de la classe de Mont-
rouge: Pierre et Stéphane (déja cités dans la situation des
disques). Ils ont été tout au long de la séquence d’enseigne-
ment membres de la méme équipe. Ce sont tous deux de
bons éléves qui s’expriment facilement. Stéphane nous a
paru, au cours des séances, éure un peu plus souvent que
Pierre le moteur des succés de I’équipe; mais ce dernier
nous a frappé par la maitrise avec laquelle il rendait compte,
dans les phases collectives, des obstacles rencontrés et des
découvertes qui avaient permis de les surmonter.

1. Présentation du questionnaire

PLANCHE +: ENTRETIENS INDIVIDUELS — LES FIGURES

R 2

f3
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Question 1: On présente 3 I'éleve les figures de la planche
4. On lui demande: «Parmi ces figures y-a-t-il des cercles?
Sibui, lesquelles et pourquoi?»

Si Penfant ne donne pas.spontanément de preuves, I'in-
terrogateur les sollicite en ajoutant: «Es-tu sir?», «Pour-
quoi ? »

Question 2: On représente les mémes figures et on de-
mande: « Ces figures ont-elles des axes de symétrie? Si ous,
trace-les ».

Les figures sont dessinées sur de petits rectangles de pa-
pier. Intentionnellement, les bords du rectangle ne sont pas
paralleles aux axes de symétrie, excepté pour le cercle, et le
centre du rectangle n’est centre d’aucune figure.

Question 3: Apres s’étre assuré que I’éléve a reconnu un arc
de cercle dans les deux cercles accolés, on lui demande de
compléter le plus grand des deux.

Question 4: On donne une figure a I’éleve. On vérifie qu’il
est d’accord sur le fait qu’il s’agit d’un cercle. On lui de-
mande alors d’en chercher le centre, de tracer des diamétres
et des rayons, de donner leur mesure.

Question 5: On demande 2 I'éléve de construire si c’est
possible: :

— un cercle de diamétre 8cm et de rayon 4cm

— un cercle de diameétre 10cm et de rayon 6¢cm

— un cercle de diametre 11cm.

Les trois consignes sont données successivement. Dans cha-
que cas, st I’éléve pense que la construction n’est pas possi-
ble, il doit expliquer pourquoi.

Question 6: On donne a I’éléve une feuilie blanche sur Ja-
quelle sont placés deux points A et B distants de §cm. On

lut demande, successivement, de construire, si c’est possi-

ble:
— unpointM a6cmdeA eta5ScmdeB
— unpointN a3cmdeA eta4cmdeB.

Ce dernier item est d’une nature différente de ceux qui
précédent: les cercles ne sont pas donnés, il s’agit de les
faire intervenir comme outils dans la résolution d’un pro-
bleme. Notons que cette intervention suppose la reconnais-
sance du cercle comme ensemble de points, précisément
comme [’ensemble des points 1 la distance x de A (respect-
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vement y de B). Une difficulté supplémentaire est créée par
Pattribution 2 un méme point de la conjonction de deux
propriétés.

Il est bien str possible de résoudre les deux problemes
posés sans utiliser de cercles: en construisant le point M par
approximations successives et en utilisant I'inégalité trian-
gulaire pour montrer que N n’existe pas. Mais si I'éleve
n’arrivait pas ainsi 2 la solution, nous lui proposions de
prendre un compas, suggérant par la qu’il pourrait étre de
quelque utilité de tracer des cercles.

2. Résultats

Pour simplifier la rédaction, nous noterons H (resp. V) le
diamétre horizontal (resp. vertical), Cer(A,r) le cercle de
centre A et de rayon 1, d et r les mesures des diamétres et
des rayons.

Question 1:

Tous les éléves reconnaissent le cercle et disent que la troi-
sieme figure n’est pas un cercle car elle a une bosse. Par
contre, pour lellipse, 11 commencent par dire: «Clest
rond » ou «c’est une ligne courbe», employant une termi-
nologie utilisée en classe pour les arcs de cercles. Question-
nés plus précisément, 7 d’entre eux déclareront que ce n’est
pas un cercle. Pour les 4 autres, y-a-t-il eu influence néfaste
d’une séquence didactique ou les seules courbes manipulées
ont été des cercles, ou le vocabulaire a pu de ce fait rester
ambigu ?

Au niveau des preuves, on retrouve beaucoup de cons-.
tructions 2 I’ceil, bien que ’enseignement ait favorisé d’au-
tres procédures. Ainsi pour le cercle:

— 5 ne donnent pas d’autre preuve que Jeur perception

— 16 donnent comme premiére preuve : « C’est un cercle
parce que-c’est bien rond ».

— 25 fournissent une autre preuve :

% 7 construisent le centre i I'ceil (2 tracent ensuite des
rayons et les mesurent, 5 tracent le cercle au compas),

= 9 construisent H et V 1 P’ceil et les mesurent,

= 8 construisent H et V par pliage (4 ensuite les mesurent, 4
tracent le cercle au compas),
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= 1 construit le centre comme intersection de deux arcs de
cercles (cf. v-3). '

Mais il faut noter que les éléves, 2 Ia fois convaincus de ce
qu’ils avancent et peu intéressés par la production de preu-
ves, se satisfont aisément d’égalités de mesure ou de tracés
approximatifs. En cas d’échec flagrant, ils répugnent a cher-
cher d’autres méthodes. Pour la recherche du centre, la
procédure de pliage, découverte par Pierre, avait été forte-
ment valorisée en classe. Ici, 8 seulement utilisent tandis
que 16 reviennent aux méthodes utilisées en classe avant sa
découverte, les mémes que celles observées lors de la pré-
expérimentation. Tout ceci confirme les hypotheéses du pa-
ragraphe I1 et montre qu’il existe un certain nombre de pro-
cédures particulierement tenaces sur lesquelles I'enseigne-
ment semble avoir eu peu de prise.

Question 2:
Dans cette question, le caractére privilégié des directions
horizontales et verticales s’affirme nettement.

29 éleves sur 36 plient le long de H et V pour déterminer
les axes de symétrie du cercle. Parmi ceux-la: ‘

— 10 affirment qu’il n’y a pas d’autres axes de symétrie

— 1 affirme que toute corde passant par le point d’inter-
section deH etV est axe de symétrie

— 18 plient le long d’autres diamétres, souvent en itérant
le pliage en deux, et
= 10 affirment que les plis trouvés sont les seuls axes de
symétrie, tandis que
= 8 affirment que tout diamétre est axe de symétrie.

Donc, finalement, sur les 29 éléves qui ont utilisé le
pliage pour déterminer les axes de symétrie, 9 seulement
affirment que tout diametre est axe de symétrie.

Pour lellipse, 11 éléves seulement parviennent & trouver
le grand axe et 7 a trouver le petit (6 d’entre eux apres avoir
trouvé le grand). Ils procédent le plus souvent par titonne-
ments 4 partir de la verticale et ceux qui utilisent le pliage
sont fortement perturbés par le fait que les axes ne soient
pas paralleles aux bords de la feuille. Finalement, apres ma-
nipulation, 21 éléves sont persuadés que Dellipse n’a pas
d’axe de symétrie. Certains méme, comme Pierre (cf. v-3),
les lui niaient a priori car ce n’était pas un cercle. '
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Les résultats obtenus ici confirment les observations de la
pré-expérimentation concernant le réle privilégié des direc-
tions horizontales et verticales, le caractére fragmentaire des
concepuions. Ils tendent 3 montrer aussi que, si les diame-
tres partagent bien le cercle en deux moitiés, il n’est pas str
pour autant qu’ils soient tous des axes de symétrie au sens
du pliage. Notons que c’est sous la forme «partage» que
cette propriété de symétrie a été institutionnalisée.

Question 3 :
Elle est bien réussie:

— 14 éléves complétent le cercle en plantant le compas 2
peu prés au centre, ensuite ils rectifient par approximations
successives. _

—— 3 éleves plient le long de H et plantent le compas au
milieu de H. :

— 12 éleves plient le long de H et de V et plantent le
compas 2 I'intersection des plis. ‘

— 5 éléves plient suivant H et décalquent I’arc manquant
par transparence.

Question 4:
Construction du centre :

— 12 éléves commencent par titonner avec la pointe du
compas pour trouver le centre (6 ne changeront pas de
méthode) : '

— 29 éléves construisent le centre par pliage le long de H
etV

— 1 éléve plie la feuille bord 2 bord et persiste a placer le
centre au centre de la feuille. .

Il y a donc, 2 partir de la question 3, une diminution des
constructions 2 P'ceil au profit du pliage. Dans la question
4, 1] est adopté par la plupart des éléves. Cette procédure ne
demandait donc, semble-t-il, qu’a étre réactivée et la ques-
uon 2 a joué ce role. :
Construction et mesure des rayons et des diamétres :

— 28 éléves donnent une définition correcte du diamétre

— 26 éléves donnent une définition correcte du rayon

— 5 éléves pensent que tous les diamétres n’ont pas méme
mesure (2 se corrigent aprés mesure effective)

—- 5 éléves ne sont pas génés par les mesures des rayons et
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des diamétres satisfaisant «d # 2r» (mais il s’agit de mesu-
res données par des nombres 2 virgule, donc il faut se gar-
der de conclure hitivement au niveau du CE).

Question 5 :
* d=8cmetr=4cm:

— 27 éléves tracent du premier coup un cercle correct

— 8 éléves commencent par tracer un cercle de rayon

8 cm pulis se corrigent

— 1 éléve ne sait pas quoi faire
* d=10cmetr=6cm:

— 27 éléves répondent immédiatement que c’est impos-

sible

— 8 tracent un cercle de diamétre 10cm (5 relévent le

fait que le rayon n’est pas égal 4 6cm, 3 ne pergoivent pas

de contradiction).
Un de ces derniers avait dans une question précédente uti-
lisé la relation «d = 2r», les autres manifestement ne la
connaissent toujours pas.
= d=1lcm:

Ceci perturbe peu les éléves puisque, si d’un premier jet,
12 disent que c’est impossible, ils ne sont que deux 4 ne pas
changer d’avis.

Les bonnes performances aux items 3, 4 et 5 dans les
deux classes traduisent un apprentissage certain. Notons
que les questions 4 et 5 concernent principalement les pro-
priétés des rayons et diametres, les relations entre leurs me-
sures. Elles correspondent donc 2 ce qui a fait 'objet de la
plus forte institutionnalisation.

Question 6: .

La question 6 a, comme c’était prévisible, donné un fort
pourcentage d’échecs. Le tableau 3 consigne les résultats
obtenus pour le point M. Précisons un peu:

Réussite sans aide

— 7 éléves trouvent M par approximations successives

— 1 trace directement Cer(A, 6) et cherche 2 la régle un
point du cercle 3 5cm deB o

— 2 font de méme aprés quelques essais par approximation
— 2 aprés quelques essais par approximations, tracent
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TABLEAU 3: CONSTRUCTION DU POINT M

Réussite | Réussite | Echec
sans aide | avec aide

Utilisation .du 5 6 7
compas

Non utilisation 7 (o] 10
du compas )

Cer(A, 6) et Cer(B, 5) et concluent.
Réussite avec aide

— 5 éléves tracent Cer(A, 6) et Cer(B, 5) et concluent
— 1 éléve trace Cer(A, 6) puis cherche i la régle un point de
cecerclea5cmdeB. - :

Echec avec aide (c’est-a-dire aprés suggestion d’utiliser le
compas)

— 2 éJéves n’utilisent pas la suggestion
— 7 tracent Cer(A, 6) aprés avoir tracé des cercles aber-
rants. Ils tracent aussi Cer(B, 5) mais ne savent pas conclure.
Pour la construction de N, les résultats ne sont pas trés
différents:
— 4 éleves démontrent la non-existence de N en utilisant
Pinégalité triangulaire
— 4 urent cette conviction de quelques essais par approxi-
mation
— Parmi les 5 éléves qui avaient tracé des cercles sans aide
pour construire M :
— 3 tracent Cer(A, 3) et Cer(B, 4) et concluent
— 1 utilise I'inégalité triangulaire
— 1 trace Cer(A, 3) et montre que la distance 2 B est
toujours supérieure a 4cm
— L’interrogateur suggére 2 15 éléves d’utiliser le compas
(les mémes que pour M)
— 9 tracent Cer(A, 3) et Cer(, 4) et concluent
— 6 tracent Cer(A, 3) et Cer(B, 4) mais ne savent pas
conclure.
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5 éleves seulement utilisent donc spontanément des cer-
cles pour construire le point M. Parmi les 15 auxquels l'uti-
lisation du compas est suggérée, 9 échouent. Ils tracent par
exemple les deux cercles corrects pour M mais ne parvien-
nent pas ensuite 3 conclure, ou admettent la possibilité de
trouver des points 3 6cm de A en dehors du cercle Cer(a,
6), ou sont obligés de remesurer pour donner la distance
d’un point quelconque de ce cercle qu’ils viennent de tracer
aA.

De telles attitudes nous paraissent significatives d’une dif-
ficulté 3 concilier des conceptions globales et ponctuelles
sur le cercle. A lanalyse des protocoles, il semble d’une
part que ces éléves aient besoin de placer un grand nombre
de points 3 6cm de A avant de redécouvrir qu’ils seront
tous sur le cercle de centre A et de rayon 6cm, d’autre part
que, lorsque le cercle est tracé, il tende 2 étre pergu de nou-
veau de fagon étroitement globale et cesse d’étre ensemble
des points 2 6¢cm de A. Nous nous heurtons 13 3 une diffi-
culté qui dépasse largement le cadre de cette étude: celle
qu’il y 2 3 concevoir une courbe comme un ensemble de
points. Elle a été soulignée par divers auteurs en ce qui
¢oncerne la droite (Piaget et coll., 1948), plus récemment
(Guillerault et Laborde, 1980). Notons que les situations
choisies pour I'expérimentation privilégiaient pour la plu-
part des conceptions globales, donc ne contribuaient pas
spécialement 2 la surmonter et que I’étude de Pinstitution-
nalisation semble montrer qu’elle a agi dans le méme sens.

3. Etude de cas
A. Stéphane

Question 1:

1l voit un cercle, un ovale et deux ronds mis ensemble.

Preuve: «Pour le cercle, 3 partir du milieu, le rayon est
toujours le méme ; pour 'ovale, le rayon varie. »

1l mesure le diamétre vertical, 4 Pceil, et calcule la mesure
du rayon. Ensuite il trace deux arcs de cercle du rayon
trouvé a partir de deux points qu’il a choisis, dit-il sur la
verticale et sur I’horizontale (cf. figure 1). Le centre est le
point d’intersection des deux arcs.
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Question 2: _
Pour les cercles accolés, il place deux points: le premier au
milieu de AB (cf. figure 2), le second en relevant a I'ceil le
premier point vers le haut. :

Ensuite il trace la droite déterminée par ces deux points.
1l vérifie, 2 divers niveaux, que les distances «a» et «b»
mesurées perpendiculairement 2 la droite sont égales. Il
conclut que la droite tracée est ’axe de symétrie de la fi-
gure. ‘

— Pour le cercle, d’emblée il affirme: «Le diamétre c’est
’axe de symétrie, des diamétres y en a jusqu’a P'infini, des
axes de symétrie autant qu’on veut. »

— Pour Pellipse : «Il y en a, ils passent par le milieu. ».

Il repére a P'ceil le grand axe, mesure sa longueur et mar-
que son milieu. Il cherche 2 vérifier, en tragant d’autres cor-
des, que c’est bien le milieu de Psllipse. Ce n’est pas le cas.
11 essaie de rectifier par approximations successives sa cons-
truction du milieu. L’interrogateur lui suggére d’essayer de
déterminer les axes de symétrie par une autre méthode. Il
persiste dans la sienne.

Question 3: -
Il cherche en titonnant la position du centre sur 'axe de
symétrie qu’il a tracé et réussit.

Question 4:
— Recherche du centre: il trace a P’ceil un diameétre vertical
en disant: «Je corrigerai aprés mon erreur. » Il déplace pa-
rallelement 2 lui-méme son trait en disant: «J’ai laissé une
trop grande partie li» (demi-disque). Ensuite il fait de
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méme horizontalement et vérifie qu’il a bien le centre en
mesurant les quatre rayons.

— Tracé des diameétres: il repasse les deux déja tracés.
L’interrogateur lui demande: « Peux-tu en tracer d’autres ? »
Stéphane hésite un peu puis dit: «Oui, cette droite peut
tourner » (il montre un diamétre).

11 trace plusieurs couples de diametres perpendiculaires.

— Tracé de rayons : « C’est des demi-diamétres c’est inutile
d’en tracer d’autres». Il mesure un diamétre, affirme que
tous mesurent pareil et calcule la mesure du rayon.

Question 5 : '
— Cercle de diametre 8cm et de rayon 4cm: il répond:
«Qui». Il mesure 8cm et trace un cercle de 8cm de rayon.
Il en mesure le diamétre, trouve 16 cm et rectifie son tracé.
— Cercle de diamétre 10cm et de rayon 6cm: il répond:

-« Non, le diamétre c’est le double du rayon ».

— Cercle de 11cm de diamétre: il répond: «QOui», com-
mence 2 écarter le compas de 11cm puis rectifie son erreur
avant d’avoir tracé. :

Question 6:
— Point 2 6cm de A et 5cm de B : il répond : «Oui, il serait
quelque part par la» (il indique un point en dehors du
segment AB plus prés de B que de A). Il essaie par approxi-
mations successives puis dit: « Il faudrait que je me trace un
cercle de 6cm 2 partir de A... Il me faut un cercle de 5¢m
deB ».

“En fait, il trace le cercle centré en A puis cherche 2 la
régle un point du cercle 2 5cm de B. Linterrogateur lui
demande: «Y en a-t-il un autre?» Stéphane: «Oui, le sy-
métrique par rapport a AB ».

— point 2 4cm de A et 3cm de B: il trace le cercle de
centre B puis dit: «4 plus 3, ¢a fait 7; il y a 8cm donc cest
impossible ».

Stéphane manifeste tout au long de entretien des convic-
tions extrémement solides.

— Le cercle est, dés la premiére question, caractérisé par le
fait qu’il a méme mesure dans toutes les directions a partir
d’un point, son centre, ce qui le différencie en particulier de

Pellipse.
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— Il y a idenufication immédiate des axes de symétrie aux
diamétres.
— Des réponses aux questions 4 et 5, il ressort nettement
que tous les diametres ont méme mesure et que cette me-
sure est le double de celle des rayons. Stéphane ne se livre 2
aucune vérification et calcule la mesure des rayons.
— Larésolution de fa difficile question 6 est exemplaire.
— La procédure de recherche du centre dans la question 1
est trés sophistiquée (ce n’est d’ailleurs pas i elle qu'il a
recours dans la question 4). Elle utilise le fait que si M est
sur le cercle de centre A et de rayon R, alors réciproque-
ment A est sur le cercle de centre M et de rayon R. Cette
propriété n’a jamais été énoncée au cours de Penseigne-
ment. Notons que la procédure, bien qu’elle repose sur une
mesure approchée, donne la position du centre avec une
excellente précision: en effet, un diamétre vertical placé de
facon satisfaisante a ’ceil a, au millimeétre prés, pour un cer-
cle de cette taille, la mesure du diamétre réel.
— En ce qui concerne les axes de symétrie, le comporte-
ment de Stéphane est tout 2 fait cohérent: il s’agit pour lui
de partager la figure en deux moitiés. Il n’y a aucun recours
au pliage méme lorsque, dans le cas de Pellipse, la procé-
dure n’aboutit pas. Notons, i ce sujet, la conviction de Sté-
phane que la figure a un centre de symétrie : «un milieu» et
que les axes passent nécessairement par ce point, conviction
qui détermine toute sa recherche. .
Mais il est aussi intéressant de constater que, chez cet
éléve particulierement brillant comme chez les autres :
— Les directions horizontales et verticales jouent un rdle
privilégié. Dans la question 1, les deux points choisis sont
sur P’horizontale et sur la verticale. Dans la question 4, il
cherche le centre en plagant a I’ceil un diamétre vertical et
un diameétre horizontal (cette procédure fonctionne ici de
maniere parfaitement organisée mais c’est typiquement celle
. observée en premier lieu chez tous les enfants, au cours de
la pré-expérimentation et de I'expérimentation). Ensuite,
alors qu’il a affirmé dans la question 2 qu’il y avait une
infinité de diameétres, pour en tracer d’autres, il hésite puis
trace, non pas n’importe quel diamétre, mais des couples
obtenus par rotation du couple initial.
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des axes de symétrie ?» Pierre: « Non, les carrés aussi, mais
il faut que de chaque cété il y ait la méme mesure. Si d’un
coté il y a 3cm et de I'autre 4, on ne peut pas couper en
deux. »

Pour lui, le cercle avec bosse, tel que, n’a pas d’axe de
symétrie. Il propose de I’arranger en reproduisant la bosse
en haut, par symétrie. Mais méme 13, il reste dubitauf; il
préfere enlever finalement la bosse en pliant horizontale-
ment puis en reconstituant par transparence le cercle in-
complet.

L’interrogateur insiste: «Bon, mais cette figure telle que
je te I’ai donnée, tu ne trouves pas qu’elle a un axe de symé-
trie ? » Pierre : « Non, avec la bosse, il n’y a pas d’axe. »

— Le cercle: il plie en disant: «Si jarrive i faire la symé-
trie, j’aurai le centre». Il termine le pliage en quatre et trace
le cercle au compas 3 partir du centre qu’il vient de trouver,
revenant donc spontanément 2 la question précédente. Ca
marche.

L’interrogateur: «Tout i P’heure, tu n’avais pas pensé a
plier». Pierre: « Non, mais quand tu as dit «[’axe de symé-
trie », j"al pensé a plier». : _

" Pierre passe a Pellipse sans que P'interrogateur ait pensé a
lui demander quels sont exactement les axes de symétrie du
cercle. .

— L’ellipse: a priori, il pense que cette figure n’a pas

d’axes de symétrie car elle n’a pas de centre. Encore une

fois, il propose de modifier la figure.
L’interrogateur: «Comme ¢a, en la voyant, w n’as pas
Pimpression qu’il y a un axe de symétrie?» Pierre: «Ah!
Non! Comme ¢a je suis sir qu’il n’y en a pas! Ah si! Je
crois qu’il y en 2 un comme ¢a dans le miroir x» (termino-
logie adoptée en classe lors du travail sur les symétries).
Il plie avec difficulté, comme tous les éleves, les axes
,étant obliques, mais y parvient. Ensuite, il cherche le milieu
de I’axe : pour trouver le centre, dit-il. Pierre: « C’est drole
quand méme qu’il y ait un centre. S'il y a une symétrie, il y
a un centre. »
11 reprend les deux cercles accolés, regarde la figure avec
attention et trouve l’axe : « Donc y a pas de centre mais une
symétrie. C’est dréle; pas de centre mais une symétrie. L3,
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—"L’ouverture du compas ne correspond pas, avec une
évidence flagrante, 2 la mesure du rayon.

B. Pierre

Question [ :

«Il y en a une seule qui est un cercle; celui-la est un peu
ovale, celui-1a est pas du tout rond, il a une bosse ».

Preuve : Pour le cercle, il propose de chercher le centre puis
de faire un tracé au compas. Pour trouver le centre, il trace
3 Pceil un diameétre vertical et un diametre horizontal, les
mesure et s’estime satisfait: « Ah! Oui, c’est vraiment un
rond parce que la je trouve 7 plus un demi et {2 je trouve 7
plus un demi. Des deux cotés, c’est obligé que ce soit un
rond, des deux cdtés ¢a a la méme mesure. »

Il plante la pointe du compas a I'intersection des deux

diameétres et trace. Echec. Cela ne donne pas le méme cer-
cle. Pierre réfléchit puis dit: « Il est mal tracé mon trait. »
L’interrogateur : « Pourquoi ? »
Pierre: « L3, (il indique la surface du demi-disque vertical
gauche), il n’y a pas la méme mesure que la (il montre le
droit). Il faut tracer des traits, ¢a va éure dur. 1l faut trouver
le centre, pour a il faut tracer des traits ».

Pour mieux placer le diamétre vertical, il change de stra-

tégie et cherche la corde verticale maximale. Quand il pense
l’avoir trouvée, il vérifie qu'elle détermine deux segments
de méme mesure sur I'ancien diamétre horizontal. Ce n’est
pas le cas, 'un mesure 3,5cm, Pautre 3,9cm.
Pierre : « Alors, mon trait est mal tiré; le centre il faut qu’il
soit au milieu ». 1l cherchera encore quelque temps dans ce
sens, sans parvenir i une solution, insistant sur le fait qu’il
doit tracer des traits mais pas au hasard et prendre le milieu.
Finalement il abandonne.

Pour Pellipse : il mesure dans deux directions correspon-
dant approximativement aux axes et conclut: «Regarde, ici
cafait 7cm, 13, il en fait9,5. » Cela lui semble suffisant.

Question 2: .
A priori, pour lui, seul le cercle aura des axes de
symétrie : « Les ronds, c’est tout ».
Iinterrogateur : «Ah! Bon! Il n’y a que les ronds qui ont
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il y a un centre et une symétrie (le cercle), 1a aussi (el
lxpse) ».

Question 3 : :
Elle a été faite en méme temps que la 2 (pliage et reconstitu-
tion par transparence).

Question 4:
Pierre trouve le centre par pliage, trace des diametres et des
rayons, mesure un diamétre.
L’interrogateur : «Peux-tu me dire combien mesurent les
diamétres ? »
Pierre : « Ben, tous 7 cm plus 5mm. »
L’interrogateur : « Bon, ils ont tous la méme longueur ?»
Pierre: «Non, je ne crois pas, je vais en tracer un, je ne
crois pas qu'il ait la méme mesure ».
1l trace une corde qui ne passe pas par le centre.
L’interrogateur : « Est-ce que c’est un diamétre ¢a?»
Pierre: « Non!» ‘
L’interrogateur : « C’est quoi un diamétre ? »
Pierre : « Un diamétre c’est une droite qui va d’une courbe 2
une autre courbe en passant par le centre. »
L’interrogateur : « Ah ! bon!»
Pierre: «Et un rayon, c’est gui-la qui va d’une courbe au
centre. Dans un diamétre, il y a deux rayons. » A
L’interrogateur: «Tu penses quil y a des diamétres qui
sont plus courts que d’autres 2 »
Pierre: «Non!»

Il explique que si tous les diamétres ne faisaient pas la
méme grandeur, le rond ne serait pas un rond. Il reprend
Pellipse alors spontanément, trace des cordes passant par le
centre, les mesure et conclut: «Ca ne fait pas la méme
chose du tout. Celui-13, il fait 8cm, celui-la 7cm et 1mm.
Donc il n’est pas vraiment un rond ».

1l revient au cercle, visiblement satisfait, propose de cal-
culer la mesure des rayons 2 partir de celle des diamétres,
puis mesure car le calcul de la moitié de 7,5cm le rebute et
qu’il préfére dans ces conditions procéder a envers.

Question 5 :
— Cercle de diamétre 8cm et de rayon 4cm: il répond:
«Oni», trace un cercle de §cm de rayon. « Voila, le centre
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il est 13, maintenant je vais faire le diamétre... Tiens, un
diamétre c’est 16! Je me suis trompé. »

L’interrogateur : « Tu t’es trompé pourquoi ? »

Pierre: «Parce qu'au lieu de mettre 4 j’ai mis 8, alors le
diamétre il a 16.». I réfléchit un peu, puis: «Et pourtant,
je ne comprends pas. »

L’interrogateur : « Qu’est-ce-que tu ne comprends pas ?»
‘Pierre: «Le diamétre c’est 8. Pourtant j’ai fait comme ¢a (il
indique que I’écartement du compas mesure 8cm sur la ré-
gle). C’est le diamétre et comme le diamétre c’est partout la
méme chose... » [ réfléchit, se répete.

L’interrogateur: «Et le rayon, c’est pas partout la méme
chose?»

Pierre: «Oui, mais le diamétre, il va de ] jusqu’a la. Si je
fais le diametre 8 le point sur une feuille blanche je le mets
oll je veux et comme ce sera... Ah, non! il fallait prendre la
mesure du rayon, parce que, ah oui! quand je fais tourner,
yai la mesure du rayon. C’est pour ¢a que je me suis
trompé. Ah! Cay est, j’ai compris, parce que j’ai cru que le

centre ¢’était ici pour moi (il indique I'extrémité d’un dia-

métre). »

— Cercle de 10cm de diamétre et de 6¢cm de rayon: «Ah!
Ah!Ah!Non! Le diamétre il doit faire 12 ».

— Cercle de 11cm de diamétre: il répond: «Oui» puis
«Non ». L’interrogateur répéte la question. -
Pierre : «Un diamétre de 11cm... Ca fera 5¢m plus 1/2mm.
Il a quelques problémes 3 calculer la moitié de 11cm. L’in-
terrogateur l'aide.

Question 6:
— Pointa 6cm de A et 3 5cm de B : «Il sera au milieu; ¢’est
impossible!» Ensuite il place sur AB deux points: l'un a
6cmdeA, Pautre 2 5cm deB.
Pierre : «B, il veut que ce soit ici, A, il veut que ce soit ici. »
(il montre successivement les deux points)
L’interrogateur : « Tu sais, on n’est pas obligé de le prendre
juste sur la ligne entre A etB.»
11 fait plusieurs essais ailleurs dans la feuille, mais en plagant
toujours deux points.
Pierre : « Des deux cotés il y a deux points. »

[y
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L’interrogateur: «Tu ne peux pas Uarranger pour que ce
soit le méme ? »
Pierre: « Ah! Ben non! Ah si! On peut peut-étre mesurer
¢a (la distance entre deux des points marqués). Non, 1cm,
on peut rien faire... C’est normal que ¢a fasse 1cm la diffé-
rence entre A et B c’est 1cm. C’est pas possible de trouver
un point que de B il soita5cm, deA 2 6cm. »
L’interrogateur: «Et si je te demande que de A il soit 2 3cm
etdeBidcm?» '
Pierre : « C’est pas possible, c’est la méme chose, il y a tou-
jours 1cm de moins ». L’interrogateur lui fait vénfier s’il y a
bien 1cm d’écart entre tous les couples de points qu’il a
marqués. Ce n’est pas le cas. Pierre constate que son théo-
réme est faux mais il ne parviendra pas néanmoins 2 pro-
gresser vers la solution.

Chez Pierre, les connaissances paraissent fragiles et
comme dans un mouvement permanent de reconstruction.

— Dans la premiére question, il propose de chercher le
centre du cercle. Ce centre est 2 I'intersection des diametres
horizontaux et verticaux. La premiére contrainte qu’il im-
pose i ces diamétres, c’est d’avoir mémc mesure. Cette
contrainte lui semble suffisante 2 la fois pour assurer que ce
sont bien des diamétres et que la figure est bien un cercle.
Devant I’échec du tracé au compas, il leur demandera d’étre
également des axes de symétrie (au sens du partage en deux
moitiés) puis des cordes maximales. Jamais avant qu’l ne
soit réactvé dans la question 2, il n’aura recours au pliage,
bien qu’en classe il en ait été Pinventeur. Dans son dis-
cours, Pierre montre trés nettement 2 la fois la nécessité de
la réactivation et la facilité avec laquelle elle s’opére: «Non,
mais quand tu as dit 'axe de syméurie j'ai pensé a plier».

Dés que le pliage est réintroduit, il redevient le moyen pri- -

vilégié de traiter la symétrie axiale et Pierre 'utilise en parti-
culier pour trouver le centre du cercle.

— Dans la question 4, Iinterrogateur: «Bon, ils ont
tous la méme longueur ?», suffit a le faire momentanément
douter du fait que les diamétres aient tous méme mesure et
méme de ce qu’est un diamétre. Mais lorsqu’on lui de-
mande: «C’est quoi un diamétre ?» I'édifice se réablit. Il
donne les définitions des diamétres et rayons, explicite leurs
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rapports, en reprenant exactement les énoncés de Pinstitu-
tionnalisation. Il affirme que tous les diamétres ont méme
mesure, complétant la caractérisation du cercle donnée dans
la question 1, et découvre alors qu’il est capable de prouver
de maniére satisfaisante que Iellipse n’est pas un cercle.

— Comme Stéphane, Pierre trace dans la question 5 un
cercle de 8cm de rayon en voulant en tracer un de 4cm.
Mais il n’est satisfait que lorsqu’il comprend le pourquoi de
son erreur: I'écartement du compas correspond i un inva-
riant du cercle ; pour lui, ¢’était donc la mesure du diame-
tre.

Il faut remarquer que [utilisation du compas ne semble
par chargée ici de la signification que traditionnellement on
lui associe: il ne sert pas a tracer I'ensemble des points (ou
la courbe) 1 distante constante d’un point fixe. Il s’agit plu-
t6t d’un instrument qui sert 2 tracer des cercles, la taille du
cercle correspondant a I’écartement des branches.

— Enfin, dans la question 6, se manifeste trés clairement
la difficuleé liée 3 la conjonction des deux propriétés.

V1. Conclusion

Les questions que nous nous étions posées au début de
cette recherche étaient les suivantes :

— Quelles sont les conceptions du cercle mobilisables chez
les entants de 73 10 ans ?

— Comment foncuonnent-elles les unes par rapport aux
autres suivant les situations proposées ? Quel est leur degré
de mobilité?

— Qu’est-on en droit d’attendre d’un apprentissage dans
ce domaine, i ce niveau ?

La pré-expérimentation nous a permis, d’une part de pré-
ciser ces questions, d’autre part de formuler a leur sujet un
certain nombre d’hypothéses. L’expérimentation et les en-
tretiens individuels, tout en confirmant la majeure partie de
ces hypothéses, ont permis d’affiner 'analyse.

La recherche a montré que, confrontés i des situations
adéquates, les enfants de cet dge étaient capables de mettre
en ceuvre de fagon opératoire diverses conceptions du cer-
cle. Certaines éraient apparues dés la pré-expérimentation :
— cercle comme figure ayant méme «mesure» dans toutes
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les directions du plan (situation de reconnaissance de for-
mes),

— cercle comme trajectoire d’un point rigidement lié 3 un
point fixe (trajectoire de Pextrémité de la porte),

— cercle comme ensemble des points 2 distance donnée

‘d’un point donné (constructions géométriques).

D’autres sont apparues au cours de expérimentation :
— cercle comme figure de courbure constante,
— cercle comme figure invariante par rotation autour de
son centre, .
— cercle comme figure invariante par glissement sur elle-
méme. .

De méme, diametres et rayons sont dotables, 4 cer ige,
de leurs principales propriétés. Par exemple, les diamétres
ont été uulisés comme :

— cordes partageant le cercle en deux moitiés,
— cordes de longueur maximale,
— cordes passant par le centre.

Le fait qu’ils aient tous méme mesure a constitué une
caractérisation du cercle.

Mais, conceptions, éléments géométriques associés, rela-
tions et invariants sont étroitement dépendants des situa-
tions proposées. 1l n’est pas question d’en parler dans I'ab-
solu.

De plus, si ces conceptions sont théoriquement mobilisa-
bles, leur mise en ceuvre opératoire effective et réussie dans
les situations proposées ici ne va pas de soi. Dans chaque
situation de I’expérimentation, on enregistre de nombreux
échecs ; les solutions sont trouvées par une minorité d’en-
fants et reprises ensuite par 'ensemble de la classe.. L’adap-
tation d’une stratégie i une situation voisine s’avére difficile
(par exemple, le passage de la situation des disques 2 celle
des couronnes, alors que la procédure majoritaire mise au
point pour la construction du secteur manquant utilisait
déja partiellement la constance de la courbure).

A ceci, s’ajoute le fait que les enfants se dégagent trés
difficilement des procédures «3 Peeil », méme lorqu’ils

constatent leur échec. Ceci se manifeste tout au long de

Pexpérimentation (dans la situation des arcs, la derniére,
presque tous les éléves dans un premier temps assemblent
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des arcs triés a I'ceil pour construire les cercles) et égale-
ment, on I’a vu, dans les entretiens individuels.

Cet obstacle est sans doute propre i la géométrie. L’en-
fant fait confiance i sa percepuon. Il ne lui viendrait certai-
nement pas 1 I'idée de faire une multiplication 2 Yceil, par
contre, il est persuadé qu’en se fiant a sa perception il arn-
vera a trouver le centre d’un cercle. Tout au plus, devra-t-il
titonner un peu. 1l est d’autant plus difficile de lutter
contre cette tendance que les tracés et les mesures effectués
i cet ige sont souvent trés approchés. Il s’avére parfois
qu’une méthode que nous pourrions qualifier d’exacte
donne d’aussi mauvais résultats qu’un tracé a I'ceil. Ainsi,
dans la situation des disques, le tracé de Stéphane qui utilise
la rotation d’un secteur autour du centre est, dans un pre-
mier temps, aussi peu circulaire que celui i Pceil fait par
Pierre ; et quand Pierre, adoptant la méthode de Nathalie,
essaie un tracé point par point, il n’arrive pas a obtenir une
courbe lisse. ' '

Remargue : Le débat sur le caractére approché des tracés
géométriques nous semble un débat important que I'ensei-
gnement ne doit pas négliger. Il doit permettre de prendre
conscience que, si 'on considére la géométrie comme une
théorie physique modélisant certains aspects du monde qui
nous entoure, il faut distinguer dans les activités géométri-
ques trois niveaux :

— Celui du monde «réel» {le monde des roues, des portes,
des pendules, des ficelles...). Ce sont les questions que 'on
sé posera 3 propos de cette réalité qui seront le point de
départ des acuvités géométriques. ' :
— Celui du modéle mathématique, essentiellement abstrait
(celui des cercles, angles, droites et points).

— Celui des représentations du modele, seul moyen d’ap-
préhender le modéle en dehors du pur raisonnement déduc-
tif (figures géométriques tracées sur une feuille...).

Notons que rien dans l¢ langage ne distingue ces deux
derniers niveaux; on demande, par exemple, 3 I'éleve de
tracer le cercle de centre O et de rayonR.

Cette confiance dans la perception s’oppose aussi a la
production de preuves, 1 la validaton des procédures. Si
I’éleve voit que ¢a marche, toute exigence supplémentaire

lui semble gratuite. Y répondre, c’est répondre au seul désir
du maitre. Il ne faudrait pas comprendre ce qui précéde
comme un parti pris de rejet de I'aide perceptive en géomé-
trie. Mais, estimant avec Douady (1980) qu’un concept,
prend son sens dans le type de problémes qu’il permet de
résoudre, nous voulons souligner que la perception qui
constitue une aide précieuse peut aussi, 3 certains moments,
se révéler un obstacle i I'apprentissage visé, que c’est un
facteur dont il importe de tenir compte dans la construction
de séquences d’enseignement.

Nous voudrions souligner un autre fait qui s’est révélé
important dans cette recherche, et qui dépasse lui aussi le
cadre de notre étude: le rdle privilégié que jouent les direc-
tions horizontales et verticales. :

La prédominance de ces directions se manifeste dés la
pré-expérimentation ; elle se confirme lors de I'expérimenta-
tion, par exemple dans la recherche du centre du disque.
Au niveau des tests, le choix des épreuves rend Peffet en-
core plus flagrant et la perturbation créée par I'existence de
ces deux directions semble, en quelque sorte, restreindre le
champ de validité de certains théorémes : _

- Ainsi, dans la question 2 (recherche des axes de symé-
trie), sur les 29 éléves qui ont plié dans ces deux directions
pour trouver les axes de symétrie du cercle, 10 affimment
qu’il n’y en a pas d’autres, comme si la situation correspon-
dait 3 un équilibre dont on pouvait se satisfaire: les deux
directions privilégiées sont axes de symét:ie, pourquoi en
chercher d’autres ? '

Une autre situation d’équilibre semble résider dans la fa-
mille des axes correspondant 2 une itération du pliage, en
particulier le pliage suivantH, V et les deux bissectrices.

Pour Pellipse, P'absence d’axes paralléles aux bords du
rectangle sur lequel est dessiné la figure, conduir la majorité
des éléves a nier pour elle la possibilité d’avoir des axes de
symeétrie.

Enfin, certaines des difficultés rencontrées par les éléves,
dans la situation des portes, dans la derniére question des
entretiens, nous ont parues liées a des conceptions trop ex-
clusivement globales du cercle, 2 la difficulté donc de le
concevoir comme un ensemble de points.
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L’existence de ces obstacles étant soulignée, il n’en reste
pas moins qu'il y a eu dans les deux classes apprentissage i

Plssue de I'expérimentation. Les résultats aux tests en té- -

moignent, en particulier le trés fort pourcentage de réussite
aux questions 3, 4 et 5. Les questions 4 et 5 correspondent,
d’ailleurs, comme nous ’avons montré, 3 ce qui dans Pen-
seignement a fait I’objet de la plus forte instirutionnalisa-
ton.

Nous ne pouvons bien siir pas prétendre que ce que nous
avons observé, trouvé, a valeur de généralité. La pré-
expenmentatxon porte sur une cinquantaine d’éléves,
’expérimentation sur une quarantaine. Cette petite centaine
d’enfants ne provient que de quatre classes différentes.

Nous ne pensons pas non plus que ce qui a été observé,
trouvé ici, n’a qu’une valeur anecdotique. Ce qui fonde en
grande partie notre conviction, c’est le repérage, en dépit de
trajectoires différentes, et pour les éléves et pour les classes,
d’un certain nombre de régularités, régularités suffisam-

ment puissantes pour que les comportements associés per-.

sistent tout au long de la séquence didactique et réapparais-
sent au cours des entretiens individuels, méme lorsque Pen-
seignement dispensé ici a cherché i les dépasser.

Nous ne voudrions pas terminer sans aborder une ques-
tion qui n’était pas centrale icl mais nous parait fondamen-
tale. Les sitvations de I'expérimentation ont été congues
spécifiquement pour répondre aux questions posées concer-
nant les modéles implicites du cercle. Elles ont servi de ca-
dre 2 l’enselgnemem et nous pensons qu’effectivement elles

réalisent les caractéristiques que I'on est en droit d’attendre

de situations d’apprentissage (Douady, 1980). Mais nous ne
considérons pas pour autant cette séquence comme un mo-
déle 2 proposer aux enseignants. A cela s’opposent des rai-
sons de nature diverse :

— Nous ne pouvons raisonnablement soutenir, par
exemple, que la construction du concept de cercle- puisse
s’effectuer 2 travers une suite de situations dont aucune ne
mettrait en ceuvre de fagon opératoire et non pas seulement
perceptive des courbes fermées non circulaires (ce qui est le
cas ic1).

— Il 0’y a pas, dans cette séquence, suffisamment de si-
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tuations qui privilégient des conceptions ponctuelles du cer-
cle. Or, il semble 2 I'issue de cette recherche, que I'un des
buts que devrait s’assigner T'enseignement soit d’élabo-er et
renforcer de telles conceptions, en les intégrant aux concep-
tions essentiellement globales qui pré-existent a 'enseigne-
ment. '

— A un tout autre niveau, si telle était notre ambition,
nous devrions nous assurer de la reproductibilité des situa-
tions proposées (Brousseau, 1981). Ceci suppose que I'on
soit capable de déterminer pour chacune, quelles sont les
variables de commande, quel est le champ des possibles,
quel jeu vont jouer et le maitre et I’éléve.

Cect suppose en outre, 2 notre avis, que les situations
satisfassent certains critéres de stabilité, 3 savoir que des
modifications faibles des variables de commande réperto-
riées du systéme, 2 un instant quelconque donné, ne
conduisent pas dans les classes, de fagon non prévisible, 2
des trajectoires fondamentalement divergentes.

Mais nous voudrions néanmoins insister sur la nécessité,
a |’école élémentaire, d’un enseignement sur le cercle qui ne
se limite pas i 'apprentissage du maniement du compas et a
la mémorisation de quelques formules. Tout ce qui précede
tend 2 prouver que les choses ne sont pas si simples.que
on pourrait naivemént le croire, qu’il est difficile en parti-
culier de déterminer de quel sens I’éléeve charge Iutilisation
du compas. Une utlisation correcte du compas ne repose
pas nécessairement sur une conception du cercle exprimable
en termes de distance au centre. Elle peut traduire simple-
ment la reconnaissance dans I’écartement des branches du
compas de Pinvariant rayon, ce dernier représentant la moi-
t1é de la taille globale du cercle.

A Pissue de cette recherche, il semble souhaitable que les
objectifs de cet enseignemnet soient plutdt formulés en ter-
mes d’enrichissement et d’organisation cohérente de
conceptions variées du cercle, tant ponctuelles que globales,
statiques que dynamiques.
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CHAPITRE 4

UNE TENTATIVE DE PRISE EN COMPTE DANS LA

MODELISATION DES INTERACTIONS DANS LA CLASSE
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A la fin du chapitre T, nous soulignions la nécessité de la prise en compte
des interactions maitre-éleves et éléves-éléves dans la modélisation des situations didac-
tiques et notre intention d'aborder cette question en reprenant une des situations utilisées
pour la recherche sur les formes géometriques. C'est ce que nous allons faire dans ce

chapitre en prenant appui sur la situation des disques.

I. DYNAMIQUE DE LA SITUATION DES DISQUES

L'analyse des observations faite au chapitre {II montre des convergences

dans la dynamique d'évolution des deux classes concernées par 'expérimentation :
* la procédure de construction utilisée au début massivement par les

éleves (38/40) consiste a reconstituer le disque incomplet, le poser sur le carton, tracer
deux rayons délimitant le secteur manquant, placer dans I'ouverture le plus grand des
morceaux, puis terminer le tracé & main levée.

* les éleves possedent un modele de contrdle qui les conduit a refuser
systématiquement les morceaux ainsi construits. Notons que ce modele est purement
perceptif (I'estimation se fait a I'oeil),

* la procéc_lure de construction qui domine tres nettement dans les deux
classes 2 la fin de la séance est celle de la rotation du plus grand secteur autour de
sa pointe.

Si I'on oublie quelque peu les états intermédiaires, on peut considérer,
en reprenant le langage introduit au chapitre Il que les régularités observées se modélisent
par un champ a 2 orbites :

- I'orbite O, regroupant toutes les trajectoires allant de I'état initial a
'état final cités plus haut, ‘

- P'orbite O, * regroupant les autres trajectoires d'éleves,
fortement pondéré en faveur de O,-

Mais, ce qui nous intéresse ici, ce n'est pas ce niveau de description des
observations, c'est la détermination des facteurs qui ont permis, dans les deux classes,

I'installation massive de Ol'

Notations :

Nous coderons ainsi les différentes procédures de construction répertorices

dans les deux classes {(cf. chapitre III).
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.1 . la procédure correspondant a I'état initial des classes

.R la procédure de rotation

.P fa procédure de tracé point par point

.C la procédure consistant a réduire un morceau trop grand
. C2 la procédure basée sur la mesure des cordes des secteurs.

Dans une des classes,classe 1, pour tous les éleves, I'évolution de procédure
se traduit par le passage de 13 R.On a donc, en termes de procédures de construction,
une orbite unique "IR" sur laquelle les trajectoires des différents éleves se distinguent
par les temps de parcours. Mais ces orbites ne sont pas décrites dans le cadre d'un fonc-
tionnement isolé. Les observations tendent 3 montrer en effet que la parternité de l'orbite
"[R" revient 3 un seul éleve et que les autres n'ont fait qu'adopter. la procédure R qui
lui avait permis de réussir et dont il vantait 3 haute voix les mérites.

Que se serait-il passé si les éleéves avaient €té contraints de travailler
de facon isolée, ou méme si la maitresse, en interdisant a-I'éléve qui avait réussi de
faire part de sa découverte a tous, avait retardé la diffusion globale de la procédure
R ?

\ Dans l'autre classe, classe II, au contraire, il y a eu au moins 7 orbites
distinctes correspondant respectivement aux évolutions :

R, P, IP, ICl, ICZ’ IEPR, IEP (E désignant I'état : abandon), I'avant-derniere
drainant la majorité des éleves.

‘Elles ne correspondent pas a un fonctionnement isolé : llorbite IP, qui
concerne un éléve, résulte de la diffusion locale de la procédure P. Les orbites IC,
(resp. ICZ) sont le fait d'éleves voisins. Les observations effectuées ne nous permettent
pas de déterminer la part de chacun dans le changement de procédure, mais {'absence
d'interaction est fortement improbable.

Elles ne correspondent pas non plus, comme dans l'autre classe, a un -fonc-
tionnement quasi-isolé : les deux derniéres orbites sont celles d'éleves qui, ne trouvant
pas d'alternative 3 la procédure 1, se désintéressent du probleme au bout de quelques
essais infructueux. Ceci est d'autant plus important que ces orbites concernent plus
de la moitié des éléves.

Le fonctionnement de la classe est alors bloqué, et c'est la maitresse

qui, par son intervention, assure en quelque sorte la viabilite de la situation.



140

Ainsi bien qu'une plus grande variété de procédures théoriquement ou effec-
tivement gagnantes ait €té mise en oeuvre dans cette classe, il y a blocage et un fonc-
tionnement quasi-isolé se révele impossible. Pourquoi ?

Les informations dont nous disposons nous permettent de formuler "a ce
sujet quelques hypotheses :

* La situation-probleme proposée n'est pas de résolution triviale pour les
éleves concernés. En effet, comme nous l'avons montré dans le chapitre précédent,
les conceptions du cercle des éleves de cet Age sont déséquilibrées au profit de leur
composante perceptive. Mais, ici, cette richesse perceptive joue aussi au niveau du
modele de contfole pour bloquer les procédures de construction , nécessairement trés
approchées, qui se situeraient uniquement a son niveau. L'absence de compas bloque
d'autre part l'algorithme usuel de construction (dont le sens exact pour I'éleve est,
nous l'avons vu, difficile 2 cerner). I en résulte la necessité, pour réussir, de passer
par un traitement opératoire du concept de cercle. Ceci suppose, de la part de l'enfant,
au moins un renversement de point de vue et ne va pas de soi. Il est donc somme toute
naturel qu'un certain nombre d'éleves échouent a résoudre seuls le probleme posé. La
situation est "discontinue” (au sens défini au chapitre I).

* Le temps de mise en oeuvre de la procédure 1 est court. La sanction
suit immédiatement chaque construction. L'échec constaté entraine une nouvelle confron-
tation au méme probleme. Il est clair que nous avons la affaire 2 une situation "fermée"
(au sens introduit au chapitre 1) S'il ne trouve pas lui-méme une alternative a la procédure

1 et s'il ne regoit aucune aide, I'éleve abandonnera au bout de quelques essais.

* En l'absence d'intcrvention du maitre, I'aide ne peut provenir que d'inter-
actions avec les autres éléves. Dans le cas qui nous intéresse ici, les éleves sont quatre
par table, mais chacun doit construire sa propre piece. 1l n'y a donc pas d'interaction
institutionnalisée. . Néanmoins diverses interactions positives peuvent se produire :

- au niveau local, c'est-a-dire au niveau des équipes, par l'association
spontanée d'éléves en échec pour chercher une solution au probleme {sans que l'on puisse
en étre sir, vu le manque de précision des observations,il semble que ce soit le cas
pour les deux couples correspondant aux orbites IC1 et ICZ), ou par la diffusion locale
de procédures gagnantes comme cela se produit pour p.

- au niveau global, c'est-a-dire au niveau de la classe entiere, par
diffusion globale de procédures gagnantes comme cela s'est produit dans la classe I

pour la procédure R.
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Pourquoi donc ces interactions ne parviennent-elles pas a empécher le bloca-
ge ? Une raison nous semble s'imposer. Lorsque le blocage se produit, des procédures
gagnantes sont apparues mais aucune n'a encore permis d'aboutir.

Dans ces conditions, leur adoption motivee par d'autres éleves suppose

--- soit que l'auteur valide saprocédure en cours de réalisation et emporte

I'adhésion de I'autre,

---  soit, si la procédure est en cours de réalisation, que ['autre anticipe

perceptivement sa réussite ou en reconstruise le sens.

Il ne semble pas qu'il y ait ey, avant l'intervention du maltre, de tentative
de validation des procédures. Par la suite, méme lorsqu'elle sera suscitee, elle se fera
tres difficilement. La reconstruction du sens "a vue" ne doit pas étre plus aisée. Quant
a l'anticipation perceptive de la réussite, elle suppose que la réalisation soit suffisamment
avancée et correcte.

Ce n'est, au moment de l'interruption due au blocage, le cas que pour
fa procédure P, qui d'ailleurs a commencé a diffuser localement. Ce n'est pas le cas,
pour la procédure R. Cette procédure est bien utilisée par un éléve mais, contrairement
3 ce qui s'était produit dans la classe I, le premier tracé réalisé par son inventeur
est aussi mauvais que les tracés réalises en utilisant I

Quant a C, et C2 (que nous regroupons car -elles font toutes les deux appel
3 la juxtaposition statique de morceaux et se heurtent au méme obstacle de la reduction
arbitraire ~cf. chapitre III, paragraphe Il 2A), leur rapport a la solution du probleme,
au moment de l'interruption, pouvait ne pas sembler évident.

Tout ceci peut expliquer, avec le désenchantement créé par les €checs
\répétés, que ce soit la tendance au blocage qui l'ait emporté. )

Nous avons.vu dans le chapitre Il que la phase collective de bilan qui
suit l'interruption du travail individuel valide et valorise la seule procedure P (qui est,
notons-le, la plus scolaire des methodes découvertés). Dans ces conditions, il est normal
que dans la seconde phase da travail individuel, elle soit adoptée massivement par les
éléves en échec. Et, si R finit par s'imposer comme procédure dominante, ce n'est
pas comme une procédure autonome, c'est comme amélioration technique de P : au
lieu de marquer un point & l'extrémité du bout droit du morceau et de déplacer le mor-
ceau, on marque un petit trait et on déplace le morceau, puis le trait s'agrandit en
suivant le contour et l'on débouche sur R. Clest le colit élevé de Petla possibilité d'un

passage continu de P a R qui, réunis, assurent la domination de R.
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Donc, si dans les deux classes, €tats initiaux et finaux sont relativement
proches, les dynamiques d'évolution qui permettent de passer de l'un a l'autre sont fonda-

mentalement différentes.

1I. QUELQUES CONSEQUENCES POUR LA MODELISATION

L'analyse qui précede met en évidence des facteurs qui, semble-t-il a diffé-
rents niveaux, ont gouverné ['évolution des deux classes et dont une modélisation de

la situation devra, a notre avis, nécessairement tenir compte.

A. Les hiérarchies de procédure

Les procédures de construction utilisées par les éleves peuvent en effet
s'inscrire dans deux hiérarchies :

*% une premiere qui rend compte de leur efficacité relative dans la réso-
lution du probleme posé ;

** uyne deuxieme qui rend compte de leur niveau d'accessibilité pour I'e-

leve.

Pour la premiére hiérarchie, les procédures R et C,, peu coliteuses en
temps et relativement aisées a exécuter correctement, devancent nettement P, et I,
qui ne permet pas la réussite, se situe en dernier (nous ne tiendrons pas compte dans
la suite de Czqui ne marche que du fait de conditions particulieressur la taille des
morceaux ) .

C'est sur cette hiérarchie (ou du moins l'image qu'en donnait ['analyse
a priori de la situation) que l'on a joué pour construire la suite du processus en le désé-
quilibrant progressivement au profit de C (cf. chapitre il).

La deuxieme hiérarchie oppose la procédure I aux trois autres, sans que
les observations effectuées permettent de classer nettement ces dernieres, du fait de
la rapidite avec laquelle sont intervenus les divers phénomenes d'interaction constatés.
Néanmoins, les connaissances sur les conceptions des éleves issues de la pré-expérimenta-
tion pouvaient laisser penser a un ordre P& R <& C.

En effet "P" est défavorisée parce qu'elle fait appel a une conception
ponctuelle du cercle, "C" au contraire favorisée parce qu'elle peut apparaitre comme
une adaptation locale de la stratégie "puzzle", essentiellement perceptive a notre avis

En fait-I'obstacle sous-estimé de la réduction arbitraire réduit 1'écart a R.
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L'identification de ces deux hiérarchies nous semble importante pour décrire
le comportement de 1'éleve face a la situation-probleme: (ou dans ses interactions avec
elle) et également celui dé la classe en dépassant les réalisations particulieres observées.

En -effet, elle permet de formuler aisément, et de maniere généralisable,
des caractéristiques de la situation des disques fondamentales pour comprendre sa dynami-
que.

Par exemple :

.. La non-trivialité de la situation provient de ce que la procedure I,
en téte pour la hiérarchie 2 est en queue au contraire pour la hiérarchie 1 .

.. Sa discontinuité, et donc son intérét au niveau de 1'élaboration concep-
tuelle, si I'on se réfere au processus d'équilibration majorante decrit par Piaget, provien-
nent de ce que, dans les deux hiérarchies, | s'oppose nettement aux autres procédures.

Les deux hiérarchies modelent le réseau uniforme que I'on pourrait imaginer
entre les différentes procédures et, déterminant l'importance des différentes voies,
en font un réseau de communications sur lequel s'inscrira le cheminement de I'éléve.

Par exemple, ici, on aura qualitativement :

DEPART - 1 ARRIVEE (REUSSITE)

R
P
Sse——

GRAPHIQUE | : N
RESEAU QUALITATIF ASSOCIE A LA SITUATION DES DISQUES .

La discontinuité et la fermeture se traduisant par .I'engorgement en- .

Au niveau de la classe, ce méme réseau va jouer :
la reproduction d'un méme état initial dans les deux classes provient,

sans aucun doute ici, de la position de I dans la hiérarchie (2). Elle joue, au sens in-
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troduit par R. Ratsimba Rajohn [37], le rdle de stratégie-de base.

. De méme, de maniere geénérale, pour des situations susceptibles de ce

type de modélisation -, I'existence d'un etat final de classe reproductible sera, sans aucun.

doute, subordonnée 2 I'existence d'une procédure nettement en téte dans la hiérarchie
(1) et susceptible d'étre atteinte a travers le réseau en un temps raisonnable.
Remarque :

Ici, bien que cela ne se soit pas effectivement produit dans les classes,
rien dans les analyses faites ne permet d'exclure la possibilite diun état final correspon-
dant 3 I'adoption massive de C, ou 3 des combinaisons variées de R et C. Dans la deuxie-
me situation, celle des couronnes, ou la hiérarchie (1) est modifiée au profit de C, c'est
justement un etat final en C dominant qui apparait dans les deux classes, alors méme
qu'une adaptation locale de R (avantagée par sa domination dans la premiere situation)

était possible et s'est effectivement produite.

B. La diffusion des procédures

En effet, au niveau de la classe, le réseau de communication joue, modulé
par les différentes interactions éleves-éleves et maitre-éleves. Les premieres se font,
semble-t-il, ici, essentiellement sous forme de diffusion de procédures, et l'intervention
de l'enseignante dans la seconde classe, peut s'interpréter elle aussi en termes de diffu-
sion :

En faisant constater l'échec universel du tracé a la main, elle ferme la
procédure I, mais, parallelement, elle en ouvre de nouvelles et :

**  d'une part, en demandant aux éléves de présenter leurs réalisations

devant la classe, elle transforme un processus de diffusion local, insuffisant a la viabilité"

du systéme en un processus de diffusion global,
*¥  d'autre part, en faisant expliciter les causes de I'échec de I, elle donne

un sens & P et en facilite donc la diffusion en cours de réalisation.

S'il est clair que la diffusion joue ici un réle essentiel, il est moins facile
de prédire de fagon fiable ses effets. Certes, elle diminue les risques de blocage, mais
quel rdle exact va-t-elle avoir au niveau de la structure des états finaux de classe,
par exemple ?

Va-t-elle accroitre la probabilité d'un état final centré sur une seule procédu-
re et peut-on dire précisément laquelle, va-t-elle jouer de fagon plus uniforme sur les
diverses procedures ? Il est difficile de repondre. Nous nous bornerons pour I'instant

3 mentionner deux facteurs qui nous paraissent importants ici :
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-- la facilité avec laquelle peut se faire une diffusion locale des qu'une
procédure a abouti- En effet, si une procédure aboutit, c'est immediatement perceptible
a tous les voisins et 1'adoption de la technique de construction peut se faire elle aussi
"de visu" ;

-- la difficulté du probleme pour les eéleves qui diminue le nombre des

centres de diffusion possibles.

C. Le rdle du temps

Le temps joue ici, nous l'avons vu, un rdle essentiel, non pas le temps
uniforme de la physique classique, mais un temps étroitement lié au sujet.

Il exerce une pression qui se manifeste par une exigence d'évolution du

systtme : La durée d'une construction, le nombre d'essais sont limités a fa fois par

i

I'horloge scolaire et I'horloge du sujet. Ces deux horloges ne peuvent &tre en général
confondues. L'une est celle de I'enseignant, l'autre celle de I'éléve, et leurs critéres
nécessairement subjectifs concernant l'évolution du systeme sont rarement identiques.

Dans le cas présent, on peut penser que !'horloge des éleves est plus stricte
que celle du maftre car la procédure I étant de faible temps d'exécution, la situation
étant fermée, les éleves ressentent rapidement et avec force l'absence d'évolution.
C'est donc ['horloge des éleves qui joue de fagon prépondérante dans la dynamique de
la situation. ]

Dans beaucoup de cas ce sera le contraire :

**  soit que les éléves progressent effectivement mais trop lentement

pour que ce soit compatible avec I'horloge scolaire ;

** soit qu'il s'agisse d'un jeu qui se renouvelle sans cesse, comme celui

ou les éleves, par équipes de 2 par exemple, doivent chacun deviner un

nombre choisi par l'autre (cf. A. Bessot et C.Comiti 51 pour les entiers,

G. Brousseau [14] pour les rationnels). ,

Dans le dernier cas, le critere d'évolution pour l'enseignant est la progression
vers une stratégie gagnante. Pour l'éléve, le renouvellement des données a chaque partie

peut, pendant un long moment, suffire.

Notons que la contrainte de l'horloge scolaire varie au cours de l'enseigne-
ment. Si elle est faible au niveau de la maternelle, elle s'accroit au fur et a mesure
que l'on progresse dans les niveaux d'enseignement. Ceci est important car il en résulte

que les modélisations actuelles des situations didactiques (cf. chapitre I) qui limitent
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tres fortement le rdle du maltre ne peuvent prétendre qu'a un domaine de validité res-
treint.

Par exemple, les jeux du type cité plus haut, prennent en compte les exigen-
ces de I'horloge du sujet. Ainsi, tout en créant des conditions propices a I'évolution
des conceptions des éleves, ils permettent, en fonctionnement quasi—isolé, sans blocage,
dtattendre cette évolution. En particulier, si les trajectoires des éleves doivent, du fait
de régularités individuelles, présenter une stabilité asymptotique, on peut, en laissant
jouer ces régularités et les interactions entre éldves, atteindre la zone ol cette stabitité
se manifeste. La recherche de J. Péres déja citée au chapitre I [11] illustre parfaitement
ceci au niveau de l'école maternelle. Mais, plus on monte dans la hiérarchie scolaire,
plus l'horloge de 'enseignant devient exigeante. Celle du sujet qui, bien que distincte
interagit avec elle, suit cette évolution (cf. [52). De plus en plus, il devient difficile
d'envisager une génese scolaire des concepts dans le cadre de situations quasi-isolées,
ou méme, comme c'est le cas ici, de situations ou le maitre joue essentiellement un
rdle de coordinateur et de diffuseur. Alors, son rdle exact, les informations qu'il communi-
que, le moment et la fagon dont il les communique deviennent des variables essentielles

de la situation didactique donc de sa modélisation.

IIi. UN ESSAI DE MODELISATION

A. Considérations générales

La modélisation que nous allons effectuer se fonde sur ce qui précéde,
mais le dépasse aussi. En effet, les informations dont nous disposoris, si elles permettent
de construire, comme nous l'avons fait, un modele qualitatif de la dynamique d'évolution
de la situation, ne sont pas suffisamment précises pour déterminer le passage au quanti-
tatif. Or, le passage au quantitatif est nécessaire. 1l est clair quée la modélisation qualita-
tive est utile. En particulier, elle a le mérite d'élargir notre vision d'une part en dissolvant
en quelque sorte les réalisations observées dans un large champ de possibles, d'autre
part en isolant et en organisant des facteurs qui dépassent la dynamique de la situation
particuliére considérée. Mais seule la quantification va bermettre, par la réalisation
d'expériences fictives, de tester les poids respectifs des différentes variables introduites,
d'étudiert'influence de leur variation sur la dynamique du systeme.

Bien sir, il n'est pas question de considérer ces expeériences fictives comme
des expériences réelles mais plutét comme un palliatif aux limites de 'expérimentation
didactique. La multiplication d'expérimentations en classe, sur une situation donnée,

suffisamment précises pour permetire, par 'analyse de la dynamique des classes, de

st
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contrdler un modéle méme qualitatif ‘et de trier, de maniére justifiée, entre les faits
qui seront aisément reproductibles et ceux qui ne le seront pas, cette multiplication est
incompatible avec I'économie de la recherche et méme, dans une certaine mesure, avec
sa déontologie.

La réalisation d'un grand nombre d'expériences fictives est rendue possible,
par les moyens informatiques actuels, 3 un coiit relativement modique. 5i ces expérimenta-
tions fictives sont menées avec soin, a partir de donnézs recueillies dans des situations
de classe et {ou) des entretiens individuels, elles doivent pouvoir prolonger de maniere
utile pour le didacticien les experimentations réelles et, dans le méme temps,guider
la construction et I'observation d'expérimentations ultérieures réelles, voire méme

les susciter.

Cependant, pour la situationdes disques, nots ne sommes pas dans des condi-
tions tout & fait idéales pour le passage au quantitatif.

L'observation des procédures des éléves et de leur évolution a éte faite
de maniéresoignée (compte tenu des moyens en personnel et matériel dont nous disposions)
mais :

** d'une part, elle s'est faite en situation de classe uniquement et, tres
vite, les régularités individuelles, sur lesquelles sont fondées les deux hiérarchies, éléments
clefs de la modélisation, ont interagi avec des phénomeénes d'interaction collective ;

** d'autre part, les renseignements dont nous disposons concernent les
orbites des éleves et non leurs trajectoires ; les temps d'exécution des constructions,
le nombre exact d'essais avant abandon, sont mal connus. Or, comme l'a montré l'analyse,
il y a en quelque sorte une course de vitesse entre la tendance au blocage et la tendance
3 la diffusion des procédures gagnantes.

Ceci va nous conduire a faire des choix, raisonnables certes,” mais tout
de mé&me non intégralement justifiés.

Néanmoins, méme dans ces conditions, nous pensons que la simulation sera
utile, non seulement a la compréhension de la dynamique de cette situation particuliere,

mais aussi et surtout pour ouvrir et guider des recherches ultérieures.

B. Construction du modele

La modélisation construite au chapitre II se basait sur la notion de champ
pondéré. Comme nous I'avons souligne, traitant globalement les orbites, elle ne permettait

pas de prendre en compte les phénomenes d'interaction donc d'appréhender la dynamique
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d'une construction collective des connaissances.

Celle-ci ne devient possible que si I'on décompose les orbites en une succes-
sion d'états et de changements d'états. C'est ce que nous allons faire ici, en associant
au réseau qualitatif introduit au paragraphe Hf, un graphe pondére, c'est-a-dire en d'autres
termes une chaine de Markov simple et constante.

Ceci nous oblige a introduire 1'état supplémentaire E qui correspondra

a I'abandon et l'on obtient ainsi le graphe G :

®
>

GRAPHIQUE 2
GRAPHE G ASSOCIE AU RESEAU R

Pondérer un graphe consiste & attribuer une probabilité a chaque changement
d'état ; ceci revient donc ici a se donner 6 probabilités pl, ..., pé associées aux diverses
transitions comme indiqué sur le graphique 3 et vérifiant :

pl +p2 +p3 +p4 =1
p>+p6=1

GRAPHIQUE 3 :

GRAPHE G PONDERE
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Bi. Rapports entre champs pondérés et graphes pondérés

Champs et graphes pondérés apparaissent comme deux moyens concurrents
de traduire des régularités individuelles. Quels rapports entretiennent-ils ?

Dans la mesure ou le passage du premier au second se fait par une décompo-
sition des orbites en états et changements d'états, il semble naturel de poser la définition

suivante ¢

Définition ¢ Un champ & = (6~ ,Q) sera dit associé au graphe pondéré (G,P) si et seulement

si il existe une correspondance bijective ¥ entre les orbites de ¥ et les chemins maximaux
de G pour laquelle les pondérations de & et G sont compatibles, c'est-a-dire pour laquelle

la probabilité de toute orbite Oi dans € est égale & celle du chemin (01 sur G.

Ceci revient 3 dire dans le cas présent que G correspond a un champ a
5 orbites :

Ol = IE, 02 = ICA, 03= iPA, 04 = IPRA, 05 = IRA
pondéré par Q = (ql, q2, g3, g4, g5) avec :

gl = p#, q2 = p3, q3 = p2.p6, g4 = p2.p3, @5 = pl.

Supposons donné un champ pondéré a s orbites, il n'est pas toujours possible
de lui associer un graphe pondéré sans remanier la notion d'état qui a été a la source
des orbites. Prenons un exemple . Considérons un champ a 2 orbites OI et O2 corres-
pondant aux successions de procédures suivantes : 01:~PIP3P4 et _02 = pZPBPS‘ Une

traduction automatique lui associerait le graphe G;

® B
: >\

GRAPHIQUE &4 : GRAPHE G1



150

Or, les chemins maximaux DP1P3P5 et DPZPBP de ce graphe ne correspondent a aucune
orbite. Le passage champ-graphe obligera alors soit a oublier PB’ soit a le dissocier
en deux états P'; et P"; en tenant compte de I'histoire antérieure.

De plus, méme si les quatre orbites maximales du graphe précédent sont
effectivement des orbites du champ il n'existe pas nécessairement de pondération du
graphe compatible avec la pondération du champ.

En effet :

P

Vi\p
PZ\’P/
2
5

GRAPHIQUE 5 : GRAPHE G, PONDERE

D

—
\

soient pl, p2, p3, p4 des probabilités définissant une pondération . graphe comme ci-dessus.
Soient d'autre part d\,?,\flg les probabilités respectives des orbites DP PP, DP,P;P,,

et DP P,P; et DP,P;P dans le champ donné.

Des relations :

A = plp3 V0 e g8 Y|
B = p2p3 et pl +p2 =1
¥ = plph P3 +ph =i
<= p2pt

on déduit que nécessairement & = pip3 = (« +?5) (4 +3%)
ou encore que 4% =BT puisque : ALR + B +T +8 )= &
Cette égalité n'est pas nécessairement vérifiée. On montre aisément qu'elle

traduit, comme I'on pouvait sy attendre, I'égalité des probabilités conditionnelles

P (P,/P)) et P (P,/P))

P (P5/P)) et P (P5/P))
Le passage en P, ou P a partir de P doit étre indépendant de l'histoire antérieure
du sujet. Si ce n est pas le cas, il faudra prendre en compte ce passé dans la définition
des sommets du graphe. :

Notons que cette intervention du passé, méme résumeé, ne va pas manquer
de compliquer le graphe, donc de multiplier le nombre de probabilités nécessaires a

sa ponderation.
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B2. Rapports entre le graphe G et les orbites observées

Le réseau que nous avons construit au paragraphe II, avait pour but, en
se basant sur les hiérarchies d'accessibilité et d'efficacité, de rendre compte, de fagon
générale, de la dynamique de la situationdes disques. Il s'appuyait sur les observations
effectuées mais n'y était pas assujetti. Il en est de méme du graphe G. Il s'ensuit que
les orbites réellement observées ne sont pas exactement les chemins maximaux de G.

Ce sont en fait des chemins maximaux du graphe G' ci-dessous qui contient strictement

X/\

N2

GRAPHIQUE 6 : GRAPHE G'

Une modélisation utilisant G peut-elle &tre néanmoins considérée comme
une approche de la dynamique de la situation licite pour ['utilisation qui en sera faite:

3 savoir la simulation de situations de classe ?

. G, contralrement a G, fait apparaitre la possxblhte d'un départ direct
en R ou P. Mais notons que si 1'on tient compte des observations réalisees, on sera conduit
3 affecter aux ardtes correspondantes du graphe G', une pondération trés faible. Ceci
n'est pas, a notre avis, un argument suffisant pour justifier la simplification effectuée.
En effet, cet argument serait parfaitement valable si I'on se plagait dans le cadre d'un
fonctionnement isolé. Mais, si I'on tient compte, comme nous voulons le faire, des interac~

tions, ce n'est plus le cas, puisque justement la diffusion peut entrainer l'apparition,
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au niveau de la classe, de structures stables sans rapport avec les pondérations du graphe.
En fait, c'est surtout le faible temps d'execution de [ par rapport a celui de toutes
les autres procédures qui nous conduit a estimer qu'en obligeant tous les éleves a passer
une fois par I avant d'emprunter R ou P, on modifie peu la dynamique du systeme et
en particulier la structure finale qui nous importe particulierement. De toutes fagons,
nous verrons par la suite que la faiblesse des informations dont nous disposons nous
.ob’ligera 3 des choix beaucoup plus risqués que celui-ci. Soulignons encore une fois qu'il

s'agit ici d'une démarche exploratoire ou le quantitatif a pour seule fonction de servir

le qualitatif.

. G avait deux états finaux E et A, G' n'en a plus qu'un:A, E étant relie
3 P. Cette aréte supplémentaire traduit l'effet de ['intervention du maitre. Il n'est
donc pas question de la faire intervenir dans le graphe G qui rend compte de régularités
individuelles. En accord avec l'analyse du paragraphe IIB, nous modéliserons cette inter-

vention en termes de diffusion globale.

. Remarquons enfin que, dans le cas de G', tous les chemins maximaux
ne correspondent pas a des orbites effectivement observées. C'est le cas de DPRA et
DIPRA. Coller exactement aux observations conduirait a distinguer deux états P : P’
d'antécédents D et I relié 3 A, P" d'antécédent E relie 3 R et A. Le probléme ne se
pose pas pour G puisque P n'y a Ju'un antécédent, mais nous pourrions faire une
distinction au niveau de la diffusion. .

L'analyse du passage de P a R effectuée au paragraphe I, nous conduit
plutdt 3 estimer que rien ne prouve que la dissymétrie constatée suivant les antécédents
de P n'est pas due uniquement 3 la faiblesse des effectifs de P avec antécédents D
et .

Elle peut aussi avoir €té renforcée par le facteur suivant : l'intervention
collective a favorisé l'utilisation globale et cofiteuse de P, donc favorisé la transition
ultérieure 3 R. Mais on peut penser que, dans une diffusion spontanée, 1'éléve, ne subissant
pas la pression de I'autorité du maftre, aurait davantage tendance a "n'emprunter" P
que pour la partie du tracé qui le géne, & savoir i'achévement aprés report du plus grand
morceau. Alors le passage a R serait moins sir.

Dans ces conditions, enrichir le modele pour coller aux observations particu-
lieres effectuées, donc augmenter le nombre de variables -dont il depend (variables qu'i)

faudra quantifier) nous semble peu justifié.
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En vertu de ce qui précede, nous traduirons donc les régularités individuelles
‘dans le modele quantitatif par le graphe G pondéré.

Ceci étant dit, il nous reste a préciser comment sera géré le temps et
comment operera la diffusion. :

B3. Gestion du temps

Nous allons nous exprimer en termes de temps d'exécution de procédures.
Mais il est possible de traduire aisément ce qui suit en termes de temps de permanence
dans I'état.

Dans le modele que nous construisons ici, le temps sera géré par un compteur
discret. Chaque procédure Q; sera affectée d'un temps d'exécution entier ti et sera répéta-
ble au plus mi fois *. .

Si I'on- segmente le graphe suivant les unités de I'horloge, ceci revient

~ « ” .-
a se placer non pas sur G, mais sur le graphe G suivant :

A
™ GRAPHIQUE 7 : GRAPHE G
W) (2) tme) ~L
L e aRi o R oo — R o AR
r\
(78] ) Loy
A4 w» eiir o PLP_;...-,F»; - . - PEP —» &P

pour des raisons de lisibilité
nous distinguons 3 états A :
AR, AC, AP.

* Nous n'avons pas fait dépendre le temps d'exécution de la procédure de son ordre,
en cas de répétition. Cela tient 3 la nature de la situation modélisée ici. De méme,
pour coller aux résultats de !'analyse qualitative, nous autorisons peu de répétitions
(cf. 3.c)
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1
V

en admettant que Je changement de proceédure a partir de 1 se fait automatiquement

vers un état de type Ql(l) (Q désignant une procédure quelconque).

B4 : Diffusion

Comme nous l'avons déja écrit, nous distinguons au sein de la classe deux
formes de diffusion :

- une diffusion locale au niveau des équipes d'éleves,

- une diffusion globale au niveau de la classe.

Les observations faites nous ont conduit. a schématiser les processus de
diffusion par les regles suivantes : ‘

1. Chaque procédure Q est affectée d'un coefficient de diffusion dqel0,1]
qui traduit sa capacité a diffuser. Pratiquement ces coefficients seront déterminés a
partir des changements de procédures dus a la diffusion, réellement observés.

2. Le changement de procédure par diffusion ne se produit qu'en fin d'exé-
cution de procédure et uniquement en cas d'échec (donc ici uniquement aux états I(tl?)~

3. Seules peuvent diffuser les procédures gagnantes achevées.

4, La diffusion locale est automatique sur procédure gagnante achevée.

5. La diffusion locale se fait au profit de la procédure ayant, a l'instant
considéré, le plus fort coefficient N x dq (N désignant le nombre d'éléves de 1'équipe
ayant atteint l'état AQ). En cas d'égalité des coefficients, elle respectera l'ordre de
priorité : R> C> P. ‘

6. La diffusion locale a priorité sur la diffusion globale.

7. La diffusion globale d'une procédure Q n'est possible que si le coefficient
M x dq (M désignant le nombre d'éleves de la classe ayant atteint I'état AQ a l'instant
considéré) est supérieur ou égal 3 1. Ainsi plus dq est petit, plus le nombre d'éléves
nécessaires pour assurer .la diffusion globale de Q est élevé.

8. La diffusion globale obéit aux mémes régles de priorité que la diffusion

locale moduloi'échange des coefficients N x dq et M x dq.

B5. Quantification des variables

La modélisation effectuée ici paraitra sans aucun doute au lecteur extréme-

ment simpliste :
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** On essaie d'y prendre en compte des phénomenes d'interaction collective
mais c'est uniqguement sous forme de diffusion de procédures. Les regles de cette diffusion
sont elles-mémes sommaires : la diffusion locale ne se fait que sur échec, elle est automa-
tique, la "diffusion globale ne tient pas compte de la distance a la source de diffusion.

** la classe est uniformisée : les éleves sont tous assujettis au méme
graphe et le temps d'exécution des procédures étant fixé. ils sont aussi soumis a la

méme horloge.

Et pourtant, cette modélisation, méme schématique, depend d'un nombre
important de variables. (Probabilités intervenant dans la ponderation du graphe, taille
des équipes, temps d'exécution des procédures, nombre de répétitions possibles, valeurs
des coefficients de diffusion).Leur quantification n'est pas aisée vu le manque de précision
des informations dont nous disposons et l'étude systématique de !'influence de chacune
d'elles, dans le domaine correspondant a notre incertitude, sur la dynamique du systeme,
est un travail trop considérable pour étre raisonnable ici.

C'est pourquoi, il nous faut faire des choix, en privilégiant I'étude de quel-
ques facteurs dont l'importance pour la dynamique de la situation nous parait essentielle.

Nous avons choisi :

-- la probabilité d'abandon (valeur de p#, cf. graphique 3) qui mesure
en quelque sorte la discontinuité de la situation ;

-~ la taille des équipes qui module l'effet possible de la diffusion locale;

-- la valeur des coefficients de diffusion qui joue un réle analogue au niveau

‘global.

Toutes les autres variables seront fixées compte tenu des résultats de

I'expérimentation.

«. temps d'exécution :

Les contraintes fournies par l'analyse sont les suivantes :

tig trg tpytc
(Pour C, il s'agit de tenir compte de l'obstacle de la réduction arbitraire. En cas de
diffusion, le temps d'exécution sera réduit). En unités d'horloge, vues les données dont
nous disposions, le choix suivant nous a semblé raisonnable :

ti=l,tr=2,tp=4,tc=14

p. répétitions permises

L3 encore, 'analyse fournit des contraintes (pas de répétition en C, quelques
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!
. v :
. < . N ! ,
unes en I mais peu nombreuses, passage a'R en cas d'echec de P, succes relativement i . ponderations
H . .. . - > - - ' 3
rapide de R ...)._ C'est pourquoi nous choisissons : . En ce qui concerne les ponderations, les contraintes, si l'on reprend les

notations du graphique 3 sont les suivantes :
p2épl, p3&pt
C'est pourquoi nous fixerons a 0.5 toutes les probabilités Pi' (i} 5), et nous étudierons

me =3, mr=1mc=0,mp=0

De plus :

. R . 1 . ‘
(25 en cas d'echec de P, le branchement a partir de P4( ) se fera automatique- des dynamiques verifiant approximativement :

ment en R, ™ et, . pl = p3 = 2p2

,on ' ' . . . (3) B R
. aucun eleve n'abandonnera avant d'avoir atteint I'état I'7’. En fait, nous comparerons deux dynamiques :l'une correspondant aux obser-

- - ~ . - pe -~ . . - ~
Ceci revient donc a simplifier le graphe G du graphique 7 en celui, ci-apres. vations de la classe Il ®4= .7), 'autre plus optimiste quant au nombre d'abandons

(pa=.5)
Pour chacune d'elle, nous respecterons de plus les ordres suivants :
o :
|5} Pra ) N TN R @ @) v pcl< 13 C2< P c3 )
Ts > R 2 * Ry & R, . Pr < Pr,<Pry I'échec favorisart naturellement le change-~
Pp1<Pp2<Pp3 ment de procédure.
P, . . . : :
2 Pi R P127 P13
AR Ceci nous a conduit, 3 des choix pour les pondérations du graphe 6 présentés
- .
N dans le tableau 1 ci-apres :
" POV B . -
4 \’z) . ?t;-) . ?(q) e " Ponderations{ Pil Pi2 Pi3 {Prl Pr2 Pr3 Pcl Pc2 |Pc3 Ppl Pp2
n 9 .3 7 ot | .08 .12 .04 08 .12 .02 0t
1
)
l &
wy A
A 1 @ 95 | 9 82 o02]os L o7 {02 | ox o7 o1 | .02
1 TABLEAU 1 : PONDERATIONS DU GRAPHE G
w AC .. Au niveau du graphe G, ceci correspond aux pondérations suivantes :
G —]—

N 11785 = 1 ‘ {A)
Y, 632 S

'\Q /
A ¥y .
GRAPHIQUE 8 : > ')

A .
GRAPHE G CORRESPONDANT AUX SIMULATIONS EFFECTUEES

GRAPHIQUE 9 : PGNDERATIONS DU GRAPHE G




£ . diffusion

Ii ne nous a pas, paruraisonnable, vues les informations dont nous disposions

de séparer les procédures au niveau du coefficient de diffusion. Notons donc d le coeffi-
cient commun aux procédures P, C et R. Nous comparerons les dynamiques associées
3 4 valeurs de d : ]
d = 0 {c'est-a-dire diffusion locale seule), d = .25 d = .5 et d = | (c'est-a-dire diffusion
globale automatique comme la diffusion locale). Remarquons que, méme si d est unifor-
me, une dissymétrie entre les procédures quant a leurs possibilités. de diffusion existe
du fait de la regle de priorité introduite et des temps d'exécution distincts -.

Pour ce qui est de la diffusion locale, nous envisagerons a la fois des
équipes de 2 et & éleves. Dans les classes observées, les équipes étaient constituées
de 4 éléves. 1l nous a paru intéressant de comparer ce fonctionnement 2
celui 1ié 3 la disposition de classe usuelle. De plus, dans le cas d'équipes de 2 éleves,
on peut, pour d = 0, en se ramenant a un champ pondéré, calculer les états finaux
théoriques, leurs probabilités de voisinage - commenous l'avons fait au chapitre II et
comparer ces valeurs aux estimations fournies par les simulations. Dans le cas d'equipes
de 4 éléves, la complexité des calculs rend ce contréle difficilement possible.

Enfin, compte tenu du faible temps passé dans l'état I, nous avons simplifie
pour les simulations le processus de diffusion, en subordonnant la diffusion a l'abandon
(au lieu de la subordonner a I'échec). II est clair que cette modification, sans importance
ici *, pourrait introduire, pour des choix différents des temps d'exécution et des répeti-

titions possibles, des changements notables dans la dynamique et les etats finaux.

Finalement les différents cas étudiés sont résumés dans l'arbre ci-dessous:

GRAPHIQUE 10 : ARBRE DES CAS SIMULES

» En effet aucun éléve ne reste dans | plus de 3 unités d'horloge et la diffusion ne
se fait que sur procédure gagnante achevée ce qui nécessite aussi au moins 3 unités
d'harloge.
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1V. LES SIMULATIONS DU MODELE
A. PRESENTATION

Les simulations de classe ont été effectuées sur micro-ordinateur, par
paquets de 100 histoires, en utilisant une méthode de Monte-Carlo pour simuler les
probabilités de transition d'état. Dans un premier temps, 2 séries de simulation ont
été réalisées pour chacun des 16 cas cités, pour des classes de 20 éleves.

Le nombre d'histoires simulées est donc relativement faible. C'est pourquoi
il nous a semblé nécessaire de contrdler les simulations effectuées, en nous donnant
les moyens de comparer les résultats qu'elles fournissaient a ceux qui pouvaient &tre
directement déduits de I'étude théorique du modéle. Les données théoriques aisément
accessibles concernent

- les états finaux de classe et leurs probabilités de voisinage pour des
histoires sans diffusion ou avec diffusion locale seulement par équipes de 2,

- les durées des histoires de classe sans diffusion.

C'est pourquoi, pour chaque histoire simulée, nous avons conservé la trace

de I'histoire sans diffusion associée que, dans la suite, nous appellerons I'histoire simple.

L'organigramme du programme est donné dans le graphique 11.
Précisons que ce programme fournit :

- pour _chaque histoire :

- la succession des états de classe, éléve par éleve

- "les états finaux correspondant a [I'histoire simple et a I'histoire avec
diffusion, c'est-a-dire dans chaque cas les quadruplets (nE, N o nF?, ng (respective-
ment (n ng nP) représentant le nombre d'éléves de la classe terminant dans l'état
E (resp. R, C, P}

- la durée de ces deux histoires comptée en unités d'horloge

- la distance de I'histoire simple a I'histoire naturellement associée au
graphe pondéré G (cf. 1V-B)

- les blocages éventuels et leur durée. Ceci signifie la chose suivante
: un seuil de blocage B étant fixé (ici il sera pris égal a 7 ce qui correspond, pour
effectif declasse considéré : 20 éléves, au tiers de la classe), la classe est dite bloquée
3 un instant donné si le nombre d'éleves dans I'état E est supérieur ou égal a B. Pour
t = 4, si la classe est bloquée, un compteur se met en route et comptabilise en unités

d'horloge la durée du blocage, la classe continuant a évoluer. Il est clair qu'ici les
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GRAPHIQUE 11 : ORGANIGRAMME DU PROGRAMME DE SIMULATION

Initialisation séquence
d'histoires

H: compteur d'histoires ]

Initialisation histoire

3+ horloge histoice

Changement d'état de fa
classe suivant &

Titest de fin d'histaire simple

Ce changement s'effectue Trangement Itat de B3 -
conformement 3 celui de classe pour histoire simple
Phistaire diffusée sauf poue )

tes éicves dans ('état € qui Actuatisation de T
¥ restent.

£ : nombre d'éieves dans I'état £

Changement d'état de la
claste par diftusion locale

8: scuil de blocage

BL : compteur blocage : lBL 8L+ 1 [

Impression de 1'état
de la classe

Test de fin d'histoire NON

iltusée T2 AR + AC - AP = 20

Impression des résultats de
I'histoire

Actvalisation données
E

équence
I@ NON
oul
Impression résultats
séquence
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simulations se démarquent de ce que serait un fonctionnement usyel puisque, dans
une classe réelle, en cas de blocage, le maitre interviendrait assez vite (comme cela
2 été le cas dans la classe 1I), modifimnt le mode de fonctionnement de la situation.
La procédure adoptée ici nous permet, elle, de tester l'influence de la diffusion sur
les blocages et leur durée donc d'étudier le cofit d'un fonctionnement isolé, sans mettre
pour autant les éleves en situation de cobayes.
- pour_chaque série d'histoires

- les moyennes et les répartitions des états finaux de classe, des durées

d'histoires, des distances des histoires simples 4 Ihistoire natureilement associée au
champ; des durées de blocage.

Des exemples figurent en annexe.
Les résultats des simulationsdevant &tre confrontés aux résultats des esti-

mations théoriques, nous commencerons par présenter ces dernieres.

B. ETATS FINAUX : DONNEES THEORIQUES

B.1. Fonctionnement isolé - histoires simples
Nous nous intéressons aux états finaux. Ceci revient, en collapsant les

orbites IPRA et IRA, & se placer dans un champ pondéré 3 4 orbites que nous noterons

respectivement Og, Op» O et Op:
Des données figurant sur le graphique 9, on déduit immédiatement les deux ‘pondérations

3 considérer sur ce champ :

pondérations 1 : g, = 504  q = 248 q._ jogu  q_ =-0496
=. o

pondération 25 d'q _ 7011 g =.14945 q'_=-11785 g =.0316

Dans le premier cas, I'histoire naturellement associée au champ est l'histoire
(10, 5, &, 1) et les probabilités de voisinage associées aux différents seuils de distance®

sont données par le tableau 2 :

distance 1 2 3 3
nombre de voisins 19 70 170 335
probabilité du voisinage 241 .569 817 939

TABLEAU 2 : PROBABILITES DES VOISINAGES DE L'HISTOIRE OPTIMALE POUR
LA PONDERATION 1

* It s'agit bien sdr de la distance définie au chapitre 1l par te sup des écarts.
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Dans le second cas, on a :

20 q'e = 14,022 - 20 q'r = 2.989 - 20 q(’: = 2.357 - 20 q' = 0.632
I'histoire naturellement associée est (14, 3, 2, 1). Notons que dans ce cas (cf. chapitre
H, proposition 5), ce n'est pas I'histoire de probabilité maximale. En effet :

QAfas, 3, 2, D}i= 0.0236
tandis que Q({(14, 3, 3, 0)j}= 0.0294

Et,commeen témoigne le tableau 3 ci-aprés, les probabilités de voisinage
sont tantdt plus élevées pour I'histoire (14, 3, 2, 1), tantdt plus élevées pour I'histoire
(14, 3, 3, 0) qui a un nombre moins grand de voisins. Ceci étant dit, dans la suite,
nous confronterons les résultats dessimulations aux probabilités théoriques associées
a (14, 3, 2, 1).

distance 1 2 3 4
Nombre de voisins de
(14, 3,2, 19 70 te5 217
Probabilités de voi-
sinage de (14, 3, 2, 1) 336 693 .891 963
Nombre de voisins de
(14, 3, 3, 0) i3 52 134 206
Probabilités de voi- .
sinage de (14, 3, 3,0) .283 672 901 971
Nombre de voisins de |
(14,3,2,1) et de (14,3, 22 76 i55 227
3,0)
Probabilités pour ces
voisinage .382 723 903 972

TABLEAU 3

PROBABILITES DE VOISINAGE POUR LA PONDERATION 2
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B.2. Fonctionnement en equipes de 2 (diffusion locale)

Nous nous intéressons comme en Bl aux états finaux et a leurs probabi-
lités de voisinage.

Une classe de 20 éleves est formée de dix equipes dont les états finaux
possibles sont :

2E, 2AR, 2AC, 2AP, { AR, AC}, [AR, AP} {AcC, AP}
soit 7 états finaux possibles. '

Pour déterminer leurs probabilités respectives, il est nécessaire de
connaitre tous les états possibles au moment ol commence la diffusion locale et leurs
probabilités. Vues les regles adoptées pour la diffusion, il faut chercher toutes les extré-

. ~
mites des chemins de longueur & du graphe G commengant par Il(“

Ces ex_trémité)s son(t )les é(ta)ts : DWW @@
n ~a 1 1) 5 1 1

E,C2 ,CB » Cy » Py ,P3 1 PG R, ,Rl ' R, , AR.

Il leur correspond 66 paires possibles. Mais seules, parmi celles-la sont
accessibles a la diffusion locale celles qui contiennent un seul E, soit les paires :

_{E, Cz(l)j y {E, CB(D}., {E, Cq(l)i qui, apres diffusion, aboutiront
a I'état final 2AC

& Rz(”} AE, RI(Z)E AE RZ(Z)} ,1E, ARy qui aboutiront 2
2 AR

- 1E, Pz(l)} ,‘(E, PB(U} ,{E, P#(l)} dont on montre aisément qu'apres
diffusion elles se répartiront entre les états finaux 2AR, 2AP, {AR, AP} dans les propor-

tions respectives : 0.5, 0.25, 0.25.

En reprenant les notations du graphique 3, on a pour chaque ensemble

de paires, les probabilités suivantes :
1 1 m
(& & e 6, te, ¢, Wk 20y,
2 2
{E, Rz(”} , {E, Rl( % AE, Rz( N,$E, AR] : 2 P, Py

On en déduit immédiatement les probabilités de tous les états finaux

2E : p,?
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2 AR : (pl+p2)2 + 2 plp4 + p2pt
2.2
2 AC: Py +2Pp3py
2AP: Lp,* +1 p,p,
4 2
AR, AC : (‘2p1 +p2) P3
AR, AP : E_g (2pl+p2+p#)
2

AC, AP : p, py

. ’ .
Les valeurs numériques correspondant aux ponderations 1 et 2 sont

données dans le tableau 4 :

pondération | 2E 2AR 2AC 24P | {AR,ACH [AR,AP}| {AC,AP)
(ql) (q2) (g3) (g¥) (g5} (q6) (g7)
I 254 311 -239 -0275, 6984 0496 .0197
2 492 232 179 .0232 .0352 .0316  ].00745
TABLEAU &

PROBABILITES DES ETATS FINAUX D'EQUIPES DE 2
(diffusion locale)

Considérons maintenant les variables aléatoires $E, SR,5C, §P définies en associant
3 chaque paire, les nombres respectifs des états E, AR, AC, AP qu'elle contient. Ces

variables ont pour espérances :
E (§8E) =2 puz

E (5R) = 2 pl2 + pz2 +3Q Py +2ppyt 4 ppy * PyP3 +25_p2 Py
E (5C) =2 p32 +2ppy +2pyp3 * 4 pypy

2
E (SP) = p," + PyPy * PoP3 *%Pzpu
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Ceci correspond aux valeurs numériques suivantes :

pondération E (5E) E (5R) E (§C) E (5P)
1 .508 771 ! 597 124
2 .983 .531 .40} .0854

TABLEAU 5 : ESPERANCES DES VARIABLES ALEATOIRES ASSOCIEES
AUX ETATS FINAUX (EQUIPES DE 2 - DIFFUSION LOCALE)

Les états finaux pour les classes suivent, dans ce cas, une loi, multinoniale a7

dimensions de parametres (10, ;> Gy - Gy); puisque chaque classe est formee de 10
€quipes et le vecteur aléatoire { fgin1, Hainy . hc (W), Hhelrl)
’ défini en associant a toute histoire le quadruplet correspondant
a I'état final de la classe a pour espérance :
(10 E(SE), 10 E(5R), 10 E(EC), 10 E(5P))
Les histoires naturellement associées aux deux pondérations sont donc:
H, = (5, 8,6, 1) et Hy = (10, 5, 4, 1)
Pour un champ pondéré par (E(SE)/2, E(5 R)/2, E(§& C)/2, E(S P)/2)

ceci correspondraita des probabilités de voisinage qui sont fournies dans le tableau 6.

distance < 0 i 2 3 4

Nombre de voi- :
sins de (5,8,6,1) 1 19 70 170 335

Probabilités de
voisinage de
(5,8,6,1) 0158 213 330 .790 929

Nombre de voi-
sins de (10,5,4,1) 1 19 70 170 335

Probabilites de
voisinage de

(10,5,4,1) 0174 243 .566 810 934
TABLEAU 6 :
PROBABILITES DE VOISINAGE DES HISTOIRES
H

1 et H2



Remarque :

Le calcul théorique.que nous avens mené ici pour des équipes de 2 éleves
devient trés complexe si 1'on passe a des équipes de 4 éleves. )

En effet, 16 états finaux sont maintenant possibles, rﬁais surtout, aux
11 extrémités des chemins de longueur 4 de E correspondent 1001 états d'équipes possi-
bles dont 285 accessibles a la diffusion.

De plus, le regroupement effectué pour les équipes de 2, n'est plus possi-
ble ici. -
Par exemple 1'état (E, CB(”, Rz(l), Pa(l)) peut &tre suivi des &4 états:
€, c, 1, AR, ap), &, c, W, ar, rR,?), €, c, b, R,?, AP) et
€ ¢, r @, r @)

Alors la diffusion se fera suivant les cas au profit de C, R ou P pour
aboutir aux états finaux :

(2AR, AC, AP), (3AR, AC), (AR, AC, 2AP) ou (2AR, AC, AP) et enfin
(2AR, 2AC). ' ‘

De méme, si pour des équipes de 2, on envisage une diffusion globale
de coefficient non nul.

C'est pourquoi, dans tous les cas autres que les 2 étudiés dans ce paragra-
ph2, c'est uniquement par la simulation que nous essaierons d'estimer les espérances

mathématiques des variables aléatoires associées aux états finaux de classe.

C. ETATS FINAUX : DONNEES DES SIMULATIONS

Cl. Moyennes d'états finaux

Les moyennes des états finaux sont données dans les tableaux 7, 8, 9
et 10 ci-aprés. Pour chaque simulation, nous avons fait figurer cGte-a-cdte, les résultats
correspondant aux histoires simples et aux histoires diffusées.

En effet, comme nous l'avons déja indiqué, nous considérons que la pos-
sibilité qui nous est offerte,au niveau des histoires simples, de comparer les résuitats
des simulations a des valeurs théoriques connues, constitue un appui important pour
apprécier la portée des résultats obtenus en cas de diffusion, interpréter régularités
et divergences.

Pour des raisons analogues, nous avons tenu a présenter a la fois les
résultats de chaque simulation et les valeurs moyennes obtenues en regroupant les

2 simulations effectuées dans chaque cas.

Malgré le peu de simulations effectuées, des régularités importantes

apparaissent au niveau des moyennes d'états finaux :

x

HISTOIRES SIMPLES HISTOIRES DIFFUSEES
_E AR | AC | AP E AR | AC | AP
1037 | 498 | 362 1.03| | 526 | 779 | 560 | 1.37 |simulation 1]
o .
ol 996 | wrs | w22] 107 | 504 | 736 | 628 | 1.26 |simulation2
10.165 | 4365 | 392} 105 | | 5.9 |7.575 | 5.92 |1.315 | Total
9.82 | 524 | 3.98 | 0.96 0 {1192 | 6.89 | 1.19 |simutationt
e /
o] 996 | w92 | w10 Loz o {111 | 735 | 126 |simulation2
\wn
9.89 | 5.08 | 4.0t | 0.99 0 {11665 | 7.12 |1.215 | Total
10.16 | w56 | 423 | 1.05 0 {1257 | 631 | 1.12 |simulationl
o.
v o987 | sa2 | 388 | 1.3 0 {13.37 | 545 | 1.18 |simulation2
L,
10.015 | 4.84 |4.055 | 1.09 0 |12.97 | 588 | 1.15 |Total
10.29 | 483 | 3.96 | 0.92 0 {1336 | 569 | 0.95 |simulationl
o.
" lio.20 | 492 | 3.87 | 101 0 |14.15 | 482 | 1.03 |simulation2
10.245 |4.875 |3.915 |0.965 0 [3.755 |5.255 | 0.99 |Total

MOYENNES DES ETATS FINAUX

EQUIPES DE 2 - PONDERATION I
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HISTOIRES SIMPLES HISTOIRES DIFFUSEES
E AR AC AP E AR AC | AP
10.04 { 4.78 | 4.18 | 1.00 1.16 |10.16 | 7.29 | 1.39 |simulation 1
" 110.19 | .91 | 3.88 | 1.02 1.56 }10.01 | 6.98 | 1.45 [simulation 2
0.115 j4.8¢5 | 4.03 | 1.01 1.36 {10.085 |7-135 | 1.42 {Total
10.15 | -5.33 | 3.59 | 0.93 0 |12.38 | 6.37 | 1.25 |simulation |
Q.
" lo7e {509 | 422 | 095 0 {11.90 | 6.90 | 1.20 [simulation 2
>
9.945 | 5.21 [3.905 | 0.9 0 |12.14 16.635 [1.225 |Total
10.35 | 4.77 | 3.81 | 1.07 0 |12.67 | 6.02 { 1.31 |simulation I
[o N
" 1970 | 895 | 540 | 0.95 0 [12.58 | 6.26 | 1.16 |[simulation 2
w
10.025 | #.86 |4.105 | 1.01 0 |12.625 | 6.16 }1.235 |{Total
9.97 | 5.05 | 3.95 | 1.03 0 {14.00 | .90 } 1.09 |simulation 1
[+
v 11005 | &.76 | 4.28 | 0.91 0 [12.88 | 6.10 | 1.02 |simulation 2
10.01 |4.905 {#&.115 | 0.97 0 {13.445| 5.50 |1.055 |Total
TABLEAU 8 :

MOYENNES DES ETATS FINAUX

EQUIPES DE 4 - PONDERATION |
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HISTOIRES SIMPLES HISTOIRES . DIFFUSEES
E AR AC AP E AR AC AP
13.85 | 3.2 | 233 | 0.65 9.40 | 5.66 | .11 | 0.83 |simulationl
a
olisse | 288 251 | 077 o | 5.8 | w3 | 1.0 |simulation2
13.865 | 3.00 | 2.445 | 071 942 | 5.42 |4.225 |0.935 | Total
13.77 | 3.02 | 2.57 | o.64 1.38 | 10.75 | 6.98 | 0.89 | simulation!
U .
w1395 295 | 247 | 0.63 1.28 111,38 | 6.50 | 0.84 |simulation2
&
13.86 | 2.985 | 2.52 | 0.635 1.33 |11.065 | 6.74 | 0.865 | Total
1390 | 2751 270} 0.6l 01117 | 7.99 | 0.8 |simulation!
o.
Yhi3se | 290 | 264 | 0.2 o 11196 | 7.07 | 0.97 | simulation2
.
13.89 | 2.825 | 2.67 | 0.615 0 l11.565 | 7.53 |0.905 | Total
13.83 | 3.10 | 241 | 0.66 0 |14.35 | 476 | 0.89 | simulationl
“113.80 | 3.06 | 260 ] 0.52 01359 | 5.56 | 0.85 | simulation2
13.815 | 3.07 {2.525 | 0.59 0 11397 ] 5.16 | 0.87 | Total
TABLEAU 9 :

MOYENNES DES ETATS FINAUX

EQUIPES DE 2 - PONDERATION 2
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HISTOIRES SIMPLES HISTOIRES DIFFUSEES
E AR | AC AP E AR } AC | AP

13.83 | 3.20 | 2.46 | 0.51 4.36 | %.49 | 6.30 | 0.85 }simulation!
Q.
w {13.98 2.82 2.46 0.74 5.00 7.90 5.93 1.17 | simulation 2
o .

13.915 | 3.01 | 2.46 | 0.625 4.68 |8.195 {6.115 | 1.01 |Total

13.93 ] 2.95 | 2.58 | 0.5% 0 |11.45 | 7.62 | 0.93 |simulationl
o
1]
1826 | 3.00 | 216 | 0.58 0 {1249 | 6.56 | 0.95 |simulation2
o

14.095 | 2975 | 2.37 | 0.56 0 11197 | 7.09 | 0.9% | Total

14 | 3.03 | 218 ] 0.65 0.20 | 13.18 | 5.65 | 1.01 |simulatioril
a
Yolige | 291 | 2.29 | 0.66 o} 12.70 | 6.30 1. { simulation 2,
\n

116 | 2.97 |2.235 | 05655 .0.10 | 12.92 |5.975 | 1.005 | Total

15,19 | 3.04 { 2.27 | 0.50 0 {14.37 | 4.74 | 0.89 |simulationl
© 11399 | 3.5 | 234} 0.52 0 | 1e42 | ©.81 | 0.77 | simulation?

14.09 | 3.095 |2.305 | 0.51 0 jt4.395 | 4.775 | 0.83 | Total

TABLEAU 10

MOYENNE DES ETATS FINAUX

EQUIPES DE 4 - PONDERATION 2

171

Si nous cherchons, dans chaque cas, quelle est l'histoire de classe, en
termes d'états finaux, la plus proche (au sens de la distance introduite au‘ chapitre
1), des résultats de la simulation, nous constatons les régularités suivantes :

1 - C'est la mémepour toutes les simulations d'histoires simples associées
3 la pondération 1, et c'est bien sir ['histoire (10, 5, 4, 1) naturellement associée a
la répartition théorique.

- Pour les histoires simples associées a la pondération 2, il y a partage
entre les histoires (1%, 3, 2, 1) et (14, 3, 3, 0) dans les proportions respectives (75 %,
25 %). Or ces histoires sont justement celles qui avaient été envisagées dans 'étude
théorique.

- Pour ce qui est des histoires avec diffusion, les resultats figurent

dans le tableau 1l.

Equipes de 2 Equipes de &
d . Histoire Histoire
' __asscciée associée

0 (5,3,6,1) (1,10,7,2)*
] (2,10,7,1)
o
% (0,13,6,1)

b b ]

@ 25 |©iz7,) 0127 1)
>
.
]
Z 5 (0,13,6,1) (0,13,6,1)

1 0,13,6,1) {0,14,5,1)

(0,18,5,1)* 1(0,13,6,1)*

0 (9,6,4,1)* ¢,9,6,1)
o (10,5,4,1)* (5,8,6,1)*
s
[} 0,11,8,1)
|2 |wm ©O12,7,1)*
>
= 0,11,8,1) ‘ ;
% .5 (0112’7;“* 0,13,6,1) * histoire associee
N ’ 3 la moyenne des

2 simulations.
1 (0,14,5,1) 0,14,5,1)
TABLEAU 11

HISTOIRES DE CLASSE LES PLUS PROCHES DES MOYENNES DE SIMULATION
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. Dans & cas sur 16, ‘les deux simulations effectudes correspondent a
la méme histoire et dans les audres cas, la distance des histoires n'est jamais supérieure
al.

2. Les différences suivant la pondérationet la taille des équipes impor-
. tantes au niveau de la diffusion locale, s'estompent lorsque le coefficient de diffusion
globale augmente et dans les 8 cas correspondant a d = 1, les histoires les plus proches
sont soit (0, 14, 5, 1) (6 fois), soif I'histoire (0, 13, 6, 1) qui est a la distance | de cette

derniere (2 fois).

3. La diffusion se fait, comme l'on pouvait s'y attendre, davantage au
profit de "AR" qu'a celui de "AC" et ce d'autant plus que le coefficient d est élevé.
Tandis que les moyennes correspondent a "AR" croissent en méme temps que d, celles

correspondant a "AC" présentent un maximum pour d{1.

La description que nous venons de faire montre des régularités manifes-
tes. Mais elle correspond a une analyse des simulations extrémement grossiere, en
particulier :

I. Au niveau des états finaux, deux moyennes assez proches peuvent
correspondre a des histoires différentes, deux qui le sont beaucoup moins a la méme
histoire.

Ainsi dans la diffusion locale, 'sous pondération 1, par équipes de &,
(1.56, 10.01, 6.98, 1.4:5) et (1.36, 10.085, 7.135, 1.42) sont associées respectivement

a (2, 10, 7, 1) et (1, 10, 7, 2), tandis que dans la diffusion globale a 0.5, sous pondération -

2, par équipes de 2 (O, 11.96, 7.07, 0.97) et (0, 11.565, 7.53, 0.905) sont associées toutes
deux a (0, 12, 7, 1).

2. Elle porte uniquement sur les moyennes d'états finaux et n'aborde
pas du tout le probleme de la répartition des histoires de la simulation autour de I'his-
toire moyenne.

C'est pourquoi, avant d'aborder la question de la répartition des états
finaux, nous allons compléter cette approche par :

- une etude plus fine des écarts entre simulations au niveau des moyennes
d'états finaux ,ainsi que des rapports existant entre les écarts sur les histoires avec
diffusion et ceux sur les histoires simples correspondantes,

- la comparaison, lorsque cela est possible, a la fois au niveau des
pondérations et des probabilités de voisinage, des résultats expérimentaux aux calculs

theoriques du paragraphe A.
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Cl.a) Ecarts entre simulations (au niveau des moyennes d'états finaux}

Dans les histoires avec diffusion, les 20 éléves d'une histoire donnée
ne peuvent &tre considérés comme des éleves indépendants. Dans ces conditions, 'appré-
ciation des écarts de simulations en ce qui .concerne les moyennes d'états finaux par
un test de X*? devient sans signification. Un des résultats expérimentaux rend ceci
particuliérement évident : considérons les deux simulations associées 2 la situation
de diffusion globale, coefficient 0.5, par équipes de 4 sous pondération 2. Une des histoi-
resde la simulation 1 correspond a un état final de (20, 0, 0, 0) soit 20 abandons, alors
que les 199 autres histoires ont des etats finaux de la forme (0, a, b, ¢). Cette seule
histoire, évenement marginal parmi 199 autres, suffit en termes de A? a rendre les
deux simulations significativement différentes.

C'est pourquoi pour comparer au niveau des moyennes d'états finaux,
les 2 simulations effectuées dans chaque cas, les écarts entre les simulations d'histsires
simples et d'histoires avec diffusion, nous utiliserons la deuxiéme distance introduite
au chapitre II, celle associée a la somme des valeurs abic}&ues des écarts :

dylal, 92, a3, 44, (q'L, 4'2, ¢'3, @'%) =% |qi - qY

Le tableau 12 donne, pour cette distance et chaque cas étudié les
valeurs des distances de moyennes d'états finaux. Les nombres au-dessus de la diagonale

correspondent aux histoires simples, ceux au-dessous aux histoires avec diffusion.

dg d=20 d=.25{ = .5 d=
Equipes |2 0.6 1.28 0.36
de 2 1.28 1.02 1.72 1.74

Equipes |06 1.3 1.54 0.82

de 4 0.92 1.06 0.48

Equipes ]0.5 0.36 y /

de 2 0.96 L 1.26 1.84 1.6
1.3

Equipes }0.76 0.84
de 4 1.92 2.12

Z UOI1RIIPUOJ (] UOlIBIZPUO]

TABLEAU 12
DISTANCES DES MOYENNES D'ETATS FINAUX
PAR PAIRE DE SIMULATIONS
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Pour les histoires simples, ceci correspond a une moyenne de 0.73 et
un écart type sur la moyenne de 0.103.

Pour les histoires avec diffusion, la moyenne est de 1.37 et I'écart
type de 0.146.

Etant données 2 simulations associées au méme cas, posons :

d = d g (siml, sim2) _ (pour les états finaux d'histoires simples)

d= ds(siml, sim2) (pour les états finaux d'histoires avec diffu-
’ sion correspondantes)

A=d-d

L'ensemble des 16 valeurs de A ainsi obtenues correspond a une distribu-
*tion de moyenne -.064 et d'écart type 0.186, pour laquelle le coefficient de Student - Fis.
cher t égal a 3.4l est significatif au seuil 0.01.

La distance des simulations associées aux histoires diffusées est donc,
en moyenne, significativement supérieure a celle des simulations d'histoires simples,
ce que f'on peut interpréter en disant que la diffusion amplifie de fagon geénérale,
les écarts de simulation, méme si comme le montrent les régularités observées, cette
amplification reste dans des limites raisonnables.

(Rappelons que deux histoires distantes de 1 pour la distance d sup,
sont distantes de 2 ou de & pour la distance ds , deux histoires distantes de 2 pour
d sup, distantes de 4, 6 ou 8 pour dg.)

Mais cette amplification des fluctuations obéit elle aussi a certaines
regles puisque  si f'on considere non seulement les écarts entre moyennes d'etats finaux
mais aussi leur signe, sur les 52 inversions de signes possibles (vues les donnees, dans
le passage des simulations d'histoires simples aux simulations d'histoires avec diffusion,
seules 9 se produisent. Dans 83 % des cas,’les écarts lorsqu'ils sont non nuls des deux
cotés sont donc de méme signe.

Il parait alors raisonnable de supposer, que de fagon génerale le méme
phénomeéne jouera 'si I'on compar les moyennes observées aux moyennes théoriques,
méme si 'on ne peut comme le montre le tableau 12 en préciser I'ampleur a priori.
Cette hypothese s'est trouvée largement . confirmée par les simulations ultérieures
que nous avons effectuées.

{l-b) Comparaison des répartitions observées et théoriques pour les histoires simples

Rappelons que les valeurs théoriques des états finaux associés = aux
pondérations 1 et 2 sont respectivement dans ce cas :
(10.08, .96, 3.968, 0.992) et (14.022, 2.989, 2.357, 0.632)
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E AR AC AP
Moyennes d'etats
- finaux 10.051 4.935 4.011 1.003
E
& ,
P Ponderations cor-
g. respondantes 0.503 0.247 0.201 0.050
>3
" | Ordre de I'écart au o
valeurs théoriques 0.001 0.001 0.002 | 0.0006
Moyennes d'états
S finaux 13.955 2.991 2.44] 0.613
§' .
3 Pondérations cor-
5 | respondantes 0.698 | 0.150 0.122 0.031
3
~N ’
Ordre de l'ecart -
aux valeurs theori- 0.003 | 0.0001 0.004 0.001
ques

TABLEAU 13 : HISTOIRES SIMPLES : MOYENNES D'ETATS FINAUX

dsup ¢ 0 1 2 3 b4 >u
] e
o Probabilites de
a |voisinage 0.021 0.228 0.326 0.256 0.111 0.059
D
2 ;
5 |Ordre de l'ecart
3 |aux valeurs théo- | 0.003 0.005 0.003 0.007 0.011 0.002
" lriques
s} _
o Probabilites de
% voisinage 0.028 0.299 0.349 0.208 0.083 0.033
g. Ordre de l'ecart
S  laux valeurs théo- 0.005 0.01 0.007 0.01 0.006 | 0.0005
N friques

TABLEAU 14 : HISTOIRES SIMPLES : PROBABILITES DE VOISINAGE




176

Les tableaux 13 et 14, donnent pour les moyennes d'états finaux et
les probabilités de voisinage, les valeurs expérimentales ainsi que leurs écarts aux valeurs
théoriques. Comme pour chaque pondération nous n'avons pas séparé suivant les tailles
des équipes, les moyennes portent chacune sur § simulations soit 1600 histoires.

A premiere vue, les approximations fournies par les simulations semblent
tout a fait acceptables tant au niveau des valeurs d'états finaux que des probabilités
de voisinage donc en un certain sens des répartitions d'histoires.

Puisque cela est possible ici, nous allons quantifier cette appreciation
en mesurant par un test de X* ['écart aux répartitions theéoriques. Les valeurs obtenues

sont données dans le tableau 15 ci-apres :

PONDERATION 1 PONDERATION 2
1Etats finaux|Voisinages Etats finaux | Voisinage
3 dd.B. 4 d.d.2. 3 d.d.f. 4 dd.2
‘ e 1.27 2.26 6.30 . 219

TABLEAU {5 .
VALEUR DU %2 POUR LES REPARTITIONS D'ETATS FINAUX ET DE PROBABILI-
TES DE _VOISINAGE DES HISTOIRES SIMPLES

Pour les écarts finaux il s'agit d'un & & 3 degrés de liberté correspon-
dant a un effectif de 20 x 1600 soit 32000 éléves. Pour les voisinages, il s'agit d'un
A? a 4 degrés de liberté (car nous avons regroupé en une seule classe (dsup < 1) les
deux premieéres colonnes du tableau 14) correspondanta un effectif de 1600 histoires.

Aux seuils de 0.1 et 0.05, les valeurs critiques du X? sont, pour ces

degrés de liberté :

seuil 0.1 seuil 0.05
3 d.d.2. 6.25 7.82
4 d.d.t. 7.78 9.49

Il s'ensuit que les répartitions observées ne sont pas significativement
différentes des répartitions théoriques au seuil 0.05 et que, seule celle concernant
les -états finaux sous pondération 2 ne I'est pas au seuil 0.l1. Dans ce dernier cas, la

contribution de l'écart sur AC au X? est voisine de 5.
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Mais, comme dans chacun des cas étudiés, la simulation n'a en fait
porté que sur 200 histoires, il est nécessaire de compléter cette approche globale,
pondération par pondération, par une approche cas par cas. Les résultats correspondants .
figurent dans le tableau 16 (les nombre au-dessus de la diagonale sont les X* relatifs

aux états finaux, ceux au-dessous le X? relatifs aux probabilités de voisinage).

X2 d=0 d=.25|d=.5 =1
v éﬂ Equipes 1,52/ 1.56 71.12
& de 2 3.48 1.66 2.76 2.70
3 )

:5: Equipes . 1.47 1.41
Zlde 4 6.66 .51
Equipes [3.0% 2.63. 10.45 " 14.00

de 2 3.66 .14 2.48 58

Z uopnesspuog

Equipes 1.11 1.74 1.65 5.76
de 4 2.16 1.63 8.19 3.05

TABLEAU 16 : VALEURS DU X* POUR LES REPARTITIONS
D'ETATS FINAUX ET DE VOISINAGES DES HISTOIRES SIMPLES

- Une seule répartition- observée est significativement différente des
répartitions théoriques au seuil 0.05 qu'il s'agisse des probabilités d'états finaux ou
des probabilités de voisinage.

- Aucune répartition observée n'est significativement différente des
répartitions théoriques au seuil 0.1, a la fois pour les états finaux et les voisinages.

- Par contre, 3 paires de simujations de la pondération 2 en sont significa-
tivement différentes du point de vue des voisinages et | du point de vue des états
finaux :

. Pour les histoires simples associées a la diffusion globale de
coefficient 0.5 par équipes de 2, la valeur élevée du X* d'états finaux est die.a l'écart
sur AC. En effet, dans ce cas, les simulations effectuées fournissent toutes deux des R
valeurs nettement trop élevees pour AC. On peut alors raisonnablement penser que

les moyennes avec diffusion sont elles-aussi décalées dans le méme sens par rapport
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aux moyennes théoriques et que l'histoire la plus proche de ces derniéres est non pas
(0, 11, 8, 1) mais (0, 12, 7, 1). Ceci a été d'ailleurs confirmé par des simulations ultérieu-
res.

- Pour les histoires simples associées a la diffusion locale par
equipes de 2 et a la diffusion globale de coefficient 0.5 par équipes de &, la valeur
elevée du X* de voisinage provient de distorsions au niveau des deux premié_:res classes
(trop d'histoires de distance inférieure ou égale a | dans le premier cas, pas assez
dans le second) ; si l'on regroupe ces deux classes en une seule (qui n'est autre que
celle correspondant a la notion de vasinage introduite au chapitre II),alors les X?
tombent respectivement 2 3.27 et 1.80, valeurs toutes deux correctes pour trois degrés
de liberté au seuil 0.1. :

- Pour les histoires simples associées a la diffusion globale de
coefficient 0.25,par équipes e 2, le phénomene est inverse puisque les écarts importants
portent sur les eifectifs correspondant aux histoires situées a une distance supérieure
ou égale a 4 de I'Histoire moyenne.

Quel sera l'effet de ces distorsions sur les répartitions de voisinage

des histoires avec diffusion correspondantes 7
On peut penser qu'une simulation telle celle de X? : 8.66 ne posera
- pas de probleme majeur. En effet, elle se caractérise par une centration plus forte
.sur I'histoire moyenne et l'on peut espérer que ce phénomene se répercutera au hiveau
des his‘toires diffusées. Par contre, pour les deux autres, plus dispersées que la répartition

théorique ; il semble difficile d'émettre des pronostics précis.

Cl c) Comparaison des répartitions observées et théoriques pour les histoires a diffusion
locale par équipes de 2

Les tableaux 17 et 18, constituent l'analogue des tableaux 13 et 1% pour
les histoires & diffusion locale par équipes de 2. Rappelons que les états finaux theéoriques
calculés au paragraphe Asont respectivement dans ce cas : ‘

(5.08, 7.71, 5.97, 1.24) et (9.83, 5.31, 4.01, 0.85)

Il ressort des données figurant dans ces deux tableaux que si les écarts
en pondération restent comparables a ceux obtenus pour les histoires simples, au niveau
des probabilités de voisinage, on note par contre d'importantes fluctuations par rapport
aux probabilités théoriques. La quantification de cette appréciation reste possible au
moyen d'un test de X* sur les répartitions de voisinage méme si elle ne l'est plus comme

nous I'avons vu pour les états finaux.

E AR AC AP

- Moyenne etats finaux{ 5.190 7.575 5.920 1.315
O .
Z
&
W | Pondérations corres-
2 | pondantes 0.259 0.379 0.296 | 0.066
0
Z | Ordre de I'écart
™ laux pondérations 0.005 0.007 0.002 0.00%4

théoriques
-5 | Moyenne états
g finaux 9.420 5.420 4.225 A0.935
=
= | Pondéerations corres- '
% | pondantes 0.471 0.271 0.211 0.047
0
Z | Ordre de I'écart
™ laux pondérations

théoriques 0.02 0.006 0.01 0.004

TABLEAU 17 :

MOYENNES ETATS FINAUX POUR DES HISTOIRES A DIFFUSION LOCALE

{EQUIPES DE 2)
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>
distance 0 1 2 3 4 3
Probabilités de
':": voisinage 0 0.140 0.210 0.285 0.110 0.255
&
=1 Ordre de I'ecart
g aux probabilites
i théorpiques 0.02 0.06 0.1 0.02 0.03 0.2
3 Probabilites de
%_ voisinage 0.030 10.075 0.230 0.125 0.270 0.220
(_lax
m ’
=8 Ordie de I'écart
= aux probabilites
~ théo?iques 0.01 0.2 0.04 0.1 0.1 0.2
TABLEAU 18

PROBABILITES DE VOISINAGE POUR DES HISTOIRES A DIFFUSION LOCALE

(EQUIPES DE 2)
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C'est pourquoi nous ne donnons dans le tableau 19 que les A?

correspon-
dants aux répartitions de voisinage des histoires simples et des histoires diffusées as-

sociées.

7\22 Histoires Histoires

4 d.d.t simples. . diffusées

Pondéra-

tion 1 3.48 108.95

Pondéra-

tion 2 8.66 134.26
TABLEAU 19

VALEURS DU X! POUR LES REPARTITIONS DE VOISINAGE DES HISTOIRES
A DIFFUSION LOCALE (EQUIPES DE 2)
Ces valeurs de X2 (rappelons gue les seuils de K? a 0.1 et 0.05 sont

respectivement 7.78 et 9.49) confirment ce que faisait supposer la lecture des tableaux

17 et 18 et nous montrent nettement qu'il ne faut pas chercher ['explication des pﬁénomé_

nes observés dans d'importantes distorsions des répartitions associées aux histoires
simples par rapport aux répartitions théoriques.

Pour comprendre les décalages observés, il faut se rappeler que les
probabilités théoriques de voisinage dans. les cas de diffusion locale par équipes de
2, ont été calculées comme celles des champs pondérés associés aux espérances des
états finaux donc sous l'hy. pothése d'une loi de probabilité multinomiale @ # parametres.
Or les histoires a diffusion locale obéissent, nous l'avons vu, a une loi multinoniale
"3 7 parameétres. Ce que nous constatons ici, c'est que cette loi conduit, pour des espé-
_rances mathématiques d'états finaux identiques, a des répartitions significativement
différentes. La lecture du tableau 17 montre que cette différence se traduit par un
pourcentage beaucoup plus élevé d'histoires trés éloignées de I'histoire moyenne associée
au champ.

Ainsi, la situation diffusion locale par équipes de 2 sous pondération
2% est proche du point de vue de I'histoire moyenne de la situation "histoire simple
sous pondération 1" puisque leurs états finaux théoriques sont respectivement : (9.83,
5.31, 4.01, 0.854) et (10.08, 4.96, 2.968, 0.992). Mais elle en est sensiblement différente

au niveau des répartitions des histoires de classe.

En effet, dans le premier cas, 35 % des histoires sont a une distance
inférieure ou ‘égale & 2 de I'histoire moyenne (10, 5, #,1.) et 37 % a une distance supé-
rieure ou égale a 4 ; dans le second cas, les pourcentages sont respectivement de 57%
et 18%. '

Ce sont ces mémes questions que nous allons aborder sous un angle

légerement différent en étudiant maintenant les répartitions des états finaux.

C 2. Répartitions d'etats finaux

" Nous énvisagerons tout d'abord les situations qui nous sont les pius
familieres, celles des histoires simples et celles des histoires a diffusion locale par
équipes de 2.

Les tableaux 20, 21 et 22 donnent respectivement les répartitions d'états

finaux, pour des effectifs ramenés a 100 histoires, des simulations d'histoires simples
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sous pondérations | et 2, des simulations d'histoiresa diffusion locale par équipes de

2 sous ponderations | et 2, enfin des simulations d'histoires simples correspondant a
ces dernieres. Le graphique 12 est associé au tableau 20.
Les données qu'ils contiennent confirment et précisent en un certain

sens l'analyse du paragraphe précédent :



(EFFECTIFS RAMENES A 100 HISTOIRES)

GRAPHIQUE 12 : REPARTITION DES ETATS. FINAUX D'HISTOIRES SIMPLE§ POUR LA,

PONDE

RATION (2) (EFFECITIF RAMENE A 100 HISTOIRES)

182 183
PONDERATION I PONDERATION 2 i SIEE g e s i FE RS =]
n E AR AC AP E AR AC AP E EpEEs =
0 0.19 1.13 36.5 | , 4.5 7.5 53.75 = EHmt
1 2.31 6.0  |35.9u 12.38 21.19 33.75 N 2
2 | 0.06 6.38 13.75 20 24.69 27.13 10.25 =EE e S %
3 | 031 12.63 18.94 6 23.06 21.38 2 i e
4 0.5 19.31 22.31 1.44 : 17.69 13.25 0.25 : TN R R
5 | 1.06 22.38 19.06 0.13 11.25 6.63 ‘° XX
6 3.38 17.56 10.13 0.13 4.31 2.31 T EEiEE E E
- P SermEen =S
7 | 7.4 10.06 5.69 0.25 1.69 0.54 T
8 |11.81 5.13 1.81 0.31 0.44 0.19 S
GRAPHIQUE 11 : REPARTITION DES ETATS FINAUX D'HISTOIRES SIMPLES POUR LA
9 |16.81 2.56 0.9% 0.9% PONDERATION (1) (EFFECTIF RAMENE A 100 HISTOIRES)
10 11575 0.63 0.13 3.63 - g :
& = ==
i1 }15.69 0.19 0.06 6.31 _ o
12 113.69 0.19 .0.06 11.69
13 | 8.06 «. ' 16.5 =
14 3 ' 20.13
15 | 1.75 17.25
16 oss | 12.56 : = ‘
17 | 0.25 . 6.63 = X =
18 2.69 S
19 0.88 == e = -
20 | 03 E= S :
: . S 0 1 “ Y,
TABLEAU 20 : REPARTITION DES ETATS FINAUX DES HISTOIRES SIMPLES dvel
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PONDERATION 1 PONDERATION 2
n e | ar AC AP E- AR AC AP
o | es 0.5 15 | 3.5 0 2.5 7 43
| 0 0 1 25 0 3 3 27
2 | 135 2.5 s | 265 0.5 10.5 16.5 14.5
3 | o 3.5 1 7 0 9.5 13 5.5
v | 305 b | 165 4.5 7.5 17 2 4.5
5 0 1 iLs i 0 10.5 6 0
6 27 145 15 1 15 17 15.5 0.5
7 0 16.5 2. 0.5 0 7.5 2
g | 135 1.5 13 18.5 7.5 8
9 0 9 5.5 0 4.5 2
0 | us 10.5 4 30.5 5.5 L5
1 0 6 2 0 2 0.5
12 4 4 2.5 15.5 2 1
i3 0 0.5 0 0 1
w | oos 0.5 0.5 9.5
i5 1 0
16 1.5 2.5
17 0
18 0.5
19
20

i

TABLEAU 2] : REPARTITION DES ETATS FINAUX DES HISTOIRES A DIFFUSION

LOCALE POUR DES EQUIPES DE 2

(EFFECTIFS RAMENES A 100 HISTOIRES)
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PONbERATION_ 1 PONDERATION 2
n E - AR AC AP E AR AC AP
0 0.5 1.5 34.5 4 7 43
I 2.5 3.5 36.5 12 17.5 36.5
2 5 18.5 24.5 26 32 12.5
3 0.5 16 18.5 5 24.5 21 2.5
4 1| 7s 22 1 17 15 0.5
5 0 23 19.5 0.5 8 5.5
6 3.5 16.5 10 5.5 1.5
7 6 115 4.5 2.5 0.5
3 9.5 6 0 0.5
9 | 205 1.5 1.5 1.5
10 | 145 0 5.5
i1 | 185 0.5 6
12 11 8
13 7.5 18.5
14 4 21.5
15 2.5 22
16 I 10
17 [A
18 2.5
19 . 0.5
20

TABLEAU 22 : REPARTITIONS DES ETATS FINAUX DES HISTOIRES SIMPLES

CORRESPONDANT AUX HISTOIRES A DIFFUSION LOCALE PAR EQUIPES DE 2

(EFFECTIFS RAMENES A 100 HISTOIRES)
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Pour les histoires simples, les fonctions derépartition sont croissantes
puis décroissantes et ont un maximum d'autant plus élevé que la pondératior ;de I'état
final considéré s'écarte de la valeur médiane O.5. Ceci est normal puisque chaque
variable d'état final suit dans ce cas une loi binomiale. Le lecteur pourra comparer
les valeurs observées aux valeurs théoriques que, pour ne pas alourdir exagérément
le texte, nous avons placées en annexe.

.Ces mémes caractéristiques se retrouvent dans les histoires simples
du tableau 22, excepté dans la répartition de I'état E sous pondération 1. En effet,
cette répartition présente deux maxima locaux en n = 9etn =1l

Par contre, comme ['on pouvait s'y attendre, les répartitions associées
aux situations avec diffusion locale par équipes de 2 se distinguent de fagon sensible
de ce schéma.

- La variable E ne pouvant prendre que des valeurs paires, du fait
des regles de diffusion locale, présente une répai‘tition en dents de scie.

- Mais les phénomenes de dents de scie n'apparaissent pas uniquement
dans la répartition de E, ils sont présents, plus ou moins nets, dans toutes les répartitions
exceptée celle de AP sous pondération 2, et particuliérement visibles dans la répartition
de AC sous pondération 2.

- Ces phénomenes s'accompagnent d'une plus grande dispersion de
la distribution autour de la valeur moyenne. Comparons de ce point de vue les réparti-
tions associ€es aux deux situations suivantes :

. histoires simples associées a la diffusion locale par équipes
de 2 sous pondération 1 (cf. tableau 22)

. histoires avec diffusion locale par équipes de 2‘ sous
pondération 2 (cf. tableau 21),
dont nous avons souligné la proximité, du point de vue des histoires moyennes, dans
le paragraphe précédent.

Les simulations considérées portent chacune sur 200 histoires. Les
écarts-types sur les moyennes desdistributions d'états finaux sont donnés dans le tableau

23 :
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E AR AC AP
Histoires _
simples 0.161 0.126 0.125 0.069
Histoires avec
diffusion 0.215 0.201 0.176 0.083

TABLEAU 23 :
ECART-TYPES DES DISTRIBUTIONS D'ETATS FINAUX *

Les écarts-types des distributions avec diffusion sont dans tous les
cas supérieurs a ceux des distributions sans diffusion la différence étant moins marquée
pour AP. Le calcul du coefficient t de Student, donne 3.83, ce qui montre que les deux

séries de mesure d'écart-type sont significativement différenteca 0.05 (mais pas a 0.01).

Si nous revenons a la notion de voisinage introduite au chapitre Ii,
nous pouvons mesurer également la plus ou moins grande dispersion des répartitions
en calculant, pour chaque état final, combien d'histoires sur les 200 sont situées au
voisinage de !'histoire .moyenne, pour cet état final. Les résultats, donnés en pourcentage,

figurent dans le tableau 24. lis vont dans le méme sens que ceux du tableau 23.-

E AR AC AP
Histoires
simples 74 % | 84.5 % 88.5 % 98.5 %
Histoires
avec dif- 64.5 % | 61.5% 75 % 95 %
fusion

TABLEAU 2& : POURCENTAGE D'HISTOIRES COMPATIBLES AVEC LA NOTION
DE VOISINAGE DE L'HISTOIRE (10, 5, 4, 1), POUR CHAQUE ETAT FINAL

* Les mémes calculs elfectués 3 partir des données du tableau 20 (rapportées bien
sdr & un effectif identique de 200) donnent les écarts types : 0.160, 0.132, 0.127, 0.069
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Donc, comme nous I'avons souligné a plusieurs reprises, la diffusion
a un effet sur les moyennes d'états finaux mais aussi sur la répartition de ces états.
On peut penser que les phénomenes mis en évidence dans I'étude des situations 3 diffusion
locale qui précede, vont persister et méme tendre a s'amplifier lorsque le coefficient
de diffusion globale augmente, et que, derriére les régularités observées dans le tableau
11 au niveau des hjstoires moyennes, peuvent se cacher d'importantes différences dans
la distribution des histoires. ’ ’

Clest pourquoi dans le tableau 25, nous dressons le portrait de la
situation extrémale, en donnan! les répartitions des états AR et AC pour toutes les
situations a diffusion globale de coefficient I. Les mémes données pour d = 0.25 et
0.5 figurent en annexe .

Dans le tableau 25, la dispersion des distributions est manifeste.
Et il est non moins évident qu'il y a, par rapport a la situation de diffusion locale,
changement de structure. La déformation de la répartition binomiale par apparition
de dents de scies rapprochées a cédé ici la place a des distributions & deux pics inégaux
et tres éloignés l'un de l'autre (sauf pour la situation de diffusion globale par equipes
de 4 sous pondération I, qui reste plus confuse). Dans ces conditions, la notion d'histoire

moyenne perd beaucoup de son intérét, par contre celle d'état final de classe en reprend.

C'est pourquoi, nous avons calculé dans les 16 cas de diffusion étudiés,
quelle était la proportion d'histoires 3 état final de classe, en entendant par ce terme
les situations ou un état final drafne au moins 70 % des éleves.

Les valeurs correspondantes (en pourcentage) figurent dans le tableau
26. ’

Note : T
Les chiffres au-dessus de la diégonalé indiquent le pourcentage global,
les chiffres au-dessous, le pourcentage d'états finaux de classe en AR, l'asterisque

qu'une partie des états finaux de classe est formée d'abandons.

Les données du tableau 26 montrent : )

- une rupture entre les situations a diffusion locale et celles & diffu-
sion globale ; des que la diffusion cesse d'étre locale, les histoires a état final de classe
deviennent majoritaires, alors qu'elles étaient trés nettement minoritaires et leur pour-

centage croit ensuite régulierement avec d.

PONDERATION |

PONDERATION 2

!Equipes

qu‘Jipesde 2 de &4 | Equipes de 2 Equipes. de 4

n | AR | AC AR | AC AR | AC AR | AC
0 0.5 1 2.5 0.5 3 s | 7.5 3.5 1
| 0.5 3.5 2 8 1.5 18 4 17
2 4.5 | 13.5 1.5 9 7.5 | 205 3.5 22
3 35| 19 2 | 115 3 18 1.5 12
4 1 {19.5 15 | 17.5 25 | 115 2 | 125
5 0 |15 2 16 0 | 5 0.5 7
6 1] 1| 125 0 1 1] o1
7 ol 3.5 2] 65 o | n.s 0.5 0
3 o] 1 0.5 | 1.5 0.5 0 0.5 1
9 ol 1 15 | 15 2 0 1} 05
10 1] o 1 1 0.5 0 0 0
i 25! o 25 | 05 0.5 0 1.5 0
12| 35{ o F Y 0 0 0.5 | 0.5
13 | 105 ] 0.5 11.5 2 1.5 0 1.5 0
1§ 1251 0.5 16 3 0.5 0 5 | 05
15 | 215 | 2.5 14.5 1 6 1 7 1
16 | 17.5] 3 14 1 14.5 4 16 2
1y 10 0.5 s 1 oLs 21 | w5 13 | 15
18 8| 35 8.5 0 16.5 4 21 | &5
19 2] 0.5 5.5 | 2.5 9.5 | 2.5 1 | 2s
20 ol o 1 0 45 | 2.5 5.5 3

TABLEAU 25 : REPARTITION DES ETATS FINAUX AR ET AC POUR LES

SIMULATIONS AVEC DIFFUSION GLOBALE DE COEFFICIENT |
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d=0 d=.25|d=.5 d=1
1

s Equipes de 2 |4* 62.5 76.5 7. 82
§ 3 46.5 63 71.5
%. Equipes de & | 19 53 62.5 72.5
> 15 44.9 54 63.5
T [Equipes de 2 |12.5% 91.5% 92 95
2 0 58.5 58.5 76.5
M~
% [Equipes de & 17 67.5 82.5% 93.5
g 13.5 49 63 78.5
N

TABLEAU 26 :

POURCENTAGES D'HISTOIRES A ETAT FINAL DE CLASSE

- Une hiérarchie entre les situations :

Equipes de 2 + Pondération 27 Equipes de 4 + Pondérations 2 > Equipes
de 2 + Pondération 1 > Equipes de & + Pondération 1
valable dans tous les cas de diffusion globale.

Une telle hiérarchie n'est pas en fin de compte surprenante, plus
fa $ituation est difficile, plus la taille des équipes est petite, moins la diffusion locale
suffit a assurer la viabilité de la situation, plus la diffusion globale agit en uniformisant
le comportement de la classe.

-- Un nombre non négligeable d'états finaux de classe en AC, méme

"si la grosse majorité est en AR.

C 3. Conclusion

Dans les 16 cas étudiés, les simulations effectuées, bien que ne concer-
nant qu'un nombre relativement réduit d'histoires, ont permis d'établir un certain nombre
de faits concernant les états finaux de classe :

- La diffusion, méme simplement locale, diminue fortement les probabi-
lités d'abandons ; leur moyenne’ tombe approximativementde 10 a5 et 1.5 pour la pondé-
ration 1, de 14 & 10 et 5 pour la pondération 2. La diffusion locale par équipes de
2 suffit ainsi en moyenne a rattraper l'écart de difficulté entre la pondération 1 et

la ponderation 2.
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La diffusion locale par équipes de 4 est, comme l'on pouvait s'y atten-
dre, plus efficace que celle par équipes de 2 et, en moyenne, la situtation de diffusion
par équipes de & sous pondération 2, est proche de la situation de diffusion par équipes

de 2 sous pondération 1.

LT Des que la diffusion cesse d'étre locale, les moyennes d'abandons
deviennent nulles sauf dans le cas de diffusion globale de coefficient 0.25, par équipes
de 2, sous pondération 2 pour lequel on trouve des abandons dans 17 histoires sur 200,

16 d'entre elles aboutissant a un état final de classe en E.

- Les différences de situation sont faiblement sensibles, au niveau
des moyennes d'états finaux, des que la diffusion devient globale. Grossiérgment on
a, suivant les valeurs de d, les histoires moyennes suivantes :

d =0.25 H1 = (0, 12, 7, 1)

d=10.5 H, = (0, 13,6, 1)

d=1 . H3=(O,14,5,l)

L'évolution suivant d se traduisant par la croissance réguliere de

la valeur moyenne de AR et conjointement la décroissance de celle de AC.

- Mais cette régularité au niveau des états finaux moyens est associée
3 des différences significatives dans les distributions d'histoires autour de I'histoire
moyenne ou les répartitions d'états finaux.

La diffusion augmente la dispersion des distributions d'histoire, etale
les répartitions d'états finaux et leur fait perdre les caractéristiques de variation qui
sont celles de variab;les assujelfies a une loi binomiale. Plus le coefficient de diffusion
est élevé, plus on évolue vers des répartitions pour AR et AC, présentant 2 pics d'inéga-
le hauteur, éloignés I'un de l'autre. Cette évolution entraine en retour une régularité
d'un autre cbdté, a savoir un fort pourcentage d'histoires présentant un état final de
classe.

Mais vis-a-vis de ce type de régularité les &4 situations ne sont plus
équivalentes. Elles suivent une hiérarchje marquée :

Equipes de 2 Equipes de 4 > Equipes de 2 > Equipes de 4

Pondération 2 Pondération 2 Pondération | Pondération |

On a en fait affaire a un ordre produit pour lequel la variable pondéra-

tion a priorité sur la variable taille des equipes.
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Mais tout ce qui précede et résume brievement le contenu du paragra-
phe L n'a trait qu'aux états finaux.

_ Comme nous l'avons vu en analysant les observations de classe au
paragraphe I, on ne peut se limiter a ce niveau d'analyse si l'on veut saisir la dynamique
d'une histoire de classe.

C'est pourquoi, rentrant maintenant dans les états intermédiaires,
nous allons examiner le coit d'un .tel fonctionnement par diffusion. Nous I'estimerons
a travers deux variables, d'une part la variable "blocage", d'autre part la variable "lon-

gueur d'histoire".

D. ETATS INTERMEDIAIRES DANS LES.SIMULATIONS

Dans les simulations, nous n'avons mis aucune borne temporelle a

I'action de la diffusion. Ce faisant, comme nous l'avons montré, on obtient, dés que
la diffusion n'est pas seulement locale, m&me pour - une situation discontinue comme
celle qui nous intéresse ici, un taux final d'abandons pratiquement nul. Mais pour en
arriver 13, n'avons-nous a aucun moment au cours des histoires de classe, autorisé des
états ou des successions d'états inacceptables en réalité ? Pour tenter de répondre
a cette question, nous utiliserons, comme nous !'avons annoncé, les variables "blocage"
et "longueur d'histoire".

En effet, si l'action de la diffusion ne peut se faire qu'au prix de
biocages répétés de la clastt il sera irréaliste d'envisager que cette derniére, au niveau
ou elle se situe, suffise a assurer la viabilité du systeme. Il en sera de méme si elle
induit un allongement des histoires incompatible avec les contraintes scolaires.

Di. Blocages
Rappelons que le systeme classe est dit ici bloqué a un instant donné,

si a cet instant plus du tiers de la classe est dans I'état E.

Les tableaux 27 et 28 donnent, en pourcentage, situation par situation,
les niveaux de blocage enregistrés dans les simulations.

Il y est clair que, dans le cadre du modeéle que nous avons construit,

aucune diffusion ne parvient a réduire les blocages 2 un seuil acceptable.

Si I'on se place au seuil 0.1, c'est-a-dire si l'on veut totaliser 90%

des histoires, il faut s'autoriser suivant les cas un temps de blocage qui varie de
BL = 1 a BL>3. Les résultats correspondant figurent dans le tableau 29. On y retrouve

I'ordre produit introduit au paragraphe précédent.
p 8

193

BL=0 |BL=1 |BL=2 | BL=3 {BLY>3
d=0 28.5 33.5 24.5 6 7.5
m
€
T | d=.29 225 33 29 8.5 2
w .
“.
1]
= | d=5 35.5 46.5 15 3 0
d=1 63.5 28 3.5 0 0
~d=0 8.5 15.5 17.5 238 30.5
g
S | d=25 12 23.5 27.5 30 7
3
&
o | d=5 42 38 17 3 0
d=t 67 30 3 0 0

BLOCAGES POUR LA PONDERATION 1

TABLEAY 27

(POURCENTAGES)




BL=0 |{BL=1 BL=2)|BL=3 [BL 3
d=0 4 10 20.5 22.5 43
sl
g ;
= [d=25 2.5 13.5 28 30.5 25.5
a
|w]
W ojd=.5 16 33.5 28 19.5 3
B~
d=1 45 38.5 12.5 4 0
o d=0 0 0.5 3.5 8.5 87.5
O
=
3 |d=25 1 3.5 16.5 31 48
w
J
™ dd=.51 1.5 31.5 28 25 4
N
d=1 48.5 37 9.5 5 0

TABLEAU ?8 : BLOCAGES POUR LA PONDERATION 2 (POURCENTAGES)

d=20 d=.25 =.5 d=1
'gU Equipes de 2 BLY3 BLY3 |BL=3 PBL-=2
5\
&
=
] Equipes de & BLY3 BLY3 |BL =3 |[BL =2
S
2 Equipes de 2 BLY 3 BL =3 BL=2 |[BL=1
[N
8
S Equipes de 4 BLY3 [BL=3 [BL=2 {BL=1
N

TABLEAU 29 : NIVEAUX DE BLOCAGE AU SEUIL 0.1
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- Finalement, si 'on ecarte comme cela semble raisonnable toutes les situa-
tions ou, & ce seuil, le niveau de_ blocage est supérieur a 3, on élimine 5 cas sur 16.

- Si l'on ne tolére qu'un faible niveau de blocage (BL = 1), aucune
situation sous pondération 2 n'est gérable et celles sous pondération 1 ne le sont qu'avec

diffusion globale systématique.
- Si I'on adopte une attitude intermediaire, BL = 2, deux des situations

sous pondération 2, deviennent acceptables, et sous pondération 1, la diffusion globale

n'est plus nécessairement systématique.
Mais dans aucun cas, la diffusion locale n'est suffisante.

D2. Durée des histoires : données théoriques

Le graphe G (cf. graphique 8) montre qu'une orbite individuelle (hors
diffusion) a une longueur nécessairement comprise entre 4 et 10 unités de temps,' les

orbites les plus courtes étant :
(D), [ 2y )
Il > ll > Il >E

. et

1,y Rl§1)+R2(1)+ AR

1
I'orbite la plus longue :
My @y BGlyp W, p Wy p Wy p (Dyp 2, 5 @)
g >, P VP, ?P; P YR +R,“>AR.
les 16 orbites possibles hors diffusion, se classent suivant leur longueur de la fagon

suivante (les expressions entre parentheses fournissent leurs probabilités respectives

en reprenant les notations du graphique 8):

longueur 4 : . )
11(1)_)11(2)_Hl(3) E (Pil x Pi2 x Pi3)

11(1)"’R1(1)"' Rz(l),) AR " (Pil x P8)

longueur 5 :
‘1(1)'”1(2)*9‘1(”4 RZ“)"AR (Pil x Pi2 x P8)

longueur 6 _:
Il(l)—)Cl(n—)Cz(l)—)C3(1)'}C4(1)'§AC ®cl) .



L Prp Wap Wap Wsp Wapp (o 4 pe)

1,4 r, R, r,% R,% AR (Pr1 x P7)

W@ 1O r R Wy ar @il xpiz x Pr3 x P8)
longueur 7

L Wr @yc Whe Dy Wac Dy ac @it x pe2)

A 1,2 p, 4 P, P,Wsp, (v AP (vi1 x Pp2 x )

A L 4r 4 R, Rl(zz, R,? +AR (Pil x Pr2 x P7)
longueur 8 :

11(1)+11(2)*11(3)+c1(” w3, Mrac il x Pi2 x Pc3)

1 W @ CLp W 5 p (M) Lap (Ril x Pi2 x Pp3 x P6)

Wy P PR DR My r @ Ly AR (b Pizx P xPE)

11‘”», pl“) yp, D +R,? .y AR (Pp1 x P5)
longueur 9

LW @p @ 0, W R P, AR (eil x Pp2 x P3)
longueur 10 .

L @, Chp W 5 p 1, R,” » AR (Pil x Piz x Pp3 x P5)

On en déduit, en reprenant les données du tableau 1, la probabilité
de l'ensemble des orbites de longueur s, s fixé dans (.I0) pour les deux pondérations
envisagées sur /G\ Elles figurent dans le tableau 30 ci-apres. Les valeurs sont soit exactes,
soit arrondies s troisieme chiffre significatif).

TABLEAU 30 : PROBABILITE DE L'ENSEMBLE DES ORBITES AYANT UNE
LONGUEUR DONNEE
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longueur g s 6 7 3 9 10

Pondération 1 | .524 0.036 0.113 0.126 0.161 0.018 0.0216

Pondération 2 | 0.711 0.019 0.0649 | 0.0665 -0.112 | 0.0095 0.0171
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Ceci correspond 2 des valeurs moyennes de 5.50 pour la pondération
I et 4.95 pour la pondération2 ; il n'est pas étonnant que la seconde valeur soit plus

faible puisque les orbites s'achevant par !'abandon E sont de longueur minimale.

Si {'on quitte maintenant le niveau des orbites individuelles pour
gagner celui des histoires de classe, on va pouvoir déduire de ce qui précéde les dis-
tributions théoriques de longueurs d'histoires (la longueur d'une histoire de classe étant
bien entendu le maximum des longueurs des orbites individuelles de cette classe) pour
ce que nous appelons les histoires simples. .

En effet, dans ce cas, notons qs pours z 4, 5 ... 10 - Ia probabilité
de I'ensemble des orbites de longueur s, une pondération étant choisie ; pour k fixé
entier entre 4 et 10, la probabilite aklzl'ensemble des histoires de classe de longueur

k verifie : I fa# . q20
N _ =K 12 k.4
l ¥k Y Qk = (g w? - Z— q0®

D’ou les répartitions théoriques associées a un effectif de 200 histoires

qui figurent dans le tableau 31.

longueur lg 4 5 6 7 8 9 10
Pondération | o

1 0 0.001 0.071 2.187 86.880] 40.089 70.771
Pondération

2 "'. 0.219 0.152 1.665 8.113 106.494 25.008 58.350

TABLEAU 31:
REPARTITIONS THEORIQUES DES HISTOIRES DE CLASSE
SIMPLES SUIVANT LEUR LONGUEUR (N = 200)

Ceci correspond :
- pour la pondération 1, 3 une moyenne de 8.90 et un écart type

sur la moyenne de 0.064
- pour la pondération 2, 3 une moyenne de 8.64 et un écart type

sur la moyenne de 0.070.
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Les repartitions théoriques associées aux deux ponderations, sont
manifestement differentes, mais concentrées toutes deux entre 8 et 10, elles ont neéan-
moins des moyennes tres proches.

D.3 Durée des histoires : Données des simulations

L'évaluation que nous venons de faire, nous permet de comparer
comme nousl'avons fait dans le paragraphe C.] a propos des distributions d'états finaux
de classe, les résultats observeés lors des simulations aux valeurs théoriques, pour les
histoires simples.

Nous utiliserons, comme en C.l un test &¢ ¥-Vus les effectifs nous
distinguerons 3 classes pour la pondération 1 (g5 8, Ig = 9, Ig = 10) et 4 classes pour
la pondération 2 (g = 7, Ig = 8, Ig = 9, Ig = 10). On aura donc un X* 3 2 degres de
liberté pour la pondération I, 3 3 degrés de liberté pour la pondération 2. L'effectif
d'histoires est comme d'habitude dans chaque cas de 200.

Les valeurs du & sont données dans le tableau 33, les répartitions

dans le tableau 32, le quadruplet (nl, n2, n3, n%) correspondant aux & classes (lgg£ 7,
lg = 8, Ig =9, lg = 10)

. d=0 d=.25 d=.5 d=1
& | Equipes de
é\ 2 (3, 99, 33, 65) | (2, 90, 33, 75)}} (1, 93, 38, 68)| (5, 87, 39, 69)
g
g Equipes de o
- 4 (3, 89, 43, 65) | (3, 85, 31, 81)] (2, 78, 51, 69){(5, 80, 45, 70)
s Equipes de ) .
§_ 2 (8, 99, 33, 60) | (12,102,25,61) | (7, 108, 30, 55}(&, 108, 15, 73)
2
o Equipes de
:) u (10,111,25,54) |(17,109,33,51) ] (12,105,26,57) {(17,107,28,48)

TABLEAU 32 :
REPARTITIONS OBSERVEES DES HISTOIRES SIMPLES DE CLASSE SUIVANT
LEUR LONGUEUR

Notons que pour la pondération 1, la classe 1g{ 7 s'identifie a la classe

lg = 7, aucune histoire observée n'ayant une longueur inférieure a 7.
’ Y

K? d=0 d=.25}d=.5 d=1
S | Equipes de | 3.58 | 1.60 0.53 0.17
o,
N
& {Equipes de | 077 | 3.55 3.95 0.80
S 4
S |Equipes de | 3.58 | 0.65 219 | 1143
&l 2
= -
g {Equipes de 0.52 4.52 0.43 6.82
o u

TABLEAU 33 : ECART DES REPARTITIONS OBSERVEES DE LONGUEURS
D'HISTOIRES SIMPLES AUX REPARTITIONS THEORIQUES

Rappelons les valeurs critiques de X2 pour 2 et 3 degrés de liberté:

. ! seuil 0.1 ) seuil 0.05 , seuil 0.0l }
2 d.d.e. . 4,60 5.99 9.21
3 d.d.e. 6.25 7.82 11.34

Note
o Pourtoutes les histoires relatives & la pondération 1, en distinguant
4 classes{lg< 7, :1g=8,1g =9,lg = 10) le X* est de 2.20, pour ceiles relatives a la pondéra-
tion 2, il est de 1.47

Deux répartitions observées seulement sont significativement différentes
au seuil 0.1 des répartitions théoriques, celles des histoires simples associces a la diffu-
sion globale systématique sous pondération 2. Pour les équipes de 4, la majeure partie
du A% provient du nombre élevé d'histoires courtes et, au seuil 0.05, la différence n'est
plus significative. Pour les équipes de 2, I'écari est réparti sur les trois classes :

1g$7,1g =9, lg = 10 et la différence reste significative méme au seuil 0.01.
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Notons que ces deux situations ne se distinguaient en rien au niveau

des répartitions d'états finaux.

Venons-en maintenant aux histoires avec diffusion :

- Pour la pondération 1, leurs longueurs se répartissent entre 9 et
14. Sur les 1600 histoires concernées, 3 ne sont pas dans cet intervalle, une de longueur
8 et 2 de longueur 17.

- Pour la pondération 2, c'est encore le cas. Seules 41 histoires sur
1600 ne sont pas dans l'intervalle [9, 14], 30 d'entre elles provenant de la méme situation
{diffusion globale de coefficient .25 par équipes de 2).

Pour cette derniere, 26 histoires ont une longueur supérieure 3 14
et 4 une longueur inférieure & 9. Notons que cette situation s'était déja signalée au
niveau des répartitions d'états finaux (pour les histoires simples associees) par un nombre
élevé d'histoires éloignées de I'histoire moyenne.

Mais si toutes les distributions de longueur d'histoire s'étalent essen-
tiellement entre 9 et 14, on note quand méme des différences sensibles.

Grossierement, pour la pondération 1, plus le coefficient d est élevé,
plus les histoires sont courtes et ia distribution concentrée, pour la pondération 2 I'évolu-
tion est légeérement différente, car lorsque la diffusion est seulement locale, le nombre
d'abandons wske ¢levé. Le maximum de longueur se situedece fait non pour d = 0 mais
pour d = 0.25.

Les moyennes et écarts-types sur les moyennes du tableau 34, coniir-

ment cette appréciation qualitative.

d=0 d=.25 d=.5 d=1
I | Equipes de
3 ; 12.35 + 0.077 | 11.57 + 0.090 |10.09 + 0.069 | 9.62 + 0.045
D~
8
g | Equipes de 11.94 + 0.081 {1131 + 0.080 |10.19 + 0.070 | 9.70 + 0.055
- 4
S | Equipes de 12.66 + 0.076 |12.65 + 0.129 | 10.99 + 0.102 | 9.97 + 0.068
& 2
g
g | Equipes de 12.25 + 0.080 {12.39 + 0.090 |10.88 + 0.102 | 9.97 + 0.072
N 4

TABLEAU 34 :
MOYENNES DES LONGUEURS D'HISTOIRES AVEC DIFFUSION
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D4. Conclusion

Si l'on compare les données des tableaux 29 et 34, on s'apergoit que
les contraintes qu'elles exercent sur les situations von* dans le méme sens : les cas
présentant un niveau de blocage supeérieur strict a 3 sont également ceux pour lesquels
la moyenne des longueurs est la plus élevee et plus généralement les ordres sont con-
servés entre classes puisque : . '

BL > 3<=>m€ge‘{12.25, 12.35, 12.39, 12.46, 12.65 }

BL = 3&5my. e {10.88, 10.99, 11.31, 11.57, 11.94}

BL = 25myy ¢ 19.97, 10.09, 10.19}

BL = kymy, € lo.62, 9.70}
et pour tous les cas de simulation présentant un niveau de blocage inférieur ou égal
a 2, au bout de 12 unités d'horloge, plus de 90 % des histoires de classe sont achevées.

Supposons, a titre d'exemple, mais cela parait raisonnable, qu'une
unité d'horloge soit assimilée a une durée de 5 mm, les données qui précédent prennent
ia signification suivante :

’ - une histoire simple de classe dure en moyenne un peu moins de

45 minutes,

- tolérer un niveau de blocage de 2 c'est accepter 10 minutes de
blocage,

- 12 unités d'horloge correspondent a une heure de classe.

Ainsi donc, les contraintes exercées par les variables de blocage

et de durée vont dans le méme sens et montrent en particulierl'insuffisance de la diffu-

“sion locale 3 une gestion quasi-isolée du systeme.

Mais, a notre avis, il ne faudrait pas les considérer comme équivalentes
vis-a-vis de la dynamique du systeme :

Elles interviennent a des moments différents de l'évolution, et exi-
gent du maitre, en cas de viol, des decisions qui n'auront pas des effets comparables
vis-a-vis de cette évolution.

- La diffusion augmente certes la longueur moyenne des histoires
de classe, mai§ ceci n'est jamais dramatique; en.particulier au bout de 12 unités d'hor-
loge, tous les éléves sont engagés dans leur procédure de construction définitive puisque

aucune histoire (pratiquement) n'a une duree superieure a 14 unités d'horloge. Que
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le maltre choisisse si c'est nécessaire de poursuivre l'activité quelques minutes, ou
qu'il Pinterrompe et demande aux éléves retardaires d’achever la construction 3 un
autre moment, est un choix qui, didactiquement, semble de peu d'importance.

- Au contraire, un blocage prolongé, va obliger le maitre a prendre,
relativement t3t, une décision qui, nécessairement modifiera essentiellement les caracte-

ristiques didactiques de la situation et fera bifurquer brutalement sa dynamique.

Ce sera le cas si, comme cela a été fait dans la classe n° 2, il fait exposer collective-
ment I'état de la recherche et nousavons montré qu'une telle décision revenait en fait
a se placer dans une situation de diffusion globale systématique. Ce sera aussi le cas
si, par exemple, il organise des interactions entre équipes, modifiant alors en quelque
sorte la taille des équipes au niveau de la diffusion locale.

Mais ces considérations didactiques dépassent le cadre que nous nous
étions impartis dans ce paragraphe : l'analyse des expérimentations fictives que.nous
avions réalisées sous forme de simulations de classes. Elles concernent déja le sens
et la- portée des résultats obtenus par cette méthodologi'e,questiohs auxquelles nous -

allons nous consacrer maintenant.

V. CONCLUSION

Dans ce chapitre, notre point de départ a été une situation didactique
précise : celle des disques. La premiére étape, classique pour le didacticien, a consisté
a analyser aussi finement que les données recueillies le permettaient, I'évolution de
cette situation dans les deux classes ou elle a été expérimentée, en essayant de mettre
en évidence etd'expliquer les divergences et les convergences de ces évolutions.

Notons que I'analyse ainsi faite, recoupait bien siir, celle effectuée
pour la méme situation au chapitre précédent, mais qu'elle en restait distincte : j
priorité n'étant plus donnéea l'activité du sujet mais i la dynamique de la classe, I'objet
était soumis & un autre regard, un autre questionnement.

Ceci étant, comment situer les deux dynamiques particulieres observées
dans le champ de celles possibles, comment trier les phénomenes observés suivant leur
capacité a la reproductibilité ?

La solution classique consistait a émettre des hypothéses et a les
tester au cours d'expérimentations nouvelles, nécessairement trés limitées en nombre.

Nous avons choisi d'explorer une voie différente ; construire un modéle
de la situation et, a partir de ce modele, réaliser des expérimentations fictives, en

grand nombre cette fois.
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Non que nous prétendions qu'ils s’agisse fa ‘de la voie royale qui résou-
dra magiquement les problemes posés par l'étude de la reproductibilité des situations
didactiques, mais parce ce que nous pensons, comme nous le soulignions au début du
paragraphe 3, que, fournissant un pailiatif.’ aux limites de l'experimentation en classe,
elle maximise le profit que I'on peut tirer d'observations réelles.

~ La construction du modele s'est fondée sur la constatation banale
que la dynamique du systeme classe est déterminée par l'interaction de facteurs indi-

viduels et collectifs.

Dans la situation des disques, nous avons montré que les facteurs
individuels se trouvaient subordonnés, é un niveau plus géneral, a I'existence de deux
hiérarchies de procédures distinctes, l'une relative a l'efficacité des procédures vis-a-
vis de la résolution du probleme posé, l'autre relative a leur accessibilité chez le sujet,
tandis que les facteurs collectifs prenaient essentiellement la forme de diffusion de
procédures, diffusion qui pouvait étre locale au niveau des équipes ou globale au niveau
de la classe entiere.

Bien sir, l'action et linteraction de ces facteurs sont inscrites dans
le temps et assujetties, de ce fait, a respecter certaines contraintes. Ici, on a vu que
ces contraintes étaient déterminantes pour la dynamique, la diffusion des procédures
gagnantes ayant du mal a l'emporter sur la forte tendarce au blocage que manifestait
la situation du fait de ses propriétés de fermeture et de discontinuité.

Ces caractéristiques, une fois déterminées, ont été injectées dans
le modele, sous forme de graphe pondéré en ce qui concerne les facteurs individuels
(les sommets du graphe représentant les états du sujet et les pondérations des arétes
les probabilités de changement d'état), de régles de diffusion pour les facteurs collectifs.

Bien sir, comme mnous }'avons souligné, dans le paragraphe Ill-3c,
le modele ainsi construit lisse considérablement la réalité de la classe ; mais, ayant
retenu pour l'¢élaborer ce qui nous avait paru essentiel dans les: évolutions observées,
nous sommes cependant en droit d'attendre de son étude des informations fondées sur
la situation qu'il modélise. )

Le modele ainsi construit a été utilisé, comme c'était sa vocation,
pour réaliser des expériences fictives et ce, dans 16 cas distincts correspondant az

pondérations du graphe, 2 tailles d'équipes, # valeurs du coefficient de diffusion globale.
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Dans chaque cas, on a simulé sur ordinateur 200 histoires de classe, tout en conservant
la trace des histoires sans diffusion dites "histoires.simples” correspondantes. Ces dernjcres
ont permis d'exercer un contrdle théorique sur les simulations (puisque les histoires
simples uniquement régies par le graphe pondéré sont aisément accessibles au’ calcul

théorique) et de mieux saisir quel était, cas par cas, I'effet de la diffusion.

Essayons maintenant de résumer brievement les résultats’ obtenus.

La deuxieme pondération du graphe était issue des probabilités de
transition d'état observées dans la classe I avant l'intervention du maitre, la premiere
pondération se voulait optimiste par rapport a elle.

- En fonctionnement fortement jsolé elles correspondent respective-
ment a des états finaux de classe approximativement égaux a :

(14E, 3AR, 2AC, 1AP) et (10E, 5AR, 4AC, 1AP)
Toute possibilité d'un tel fonctionnement est donc exclue.

- La diffusion, méme simplement locale diminue fortement les probabi-

lités d'abandens puisque, suivant qu'il s'agisse d'équipes de 2 ou & €léves, on passe

de :
(I4E, 3AR, 2AC, 1AP) 2 (10, 5, &, 1)
(58,6, 1) approximativement
et de
(I0E, 5AR, 4AC, IAP) 2( 5, 8, 6, 1)
(2, 10,7, 1) appreximativement

Mais elle ne suffit pas a garantir une viabilité réelle du systeme
hors intervention du maltre car, commenous I'avons montré dans I'étude des blocages,
la diffusion ne s'effectue que lentement et pendant plus de temps qu'il n'est acceptable,
plus du tiers dekclasse est dans 1'état d'abandon E.

La viabilité du systéme hors intervention du maitre nécessite donc
que la diffusion globale puisse exister. ’

- Dés que la diffusion cesse d'étre locale, les abandons deviennent
quasiment inexistants, etlorsque le coefficient de diffusion globale croit, les moyennes
d'états finaux évoluent, de plus en plus au bénéfice de AR, pour se stabiliser quelle
que soit la pondération et la taille des équipes au voisinage de (OE, 14#AR, 5AC, 1AP).

De plus, la répartition des états finaux évolue aussi et en particulier

les répartitions obtenues pour d = I, sont significativement différentes de celles associées
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,

a des histoires simples de mémes moyennes d'etats finaux. Les différences apparaissent
dés que la diffusion existe, méme simplement locale, ellesse traduisent par un étalement
des distributions'de E, AR et AC et 'apparition de dents de scie rapprochées. Ceci
Vcontraste avec les répartitions d'histoires simples, qui, elles, sont théoriquement
associées a des lois binomiales.
Ces différences s'amplifient lorsque d croit jusqu'a aboutir pour

d = | 3 des répartitions & deux pics nettement marqués et éloignés I'un de 'autre.
II s'ensuit une augmentation notable des histoires présentant un état final de classe,
c'est-a-dire pour lesquelles un des états finaux draine une forte majorité d'éldves,
En effet, pour une moyenne d'états finaux de 0, 14,5, 1), on obtient dans le cadre
d'un fonctionnement sans diffusion environ 60 % d'histoires a état final decjasge .,
toutes au profit de la procédure dominante qui est ici AR. Nous avons obtenu dans
les simulations avec diffusion globale systématique les pourcentages suivants : 72.5%
(pondération 1 - équipes de &) - $2% {pondération | - équipes de 2) - 93.5% (pondération
2 - équipes de 4) - 95% (pondération 2 - équipes de 2). De plus, et ceci répond 3 une
question posée au paragraphe II-B, malgré la faible moyenne associde: AC, on note
dans tous les cas, des états finaux de classe en AC, en nombre non dérisoire, les valeurs
relatives au quatre nombres donnés ci-dessus étant : 9%, 10.5%, 15%, 18.5%. Dans
toutes les situations ol le coefficient de diffusion globale est non nul, le pourcentage
de telles histoires est compris entre 8.5% et 33%, le maximum ayant éte obtenu pour
d = 0.5 diffusion par équipes de 2, sous pondération 2. Vis‘a-vis.de la variable : "pourcen-
tage des histoires aétat final de classe”, les 16 situations étudiées présentent une hiérar-
chie nette :

pondération 2 ~, Pondération 2 \_ pondération 1 pondération 1

équipes de 2 7 équipes de 4 équipes de 2 équipes de &4
qui correspond a un ordre produit {pondération x taille des équipes) ou la priorité irait
a la variable pondération.

Cette méme hiérarchie se retrouve inversée, lorsque étudiant les
états intermédiaires de classe, on détermine les niveaux de blocage, ol lorsque I'on
envisage les longueurs (ou durées) des histoires de classe.

En ce qui concerne les blocages, les données recueillies montrent
que acceptatioh d'un seuil raisonnable de niveau de blocage, impose pour la pondération
2 un fonctionnement a diffusion globale systématique, pour la pondération ! un fonction-
nement a forte diffusion globale, mais que dans aucun cas, la diffusion, quelle que

soit sa nature, ne permet d'éviter le blocage dans plus de 70 % des histoires.



Si l'on respecte les contraintes liées au blocage, l'augmentation des
longueurs d'histoire du fait de la diffusion reste faible : les moyennes passent de-8.90
unités d'horloge (histoires simples) a cu. plus 10.19 pour la pondération 1; de 8.64 unités
d'horloge (histoires simples) a au plus 9.97 pour la pondération 2. Les ecarts-types
sur les moyennes, tous inférieurs a 0.072, montrent la concentration des répartitions des

longueurs d'histoires.

Ainsi donc les résultats des différentes.analyses concourrent pour
assurer certains faits, en particulier :

- I'impossibilité, vues les caractéristiques de fermeture et de disconti-
nuité de la situation de garantir la viabilité du systeme dans le cadre d’un fonctionnement
fortement isolé ou méme d'un fonctionnement ol les interactions entre éleves seraient
limitées au cadre des équipes. -

- la possibilité d'une gestion de la classe ol le maitre, sans apporter
d'information, jouerait le réle d'organisateur de la diffusion au niveau global,

- la probabilité élevée dans l€cadre d'un tel fonctionnement qu'apparais-
se en fin de compte un état final de classe, sans que I'on puisse garantir que cet état
final correspondra a la prédominance de AR ou de AC, en un temps compatible avec
les exigences du systeme scolaire,

- 'impossibilité de garantir I'absence de blocage.

Ce faisant, ils nous donnent des éléments pour mieux comprendre
I'évolution du systéme dynamique, qu”est le systeme classe, dans cette situation précise,
donc, pour interprétgr mieux et plus rapidement._ les indices que !'on pourra recueillir
en temps réel, lors d'une expérimentation réelle, et en fin de compte, mieux agir,
des que cela devient nécessaire, pour préserver la viabilité du systéme tout en laissant

aux éleves la responsabilité de la recherche.

A ce point de la réflexion, une question se pose naturellement, celle
de la fiabilité, de la portée des résultats obtenus et, sous-jacente, de la méthodologie
particuliere que nous avons utilisée ici.

Cette question appelle des réponses a plusieurs niveaux, les uns techni-

ques, les autres plus philosophiques.

. Au niveau technique, un premier probleme se pose, celui de savoir

dans quelle mesure, les 200 simulations qui ont eté effectuées dans chaque cas rendent
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compte effectivement du fonctionnement du modele dans chacun de ces cas. Il nous
semble que {'analyse que nous avons effectuée dans le paragraphe IV des écarts entre
simulations associées au méme cas, la comparaison systématique que nous avons menée,
lorsque cela était possible, entre les données expérimentales et les valeurs théoriques
correspondantes, les résultats qu'elle a fournis montrent qu'en interprétant avec une
certaine prudence, ce que nous espérons avoir fait, les expérimentations fictives réalisées,
nous n'avons paspris de risque a ce niveau.

Ajoutons que lorsque les 2 simulations des histoires avec diffusion
nous semblaient par trop divergentes, ou lorsque des écarts significatifs existaient entre
les données expérimentales et théoriques, nous avons.procédé a de nouvelles séries
de simulations. Nous n'en faisons pas éta‘t ici, car elles n'ont fait que confirmer les
interprétations effectuées. Sotilignons simplement, a titre anecdotique, que nous nous
sommes livrée avec ces nouvelles simulations a l'expérience suivante : chercher a
déterminer 3 partir des résultats globaux d'une simulation auquel des 16 cas elle corres-
pond et que la réponse fournie a toujours été la bonne.

. Une deuxiéme question se pose : le modéle construit a été élabore
3 partir des observations menées lors de deux expérimentations réelles. Comme nous
I'avons souligné, a plusieurs reprises, dans le paragraphe III, il n'est pas la copie conforme
de ces observations-D'une part, parce qu'il place les dynamiques observées au sein
d'un cadre plus général, d'autre part, parce que les données recueillies, pour si soigneuse
qu'ait été l'observation dans les classes et si sommaire que soit le modele, sont trop
peu nombreuses et précises pour permettre un ajustement biunivoque aux variables du
modeéle. Quel sens a-t-il ? Nous voudrions préciser que les remarques précedentes ne
ruinent pas 2 nos yeux la validité de la démarche. Pour nous, comme nous l'avons souligné
au. chapitre I, le modele est un auxiliaire : permettant de limiter en partie la complexité
de la réalité, capable d'un fonctionnement autonome, il nous permet a la fois de nous
focaliser sur certains aspects de cette réalité que nous estimons, a un moment donné,
vis-3-vis d'un questionnement précis, importants, de confronter a leur sujet les résultats
expérimentaux a ceux issus du fonctionnement logique du modele, en cas d'accord d'aller
plus loin que ne le permettait la simple étude expérimentale,en cas de désaccord de
rechercher les hypotheses implicites ou explicites 3 la construction du modele qui sont
3 rejeter.C'est le sens que nous donnons au modele construit ici et notons que, non
seulement il a permis de reproduire des effets comparables a ceux réellernent observes

mais aussi d'en préciser les conditions d'apparition, le niveau de nécessité. Donc vis-a-vis
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du probleme posé, celui de la reproductibilité des situations didactiques, il s'est avéré

d'une certaine efficacité.

[49]

[50]

[51]
[521

[53]
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Les questjons que nous avions posées dans !l'introduction de cette
recherche €taient les suivantes.

Pour une réalisation didactique en milieu scolaire :

- Quel sens ont les phénomenes observes et quelles sont les variables
qui les déterminent ?

- Quel rapport existe-t-il entre I'histoire de la classe et les histoires
individuelles des éleves 7 '

- Peut-on dépasser un discours descriptif et arriver a un discours

explicatif, voire predictif, au niveau des éleves, au niveau de la classe ?

L'étude bibliographique menée au chapitre | a montré que, bien que
ces préoccupations ne soient pas absentes des publications didactiques, elles n'étaient
que rarement explicitées en tant que telles et que, lorsque c'était le cas, elles donnaient
davantage lieu a des considérations d'ordre idéologique qu'a une réelle approche scienti-
figue. On en trouvait une amorce dans l'importance accordée aux analyses a priori
des situations qui engageait les réalisations didactiques dans un processus de prévision,
mais, en sens inverse, le caractere nécessairement schématisant de la présentation
des recherches, l'accent mis sur les régularités individuelles constatées, la non prise
en compte a un niveau autre qu'anecdotique des phénomeénes d'interaction collectifs
au sein des classes, tout cela confortait un modele nalf de la reproductibilité des situa-

tions didactiques.

Déux questions se posaient alors :

- Est-ce que !'inadéquation du modele naif est essentiellement causée
par le fait qu'il ne tient pas compte des phénomenes d'interaction au sein de la classe
et qu'en réalité ce sont eux qui, en amplifiant les régularités individuelles, leur permet- ‘
tent de se manifester a un niveau d'approximation raisonnable en dépit de la taille
réduite de I'échantilion classe ?

- Si ce n'est pas le cas, la question de la reproductibilité des situations
didactiques peut-elle avoir un sens ? A quel niveau faut-il la situer ?

A ce stade du travail, il nous a semblé nécessaire de quitter le domaine
général et théorique qui avait été le ndtre jusqu'alors pour revenir aux situations précises
qui avaient suscité le questionnement initial. Nous avons choisi de travailler sur la
premiere des situations expérimentées lors de la recherche sur les conceptions du cercle
a I'école eiémentaire, celle des disques.

Elle avait donné lieu dans deux classes a des observations précises
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et la masse des données recueillies par ailleurs au cours des différentes phases de la
recherche (analyse épistémologique - analyse des objets d'enseignement - pré-expérimen-
tation - expérimentation - entretiens individuels) nous permettait d'insérer les phénomanes
observés a propos de cette situation particuliere. dans un tissu de faits qui guidait leur
interprétation. C'est d'ailleurs pourquoi nous avons consacré le chapitre Il ayne présen-
.tation de l'ensemble de cette recherche, reprenant un article paru dans la revue Recher-
ches en Didactique des Mathématiques.

Dans un premier temps, nous avons construit un modele qualitatif
de la dynamique de cette situation, mettant en évidence :

- d'une part, les régularités individuelles qui gouvernaient les compor-
tements des éleves,

- d'autre part, les phénomenes d'interaction au sein de la classe,
et bien sir, la facon dont ces derniers jouaient pour moduler I'expression des régularités
individuelles.

A partir de ce point, une démarche naturelle aurait sans doute consisté
a s'engager dans un processus de validation du modele construit, par l'organisation
d'expérimentations nouvelles. On aurait alors instauré entre "modéles” et "observations"
une dialectique ayant pour objet d'aboutir 3 un modele valide puis de déterminer, pour
répondre aux questions concernant la reproductibilité, les éléments stables de la dynami-
que associée.

Ce n'est pas cette démarche que nous avons adoptée. Dans le chapitre
IV, nous avons expliqué pourquoi elle ne nous semblait pas un moyen économiqpement
raisonnable d'approcher la reproductibilité et pourquoi il nous semblaijt nécessaire,
pour la recherche, de trouver le moyen de "rentabiliser” au maximum les observations

dans les classes. C'est a la recherche de tels moyens que nous nous sommes attachée..

L'idée exploitée fut de pousser le plus loin possible I'étude théorique
" du modele construit. Pour ce faire, nous lui avons associé une famiile de modeles quanti-

tatifs, stochastiques, a états et temps discrets susceptibles d'une simulation sur ordina-

teur. Dans cette optique, les simulations prenaient le statut d'expériences fictives

que l'on pouvait multiplier pour un coit modique, ceci permettant d'explorer le fonc-
tionnement du modele. Sans se substituer aux expérimentations reelles, elles compleétaient
celles déja réalisées et éventuellement nous aideraient dans 1'organisation des observa-
tions ultérieures. Puisqu'il était impossible de simuler tous les modeles de la famille,
il nous a ensuite fallu choisir dans }'ensemble des variables celles dont I'analyse menée
nous laissait supposer qu'elles jouaient un role essentie! dans la dynamique de la situation.
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C'est ainsi que, dans ce cas, nous avons choisi de comparer les dynamiques associées
a:

- 2 taux d'abandons

- 2 tailles d'equipes

- & modes de diffusion des procedures,
soit, au total, 16 cas distincts. Ceci. ne constitue, c'est évident,qu'une exploration
trés limitée du fonctionnement du modéle construit. Mais, pour si limitée qu'elle soit,
elle a permis comme le montre la conclusion du chapitre IV, d'obtenir des résultats
importants concernant la dynamique de la situation. Nous n'y reviendrons pas ici, le
lecteur les ayant sans aucun doute encore présents a l'esprit.

Quelles sont leurs conséquences au niveau de la reproductibilité ?

Nous avons montré que, pour cette situation précise, il était sans
doute vain de chercher la reproductibilité dans celle d'une histoire particuliere méme
en incluant une approximation par le biais des voisinages d'histoire. En effet, la diffusion
module l'expression des régularités individuelles dans le sens de la création de: structures
présentant des caractéristiques communes, par exemple l'existence d'un état final
de classe, mais, on I'a vu, ces caractéristiques ne peuvent s'exprimer en termes d’appar-
tenance au voisinage d'une histoire donnée.

Le probléeme qui se pose alors est de déterminer & quel niveau se
situent les régularités de la dynamique. De ce point de vue, deux phénomenes nous
paraissent ici essentiels :

- la forte probabilité de structures a état final de classe lorsque
la diffusion globale a un coefficient élevé

- la forte probabilité d'existence de blocages que la simple diffusion
locale ou une diffusion globale a faible coefficient ne permettent pas de surmonter
en un temps compatible avec les exigences scolaires. D'ou, dans tous les cas, la forte
probabilité de structures a état final de classe, que la diffusion globale soit spontanée
comme dans la classe I observée, ou forcée comme dans la classe I

Ainsi dans cette dynamique, le maftre joue un rdle essentiel. Il est
un acteur décisif de la reproductibilité : c'est lui qui, en cas de blocage prolongé,
a en charge d'assurer la viabilité de la situation. S'il le fait en modifiant la structure
des interactions au sein de la classe, dans le sens indiqué plus haut, il force, par une
intervention limitée, a un moment précis, la dynamique initiale a bifurquer vers une

dynamique viable a état final de classe.
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Donc la reproductibilité pour résumer ce qui précéde, est a chercher
plus au niveau des structures d'histoires que des histoires elles-mémes et dans la repro-

duction de ces structures le maitre a un réle certes limité mais actif a jouer.

Bien sir, les résultats obtenus ici sont liés a la situation étudice.
Si 'on se pose le probleme général de la reproductibilité des situations didactiques,
cette situation est particuliere a plus d'un titre :

- Il ne s'agit pas de la situation d'enseignement traditionnelle typique.
Les {levesont a résoudre un probleme qui, pour eux, a un sens mais pour lequel on
ne leur a pas communiquéde procédures de résolution plus ou moins algorithmisées.
De plus, il ne semble pas nécessaire que le maltre intervienne en apportant de l'infor-
mation pour que le groupe classe parvienne a résoudre le probleme posé. I est clair
qu'on est loin ici du classique,"j 'apprends, j'applique! Mais, comme nous I'expliquions
au chapitre I, ce n'est pas pour autant que l'étude de la gestion de ce type de situations
constitue pour le didacticienun sujet marginal :

* d'une part, parce qu'il s'attache autant a construire des situations
qui garantissent un fonctionnement satisfaisant de la connaissance qu'a analyser la
pratique usuelle, il n'est pas tenu de se soumettre a une hiérarchie fondée sur les fré-
quences d'emploi,

* d'autre part, parce que l'expérience montre que ces situations ou
fe maitre, tout en exercant un contréle sur la dynamique de la classe, a le souci de
laisser le plus possible aux éleéves la responsabilité de la construction de leur savoir,
sont des situations difficiles a gérer. En l'absence d'informations précises sur a la fois
les certitudes et les incertitudes de leur dynamique, sur les moments clefs de décision,
I'enseignant a tendance a forcer la reproduction des dynamiques deja observées par
ailleurs et décrites dans les documents transmis, la réalisation de cette reproductibilité

externe se faisant souvent contre une reproductibilité au niveau du sens.

- Dans les phénomenes d'interaction, la diffusion des procedures occupe

une place prépondérante. Il est clair que le domaine considéré ici : la géométrie, la

tche elle-méme fixée dans ce domaine : construction d'une figure, ne sont pas neutres
de ce point de vue. En effet, la diffusion est facilitée par le fait que 2 la fois le contrdle
de l'adaptation d'une procédure a la résolution du probléme posé et son adoption techni-
que peuvent se faire a un niveau purement perceptif. Les récentes recherches en psycho-

logie sociale de I'équipe de Geneve (Doise. W, G. Mugny B3, A.N. Perret -Clermont
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[59), les travaux de didactique des mathematiques d'équipes comme celles de I'IMAG
3 Grenoble, concernant des situations de communicatienhors-classe (C. Laborde [8],
N. Balacheif {13]) montrent nettement que la diffusion n'est qu'une des formes possibles
d'interaction dans la construction des connaissances et que ce n'est pas toujours celle

dont les effets sont prépondérants.

- Enfin, la situation est, comme nous I'avons souligné, dans le chapitre
IV discontinue et fermée. Ces caractéristiques rendent les risques de blocage importants
et le nombre de centres de diffusion possibles faible. Ces deux facteurs se conjuguent
pour assurer une probabilité relativement forte de structures 3 état final de classe,
comme en témoigne la comparaison des dynamiques associées aux deux taux d'abandon

envisages.

Ceci étant dit, si les resultats précis obtenus sont spécifiques du
modele envisagé donc, a travers lui, de la situation étudiée, les caractéristiques qualita-
tives qui en decoulent concernant la dynamique de la situation dépassent largement
le cadre de la situation des disques. En effet, les facteurs qui les déterminent : existence
et opposition de deux hiérarchies de procédures conditionnant la discontinuité et la
fermeture de la situation, facilité de la diffusion ... ne sont pas spécifiques de cette
situation particuliere. Cette étude devrait donc permettre d'avancer dans l'étude des
problemes liés a la reproductibilité non seulement de cette situation précise mais aussi
de toute une classe de situations.

Mais il ne faudrait pas réduire les résultats de cette recherche aux
données qu'elle apporte concernant la reproductibilité. Sa portée est, a nos yeux, tout
autant méthodologique. En effet, il ne fait aucun doute, nous semble-t-il que la méthode
utilisée d'exploration d'un modele théorique de la situation au moyen de simulations
sur ordinateur, nous a permis d'elargir notre champ de vision, de nous dégager des
réalisations particulieres observées, d'augmenter sensiblement notre connaissance de
la situation. Elle présentera donc un intérét pour le didacticien si son coflit n'est pas
prohibitif. Dans ce cas précis, le colt matériel nous semble raisonnable : la réalisation
des simulations ne pécessite pas un matériel sophistiqué et un micro-ordinateur du niveau
d'un IBM PC suffit largement. En fait, nous avons mis au point les programmes de
simulation sur un micro-ordinateur plus rudimentaire. qui avait l'avantage d'étre tres
souvent disponible et le programme définitif a été transféré sur un BFM. Actuellement,
la simuiation d'une série de 100 histoires nécessite environ 4 minutes (impression des

résultats non comprise).
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Si I'on ajoute a ceci le fait qu'un petit nombre de séries de simulations
a suffi, dans tous les cas étudiés, a obtenir des régularités significatives sur le fonction-
nement du modele, vile niveau d'approximation requis au niveau d'histoires de classe,
les résultats sont encourageants. ’

II n'en reste pas moins que cette partie de larecherchea été cofiteuse
en temps, mais les probiémes rencontrés ont été, il faut l'avouer, plus théoriques que
pratiques. Finalement, a ce stade du travail, nous estimons que la voie ansi ouverte
devrait pouvoir se révéler fructueuse dans I'étude de ce vaste champ de recherches
qu'est la reproductibilite des situations didactiques. Nous sommes trés consciente.
de n'avoir fait qu'un modeste pas dans cette direction. Il nous faut maintenant prolonger
ce travail a d'autressituations en se donnant les moyens en particulier, par l'utilisation
de techniques experimentales variées (entretiens individuels, travail en petits groupes,
travail collectif en situation scolaire), de mieux contr8ler que cela ne l'avait été dans
la recherche sur le cercle, ce qui releve de régularités individuelles et ce qui releve

d'interactions collectives.

ANNEXE 1

DOCUMENTS COMPLEMENTAIRES POUR LE CHAPITRE 2
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nl 10 i1 12 13 14 15 16 17
-d
A= .1 959 960 .963 902 917 .935 .956 978
4) () (u) (3) (3) (3) 3) (3)
3: 2 385 887 .892 902 917 .807 844 894
3) (3 (3) 3) 3) (2) (2) 2
nl 18 9 20
d
o = 957 925 i
(2) (0 (o)
d
d = .957 925 i
(2) (1) Q)
SEUILS DE DISTANCE POUR DES CHAMPS PONDERES A 2 ORBITES (N = 20)
POUR UNE REPRODUCTIBILITE AUX SEUILSX = .i et¥= .2
nl 15 16 17 18 19 20 21 22
d
ol = 901 .902 904 .908 914 921 930 940
® O] (&) ) ()] @) @) %)
d
A= .800 .801 .804 .809 816 .826 .839 854
(3} 3) 3) (3) 3) (3) 3) (3)
nl 23 24 25 26 27 28 29 30
d
= -1 952 964 920 948 974 954 923 1
@) () (3) (3) (3) (2) (1) )
d
A = .873 .895 - 920 .828 884 954 923 1
((3) (3) 3) (2) (2) 2 ) ©0)

SEUILS DE DISTANCE POUR DES CHAMPS PONDERES A 2 ORBITES (N = 30)

POUR UNE REPRODUCTIBILITE AUX SEUILS &= .| etof =. 2
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(@@ (8D | (72 | (6.3 | (6.2 |58 |53 | (4,3
3\ =1 946 969 2949 .950 937 935 929 925
N =20 3 ®) ®) () ) @) ) ()
d

A = .2 809 891 850 845 831 813 802 | .925
N =20 [ @) 3 () 3 3) 3) ()
d

A=l 956 .909 947 ou8 | ,936 | .932 926 | 922
N =30 ®) ®) (5) 5 ) (%) ) ()
d

o = .2 872 909 872 363 854 839 829 | .818
N = 30 3) ) ) ®) @) ) @) @)

SEUILS DE DISTANCE POUR DES CHAMPS PONDERES A 3 ORBITES

(N = 20 et N = 30) POUR UNE REPRODUCTIBILITE AUX SEUILS

A= .1 etk=.2
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PONDERATION 1

PONDERATION 2

Equipes de 2 Equipes de &4 Equipes de 2 Equipes de &
n AR | AC AR | AC AR | ac AR AC
0 0 0 0 1 2.5 7 3 6
1 1 4.5 0 3 2.5 | 5.5 2. 11
2 2.5 | 7.5 1 6 9.5 |19.5 1.5 5
3 2 10 3.5 | 7.5 10.5 | 9.5 5 5
4 5 12 2 9 8 | 15 4.5 | 14.5
5 5 17 3 |5 3 [ 6.5 3.5 12
6 8.5 13 25 | 8.5 2 6 2.5 | 3.5
7 2.5 4 3.5 10 0| 0.5 1.5 ] 35
8 1.5 3 55 | 6.5 0 1 2.5 8
9 1 1 4 9 0.5 0 2.5 5.5
10 0 1 5.5 3 0.5 0 3.5 1
1| 65 2 8.5 3 0 0 5.5 1.5
12 | 55 | 45 9 2 1| 2.5 9 3
13 1125 | w5 8.5 | 2.5 1.5 2 4.5 2
1t | 15.5 7 11.5 1.5 10 | us g | 2.5
15 12 3 12.5 2 12 3 12.5 3
16 8 | 25 7.5 2 12 | 7.5 12.5 5
17 | 45 1 6 3 8.5 | 4.5 5.5 2
18 5 1.5 4 0 9.5 | 45 6 | 2.5
19 | 1.5 i 2.5 0 & |05 7.5 1.5
20 0 0 0.5 0 2.5 | 0.5 3 2

REPARTITION DES ETATS FINAUX AR ET AC POUR LES SIMULATIONS

AVEC DIFFUSION GLOBALE DE.COEFFICIENT. 0.25 (EFFECTIF

DADDMDTE A 11ANY
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PONDERATION 1

PONDERATION 2

Equipes .2 Equipes de 4 Equipes de 2 Equipes de &
n AR AC AR AC AR AC AR AC
0 0 0.5 0 0 i.5 5 2.5 9.5
1 1 5.5 0.5 5 4.5 11 3 15
2 5.5 10 1 9 10.5 19 3.5 9.5
3 3.5 | 215 2 10 1.5 12 3.5 13
4 2.5 16 4 |18.5 3.5 10 3.5 | 13.5
5 t. 12 3 13 2 |45 4.5 5.5
6 1 10 3 125 1 3 2.5 1.5
7 1 5 2.5 k3 0.5 1 1.5 6
8 1 2 2 3 1 0 2 1.5
9 0 1 3 2.5 0.5 0 0.5 0
10 0.5 1 3.5 3.5 1 0 1.5 0.5
11 4.5 0 3 2.5 0 0 1 1
12 6 1 7 1.5 0.5 0 4 3
13 9.5 1 11.5 2.5 3.5 1 3.5 1.5
I | 14.5 2 12.5 2 6 |1.5 6.5 3
15 | 15.5 2 18.5 3 6 {3.5 7 4.5
16 15 3.5 3 2 10 |85 12 5
17 12 3.5 9 0.5 14.5 |7.5 12 1.5
18 5 2 4.5 1 13 3 10 2.5
19 1 0.5 1.5 ] 5.5 3.5 12.5 1.5
20 0 0 0 0 3.5 1 3 1

REPARTITION DES ETATS FINAUX AR ET AC POUR LES SIMULATIONS

AVEC DIFFUSION GLOBALE DE COEFFICIENT .5

ICIrrCr, TIr DADOSNDTE A 1naN0)

n E AR AC AP
0 3.92642 8.14421 52.61331
1 13.79822 21.76035 34.33665
2 23.03259 22.13681 10.64422
3 0.00005 2#.28'231 12.56872 2.08400
4 0.00048 18.13322 5.37314 0.28901
5 0.00357 10.19579 1.79455 0.0301.8
6 0.02091 4.47875 0.479438 0.00246
7 0.09811 1.57392 0.10409 0.00016
8 0.37395 0,44940 0.01854
9 1.16953 0.10529 0.00272
10 3.01757 0.02035 0.00033
11 6.43456 0.00325 0.00003
12 11.31968 0.00043
13 16.33935 0.00005
14 19.162l79
15 17.97930
16 13.17883
17 7.27348
13 2.84345
19. 0.70206
20 0.08234
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REPARTITION THEORIQUE D'ETATS FINAUX POUR LA PONDERATION 2
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10 REM SIMULATION SITUATION DES DISQUES
20 GOSUB 1000 :REM ENTREE DES VARIABLES DU MODELE
30 GOSUB 2000 :REM INITIALISATION DE LA SEQUENCE
40 FOR H=1 TO 100 : REM H COMPTEUR D "HISTOIRES
50 GOSUB 3000 : REM INITIALISATION DE L "HISTOIRE
60 FOR J=1 TO 20 : REM J HORLOGE D HISTOIRE
70 GOSUB 4000 : REM CHANGEMENT D ‘ETAT DE L "HISTOIRE DIFFUSEE
80 IF T=1 THEN GOSUB 5000 : REM CHANGEMENT D ‘ETAT DE L ‘HISTOIRE SIMPLE
90 IF J>3 AND E>0 THEN GOSUB 6000 : REM DIFFUSION LOCALE
100 IF J>3 AND E>0 THEN GOSUB 7000 : REM DIFFUSION GLOBALE
110 IF J>3 AND E>=BO THEN BL=BL+1l : REM COMPTEUR DE BLOCAGE
120 GOSUB 8000 : REM IMPRESSION DE L°ETAT DE LA CLASSE
130 IF E+AR+AC+AP = N THEN J2=J : J=20 : REM TEST DE FIN D HISTOIRE
140 NEXT J
150 GOSUB 9000 : REM IMPRESSION DES RESULTATS .DE L "HISTOIRE
160 GOSUB 10000 : REM ACTUALISATION DES DONNEES DE LA SEQUENCE
170 NEXT H
180 GOSUB 11000 : REM IMPRESSION DES RESULTATS DE LA SEQUENCE
190 END
200 REM
300 REM
1000 REM ENTREE DES VARIABLES DU MODELE
1010 INPUT "PROBABILITES PR1,PC1,PP1";Q1,02,03
: 1020 INPUT "PROBABILITES PR2,PC2,PP2";Q4,05,06
ANNEXE I . 1030 INPUT "PROBABILITES PR3,PC3,PP3";Q7,08,09
I — ’ : 1040 INPUT "PROBABILITES P5,P7";P5,P7
1050 INPUT "NOMBRE D “ELEVES" ;N
1060 INPUT "TAILLE DES EQUIPES" ;EQ
1070 INPUT "NOMBRE D ‘EQUIPES";G
1080 INPUT "SEUIL DE BLOCAGE" ; BO
: 1090 INPUT "COEFFICIENT DE DIFFUSION GLOBALE" ;D
PROGRAMME DE SIMULATION . 1100 INPUT "HISTOIRE OPTIMALE" ;N1,N2,N3,N4
1110 RETURN
1120 REM
% ) 1130 REM -
2000 REM INITIALISATION DE LA SEQUENCE
2010 RANDOMIZE
2020 REM INITIALISATION DES COMPTEURS D “ETATS FINAUX D ‘HISTOIRES SIMPLES
j 2030 ES=0: RS=0 : CS=0 : PS=0
?. 2040 REM INITIALISATION DES COMPTEURS D 'ETATS FINAUX D ‘HISTOIRES DIFFUSEES
{ 2050 Ep=0 : RD=0 : CD=0 : PD=0 )
2060 REM INITIALISATION DES COMPTEURS DE DUREE D "HISTPOIRES
2070 Js=0 : JD=0
2080 REM INITIALISATION DES COMPTEURS DE DISTANCE A L "HISTOIRE ‘OPTIMALE
2090 EH=0
2100 REM RESERVATION DES TABLEAUX DE REPARTITION DES HISTOIRES SIMPLES
¢ 2110 DIM SE(50),SR(50),SC(50),SP(50)
i 2120 DIM SJ(50),HE(50)
2130 REM RESERVATION DES TABLEAUX DE REPARTITION DES HISTOIRES DIFFUSEES
2140 DIM DE(50),DR(50),DC{50),DP{50)
2150 DIM DJ(50),DB(50)
2160 REM RESERVATION DES TABLEAUX D 'ETATS DES GROUPES
2170 DIM GE(50),GR(50),GC{50),GP(50)
2180 REM RESERVATION DES COMPTEURS DE TEMPS D "EXECUTION
2190 DIM TT(50)
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REM RESERVATION DES TABLEAUX D ETATS DE CLASSE
DIM HSS(N), HD$(N)

REM INITIALISATION DES TABLEAUX

FOR K=1 TO N+1

SE(K)=0 : SR(K)=0 : SC(K)=0 : SP(K)=0

S3(K)=0 : HE(K)=0

DE(K)=0 : DR(K)=0 : DC(K)=0 : DP(K)=0
DI(K)=0 : DB(K)=0

NEXT K

FOR K=1 TO G

GE{K)}=0 : GR(K)=0 : GC(K)=0 : GP(K)=0
NEXT K

RETURN

REM

REM

REM INITIALISATION DE L ‘HISTOIRE

BL=0

T=1

FOR K=1 TO N

TT(K)=1 : HSS$(K)="I1" : HDS$(K)="I1"
NEXT K

RETURN

REM

REM

REM CHANGEMENT D ETAT DE CLASSE DE L "HISTOIRE DIFFUSEE
FOR K=1 TO N

Z=RND

REM TRANSFORMATIONS DE Il

IF HDS$(K)<>"I1" THEN 4090

IF Z<Ql THEN HD$(K)= "R1l" : GOTO 4390
IF 2<Ql+Q2 THEN HD$(K)="C" : GOTO 4390
IF 7Z<Ql1+4+Q2+Q3 THEN HD$(K)="P" : GOTO 4390
HDS(K)="I2" : GOTO 4390

REM TRANSFORMATION DE I2

IF HDS$(K)<>"I2" THEN 4150

IF 7Z<Q4 THEN HD$(K)="Rl" : GOTO 4390
IF 2<Q4+Q5 THEN HDS$(K)="C" : GOTO 4390
IF 2<Q4+Q5+Q6 THEN HD$(K)="P" : GOTO 4390
HDS(K)="I3" : GOTO 4390

REM TRANSFORMATION DE I3

IF HDS$(K)<>"I3" THEN 4210

IF Z<Q7 THEN HD$(K)="R1" : GOTO 4390

IF Z<Q7+(08 THEN HD$(K)="C" : GOTO 4390

IF 2<Q7+Q8+Q9 THEN HDS(K)="P" : GOTO 4390
HDS (K)="E" : GOTO 4390

REM TRANSFORMATION DE R1

IF HD$(K)<>"R1" THEN 4260

IF TT(K)=1 THEN TT(K)=2 : GOTO 4390

IF 7Z<P7 THEN HD$(K)="R2": TT(K)=1 : GOTO 4390
HDS(K)="AR" : GOTO 4390

REM TRANSFORMATION DE R2

IF HDS$S(K)<>"R2" THEN 4300

IF TT(K)=1 THEN TT(K)=2 : GOTO 4390

HDS$ (K)="AR" : GOTO 4390

REM TRANSFORMATION DE C
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IF HDS$(K)<>"C" THEN 4340

IF TT(K)<4 THEN TT(K)=TT(K)+l1 : GOTO 4390
HDS (K)="AC" : GOTO 4390

REM TRANSFORMATION DE P

IF HDS$(K)<>"P" THEN 4390 -

IF TT(K)<4 THEN TT(K)=TT(K)+1 : GOTO 4390

IF Z<P5 THEN HD$(K)="R2" : TT(K)=1 : GOTO 4390
HDS (K)="AP"
NEXT K

REM ETAT DES GROUPES

FOR M=0 TO G-1

A=1+EQ*M : B=EQ+EQ*M

El=0 : R1=0 : Cl=0 : P1=0

FOR L=A TO B

IF HD$(L)="E" THEN El=El+1

IF HD$(L)="AR" THEN R1=R1l+l

IF HDS$(L)="AC" THEN Cl=Cl+l

IF HDS(L)="AP" THEN Pl=P1l+l

NEXT L

GE{M+1)=El : GR(M+1l)=Rl : GC{(M+1)=Cl : GP(M+1)=P1
NEXT M

REM ETAR GLOBAL DE CLASSE »
E=GE(1) : AR=GR(l) : AC=GC(l) : AP=GP(l)
FOR K=2 TO G

E=E+GE(K) : AR=AR+GR(K) : AC=AC+GC{K) : AP=AP+GP({K)
NEXT K :

RETURN

REM

REM

REM CHANGEMENT D ETAT POUR L 'HISTOIRE SIMPLE
FOR K=1 TO N

IF HS$(X)<>"E" THEN HS$ (K)=HD$(K)
NEXT K

REM ETAT GLOBAL HISTOIRE SIMPLE
E2=0 : R2=0 : C2=0 : P2=0

FOR K=1 TO N

IF HSS(K)="E" THEN E2=E2+1

IF HSS$(K)="AR" THEN R2=R2+]

IF HS$(K)="AC" THEN C2=C2+l

IF HSS(K)="AP" THEN P2=P2+1

NEXT K

REM TEST DE FIN D HISTOIRE SIMPLE
IF E2+R2+C2+P2=N THEN Jl=J : T=0
RETURN

REM

REM

REM DIFFUSION GLOBALE

FOR K=1 TO N )

IF HDS$(K)<>"E" THEN 6130

FOR M=0 TO G-1

A=1+EQ*M : B=EQ+EQ*M

IF K<A OR K>B THEN 6120

Mi=M+1

IF GR(M1)+GC(M1)+GP(M1)<l THEN 6130
E=E-1
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IF GR(M1)>=GC(M1) AND GR(M1l)>=GP(M1) THEN HDS(K)="R1" : GOTO 6130
IF GC(M1)}>GR(M1l) AND GC(M1)}>=GP(Ml) THEN HDS$(K)="C" :TT(K)=2:GOTO 6130
HD$(K)="P" : GOTO 6130

NEXT M

NEXT K

RETURN

REM

REM

REM DIFFUSION GLOBALE

IF D*AR<1 AND D*AC<1 AND D*AP<1 THEN 7100

IF AR>=AC AND AR>= AP THEN V$="R1" : GOTO 7050

IF AC>AR AND AC>=AP THEN V$="C" : GOTO 7050

V$="P" .

FOR K=1 TO N

IF HD$(K)<>"E" THEN 7090

HDS$ (K)=V$ : E=E-1

IF V$="C" THEN TT(K)=2

NEXT K

RETURN

‘REM

REM
REM IMPRESSIOM DE L 'ETAT DE LA CLASSE

FOR K=1 TO N -

LPRINT USING "\ \";HD$(K);

NEXT K

LPRINT

RETURN

REM

REM :

REM IMPRESSION DES RESULTATS DE L "HISTOIRE

LPRINT "HISTOIRE SIMPLE";"E=";E2;"AR=";R2;"AC=";C2;"AP=";P2
LPRINT "DUREE DE L 'HISTOIRE SIMPLE=";J1+1

LPRINT "HISTOIRE DIFFUSEE";"E=";E;"AR=";AR;"AC=";AC;"AP=";AP
LPRINT "DUREE DE L ‘HISTOIRE DIFFUSEE=";J2+1

REM CALCUL DE LA DISTANCE A L HISTOIRE OPTIMALE
X1=ABS(E2-N1) : X2=ABS(R2-N2)

X¥3=ABS(C2-N3) : X4=ABS(P2-N4)

IF X1<X2 THEN Y=X2 ELSE Y=X1

IF Y<X3 THEN Y=X3

IF Y<X4 THEN Y=X4

LPRINT "DISTANCE-SUP=";Y

LPRINT "NIVEAU DE BLOCAGE=";BL

RETURN

REM

REM

10000 REM ACTUALISATION DES DONNEES

10010
10020
10030
10040
10050

REM ACTUALISATION DES COMPTEURS D ETATS FINAUX
ES=ES+E2 : RS=RS+R2

CS=CS+C2 : PS=PS+P2

ED=ED+E : RD=RD+AR

CD=CD+AC : PD=PD+AP

10060 REM ACTUALISATION DES COMPTEURS DE DUREE

10070
10080

JS=Js+J1+1 : JD=JD+J2+1
REM ACTUALISATION DU COMPTEUR DE DISTANCE

10090 EB=EH+Y

10100
10110
10120
10130
10140
10150
10160
10170
10180
10190
10200
10210
11000
11010
11020
11030
11040
11050
11060
11070
11080
11090
11100
11110
11120
11130
11140
11150
11160
11170
11180
11190
11200
11210

REM ACTUALISATION DES TABLEAUX DE REPARTITION
SE(E2+1)=SE(E2+1)+1 : SR(R2+1)=SR(R2+1)}+1
SC(C2+1)=SC(C2+1)+1 SP(P2+1)=SP(P2+1)+1
SI(JL+2)=8J(J1+2)+1

HE(Y+1)=HE(Y+1)+1

DE(E+1)Y=DE(E+1)+1 : DR{AR+1)=DR(AR+1)+1
DC(AC+1)=DC(AC+1)+1 : DP(AP+1)=DP(AP+1)+1
DI(J2+2)=DJ(J2+2)+1

.

DB(BL+1)=DB(BL+1)+1

RETURN

REM

REM

REM IMPRESSION DES RESULTATS FINAUX

REM IMPRESSION DES VALEURS DES COMPTEURS
LPRINT
LPRINT "ETATS FINAUX D HISTOIRES SIMPLES"

LPRINT "E=";ES;"AR=";RS;"AC=" ;CS;"AP=";PS
LPRINT "DUREE DES HISTOIRES SIMPLES=";JS
LPRINT "DISTANCE A L HISTOIRE OPTIMALE=" ;EH
LPRINT "ETATS FINAUX D HISTOIRES DIFFUSEES"
LPRINT "E=";ED;"AR=";RD;"AC=";CD;"AP=";PD
LPRINT "DUREE DES HISTOIRES DIFFUSEES=" ;JD
LPRINT

LPRINT

REM IMPRESSION DES TABLEAUX DE REPARTITION

LPRINT "REPARTITION DES HISTOIRES SIMPLES"
FOR K=1 TO N+1
LPRINT USING "##
NEXT K

LPRINT "REPARTITION DES HISTOIRES DIFFUSEES"
FOR K=1 TO N+1
LPRINT USING "###
NEXT K

RETURN

";SE(K),SR(K),SC(K),SP(K),SJ(K),HE(K)

";DE(K),DR(K),DC(K),DP(K),DJ(K),DB(K)
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ANNEXE IV

UNE EXEMPLE DE SIMULATION

(PONDEKATION 2 - DIFFUSION LOCALE PAR EQUIPES DE 2 -

SIMULATION SUPPLEMENTAIRE)
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RESUME

La thése concerne I’étude de la reproductibilité des situations didactiques. Une étude
bibliographique permet, dans un premier temps, de mettre en évidence un modele dit « naif » de
la reproductibilité, véhiculé souvent de fagon implicite par les écrits didactiques. Ce modele est
mathématisé, en termes d’orbites, de champs pondérés, d’histoires de classe et de voisinages
d’histoires de classe, dans un second temps et ses propriétés sont étudiées. L’étude montre que
la taille de I’échantillon classe est trop petite pour que le passage de I’individuel au collectif
suffise & produire, par simple juxtaposition des régularités significatives et stables. De telles
régularités, si elles sont observées, seraient alors nécessairement le produit d’interactions
diverses éleves- éleéves et éleéves — enseignant. Dans un troisieéme temps, cette hypotheése est
explorée en s’appuyant sur une situation particuliére issue d’une recherche antérieure sur les
conceptions du cercle a I’école élémentaire, ayant semblé particulierement robuste. Un modéle
qualitatif de la dynamique de cette situation est construit intégrant régularités individuelles et
interactions entre éléves au sein de la classe. On lui associe ensuite une famille de modeles
quantitatifs stochastiques construits en s’appuyant sur les données issues de cette recherche.
Les dynamiques correspondantes sont ensuite étudiés par le biais de simulations. Ces
simulations mettent en évidence une probabilité forte d’apparition de régularités, au niveau des
structures d’histoires de classe et non des histoires de classe, comme le prévoyait le modele naif.
Ceci conduit a postuler que les régularités souvent observées, au niveau méme des histoires, dans
la reproduction de situations, sont produites, de fait, par des actions de 1’enseignant, et donc &
s’interroger sur les rapports entre une reproductibilité interne au niveau du sens des situations et
une reproductibilité externe au niveau des histoires : la reproductibilité externe que le modele
naif tend a vouloir faire obtenir ne se constitue-t-elle pas, dans la réalité des classes, au détriment
de la reproductibilité interne qui est celle visée ?
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