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Résumé

Une impulsion laser intense se propageant dans un plasma sous-dense (ne � nc)
déplace les électrons sur son passage et crée une onde de sillage à même d'accélérer
des électrons. Lorsque l'impulsion est très intense (I0 > 1018W.cm−2) et de durée très
courte (τ0 < 100 fs), on atteint le régime de la bulle. Les champs électriques dans ces
bulles, de l'ordre de 100 GV/m, peuvent accélérer un faisceau d'électrons jusqu'au
GeV sur des distances de l'ordre du centimètre. Dans ce régime, les électrons expulsés
par la force pondéromotrice du laser forment une �ne et dense couche à la surface
d'une cavité d'ions restés immobiles. Les propriétés de ce régime sont examinées par
l'intermédiaire d'un modèle analytique, que nous avons développé en nous inspirant
du travail de W. Lu et S. Yi.

En nous plaçant dans ce régime prometteur, nous avons étudié les mécanismes
d'injection et de piégeage dans l'onde de sillage. Après avoir rappelé la théorie du
chau�age stochastique, nous avons déterminé les situations dans lesquelles ce phé-
nomène apparaît lors de l'injection dans l'onde de sillage. Les polarisations linéaires
parallèles ou circulaires positives conduisent respectivement à une injection mettant
en jeu du chau�age stochastique, ou à l'injection froide. Un paramètre de similarité
est introduit, celui-ci permet de déterminer la méthode d'injection la plus appropriée
pour maximiser la charge injectée.

En�n, le modèle analytique présenté en première partie est étendu a�n de tenir
compte de l'in�uence d'un champ magnétique longitudinal initialement appliqué au
plasma. Lorsque le plasma est magnétisé deux phénomènes remarquables se mani-
festent, d'une part une ouverture apparaît à l'arrière de la bulle et d'autre part un
mécanisme d'ampli�cation du champ magnétique longitudinale est induit par la va-
riation du �ux magnétique. Les prédictions de notre modèle analytique relatives à la
forme de l'onde de sillage et aux champs électromagnétiques, qui s'y développent, sont
confrontées aux résultats de simulations PIC 3D issues du code CALDER-Circ. La
conséquence immédiate de la déformation de l'onde de sillage est la réduction, voire
la suppression de l'auto-injection. L'application d'un champ magnétique longitudi-
nal, combinée à un choix judicieux des paramètres laser-plasma, permet de réduire
la dispersion en énergie des faisceaux d'électrons produits après injection optique.
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INTRODUCTION

Un plasma peut être considéré comme un ensemble de charges positives et néga-
tives et de particules neutres. On peut créer un plasma en soumettant par exemple un
gaz d'atomes neutres, à une énergie su�samment importante pour ioniser ce dernier
de façon à créer une population d'électrons libres et d'ions positifs. Les plasmas sont
globalement neutres et à la moindre perturbations, des champs électromagnétiques
très importants peuvent s'y développer. Dans cette thèse, nous étudions l'accélération
d'électrons par une onde de sillage créée par laser. Le laser en se propageant dans
un plasma dilué expulse les électrons qu'il rencontre sur son passage, si l'intensité
du laser est su�sante une région vide d'électron se propage en suivant le laser, il
s'agit de l'onde de sillage. La di�érence de potentiel générée induit de forts champs
électriques dans l'onde de sillage, qui se comporte en l'occurrence comme un milieu
accélérateur. Ces champs électriques peuvent atteindre la centaine de GV/m alors
que la limite des accélérateurs conventionnels est inférieure à 100 MV/m. On gagne
facilement 3 ordres de grandeurs. Cela signi�e qu'on peut accélérer des particules sur
de plus courtes distances et atteindre des énergies élevées. L'équivalent d'une accélé-
ration sur un mètre de plasma revient à une accélération sur une dizaine de kilomètres
avec les accélérateurs de particules conventionnels. Ainsi la taille et le coût des ac-
célérateurs peuvent être réduits et on peut même envisager de nouvelles applications
aux faisceaux accélérés. Le prochain projet d'accélérateur de grande envergure, ILC
(International Linear Collider), dont la construction devrait commencer dans un an
et durer environ 10 ans, prévoit une longueur d'accélération de 30 puis 50 km pour
obtenir des électrons d'environ 500 GeV puis à terme le TeV. Ces accélérateurs de-
venant de plus en plus imposants, il est important de ré�échir à des solutions plus
compactes.

Pour créer des champs capables d'accélérer des électrons, il faut perturber voire
exciter le plasma. La méthode proposée est l'utilisation d'un faisceau laser. Pour
créer l'onde de sillage, un faisceau laser très intense est focalisé sur un gaz. L'apport
d'énergie va, dans un premier temps, ioniser le gaz et former un plasma. La propaga-
tion du faisceau laser va exciter le plasma. Cette perturbation crée une onde plasma
dans le sillage du faisceau laser, le champ électrique résultant a la capacité d'accélérer
e�cacement des électrons. Introduit par Tajima et Dawson [Tajima 1979] à la �n des
années 70, le concept d'accélération par onde de sillage fut d'abord mis en ÷uvre
avec des lasers peu intenses (intensité non relativiste) et des durées de l'ordre de la
picoseconde (0.5 à 2 ps). L'arrivée des impulsions lasers ultra-courtes et très intenses



2 INTRODUCTION

a changé la donne, un nouveau régime d'accélération par onde de sillage appelé le
régime de la bulle a pu être étudié [Pukhov 2002, Kostyukov 2004, Lu 2006]. Dans
ce régime, la force pondéromotrice du laser expulse les électrons très violemment et
produit une bulle, remplie d'ions positifs, entourée par une couche relativement �ne
et dense d'électrons. Dans ce manuscrit nous nous placerons exclusivement dans ce
régime qui présente des caractéristiques très prometteuses pour l'avenir de l'accélé-
ration d'électrons par onde de sillage laser.

Les campagnes expérimentales menées par di�érentes équipes à travers le monde
ont permis de mettre en avant l'intérêt de l'accélération d'électrons par onde de
sillage laser [Leemans 2006, Faure 2004]. Ainsi la limite du GeV a été franchie en
2006 par Leemans et al. [Leemans 2006] notamment grâce à des méthodes de gui-
dage laser (guidage par capillaire par exemple) permettant d'augmenter la longueur
d'accélération du faisceau. L'objectif de concurrencer les accélérateurs linéaires est
encore lointain. A court terme, l'utilisation des accélérateurs laser plasma est da-
vantage envisagée comme outil de diagnostic capable de sonder et d'étudier la ma-
tière à l'échelle des molécules. Des rayonnements aux caractéristiques propices à
ces études peuvent être obtenus suivant les propriétés du faisceau d'électrons accé-
léré par onde de sillage laser [Glinec 2005, Schumaker 2013]. Les propriétés des fais-
ceaux d'électrons, des rayonnements produits et la taille compact de ces accélérateurs
permettent d'envisager des applications dans de nombreux domaines. Par exemple
en médecine pour le traitement de cellules cancéreuses profondes, il est nécessaire
d'avoir des faisceaux d'électrons très énergétiques a�n de ne pas toucher les tissus
sains [DesRosiers 2000, Kainz 2004]. Un faisceau d'électrons avec une faible émittance
pourrait être utilisé a�n d'obtenir un laser à électrons libres [Nakajima 2008].

L'optimisation des propriétés (charge, énergie et caractéristiques transverses) du
faisceau d'électrons accéléré par onde de sillage laser représente la principale moti-
vation de cette thèse. Comme on le verra, dans la suite de ce manuscrit, il existe
di�érents moyens d'injecter les électrons. On parle d'auto-injection [Mangles 2012b]
lorsque des électrons du plasma, attirés par le champ de la bulle, sont piégés. C'est
une méthode sans moyen externe supplémentaire. Il existe plusieurs moyens externes
pour injecter les électrons. On peut injecter des électrons dans la bulle, en utilisant
un second laser contrepropagatif. Ce second laser, d'intensité plus faible, entre en
collision avec le laser principal créant l'onde de sillage. Le battement résultant per-
met l'entrée des électrons par l'avant de la bulle, on parle alors d'injection optique
[Fubiani 2004, Kotaki 2004]. Contrairement à l'auto-injection, les méthodes d'injec-
tion externes permettent un contrôle de la charge et de l'accélération. En particu-
lier, soulignons que l'injection optique a permis d'obtenir des faisceaux quasi mono-
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énergétiques [Faure 2006, Davoine 2008].

Suivant la polarisation choisie pour chacun des lasers, un phénomène de chauf-
fage stochastique est susceptible de se produire. Un électron dans le champ
électromagnétique de deux lasers dont les polarisations sont linéaires et paral-
lèles, a des trajectoires chaotiques. Sous certaines conditions, de nombreuses réso-
nances peuvent se recouvrir et cela peut donner lieu à du chau�age stochastique
[Rax 1992, Bourdier 2005, Patin 2010]. Le chau�age stochastique peut devenir un
élément perturbateur et inhiber le fonctionnement attendu d'un système physique,
c'est par exemple le cas du laser à électrons libres [Bourdier 1994]. Dans l'accélé-
ration d'électrons par onde de sillage laser, le chau�age stochastique se manifeste
en procurant une pré-accélération aux électrons dans la direction de propagation de
l'onde de sillage. Dans cette thèse, l'étude du chau�age stochastique appliqué dans
l'injection optique va permettre de tirer pro�t de cette pré-accélération a�n de piéger
plus facilement les électrons dans une onde de sillage. Les situations dans lesquelles
il sera préférable de l'éviter sont également examinées.

Le travail présenté dans cette thèse s'appuiera sur di�érents outils théoriques et
numériques. L'utilisation de codes PIC (Particle In Cell) va permettre de simuler
l'accélération d'électrons par onde de sillage laser en considérant la plupart des ef-
fets physiques. Les super-calculateurs et la parallélisation des codes sont des moyens
permettant d'ajouter plus de réalisme à nos simulations. Cela permet par exemple
de considérer un grand nombre de particules interagissant entre elles dans les simu-
lations ou/et d'utiliser des boîtes de simulation plus grandes. En outre, cela ouvre la
possibilité d'e�ectuer des simulations complètement 3D. Cette caractéristique s'avère
particulièrement précieuse pour modéliser �nement la formation de l'onde de sillage.
Des conditions di�cilement réalisables expérimentalement peuvent être explorées de
façon intensive avec un code PIC. Ainsi, on va pouvoir étudier l'accélération par
onde de sillage laser dans des régimes d'intensité laser relativiste avec ou sans champ
magnétique intense (∼ 100T ) initialement appliqué au plasma.

L'utilisation d'un champ magnétique intense a déjà été étudiée dans le cadre
de l'accélération par onde de sillage laser [Hur 2008, Vieira 2011] notamment dans
le but d'améliorer le piégeage des électrons. En présence d'un champ magnétique
su�samment intense, l'action de la force de Laplace ainsi que les e�ets induits par
la loi de Lenz-Faraday modi�ent les trajectoires électroniques au niveau de la couche
limite de l'onde de sillage. Par conséquent, l'in�uence du champ magnétique sur
l'onde de sillage et les champs électromagnétiques à l'intérieur doit être explorée. Les
altérations subies par l'onde de sillage, en plasma magnétisé, impacteront évidemment
les mécanismes de piégeage des particules. En�n, nous examinerons dans quelles
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mesures la qualité du faisceau peut être améliorée, lorsqu'on se place dans le régime
de la bulle en plasma magnétisé.

Plan de la thèse

Cette thèse est organisée en trois parties :
• Le premier chapitre, de nature introductive, a pour but de rappeler les concepts
fondamentaux de l'accélération d'électrons par onde de sillage c'est à dire la
création de l'onde de sillage, l'injection puis le piégeage des particules et en�n
l'accélération de ces particules. Un modèle à une dimension permet de com-
prendre les di�érents mécanismes liés à l'accélération d'électrons par onde de
sillage. On rappelle les di�érentes méthodes d'injection des électrons qui seront
abordées dans ce manuscrit. Puis, on présente une liste non exhaustive des
applications de l'accélération par onde de sillage laser.
Dans un second chapitre, nous étudions en détails le régime de la bulle en
nous appuyant sur les modèles de Lu et al. [Lu 2006] et Yi et al. [Yi 2013].
Avec ce modèle, nous pourrons décrire �nement la forme de l'onde de sillage
et les champs qui s'y développent dans le régime de la bulle. En e�ectuant
des comparaisons avec les simulations PIC, nous montrerons la pertinence du
modèle adopté.
• La seconde partie concerne l'apport du chau�age stochastique dans l'accéléra-
tion par onde de sillage.
Dans le troisième chapitre, nous présentons la théorie du chau�age stochastique
en utilisant la dynamique hamiltonienne. En partant d'une théorie à une parti-
cule dans des ondes planes, on détermine les critères d'apparition du chau�age
stochastique [Rax 1992, Bourdier 2005, Patin 2010]. Cette théorie est étendue
à des plasmas puis à des impulsions courtes à l'aide de simulations numériques.
On montre ainsi que l'utilisation du chau�age stochastique est envisageable
dans l'accélération d'électrons par onde de sillage dans le contexte de l'injec-
tion optique.
Dans le quatrième chapitre de cette thèse nous examinons comment le chauf-
fage stochastique se manifeste lors de l'injection des électrons dans une onde
de sillage. La comparaison des di�érents schémas de polarisation en injection
optique [Fubiani 2004, Kotaki 2004] nous permet de déterminer le rôle du chauf-
fage stochastique dans le piégeage des électrons. Les mécanismes et les situa-
tions qui favorisent le chau�age stochastique pour maximiser la charge piégée
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sont disséqués. Nous verrons que le rapport entre la longueur de collision et le
rayon longitudinal de la bulle détermine le meilleur choix de polarisation vis
à vis de la charge piégée. Nous abordons également les e�ets d'inhibition de
l'onde de sillage, qui comme nous le verrons, sont moins prononcés en présence
de chau�age stochastique.
• En�n la troisième partie concerne l'in�uence d'un champ magnétique longitu-
dinal initialement appliqué au plasma sur l'accélération par onde de sillage.
Dans un cinquième chapitre, le modèle développé dans le chapitre 2 est modi�é
a�n de tenir compte de l'e�et d'un champ magnétique initialement uniforme.
Les e�ets d'un tel champ magnétique (∼ 100T ) sur l'onde de sillage dans le
régime de la bulle sont analysés grâce au modèle analytique et aux résultats
de simulations PIC. En exploitant notre modèle, nous mettrons en évidence
des caractéristiques propres à la propagation d'une onde de sillage en plasma
magnétisé. Dans ce régime, deux phénomènes remarquables se manifestent,
d'une part une ouverture apparaît à l'arrière de la bulle et d'autre part un
mécanisme d'ampli�cation du champ magnétique longitudinal est induit par la
variation du �ux magnétique. Les résultats de notre modèle sont confrontés à
ceux issus du modèle de Bulanov et al. [Bulanov 2013] qui quanti�e le rayon
d'ouverture de la bulle. Le champ magnétique généré par le courant d'électrons
à la surface de la bulle renforce le champ magnétique initialement appliqué. La
rétroaction du champ magnétique auto-généré est examinée a�n de rendre les
prédictions de modèle plus quantitatives lorsque les champs appliqué et généré
sont très intenses (>100 T).
Le dernier chapitre est consacré aux phénomènes d'injection et de piégeage des
électrons dans l'onde de sillage en plasma magnétisé. Les conséquences de la
déformation de l'onde de sillage sur les champs dans la bulle puis sur le piégeage
des électrons sont examinées. Di�érents mécanismes d'injection sont étudiés a�n
de déterminer les situations pour lesquelles le champ magnétique appliqué amé-
liore le piégeage des électrons. Les déformations de l'onde de sillage induites
par le champ magnétique appliqué dépendent de la densité du plasma. L'in-
�uence de la densité électronique du plasma, puis celle du volume de collision
des impulsions lasers sont successivement explorées pour le schéma d'injection
optique. Les résultats obtenus avec ou sans champ magnétique appliqué seront
comparés. Nous verrons qu'il est possible d'obtenir un faisceau d'électrons pré-
sentant une faible dispersion en énergie lorsque celui-ci est injecté par injection
optique, en plasma magnétisé.
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laser

L'accélération d'électrons par onde de sillage laser fait intervenir d'un coté le
laser qui constitue l'élément perturbateur et de l'autre le plasma, le milieu perturbé.
La technologie laser a beaucoup évolué ces dernières années, notamment grâce à
la technique d'ampli�cation par dérive de fréquence [Strickland 1985]. Cela permet
aujourd'hui d'atteindre des puissances laser de l'ordre du pétawatt (PW) et d'étudier
des phénomènes à des intensités laser relativistes. Ainsi, un tout nouveau régime
d'accélération par onde de sillage laser est étudié depuis le début des années 2000.
Dans ce nouveau régime, le laser très intense expulse totalement les électrons et l'onde
de sillage prend la forme d'une bulle remplie d'ions et avec des électrons en surface.
On parle de régime de la bulle ou de blowout. Dans ce chapitre, on va introduire
les éléments de base de l'accélération d'électrons par onde de sillage laser ainsi que
quelques ordres de grandeurs des paramètres utilisés dans les expériences. En utilisant
un modèle simpli�é à 1 dimension, les di�érents mécanismes de l'accélération par
onde de sillage laser seront expliqués. Puis on présentera quelques applications des
faisceaux produits par l'accélérateur laser-plasma.

1.1 Introduction à l'interaction laser-plasma

1.1.1 Laser

Le rayonnement électromagnétique du laser peut être décrit à l'aide des équations
de Maxwell :

∇ · E =
ρ

ε0

, ∇× E = −∂B
∂t

∇ ·B = 0, ∇×B = µ0J+
1

c2

∂E
∂t

Ces relations permettent de décrire le champ laser uniquement avec son potentiel
vecteur A qui, dans le cas d'une impulsion, est dé�ni de la manière suivante :

Alaser(x, y, z, t) =
1

2
A0(x, y, z, t) exp(i(ω0t− k0z)) e⊥ + c.c , (1.1)

où x, y, z et t sont les coordonnées spatiales et temporelles, et c.c est le complexe
conjugué. On a choisi les axes de telle sorte que le faisceau laser se propage selon l'axe
z. Le faisceau laser est caractérisé par son nombre d'onde k0 et sa pulsation ω0 reliés
par la relation ω0 = ck0 dans le vide. La longueur d'onde laser λ0 est donnée par
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λ0 = 2πc
ω0
. La fonction A0 représente l'enveloppe du faisceau laser. Le vecteur unitaire

e⊥ permet de donner la direction de polarisation du champ laser et les équations de
Maxwell imposent à ce vecteur de se trouver dans le plan transverse à la direction de
propagation. On dit que le laser est polarisé linéairement si la direction du potentiel
vecteur A ne varie pas (par exemple le laser est polarisé linéairement selon l'axe y si
e⊥ = ey). Une polarisation circulaire peut être obtenue grâce à la superposition de
deux ondes polarisées linéairement, dans le cas par exemple où e⊥ = (ey + iex)/2 ; le
vecteur A tourne alors autour de l'axe z quand t ou z varie.
Dans le cadre de l'approximation paraxiale (on suppose une faible divergence du
faisceau par rapport à l'axe de propagation), on peut représenter le faisceau laser
sous la forme d'un faisceau gaussien. Dans ce cas, A0 est donné par :

A0 = a0 exp

[
−2 ln(2)

( z
c
− t
τ0

)2
]

W0

W (z)
exp

[
− r2

W 2(z)
− i k0r

2

2R(z)

]
exp [iθ(z)] ,

où r =
√
y2 + x2, a0 est le maximum du potentiel vecteur, τ0 est la durée de l'impul-

sion dé�nie comme une largeur à mi-hauteur, W0 est la taille transverse (ou waist)
du faisceau laser dans le plan focal z = 0 (à 1/e du champ électrique maximum) et
θ(z) est la phase de Gouy. W (z) et R(z) représentent la taille transverse du faisceau
laser et le rayon de courbure du front d'onde à la position z. Ces deux fonctions sont
données par :

W (z) = W0

√
1 +

z2

Z2
r

,

R(z) = z

(
1 +

Z2
r

z2

)
,

où Zr =
πW 2

0

λ0
est la longueur de Rayleigh. On caractérise souvent la taille transverse

du faisceau laser par la taille de sa tache focale w0, qui est la largeur à mi-hauteur de
l'impulsion laser. La taille de la tache focale est liée au waist par la relation suivante :
w0 =

√
2 ln(2)W0. Si on se place au plan focal (z = 0), l'intensité maximale I0, la

puissance P0 et l'énergie E0 du laser sont liées grâce aux relations suivantes :

I0 =
2P0

πW 2
0

, (1.2)

P0 = 2

√
ln(2)

π

E0

τ0

∼ E0

τ0

. (1.3)
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On peut ajouter la relation entre a0 et I0 :

a2
0 =

I0λ
2
0

2π2ε0c3
. (1.4)

L'intensité laser peut s'exprimer en 1018W.cm−2(noté I18) et le potentiel vecteur est
normalisé a0 = ea0

mec
a�n que cette valeur se retrouve sans dimension. La relation

précédente exprimée en fonction de I18 devient :

a0 = 0.85λ0[µm]
√
I18 (1.5)

Les impulsions lasers utilisées dans l'accélération par onde de sillage laser, se carac-
térisent par leur très haute intensité (on dit UHI pour ultra haute intensité) et leur
très courte durée (quelques dizaines de femtoseconde à 1 picoseconde).
Actuellement pour l'accélération par sillage laser, on utilise des lasers qui ont des
énergies de l'ordre du Joule, délivrées par des impulsions d'une durée d'environ 30
fs. Les puissances atteintes sont de l'ordre de quelques dizaines ou centaines de Tera-
Watt. Les waists utilisés pour les expériences d'accélération par sillage sont en général
de l'ordre de plusieurs dizaines de microns (> 10µm), produisant des intensités voi-
sines de 1018−19 W.cm−2. Ce qui donne pour un laser de longueur d'onde 1µm, un
potentiel vecteur a0 ≥ 1.

1.1.2 Plasma

Le plasma représente l'état de la matière totalement ou partiellement ionisée.
Composé d'électrons libres, d'ions et d'atomes neutres, le plasma est globalement
neutre. Pour décrire les plasmas, nous pouvons utiliser une description dite cinétique
qui traduira les mouvements de chaque particule à l'aide de la physique statistique.
L'autre moyen est de considérer le plasma comme un �uide de particules. Dans ce type
de description, chaque espèce de particule constitue un �uide dont les mouvements
sont collectifs et décrits par les équations de l'hydrodynamique. La description �uide
est plus simple analytiquement mais moins rigoureuse que la description cinétique.
Si une approximation �uide est su�sante pour décrire le comportement d'une espèce
de particules chargées on pourra l'adopter au lieu de la description cinétique.

On peut di�érencier les plasmas selon leur paramètre de couplage Γ. Si on consi-
dère un plasma ayant une densité électronique ne, de température Te, alors le pa-
ramètre de couplage Γ permet de comparer la densité d'énergie cinétique moyenne
des électrons, 〈Ec〉 ∼ 3

2
nekBTe, à leur densité d'énergie potentielle électrostatique,
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〈Ep〉 ∼ n
4
3
e e

2

4πε0
; où kB est la constante de Boltzmann. On obtient :

Γ =
〈Ep〉
〈Ec〉

=
n

1
3
e e2

6πε0kBTe

Lorsque Γ > 1, c'est à dire pour des plasmas de faible température ou de grande
densité, on parle de plasmas corrélés. Le champ électrostatique est alors su�samment
important pour ordonner les particules, donnant une structure �uide au plasma.
Lorsque Γ � 1, le désordre domine. Ces plasmas sont dits cinétiques ou faiblement
couplés. Ils sont également non collisionnels, car on peut montrer que les interactions
binaires entre électrons peuvent être négligées. Les plasmas rencontrés dans le cas
de l'accélération d'électrons par onde de sillage laser sont des plasmas cinétiques.

Si on déplace légèrement un petit volume d'électrons de sa position initiale,
tout en imposant aux autres particules de rester immobiles, alors un champ élec-
trique va être créé par cette séparation de charges, rappelant les électrons déplacés.
Ceux-ci vont se mettre à osciller autour de leur position initiale à la pulsation ωp :

ωp =

√
nee2

ε0me

(1.6)

Cette pulsation représente le temps de réponse du plasma (di�érent entre les électrons
et les ions) à une perturbation. A partir de la fréquence plasma, on dé�nit une

longueur caractéristique du plasma λde =
√

ε0kbTe
nee2

, appelée longueur de Debye, comme

étant la distance que peut parcourir un électron se déplaçant à sa vitesse thermique

vth,e =
√

kbTe
me

pendant un temps ω−1
p .

1.1.3 Propagation d'une onde dans un plasma

Une onde électromagnétique, de pulsation ω0 et de nombre d'onde k0 se propa-
geant dans un plasma, a pour relation de dispersion :

ω2
0 = ω2

p + c2k2
0

Si ω0 < ωp alors k0 est complexe et l'onde ne se propage pas, elle est évanescente. On
dit alors que le plasma est sur-critique (ou sur-dense). Si ω0 > ωp, alors k0 est réel et
l'onde peut se propager dans le plasma. Dans ce cas, le plasma est dit sous-critique
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(ou sous-dense). On peut dé�nir la densité critique nc comme la densité limite entre
ces deux régimes :

nc =
ω2

0ε0me

e2
. (1.7)

Pour l'accélération par sillage laser, on a en général ne < 0.01nc, les plasmas
considérés sont sous-critiques, ce qui permet au faisceau laser de se propager libre-
ment. La relation de dispersion permet de déterminer la vitesse de phase de l'onde

v2
φ =

ω2
0

k2
0

=
ω2
p

k2
0

+ c2 et l'indice du plasma est :

η =

√
1−

ω2
p

ω2
0

=

√
1− ne

nc
pour ωp � ω0 (1.8)

La vitesse de groupe du laser est donnée par vg = ∂ω0

∂k0
= ηc.

Auto-focalisation et auto-modulation

L'accélération par onde de sillage requiert que le laser puisse se propager
sur de grandes distances a�n d'accélérer le plus longtemps possible les élec-
trons. Dans le vide, le laser reste focalisé sur une distance de l'ordre de la lon-
gueur de Rayleigh. Dans un plasma, la création de l'onde de sillage et les mo-
dulations de la densité électronique modi�ent l'indice optique vu par le laser.
Dans le cas de l'accélération par onde de sillage, l'indice optique du plasma peut
être approximé par [Esarey 2000, Mori 1997, Lu 2007] :

η ' 1−
ω2
p

2ω2
0

(
1 +
4ng
ne0

r2

w2
0

+
4nl
ne0
− a2

0

8

)
, (1.9)

où ne0 est la densité électronique initiale sur l'axe, r est la coordonnée radiale, w0

est la taille de la tache focale, 4nl correspond à la modulation de densité créée
par le faisceau laser et 4ng permet de paramétrer le pro�l transverse initial de la
densité plasma tel que ne(r) = ne0 +4ng (r2/w2

0). En choisissant bien 4ng, on peut

guider le faisceau laser sur de grandes distances. Le terme −a2
0

8
est dû aux e�ets

relativistes induits par le champ laser. Sur l'axe le champ est plus important qu'en
dehors et l'indice optique (Eq.1.9) va varier en conséquence. Ces e�ets relativistes sont
focalisants et on parle d'auto-focalisation relativiste. La condition pour assurer un
bon guidage est a2

0

8
≥ 4

(kpw0)2 [Lu 2007] cela équivaut à introduire une condition sur la

puissance du laser P0 ≥ Pc où Pc = 17
ω2

0

ω2
p

[GW ] est appelé puissance critique d'auto-

focalisation relativiste. En revanche, le terme 4nl
ne0

est défocalisant et se manifeste
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sur des distances de l'ordre de c/ωp. La force pondéromotrice crée une sur-densité à
l'avant de l'impulsion laser compliquant son guidage. Cela signi�e que les impulsions
courtes pour lesquelles τ0 ≤ 1/ωp seront plus di�cilement guidées. Dans ce cas, il faut
augmenter la puissance du laser pour que les e�ets d'auto-focalisations relativistes
soient toujours présents.

Le second e�et qui intervient directement sur le pro�l de l'onde laser est la modu-
lation de la vitesse de groupe de l'impulsion laser. L'indice optique varie en fonction
de la position sur l'axe de propagation notamment à cause des termes −a2

0

8
et 4nl

ne0
.

L'avant de l'impulsion voit une sur-densité électronique tandis qu'à l'arrière la den-
sité électronique est plus faible. Ainsi l'arrière de l'impulsion a une vitesse de groupe
plus élevée que l'avant ce qui aura tendance à comprimer l'impulsion. Ces e�ets fa-
vorisent la déplétion du laser, l'énergie du laser est transmise au plasma pour mettre
en mouvement les électrons.

1.2 Modélisation numérique

La description d'un plasma en suivant toutes les interactions à distance d'un
ensemble de N particules est très couteuse, il y a N (N − 1) /2 paires à faire interagir.
Cette approche correspond aux méthodes particule-particule, elle est justi�ée par les
systèmes fortement corrélés où les forces à courte portée sont dominantes. Ces forces
sont négligeables pour les plasmas cinétiques que nous considérons, et nous n'avons
par conséquent pas besoin d'une description �ne des champs à une échelle inférieure
à celle de la longueur de Debye.

Dans notre cas, l'approche particule-maille est mieux adaptée, les forces sont
calculées par l'intermédiaire de champs connus sur un maillage de l'espace. Les par-
ticules contribuent à des densités de charge et de courant dé�nies sur les n÷uds du
maillage. La méthode particule-maille requiert un nombre d'opérations proportionnel
à N log(N), et non plus à N2 comme pour la méthode particule-particule. C'est donc
la méthode particule-maille, qui englobe les méthode PIC (Particle In Cell), que nous
avons utilisé pour e�ectuer nos simulations numériques.

Dans la suite de cette section, nous justi�ons théoriquement cette approche, en
montrant que dans le cas d'un plasma non collisionnel, il n'est pas nécessaire de
résoudre l'équation de Liouville mais seulement le système d'équations de Vlasov-
Maxwell.
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1.2.1 Équation de Vlasov

Dans le cas d'un plasma, les particules sont très nombreuses et donc indiscer-
nables, on peut alors utiliser la physique statistique et une description probabiliste.
L'état de N particules dans un élément de volume de l'espace des phases centré en
(r, p) est donnée par la densité de probabilité :

F (r, p) drdp (1.10)

où F (r, p) est une densité de probabilité. Les ensembles r et p contiennent les
6N coordonnées des N particules du plasma tel que r = {r1, r2, ..., rN} et p =

{p1,p2, ...,pN}.
L'évolution de la densité de probabilité est donnée par l'équation de Liouville :

dF

dt
=
∂F

∂t
+

N∑
i=0

ṙi
∂F

∂ri
+

N∑
i=0

ṗi
∂F

∂pi
= 0 (1.11)

La résolution numérique de cette équation di�érentielle dans l'espace à 6N dimensions
est très di�cile et extrêmement couteuse. Nous allons donc introduire di�érentes
hypothèses et de cette manière rendre la résolution du problème moins complexe.

L'équation du mouvement sur une particule est ṗi = Fexti +
N∑
j=1

Finti,j où Fexti sont les

forces extérieures dans notre cas ce sont les forces électromagnétiques dans le plasma
et Finti,j sont les forces d'interaction entres les particules. A partir de l'équation de
Liouville, on peut construire une hiérarchie de fonctions de distributions réduites
à (N − 1, N − 2, ..., 2, 1) particules ainsi que les équations d'évolutions correspon-
dantes. L'évolution de fonction f1 peut s'écrire :

∂f1

∂t
+ v1

∂f1

∂r1

+ q1

(
Eext + v1 ×Bext

) ∂f1

∂p1

= Σ (f1,2) . (1.12)

De façon générale, l'évolution de fk fait intervenir la fonction fk+1 avec fN = F . Cette
hiérarchie d'équations tronquées ne peut pas contenir toute l'information comme
l'équation de Liouville. Pour fermer l'équation 1.12, on fait une hypothèse sur le
second membre en fonction des conditions physiques de l'étude. Dans un plasma
non-collisionnel, on peut négliger les corrélations entre les particules et écrire que :

f1,2 (r1,p1, r2,p2) = f1 (r1,p1) f2 (r2,p2)

En considérant que les autres particules ne contribuent par leur charge et le courant
qu'aux modi�cations des champs électromagnétique (i.e non-colllisionnel), on peut
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réécrire l'équation 1.12 de la façon suivante :

∂f1

∂t
+ v1

∂f1

∂r1

+ q1 (E1 + v1 ×B1)
∂f1

∂p1

= 0. (1.13)

f1 (r,p, t) donne la probabilité de présence en (r,p) de chaque particule. Dans un
plasma, le nombre de particules est très grand et pour N → ∞, on considère la
fonction de distribution f (r,p, t) ≡ N f1 (r,p, t). La fonction de distribution satisfait
l'équation de Vlasov :

∂f

∂t
+ v

∂f

∂r
+ q (E+ v×B)

∂f

∂p
= 0 (1.14)

L'équation de Vlasov est la première équation de la hiérarchie BBGKY (Bogoliubov-
Born-Green-Kirkwood-Yvon). Dans cette approche, on réduit les interactions entre
particules à des champs collectifs produits par les charges et les courants. La ré-
solution de l'équation de Vlasov est couplée à celle des équations de Maxwell, qui
régissent les champs électromagnétiques E et B. Les équations de Maxwell-Faraday
et Maxwell-Ampère nous permettent de mettre à jour les champs B et E respective-
ment :

∇× E = −∂B
∂t

∇×B = µ0J+
1

c2

∂E
∂t

On complète ce système avec les équations sur la divergence des champs. Pour déter-
miner les champs électromagnétiques, on doit connaître les termes sources de densité
de charge ρ (r, t) et de densité de courant J (r, t) créés en tout point du plasma. Ces
deux grandeurs peuvent être obtenues en calculant les deux premiers moments de la
fonction de distribution f :

ρ (r, t) =

∫
qf (r,p, t) dp

J (r, t) =

∫
qvf (r,p, t) dp

Il faut, dans le cas d'un plasma, calculer les contributions de chaque espèce présente
pour obtenir par sommation la densité et le courant total. La résolution de ces équa-
tions qu'on appelle système de Maxwell-Vlasov permet de modéliser un plasma dans
le cas où les collisions sont négligées. Pour résoudre ce système d'équations, il est
nécessaire de recourir à des méthodes numériques. Les simulations présentées tout
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au long de cette thèse s'appuient sur la méthode PIC qui est mise en ÷uvre dans les
code CALDER [Lefebvre 2003] et CALDER-Circ [Lifschitz 2009] (voir aussi Annexe
A).

1.2.2 Méthode Particle In Cell (PIC)

La méthode PIC est une méthode numérique permettant de résoudre le problème
de Maxwell-Vlasov. Le cycle de calcul à chaque pas de temps se décompose en quatre
étapes (voir aussi Fig.1.1) :
• Interpolation des champs électromagnétiques connus sur le maillage à la posi-
tion de chaque particule
• Calcul des nouvelles positions des particules
• Calcul des densités de charge et de courant aux n÷uds du maillage
• Mise à jour des champs électromagnétiques du maillage par résolutions des
équations de Maxwell

Figure 1.1 � Principe de la méthode PIC

Dans cette méthode, on utilise des macro-particules c'est à dire un ensemble de
particules ayant des mouvements très proches. Le poids de chaque macro-particule
donne le nombre de particules physiques qu'elle représente. Plus on considère de
macro-particules et plus la simulation sera précise mais couteuse en temps CPU.
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Notion de macro-particules

La fonction de distribution peut être calculée numériquement en considérant une
somme discrète de Dirac :

f (r, p, t) ∼
∑
α

Γαδ (r− rα (t)) δ (p− pα (t)) (1.15)

Cette écriture revient à approximer la fonction de distribution par une somme �nie
de Nα fonctions de Dirac δ (r− rα (t)) δ (p− pα (t)) où chaque macro-particule porte
un poids Γα. Le poids Γα représente le nombre de particules réelles porté par la
macro-particule. Ce nombre est déterminé par le volume de la maille, le nombre de
macro-particules par maille choisi et la densité initiale du plasma. Les densités de
charge et de courant sont calculées avec ces macro-particules :

ρ (r, t) =
∑
α

qΓαδ (r− rα (t))

J (r, t) =
∑
α

qvΓαδ (r− rα (t)) (1.16)

Résolution des équations de Maxwell

Les champs électromagnétiques sont déterminés en résolvant les équations de
Maxwell. On emploie une méthode de di�érences �nies, le schéma de Yee. C'est un
schéma d'ordre 2 en temps et en espace. Pour un champ que l'on note F, la notation
suivante est utilisée :

F n
i,j,k = F (i∆x, j∆y, k∆z, n∆t) , (1.17)

où ∆x (respectivement ∆y et ∆z) est le pas spatial en x (respectivement y et z), i
(respectivement j et k) désignent les indices de maille, ∆t le pas de temps et n le
numéro du pas de temps considéré. La discrétisation des équations de Maxwell avec
le schéma de Yee est donnée par le système suivant :
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Ce schéma fait intervenir deux maillages di�érents permettant le calcul des champs
aux indices demi-entiers. Le maillage primal est indexé sur les indices entiers et le
maillage dual sur les indices demi-entiers. Par exemple, le champ Bx est donné au
point repéré par les indices i, j+ 1

2
et k+ 1

2
. Cela signi�e qu'il s'exprime sur le maillage

dual selon y et z et primal selon x. On remarque également que le champ B et le
courant J sont calculés à des pas de temps demi-entiers à la di�érence du champ
électrique.

Projection des charges et interpolation des champs

Une étape de projection des courants au niveau des n÷uds est nécessaire a�n de
calculer les champs électromagnétiques. On introduit une fonction W appelée aussi
facteur de forme qui permet de calculer J aux n÷uds ri, j, k :

J (ri,j,k, t) =
∑
α

qvΓαW (ri,j,k − rα)

On peut choisir un facteur de forme d'extension arbitraire. On privilégie en général
un facteur de forme "lisse" qui s'étend sur trois à quatre mailles a�n de limiter
autant que possible le bruit numérique [Drouin 2009, Ueda 1994]. Le facteur de
forme le plus simple dit "Nearest Grid Point", consiste à attribuer le poids de la
macro-particule au n÷ud le plus proche.

Les champs qui s'appliquent sur une macro-particule doivent être également cal-
culés. Ils sont interpolés à partir des champs calculés sur le maillage avec la même
fonction de forme que pour l'étape de projection des charges. Par exemple le champ
Bx qui s'applique sur une macro-particule α à la position rα est donné par :

Bn
x, α =

∑
i,j,k

Bn
x
i,j+ 1

2 ,k+ 1
2

W
(
ri,j+ 1

2
,k+ 1

2
− rnα

)
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Mouvement des macro-particules

On s'intéresse maintenant au mouvement des macro-particules. Après avoir dé-
terminé les champs électromagnétiques agissant sur chaque macro-particules, il su�t
de résoudre les équations du mouvement :

dr
dt

= v

dp
dt

= q (E+ v×B) (1.18)

Comme pour le calcul des champs, on utilise un schéma centré en temps. Cependant,
on utilise un schéma spéci�que pour calculer le produit vectorielle. On emploie le
"pousseur de Boris" qui scinde en trois étapes le calcul de l'impulsion résultante :
• Évaluation d'une impulsion intermédiaire p−α où intervient seulement le champ
électrique sur un demi pas de temps :

p−α − p
n− 1

2
α

(∆t/2)
= qEn

α

• Évaluation d'une seconde impulsion intermédiaire p+
α pour laquelle le champ

magnétique est appliqué sur un pas de temps complet :

p+
α − p−α

∆t
= q

p+
α + p−α
2mγ−α

×Bn
α

avec γ−α = γ+
α =

√
1 + p−2

α =
√

1 + p+2

α . On peut remarquer que le
champ B ne change pas la norme du vecteur impulsion mais opère seule-
ment une rotation. Le schéma de Yee présenté précédemment ne permet
de connaître le champ magnétique qu'aux pas de temps demi-entiers, on

e�ectue une simple interpolation pour estimer le champ : Bn = B
n+ 1

2 +Bn−
1
2

2

• Évaluation de l'impulsion �nale en appliquant le champ électrique sur la
deuxième moitié du pas de temps :

p
n+ 1

2
α − p+

α

(∆t/2)
= qEn

α
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En�n la nouvelle position rn+1
α est donnée par l'équation :

rn+1
α − rnα

∆t
= v

n+ 1
2

α (1.19)

où v
n+ 1

2
α est calculé à partir de p

n+ 1
2

α .
Maintenant que nous connaissons les nouvelles coordonnées des macro-particules,

on peut de nouveau calculer les densités de charge et de courant discrétisées sur le
maillage. Et on peut ainsi commencer le cycle de calcul du pas de temps suivant.

1.2.3 Limitations des schémas numériques

Condition de stabilité du schéma de Yee

La résolution des équations de Maxwell fait intervenir une méthode aux di�é-
rences �nies. La stabilité du schéma peut être analysée avec la méthode de Von
Neumann en prenant un champ électrique qui se décompose sous forme d'onde
plane : E (x, y, z, t) ∝ exp [i (kx x+ ky y + kz z − ωt)]. En substituant le champ sous
sa forme discrétisée dans le schéma, on obtient :[

sin
(
ω∆t

2

)
c∆t

]2

=

[
sin
(
kx∆x

2

)
∆x

]2

+

sin
(
ky∆y

2

)
∆y

2

+

[
sin
(
kz∆z

2

)
∆z

]2

(1.20)

Pour éviter toute croissance exponentielle de l'amplitude du champ, ω doit être réel
ce qui implique que 0 ≤ sin2

(
ω∆t

2

)
≤ 1. La stabilité du schéma de Yee est donc

assurée si la condition CFL (Courant-Friedrichs-Levy) suivante est véri�ée :

(c∆t)2

(
1

(∆x)2
+

1

(∆y)2
+

1

(∆z)2

)
≤ 1 (1.21)

La condition CFL implique que le pas de temps de nos simulations devra être choisi
entre autre en fonction de la discrétisation spatiale.

Erreur numérique sur la vitesse de groupe du laser

Une seconde condition doit être satisfaite, notamment pour éviter les erreurs
numériques sur la vitesse de propagation du laser. A partir de l'équation 1.20, on
déduit la relation de dispersion suivante pour une onde se propageant suivant z dans
le vide :

ω =
2

∆t
arcsin

((
c∆t

∆z

)
sin

(
kz∆z

2

))
, (1.22)
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la vitesse de groupe numérique s'écrit alors :

Vg/c =
cos
(
kz∆z

2

)√
1−

(
c∆t
∆z

)2
sin2

(
kz∆z

2

) . (1.23)

où Vg = ∂ω
∂kz

. En se plaçant dans la limite kz ∆z � 1 et
(
1− c∆t

∆z

)
� 1, on trouve

comme vitesse de groupe numérique :

Vg,n ' 1−
(

1− c∆t

∆z

)(
klaser∆z

2

)2

(1.24)

En comparant 1.23 avec la vitesse de groupe physique du laser se propagent dans un
plasma transparent donnée par 1.8, on arrive à l'inégalité suivante [Lehe 2013] :(

1− c∆t

∆z

)(
klaser∆z

2

)2

� ne
nc

(1.25)

Lorsque cette inégalité est véri�ée, l'altération de la vitesse de groupe du laser par
le schéma de Yee est négligeable devant les modi�cations induites par la propagation
du laser dans le plasma.

1.2.4 CALDER - code PIC massivement parallélisé

Le code CALDER [Lefebvre 2003] utilisé dans ce manuscrit permet de faire des
simulations d'interaction laser-plasma comme l'accélération d'électrons par onde de
sillage laser. Ce code utilise la méthode PIC pour simuler l'interaction de particules
qui peuvent être de natures di�érentes avec une ou plusieurs ondes électromagné-
tiques. De nombreux algorithmes ont été mis en place a�n de diminuer le temps de
calcul. Par exemple, ce code utilise une fenêtre glissante pour simuler uniquement la
zone d'intérêt autour du laser. Dans l'accélération d'électrons par sillage laser, cela
permet de considérer des plasmas centimétriques mais on ne résout le système de
Vlasov-Maxwell que pour une portion de plasma à chaque pas de temps. Le code
CALDER est parallélisé en espace par décomposition de domaine, ainsi chaque por-
tion du domaine est traitée par un processeur spéci�que. Chaque processeur résout
les équations de Maxwell et du mouvement des particules sur le domaine qui lui est
a�ecté. Des communications sont nécessaires au bord de chaque partition pour calcu-
ler correctement les termes sources de densité de charge et de courant, ainsi que pour
mettre en ÷uvre les conditions aux limites souhaitées pour les champs électromagné-
tiques et les macro-particules. En�n, il est possible de se placer en géométrie réduite
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a�n de diminuer le temps de simulation. Par exemple, dans l'accélération par sillage
laser, la géométrie 2D peut être su�sante pour une étude qualitative. Utiliser une
géométrie 2D en espace et 3D en vitesse (2Dx3V) permet de réduire considérablement
le temps de calcul et/ou considérer des plasmas plus longs.

Les simulations 3D étant très couteuses en temps de calcul, un code basé sur
CALDER a été développé, le code CALDER-Circ [Lifschitz 2009]. Ce code PIC utilise
les coordonnées cylindriques et la décomposition des champs électromagnétiques en
série de Fourier pour réduire le temps de calcul. Une description de ce code ainsi que
la méthode employée pour y inclure un champ magnétique initialement homogène
sont présentés en Annexe A.

Les simulations e�ectuées avec ces deux codes seront présentées en utilisant les
normalisation indiquée dans le tableau 1.1.

Grandeurs Physiques normalisée à

Temps 1/ω0

Distance c/ω0

Vitesse c
Masse me

Charge e
Impulsion mec

Densité nc
Potentiel vecteur mec

e

Champ électrique mecω0

e

Champ magnétique meω0

e

Table 1.1 � Normalisation des grandeurs dans les codes CALDER et CALDER Circ
où c est la vitesse de la lumière, me la masse de l'électron, e est la charge élémentaire,
nc la densité critique et ω0 est la fréquence du laser de longueur d'onde λ0.

Dans la première partie de ce chapitre d'introduction, nous avons présenté les
notions de base permettant de décrire l'interaction d'un laser avec un plasma mais
également une description synthétique de notre outil de simulation, la méthode PIC.
Dans la prochaine section, on présente un modèle analytique simpli�é permettant
d'énoncer les di�érentes étapes intervenant dans l'accélération d'électrons par onde
de sillage laser.
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1.3 Accélération par une onde de sillage laser - théo-
rie 1D

Pour expliquer brièvement les di�érents mécanismes liés à l'accélération d'élec-
trons par onde de sillage laser, on utilise une approche relativiste à une dimension.
Premièrement, la création de l'onde de sillage par une impulsion laser va être pré-
sentée en déterminant le potentiel scalaire de l'onde de sillage. En�n, le piégeage des
électrons et l'accélération sont rapidement abordés. Dans cette section, on utilise les
normalisations données dans le tableau 1.1.

1.3.1 Création de l'onde de sillage

force pondéromotrice

Un électron non relativiste oscille dans un champ électromagnétique comme celui
du laser. Avec un champ laser impulsionnel, une particule de charge q et de masse m
va être mise en mouvement par la force pondéromotrice notée Fp dont l'expression
est :

Fp = − q2

4mω2
0

∇E2
0 , (1.26)

où E0 est l'enveloppe du champ électrique du laser. Cette force dépend du carré
de la charge, il n'y pas de di�érence entre les charges négative et positive mais elle
dépend de l'inverse de la masse donc un proton 2000 fois plus lourd sera 4000000
fois moins accéléré par cette force qu'un électron. Ce qui permet de considérer les
ions immobiles dans les problèmes d'accélération par sillage laser. Dans la limite
relativiste cette force s'écrit [Mora 1997] :

Fp = − q2

4m 〈γ〉
∇ 〈A0〉2 (1.27)

où 〈γ〉 est le facteur de Lorentz moyenné sur une période laser et 〈A0〉 est la valeur
de l'enveloppe du potentiel vecteur.

Équations pour l'onde de sillage 1D

Pour calculer la réponse du plasma à cette force, on utilise les équations �uides
pour un plasma froid :

∂ne
∂t
− ∂Je

∂z
= 0 (1.28)
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∂ve
∂t

+ ve
∂ve
∂z

= Fp − Ez, (1.29)

où ve est la vitesse de l'électron, ne la densité électronique, Je la densité de courant
électronique et Ez le champ électrique longitudinal. L'hypothèse de plasma froid
permet de négliger le terme de pression dans l'équation du mouvement 1.29. En
combinant les équations de Maxwell, on peut écrire une troisième équation reliant le
champ électrique et les densités de charge et de courant :

∂2Ez
∂z2

− ∂2Ez
∂t2

=
∂Je
∂t

+
∂ρ

∂z
, (1.30)

où Je = −neve est le courant total et ρ est la densité de charge totale dé�nie par
ρ = ne0 − ne avec ne0 la densité électronique initiale.

Potentiel de l'onde de sillage

On peut simpli�er le système (1.28, 1.29 et 1.30) en utilisant l'approximation
quasi-statique, on suppose alors que le temps d'évolution de l'enveloppe du champ
laser est très grand devant le temps où la particule subit l'in�uence du faisceau laser.
On dé�nit également : ξ = z − vgt où vg est la vitesse de propagation du laser et
∂
∂t
� ∂

∂ξ
. Le potentiel φ de l'onde de sillage ne dépend que de ξ et se propage donc

à la vitesse du faisceau laser vg. La valeur du champ électrique Ez est donnée par
l'équation sur le potentiel : ∂φ/∂z = Ez. On obtient l'équation du potentiel créé par
le plasma perturbé [Sprangle 1990, Esarey 1995] :

1

ω2
p

∂2φ

∂ξ2
= γ2

g

 βg√
1− γ2

⊥
γ2
g (1+φ)2

− 1

 , (1.31)

où βg = vg
c
, γg = (1−

(vg
c

)2
)−1/2 est le facteur relativiste associé à la vitesse de groupe

du laser, γ⊥ = (1 + p2
⊥)1/2 est le facteur relativiste transverse des particules. La force

pondéromotrice est contenue dans le terme γ⊥ et on peut montrer que p⊥ = A0

[Mora 1997]. Les équations peuvent être résolues numériquement et on obtient les
résultats de la �gure 1.2. On observe que l'onde de sillage se situant derrière le laser
est conforme à nos attentes. Notamment, on retrouve une zone de sous-densité et de
sur-densité ainsi que les champs électriques résultants de cette séparation de charge.
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Figure 1.2 � Résultat du modèle 1D pour a0 = 2, τ0 = 30 fs et n0 = 0.004nc. a)
Densité électronique ne(n0) et b) Champ électrique Ez(

mecωp
e

) et potentiel vecteur a0

en fonction de k0z

1.3.2 Piégeage des électrons et accélération

Une onde de sillage laser doit d'abord piéger des électrons avant de pouvoir les
accélérer. Concrètement, un électron traversant la bulle et dont la vitesse devient
supérieure à celle de l'onde de sillage peut être piégé. Pour être plus précis, il faut
que l'électron ait une orbite fermée dans l'espace des phases.

Notion de séparatrices

En utilisant la mécanique hamiltonienne, on peut déterminer la dynamique d'un
électron dans l'espace des phases. Le hamiltonien de l'électron s'écrit [Fubiani 2004] :

H(pz, ξ) =
√
γ2
⊥ + p2

z − βgpz − φ(ξ)

On sait que le hamiltonien d'une particule qui ne dépend pas explicitement du temps,
est un invariant du système [Tabor 1989]. En notant H0 cette constante, on peut
exprimer pz en fonction de ξ :

p±z = βgγ
2
g(H0 + φ)± γg

√
γ2
g(H0 + φ)2 − γ2

⊥ (1.32)

Cette trajectoire est également appelée orbite de l'électron et l'orbite �uide corres-
pond à celle des électrons non perturbés initialement par l'onde de sillage et au repos



28
Chapitre 1. Physique de l'accélération d'électrons par onde de sillage

laser

d'où H0 = 1. Pendant le passage de l'onde de sillage, cette trajectoire s'écrit :

pfluidez = βgγ
2
g(1 + φ)± γg

√
γ2
g(1 + φ)2 − γ2

⊥

L'équation (1.32) impose que

γ2
g(H0 + φ)2 − γ2

⊥ ≥ 0,

cette condition est remplie pour tout ξ si

H0 ≥
γ⊥
γg
− φmin,

où φmin désigne le minimum atteint par le potentiel de l'onde de sillage. On peut
introduire la valeur limite du Hamiltonien Hs = γ⊥

γg
− φmin qui représente la limite

entre les orbites �uides ouvertes et fermées. La séparatrice est dé�nie comme l'orbite
limite :

psep±z = βgγ
2
g(Hs + φ)± γg

√
γ2
g(Hs + φ)2 − γ2

⊥ (1.33)

Pour que l'onde de sillage puisse piéger les électrons et les accélérer, il faut les amener

Figure 1.3 � a) Orbites de quelques électrons pour a0 = 2, τ0 = 30 fs et n0 =

0.004nc. b) Agrandissement, domaine de l'espace des phases utile. En vert : orbite
�uide, en bleu : séparatrice 1D, en violet : séparatrice 2D et en noir quelques orbites
fermées.

sur des orbites fermées (Fig.1.3). Par exemple en donnant aux électrons, initialement
au repos, une impulsion longitudinale su�sante pour les faire entrer dans une orbite
fermée. Cette approche 1D ne tient pas compte des conditions transverses pour piéger
les particules, le piégeage est en réalité plus contraignant.
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Accélération des électrons et énergie atteinte

L'énergie maximale atteinte est celle des électrons se trouvant sur la séparatrice
et arrivant à la position ξ où le potentiel est maximal. On peut estimer l'impulsion
maximale en posant 4φ = φmax − φmin et en supposant que γg � 1 :

pmaxz = 2γ2
g4φ (1.34)

L'énergie correspondante en MeV est donnée par :

E = 0.511× 2γ2
g4φ [MeV] (1.35)

Pour que l'électron puisse être accéléré, il faut qu'il reste dans la zone d'accélération.
La longueur d'accélération correspond à la longueur de déphasage :

LD ∼ γ2
gλp, (1.36)

où λp = 2πc
ωp
. Il faut également tenir compte compte de la longueur de Rayleigh et

de la longueur de déplétion du laser (Ldepl ∼ cτγ2
gλp,). La longueur de déplétion

correspond à la distance au bout de laquelle le laser ayant cédé une bonne partie de
son énergie au plasma n'est plus capable d'exciter les ondes plasmas.

1.3.3 Régime de la bulle ou du blowout

Lorsque la force pondéromotrice du laser devient très importante, celle-ci est ca-
pable d'expulser complètement les électrons sur son passage. Si l'impulsion laser est
de courte durée typiquement quelques dizaines de femtosecondes, avec des taches
focales de quelques dizaines de microns, les électrons expulsés forment une couche
dense à la surface d'une bulle remplie d'ions, non a�ectés par le passage du laser
ultra-court. Cela se produit dans le régime d'intensité laser relativiste, et plus préci-
sément en terme de potentiel vecteur lorsque a0 > 2. Plus a0 augmente, plus la force
pondéromotrice est importante et plus on expulse e�cacement les électrons. Sur la
�gure 1.4, on a tracé les trajectoires de plusieurs électrons. Ces électrons sont expul-
sés par la force pondéromotrice puis rejoignent l'axe de propagation. L'importante
séparation de charge crée des champs électriques très importants capables d'accélérer
e�cacement des électrons. Cette méthode a déjà permis d'atteindre le GeV en labo-
ratoire sur quelques centimètres de plasma [Leemans 2006]. Les études présentées
dans cette thèse se placent exclusivement dans ce régime prometteur pour l'accéléra-
tion d'électrons. Dans le chapitre suivant, nous examinerons en détail la modélisation
théorique de ce régime.
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Figure 1.4 � Trajectoires de particules tests issues d'une simulation PIC montrant
la formation de l'onde de sillage dans le régime de la bulle. L'impulsion laser se situe
à l'avant en rouge.

1.4 Injection des électrons dans une onde de sillage
laser

1.4.1 Auto-injection

Lorsque les électrons formant l'onde de sillage sont expulsés, ils peuvent gagner
su�samment d'énergie pour être capturés à l'arrière de l'onde de sillage. Ce phéno-
mène se produit dès que le champ électrique à l'arrière de l'onde de sillage est assez
intense pour les piéger. Pour augmenter le champ électrique accélérateur, il faut consi-
dérer des densités de plasma et/ou des intensités lasers plus élevées. Ce phénomène
ne peut se produire qu'à des intensités lasers très élevées (a0 � 1) [Mangles 2012b]
ou en s'appuyant sur des phénomènes non-linéaires comme l'auto-focalisation de l'im-
pulsion laser pour atteindre les seuils nécessaires à l'auto-injection. Avec ce schéma
d'injection, le contrôle de la charge et de l'énergie du faisceau est très di�cile.

1.4.2 Injection optique

L'injection optique [Fubiani 2004, Kotaki 2004] a été imaginée a�n de trouver un
moyen de contrôler les propriétés du faisceau accéléré. L'utilisation d'une impulsion
laser additionnelle se propageant en sens inverse à l'impulsion principale, permet
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aux électrons de rentrer par l'avant de l'onde de sillage. On choisit en général la
densité électronique et le potentiel vecteur normalisé de façon à éviter les e�ets non-
linéaires propres à l'auto-injection. En choisissant la position de l'injection dans le
plasma, on peut �xer l'énergie des électrons. Suivant les paramètres des di�érents
lasers, des faisceaux présentant des spectres quasi-mono-énergétiques peuvent être
obtenus mais également avec de très bonnes caractéristiques transverses [Faure 2006,
Davoine 2008]. Dans ces expériences, l'onde d'injection est contrepropagative et son
intensité est faible devant celle de l'onde principale créant le sillage.

Dans la référence [Faure 2006], une onde laser de potentiel vecteur normalisé
a0 = 1.3, de durée de 30 fs et de waist w0 = 18µm, est focalisée dans un plasma de
densité ne = 0.0043nc (ne = 7.5 × 1018 cm−3 pour λ0 = 0.8µm). Les électrons sont
injectés par une onde contrepropagative (avec a1 = 0.4, de durée 30 fs et de waist
w1 = 31µm) lors de la collision des deux impulsions lasers. Un faisceau avec une
charge de 19 pC a pu être accéléré jusqu'à 117 MeV. Ce faisceau présentait de très
bonnes caractéristiques notamment une faible dispersion en énergie (environ 11%) et
une faible divergence (environ 6 mrad).

Chau�age stochastique

Suivant les polarisations des lasers, di�érents phénomènes interviennent lors de la
collision des deux impulsions. Si les deux lasers sont polarisés linéairement et ont leur
champs électriques parallèles, les électrons entrent dans l'onde de sillage et peuvent
subir du chau�age stochastique. Ainsi, ils gagnent de l'énergie pouvant être utilisée
pour leur capture. Le phénomène de chau�age stochastique ainsi que son utilité dans
l'accélération d'électrons par onde de sillage laser sera étudié dans la seconde partie
de cette thèse.

1.4.3 Injection par gradient de densité

Dans le régime de la bulle, on peut contrôler les dimensions de la cavité en mo-
di�ant les paramètres lasers (waist et potentiel vecteur a0) et surtout la densité élec-
tronique du plasma. Par exemple, en diminuant la densité, on allonge la bulle. C'est
le principe de l'injection par gradient de densité [Hansson 2015, Gonsalves 2011]. On
suppose que le laser se propage dans un plasma sous-dense de densité ne1 . Comme
on l'a dit plus tôt, les électrons formant l'onde de sillage acquièrent une certaine
vitesse susceptible de les injecter dans la bulle, lorsque cela se produit, on est dans le
régime d'auto-injection présenté plus haut. On peut forcer l'injection de ces électrons
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en allongeant la bulle. Si la bulle s'allonge, les électrons se situant à l'arrière auront
une vitesse su�sante pour être injectés. Ce type d'injection demande des réglages
assez �ns de la densité. Dans la référence [Hansson 2015], une seconde source de gaz
est utilisée a�n de créer localement une sur-densité électronique. En positionnant
correctement cette arrivée de gaz secondaire, on peut obtenir un pro�l de densité
présentant un gradient propice à l'injection.

1.5 Accélération des électrons - guidage de l'impul-
sion laser.

1.5.1 Création d'un canal plasma

Il a été montré qu'en utilisant un pro�l transverse parabolique de plasma, on peut
guider une impulsion laser gaussiennne [Sprangle 1992, Geddes 2005]. Ce pro�l est
de la forme n (r) = n0 + ∆n (r2/w2

0) où w0 désigne le waist de l'impulsion gaussienne
à guider. Cela dé�nit un canal plasma avec une densité faible au centre et qui croît
avec le rayon au bord. Une densité plus faible donne une longueur de déphasage
plus longue permettant une accélération d'autant plus longue. Di�érentes approches
permettent de créer un tel pro�l. En utilisant un laser, on peut chau�er le plasma
sur l'axe, un choc hydrodynamique se propage radialement [Geddes 2005] et fournit
le pro�l souhaité.

1.5.2 Guidage par capillaire

L'une des méthodes de guidage par capillaire est celle utilisant une décharge
électrique [Spence 2000]. Le chau�age au centre du plasma par la décharge électrique
et le refroidissement au paroi du capillaire permet d'obtenir un pro�l de densité
parabolique. Les parois du capillaire sont fait en un matériau résistant au �ux laser,
aux hautes températures et isolant pour que la décharge ne claque pas sur les parois.
L'alumine, qui répond à ces di�érents critères, est le matériau de prédilection pour
ces expériences. Dans la référence [Leemans 2006], une impulsion laser avec un waist
de 26µm, d'une durée de 40 fs, une intensité de I0 = 3 × 1018W.cm−2 (a0 = 1)
et une longueur d'onde λ0 = 810nm a pu être guidée dans un plasma de densité
ne = 2.7×1018 cm−3 (ne = 1.6×10−3 nc) sur 3.3 cm. Ce guidage a permis l'obtention
d'un faisceau d'électrons de 50 pC avec une énergie de 1 GeV.
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1.5.3 Utilisation d'un champ magnétique longitudinal

En appliquant un champ magnétique longitudinal, on peut former un canal au
centre duquel la densité électronique sera plus faible que dans le cas non magnétisé.
Cet e�et a été testé par l'équipe de D. H Froula et al. [Froula 2009] au Lawrence
Livermore National Laboratory. La �gure 1.5 montre les pro�ls transverses des den-
sités obtenus. Ces pro�ls sont issus de simulations avec un code hydrodynamique
dans lequel on regarde la formation d'un plasma créé par une impulsion laser longue.
Dans l'exemple de la �gure 1.5, on a une impulsion laser transportant une énergie de
100 J, focalisée sur un waist de 150µm et d'une durée de 1 ns. Le paramètre β = Pc

Pb

Figure 1.5 � Figures tirées de la référence [Froula 2009], Densités et températures
électroniques en fonction du champ magnétique appliqué a) B = 0, b) B = 3T et c)
B = 30T

mesure le rapport entre la pression cinétique (due à la densité des électrons) sur la
pression magnétique. Lorsque β > 1 comme dans la �gure 1.5b, c'est la pression ciné-
tique qui domine et les électrons ne sont pas con�nés par le champ magnétique. Les
électrons chau�és au centre de l'impulsion se déplacent radialement d'où la présence
d'un canal où la densité est plus faible. Par contre lorsque β < 1, c'est à dire lorsque
le champ magnétique devient grand comme pour la �gure 1.5c, la température élec-
tronique augmente au centre mais le con�nement des électrons ne permet plus de
former un canal. Dans la partie traitant du champ magnétique, cet e�et ne sera pas
pris en compte. Le champ magnétique sera appliqué sur un plasma à l'équilibre et
déjà totalement ionisé.
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1.6 Applications de l'accélération d'électrons par
onde de sillage laser.

1.6.1 Source de rayonnement

Un faisceau d'électrons oscillant transversalement produit du rayonnement syn-
chrotron. Lors du processus d'accélération par onde de sillage, on peut créer un fais-
ceau ayant ce type de comportement. Les propriétés de ces faisceaux sont propices à
la génération de sources X de hautes énergies (supérieures au KeV), de courtes durées
et avec une petite taille transverse. Avec de telles sources, l'étude de la matière sur
des échelles de temps de l'ordre de la femtoseconde et sur des échelles de longueur
de l'ordre de l'angström est envisageable, ces dimensions caractéristiques étant celles
d'un atome.

Rayonnement bêtatron

Il existe di�érentes manières de faire du rayonnement. Celui décrit précédemment
est le rayonnement bêtatron résultant de l'oscillation du faisceau d'électrons dans les
champs focalisant de l'onde de sillage (Fig.1.6). L'onde de sillage se comporte alors
comme un onduleur. Le rayonnement bêtatron est un rayonnement incohérent. Le
nombre de photons émis croît avec le nombre d'oscillations, celui ci dépend de la
fréquence bêtatron ωb = ωp/ (2γ)1/2 et de l'amplitude des oscillations. On peut aug-
menter l'amplitude des oscillations en forçant l'injection puis le piégeage des électrons
hors axe.

Figure 1.6 � Figure tirée de la référence [Albert 2014], principe de création d'une
source X par rayonnement bêtatron
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Di�usion Thomson

Lorsqu'un faisceau d'électrons interagit avec une onde électromagnétique très in-
tense comme l'onde laser, ces derniers acquièrent une vitesse relativiste. Suivant les
caractéristiques de l'onde laser, un rayonnement X peut être produit. Un mécanisme
permettant d'utiliser l'onde laser créant l'onde de sillage par l'intermédiaire d'un mi-
roir plasma a été expérimenté par certaines équipes [Phuoc 2012, Mangles 2012a], il
est résumé sur la �gure 1.7. Les électrons sont tout d'abord accélérés par l'onde de

Figure 1.7 � Figure tirée de la référence [Phuoc 2012], principe de création d'une
source X par di�usion Thomson et miroir plasma

sillage créée par le laser et arrivent face à un �lm en plastique. Le �lm s'ionise et
devient un miroir plasma qui va renvoyer le laser. Les électrons traversent l'impulsion
laser et oscillent à très haute fréquence d'où la production de rayonnement X.
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Rayonnement de freinage ou Bremsstrahlung

Lorsque des électrons énergétiques sont déviés, ralentis ou stoppés comme par
exemple des électrons qui rentrent en collision avec des atomes, un rayonnement de
freinage ou Bremsstrahlung est produit. Ce rayonnement se compose de photons très
énergétiques et très directifs. Le rayonnement émis a aussi la particularité de présenter
une distribution maxwellienne voisine de celle des électrons. La durée de la source
est de l'ordre de la picoseconde et sa taille dépend de celle du faisceau d'électrons
et de la nature de la cible. De telles sources sont intéressantes entre autre pour la
radiographie ultra-brève d'objet avec une meilleure résolution spatiale [Glinec 2005].
Les très hautes énergies permettent de considérer des objets très denses. On peut
également utiliser ces rayonnements pour des applications médicales [Kainz 2004]. Les
rayonnements issues des accélérateurs conventionnels ont des énergies allant de 10 à
20 MeV a�n d'éviter l'activation des matériaux constitutifs des installations. Avec un
accélérateur laser plasma, on peut obtenir des électrons beaucoup plus énergétiques.
De ce fait, on peut par exemple dans le cadre de traitements pour le cancer, traiter
des tumeurs dans des zones beaucoup plus profondes sans risque pour les tissus
sains [DesRosiers 2000]. On peut également envisager des expériences d'activation
nucléaire comme par exemple la production de neutrons et d'éléments radioactifs
[Giulietti 2008].

1.6.2 Radiographie

La production de faisceaux d'électrons énergétiques avec des résolutions spatiale
et temporelle faibles permet la radiographie d'objets denses et/ou de phénomènes
très rapides. Par exemple, on peut par ce moyen, suivre l'évolution rapide de champs
électromagnétiques [Schumaker 2013]. La radiographie d'image avec une très bonne
résolution spatiale est également possible [Bussolino 2013]. La haute résolution de
ces sources dépasse la limite millimétrique des accélérateurs conventionnels (Fig.1.8)
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Figure 1.8 � Figures tirées de la référence [Glinec 2005], radiographie d'un cylindre
en tungstène de 2mm de diamètre, utilisant des électrons accélérés par une onde
de sillage laser comme source de rayonnement. a) image expérimentale et b) image
obtenue après un traitement numérique.
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Dans le chapitre précédent, nous avons introduit les bases de la physique de l'ac-
célération par onde de sillage laser avec une modélisation 1D. Les formules ainsi
obtenues permettent d'estimer l'énergie maximale (Eq.1.35) et la longueur d'accélé-
ration nécessaire (Eq.1.36). Toutefois pour obtenir une description réaliste de la forme
de l'onde de sillage et des champs électromagnétiques, il est nécessaire de prendre
en compte les e�ets transverses et d'adopter un formalisme 3D. Nous présentons un
modèle 3D permettant de déterminer la forme de l'onde de sillage créée par un laser
se propageant dans un plasma sous dense. Ce modèle a déjà été introduit par W. Lu
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[Lu 2006] dans le cas d'un faisceau d'électrons ou d'un laser créant l'onde de sillage.
Dans notre modèle, nous déterminons les équations décrivant une onde de sillage
créée par impulsion laser ultra-courte et ultra-intense. A la di�érence de Lu, nous
utiliserons le formalisme de S.Yi [Yi 2013] pour décrire les charges et les courants
a�n de déterminer les potentiels dans l'onde de sillage.

Le régime de blowout est atteint lorsque le plasma est très sous-critique (ne/nc �
1) et l'interaction est ultra-relativiste (a0 � 1) [Kostyukov 2004, Pukhov 2004,
Gordienko 2005, Pukhov 2006], nous nous plaçons dans ce régime. Dans ces condi-
tions, le faisceau laser, via la force pondéromotrice, expulse complètement hors axe
les électrons avec lesquels il interagit. Une région vide d'électrons de géométrie axi-
symétrique est créée à la suite du passage de l'impulsion laser. Le modèle que nous
allons construire devrait permettre de comprendre la formation de la bulle accéléra-
trice, de déterminer l'in�uence des di�érents paramètres sur la forme de la cavité et
les champs électromagnétiques dans la bulle. Dans une première section, nous présen-
tons les hypothèses et les approximations utilisées dans ce modèle. Dans une deuxième
section, nous déterminons les équations de notre modèle. Dans une troisième section,
nous confrontons notre modèle aux résultats de simulations PIC.

2.1 Présentation du modèle et premières approxi-
mations

2.1.1 Description du plasma

Pour décrire l'interaction d'un plasma avec un laser, il faut traiter à la fois les
équations sur les champs électromagnétiques et les trajectoires des di�érentes espèces
dans le plasma et le tout de manière auto-consistante. En déterminant les charges et
courants du système, ainsi que les conditions limites, on peut déterminer les champs
électromagnétiques grâce aux équations de Maxwell. La complexité de ce type de mo-
dèle vient de la description du plasma et en particulier des trajectoires des particules.
Lorsque l'intensité du laser est très élevée, les trajectoires des électrons peuvent se
croiser et un modèle �uide simple [Chen 1985] ne su�t pas pour décrire le plasma.
Dans notre modèle, on considère des particules �uides lagrangiennes et l'équation du
mouvement s'écrit pour chaque particule �uide :[

∂

∂t
+ vi · ∇

]
pi = qi [E+ vi ∧B] , (2.1)
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où i indique la particule �uide concernée, qi, vi et pi désignent respectivement la
charge, la vitesse et l'impulsion de la particule �uide. La force de Lorentz fait inter-
venir le champ électrique E et le champ magnétique B.
Les densités de charge et de courant véri�ent l'équation de conservation de la charge :

∂ρ

∂t
+∇ · J = 0, (2.2)

où la densité de charge ρ =
∑

i qini et la densité de courant J =
∑

i qinivi. Les champs
électromagnétiques sont calculés grâce aux équations sur les potentiels scalaire et
vecteur, notés respectivement φ et A :(

∂2

∂t2
−∇2

)[
A
φ

]
=

[
J
ρ

]
(2.3)

Nous utilisons la jauge de Lorentz :

1

c2

∂φ

∂t
+∇.A = 0 (2.4)

Dans ce modèle, nous utiliserons les normalisations suivantes :

Grandeurs Physiques normalisée à

Temps 1/ωp
Distance c/ωp
Vitesse c
Masse me

Charge e
Impulsion mec

Densité n0

Potentiel vecteur mec
e

Champ électrique mecωp
e

Champ magnétique meωp
e

Table 2.1 � Normalisation des grandeurs pour le modèle où c est la vitesse de la
lumière,me la masse de l'électron, e est la charge élémentaire, n0 la densité du plasma
et ωp est la fréquence plasma.

Le laser se propageant dans un milieu largement sous-critique, sa vitesse de groupe
est proche de celle de la lumière. On peut séparer la dynamique des électrons de celle
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des ions, en e�et les ions au moins 1836 fois plus lourds que les électrons ne seront
quasiment pas perturbés par le passage d'une impulsion laser de quelques dizaines
de femtosecondes.

Notre première approximation concerne les électrons situés à l'avant du laser.
Étant donné que les électrons formant l'onde de sillage se déplacent à une vitesse de
l'ordre de c, leurs vitesses thermiques initiales négligeables devant c sont considérées
nulles. Ainsi, les électrons qui constituent les particules �uides à l'avant du laser sont
considérés au repos.

Notre seconde approximation concerne les champs dans l'onde de sillage. Ceux-ci
dépendent exclusivement de la variable ξ = ct − z, la vitesse de phase de l'onde de
sillage étant proche de c.

Notre dernière hypothèse simpli�catrice est l'approximation quasi-statique
[Sprangle 1990], celle-ci distingue di�érentes échelles de temps lors de la propagation
du faisceau laser intense dans le plasma dilué. Plus précisément, on considère que
l'enveloppe du laser évolue sur un temps long devant le temps de réponse du plasma.
Ainsi pendant le temps nécessaire au laser pour dépasser un électron, l'enveloppe du
laser ne subit presque aucune modi�cation.

Pour que l'approximation quasi-statique soit valable, le faisceau laser qui crée
l'onde de sillage et la densité électronique doivent véri�er certaines conditions. Le
faisceau laser évolue sur une longueur de l'ordre de sa longueur de Rayleigh (Zr =
πW 2

0

λ0
). Le waist w0 du laser est de l'ordre de l'épaisseur de peau du plasma c/ωp. Par

conséquent pour véri�er Zr � c/ωp on doit véri�er ω0/ωp � 1, cette condition est
véri�ée pour les plasmas très dilués. En pratique, on choisira toujours ne < 10−2 nc.

En outre, signalons que pour un laser d'intensité extrêmement élevée, certains
électrons sont propulsés à l'avant du front du laser avec des vitesses très proches de
la vitesse de groupe du laser. Le front du laser met un temps beaucoup plus long à
dépasser ces électrons, pour ces particules l'approximation quasi-statique n'est pas
satisfaite.

2.1.2 Approximation des champs moyennés - force pondéro-
motrice.

Le laser intense crée une onde de sillage en perturbant les trajectoires des élec-
trons. L'approximation des champs moyennés suggère que l'on ne tient compte que
des mouvements moyens des électrons responsables de la création de l'onde de sillage.
En d'autres termes, les mouvements rapides d'oscillations des électrons dans l'impul-
sion laser sont moyennés sur une période laser. De cette moyenne ressort la force
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pondéromotrice qui a été calculée par Mora et Antonsen [Mora 1997]. L'équation
régissant le mouvement des électrons s'écrit :(

∂

∂t
+ vs · ∇

)
ps = −e [Es + vs ∧Bs] + Fp (2.5)

Dans l'expression 2.5, il ne reste que les champs moyennés (notés avec un indice s),
typiquement les champs électromagnétiques développés dans l'onde de sillage ainsi
que la vitesse et l'impulsion moyennées de l'électron. Dans cette approximation, les
champs électromagnétiques dus au laser interviennent dans la force pondéromotrice
qui est donnée dans le cas relativiste par l'expression suivante [Mora 1997] :

Fp = − q2
i

γimic2
∇
∣∣∣∣A0

2

∣∣∣∣2 (2.6)

Le champ laser est donné par Alaser = A0

2
exp(−ik0ξ) + c.c, c.c étant le complexe

conjugué, A0 est l'enveloppe de l'impulsion laser et k0 est son vecteur d'onde. Le
facteur de Lorentz moyenné, noté γ, est donné par [Mora 1997] :

γ2 =

(
1 + p2

⊥ + p2
z +
|A0|2

2

)
, (2.7)

où l'impulsion mécanique transverse p⊥ est donnée par p2
⊥ = p2

x + p2
y en coordonnées

cartésiennes et pz est l'impulsion mécanique longitudinale. Les composantes de l'im-
pulsion sont également des valeurs moyennes sur une période laser. On peut noter
que les électrons sont plus violemment mis en mouvement que les ions dont la masse
est des milliers de fois plus élevée.

2.1.3 Approche hamiltonienne

En utilisant les outils de la dynamique hamiltonienne, on obtient plusieurs rela-
tions utiles à la résolution de notre problème. On considère un électron dont le Hamil-
tonien s'écrit : H = γ − φ. Les di�érentes grandeurs sont moyennées sur une période
laser. Un changement de coordonnées, permet d'éliminer le temps via une transfor-
mation canonique. L'utilisation de la fonction génératrice d'ordre 2 : F2 = Pz(z − t)
donne un nouvel Hamiltonien : Ĥ = H+ ∂F2

∂t
= H−Pz = γ−φ−Pz où Pz = pz−Az

est la nouvelle impulsion généralisée. Le nouvel hamiltonien qui ne dépend plus ex-
plicitement du temps, est un invariant du système. A l'instant initial, les électrons
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sont considérés comme étant au repos ce qui se traduit par : Ĥ = 1. On obtient la
relation suivante en posant Ψ = φ− Az :

γ − pz = 1 + Ψ (2.8)

En partant de cette expression et de celle de γ2, on obtient [Mora 1997] :

pz =

[
1 + p2

⊥ + |A0|2
2
− (1 + Ψ)2

]
2(1 + Ψ)

(2.9)

γ =

[
1 + p2

⊥ + |A0|2
2

+ (1 + Ψ)2
]

2(1 + Ψ)
(2.10)

On a l'équation suivante pour ξ :

dξ

dt
= 1− vz =

2(1 + Ψ)2[
1 + p2

⊥ + |A0|2
2

+ (1 + Ψ)2
] (2.11)

Ces relations nous permettent de déterminer pz, γ et dξ
dt

à partir du potentiel
e�ectif et de l'impulsion transverse. Ainsi, on peut les éliminer dans les équations
liées à la dynamique transverse. Ces relations restent valables tant que la trajectoire
de l'électron satisfait les approximations introduites dans la sous-section 2.1.1. Par
exemple dans le cas d'impulsions lasers très intenses, les électrons proches de l'axe
sont dans un premier temps poussés vers l'avant par la force pondéromotrice du laser
puis expulsés en dehors de la bulle. Pour ces électrons, l'approximation quasi-statique
ne sera pas valide et les relations précédentes ne seront pas applicables. Il en est de
même pour les trajectoires des électrons accélérés par l'onde de sillage.

2.2 Système d'équations décrivant le rayon de la
bulle

Nous avons présenté dans la section précédente, le cadre et les équations permet-
tant de décrire l'interaction d'une impulsion laser ultra-courte et très intense avec un
plasma. On va maintenant développer un modèle permettant, à partir des équations
précédentes, de calculer le rayon de la bulle et donc déterminer la forme de l'onde de
sillage laser. Nous allons nous placer en coordonnées cylindriques car elles sont bien
adaptées pour les problèmes liés aux ondes de sillages laser.
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2.2.1 Hypothèse sur la forme de l'onde de sillage

La propagation d'une impulsion laser très intense et de très courte durée va ex-
pulser les électrons des zones de champs forts. Les trajectoires de ces électrons vont
dépendre de leur position initiale et de l'intensité du laser. Le régime de la bulle est
pleinement installé lorsque les trajectoires de ces électrons se croisent. Cela signi�e
que des zones vides d'électrons vont apparaître. Pour simpli�er, on considère que
l'onde de sillage peut être divisée en trois régions distinctes (Fig.2.1) :
• une cavité remplie d'ions positifs
• une couche �ne et dense d'électrons en surface
• un plasma non perturbé

Figure 2.1 � Schéma de formation d'une onde de sillage laser dans le régime de la
bulle.

La transition entre la cavité d'ions et la couche d'électrons est brutale, on passe
d'une zone vide d'électrons à une sur-densité électronique. La limite entre les deux
zones est donnée par rb (ξ) qui est le rayon à déterminer et également la trajectoire
des électrons les plus proches de la bulles d'ions. Les ions étant considérés au repos, il
n'y a pas de courant à l'intérieur de la bulle. Par contre celui des électrons en surface
est bien évidement à considérer.

Les champs électromagnétiques sont déterminés par le potentiel e�ectif Ψ. En
utilisant l'équation 2.3, on aboutit à l'équation suivante sur Ψ :

∇2
⊥Ψ = − (ρ− Jz) (2.12)

Les termes sources de ce potentiel sont la densité de charge ρ = ρi + ρe et le courant
Jz = Jz,e pour lequel seuls les électrons sont source de courant. La détermination
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du potentiel e�ectif passe par la dé�nition des di�érents termes sources. Dans les
paragraphes qui suivent, nous dé�nissons ces termes sources.

Densité électronique à la surface de la bulle

On considère que le laser crée une cavité vide d'électrons, ces derniers se trouvent
à la surface de la cavité de rayon rb(ξ) et ils constituent une couche d'épaisseur ∆ρ

(indépendante de ξ). On choisit d'écrire la densité électronique sous la forme :

ρe = ρs exp

(
−(r − rb (ξ))

∆ρ

)
, (2.13)

pour r ≥ rb où ρs est la densité maximale.

Le courant de retour sur la surface de la bulle

Les électrons à la surface de l'onde de sillage sont attirés par le champ électrosta-
tique créé par la bulle. Plus les électrons s'éloignent du laser et plus cette force de
rappel devient grande. En particulier, dans la direction longitudinale, un courant de
retour se forme [Yi 2013]. On utilise la formule suivante pour modéliser ce courant :

Jz,e = Js (ξ) exp

(
−(r − rb (ξ))

∆j

)
, (2.14)

où Js (ξ) est la valeur maximale du courant. L'épaisseur ∆j de ce courant de retour
est supposée plus grande que celle de la couche électronique formant l'onde de sillage,
∆j > ∆ρ.

Ces deux expressions nous permettent de tracer le courant et la densité sur une
carte (r, ξ) en connaissant la valeur de rb (ξ). Le calcul du courant de retour va
également permettre de déterminer les champs électromagnétiques à l'extérieur de
l'onde de sillage. Ceci par exemple dans le but d'étudier des mécanismes d'injections
comme ce qui est présenté dans l'annexe D.

Dé�nition du terme source S

À partir des formes analytiques choisies pour le courant et la densité de la couche
d'électrons, nous pouvons estimer la valeur des termes sources du potentiel Ψ que
l'on note S (r, ξ) = − (ρ− Jz) et nous avons :

S (r, ξ) =


−(1− ε)

S0 (ξ) exp
(
− (r−rb(ξ))

∆ρ

) (r < rb) ,

(r ≥ rb) ,

(2.15)
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où S0 est la valeur maximale du terme source en r = rb. Le paramètre ε indique
la proportion d'électrons par rapport à celle des ions dans la bulle. Cela va nous
permettre de considérer nos équations dans des zones où la bulle n'est pas encore
formée comme par exemple à l'avant de l'impulsion laser. Dans ce cas, nous aurons
ε = 1. On peut noter que seule l'épaisseur ∆ρ intervient dans l'expression de S ce
qui est, comme on va le voir, conforme aux simulations PIC. On trace sur la �gure
2.2, les fonctions S (r) et Jz,e (r) normalisées à leur valeur maximale avec ξ �xé.

Figure 2.2 � Représentation des fonctions S et de courant Jz,e pour rb = 5 et avec
∆ρ = 0.5 et ∆J = 1.0. La partie négative de la fonction S pour r < rb n'est pas
montrée sur le graphe.

A partir de simulations PIC obtenues à l'aide du code Calder-Circ, on peut dé-
terminer les valeurs de la fonction S et du courant Jz,e (Fig.2.3).
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Figure 2.3 � Résultats de simulations PIC 3D Calder-Circ avec a0 = 4, ne = 0.001nc
à t = 2400 a) S = − (ρ− Jz) et b) Densité de courant électronique Jz,e projetés sur
(z,r). Le laser se situe en z = 2100.

La valeur de S au niveau de la surface de la bulle atteint un maximum puis
décroit lorsque rb 7→ 0 (Fig.2.3a). Le courant de retour est représenté par le fort
courant électronique dans la direction de propagation (Fig.2.3b).

Figure 2.4 � Fonction S(r)/Smax et le courant Jz,e/Jz,e,max issus de simulations 3D
avec CALDER-Circ avec a0 = 4, ne = 0.001nc pour z = 1980 en fonction de r à
t = 2400

On remarque que l'épaisseur du courant est légèrement plus élevée que celle du
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terme source S (Fig.2.4). Le choix de prendre ∆j > ∆ρ est ainsi justi�é.

Calcul de S0

Le terme S0 peut être déterminé à partir de l'équation de continuité donnée par
l'expression 2.2. En écrivant l'opérateur divergence en coordonnées cylindriques et en
regroupant le courant Jz et la densité ρ, on trouve le terme source S (r, ξ)

∂ (−S (r, ξ))

∂ξ
+

1

r

∂ (r Jr)

∂r
= 0

On intègre l'expression sur la coordonnée cylindrique r∫ ∞
0

∂ (−S (r, ξ))

∂ξ
r dr +

∫ ∞
0

1

r

∂ (r Jr)

∂r
r dr = 0

La seconde intégrale tend vers 0 (pas de courant en 0 et à l'in�ni) et cela conduit à :∫ ∞
0

S (r, ξ) r dr = Cste.

En séparant l'intégrale en deux morceaux sur les intervalles [0, rb] et [rb, +∞], nous
arrivons �nalement à :

S0 (ξ) =
(1− ε)r2

b

24ρ (rb +4ρ)
+

Cste

4ρ (rb +4ρ)

S'il n'y a pas de bulle c'est à dire pour rb = 0, on a S0 (ξ) = 0 et ainsi :

S0 (ξ) =
(1− ε)r2

b

24ρ (rb +4ρ)
(2.16)

L'expression du terme source étant connue, on peut calculer le potentiel e�ectif
Ψ.

2.2.2 Expression du potentiel e�ectif

En partant de l'équation (2.3), on peut écrire l'équation suivante pour le poten-
tiel Ψ :

∇2
⊥Ψ (r, ξ) = S (r, ξ) ,
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Les étapes de calculs sont données dans l'annexe B et l'expression de Ψ s'écrit �na-
lement pour r < rb :

Ψ (r, ξ) = (1− ε)r
2
b − r2

4
+ S0 (ξ)4ρ2

[
1 + exp

(
rb
4ρ

)
E1

(
rb
4ρ

)]
, (2.17)

puis pour r ≥ rb :

Ψ (r, ξ) = S0 (ξ)4ρ2 exp

(
−(r − rb (ξ))

4ρ

)[
1 + exp

(
r

4ρ

)
E1

(
r

4ρ

)]
. (2.18)

où E1 (r) =
∫∞
r

e−t

t
dt est la fonction exponentielle intégrale.

En r = rb, le potentiel s'écrit, en posant α = rb
∆ρ

:

Ψ (α) =
(1− ε)α24ρ2

2 (α + 1)
[1 + exp (α)E1 (α)] ,

Les dérivées première et seconde du potentiel sont données en r = rb par :

dΨ

dα
=

(1− ε)α4ρ2

2 (α + 1)2

(
2 + 2α + α2

)
[1 + exp (α)E1 (α)] ,

et

d2Ψ

dα2
=

(1− ε)4ρ2

2 (α + 1)3 [−2α + (2 + α (1 + α) (4 + α (3 + α))) exp (α)E1 (α)] ,

Regardons comment se comporte la fonction Ψ. Sur la �gure 2.5, on trace séparément
les deux fonctions potentiels puis le potentiel Ψ �nal vu par la particule.

Figure 2.5 � Fonction Ψ (r, ξ) pour rb = 5, ε = 0 et d = 0.5 a) Ψ (r < rb, ξ) en rouge
et Ψ (r > rb, ξ) en bleu b) Ψ (r, ξ)
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La somme des deux fonctions donne bien le potentiel écranté d'une bulle d'ions
(voir Annexe D). A l'intérieur de la bulle (r < rb), la force de rappel des ions est très
importante ce qui conduit à un potentiel très grand. Par contre en dehors de la bulle
(r > rb), le potentiel devient rapidement nul.

Calcul du courant de retour

Pour déterminer les potentiels et les champs à l'extérieur de la bulle, nous devons
calculer le courant de retour en fonction de r et ξ. Nous rappelons la formule du
courant Jz dans les di�érentes zones de la bulle :

Jz,e (r, ξ) =


0

Js (ξ) exp
(
− (r−rb(ξ))

4j

) (r < rb) ,

(r ≥ rb) ,

(2.19)

Pour déterminer Js (ξ), on part de l'équation de Maxwell-Ampère :

∇×B =
∂E
∂ξ

+ J

En intégrant sur une surface et en considérant que le rotationnel du champ magné-
tique est nul, on a : ∫ ∞

0

dEz
dξ

rdr +

∫ ∞
0

Jzrdr = 0 , (2.20)

sachant que le courant est non nul pour r > rb, le calcul de l'intégrale sur Jz donne,
à partir de 2.19 : ∫ ∞

0

Jzrdr = Js (ξ) ∆J (rb + ∆J) ,

avec Ez = ∂Ψ/∂ξ, on arrive à :

Js (ξ) =
−
∫∞

0
d2Ψ
dξ2 rdr

∆j (rb + ∆j)

Le calcul de Js à partir de Ψ est fait dans l'annexe C et on trouve au �nal que Js
s'écrit :

Js (ξ) =
− (I1 + I2)

∆j (rb + ∆j)
(2.21)

avec

I1 =
r2
b

2∆ρ

[
d2rb
dξ2

dΨ (0, ξ)

dα
+

1

∆ρ

d2Ψ (0, ξ)

dα2

(
drb
dξ

)2
]



52
Chapitre 2. Modélisation de l'onde de sillage laser dans le régime de la

bulle

et

I2 = 4ρ
[

3

2
(α + 1) exp (−α)− α2

2
E1 (α)

][
d2rb
dξ2

dΨξ

dα
+

1

∆ρ

(
drb
dξ

)2
d2Ψξ

dα2

]

2.2.3 Calcul des autres potentiels

Calcul du potentiel vecteur Az

Pour (r ≤ rb), le courant à l'intérieur de la bulle est nul, Jz = 0 et ainsi on a :

Az = 0.

Pour (r ≥ rb), Jz = Js (ξ) exp
(
rb

∆J

)
exp

(
− r

∆J

)
et d'après les relations précédentes,

on a :
1

r

∂

∂r

(
r
∂Az
∂r

)
= −Jz. (2.22)

Après une première série d'intégration :

r
∂Az
∂r

= −Jse
rb
∆J

∫ r

rb

r′e−
r′

∆J dr′,

puis en intégrant par partie, on obtient :

r
∂Az
∂r

= −Js∆j
(
rb − re

−(r−rb)
∆J + ∆je

−(r−rb)
∆J −∆j

)
.

On continue l'intégration et en considérant que
∫ r
rb

=
∫∞
rb
−
∫∞
r
, on trouve �nalement :

Az (r, ξ) = −Js (ξ) ∆j

(
rb ln

(
r

rb

)
+ ∆j

[
−1 + ln

(
r

rb

)
+ e

−(r−rb)
∆J

+ e
rb
∆J

[
E1

( r

∆J

)
− E1

( rb
∆J

)]]) (2.23)

On retrouve l'expression donnée dans l'article de Yi [Yi 2013].

Calcul du potentiel vecteur Ar

La composante du potentiel vecteur Ar peut être déterminée par l'expression
suivante :

1

r

∂ (rAr)

∂r
= −∂Ψ

∂ξ
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Ce calcul est fait dans l'annexe B et on obtient le résultat suivant :

Ar (r, ξ) =


−rAr0 (ξ) [1 + exp (α)E1 (α)]

−Ar0(ξ)
r

[3∆ρ2 + 3∆ρrb + r2
b

+r2eαE1

(
r

∆ρ

)
− 3∆ρ (r + ∆ρ) e−

r−rb
∆ρ

]
(r < rb) ,

(r ≥ rb) ,

(2.24)

avec

Ar0 (ξ) =
(1− ε)α4ρ
4 (α + 1)2

drb
dξ

(
2 + 2α + α2

)
,

L'expression de Ar est di�érente de celle proposée dans l'article de Yi [Yi 2013] (il
y a une erreur de signe) mais notre expression répond au critère de continuité de la
fonction en r = rb.
On peut noter que pour (r < rb) , on peut écrire :

Ar (r, ξ) = − r

24ρ
drb
dξ

dΨ

dα
,

2.2.4 Équation sur le rayon de la bulle

Calcul des forces

Maintenant que nous connaissons les expressions des potentiels, nous pouvons cal-
culer les forces qui agissent sur les électrons du plasma situés en r = rb(ξ). Ces forces
sont la force de Lorentz et la force pondéromotrice. Elles s'écrivent en coordonnées
cylindriques :

Fr = −(Er − vzBθ + vθBz) + Fp⊥

=
∂Ψ

∂r
+

(1 + Ψ)

γ

(
∂Ar
∂ξ

+
∂Az
∂r

)
− 1

4γ

∂ |A0 (r, ξ)|2

∂r
,

où Bz = 0.
En utilisant vr = dr

dt
= dr

dξ
dξ
dt

= (1− vz)drdξ , on peut écrire l'équation du mouvement
projetée selon r :

dpr
dξ

=
1

1− vz
Fr .
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En remplaçant l'expression de la force Fr et sachant qu'on a la relation pr = γvr =

(1 + Ψ) dr
dξ

on arrive à :

d

dξ

[
(1 + Ψ)

dr

dξ

]
= −r

4

[
1 +

1 + |A0|2
2

(1 + Ψ)2
+

(
dr

dξ

)2
]

+

(
∂Ar
∂ξ

+
∂Az
∂r

)
−

∂|A0|2
∂r

4(1 + Ψ)
.

(2.25)

Calcul des trajectoires des électrons

On se place en r = rb, pour déterminer la trajectoire des électrons à la surface de
la bulle ce qui va permettre de déterminer le rayon de la cavité rb en fonction de la
position ξ. L'équation 2.25 devient :

A(rb)
d2rb
dξ2

+B(rb)rb

(
drb
dξ

)2

+ C(rb)rb = −
∂|A0|2
∂r

4 (1 + Ψ)
, (2.26)

avec

A(rb) = 1 + Ψ +
α

2

dΨ

dα
,

B(rb) =
1

rb∆ρ

dΨ

dα
+

1

2

d2Ψ

dα2
+

1

4
, (2.27)

C(rb) =
(1− ε)

4

[
1 +

1 + |A0|2
2

(1 + Ψ)2

]
,

où α = rb
∆ρ

Ce système d'équations peut être résolu numériquement. Les paramètres
libres de ce système sont l'épaisseur de la couche d'électrons ∆ρ, le paramètre ε ainsi
que les conditions initiales sur rb et

drb
dξ
. Le paramètre ∆J intervient dans le calcul

des champs électromagnétiques autour de la bulle qui ne sera pas abordé dans ce
chapitre.

2.2.5 Calcul des champs électriques

Dans l'accélération d'électrons par onde de sillage laser, les électrons sont piégés
puis accélérés dans la direction de propagation du laser. Ces di�érents mécanismes
font intervenir les champs électriques dans la bulle. Le modèle permet de calculer ces
champs, on présente le calcul de la composante longitudinale et radiale du champ
électrique.
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Champ électrique Ez

A partir de la dé�nition du potentiel e�ectif Ψ, le champ électrique longitudinal
s'écrit :

Ez =
∂Ψ

∂ξ
.

La valeur de ce potentiel est connue en fonction de (r, ξ). On obtient l'expression du
champ électrique longitudinal :

Ez (r, ξ) =


Ez0 (ξ) (1 + eαE1 (α))

Ez0 (ξ)

(
e−

(r−rb)
∆ρ + eαE1

(
r

∆ρ

)) (r < rb) ,

(r ≥ rb) ,

où

Ez0 (ξ) =
α4ρ

2 (α + 1)2

drb
dξ

(
2 + 2α + α2

)
.

A l'intérieur de la cavité, le champ électrique longitudinal ne dépend pas de la position
r et devient rapidement nul à l'extérieur.

Champ électrique Er

La composante radiale du champ électrique est donnée par :

Er = −∂Ψ

∂r
− ∂Az

∂r
− ∂Ar

∂ξ
,

pour (r ≤ rb), on trouve :

∂Ψ

∂r
=
− (1− ε) r

2
∂Az
∂r

= 0,

∂Ar
∂ξ

= −r
2

[
1

∆ρ

d2rb
dξ2

dΨ

dα
+

1

∆ρ2

(
drb
dξ

)2
d2Ψ

dα2

]
,

d'où

Er =
r

2

[
(1− ε) +

1

∆ρ

d2rb
dξ2

dΨ

dα
+

1

∆ρ2

(
drb
dξ

)2
d2Ψ

dα2

]
. (2.28)
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On note qu'à l'intérieur de l'onde de sillage, le champ radiale Er est linéaire avec r.
Pour (r ≥ rb), on peut e�ectuer la même démarche, les calculs sont assez longs, ils
ne seront pas exposés ici. On retiens juste qu'on obtient une fonction qui tend très
rapidement vers 0 lorsque r devient grand.

2.3 Validation du modèle théorique

Nous allons maintenant confronter notre modèle aux résultats de simulations PIC
obtenues avec le code Calder-Circ. A�n de �xer les paramètres du modèle, on étudie
les trajectoires de particules tests formant l'onde de sillage. On commence, tout
d'abord, par dé�nir l'impulsion laser et l'expression de la force pondéromotrice.

2.3.1 Dé�nition de l'impulsion laser et de la force pondéro-
motrice

On utilise une impulsion laser gaussienne dont l'enveloppe est dé�nie par :

A0 (r, ξ) = a0 exp

[
− ξ

2

τ 2
0

]
exp

[
− r2

W 2
0

]
.

La force pondéromotrice dans la direction radiale s'écrit :

Fp⊥ =
1

4γ

∂ |A0 (r, ξ)|2

∂r
= − r a2

0

γW 2
0

exp

[
−2

ξ2

τ 2
0

]
exp

[
−2

r2

W 2
0

]
.

On peut également calculer la force pondéromotrice dans la direction de propagation :

Fp‖ =
1

4γ

∂ |A0 (r, ξ)|2

∂ξ
= −ξ a

2
0

γτ 2
0

exp

[
−2

ξ2

τ 2
0

]
exp

[
−2

r2

W 2
0

]
.

La force pondéromotrice radiale est nulle en r = 0 et maximum pour r = W0√
2
. Dans la

direction longitudinale, la force est nulle au centre de l'impulsion laser et maximum
sur l'axe en r = 0. Les électrons initialement proches l'axe sont très violemment
poussés vers l'avant par l'impulsion laser et très peu radialement. Par contre, les
électrons hors axe et proches de la valeur maximum de la force pondéromotrice
radiale, vont être expulsés radialement et très peu dans la direction longitudinale.



2.3. Validation du modèle théorique 57

2.3.2 Conditions initiales et paramètres

Une impulsion laser de quelques dizaines de femtosecondes est utilisée pour créer
une onde de sillage dans un plasma de densité ne. L'impulsion a une durée τ0 = 30 fs,
un waist de w0 = 18µm et une intensité relativiste (a0 > 1).

A�n de déterminer les meilleures conditions initiales, on examine les trajec-
toires de quelques particules tests issues de simulations PIC pour deux densités
électroniques initiales di�érentes. En arrière plan, une carte de densité électronique
permet d'identi�er les trajectoires décrivant l'onde de sillage laser (Fig.2.6). Les

Figure 2.6 � Trajectoires de particules tests issues de simulations PIC avec Calder-
Circ pour a0 = 4, w0 = 18µm, τ0 = 30 fs, a) ne = 0.00025nc et b) ne = 0.001nc. Les
particules susceptibles de former l'onde de sillage sont tracées en rouge et les autres
en vert

électrons hors axe participent à la formation de la couche électronique. Ils sont
expulsés par la force pondéromotrice puis reviennent sur l'axe (courbe rouge sur
la �gure 2.6). A plus haute densité, les électrons formant la couche d'électrons
autour de la bulle se situent plus près du maximum de la force pondéromotrice
radiale. En fonction de la densité du plasma et de l'intensité du laser, il faut bien
choisir la valeur du rayon initial pour décrire au mieux la forme de la bulle en
résolvant les équations du modèle. Dans le cas d'une onde de sillage créée par une
impulsion laser, cette valeur se situe autour du maximum de la force pondéromotrice.

Notre modèle est inspiré du travail de Yi et al. [Yi 2013], qui a étudié l'onde
de sillage créée par un faisceau d'électrons relativistes dans le régime de la bulle.
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Dans le cas du faisceau d'électrons, c'est la force de Lorentz associée au faisceau qui
va éjecter les électrons. Pour un faisceau d'électrons gaussien, la densité de charge
associée s'écrit :

ρbeam = Jz,beam/c = ρbeam,0 exp

[
− ξ2

2σ2
z

]
exp

[
− r2

2σ2
r

]

La force expulsant les électrons s'obtient en calculant la dérivée selon r du
potentiel vecteur Az que l'on détermine à partir du courant Jz,beam (voir Eq.2.22).
Cette force s'écrit :

Fbeam =
∂Az
∂r

=
λ (ξ)

r
, (2.29)

avec λ (ξ) =
∫∞

0
Jz,beam rdr = λ0 exp

[
− ξ2

2σ2
z

]
la charge linéique du faisceau. Cette

force est maximale lorsque l'électron est proche de l'axe (r = 0). A la di�é-

Figure 2.7 � Trajectoires de particules test issues de simulations PIC avec le code
WAKE [Mora 1997], la carte de courant Jz,e est représenté en arrière plan. Le faisceau
d'électrons (non représenté) se propage de la droite vers la gauche. Image tirée de la
référence [Yi 2013]

rence d'une onde de sillage créée par laser, avec un faisceau d'électrons, les élec-
trons formant l'onde de sillage sont beaucoup plus proches de l'axe (Fig.2.7).
En ce qui concerne l'épaisseur de la couche d'électrons, les résultats de simulations
et les articles [Lu 2006, Yi 2013] montrent que 0.5 k−1

p < ∆ρ < 1.0 k−1
p .
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Si nous revenons au cas du laser, les électrons se trouvent initialement au repos
loin de l'impulsion laser. Certains électrons auront des trajectoires dessinant la bulle.
Sachant que ξ = 0 correspond à la position du laser, il faut déterminer à partir de quel
moment, un électron ressentira la force de rappel des ions. On doit donc distinguer
deux régions à la frontière desquelles le paramètre ε change brutalement de valeur.
La limite entre les deux régions est déterminée par un paramètre que l'on note ξ0.
Au niveau du front de l'impulsion laser, la bulle d'ions n'est pas encore formée et
les électrons subissent presque uniquement l'e�et de la force pondéromotrice, dans
ce domaine (où ξ < ξ0) ε = 1. Dans le reste du domaine (ξ > ξ0) la séparation de
charge est établie, les potentiels engendrés par la bulle d'ions sont pris en compte,
on a alors ε = 0.

2.3.3 Confrontation du modèle aux simulations PIC

Dans le cas d'une onde de sillage créée par une impulsion laser, les hypothèses
présentées dans la section précédente et les équations du mouvement 2.26, nous per-
mettent de tracer la trajectoire d'un électron dessinant la forme de l'onde de sillage,
c'est à dire le rayon rb (ξ). Les grandeurs obtenues à partir du modèle sont renorma-
lisées pour comparaison avec les résultats du code PIC.

In�uence de la densité électronique

Nous considérons dans ce paragraphe un potentiel vecteur normalisé �xé à a0 = 4

pour examiner l'in�uence spéci�que de la densité électronique.

Sur la �gure 2.8, on trace la valeur de rb (ξ) pour plusieurs densités initiales de
plasma.
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Figure 2.8 � Densité électronique projetée dans l'espace (r, z) avec a0 = 4, w0 =

18µm, τ0 = 30 fs pour a) ne = 2.5 × 10−4 nc et b) ne = 1.0 × 10−3 nc. En pointillé
rouge, on a tracé rb (ξ) obtenu avec le modèle. Le laser se situe en z = 2220.

L'accord entre le modèle et les simulations PIC est très bon malgré quelques
écarts observés pour la densité ne = 2.5×10−4 nc (Fig.2.8a). Pour ne = 1.0×10−3 nc,
le rapport entre la force de rappel des ions et la force pondéromotrice change. Les
électrons sont rappelés très tôt par les ions ce qui explique que le rayon de la bulle
est plus petit pour ne = 1.0 × 10−3 nc que pour ne = 2.5 × 10−4 nc (Fig.2.8). A
faible densité (ne = 2.5 × 10−4 nc), les électrons sont plus violemment éjectés par
la force pondéromotrice étant donné que la force de rappel des ions est plus faible.
En conséquence l'épaisseur de la couche limite d'électrons est plus élevée et il y a
un écart entre le rayon donné par le modèle et celui observé dans la simulation PIC
(Fig.2.8a).

Les composantes Ez et Er du champ électrique sont calculées à l'intérieur de
l'onde de sillage. On trouve une bonne correspondance entre les simulations PIC
et le modèle (Fig.2.9). La composante longitudinale du champ électrique est bien
calculée par notre modèle dans la quasi-totalité de l'onde de sillage pour les deux
densités considérées (Fig.2.9a et b). A l'arrière du sillage, l'amplitude du champ
augmente notamment à cause de l'accumulation de charge, cet e�et n'est pas pris en
compte dans notre modèle. Ainsi, on observe dans cette région très localisée un écart
entre les prédictions du modèle et les résultats de simulation. Pour la composante
radiale, l'accord est très bon entre le modèle et les simulations. On véri�e notamment
que dans l'onde de sillage (r < rb), le champ Er évolue linéairement avec le rayon r
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Figure 2.9 � Champ électrique calculé pour a0 = 4, τ0 = 30 fs, w0 = 18µm.
Composante Ez (ξ) a) ne = 2.5 × 10−4 nc b) ne = 1.0 × 10−3 nc. Composante Er(r)
c) ne = 2.5× 10−4 nc d) ne = 1.0× 10−3 nc.

(Fig.2.9c et d).

Pour obtenir ces résultats, nous avons utilisé les paramètres donnés dans le tableau
2.2. Les paramètres utilisés sont conformes à nos hypothèses et observations. Lorsque
la densité dépasse 10−3 nc, le rayon de la bulle décroit nettement (Tab.2.2). Alors qu'à
plus faible densité, l'épaisseur de la couche limite et le rayon de la bulle sont plus
élevés (Fig.2.8a et Tab.2.2).
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ne (nc) 2.5× 10−4 5.0× 10−4 7.5× 10−4 1.0× 10−3 2.5× 10−3 4.3× 10−3

∆ρ
(
k−1
p

)
0.8 0.8 0.75 0.7 0.7 0.7

ξ0 (cτ0) -0.12 -0.18 -0.16 -0.2 -0.3 -0.35

rb0 (w0) 0.8 0.7 0.60 0.6 0.55 0.55

kpw0

2
√
a0

0.56 0.79 0.97 1.12 1.77 2.24

Table 2.2 � Valeurs des paramètres utilisés dans le modèle analytique pour les cas
présentés dans les �gures 2.8 et 2.9 et pour d'autres densités ne. a0 = 4, τ0 = 30 fs

et w0 = 18µm.

Lu et al. [Lu 2006] montrent qu'il existe des conditions pour que le modèle donne
des résultats satisfaisants vis à vis des simulations. Ces conditions permettent un
meilleur guidage de l'impulsion laser dans le plasma et également d'avoir une bulle
avec une couche d'électrons peu épaisse. Ces conditions se résument par la relation
suivante :

kpw0 ∼ kprm & 2
√
a0 (2.30)

L'équilibre entre la force pondéromotrice du laser et la force de rappel des ions per-
met d'écrire cette relation [Lu 2006]. Les simulations présentées dans cette section
satisfont ce critère pour les densités intermédiaires et élevées (Tab.2.2). Cela montre
aussi que le cas basse densité (ne = 2.5 × 10−4 nc) est plus di�cile à modéliser avec
nos hypothèses.

In�uence de l'intensité du laser

Nous considérons dans ce paragraphe une faible densité électronique (�xée à ne =

2.5× 10−4 nc) a�n d'étudier l'in�uence spéci�que de l'intensité du laser.
En augmentant la valeur de a0, les électrons sont plus violemment expulsés comme

le montrent les trajectoires de particules tests de la �gure 2.10. Ainsi, beaucoup moins
d'électrons traversent la bulle lorsque a0 � 1 (Fig.2.10b). Si on mesure la densité
électronique dans l'onde de sillage en fonction de la valeur du potentiel vecteur du
laser, celle-ci tend rapidement vers 0 lorsque a0 croît (Fig.2.11).
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Figure 2.10 � Trajectoires de particules tests issues de simulations PIC avec Calder-
Circ avec τ0 = 30 fs, w0 = 18µm et ne = 2.5× 10−4 nc pour a) a0 = 2 et b) a0 = 6.
Les particules susceptibles de former l'onde de sillage sont tracées en rouge et les
autres en vert.

Figure 2.11 � Densité électronique ne en fonction du rayon r à une position zi avec
τ0 = 30 fs, w0 = 18µm et ne = 2.5× 10−4 nc à zi = 2150

A�n de confronter les observations issues des simulations (Fig.2.10) avec les pré-
dictions de notre modèle, le rayon théorique rb (ξ) est représenté �gure 2.12 pour les
deux cas évoqués dans la �gure 2.10.

Lorsque l'intensité du laser est modérée (a0 = 2), les électrons sont faiblement
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Figure 2.12 � Densité électronique projetée dans l'espace (r, z) avec τ0 = 30 fs,
w0 = 18µm et ne = 2.5× 10−4 nc pour a) a0 = 2 et b) a0 = 6. En pointillé rouge, on
a tracé rb (ξ) obtenu avec le modèle.

repoussés par la force de pondéromotrice. On observe les caractéristiques d'un écou-
lement laminaire De plus, la convergence des trajectoires à l'arrière de la bulle près
de l'axe de propagation (Fig.2.10a) est beaucoup moins marquée qu'à forte intensité
(a0 = 6). Le rayon transverse de l'onde de sillage est divisé par deux (Fig.2.12a) par
rapport au cas a0 = 6 (Fig.2.12b). Lorsque l'intensité du laser est élevée (a0 = 6), les
électrons sont plus violemment expulsés par la force pondéromotrice. Certains élec-
trons ne sont pas rappelés par les ions et continuent leur trajectoire dans le plasma.
Ainsi, l'écart grandit entre le rayon rb (ξ) donné par le modèle et celui observé dans
la simulation (Fig.2.12b).

La modélisation analytique du champ électrique est en très bon accord quantitatif
avec les simulations PIC (Fig.2.13) pour les valeurs de a0 modérées (a0 = 2) et fortes
(a0 = 6). Soulignons que pour les intensités modérément relativistes (a0 = 2), le
champ électrique longitudinal prédit reproduit �dèlement celui issu de la simulation
y compris à l'arrière de la bulle (Fig.2.13a).

Les paramètres utilisés dans le modèle sont donnés dans le tableau 2.3.
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Figure 2.13 � Champ électrique Ez calculé sur l'axe obtenu avec les simulations
PIC et le modèle analytique pour τ0 = 30 fs, w0 = 18µm et ne = 2.5× 10−4 nc pour
a) a0 = 2 et b) a0 = 6.

a0 2 3 4 6

∆ρ
(
k−1
p

)
0.6 0.75 0.80 0.85

rb0 (w0) 0.50 0.60 0.80 0.90

ξ0(cτ0) +0.5 -0.02 -0.12 -0.22

kpw0

2
√
a0

0.79 0.64 0.56 0.45

Table 2.3 � Valeurs des paramètres pour les cas présentés dans la �gure 2.12 et
d'autres valeurs de a0. ne = 2.5× 10−4 nc, τ0 = 30 fs et w0 = 18µm.

Lorsque la condition donnée par Lu (Eq.2.30) est véri�ée, notre modèle donne
des résultats conformes aux simulations. Dans le cas contraire, on observe des écarts
entre le rayon rb fourni par le modèle et le rayon de l'onde de sillage observé dans
les simulations PIC. Dans cette situation, la force de rappel des ions devient négli-
geable devant la force pondéromotrice à l'avant de l'onde de sillage, les électrons plus
violemment expulsés forment des couches de densité et de courant plus larges et le
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rayon de bulle augmente (Tab.2.3).

On considère à présent une densité électronique plus élevée (ne = 1.0× 10−3 nc),
les électrons sont plus faiblement expulsés par le laser car le rapport entre la force
pondéromotrice et la force de rappel des ions est plus faible qu'à basse densité
(ne = 2.5 × 10−4 nc). Cette tendance est mise en évidence par les trajectoires de
particules tests (Fig.2.14) que l'on peut comparer à celles de la �gure 2.10. Les
bulles créées par l'impulsion laser ont des dimensions caractéristiques plus petites
que précédemment. Les rayons rb (ξ) issus de notre modèle analytique reproduisent
très précisément la position de la couche limite d'électrons (Fig.2.15). Les paramètres
utilisés pour résoudre les équations du modèle sont fournis dans le tableau 2.4.

Figure 2.14 � Trajectoires de particules tests issues de simulations PIC avec Calder-
Circ avec τ0 = 30 fs, w0 = 18µm et ne = 1.0× 10−3 nc pour a) a0 = 2 et b) a0 = 6.
Les particules susceptibles de former l'onde de sillage sont tracées en rouge et les
autres en vert.
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Figure 2.15 � Densité électronique projetée dans l'espace (r, z) avec τ0 = 30 fs,
w0 = 18µm et ne = 2.5× 10−4 nc pour a) a0 = 2 et b) a0 = 6. En pointillé rouge, on
a tracé rb (ξ) obtenu avec le modèle.

a0 2 3 4 6

∆ρ
(
k−1
p

)
0.45 0.65 0.72 0.8

rb0 (w0) 0.4 0.55 0.60 0.60

ξ0(cτ0) +0.3 -0.05 -0.2 -0.35

kpw0

2
√
a0

1.58 1.28 1.12 0.90

Table 2.4 � Valeurs des paramètres pour les cas présentés dans les �gures 2.15 et
d'autres valeurs de a0. ne = 1.0× 10−3 nc, τ0 = 30 fs et w0 = 18µm.

On a véri�é que notre modèle permet de tracer des formes de bulles en très
bon accord quantitatif avec les simulations PIC lorsque la relation 2.30 est véri�ée.
Lorsque 2.30 n'est pas satisfaite on obtient néanmoins un très bon accord qualitatif.
Les prédictions de notre modèle pour les champs électriques à l'intérieur de la bulle
sont également en excellent accord avec les résultats issus des simulations. Nous allons
maintenant appliquer notre modèle pour analyser les e�ets du beamloading.
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2.3.4 Application au beamloading

Un des intérêts de ce type de modèle est de pouvoir étudier l'in�uence d'un
faisceau d'électrons accéléré à l'arrière de la cavité sur la forme de la bulle. L'altération
de la bulle par le faisceau d'électrons accéléré à l'arrière est connue sous le nom de
beamloading [Tzoufras 2008, Rechatin 2010]. La présence du faisceau accéléré modi�e
les trajectoires des électrons formant l'onde de sillage. Cela aura pour conséquence
de modi�er le champ accélérateur et donc les propriétés du faisceau. Cet e�et limite
la charge pouvant être accélérée par la bulle, il augmente sa dispersion en énergie.
On reprend la formule précédente pour un faisceau d'électrons gaussien :

ρbeam = ρbeam,0 exp

[
− ξ2

2σ2
z

]
exp

[
− r2

2σ2
r

]
Dans le cas d'une onde de sillage créée par un faisceau d'électrons, seule la charge
linéique compte dans le calcul des équations donnant l'onde de sillage. La charge
linéique s'écrit en posant λ0 = ρbeam,0 σ

2
r :

λ (ξ) = λ0 exp

[
− ξ2

2σ2
z

]
Ce faisceau crée un champ électrique radiale et induit une force (Eq.2.29) pouvant
perturber les trajectoires des électrons [Tzoufras 2008]. En nous appuyant sur une
simulation PIC dans laquelle les électrons sont injectés avec la méthode d'injection
optique, on analyse l'in�uence du faisceau accéléré sur les trajectoires électroniques à
l'arrière de la bulle. A�n de comparer les résultats de simulations, nous ajoutons dans
notre modèle la force radiale (Eq.2.29) induite par le champ électrique du faisceau.
Dans notre modèle, ce faisceau est gaussien et ses caractéristiques sont données par le
tableau 2.5. Dans la simulation PIC, le faisceau piégé puis accéléré n'est pas gaussien
mais sa forme est proche de celle choisie dans notre modèle (Fig. 2.16).

La présence de ce faisceau modi�e la forme de l'onde de sillage et le champ
électrique (Fig.2.17). On a tracé les résultats donnés par le modèle lorsqu'un faisceau
est accéléré à l'arrière mais également dans le cas où il n'y a pas de faisceau. Le
modèle reproduit assez �dèlement les e�ets de beamloading (Fig.2.17).

Paramètres ρbeam,0 (n0) σr (1/kp) σz (1/kp) z0 (1/k0)

Valeur 180 0.22 0.42 6448

Table 2.5 � Valeurs des paramètres du faisceau accéléré utilisées dans la �gure 2.17
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Figure 2.16 � Comparaison avec le modèle. Densité électronique a) calculée sur l'axe
z en r = 0 et b) calculée selon r pour z = 6440 pour a0 = 4, τ0 = 30 fs, w0 = 18µm

et t = 7000. Injection des électrons à t = 2600. En pointillé rouge, on trace la densité
du faisceau prise en compte dans le modèle pour la situation correspondante.

Figure 2.17 � Comparaison avec le modèle. a) Densité électronique projetée dans
(z, r) et b) Champ électrique Ez calculé sur l'axe z pour a0 = 4, τ0 = 30 fs, w0 =

18µm, ne = 1.0×10−3 nc et t = 7000. Injection des électrons à t = 2600. En pointillé
rouge le rayon de la cavité donné par le modèle avec beamloading et en pointillé vert
sans beamloading.
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2.4 Conclusion

La propagation d'une impulsion laser très intense et très courte dans un plasma
sous-critique crée dans son sillage une onde plasma sous forme de bulle. Les électrons
sont violemment expulsés par la force pondéromotrice du laser alors que les ions,
des milliers de fois plus lourds, restent immobiles. Ces électrons sont rappelés par la
di�érence de potentiel créée par les ions positifs et forment une �ne et dense couche
limite. En écrivant les équations liées aux trajectoires des électrons formant l'onde
de sillage, nous avons pu développer un modèle analytique déterminant la forme de
l'onde de sillage et les champs électromagnétiques qui s'y développent. Ce modèle a
déjà été étudié dans le cas d'une onde de sillage créée par la propagation d'un faisceau
d'électrons relativistes. Dans le cas d'un laser, on a vu que certains éléments di�èrent
comme les conditions initiales sur les électrons formant l'onde de sillage. Dans le
cas du faisceau d'électrons, la force de Lorentz est maximum en r = 0 alors que
pour une impulsion laser gaussienne, le maximum de la force pondéromotrice se situe
hors axe. A l'aide de simulations PIC, les paramètres libres et les conditions initiales
nécessaires pour résoudre les équations de notre modèle ont pu être déterminés. En
résolvant numériquement ce système d'équations, on peut connaître le rayon de la
cavité accélératrice en fonction de la variable réduite ξ. Par ailleurs, la confrontation
aux simulations numériques nous a également permis de valider le calcul des champs
électriques à l'intérieur de la bulle par le modèle analytique. Nous avons exploité
le modèle a�n de comprendre les e�ets de beamloading provoqués par un faisceau
accéléré à l'arrière de l'onde de sillage. Par la suite, ce modèle sera étendu a�n
d'étudier la formation de l'onde de sillage dans un plasma initialement magnétisé,
dans le régime de la bulle. La généralisation du modèle de Yi [Yi 2013] et Lu [Lu 2006]
nécessaire pour tenir compte de l'e�et du champ magnétique est une contribution
originale de cette thèse. Elle a donné lieu à une publication [Rassou 2015], et sera
exposée dans le chapitre 5.

Maintenant que nous savons comment une onde de sillage peut se former dans le
régime de la bulle et que nous avons étudié ses principales propriétés, nous allons voir
dans la partie suivante comment le chau�age stochastique intervient dans le piégeage
des électrons.
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Dans l'accélération d'électrons par onde de sillage laser, il a été montré que
l'interaction d'un électron avec deux ondes électromagnétiques contrepropagatives
polarisées dans des directions parallèles permet à l'électron d'avoir des trajectoires
chaotiques et d'être accéléré stochastiquement. Ce cas de �gure se présente lorsque
dans une onde de sillage laser dans le régime de la bulle, les électrons sont injectés
grâce à l'injection optique. Le but de ce chapitre est de présenter les situations et
les conditions permettant d'obtenir du chau�age stochastique. Pour cela, nous uti-
liserons la dynamique hamiltonienne pour décrire le système, une introduction est
présentée dans cette première section. Ensuite, la dynamique d'un électron dans le
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champ électromagnétique d'une puis de deux ondes sera étudiée a�n de déterminer
les conditions pour obtenir du chau�age stochastique. En�n, la théorie à une parti-
cule avec onde plane est étendue en considérant des simulations numériques avec des
plasmas et des impulsions courtes.

3.1 Rappels de dynamique hamiltonienne

Dans cette section, un rappel de la dynamique hamiltonienne est présenté ainsi
que les di�érents outils utilisés dans ce manuscrit.

3.1.1 Formalisme de Lagrange

Un système mécanique est constitué d'un certain nombre N d'élément que l'on
note α, de masse mα. Chaque objet est ponctuel et localisé à la position rα. La con�-
guration de ce système est donnée par l'ensemble des coordonnées de chacun de ses
constituants. Suivant les di�érentes contraintes aux systèmes (contraintes internes
et/ou externes), il peut exister un certain nombre de relations entre ses coordonnées.
On désigne par q l'ensemble (q1, q2, ..., qn) des n coordonnées généralisées qi. Dans
la suite, ces coordonnées peuvent être des longueurs ou des angles. Le fait que ces
coordonnées soient su�santes pour décrire entièrement le système se traduit ma-
thématiquement par l'existence de N relations rα (q, t), dépendant de seulement n
variables qi.

La formulation lagrangienne de la mécanique consiste à écrire les équations de
Newton dépendant des N quantités vectorielles rα en fonction des 3N quantités sca-
laires xi (x1, x2, ..., x3N) qui deviennent n quantités indépendantes qi (q1, q2, ..., qn)

lorsqu'on a pris les contraintes en compte, n est le nombre de degrés de liberté du
système. Le Lagrangien ou la fonction de Lagrange s'écrit 1 :

L
(
q,

.
q, t
)

= L
(
q1, q2, . . . , qn,

.
q1,

.
q2, . . . ,

.
qn, t

)
(3.1)

Principe de Hamilton

Le principe de Hamilton aussi appelé le principe de moindre action dit :
"Pour un système lagrangien, parmi toutes les évolutions temporelles imaginables

de la con�guration q(t) = (q1(t), q2(t), ..., qn(t)) qui commencent et �nissent de façon

1. Ici comme dans le reste de ce chapitre q désigne l'ensemble des {qi} et de même pour les

grandeurs
.
q,

..
q, P et

.

P que l'on verra dans la suite.
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déterminée, l'évolution réelle rend stationnaire la quantité dite action."

Le principe de Hamilton fait intervenir une fonctionnelle qu'on appelle action
et que l'on note en générale S. L'action S se calcule en intégrant par rapport au
temps le Lagrangien L :

S (q) =

∫ t2

t1

L
(
q(t),

.
q (t), t

)
dt, (3.2)

la condition de stationnarité de l'action nous permet de déduire les équations de
Lagrange [Goldstein 1980, Tabor 1989] :

d

dt

∂L
(
q,

.
q, t
)

∂
.
qi

 =

∂L
(
q,

.
q, t
)

∂qi

 (3.3)

Les équations de Lagrange sont n équations di�érentielles du second ordre couplées.
L'impulsion généralisé Pi associée à la coordonnée qi est donnée par :

Pi

(
q,

.
q, t
)

=
∂L
(
q,

.
q, t
)

∂
.
qi

(3.4)

On dit que Pi et qi sont des variables conjuguées. Les équations de Lagrange peuvent
donc se réécrire :

.

Pi

(
q,

.
q, t
)

=

∂L
(
q,

.
q, t
)

∂qi

 (3.5)

L'expression du Lagrangien, dans le cas non relativiste, nous est donnée par la
di�érence entre les énergies cinétiques et potentielles :

L
(
q,

.
q, t
)

= T
(
q,

.
q, t
)
− V

(
q,

.
q, t
)

(3.6)

Quelques propriétés

La recherche d'intégrales premières ou constantes du mouvement permet de faci-
liter la résolution des équations de Lagrange. Celles-ci peuvent être déterminées en
choisissant judicieusement les coordonnées généralisées. Par exemple, si la fonction
de Lagrange ne dépend pas explicitement du temps, il existe une intégrale première,
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appelée énergie qui s'écrit 2 :

E
(
q,

.
q
)

=
∑
i

Pi

(
q,

.
q, t
)

.
qi −L

(
q,

.
q, t
)

= Cste, (3.7)

Si la fonction de Lagrange ne dépend pas de la coordonnée qi, c'est à dire si celle-ci
est cyclique ou muette, alors l'impulsion Pi associée à la coordonnée généralisée est
une intégrale première d'après l'équation 3.4.

Pi (q,
.
qi) =

∂L
(
q,

.
q, t
)

∂
.
qi

= Cste (3.8)

3.1.2 Formalisme Hamiltonien

La transformation de Legendre

La transformation de Legendre permet de passer d'une fonction f convexe, dépen-
dant de la coordonnée x à une nouvelle formulation f ∗ dépendant d'une coordonnée
k. Pour k �xé, f étant convexe, la fonction f ∗ possède un maximum en x qu'on note
x(k) et on a :

f ∗(k) = max [k.x− f(x)]x ,

ce qui implique : k = df(x)
dx

. En inversant cette relation, on peut déterminer x en
fonction de k.

Dans le cas du Lagrangien, il est naturel de faire jouer ce rôle à la coordonnée
.
q qui

devient alors P =
∂L(q,

.
q,t)

∂
.
qi

. La transformation de Legendre permet ainsi de passer au

2. La dérivée du Lagrangien par rapport au temps s'écrit :

d

dt
L
(
q,

.
q, t
)

=
∑
i

∂L

∂qi

.
qi +

∑
i

∂L

∂
.
qi

..
qi +

∂L

∂t

=
∑
i

d

dt

(
.
qi

∂L

∂
.
qi

)
+
∂L

∂t

Avec Pi

(
q,

.
q, t
)
=

∂L(q,
.
q,t)

∂
.
qi

cela entraine :

d

dt

(∑
i

.
qi Pi − L

)
=
∂L

∂t
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formalisme hamiltonien qui représente une alternative au formalisme lagrangien pour
décrire un système. Dans ce formalisme, on utilise les impulsions généralisées plutôt
que les vitesses généralisées. Dans le formalisme hamiltonien, l'état d'un système
est dé�ni par ses n coordonnées généralisées q et ses n impulsions P , c'est à dire
par un point (q, P ) dans un espace à 2n dimensions appelé espace des phases. On
dé�nit dans ce nouveau formalisme, la fonction de Hamilton ou Hamiltonien comme
la transformée de Legendre du Lagrangien [Tabor 1989, Goldstein 1980] :

H (q, P, t) = P.
.
q (q, P, t)− L

(
q(t),

.
q (q, P, t) , t

)
, (3.9)

où le terme P.
.
q (q, P, t) =

n∑
i=1

Pi
.
qi (q, P, t).

Équations de Hamilton

Les dérivées temporelles des coordonnées q et des impulsions P sont données par
les équations de Hamilton qui remplacent les équations de Lagrange 3 :

.
qi=

∂H (q, P, t)

∂Pi
;
.

Pi= −
∂H (q, P, t)

∂qi
(3.10)

3. Le Hamiltonien s'écrit :

H (q, P, t) = P.
.
q (q, P, t)− L

(
q,

.
q t
)
,

La dérivée totale de H s'écrit :

dH =

(
P − ∂L

∂
.
q

)
d
.
q +

.
q dP − ∂L

∂q
dq +

∂L

∂t
dt,

On utilise les équations de Lagrange et la relation P = ∂L

∂
.
q
et on obtient :

dH =
.
q dP−

.

P dq +
∂L

∂t
dt,

La dérivée totale de H peut également s'écrire :

dH =
∂H

∂q
dq +

∂H

∂p
dp+

∂H

∂t
dt,

Ainsi, par identi�cation, on obtient les équations de Hamilton.
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Il y a deux fois plus d'équations qu'avec les équations de Lagrange mais elles sont
toutes du première ordre. Ces équations sont complétées par :

dH (q(t), P (t), t)

dt
=
∂H (q, P, t)

∂t
= −

∂L
(
q,

.
q, t
)

∂t
(3.11)

En conséquence, si le Hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps, il existe
une constante du mouvement qui est le Hamiltonien lui même c'est à dire l'énergie
dans bien des cas. Le système est dans ce cas conservatif et H est la valeur prise par
le Hamiltonien sur la trajectoire considérée qui dépend des conditions initiales. Cal-
culons le Hamiltonien d'une particule de charge qe dans un champ électromagnétique
en régime relativiste. Le Hamiltonien s'écrit [Jackson 1975] :

H (r,P, t) = qeU (r, t) +

√
(P− qeA (r, t))2 c2 +m2c4 (3.12)

et le Lagrangien :

L
(
r,

.
r, t
)

= −mc2

√
1−

.

r2 /c2 + qe
( .
r .A (r, t)− U (r, t)

)
(3.13)

La première équation de Hamilton donne :

v =
.
r=

c2 (P− qeA)√
(P− qeA)2 c2 +m2c4

(3.14)

On peut montrer que :

√
(P− qeA (r, t))2 c2 +m2c4 = mc2γ = mc2

√
1

1− v2

c2

(3.15)

Cela permet de réécrire l'équation 3.14 avec p, représentant le vecteur d'impulsion
mécanique :

p = γmv = (P− qeA) , (3.16)

où γ peut également s'écrire :

γ =

√
1 +

p2

m2c2
(3.17)
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Hamiltonien covariant

On introduit les quadri-vecteurs covariants : qµ = (ct, r), P µ = (E/c,P) et
Aµ = (U/c,A). On dé�nie le temps propre τ qui véri�e : γ = dt

dτ
. A partir de

l'équation 3.16 et des équations de Lagrange appliquées à 3.13, on a :

dqµ

dτ
=

P µ − qeAµ

m
(3.18)

dP µ

dτ
= qe

∑
v

P v − qeAv

m

∂Av
∂qµ

(3.19)

A partir de 3.18, on obtient :

Pµ = m
dqµ
dτ

+ qeAµ (3.20)

Le Hamiltonien s'écrit [Jackson 1975] 4 :

H =
∑
µ

(Pµ − qeAµ) (P µ − qeAµ)

2m
(3.21)

3.1.3 Équation de Hamilton-Jacobi

Lorsque l'action est calculée sur une trajectoire réelle, c'est une fonction qu'on
appelle action de Jacobi ou fonction principale (ou caractéristique) de Hamilton. Elle
s'écrit :

S (q) =

∫ t

0

L
(
q(u),

.
q (u), u

)
du, (3.22)

Si on considère deux trajectoires réelles très proches, la variation de l'action entre
ces deux trajectoires s'écrit :

δS (q) =

∫ t

0

[
∂L

∂q
� δq(u) +

∂L

∂
.
q
� δ

.
q (u)

]
du,

4.

H =
∑
v

Pv
dqv

dτ
− L

=
∑
v

(
m
dqv
dτ

+ qeAv

)
dqv

dτ
−
∑
v

(
1

2
m
dqv
dτ

dqv

dτ
+ qeAv

dqv

dτ

)
=

∑
v

1

2
m
dqv
dτ

dqv

dτ

En utilisant l'expression 3.18, on retrouve la formule 3.21.
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En utilisant les équations de Lagrange, on peut écrire :

δS (q) =

∫ t

0

[
∂L

∂q
� δq(u)− d

du

∂L

∂q
� δ

.
q (u)

]
du+

[
∂L

∂q
� δ

.
q (u)

]t
0

δS (q) = Pδq − P0δq0,

où les δq et δq0 désignent les écarts entres les deux trajectoires. Cette relation nous
permet d'écrire :

∂S (q, t)

∂q
= P (3.23)

En écrivant la dérivée totale de l'action par rapport au temps et sachant que dS
dt

= L,
on obtient :

∂S (q, t)

∂t
=

dS

dt
− ∂S

∂q
�
dq

dt
= L− p�

.
q

∂S (q, t)

∂t
= −H (q, P, t)

Les relations entre P, H et S se réécrivent sous la forme d'équations aux dérivées
partielles non linéaires du premier ordre à n+ 1 variables qu'on appelle équations de
Hamilton-Jacobi [Rax 2005] :

∂S (q, t)

∂t
= −H

(
q,
∂S (q, t)

∂q
, t

)
(3.24)

3.1.3.1 Transformation canonique

Plutôt que d'utiliser les variables P et q pour dé�nir l'état d'un système dans
l'espace des phases, on peut imaginer d'autres coordonnées Q (q, P ), Π (q, P ). Si le
passage d'un jeu de coordonnées à l'autre conserve l'invariant de Liouville (somme des
aires de la projection d'un parallélépipède sur les plans (qi, pi)) on dit que la transfor-
mation est canonique [Gignoux 2002]. Cela implique que les équations de Hamilton
sont conservées avec les nouvelles équations et le nouvel Hamiltonien. La transfor-
mation doit conserver l'aire dans l'espace des phases. Autrement dit le Jacobien doit
valoir 1, ce qui s'écrit :

(∂qQ (q, P, t)) (∂PΠ (q, P, t))− (∂PQ (q, P, t)) (∂qΠ (q, P, t)) = 1. (3.25)

La manière la plus simple de construire une transformation canonique est l'utilisation
de fonction génératrice. Si on part des coordonnées originales q, P et du Hamiltonien
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original H (q, P, t) et qu'on souhaite obtenir les nouvelles coordonnées Q, Π et le
nouvel HamiltonienK (Q,Π, t), on peut dé�nir quatre sortes de fonctions génératrices
F1 (Q, q, t), F2 (Π, q, t), F3 (P,Q, t) et F4 (Π, P, t) dé�nies par les relations suivantes :

P =
∂F1

∂q
; Π = −∂F1

∂Q
; K = H +

∂F1

∂t

P =
∂F2

∂q
; Q =

∂F2

∂Π
; K = H +

∂F2

∂t

q = −∂F3

∂P
; Π = −∂F3

∂Q
; K = H +

∂F3

∂t

q = −∂F4

∂P
; Q =

∂F4

∂Π
; K = H +

∂F4

∂t

(3.26)

En déterminant, une des quatre fonctions génératrices, on peut assurer la canoni-
cité de la transformation, c'est à dire que les équations de Hamilton seront valables
avec le nouvel Hamiltonien et les nouvelles variables.

3.2 Dynamique d'une particule chargée dans le
champ électromagnétique d'une onde se propa-
geant dans le vide

Dans cette section, la dynamique d'un électron dans le champ électromagnétique
d'une onde plane est étudiée a�n de déterminer la nature des trajectoires de l'électron.

3.2.1 Formulation Hamiltonienne

On considère une particule chargée dans le champ électromagnétique d'une onde
plane se propageant dans la direction z. On utilise pour décrire l'onde, le quadri-
vecteur potentiel [Φ,A] = [0, (E0/ω0) cos (ω0t− k0z) ex], où E0 est le maximum du
champ électrique et ex est le vecteur unitaire dans la direction x perpendiculaire à la
direction z. ω0 est la pulsation de l'onde et k0 son vecteur d'onde.

Le temps propre τ est dé�ni par dτ = dt/γ où γ est le facteur de Lorentz. On
considère le mouvement de la particule dans l'espace étendu [(P,−γ) , (r, t)], son
Hamiltonien s'écrit :

H =
1

2m
(Pα + eAα) (Pα + eAα)− 1

2
mc2, (3.27)
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où Pα = (mcγ,−P), Pα = (mcγ,P) est le quadri-vecteur impulsion et Aα = (φ,−A),
Aα = (φ,A), le quadri-vecteur potentiel. On considère que le potentiel scalaire φ est
nul. En développant l'expression 3.27, le Hamiltonien devient :

H =
1

2
mc2γ2 − 1

2m
(P+ eA)2 − 1

2
mc2. (3.28)

Cet Hamiltonien est strictement nul cependant les équations de Hamilton donnent
les équations du mouvement [Jackson 1975].

On utilise les variables et les paramètres sans dimensions suivants : x̂ = k0x,
ŷ = k0y, ẑ = k0z, P̂x,y,z = Px,y,z/mc, t̂ = ω0t,, Ĥ = H/mc2 ce qui donne :

Ĥ =
1

2
γ2 − 1

2

(
P̂+ a0

)2

− 1

2
. (3.29)

On pose a0 = eE0/ (mω0c) et τ̂ = ω0τ qui sont respectivement, le vecteur potentiel
normalisé et le temps propre normalisé. On suppose que le mouvement de l'électron
est dans le plan de polarisation des deux ondes, dans notre cas c'est le plan (z, x).

3.2.2 Résolution de l'équation de Hamilton-Jacobi

Maintenant que nous avons dé�ni le Hamiltonien (3.29), on peut résoudre
l'équation de Hamilton-Jacobi pour dé�nir un nouvel Hamiltonien en termes
des variables angles (θ, ϕ, φ) et actions

(
P⊥, P‖,−E

)
à la place des variables(

x̂, ẑ, t̂
)
et (Px, Pz,−γ). On cherche une transformation canonique telle que les

nouveaux moments soient des constantes du mouvement. On introduit une fonc-
tion génératrice notée F2

(
P⊥, P‖,−E, x̂, ẑ, t̂

)
telle que P̂x = ∂F2/∂x̂, P̂z = ∂F2/∂ẑ,

−γ = ∂F2/∂t̂ . La fonction F2 doit être la solution de l'équation de Hamilton-Jacobi :
Ĥ
(
x̂, ẑ, t̂, Px, Pz,−γ

)
= Ĥ0 = 0. Cette équation s'écrit :

Ĥ =

(
∂F2

∂t̂

)2

−
(
∂F2

∂x̂
+ a0 cos

(
t̂− ẑ

))2

−
(
∂F2

∂ẑ

)2

− 1 = 0 (3.30)

On cherche la fonction F2 sous la forme suivante [Landau 1975, Rax 1992,
Patin 2010] :

F2 = α1 t̂+ α2 x̂+ α3 ẑ + F
(
t̂− ẑ

)
En posant ξ = t̂− ẑ et F ′ = ∂F (ξ) /∂ξ, l'équation de Hamilton-Jacobi 3.30 devient :

[α1 + F ′ (ξ)]
2 − [α2 + a0 cos (ξ)]2 − [α3 − F ′ (ξ)]2 = 1,
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ce qui implique :

F (ξ) =
1− α2

1 + α2
2 + α2

3

2 (α1 + α3)
ξ +

α1

α1 + α3

a0 sin ξ

+
a0

2 (α1 + α3)

[
ξ

2
+

1

4
sin (2ξ)

]
+ F0, (3.31)

où F0 est une constante d'intégration qu'on choisit nulle car seule les dérivées de F2

nous intéresse. On pose :

−E =
1− α2

1 + α2
2 + α2

3

2 (α1 + α3)
+ α1 +

a2
0

4 (α1 + α3)
,

P‖ = −1− α2
1 + α2

2 + α2
3

2 (α1 + α3)
+ α3 −

a2
0

4 (α1 + α3)
, (3.32)

P⊥ = α2.

Comme α1 + α3 = P‖ − E, on obtient pour F2 :

F2

(
P⊥, P‖,−E, x̂, ẑ, t̂

)
= P‖ẑ + P⊥x̂− Et̂+

P⊥a0

P‖ − E
sin
(
t̂− ẑ

)
+

a2
0

8
(
P‖ − E

) sin 2
(
t̂− ẑ

)
. (3.33)

Pour une fonction génératrice de type 2 où les nouvelles coordonnées sont P i et Qi

et les anciennes sont Pi et qi, la transformation canonique est donnée par :

Pi =
∂F2

(
qi, P i, t̂

)
∂qi

, Qi =
∂F2

(
qi, P i, t̂

)
∂P i

, (3.34)
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par conséquent, les anciennes variables s'obtiennent à partir des nouvelles par les
relations suivantes :

p̂x = P⊥ + a0 cos (φ+ ϕ) ,

p̂z = P‖ − P⊥a0

P‖−E
cos (φ+ ϕ)− a2

0

4(P‖−E)
cos [2 (φ+ ϕ)] ,

γ = E − P⊥a0

P‖−E
cos (φ+ ϕ)− a2

0

4(P‖−E)
cos [2 (φ+ ϕ)] ,

x̂ = θ + a0

P‖−E
sin (φ+ ϕ) ,

ẑ = ϕ− P⊥a0

P‖−E
sin (φ+ ϕ)− a2

0

4(P‖−E)
sin [2 (φ+ ϕ)] ,

t̂ = −φ− P⊥a0

P‖−E
sin (φ+ ϕ)− a2

0

4(P‖−E)
sin [2 (φ+ ϕ)] .

(3.35)

En remplaçant ces expressions dans le Hamiltonien (3.29), on obtient le Hamiltonien
en terme des nouvelles coordonnées :

H
(
P‖, P⊥, E

)
= −1

2

(
M2 + P 2

‖ + P 2
⊥ − E2

)
, (3.36)

où M2 = 1 + a2
0/2. Comme on a H = 0, la relation de dispersion reliée à l'énergie E

est E
(
P‖, P⊥, a0

)
=
√
M2 + P 2

‖ + P 2
⊥. On peut également noter que les impulsions

introduites correspondent aux moyennes des impulsions mécaniques c'est à dire que
l'on a : P⊥ = 〈p̂x〉 et P‖ = 〈p̂z〉. De même E = 〈γ〉.
Les solutions des équations de Hamilton sont :

θ = −P⊥τ̂ ,

ϕ = P‖τ̂ ,

φ = Eτ̂ ,

(3.37)

Cela entraîne que le problème est intégrable et donc que les trajectoires sont régulières
(Fig.3.1).

Maintenant que nous avons dé�ni le système simple et intégrable d'un électron
dans une onde électromagnétique, on va introduire une perturbation à ce système
représentant l'onde contrepropagtive de faible intensité et on verra cette fois l'appa-
rition de chaos dans le système.
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Figure 3.1 � Oribite d'un électron dans une onde polarisée linéairement

3.3 Dynamique d'une particule chargée dans le
champ électromagnétique de deux ondes -
Chau�age stochastique

Dans cette section, on étudie la dynamique d'un électron dans le champ électroma-
gnétique de deux ondes planes. Les conditions pour obtenir du chau�age stochastique
sont présentées.

3.3.1 Résonances Compton

On considère un électron se trouvant dans le champ de deux ondes polarisées
linéairement. La seconde onde est de faible intensité devant l'onde principale a0 et
représente une perturbation. Le quadri-vecteur de l'onde principale reste identique à
celle de la partie précédente. On suppose que l'onde de perturbation se propage avec
un angle α par rapport à la direction de propagation de l'onde principale (Fig.3.2).
On peut écrire son potentiel vecteur :

a1 = a1 (cosα ex − sinα ez) cos
(
ω1t− k‖z − k⊥x

)
, (3.38)

où ω1 est la fréquence de l'onde perturbatrice normalisée à celle de l'onde principale,
k⊥ et k‖ représente la norme des vecteurs d'onde dans les di�érentes directions,
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Figure 3.2 � Schéma montrant la propagation des lasers. Lorsque α = π, les deux
lasers sont contrepropagatifs

normalisées au vecteur d'onde k0 de l'onde principale.
Le Hamiltonien relativiste s'écrit alors :

H =
1

2
γ2 − 1

2
(P+ a0 + a1)2 − 1

2
. (3.39)

Comme dit plus haut, on considère la seconde onde comme une perturbation, par
conséquent le Hamiltonien d'un électron dans le champ de deux ondes peut s'écrire
comme la somme du Hamiltonien 3.36 et d'une perturbation :

Ĥ = −1

2

(
M2 + P 2

‖ + P 2
⊥ − E2

)
+ Ĥ1, (3.40)

où Ĥ1 = (P+ a0) .a1 = p.a1 avec p le moment mécanique normalisé à mc.
On pose K = ω1t̂ − k‖ẑ − k⊥x̂. En exprimant t̂, ẑ et x̂ en fonction des variables

action-angle, on trouve que K = K ′ + A sin ζ +B sin (2ζ) où :

ζ = φ+ ϕ = ẑ − t̂

K ′ = ω1φ− k1‖ϕ− k1⊥θ,

A = P⊥
g2 a0

(
k1‖ − ω1

)
− k1⊥

a0

g
,

B =
a2

0

8g2

(
k1‖ − ω1

)
,

(3.41)

avec g = P‖ − E.



3.3. Dynamique d'une particule chargée dans le champ
électromagnétique de deux ondes - Chau�age stochastique 87

En utilisant les identités :

cos (u sin v) =
∑
n

Jn (u) cos (nv)

sin (u sin v) =
∑
m

Jm (u) sin (mv) ,

on montre :
sinK =

∑
n,m

Jn (A) Jm (B) sin [K ′ + (n+ 2m) ζ] .

La perturbation H1 peut se mettre sous la forme :

H1 = −a1

∑
h=0,±1,±2

∑
n,m

Jn (A) Jm (B)Uh sin [K ′ + (n+ 2m+ h) ζ] , (3.42)

avec

Uh =
(
P⊥ cosα− P‖ sinα

)
δ0
h +

1

2

(
a0 cosα +

P⊥
g
a0 sinα

)
δ1
|h| +

a2
0

8g
sinα δ2

|h| (3.43)

En posant
Vn (A,B) =

∑
h,m,n

δNn+2m+hJn (A) Jm (B)Uh

et avec N un entier, on arrive �nalement à :

Vn (A,B) =
∑

h=0,±1,±2

UhCN−h

(
a0P⊥

(
ω1 − k1‖

)
g2

+
a0k1⊥

g
,−

a2
0

(
ω1 − k1‖

)
8g2

)
,

où CN (δ1, δ2) =
+∞∑
j=−∞

JN+2j (δ1) Jj (δ2).

La perturbation H1 s'écrit �nalement :

H1 = a1

∑
N

VN sin
[
ω1φ+ k1‖ϕ+ k1⊥θ −N (φ+ ϕ)

]
. (3.44)

Les valeurs de φ, ϕ et θ peuvent être remplacées par celles en fonction de P‖, P⊥, E
et τ̂ (Eqs.3.35). L'intégration par rapport au temps du terme en sinus, fait apparaitre
une singularité et donne la condition de résonance suivante :

− ω1E + k1‖P‖ + k1⊥P⊥ +N
(
E − P‖

)
= 0. (3.45)
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On peut tracer les lignes de résonance
(
P⊥, P‖

)
en tenant compte de la rela-

tion E =
√
M2 + P 2

‖ + P 2
⊥ qui vient du fait que le Hamiltonien est strictement nul.

Comme en atteste la �gure 3.3, les résonances sont de plus en plus proches lorsque
α tend vers π [Patin 2010, Patin 2005]. Pour α = π, les deux ondes sont contrepro-
pagatives.

Figure 3.3 � Les lignes de résonances en fonction de l'angle α avec a0 = 3. a) α = π
4

b) α = 5π
6

Un électron se trouvant dans la première résonance, va commencer par accéder
à des trajectoires dans l'espace des phases où leurs impulsions seront plus élevées
lorsque les deux premières résonances se recouvrent. Grâce aux calculs des largeurs
des résonances, on va pouvoir calculer le taux de recouvrement de ces résonances
et ainsi déterminer les situations où l'électron va pouvoir di�user dans l'espace des
phases et subir du chau�age stochastique.

3.3.2 Le critère de Chirikov

Le critère de Chirikov donne une mesure du degré de recouvrement de deux
résonances (successives ou non). On calcule pour cela le paramètre R :

R =
∆N1 + ∆N2

2dN1−N2

, (3.46)

où ∆N1 et ∆N2 sont les largeurs des résonances N1 et N2 et dN1−N2 la distance entre
ces deux résonances. Le critère de Chirikov est véri�é lorsque R > 1.
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Pour calculer les largeurs des résonances, nous nous sommes ramenés au problème
du pendule. L'électron est en mouvement au voisinage d'un tore de coordonnées dans
l'espace des phases

(
P‖c, P⊥c, Ec

)
données par la condition de résonance 3.45. Pour

étudier la dynamique d'un tel électron, J.M Rax a introduit les variables action-angle
suivantes [Rax 1992] :

J =
P‖−P‖c
k1‖−N

= P⊥−P⊥c
k1⊥

= E−Ec
ω1−N ,

Ψ = k1‖ϕ+ k1⊥θ + ω1φ−N (ϕ+ φ) .

(3.47)

Le Hamiltonien se met alors sous la forme suivante :

H =
J2

2Mp

+ a1Vn sin Ψ, (3.48)

où M−1
p = −

[(
k1‖ −N

)2
+ k2

1⊥ − (ω1 −N)2
]
.

Proche de la résonance, les équations du mouvement (équations de Hamilton)
s'écrivent :

dJ
dτ

= −a1Vn
(
P‖c, P⊥c, Ec

)
cos Ψ,

dΨ
dτ

= −
[(
k1‖ −N

)2
+ k2

1⊥ − (ω1 −N)2
]
J,

où τ est le temps propre. On retrouve l'équation du pendule et la largeur d'une
résonance est donnée par [Tabor 1989] :

∆JN = (4Mpa1Vn)1/2 = 2

√√√√ a1|Vn|∣∣∣[(k1‖ −N
)2

+ k2
1⊥ − (ω1 −N)2

]∣∣∣ (3.49)

Lorsque α = π et que les deux ondes ont la même pulsation, on a k1‖ = −1, k1⊥ = 0

et ω1 = 1, La largeur en J s'écrit alors :

∆JN =

√
2a1|Vn|
N

Les largeurs en P⊥ et P‖ sont déduites de ∆JN :

∆P‖ = ∆JN
(
k1‖ −N

)
∆P⊥ = ∆JNk1⊥

(3.50)
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On trace pour di�érentes valeurs de a1, les résonances ainsi que leur largeur en
con�guration purement contrepropagative (Fig. 3.4). Les largeurs de chaque réso-
nance augmentent avec les valeurs de a1 et si a1 est su�samment élevé, les résonances
se recouvrent. On suppose que les électrons sont initialement sur la résonance N = 1

Figure 3.4 � Lignes des 4 premières résonances et leur largeur pour α = π avec
a0 = 3 et di�érentes valeurs de a1

et on calcul le recouvrement entre la première résonance et les suivantes lorsqu'elles
existent, ici ce n'est pas N = 2 mais N = 3 (Fig.3.5). On voit que les premières ré-
sonances se recouvrent plus di�cilement. Le chaos étendu s'installe lorsque le critère
de Chirikov est véri�é pour de nombreuses résonances.
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Figure 3.5 � Calcul de R (paramètre de Chirikov) en fonction de a0 et a1 pour
α = π.a)N1 = 1 et N1 = 3 b)N1 = 3 et N1 = 5

D. Patin a montré que le chau�age stochastique est plus e�cace lorsque α est
proche de π [Patin 2010]. Pour la suite, nous allons considérer α = π qui est plus
facile à réaliser numériquement.

3.3.3 Étude pour deux lasers contrepropagatifs (α = π)

Lorsque α = π, la largeur selon P⊥ est nulle ∀N et seul le calcul des largeurs
de résonance selon P‖ est possible. On considère que les deux ondes ont la même
fréquence et avec P⊥ = 0 , on remarque que les formules précédentes se simpli�ent
considérablement :

Uh = −1

2
a0 δ

1
|h|,

et

VN = −a0

2

[
CN+1

(
0,−a2

0/4g
)

+ CN−1

(
0,−a2

0/4g
)]
.

En utilisant la dé�nition de la fonction de Bessel généralisée CN (0,−a2
0/4g) =

+∞∑
j=−∞

JN+2j (0) Jj (−a2
0/4g), seuls les termes tels que N + 2j = 0 sont non nuls. On
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trouve �nalement pour VN dans le cas N impaire :

VN=2p+1 = −a0

2

[
J(N+1)/2

(
a2

0/4g
)

+ J(N−1)/2

(
a2

0/4g
)]
,

et pour N paire :

VN=2p = 0.

Ainsi, la largeur ∆P‖ = 0 ∀p avec N = 2p. Pour estimer R, il ne faudra tenir compte
que des ordres N impaires, le calcul pour des ordres N paires n'étant pas possibles si
P⊥ = 0. Cela permet de simpli�er nos formules et de calculer le paramètre R pour de
nombreuses résonances (Fig.3.6) La �gure 3.6 donne les valeurs de R pour di�érentes

Figure 3.6 � Calcul de R (paramètre de Chirikov) pour plusieurs résonances suc-
cessives. a) a1 = 0.1 en fonction de a0 et b) a0 = 3 en fonction de a1

valeurs de l'intensité des lasers et de la résonance N. Pour chaque résonance N, le
calcul de R est e�ectué par rapport à la résonance N + 2 où N est un entier impaire.
En considérant des valeurs de l'intensité des lasers a0 et a1 plus élevées, le nombre
de résonances où il y a recouvrement augmente.

Le chau�age stochastique se produit lorsque plusieurs résonances se recouvrent et
qu'on ait du chaos étendu. On montre que pour une même valeur de a1, considérer
des valeurs de a0 plus grand permet de recouvrir plus de résonances (Fig.3.6a) et
les électrons peuvent atteindre des impulsions longitudinales élevées. Augmenter a1,
augmente également le nombre de recouvrements (Fig.3.6b).
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3.4 Mise en évidence du chaos par simulations nu-
mériques

Maintenant que nous avons exposé la théorie du chau�age stochastique, nous
allons véri�er numériquement son existence et mettre en évidence l'accélération sto-
chastique des électrons. Cette étude va également permettre d'étendre nos résultats
au cas d'un plasma et à des impulsions lasers de courtes durées.

3.4.1 Simulations numériques à une particule

En utilisant les équations de Hamilton, on peut regarder la dynamique d'un élec-
tron dans le champ électromagnétique de deux ondes lasers. Le Hamiltonien de l'élec-
tron s'écrit :

H (Pz, z , t) = γ =

√
1 + (Px +Py +A0 (r, z , t) +A1 (r, z , t))2 + P 2

z .

Dans ce modèle, on considère des lasers gaussiens de la forme :

A0 = a0 exp

[
2 ln (2)

τ 2
0

(
t̂− (ẑ + ẑ0)

)2
]

exp

[
r2

w2
0

]
× cos

[(
t̂− (ẑ + ẑ0)

)]
ex,

et

A1 = a1 exp

[
2 ln (2)

τ 2
1

(
t̂+ (ẑ + ẑ1)

)2
]

exp

[
r2

w2
1

]
× cos

[(
t̂+ (ẑ + ẑ1)

)]
ex.

Les deux lasers sont polarisés linéairement dans la direction x et se propagent selon la
direction z avec la même durée d'impulsion (τ0 = τ1) et le même waist (w0 = w1). Un
électron initialement au repos en z=0 est éloigné des deux lasers de respectivement
z0 et z1.

On trace la trajectoire d'un électron dans le champ d'ondes planes (τ0 et w0 sont
très grands) (Fig.3.7). Dans le champ d'une onde, l'électron a une trajectoire régulière
(forme un "huit"). Dans le champ de deux ondes, la trajectoire régulière se déforme et
devient chaotique. Ce chaos conduit à du chau�age stochastique dès lors que l'onde
laser contrepropagative est su�samment intense (Fig.3.8). La �gure 3.8 montre la
sensibilité des trajectoires aux conditions initiales et aux pas d'intégrations.

La mesure de l'exposant de Lyapunov [Benettin 1976, Osedelec 1968,
Lichtenberg 1983, Tabor 1989] indique si des trajectoires sont chaotiques. Plus cet
exposant est grand, plus la trajectoire est chaotique. Pour les trajectoires non-
chaotiques, cet exposant tend vers 0 suivant la précision de la machine. L'exposant de
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Figure 3.7 � Trajectoire d'un électron dans le champ d'ondes lasers pour a0 = 3

avec a) a1 = 0 et b) a1 = 0.3

Figure 3.8 � Énergie γ d'un électron dans le champ de deux ou une onde laser avec
a0 = 3 et a) a1 = 0.0, b) a1 = 0.3 avec h = 10−3 et c) a1 = 0.3 avec h = 10−4. Pour
deux conditions initiales α) γ0 =

√
1 + a2

0 et β) γ0 = 1

Lyapunov pour une trajectoire électronique dans le champ de deux ondes lasers est
presque 1000 fois plus grand que pour celui d'une seule onde (Fig.3.9). Si on compare
les impulsions longitudinales atteintes, on constate que dans le régime de chau�age
stochastique, l'électron atteint des impulsions longitudinales élevées (Fig.3.10).

L'utilisation d'une enveloppe pour les impulsions lasers peut sensiblement chan-
ger la dynamique du chau�age stochastique. En e�et on ajoute une nouvelle force au
problème, la force pondéromotrice. D'autre part, la durée des lasers limite le chauf-
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Figure 3.9 � Coe�cients de Lyapunov pour deux trajectoires d'un électron pour
a0 = 3 et pour a) a1 = 0.3 et b) a1 = 0.0.

Figure 3.10 � Trajectoire d'un électron dans l'espace des phases (pz, px) pour a0 = 3

et di�érentes valeurs d'amplitude laser a1. Cas ondes planes

fage stochastique. Avec des ondes planes, nous avions des électrons dans des champs
lasers à l'amplitude constante et les résultats sont obtenus après un temps d'interac-
tion long.
Les impulsions lasers considérées dans le cas de l'accélération d'électrons par onde de
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sillage laser sont gaussiennes, ultra-courtes et ultra-intenses. C'est à dire des durées
de l'ordre de quelques dizaines de femtoseconde et des waists de quelques dizaines de
micromètres. Sur la �gure 3.11, on considère un électron initialement en r=0 et en
interaction avec deux impulsions lasers gaussiennes pour di�érentes durées d'impul-
sion. Lorsque l'impulsion est longue, on est proche de l'approximation onde plane et
on a un chau�age du même type (Fig.3.11a). Pour des impulsions plus courtes, l'e�et
est moins spectaculaire mais le chau�age est toujours présent (Fig.3.11b).

Figure 3.11 � Trajectoire d'un électron dans l'espace des phases (pz, px) pour a0 = 3

et di�érentes valeurs d'amplitude laser a1 avec des impulsions gaussiennes. a) τ0 =

3 ps et b) τ0 = 47 fs

Cette première série de simulations nous a permis de montrer qu'en régime de
chau�age stochastique, les électrons sont accélérés dans le sens de la propagation
de l'onde de forte intensité. On a également vu que son e�et dépend des durées
des impulsions. Maintenant, nous allons voir si la présence d'un plasma a�ecte le
processus de chau�age stochastique.

3.4.2 Simulation PIC sur une couche de plasma

La théorie du chau�age stochastique étant déduite d'une approche à un électron,
il est important de véri�er que cette théorie reste valable dans un plasma. Pour
cela, on e�ectue des simuations PIC avec le code CALDER (en 2D). Le plasma est
constitué de protons et d'électrons initialement à l'équilibre et les densités utilisées
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nous permettent de négliger les collisions. On considère une tranche de plasma sous-
dense de densité électronique ne = 0, 01nc dont les dimensions sont 50µm selon z et
80, 2µm selon x. Le pro�l longitudinal du plasma est trapézoïdal avec une pente de
10µm à l'entrée et en sortie du plasma. Un pro�l constant est choisi transversalement.
La simulation est e�ectuée dans une fenêtre de dimension 130, 4 × 81, 5µm2 et la
tranche de plasma se trouve au centre de la fenêtre. Pour commencer, nous allons
utiliser des ondes lasers semi-in�nies avec une marche de 50T0 où T0 = 2π/ω0 en
entrée. Ainsi, on limite les e�ets de la force pondéromotrice et on se rapproche du
modèle à ondes planes. Les deux lasers entrent au même instant, de part et d'autre
de la fenêtre de simulation.

Les deux lasers se propagent selon z et sont polarisés linéairement avec leur champ
électrique parallèle selon x. Les waists des deux lasers sont identiques w0 = w1 =

12µm. Le premier laser a un potentiel vecteur normalisé a0 = 3 et le second la-
ser conformément à la théorie du chau�age stochastique, est une perturbation, on a
choisi a1 = 0.1. Les deux lasers entrent dans la fenêtre de simulation au temps t = 0.
Ils entrent dans le plasma au temps t = 324. Les deux lasers entrent en collision à
partir du temps t = 414. Sur la �gure 3.12, on a tracé la distribution électronique du
plasma au temps t = 1512 après une interaction d'environ 500 femtosecondes avec
un puis deux lasers. On observe un nombre important d'électrons à haute énergie

Figure 3.12 � Distribution en énergie des électrons obtenue après interaction avec
des ondes planes pour a0 = 3 en fonction de a1 pour ne = 1.0× 10−2 nc
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lorsque le plasma est en interaction avec deux ondes (Fig.3.12). Sur la �gure 3.13, le
calcul de la densité électronique du plasma dans l'espace des phases (px, pz) montre
que les électrons sont, comme attendu, accélérés longitudinalement.

Figure 3.13 � Densité électronique projetée sur (pz, px) obtenue après interaction
avec des ondes lasers semi-in�nies pour a0 = 3 avec a) a1 = 0 et b) a1 = 0.1 pour
ne = 1.0× 10−2 nc

On reconsidère notre tranche de plasma mais cette fois se sont des impulsions lasers
femtoseconde et gaussiennes qui entrent en collision au temps t = 414. Les deux lasers
ont la même durée τ0 = τ1 = 41.6 fs. Les di�érentes phases de la simulations sont
présentées sur la �gure 3.14. Sur la �gure 3.15, on a tracé les distributions en énergie
des électrons du plasma en considérant di�érentes valeurs pour l'intensité de l'onde
perturbative. Lorsque a1 = 0.1 le chau�age des électrons est très faible. Si on consi-
dère les cas a1 = 0.3 et a1 = 0.5, le chau�age est bien plus important. On remarque
également que pour une valeur de a1 très élevée (a1 = 1.0), on a toujours du chauf-
fage. On trace également la densité électronique projetée dans l'espace des phases
(pz, px), on con�rme ainsi que les électrons acquièrent de l'impulsion longitudinale
(Fig.3.16b).

A plus basse densité, on chau�e beaucoup moins d'électrons mais ils atteignent
des énergies plus élevées (Fig.3.17). De plus, la force pondéromotrice est plus violente
et ainsi l'impulsion laser principale donne une importante vitesse dans la direction
de propagation. Les �gures des densités électroniques projetées dans l'espace des
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Figure 3.14 � Champ électrique Ex (rouge) et densité électronique (bleue) proje-
tée sur l'axe obtenue à di�érents instants d'interaction avec des impulsions lasers
gaussiennes pour a0 = 3 et a1 = 0.3 pour ne = 1.0× 10−2 nc

phases (pz, px) se rapprochent du cas à une particule (Fig.3.18). Comme pour le cas
à haute densité, on semble atteindre une saturation du chau�age lorsque a1 devient
trop grand et que l'on sort du cadre de la théorie de perturbation. Par contre, le
nombre de particules chau�ées sature très vite (Fig.3.17).
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Figure 3.15 � Distributions en énergie des électrons obtenues à di�érents instants
lors de l'interaction avec des impulsions lasers gaussiennes pour a0 = 3 et plusieurs
valeurs de a1 pour ne = 1.0× 10−2 nc

Figure 3.16 � Densité électronique projetée sur (pz, px) obtenue après interaction
avec des impulsions lasers gaussiennes pour a0 = 3 et ne = 1.0×10−2 nc avec a) a1 = 0

et b) a1 = 0.3
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Figure 3.17 � Distributions en énergie des électrons obtenue à di�érents instants
lors de l'interaction avec des impulsions lasers gaussiennes pour a0 = 3 et plusieurs
valeurs de a1 pour ne = 1.0× 10−4 nc

Figure 3.18 � Densité électronique projetée sur (pz, pz) obtenue après interaction
avec des impulsions lasers gaussiennes pour a0 = 3 et ne = 1.0 × 10−4 nc avec a)
a1 = 0 et b) a1 = 0.3
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3.5 Conclusion

A l'aide du formalisme hamiltonien, nous avons étudié la dynamique d'un électron
dans le champ électromagnétique de deux ondes planes. Les trajectoires électroniques
deviennent chaotiques lorsque les deux ondes sont polarisées linéairement et ont leurs
champs électriques parallèles. Le régime de chau�age stochastique est atteint dès lors
que les intensités des deux lasers franchissent les seuils véri�ant le critère de Chirikov.
Cette théorie a été abordée par D. Patin dans sa thèse [Patin 2010] et il a montré que
la géométrie purement contrepropagative pour les deux ondes permet de maximiser
le phénomène. Nous avons démarré notre étude en partant de ce résultat et regardé
si son application dans l'accélération d'électrons par onde de sillage dans le régime de
bulle était possible. En utilisant les outils numériques à notre disposition, on a montré
que cette théorie basée sur des ondes planes reste valable dans le cas d'impulsions
courtes interagissant avec un plasma. Avec des temps d'interaction beaucoup plus
courts, les e�ets du chau�age stochastique sont moins spectaculaires mais toujours
présents. L'étude menée avec le code PIC a permis de voir que la prise en compte
d'un plasma réduit quelque peu l'e�et du chau�age stochastique. Même si le critère
de Chirikov est véri�é, considérer des intensités lasers et des temps d'interaction plus
élevés permet de chau�er plus e�cacement les électrons.

Dans l'accélération par onde de sillage en injection optique, une onde contrepro-
pagative entre en collision avec l'onde laser principale créant l'onde de sillage a�n d'y
injecter des électrons. Lors de la collision, des électrons peuvent subir du chau�age
stochastique si les deux ondes lasers sont polarisées linéairement. Dans le chapitre
suivant, nous allons voir comment le chau�age stochastique peut aider à améliorer
l'accélération d'électrons par onde de sillage laser.
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Les accélérateurs plasmas sont le siège de champs électriques et magnétiques très
intenses, à même d'accélérer e�cacement des particules chargées. Pour générer de tels
champs, il faut exciter fortement le plasma. Dans le cas de l'accélération par onde
de sillage laser, un faisceau laser ultra-intense est focalisé dans un gaz qui est ionisé.
Cette impulsion laser crée une onde de sillage capable d'accélérer les électrons. Si l'in-
tensité du laser est su�sante (a0 > 1), on peut atteindre le régime de la bulle introduit
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dans le chapitre 2. L'injection des électrons, dans la cavité accélératrice, peut être ef-
fectuée par le mécanisme d'auto-injection qui requière des intensités lasers très élevées
[Mangles 2012b]. Dans ce mécanisme, l'injection est peu contrôlable et di�cilement
utilisable pour des applications. On peut maitriser l'injection en utilisant un méca-
nisme externe dit d'injection optique. Il existe plusieurs géométries conduisant à de
l'injection optique. Celle que nous allons étudier, est la géométrie contrepropagative
[Kotaki 2004, Fubiani 2004]. Elle consiste à faire entrer en collision deux impulsions
lasers. Un premier laser dit laser principal, crée l'onde de sillage puis un seconde laser
contreprogatif entre en collision et injecte un paquet d'électrons (Fig.4.1) dans l'onde
de sillage. Suivant les polarisations, di�érents termes interviennent dans les forces
résultantes de la collision des deux impulsions lasers. Une des con�gurations, étudiée
dans le chapitre 3, permet d'obtenir du chau�age stochastique. Pour rester dans le
cadre de notre théorie perturbative, l'intensité du second laser est faible devant celle
de l'onde principale. Dans ce chapitre, nous étudions l'in�uence de la polarisation
des lasers sur le piégeage des électrons par injection optique. Notre objectif principal
est de déterminer comment le chau�age stochastique intervient dans l'accélération
d'électrons par onde de sillage initiée par injection optique. Après avoir présenté les
di�érents schémas de polarisations, nous comparerons les résultats des simulations
PIC impliquant ces di�érents schémas a�n d'en dégager l'apport du chau�age sto-
chastique. De cette manière, on va pouvoir déterminer les situations où le chau�age
stochastique améliore le piégeage des électrons mais également dans quel cas il est
préférable d'utiliser d'autres polarisations.
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Figure 4.1 � Schéma de l'injection optique avec onde de battement, ce mécanisme
est responsable de l'injection lorsque les deux lasers ont une polarisation circulaire
positive

4.1 Injection optique

4.1.1 Contrôle optique de l'injection

L'utilisation d'une seconde impulsion laser permet de contrôler les propriétés du
faisceau d'électrons accéléré de plusieurs façons. Tout d'abord, en choisissant la po-
sition de l'injection, on peut �xer la longueur d'accélération. Dans le cas d'une bulle
qui n'évolue pas pendant l'accélération cela permet de déterminer l'énergie �nale
atteinte. Un accélérateur accordable en énergie peut avoir son intérêt dans de nom-
breuses applications. Le contrôle de la charge est également possible. En modi�ant
l'énergie de l'impulsion laser de collision, on contrôle l'entrée des électrons à l'inté-
rieur de l'onde de sillage. Les paramètres des impulsions lasers (waists et durées)
peuvent également être modi�és a�n de faire varier la quantité d'électrons injectés.
L'injection optique permet donc un double contrôle [Rechatin 2009b].

Lorsqu'elle se propage dans le plasma, l'impulsion laser peut subir des modi�-
cations induites par exemple par les e�ets d'auto-focalisation ou d'auto-modulation
[Esarey 2000, Mori 1997]. Cela peut modi�er le potentiel vecteur du laser (en mo-
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di�ant le waist de l'impulsion laser et en conservant l'énergie) et ainsi allonger ou
rétracter la bulle. Ces éléments contribuent à la modi�cation du champ accélérateur
dans la bulle et donc à l'énergie que peut atteindre le faisceau d'électrons en �n
d'accélération. Il existe des solutions pour contrôler la forme de l'impulsion laser au
cours de la propagation, on peut par exemple utiliser un pro�l de densité électronique
parabolique [Sprangle 1992, Geddes 2005].

En�n, Il a été montré que suivant le type d'injection utilisé, c'est à dire sui-
vant les polarisations des deux lasers, on pouvait également améliorer la qualité du
faisceau et obtenir des faisceaux quasi-mono-énergétiques avec une faible émittance
[Davoine 2008].

4.1.2 Modèle théorique en ondes planes

Pour mettre en évidence certains des phénomènes se produisant lors de la collision
entre les deux impulsions, nous utilisons un modèle simpli�é en ondes planes. Nous
considérons deux ondes électromagnétiques contrepropagatives qui se propagent selon
l'axe z et dont les potentiels vecteurs sont donnés par les expressions suivantes :

A0 = a0

[
σ0 cos (ω0t− k0z) ex +

√
1− σ2

0 sin (ω0t− k0z) ey

]
A1 = a1

[
σ1 cos (ω0t+ k0z) ex +

√
1− σ2

1 sin (ω0t+ k0z) ey

]
Les deux ondes ont mêmes pulsations ω0 et vecteurs d'onde k0. Les di�érentes pola-
risations sont déterminées par σ0 et σ1. Dans la suite on considérera les cas suivants :

1. Les deux ondes sont polarisées linéairement selon x lorsque σ0 = σ1 = 1, on
parle de polarisations parallèles (P)

2. L'onde principale est polarisée linéairement selon x et la seconde selon y lorsque
σ0 = 1 et σ1 = 0, on parle de polarisations croisées (S)

3. Les deux ondes sont polarisées circulairement et tournent dans le même sens
lorsque σ0 = σ1 = 1/

√
2, on parle de polarisations circulaires positives (C+)

4. Les deux ondes sont polarisées circulairement mais tournent en sens contraire
lorsque σ0 = −σ1 = 1/

√
2, on parle de polarisations circulaires négatives (C-)

Examinons à présent l'e�et de la polarisation sur l'accélération longitudinale d'un
électron. Le Hamiltonien d'un électron dans le champ électromagnétique de ces deux
lasers s'écrit :

H (Px, Py, Pz, z , t) = γ =

√
1 + (Px +Py +A0 (z , t) +A1 (z , t))2 + P 2

z ,
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que l'on réécrit :

H (p⊥, pz, z , t) = γ =
√

1 + p2
⊥ + p2

z

avec

p2
⊥ = [Px + a0σ0 cos (ω0t− k0z) + a1σ1 cos (ω0t+ k0z)]2

+

[
Py + a0

√
1− σ2

0 sin (ω0t− k0z) + a1

√
1− σ2

1 sin (ω0t+ k0z)

]2

,
(4.1)

où Px et Py sont les impulsions généralisées (ou canoniques) selon x et y de l'électron.

À partir des équations de Hamilton, on obtient l'évolution du moment canonique
en fonction du temps. On obtient pour la composante longitudinale Pz :

dPz
dt

= −∂H
∂z

= − 1

2γ

∂p2
⊥

∂z

Suivant les polarisations considérées, l'évolution de l'impulsion pz de la particule
est di�érente. Comme le montre l'équation 4.1, l'impulsion transverse dépend des
paramètres lasers. Par ailleurs, les équations de Hamilton nous fournissent pour les
composantes transverses du moment canonique :

dPx
dt

= −∂H
∂x

= 0,

dPy
dt

= −∂H
∂y

= 0.

Les relations précédentes montrent que nous avons conservation du moment cano-
nique transverse. Px et Py étant des constantes du mouvement arbitraires, on les
choisit nulles par commodité, ceci ne change en rien les conclusions de cette discus-
sion. Dans ce cas, nous avons px = Ax, py = Ay et pz = Pz (car Az = 0) et le
Hamiltonien se réécrit :

H =
√

1 + A2
x + A2

y + p2
z (4.2)

avec Ax = A0,x + A1,x et Ay = A0,y + A1,y.
Pour ce choix de conditions initiales, les composantes de l'impulsion transverse sont
bornées comme suit :

|px| 6 (a0σ0 + a1σ1)
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et

|py| 6
(
a0

√
1− σ2

0 + a1

√
1− σ2

1

)
Dans les paragraphes qui suivent, nous allons déterminer la force qui s'exerce sur un
électron dans la direction de propagation de l'onde, pour les di�érentes con�gurations
de polarisations. Rappelons que ce terme de force est donné par :

dpz
dt

= −∂H
∂z

= − 1

2γ

∂p2
⊥

∂z

Les électrons initialement froids vont être mis en mouvement par la collision des deux
impulsions.

Polarisations circulaires positives (C+)

Dans cette con�guration, nous avons :

p2
⊥ = A2

x + A2
y =

[
a0√

2
cos (ω0t− k0z) +

a1√
2

cos (ω0t+ k0z)

]2

+

[
a0√

2
sin (ω0t− k0z) +

a1√
2

sin (ω0t+ k0z)

]2

et

p2
⊥ =

a2
0

2
+
a2

1

2
+ a0a1 cos (2k0z) .

On obtient :
dpz
dt

= − 1

2γ

∂p2
⊥

∂z
=
k0a0a1

γ
sin (2k0z) = Fb.

La force Fb est une force de battement créée par la collision de deux lasers. Cette
force oscille spatialement avec une longueur d'onde λ0/2 et elle peut accélérer les
électrons. En comparaison, la force pondéromotrice Fp d'une impulsion �nie de durée

τ0 vaut en ordre de grandeur Fp ∼ 1
2γ

a2
0

cτ0
et sachant que 1 � ω0τ0, on voit que si le

rapport entre a1 et a0 n'est pas trop grand, on a :

Fb
Fp
∼ 2k0a0a1

a2
0/cτ0

= 2ω0τ0
a1

a0

� 1.

Cette force de battement peut donc accélérer les électrons plus e�cacement que la
force pondéromotrice.
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Polarisations circulaires négatives (C-)

Dans la con�guration circulaire négative, on obtient :

p2
⊥ = A2

x + A2
y =

[
a0√

2
cos (ω0t− k0z)− a1√

2
cos (ω0t+ k0z)

]2

+

[
a0√

2
sin (ω0t− k0z) +

a1√
2

sin (ω0t+ k0z)

]2

(4.3)

et

p2
⊥ =

a2
0

2
+
a2

1

2
− a0a1 [cos (2ω0t)] .

On obtient :
dpz
dt

= − 1

2γ

∂p2
⊥

∂z
= 0.

Aucun terme n'agit sur l'évolution de pz, par conséquent cette con�guration ne fa-
vorise pas l'injection des électrons.

Polarisations parallèles (P)

Pour la con�guration (P) :

p2
⊥ = [a0 cos (ω0t− k0z) + a1 cos (ω0t+ k0z)]2

En utilisant les relations trigonométriques classiques, on obtient aisément :

p2
⊥ =

a2
0

2
{1 + cos [2 (ω0t− k0z)]}

+
a2

1

2
{1 + cos [2 (ω0t+ k0z)]} (4.4)

+ a0a1 [cos (2ω0t) + cos (2k0z)] ,

on en déduit la force selon z :

dpz
dt

= − 1

2γ

∂p2
⊥

∂z
= −k0a

2
0

2γ
sin [2 (ω0t− k0z)]

+
k0a

2
1

2γ
sin [2 (ω0t+ k0z)] +

k0a0a1

γ
sin [(2k0z)] .

(4.5)
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On retrouve ici la force de battement Fb de la con�guration (C+). On voit
également que des termes supplémentaires vont accélérer les électrons. Dans ce
cas, les trajectoires des électrons peuvent devenir chaotiques et conduire à du
chau�age stochastique, lorsque a1 est su�samment grand. La force de battement
est responsable de l'entrée des électrons à l'avant par l'intermédiaire d'une onde
stationnaire. Le chau�age stochastique va communiquer aux électrons une impulsion
dans la direction de propagation de l'onde intense, ce qui peut faciliter leur piégeage
à l'arrière. Si le chau�age stochastique est su�samment intense (critère de Chirikov
véri�é pour de nombreuses résonances) alors une fraction signi�cative des électrons
ne sera pas piégée dans l'onde de battement. La densité électronique dans l'espace
des phases (z, pz) fournie par les simulations PIC permet de véri�er la présence
de chau�age stochastique suivant la polarisation choisie (Fig.4.2). Le chau�age
stochastique se manifeste par un panache d'électrons dont l'impulsion longitudinale
est très élevée à l'avant de la bulle (Fig.4.2b). Cette �gure montre également
l'existence de l'onde de battement qui permet l'injection par l'avant des électrons. A
contrario, pour la con�guration (C+), l'impulsion longitudinale des électrons reste
modérée (Fig.4.2a), on parle souvent d'injection froide pour désigner ce scénario
[Davoine 2010b].

Figure 4.2 � Densité d'électrons projetée dans l'espace des phases (z, pz) en x = 0

pour a0 = 3 , a1 = 0.5 et ne = 1.0× 10−3 nc pendant la collision a) polarisation (C+)
b) polarisation (P)
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Polarisations croisées (S)

Dans la con�guration (S), nous avons :

p2
⊥ = [a0 cos (ω0t− k0z)]2 + [a1 sin (ω0t+ k0z)]2

On obtient aisément :

p2
⊥ =

a2
0

2
{1 + cos [2 (ω0t− k0z)]}+

a2
1

2
{1− cos [2 (ω0t+ k0z)]} ,

on en déduit le terme de force suivant :

dpz
dt

= − 1

2γ

∂p2
⊥

∂z
= −k0a

2
0

2γ
sin [2 (ω0t− k0z)]− k0a

2
1

2γ
sin [2 (ω0t+ k0z)]

On retrouve ici les termes de la con�guration (P) mais sans la force de battement. Ce
dernier cas permet d'isoler une partie du processus de chau�age stochastique. Dans la
section suivante, on présente des résultats de simulations PIC montrant l'interaction
entre deux impulsions lasers avec une �ne couche de plasma en considérant di�érents
schémas de polarisations.

4.1.3 Simulations PIC sur une couche �ne de plasma

Dans cette sous-section, nous examinons l'e�et des di�érentes polarisations sur
la distribution électronique d'une tranche de plasma de 50µm, soumise à une onde
laser intense et une onde laser contrepropagative de faible intensité. Le schéma de
polarisation (P) a déjà été traité dans le chapitre 3. Nous allons dans cette partie
refaire cette étude avec les autres schémas de polarisation. Comme pour l'étude du
chau�age stochastique nous nous contenterons de simulations 2D en positions et 3D
en vitesses avec le code CALDER. Les paramètres de simulations sont les mêmes
que ceux de la section 3.4.2 exceptés pour les polarisations des deux lasers entrant
en collision. On rappelle que les deux impulsions gaussiennes entrent en interaction
à partir de t = 414 et la collision prend �n à t = 648 (voir également Fig.3.14).

Polarisations circulaires positives

On trace dans le cas du schéma de polarisation (C+), les distributions en énergie
des électrons obtenues à di�érents instants de l'interaction entre les deux impulsions
(Fig.4.3). La collision entre les deux impulsions fait gagner de l'énergie aux électrons,
cette énergie augmente avec l'intensité de l'onde contrepropagative. Comme pour le
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Figure 4.3 � Distributions en énergie des électrons obtenues à di�érents instants
d'interaction avec des ondes gaussiennes en polarisations circulaires (C+) pour a0 = 3

et plusieurs valeurs de a1 avec ne = 1× 10−4 nc

cas de la polarisation (P) (Fig.3.17), on a considéré des valeurs de a1 variant entre 0 et
1. On voit qu'au delà de a1 = 0.5, l'accélération fournie par le battement n'augmente
pas de manière signi�cative.

On peut noter que la même étude a été faite pour le schéma (C-) mais aucun e�et
signi�cative n'a été observé.

Polarisations croisées

On trace dans le cas du schéma de polarisations croisées (S), les distributions en
énergie des électrons (Fig.4.4). Dans ce schéma de polarisation, il n'y a pas de force
de battement. Les électrons sont en interaction avec les deux ondes et du chau�age
stochastique peut être observé [Rechatin 2009a]. Comme on peut le voir sur les �gures
de distribution, il faut considérer des intensités de l'onde perturbative élevées pour
voir une queue de distribution d'électrons chauds. Dans les simulations présentées
ici, il fallait atteindre a1 = 1 pour a0 = 3 pour voir un peu de chau�age stochastique
(Fig.4.4 à t = 540). Des intensités a1 ≥ 1 pour l'onde laser contrepropagative, ne
peuvent pas être envisagées puisque la seconde impulsion laser n'est plus une pertur-
bation et crée sa propre bulle. Dans ce cas, la collision ne va pas directement mener
à une injection d'électrons et de nouveaux phénomènes peuvent se produire ce qui
peut conduire à perdre le contrôle de l'injection.
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Figure 4.4 � Distributions en énergie des électrons obtenues à di�érents instants
d'interaction avec des ondes gaussiennes en polarisations (S) pour a0 = 3 et plusieurs
valeurs de a1 avec ne = 1× 10−4 nc

4.2 Simulations sur des plasmas millimétriques

Dans l'injection optique, lors de la collision des deux impulsions lasers, deux
phénomènes peuvent se produire suivant la polarisation des lasers. Le premier est le
chau�age stochastique, un phénomène à seuil qui dépend de l'intensité des lasers. Le
second est l'injection associée à la force de battement stationnaire. Dans cette section,
nous allons exposer nos premiers résultats concernant l'accélération d'électrons par
onde de sillage laser en injection optique obtenus par simulations avec les codes
CALDER (2D) et CALDER-Circ (3D).

4.2.1 Paramètres des simulations

A�n de déterminer l'in�uence de la polarisation dans l'injection optique, nous
utilisons dans nos simulations les paramètres lasers suivants :

• les impulsions lasers gaussiennes ont la même longueur d'onde λ0 = λ1 =

0.8µm et la même durée τ0 = τ1 = 30 fs,

• les waists des lasers valent w0 = 18µm et w1 = 31µm.

Les deux ondes interagissent avec un plasma millimétrique longitudinalement avec
une largeur transverse de 127.32µm. Le plasma a un pro�l trapézoïdal, avec une
rampe linéaire de densité à l'entrée de la boîte de simulation de longueur 178.25µm,
puis un plateau de densité constante ne. Pour réduire les temps de simulations, on



114
Chapitre 4. In�uence de la polarisation dans l'injection optique et le

piégeage des électrons

utilise une fenêtre glissante divisée en 10880 × 400 cellules et se propageant à la
vitesse de la lumière. Les pas d'espace et de temps sont choisis de manière à respecter
la condition CFL (Eq.1.21) : ∆z = 0.016µm, ∆x = 0.32µm et ∆t = 0.05 fs.
La collision entre les deux impulsions se produit à t = 2600 c'est à dire après une
propagation du laser principal sur 331µm de plasma. On relève la distribution éner-
gie des électrons piégés dans la première bulle au temps t = 7000 ce qui correspond
à une accélération du faisceau sur environ 560.2µm de plasma. Nous avons véri�é
que l'altération numérique de la vitesse de groupe du laser est négligeable devant
l'altération physique entrainée par le plasma via le critère fourni par [Lehe 2013]
et par l'équation 1.25. Ainsi, la densité la plus basse que l'on peut considérer vaut
environ ne, limit = 1.56× 10−4 nc.

4.2.2 Premiers résultats

Une première série de simulations est e�ectuée à une densité ne = 4.3 × 10−3 nc
et on choisit a0 en-dessous du seuil de piégeage de l'injection froide (a0 ' 2)
[Davoine 2010b]. Le rôle du chau�age stochastique est étudié en comparant l'e�et
de la collision dans les cas de polarisations (P) et (S) aux polarisations circulaires
(C+) et (C-). On considère des valeurs de a1 permettant de satisfaire en polarisation
(P), le critère de Chirikov et donc d'avoir du chau�age stochastique. En dessous du
seuil théorique de piégeage pour l'injection froide (a0 = 1.5), seule la polarisation
(P) permet de piéger des particules, comme en atteste la �gure 4.5a. Les électrons
injectés par la force de battement seule, ne sont pas piégés.

Lorsque la valeur seuil de l'injection froide est atteinte (a0 = 2), on observe
des électrons piégés dans la plupart des cas mais seule la polarisation (P) permet
de piéger un nombre important de particules (Fig.4.5b). Le chau�age stochastique
étant beaucoup plus présent en polarisation (P) que dans la polarisation (S), il
semble améliorer le piégeage des électrons à cette densité.
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Figure 4.5 � Distribution en énergie des électrons dans la première bulle pour ne =

4.3× 10−3 nc à t = 7000 a) a0 = 1.5 et a1 = 0.4 b) a0 = 2 et a1 = 0.4

On a refait ces simulations pour seulement deux schémas de polarisations ((P)
et (C+)) en se plaçant au-dessus du seuil de piégeage froid (a0 > 2). Dans ce cas,
on obtient des charges piégées comparables pour les deux polarisations considérées
comme le montrent les distributions des faisceaux d'électrons piégés (Fig.4.6). Dès
que le seuil du chau�age stochastique est dépassé (a1 = 0.3), le piégeage augmente
pour la polarisation (P) et devient supérieur au cas de la polarisation (C+). Notons
que la présence de chau�age stochastique accentue la dispersion en énergie du
faisceau piégé (Fig.4.6b).

Examinons à présent le cas d'une densité plus faible ne = 2.5 × 10−4 nc. En
dessous du seuil de chau�age stochastique (a1 = 0.05), seule la force de battement
permet l'injection des électrons dans l'onde de sillage et les deux polarisations donnent
le même résultat (Fig.4.7 c ou d). Lorsqu'on se place dans le régime de chau�age
stochastique (a1 = 0.3), la polarisation (C+) est plus e�cace que la polarisation (P)
(Fig.4.7a ou b). Dans cette situation, les électrons déphasés par la force de battement
sont piégés par l'onde de sillage tandis que le chau�age stochastique le réduit. On
peut également noter que les codes 2D et 3D donnent des résultats en bon accord.
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Figure 4.6 � Distribution en énergie des électrons dans la première bulle pour a0 = 3

et ne = 4.3× 10−3 nc à t = 7000 2D PIC a) a1 = 0.05 b) a1 = 0.3

Ainsi, nous nous sommes contentés de simulations 2D espace et 3D en vitesse pour
étudier l'in�uence de la polarisation sur l'injection optique dans l'onde de sillage.
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Figure 4.7 � Distribution en énergie des électrons dans la première bulle pour a0 = 3

et ne = 2.5 × 10−4 nc à t = 7000. a1 = 0.3 a) simulations 2D b) simulations 3D.
a1 = 0.05 c) simulations 2D d) simulations 3D

Dans la section suivante, nous poursuivons notre analyse pour déterminer les
situations dans lesquelles il est préférable d'utiliser l'injection froide ou le chau�age
stochastique.
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4.3 Injection froide ou chau�age stochastique ?

A�n d'étudier l'impact du chau�age stochastique dans le piégeage des électrons
par l'onde de sillage, nous analysons seulement deux schémas de polarisations. L'in-
jection froide avec la collision de deux lasers polarisés (C+) et le schéma qui met
en jeu la collision de deux lasers polarisés (P). L'onde de battement permet aux
électrons d'entrer dans la bulle mais en polarisation (P), le chau�age stochastique
apporte à certains électrons une plus grande impulsion longitudinale, toutefois l'im-
pulsion transverse est aussi a�ectée et cela n'est pas toujours favorable au piégeage
de ces électrons.

4.3.1 Analyse phénoménologique avec des particules tests

Pour mieux appréhender les mécanismes en jeu lors du piégeage, nous examinons
des trajectoires de particules tests pour les con�gurations de polarisation (P) et (C+).
Une étude statistique du piégeage des électrons a été e�ectuée dans le cas à basse
densité, ne = 2.5×10−4 nc, correspondant à la �gure 4.7a. On considère 260 particules
tests, celles-ci sont initialement au repos et sélectionnées dans un volume qui est
plus petit que le volume d'interaction des deux ondes. Les trajectoires des particules
piégées mettent en évidence une surface de piégeage di�érente suivant la con�guration
(P) ou (C+) (Fig.4.8). Parmi les particules tests sélectionnées, 16, 8% sont piégées

Figure 4.8 � Trajectoires des particules tests piégées dans la première bulle. a)
Les particules rouges sont injectées en polarisation (P). b) Les particules vertes sont
injectées en polarisation (C+). a0 = 3 , a1 = 0.3 et ne = 2.5× 10−4 nc

dans le cas de la polarisation (C+) et seulement 7, 25% pour la polarisation (P).
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On retrouve les mêmes proportions observées dans les distributions électroniques
(Fig.4.7a).

La �gure 4.9 montre la densité électronique du plasma dans l'espace des phases
(pz, px) pendant la collision entre les deux impulsions lasers pour les deux schémas
de polarisations. On retrouve la "signature" du chau�age stochastique (voir chapitre
3) et on voit également que les moments longitudinaux des électrons injectés en
polarisation (C+) sont bien inférieurs à ce que l'on obtient avec (P). On observe
également que les impulsions transverses sont légèrement inférieures en polarisation
(C+) par rapport à la polarisation (P).

Figure 4.9 � Densité électronique ne projetée dans l'espace (pz, px) pour a) polari-
sation (P) et b) polarisation (C+). a0 = 3 , a1 = 0.3 et ne = 2.5× 10−4 nc

Isolons à présent deux particules tests, pour lesquelles on choisit des conditions
initiales en position et en vitesse identiques. On soumet ces particules tests à des
polarisations laser (P) et (C+). Les trajectoires obtenues (Fig.4.10) montrent que
seule la particule verte soumise à des polarisations lasers (C+) est piégée.

Regardons maintenant pour ces deux particules, l'évolution de leur impulsion au
cours de l'injection dans l'onde de sillage (Fig.4.11). Lors de l'injection, l'impulsion
longitudinale est environ 4 fois supérieure en polarisation (P) par rapport à la pola-
risation (C+). Malgré ce gain d'impulsion, dû au chau�age stochastique, l'électron
n'est pas piégé (particule rouge de la �gure 4.10). On constate que cette impulsion est
rapidement perdue à l'avant de l'onde de sillage (Fig.4.11a). Si on examine l'impul-
sion transverse (Fig.4.11b), l'électron en polarisations (P) acquiert, comme attendu,
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Figure 4.10 � Trajectoire d'une particule test dans di�érents cas : La particule rouge
interagit avec deux ondes en polarisations (P). La particule verte interagit avec deux
ondes en polarisations (C+). a0 = 3 , a1 = 0.3 et ne = 2.5× 10−4 nc

Figure 4.11 � Évolution dans l'onde de sillage de l'impulsion d'une particule test
soumise à deux ondes en polarisations (P) ou (C+). a0 = 3 , a1 = 0.3 et ne =

2.5× 10−4 nc. Impulsion a) longitudinale et b) transverse

une impulsion plus importante que dans le cas (C+). Ce gain d'impulsion transverse
à l'entrée de l'onde de sillage, oblige la particule à suivre une trajectoire qui ne lui
permet pas d'obtenir l'impulsion longitudinale su�sante pour être piégée à l'arrière.
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Ce mécanisme permet d'expliquer pourquoi la surface de piégeage, représentée
par les particules tests (Fig 4.8), est plus grande lorsque l'on considère deux ondes
en polarisations (C+).

Pour illustrer l'e�et de la dynamique transverse, on trace les trajectoires de par-
ticules arrivant initialement aux bords de la bulle pour les deux schémas de pola-
risations (Fig.4.12). Les électrons soumis à des polarisations (P), sont violemment

Figure 4.12 � Trajectoires des particules tests non piégées. Les particules rouges
interagissent avec deux ondes en polarisation (P). Les particules vertes interagissent
avec deux ondes en polarisation (C+). a0 = 3 , a1 = 0.3 et ne = 2.5× 10−4 nc

expulsés hors de la bulle. Ces électrons ne sont plus injectés dans l'onde de sillage.
Cet e�et est beaucoup moins marqué en polarisation (C+).

4.3.2 In�uence des dimensions de l'onde de sillage

L'étude avec les particules tests a montré que les dimensions de l'onde de sillage
jouent un rôle crucial dans le piégeage des électrons. La dimension transverse étant
déterminée par le waist de l'onde principale, nous allons nous intéresser à la dimension
longitudinale. Cette grandeur dépend exclusivement de la densité électronique et de
l'intensité du laser créant l'onde de sillage (i.e la valeur du potentiel vecteur). Lu et

al. [Lu 2006] ont montré que le rayon longitudinal de l'onde de sillage est donné par :

R =
2

k0

√
a0nc
ne

(4.6)
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D'après les simulations que nous avons e�ectuées, cette formule reste valable tant
que a0 n'est pas trop grand (a0 < 10).

Sur la �gure 4.13, on trace d'un coté la densité électronique qui nous donne
la forme de l'onde de sillage et de l'autre le champ électrique Ez responsable de
l'accélération des électrons dans le sens de propagation. L'onde de sillage est divisée
en deux régions. Une région accélératrice et une région décélératrice suivant la valeur
de Ez. Rappelons que le chau�age stochastique se produit lorsqu'un électron se trouve

Figure 4.13 � a) Densité électronique ne et b) champ électrique Ez projetée dans
l'espace (z, x) pour a0 = 3, ne = 2.5× 10−4 nc en polarisation (P) à t = 2400

en interaction avec deux ondes lasers contrepropagatives en polarisation (P). Dans
le régime de la bulle, les impulsions lasers ont des durées très courtes de l'ordre de
quelques dizaines de femtosecondes. Dans les simulations présentées précédemment
nous avons utilisé des impulsions de 30 fs. Suivant la dimension de l'onde de sillage,
la zone d'interaction se situe plus ou moins à l'avant.

Sur la �gure 4.14, on trace la densité électronique projetée dans l'espace (z, pz)

dans le cas faible densité. La bulle est très grande devant la taille de l'impulsion
laser et on voit que le chau�age se produit à l'avant de l'onde de sillage. Les élec-
trons perdent rapidement leur impulsion longitudinale à cause du champ électrique
décélérateur. Dans ce cas, le chau�age stochastique réduit la charge piégée.

Comme le montre les �gures 4.7a et 4.8, la polarisation (C+) permet de piéger
une plus grande charge électrique, dans ce cas seule la force de battement intervient
lors de l'injection. Un nombre plus important d'électrons se trouvent dans l'onde
stationnaire. L'onde de battement leur permet de traverser l'avant de la bulle et



4.3. Injection froide ou chau�age stochastique ? 123

Figure 4.14 � Densité électronique ne projetée dans l'espace (z, pz) pour a0 = 3,
a1 = 0.5 en polarisation (P) et ne = 2.5 × 10−4 nc à di�érents instants (collision à
t = 2600)

d'arriver dans la zone accélératrice en gardant un léger gain d'impulsion.
Se placer à une densité plus élevée permet de réduire la taille de l'onde de sillage.

Le chau�age stochastique se produit alors sur une plus grande proportion de la bulle
et en particulier dans la partie accélératrice comme le montre la �gure 4.15a. Dans

Figure 4.15 � Densité électronique ne projetée dans l'espace (z, pz) pour a0 = 3 et
a1 = 0.5 en �n de collision (t = 2700) pour la polarisation (P) a) ne = 4.3× 10−3 nc
b) ne = 2.5× 10−4 nc

ce cas, la polarisation (P) permet de piéger un plus grand nombre d'électrons comme
en atteste la �gure 4.6b.
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On peut également augmenter les durées des impulsions lasers pour agrandir la
zone de chau�age stochastique (�gure 4.16). Les distributions en énergie des électrons

Figure 4.16 � Densité électronique ne projetée dans l'espace (z, pz) pour a0 = 3 et
a1 = 0.5 en �n de collision (t = 2700) pour la polarisation (P) avec ne = 1.0×10−3 nc
a) τ0 = 30 fs b) τ0 = 60 fs

piégés (Fig.4.17) montrent qu'en utilisant une impulsion plus longue, la polarisation
(P) permet de piéger plus de particules que la polarisation (C+). Toutefois, cela
se produit au détriment de la qualité du faisceau accéléré qui perd son caractère
quasi-mono-énergétique. C'est pourquoi on privilégie en général des impulsions plus
courtes.

Il faut donc tenir compte non seulement, de la dimension de l'onde de sillage
mais également de la longueur d'interaction entre les deux lasers. Cette longueur
d'interaction indique dans quelle région de la bulle, les électrons vont être stochasti-
quement accélérés. On peut estimer cette longueur d'interaction par la moyenne des
durées des impulsions τ0 et τ1. Dans les situations considérées jusqu'à présent, les
deux impulsions ont la même durée et ainsi on a :

L =
cτ0 + cτ1

2
= cτ0 (4.7)

Considérer des impulsions plus longues et des densités plus élevées contribue à ren-
forcer l'inhibition de l'onde de sillage provoquée par la collision des impulsions laser
[Rechatin 2007].
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Figure 4.17 � Distributions en énergie des électrons piégés dans la première bulle
pour a0 = 3 et a1 = 0.5 au temps t = 7000 (collision à t = 2600) pour la polarisation
(P) avec ne = 1.0× 10−3 nc a) τ0 = 30 fs b) τ0 = 60 fs

4.3.3 Inhibition de l'onde de sillage

Lorsque l'impulsion laser principale se propage dans le plasma, sa force pondéro-
motrice expulse les électrons et crée une séparation de charge. Les électrons expulsés
oscillent à la fréquence plasma ce qui génère l'onde de sillage. En fonction des pa-
ramètres du laser et du plasma, l'amplitude de l'onde de sillage peut être plus ou
moins grande. Lors de la collision, l'onde de battement et le chau�age stochastique
(en polarisation (P) uniquement) vont perturber les trajectoires des électrons. La
force de battement va piéger une partie des électrons dans une onde stationnaire de
longueur d'onde λ0/2. Le chau�age stochastique rend chaotique les trajectoires des
électrons. Ainsi, le mouvement des électrons est di�érent par rapport à la situation
où seule la force pondéromotrice les met en mouvement. Ces électrons n'oscillent pas
avec la même phase et la même amplitude que ceux qui ne sont pas a�ectés par la
collision. Par conséquent, une onde plasma inhibée voire détruite est générée dans
la zone de collision [Rechatin 2007]. La longueur et la largeur du volume de collision
correspondent respectivement à (cτ0) et au minimum des deux waists. L'inhibition de
l'onde de sillage est plus importante lorsque la région de collision devient comparable
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à celle de l'onde de sillage et dès que a1 est grand [Rechatin 2007].
Le champ électrique longitudinal est le témoin de l'inhibition de l'onde de sillage.

Ce champ étant responsable du piégeage des électrons, ses modi�cations au cours de
la collision seront déterminantes pour le nombre de particules piégées. Sur les �gures
4.18 et 4.19, le champ électrique longitudinal Ez calculé sur l'axe de propagation (r =

0), est tracé au cours de l'injection pour deux valeurs de a1 et pour les deux schémas
de polarisations. Lorsque le potentiel vecteur de l'onde contrepropagative est faible

Figure 4.18 � Champ électrique Ez pour a0 = 3 et a1 = 0.1 avant collision (t =

2400), pendant la collision (t = 2640) et après la collision (t = 2880) pour ne =

2.5× 10−4 nc pour a) polarisations (C+) et b) polarisations (P)

(a1 ≤ 0.1), l'onde de sillage n'est quasiment pas inhibée pendant la collision (Fig.4.18
à t = 2640). Pour une faible intensité de l'onde contrepropagative, l'inhibition ne
dépend pas de façon signi�cative de la polarisation.

Si on considère un potentiel vecteur du laser contrepropagatif plus élevé, l'onde
de sillage est plus inhibée ce qui se traduit par un champ électrique Ez plus faible
à l'avant de l'onde de sillage pendant la collision (Fig.4.19a à t = 2640). En com-
parant les deux schémas de polarisations, l'inhibition de l'onde de sillage est moins
importante en polarisation (P) (Fig.4.19b). Lorsque que l'onde de sillage est de faible
amplitude (rayon longitudinal faible), l'inhibition a�ecte la totalité du sillage pendant
la collision et le champ électrique est quasi nul (Fig.4.20a). En présence de chau�age
stochastique, moins d'électrons sont piégés dans l'onde de battement et l'inhibition
de l'onde de sillage est moins importante qu'en polarisation (C+) (Fig.4.20b) .
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Figure 4.19 � Champ électrique Ez pour a0 = 3 et a1 = 0.5 avant collision (t =

2400), pendant la collision (t = 2640) et après la collision (t = 2880) pour ne =

2.5× 10−4 nc pour a) polarisations (C+) et b) polarisations (P)

Figure 4.20 � Champ électrique Ez pour a0 = 3 et a1 = 0.5 avant collision (t = 2400)
et pendant la collision (t = 2640) pour ne = 4.3× 10−3 nc pour a) polarisations (C+)
et b) polarisation (P)

L'inhibition de l'onde de sillage augmente avec la durée de collision des impulsions
lasers. Si on reprend le cas présenté dans la �gure 4.17b où nous avons utilisé des
impulsions longues de durée τ0 = 60 fs, on peut voir que le fait de se placer dans le
régime de chau�age stochastique, diminue l'inhibition de l'onde de sillage (Fig. 4.21).
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Examinons à présent l'espace des phases (z, pz), on peut voir qu'en polarisation (C+),

Figure 4.21 � Champ électrique Ez pour a0 = 3 et a1 = 0.5 avant collision (t = 2400)
et pendant la collision (t = 2760) pour ne = 1.0 × 10−3 nc et τ0 = 60 fs pour
a)Polarisation (C+) et b)Polarisation (P)

les électrons injectés par l'onde de battement traversent la bulle sans être piégés
par l'onde de sillage (Fig.4.22). En polarisation (P), les électrons accélérés par le

Figure 4.22 � Densité électronique ne projetée dans l'espace (z, pz) pour a0 = 3 et
a1 = 0.5 à di�érents instants après la collision (t = 2600) pour la polarisation (C+)
avec ne = 1.0× 10−3 nc et τ0 = 60 fs
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Figure 4.23 � Densité électronique ne projetée dans l'espace (z, pz) pour a0 = 3 et
a1 = 0.5 à di�érents instants après la collision (t = 2600) pour la polarisation (P)
avec ne = 1.0× 10−3 nc et τ0 = 60 fs

chau�age stochastique sont piégés malgré l'inhibition du sillage (Fig.4.23).
L'inhibition de l'onde de sillage augmente avec l'intensité de l'onde d'injection

mais son impact sur le piégeage dépend du rapport entre la dimension de l'onde
de sillage et celle des impulsions lasers. Cela nous permet d'introduire un nouveau
paramètre qui va simplement mesurer le rapport entre la longueur d'interaction des
deux lasers et le rayon longitudinal de l'onde de sillage [Rassou 2014, Bourdier 2013].

ρ =
ω0τ0

2

√
ne
a0nc

(4.8)

Dans la partie suivante, nous quanti�ons l'in�uence de ce paramètre sur la charge
piégée par injection optique dans l'onde de sillage laser.

4.4 Impact du chau�age stochastique en fonction du
paramètre ρ

Jusqu'à présent, nous avons vu que la charge piégée dépend de la longueur de
collision L = cτ0, du rayon longitudinal de la bulle (Eq.4.6) et du schéma de polarisa-
tions. Nous allons véri�er que le paramètre ρ permet de piloter la charge piégée dans
l'onde de sillage. Nous étudierons les con�gurations de polarisations (P) et (C+).
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Dans ces deux schémas, les électrons entrent par l'avant du sillage grâce à une onde
de battement créée par la collision des deux impulsions lasers contrepropagatives.

4.4.1 Mise en évidence du paramètre ρ

Nous �xons la valeur du potentiel vecteur de l'onde principale a0 = 3 et on
étudie l'in�uence des deux autres paramètres liés à ρ à savoir la densité ne et la
durée des impulsions τ0. Les durées et les waists sont choisis a�n de satisfaire la
condition nécessaire à l'obtention d'une cavité accélératrice dans le régime de la bulle.
Cette condition s'écrit τ0 ≤ w0/c [Gordienko 2005, Pukhov 2006]. En considérant des
valeurs élevées du waist, on peut diminuer les e�ets transverses sur le piégeage. On
choisit w0 = 18µm et w1 = 31µm. Ainsi, ρ est le seule paramètre déterminant
quelle schéma de polarisation mène à une charge piégée plus importante. Nous avons
considéré di�érentes températures pour la distribution électronique initiale comprise
entre 0 et 100 eV. Aucun e�et signi�catif sur la charge piégée n'a été observé. Ainsi,
nous n'allons présenter que des résultats de simulations obtenus avec une température
électronique de 1 eV.

Nous e�ectuons une série de simulations en utilisant le code Calder 2D3V puis la
même série avec le code radial avec décomposition de Fourier, Calder-Circ (Annexe
A). On calcule la charge injectée dans la première bulle après la collision et une
accélération sur 560µm.
Dans une première série de simulations, on garde a0 = 3 et τ0 = 30 fs et on fait
seulement varier la densité (Fig.4.24). Lorsque ne = 4.3 × 10−3 nc et ρ = 1.34, la
charge piégée augmente avec a1 en polarisation (P) (Fig.4.24a ou b). Pour ρ > 1,
la longueur d'interaction est supérieure au rayon longitudinal de l'onde de sillage et
l'inhibition de l'onde de sillage augmente avec a1. Cela explique pourquoi la charge
piégée stagne puis diminue en polarisation (C+). En polarisation (P), une partie
des électrons ne sont pas piégés dans l'onde de battement et subissent du chau�age
stochastique. Ces électrons sont plus facilement piégés.

Dans la situation intermédiaire, ne = 2.5 × 10−3 nc et ρ = 1.02, les deux polari-
sations donnent à peu prés le même résultat (Fig.4.24c ou d). A plus faible densité,
ne = 2.5×10−4 nc et ρ = 0.34, la situation est clairement favorable à l'injection froide
(Fig.4.24e ou f). De nombreux électrons sont déphasés par la force de battement en
polarisation (C+) et le chau�age stochastique diminue le piégeage en polarisation
(P). Les électrons accélérés stochastiquement à l'avant de l'onde de sillage, gagnent
une impulsion transverse plus importante ce qui rend le piégeage plus di�cile.
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Figure 4.24 � Charge électronique piégée dans la première bulle en fonction de a1

pour a0 = 3 à t = 7000. Pour a) et b) ne = 4.3 × 10−3 nc (ρ = 1.34), c) et d)
ne = 2.5 × 10−3 nc (ρ = 1.02), e) et f) ne = 2.5 × 10−4 nc (ρ = 0.32). Les �gures a,
c et e sont des résultats de simulations 2D avec CALDER. Les �gures b, d et f sont
des résultats de simulations 3D avec CALDER-Circ
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L'importance du paramètre ρ est soulignée en regardant l'in�uence de la durée
des impulsions (Fig.4.25). Lorsque τ0 = 60 fs et ρ > 1, la charge piégée par l'onde
de sillage augmente avec a1 en considérant le schéma (P) (Fig.4.25b) de la même
manière que dans le cas haute densité et pour des durées d'impulsions plus courtes
(Fig.4.24a). Si on compare les distributions des électrons piégés pour di�érentes du-

Figure 4.25 � Charge électronique piégée en fonction de a1 pour a0 = 3 et ne =

1.0 × 10−3 nc à t = 7000. Pour a) et b) τ0 = 30 fs, (ρ = 0.65) c) et d) τ0 = 60 fs,
(ρ = 1.29). Les �gures a) et c) sont des résultats de simulations 2d avec CALDER.
Les �gures b) et d) sont des résultats de simulations 3D avec CALDER-Circ

rées d'impulsion laser, l'avantage est aux impulsions courtes qui permettent d'obtenir
des faisceaux de meilleures qualités (Fig.4.26).

Les résultats de simulations 3D montrent un bon accord avec les simulations 2D.
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Figure 4.26 � Distributions en énergie des électrons piégés dans la première bulle
en fonction de la polarisation pour a0 = 3, a1 = 0.3 et ne = 1.0× 10−3 nc à t = 7000

avec le code PIC Calder-Circ a) τ0 = 30 fs, (ρ = 0.65) b) τ0 = 60 fs, (ρ = 1.29)

Quelques di�érences peuvent être observées pour ne = 1.0× 10−3 nc (Fig.4.25a et b)
qu'on peut attribuer aux e�ets 3D intervenant sur le champ électrique longitudinal
dans la cavité accélératrice.

4.4.2 Validité de ρ comme paramètre de similarité

Le paramètre ρ peut être écrit sous la forme suivante ρ/L = k0

√
S avec S =

ne/ (a0nc). Le paramètre S a été introduit par Pukhov et al. [Pukhov 2006] comme un
paramètre de similarité. Dans l'étude développée dans l'article [Pukhov 2006], cette
similarité porte sur l'évolution d'un paquet d'électrons piégés par auto-injection. Cela
signi�e que ρ peut être assimilé à un paramètre de similarité dans le cas où L et k0

sont des constantes. Sur la �gure 4.27, on regarde l'évolution de la charge piégée avec
a1 pour une valeur de ρ mais pour des valeurs de τ0, ne et S di�érentes. On peut
compléter la �gure 4.27 avec les �gures 4.24a (S = 0.00143) et 4.25c (S=0.00033).
Ainsi, on compare di�érentes situations où ρ est constant mais avec des valeurs de S
di�érentes. Le paramètre ρ évalue l'impact du chau�age stochastique et l'inhibition
de l'onde de sillage. Lorsque ρ est constant, les résultats sont similaires même pour
des valeurs de S di�érentes (Fig.4.27). Pour une valeur de ρ < 1 et des valeurs de S
di�érentes, les résultats sont également similaires (la �gure 4.28 est à comparer avec
4.25a où S = 0.00033).
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Figure 4.27 � Charge électronique piégée en fonction de a1 pour ρ = 1.34 à t = 7000

avec a) a0 = 2 et ne = 2.9 × 10−3 nc et τ0 = 30 fs (S = 0.00145) b) a0 = 2 et
ne = 4.3× 10−3 nc et τ0 = 24.5 fs (S = 0.00215)

Figure 4.28 � Charge électronique piégée en fonction de a1 pour ρ = 0.65 à t = 7000

avec a0 = 3 et ne = 4.3× 10−3 nc et τ0 = 15 fs (S = 0.00143)

Dans le contexte de l'injection optique, le paramètre S ne permet pas de détermi-
ner toutes les situations physiques similaires. Le paramètre ρ semble plus approprié
pour jouer ce rôle et permet donc de déterminer les situations (τ0, ne et a0) où tel
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schéma de polarisations sera le plus e�cace.

4.4.3 In�uence du waist du lasers

Nous avons regardé l'in�uence des paramètres comme la densité, le potentiel vec-
teur et la durée des lasers. D'autres paramètres lasers comme la fréquence des lasers
ou les waists des lasers peuvent être modi�és de façon à améliorer l'injection des
électrons. Prendre des waists di�érents pour l'onde principale permet de faire varier
d'une part la force de battement et de l'autre le chau�age stochastique. Cela per-
met également de considérer un volume d'électrons injecté dans la bulle di�érent.
On montre que l'augmentation du waist du laser principal augmente la charge pié-

Figure 4.29 � Distributions en énergie des électrons piégés en fonction de la po-
larisation pour a0 = 3, a1 = 0.3 et ne = 2.5 × 10−4 nc à t = 7000 avec le code
PIC Calder 2D pour di�érentes waist de l'onde laser principal a) polarisation (C+)
b) polarisation (P)

gée dans nos simulations (Fig.4.29). Ce résultat est prévisible car le waist de l'onde
contrepropagative, �xé à w1 = 31µm, nous permet d'accroitre le volume de la région
de collision en passant de w0 = 18µm à w0 = 31µm. On peut ainsi gagner un facteur
3 sur la charge piégée dans l'onde de sillage. Toutefois, et comme attendu, le caractère
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mono-énergétique du faisceau accéléré et nettement détérioré. Le comportement de
la charge piégée en fonction du paramètre ρ reste conforme à l'analyse précédente,
comme en atteste la �gure 4.30 pour w0 = w1 = 31µm. On retrouve une plus grande
charge piégée en polarisation (C+) lorsque ρ = 0.32 et de même en polarisation P
lorsque ρ = 1.34.

Figure 4.30 � Charges électroniques piégées en fonction de la polarisation pour
a0 = 3, w0 = 31µm à t = 7000 avec le code PIC Calder 2D a) ne = 2.5 × 10−4 nc
(ρ = 0.32) b) ne = 4.3× 10−3 nc (ρ = 1.34)

4.5 Conclusion

Dans l'injection optique, une onde laser dite principale et créant une onde de
sillage entre en collision avec une seconde onde contrepropagative, de plus faible
intensité a�n d'injecter des particules dans l'onde de sillage. Plusieurs combinaisons
de polarisations sont considérées et chacune d'elles résulte en une force agissant sur
les électrons lors de la collision des deux ondes lasers. Deux schémas de polarisations
ont particulièrement attiré notre attention, les schémas notés (P) et (C+).

Dans la polarisation (C+) ou injection froide, la force de battement est capable
de déphaser les électrons et l'injection se produit lorsque l'intensité de l'onde prin-
cipale est au-dessus du seuil de l'injection froide. Lorsque les électrons sont piégés
dans l'onde de battement, ils traversent la zone décélératrice de l'onde de sillage et
atteignent pour certains, la zone accélératrice du sillage.
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En polarisation (P), la force de battement ainsi que d'autre termes rendent les
trajectoires des électrons chaotiques et conduisent à une accélération stochastique
lorsque l'intensité de l'onde contrepropagative excède le seuil de chau�age (typique-
ment a1 > 0.05). Les électrons soumis au chau�age stochastique sont plus di�cile-
ment piégés lorsque ce chau�age se produit dans une zone trop réduite, typiquement
quand la longueur de collision est petite comparée aux dimensions de la bulle. Dans
cette situation, les électrons peuvent perdre leur accélération longitudinale dans la
zone décélératrice du sillage et s'échappe de la bulle notamment à cause d'une impul-
sion transverse trop importante. L'inhibition de l'onde de sillage diminue la charge
piégée pour des valeurs élevées de a1 lorsque la longueur d'interaction est comparable
au rayon de la cavité. Le chau�age stochastique permet de diminuer son impact dans
le schéma de polarisation (P).

Ainsi, le schéma de polarisations permettant de piéger le plus de particule va
dépendre des paramètres du laser, durée et potentiel vecteur, et de la densité du
plasma. On peut distinguer deux scénarios, l'un favorable à l'injection froide et l'autre
au chau�age stochastique. Lorsque la longueur de collision est égale ou supérieur au
rayon de la cavité, le schéma (P) avec chau�age stochastique est le plus favorable
au piégeage. Tandis qu'à l'inverse, si la longueur de collision est plus petite que le
rayon de la cavité, l'injection froide (i.e le schéma (C+)) est plus approprié pour le
piégeage de particules. On introduit alors naturellement, le paramètre ρ = L/R où
L représente la longueur d'interaction entre les deux lasers et R est le rayon de la
cavité [Rassou 2014, Bourdier 2013]. En utilisant les résultats de simulations PIC,
nous avons pu montrer la pertinence de ce paramètre. Ainsi lorsque ρ < 1, l'injection
froide domine alors que pour ρ > 1, c'est l'injection avec chau�age stochastique qui
permet de piéger plus d'électrons.

Cependant, les faisceaux d'électrons injectés par onde de battement sont gé-
néralement de meilleures qualités (émittance faible, faisceau mono-énergétique)
[Davoine 2008, Davoine 2010b] que ceux injectés par chau�age stochastique. Les si-
tuations où l'injection froide domine (ρ < 1) peuvent être préférées a�n d'obtenir des
faisceaux de meilleures qualités.
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Dans ce chapitre, l'in�uence d'un champ magnétique homogène initialement ap-
pliqué au plasma dans le cadre de l'accélération par onde de sillage est étudiée. Plus
particulièrement, on examine l'in�uence sur la création de l'onde de sillage. Dans le
chapitre 2, nous avons montré comment une onde de sillage créée par un laser se
forme dans le régime de la bulle. L'application d'un champ magnétique change sensi-
blement la forme de l'onde de sillage et les champs électromagnétiques à l'intérieur.
On met en évidence la génération d'un champ magnétique de même direction que
celui du champ appliqué à l'arrière de la bulle. Un courant hélicoïdal sur la surface
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de l'onde de sillage en est la cause. Dans une première section, une introduction sur
les ondes dans les plasmas magnétisés est présentée. Dans une deuxième section, le
modèle développé dans le chapitre 2 est modi�é a�n d'étudier l'e�et d'un champ
magnétique longitudinal appliqué. Nous verrons qu'un traitement rigoureux de ce
scénario physique requiert un formalisme 3D, tant du point du vue théorique que nu-
mérique. En�n dans une troisième section, les principales caractéristiques du champ
magnétique auto-généré à l'arrière de l'onde de sillage sont exposées.

5.1 Introduction - Ondes dans les plasmas magnéti-
sés

En appliquant un champ magnétique dans le plasma, le milieu devient aniso-
trope c'est à dire que les caractéristiques des ondes vont dépendre de la direction de
propagation. En négligeant les e�ets thermiques et en prenant une perturbation en
onde plane sous la forme ei(k.r−ωt), l'équation du mouvement des électrons linéarisée
s'écrit :

iωmev1 = −e (E1 + v1 ×B0) , (5.1)

oùB0 est le champ magnétique appliqué. Dans l'équation 5.1, on considère que chaque
grandeur f peut être mise sous la forme f = f0 +f1 où f0 est la partie non perturbée
et f1 la partie perturbée. En multipliant l'équation 5.1 par −ene où ne est la densité
électronique, on obtient l'équation sur le courant Je1 :

iωJe1 = ε0ω
2
peE1 − ωceJe1 × b, (5.2)

où Je1 = −enev1 et nous avons introduit l'expression de la fréquence cyclotronique
électronique ωce = eB0/me, la fréquence plasma électronique ωpe et b = B0/‖B0‖.
En supposant que le champ magnétique appliqué est de la forme B0 = B0ez, la
perturbation Je1 du courant se réécrit [Rax 2005, Gurnett 2005] :

Je1 = −iωε0

ω2
pe

ω2 − ω2
ce

 1 +iωce
ω

0

−iωce
ω

1 0

0 0 1− ω2
ce

ω2

 .E1 = σ.E1 (5.3)

où le tenseur de conductivité est noté σ.
L'équation de Maxwell-Ampère devient :

k×H = −ω
(
Je
iω

+ ε0E

)
, (5.4)
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et l'équation de Maxwell-Faraday s'écrit :

k× E = ωµ0H, (5.5)

oùH est l'intensité magnétique ( à la di�érence deB, il s'exprime en A.m−1). En com-
binant les équations de Maxwell-Ampère et de Maxwell-Faraday, on obtient l'équation
de propagation du champ électrique :

k× (k× E1) +
ω2

c2
ε.E1 = 0 (5.6)

où k est le vecteur d'onde et ε est le tenseur de permittivité diélectrique, dé�ni par
ε = I − iσ

ε0ω
où I est le tenseur identité et σ est donné par l'équation 5.3.

On considère à présent le cas particulier d'un vecteur d'onde se propageant dans
le plan zOx et on pose N = ck/ω. On dé�nit l'angle θ entre le vecteur d'onde k et
B, on a alors : Nz = N cos θ et Nx = N sin θ.

L'équation 5.6 se réécrit en fonction de N sous la forme :

N× (N× E1) + ε.E1 = 0 (5.7)

Le produit vectoriel N× (N× E1) peut se reformuler comme le produit d'un tenseur

et du vecteur champ E1. Ainsi l'équation 5.7 peut se mettre sous la forme M.E1 = 0

où M est le tenseur dé�ni par :

M =

 κ1 −N2 cos2 θ −iκ2 N2 cos θ sin θ

iκ2 κ1 −N2 0

N2 cos θ sin θ 0 κ3 −N2 sin2 θ

 (5.8)

Les expressions de κ1, κ2 et κ3 sont données par :

κ1 = 1−
ω2
pe

ω2 − ω2
ce

κ2 =
ωce
ω

ω2
pe

ω2 − ω2
ce

κ3 = 1−
ω2
pe

ω2

L'équation de dispersion est det
(
M
)

= 0. En fonction de la direction de propagation

de la perturbation (valeur de θ), di�érents modes sont susceptibles de se propager
dans le plasma magnétisé.
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5.1.1 Propagation parallèle - rotation Faraday

Lorsque l'onde se propage parallèlement au champ magnétique (θ = 0), on obtient
la relation de dispersion suivante :

κ3

(
κ1 −N2

)2 − κ2
2κ3 = 0⇒

{
N2
± = κ1 ± κ2,

κ3 = 0
(5.9)

La solution N2
± = κ1 ± κ2, se réécrit :

N2
± =

c2k2

ω2

∣∣∣∣
±

= 1−
ω2
pe

ω (ω ∓ ωce)
(5.10)

Ces équations dé�nissent deux types d'ondes appelées onde circulaire droite (+) et
onde circulaire gauche (−) qui tournent dans des sens di�érents.

Si on considère une onde polarisée linéairement se propageant dans le plasma
magnétisé, on peut écrire son champ électrique comme la superposition deux ondes
polarisées circulairement tournant en sens contraire 1 :

E = E0

[
ei(k+z−ωt)e+ + ei(k−z−ωt)e−

]
. (5.12)

Lorsque k+ = k−, on retrouve une onde polarisée linéairement. Dans un plasma
magnétisé, en utilisant la formule 5.10 dans la limite ω � ωpe, ωce ces
deux vecteurs s'écrivent : k± ' k ± ∆k, avec k = ω [1− (1/2)ωpe/ω

2] /c et
∆k = (1/2) (ωpe/ω

2)ωce/c. En remplaçant l'expression du vecteur d'onde dans
5.12 et en prenant la partie réelle, on obtient le vecteur champ électrique de l'onde
dans la base cartésienne :

E = E0 [cos (∆kz) cos (kz − ωt) , sin (∆kz) cos (kz − ωt) , 0] . (5.13)

En plasma magnétisé ∆k 6= 0, on voit par conséquent que le champ électrique de
l'onde polarisée selon x tourne d'un angle φ = tan−1 (Ex/Ey) = ∆kz. Cet e�et est
connu sous le nom de rotation Faraday [Quémada 1968, Gurnett 2005]. Lorsqu'un
champ magnétique longitudinal est appliqué au plasma, une onde électromagnétique

1. Dans la base cartésienne (x, y, z), on écrit les vecteurs unitaires d'une onde polarisée circu-

lairement et se propageant selon z

e± =
ex ∓ iey

2
(5.11)



5.1. Introduction - Ondes dans les plasmas magnétisés 145

polarisée linéairement voit sa direction de polarisation changer au cours de sa propa-
gation. On peut estimer cette rotation :

dφ

dz
=
ω2
peωce

2ωc
. (5.14)

Dans le cas d'une onde laser polarisée linéairement de fréquence ω0 � ωpe, ωce se
propageant dans un plasma de densité ne, la rotation ∆φ sur une propagation ∆z de
plasma est :

∆φ(rad) = 2.93× 102ne
nc
B0(T )∆z(m) (5.15)

Par exemple, pour avoir une rotation de 10�(= 0.17 rad) dans un plasma de densité
ne = 2.5×10−4 nc avec un champ B0 = 120T pour une onde laser de longueur d'onde
λ0 = 0.8µm, il faut parcourir environ 2 cm de plasma. On peut voir que pour une
densité 10 fois supérieure, il faudrait seulement 2mm. La direction de polarisation a
peu d'impact sur la création de l'onde de sillage mais peut intervenir dans le processus
d'injection optique (voir Chapitre 4).

5.1.2 Propagation perpendiculaire - résonance hybride haute

En se plaçant dans le cas d'une onde se propageant perpendiculairement au champ
B0 (θ = π/2), on obtient l'équation dispersion suivante :(

κ3 −N2
) [
κ1

(
κ1 −N2

)
− κ2

2

]
= 0 (5.16)

et on obtient les solutions suivantes :{
N2
o = κ3,

N2
x =

κ2
1−κ2

2

κ1

(5.17)

La première solution correspond au mode "ordinaire", c'est un mode que l'on retrouve
également dans un plasma sans champ magnétique. La seconde solution représente le
mode "extraordinaire". La polarisation de cette onde est elliptique c'est à dire avec
des composantes transverses et longitudinales. Elle présente également une fréquence
de résonance lorsque κ1 = 0 donnée par :

ωhh =
√
ω2
pe + ω2

ce (5.18)

Cette fréquence de résonance 5.18 est la fréquence hybride haute. Ainsi, tout dépla-
cement d'électrons perpendiculaires au champ magnétique appliqué peut conduire à
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une résonance et à la croissance de cette onde. Cette résonance peut intervenir dans
les phénomènes d'accélération par onde de sillage laser étant donné que l'impulsion
laser met les électrons en mouvement dans les directions transverses à sa propaga-
tion [Bulanov 2013]. La fréquence hybride basse s'obtient en tenant compte de la
dynamique des ions.

5.2 Modélisation de l'onde de sillage créée par laser
en plasma magnétisé

Le modèle développé dans le chapitre 2, nous a permis de comprendre comment
la propagation d'un laser dans un plasma sous-critique permet d'obtenir une cavité
accélératrice. En déterminant les paramètres libres et les conditions initiales du mo-
dèle, nous avons comparé le modèle analytique aux résultats de simulations PIC.
Notre modèle a permis de retrouver la forme de l'onde de sillage ainsi que les valeurs
de certains champs électromagnétiques dans la bulle. Dans ce chapitre, nous étudions
l'in�uence d'un champ magnétique longitudinal initialement appliqué au plasma sur
l'onde de sillage créée par laser dans le régime de la bulle. Pour ce faire, le modèle
analytique va être modi�é en rajoutant un champ magnétique longitudinal constant
et homogène.

5.2.1 Modi�cation du modèle analytique

Nous allons reprendre le modèle analytique développé dans le chapitre 2 et y ajou-
ter un champ magnétique permanent et uniforme, dans la direction de propagation
de l'impulsion laser. On ne peut plus dans ce cas ignorer la dynamique des électrons
dans la direction azimutale. Cependant, on considère que l'onde de sillage est axisy-
métrique. Cela signi�e que les champs et variables ne dépendent pas explicitement de
la coordonnée azimutale θ. Les di�érentes grandeurs sont normalisées comme indiqué
dans le tableau 2.1.
Pour commencer, nous rappelons succinctement les di�érentes hypothèses du modèle.
Dans le régime de la bulle, l'impulsion laser expulse les électrons, ils sont ensuite rap-
pelés par les ions considérés au repos et non perturbés par le passage du laser. Ces
électrons forment une couche limite dense à la surface de la cavité en r = rb (ξ)

(Fig.2.1). L'approximation quasi-statique nous autorise à dire que l'impulsion laser
n'évolue pas pendant son interaction avec l'électron. On se place dans le repère sui-
vant le laser en introduisant la variable ξ = t− z.
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L'impulsion laser est gaussienne et son enveloppe est de la forme : A0 (r, ξ) =

a0 exp
[
− ξ2

τ2
0

]
exp

[
− r2

W 2
0

]
. Le calcul des champs électromagnétiques requiert la

connaissance du potentiel e�ectif Ψ = φ − Az déterminé par le terme source
S (r, ξ) = − (ρ− Jz). Rappelons l'expression du terme source :

S (r, ξ) =


−(1− ε)

S0 (ξ) exp
(
− (r−rb(ξ))

4ρ

) (r < rb) ,

(r ≥ rb) ,

où S0 (ξ) est le maximum en r = rb (ξ) du terme source et ∆ρ est l'épaisseur de la
couche d'électrons. Le paramètre ε (valant 0 ou 1) permet d'ajuster notre modèle
à des instants où le potentiel de l'onde de sillage est négligeable devant la force
pondéromotrice, ce qui est par exemple la cas à l'avant de l'impulsion laser où la
séparation de charge n'est pas complète.

Considérons une couche de �uide électronique, l'équation du mouvement trans-
verse d'un électron s'écrit :

dp⊥
dt

=
∑

F⊥. (5.19)

Tout comme dans le chapitre 2 (voir section 2.1.2), les champs et les di�é-
rentes grandeurs sont moyennés sur une période laser a�n de ne tenir compte que
des mouvements lents des électrons et éliminer les mouvements rapides d'oscilla-
tions des électrons dans les champs électromagnétiques du laser. Ainsi le facteur

de Lorentz moyenné associé à un électron s'écrit : γ =

√
1 + p2

r + p2
θ + p2

z +
a2

0

2

[Mora 1997, Lu 2006] où on introduit l'impulsion dans la direction azimutale pθ.

En coordonnées cylindriques, on peut écrire p⊥ = pr er + pθ eθ et l'équation du
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mouvement 5.19 devient 2 :

dp⊥
dt

=
d (pr er + pθ eθ)

dt

=
dpr
dt
er + pr

der
dt

+
dpθ
dt
eθ + pθ

deθ
dt

=

(
dpr
dt
− pθvθ

r

)
er +

(
dpθ
dt

+
prvθ
r

)
eθ

= Frer + Fθeθ

On est donc ramené à résoudre des équations di�érentielles dans les directions r et
θ. On doit donc également décomposer les forces dans ces deux directions :

Fr = −(Er − vzBθ + vθBz) + Fp⊥

=
∂Ψ

∂r
+

(1 + Ψ)

γ

(
∂Ar
∂ξ

+
∂Az
∂r

)
− vθB0 −

1

4γ

∂ |A0 (r, ξ)|2

∂r
,

Fθ = − (Eθ + vzBr − vrBz)

= vrB0 ,

où B0 représente le champ magnétique longitudinal permanent et uniforme appliqué
au plasma. On considère que la force pondéromotrice n'a pas de composante selon
eθ. Avec les formules établies dans le chapitre 2 et notamment les expressions 2.8 et
2.11, on peut écrire la relation suivante :

pθ = γvθ = γ(1− vz) r
dθ

dξ
= (1 + Ψ) r

dθ

dξ
, (5.20)

2. Où en écrivant les vecteurs unitaires cylindriques dans la base cartésienne :

er = cos θex + sin θey

eθ = − sin θex + cos θey

Ainsi les dérivés temporelles des vecteurs unitaires sont :

der
dt

=
dθ

dt

der
dθ

=
vθ
r
eθ

deθ
dt

=
dθ

dt

deθ
dθ

= −vθ
r
er
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où vθ = r dθ
dt
. La prise en compte de la coordonnée θ nous donne un nouveau système

d'équations du mouvement qui s'écrit en coordonnées cylindriques :

dpθ
dξ

+
pθvr

(1− vz) r
=

1

1− vz
Fθ ,

dpr
dξ
− pθvθ

(1− vz) r
=

1

1− vz
Fr .

Après quelques lignes de calculs, on obtient l'équation selon eθ :

(1 + Ψ) rb
d2θ

dξ2
+
dθ

dξ

drb
dξ
D(rb)−B0

drb
dξ

= 0 , (5.21)

et l'équation selon er :

A(rb)
d2rb
dξ2

+B(rb)rb

(
drb
dξ

)2

+ C ′(rb)rb = −
∂|A0|2
∂r

4 (1 + Ψ)
, (5.22)

où

A(rb) = 1 + Ψ +
α

2

dΨ

dα
,

B(rb) =
1

rb∆ρ

dΨ

dα
+

1

2

d2Ψ

dα2
+

1

4
, (5.23)

C ′(rb) =
(1− ε)

4

[
1 +

1 +
A2

0

2

(1 + Ψ)2 + r2
b

(
dθ

dξ

)2
]

+B0
dθ

dξ
− (1 + Ψ)

(
dθ

dξ

)2

,

D(rb) = α
dΨ

dα
+ 2(1 + Ψ)

avec α = rb
∆ρ
.

On a ainsi obtenu un système de deux équations couplées (5.21 et 5.22). Lorsque
B0 = 0, on retrouve la situation décrite dans le chapitre 2. Les calculs du potentiel
e�ectif et des composantes du potentiel vecteur Ar et Az restent identiques à ce qui
a été fait dans le chapitre 2 (les formules 2.17, 2.24 restent valables et on a toujours
Az = 0).

Comme dans le chapitre 2, la résolution de ces équations passe par un choix de
condition initiale et de paramètres libres appropriés. L'épaisseur de la couche limite
d'électrons est dé�nie par la double inégalité 0.5 k−1

p < ∆ρ < 1 k−1
p . Les électrons
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formant la couche limite autour de la bulle sont initialement au repos et proches
d'une position où la force pondéromotrice du laser est maximale. On reprend un cas
étudié dans le chapitre 2 (Fig.2.8a) et on applique un champs magnétique. On obtient
les trajectoires ou valeurs du rayon rb (ξ) données par la �gure 5.1.

Figure 5.1 � Résultats obtenus avec le modèle pour di�érents champs magnétiques
appliqués avec a0 = 4, ne = 2.5× 10−4 nc, τ0 = 30 fs, w0 = 18µm et ∆ρ = 0.80

Pour faire des comparaisons directes avec le code PIC, nous avons normalisé les
résultats du modèle de la même façon que dans le code PIC (Tab.1.1). Lorsque le
champ magnétique appliqué est élevé, la forme de l'onde de sillage est modi�ée et la
cavité ne se referme pas à l'arrière. Les électrons qui arrivent à l'arrière de l'onde de
sillage ne passent plus par l'axe de propagation. Le mouvement des électrons suggère
la présence d'un courant hélicoïdal qui va générer un champ magnétique longitudinal.
Le calcul du champ magnétique créé par l'onde de sillage est présenté dans la sous-
section suivante.

5.2.2 Calcul du champ magnétique créé par l'onde de sillage
laser

Le champ magnétique appliqué modi�e la trajectoire des électrons et des courants
peuvent apparaître dans la direction azimutale. Sur la �gure 5.2, on trace le courant
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Jθ obtenu dans le cas sans champ puis avec champ magnétique avec le code PIC 3D
CALDER-Circ. Un fort courant suivant eθ apparait à la surface de l'onde de sillage
dès qu'un champ magnétique est appliqué (Fig.5.2b). Ce courant change de signe
lorsque les électrons arrivent à l'arrière de la cavité. Les courants ont été calculés
en ne considérant que le mode m = 0 du développement en série de Fourier avec le
code Calder-Circ, cela signi�e que la valeur de ces courants est indépendante de la
valeur de la coordonnée θ (voir Annexe A). Cela rejoint l'hypothèse faite dans notre
modèle où les forces et vitesses des particules ne dépendent pas de la coordonnée θ.
Le courant généré à la surface de la bulle est donc indépendant de θ.

Figure 5.2 � Courant Jθ projeté dans l'espace (z, r) avec a0 = 4, τ0 = 30 fs,
w0 = 18µm et ne = 2.5× 10−3 nc pour a) B0 = 0 et b) B0 = 120T

Un courant dans la direction eθ crée un champ magnétique dans la direction
longitudinale notée ez dans le repère des coordonnées cylindriques (er, eθ, ez). Pour
estimer ce courant, on utilise la loi de Biot et Savart :

B (r) =
µ0

4π

∮
c

dl I (r) ∧ (r− r')
|r− r'|3

(5.24)

où dl = rb dθ eθ Pour simpli�er le calcul, on suppose que l'onde de sillage est une
succession de N spires se trouvant à la position ξi, d'épaisseur ∆ρ selon r et h selon
ξ (voir �gure 5.3) où h est le pas d'intégration des équations du mouvement 5.21 et
5.22.
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Figure 5.3 � Schéma de calcul du champ magnétique dans l'onde de sillage laser.

Chaque spire donne un champ dBz, pour obtenir le champ total on somme toutes
les contributions :

Bz (r = 0, ξ) =
N∑
i

dBz (0, ξ)

où

dBz (0, ξ) =
I (ξ)

2
r2
b

(
(ξi − ξ)2 + r2

b

)−3/2

On calcule le champ magnétique produit sur l'axe de propagation par les électrons
se trouvant à la surface de l'onde de sillage ce qui implique r = 0 et r' = rb er dans
l'équation de Biot et Savart (Eq.5.24). En supposant que le courant électronique est
homogène dans la boucle de courant, on arrive à I = S.Jθ avec Jθ = −nevθ. Le
courant I dans une boucle de courant s'écrit alors :

I (ξ) = −∆ρ hne (ξ) vθ (ξ)

L'expression du champ magnétique créé par la spire suivant z est donnée par :

dBz = −∆ρ hne vθ
2

r2
b

(
(ξi − ξ)2 + r2

b

)−3/2

En utilisant l'expression de pθ (Eq.5.20), on arrive à l'expression suivante pour le
champ magnétique créé par la boucle de courant de longueur h et d'épaisseur ∆ρ :

dBz = −∆ρ hne (1 + Ψ)

2γ

dθ

dξ
r3
b

(
(ξi − ξ)2 + r2

b

)−3/2
(5.25)
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Les grandeurs intervenant dans l'expression 5.25 sont déterminées lors de la résolu-
tion des équations du mouvement de l'électron à la surface de la bulle. La densité
électronique est calculée à partir des fonctions S et Jz (voir chapitre 2), ce qui donne
pour r = rb :

ne (ξ) = S0 (ξ) + 1− Js (ξ)

S0 (ξ) et Js (ξ) sont données par les formules 2.16 et 2.21 respectivement.
On trace le résultat obtenu avec le modèle dans le cas d'un champ magnétique

appliqué (Fig.5.4). On a également tracé la quantité de mouvement pθ dont le signe
indique le sens du courant (Fig.5.4b). Suivant le sens du courant, le champ magnétique
généré peut renforcer ou bien a�aiblir le champ magnétique appliqué (Fig.5.4a).

Figure 5.4 � Résultats obtenues avec le modèle pour B0 = 120T avec a0 = 4,
τ0 = 30 fs, w0 = 18µm ne = 2.5× 10−4 nc et ∆ρ = 0.85 et ∆J = 1.0

En utilisant notre modèle, nous avons mis en évidence dans le cas d'un plasma
magnétisé di�érents phénomènes. Premièrement, la forme de l'onde de sillage est
modi�ée de telle sorte que le cavité ne se referme pas à l'arrière. Ensuite, un champ
magnétique généré par le courant hélicoïdal formé par les électrons à la surface de
l'onde de sillage, a été mis en évidence. Bulanov et al. [Bulanov 2013] ont montré
que la cavité formée par l'onde de sillage ne se referme pas à l'arrière. Un plasma
magnétisé est un milieu anisotrope, ainsi on ne peut se passer d'une géométrie 3D
pour modéliser correctement la formation et la propagation de l'onde de sillage. Par
conséquent, nous utiliserons pour les simulations numériques un code entièrement 3D
en espace et en vitesse.
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5.2.3 Importance de la géométrie 3D

De nombreux résultats ont déjà été publiés concernant l'in�uence d'un champ ma-
gnétique longitudinal homogène initialement appliqué au plasma [Bourdier 2012b,
Bourdier 2012a, Drouin 2012, Hur 2008]. Ces études ont montré qu'il est possible
d'améliorer la capture des électrons et la qualité du faisceau. Ces analyses ont été me-
nées en utilisant des simulations PIC avec des codes 2D. Bulanov et al. [Bulanov 2013]
ont mis en évidence la nécessité d'utiliser une géométrie 3D dans les simulations. Ils
montrent que la croissance d'onde cylindrique hybride haute entraîne que les élec-
trons acquièrent une impulsion azimutale et perdent leur impulsion radiale. Ainsi,
les électrons n'atteignent pas l'axe longitudinal et restent con�nés dans une région
où r > rmin. En conséquence, la cavité ne se referme pas à l'arrière et il existe un
rayon minimal pour la trajectoire des électrons. Pour mettre en évidence ce rayon
minimal, on part des équations décrivant la dynamique des électrons en coordonnées
cylindriques :

dpr
dt
− pθvθ

r
= −Er − vθB0,

dpθ
dt

+
pθvr
r

= vrB0,

où on examine uniquement la dynamique des électrons à l'arrière de l'onde de sillage.
A cet emplacement, il n'y pas de force pondéromotrice. On rajoute l'équation décri-
vant l'évolution du champ électrique radial :

dEr
dt

+
Ervr
r

= vr,

Les équations selon pθ et Er donnent des solutions sous la forme suivante :

rpθ =
B0r

2

2
+Mθ (r0)

rEr =
r2

2
+QE (r0) ,

où r = r0 + δr (r0, t) avec δr (r0, t), le déplacement du �uide d'électrons par rapport
à sa position initiale r0.

L'énergie E d'un électron nous est donnée par la formule suivante [Bulanov 2013] :

E =
√

1 + p2
θ + p2

r,
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Si on suppose qu'à t = 0 et r = r0, on a pθ = 0 cela entraine que Mθ (r0) = −B0r2
0

2
.

On remplace dans l'expression de l'énergie et on trouve :

E =

√
1 +

(
B0

2

)2(
r − r2

0

r

)2

+ p2
r,

On peut voir que cette fonction passe par un minimum en r = rmin 6= 0. Bulanov et

al. montrent que l'équation donnant rmin peut s'écrire [Bulanov 2013] :

√
1 +

B2
0

2

(
rmin −

r2
0

rmin

)2

− 1 =
1

4

(
r2

0 − r2
min

)
, (5.26)

Lorsque la vitesse radiale de l'électron est très importante comme par exemple lors-
qu'un électron expulsé par le laser puis attiré par les ions, revient sur l'axe, la force
de Laplace devient très importante et faire tourner les électrons en plasma magnétisé.
L'impulsion radiale est perdue au pro�t de la composante azimutale qui devient très
importante à l'arrière de l'onde de sillage. Ce phénomène se traduit par l'existence
d'un rayon minimal de la trajectoire des électrons.

Dans une simulation 2D en espace, la force de Laplace n'est pas totalement prise
en compte dans les équations du mouvement des électrons. On a e�ectué deux séries
de simulations identiques avec et sans champ magnétique appliqué. D'abord avec un
code 2D en espace et 3D vitesse (Fig.5.5) puis avec un code pleinement 3D (Fig.5.6).
Dans la simulation 2D, les trajectoires des électrons à la surface de la bulle sont
modi�ées par le champ magnétique appliqué mais �nissent leur course en passant par
l'axe de propagation et la cavité est fermée. Dans une simulation 3D, les électrons
arrivant à l'arrière de l'onde de sillage ne passent pas par l'axe et la cavité ne se
referme pas lorsqu'un champ magnétique est appliqué (Fig.5.6b).
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Figure 5.5 � Densité électronique projetée dans l'espace des phases (z, x) avec
a0 = 4, τ0 = 30 fs, w0 = 18µm et ne = 2.5 × 10−4 nc. Simulations CALDER
2Dx3Dv. a) B0 = 0 et b) B0 = 120T .

Figure 5.6 � Densité électronique projetée dans l'espace des phases (z, x) avec
a0 = 4, τ0 = 30 fs, w0 = 18µm et ne = 2.5 × 10−4 nc. Simulations CALDER-Circ.
a) B0 = 0 et b) B0 = 120T .

Ces changements sont d'autant plus importants qu'une modi�cation de la forme
de l'onde de sillage aura des conséquences sur le champ électrique à l'intérieur de la
cavité (Fig.5.7).
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Figure 5.7 � Champ électrique longitudinal Ez sur l'axe en fonction de z avec a0 = 4,
τ0 = 30 fs, w0 = 18µm et ne = 2.5× 10−4 nc avec et sans magnétique appliqué pour
a) Calder 2Dx3Dv et b) Calder Circ.

Seul un code 3D pourra décrire l'action complète d'un champ magnétique longi-
tudinal initialement appliqué dans le plasma. C'est pourquoi, le code CALDER-Circ
[Lifschitz 2009] est utilisé pour e�ectuer nos simulations. Ce code utilise la décom-
position des champs électromagnétiques en série de Fourier pour réduire le temps
de calcul. Par ailleurs, des comparaisons avec le code cartésien 3Dx3Dv CALDER
nous ont permis de montrer que les deux premiers modes de la série de Fourier sont
su�sants pour décrire l'accélération par onde de sillage en plasma magnétisé (voir
Annexe A).

5.2.4 Comparaison du modèle avec des simulations PIC

Les résultats de simulations PIC 3D avec CALDER-Circ sont comparés aux pré-
dictions de notre modèle dans le cas d'un plasma magnétisé. Comme dans le chapitre
2, on choisit les valeurs des paramètres libres et des conditions initiales en nous
appuyant sur les trajectoires de particules tests (Fig.5.8). Le champ magnétique mo-
di�e la trajectoire des électrons expulsés par l'impulsion laser. Cela signi�e que les
paramètres utilisés dans le modèle peuvent être légèrement di�érents en présence
d'un champ magnétique. Ainsi, en choisissant judicieusement les paramètres libres,
on obtient des résultats très satisfaisants avec le modèle (Fig.5.9).
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Figure 5.8 � Trajectoires de particules tests données par simulations PIC 3D avec
CALDER-Circ. a0 = 4, τ0 = 30 fs, w0 = 18µm et ne = 2.5× 10−4 nc pour a) B0 = 0

et b) B0 = 120T . En arrière plan, la densité électronique projetée dans l'espace des
phase (z, r) est tracée au temps t = 2400

Figure 5.9 � Comparaison modèle et simulations PIC. a0 = 4, τ0 = 30 fs, w0 =

18µm et ne = 2.5 × 10−4 nc pour a) B0 = 0 et b) B0 = 120T . En arrière plan, la
densité électronique projetée dans l'espace des phases (z, r) obtenue avec CALDER-
Circ à t = 2400. En trait plein rouge, rb (ξ) obtenu avec le modèle
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Figure 5.10 � Champ électrique longitudinal Ez donné par le modèle et une simula-
tion PIC 3D. a0 = 4, τ0 = 30 fs, w0 = 18µm et ne = 2.5× 10−4 nc pour B0 = 120T

au temps t = 2400

Comme dans le chapitre 2, le modèle reproduit assez �dèlement la trajectoire
des électrons se trouvant à la surface de l'onde de sillage. En plasma magnétisé, ces
électrons passent, comme attendu, par un rayon minimal (Fig.5.9b).

Le calcul du champ électrique longitudinal permet de véri�er que nous avons
choisis les bons paramètres (Fig.5.10). L'absence d'accumulation de charge à l'arrière
de l'onde de sillage en plasma magnétisé permet de modéliser �dèlement le champ
électrique longitudinal.

Les trajectoires obtenues avec le modèle permettent de déterminer le rayon mini-
mal (Rmin) atteint par les électrons à l'arrière de l'onde de sillage. Dans le tableau 5.1,
on relève pour di�érentes valeurs du champ magnétique appliqué le rayon minimal
atteint par la couche limite d'électrons à l'arrière de l'onde de sillage. Les résultats
donnés par le modèle ainsi que par la formule de Bulanov 5.26 sont comparés à ceux
relevés dans les simulations PIC 3D.
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B0 (T ) 6 20 40 60 90 120

Rmin (formule 5.26) (µm) 0.4 1.33 2.65 3.94 5.81 7.53

Rmin (modèle) (µm) 0.4 0.8 1.40 2.0 2.32 2.54

Rmin (simulations) (µm) 0.4 1.15 2.05 2.85 3.21 3.56

Table 5.1 � Valeurs des Rmin pour a0 = 4, w0 = 18µm, τ0 = 30 fs et ne =

2.5× 10−4 nc pour di�érentes valeurs de champs magnétiques appliqués.

La valeur du Rmin augmente avec celle du champ magnétique appliqué. En com-
parant les valeurs données par les simulations et la formule de Bulanov 5.26, on
remarque que l'écart grandit lorsque le champ magnétique augmente. Le calcul du
rayon minimal par la formule de Bulanov dépend de la valeur du rayon r0 qui cor-
respond au rayon maximal atteint par l'onde de sillage. Dans nos calculs, ce rayon a
été choisi égal au waist du laser. Les valeurs données par le modèle sont inférieures
à celles des simulations PIC. Dans le tableau 5.2, on peut observer l'in�uence de la
densité électronique du plasma sur le rayon minimal. A plus haute densité, la valeur
du Rmin décroit.

ne (nc) 2.5× 10−3 1.0× 10−3 7.5× 10−4 5.0× 10−4 2.5× 10−4

Rmin (formule 5.26) (µm) 0.61 1.43 1.84 2.58 3.94

Rmin (modèle) (µm) 0.65 0.95 1.25 1.60 2.00

Rmin (simulations) (µm) 0.65 1.02 1.59 1.91 2.85

Table 5.2 � Valeurs des Rmin pour a0 = 4, w0 = 18µm, τ0 = 30 fs et B0 = 60T

pour di�érentes densités électroniques du plasma.

L'in�uence du champ magnétique sur l'onde de sillage est moins marquée pour
les densités électroniques élevées (≥ 10−3 nc), dans les cas illustrés par le tableau 5.2
le rayon minimal est alors inférieur au micron. En nous plaçant à plus faible den-
sité, nous pourrons mieux observer des phénomènes comme la génération de champ
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magnétique.

On examine maintenant le champ magnétique longitudinal généré dans l'onde de
sillage. La comparaison entre le modèle et les résultats de simulations (Fig.5.11b)
montre un très bon accord et con�rme ainsi nos hypothèses de départ. Le champ
magnétique à l'intérieur de la bulle est généré par le courant hélicoïdal à la surface
de l'onde de sillage.

Figure 5.11 � a) Champ magnétique Bz projeté sur le plan (r, z) avec le rayon rb (ξ)

donné par le modèle tracé en pointillé blanc et b) champ magnétique Bz en fonction
de ξ pour r = 0. a0 = 4, τ0 = 30 fs, w0 = 18µm, ne = 2.5× 10−4 nc et B0 = 120T .

Notre modèle et les simulations PIC montrent qu'à basse densité la cavité formée
par l'onde de sillage ne se referme pas à l'arrière. De plus, les trajectoires des électrons
à la surface de l'onde de sillage sont responsables de la formation d'un courant héli-
coïdal capable de générer un champ magnétique. Le champ magnétique auto-généré
vient renforcer le champ magnétique appliqué et peut devenir très intense à l'arrière
(Fig.5.11). Dans la section suivante, nous allons essayer de comprendre comment
contrôler le champ magnétique auto-généré.
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5.3 Génération de champ magnétique dans l'onde de
sillage

5.3.1 Caractéristiques du champ magnétique auto-généré

Dans la section précédente, nous avons étudié la formation d'une onde de sillage
laser dans le régime de la bulle avec un champ magnétique initialement appliqué.
On a notamment mis en évidence la déformation de l'onde de sillage et la présence
d'un courant hélicoïdal permettant de renforcer le champ magnétique appliqué. Nous
allons essayer de comprendre comment se forme ce champ magnétique et comment le
contrôler. Sur la �gure 5.12, on trace le maximum du champ magnétique Bz généré
par l'onde de sillage et mesuré dans la fenêtre de simulation pour di�érents champs
appliqués.

Figure 5.12 � Maximum du champ magnétique Bz mesuré dans la boite de simula-
tions a) au cours du temps pour di�érentes valeurs de champ magnétique appliqué
b) en fonction du champ magnétique appliqué à t = 2400 avec a0 = 4, τ0 = 30 fs,
w0 = 18µm et ne = 2.5× 10−4 nc

Le champ mesuré par ce diagnostic est le champ magnétique produit par le courant
hélicoïdal, que nous avons mesuré avec une méthodologie spéci�que 3. Sur la �gure

3. La propagation de l'onde laser dans le plasma induit un champ magnétique longitudinal. Ce

champ magnétique est lié à l'onde laser, par conséquent dans le code CALDER-Circ, il sera lié
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5.12a, on a également tracé le pro�l de densité électronique du plasma. Dès que le
laser entre dans le plateau de densité, la valeur maximale du champ magnétique reste
quasiment constante ou croît très lentement. Le maximum du champ magnétique
généré dépend de la valeur du champ appliqué. Ainsi, un champ de 1000 T est
produit localement en appliquant seulement 6 T. Mais pour un plasma faiblement
magnétisé (B0 = 6T ), ce champ se développe dans un volume de plasma très restreint
(Fig.5.13).

Figure 5.13 � Champ magnétique Bz mesuré dans la fenêtre de simulation pour
di�érentes valeurs de champ magnétique appliqué avec a0 = 4, τ0 = 30 fs, w0 =

18µm, et ne = 2.5× 10−4 nc a) en fonction de z et b) en fonction de r

Lorsque le champ magnétique appliqué est intense (B0 > 60T ), le champ magné-
tique généré occupe un volume de plasma plus conséquent à l'arrière de la bulle.

Les caractéristiques du champ généré, sa forme et son intensité, dépendent de
la valeur du champ appliqué. Dans la section précédente, on a vu que la valeur du
champ appliqué in�ue sur la valeur du Rmin mais également sur l'intensité du courant
hélicoïdal. La génération de ce courant peut être expliquée à partir de la loi de Lenz-
Faraday.

au mode m = 1. Nous avons montré que le champ magnétique généré par l'onde de sillage était

axisymétrique et donc qu'il dépend du mode m = 0. Pour déterminer le maximum du champ

magnétique créé par l'onde de sillage, on mesure les maxima du champ magnétique selon le mode

m = 0.
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5.3.2 Explication par la loi de Lenz-Faraday

Dans le chapitre 2, nous avons montré que les électrons qui forment la couche
limite de l'onde de sillage sont initialement situés loin de l'axe de propagation, proches
du maximum de la force pondéromotrice du laser. Dans le cas d'un champ magnétique
appliqué, on trace les trajectoires de quelques particules formant l'onde de sillage
tout en relevant leur impulsion dans la direction azimutale θ (Fig.5.14). Les électrons
changent de sens de rotation lorsqu'ils arrivent à l'arrière de l'onde de sillage, ce qui
se traduit sur la �gure 5.14 par une impulsion azimutale négative.

Figure 5.14 � Trajectoires de particules tests avec en couleur la valeur de l'impulsion
mécanique des particules selon θ pour a0 = 4, τ0 = 30 fs, w0 = 18µm et ne =

2.5× 10−4 nc et B0 = 120T

Ce changement du sens de rotation des électrons renforce le champ magnétique
appliqué à l'arrière de la bulle. La loi de Lenz-Faraday permet d'expliquer ce phéno-
mène. Cette loi dit que toutes variations du �ux magnétique à travers une surface
entrainent une force électromotrice permettant d'annuler ou de diminuer ces varia-
tions. Le �ux magnétique nous est donné par l'expression suivante :

φb =
{

S

B · dS

Le �ux à travers une section transverse de la bulle où le champ magnétique B0 est
homogène s'écrit :

φB (ξ) = B0πr
2
b
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La loi de Lenz-Faraday relie les variations du �ux magnétique à travers une surface
au champ électrique entourant cette surface. Dans notre cas le champ magnétique
est longitudinal et le champ électrique généré est azimutal :∮

C

Eθ r dθ = −∂φB
∂t

= −2πB0 rb
drb
dξ

Cela nous permet d'estimer le champ électrique azimutal sur la surface de la bulle en
fonction de la position ξ :

Eθ (ξ) = −B0
drb
dξ

(5.27)

L'expression 5.27 montre que les variations du rayon rb sont responsables de la va-
riation de �ux magnétique. Une diminution brutale de la coordonnée rb entraîne un
courant dans la direction θ et génère un champ magnétique dans le même sens que
celui appliqué initialement.

Pour résumer le mécanisme générant le champ magnétique, on trace sur la �gure
5.15 la trajectoire d'un électron formant l'onde de sillage laser. Di�érentes zones
peuvent être identi�ées en fonction de la valeur prise par drb

dξ
.

Figure 5.15 � Trajectoire d'une particule test avec en couleur la valeur de l'impulsion
mécanique des particules selon θ pour a0 = 4 et ne = 2.5× 10−4 nc et B0 = 120T

Dans la zone 1, le �ux magnétique augmente (drb
dξ

> 0) ce qui se traduit par la
formation d'un courant qui va faire diminuer le champ magnétique appliqué. Dans la
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zone 2, le �ux magnétique diminue (drb
dξ
< 0), un courant dans l'autre sens est généré

qui tend à compenser la diminution du �ux magnétique. Cela explique pourquoi le
champ magnétique généré à l'arrière de l'onde de sillage est très intense. Ceci montre
que l'on peut modi�er le champ magnétique généré en utilisant des paramètres laser
ou plasma di�érents.

Sur la �gure 5.16, on trace le champ magnétique Bz calculé sur l'axe de propaga-
tion pour di�érentes valeurs du potentiel vecteur de l'onde laser. Changer la valeur du
potentiel vecteur du laser in�ue directement sur la quantité drb

dξ
. Lorsque les électrons

sont violemment expulsés par le laser c'est à dire pour des valeurs élevées du potentiel
vecteur (a0 ≥ 3), ils acquièrent à l'arrière une vitesse radiale bien plus importante
que dans la situation où ils sont faiblement expulsés (a0 ≤ 2). Ainsi, on a par exemple
drb
dξ
|a0≤2 � drb

dξ
|a0=4 et le champ magnétique généré est bien plus important d'après la

loi de Lenz-Faraday (Eq.5.27) et comme en atteste la �gure 5.16.

Figure 5.16 � Champ magnétique Bz mesuré sur l'axe en fonction de z à l'aide
du code PIC 3D CALDER-Circ pour B0 = 60T , τ0 = 30 fs et w0 = 18µm, ne =

2.5× 10−4 nc en fonction de a0 (laser en z = 3300)

Il est également possible de modi�er le champ magnétique généré en jouant sur
le waist du laser (Fig.5.17). Dans un premier temps, le champ magnétique généré
augmente avec le waist. Au delà d'une valeur seuil du waist cette tendance s'inverse.
La force pondéromotrice varie comme a0/w0 et son maximum se situe en r = w0/

√
2.



5.3. Génération de champ magnétique dans l'onde de sillage 167

Si a0 reste constant, en augmentant le waist, on considère des électrons expulsés de
plus en plus loin de l'axe mais moins violemment.

Figure 5.17 � Champ magnétique Bz mesuré sur l'axe en fonction de z à l'aide du
code PIC 3D CALDER-Circ pour B0 = 60T , τ0 = 30 fs, ne = 1.0×10−3 nc et a0 = 4

en fonction du waist w0 (laser en z = 2100)

Ces di�érents éléments montrent qu'en choisissant convenablement les paramètres
du laser et du plasma, on peut atténuer ou bien ampli�er le champ magnétique auto-
généré.

5.3.3 Rétroaction du champ magnétique auto-généré

Lorsque la valeur du champ magnétique généré est élevée (≥ 100T ) et occupe
une portion signi�cative de l'onde de sillage, celui-ci peut rétroagir sur les trajectoires
des particules. Le modèle ne tient compte que d'un champ magnétique constant et
homogène. Il présente un accord approximatif avec les simulations PIC lorsque le
champ magnétique appliqué est élevé et pour des densités faibles. La rétroaction du
champ auto-généré n'est pas prise en compte dans le modèle. Notamment, nous avons
vu que la valeur du rayon minimal atteint par les électrons était plus faible dans le
modèle par rapport aux simulations. Le code PIC tient compte de la rétroaction
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du champ. Une simulation où l'on supprime dans le code la rétroaction du champ
magnétique auto-généré 4 a été réalisée (Fig.5.18).

Figure 5.18 � a0 = 4, τ0 = 30 fs et w0 = 18µm et ne = 2.5×10−4 nc et B0 = 120T .
a) Densité électronique projetée sur le plan (r, z) sans tenir compte de la rétroaction
du champ Bz généré dans les équations du mouvement des électrons et b) champ
magnétique Bz en fonction de z pour r = 0.

Sans rétroaction, les électrons atteignent un rayon minimal plus faible que dans
une simulation classique comme en atteste la �gure 5.18a comparée à la �gure 5.9b.
La rétroaction diminue également le champ magnétique �nal généré (Fig.5.18b). En
reprenant les paramètres utilisés dans le cas sans champ magnétique, on obtient avec
le modèle les résultats de la �gure 5.19. Cette fois-ci, les résultats sont conformes
aux simulations PIC (sans rétroaction). Cela con�rme quantitativement dans quelle
mesure un fort champ magnétique rétroagit sur la trajectoire des particules. En ré-
injectant le champ magnétique généré dans les équations du modèle, on peut tenir
compte de la rétroaction et calculer de nouvelles trajectoires (Fig.5.20).

4. Dans le code CALDER-Circ, la décomposition en série de Fourier permet de séparer le calcul

des champs dans l'onde de sillage (mode m = 0) du champ laser (m = 1). Dans l'étape d'inter-

polation des champs aux particules, on considère que le champ magnétique longitudinal vue par

la particule est le champ appliqué initialement pour le mode m = 0. De cette manière, le champ

laser n'est pas touché, la création de l'onde de sillage n'est pas impactée par la modi�cation et on

supprime toute rétroaction du champ magnétique longitudinal auto-généré sur la trajectoire des

électrons.
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Figure 5.19 � Comparaison avec le modèle. a0 = 4, τ0 = 30 fs et w0 = 18µm et
ne = 2.5× 10−4 nc et B0 = 120T . a) Densité électronique projetée sur le plan (r, z)

sans tenir compte de la rétroaction du champ Bz généré (en pointillé rouge rb (ξ)

donné par le modèle) et b) champ magnétique Bz en fonction de z pour r = 0.

Figure 5.20 � Comparaison avec le modèle. a0 = 4, τ0 = 30 fs et w0 = 18µm

et ne = 2.5 × 10−4 nc et B0 = 120T . a) Densité électronique projetée sur le plan
(r, z) (en pointillé rouge rb (ξ) donné par le modèle avec rétroaction) et b) champ
magnétique Bz en fonction de z pour r = 0.

Comme dans la simulation PIC, le champ magnétique auto-généré redresse la
trajectoire prédite des particules arrivant à l'arrière de l'onde de sillage (Fig.5.20a).
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Ainsi, lorsqu'on remplace dans notre modèle le champ B0 par le champ Bz issu d'une
première résolution du système d'équation (Eqs.5.22 et 5.21), et que l'on résout à
nouveau ce système d'équations, on peut reproduire �dèlement les trajectoires des
électrons de la couche limite. Le champ auto-généré calculé à partir des nouvelles
trajectoires issues du modèle a une amplitude plus faible (Fig.5.20b) lorsqu'on tient
compte de la rétroaction en accord avec la simulation PIC.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié l'in�uence d'un champ magnétique longitu-
dinal initialement appliqué sur une onde de sillage laser. Le modèle du régime de
la bulle développé dans le chapitre 2 a été adapté a�n de tenir compte d'un champ
magnétique longitudinal initialement appliqué. Pour cela, nous avons étudié la dy-
namique des électrons dans la direction azimutale a�n de déterminer un nouveau
système d'équations. On montre qu'un tel champ magnétique a la capacité de défor-
mer l'onde de sillage laser. Les électrons arrivant à l'arrière de la bulle ne coupent plus
l'axe de propagation mais tournent autour. Un courant hélicoïdal se forme en surface
et génère un champ magnétique capable de renforcer le champ appliqué à l'arrière. La
loi de Lenz-Faraday montre que la réduction du �ux magnétique à l'arrière de l'onde
de sillage induit une force électromotrice et forme un courant électronique azimutal
[Rassou 2015]. Par ailleurs, l'intensité et le waist du laser permettent de contrôler la
génération du champ magnétique. Dans le cas où les électrons sont faiblement repous-
sés par la force pondéromotrice comme par exemple lorsque l'intensité du laser est
faible, la variation du �ux magnétique est faible et le champ généré sera également
faible. La rétroaction du champ magnétique généré sur les trajectoires électroniques a
ensuite été étudiée. Le champ magnétique généré redresse la trajectoire des particules
à l'arrière de l'onde de sillage. Cet e�et a pu être véri�é par le modèle en réinjectant
le champ calculé dans nos équations pour recalculer de nouvelles trajectoires.

Les résultats de ce chapitre vont nous permettre de mieux appréhender l'injection
des électrons dans l'onde de sillage en plasma magnétisé. Aussi bien dans le cas de
l'auto-injection que dans celui de l'injection optique. Soulignons qu'une déformation
de la bulle peut être nuisible au piégeage des particules. Dans le dernier chapitre
de cette thèse, nous allons étudier l'in�uence du champ magnétique appliqué sur les
di�érents mécanismes d'injection.
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Dans le chapitre 5, nous avons montré qu'un champ magnétique longitudinale ini-
tialement appliqué est capable d'altérer la forme de l'onde de sillage. Dans ce chapitre,
nous nous intéressons aux phénomènes d'injection et de piégeage d'électrons par la
bulle. Les e�ets d'un tel champ magnétique ont été rarement étudiés dans le contexte
de l'accélération d'électrons par sillage laser. Hur et al. [Hur 2008] sont les premiers à
avoir étudié le phénomène d'auto-injection en présence d'un champ magnétique appli-
qué. Nous avons repris cette étude dans deux articles [Bourdier 2012a, Drouin 2012].
Dans ces études, des simulations 2D sont utilisées et ne tiennent pas compte de l'al-
tération de l'onde de sillage laser. Dans ce chapitre, nous allons examiner au moyen
de simulations PIC 3D l'in�uence du champ magnétique appliqué sur l'auto-injection
et dans l'injection optique. Le code CALDER-Circ est utilisé pour e�ectuer nos si-
mulations à moindre coût [Lifschitz 2009].
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6.1 In�uence d'un champ magnétique sur l'auto-
injection

6.1.1 In�uence sur le piégeage des particules

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié l'in�uence d'un champ magnétique
longitudinal, homogène, initialement appliqué au plasma dans l'onde de sillage. Nous
avons montré que l'onde de sillage pouvait se déformer et on a notamment mis en
évidence un courant hélicoïdal qui permet de générer des champs magnétiques gigan-
tesques à l'arrière de l'onde de sillage. L'ouverture de l'onde de sillage peut avoir de
grandes répercussions sur les champs électriques à l'intérieur de la bulle et a�ecter
directement le piégeage.

Sur la �gure 6.1, on voit distinctement que lorsqu'un champ magnétique est ap-
pliqué, le champ électrique maximal atteint en valeur absolue, est bien plus faible
à l'arrière de la bulle. On observe également que cet e�et est moins présent à plus
haute densité étant donné que la déformation (ouverture) est réduite.

Figure 6.1 � Champ électrique Ez mesuré sur l'axe z pour a0 = 4, τ0 = 30 fs,
w0 = 18µm avec et sans champ magnétique appliqué pour a) ne = 2.5 × 10−4 nc et
b) ne = 1.0× 10−3 nc

Ce résultat est tout simplement la conséquence du faible nombre de particules
rejoignant l'axe de propagation. En absence de champ magnétique appliqué, les élec-
trons arrivent sur l'axe (r = 0) et leur impulsion longitudinale croît (Fig.6.2a). Sui-
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vant le choix des paramètres laser et plasma, l'impulsion longitudinale d'un électron,
suivant une trajectoire sur la couche limite, peut atteindre des valeurs relativistes
su�santes pour provoquer l'auto-injection de l'électron dans l'onde de sillage. En re-
vanche, lorsque la densité du plasma et le champ magnétique appliqué sont choisis de
telle sorte que l'ouverture de l'onde de sillage empêche les électrons de se rapprocher
de l'axe, alors l'impulsion atteinte par l'électron reste modérée (pz 6 1, Fig.6.2b).

Figure 6.2 � Trajectoires de deux particules tests pour a0 = 4, τ0 = 30 fs, w0 =

18µm et ne = 2.5× 10−4 nc pour a) B0 = 0 et b) B0 = 120T

On devine que ce mécanisme peut agir comme un limiteur, notamment dans les
situations propices à l'auto-injection. Les e�ets de ce mécanisme sont exposés dans
la prochaine sous-section.

6.1.2 Régime d'auto-injection en plasma magnétisé

Lorsque l'intensité du laser est très élevée, l'amplitude de l'onde de sillage aug-
mente. Les électrons arrivant à l'arrière de l'onde de sillage acquièrent une impulsion
longitudinale importante dans le sens de la propagation. Ainsi, certains électrons
deviennent plus rapides que l'onde de sillage, c'est le régime d'auto-injection. Ces
électrons entrent à l'arrière de l'onde de sillage et y sont accélérés (Fig.6.3a).



174
Chapitre 6. In�uence d'un champ magnétique sur le piégeage des

électrons

Figure 6.3 � Densité électronique projetée dans l'espace (z, r) à l'instant t = 7000

pour a0 = 4, τ0 = 30 fs, w0 = 26µm et ne = 1.0 × 10−3 nc pour a) B0 = 0,
b) B0 = 60T et c) B0 = 120T

Lorsqu'un champ magnétique est appliqué, une boucle de courant se forme à
l'arrière de l'onde de sillage. Ainsi, lorsque le régime d'auto-injection est atteint les
électrons sont injectés au niveau de ces boucles de courant (Fig.6.3b et c). En aug-
mentant la valeur du champ magnétique appliqué, le rayon de l'ouverture à l'arrière
de l'onde de sillage grandit. Le mécanisme évoqué dans la sous-section précédente
permet alors de réduire considérablement le nombre de particules piégées comme en
atteste les distributions en énergie (Fig.6.4).

Figure 6.4 � Distributions en énergie des électrons piégés dans la première bulle à
l'instant t = 7000 pour a0 = 4, τ0 = 30 fs, w0 = 26µm et ne = 1.0 × 10−3 nc pour
di�érents champs magnétiques appliqués
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Avant l'auto-injection, la déformation de la bulle modi�e les champs électriques
dans l'onde de sillage lorsque le plasma est magnétisé (Fig.6.5a). Après l'auto-
injection, dans le cas non magnétisé, le champ électrique est atténué (en valeur abso-
lue) à cause des e�ets de beamloading (voir section 2.3.4 du chapitre 2 et la référence
[Rechatin 2010]). Dans le cas d'un plasma fortement magnétisé (B0 = 120T ), la
charge injectée est beaucoup plus faible et le champ électrique est peu altéré après
l'auto-injection (Fig.6.5).

Figure 6.5 � Champ électrique Ez mesuré sur l'axe z pour a0 = 4, τ0 = 30 fs,
w0 = 26µm et ne = 1.0 × 10−3 nc pour di�érents champs magnétiques appliqués
a) t = 2400 (avant auto-injection) et b) t = 7000 (après auto-injection)

On s'intéresse maintenant à des intensités lasers plus élevées (Fig.6.6). Lorsque
l'intensité du laser augmente, les seuils d'auto-injection sont atteints plus facilement
lors de la propagation du laser dans le plasma. Le champ magnétique continue de
réduire l'auto-injection, qui croît tout de même lorsque la valeur de a0 augmente.
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Figure 6.6 � Distributions en énergie des électrons piégés dans la première bulle à
l'instant t = 4860 pour τ0 = 30 fs, w0 = 26µm et ne = 1.0 × 10−3 nc avec et sans
champ magnétique appliqué pour a) a0 = 6 et b) a0 = 8

Dans le régime d'auto-injection, les électrons arrivant à l'arrière de l'onde de
sillage peuvent être piégés puis accélérés. Cela concerne essentiellement les électrons
arrivant sur l'axe où la capacité de piégeage et d'accélération de l'onde de sillage est
maximale. Lorsqu'un champ magnétique fort (∼ 100T ) est appliqué, les électrons ne
rejoignent plus l'axe de propagation et leur impulsion longitudinale est insu�sante
pour entraîner leur auto-injection. Ainsi, la charge auto-injectée diminue signi�cati-
vement lorsqu'on fait croître B0.

Dans la section suivante, nous allons voir comment la déformation de l'onde de
sillage agit sur le piégeage avec le schéma d'injection optique.

6.2 In�uence d'un champ magnétique sur l'injection
optique des électrons

Dans l'injection optique [Kotaki 2004, Fubiani 2004], nous pouvons envisager plu-
sieurs combinaisons de polarisations provoquant di�érents e�ets lors de l'injection.
On a montré dans le chapitre 4 que seules les con�gurations que l'on note (P) et (C+)
permettent l'entrée par l'avant des électrons. En con�guration (P), le chau�age sto-
chastique donne une pré-accélération aux électrons. En fonction des paramètres laser
et plasma, le chau�age stochastique peut faciliter ou réduire le piégeage. En choisis-
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sant les intensités, les waists et les durées des impulsions, on peut modi�er le volume
de collision favorable à l'injection de particules à l'avant de la bulle [Rechatin 2009b].
Dans cette section, nous allons étudier les con�gurations (P) et (C+) dans le cas d'un
plasma initialement magnétisé. Les paramètres des simulations PIC sont identiques
à ceux utilisés dans le chapitre 4 (voir 4.2.1). Pour tenir compte de l'e�et complet du
champ magnétique, on e�ectue uniquement des simulations avec le code CALDER-
Circ. On rappelle que la collision des deux impulsions se produit à t = 2600 et on
relève les distributions en énergie des électrons du faisceau piégé à t = 7000 après
une accélération sur 560.2µm.

6.2.1 In�uence de la densité électronique

Dans la section précédente, nous avons vu que la déformation de l'onde sillage et
son impact sur les champs électriques dans la bulle, rend le piégeage plus contraignant.
L'altération du champ électrique dans la bulle dépend de la densité électronique du
plasma comme nous l'avons montré dans la sous-section 6.1.1 (Fig.6.1). Lorsqu'on
choisit le schéma d'injection optique, l'altération du champ électrique doit être mi-
nimisée a�n de fournir une accélération su�sante aux électrons injectés. C'est pour-
quoi, on parvient à piéger une charge équivalente (avec ou sans champ magnétique)
à 10−3 nc (Fig.6.7d), alors que l'on ne piège plus rien avec un champ magnétique
appliqué lorsque la densité électronique vaut 2.5× 10−4 nc (Fig.6.7a).

Globalement, la charge piégée puis accélérée pour B0 non nul est plus faible que
dans le cas non magnétisé (Fig.6.7). Toutefois, cette tendance s'estompe pour une
densité électronique su�samment élevée (Fig.6.7d).

Examinons à présent les propriétés du faisceau piégé dans le cas, plus favorable,
d'une densité élevée (ne = 10−3 nc). Sur la �gure 6.8, on trace la densité électronique
du faisceau accéléré dans l'espace (z, pz) pour les cas de la �gure 6.7d. On constate que
le champ magnétique réduit l'auto-injection des électrons et la dispersion en énergie
de notre faisceau. La réduction de l'auto-injection est conforme à nos attentes, elle
est provoquée par le mécanisme mis en évidence dans la section 6.1 (Fig.6.2).
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Figure 6.7 � Distributions en énergie du faisceau piégé en injection optique (schéma
de polarisations (P)) à l'instant t = 7000 pour a0 = 4, a1 = 0.1, τ0 = τ1 = 30 fs,
w0 = 18µm, w1 = 31µm et a) ne = 2.5 × 10−4 nc, b) ne = 5.0 × 10−4 nc, c) ne =

7.5× 10−4 nc et d) ne = 1.0× 10−3 nc
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Figure 6.8 � Densité électronique du faisceau piégé dans la première bulle à l'instant
t = 7000 projetée dans (z, pz) pour a0 = 4, a1 = 0.1, τ0 = τ1 = 30 fs, w0 = 18µm,
w1 = 31µm et ne = 1.0 × 10−3 nc. En trait rouge, le champ électrique Ez sur l'axe
est tracé en fonction de z. a)B0 = 0 et b) B = 60T .

Lorsqu'on augmente la valeur du potentiel vecteur du laser d'injection, un plus
grand nombre de particules est injecté dans la bulle. Comme évoqué dans la partie
2, le chau�age stochastique est plus prégnant lorsqu'on fait croître la valeur de a1.
Dans certaines conditions, le piégeage est réduit par le chau�age stochastique et on
privilégie alors l'injection froide (C+).

Nous examinons l'e�et de a1 en considérant successivement une densité électro-
nique faible (ne = 2.5 × 10−4 nc) puis moyenne (ne = 1.0 × 10−3 nc). On présente
sur les �gures 6.9 et 6.10, les distributions en énergie des électrons accélérés pour
les con�gurations de polarisation (P) et (C+). Pour les densités considérées le pa-
ramètre ρ est inférieur à 1 (ρ = 0.32 pour ne = 2.5 × 10−4 nc et ρ = 0.65 pour
ne = 1.0×10−3 nc), le schéma de polarisation (C+) permet de piéger plus d'électrons
(voir chapitre 4) comme en atteste les distributions des électrons piégés pour B0 = 0.

Pour ne = 2.5× 10−4 nc, contrairement au cas a1 = 0.1 (Fig.6.7a), on parvient à
piéger un paquet d'électrons en magnétisant le plasma (Fig.6.9b). Cependant, quelque
soit le schéma de polarisations choisi, le champ magnétique appliqué réduit le piégeage
des électrons (Fig.6.9) à faible densité électronique (ne = 2.5× 10−4 nc).
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Figure 6.9 � Distributions en énergie du faisceau piégé à l'instant t = 7000 pour
a0 = 4, a1 = 0.5, τ0 = τ1 = 30 fs, w0 = 18µm, w1 = 31µm, ne = 2.5× 10−4 nc avec
et sans champ magnétique appliqué et pour a) polarisation (C+) b) polarisation (P)

A plus haute densité, le champ magnétique appliqué ne réduit pas le piégeage
(Fig.6.10). Comme dans le cas de la �gure 6.7d, le champ magnétique réduit la dis-
persion en énergie du faisceau quelque soit la con�guration de polarisation envisagée.

Figure 6.10 � Distributions en énergie du faisceau piégé à l'instant t = 7000 pour
a0 = 4, a1 = 0.5, τ0 = τ1 = 30 fs, w0 = 18µm, w1 = 31µm, ne = 1.0 × 10−3 nc en
fonction du champ magnétique appliqué et pour a) polarisation (C+) b) polarisation
(P)
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A�n d'augmenter la quantité d'électrons injectés, on fait varier la valeur du waist
du laser principal. De cette manière, en gardant constant le potentiel vecteur, on at-
teint le régime d'auto-injection plus facilement. Toutefois, lorsqu'on utilise le schéma
d'injection optique on cherche à éviter l'auto-injection qui dégrade la qualité du
faisceau. Comme nous venons de l'expliquer, l'application d'un champ magnétique
longitudinal permet de réduire voire supprimer l'auto-injection. On peut ainsi réduire
la dispersion en énergie du faisceau accéléré (Fig.6.11), et produire un faisceau de
meilleure qualité.

Figure 6.11 � Distribution en énergie du faisceau d'électrons piégés à l'instant
t = 7000 pour a0 = 4, a1 = 0.5, w0 = 26µm, ne = 1.0 × 10−3 nc en polarisa-
tion (P) avec et sans champ magnétique appliqué. A droite la densité des électrons
accélérés projetée dans l'espace (z, pz)

Ces simulations montrent que nous avons besoin de considérer des densités élec-
troniques plus élevées a�n de maîtriser la déformation de l'onde de sillage et de
continuer à piéger des particules en injection optique lorsque le plasma est magné-
tisé. L'auto-injection réduit l'intensité des champs électriques accélérateurs par e�et
de beamloading (voir Figs.6.5 et 6.8). Ainsi, le faisceau piégé par injection optique
ne peut pas être convenablement accéléré et sa dispersion en énergie augmente. Pour
éliminer cet e�et perturbateur, nous avons montré en utilisant des lasers d'injection
plus intenses, que l'on peut améliorer signi�cativement la dispersion en énergie du
faisceau d'électrons, lorsqu'un champ magnétique (∼ 100T ) est appliqué.
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6.2.2 In�uence du volume de collision

En plasma magnétisé, l'injection optique permet d'obtenir des faisceaux avec des
dispersions en énergie plus faibles notamment en supprimant l'auto-injection. Suivant
les paramètres lasers, on peut contrôler l'entrée des particules à l'avant de l'onde de
sillage laser en modi�ant le volume de collision [Davoine 2010a] (Fig. 6.12).

Figure 6.12 � Densité électronique projetée dans l'espace des phases (z, r) pendant
la collision pour a0 = 4, a1 = 0.5, w0 = 26µm et ne = 2.5 × 10−4 nc a) w1 = 31µm

τ1 = 30 fs, b) w1 = 10µm τ1 = 30 fs et c) w1 = 31µm τ1 = 15 fs. En dessous, un
schéma indiquant les modes d'entrée des particules

Ainsi, en changeant la valeur du waist du laser d'injection, on peut injecter des
électrons plus ou moins éloignés de l'axe. En reprenant le cas présenté dans la �gure
6.11, nous allons examiner l'in�uence du champ magnétique en fonction du waist du
laser d'injection (Fig.6.13).
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Figure 6.13 � Distributions en énergie des électrons piégés (z, r) à t = 7000 pour
a0 = 4, a1 = 0.5, w0 = 26µm, τ0 = τ1 = 30 fs et ne = 1.0× 10−3 nc pour di�érentes
valeurs de w1, a) B0 = 0 et b) B0 = 120T .

Lorsque les électrons injectés sont initialement proches de l'axe, les cas sans et
avec champ magnétique appliqué donnent des résultats similaires (w1 = 10µm). En
considérant des waists plus grands, la dispersion en énergie du faisceau accéléré di-
minue et on obtient des faisceaux de meilleure qualité. Lorsque le waist du laser
d'injection est plus grand que celui du laser principal, on retrouve la situation de la
�gure 6.11. En présence d'auto-injection, les e�ets de beamloading sont plus impor-
tants lorsque le plasma n'est pas magnétisé. Ceux-ci conduisent à une plus grande
dispersion de la distribution en énergie du faisceau (Fig.6.13a).

A�n de mieux comprendre ce mécanisme, on se place dans la situation décrite dans
la �gure 6.12c. De cette manière, l'injection des électrons est en grande partie hors
axe. En appliquant un champ magnétique, on inhibe l'auto-injection et on réduit
la dispersion en énergie du faisceau. Dans ce cas, les électrons injectés hors axe
présentent une distribution plus mono-énergétique (Fig.6.14).
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Figure 6.14 � Distribution en énergie du faisceau piégé à l'instant t = 7000 pour
a0 = 4, a1 = 0.5, w0 = 26µm, τ0 = 30 fs, w1 = 31µm, τ1 = 15 fs et ne = 1.0×10−3 nc
avec B0 = 120T . A droite, la densité des électrons accélérés projetée dans l'espace
(z, pz)

En choisissant astucieusement nos paramètres de simulation, on peut modi�er la
forme du faisceau accéléré et obtenir des faisceaux annulaires (Fig.6.15).

Figure 6.15 � Densité électronique du plasma à l'instant t = 7000 projetée dans
(z, x) pour a0 = 8, a1 = 0.5, τ0 = τ1 = 30 fs, w0 = 18µm, w1 = 31µm et ne =

2.5× 10−4 nc en polarisation P avec a) B0 = 0, b) B0 = 20T et c) B0 = 60T

Rappelons que les électrons injectés hors axe ne peuvent franchir un certain rayon
minimal à l'arrière de l'onde de sillage lorsque le plasma est magnétisé [Bulanov 2013].
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Ainsi, en augmentant la valeur du champ magnétique appliqué, le rayon du faisceau
annulaire augmente (Fig.6.15).

6.3 Conclusion

Dans ce chapitre, l'in�uence d'un champ magnétique longitudinal initialement
appliqué sur l'injection dans une onde de sillage laser a été étudiée. Les résultats du
chapitre 5 ont montré que la forme de l'onde de sillage pouvait être modi�ée en ap-
pliquant un champ magnétique longitudinal. Cette altération entraine une réduction
du champ électrique accélérateur à l'arrière de l'onde de sillage. De plus, les électrons
ne rejoignent plus l'axe de propagation à l'arrière de l'onde de sillage.

En régime d'auto-injection, les électrons acquièrent une énergie su�sante après
avoir été expulsés par la force pondéromotrice du laser. En revenant à l'arrière de
l'onde de sillage, ils peuvent y être injectés. Le champ magnétique appliqué inhibe
ce phénomène et réduit le piégeage.

Dans l'injection optique, l'altération de l'onde de sillage réduit voire supprime le
piégeage lorsque la densité du plasma est faible et/ou le champ magnétique appliqué
est fort. En considérant des densités électroniques su�santes, l'inhibition du piégeage
est atténuée et le piégeage est quasiment identique au cas sans champ magnétique.
En augmentant la densité, le régime d'auto-injection est plus facilement atteint. Des
faisceaux d'électrons piégés présentant une plus faible dispersion en énergie ont été
obtenus lorsque le plasma est magnétisé. Le champ magnétique permet de juguler le
phénomène d'auto-injection, et de maîtriser les e�ets de beamloading induits, ainsi
on peut améliorer la qualité du faisceau. Par conséquent, en utilisant un champ ma-
gnétique, on peut considérer des plasmas de plus grande densité et faire de l'injection
optique tout en réduisant l'auto-injection. De cette manière, on garde le contrôle de
la charge injectée, l'une des propriétés de l'injection optique.





CONCLUSION GÉNÉRALE

L'accélération d'électrons par onde de sillage laser pourrait représenter le futur
des accélérateurs de particules. Ces accélérateurs utilisent le plasma comme milieu
accélérateur ce qui permet d'atteindre de très hautes énergies sur de très courtes
distances. Grâces aux progrès de la technologie laser, un nouveau régime a pu être
atteint dans l'accélération par onde de sillage laser.

En considérant une impulsion laser ultra-courte (∼ 30 fs) et d'intensité supérieure
à 1018W.cm−2, on atteint "le régime de la bulle". Dans le régime de la bulle, la force
pondéromotrice du laser expulse totalement les électrons sur son passage laissant sur
place les ions positifs. Les électrons sont rappelés par les ions et forment une �ne
couche à la surface de la bulle d'ions. Les gradients de champs peuvent ainsi être très
élevés.

La première partie de cette thèse a été dédiée à la modélisation de l'onde de
sillage laser dans le régime de la bulle. Pour ce faire, nous nous sommes appuyés
sur les formalismes introduits par Lu [Lu 2006] et Yi [Yi 2013]. Nous avons extrait
les paramètres du laser et du plasma pour lesquels ce régime est pleinement
installé. Dans les cas où l'intensité du laser est faible (a0 < 2) et pour des plasmas
modérément dilués (ne > 0.001nc), les électrons sont faiblement expulsés par la force
pondéromotrice du laser. Cela conduit à la formation d'une onde de sillage dans
laquelle les électrons ne sont que partiellement évacués. En général nous éviterons
cette situation et nous nous placerons dans le régime prometteur du blowout, l'onde
de sillage est alors vide d'électron. Le modèle analytique nous a permis de calculer
les champs électriques responsables du piégeage et de l'accélération des particules.
Ainsi, nous avons pu modéliser le beamloading provoqué par un faisceau d'électrons
accélérés à l'arrière de l'onde de sillage. Ce phénomène diminue l'intensité du champ
accélérateur dans la bulle et limite la charge pouvant être piégée.
L'optimisation de la charge accélérée a été l'un des objectifs de ce travail. Nous avons
ainsi cherché à utiliser le chau�age stochastique pour pré-accélérer les électrons
et les aider à être plus facilement piégés dans l'onde de sillage. L'apparition du
chau�age stochastique lors de l'interaction de deux ondes planes avec un plasma
a d'abord été étudiée par J.M Rax et al. [Rax 1992] puis par A. Bourdier et D.
Patin [Patin 2010, Bourdier 2005]. Le travail de D. Patin a permis de déterminer
les conditions maximisant le chau�age des électrons. Le chau�age stochastique est
très intense lorsque les ondes lasers avec des polarisations linéaires et parallèles
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sont contrepropagatives. Nous avons repris le travail de D. Patin a�n de déterminer
dans quelle condition le critère de Chirikov est satisfait et nous avons mené notre
étude dans le cas intéressant où les deux ondes sont exactement contrepropaga-
tives [Rassou 2014]. Ce critère indique les situations où le chau�age stochastique
peut être présent. Nous avons ensuite véri�é l'existence de chau�age stochastique
lorsque deux impulsions lasers contrepropagatives de courte durée (< 100 fs)
se propagent dans un plasma. Ainsi, l'utilisation de ce mécanisme de chau�age
au moment de l'injection des électrons dans l'onde de sillage laser a pu être envisagée.

L'injection optique permet l'entrée des électrons dans l'onde de sillage grâce à la
collision avec un second laser contrepropagatif. Cette méthode permet de contrôler
les propriétés du faisceau d'électrons (énergie, charge, ...) et autorise une meilleure
reproductibilité des expériences. L'onde de battement créée par la collision entraîne
l'injection d'électrons à l'avant de l'onde de sillage. Lorsque les deux lasers sont
polarisés linéairement et ont leur champ électrique parallèle (P), le processus d'injec-
tion fait intervenir un terme de force stationnaire dû au battement d'onde ainsi que
des termes supplémentaires susceptibles de provoquer du chau�age stochastique. Ce
schéma d'injection avec chau�age a été comparé à l'injection froide pour laquelle les
deux lasers sont polarisés circulairement (C+). Dans ce dernier schéma, l'injection
est uniquement due au battement d'onde. Nous avons mis en évidence des situations
où l'injection avec chau�age est plus e�cace et piège davantage plus d'électrons.
Pour déterminer le meilleur choix de polarisation, un paramètre noté ρ a été intro-
duit. Celui-ci mesure le rapport entre la longueur d'interaction des deux lasers et
le rayon longitudinal de la cavité [Rassou 2014, Bourdier 2013]. On distingue deux
situations :

• ρ > 1 : Le rayon de l'onde de sillage est plus petit que la longueur d'interaction
entre les deux lasers. Dans cette situation, le chau�age stochastique réduit
le nombre de particules piégées dans l'onde de battement. L'inhibition de
l'onde de sillage est plus faible que dans la con�guration C+. Le chau�age
stochastique permet également de pré-accélérer les électrons en volume, et
ainsi la charge piégée est plus importante qu'avec l'injection froide.

• ρ < 1 : Le rayon de l'onde de sillage est plus grand que la longueur d'interac-
tion entre les deux lasers. Dans cette situation, l'inhibition de l'onde de sillage
a généralement une in�uence marginale. Les électrons injectés par l'onde de
battement uniquement sont plus facilement piégés. Par contre, les électrons sto-
chastiquement pré-accélérés sont perdus. L'injection froide donne un meilleur
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résultat.

L'utilisation du chau�age stochastique permet dans certaines situations de
piéger plus de particules mais les faisceaux créés sont parfois de mauvaise qualité
et peuvent exhiber une grande dispersion en énergie. Ainsi, l'injection froide pourra
être privilégiée pour obtenir des faisceaux de meilleure qualité (faible dispersion en
énergie et meilleures propriétés transverses).

Dans la troisième partie, nous avons exploré l'impact d'un champ magnétique
longitudinal sur la forme de l'onde de sillage et les mécanismes de piégeage des
électrons. Dans certaines situations, il est possible d'améliorer la qualité des faisceaux
produits par rapport au cas non magnétisé. Nous avons considéré des champs allant
jusqu'à la centaine de teslas. Bulanov et al. [Bulanov 2013] ont montré la nécessité
d'utiliser des simulations 3D pour tenir compte de l'action complète du champ
magnétique longitudinal sur la trajectoire des électrons. Nous avons utilisé le code
CALDER-Circ pour e�ectuer nos simulations 3D. Avec ce code PIC nous résolvons
les équations de Maxwell pour les m (m 6 2) premiers modes de la décomposition
en série de Fourier des champs, en coordonnées cylindriques. Ce qui procure une
réduction du temps de calcul signi�cative par rapport à un code PIC pleinement 3D.

A l'aide de simulations 3D et du modèle analytique, nous avons montré que
l'onde de sillage créée est déformée en présence d'un champ magnétique longitudinal.
Si le champ appliqué est su�samment élevé et que la densité électronique est
faible, l'onde de sillage ne se referme pas à l'arrière [Rassou 2015]. L'in�uence de la
densité électronique et du champ magnétique initialement appliqué sur le rayon de
l'ouverture, à l'arrière de l'onde de sillage, ont été étudiées.
La loi de Lenz-Faraday montre que la variation du �ux magnétique engendre un
courant à la surface de l'onde de sillage. Ce courant hélicoïdal génère à son tour un
champ magnétique qui renforce, à l'arrière de l'onde de sillage, le champ appliqué
initialement. Ainsi, des champs magnétiques atteignant le millier de teslas peuvent
être générés avec seulement quelques teslas pour le champ initialement appliqué.

Le code CALDER-Circ nous a ensuite permis d'étudier l'injection et le piégeage
des électrons en plasma magnétisé. Lorsque le champ magnétique appliqué est assez
fort pour provoquer l'ouverture de l'onde de sillage, la force exercée par le champ
électrique accélérateur est nettement diminuée. Par conséquent, le champ magnétique
agit comme un inhibiteur du mécanisme d'auto-injection.

La déformation de l'onde de sillage entraine une inhibition du champ électrique
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longitudinal, ce qui rend le piégeage plus contraignant même lorsqu'on emploie le
schéma d'injection optique. Ainsi lorsque la densité du plasma est faible (∼ 10−4 nc)
et/ou le champ appliqué est fort, le piégeage est réduit, voire supprimé. En considé-
rant des densités du plasma plus élevées, on obtient des faisceaux d'électrons sem-
blables à ceux du cas non magnétisé. Toutefois, une partie de la charge peut être
piégée par auto-injection. Ce faisant la charge totale piégée (auto-injection et injec-
tion optique) est beaucoup plus importante, ce qui induit une plus grande dispersion
en énergie du faisceau à cause des e�ets de beamloading [Rechatin 2010]. Un champ
magnétique appliqué inhibe l'auto-injection, et réduit ainsi la dispersion en énergie
du faisceau. Finalement, dans le cadre de l'injection optique, on peut considérer des
intensités plus élevées pour le laser principal tout en gardant le contrôle de l'injection,
lorsque le plasma est magnétisé.

Perspectives

Validations expérimentales

Les résultats présentés dans cette thèse ont mis en évidence l'intérêt du chau�age
stochastique et de l'utilisation d'un champ magnétique dans l'accélération d'électrons
par onde de sillage laser. Il serait donc souhaitable de confronter nos analyses à
des résultats expérimentaux. La plupart des cas étudiés dans cette thèse semblent
di�ciles à reproduire expérimentalement car ils correspondent à des champs magné-
tiques trop élevés. Cependant, en considérant des densités électroniques de l'ordre
de 10−4 nc, on peut utiliser un champ magnétique d'environ 10 T et pro�ter de
l'ampli�cation du champ magnétique à l'arrière de l'onde de sillage. Les techniques
expérimentales de visualisation de l'onde de sillage (par exemple l'ombroscopie
[Sävert 2015]) pourraient permettre de con�rmer nos résultats concernant l'ouverture
de l'onde de sillage lorsqu'un champ magnétique est appliqué.

L'utilisation du champ magnétique requiert également l'étude des méthodes ex-
périmentales permettant de magnétiser le plasma. La méthode de création de plasma
par laser combinée à l'application d'un champ magnétique longitudinal permet de
créer un canal de densité capable de guider les impulsions lasers [Froula 2009]. Dans
ces conditions, on peut en utilisant des impulsions lasers très intenses (I ∼ 5× 1018)
accélérer des faisceaux d'électrons sur une voire plusieurs dizaines de centimètres.
Lorsque le champ magnétique appliqué est assez intense (>3 T), la température des
électrons du plasma augmente (voir Fig.1.5 du chapitre 1). L'e�et de la température
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initiale des électrons n'a pas été pris en compte dans notre étude et pourrait
intervenir dans le processus de piégeage.

Par ailleurs, l'utilisation d'un faisceau d'électrons à la place du laser pour créer
l'onde de sillage pourrait également être étudiée en plasma magnétisé. On a montré
que la déformation de l'onde de sillage laser en plasma magnétisé était due aux
électrons hors axe. Ceux-ci, expulsés par la force pondéromotrice ne rejoignent plus
l'axe de propagation à l'arrière de l'onde de sillage ; à cause des e�ets combinés
de la force de Laplace et de la loi de Lenz-Faraday. En utilisant un faisceau dense
d'électrons, ce sont les électrons proches de l'axe qui sont expulsés et responsables
de la formation de l'onde de sillage. La déformation de l'onde de sillage pourrait être
di�érente de même que les champs électromagnétiques à l'intérieur.

Accélération des électrons

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés à la création de l'onde de sillage
laser puis au piégeage des particules. La phase d'accélération proprement dite, n'a
pas été abordée. Lorsque le chau�age stochastique est utilisé pour améliorer le pié-
geage, on est amené à considérer des plasmas plus denses pour véri�er ρ > 1. A plus
haute densité électronique, les champs accélérateurs sont également plus intenses.
Ainsi, on peut atteindre des énergies très élevées sur des distances plus courtes que
dans un cas où la densité est plus faible. En revanche, la longueur de déphasage sera
plus faible. Cela signi�e que la longueur d'accélération est limitée. Pour palier à ce
problème, on peut utiliser des gradients pour guider l'impulsion ou recourir à une
accélération multi-étages [Kim 2013, Chancé 2014]. Dans l'accélération multi-étages,
on piège les électrons et on les pré-accélère dans un accélérateur laser plasma puis
le faisceau pré-accéléré est envoyé successivement dans une série d'accélérateurs
laser-plasma.

Dans ce travail, nous avons déterminé dans quelle mesure il est possible d'amé-
liorer le piégeage et les propriétés transverses du faisceau en plasma magnétisé. Mais
les e�ets du champ magnétique sur l'onde de sillage et le piégeage ont demandé
toute notre attention, et l'impact sur les propriétés du faisceau n'a pas pu être ap-
profondi. Dans les articles de Hosokai et al. [Hosokai 2006, Hosokai 2010], l'in�uence
d'un champ magnétique longitudinal sur l'accélération d'électrons par onde de sillage
laser a été étudiée expérimentalement. Hosokai et al. obtiennent des faisceaux avec
une faible dispersion en énergie et une très faible émittance en appliquant seulement
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quelques teslas. Les faisceaux produits présentent une forme particulière baptisée
"Four ray star" par les auteurs. Dans notre travail, nous avons également observé
des faisceaux avec des formes particulières lorsqu'un champ magnétique est appli-
qué. L'accélération de ce type de faisceau sur de plus grandes distances ainsi que les
caractéristiques du rayonnement produit pourraient être étudiées plus en détails.



Annexe A

Code CALDER-Circ ajout d'un
champ magnétique initial

Le code CALDER-Circ [Lifschitz 2009] est une alternative à une description PIC
complètement 3D en espace. La décomposition de Fourier, sur laquelle il repose,
tire pro�t de la symétrie qui existe dans l'interaction laser-plasma en plasma dilué
(ne � nc). En utilisant la décomposition des champs en série de Fourier selon la
coordonnée cylindrique θ, la résolution des équations de Maxwell pour chaque mode
ne fait intervenir que z et r.

Par ailleurs, les équations de Maxwell étant linéaires chaque mode évolue in-
dépendamment dans le vide. Mais les modes deviennent couplés en présence d'un
plasma à cause des termes sources de densité de charge et de courant. Dans la grande
majorité des cas, deux modes sont su�sants pour reproduire �dèlement l'accéléra-
tion par sillage laser. Le mode m = 0 décrivant la forme de la cavité et le mode
m = 1 le champ laser. Ainsi, le coût en temps CPU d'un calcul CALDER-Circ est
du même ordre que celui d'un calcul 2D. Dans cette annexe, une brève description
du code CALDER-Circ est présentée. En outre, nous expliquons comment modi�er
les équations pour tenir compte d'un champ magnétique externe.

A.1 Décomposition de Fourier

Dans le code CALDER-Circ, les champs sont exprimés en fonction des coordon-
nées cylindriques r, θ et z. Par exemple le champ magnétique sera décrit de la manière
suivante :

B (r, θ, z) = Br (r, θ, z) er +Bθ (r, θ, z) eθ +Bz (r, θ, z) ez

Une transformée de Fourier selon θ permet d'exprimer le champ sous forme d'une
série, cela donne pour la composante z du champ magnétique :

Bz (r, θ, z) =
+∞∑

m=−∞

B̂m
z (r, z) e−imθ
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avec

B̂m
z (r, x) =

1

2π

∫ 2π

0

Bz (r, θ, z) eimθdθ

Les champs considérés sont tous réels et par conséquent B̂m
z (r, z) = B̂−mz (r, z).

Ainsi, le champ peut s'écrire :

Bz (r, θ, z) = B̂0
z (r, z) +

+∞∑
m=1

<
[
2B̂m

z (r, z) e−imθ
]

= B̃0
z (r, z) +

+∞∑
m=1

<
[
B̃m
z (r, z)

]
cos(mθ)

+=
[
B̃m
z (r, z)

]
sin(mθ)

où on note < partie réelle et = partie imaginaire et on dé�nit :

B̃0
z (r, z) = B̂0

z (r, z)

et pour m ≥ 1

B̃m
z (r, z) = 2B̂m

z (r, z)

Dans ce code, ce sont les composantes F̃m (r, z) (où F représente une composante
du champ électromagnétique) qui sont calculées. L'ajout d'un champ magnétique
homogène initial suggère que le champ magnétique peut s'écrire à tout instant comme
la somme d'une partie variable et constante :

B (r, θ, z) = (Br (r, θ, z) +B0r) er
+ (Bθ (r, θ, z) +B0θ) eθ
+ (Bz (r, θ, z) +B0z) ez

Les parties dépendantes de θ ne concernent que les modes m ≥ 1. Par conséquent
pour le calcul des champs on a (exemple avec la composante Bz) :

Bz (r, θ, z) = B̃0
z (r, z) +B0z

+
+∞∑
m=1

<
[
B̃m
z (r, z)

]
cos(mθ) + =

[
B̃m
z (r, z)

]
sin(mθ)
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A.2 Équations de Maxwell

Lorsque les champs sont exprimés en coordonnées cylindriques, les équations de
Maxwell s'écrivent :

∂Er
∂t

=
1

r

∂Bz

∂θ
− ∂Bθ

∂z
− Jr

∂Eθ
∂t

=
∂Br

∂z
− ∂Bz

∂r
− Jθ

∂Ez
∂t

=
1

r

∂ (rBθ)

∂θ
− 1

r

∂Br

∂θ
− Jz

∂Br

∂t
= −1

r

∂Ez
∂θ

+
∂Eθ
∂z

∂Bθ

∂t
= −∂Er

∂z
+
∂Ez
∂r

∂Bz

∂t
= −1

r

∂ (rEθ)

∂θ
+

1

r

∂Er
∂θ

Ces équations sont linéaires. En remplaçant les champs par leur série, on en déduit
un jeu équivalent d'équations pour chaque mode m. En utilisant en plus la relation
suivante :

∂
(
F̃m (r, z) e−imθ

)
∂θ

= −imF̃m (r, z) e−imθ,

on en déduit les dérivées selon θ en fonction du mode m.
Si on ajoute un champ initial homogène, alors il n'intervient pas dans la dérivée par
rapport à θ. Dans le code CALDER-Circ, on calcule un nombre �ni de modes puis
on additionne le tout. Le calcul de la dérivée dans le cas du champ Bz selon θ donne :

∂Bz

∂θ
=

∂ (Bz (r, θ, z) +B0z)

∂θ

=
∂
(∑+∞

m=0 B̃
m
z (r, z) e−imθ +B0z

)
∂θ

= −i
+∞∑
m=0

mB̃m
z (r, z) e−imθ

La composante homogène s'annule après dérivation selon θ. Si on initialise tous les
modes avec le champ magnétique homogène, la résolution des équations de Maxwell
sera incorrect pour les modes m ≥ 1. Il su�t donc d'initialiser notre champ magné-
tique sur le mode m = 0 uniquement pour obtenir un plasma initialement magnétisé
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et une résolution correcte des équations de Maxwell pour tous les modes de la série
de Fourier.

A.3 Mouvement des macro-particules

Le code CALDER-Circ utilise les coordonnées cylindriques pour le calcul des
champs électromagnétiques. Toutefois, les équations du mouvement qui permettent
de mettre à jour les positions et les impulsions des macro-particules sont résolues
en coordonnées cartésiennes. Dans ce code, chaque maille est sous forme d'anneau
en rj, d'épaisseur ∆z et ∆r. Le volume d'une maille dépend de la position rj et
vaut Vmaille = 2πrj∆z∆r. Le volume de la maille augmente linéairement avec rj. A
l'initialisation du plasma, on choisit le même nombre de macro-particules dans chaque
maille. Étant donné que chaque maille à un volume di�érent, il faut attribuer un poids
di�érent à la macro-particule en fonction de sa maille d'origine. De cette manière,
la densité du plasma est homogène d'une maille à l'autre lors de l'initialisation. De
ce fait, il faut considérer un nombre important de macro-particules par maille pour
obtenir une précision correcte dans nos simulations.

A.4 Simulations numériques avec CALDER-Circ en
plasma magnétisé

Le code CALDER-Circ donne des résultats comparables au code cartésien 3D
CALDER pour l'accélération par onde de sillage laser avec seulement les deux pre-
miers modes de la série de Fourier[Lifschitz 2009, Davoine 2010a]. Dans le cas d'un
plasma magnétisé, nous allons véri�er que c'est toujours le cas.

On e�ectue des simulations avec le code CALDER et CALDER-Circ avec des
paramètres laser-plasma identiques. La �gure A.1 montre pour les deux codes, la
carte de densité électronique pour des simulations d'accélération d'électrons par onde
de sillage laser avec un plasma initialement magnétisé. Les paramètres de simulation
sont ceux utilisés dans le chapitre 4 (voir 4.2.1) exceptés la taille de la fenêtre de
simulation qui compte 6400×300 cellules. On peut noter que dans le code CALDER-
Circ, les mailles étant cylindriques, une fenêtre de simulation avec le même nombre
de cellules sera en réalité deux fois plus grande transversalement que dans le code
cartésien. Dans la �gure A.1, les électrons sont injectés dans la première bulle par
injection optique avec un second laser a1. Les deux �gures sont assez semblables et la
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Figure A.1 � Densité électronique projetée dans l'espace des phases (z, x) pour
a0 = 4, a1 = 0.1 ne = 0.001nc et B0 = 60T à t = 7000 a) CALDER 3D et b)
CALDER-Circ

forme des faisceaux accélérés dans les deux premières bulles est quasiment identique
pour les deux codes. Si on regarde maintenant la �gure de distribution en énergie
(Fig.A.2), on retrouve des résultats à peu près identiques.

Figure A.2 � Distribution en énergie des électrons accélérés dans le première bulle
pour a0 = 4, a1 = 0.1 ne = 0.001nc et B0 = 60T à t = 7000 avec CALDER 3D et
CALDER-Circ

Le code CALDER-Circ modélise �dèlement les champs électromagnétiques dans
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la bulle (Fig.A.3). Dans nos simulations, seuls les deux premiers modes de la série
de Fourier (m = 0 et 1) ont été considérés. On constate que cela est su�sant pour
modéliser l'accélération par onde de sillage laser en plasma magnétisé.

Figure A.3 � Champs électromagnétiques calculé sur l'axe pour a0 = 4, a1 = 0.1

ne = 0.001nc et B0 = 60T à t = 2400 avec CALDER 3D et CALDER-Circ a) Champ
Ez et b) Champ Bz

Dans ce manuscrit, nous avons eu recours aux codes CALDER et CALDER-Circ
pour nos simulations numériques. Dans certaines situations, des simulations 2D sont
su�santes et nous utilisons le code CALDER. Dans le cas d'un plasma magnétisé, une
description 3D est nécessaire et il est préférable d'e�ectuer des simulations CALDER-
Circ a�n de réduire le temps des simulations.



Annexe B

Modélisation de l'onde de sillage dans
le régime du Blowout : Calculs des

potentiels scalaire et vecteur

Dans cette annexe, le détail des calculs des potentiels scalaire et vecteur est pré-
senté. Les expressions de ces potentiels permettent de modéliser l'onde de sillage créée
par laser dans le régime de la bulle. Ce modèle est exposé dans le chapitre 2.

B.1 Calcul du potentiel e�ectif

Pour déterminer la forme de l'onde de sillage, nous devons estimer les potentiels
dans la bulle a�n de calculer les forces qui agissent sur un électron se trouvant sur la
couche limite en r = rb, où rb représente le rayon de l'onde de sillage à la position ξ.
L'expression du potentiel Ψ peut être déterminée à partir de l'équation suivante :

∇2
⊥Ψ (r, ξ) = S (r, ξ) , (B.1)

où la fonction S (r, ξ) est le terme source de ce potentiel. L'expression analytique de S
est donnée dans le chapitre 2 (voir 2.15). En supposant qu'il n'y a pas de dépendance
en θ, B.1 s'exprime en coordonnées cylindriques sous la forme :

1

r

∂

∂r

(
r
∂Ψ

∂r

)
= S (r, ξ) ,

Cette équation peut se réécrire :

∂

∂r

(
r
∂Ψ

∂r

)
= rS (r, ξ) , (B.2)
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Blowout : Calculs des potentiels scalaire et vecteur

B.1.1 Détermination de la fonction de Green

Pour résoudre l'équation B.2, on utilise la méthode de la fonction de Green
[Du�y 2001]. On considère une fonction notée G (r, r′) qui sera solution de l'équation
suivante :

∂

∂r

(
r
∂G (r, r′)

∂r

)
= δ (r − r′) , (B.3)

où δ (r) est la fonction de Dirac.
On multiplie l'équation B.3 par r′S (r′, ξ) et on prend l'intégrale selon r′

∂

∂r

r ∂
∂r

∞∫
0

r′S (r′, ξ)G (r, r′) dr′

 =

∞∫
0

δ (r − r′)S (r′, ξ) r′dr′.

Par dé�nition, on a :

rS (r, ξ) =

∞∫
0

δ (r − r′)S (r′, ξ) r′dr′,

par conséquent, on en déduit que

Ψ (r, ξ) =

∞∫
0

S (r′, ξ)G (r, r′) r′dr′. (B.4)

Pour résoudre l'équation B.4, il nous su�t de déterminer la fonction G (r, r′) à
partir de l'équation B.3. La dérivée de la fonction de Heaviside donne une fonction
de Dirac, on peut donc écrire :

r
∂G (r, r′)

∂r
= H (r − r′) + A,

avec H(x) la fonction de Heaviside et A une constante.
Ce problème peut être séparé en deux équations suivant la valeur de la fonction

de Heaviside. Celles-ci s'écrivent :

0 < r < r′
∂G (r, r′)

∂r
=

A

r
,

0 < r′ < r
∂G (r, r′)

∂r
=

1

r
+
A

r
,
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La fonction Ψ à déterminer est symétrique par rapport l'axe. Cela implique que sa
dérivée en r au voisinage de l'axe (r=0) doit être nulle :

∂G (r, r′)

∂r
|r′=0 =

1

r
+
A

r
= 0 ,

On en déduit la constante A = −1. On obtient après intégration :

0 < r < r′ G (r, r′) = − ln(r) +K1 (r′) ,

0 < r′ < r G (r, r′) = K2 (r′) ,

Par ailleurs, on impose la continuité de G en r = r′. On en déduit queK1 = ln(r′)+K2

et on obtient �nalement :

0 < r < r′ G (r, r′) = − ln
( r
r′

)
+K2 (r′) ,

0 < r′ < r G (r, r′) = K2 (r′) ,

où K2 ne dépend pas de r.
Si la constante K2 est nulle nous retrouvons l'équation donnée par Yi pour Ψ

[Yi 2013]. Pour s'en convaincre, on examine la situation où K2 6= 0. Si l'on calcule la
fonction Ψ pour rb < r <∞, on doit calculer l'intégrale suivante :

I (r, ξ) =

∫ ∞
rb

K2(r′)S0 exp

(
−r
′ − rb
∆ρ

)
r′dr′

On intègre cette équation pour K2 = 1, et on trouve que I (r, ξ) = ∆ρ (∆ρ+ rb) =

cste. La fonction est non nulle et ne dépend pas de r donc la limite en l'in�ni sera
une constante. On considère que le potentiel Ψ est nul à l'in�ni, par conséquent, il
faut prendre K2 = 0. Et �nalement la fonction de Green est donnée par :

0 < r < r′ G (r, r′) = − ln
( r
r′

)
,

0 < r′ < r G (r, r′) = 0 ,

(B.5)

En remplaçant la fonction de Green G (r, r′) dans l'intégrale B.4, on obtient :

Ψ (r, ξ) = −
∞∫
r

dr′ r′S (r′, ξ) ln
( r
r′

)
. (B.6)
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B.1.2 Expression du potentiel e�ectif Ψ

Pour calculer l'intégrale B.6, nous utilisons l'expression du terme source S (r, ξ)

donnée dans le chapitre 2 par l'équation 2.15. On se place dans un premier temps en
r < rb :

Ψ (r, ξ) =

∞∫
r

dr′ r′(1− ε) ln
( r
r′

)
,

en intégrant par parties, on trouve :

Ψ (r, ξ) = −(1− ε)r2

4
+ Cste1.

On recommence pour r ≥ rb :

Ψ (r, ξ) = −
∞∫
r

dr′ r′S0 (ξ) exp

(
−(r′ − rb (ξ))

4ρ

)
ln
( r
r′

)
.

Par une succession d'intégration par partie (plusieurs intégrations par partie de
manière à faire disparaître le terme en logarithme et à faire apparaître la fonction
logarithme exponentielle E1), on arrive à :

Ψ (r, ξ) = S0 (ξ)4ρ2 exp

(
−(r − rb (ξ))

4ρ

)[
1 + exp

(
r

4ρ

)
E1

(
r

4ρ

)]
+ Cste2,

où E1 (r) =
∫∞
r

e−t

t
dt est la fonction exponentielle intégrale, ∆ρ est l'épaisseur de la

couche limite, rb est le rayon de la bulle à la position ξ et S0 est le maximum de la
fonction S (r, ξ) en r = rb.

En prenant les valeurs aux limites et sachant que les deux expressions sont égales
en r = rb, on trouve pour r < rb :

Ψ (r, ξ) = (1− ε)r
2
b − r2

4
+ S0 (ξ)4ρ2

[
1 + exp

(
rb
4ρ

)
E1

(
rb
4ρ

)]
, (B.7)

puis pour r ≥ rb :

Ψ (r, ξ) = S0 (ξ)4ρ2 exp

(
−(r − rb (ξ))

4ρ

)[
1 + exp

(
r

4ρ

)
E1

(
r

4ρ

)]
. (B.8)
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B.2 Calcul du potentiel vecteur Ar

La composante Ar du potentiel vecteur, autour et dans l'onde de sillage, peut être
déterminée par la formule suivante :

1

r

∂ (rAr)

∂r
= −∂Ψ

∂ξ
(B.9)

A partir de l'expression de Ψ (Eq.B.7), on calcule sa dérivée selon ξ pour r ≤ rb :

∂Ψ

∂ξ
=

(1− ε)α4ρ
2 (α + 1)2

drb
dξ

(
2 + 2α + α2

)
[1 + exp (α)E1 (α)] ,

où α = rb/∆ρ.
Pour r ≤ rb, la composante Ar du potentiel vecteur s'écrit donc :

Ar = −(1− ε)α4ρ
4 (α + 1)2

drb
dξ
r
(
2 + 2α + α2

)
[1 + exp (α)E1 (α)]

Pour r ≥ rb, il faut partir de l'expression de Ψ (Eq.B.8) que l'on réécrit :

Ψ (r, ξ) =
(1− ε)α24ρ2

2 (α + 1)
eα
[
e−

r
∆ρ + E1

(
r

∆ρ

)]
,

puis on dérive

∂Ψ

∂ξ
=

(1− ε)α4ρeα

2 (α + 1)2

drb
dξ

(
2 + 2α + α2

) [
e−

r
∆ρ + E1

(
r

∆ρ

)]
.

En utilisant la relation qui relie Ar et ∂Ψ
∂ξ

(Eq.B.9), on obtient :

rAr = −(1− ε)α4ρeα

2 (α + 1)2

drb
dξ

(
2 + 2α + α2

) [∫ r

r′e−
r′
∆ρdr′ +

∫ r

r′E1

(
r′

∆ρ

)
dr′
]
,

En intégrant par partie et en considérant que les intégrales peuvent s'échanger
(pour le calcul avec E1), on trouve :∫ r

r′e−
r′
∆ρdr′ = −∆ρ (r + ∆ρ‘) e−

r
∆ρ

∫ r

r′E1

(
r′

∆ρ

)
dr′ =

1

2

[
−∆ρ (r + ∆ρ) e−

r
∆ρ + r2E1

(
r

∆ρ

)]
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et �nalement on a :

Ar = −(1− ε)α4ρ
4 (α + 1)2

drb
dξ

(
2 + 2α + α2

) 1

r

×1

2

[
−3∆ρ (r + ∆ρ‘) e−

r
∆ρ + r2E1

(
r

∆ρ

)
+ C1

]
Pour calculer la constante C1, on suppose la continuité de la fonction en r = rb,

d'où :
C1 = 3∆ρ2 + 3∆ρrb + r2

b ,

ce qui donne au �nal :

Ar = −(1− ε)α4ρ
4 (α + 1)2

drb
dξ

(
2 + 2α + α2

)
×

1

r

[
3∆ρ2 + 3∆ρrb + r2

b

+r2eαE1

(
r

∆ρ

)
− 3∆ρ (r + ∆ρ‘) e−

r−rb
∆ρ

]
.

On pose

Ar0 (ξ) =
(1− ε)α4ρ
4 (α + 1)2

drb
dξ

(
2 + 2α + α2

)
,

et on peut écrire :

Ar (r, ξ) =


−rAr0 (ξ) [1 + exp (α)E1 (α)]

−Ar0(ξ)
r

[3∆ρ2 + 3∆ρrb + r2
b

+r2eαE1

(
r

∆ρ

)
− 3∆ρ (r + ∆ρ) e−

r−rb
∆ρ

]
(r < rb) ,

(r ≥ rb) ,

(B.10)

On peut remarquer que l'expression de Ar est di�érente de celle proposée dans
l'article de Yi et al. [Yi 2013]. Le changement de signe est cohérent si on regarde la
continuité entre les deux expressions de Ar.



Annexe C

Calcul du courant de retour

Dans cette annexe, les détails du calcul du courant de retour sont présentés. Ce
calcul permet la modélisation de l'onde de sillage créée par laser dans le régime de la
bulle. Ce modèle est exposé dans le chapitre 2.

Les électrons formant l'onde de sillage sont eux même attirés par le champ élec-
tromagnétique de la bulle. Plus les électrons s'éloignent du laser et plus cette force
de rappel devient grande. En particulier, dans la direction longitudinale, un courant
de retour va ainsi se former [Yi 2013]. Ce courant est considéré nul à l'intérieur de
la bulle et se développe sur une épaisseur notée ∆J pour r ≥ rb où rb est le rayon
transverse de la bulle à la position ξ. On choisit d'exprimer le courant Jz dans les
di�érentes zones de la bulle de la façon suivante :

Jz,e (r, ξ) =


0

Js (ξ) exp
(
− (r−rb(ξ))

4j

) (r < rb) ,

(r ≥ rb) ,

(C.1)

Pour déterminer Js (ξ), on part de l'équation de Maxwell-Ampère :

∇∧B =
∂E
∂ξ

+ J

En intégrant sur une surface et en considérant que le rotationnel du champ magné-
tique s'annule, on obtient :∫ ∞

0

dEz
dξ

rdr +

∫ ∞
0

Jzrdr = 0 ,

Le calcul de l'intégrale de Jz donne en utilisant la dé�nition du courant donnée par
C.1 : ∫ ∞

0

Jzrdr = Js (ξ) ∆J (rb + ∆J) .

Sachant que Ez = ∂Ψ/∂ξ où Ψ = φ − Az est le potentiel e�ectif introduit dans le
chapitre 2, on obtient l'expression de Js [Yi 2013] :

Js (ξ) =
−
∫∞

0
d2Ψ
dξ2 rdr

∆j (rb + ∆j)
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L'expression de la fonction Ψ dépend de la valeur de r par rapport à celle de rb (voir
Eqs.B.7 et B.8), on divise l'intégrale I en deux parties.

I =

∫ rb

0

d2Ψ

dξ2
rdr +

∫ ∞
rb

d2Ψ

dξ2
rdr = I1 + I2

Pour le calcul de I2, on utilise l'expression de Ψ pour (r ≥ rb) :

Ψ (r, ξ) = S0 (ξ)4ρ2 exp

(
−(r − rb (ξ))

4ρ

)[
1 + exp

(
r

4ρ

)
E1

(
r

4ρ

)]
.

On peut réécrire la fonction Ψ de cette manière :

Ψ (r, ξ) = Ψξ (ξ) Ψr (r)

avec

Ψξ (ξ) = S0 (ξ)4ρ2 exp

(
rb (ξ)

4ρ

)
Ψr (r) = exp

(
−r
4ρ

)
+ E1

(
r

4ρ

)
On peut séparer l'intégration puis les dérivations et I2 est donnée par l'expression
suivante :

I2 =
d2Ψξ (ξ)

dξ2

∫ ∞
rb

Ψr (r) rdr

On commence le calcul par l'intégrale
∫∞
rb

Ψr (r) rdr = E + F . Le premier terme de
la somme donne :

E =

∫ ∞
rb

r exp

(
−r
4ρ

)
dr

En intégrant par partie on arrive à :

E = 4ρ (rb +4ρ) exp

(
−rb
4ρ

)
L'intégrale suivante :

F =

∫ ∞
rb

rE1

(
r

4ρ

)
dr

Sachant que l'on peut écrire la fonction E1 (x) =
∫∞

1
exp(−xt)

t
dt, il nous su�t de

remplacer E1 par son expression dans la fonction précédente puis on intervertit les
intégrales ce qui donne au �nal :

F =
1

2

[
4ρ (rb +4ρ) exp

(
−rb
4ρ

)
− r2

bE1

(
rb
4ρ

)]
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On obtient au �nal :

E + F =

∫ ∞
rb

Ψr (r) rdr = 4ρ2

[
3

2
(α + 1) exp (−α)− α2

2
E1 (α)

]
La fonction Ψξ (ξ) peut se mettre sous la forme :

Ψξ (ξ) =
(1− ε)α24ρ2

2 (α + 1)
exp (α)

avec α = rb
∆ρ

et ainsi la dérivé selon ξ peut s'écrire :

d2Ψξ (ξ)

dξ2
=

1

∆ρ

[
d2rb
dξ2

dΨξ

dα
+

1

∆ρ

d2Ψξ

dα2

(
drb
dξ

)2
]

On obtient en dérivant l'expression de Ψξ (ξ) :

dΨξ

dα
=

(1− ε)4ρ2

2
exp (α)

[
α3 + 2α (α + 1)

(α + 1)2

]
et également

d2Ψξ

dα2
=

(1− ε)4ρ2

2
exp (α)

[
2 + α (α + 1) (4 + α (3 + α))

(α + 1)3

]
Au �nal, on trouve que :

I2 = 4ρ
[

3

2
(α + 1) exp (−α)− α2

2
E1 (α)

][
d2rb
dξ2

dΨξ

dα
+

1

∆ρ

(
drb
dξ

)2
d2Ψξ

dα2

]
(C.2)

Pour le calcul de I1, on utilise l'expression de Ψ pour (r < rb) :

Ψ (r, ξ) = (1− ε)r
2
b − r2

4
+ (ξ)4ρ2

[
1 + exp

(
rb
4ρ

)
E1

(
rb
4ρ

)]
,

La dérivation selon ξ va faire disparaitre le terme dépendant de r. L'intégrale I1

se réécrit alors :

I1 =
d2Ψ (0, ξ)

dξ2

∫ rb

0

rdr

=
d2Ψ (0, ξ)

dξ2

r2
b

2
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Comme précédemment on a :

d2Ψ (0, ξ)

dξ2
=

1

∆ρ

[
d2rb
dξ2

dΨ (0, ξ)

dα
+

1

∆ρ

d2Ψ (0, ξ)

dα2

(
drb
dξ

)2
]

avec
dΨ (0, ξ)

dα
=

(1− ε)α4ρ2

2 (α + 1)2

(
2 + 2α + α2

)
[1 + exp (α)E1 (α)] ,

et

d2Ψ (0, ξ)

dα2
=

(1− ε)4ρ2

2 (α + 1)3 [−2α + (2 + α (1 + α) (4 + α (3 + α))) exp (α)E1 (α)] .

Finalement l'intégrale I1 s'écrit :

I1 =
r2
b

2∆ρ

[
d2rb
dξ2

dΨ (0, ξ)

dα
+

1

∆ρ

d2Ψ (0, ξ)

dα2

(
drb
dξ

)2
]

(C.3)

Js s'écrit �nalement :

Js (ξ) =
− (I1 + I2)

∆j (rb + ∆j)
,

où I1 est donnée par C.3 et I2 par C.2.



Annexe D

Modèle de capture par une bulle
d'ions écrantée

Dans cette annexe, un modèle permettant de calculer la trajectoire d'un électron
au voisinage d'une bulle remplie d'ions est présenté. La bulle se déplace à la vitesse
de groupe du laser de longueur d'onde λ0 dans un plasma de densité ne. Cette bulle
est écrantée par une couche d'électrons en surface. Kostyukov considère que la cavité
est sphérique et cherche comment les champs peuvent s'exprimer dans cette situation
ainsi que les conditions de piégeages et d'accélération [Kostyukov 2004].

D.1 Mise en équations de la condition de piégeage

On considère une onde de sillage sous forme de bulle complètement sphérique
se propageant dans la direction z. On note les directions transverses x et y. Les
di�érentes grandeurs sont normalisées comme indiqué dans le tableau 2.1 du chapitre
2 de ce manuscrit. On commence par déterminer les champs électromagnétiques dans
la bulle.

La cavité sphérique de rayon R composée d'ions positifs se déplace à une vitesse
relativiste v0 (∼ c) le long de l'axe z, les ions à l'intérieur sont immobiles dans le
repère de la bulle. Dans un premier temps, on va déterminer le potentiel scalaire φ
et les composantes du potentiel vecteur A . On néglige d'autre part la dynamique
des ions dont le temps de réponse et la longueur caractéristique associée ( 1

ωpi
, c

ωpi
)

sont très grands devant les grandeurs caractéristiques du système. Les équations de
Maxwell- Gauss et de Maxwell-Ampère s'écrivent :

∇ · E = 1− n , (D.1)

∇×B = −nv+
∂E
∂t

, (D.2)

en utilisant l'expression du champ électrique en fonction des potentiels vecteurs et
scalaires E = −∇φ− ∂A

∂t
et en prenant le divergence de cette expression et la relation
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(D.1) on obtient :

−4φ = 1− n+
∂

∂t
(∇ ·A) . (D.3)

On sait que ∇×A = B, d'où en utilisant (D.2), on obtient :

∇ (∇ ·A)−4A+ n
p
γ

+
∂

∂t

(
∂A
∂t

+∇φ
)

= 0 , (D.4)

On se plaçant dans le repère de la bulle en utilisant de variable ξ = z − v0t, on
considère alors que ∂

∂ξ
= ∂

∂z
et −v0

∂
∂ξ

= ∂
∂t
. On peut réécrire l'équation (D.3) sachant

que 4φ = ∂2φ
∂ξ2 +4⊥φ et ∇ ·A = ∂Az

∂ξ
+∇⊥ ·A⊥ :

v0
∂

∂ξ
(∇⊥ ·A⊥) = 1− n− v0

∂2Az
∂ξ2

+
∂2φ

∂ξ2
+4⊥φ. (D.5)

On a, en projetant l'équation (D.4) selon l'axe de propagation z :

∂

∂ξ
(∇⊥ ·A⊥) = 4⊥Az −

npz
γ
− v2

0

∂2Az
∂ξ2

+ v0
∂2φ

∂ξ2
(D.6)

En faisant la somme (D.5) - v0.(D.6) pour éliminer le terme en ∂
∂ξ

(∇⊥ ·A⊥), on
obtient :

v0

[
4⊥Az +

(
1− v2

0

) ∂2Az
∂ξ2

]
= 1− n+ v0

npz
γ

+4⊥φ+
(
1− v2

0

) ∂2φ

∂ξ2
(D.7)

On se place dans le cas où un champ magnétique constant le long de l'axe de
propagation est appliqué. On prend la jauge A =

{
−1

2
B0y,

1
2
B0x, −v0φ

}
. En consi-

dérant que n = 0 à l'intérieur de la bulle, l'équation (D.7) peut se mettre sous la
forme :

4⊥φ = −
(
1− v2

0

) ∂2φ

∂ξ2
− 1

1 + v2
0

(D.8)

En combinant les équations (D.8) et (D.3), on obtient :

∂2φ

∂ξ2
= − 1

2 (1 + v2
0)

+
1

2v0

∂

∂ξ
(∇⊥ ·A⊥) (D.9)

En utilisant (D.9) et (D.8), on a :

4⊥φ = −1

2
−
(

1 + v2
0

2v0

)
∂

∂ξ
(∇⊥ ·A⊥) (D.10)
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Si on suppose qu'on se place loin de l'impulsion laser et avec la jauge choisie, on peut
dire que (∇⊥ ·A⊥) = 0, dans ce cas les équations (D.9) et (D.10) se réécrivent :

∂2φ

∂ξ2
= − 1

2 (1 + v2
0)

(D.11)

4⊥φ = −1

2
(D.12)

En résolvant l'équation D.12 en coordonnées cylindriques, on trouve que φ = −x2+y2

8
+

f (ξ). Ainsi, on en déduit l'expression du potentiel scalaire dans la bulle à partir de
(D.11) :

φ = −
2ξ2

1+v2
0

+ x2 + y2

8
+ Cste (D.13)

A partir de l'expression du potentiel scalaire et du potentiel vecteur, nous pouvons
déterminer les équations du mouvement d'un électrons au voisinage de la bulle puis
en déduire les conditions de piégeage.

Condition de piégeage dans la bulle

La trajectoire d'un électron au voisinage de la bulle peut être déterminée à par-
tir de la dynamique hamiltonienne. Le Hamiltonien de l'électron s'écrit après une
transformation canonique [Mora 1997, Kostyukov 2004] :

H =
√

1 + (P+A)2 + a2 − v0Pz − φ , (D.14)

où A et φ sont respectivement le potentiel vecteur et scalaire dans la bulle. P est
l'impulsion généralisée (ou canonique) de l'électron et a est le potentiel vecteur du
laser. En utilisant les équations de Hamilton [Tabor 1989], on obtient les équations
du mouvement suivantes :

dPx
dt

= vz
∂Az
∂x
− vy

∂Ay
∂x
− vx

∂Ax
∂x

+
∂φ

∂x
et

dx

dt
=
px
γ

= vx

dPy
dt

= vz
∂Az
∂y
− vy

∂Ay
∂y
− vx

∂Ax
∂y

+
∂φ

∂y
et

dy

dt
=
py
γ

= vy

dPz
dt

= vz
∂Az
∂ξ
− vy

∂Ay
∂ξ
− vx

∂Ax
∂ξ

+
∂φ

∂ξ
et

dξ

dt
=
pz
γ
− vo = vz − v0
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Le piégeage de la particule implique qu'il existe un point de retour de la particule ce
qui équivaut à dξ

dt
= 0. On en déduit la relation suivante :

pz = voγ (D.15)

En remplaçant pz dans l'hamiltonien , on trouve la condition de piégeage :

pz > v0γ
2
0

[
(1 + v2

0)φ+H0

]
(D.16)

La condition de piégeage dépend du potentiel scalaire vu par la particule. Pour conti-
nuer on doit trouver comment varie ce potentiel en dehors de la bulle. On considère
un électron qui est initialement au voisinage de la bulle sphérique avec une impulsion
initiale choisie. La force F appliquée sur un électron s'écrit :

F = F0 S(r) =
F0

2

(
tanh

(
R− r
d

)
+ 1

)
,

où r est un rayon réduit tel que r2 = r2 + ξ2 (1−v2
0)

(1+v2
0)
(avec r2 = ξ2 + x2 + y2), F0 est la

force de rappel de la bulle et S(r) est une fonction d'écran a�n de tenir compte de
la couche d'électron d'épaisseur d.

Sachant que ∇φ+ ∂A
∂t

= −E = F les équations du potentiel deviennent :

∂φ

∂ξ
= − ξ

4(1 + v2
0)

(
tanh

(
R− r
d

)
+ 1

)
(D.17)

∂φ

∂y
= −y

8

(
tanh

(
R− r
d

)
+ 1

)
(D.18)

∂φ

∂x
= −x

8

(
tanh

(
R− r
d

)
+ 1

)
(D.19)

En intégrant numériquement cette fonction avec le logiciel Mathematica, on obtient
une solution de la forme :

φ(r) = − 1

16

{
2r2 − 2Rr + 2d(R− r) ln

[
1 + e

2(r−R)
d

]
− 2dR ln

[
cosh

(
R− r
d

)]
−d2Polylog

[
2,−e

2(r−R)
d

]}
+ Cste (D.20)

où on dé�ni Polylog [2, z] = −
∫ 1

0
ln(1−zt)

t
dt. Pour déterminer la constante, on impose

que la fonction soit nulle à l'in�ni et on trouve que Cste = ln(2)× dR
8
. On représente

sur un graphique le potentiel (Fig.D.1b) et la fonction d'écrantage (Fig.D.1a).
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Figure D.1 � a) fonction d'écrantage S(r) et b) Potentiel Φ(r) pour R = 10, d = 0.5

D.2 Modélisations et simulations numériques

Connaissant la forme des potentiels, on peut intégrer numériquement les équations
du mouvement. Nos équations tiennent compte de la présence d'un champ magnétique
constant B0 dans le direction de propagation. Cela revient à considérer une jauge de
la forme pour le potentiel vecteur A =

(
−1

2
B0y ,

1
2
B0x , −v0φ

)
et les équations du

mouvement s'écrivent :

dPx
dt

= −
Py + 1

2
B0y

γ

1

2
B0−

x

8

(
tanh

(
R− r
d

)
+ 1

)
−v0

Pz + Az
γ

x

8

(
tanh

(
R− r
d

)
+ 1

)
,

(D.21)

dPy
dt

=
Px − 1

2
B0x

γ

1

2
B0−

y

8

(
tanh

(
R− r
d

)
+ 1

)
−v0

Pz + Az
γ

y

8

(
tanh

(
R− r
d

)
+ 1

)
,
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dPz
dt

= − ξ

4(1 + v2
0)

(
tanh

(
R− r
d

)
+ 1

)
−v0

Pz + Az
γ

ξ

4(1 + v2
0)

(
tanh

(
R− r
d

)
+ 1

)
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Dans un premier temps, on se place sans champ magnétique, en considérant que
la vitesse de la bulle est v0 = 0.999 et on calcul deux trajectoires avec les même
conditions initiales et on change seulement le rayon de la bulle. (Fig.D.2)
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Figure D.2 � Trajectoires d'une particule soumis au potentiel de la bulle pour v0 =

0.999 a) R=22 b) R=23

A partir d'une certaine valeur de rayon de la bulle, la particule est piégée. Cette
valeur suit la loi décrit par Kostyukov [Kostyukov 2004] 1√

1−v2
0

< R. Pour la �gure

D.2, on a 1√
1−v2

0

= 22.36 ce qui est en accord avec ce que l'on observe avec notre

modèle.

In�uence d'un champ magnétique

On regarde maintenant l'e�et d'un champ magnétique statique le long de l'axe
de propagation du laser sur le piégeage de particules.
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Figure D.3 � Trajectoires d'une particule soumis au potentiel de la bulle pour v0 =

0.9958, R = 10 (∼ 80µm), pz0 = 0.9958 a) B0 = 0 b) B0 = 211T

Lorsque un champ magnétique longitudinal homogène est appliqué, la particule
est plus facilement piégée (Fig. D.3). Sans champ magnétique, l'électron arrive à
l'arrière de la bulle avec une vitesse transverse trop importante et le piégeage est
plus di�cile. Le champ magnétique courbe la trajectoire de l'électron et facilite le
piégeage.

Dans l'injection optique

L'injection optique fait intervenir un second laser qui par collision avec le laser
principal fait entrer les électrons par l'avant de l'onde de sillage. Suivant les polari-
sations utilisées, l'électron entre dans la bulle avec certaines conditions initiales en
vitesse. On souhaite représenter les deux cas de polarisation (P) et (C+) (voir cha-
pitre 4), on place deux électrons avec des positions identiques initialement à l'avant
de la bulle mais les deux électrons ont des impulsions transverses di�érentes. De cette
manière, on considère un électron dans la con�guration (P) et un autre dans (C+)
(Fig.D.4). Le résultat du modèle montre que le piégeage est plus contraignant pour
une particule ayant une impulsion transverse initiale plus importante. Ce résultat est
conforme avec la condition de piégeage (Eq.D.16). Le champ électrique nécessaire à
son piégeage devra être plus important.
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Figure D.4 � Résultat du modèle avec R = 27.9µm et d = 0.5. On considère un
électron avec deux conditions initiales di�érentes. L'une représentant la polarisation
(P) et l'autre la polarisation (C+) (voir chapitre 4)
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Title :Electrons laser wakefield acceleration: Analytic modelling of the Blowout regime for a magnetized 

plasma 

Keywords :Laser wakefield, stochastic heating, magnetic field, optical injection, Particle In Cell 

Abstract: An intense laser pulse propagating in an 

under dense plasma (ne<<nc) expels electrons and a 

wakefield is created which can accelerate efficiently 

electrons. When the laser pulse is very intense (I0> 

10
18

 W.cm
-2

) and short(0< 100 fs), the bubble 

regime is reached. Within the bubble the electric 

field can exceed 100 GV/m and a trapped electron 

beam is accelerated to GeV energy with few 

centimetres of plasma.In this regime, the electrons 

expelled by the laser ponderomotive force are 

brought back and form a dense sheath layer. First, an 

analytic model was derived using W. Lu and S. Yi 

formalisms in order to investigate the properties of 

the wakefield in the blowout regime. In a second 

part, the trapping and injection mechanisms into the 

wakefield were studied. When the optical injection 

scheme is used, electrons may undergo stochastic 

heating or cold injection depending on the lasers’ 

polarisations. 

 

 

A similarity parameter was introduced to find out the 

most appropriate method to maximise the trapped 

charge. In a third part, our analytic model is extended 

to investigate the influence of an initially applied 

longitudinal magnetic field on the laser wakefield in 

the bubble regime. When the plasma is magnetized 

two remarkable phenomena occur. Firstly the bubble 

is opened at its rear, and secondly the longitudinal 

magnetic field is amplified - at the rear of the bubble 

- due to the azimuthal current induced by the 

variation of the magnetic flux. The predictions of our 

analytic model were shown to be in agreement with 

3D PIC simulation results obtained with Calder-Circ. 

In most situations the wake shape is altered and self-

injection can be reduced or even cancelled by the 

applied magnetic field. However, the application of a 

longitudinal magnetic field, combined with a careful 

choice of laser-plasma parameters, reduces the 

energy spread of the electron beam produced after 

optical injection. 

 

 

Titre :Accélération d’électrons par onde de sillage laser : Développement d’un modèle analytique étendu au 

cas d’un plasma magnétisé dans le régime de Blowout 

Mots clés :Onde de sillage laser, chauffage stochastique, champ magnétique, injection optique, 

simulations,Particle In Cell 

Résumé : Une impulsion laser intense se 

propageant dans un plasma sous-dense (ne<<nc) 

déplace les électrons sur son passage et crée une 

onde de sillage à même d'accélérer des électrons. 

Lorsque l'impulsion est très intense (I0> 10
18

 W.cm
-2

) 

et de durée très courte (0< 100 fs), on atteint le 

régime de la bulle. Les champs électriques dans ces 

bulles, de l’ordre de 100 GV/m, peuvent accélérer un 

faisceau d’électrons jusqu’au GeV sur des distances 

de l’ordre du centimètre. Dans ce régime, les 

électrons expulsés par la force pondéromotrice du 

laser forment une fine et dense couche à la surface 

d'une cavité d'ions restés immobiles. Les propriétés 

de ce régime sont examinées par l’intermédiaire d’un 

modèle analytique, que nous avons développé en 

nous inspirant du travail de W. Lu et S. Yi. En nous 

plaçant dans ce régime prometteur, nous avons 

étudié les mécanismes d’injection et de piégeage 

dans l'onde de sillage. Dans l’injection optique, les 

polarisations parallèles ou circulaires positives 

conduisent respectivement à une injection mettant en 

jeu du chauffage stochastique, ou à l’injection froide. 

Un paramètre de similarité est introduit, celui-ci 

permet de déterminer la méthode d’injection la plus 

appropriée pour maximiser la charge injectée. Enfin, 

le modèle analytique présenté en première partie est 

étendu afin d’étudier l’onde de sillage dans le régime 

de la bulle lorsqu’un champ magnétique longitudinal 

initial est appliqué au plasma. Lorsque le plasma est 

magnétisé deux phénomènes remarquables se 

manifestent, d'une part une ouverture apparaît à 

l'arrière de la bulle et d'autre part un mécanisme 

d'amplification du champ magnétique longitudinale 

est induit par la variation du flux magnétique. Les 

prédictions de notre modèle analytique sont 

confrontées aux résultats de simulations PIC 3D 

issues du code CALDER-Circ. La conséquence 

immédiate de la déformation de l'onde de sillage est 

la réduction, voire la suppression de l'auto-injection. 

L’application d’un champ magnétique longitudinal, 

combinée à un choix judicieux des paramètres laser-

plasma, permet de réduire la dispersion en énergie 

des faisceaux d’électrons produits après injection 

optique. 
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