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Introduction

Le monde surprenant des atomes froids. Le domaine des atomes froids permet
d’explorer une physique extraordinairement riche. En particulier, il existe toute une
panoplie d’outils qui ont permis d’accomplir des progres décisifs dans la compréhension
des gaz quantiques. Il est possible, entre autres, de mélanger des atomes de masses ou
de statistiques différentes, ou encore de confiner fortement le gaz dans des guides d’onde
jusqu’a atteindre des dimensions réduites (1D ou 2D) [1]. Il est également possible de
changer les effets des interactions grace au cadeau de la nature que sont les résonances
de Feshbach [2]. Tous ces mécanismes permettent d’explorer une tres grande diversité
de régimes quantiques dégénérés.

Les gaz d’atomes froids sont des milieux tres dilués, dont la densité — de ’ordre
de 10'3 & 10" atomes par cm?® — est treés inférieure & celle de 1'air ambiant, qui est de
10" molécules par cm?. La distance moyenne entre deux atomes ainsi que la longueur
d’onde de de Broglie sont donc toujours beaucoup plus grande que la taille typique des
interactions, appelée rayon de van der Waals (Ryqw) qui est de quelques dizaines de
nanometres.

Tour d’horizon des thématiques abordées

Interactions effectives et lois universelles. Grace a cette séparation d’échelle
ainsi qu’a la faible température, les interactions a deux corps peuvent étre tres bien mo-
délisées par des interactions effectives dépendant de peu de parametres. Par exemple,
le pseudo-potentiel de Fermi-Huang ne possede comme parameétre servant a décrire les
interactions que la longueur de diffusion.

L’utilisation de ces interactions effectives permet de faire émerger des lois univer-
selles, dans le sens ou elle ne dépendent pas explicitement des détails des interactions.
Ce type d’universalité est présent par exemple dans I’approche de champ classique de
Gross-Pitaevskii qui régit la dynamique des condensats de Bose-Einstein (BEC) [3], ou
quelle que soit ’espece atomique, I'interaction est paramétrée par une seule longueur :
la longueur de diffusion. Cette universalité est également présente dans le probléme a
petit nombre de corps avec, entre autre, l'effet Efimov dans lequel le spectre des états
liés suit une loi géométrique [4, 5].

Résonances de Feshbach. En utilisant le mécanisme de Feshbach, il est possible de
controler expérimentalement, griace a un champ magnétique, la longueur de diffusion
d’une interaction donnée de fagon continue et ainsi d’atteindre des régimes de forte



viii INTRODUCTION

corrélation. C’est I'un des précieux outils des expériences d’atomes froids, dont 1'un
des exemples les plus frappants a été I’étude de la transition BEC-BCS pour un gaz de
fermions. Au voisinage d’une résonance de Feshbach, une relation simple lie la longueur
de diffusion (a), sa valeur hors résonance (apg) 4 le champ magnétique pour lequel il
y a résonance (Bp), ainsi que la largeur de la résonance (AB) :

AB

Lorsque la longueur de diffusion diverge, la section efficace est maximale : il y a une
résonance de diffusion.

Il est possible de définir pour chaque résonance de Feshbach une longueur caracté-
ristique notée R* [6] proportionnelle a I'inverse de AB, ce qui permet de définir deux
types de résonances. Si R* est petite par rapport au rayon de van der Waals (AB
grand), on parle de résonance large — c’est le cas d’une grande partie des résonances
étudiées a I’heure actuelle. Au contraire, pour des résonances étroites (AB petit), R*
peut prendre des valeurs significativement grandes, ce qui définit une nouvelle échelle
d’énergie intermédiaire qui doit étre prise en compte [7]. Cette échelle est notamment
importante dans le probléme a petit nombre de corps. Pour le probleme a deux corps,
R* est étroitement lié a la portée effective du potentiel. Pour le probléme & trois corps,
le parametre a trois corps de 'effet Efimov dépend de cette longueur. Dans le probleme
a NN bosons résonants, son role est primordial [8].

Gaz quantique en dimensions réduites. Un gaz tridimensionnel fortement confiné
dans un guide d’onde selon une ou deux directions peut se comporter comme un gaz
quasi uni- ou bidimensionnel. Cette propriété est tres intéressante, car certaines phases
corrélées n’existent qu’en dimension réduite, comme le régime de Tonks-Girardeau
[9, 10] pour un gaz unidimensionnel de bosons. Ce systéme se comporte comme un
systéme fermionique, ou la forte interaction répulsive remplace le principe d’exclusion
de Pauli. Cette phase prédite dans le contexte de la matiere condensée a été observée
récemment pour la premiére fois grace aux atomes froids [11, 12]. Pour une interaction
trés fortement attractive, on retrouve cette propriété de forte corrélation pour les états
d’énergie positive dans le régime de super-Tonks-Girardeau [13, 14].

La transition entre deux dimensions différentes présente elle aussi un intérét phy-
sique. Par exemple, la transition a la limite unitaire entre les états liés d’Efimov et les
deux états liés universels du méme systeme de trois bosons a deux dimensions a été
récemment étudiée [15].

En dimension réduite, les résonances ne se produisent pas a la limite ou la longueur
de diffusion diverge, mais pour d’autres valeurs dépendant des parametres du confine-
ment. On les appelle ainsi résonances induites® par le confinement [16, 17, 18, 19].

Intégrabilité. Certains systemes unidimensionnels quantiques sont intégrables et ne
peuvent donc pas se thermaliser. Pour un gaz d’atomes froids, I'intégrabilité est liée au
fait que 'ansatz de Bethe est solution du probléeme & N corps. Cet ansatz a été utilisé

4. En anglais, on parle de background scattering length, d’ou ’indice bg.
5. On devrait cependant plutot parler de résonances « déplacées ».
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Fig. 0.1 Représentation schématique du confinement d’un gaz tridimensionnel pour
atteindre un régime unidimensionnel.

entre autres par Lieb et Liniger pour étudier un systéme unidimensionnel intégrable
de bosons en interactions de contact répulsives [20, 21].

Les systemes intégrables sont bien compris et ont été étudiés en détail avec les
atomes froids. Les voies de recherche actuelles concernent principalement les écarts
a l'intégrabilité et les propriétés de thermalisation ou de réactivité chimique qui en
découlent [22]. Puisque cette intégrabilité est une propriété uniquement unidimension-
nelle, il est possible d’étudier la transition entre un systeme intégrable et un systeme
non-intégrable, grace a la transition entre un gaz tridimensionnel et un gaz unidimen-
sionnel [23].

Développement du viriel. L’un des angles d’attaque naturels pour étudier un
gaz quantique est de développer son équation d’état en puissance de sa densité : il
s’agit du développement du viriel. Ce développement permet de prendre en compte
les interactions entre particules et crée un pont entre la physique du petit nombre de
corps et la thermodynamique.

Ces coefficients ont été mesurés pour une grande diversité de gaz ultra-froids, ce
qui appuie 'intérét théorique qui leur est porté. Les travaux expérimentaux les plus
récents portent sur le gaz de fermions unitaire [24, 25, 26]. De plus, de nombreuses
méthodes indépendantes permettent de calculer ces coefficients, par exemple la mé-
thode des déphasages proposée par Beth et Uhlenbeck en 1937 [27] et généralisée avec
le formalisme des opérateurs d’Ursell [28, 29, 30, 31] ou celle consistant a calculer les
fonctions de partition a IV corps, dont les résultats les plus récents concernent le gaz
de bosons unitaire [32], de fermions unitaire [33, 34], de fermions unitaire & deux com-
posantes de masses différentes [35], ainsi que le gaz tridimensionnel piégé au voisinage
d’une résonance de Feshbach étroite [36].

Une méthode de calcul diagrammatique de ces coefficients du viriel a été développée
en 2011 par X. Leyronas [37] afin d’étudier un gaz fermionique. Elle est systématique
et permet de calculer les coefficients du viriel pour un ordre donné. Elle a ainsi été
appliquée pour analyser un gaz de fermions bidimensionnel [38].
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Principaux résultats obtenus

C’est au sein de ces différentes thématiques concernant les gaz d’atomes froids
que nous avons cherché a répondre a certaines questions non encore résolues. Un gaz
au voisinage d’une résonance de Feshbach étroite n’est souvent pas bien décrit par un
modele effectif qui ne prend en compte que la longueur de diffusion. Nous nous sommes
alors demandé s’il existait des régimes similaires, en dimension réduite, ou la longueur
de diffusion (en dimensions réduites) n’est pas suffisante pour décrire les interactions.

Pour répondre a cette question, nous commencgons par donner quelques rappels
utiles de la théorie de la diffusion (chapitre 1) ainsi qu’une description détaillée du
modele & deux voies qui sera treés présent dans ce manuscrit (chapitre 2). Puis nous
étudions les propriétés collisionnelles d’un gaz quantique confiné dans un guide d’onde
(chapitre 3) ou linteraction tridimensionnelle est représentée par un modele & deux
voies, qui décrit tres bien la physique du mécanisme de Feshbach. Ceci permet d’une
part d’obtenir les relations entre les propriétés tridimensionnelles du gaz libre et les
propriétés uni- et bidimensionnelles du gaz confiné dans un guide d’onde. D’autre part,
nous mettons en évidence un régime (pour des bosons ou des fermions non polarisés),
au voisinage d’une résonance unidimensionnelle, ou le terme de portée effective est
essentiel dans les propriétés de basses énergies [39]. Ce régime peut alors étre décrit
par une interaction effective purement unidimensionnelle possédant deux longueurs
caractéristiques : la longueur de diffusion et la portée effective.

Ce régime et son analogue pour des fermions totalement polarisés ont déja été étu-
diés grace a l'ansatz de Bethe [40, 41, 42] afin d’obtenir des résultats exacts pour le
probléeme & N corps. Cependant, nous montrons que ces systémes ne sont pas inté-
grables. Pour cela, nous examinons en détail le probléme a trois corps qui est la clef
de votte des propriétés d’intégrabilité (chapitre 4). Nous étudions en particulier les
écarts a l'intégrabilité dans ce systéme de trois particules [43].

Bien que le développement du viriel ait déja été étudié aussi bien pour des sys-
temes strictement en dimension réduite que pour des gaz confinés dans des pieges
harmoniques tridimensionnels, I’évolution de ses coefficients lors de la transition entre
un gaz tridimensionnel et un gaz en dimension réduite est encore une question ouverte.
De plus, ces coefficients n’ont jamais été calculés avec une modélisation du mécanisme
de Feshbach prenant en considération la présence de molécules de Feshbach. En colla-
boration avec Xavier Leyronas, nous adaptons donc la méthode diagrammatique pour
le modele a deux voies afin de calculer le second coefficient du viriel d’un gaz bosonique
ou fermionique non polarisé confiné dans un guide d’onde (chapitre 5). Nous trouvons
ainsi, pour le second coefficient, une expression de type Beth et Uhlenbeck qui prend
en compte le guide d’onde et les contributions des molécules de Feshbach.



Chapitre 1

y 4

Eléments de la théorie de la diffusion

Ce chapitre donne quelques notations, définitions et rappels sur la théorie de la
diffusion dans des gaz d’atomes froids. La plupart de ces notions sont courantes et
pour plus de détails, le lecteur intéressé peut consulter les références [44, 45, 46]. La
derniére partie de ce chapitre traite d’'une méthode moins connue, le filtrage en €
[47, 48], qui sera utilisé dans la partie 4.8 de ce manuscrit.

1.1 Les interactions

Les gaz d’atomes froids étant tres dilués, la probabilité d’avoir une collision mettant
en jeu plus de deux particules est faible. Bien que ces événements rares soient cruciaux,
par exemple pour la compréhension de la durée de vie des gaz froids!, nous nous
limitons dans cette partie aux processus de diffusion binaires. Microscopiquement,
I'interaction entre deux atomes de masse m doit étre décrite par une multitude de
potentiels qui dépendent des états hyperfins des atomes, et dont les positions relatives
peuvent étre réglées grace a l'effet Zeeman. Dans le cas des alcalins, il existe deux
potentiels (singulet et triplet) auquel il faut ajouter 'interaction hyperfine.

Lorsque deux atomes sont suffisamment loin I'un de l’autre, le potentiel d’inter-
action entre ces deux particules peut étre modélisé par une interaction de van der

Waals ? : o
—Cs
Viaw(r) = R (1.1.1)

ce qui définit une longueur caractéristique® de I'ordre de quelques nanomeétres nommée
rayon de van der Waals, ainsi qu'une énergie caractéristique :

1 /mCe\ 4 h?
Reaw = - | —=2 . Feqw = ——. 1.1.2
=5 (55°) W= (112)

Cette interaction est de courte portée, dans le sens ou | Eo aw Veaw (r)r?dr est finie.

1. Lors d’une collision & 3 corps, I'une des particules peut recevoir suffisamment d’énergie pour étre
extraite du piége a la suite d’une collision inélastique créant une molécule.

2. Pour des distance interatomiques supérieures a la longueur d’onde de résonance optique de
I’atome, le potentiel de van der Waals est en 1/r7.

3. Par exemple Ryqw = 1,7 nm pour le °Li et 5,3 nm pour le *3Cs [2].
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A courte distance, les nuages électroniques se recouvrent, ce qui crée une force trés
répulsive, c’est-a-dire un coeur dur. L’interaction dépend alors de 1’état interne des
atomes. Les différents potentiels sont alors couplés entre eux, ce qui peut entrainer
des processus inélastiques. Ces potentiels admettent des états liés dont 'extension
spatiale est inférieure au rayon de van der Waals, ce qui sera 'un des points clefs du
mécanisme de Feshbach. De telles collisions multi-voies sont simulées numériquement
(voir par exemple les références [49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58]).

A partir de maintenant, nous n’examinerons que des processus de diffusion binaires
élastiques, c’est-a-dire des collisions ou I’état interne de chaque particule avant et apres
la collision reste le méme.

1.2 Collision binaire élastique

On consideére deux atomes de masse réduite p qui diffusent dans I’espace homogeéne
via un vrai potentiel d’interaction V'(r) isotrope et de courte portée dont l’extension
spatiale est de 'ordre de R,qw. Dans le référentiel du centre de masse, ’équation de
Schrodinger est :

—h?
G ArU(E) V() = B(r), (12.1)
On note ’énergie des états de diffusion F = h;—k2 et celle des états liés £ = %2‘12. On

peut développer asymptotiquement la partie diffusée de la fonction d’onde en ondes
partielles? :

ikr
ik.r €
~ + fs(k
1/1(1') 7> Ryaw § 4 ( ) r

ikr
— 3i(ex.ec) f, ()0, <€kr ) +.. (1.2.2)

Dans I'Eq. (1.2.2), les deux vecteurs ex et e, sont des vecteurs unitaires pointant
dans les directions de k et de r. Dans la partie droite de cette égalité, le premier
terme correspond a une onde plane incidente, le second a une diffusion en onde s et le
troisieme & une diffusion en onde p. Les « ... » représentent des ondes diffusées d’ordre
supérieur qui sont négligées pour des états de diffusion dont 1’énergie est petite par
rapport a I’énergie de van der Waals, ce qui est toujours le cas ici. Les indices s et p
font référence a la symétrie des ondes diffusées par analogie avec les états s et p des
atomes hydrogénoides. L’onde s posséde une symétrie sphérique incompatible avec une
fonction d’onde fermionique anti-symétrique, c’est pourquoi deux fermions identiques
ne diffusent pas dans 'onde s. Pour les mémes raisons, deux bosons identiques ne
peuvent pas diffuser dans I’onde p.

La forme des amplitudes de diffusion fs et f, est imposée par I'unitarité du proces-
sus de diffusion, c’est-a-dire par la conservation du nombre de particules entre avant
et apres la collision :

1 1

fs(k) = (B —ik fo(k) = () — ik (1.2.3)

4. Les solutions exactes de cette équation de Schriédinger sont connues pour certains potentiels
V(r) particuliers, par exemple pour le potentiel de van der Waals Viaw (r) [59, 60].
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I1 est possible de développer les fonctions gs(E) et gp(E) pour des énergies petites
par rapport a l’énergie de van der Waals lorsque le potentiel d’interaction décroit
exponentiellement avec la distance entre les atomes :

g5(E) = —é FERLOKY) 5 g(B) = Ca+ 002, (1.2.4)

1
Vk?
On appelle a la longueur de diffusion en onde s et Vs le volume de diffusion en onde
p, le coefficient a ’ordre le plus bas dans le dénominateur de 'amplitude de diffusion.
Les coefficients suivants 7. et a sont dénommés parametre de portée effective respec-
tivement en onde s et en onde p. Le terme ¢k dans 'amplitude de diffusion provient
de 'unitarité de la théorie de la diffusion. On parlera donc de limite unitaire lorsque
ce terme domine, c’est-a-dire dans I'onde s lorsque |a| — oo.

La section efficace de diffusion o4 dans I’onde s ou o, dans I'onde p est directement
liée & 'amplitude de diffusion® :

o = dnlf (B2 i o= 12n|f, (k) (1.2.5)

Il y a résonance de diffusion dans I'onde s ou p lorsque la section efficace est maximale,
c’est-a-dire lorsque |a| > Ryqw ou |Vs| > R3 .. Si l'on consideére une diffusion en
onde s résonante a trés basse énergie (k — 0), la section efficace tend vers 4r|al? ce qui
est beaucoup plus grand que la valeur classique a laquelle on s’attendrait, qui serait
| Ryaw|? & un facteur géométrique pres.

Tant que 'on s’intéresse a des processus de treés basse énergie, on peut, dans de
nombreuses situations, résumer ’effet d’un potentiel d’interaction a priori trés compli-
qué par seulement quelques parametres; c’est la I'une des propriétés importantes que
I’on retrouve dans les gaz d’atomes froids.

1.3 Dimeéres

Un dimere est un état lié a deux corps. L’existence et la valeur de ’énergie de
liaison des dimeéres sont données par certains poles de 'amplitude de diffusion® de
I’équation (1.2.3) considérée comme fonction de I’énergie dans le plan complexe (cf §128
de la référence [46]). Dans l'onde s, un état lié est alors caractérisé par un nombre
d’onde gqim > 0 défini par : .

f s(iQdim)
L’énergie de I'état lié ainsi que sa fonction d’onde asymptotique (a une constante de
normalisation Ngiy, prés) sont alors :

= 0. (1.3.1)

2 2
—h 4dim
2
Dans tout ce manuscrit, nous nous intéressons principalement aux dimeres dans ’onde s.

Cependant, il est possible de tenir le méme raisonnement pour un dimere dans 'onde p
(voir par exemple [61] pour plus de détails).

D Yam(r) Ndim‘w. (1.3.2)

Edim = —
Ir‘>>RvdW

5. Si les particules sont indiscernables, il faut rajouter un facteur 2 a cause des interférences
constructives.
6. Ou de fagon équivalente, par ceux de la matrice de transition.
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1.4 L’approximation de portée nulle et le pseudo-potentiel

Il est possible de remplacer le vrai potentiel d’interaction par un potentiel choisi
de facon a ce qu’asymptotiquement, les états de diffusion de ce potentiel aient des
expressions tres proches de celles du vrai potentiel. Tant que I'on ne s’intéresse qu’a
des processus d’énergie petite devant E,qw, on peut choisir un potentiel de portée
nulle, c’est-a-dire de support nul. Un exemple d’un tel potentiel est le pseudo-potentiel
de Fermi-Huang 7 :
21h?

(r[V]g) = ad(r)0y [rip(r)]. (1.4.1)

En utilisant ce pseudo-potentiel, on trouve exactement les états de diffusion suivants :
. —1 etkr

r) =T 4 — 1.4.2

e i (142)

Une autre méthode tres efficace pour implémenter la longueur de diffusion a été
proposée dans les années 1930 par Wigner [62] puis par Bethe et Peierls [63] pour
traiter du probleéme de la diffusion neutron-proton®. Ce modele, dit de Wigner-Bethe-
Peierls, est équivalent au pseudo-potentiel [64]. Dans cette approche, on considére que
les deux atomes vérifient partout I’équation de Schrédinger sans interaction sauf au
point de contact, ou la fonction d’onde vérifie une condition limite qui filtre les solutions
possédant asymptotiquement la méme forme que les vraies fonctions d’onde. Il s’agit
toujours d’un modele de portée nulle. Dans le cas d’une diffusion en onde s, il est défini
par :

—h2
quel que soit r #0 TArw(r) = Ey(r)
H o (1.4.3)
il existe un réel A tel que : Y(r)=A (a — r> + Or0(r),

ou la constante A dépend de la position du centre de masse des deux atomes. La
deuxiéme équation du systéme (1.4.3) est appelée condition de contact.

Cette condition de contact peut également étre implémentée en imposant des condi-
tions sur la fonction d’onde et sur sa dérivée. Ce méme principe de filtrage donne de
fagon équivalente a (1.4.3) :

—h2
quel que soit r #0 : TAH/J(I') = Ey(r)
H . (1.4.4)
avec la condition de contact lin% ((‘% + ) [r1(r)] = 0.
r— a

Cette approche utilisant la condition de contact sur les dérivées est tres efficace pour
dériver des résultats dans le probléme & N corps et peut étre généralisée [47].

7. Ce pseudo-potentiel est également connu sous d’autres noms, comme celui de pseudo-potentiel
de Fermi.

8. Bien que développée pour de la matiére nucléaire, cette approche est particulierement fructueuse
dans des gaz d’atomes froids, en raison de leurs tres faibles densités.
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1.5 Modeéles de Wigner-Bethe-Peierls et de portée effective

Dans la grande majorité des cas, les potentiels représentant des interactions dans
I'onde s ne prennent en considération comme grandeur caractéristique de la vraie
interaction que la longueur de diffusion. En effet, les expériences sont effectuées a
tres faible température et ’énergie relative lors de la collision est suffisamment faible
pour que le terme de portée effective soit négligeable. On parle alors de modele de
Wigner-Bethe-Peierls.

Cependant, en particulier dans le cas des résonances de Feshbach étroites, le terme
de portée effective peut avoir une importance capitale, méme dans une limite de basse
énergie. Il est alors nécessaire de prendre en compte ce terme dans le développement
du dénominateur de 'amplitude de diffusion [6]; on parle alors de modeéle de portée
effective. Une grande partie de ce manuscrit s’attache a comprendre les conséquences
de l'utilisation de ce modele.

Le cas des diffusions en onde p est différent. En effet, il n’est généralement pas
possible de négliger le parameétre de portée effective [61].

1.6 Filtrage en ¢

Motivations. Dans les calculs intermédiaires, il est souvent agréable de travailler
avec des fonctions régulieres au voisinage de r = 0 [47]. Ceci est possible grace au fil-
trage en € qui a permis de prédire de nouveaux résultats pour le probleme a N bosons
[8]. Cette méthode est présentée dans cette partie pour une diffusion en onde s tridi-
mensionnelle et sera utilisée dans la partie 4.8 pour un systéeme de bosons interagissant
dans ’onde s dans une boite unidimensionnelle.

Méthode. On défini le ket |0) en représentation de configuration par :
(r|d) = d(r) (1.6.1)

ou 4 est la distribution de Dirac. L’équation de Schrédinger pour une interaction de
portée nulle peut se réécrire :

(H - E) [v) = ~1Sy) @ |6), (1.6.2)

ot le ket |9) agit sur les variables relatives entre les deux particules et ot |\Sy,) appartient
au sous-espace de Hilbert du centre de masse. Sa valeur dépend également du ket propre
|1) et est déterminée grace a la condition de contact.

On définit alors une suite de fonctions régulieres qui tend vers la distribution de
Dirac quand un parametre arbitraire € tend vers zéro :

lim |5¢) = |4). (1.6.3)

e—0

Il existe une multitude de choix pour de telles fonctions, mais pour des raisons pratiques
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de calcul, on se limite au choix de fonctions gaussiennes normalisées ® 10 :

5y = — 2/¢2) . (K|5) = ke 1.6.4
<r\e>—mexp(—r/6) ; (k|de) =exp | — T (1.6.4)

ou l'on a utilisé la convention pour la transformation de Fourier :
(r|k) = e*T, (1.6.5)

On remplace alors le second membre de I’équation (1.6.2) par ces nouvelles fonctions,
on effectue les calculs pour e fixé, puis on passe a la limite ¢ — 0 a la fin des calculs :

(H = E)[pe) = —184) @ 60), (1.6.6)

ou les fonctions |t)¢) convergent vers |¢)) dans la limite e — 0. Le point clef de cette
méthode est la commutation entre les limites ¢ — 0 et » — 0. La solution de I’équa-
tion (1.6.6) peut s’exprimer grace aux fonctions de Green :

[Sy) ® |6¢)

6:k =+ ~
) = ko) + oo

(1.6.7)

ou le ket |ko) est une fonction propre du Hamiltonien sans interaction H A énergie E
et ot la prescription habituelle de la théorie de la diffusion i0™ permet de sélectionner
les ondes diffusées sortantes. Dans le référentiel du centre de masse, ou la suite des
calculs va étre effectuée, |Sy) est un scalaire S qui dépend de I’énergie. On utilise la
relation de fermeture sur les impulsions de la particule relative :

3k
——|k)(k|=1 1.6.8
| G =1 (168)
et en se rappelant que le Hamiltonien H est diagonal dans la base des vecteurs {|k)},
21.2
on obtient la solution de I’équation (1.6.6) pour une énergie positive E = thO :
k2e? ikr
2uS d3k exp (_ 1 ) €
= ({rlk 1.6.9
(rlpe) = {rlko) + h? / (2m)3 kg — k2440t 7 ( )
ce qui peut également s’écrire en projetant cette équation sur un bra (d.| :
k2e2
2uS d3k €Xp <_ 2 )
Oc|te) = (dc[k . 1.6.10
(Oclthe) = (Oclko) + h2/(27r)3k(2]—k2+10+ ( )
32,2
Ces deux intégrales peuvent se calculer pour des énergies négatives £ = % avec

go > 0 ot la prescription i0" n’a plus & étre considérée. Pour des énergies positives, le
résultat se trouve alors par prolongement analytique en remplacant gy par —ikg. Pour

9. Au sens ou leur intégrale sur l'espace est I'unité.
10. Ces fonctions seront également utilisées pour les méme raisons de simplicité de calcul pour
modéliser les formes de I'interaction directe et du couplage de Feshbach.
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que (r|ye) ait la forme de 1’équation (1.2.2) attendue pour une diffusion en onde s
quand € — 0, il faut et il suffit que :
B —41h?

§ = —5—fslho) (1.6.11)

La diffusion en onde s [voir les équations (1.2.2) et (1.2.3) ou f, = 0] peut alors étre
retrouvée exactement en imposant la condition de contact :

lim BE<5E‘¢E> =0, (1.6.12)
e—0+

ol B, est appelé opérateur frontiere ''. Pour le modele de portée effective en onde s,

cet opérateur est [8] :
fm 1 [T Te 1o

11. Boundary en anglais.
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Chapitre 2

Le modele a deux voies

Les modeles a deux voies sont des cas particuliers des modeéles multi-voies ou ’on
n’en considere seulement deux. Dans cette situation, on ne peut décrire microscopi-
quement le voisinage que d’une seule résonance de Feshbach, ce qui est suffisant pour
traiter des propriétés de basse énergie pour des systemes a petit nombre de corps.

Ces modeles possedent de nombreux avantages par rapport aux modeles a une seule
voie. Tout d’abord, ils découlent d’un Hamiltonien, ce qui n’est pas toujours le cas des
modeles de contact a une voie. De plus, ils proposent une paramétrisation fine des
résonances. En particulier, les états d’Efimov du probleme a trois corps bosonique au
voisinage de I'unitarité sont bien décrits et il n’est pas nécessaire de rajouter au modele
un parametre a trois corps supplémentaire [65, 66]. Enfin, ces modeéles prennent en
compte explicitement la présence de molécules de Feshbach, qui peuvent étre mesurées
expérimentalement [67, 68].

2.1 Présentation du modéle a deux voies

Généralités sur les modeles a deux voies. Les modeles a deux voies comprennent
une voie ouverte et une voie moléculaire fermée qui sont schématisées sur la Fig. 2.1.
Dans la voie ouverte, deux atomes peuvent s’éloigner a I’infini 'un de 'autre. Dans la
voie fermée, les deux atomes forment un état moléculaire. Le mécanisme de Feshbach
est décrit par ’ajout d’un couplage cohérent entre ces deux voies. Ces modeles ont été
introduits dans le contexte des atomes froids en 1995 pour étudier les collisions entre
atomes de °Li, "Li et 2*Na [69] et la transition BEC-BCS en 2001 [70].

Modeéle utilisé dans ce manuscrit. Dans le modele a deux voies utilisé ici, nous
ajoutons a ce couplage une interaction directe séparable entre deux atomes de la voie
ouverte, modélisant les collisions hors résonance de Feshbach. Chacune de ces deux
interactions comprend une longueur caractéristique qui est de I’ordre du rayon de van
der Waals. Pour des raisons de simplicité, ces deux longueurs, ainsi que les fonctions
de coupure associées, sont supposés étre les mémes. En pratique, cette approximation
donne de treés bons résultats [65, 66]. Cette longueur, notée €, permet donc de prendre
en compte la taille caractéristique de l'interaction. Enfin, le moment magnétique d’une
molécule dans la voie fermée est différente de celle d’une paire d’atomes dans la voie

9
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r/ R\«'dW

Fig. 2.1 Ilustration des deux potentiels physiques du modéle a4 deux voies, ainsi que
de I'état lié d’énergie Ey, et de son couplage A avec la voie ouverte. Les pointillés
représentent I’énergie d’une paire atomique dans la voie ouverte.

ouverte et ’ajout d’un champ magnétique extérieur va, par effet Zeeman, déplacer les
niveaux d’énergie de la voie ouverte par rapport a ceux de la voie fermée. C’est grace
a cet ajustement que, pour une valeur donnée de champ magnétique, la résonance de
Feshbach pourra avoir lieu.

Ce modele ne considere que des interactions possibles a deux corps, méme si cela
n’exclut en rien la possibilité d’avoir trois (ou plus de trois) particules trés proches les
unes des autres et qui interagissent toutes deux a deux.

2.2 Pertinence de ce modeéle

Le modele a deux voies utilisé dans ce manuscrit a donné des prédictions quan-
titatives sur des sujets tres variés : nombre de molécules de la voie fermée lors de la
transition BEC-BCS [67, 68|, probléme a 3 corps bosoniques [65], équation intégrale
pour le probléme a 4 corps [71], étude détaillée des dimeres et du taux de recombinai-
son & trois corps [66]. De plus, les équations apparaissant dans ces probleémes sont du
méme ordre de complexité que celles des modeles & une voie de portée nulle.

2.3 Hamiltonien du modéle a deux voies

Dans tout ce manuscrit, le mouvement du centre de masse et celui de la particule
fictive sont séparables. De plus, les atomes de masse réduite = m/2 et les molécules
de masse M = 2m sont considérés comme étant ponctuels et sans structure interne. Le
Hamiltonien H’tot du modele a deux voies est schématisé par la Fig. 2.2 et comprend
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Fig. 2.2 Représentation schématique du modéle a deux voies. Dans ce modéle, les
particules sont ponctuelles et la longueur € correspond a la taille caractéristique de
Pinteraction directe ou du couplage de Feshbach.

quatre termes :
Hiow = Hy + HP +Vy + (VC + Vj) . (2.3.1)

Hamiltoniens sans interactions. Les deux premiers termes, I:I(‘ﬁL et ﬁ(‘)n, corres-
pondent au mouvement sans interaction des atomes et de la molécule, c’est-a-dire
qu’ils incluent I’énergie cinétique ainsi que 1’énergie interne de 1’état moléculaire pour
flgl. De plus, dans les chapitres 3 et 5, ces deux Hamiltoniens pourront également
inclure un potentiel extérieur séparable. Dans tous les cas, on appelle (a.) [resp. (oy)]
les nombres quantiques associé au centre de masse (resp. a la particule relative) des
états propres de ﬁg Ceux de FIé“ sont nommés (ay,). Les énergies propres associées
sont :

Hear, o) = [Econ) + Eclae)] |om,ae) (2.3.2)
A ) = [Ec(om) + Eumot] o). (2.3.3)

Exemple : le milieu homogéne. Dans le milieu homogene, les Hamiltoniens sans
interactions sont :

A2 D2 D2
ﬁ-a_pa P, . Am_Pm

a

= 2 Hm _— ~m
O 7o om0 0 T oM

(2.3.4)

ou les opérateurs impulsion p,, P, et P, concernent respectivement la particule re-
lative, le centre de masse de la paire et la molécule. Les nombres quantiques sont
alors :

a=k ; a=K ; ay=K, (2.3.5)

ou k est "impulsion de la particule relative et ou K est celle du centre de masse, et les
énergies associés sont :

R2k? K2
r(k) = ; c = .
&lk) =7 (K) =<3/

(2.3.6)
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Energie moléculaire. L’énergie moléculaire* Ey,, ajustable grace a effet Zeeman,
est choisie de facon a ce que le zéro d’énergie corresponde au seuil d’apparition du
continuum d’énergie dans la voie ouverte. Au voisinage de la résonance de Feshbach
magnétique, on considere, dans une bonne approximation, que 1’énergie moléculaire
est une fonction affine du champ magnétique extérieur B :

_ 8E’mol
SM _( o5 )BO. (2.3.7)

Dans ’équation (2.3.7), la différence de moment magnétique entre la voie ouverte et
la voie fermée est notée M et on note By la valeur du champ magnétique B pour
laquelle il y a une résonance de Feshbach.

Interaction directe. Dans ce modele, I'interaction directe entre deux atomes de la
voie ouverte est modélisée par un potentiel séparable qui n’agit de facon non triviale
que dans le sous-espace de la partie relative d’une paire d’atomes. En appelant 1.4m
I'identité dans le sous-espace du centre de masse, I'interaction directe est? :

Va = 9|6 (0] @ Ledm, (2.3.8)

ol g est la constante de l'interaction et ou le ket |d¢) est une fonction de coupure
gaussienne qui permet de prendre en compte la portée non nulle € de l'interaction. Ce
terme est essentiel pour décrire la physique hors de la résonance de Feshbach et en
particulier définir la longueur de diffusion hors de la résonance ayg. En représentation
de configuration et en impulsion, on a3 :

(r\5€>:€37%/2exp(—r2/62) L (k|6 = xe(k) = exp(—k2e2/4). (2.3.9)

Il est aisé de vérifier que (r|d.) converge simplement vers une distribution de Dirac
lorsque ¢ — 0. Le passage entre les deux représentations s’effectue en utilisant la
convention suivante pour ’onde plane :

(r|k) = ekT, (2.3.10)

Cette interaction directe permet une diffusion en onde s. La limite de portée nulle
correspond a la limite ou le support de I'interaction est négligeable, i.e. ¢ — 0. Enfin,
le choix d’une fonction gaussienne dans la forme de |0) simplifie les calculs.

Couplage de Feshbach. Le dernier terme du Hamiltonien du modele a deux voies de
I’équation (2.3.1) est un couplage cohérent entre les deux voies. Il permet de modéliser
le mécanisme de la résonance de Feshbach : deux atomes de la voie ouverte peuvent
former une molécule, et inversement, une molécule peut se désintégrer en une paire

1. Par cohérence de notation avec les articles associés, 1’énergie moléculaire sera notée Fo dans
les chapitres 2 et 3, E;' dans le chapitre 4 et £y dans le chapitre 5.

2. Tout comme I’énergie moléculaire, 'interaction directe sera notée différemment selon les cha-
pitres : V4 dans les chapitres 2 et 3, et Vs ,r dans le chapitre 5.

3. Ce ket est exactement le méme que celui présenté dans I’équation (1.6.4) pour définir la condition
de contact en e.
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d’atomes. Un état moléculaire dans la voie fermée |¥™) et une paire d’atomes dans la
voie ouverte |¥?) sont ainsi couplés* :

(U2 |V 0™) = AT (|6e) @ [0™)) - (2.3.11)

Le parameétre A est choisi réel et gouverne la force du couplage. Dans 1’équation (2.3.11),
le ket |d¢) agit sur la partie relative de la fonction d’onde d’une paire d’atomes |¥?)
alors que la fonction d’onde moléculaire [¥™) agit sur les nombres quantiques du centre
de masse de la paire atomique.

La longueur ¢ du couplage de Feshbach est choisie comme étant la méme que
pour linteraction directe. En effet, dans ces deux cas, € est typiquement de I'ordre de
grandeur du rayon de van der Waals. Or, choisir la méme valeur simplifie grandement
les calculs sans altérer 'adéquation aux expériences au niveau quantitatif [65, 66].

Séparabilité. Ces différentes interactions n’agissent pas sur les nombres quantiques
du centre de masse et on peut en déduire, grace a la séparabilité du modele, que les
nombres quantiques du centre de masse se conservent lors d’un processus de diffusion.

2.4 Lien entre les parameétres du modeéle a deux voies et les
parametres expérimentaux

Le modele a deux voies prédit que la longueur de diffusion varie avec le champ
magnétique suivant la loi habituelle des résonances de Feshbach? :

AB ) . (2.4.1)

a = apg <1 — B—iBo
Une résonance de Feshbach a lieu lorsque le champ magnétique B tend vers By, alors
qu’une résonance de forme a lieu si la longueur de diffusion hors résonance est grande
par rapport au rayon de van der Waals (apg > Rvqw). Cette derniére a lieu s'il existe,
dans la voie ouverte, un état lié d’énergie trés proche du seuil du continuum. Elle est
présente par exemple pour la résonance & —11,7 G du 3Cs ou apg = 1720ag (ce qui
est grand par rapport & Ryqw = 100ag) [2].
La largeur magnétique de la résonance AB donne naissance a une longueur carac-
téristique de la résonance de Feshbach [6] :

h2

Rf=—
2uabg5/\/lAB’

(2.4.2)
qui est toujours positive. Cette longueur permet de définir deux régimes extrémes. Une
résonance est large® si R* est petite devant le rayon de van der Waals. En revanche,
une résonance est étroite si R* est grande. Cette nouvelle longueur est au coeur de cette

4. Pour les mémes raisons que pour I’énergie moléculaire, le couplage de Feshbach sera noté V.
dans les chapitres 2 et 3, et Ws /¥ dans le chapitre 5.

5. Les liens entre ang, AB et les parameétres du modele & deux voies se trouvent par exemple dans
les références [39, 66].

6. Dans le sens ou généralement, cela implique que AB soit grand.
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these. En effet, dans le cas d’une résonance étroite, elle ajoute au systéme une nouvelle
longueur caractéristique (ou, de fagon équivalente, une nouvelle échelle d’énergie) qui
influe en profondeur sur les résultats du probléme a petit nombre de corps [6, 7, §8].

Ces longueurs permettent également de définir une longueur de diffusion effective
dépendant de 1’énergie :

1 RA(1— @xy2g2 7 h2k?2
2 a . | -
Qeff (E) = [Xe(k)] a R*abg(l abg)kQ 1 ) = 2% )

(2.4.3)

au sens ol, dans la limite de portée nulle (¢ — 0), 'amplitude de diffusion s’écrit :

—1
fs(k) = ——.
an(B) + ik

(2.4.4)

Cette longueur est également définie pour des énergies négatives avec le prolongement
analytique ¢k = —q. L’énergie moléculaire F,,, varie linéairement avec le champ ma-
gnétique mais ne s’annule pas a la résonance :

SMAB
ot = 0M (B — Bp) — —MAB_ (2.4.5)
1— € [m
Apg 2

En effet, I’énergie moléculaire correspond a I’énergie de la molécule sans couplage de
Feshbach avec la voie ouverte. La résonance a lieu, quant & elle, lorsque 1’énergie de
I’état propre résultant du couplage entre I’état moléculaire et la voie fermée atteint le
seuil d’apparition du continuum d’énergie du Hamiltonien total (donc avec couplage).

2.5 Contribution de la voie moléculaire dans le produit scalaire

Le mécanisme de Feshbach est inclus dans l’existence d’une voie moléculaire et
dans son couplage avec la voie ouverte. L’énergie moléculaire est reliée aux différentes

longueurs du systeme :
e
Eno = 27@* ‘ E\E . (2.5.1)
K87 (a — apg) (e\/g - abg)

ou a est la longueur de diffusion et ou € est toujours de 'ordre de grandeur du rayon de
van der Waals. Pour un modele o1 ay,; = 0 et au voisinage d’'une résonance de diffusion
(a>e):

21
V2 eR*
Dans le cas d’une résonance large, R* est petite, voire tres petite, devant ¢, et ’énergie
moléculaire est une échelle d’énergie tres grande. Il est alors possible de proposer des
modeles & une voie qui décrivent tres bien la physique de basse énergie par rapport a
I’énergie de van der Waals. Au contraire, pour des résonances étroites, R* est grande
devant €, et I’énergie moléculaire est une échelle d’énergie intermédiaire, qui doit étre
prise en compte dans le modeéle. Ceci peut étre fait soit en utilisant explicitement un

Emol = (2.5.2)
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modele a deux voies, soit en ajoutant la contribution de la voie moléculaire dans un
modele & une voie, par exemple en utilisant un produit scalaire modifié [72].
L’équation de Schrodinger du modele & deux voies est :

(B — H)T*) = Ale) © [¥™) + g[8e) © (5[ T?) (2.5.3)
(B — HiM[W™) = A5 v,

ce qui peut s’écrire sous forme matricielle :

H:+Vy V. o2 ga
0T rd e g [ (2.5.5)
vl =R ) o) )

Comme il a été vu précédemment, le probleme est séparable au sens ou les variables
du centre de masse et celles de la particule relative se découplent. On peut alors écrire
les états propres et leurs énergies associées sous la forme :

U™ o Jae) 5 |U*) = 0N @ |ae) 5 E=E(a) + EY, (2.5.6)

ou les nombres quantiques compris dans «a. correspondent aux nombres quantiques du
centre de masse sans interaction. L’équation (2.5.4) peut étre inversée et on trouve :

- A<(5€ \Ijrel
O™ = |ac) e ) (2.5.7)
E\p _Emol

La présence de ’état moléculaire interdit a deux états propres de la voie ouverte
possédant les mémes nombres quantiques de centre de masse et notés :

) @ Jae) et |27 @ |ac) (2.5.8)

d’énergies relatives EfI,el et E}g’l, d’étre orthogonaux entre eux. En effet, en appliquant
la projection de I’équation de Schrodinger (2.5.3) pour ces deux états, on trouve :
_ A2<56’\I,rel>

_765 . 55‘111“631 56 .
B 10 © ) +9(3 )15 @

(2.5.9)

B!+ (o) — Hp| [0 @ )

B A2<56|<I>rel>

(25" + clae) = HE]19) @ lae) = ™16 @ lawe) + (88 ]3) © o).
d ~— L¥mol

(2.5.10)
En multipliant I’équation (2.5.9) par (®'¢!| et I’équation (2.5.10) par (™|, et en sous-

trayant ces deux équations entre elles, on obtient la relation d’orthogonalité suivante
pour la voie ouverte :

A2
<(I)rel| 1+ — ’5€><(§Z|l ’\Ijrd) =0. (2511)
(E<I> — Emol)(E\I/ - Emol)

Le terme 1 dans cette relation est habituel, il provient de la contribution de la voie
ouverte. Sans couplage avec la voie fermée, i.e. dans la limite A = 0, les deux états
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|Trel) et |®™!) seraient orthogonaux. Ici ce n’est pas le cas, justement & cause de
la contribution de la voie moléculaire, qui est le terme de droite entre les crochets
de I'équation (2.5.11). Cette contribution doit également étre prise en considération
lorsque 'on cherche & normaliser les états propres. En effet, si la fonction d’onde est
normalisée, donc si :

(U2 0?) + (U o™y =1, (2.5.12)

alors, en utilisant I’équation (2.5.7), on trouve que :

A2[6) (6
<\Ijrel’ 1+ | )( | - ‘\I/r61>:1‘ (2513)

(EEI?I - Emol)

Encore une fois, on retrouve la contribution de I’état moléculaire, qui est le terme de
droite entre les crochets.

Limite de portée nulle sans interaction directe. Dans la limite de portée nulle
(e — 0) sans interaction directe (¢ — 0), I'énergie moléculaire diverge [8]. On peut
alors écrire I’équation de Schrodinger pour la particule relative comme :

—21h? Ay

(E‘Ii!el _ gg,rel) ety — T|5€>’ (2.5.14)

ou flg el ot 1a partie du Hamiltonien flg qui agit dans I’espace de la particule relative,
et ou 'on a défini :

_p A
272 Byl

Ay (6w, (2.5.15)
A partir de ’équation (2.5.11), on peut exprimer le produit scalaire entre deux fonctions
d’onde relatives dans cette limite comme :

(@™ wrel) = _4n R* Ay A%, (2.5.16)

On peut alors construire un produit scalaire modifié en soustrayant au produit scalaire
canonique le membre de droite de I’équation (2.5.16) :

(érel‘\prel)o — <<I>re1’\1,rel> + 47TR*A\IIA*7 (2.5.17)

qui permet de rendre les fonctions d’onde relatives de la voie ouverte orthogonales
entre elles et de prendre implicitement en compte la présence de la voie moléculaire
[72, 73]. On voit alors que pour une résonance étroite, le produit scalaire modifié n’est
pas réduit au produit scalaire canonique et que pour cette problématique, le role de la
voie fermée est primordial.



Chapitre 3

Collisions dans un guide d’onde

Dans ce chapitre, nous étudions la collision de deux particules interagissant via le
modeéle a deux voies et confinées dans un guide d’onde uni- ou bidimensionnel. Cette
étude permet, en considérant des confinements intenses, de proposer des modeéles d’in-
teractions uni- ou bidimensionnels déduit du modele a deux voies. En particulier, nous
mettons en lumiére un régime unidimensionnel ou la portée effective unidimensionnelle
joue un role prédominant.

3.1 Modéles purement uni- et bidimensionnels

Fonctions d’onde. Tout comme lors d’une interaction dans ’espace tridimensionnel,
la fonction d’onde d’une particule relative apres une collision uni- ou bidimensionnelle
posséde asymptotiquement une forme bien déterminée, due a 'unitarité du processus
d’interaction (cf les références [42] pour le 1D, [46] §123 et §132 pour le 2D). Lorsque
I'on se limite & une diffusion en onde s' pour un potentiel d’interaction de courte
portée, on trouve :

2D ~  expli 2D (1) T 72(1) . 2Dy 1
VIR S, ke R S (ko) TR = ey ey
(3.1.1)

1D ~ . 1D i ) 1D __—1
V) & ek + SRR expliklz])s SR = oy (312)

Dans ces formules, p (resp. z) représente le vecteur position de la particule relative dans
le plan (resp. dans l’espace unidimensionnel) et H(()l) est la fonction de Hankel d’ordre
zéro. Les longueurs lip et lop représentent la portée caractéristique de l'interaction
uni- ou bidimensionnelle 2. A partir des amplitudes de diffusion, on peut définir deux
longueurs de diffusion, notées asp et a1p. La longueur de diffusion bidimensionnelle asp
est toujours positive et pour une diffusion unidimensionnelle, la longueur de diffusion

1. Dans I’espace unidimensionnel, on parle plutot de secteur pair qui est I’équivalent de ’onde s.

2. Ces longueurs n’ont vraiment de sens physique que si le systéme uni- ou bidimensionnel est
déduit d’un modele tridimensionnel fortement confiné. Dans le cas d’un guide d’onde harmonique, ces
longueurs sont de 'ordre de a .

17
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est :
alp — ng(O). (3.1.3)
Tout comme pour une collision tridimensionnelle, la diffusion en dimension réduite est
appelée résonante lorsque la section efficace du processus de diffusion — c’est-a-dire le
module au carré de Pamplitude de diffusion — est maximale. Ceci a lieu lorsque :
2e7

a2D

(agD >lop et ko~ ) (2D) ; (aip — 0) (1D). (3.1.4)

Les déphasages. Lors d’'une collision binaire, loin du coeur de l'interaction, I’équa-
tion de Schrodinger de la particule relative s’écrit :

£ 2
%rw = EJy). (3.1.5)

Les états de diffusion sont la somme d’une onde incidente et d’une onde diffusée. Dans
les trois dimensions considérées ici, ’'onde incidente est :

ekt (3D) ; kP (2D) ; €% (1D). (3.1.6)

En représentation de configuration, les fonctions d’onde des états de diffusion en onde s
peuvent s’écrire a longue distance dans les trois dimensions sous la forme [cf les réfé-
rences [46] § 123 (3D et 2D) et [42] (1D)] :

(i8(E)

sin [kr + 0(E)] (3D)

~d 2 ism) il
(G TI'kpe sin [kp—i— I(E)+ 4} (2D) (3.1.7)

¢9(E) gin [k\z| +6(E)+ ﬂ (1D).

Dans la forme des fonctions d’onde asymptotiques (3.1.7), I'information sur le potentiel
d’interaction est contenue dans les déphasages en onde s notés §(F) et qui dépendent
de I’énergie (et donc du vecteur d’onde) du processus de diffusion. Pour une diffusion
unidimensionnelle, la définition du déphasage pour le secteur pair de 1’équation (3.1.7)
différe par un déphasage de /2 par rapport a celle de la référence [16].

Modéele de Wigner-Bethe-Peierls. Le modéle de Wigner-Bethe-Peierls est défini
par le cas ou le dénominateur des amplitudes de diffusion des équations (3.1.1) et
(3.1.2) ne dépend que de la longueur de diffusion :

gp(k*)=0 (2D) ; gip(k*)=aip (1D). (3.1.8)

La dénomination « Wigner-Bethe-Peierls » s’applique habituellement plutét a un sys-
teme tridimensionnel. Par analogie, nous utilisons ici cette dénomination également
pour des systémes uni- et bidimensionnel. Pour un systéme unidimensionnel, nous par-
lerons également de modele de Lieb-Liniger ® en référence a la solution du probléme &

3. On parle aussi parfois de modele de Lieb-Liniger-McGuire, car ce dernier a étudié le cas ou
aip >0 [74]
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N bosons pour une longueur de diffusion négative (a;p < 0) et du probléeme & deux
corps pour une longueur de diffusion positive [20] .

Modeéle de portée effective. Lorsque 'on développe les fonctions gop et gip a
I’ordre suivant, on définit le modele de portée effective qui prend en compte la longueur
de diffusion, mais aussi la portée effective que ’on note Rop et Rip :

ggD(kz) = —RQDGQD (2D) N ng<k'2) = aip — R%Dkz (ID). (3.1.9)

Dimeére du modéle de Wigner-Bethe-Peierls. Le modeéle de Wigner-Bethe-
Peierls prédit ’existence d’un état 1ié si la longueur de diffusion asp ou aip est positive
avec ’énergie :
—2h%e™2Y —h?
—— (2D) ; —— (1D). 3.1.10
o (D) ¢ g (D) (3.1.10)
Dimeére du modéle de portée effective. Dans le cas ou la portée effective (Rap
ou Rjp) est positive, le modele de portée effective prédit 1’existence d’un unique dimere
d’énergie :
—h2K?
2p
ou k est I'unique solution positive de ’équation :

: (3.1.11)

2
In (IWZQDe ) +appRepk® =0 (2D) ; 1—aipk—Rips® =0 (1D). (3.1.12)

3.2 Limite des modeéles purement unidimensionnels

3.2.1 Quelques expériences en dimension réduite

Les gaz d’atomes froids sont des systéemes tridimensionnels. Pour atteindre des
régimes dégénérés en dimensions réduites, il est donc nécessaire d’utiliser un piege
fortement anisotrope. Il existe de nombreuses méthodes différentes pour réaliser de
tels confinements et plusieurs groupes travaillent sur ces problématiques a travers le
monde. Nous présentons ici quelques expériences importantes pour les gaz d’atomes
froids en dimensions réduites et nous donnons en particulier quelques caractéristiques
sur les confinements utilisés pour atteindre ces régimes.

L’équipe de Tilman Esslinger a PETH Ziirich s’est intéressé depuis les années 2000
aux gaz d’atomes froids en dimension réduite [75, 76]. Dans ces deux expériences, un
condensat de Bose-Einstein de rubidium d’environ 5 x 10° atomes est tout d’abord
créé puis est ensuite réparti adiabatiquement dans environ 3000 guides d’onde uni-
dimensionnels indépendants. Ces guides d’onde sont obtenus & partir de deux lasers
perpendiculaires qui se réfléchissent dans des miroirs afin d’étre en régime station-
naires (voir la figure 3.1). Dans cette configuration, la pulsation transverse de chaque
guide d’onde est de w|; = 27 x 18.5kHz pour une pulsation longitudinale de 'ordre
de 27 x 100Hz. Cette méthode populaire a également été utilisée par exemple dans la

4. Ce qui est toujours le cas pour aszp.
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Lattice Beams

Fig. 3.1 Schéma tiré de la référence [75] représentant un ensemble d’environ 3000
guides d’onde engendrés par deux lasers stationnaires.

premiére réalisation d’un gaz de Tonks-Girardeau [11] ou pour étudier les excitations
d’un gaz unidimensionnel bosonique [77, 78, 79]. Dans toutes ces expériences, les ca-
ractéristiques des guides d’onde sont proches de celles des expériences de 'ETH. Par
exemple & Innsbruck [79], 1,1 x 10° atomes de césium sont répartis dans environ 4000
guides d’onde de pulsations transverses w; = 27 x 14,5kHz.

Les recherches de I'équipe de Jean Dalibard au Laboratoire Kastler Brossel, qui
concernent notamment les condensat de Bose-Einstein 2D [80], ont permis d’observer la
transition Berezinskii-Kosterlitz-Thouless dans un gaz d’atomes froids [81]. Récemment
Iéquation d’état d’un gaz de Bose 2D a pu étre étudiée dans ces expériences [82].

Le piege a ondes évanescentes a permis de réaliser le premier condensat de Bose-
Einstein bidimensionnel & Innsbruck [83, 84, 85]. Il a aussi été utilisé par le groupe
de Vincent Lorent dans les expériences du Laboratoire de Physique des Lasers [86].
Ce piégeage est composé d'un prisme diélectrique de fort indice optique (n = 1,86)
sur lequel se refletent deux lasers désaccordés par rapport & la résonance atomique ®.
Le laser noté bleu (resp. rouge) posseéde une fréquence supérieure (resp.inférieure) a
celle de la résonance. La réflexion de ces lasers au niveau du prisme créent des ondes
évanescentes (cf figure 3.2) dans lesquelles sont piégés les atomes de rubidium. L’angle
d’incidence de chacun de ces deux faisceaux est choisie de fagon a ce que la zone éclairée
par le laser « bleu » soit plus grande que son homologue « rouge » afin que les atomes
soient confinés dans un espace restreint. Les ondes évanescentes ayant une décroissance
exponentielle, le confinement dans I'axe z est beaucoup plus intense que dans le plan
parallele au prisme, ce qui permet de s’approcher d’'un régime bidimensionnel. En
plus de ce potentiel dipolaire, les atomes ressentent également une interaction avec
la paroi proche du prisme, ainsi que l'effet de la gravité. Le potentiel de confinement
résultant possede alors une forme complexe. Cependant, pour avoir un ordre d’idée,
au voisinage de son minimum, ’approximation harmonique donne pour le piege les
pulsations w, = 27 x 45Hz, w, = 27 x 60Hz, w, = 27 x 24KHz, ce qui confirme la tres

5. Ce dispositif peut également servir de miroir & atomes [87] s’il n’existe que l'onde évanescente
« bleue ».
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"T rouge

™

Fig. 3.2 Schéma du piége a ondes évanescentes tiré de la référence [86]. Au niveau
de la réflexion sur le prisme de grand indice optique, un laser bleu et un laser rouge
créent une onde évanescente qui crée un potentiel trés confinent dans la direction z.

grande anisotropie de ce piege.

Dans toutes ces expériences, la fréquence transverse du piege est beaucoup plus
grande que la fréquence longitudinale. Ces piéges tres anisotropes peuvent donc étre
considérés comme des guides d’onde. De plus, ils vérifient la condition kT < fuw, : le
gaz est donc dans un régime de dimension réduite. Enfin, le piege peut étre approximé
par un guide d’onde harmonique si la forme du potentiel créé par le piege est proche de
celle d’un oscillateur harmonique pour des échelles d’énergie de I'ordre de quelques Aw .

3.2.2 Longueurs de diffusion dans un guide d’onde

Pour s’approcher de systémes de dimension réduite, il faut confiner, griace a un
guide d’onde, un gaz tridimensionnel selon une ou deux directions, ce qui donne soit
une crépe, soit un cigare. Si le confinement est suffisamment intense et la température
suffisamment basse, le gaz peut se comporter comme un gaz bidimensionnel ou uni-
dimensionnel. Quantitativement, cette approximation est valide si les particules qui
composent le gaz ne peuplent que 1’état fondamental du guide d’onde lorsqu’elles sont
éloignées les unes des autres. Cependant, lors de la collision entre deux atomes, celles-ci
peuvent peupler des états excités du guide d’onde (voir schéma de la Fig. 3.3).

Fig. 3.3 Schéma représentant deux atomes confinés dans un guide d’onde unidimen-
sionnel, mais dont la collision permet de peupler a courte distance les différents niveaux
du guide d’onde.
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Il est important de relier les parameétres de l'interaction tridimensionnelle avec ceux
de la collision en dimension réduite. Les travaux pionniers — et toujours d’actualité —
de ces réductions dimensionnelles ont été menés par Olshanii pour le 1D [16], Petrov
et al pour le 2D [18, 19], dans le cadre d’un guide d’onde harmonique de pulsation
w, . En utilisant le modeéle de Wigner-Bethe-Peierls tridimensionnel, on montre que
les longueurs de diffusion en dimensions réduites asp et a;p sont reliés, de facon non
triviale, a la longueur de diffusion tridimensionnelle a et a la longueur caractéristique

du guide d’onde G/J_Zq/m%fJ_:
a 1
— =11 3.2.1
Rd €| BRCERY

C° =y aivm\ g = L
2 2. ) 1D

Dans 1’équation (3.2.1) CgD est une constante %, v est la constante d’Euler et ¢ est la

fonction de Riemann :

2
1
C3P~136 ; v~057 ; ¢ (2> ~ —1.46. (3.2.2)

asp = a| €xp (

On remarque que asp est bien positive alors que a1p peut étre aussi bien positive que
négative. Il est possible d’obtenir des régimes résonants en jouant non seulement sur la
longueur de diffusion tridimensionnelle, mais aussi sur le confinement. On parle alors
dans ce cas de résonance induite par le confinement.

Cependant, ces expressions (3.2.1) sont obtenues & partir d’'un modele tridimen-
sionnel qui ne prend en compte ni les effets hors de la résonance, ni la portée finie
de linteraction, ni lexistence du mécanisme de Feshbach. On s’attend donc a ce que
les modeles de Wigner-Bethe-Peierls de dimensions réduites qui en découlent ne soient
applicables que pour des gammes de parameétres restreintes.

Nous avons donc décidé de construire, a partir du modele tridimensionnel réaliste
qu’est le modele & deux voies, deux modeles uni- ou bidimensionnels : les modeles de
Wigner-Bethe-Peierls (2D et 1D) et les modeles de portée effective (2D et 1D). Le
but est ici de tester les plages de parametres ou ces modeles donnent des résultats
quantitatifs, 7.e. des résultats suffisamment proches de ceux prédits par le modele a
deux voies pour deux atomes confinés dans un guide d’onde.

3.3 Guide d’onde

Choix du guide d’onde harmonique. Le potentiel de confinement harmonique
est trés souvent utilisé dans les travaux théoriques car il est une bonne approximation
des potentiels utilisés dans les expériences. C’est pour cette raison que nous ’'utilisons
ici. D’un point de vue technique, ce potentiel est séparable ce qui est un point clef
dans nos calculs. Nous donnons dans la suite de ce paragraphe quelques définitions et
caractéristiques connues pour ce type de confinement qui seront utiles pour la suite.

3.3.1 Potentiel harmonique

En plus de modéliser les interactions avec le modele a deux voies, nous considérons
que les atomes, éventuellement de masses différentes mq et ms, ainsi que les molécules

6. Une expression analytique de la constante C2° peut se trouver dans larticle [39].
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sont confinés dans un pieége harmonique de pulsation w; identique pour toutes les
particules selon une ou deux directions” (voir Fig. 3.4).

V(x)/hwy

Viz,y)/hwy

d o
‘ -1 y . =
_05 g a -05 0 c 05

a
ylay 1 7 z/ay y/ay L a/ay

Fig. 3.4 Potentiel de piégeage harmonique engendrant un guide d’onde 2D & gauche
et 1D a droite. Les axes x et y sont des axes dans le plan transverse au guide d’onde;
laxe z correspond a l'intensité du piége.

On définit alors la longueur caractéristique pour un guide d’onde harmonique uni-
ou bidimensionnel de pulsation w; :

a; = i (3.3.1)
Hw |

Voie ouverte. Avec ce confinement, dans le Hamiltonien a deux voies I:Itot défini
par I’équation (2.3.1), le terme H§ devient :

1 2 A2

A 2 2 . . §miwl T; guide d’onde 2D
Hg = Z 27; + ‘/tzrap(f‘i) ) ‘/tlrap = 1
i=1 7" §miwi(sﬁi2 +4:%) guide d’onde 1D,

(3.3.2)
ou 'impulsion et la position de l'atome i sont notées p; et t; = (£;,9;,%;). Les deux
atomes sont alors confinés dans un guide d’onde uni- ou bidimensionnel (voir Fig. 3.5).

Séparabilité. Le potentiel harmonique est séparable®. On peut donc écrire le Ha-
miltonien Hy de I'équation (3.3.2) dans le cas du guide d’onde harmonique comme la
somme de deux Hamiltoniens, I'un n’agissant que sur les variables de centre de masse

7. Le fait de supposer que des atomes différents ressentent la méme fréquence de piégeage est une
hypothese théorique difficilement vérifiable expérimentalement. De méme, il n’est pas experimentale-
ment garanti que les atomes et les molecules de la voie fermée aient la meme pulsation d’oscillation
du guide d’onde [68].

8. La séparabilité n’a lieu que si les deux atomes ressentent la méme fréquence de piégeage, et reste
vraie méme s’ils ont des masses différentes.
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Fig. 3.5 Représentation schématique de deux atomes dans un guide d’onde 2D a
gauche et 1D a droite.

et I'autre uniquement sur les variables relatives. Pour un guide d’onde bidimensionnel
dont le piégeage est selon I'axe x, on obtient :
N p2

1 R
Hy = — + -Mwi X*+

A YR
0=517 13 — + - pwi e, (3.3.3)

2u 2
et le cas d’'un guide d’onde unidimensionnel est similaire. Dans 1’équation (3.3.3), la

position du centre de masse des deux atomes R = (X’ ,)A/,Z) et de leur particule

relative & = (£,9,2) ainsi que l'impulsion de leur centre de masse P et celle de la
particule relative p sont :
MR = mit] + maly r=1r]—1y (334)

]-3 = P1 + P2 Mp = map1 — m1Pa2, (3.3.5)

ou l'on définit la masse totale M et la masse réduite du systéme p :

1 1 1
M=mi+me ; —=—+—. (3.3.6)
u mip M2

Voie fermée. La molécule de masse M dans la voie fermée ressent également la
méme fréquence du piege harmonique [68]. En appelant son impulsion py, et sa position
m = (Zm,0m.%m), le terme H{* s’écrit :

1

. P A 3 guide d’onde 2D

Hy' = 2% + Vi, (Pm) 5 Vigap = 1 (3.3.7)
iMwi(ﬁ:?n +92) guide d’onde 1D,

3.3.2 Etats propres
Les états propres pour une particule relative de masse p sans interaction dans un

tel guide d’onde sont bien connues quelle que soit la dimensionnalité du guide d’onde.

Guide d’onde 2D. Dans un guide d’onde bidimensionnel, les états propres sont les
états {|k,n)}, o k est un vecteur d’onde bidimensionnel dans le plan ou les atomes
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sont libres et n € N numérote les états du guide d’onde harmonique transverse. Pour
une particule relative, le ket |n) est alors défini par

2
| en(-2)
74 \/a 2™n!

ou H,, est le polynéme de Hermite d’ordre n. Les énergies propres associées sont :

on(x) = (x|n) = Hy,(x/a,), (3.3.8)

R2 k2 1
& lcn) = T+ hos <n + 2) . (3.3.9)

Guide d’onde 1D. Dans ce manuscrit nous utiliserons deux bases différentes d’états
propres pour une particule relative confinée dans un guide d’onde unidimensionnel.
La premiere est similaire a celle du guide d’onde bidimensionnel. Il s’agit des états
{|k,nzny)} ot les kets |ng) et |n,) sont définis par I’équation (3.3.8) dans chacune des
directions x et y. Elle sera principalement utilisée au chapitre 5.

Cependant, l'interaction du modele a deux voies agit dans le secteur s. Pour des
raisons de symétrie, nous utiliserons dans le chapitre 3 la base des états {|k,n,m)} ou
k est le vecteur d’onde unidimensionnel dans la direction ou la particule est libre et
ou m est le moment cinétique dans le plan transverse. Dans ’espace des configuration,
ces états sont définis pour une particule relative par :

mad (n + |m|)! T2 I im0 _—L(r 1 Jar)? 1 (ml) (.2 /2
(ri|nm)=|——-—"—> — e 2\ LU (] Ja ). (3.3.10)

n! a| "

Dans 1’équation (3.3.10), L est le polynéme de Laguerre généralisé, r| = (r,0)
sont les coordonnées polaires dans le plan de 'oscillateur harmonique et les nombres
quantiques n et m peuvent prendre des valeurs indépendantes. Les énergies propres
associées sont :

h2k?
Er(knym) = T—Fﬁwl@n—i-\m]—i-l) ; neNetmeZ. (3.3.11)
I

3.3.3 Régime monomode

Si Iénergie relative E' de deux atomes qui se collisionnent dans un guide d’onde
est suffisamment faible, alors seule 1’état de plus basse énergie sera occupé asympo-
totiquement — les états excités du guide d’onde n’étant peuplés que virtuellement au
voisinage de la collision. On parle alors de régime monomode. L’interaction du modele
a deux voies ne pouvant coupler que des états ou n est pair (guide d’onde 2D) ou
m = 0 (guide d’onde 1D), ce régime a lieu lorsque :

hw hw
TL <EL 5TL (guide d’onde 2D), (3.3.12)

hwy < E <3hw, (guide d’onde 1D). (3.3.13)

Dans ce cas, on peut considérer que ce systéeme atomique est uni- ou bidimensionnel.



26 CHAPITRE 3. COLLISIONS DANS UN GUIDE D’ONDE

3.4 Matrice de transition dans un guide d’onde

Généralités. Dans la premieére partie de article [39], nous caractérisons les pro-
priétés collisionnelles de deux atomes dans un guide d’onde en étudiant l'opérateur de
transition du modele a deux voies ainsi que les états de diffusion. Si on considére un
processus de diffusion ou I'onde incidente relative est caractérisée par un ensemble de

0

nombres quantiques «,, I’état de diffusion associé aura la forme suivante :

10y = [00) + GEN(Bret + 07) T (Brar + i07)]a2), (3.4.1)

qui sert de définition & Popérateur de transition 7'2. Dans I'équation (3.4.1), la résol-
vante de la partie relative Gi'(\) dépend du potentiel extérieur qui agit sur la particule

relative ﬂgglp (i.e. du guide d’onde s’il y en a un) et est définie par :

P B
GFU(\) = ()\ ~ o m;§p> : (3.4.2)

Avec ces définitions, 'opérateur de transition du modele & deux voies s’écrit de facon
générale :

PO = el |
(94 522) " — (G 6)

(3.4.3)

(rrel

— ) A
trap — 0), on retrouve 'opérateur de

Dans le cas ou il n’y a pas de guide d’onde (
transition des références [65, 66] ou il est étudié en détail.

3.4.1 Guide d’onde bidimensionnel

La diffusion du modele & deux voies considéré ici n’ayant lieu que dans le secteur s,
l'opérateur de transition de ce modele ne couple que des états pairs du guide d’onde
noté n = 2p. Les éléments de la matrice de transition entre deux états d’énergie F
sont :

/ 2 12\ 2
9 / 1-7 p+p (k —Z )e 647]p
(K 2p/|T(E +i07) |k, 2p) = 2m fap (O)¢2g(0) f(f*") — , (3.4.4)
i 1oo(O)F EUEIRLET 4 g (0, i0Y)

ou l'énergie réduite 7 et le parametre adimensionnée 7 sont définis par :

62

:72'
2a7

— E 1 .
C 2hw, 4 ’

, (3.4.5)

n

La fonction Ja(n,7) contient toute la particularité du guide d’onde bidimensionnel et ses
propriétés sont étudiées en détails dans I'article [39]. En particulier, pour des processus
de basse énergie (|7| < 1), elle posséde une divergence logarithmique caractéristique

9. Une définition plus précise permet de définir 'opérateur de transition dans tout le plan complexe.
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des systéemes bidimensionnels. Sous sa forme intégrale et pour des énergies réduites
négatives (7 < 0), elle est définie par

00 7(u+4n) 4anTt
Jo(n,T) = / du < _ Lt menn (3.4.6)
0o u+t4n —u (1-7)? V1
1—e (m)

Son expression pour des énergies réduites positives s’obtient alors par prolongement
analytique. Si on considere la limite de portée nulle, on trouve :

[e.o] du eTu
Jo(0,7) =P _——
(0m) =Py [
ol Py signifie la partie finie de Hadamard [88, 47].

(3.4.7)

3.4.2 Guide d’onde unidimensionnel

Pour les mémes raisons de symétrie, 'opérateur de transition ne couple que des
états de moments cinétiques nuls lors d’une interaction dans un guide d’onde unidi-
mensionnel. En considérant deux états |k,n,m = 0) et |k ,n’;m’ = 0) de méme énergie
E, ses éléments de matrice sont :

1—p n'+n  (k2—k'?)e2 nn
. 2mh? <1+?7) v
(K',n/,0|T(E +i0")|k,n,0) = — . (3.4.8)
py/ma Sl 4 g (.0 +i0F)

Dans le cadre d’un guide d’onde unidimensionnel, I’énergie réduite dans 1’équation (3.4.8)

est :
E 1

T 2w, 2
et le parametre 7 est toujours donné par (3.4.5). La fonction Ji(n,7) est caractéristique

de l'interaction dans un guide d’onde unidimensionnel. En particulier, pour des énergies
réduites faibles (|7| < 1), elle possede une divergence en |/ spécifique aux systemes

T

(3.4.9)

unidimensionnels. Pour des énergies réduites négatives, son expression est :

0o du eT(ut4n) (1 + 7])264717
Ji(n,7) = / - . 3.4.10
1(77 ) 0 /u_|-4771_6_u <%)2 \/ﬁ ( )
n

Dans la limite de portée nulle, cette fonction tend vers la fonction zeta de Hurwitz [16,
17) -

J1(0,7) = Vmlu (; —T> : (3.4.11)

3.5 Déphasages dans un guide d’onde

Nous avons déja vu la notion de déphasages de diffusion dans un espace strictement
uni ou bi-dimensionnel. Dans cette partie, nous étendons cette notion dans un guide
d’onde lorsque les états transverses peuvent étre peuplés asymptotiquement apres la
diffusion.
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3.5.1 Difficultés pour définir les déphasages

Si avant la collision, la particule relative se trouve dans un état bien défini de
Poscillateur harmonique d’énergie E [voir les équations (3.3.8) et (3.3.10)] :

|ko,no = 2pg) (guide d’onde 2D) ; |ko,no,mo =0) (guide d’onde 1D), (3.5.1)

cela n’est en général plus le cas apres la collision. Pour un état incident donné par
Péquation (3.5.1), tous les états sortants accessibles énergétiquement et compatibles
avec une diffusion en onde s sont peuplés !°. Leur nombre est donné par |7] qui est
la partie entiere de ’énergie réduite 7 définie dans les équations (3.4.5) et (3.4.9).
La fonction d’onde diffusée |¥,.) prend asymptotiquement la forme suivante dans un
guide d’onde bidimensionnel [39] :

Zkoﬁ_ I LTJ ei(q;nﬂ"rz)

(px|WR2P0) o, (Zl2p0)e ﬁpzoW(m\zpﬂqpép,zp!T(E+zo+)\ko,2po>,
(3.5.2)
et dans un guide d’onde unidimensionnel :
L elanlz] .
<z,rl|\lff§1’n°’0> = (ry|no,0) Zkoz Z (r 1 |n,0)(qn,n,0|T(E+i0")|kg, ng,0).

Z>>€,a —
(3.5.3)
Dans les équations (3.5.2) et (3.5.3), les éléments des matrices de transition sont définis
par I’équation (3.4.4) pour un guide d’onde bidimensionnel et par (3.4.8) pour un guide

d’onde unidimensionnel et la conservation de I’énergie implique que :

h? 1
E = 2Zp + hw (Qp + 2) (guide d’onde 2D) (3.5.4)
W .
E = 5 +hwy (2n+1) (guide d’onde 1D). (3.5.5)
©

Lors d’un processus de diffusion, dans chacun des niveaux de 'oscillateur harmonique,
chaque nombre d’onde sera différent et il n’y a pas d’unitarité dans chaque mode trans-
verse du guide d’onde. Il n’est donc pas possible de définir des déphasages entre une
onde incidente et une onde diffusée de cette maniere. Ceci est représenté schématique-
ment par la Fig. 3.6.

3.5.2 Définition des déphasages

On peut cependant définir des déphasages en considérant une onde incidente non
plus comme une onde dans un unique état de 1’oscillateur harmonique transverse, mais
comme une combinaison d’ondes dans les différents niveaux accessibles dans le secteur s

10. Si I’énergie de 'onde incidente est trop faible pour ne pas pouvoir peupler d’autres niveaux
d’énergie du guide d’onde, i.e. si |7] = 0, on parle de régime monomode ; ce n’est pas le cas considéré
ici.
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Fig. 3.6 Représentation schématique du peuplement de plusieurs états du guide
d’onde apres une collision.

notée |Wg) :
L7 )
(p,x|¥E) = / Zozp p,x \Il?gle”’ P} (guide d’onde 2D) (3.5.6)
p>ay
LTJ
(2,0, |Vp) = Z Z an(£z, 11 | W™ (guide d’onde 1D). (3.5.7)

Z>a, 2
Nous allons définir les déphasages en cherchant une combinaison linéaire de ces états
telle que le nombre d’occupation dans chaque mode transverse soit conservé apres la

collision et telle que les déphasages soient les mémes pour tous les niveaux du guide
d’onde. Pour cela, on projette les ket | ) sur chacun des niveaux du guide d’onde !!

/ dz(2pla) (palUn) / P (n,0r ) (2,1 |Vp). (3.5.8)

Dans la limite de grandes distances (p > 1/gp,a; ou z > 1/qn,a.), ces projections
deviennent :

2 . ( n 7T) Hnoe (Qpp+ ) § < 5 9 ‘T(E—i- O+)’ 5.9 />
Q sin{gp+ - | — 5 ——— oy (qpép,2p ) Gy €2, 2D
p ﬂ_qpp p 4 h2 /27TQpp = P p=p p'
(3.5.9)

L7
@ (@n,n,0|T(E +i0™)|gnr, n',0).  (3.5.10)

n’'=0

Z/J’ eiinzl
"2 g

Q€08 (qnz) —

En choisissant les coefficients & un facteur de normalisation K € C pres tels que :

1-—n _g2e2 1-—n n emdne’/4
- K ape”/4 : - K 5.11
o (Hn) bop(0)e % . o (Hn) ranCERT)

on montre que pour chaque niveau du guide d’onde, la fonction d’onde possede asymp-
totiquement la forme attendue lors d’une collision en dimension strictement 1 ou 2

11. A partir de maintenant et jusqu’a la fin de ce paragraphe, les équations concernant le guide
d’onde 1D seront disposées & droite ou en dessous de celles concernant le guide d’onde 2D.
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[voir I’équation (3.1.7)] :

o \/§ei5(E) ™
dx(2plx){p,x|¥ = psin[ +46(F +}, 3.5.12
[ asenia)oatve) | = O ()4 G| @512
[Erimornerilee = s [l +0E) 4 5] (3513
z2>1/qn,a1 2

Le point clef de cette écriture est que le déphasage 0(E) ne dépend que de ’énergie
totale E. Il est donc le méme pour chaque niveau du guide d’onde intervenant dans
l'onde incidente des équations (3.5.6) et (3.5.7), et est défini par :

S[(IGE (B +i0)150)]

tan [§(E)] = " _
R|(g+ =) - GIGEE + 006

(3.5.14)

La forme de la définition du déphasage (3.5.14) est la méme quelle que soit la dimension
du guide d’onde. Cependant, ce n’est le cas ni de la matrice de transition 7', ni de la
résolvante G, qui sont différentes si le guide d’onde est bidimensionnel (3.4.4) ou
unidimensionnel (3.4.8).

NgIteee e
NieL Lot
AN NN 0 o €N\ AN
PR
""‘dt-‘b'::‘
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:..u“.:.:g
of‘“-"}\
MWW\ €WWW .- " - oW MWW\
‘a' ".‘.\

Fig. 3.7 Représentation schématique d’une superposition d’ondes dans différents états
de loscillateur harmonique qui se conserve aprés une collision.

La figure 3.7 illustre une telle superposition d’onde dans différents niveaux du guide
d’onde qui se conserve globalement apres collision (malgré des réarrangements qui se
compensent), ce qui permet de définir les déphasages.

3.6 Parametres de la diffusion monomode dans un guide d’onde

3.6.1 Lien avec les parameétres 3D

Lorsque la collision a lieu dans le régime monomode, on peut relier les parametres du
modele a deux voies dans un guide d’onde et ceux des modeles équivalents de Wigner-
Bethe-Peierls et de portée effective pour un systéme strictement en dimension 1 ou 2.
Nous avons ainsi trouvé pour un guide d’onde bi- et unidimensionnel les longueurs de
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diffusion suivante :

_ Ce°(n) —v  Vr(l+n)are™
asp = a | exp [ 5 — Sau (e /2) (3.6.1)
_ TG div(] 4 p)2  @ID

Dans la limite de portée nulle ¢ — 0 et de résonance large R* — 0, ces longueurs
de diffusion convergent vers les résultats obtenus dans les références [16, 18, 19] [voir
I'équation (3.2.1)]. Ces formules généralisent donc ces expressions en prennant en plus
en compte les effets hors résonance avec la longueur apg, la taille du potentiel d’in-
teraction grace a e et la largeur de la résonance via le paramétre R* (présent dans la
fonction aeg). Les portées effectives sont quant a elles données par :

a? Ta)(l+ [ e2e N at a/ape — 1 2
Rop = C%D (’I’]) 3 1 + i J_( 77) + LQ / :131%,
asp  G9D 2 200 (hw /2) R*abg a/a2 -1
] (3.6.3)
a’ a?(1+n)? [ e2e—2n at a/ape — 1 2
Rup?® = 1P () 2L 4 1(1+mn) T / b
8y/m 2 20 (hw,) 4R g a/a™ —1
) (3.6.4)

Dans ces quatre équations (3.6.1)(3.6.2)(3.6.3) et (3.6.4), les quatre constantes C}D(n)
qui ne dépendent que de 7, ainsi que les deux longueurs a?i" et la longueur a™C
sont définis dans l'article [39]. Ces trois longueurs ne dépendent que des parameétres

(ang,a 1 ,R*€) et sont définis telles que :

TG\ _

(3.6.5)
Les dénominations des exposants font référence soit & une divergence des longueurs de
diffusion, soit au régime de Tonks-Girardeau. On voit ici que les portées effectives des
équations (3.6.3) et (3.6.4) dépendent de fagon trés complexe des différents parametres
de la diffusion. En particulier, la portée effective en dimension réduite peut étre tres
grande devant a | méme pour une résonance tridimensionnelle large.

aQD(a:agiV>:0ou + o0 a1D<a:a‘1hV)::l:oo : alD(a:a

3.6.2 Condition de contact uni- et bidimensionnelle

Nous donnons également, dans larticle [39], les conditions de contact vérifiées par
une fonction d’onde a deux corps strictement en dimension réduite pour un modele de
portée effective, c’est-a-dire I’équivalent de (1.4.4) dans un espace purement bidimen-
sionnel :

_h?
Vp#0 ﬂApQﬁQD(P) = Ey(p)

avec : lim [1 —In (p) pd, + asp Rappd, A, | (pTI2P[4?P) = 0,
p—0 a2D

(3.6.6)
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ainsi que dans un systéme purement unidimensionnel :

52
Vz#0 iAz¢1D(z) = EY(2)
2 (3.6.7)
avec : lim (1 + a1p0; + R1D38§’) (z|TIP|w) =0,
z—0t

ou les projecteurs sur I'onde s ou sur le secteur pair sont définis par :

A do - 1
(pIMEP[?) = [ 0™ (p) 5 (AP ') =2

5 0P+ (2)] (368)

La condition de contact unidimensionnel (3.6.7) est d’une importance capitale dans le
chapitre 4.

3.7 Energie des dimeéres

Dans Particle [39], nous nous sommes particulierement intéressé a l'existence et
a 'énergie de liaison des dimeéres'?. En effet, nous utilisons leurs énergies comme
indicateur permettant de comparer le modele a deux voies en régime monomode, les
modeles de Wigner-Bethe-Peierls et les modeles de portées effectives.

3.7.1 Dimeéres du modeéle a deux voies tridimensionnel

Dans le cadre du modele a deux voies sans guide d’onde, il existe deux types de
dimeres [66].

e Le dimere d’interaction directe n’existe que pour des valeurs de longueur de
diffusion hors résonance suffisamment grande (aps > 6\/§) Il ne dépend pas
du champ magnétique et sa fonction d’onde appartient principalement a la voie
ouverte.

e Le dimere de Feshbach n’existe que pour des valeurs négatives du désaccord du
champ magnétique [0 M (B — By) < 0]. Son existence est due au couplage entre
les deux voies.

3.7.2 Dimeéres du modeéle a deux voies dans un guide d’onde harmonique

Ces définitions peuvent étre étendues lorsque les atomes sont piégés dans un guide
d’onde harmonique de dimension D. Cependant, dans ce cas, un état lié est un état
d’énergie inférieur a % 13 en raison de ’énergie du point zéro du guide d’onde har-
monique. Ceci permet d’étendre (ou de réduire) la plage de champ magnétique ou les
dimeres existent. Lorsqu’un dimeére existe dans un guide d’onde alors qu’il n’existerait
pas en son absence, on parle de dimere induit par le confinement.

On peut alors classer les résonances en quatre catégories selon la valeur de leur
longueur de diffusion hors résonance ayg — contrairement au cas sans guide d’onde ot
il n’y en a que deux. La plage de champ magnétique pour laquelle existe un dimere

12. Les dimeéres sont des états liés a deux corps dans la voie ouverte qui different des molécules qui
appartiennent a la voie fermée.
hw |

13. En effet dans les cas particuliers ou D =1 ou 2, (3 — D)=+ = =5
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—Da? —Da?
(1) Qpg < T h) T < Qhg <0
MAB 4+ 1l SMABR 4 1
(l} OMABH == SM(B - By) oM. | Y {I) §M(B — By)
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Fig. 3.8 Nombres et natures des diméres prédits par le modéle a deux voies dans un
guide d’onde de dimension D en fonction de la longueur de diffusion hors résonance
ang et du désaccord a la résonance. Un dimere de Feshbach (resp. d’interaction directe)
qui existerait sans guide d’onde est noté FD (resp. BD). Dans le cas o1l le guide d’onde
augmente le domaine d’existence d’un dimére de Feshbach (resp. d’interaction directe),
on note ce dimére de Feshbach (resp. d’interaction directe) induit par le confinement
CIFD (resp. CIBD). Dans le cas b), la plage d’existence du dimére de Feshbach est
réduite par rapport a celle du cas sans guide d’onde.

particulier dépend uniquement de la catégorie dans laquelle se classe la résonance. Ces
quatre situations sont résumées sur la Fig. 3.8. Quelle que soit la valeur du champ
magnétique, il existe entre zéro et deux dimeres.

Au voisinage de 'apparition d’un dimere, il y a souvent une grande contamination
entre les deux voies. Dans ces zones, les dénominations de dimere de Feshbach ou
d’interaction directe (éventuellement induit par le confinement) sont donc relativement
arbitraires.

3.7.3 Comparaison entre les dimeéres prédits par les différents modeéles

Que ce soit pour un systeme en dimension D = 1 ou 2, le modele de Wigner-

Bethe-Peierls prédit la bonne énergie du dimere seulement pour des désaccords proches

par valeurs inférieures de IMAB + h‘% (voir Fig. 3.9). Pour ces valeurs de désac-

cord, les longueurs de diffusion aip ou asp divergent 14 Dans ce voisinage, le terme
R

de portée effective donne une contribution perturbative de petit parametre ﬁ ou

% 15 En effet, en appelant a%}" la valeur de la longueur de diffusion 3D pour laquelle

14. Pour le cas bidimensionnel, ceci correspond a la raisonance de diffusion.
15. D’ou le choix des définitions de Rip et Rap.
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-------- Wigner-Bethe-Peierls
(2D ou 1D)

---- Portée effective
(2D ou 1D)

—— Modeéle a deux voies
(2D ou 1D)

- Modele a deux voies
sans guide d’onde

1 1,25

-2 0
(B-B,)/AB

Fig. 3.9 Energies des diméres prédits par les différents modéles dans des guides d’onde
(ay = 1000ag) unidimensionnel (1D) en haut ou bidimensionnel (2D) en bas pour les
paramétres de la résonance du Cs a —11.7G (e = 100ayg, ang = 1720ag et R* = 0.13ao,
donc0 < e\/g < apg) [39]. Dans le cas unidimensionnel, la ligne verticale en tiret-points
pour (B — By)/AB =~ 1.58 correspond a la valeur du champ magnétique pour laquelle
il y a une résonance unidimensionnelle. Dans le cas bidimensionnel, la résonance a lieu
pour un désaccord de Iordre de 1, lorsque le dimeére de basse énergie apparait. La
référence des énergies des dimeéres est prise par rapport a l’énergie de point zéro du
guide d’ondes harmonique. Les inserts sont les mémes courbes avec d’autres échelles.

asp ou ajp — +oo [cf équation (3.6.5)], on trouve que :

Rip
aip

Rop
asp

—K
o (|> v
o K e RY. (3.7.1)

div|1/3
_a -
- (0—ag)”

x |a

)

Dans cette région, I’énergie du dimere prédite par le modele de portée effective vaut,
a Lordre le plus bas, EPE = EWBP 4 §F ot EWBP est 1’énergie du dimeére prédite par
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Fig. 3.10 Energies des diméres prédits par les différents modéles dans un guide d’onde
unidimensionnel (a; = 3000ag) pour les paramétres de la résonance du 3Na a 853G
(e = 44ag, angy = 63ag et R* = 2.1 x 10%ag, donc 0 < e\/g < apg) [39]. La ligne
verticale en tiret-points pour (B — By)/AB ~ 2.9 correspond a la valeur du champ
magnétique pour laquelle il y a une résonance unidimensionnelle. La référence des
énergies des diméres est prise par rapport a I'énergie de point zéro du guide d’onde
harmonique. Pour les valeurs de champ magnétique réduit présentés sur cette courbe,
il n’existe qu’un seul dimére. Cependant, une deuxiéme branche existe pour des valeurs
de champ magnétique inférieurs a celles présentées ici.

le modele de Wigner-Bethe-Peierls [cf équation (3.1.10)] et ou :

3
B 2(]%”3) . oF 8 Mp (3.7.2)

EWBP — 41D EWBP — T2y g0

Pour les désaccords proches par valeurs supérieures de (5MAB + %), le mo-
dele & deux voies prédit l'existence d’un dimeére d’énergie finie (voir Fig. 3.9). Cette
prédiction n’est pas vérifiée par les modeles effectifs en dimension réduite. Dans cette
région, le modele de Wigner-Bethe-Peierls prédit I'existence d’un dimere d’énergie di-
vergente (— —oo) dans un guide d’onde 2D et pas de dimeére dans un guide d’onde
1D, et le modele de portée effective prédit quelle que soit la dimensionnalité du guide
d’onde l'existence d'un dimere d’énergie qui tend vers 0. Dans ce domaine de champ
magnétique, le modele a deux voies est donc particulierement pertinent concernant les
valeurs des énergies de liaison des dimeres.

Lorsque le désaccord est loin de (0MAB + %), le modeéle de portée effective

donne des prédictions beaucoup plus proches du modele a deux voies que le modele de
Wigner-Bethe-Peierls.
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3.8 Voisinage de la résonance 1D

Au voisinage de la résonance 2D ou asp > a |, les modeles de Wigner-Bethe-Peierls
et de portée effective prédisent 'existence d’un dimere d’énergie petite devant Aw | , ce
qui est correct par rapport aux prédictions du modele a deux voies.

Le voisinage de la résonance 1D est tout autre. En effet le modele de Wigner-
Bethe-Peierls prédit soit un dimere d’énergie infinie, soit aucun dimere, selon le c6té
par lequel on approche la résonance. Le modele de portée effective et le modele a deux
voies prédisent, quant a eux, I’existence d’'un dimere d’énergie finie. L’existence de ce
dimeére est particulierement intéressante si :

i) Ce dimere concerne la physique d’un systéme unidimensionnel
ii) Le modele de portée effective est valide au voisinage de la résonance unidimen-
sionnelle pour des énergies de ’ordre de celle du dimere.
Nous avons montré que ces deux criteéres sont vérifiés pour les résonances telles que [39] :

1/3
a) R*>a, et b) |28 4 <1 (3.8.1)
+ ap \a; +agC(1/2) ‘ -

Le critere i) est justifié si I’énergie du dimere est petite devant hw | . Nous avons montré
que c’est le cas si la condition a) est vérifiée. Concernant le critere ii), nous avons déja vu
[voir Eq. (3.1.2)] que amplitude de diffusion en onde s d’un systéme unidimensionnel
peut se développer a basse énergie :

—1

R k2 = —R3NEX+ DK+ 0O k). (3.8.2
T () 910(k”) = a1p — Ripk™ + k™ + Op0(k").  (3.8.2)

fip(k)
Au voisinage de la résonance, ajp — 0 et le modeéle de portée effective est pertinent
si le terme d’ordre 5 dans le dénominateur est négligeable devant le terme de portée
effective lorsque |k| ~ 1/R1p, donc si :

I5k4
| < 1. (3.8.3)

R, k?

k=1/Rip

Le critere ii) est alors vérifié dans la limite de portée nulle (¢ < a, ) lorsque la condi-
tion b) est satisfaite.

Il existe des résonances, par exemple la résonance du >*Na & 853G — dont les énergies
des dimeéres sont tracées pour les trois modeles sur la Fig. 3.10 — pour lesquels R* est
suffissamment grande pour vérifier la condition a) de 1’équation (3.8.1) tout en étant
assez petite pour satisfaire également a la condition b). Au voisinage de la résonance
1D, dans la limite de basse énergie, la collision entre deux atomes de sodium ne peut
pas étre décrite par le modele de Wigner-Bethe-Peierls, mais I'est par le modele de
portée effective.

Conséquences pour le probleme a N corps. Pour ce type de résonances, les

résultats prédits par le modele de Lieb-Liniger (voir Sec. 4.3) ne peuvent pas s’appliquer
—h2
mR%D

car il existe des dimeres d’énergie de 'ordre de . Pour le probleme a N corps, on
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s’attend a ce que les phases de Tonks-Girardeau et de super Tonks-Girardeau soient
remplacées par de nouvelles phases qui restent a explorer.

Dans le chapitre suivant nous étudions ce nouveau régime en examinant en détail les
propriétés d’un ensemble de trois atomes avec le modele de portée effective strictement
unidimensionnel.
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Article 1 : Ultracold-atom collisions
in low dimensions : A two-channel
analysis

Fig. 3.11 Schéma d’un gaz bidimensionnel sur réseau, LPTMC, campus Jussieu.
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Low-dimensional behavior of two ultracold atoms trapped in two- and one-dimensional waveguides is
investigated in the vicinity of a magnetic Feshbach resonance. A quantitative two-channel model for the Feshbach
mechanism is used, allowing an exhaustive analysis of low-dimensional resonant scattering behavior and of the
confinement-induced bound states. The role of the different parameters of the resonance is depicted in this context.
Results are compared with those of the zero-range approach. The relevance of the effective range approximation
in low dimensions is studied. Examples of known resonances are used to illustrate the bound-state properties.
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I. INTRODUCTION

The use of magnetic Feshbach resonances and highly
anisotropic traps offers the possibility to achieve strongly
correlated dilute ultracold-atomic gases. Feshbach resonances
permit the tuning of the scattering length (denoted a) for two
colliding atoms by using an external magnetic field [1]. The
standard expression for the scattering length as a function of
the external magnetic field B for a Feshbach resonance (FR)
located at the magnetic field B = By is

AB
a:abg(l_B—B())’ (1

where ay, is the background scattering length, i.e., the scatter-
ing length for large magnetic detuning, and A B is the magnetic
width of the FR. Feshbach resonances can be used for many
atomic species and depending on the value of the magnetic
field, the ultracold gas in an optical trap can be studied in
all the scattering regimes from very small interactions (for a
small value of the scattering length) to the resonant regime
(for a large value of the scattering length). The fine control
of the trapping frequencies permits also to reach geometries
where the one-dimensional (1D) or the two-dimensional (2D)
behavior of the ultracold gas can be observed [2,3]. In the
limit of a purely 1D (respectively 2D) geometry, atoms
are free to move along one (respectively two) direction(s)
whereas the system is frozen in the transverse direction(s).
These configurations can be reached by using a 2D (or 1D)
harmonic trap which plays the role of an atomic waveguide.
This transverse trap leads to confinement-induced resonances
in low-dimensional scattering, predicted in Refs. [4,5] and
observed in Ref. [6].

For a gas of density n in a trap of atomic frequency
w, and transverse length a,, the D-dimensional behavior
at temperature 7T is reached in the limit where kpT < hw
and na3 < 1. The degenerate regime is achieved for atomic
densities n larger than or of the order of af_3/AlT) where A7 is
the de Broglie wavelength. The limit of Tonks-Girardeau and
super Tonks-Girardeau [7,8] are two celebrated examples of
highly correlated 1D phase which have been achieved thanks
to ultracold-atoms experiments [9-11]. In the 2D geometry,
the interplay between the Bose-Einstein condensate (BEC)

1050-2947/2015/91(4)/042703(13)
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and the Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT) transitions has
been subject to intensive experimental studies [12,13].

Aside from the properties of the systems in the strict 1D
or 2D limits, i.e., in the monomode regime of the atomic
waveguide, depending on the temperature, the atomic density,
and the trap parameters, the study of the transition from three-
dimensional (3D) to the low-dimensional physics has also its
own fundamental interest. In ongoing studies, the quasi-1D
or quasi-2D nature of the system, i.e., the population of the
transverse modes of the atomic waveguide as a function of the
relative energy in two-body processes is a relevant issue in
the few- and many-body problems. For example, this permits
us to understand the emergence of Efimov physics in confined
geometries [14,15] or also the contribution of transverse modes
in the experimental studies of the BKT transition [16,17].

Due to the crucial relevance of binary collisions in atomic
waveguides, this paper is aimed at presenting a detailed
analysis of the two-body problem for atoms in 1D and 2D
atomic waveguides in the vicinity of a FR. This issue has been
already the subject to many theoretical studies [4,5,18-23]
where a zero-range potential approach was used and much
more sophisticated multichannel studies have been performed
in Refs. [24-26]. In this paper, we use a finite-range two-
channel modeling of the FR resonance. This simple approach
permits us to obtain quantitative results in the dimensional
reduction issue from the 3D to the low-dimensional behavior,
in a broad interval of the colliding energies and of the
external magnetic field. Several examples of known resonances
illustrate the analysis. The relevance of zero-range approaches
in the context of quasi-1D or quasi-2D scattering is studied.

The paper is organized as follows. In Sec. II, we present
the two-channel model used in this paper. We also give the
expression of the transition operator of the model which
permits us to obtain straightforwardly scattering properties
in quasi-1D and quasi-2D geometries. In Sec. III, we consider
two identical atoms without trapping potential. This permits
us to recover the mapping between the two-channel model and
the parameters describing the 3D two-body scattering in the
low-energy regime. In Sec. IV (and V), we study the two-body
scattering problem in a 2D (and 1D) atomic waveguide. In the
monomode regime, the low-dimensional scattering length and
effective range parameter in the 2D (and 1D) geometry are

©2015 American Physical Society
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exhibited. In Sec. VI, we focus on the dimers’ properties in
confined geometries: their domain of existence, their nature
(Feshbach dimers, background dimers, confinement-induced
dimers), the role of the confinement, the population of the
molecular state. We apply these results to known FR which
illustrate three different regimes of collisions (see Table II): (i)
a broad FR of the cesium (!3*Cs) which is characterized also
by a large scattering length in the off-resonant regime (vicinity
of a shape resonance); (ii) two examples of narrow FR with
potassium (*?K) and sodium (**Na); and (iii) a broad resonance
of the lithium ("Li). We compare the binding energies of
dimers between the two-channel model and two models of
zero-range pseudopotential (the Wigner-Bethe-Peierls model
and the effective range model). Our study permits us to give
the regimes where the effective range approach is relevant.

II. TWO-CHANNEL MODEL
A. Hamiltonian

All the two-channel models used in ultracold physics
capture the heart of the Feshbach mechanism: the scattering
resonance is a consequence of the coherent coupling between
a pair of atoms in the open channel (i.e., the channel where the
scattering process can be observed) and a molecular state in a
closed channel [1]. They have been introduced in the context of
ultracold physics in the study of the BEC-BCS crossover [27].

The two-channel model of this paper has been used in
several studies of the few- and many-body problems. In the
few-body problem, it gives quantitative results whereas the
equations to be solved are of the same degree of complexity
than those obtained with zero-range models [28-32]. The
model permits us to describe quantitatively the interplay
between a shape resonance (where the scattering resonance
is due to the direct pairwise interaction between atoms in the
open channel) and the FR: a relevant issue in the case of
Cs atoms [30,33]. The resonance width is another important
feature of the model, which has important consequences in the
few- and many-boson properties [34-36].

In the model, atoms and molecules are structureless. The
pair of atoms in the open channel, characterized by a reduced
mass p and a total mass M, is coherently coupled with
a molecular state of mass M which belongs to the closed
channel. In what follows, IT-AIOa denotes the free Hamiltonian
for two atoms and I-?(;“ is the free Hamiltonian for a single
molecule. Depending on the system under study, the free
Hamiltonian may include an external potential acting on
the positions of the atoms and of the molecule. In this paper, we
consider only harmonic external potentials, so that the center
of mass and the relative motions are separable. The quantum
numbers which label the eigenstates of I-AIS1 are denoted by ()
for the center of mass and () for the relative particle. The
eigenstates of ﬁ(‘}l for the motion of the molecule are labeled
by (om):

Hloy o) = [Ec(ae) + E(@)] oy o), 2)
AP ) = [Em) + Emotl [m), 3)

where Ep is the molecular energy, or internal energy of the
molecule. The zero of the energies has been arbitrarily fixed at
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the threshold of the atomic continuum in the free space. The
molecular energy varies as a function of an applied external
magnetic field B which permits us to set the scattering length
at a desired value. We make the hypothesis that the detuning
is sufficiently small that E ., can be considered as an affine
function of B. We then introduce the slope in the vicinity of
the FR located at B = By:

8Emol
M = —22) 4
= (55, @

which corresponds to the difference between the magnetic
moments for an atomic pair in the open channel and the
molecular state in the closed channel. The direct interaction
between two atoms in the open channel V; is modeled by a
separable potential [37]

Vi = gl8e) (5, ®)

where g is the coupling constant and |3, ) is the ket associated
with a Gaussian for the relative coordinates of the pair. In the
momentum representation,

(K|8e) = xe(k) = exp(—k*e* /4). (6)

The parameter € is of the order of the range of the interatomic
forces, i.e., of the van der Waals range %(%)1/4 where Cg
is the London dispersion coefficient. Typically, € is of the
order of few nanometers. In this paper, all the calculations are
performed for finite values of €. The state |5.) for the relative
particle is also used in the coupling operator V. between a
molecular state (|¥™)) in the closed channel and a two-atom
state (|W?)) in the open channel [37]:

(W VW) = AP (18) ® [¥™)), (M

where A is areal and positive parameter and the center of mass
of the pair in the bra (¥?| acts on the ket |[W™). Using these
notations, the stationary Schrodinger equation at energy E can
be written as

(E — H) [¥?) = Alse) ® |9™) + g16e) ® (8]W%),  (8)
(E — H) [W™) = A(5|W?). )

B. Transition operator

In this section, we derive the transition operator of our
two-channel model. As it will be shown, the transition matrix in
low dimensions follows straightforwardly from its expression.
For this purpose, we introduce the resolvents GS(A) for an

atomic pair and Gg‘()») for a molecule:
Aa Ayay— ! Am ym) —1
G =nK-H) 5 G =R-H") . (10

After some algebra, one finds for a scattering process at energy
E with an incoming state in the open channel |W°)

WYy = |W0) 4+ GA(E +i0™)|5.)
® [g+ A*GH(E)] (5w, (11)
where
(Bl W*) = {Imot — (8|GH(E +i0M)]5c)
x [g+ A2GRE)]} T 59, (12)

042703-2
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The incoming state |¥°) = |a?,a?) is an eigenstate of H3. The
form of the coherent coupling in Egs. (8) and (9) implies that
the center of mass of the molecule and of the atomic pair have
the same quantum numbers: o) = o?.

The collisional properties of the atomic pair depend on the
relative energy E., i.e., the energy of the pair in its center-of-

mass frame:
Ea=¢E, (a?) =F — Sc(otg). 13)

We continue our study in the center-of-mass frame, where the
wave function for the relative motion of the pair at energy E.¢
is denoted by |V, ). The general expression for the scattering
state is

(Weat) = |af) + GF(Eret + 10T (B +i0)[a?),  (14)
where the transition operator of the two-channel model is

PO = 19¢) (8l (15)

(g + 2" — GGF s

and G{fl(k) is the resolvent for the relative particle which
depends on the external potential:

) -1
G (L) = <x i v;gL) ) (16)

In Eq. (16), p is the relative momentum of the pair and Vtﬁi)
is the part of the trap potential which acts only on the relative

particle.

III. TWO PARTICLES IN THE FREE SPACE

In this section, we recall the mapping between the pa-
rameters of the model (Eo,8M,€,A,g) and the low-energy
scattering features for two particles in the free space. In this
situation, there is no external potential and o, = k is the
momentum of the relative particle.

The on-shell transition matrix for a scattering process at a
relative energy A = Ey > 0 is deduced from Eq. (15) which
gives the transition matrix of Refs. [28,30,37]. The standard
expression for the scattering length as a function of the external
magnetic field in Eq. (1) is obtained by the mapping

Bopy— Em _ AN g (17)

T SM T gsM ’

2w h2A?
- M’ (18)
ng*sM
32 R2
by = = —8 with ¢°= _Yanre (19)
2g—¢° Iz
In this paper, we also use the width parameter R* [34]:
h2

R=————. 20
2uaps S MAB 20)

This length, which is always positive, characterizes the width
of resonance: for narrow resonances, it is large as compared to
the range of the interatomic forces.

Using these definitions, for an incoming wave number

ki and an energy E. = h krze] (2u), one can introduce an
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energy-dependent scattering length

R* Gog k2 —1
( L ) 2rel ] ) (21)
R*abg (1 - _g)krel +1

1
aeff(Erel) = [Xe (krel)]2 |:E

The length a.¢ permits us to simplify the expression of the
on-shell transition matrix in the free space with
2 B2

(Kret| T (Exer) [ Kret) = e TWET: (22)
aeﬁ( T T ikrererfe( frel)

We close this section by recalling the main results on the 3D
bound states of the model. At this stage, it is worth pointing
out that in this paper, a dimer denotes a bound state of two
particles in the open channel and is not a molecule which
belongs to the closed channel. The binding energies of the

dimers Eg, = %;"2, where the binding wave number g is
positive (¢ > 0), are given by the poles of the transition matrix
in Eq. (22). They have been already studied in Ref. [30]. One
can distinguish two types of dimers: (i) the background dimer
(BD), which results from the direct interaction in the open
channel without interchannel coupling; (ii) the Feshbach dimer
(FD), which results from the coupling between a pair of atoms
and the molecular state. The Feshbach dimer can be seen as a
contamination of the open channel by the molecular state due
to the coupling with pairs of atoms. For a large and negative
energy detuning, the binding energy of the Feshbach dimer

verifies
2 a
SMAB 1B i ¢

Frot 21 (11— 3

As expected, it tends to the molecular energy, meaning that the
occupation probability of the pair in the open channel tends to
Zero.

In this model, the BD exists only in the domain where
apy > /TE/ /2 and the FD exists for negative-energy detun-
ing, i.e., for SM(B — By) < 0. In the presence of a BD, in
the intermediate regime of negative-energy detuning there is
a level crossing between the BD and the FD corresponding
to a large hybridization between the two types of dimers.
Consequently, the denomination of BD and FD is somehow
arbitrary in this region. The domain of existence of the dimers
is summarized in Table I.

In Table II, we have gathered the values of the parameters
apg, €, R* for FR taken as examples in this paper. The parameter
€ is of the order of the range of the interatomic forces. When
spectroscopic data or ab initio predictions on dimers binding
energies are available, a precise value of the short-range
parameter € can be determined. In this case, the model permits

Egim = Enol + + e (23)

TABLE I. Domain of existence of the Feshbach dimer (denoted
FD) and background dimer (denoted BD) in the free space as a
function of the energy detuning S M x (B — By).

SM(B — By) <0 SM(B — By) > 0

FD No dimer
FD + BD BD

apg < €

SIEIRSTEI

Qpg > €
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TABLE II. Characteristic lengths of FR considered in this
paper [1,38]. The length a, is the Bohr radius, By is the magnetic
field value at resonance, ay, is the background scattering length, and
R* is defined in Eq. (20).

Species B() (G) AB (G) abg/ag G/a() R*/(l()
13¢Cs —-11.7 28.7 1720 100 0.13
¥K 752.4 —-0.4 =35 65 1200
"Li 736.8 —-192.3 =25 33 39.6
»Na 853 0.0025 63 44 2.1 x 10°

us to describe quantitatively the dimer spectrum for large
detunings [28,30]. In other cases, we have set € at the value of
the van der Waals range.

IV. QUASI-2D GEOMETRY
A. Scattering in a 1D transverse harmonic trap

We consider a planar atomic waveguide consisting of a
harmonic trap of atomic frequency w, in the x direction. The
particles are thus free to move along the two other directions.
The characteristic length of the trap for the relative particle is
denoted by

P 24)
Hoy

The quantum numbers for the relative motion are denoted by
o, = (k,n), where K is a 2D vector and »n labels the states of
the harmonic oscillator. The corresponding eigenenergies are

h2k? 1
Ek,n)=—+ hw, <n + —) . (25)
21 2

In what follows, ¢,(x) denotes the eigenfunctions of the

harmonic trap:
2
P ( 2%)

7'[1/4 «/aL2" !
For convenience, we use in this paper the following reduced
parameters:

$n(x) = (x[n) = H,(x/ay).  (26)

A 1 q 62 @7
T = _ — an =
2hw, 2D =%

2 and thus 7 =

For the planar atomic waveguide, D =
A2hw, — 1/4.

We now consider a scattering process where the incoming
wave of relative energy E.; = Eo (Eg > h‘;“ ) populates only
one transverse mode (. The interaction acts only in the s-wave
sector, consequently, scattering occurs iff ng is even and the
outcoming state can populate only even transverse modes. We
then introduce the integer po = n¢/2. The incoming state is
characterized by a 2D momentum K [i.e., af.) = (ko,2po)] and
Ey = &-(Ko,2po) with

2k 1 Eo— e
Eo=—2+4ho, (2p0+=): 10=—-2. (28
0 7 0 4 J_( po + 2) 0 T (28)

The outcoming state is a coherent superposition of cylindrical
waves characterized by the quantum numbers o, = (q,,2p).
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The conservation of energy gives

2uEy 4p+1
“w=\T (29)

Equation (29) shows that after the scattering process, for a state
of relative energy Ey > hw, /2, only the transverse modes of
quantum numbers smaller or equal to 27y are populated in
the open channel. Hence, if r’% < Ey < Sﬁg’L, only the first
transverse mode is populated for large interatomic distances
o (p > €,a, ): this corresponds to the monomode regime of the
planar atomic waveguide. For Ej > 3 hzwi , the number of even
transverse modes populated after the scattering process is given
by |to] where |...] indicates the integer part. For increasing
values of the relative energy E(, anew 2D continuum is opened
when 1 crosses an integer value.

Equation (15) shows that the scattering properties in the
planar atomic waveguide are deduced from the behavior of the
function

(8 IGE' (M)18)

kS L,

QuP? = r=&kn)

In Eq. (30), |8!P) is the Gaussian state associated with the
transverse degree of freedom. In the configuration space, its
representation is

1
8P = exp(—x2/e?). 31
(x|5)eﬁp<x/> 31
The transition matrix between the incoming state
|a9) = |ko,2po) and the outcoming state |c,) = |q,,2p) can
be written
R 1— pot+p 0 0
<()tr|T(E()—|—i0+)|(X9>=( Tl) ¢2p( )¢2p;( )
I+n |$0(0)]
2 B2 7(/(‘2)7‘]12) 2 e4npo
X 9
po Sl 4 g (p,7+i0F)
(32)
where the function J,(n,7) is defined by
27 et
h(n,1) = - 5
K |{oP]n = 0)]
x [<85|G§‘(x>|ae> + L] . (33)
V27322

where the energy A is given by Eq. (27). In the configuration
space and in the limit of large interparticle distances, the
scattering state is

[70]

ko,2 iko- n
( ’ re({ I’u)p»fal— ¢2Po(x)elkop - ﬁ Z()¢2p(x)
p:
ety R ‘
X —====(qp,,2p|T (Eo+i0")|Ko,2po).
2mq,p

(34)

In what follows, we study the behavior of the function
J»(n,7) which is in the denominator of the 7" matrix in Eq. (32).
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For this purpose, we perform the change of variable y = ka, /2

in Eq. (30) and consider the domain of negative reduced

energies: T < 0. This permits us to use the transformation
; - _ /oodu eu(f—n/Z—yz). (35)
T—y*—n/2 0

The summation over the variable n in Eq. (30) is achieved

in the Appendix. After integration over the variable y, one
obtains

* du (14n)e*r"
S, 7)= P ETCARY
—u (1=
0 \/ 1—e (m)
In the limit of a vanishingly small reduced energy (v — 0),

the function J,(n,7) exhibits a logarithmic singularity, which
is a characteristic of the quasi-2D geometry:

L(n,1) = —In(=te”) = C°(n) + Ci°(m)t + O(x%).  (37)
In Eq. (37), y = 0.577. is the Euler constant,

CPm) = n — /

et(u+4n)

(36)

u+4r]
» 1 _ 1 _u+4r/
o (1=0)\2 Ju+4n u—+1
Jl_e (52)
(38)
and
21+ 1)
CPmy =21 [—}—4 —4(1 . 39
() " T v n—4+nyn. (39

In the general case where 7 is a complex variable on the
physical sheet (i.e., the complex plane with the branch cut
R™), the function J,(n7,7) can be represented by the following
series expansion:

Dh(n,7) = _M(e‘“?f _

NI

2 1=n\* 2p- D!
+ E1(—4nt) — ( )
; 147 p)!

x eMP{E(4np) — Ei[4n(p — )]} (40)

When a continuum is opened in the scattering process, one uses
the analytic continuation for the exponential integral function
E inthe calculation of J,(n,to + i0™) defined in Eq. (40) [39]:

Ei(—x —i0") = —E;(x)+inm (x > 0). 41)

1) — C3°(n) + In(4n)

B. Low energy and zero-range limit

In usual situations, the typical radius of interatomic forces
is negligible as compared to the transverse length a; (¢ < a
or equivalently n < 1). Thus, in Eq. (37) one can use the zero-
range limit of the parameters defined in Egs. (38) and (39):

lim C2°( )—/ d—”[_—1+i+—] (42)
A A N Ju +1

=1.3605.. ., (43)
1111% C®(n) = 2 In(2). (44)
]’]—)
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We now consider a low-energy process. At large interatomic
distances, only few transverse modes are populated, and the
product 1ty is very small as compared to unity. One can then
use with a high accuracy the zero-range limit for J,(n,7) by
using the integral representation

oo du e'ru

7 V1 —e ’
where Py denotes the Hadamard finite part of the integral [40].

In this regime, one can also perform the zero-range limit in the
series expansion of Eq. (40):

lin(l) J(n,T)=P (45)
77—)

. ) = (2p— DN
lim J2(n,7 + i) =>3"

B\  [Qlwo)+ D
+ln<2nro>+l”[ QLo _1] (#6)

where B = 27 x exp[—y — C3P(0)] = 0.9049.... Equation
(46) permits us to recover the results deduced by using the
zero-range potential approach [18,21-23].

p
@pt! 'P—fo

C. Monomode regime in a 2D atomic waveguide
1. Scattering amplitude and resonance

In the monomode regime, the collisional energy E verifies
ho,  Ey < 391 The 2D scattering amplitude fop is defined
from the behavior of the wave function at large distances:

(o. VI foKo) i)
2kop

The 2D scattering amplitude fop is the basic ingredient which
characterizes the two-body interaction in 2D dilute systems

W) ~ ¢<x)[”‘°'f’+ } 47)

Near the threshold of the propagating regime (Ey — h"’L ), in
the effective range approximation, the 2D scattering arnplltude
is of the form

1
Ja(ko) = —.  (43)
In(koaxpe? /2) — arp Ropky —

In Eq. (48), we have introduced the 2D scattering length

G —y  JE(1+maie™
2 2aci(hwy /2)

and the 2D effective range parameter Rp:

} . (49

azD:alexp[

2,-1n
R = C2D _|_ £ 141 [L
= g+ T+ | o e T
4 —1
L (a/a;& ] 5
Rrap, \a/ay" —1

The length ad“’ which appears in Eq. (50) corresponds to the
value of the 3D scattering length a, such that a;p diverges;
more precisely, a;p — 00 fora — (agiv)’. The expression
of ad is given by

adiv _ Clbg (51)
2 T 1428MAB/hw,

The 2D scattering length a,p in Eq. (49) can be tuned from 0 to
o0 by playing with the value of the external magnetic field.
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The resonant regime in 2D scattering occurs for large values
of app/a,, that is, when the 3D scattering length a is smaller
and almost equals to to agiv. The resonance corresponds to
a maximum in the scattering amplitude which appears at a
2D collisional momentum kg ~ ks = % The width of this
scattering resonance Ak/ ko is of the order of unity.

2. 2D zero-range models

The expression of the 2D scattering amplitude in Eq. (48)
can be deduced exactly from a purely 2D and zero-range
potential model that we denote as the 2D effective range model
(2D-ERM). In this approach, the two-body wave function for
the relative motion denoted by ¥»p depends only on the 2D
relative coordinates p. The interaction is replaced by imposing
the following contact condition on the wave function

. 1Y N
lim [1 ~In (—)pap + amRmpapAp] (PITI2°Yap) = 0,

p—0 ap
(52)

where f[fD is the projector on the 2D s-wave channel:

N do
(pITI2P|yrop) = / 5 (PlYp) where 0 = Z(p.8,).  (53)

In the few- and many-body problem, the contact condition is
imposed on the wave function for each interacting pair of atoms
and the limit on the relative coordinates is taken for a fixed
value of the other coordinates. Equation (52) generalizes the
2D Wigner-Bethe-Peierls (WBP) model where the effective
range term is set to zero (Ryp = 0).

V. QUASI-1D GEOMETRY

A. Scattering in a 2D transverse harmonic trap

In this section, the pair of atoms move in a linear atomic
waveguide made of a harmonic trap with the same atomic
frequency w, in the x and y directions. The quantum numbers
for the relative motion are denoted by o, = (k,n,m) where mh
is the angular momentum along z and

h*k?
E(k,n,m) = E + hwy 2n + |m| + 1). 54)
The eigenfunctions of the transverse harmonic oscillator are
given by

2 —-1/2 |m|
wai(n+ |m|)! r .
v nm) = [ 1(n+ |ml) ] < J_) pimt
n! a,

X e‘%(u/amzL’(qlml)(ri/ai)' (55)

In Eq. (55), L@ is the generalized Laguerre polynomial and
r,; = (r,,0) are the polar coordinates in the x-y plane.

In this section, we use the reduced energy defined in
Eq. (27) with D =1 that is t = A*/Qhw,)— 1/2. For a
scattering state of incoming wave a? = (ko,ng,mo), the
reduced energy 7 = 1 is

kyal Imo

4 L +n 0+T (56)

Similarly to the 2D atomic waveguide, the threshold of each
1D continuum corresponds to an integer value of 7y. The

0= ——
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integer | 7o) is the number of occupied transverse states in
the outcoming state. Due to the s-wave character of the
interaction, the matrix elements are nonzero only between
eigenstates with zero angular momentum. For each transverse
state |[n,m = 0) occupied by the outcoming wave, we define
the wave number g, obtained by energy conservation

2uEy)  4n+2
= = ——— 57
q 3 ) (57)

Using this notation, the 7 -matrix can be written as

A ) 2w h?
(qn,n,m|T(Eq + i0™)|ko,n0,m0) = 8m.08m,.0

T ps/may

“‘o qn

( 1 )n+nl) e 4;7n0
X|— - ,  (58)
hn/ ST+ T +107)

where the function J;(#,7) is defined by
2mh* |¢o(0)Pe™"
i |fareln = o)f*

Ji(n,t) =—

S
V2m3/2h2e
where the energy A is given by Eq. (27). In the limit of

large interparticle distances (z > €,a,), the scattering wave
function verifies

x [<86|G{f'(x)|5€> + ] , (59

i 5 pianl)

ko,n0,0 iko-z
(e | W™ = (rilng,0)e™* — —
>€,ay h 0 qn

n=|

x (11 |1,0)(qu,n,0| T (Eg 4 i0")ko,10,0).
(60)

Following the same reasoning as in Sec. IV, one obtains a
simple expression of J;(n,t) for negative values of t:

(1 + et

Ji(n, 1) = / \/ml ( n)z - J

r(u+4n)

(61)

In the limit of vanishingly small reduced energy T — 0, the
function J;(n,7) has the following behavior:

N(n.1) = ,/_lr + ¢+ CPaT + 0D, (62)

where

1 (1+n)?
CID / |: _ :|
(= ./u+4 (1—") et —1 4ntu
—4n (63)

and

16 3 o u-+4
CfD(n)=—?n2—4(l+n)2ﬁ+/o du(V n

1 2 ’
—le) et —1
(64)

When the reduced energy is a complex variable in the physical
sheet, one can use a series representation for the function
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Ji(n,7):

Ji(n,t) = 1/_lrerfc(Z\/—_m) 47+ CP ()

A+ 4 >, (1—17)2"
S P L | np (L
7l ]+ﬁp§e ¥y

N {erfc[2«/n(p -0l erfc(ZW)}
p—T NZEE N

(65)

B. Low-energy scattering and zero-range limit

As was done for the 2D atomic waveguide in Sec. IV B,
we consider the relevance of the zero-range limit. For usual
trapping frequencies, the typical radius of interatomic forces is
negligible as compared to the transverse lengtha; (¢ < a, or
equivalently n < 1). Thus, one can use the zero-range limits
of the parameters in Eq. (62):

lim Co°(n) =/75(1/2);  lim CfD(n)=%;€(3/2), (66)

where ¢ is the Riemann zeta function.

In the low-energy regime where only few 1D continua are
opened, the product nt is small as compared to unity. In this
regime, the function J;(n,7) can be approximated by its zero-
range limit. From Eq. (65), one finds

1 1 nd 1 1
o= QE?+§<5)+Z;(JFT?_Z§>’
(67)

so that J1(0,7) = /7 ¢g(1/2, — t) where ¢y is the Hurwitz
zeta function. This coincides with the result obtained by using
zero-range potential models [41].

C. Monomode regime
1. Scattering and resonance

The monomode regime occurs for iw | < Ep < 3hw, . At
large interatomic distances (z > €,a, ), the relative particle
occupies only the lowest transverse mode (n = 0,m = 0) and
one can define the 1D scattering amplitude fjp from the
behavior of the scattering wave function

(e.r [ @500 ~ (r10,0)[e™ + fip(ko)e™ 1. (68)

rel

Near the threshold of the propagating regime (E ~ hw,),
the scattering amplitude can be approximated at the effective
range level:

1

ko) = — .
fID( 0) 1 + ikoalD - ik8R1D3

(69)

In Eq. (69), ajp is the 1D scattering length and R;p is the 1D
effective range parameter. They are given by
—afa—a®) a0 07 Q] o
2(a — a?iv) agg Jr |

ap =
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Ci°(mai

8/

5 aS(d+n) (a/abg - 1)2
P 8R*a, \a/a{™ 1
e‘z”aiez(l +1n)?

9 7 1
4acsr(hw, ) 1)

where we have introduced the two parameters a{"¥ and a™¢
defined by

adiv _ abg (72)
L T 14 8MAB/hw,’

. 2 CP ) * 2
1o _ AR —al /D) e s Ry, (73)
- cioqy )
R*a, + —(lfn)(znﬁﬂ (R*ang +a1?/2)

In the limit where R* — 0 and € — 0, one finds from Eq. (70)
the result of Ref. [4], i.e.,

aw ~ —= [4 (%) + “ﬂ (74)

For a 3D scattering length such thata = a{", the 1D scattering
length a;p diverges. The resonant condition in 1D, i.e., the
regime where the scattering amplitude is maximum, occurs for
a = a"® where a;p = 0. In the many-boson problem, if one
neglects the effective range term, the limit a;p — 07 gives the
Tonks-Girardeau (TG) regime and the limit a;p — 0 gives
the super Tonks-Girardeau (STG) regime [7,8].

2. 1D effective range model

Similarly to the 2D-ERM, one can define a 1D effective
range model (1D-ERM) which is a zero-range potential
approach which gives the exact expression of the scattering
amplitude in Eq. (69). In the 1D-ERM, the strictly 1D wave
function for the relative motion (denoted v;p) depends only
on the relative coordinate z and solves the free Schrodinger
equation everywhere in the space excepted at the contact
(z = 0). We introduce the projection operator over even 1D
wave functions, denoted by I1!P:

_ Y¥1p(2) + Yip(—2)
5 .

(<l 1" ¥1p) (75)
In this approach, the interatomic forces are replaced by the
following contact condition:
. 3.3 N
Jim (1+aipd + Rip’d) (ZIIP1W) = 0. (76)
The 1D-ERM generalizes the contact condition of the
1D Wigner-Bethe-Peierls (1D-WBP) model where Rip =0

which defines the interaction in the Lieb-Liniger model of the
1D Bose gas [42].

VI. BOUND STATES IN ATOMIC WAVEGUIDES
A. Effect of confinement

We now consider the consequence of the transverse con-
finement on the properties of the dimers. The two main results
of this part are as follows: (i) the threshold where the FD
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appears is shifted at a magnetic field B(? :

L
DSM’ 77)
(i1) a background dimer is induced by the confinement for
negative values of the background scattering length. When
the domain of existence of the FD (or BD) is extended
as a consequence of the confinement, we introduce the
notion of confinement-induced Feshbach dimer (CIFD) [or
of confinement-induced background dimer (CIBD)].

In presence of a transverse harmonic trap, the energy of
a bound state is below the threshold of the first continuum,
ie., E < h%, where D = 2 in a 2D atomic waveguide and
D =1 for a 1D atomic waveguide. In what follows, we use
the reduced energy t defined in Eq. (27) with A = E. For the
dimers, the reduced energy is thus negative. We also define
the binding energy of a bound state Eg,, in a D-dimensional
waveguide with respect to the threshold of the monomode
regime:

h,a) iR
Egm = E D (78)
The spectrum of the dimers is given by the poles of the
transition matrix in Eq. (32) or (58) which verifty

1 SMAB .FD(YI,‘E) SM(B — B())
2 — = , (79
(T+D>+ hor Foo) — 1 hos 79
where
_ *4'77‘]
Fplnr) = —te¢ o0 (80)

aiJT(1+np-L"

The left-hand of Eq. (79) is an increasmg function of T which
varies from —oo for T — —o0 to ( + 5’;L4wAB) fort — 0.

This last limit gives the threshold in Eq (77) at which the CIFD
appears. For 0 < ap, < ef , it is a continuous function in the
interval T €] — 00,0[ and Eq. (79) admits thus at most one
solution. In the other cases, the left-hand side of Eq. (79)
diverges for a given negative value of the reduced energy
7. As a consequence, depending on the value of ay,, and of
the detuning 8 M(B — By), there are one or two dimers. The
behavior of the left-hand side of Eq. (79) in this last regime

000t

Left hand side of Eq. (79)
0002

-T

FIG. 1. Left-hand side of Eq. (79), in a 2D atomic waveguide,
using the parameters of the Cs FR from Table II and a; = 1000q.
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((l) [ Gbg _b:DfiJ_}
0
|
|

hwy
"MMI} D SM(B - By)
] —
FD + CIBD CIFD +CIBD CIBD
Du'
I
(b) [ - <a1,g<0]
hwl
"MM? | SM(B — Bo)
I :
FD + CIBD CIBD CIBD
» ™
(c) [(] < apg < 51#5]
SMAB + L
(1} | D 6M(B-By)
1 1 >
FD CIFD no dimer
1
(( ) E\/g < Ghg
SMAB + 2L
[? t0 dIM(B — By)
| | >
FD + BD CIFD + BD BD

FIG. 2. Number and nature of dimers in reduced dimension
depending on the value of ay, and of the detuning M(B — By). The
Feshbach dimer (FD) and background dimer (BD) denote dimers that
exist in the free space (see Table I). In situations where the transverse
trap extends the domain of existence of the FD (or BD) dimer, we
have introduced the notion of confinement-induced Feshbach dimer
(CIFD) [or confinement-induced background dimer (CIBD)]. In the
case (b), the domain of existence of the FD is reduced as compared
to the 3D case.

is illustrated in Fig. 1 using the example of the Cs FR in
Table II. We have summarized the domain of existence of
the dimers in Fig. 2. For standard FR studied experimentally,
the ratio |SMAB|/hw, = ai/(2R*|abg|) is very large and
|SMAB| > hw, /D. Consequently, SMAB + hw, /D has
the same sign as ay,, [see Eq. (18)]. However, for ultranarrow
resonances where the ratio |SMAB|/hw, is very small,
SMAB + hw, /D is thus positive. In this particular case, the
domain of existence of the dimers is thus modified with respect
to standard FR for aps < 0O: there is still a CIBD whatever the
value of the energy detuning, but also a CIFD exists in the
interval 0 < SM(B — By) < SMAB + hw, /D [case (a) of
Fig. 2].

In the limit of large reduced binding energies, one recovers
the expected 3D result of Eq. (23).
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B. Shallow bound states and zero-range approach

The bound states can be considered shallow in the atomic
waveguides for small reduced binding energies |7| < 1.
Consequently, they can be studied in the monomode regime
by using zero-range models.

1. 2D geometry

In the 2D geometry, the scattering length app is always
positive and thus the 2D-WBP model admits always one single
bound state of binding energy Egim = E )25 with

2,2y

EVBP — —271%. 81)

)
Equation (81) can be generalized by considering an
energy-dependent 2D scattering length ay(E) [43]. This
last approach considered with ay(E.) = azp exp(—2uasp
RopErel /hz) is equivalent to the 2D-ERM and the binding
energy Egim of the 2D bound state is then found by solving

| Egim \ _ —8Rape ™ Egim
EVer) < EYVPP

(82)
an
In Egs. (81) and (82), | Eg4im| < hw, for large values of the
2D scattering length (a;p > a), i.e., in the resonant regime,
as is the case for example near the threshold of appearance of
the CIFD.

Examples of binding energies for different FR of Table II are
plotted in Fig. 3 using the two-channel model, the WBP model,
and the 2D-ERM. We have chosen a common transverse length
(a;p = 1000qap) for all species. The Cs resonance has been
intensively studied in the group of Insbriick and has been
used for the first achievement of 2D BEC with ultracold
atoms [44]. It illustrates a FR in the vicinity of a shape
resonance (|apg| >> €) with a shallow background dimer in
the 3D free space. The FR chosen for *K illustrates a narrow
FR (R* >> |ayg|) and for 7Li it illustrates a standard broad FR.
In these last two examples, the background scattering length
is negative, and there is thus a CIBD. Moreover, the scattering
length is small compared to the transverse length, and in a
large interval of detuning the ratio a /a.s(hew, /2) ~ a1 [ay,
is large and negative and the 2D scattering length in Eq. (49) is
thus extremely large due to the exponential law. Consequently,
in a large interval of detuning, the CIBD is an ultrashallow
bound state with |Eg,| < hw, . The three resonances admit
one or two bound states depending on the detuning.

2. 1D geometry

The 1D-WBP model supports one bound state iff the 1D
scattering length is positive a;p > 0 with the binding energy
Egim = E}EF:

h2
EYPP = ———. (83)
2paip

Referring to the usual pairwise pseudopotential ges6(z)
used in 1D systems, one has ges = —hz/(uam) and Eq. (83)
is thus relevant in the regime of small and attractive effective
interaction (gegr — 07). The 1D-ERM allows zero, one, or two
bound states, depending on the values of the parameters R;p
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FIG. 3. Spectrum of quasi-2D dimers for three FR of Table II
with a; = 1000qaq. Solid line: two-channel model; dotted line: 2D-
‘WBP model; dashed line: 2D-ERM; double dotted dashed line: 3D
spectrum. For *K and "Li, only one dimer branch can be seen. The
other branch is very close to zero and exists for (B — By)/AB 2 1.
When § M(B — By) tends to SMAB + h% by positive values, the
two-dimensional scattering length tends to zero and there is no
shallow dimer in the two-channel model. Nevertheless, in this regime
the quasivertical dashed line in the Cs case illustrates the fact that the
2D-ERM predicts a spurious dimer in a tiny interval of the relative
detuning.

and a;p. The binding energies Egm = —h>g?/(2u) are given
by the positive roots of the equation

1 —ampg — Ripg® =0. (84)

We plotted in Fig. 4 the binding energies in the 1D atomic
waveguide for three different resonances of Table II and
a, = 1000ay. This figure permits us to compare the binding
energy of shallow dimers obtained from the two-channel
model, the 1D-WBP model, and the 1D-ERM. In the 1D
resonant regime where the 1D scattering length tends to zero,
the WBP model cannot describe a possible shallow dimer

042703-9
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FIG. 4. Spectrum of quasi-1D dimers for three FR of Table II
with a; = 1000q,. Solid line: two-channel model; dotted line: 1D-
WBP model; dashed line: 1D-ERM; double dotted dashed line: 3D
spectrum. In the insets, the low-dimensional predictions are too close
to be distinguished. The vertical dashed-dotted lines indicate the
detuning where the 1D resonance (a;p = 0) occurs. As in the 2D case,
in a tiny interval of the relative detuning where S M(B — By) tends
to SMAB + h% by positive values, the quasivertical dashed lines
illustrate the fact the 1D-ERM predicts the existence of a spurious
dimer branch.

whereas the 1D-ERM can give a quantitative approximation
(see Fig. 4).

C. Relevance of the effective range approximation
in low dimensions

We first investigate the regime where the effective range
term gives a perturbative contribution to the bound-state
energy in the monomode regime for D=1 or 2:

PHYSICAL REVIEW A 91, 042703 (2015)

Egim = E)®" + 8Ep. Linearizing Egs. (84) and (82), in the
regime of large and positive value of a;p/Rip or ap/ Rap, one
finds

SEp_ 2
=— , (85)
ERSY 34 ()’
1D
SEp_ 1
- . (86)
WBP 27 (o
Eps 1+ 5 (72)

When the detuning § M(B — By) tends to SMAB + h—l‘gi by
positive values, for D = 2, app tends to zero, whereas for
D =1, ap tends to minus infinity. In this regime, no shallow
dimer exists in the two-channel model and in the WBP model.
Nevertheless, the ERM predicts a spurious binding energy in
a narrow interval of the relative magnetic detuning. This can
be seen in Figs. 3 and 4 by the existence of a quasivertical
dashed line in the spectrum. Interestingly, as a consequence
of the nontrivial dependence of the effective range parameters
Rip and R,p as a function of R*, the 1D-ERM and 2D-ERM
are much more predictive than the WBP models for binding
energies of the shallow 1D bound states even for broad FR
where the 3D effective range parameter is small (for instance,
for the Cs FR in Figs. 3 and 4). Moreover, the 1D-ERM and
2D-ERM provide still quantitative results for binding energies
of the order of the trapping energy fw .

We now identify in the 1D atomic waveguide a new
regime where the effective range approximation is relevant
nonperturbatively. This happens in the resonant limit, i.e.,
for a ~ a"® where a;p — 0 and for a large effective range
parameter Rp:

Rip>»a; and |ap| K ay. (87)

When Eq. (87) is satisfied, the effective range term can be
anomalously large with k|a;p| < (k|Rip|)? in the monomode
regime and for small relative momentum (k < 1/a,) (typi-
cally for k ~ 1/Rp). In the strict resonant limit (a;p = 0) and
for positive value of R;p, there is a shallow dimer of binding
energy h*/(2/4R7p). This is in strong contrast with the result
of the WBP model where the dimer is infinitely bound in
the STG limit (a;p — 07) and does not exist in the TG limit
(ajp — 07). Equation (87) defines a regime which has not yet
been explored at the many-body level. In this context, it is
interesting to address more closely the validity of the effective
range approximation for the binding energy |k| ~ 1/Rp. For
this purpose, one evaluates the ratio between the effective range
term in the denominator in Eq. (68) and the next term in the
low-energy expansion obtained from Eq. (58) at k =i/Rp
and a = a"C. For n <« 1, one finds the following criterion:

< 1. (88)

g [ R* ]1/ :
ay [ay +apgt(1/2)

Moreover, in view of a future achievement of this regime, it
is essential to know the necessary conditions to reach large
values of the ratio R*/a . In the TG regime [where the second
condition in Eq. (87) is satisfied] and neglecting n, Eq. (71)

gives
RID 3 R* Apg 2
(—) o~ |:1 + C(1/2)Z:| . (89)

ag 2al

a=a™0
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FIG. 5. Energies of the dimer as a function of the reduced
detuning in the 1D monomode regime (a; = 3000a,) for the FR
of 2Na at By = 853 G (see Table II). Solid line: two-channel model;
dotted line: 1D-WBP model; dashed line: 1D-ERM. The vertical
dashed-dotted line indicates the detuning where the 1D resonance
(a1p = 0) occurs.

Hence, the first condition in Eq. (87) can be satisfied for large
enough values of the ratio R*/a . However, this ratio cannot
be too large in order to satisfy Eq. (88).

Hopefully, species which verify the two conditions in
Egs. (87) and (88) can be found. One example is given by >>Na
near the narrow FR at 853 G with a realistic axial confinement
with a; = 3000ag (see Table II). At resonance a;p = 0, one
finds Rip/a, ~ 3.2 and the value of the left-hand side of the
criterion in Eq. (88) is about (0.087). The binding energy is
plotted as a function of relative detuning in Fig. 5. Close to
the resonance, the dimer is shallow and this plot illustrates the
breakdown of the WBP model in this regime. As expected,
the ERM model gives a quantitatively good approximation of
the binding energy.

D. Occupation probability of the closed channel

The mean number of molecules in the closed channel
highlights the crossover between the different types of dimers.
It is equal here to the occupation probability of the molecular
state (W™|P™) = j—g /8 M [32]. In the off-resonant regime,
for the BD the occupation probability in the closed channel
vanishes, whereas for the FD it tends to unity (for large
detunings and thus large binding energies, the FD populates
mainly the molecular state).

We plotted the occupation probability in the closed channel
in Fig. 6 for the two bound states in a 1D atomic waveguide
for the '33Cs FR at By = —11.7 G with a transverse length
a; = 1000ap. In this example, the background scattering
length apg is positive and larger than e@ : this resonance
corresponds to Fig. 2(d). The figure illustrates the crossover
between the CIFD and the BD [Fig. 6(a)] and the BD and
the FD [Fig. 6(b)]. At the threshold where the CIFD appears,
the occupation probability in the closed channel is small. In
the off-resonant regime, the BD has also a vanishingly small
occupation probability in the closed channel. Conversely, for
large and negative magnetic detuning, the FD occupies mainly
the closed channel as expected from Eq. (23).

PHYSICAL REVIEW A 91, 042703 (2015)

FIG. 6. Dashed-dotted lines: binding energy for dimers in a 1D
atomic waveguide (a; = 1000ay) for the '**Cs FR in Table II;
solid lines: occupation probability of the closed channel for the
corresponding dimer. (a) Results for the dimers of the upper branch
in the spectrum; (b) results for the lower branch.

VII. CONCLUSIONS

In this paper, we use a finite-range two-channel model to
solve the two-body problem for atoms in a 1D and a 2D
atomic waveguide. The model which was already used in
Refs. [28-32] gives quantitative results in a large interval of
magnetic detuning and colliding energies and permits us to
derive analytical expressions for two-body scattering in low
dimensions. The model gives substantial improvement with
respect to the pure WBP models of the interaction [45]. We
compare the results of the two-channel model with purely
2D (or 1D) zero-range models (WBP models and effective
range models), and give conditions where these approaches
are relevant. The effective range model is shown to be a
quantitative approach in a large interval of magnetic detuning.
For 1D atomic waveguides, we identify a regime of scattering
resonance (the 1D scattering length tends to zero) where
the effective range term is dominant in the 1D scattering
amplitude. We exhibit a possible achievement of this regime
by using a narrow FR of 2*Na atoms. In this regime, contrary
to the standard 1D resonant regime, a shallow dimer exists.
The consequences of these findings at the few- and many-
body levels are an open issue. One expects large deviations
from the TG and STG properties as for instance the nature
ground state [46,47] as a function of the effective range
parameter.
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APPENDIX: A USEFUL EXPRESSION

In this Appendix, we give an analytical expression for the
infinite sum

o0
2 —nu
Syu) =Y " |(8°[n)| e, (A1)
n=0
Formally, one recognizes in Eq. (A1) the density operator p,
of the harmonic oscillator in the x direction, considered in the
representation |n) at a temperature kg7 = 2hw /u:

S, () = (81| p|8.P)e"/*.

p (A2)

PHYSICAL REVIEW A 91, 042703 (2015)

We perform the calculation in the configuration space, where
the density matrix p(x,x’) = (x|p|x’) is
A2
p AP u
x)=(xlexp| — | — + =
oty = telesp |~ (£ + G a?)

One can then use the known result for the density matrix

} Ix).  (A3)

[cosh( 5 )(x2+x’ 2)—2)0«:’]
o Zai sinh( %)

ai,/2m sinh (%)

together with the expression of (x|8!P) in Eq. (31). The
integration over x and x’ implies only Gaussian functions and
one finds

o]

p(x,x") = (A4)

1 1
T aT JaA P —e (-2

Sy(u) (A5)
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Chapitre 4

Portée effective unidimensionnelle et
écart a l'intégrabilité

4.1 Introduction

Particularité des systémes de dimension réduite. En physique classique, les
systeémes uni- et bidimensionnels présentent certaines propriétés tres spécifiques par
rapport aux systémes tridimensionnels [89]. Par exemple, dans un probléme de marche
aléatoire ou une particule se déplace sur un réseau uni- ou bidimensionnel, la particule
est certaine de repasser au bout d’un temps fini par son point de départ. Ce résultat
est tres différent si la particule peut se mouvoir sur un réseau tridimensionnel o, dans
ce cas, la probabilité qu’elle retourne a son point de départ est de 'ordre de 0.34, soit
une probabilité bien inférieure a 'unité [90, 91, 92].

En ce qui concerne les atomes froids, la question de la dimensionnalité de I’espace
accessible pour un gaz atomique est également tres importante. L’un des exemples
les plus connus & ce sujet concerne l'existence d’'un condensat de Bose-Einstein en
dimension réduite. Contrairement & un gaz bosonique tridimensionnel, un gaz uni- ou
bidimensionnel homogene ne peut pas condenser a température non nulle. Ceci a été
formulé par Bogolioubov avec le théoréme k=2 [93, 94, 1] et peut étre vu comme une
conséquence de la forme de la densité d’état. Dans le formalisme grand canonique [95],
le nombre moyen de particules IV est donné par la distribution de Bose-Einstein quelle
que soit la dimension du systeme :

N=>" ! (4.1.1)

v exp (EI;UB}#) 1’

ou la somme porte sur 'ensemble des états propres noté {v}. Le potentiel chimique p
peut prendre toutes les valeurs entre —oo et 0 afin que ’état fondamental vy d’énergie
E,, = 0 ait une population positive. Le nombre de particules N’ dans un état excité
est alors borné supérieurement :
N’—Z;<N’ =Y (4.1.2)
o eBE —p) ] max eBE —1° o
v#£1g v#1
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Lorsque N/,../LP reste fini & la limite thermodynamique, la densité de particules dans
les modes excités peut saturer et le systeme peut donc condenser pour une densité dans
I’espace des phases au-dessus d’une certaine valeur critique. Ce sera le cas lorsque

I'intégrale suivante existe :
; dEieﬂE—l’ (4.1.3)

ou p(FE) est la densité d’état du systeme. Dans 'espace libre, la densité d’état varie
selon la dimension du systeme D :

p(E) x BE(Z71). (4.1.4)

Le systéme ne peut donc condenser dans I’espace libre a température non nulle que si
D > 2.

Par ailleurs, certaines phases corrélées en dimension réduite n’ont pas d’équivalent
dans ’espace tridimensionnel usuel. C’est par exemple le cas des gouttelettes boso-
niques bidimensionnelles pour une interaction attractive [96] ou pour les gaz de Tonks-
Girardeau et de super Tonks-Girardeau qui existent au voisinage d’une résonance de
diffusion unidimensionnelle.

De plus, il existe des méthodes théoriques développées spécifiquement pour les
systemes unidimensionnels qui permettent d’obtenir des résultats exacts pour le pro-
bleme a N corps. Un exemple qui sera tres présent dans ce chapitre est 'ansatz de
Bethe qui s’applique pour des systémes intégrables, et dont quelques caractéristiques
sont rappelées dans 'annexe 4.A. Enfin, dans certaines configurations, le théoréme
de Girardeau [10] permet de mettre en correspondance un systéme bosonique en forte
interaction répulsive avec un systéme fermionique sans interaction, ce qui permet d’ob-
tenir des résultats exacts pour le probleme a N bosons.

Intégrabilité. L’intégrabilité est une propriété particuliere de certains systémes dy-
namiques. En mécanique classique, un systéme est intégrable s’il posséde autant de
constantes du mouvement indépendantes et en involution que de degrés de liberté.
Pour un systéeme quantique, I'intégrabilité est liée au fait que I'ansatz de Bethe soit
solution du probléme & N corps [97, 98]. Dans ces deux cas, le systéme ne pourra pas
se thermaliser.

C’est par exemple le cas pour un systeme de deux atomes identiques dans un espace
unidimensionnel, ou la conservation de I'impulsion totale ainsi que de 1’énergie impose
que '’ensemble des deux impulsions des deux atomes soit conservé apres la collision
— soit chaque particule conserve son impulsion, soit les deux atomes échangent leurs
impulsions.

Pour un systeme quantique d’au moins trois particules, les propriétés d’intégrabi-
lité dépendent des interactions. Elles ont été étudiées en détail, aussi bien d’un point
de vue physique que mathématique, et les problématiques actuelles concernent les
écarts a l'intégrabilité, ainsi que les propriétés de thermalisation [99, 22] ou de réac-
tivité chimique [100, 101] qui en découlent. En particulier, 'intégrabilité étant une
caractéristique des systéemes unidimensionnels, il est possible d’étudier la transition
d’un systéme non intégrable vers un systéme intégrable en étudiant la transition d’un
systéme tridimensionnel vers un systéme unidimensionnel [23].
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4.2 Diffusion unidimensionnelle

4.2.1 Généralités

Considérons la diffusion unidimensionnelle de deux atomes de masse réduite p ol
le potentiel d’interaction V(z) posséde une distance caractéristique /;p [on considére
donc que V(|z| > lip) = 0]. L’équation de Schrédinger stationnaire de la fonction
d’onde relative 1(z) de ce probleme & deux corps est alors :

h? d%y
Sk S V4 = E1. 4.2.1
Loin du ceceur de 'interaction et en définissant le nombre d’onde positif k = Q;f—QE, les
fonctions d’onde des états de diffusion s’écrivent sous la forme [16, 42] :
eikz + foefik‘z . flefikz7 2 & _llD
e""* + foe + fie , z > lip,

ou fy et fi sont les amplitudes de diffusion du probléme pour les parties paire et impaire
de la fonction d’onde; ces amplitudes dépendent bien entendu du nombre d’onde k.
L’amplitude de diffusion du secteur pair est exactement 'amplitude de diffusion défini
dans Iéquation (3.1.2). De plus, cette forme asymptotique de la fonction d’onde peut
également se présenter comme un probléme de transmission et de réflexion a travers
une barriere :

P(z) =

e 4 re 2, z << =l
{ P (4.2.3)

teikz, z> lip.
Dans ’équation (4.2.3), les coefficients de transmission et de réflexion en amplitude

sont notés t et r, et dépendent du nombre d’onde relatif k. On peut alors facilement
relier les coeflicients de transmission et de réflexion avec les amplitudes de diffusion :

r=fo—fi ; t=1+4 fo+ fi. (4.2.4)

Lorsque la fonction d’onde est symétrique, la diffusion a lieu dans le secteur pair
et seule 'amplitude de diffusion paire fy est importante. Si la fonction d’onde est
antisymétrique, c’est la partie impaire qui diffuse et dans ce cas seule f; contient de
I'information. La statistique bosonique impose que la diffusion de bosons identiques
s’effectue dans le secteur pair. Au contraire, pour des fermions identiques totalement
polarisés, la diffusion ne s’effectue que dans le secteur impair.

4.2.2 Modeles de portée effective

Il a été vu dans la partie 3.6.2 qu'un modele de portée effective en secteur pair
peut étre implémenté via la condition de contact :

[¥(2) +(=2)],
(4.2.5)

lim (1 + agd, + RS(‘E) (lMol) =0 5 (2[Ioy) =

z—07t

1
2
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et que 'amplitude de diffusion d’une telle interaction s’écrit :

-1
Jolk) = 1+ iagk — iR3K3’

(4.2.6)

ou l'indice 1D n’est plus explicité car on ne considere dans cette partie qu’'un systeme
unidimensionnel, mais ou I'indice 0 a été ajouté afin de ne pas confondre les parameétres
de la diffusion dans les secteurs pair et impair. Pour une interaction dans le secteur
impair incluant le parametre de portée effective Rq, la condition de contact est quant
a elle [88] :

() - w(=2)],  (42.7)

N |

1m(1+@_m@ymmw_o; (2T ) =

z—0t a1
et 'amplitude de diffusion associée s’écrit :
—ik
k)= —"—"—¥——. 4.2.8
filk) L ik + Rik? (428)
Les modeles de Wigner-Bethe-Peierls sont définis par les mémes conditions de contact
dans le cas particulier ou la portée effective est strictement nulle, ¢’est-a-dire ou Ry = 0
pour le secteur pair et R; = 0 dans le secteur impair.

Dénomination. Le terme Wigner-Bethe-Peierls est utilisé ici par analogie avec une
interaction tridimensionnelle. Lorsque 1’on considére un ensemble unidimensionnel de
N atomes diffusant dans le secteur pair et ou la portée effective est négligée, on parle
plutét de modele de Lieb-Liniger [20] lorsque ag < 0 et de modele de McGuire [74]
lorsque ag > 0. On rencontre parfois le terme de modeéle de Lieb-Liniger-McGuire
lorsque la longueur de diffusion n’a pas de signe prédéterminé. Pour le systéme équi-
valent en interaction dans le secteur impair on parle également de modele de Cheon-
Shigehara [102].

4.2.3 Etat lié a deux corps

Energie. Que ce soit pour une interaction dans le secteur pair ou impair, nous nous
restreignons au cas ou la portée effective est positive [88, 39]. En effet, comme il
a été vu précédemment, il n’existe expérimentalement pas de gaz unidimensionnel,
mais seulement des gaz confinés dans des guides d’onde suffisamment étroits : les
relations entre les propriétés des interactions et celles des guides d’onde imposent dans
la majorité des configurations la positivité de la portée effective.

Dans ce cas, il existe un unique état lié a deux corps pour une interaction dans le
secteur pair d’énergie quelle que soit la valeur de la longueur de diffusion ag :

—h2K2

Ey = 5 avec 1 — koag — R3k3 =0, (4.2.9)
o

et il existe un unique état lié dans le cas d’une interaction dans le secteur impair pour
une longueur de diffusion positive a; > 0 d’énergie :

_H22 —144/1+ %
o — o (4.2.10)

= "2 avec Kj = R,
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Physiquement, ces dimeres ne sont pertinents que si leur énergie de liaison est petite
par rapport a ’énergie du premier état excité du guide d’onde.

Normalisation. Afin de normaliser ’état lié, on peut utiliser la relation de fermeture
des états propres du systéme a deux corps suivant [61] en considérant successivement
une interaction agissant uniquement dans le secteur pair ou dans le secteur impair! :

dk
[ 5l60i sl + 60} on =1 avec  p=Ooul (4.2.11)

L’entier 7 de 1’équation (4.2.11) permet de choisir une diffusion dans le secteur pair
pour n = 0, ou une diffusion dans le secteur impair avec n = 1. En particulier, les
états de diffusions dans le secteur pair (resp. impair) sont notés [ i) (resp. |[¢1x)) et
I'unique état lié est |¢o) (resp. |¢1)). Dans l'espace des configurations ils ont la forme :

(elme) = €%+ [(—1)7 + 200(2)] ()™ 5 (2l8y) = N [(—1)7 + 200(2)] e~

(4.2.12)
La fonction de Heaviside est notée © dans I’équation (4.2.12) et par convention ©(0) =
%. En utilisant la propriété des amplitudes de diffusion qui découle de 'unitarité du
processus de diffusion [42] :

1
o (k) = =5 [Falk) + £5(8)] (4.2.13)
et en utilisant les équations (4.2.11) et (4.2.12), on montre que :
dk
2 - — [
V" = 5, In(k)- (4.2.14)

Finalement, le facteur de normalisation de 1’état lié est :

_ Kn
V| = \/1 PETE T (4.2.15)

Dans le cas ol la portée effective est négligeable, I’état lié est simplement normalisé
a 'unité. Cependant, lorsque I’on prend en compte la portée effective, la normalisation
de I’état lié devient non triviale. Ceci peut s’interpréter comme étant une conséquence
de lexistence d’'un couplage avec une voie fermée (cf partie 2.5).

4.2.4 Modéele de contact pour un systeme de N atomes

L’utilisation de ces modeles de contact (Lieb-Liniger-McGuire et portée effective)
définis par les équations (4.2.6) (4.2.8) pour un systéme de N atomes est assez immé-
diate. Cependant, elle nécessite de préciser dans un premier temps certaines notations.

1. Dans le chapitre 5, 'indice 7 a une signification différente : il représente le type de particule
considérée.
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Notations. On note z; la position de chaque particule ¢ et I’ensemble des coordonnées
des N particules est noté :

(2)N =21, 2N. (4.2.16)

Pour chaque paire de particules, on définit la coordonnée relative et la position du
centre de masse :
zi + 25

5 (4.2.17)

Zijg=z2i— 2% 5 L=

Les opérateurs de projection sur les secteurs pair et impair se généralisent en :

L, 1
(NI = 5[, -2 2 2w ]9)

+(—1)"<z1,---Zj,-"Zi,"‘ZNhM . p=0oul. (4.2.18)

Généralisation de la condition de contact. Pour une collection de N atomes, le
modele de portée effective unidimensionnel se généralise en considérant que le systéeme
vérifie ’équation de Schrodinger sans interaction tant que toutes les particules sont a
des positions distinctes (Vk # [,z # z;) et que la fonction d’onde vérifie la condition
de contact pour toutes les paires possibles :

Y(i,j) lilrr(l)+ (1 + ao0,,; + R038§’U) <(Z)N|f[6]|\li> =0 secteur pair, (4.2.19)
Zij—>
1 o
Vi) ¢ tm ( Lo, - Rlag.j) (NI |0) = 0 secteur impair, (4.2.20)
Zij— al g

ot la position du centre de masse Z;; des particules ¢ et j ainsi que les positions de
toutes les autres particules z; pour k # 7,7 sont maintenues fixes lors du passage a la
limite.

4.3 Résultats connus pour le probleme a N corps pour les
modeéles de contact

Les modeles de contact unidimensionnels, et en particulier le modele de Lieb-
Liniger-McGuire défini dans la section 4.2.2, ont été tres étudiés. Dans cette partie
nous rappelons quelques résultats connus de ces modeles concernant le probleme a N
corps.

4.3.1 Hamiltonien

Les modeles de Wigner-Bethe-Peierls unidimensionnels sont équivalent & un Ha-
miltonien & N particules de masse m :

N s R
22% + 3 V(5) (4.3.1)

i=1 i<j
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contenant le potentiel d’interaction & deux corps de portée nulle suivant [16, 88] 2 :

R R 10+ 10—
(Alg) = 903(2)6z)  on  (aITald) = [“0 R )]Mz» (1.3.2)

ou les constantes sont reliées aux longueurs de diffusion par :

—2h2 —2h%ay
ou g =——.
mag m

9o = (4.3.3)
Dans I’équation (4.3.2), la distribution ¢’ est la dérivée de la distribution ¢ de Dirac. Le
potentiel V) permet une diffusion dans le secteur pair, alors que le potentiel V7 autorise
une diffusion dans le secteur impair. Ces modeles prédisent I'existence d’un état lié a

/. . 2 . . . . .
deux corps d’énergie — nf’a dans le secteur pair ou impair si et seulement si a, > 0.

2
n
4.3.2 Diagramme de phase du secteur pair

Le probleme a N corps pour une diffusion dans le secteur pair est intégrable :
on peut donc trouver les états propres et les énergies associées grace a la méthode
de I'ansatz de Bethe ce qui permet de connaitre le diagramme de phase bosonique
complet. Pour une interaction répulsive (ap < 0) les bosons forment un gaz de Lieb-
Liniger [20, 21]. Pour une interaction attractive (ap > 0) 1’état fondamental est un
soliton d’énergie g—imh—g‘%N (N2 — 1) [74] et les états excités peuvent étre construits en
généralisant I'ansatz de Bethe a des quasi-impulsions complexes [104]. Dans ce cas,
ces excitations correspondent a 1’éjection d’une ou de plusieurs particules de la phase
solitonique.

0+ 400 —00 0~ 90
—00 07 0F +00_ q
; . | . =
gaz de Lieb-Liniger TG  super TG soliton .
: ) b’(lim
1
pas de dimere :
1
I —00

Fig. 4.1 Diagramme de phase bosonique prédit par le modéle de Lieb-Liniger-McGuire

Le processus de diffusion décrit par le modele de Lieb-Liniger-McGuire est résonant
lorsque ag est nul. Dans la limite ou ag = 07, le gaz de bosons se comporte comme un
gaz de fermions sans interaction ou la forte interaction répulsive bosonique joue le role
de principe d’exclusion de Pauli. On parle alors de fermionisation. Dans cette limite,
I'état fondamental est un gaz de Tonks-Girardeau [10] qui a été observé en 2004 pour

2. Dans les références [103, 88], on peut trouver des expressions plus générales de ces pseudo-
potentiels unidimensionnels utilisant le formalisme du A-potentiel.
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un gaz libre [11] et pour un gaz sur réseau [12], et dont les excitations ont été mesurées
[78, 79].

Dans la limite de forte interaction attractive (ag = 07), I'énergie des états de type
solitoniques divergent. Les états excités forment alors un gaz de super Tonks-Girardeau
prédit et étudié numériquement depuis 2005 [13, 105, 106] et observé en 2009 [14].

4.3.3 Mise en correspondance bosons-fermions
La forme tres particuliere des modeles de Wigner-Bethe-Peierls permet d’effectuer

des bijections entre systémes bosonique et fermionique.

Le théoréme de mise en correspondance de Girardeau. Considérons un en-
semble unidimensionnel de N sphéres dures de rayon R et de masse m en interaction.
L’équation de Schrédinger dépendante du temps de ce systéeme est :

ih§<(z) W (t)) = iiﬁJrV[(Z) t| (Z)n ¥ (1)) (4.3.4)
ot N |2m = 022 N N e
((z)N|¥(t)) =0 pour |z; —z,| <2R. (4.3.5)

La condition de sphére dure est incluse dans la condition (4.3.5). Ainsi, le potentiel
V[(z)n,t] dans ’équation de Schrédinger (4.3.4) ne prend pas en compte la répulsion
de coeur dur des particules.

Le théoréeme de mise en correspondance de Girardeau [10] assure que si ((z) |V r(t))
est une fonction d’onde antisymétrique représentant N fermions impénétrables qui sa-
tisfait donc aux équations (4.3.4) et (4.3.5), alors la fonction d’onde |¥p(t)) définie
par :

()INITB() = Al()N(2)n[Yr®) 5 Alz)n]= [ sen(z —z), (4.3.6)
1<j<k<N

est une fonction d’onde & N corps vérifiant la symétrie bosonique et satisfaisant aux
équations (4.3.4) et (4.3.5) avec la méme énergie que |V p(¢)). Dans ’équation (4.3.6),
la fonction antisymétrique unitaire A[(z)y] assure que la fonction d’onde |¥p(t)) est
symétrique. La démonstration de ce théoréme s’effectue en considérant chacun des
domaines ou les z; sont distincts deux a deux et ou ((2)n|Up(t)) = £{((2)N|Vr(t)).
Lorsque z; = z, la condition (4.3.5) impose que les fonctions d’onde (bosonique ou
fermionique) s’annulent. Cette condition donc est essentielle.

Ce théoreme permet, par exemple, de transformer un probléme bosonique en in-
teraction répulsive forte en un probléme fermionique sans interaction, beaucoup plus
facile a traiter théoriquement (cf par exemple [107, 108, 109, 110, 111}).

Dans la limite o R — 0, cette mise en correspondance reste possible sous réserve
que les fonctions d’onde s’annulent bien lorsque deux particules sont au contact 1’une
de lautre [101].

4.3.4 Régime de Tonks-Girardeau fermionique

Interaction de Wigner-Bethe-Peierls. Dans le méme état d’esprit, il est possible
de relier un gaz de bosons en interaction de Wigner-Bethe-Peierls dans le secteur pair et
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un gaz de fermions totalement polarisés mais cette fois-ci en interaction dans le secteur
impair. Les fonctions d’onde de ces deux gaz vérifient ’équation de Schrédinger sans
interactions partout sauf au contact de deux particules, ou l'interaction est remplacée
par une condition de contact qui ne prend en compte que la longueur de diffusion dans
le secteur pair ag pour les bosons ou la longueur de diffusion a; dans le secteur impair
pour les fermions :

Vi g, tim (14 agds,) (z)n[¥5) =0 (4.3.7)
Zij~>0+

L. 1

Vit g, lim (0., ) (Enlve) =0 (133)

Les conditions de contact des équations (4.3.7) et (4.3.8) n’étant valables que si les
fonctions d’ondes Vg et ¥ vérifient les symétries par échange de particules paire pour
les bosons et impaire pour les fermions. En utilisant la correspondance (4.3.6) pour des
fonctions d’onde stationnaires et 'antisymétrie qui impose que Vg s’annule lorsque
deux particules sont au contact, on montre que si une fonction bosonique vérifie la
condition de contact (4.3.7), alors la fonction fermionique définie par la correspondance
vérifie celle de I'équation (4.3.8) avec comme longueur de diffusion ag <+ a; [102, 112].

Ces interactions sont équivalentes a des potentiels ponctuels dont l'intensité dépend
de la longueur de diffusion [voir I’équation (4.3.2)], de sorte que lors de cette correspon-
dance, une interaction forte bosonique est reliée & une interaction fermionique faible,
et inversement. En particulier, pour a; — oo, le systeme fermionique est en corres-
pondance avec un systéme bosonique sans interaction (ag — 00). Par analogie, cette
limite est appelée Tonks-Girardeau fermionique [108, 113, 114, 115, 116, 117]. Dans le
cas ol l'on fait correspondre un gaz de fermions sans interaction (a; — 0) avec un gaz
de bosons en interaction forte (ag — 0), on retrouve la correspondance du théoréme
de Girardeau de 1960.

Portée effective. Dans le cadre d’une théorie de portée effective, les conditions de
contact (4.3.7) et (4.3.8) sont remplacées par :

Vi g, lim (14 agds, + R3O ) (2)w[¥p) =0 (4.3.9)
Zij—)0+ )
1
Vi # 4, li — 40, —R0* Up) = 0. 4.3.10
i3, lim (a1 +0:; — R z”> (()N[¥F) (4.3.10)

On remarque en particulier que la puissance de la dérivée du terme de portée effective
dans les conditions de contact n’est pas la méme pour le secteur pair (4.3.9) et pour le
secteur impair (4.3.10). La démonstration de la correspondance bosons-fermions qui a
lieu pour une interaction de type Wigner-Bethe-Peierls ne peut donc pas s’appliquer
pour une théorie de portée effective.

Cette remarque est d’autant plus importante que le terme de portée effective du
secteur impair ne peut en général pas étre négligé [88] — le régime de Tonks-Girardeau
fermionique n’est, en pratique, réalisable que pour des résonances et des gammes de
parametres tres étroites. En effet, ce régime n’est observable que dans la limite ou la
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distance moyenne entre atomes est grande devant le terme de portée effective Ry. Pour
des valeurs typiques de piégeages expérimentaux, cette condition sera vérifiée pour des
expériences mettant en jeu un petit nombre d’atomes [88].

4.4 Intégrabilité des modeles de portées effectives

En 2010, 'ansatz de Bethe (voir annexe 4.A) a été utilisé pour résoudre le probléme
a IV fermions identiques dans un espace unidimensionnel et interagissant entre eux via
un modele de portée effective [41]. Il nous a semblé intéressant d’appliquer cette méme
méthode pour traiter le cas bosonique également avec un modele de portée effective. En
effet, l'utilisation de ce modele est justifiée par l'article [39] au voisinage de certaines
résonances de Feshbach étroites. Le cas sans portée effective a déja été traité en 1963
par Lieb et Liniger lorsqu’il n’existe pas d’état lié a deux corps [20, 21], et par McGuire
puis Castin lorsqu’il y en a un [74, 104].

La méthode de ’ansatz de Bethe a déja été utilisée pour traiter de problématiques
proches. Elle a servi & décrire des états de diffusion pour un systéme bosonique dans
un modele de portée effective [40] et a décrire un gaz bosonique au voisinage d’une
résonance de Feshbach étroite pour des gammes de parametre ou il n’existe pas d’état
lié [42]. Tous ces articles supposent donc implicitement que les systémes considérés
sont intégrables (voir annexe 4.A).

Cette hypothese entre en contradiction avec I'utilisation du critére de Yang-Baxter-
McGuire [101] qui affirme que le modele de Lieb-Liniger-McGuire est intégrable alors
que les autres modeles cités dans ce paragraphe — en particulier les modéles de portée
effective — ne le sont pas.

Nous avons donc décidé d’étudier le probleme a trois corps qui est au centre des
propriétés d’intégrabilité avec un modele hamiltonien unidimensionnel a deux voies qui
est équivalent, pour le probléme & deux corps, au modele de portée effective. Ceci nous
permet de tester les criteres d’application des conditions de contact et de 'ansatz de
Bethe. Nous avons trouvé en particulier que les modeles de contact ne sont pas bien
définis pour le probléeme & trois corps et nous proposons une condition supplémentaire
a ajouter a ces modeles pour pallier ce probleme.

4.5 Modeéeles a deux voies unidimensionnels

4.5.1 Hamiltonien

En seconde quantification, le Hamiltonien du modele a deux voies unidimensionnel
sans interaction directe pour des atomes de masse m et des molécules de masse 2m
est :

A dk [ 5 € N ot
H, = /27r [Gka};,kan,k + (; + E,7 ) bl;,kbn,k}
R\, [ dKdk X
AT AT
+ |: m / (27'(')2 <k|6e >an,§+ka’n,§—kb’7’K +hC . (451)

La principale différence entre le secteur pair (n = 0) et le secteur impair (n = 1) est
la symétrie du couplage entre les deux voies. Pour une diffusion dans le secteur pair,
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ce modele & deux voies est une version simplifiée de celui de l'article [42] qui prend

en compte également une interaction directe dans la voie ouverte 3. L’énergie cinétique
est : -
hk

€ = ——. (4.5.2)

2m
L’opérateur aé ;. crée une particule bosonique de nombre d’onde k, ai ;. une particule

fermionique de nombre d’onde k, et bj}  une molécule bosonique de nombre d’onde k
dans le secteur pair ou impair. Ces opérateurs satisfont donc aux relations de commu-
tation :

A~ A~

[&n,k ,&L,k/]n = (2m)o(k—&) ; [dn,k,&n,w}n =0; {bn,k;b;’k/}o = (2m)6(k—kK'), (4.5.3)

ol [A, B)y (resp. [A, B];) représente le commutateur (resp. anticommutateur) entre
les opérateurs A et B. Tous les autres commutateurs entre un opérateur atomique
et un opérateur moléculaire sont nuls. La fonction de coupure est toujours choisie
gaussienne :

(k|67 = (ik)1e "¢ /4, (4.5.4)
Dans le cas d’une diffusion dans le secteur pair, la définition de cette fonction est la
méme que ’équation (4.8.1). Pour une diffusion dans le secteur impair, cette fonction
de coupure tend, lorsque € — 0, vers la dérivée de la distribution de Dirac.

4.5.2 Amplitude de diffusion

Afin d’obtenir les expressions des parametres de la diffusion, on utilise 'ansatz a
deux corps suivant dans le référentiel du centre de masse (voir par exemple [61, 68, 66]
pour des calculs similaires & 3D) :

dk o R
in) = [ Gran(i)al 10} + Byblol0) (4.55)
Les éléments des matrices de transition de ces modéles peuvent alors s’écrire sous la
forme : (K167 (57 ko)
<k‘T77(E+Z0+)’k0> - m2(E—Em) en AEO : - " (456)
sy — (0¢|GH(E +i0%)[5¢)
ou la résolvante du systéme sans couplage @9](E +40T) est définie par :
A dk’' |k (K|
0 0t — v
GO(E +i0F) = / e s (4.5.7)
m

On trouve alors le lien entre les parametres du modele a deux voies et ceux des ampli-
tudes de diffusion des équations (4.2.6) et (4.2.8) :

E§'m 1 \3
1 21 mE® 1
— .22 _ . = =1 4.5.
a Vac maE T E ot (4.5.9)

3. Dans la Ref. [42], la limite de portée nulle ¢ — 0 est directement considérée; il n’y a donc pas
de fonction (k|82).
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Dans la limite de portée nulle, chacun de ces deux Hamiltoniens a deux voies ﬁn (n=0
ou 1) est exactement équivalent pour le probléme & deux corps au modeéle de portée
effective du secteur correspondant (pair ou impair), a condition de considérer lors du
passage a la limite € — 0 pour le secteur impair que I’énergie moléculaire s’adapte en
divergeant de fagon a ce que la longueur de diffusion de ce secteur garde une valeur
fixée a;.

4.5.3 Equation intégrale

L’ansatz utilisé pour le probleme & 3 corps comprend, dans le référentiel du centre
de masse, d’'une part une collection de 3 atomes, et de I'autre un ensemble d’une
molécule et d’un atome :

dkdK (kEKWD) 4 dK (KlpmVaL.

|U,) = / e V3l an,§+kan,§—kam—1{‘0> +/ o) M by kG, _rc|0).
(4.5.10)
Projeté sur le sous-espaces de Hilbert de 3 atomes, I’équation de Schrodinger devient :

252

(B3 = 2e0) (k, KIB) = —— | (kIS (K |o7)

(ke |07) (B [ + (e |ST) (K[| (4.5.11)

La fonction (k,K[¢P) est symétrique pour n =0 et antisymétrique pour 7 =1 par
échange de deux particules :

3K  k K
Dans ’équation (4.5.11), I’énergie relative de la collision est :
3R*K?
Egl=FE-- : 4.5.13
P-p-2T (45.13)

Etats de diffusion atome-molécule. Considérant un processus d’énergie E! > 0
et d’onde incidente dans le référentiel du centre de masse |1/)2>, on obtient I’équation
intégrale suivante :

dk o [ dk
+ [ My kB ) = [ 5

s

(k)20 ()
Fo (K3
Le noyau de I’équation intégrale (4.5.14) est défini par :

Ak + K/2)1(K + k/2)"
— 5 (E4+140%) + K2 4+ kK 4 k2’

(—ik) (kK |yp).  (4.5.14)

M (K |, E) = (4.5.15)

et les amplitudes de diffusion des secteurs pair et impair sont définies par (4.2.6) et
(4.2.8). Le nombre d’onde associé a ’énergie relative est défini par :

rel
mEe
h2

kil = (4.5.16)
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Etats liés atome-molécule. Pour ces états liés, ’énergie relative est négative :

_ B2 (q§?1> 2

B = D@ > 0. (4.5.17)

Dans ce cas, il n’y a pas d’onde incidente, donc le terme source s’annule. L’équation
intégrale est ainsi trouvée en effectuant un prolongement analytique ikﬁ?l = —qﬁ?l.
Les dénominateurs ne pouvant s’annuler, les prescriptions +i0" dans le noyau sont
obsolétes :
(=) (Kl
fulig)

Pour le secteur impair, cette équation n’est bien posée que si Ry # 0. En effet, dans le

dk
+ [ oMK RE)(k[vy) = 0. (4.5.18)

cas contraire, 'auto-cohérence des solutions impose que (k|Y") = %€ 4 0p_s00 (%) et
I'intégrale de I'Eq. (4.5.18) n’est alors pas définie. Le terme de portée effective permet
de corriger ce probleme : il est donc essentiel pour que le probléme soit bien posé.

Dans le secteur pair, I’équation intégrale (4.5.18) est bien posée méme lorsque la
portée effective s’annule.

4.6 Ecart a 'intégrabilité

4.6.1 Critere de Yang-Baxter-McGuire

Le critére de Yang-Baxter donne une condition nécessaire pour qu’un systéme soit
intégrable, ce qui permet de savoir lorsque 'ansatz de Bethe peut étre une solution
du probléeme. Il peut étre exprimé sous différentes formes [101], par exemple grace aux
coefficients de transmission et de réflexion définis par I’équation (4.2.4)[74] :

ki — k;

‘T(k23)t(7€13)r(1€12) = t(k12)r(k13)r(kas) 4+ r(k12)r(k13)t(k23) ‘ ;o ki =

5

(4.6.1)
Cette forme considere I'interaction deux a deux entre trois particules. En effet, la non
intégrabilité ne peut apparaitre que pour un systéme d’au moins trois particules. Si
cette égalité n’est pas satisfaite, alors la partie diffractive de 1’équation (4.A.6) est
non nulle et le systéme n’est pas intégrable. Les résultats donnés par ce critére sont
différents pour les deux secteurs d’interaction a deux corps.

Secteur pair. Le critére de Yang-Baxter-McGuire est vérifié si*
(ap € R et Ryp=0) ou (lagp] = o0 et Ry e RY), (4.6.2)

c’est-a-dire lorsque la portée effective est négligeable devant la longueur de diffusion [20,
21, 104]. Cette situation est physiquement pertinente et est valide pour de nombreux
systémes [11, 12, 118, 14]. Dans le cas contraire, le systéme n’est pas intégrable [101].

4. Attention & ne pas confondre R* qui est ’ensemble des réels privé de 0 et la longueur R* qui
caractérise la largeur d’une résonance de Feshbach.
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Secteur impair. Lorsque le systéme possede une interaction a deux corps de portée
effective dans le secteur impair, le cas physique ou le critére de Yang-Baxter est vérifié
est :

la1| - 00 et R;€R. (4.6.3)

Le critere de Yang-Baxter-McGuire montre que dans le secteur impair, le systeme
ne peut étre intégrable que pour des valeurs extrémes de longueur de diffusion, quelle
que soit la valeur du parametre de portée effective. On s’attend donc a ce que le
systeme subisse une grande déviation par rapport a la limite intégrable. C’est ce que
l’on observe numériquement (cf paragraphe 4.6.5).

4.6.2 Ansatz de Bethe pour un modeéle de portée effective

La méthode de I'ansatz de Bethe [20, 104] permet de trouver une fonction d’onde
a N corps vérifiant les conditions de contact & deux corps des équations (4.2.19) et
(4.2.20) avec comme hypothése qu’aucune particule autre n’est présente entre les deux
particules dont on considere le contact — les particules sont tout d’abord rangées dans
un certain ordre, puis on considére que deux particules adjacentes se rapprochent tout
en gardant fixés les autres degrés de liberté. En se limitant a 1’état de plus basse énergie
dans le cas ou il existe un état lié & deux corps (agp € R ou a; > 0) , on trouve les
fonctions d’onde suivante :

((2)n|Yap) xexp | =k > |z — 2zl |, (4.6.4)
1<i<j<N

((2)nlap) < exp [ =k Z |2i — zj| | x H sgn(z; — z;). (4.6.5)
1<i<j<N 1<i<j<N

dont les énergies sont :
_ 52,2
h*k;,

6m

E, = N(N? - 1), (4.6.6)
et ot1 les nombres d’onde &,, sont définis a partir des énergies des états liés a deux corps
[cf Egs. (4.2.9) et (4.2.10)].

Remarque. L’équation (4.6.6) est suspecte. Considérons pour des bosons (n = 0) le
cas ol le nombre de particule est grand (N — o0). L’état lié a N corps est de plus en
plus ramassé sur lui-meme, donc le nombre d’onde relatif devrait diverger. Le terme de
portée effective devrait dominer au dénominateur de 'amplitude de diffusion fy(k), ce
que (4.6.6) ne traduit pas. En particulier dans le regime ou Ry < ag, la diffusion entre
bosons entre a priori dans le régime de Born, puisque c’est le cas a 1D aux grands
nombres d’onde. Un calcul de champ moyen sur le modeéle a deux voies (avec un état
cohérent) devrait donner un résultat fort différent de (4.6.6). Dans le cas de fermions
(n = 1), Pargument physique est le méme et le champ moyen serait de type BCS?.

5. Cette remarque est due a Y. Castin.
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4.6.3 L’ansatz de Bethe est-il solution de I'équation intégrale ?

Nous montrons dans l'article [43] dans le cas ou N = 3 que les fonctions d’onde
atome-molécule associées aux ansatz de Bethe dans les secteurs pair (4.6.4) et im-
pair (4.6.5) sont, a une constante de normalisation pres :

1

m,BA *2"9 Z ; oA
(Z]ypmBAY o W2l pour Z 40 (K)o m’

(4.6.7)

ot (Z|vg” BA> est continu pour des bosons en Z = 0 alors que ce n’est pas le cas des
fermions car (Z = 0|y)" BAY =

Secteur pair. Dans le cadre d’un modele de Lieb-Liniger-McGuire (ag € Ret Ry = 0),
la fonction d’onde atome-molécule donnée par I'ansatz de Bethe (4.6.7) est solution
de I’équation intégrale (4.5.18). De fagon cohérente avec le critéere de Yang-Baxter-
McGuire de la Sec. 4.6.1 et les articles [20, 104, 101], on en conclut que ce systéme est
intégrable.

La réponse est tres différente pour le modele portée effective dans le secteur pair
(ap € Ret Ry > 0). En effet, ’auto-cohérence des solutions de I’équation intégrale (4.5.18)
impose que le comportement a grands K de celles-ci soit :

cte

it 0K 00 K™h). (4.6.8)

(Klvg') =
L’ansatz de Bethe, qui posséde un comportement asymptotique en K ~2, ne peut pas
étre solution ; ce systéme ne peut donc pas étre intégrable.
Les limites ag — +o0o a Ry fixé sont particulieres et sont traitées dans les para-
graphes suivants.

Limite ao —> 400 pour Ry fixé. Dans ce cas, il existe un état lié a trois corps d’éner-
gie £ ~ 2 , quelle que soit la valeur de Ry (incluant Ry = 0). L’état fondamental

est coherent avec une solution solitonique : on retrouve les résultats de [74, 104].

Limite a9 — —oo pour Ry fixé. Cette limite est plus originale. En effet, il existe
dans ce cas un état lié a deux corps d’énergie E qui diverge : E ~ h—% Ce scénario
est différent de la théorie de Lieb-Liniger (Ry = 0) ou il n’existe pas d’etat lié a deux
corps. Numériquement, il existe un état lié a trois corps dont 1’énergie tend vers celle
du dimere. L’étude de la diffusion atome-dimere effectuée dans la partie 4.7 n’est pas
incompatible avec le fait que, dans cette limite, I’état fondamental pour une collection
de N atomes puisse étre un gaz intégrable de dimeres de type Lieb-Liniger. Seule
une étude du probléme & quatre corps (et plus) pourrait cependant démontrer cette

supposition.

Secteur impair. Dans le modele de portée effective (a1 € Ry et Ry € RY), 'ansatz
de Bethe du secteur impair n’est jamais solution de I’équation intégrale (4.5.18).
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4.6.4 Equivalence des modéles pour le probléme a trois corps

Les deux modeles a deux voies de I’équation (4.5.1) dans la limite de portée nulle
et les modeles de contact définis par les équations (4.2.19) et (4.2.20) sont équivalents
concernant le probléme a deux corps. En effet, ces modéles donnent la méme amplitude
de diffusion [Eq. (4.2.6) pour le secteur pair et Eq. (4.2.8) pour le secteur impair|, le
lien entre les parametres des différents modeles étant donné par les équations (4.5.8)
et (4.5.9).

Cependant, ces modeles ne sont pas équivalents pour le probléme a trois corps. En
effet, comme nous I’avons vu précédemment, ’ansatz de Bethe vérifie les conditions
de contact sans étre solution des équations intégrales données par les modeles a deux
voies unidimensionnels.

Pour obtenir ’équivalence, il est nécessaire d’imposer une contrainte supplémentaire
aux modeles de contact des secteurs pair et impair pour filtrer les solutions physiques.
Nous avons montré dans l'article [43] qu’imposer la continuité des fonctions d’onde
atome-molécule a l'origine dans le secteur impair, ou celle de sa dérivée pour le secteur
pair :

(9?%2]1/}2“) est continu en Z = 0 pour n =0 ou 1, (4.6.9)

permet d’obtenir I’équivalence des modeles pour le probléeme & trois corps. Grace a
cette condition supplémentaire, il est possible de démontrer les deux mémes équations
intégrales que celle des modeéles a deux voies a partir des modeéles de contact.

L’ajout de conditions servant a filtrer les solutions physiques se retrouve souvent
dans le probléme a petit nombre de corps pour des atomes froids, car les modeles de
contact ne sont pas toujours bien définis pour le probleme a N corps. On peut par
exemple effectuer un paralléle avec la physique d’Efimov ot il est nécessaire d’ajouter
un ingrédient supplémentaire pour étudier le probléme a trois corps a partir d’un
modele de contact, que ce soit le parametre a trois corps [119] ou une condition nodale
sur la fonction d’onde [120].

4.6.5 Etude numérique du spectre des états liés a trois corps

Nous nous limitons ici aux gammes de parametres physiques pour lesquels il existe
un état lié a deux corps, i.e.

(ao €R et Rpe€e [R+) ou (a1 eRy e Ry € R.,.), (4.6.10)
320,t0\2
et nous étudions les énergies des trimeres £ = % prédits par le modeles a deux

voies en résolvant numériquement les équations intégrales de I’équation (4.5.18) dans
les secteurs pair et impair. Sur la Fig. 4.2, nous tragons le nombre d’onde associé
au trimere qf7 en fonction du nombre d’onde associé¢ au dimere k, qui est défini par
les équations (4.2.9) ou (4.2.10). La région ou R,k, < 1 correspond a la limite ou
ap > R,. Au contraire, dans la région opposée ot Rk, > 1, ag < —Ry dans le
secteur pair ou a; < R; dans le secteur impair.

Par construction, le nombre d’onde ¢/:P4 associé a I’énergie d’un trimere prédit par

n
I’ansatz de Bethe vérifie quel que soit le secteur considéré :

giBA = 2k, (4.6.11)
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Fig. 4.2 Nombre d’onde du trimére qf] en unité du nombre d’onde du dimére k,, pour
le secteur pair (ligne pleine) et pour le secteur impair (tireté) avec R, = 1. L’asymptote
q,t7 = 2k, correspond a l’énergie prévue par l'ansatz de Bethe.

Secteur pair. Dans le secteur pair, ’énergie du trimere varie brutalement avec celle
du dimeére. Lorsque kg < 1/Ry, le systéme est intégrable et son énergie est donnée par
l'ansatz de Bethe. L’état fondamental est alors un état lié de type solitonique [104].
Dans le régime opposé o kg > 1/ Ry, 'énergie du trimeére tend vers ’énergie du dimeére.
On s’attend donc a ce que I’état fondamental d’un systéeme de N atomes dans ce régime
soit un gaz de dimeres fortement liés. Enfin, la zone intermédiaire ou Ry > |ag| est une
zone de transition non intégrable entre ces deux régimes qui ne peut pas étre décrit
par un modele de Wigner-Bethe-Peierls car la portée effective est essentielle.

Secteur impair. L’évolution de I’énergie du trimere dans le secteur impair est tres
différent. Bien que le régime ou k1 > 1/R; soit semblable au régime ou ko > 1/Ry
du secteur pair, la zone de transition est extrémement grande : en pratique, le régime
intégrable lorsque x1 — 0 n’est jamais atteint. Numériquement, on trouve que® :

! 1.86
A ol1+

—_— . 4.6.12
K1 In (0.466k) (46.12)

Pour des valeurs expérimentales raisonnables, le systeme ne peut jamais étre considéré
comme intégrable.

Fonction d’onde atome-molécule. Dans l'article [43], nous avons étudié numéri-
quement la forme des fonctions d’onde atome-molécule. Confirmant les résultats sur
les énergies, nous avons constaté dans le secteur pair que (K|if") converge rapidement

6. Avec Ry = 1.
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vers (K |y ’BA) lorsque kg < 1. Au contraire, dans le secteur impair, (K|¢]") semble
converger extrémement lentement vers la forme intégrable (K |¢?’BA> de sorte que,
méme pour des valeurs extréme de k1, la fonction d’onde atome-molécule calculée nu-
mériquement a partir de I’équation intégrale est encore tres loin de la fonction d’onde

prévue par I'ansatz de Bethe. Ce résultat est illustré par la Fig. 4.3.

Iy

\ v - , . -
] + T T
[

Fig. 4.3 Ligne continue : fonction d’onde atome-molécule dans le secteur impair pour
k1 = 1072 /Ryp ; pointillés : fonction d’onde atome-molécule prévue par I’ansatz de
Bethe qui est discontinue et s’annule en 0. La normalisation des deux courbes est
arbitraire. L’insert est un zoom en échelle logarithmique pour de petites distances.

4.7 Diffusion atome-dimeére

4.7.1 Ansatz

Afin d’étudier la diffusion entre un atome et un dimere dans les cas ou il existe
un état lié & 2 corps et ou I’énergie du systéme a trois corps est négative, on choisit
comme ansatz * pour la solution de 1’équation intégrale (4.5.18) (cf les références [121,
122, 61, 120)) :

1 1
k0+K+i0++k0—K+i0+

(K [mseaty = 2 6(K — ko) + gy (I ko) ( ) . (47
ot la fonction g, (K,ko) est réguliere et ot le nombre d’onde kg est I'impulsion relative
entre le dimeére et ’atome :

3
2 _ 2 2
q = I‘in — Zk’o (472)

7. A une constante de normalisation prés notée v/ Peiosed €t qui correspond & la racine de la proba-
bilité pour le dimeére incident d’appartenir a la voie fermée.
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Dans I’équation (4.7. 2) I’énergie de I’état 1ié a trois corps est — q et celui de I'état

lié & deux corps ~rn st défini par (4.2.9) et (4.2.10). On remarque alors que :

—h2 2
gl = " (4.7.3)
m

ou I’énergie de collision est définie par 1’équation (4.5.13). La transformée de Fourier
de l'ansatz (4.7.1) de la diffusion atome-dimere pour des distances entre le dimere et
l'atome Z # 0 est :

<Z|¢m scat> — ¢thoZ +gn(sgn(Z)ko,ko)€ik°‘Z‘- (4.7.4)

On reconnalt bien, sous cette forme, la diffusion unidimensionnelle entre deux parti-
cules. Cette écriture permet de relier la fonction g,(K,kg) aux amplitudes de diffusion
entre un atome et un dimére® [cf Eq. (4.2.2)] :

(Z|ymseaty = exp (ikoZ) + fop (ko) exp (iko| Z|) + sign(Z) fo (ko) exp (iko| Z]), (4.7.5)

oul’on a :
d 1
foo(ko) = 3 [9n(Ko,ko) — gn(—ko,ko)] -
(4.7.6)
A partir de ces quatre amplitudes de diffusion entre un dimere et une particule f;l I:?/ (ko)
pour un gaz bosonique ou fermionique (n = 0 ou 1) dans les secteurs pair ou impair

(n’ =0 ou 1), on peut définir quatre longueurs de diffusion? notées ai?, :

1—17 1 — 29 q.(—
o — lim — Ui + gn(ko,ko) + ( . 21)gn( ko,ko).
“nan ko—0 1kg %k

%[Qn(ko,ko)Jrgn(—ko,ko)] D (ko) =

(4.7.7)

4.7.2 Equation intégrale pour la diffusion atome-dimére

Pour calculer numériquement les longueurs de diffusion atome-dimere, il suffit d’in-
jecter 'ansatz (4.7.1) dans 1’équation intégrale (4.5.18). On trouve alors I’équation
intégrale suivante :

2n—
2iko ( “’1) gn(K ko) YikeP / dk g, (k ko (K k,E)
Foliagid| (kG — K2) — k2

1
—3 (95 (Ko ko) My (K ko, E) + gn(—koyko)Mn(K, — ko, E)]. (4.7.8)

Dans ’équation (4.7.8), les amplitudes de diffusion atome-atome sont toujours notées
fn [voir les équations (4.2.6) et (4.2.8)] et ne doivent pas étre confondues avec les

Mﬁ(Kak()vE)

amplitudes de diffusion atome-dimeére notées f;j I;),. La valeur principale P de l'intégrale
provient de 'utilisation de la formule :

=P (i) —inb(z), (4.7.9)

8. Les grandeurs associées seront notées avec un exposant dp pour dimere-particule.
9. Ces longueurs de diffusions sont appelées aaq et bag dans certaines références par exemple dans
les références [121] et [122] .
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et le nombre d’onde qui caractérise ’énergie de la collision est :

-mE 3
¢ = P LE (4.7.10)

Par construction, fn(iq,rf‘;l) = 0 si bien que le premier terme du membre de droite de
Péquation intégrale (4.7.8) reste fini pour K — k. Les quatre longueurs de diffusions
atome-dimére a“P, sont extraites du comportement a petits nombres d’onde de la
solution de 1’équétion intégrale (4.7.8). Elles sont tracées sur la figure 4.4 en fonction

de nombre d’onde du dimere x,,.

0 TTTT] T T T TTTT] T T T T T II',..---""J"'—‘"-.
= L .f”’
Y (a) .
o -1 '
=
b N
2 O | _n.._—»—-n--u-r"u‘lf?'—.—_l Ll 1 I TN 10
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T T T T T T T T | | |

so. (b) 1 30F (¢) .':‘

— o ST 1]
°< ,»’
1 of I
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Fig. 4.4 Longueurs de diffusion atome-dimere (4.7.7) en fonction du nombre d’onde
de I'énergie de liaison du dimére k,, en unité de R,,. Ligne continue : systéme bosonique
(n = 0) ; ligne discontinue : systeme fermionique (n = 1). Graphique (a) : secteur impair
(n' = 1) ; graphique (b) : secteur pair pour les bosons ; graphique (c) : secteur pair pour
les fermions.

4.7.3 Lois limites

Limite intégrable. Lorsque le systéme est intégrable, 'utilisation de 'ansatz de
Bethe permet de trouver les valeurs exactes des longueurs de diffusions atome-dimere [122] :

aﬁ%—)—oo ; aipl:—2a,, i (ag>Ryg n=0) ou (a3 >+ n=1),
(4.7.11)
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ce qui est bien observé sur la figure 4.4 car dans cette limite x, — a,. En accord
avec I’étude sur les énergies des états liés a trois corps, ces lois limites sont rapidement
atteintes dans le cas bosonique (1 = 0) contrairement au cas fermionique (n = 1).

Limite d’un dimeére profond. Lorsqu’il existe un dimere profond (x, > 1), c’est-a-
dire pour des bosons lorsque (ag < —Ry) ou pour des fermions lorsque (0 < a1 < Ry),
la diffusion atome-dimére s’effectue principalement dans le secteur pair (' = 0) et
I’état lié a trois corps peut étre vu comme un état lié entre un dimere tres fortement
lié et un atome supplémentaire :

h2 K2 —h?
E+—1= 5 0 A =0, (4.7.12)
m 2Hdp(an,0)2
ou la masse réduite entre un dimere et un atome est :
2
Hdp = . (4.7.13)

4.8 Etats liés dans le secteur pair dans une boite

A titre de variation sur le théme du probléme & trois corps, nous étudions dans cette
partie le probléme & deux et trois bosons emprisonnés dans une boite unidimensionnelle,
et interagissant dans le secteur pair. Cette partie sera ’occasion d’illustrer la méthode
du filtrage en e.

4.8.1 Filtrage en ¢

Pour les méme raisons que dans la partie 1.6, il est intéressant de définir la condition
de contact pour un filtrage en € pour une interaction dans le secteur pair. Le raison-
nement est trés similaire a la partie 1.6, et la principale différence est la dimension du
ket 61 :

sy — ! 2/2) 5 (k|6MP) = ke 48.1

E010) = e 5 (kA% =ep () (s

On considére alors une suite de fonctions qui vérifient I’équation de Schrodinger avec
le terme source :

(B —E) b = —1S) @ 57), (48.2)

ou le ket |Sy) appartient au sous-espace du centre de masse. Dans le référentiel du
centre de masse, ce ket n’est donc qu’'un scalaire S qui dépend de I’énergie et est relié
a Pamplitude de diffusion dans le secteur pair défini par I’équation (3.1.2) :

g ikh?
o

fo(k). (4.8.3)
La condition de contact s’exprime alors :

lim BP (5P |y) =0, (4.8.4)

e—0t
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ou l'opérateur frontiere est défini pour le modele de portée effective unidimensionnel

par :
T 1 |/«
1+ ,/§a08€ + 31 /23383] : (4.8.5)

Un exemple d’application du filtrage en € pour le modele de portée effective est
I’étude de deux ou trois particules de masse m dans une boite de taille L avec conditions
aux limites périodiques.

1D _
B.- =

4.8.2 Deux atomes dans une boite

Formalisme général. Dans toute cette partie, on choisit les définitions suivantes :

etkz 2mn 2,2

o k="— €7 ; k) = (k|6.) = e <k /4, 4.8.6
Ne 7 aveen Xe(k) = (k|de) = e (4.8.6)
Pour alléger les notations, I'exposant 1D du ket |§¢) n’est plus indiqué jusqu’a la fin
du chapitre. On utilise également les coordonnées du centre de masse et celles de la

particule relative en représentation en impulsion :

ki ke
=22,

(zlk) =

K=k+k ; k

(4.8.7)

ou les indices 1 et 2 font référence aux particules 1 et 2. D’apreés la partie 1.6, le
probléme se traite en écrivant 1’équation de Schrédinger avec un terme source qui
est déterminé a 'aide de la condition de contact de I’équation (4.8.4). L’équation de
Schrodinger (4.8.2) s’inverse et on trouve :

K|S)x.(k
<K7k|\1]€> = - h2k’<2 ’ h>2K2( ) : (488)
20 2M E

Dans cette derniere équation ont été définies les masses totale et réduite de ce systeme

de deux particules :
m

M=2m ; p= o (4.8.9)
Cette partie sera traitée dans le référentiel du centre de masse o, par définition :
k1 —k 2
K=k+k=0 ; k= 12 2:%”avecn€Z. (4.8.10)

L’indice 1 de 'entier relatif ni a été enlevé pour plus de lisibilité. Dans un premier
temps nous nous restreignons au cas ou 1’énergie est négative — le cas des états d’éner-
gies positives est obtenu par prolongement analytique. Ceci nous permet de définir le
nombre d’onde positif ¢ tel que :

—h2 2
p=—"1, (4.8.11)
20
On peut alors écrire la fonction d’onde sous la forme :
2u(K =0|S) x.(k
(K = 0,]w,) = — 21 15) xe(k) (4.8.12)

ﬁ2 k2+q2'
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L’application de la condition de contact nécessite la connaissance du comportement
pour des petits € de la fonction :

00 6_02n2
(K =0[® (&¢]) |We) = = Z n2 b2’ (4.8.13)
n=—oo 1 +
ou les quantités adimensionnées sont définies par :
B N PR
S = T (K=0]S) ; b= 5r b O= T (4.8.14)
En utilisant la relation :
_1 Ood —u(n®+b?) 4.8.15
i), ue , (4.8.15)
on peut réécrire ’équation (4.8.13) sous la forme de deux termes :
b2 o2 .
2 2 2 2
(0| Ue) = - Z I bQ St / due™"® Z e " (4.8.16)
0

n=—oo

Cette remarque permet de séparer cette somme en deux parties. Le premier terme du
membre de droite de 1’équation (4.8.16) est régulier et peut se calculer exactement
grace a l'identité :

> 1 7 coth(7b)
> R, (4.8.17)

n=—oo

Le développement de ce terme ne comprend que des puissances paires de € (ou o). Au
contraire, le second terme du membre de droite de I’équation (4.8.16) contient, dans
son développement, des puissances impaires. Ce sont elles qui traduisent l’existence
d’une interaction de contact — ’opérateur frontiere n’agissant de fagon non triviale que
sur les puissances impaires de e.

Formule sommatoire de Poisson. On peut développer ce terme en utilisant la
formule sommatoire de Poisson qui relie deux séries, I’'une portant sur une fonction
f(z) et lautre sur sa transformée de Fourier f(k) [123] :

i f(n)=2m i f(2mn), (4.8.18)

n=—oo n=—oo

ou la transformée de Fourier est ici :
= /daze_ikxf(x). (4.8.19)

Si la fonction f est une gaussienne, sa transformée de Fourier est également une gaus-

sienne : ) 9 )
fl@)=e% ;. fk)= 77%6—%, (4.8.20)
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et l'utilisation de la formule sommatoire de Poisson pour ces fonctions gaussiennes
permet de trouver ’égalité remarquable :

1 o

Ox) = -6 <i> avee  O(z) — nzz_jooe"%. (4.8.21)

On peut ainsi développer la somme :

> 2 e 671/u
ntu — w . 4.8.22
Py \/;+O—>o<\/a> (18.22)

Condition de contact. Finalement, le développement de (§:|¥.) donne :

—7 coth(mb 4
(0c]Te) = .7 [mob(”) +2v/m0 — br coth(wb)a” + 5 Vb’ + Opso (04)] .
(4.8.23)
En utilisant la relation entre € et son équivalent adimensionné o : (v/27/L)0, = 0,

lapplication de la condition (1.6.12) utilisant 'opérateur frontieére (4.8.4) donne une
équation vérifiée par le nombre d’onde b :

27b 27\ ®
0 = coth(bm) — ao% ~ R} (2) . (4.8.24)

Solutions. Un prolongement analytique permet de trouver I’équation vérifiée par les
états d’énergie relative E positive.

L n*q?
0 = coth (q —apq — qu?’, pour FE = T
2 2u
919 (4.8.25)
kL 3.3 hk
0= —cot| — ) —aok+ Ryk®, pour E= ——.
2 21

Tout comme lorsqu’il n’y a pas de boite, il existe toujours un unique état lié a deux
corps lorsque Ry > 0. Les niveaux d’énergie calculés a partir des équations (4.8.25)
sont tracés sur la figure 4.5.

4.8.3 Etat fondamental de trois bosons dans une boite

Généralités. On considere maintenant le probleme de trois bosons dans la méme
boite de longueur L et nous utilisons les conventions :

etkiz 2n;m

T -
VL L
Nous nous placgons dans le référentiel du centre de masse et nous définissons les nombres

d’onde relatif et du centre de masse pour deux particules i et j, la derniere particule
étant indicée par [ :

(z|ki) =

avec n; € Z, pour i=1,23. (4.8.26)

3 . .
Z km =0 ki]’ = 5 ; Kij =k; + kij = —k, (4827)

m=1
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10

ol

/R,

Fig. 4.5 Niveaux d’énergie de deux particules (4.8.25) dont le centre de masse est au
repos dans une boite unidimensionnelle de Iongueur L pour ag = 0 et Er, = h?/(2uR3).
L’énergie de I'unique état lié tend vers —ER, lorsque L — oo qui est I’énergie de I'état
lié dans le milieu infini.

ce qui permet d’écrire :

3 1.2
ki, 3 2
- =7 4.8.2
> 5 4kl + k3 (4.8.28)
m=1
En représentation en impulsion, ’équation de Schrodinger est :
ks ) )X (ij)
o Z kz2 <k1 k27k3|\p Z S 1] = 5n1+n2+n3,(]a (4829)
<2m i=1 i<j \/Z

ou la symétrie bosonique impose que S soit la méme fonction quelle que soit la paire
atomique considérée. Pour des atomes piégés dans une boite il n’y a pas de continuum

. A . . h2? 3 2 ;
et cette relation peut étre inversée en supposant que E # 557 ; k. La fonction
d’onde peut s’écrire sous la forme d’une somme de trois termes :

3
Uk ko ks) = WPk ka,ks), (4.8.30)
p=1
qui s’expriment pour des états d’énergie négative £ = %2‘12 :
m —-S(k kij
\Ilg(klvk27k3) = ( p)XE( Zj) X 5n1+n2+n3,07 (4831)

RVL 5 (ki + k3 +k3) + ¢

ou (i,j,p) forment une permutation circulaire des indices (1,2,3).
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Condition de contact. Considérant le contact entre les particules 1 et 2, on s’inté-
resse a la quantité :

(12: 6, k3|W) = (121 0 k3| TL) 4 (121 60, k3| T2) + (12 : 6,k3|T2), (4.8.32)

ou le ket |12 : d¢,k3) représente une onde plane de nombre d’onde K5 pour le centre
de masse des particules 1 et 2, une onde plane de nombre d’onde k3 pour la particule
3 et I’état I’état |dc) pour la particule relative de la paire (12) :

(12 : (56‘k1,k2> = Xg(k12)|K12>. (4833)

En insérant la relation de fermeture sur ky et ko :

[e.9] [e.9]

ookl =1 5 > [ka)(ke| =1, (4.8.34)

ni=—00 n1=—00

on trouve :

S(k1)xe (kl + ) Xe (k?’ + %)
(12 0cks|0) = 7 Z k2t ks & @2

XZ (b + 5
(12 6.k W2) = =S(ks) 775 > ( , ‘) .
w (ki) 3+

= (12: 0¢,k3|T?) (4.8.35)

(4.8.36)

Avant de pouvoir appliquer la condition de contact, il faut connaitre le comporte-
ment de ces trois fonctions pour des e petits. La fonction S(k) est supposée avoir
une décroissance rapide pour n — oo (au moins aussi rapide que k%), ce que 1'on
vérifiera a posteriori. Cette condition correspond a la condition de filtrage (voir le
paragraphe 4.6.4) qui permet de retrouver I’équation intégrale déduite d’un modele a
deux voies.

Les deux séries des équations (4.8.35) et (4.8.36) ont des comportement différents.
La série de fonctions (4.8.35), ainsi que ses 3 premieéres dérivées termes & termes,
convergent uniformément. Lors de I'utilisation de ’opérateur frontiere, on pourra alors
intervertir les symboles (9, et 3°), (93 et 3°) et (lime_o et ). Le développement de
Taylor de la fonction y.(k) ne comporte que des termes de puissances paires : lors de
I’application de I'opérateur frontiére, seul le terme d’ordre zéro contribue.

Il n’est pas possible d’effectuer de telles interversions dans 1’équation (4.8.36). On
peut néanmoins réécrire cette somme :

(12 : 6¢,k3|W3) = —yz ) : (4.8.37)
) +02,
avec
L R L22+3 2, V2T (4.8.38)

12(27)2 2m2 T4
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A un changement d’indice pres, I'étude du développement de la somme de Péquation
(4.8.37) se ramene a 'étude de deux cas, selon la parité du nombre ns :

0'277,2
(12 : 6c,n3 = 2p3|¥3) = —7 (4.8.39)
Z n? + bcol
—o2(n+3)”
(12 : 5e,ng = 2p3 + 1|T2) = —yz . (4.8.40)

w(n+ ) +02

Ces deux cas peuvent étre traités en utilisant le développement de la partie précédente
[cf ’équation (4.8.22)]. En effet, pour une fonction quelconque f, une réindexation des
termes de la somme permet de montrer, sous réserve que tous les termes existent, que :

Z f < ) Z f< )—n:ioof(nQ). (4.8.41)

n=—oo
La remarque de I’équation (4.8.41) nous permet d’utiliser les résultats précédents (4.8.22)
pour la série (4.8.40) On trouve finalement, dans ces deux sous-cas, le méme dévelop-
pement :

1
(121 6,,k5|U3) = —. (Z T 270 — fbcola > + 050 (o),
n col
(4.8.42)

ol le terme en o2 a été omis car il ne contribue pas lors de 'application de I'opérateur
frontiere. On peut alors appliquer la condition de contact entre les particules 1 et 2 :

lim BP(12: 6. k3| W) = (4.8.43)
e—0t

ce qui donne, en définissant g.,] = %’Tbcol, I’équation suivante :

o)

bcol S(nl)
2 Z T (n ns3 b
n1=-—00 115 ) +

col
[eS) beol

=—-S(n us — ageol — RogS, | . (4.8.44
( 3) |J’llZOO (nl + 71’23) + bCOl 0 1 O l ( )

)

La somme de droite se calcule exactement et dépend de la parité de ng :

o beol i i
c B { coth(beoim)  si ng est pair (4.8.45)

o (N1 + %)2 +02, tanh(beoim) si ng est impair.

L’équation « intégrale discrete » (4.8.44) est 'analogue de 1’équation intégrale que
Skorniakov et Ter-Martirosian [124] ont démontré pour le cas de trois bosons libres
dans un espace tridimensionnel interagissant avec le modele de Wigner-Bethe-Peierls.

Dans la limite continue L — oo, la sommes de I’équation (4.8.45) tend vers 1 et on
retrouve 1’équation intégrale (4.5.18) du secteur pair.

Nous n’avons pas considéré le cas ou I’énergie E est p081tlve et ol le nombre d’onde
q est remplacé par —ik. L’énergie de collision E.y = i q
Il s’agira alors de remplacer b, par —ibeol.

——<ol peut alors devenir positive.
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0

Fig. 4.6 Pointillés : niveau d’énergie négatif pour un systéme de deux parti-
cules (4.8.25) dans une méme boite unidimensionnelle de longueur L = 10Ry ; ligne :
niveaux d’énergie négatifs pour un systéme de trois bosons (4.8.44) dans la méme
boite; Er, = h?/(mR2).

Résolution de 1’équation matricielle. L’équation (4.8.44) peut s’écrire exacte-
ment sous la forme d’une équation matricielle de taille infinie :

[M (geo)][S] = 0, (4.8.46)

ou le vecteur unidimensionnel [S] contient les valeurs de S(n) de fagons a ce que
[S]; = S(i). La matrice [M (gco1)] est alors définie par :

bcol
= ™
[M(QCOI)]nl,n3 =2 (nl n %)2 - bzd 5n1,n1
i beol
+ Z - — a0Geol — R3G3| Onymg, (4.8.47
n=—oo (n + %)2 + bgol co 0%col ni,ns3 )

ou les indices ny et ng € Z. Pour trouver numériquement les énergies collisionnelles
réduites b, propres du systéme, on trace les valeurs propres de la matrice [M] en fonc-
tion du parametre b, ce qui matérialise une série de branches. Les énergies cherchées
sont alors données par le croisement entre I'une de ces branches et ’axe des abscisses.

Finalement, les niveaux d’énergie négatifs pour ce systeme de trois bosons sont
tracés dans la figure 4.6.



Annexe du chapitre 4

4.A Intégrabilité et ansatz de Bethe

Considérons un systeme intégrable unidimensionnel de N particules de masse m.
Lors d’une collision, les atomes ne peuvent qu’échanger leurs nombres d’onde deux a
deux. Dans la région asymptotique ou les particules sont éloignées les unes des autres
d’une distance supérieure a la portée du potentiel d’interaction, on peut considérer que
les atomes forment un ensemble d’onde plane possédant un ensemble fixé de nombres
d’onde (k)n. La fonction d’onde de ce systéme peut alors s’écrire comme [20] :

N
((z)N|T) ~ Z a(P) exp ZZ kpiyzi | - (4.A.1)
P j=1

Dans I’équation (4.A.1), le groupe des permutations est noté &. L’énergie E est reliée
aux nombres d’onde réels (k)y par :

E=_— k2 (4.A.2)

et les amplitudes a(P), qui dépendent de I'interaction, sont en pratique déterminées
grace aux conditions de contact. Cette forme de fonction d’onde est connue sous le
nom d’ansatz de Bethe et a permis de résoudre exactement plusieurs problemes uni-
dimensionnels a N corps depuis sa premiere utilisation pour résoudre le modele de
Heisenberg de spin 1/2 [125] jusqu’a aujourd’hui [126].

Cet ansatz ne peut décrire que des états de diffusion — pour des nombres d’onde
réels, ’énergie ne peut étre que positive. Il est cependant possible d’étendre cet ansatz
pour des états liés en considérant des nombres d’onde complexes de fagon a ce que
I’énergie puisse devenir négative (tout en s’assurant qu’elle reste réelle) [104] :

. X, o
ki Kj=kj+in; 3 E=_— (k2 = K2+ 2im;k; ) (4.A.3)
7j=1
Pour un ensemble de N particules de masse m dont 'interaction est décrite par une
condition de contact du type Wigner-Bethe-Peierls dans le secteur pair avec une lon-
gueur de diffusion ag positive (donc en présence d’un état lié a deux corps), cette
méthode a permis de retrouver 1’énergie de ’état fondamental prédite dans les années

81
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60 par McGuire [74] :

—h?
Ereg = SN(N? - 1), (4.A.4)
6mag
la fonction d’onde solitonique associée :
1
(IN[¥) =Nexp | =—— > |z — 2] (4.A.5)
1<i<j<N

ainsi que le spectre des excitations qui correspondent a 1’éjection d’une ou plusieurs
particules du soliton [104].

Dans le cas ot le systéme n’est pas intégrable, I’ensemble des nombres d’onde n’est
pas fixé et la fonction d’onde peut s’écrire dans la région asymptotique comme la
somme de deux termes [101] :

N
((z)N|T) ~ Z a(P) exp ZZ kp()zi
PeG j=1

N
+ / A S [(K ) o (k) w) exp [0S Kz | . (4.A.6)
j=1

Dans ’équation (4.A.6), le terme de droite est appelé partie diffractive et provient du
fait que le systeme n’est pas intégrable.
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Fig. 4.7 Schéma de la collision entre la tour 12 et la tour 13, LPTMC, campus Jussieu.
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The one-dimensional one-component Bose and Fermi gases are considered in a regime of large
effective range. We focus our study on the three-body problem, which is at the heart of the integra-
bility issue. For fermions, the vicinity of the integrability is characterized by large deviations with
respect to the predictions of the Bethe ansatz. For the consistency of the contact model, it appears
essential to take into account the contact of three particles.

PACS numbers: 05.30.Fk,05.30.Jp,03.75.-b,67.85.-d

The one-dimensional (1D) Bose and Fermi gases with
zero-range interactions are celebrated examples of ex-
actly solvable many-body problems [1-4]. Ultracold
atoms offer the stupendous possibility to achieve these
systems in the degenerate regime by using highly elon-
gated cigar traps [5-7]. Moreover, using magnetic Fes-
hbach resonances and/or tuning the trap parameters
make it possible to study 1D systems in strongly corre-
lated regimes. This way, the Tonks-Girardeau and the
super Tonks-Girardeau phases have been achieved [8-
12]. In addition, the existence of confinement induced
resonances and resonances shifts have been confirmed
[13, 14]. Analogously to the three-dimensional case [15—
17], it has been shown recently that considering a large
1D effective range parameter permits one to enrich the
phase diagram of the Bose and Fermi 1D degenerate gases
[18, 19]. For bosons, this regime is achieved for nar-
row resonances i.e., in the limit of small Feshbach cou-
pling between atoms and diatomic molecules [20]. For
fermions, the p-wave scattering resonance is intrinsically
narrow and this regime can be easily reached [21]. Using
a contact model (CM), it was shown for one-component
fermions in Ref. [18] and for identical bosons in Ref. [19]
that the eigenstates of these systems are given by the
Bethe ansatz (BA) and are thus integrable. This result
is in strong contradiction with the Mc Guire-Yang-Baxter
criterion which when applied in this regime shows diffrac-
tive effects in multiple scattering [2, 22]. Hence integra-
bility is inherently not possible.

In this letter we consider the three-body problem,
which is intimately related to the integrability issue [4].
To this end we use a Hamiltonian two-channel model
(HTCM), which encapsulates the Feshbach mechanism.
Whereas the CM and the HTCM are strictly equivalent
at the two-body level, in the three-body problem the
HTCM gives large deviations with respect to the predic-
tions based on the BA. We show that in the limit of the
contact of three particles, all the solutions of the HTCM
have the same type of singularity not satisfied by the BA.
The behavior of the wave function in the limit where the
three particles fall ones on the others appears then as a
key ingredient in the violation of the integrability. We
show that equivalence of the CM and of the HTCM can

be achieved at the three-body level by imposing continu-
ity conditions on the wave function.

Our modeling is based on a parameterization of the
two-body 1D asymptotic scattering state including the
effective range term. For an incoming wave of relative
wave number kg and relative coordinate z, we write it as

(2|} = €% + [ folko) + sgn(z) fi (ko)]e®el=l. (1)

In Eq. (1), fo (respectively f1) is the scattering amplitude
in the even (respectively odd) sector, parameterized as
_ —(tkoay)"

1+ ikoay + by (iko)3 1 (—ay)"

o (ko) (2)

For ultracold atoms in a 1D waveguide, the scatter-
ing lengths a, and the effective range parameters b, in
Eq. (2) can be expressed as a function of 3D scattering
parameters in the homogeneous space [23-30]. In what
follows, we consider only positive values of the effective
range parameter b, > 0, an assumption justified in the
limit of narrow resonances [20, 21]. The existence of a
dimer in the system is particularly relevant in the context
of the integrability. From the analyticity of the scatter-
ing amplitude, one finds a single bound state i.e., a dimer
|¢n) of energy —h?k7 /m in the even sector for all values
of ag and in the odd sector only for positive values of a;

(2]y) = /R (1 4 20,63727)7H/2[1 — 29f(z)]e~"1#1 (3)

where 6(z) is the Heaviside function and in the
odd sector (n=1), one recognizes the sign function
sgn(z) = 26(z) — 1. The dimer binding wave number &,
in Eq. (3) is the positive root of
1 —ayky — bn(an)"ﬁf’,_" =0. (4)
We now come to the integrability issue for a system of
N one-component bosons (respectively fermions) where
the two-body scattering occurs only in the even (re-
spectively in the odd) sector [31]. Integrability means
that the eigenstates are given by the BA and there is
thus no diffractive scattering i.e., the wave numbers of



the particles are globally conserved after multiple colli-
sions in the system [4]. The expressions of the trans-
mission and reflection (corresponding to the exchange
of momentum between the particles) coefficients in the
scattering of two particles are thus particularly rele-
vant. From Eq. (1), considering a pair of particles
(,7) of wave numbers (k;, k;), they are related to the
scattering amplitudes by 7 =14 f,((ki — k;)/2) and
i) = (=1)"fy((ki — k;)/2). A necessary condition for in-
tegrability is given by the Mc Guire-Yang-Baxter crite-
rion, which follows from the absence of diffractive scat-
tering in the three-body integrable problem [2, 22]:

P23 4 412,03,28 _ 23413,12 (5)
For n =0 this last equality is verified iff by = 0 (Lieb
Liniger model) and for n =1 iff |a1| = oo i.e., in the
Fermi Tonks-Girardeau (FTG) regime [34, 35]. This is
in strong contradiction with the results of Refs. [18, 19]
where the BA was used as an eigenstate of contact models
in regimes where Eq. (5) is not satisfied [36]. To under-
stand this discrepancy, in the rest of this letter we focus
on the three-body problem which has the advantage of
the simplicity while being a cornerstone of the integra-
bility.

We first use a CM which includes the effective range
as a straightforward generalization of the Lieb Liniger
model [20, 21]. It is analogous to the one used in the
context of narrow Feshbach resonances for atoms in the
three dimensional space [15, 38, 39]. For convenience we
introduce the shorthand notation (z)n = (21, 22, ... 2n)
for the N coordinates of the system and z;; = z; — z; for
the relative coordinate of the pair of particles (ij). The
CM is defined as follows: firstly, for all the configura-
tions where Vi # j, z; # z;, the wave function ((z)n|¥)
verifies the Schrodinger equation without any interaction
between particles; secondly, for each pair of interacting
particles (ij) the wave function verifies the contact con-
dition

lim (14 a0z, + (—a,)7,0%7) (2) 0T [0) = 0

zi;—0t “

©)
where for 17 = 0 (respectively for 1 = 1) the operator II}/
symmetrizes (respectively antisymmetrizes) the state |¥)
in the exchange of the particles ¢ and j. In Eq. (6),
the positions Z;; = (z; + z;)/2 and 2y (k # 4, j) are kept
fixed [40]. One can verify that the exact expressions of
the scattering amplitudes in Eq. (2) are deduced from the
contact conditions of Eq. (6) by using the wave-function
of Eq. (1). If a dimer exists and the system is integrable,
then the ground state for three particles is a trimer of
energy —4h?k?/m given by the BA [2]

(21,20, 23| PA) = e i< POl TT 1 = 200(25)] . (7)

1<J

Following the standard method in Refs [1, 41], one con-
siders the contact condition in Eq. (6) for each pair (ij)

in domains where the third particle & is distinct from the
center of mass Z;; (i.e., 2z, # Z;;). Surprisingly, following
this reasoning the BA appears as a solution of the con-
tact model with k = x,, and the binding wavenumber of
the trimer q%’BA = 2Ky, thus in deep contradiction with
the Mc Guire-Yang-Baxter criterion.

The consistency of the CM is thus puzzling and to go
further we now use a HTCM which is a more conventional
approach. In this model, the scattering process between
two particles of mass m is only due to the coherent cou-
pling between the pair of particles and a molecular state
of mass 2m. For a plane wave of wave number k, we
choose the convention (z|k) = exp(ikz) and we denote

the creation operator in the open channel d; x> Where
n =0 for bosons and =1 for fermions. The creation

operator for molecules in the closed channel is denoted
by bi;,kv where the index n permits one to distinguish
the composite boson (i.e., the molecule) made of two
fermions, from the molecule made of two bosons. We
consider only pure systems with identical particles and

for each system (n =0 or nn = 1), the Hamiltonian is
& dk ~ ~ €k m)\ 2T 1
H, = / - [Qﬂa;,kaﬂ;k + (5 + E77 ) b;’kbmk}

W2\, [ dKdk A L
’ [ : / (2m)? <k‘52>a;r],%+kai],§_kbn,l{ + h.c.] (8)

m

In Eq. (8) € = % is the single particle kinetic energy,
Ay is the strength of the coherent coupling between the
two channels and E" is the internal energy of the molecu-
lar state. The function (k|67) in the second line of Eq. (8)
is a cut-off for the inter-channel coupling

(k|87 = (ik)Te "</, 9)

Physically, the short-range parameter e represents the
length scale below which the collisional properties have
a 3D character. For atoms moving in the monomode
regime of a 1D harmonic waveguide of atomic frequency
w,, it is typically of the order of the transverse length
ay = +/h/(mw,). At this scale the 1D effective model of
Eq. (8) is no more relevant. This explains the fundamen-
tal interest of considering the zero-range limit (e — 0)
which permits one to capture the universal 1D proper-
ties for energies much smaller than the level spacing in
the waveguide i.e., h?/(ma?). In the zero-range limit,
the scattering lengths and the effective range parameters
of the HTCM are given by

mEp 1 1
=M = = (10
ap hgl)\0|27a1 =0 \/El mEm N |)\n|2 ( )

b S
e [ZIPNIE

The molecular energy in the odd sector (EP*) is a bare
parameter which diverges in the zero-range limit in such
a way that a; keeps a desired finite value, whereas the
parameters Eg' and A, stay finite in this limit. In the
HTCM, a three-body state is the coherent superposition



of a particle state (denoted by [¢})) in the open channel

and of a mixed channel state (denoted by v/3! [V )/ An)-
In the center of mass frame, it can be written as

dkdK (k, K|YP) . )
v = [ e v sy gl
m !
+ / ﬂwy cal L ]0). (11)
(2m) A KERE
For a positive energy (E > 0), |¥,,) is a scattering state
and we denote the three-particle incoming state by [¢)).
In Eq. (11) (k, K[¢}) is symmetric (for n = 0) or antisym-
metric (for n = 1) in the exchange of two particles i.e., in
the transformation (k — —k) or (k — ky = -3 + %,
K—->K.= 7% F k). The projection of the Schrédinger
equation at energy E onto the open channel gives

3€K 2h2

(B — == = 2e)(k, Kliby) = —— [(kI62) (K |v7)

=k [00) (4 [) + (- 02N (E -] . (12)

In the zero-range limit, the cut-off function in the con-
figuration space (2|00 [respectively (z|§!)] tends to the
§ distribution denoted by §°(z) [respectively to its first
derivative denoted by §'(z)]. Hence Eq. (12) gives the
singular behavior of the particle wave function at the
contact of two particles. For a pair (ij) located at the
distance Z = Z;; — zj, from the third particle £, one has

02 (2ij, Z|0) = 26" (2i5)(Z|¢y") + mon 0 terms’ (13)

Using Eq. (13), the mixed channel wave function associ-
ated with the BA in Eq.(7) is given by [42]
(ZlopPA) = —rh [ 2p(Z) e 0I7 (14)
and in the momentum representation
(KpirPA) = —4k27"(4k7 + K?) 7 (15)

Importantly, for fermions the mixed channel wave func-
tion in Eq. (14) is discontinuous at the three-body con-
tact [sgn(0) = 0 and thus (Z = 0[¢*) = 0]. Combin-
ing Eq. (12) with the projection of the Schrédinger equa-
tion onto the one atom plus one molecule space, one ob-
tains in the zero-range limit a 1D STM equation [43]

(k3 (K )
G

dk
[ M R B) ()

= [ Semy KIS, (0)

In Eq. (16) we have introduced the kernel

4(k+ K/2)"(K + k/2)"
— 45 (E41i0%) + K2 + kK + k?

M, (K, k,E) = (17)

FIG. 1: Spectrum of the trimers as a function of the wave
number of the dimer in units of b,. Continuous line: bosons
(n =0), dashed line: fermions (n =1). Inset: detail of the
region where g;, ~ ky, and &g, = 21/(g5% — k2)/3 is plotted
in units where b, equals one.

and the relative momentum k;;?l = ’/% — %K 2, where

for a negative argument of the square root one uses the
standard analytic continuation in scattering theory i.e.,
v/ —q? = —i|q|. For a state of negative energy (F < 0),
there is no incoming three-particle state (|¢)) = 0) and
the prescription £ — E + 70" in Eq. (17) can be omitted.
For b, # 0, one can deduce from Eq. (16) the large mo-
mentum behavior (|K| — co0) of the mixed channel wave
function solution of the problem as a function of its value
at the contact of the three particles:

8 (Z=0"yY") +(Z=0"]y)
3(=2)" b, K121 '

(Kliy") ~ (18)

We are now ready to compare the trimers obtained from
Eq. (16) with the BA. It is clear that for b, # 0, the
BA in Eq. (14) and Eq. (15) does not fulfill the cor-
rect asymptotic behavior in Eq. (18) which confirms the
non-integrability. For bosons, this result was found in
a model including also the direct particle-particle inter-
action [44]. The fact that for fermions, the three-body
problem is ill-defined when both b; = 0 and the numer-
ator of Eq. (18) is not zero, shows also that the BA
in Eq. (15) can never be an exact solution of Eq. (16)
[45]. This can be shown as follows: firstly, for n = 1 and
by =0 at large momentum, Eq. (16) is scale invariant
and the mixed channel wave function can be searched
as a power law: (K|¢;") oc K*; secondly, the integral in
the first line of Eq. (16) is definite at least if s < —1;
thirdly, implementing the limit of large momentum in
Eq. (16) one finds (K|¢p') o< 1/K unless the numera-
tor of Eq. (18) equals zero, which completes the proof.
Similarly to the integrable case, we have found numeri-
cally that whenever a dimer exists, there exists also one
and only one trimer characterized by an even symmetry
(ie., (K[yy') = (=K|¢;")). We denote the trimer energy



FIG. 2: Mixed channel wave function for the fermionic trimer
(n=1) for (a1 = 10"?b;). Continuous line: plot of the solu-
tion of Eq. (16) in the configuration space; dashed line: BA
mixed channel state in Eq. (14) with a normalization chosen
for convenience. Inset: same plot where Z/a, is in logarithmic
scale.

by Ej = —(hg})?/m. In Fig. (1) the wave number g
is plotted as a function of the dimer wave number k.
In the limit of large scattering length [a, > b,l/ (372")],
the binding wave number of the trimer tends to the in-
tegrable limit qﬁ, ~ 2k, ~ 2/a,. For bosons, the con-
vergence is fast and one can verify straightforwardly
that for by =0, Eq. (15) is the trimer solution of
Eq. (16). For fermions, the convergence toward the in-
tegrable limit is very slow: one finds the approximate
law ¢§ ~ 2r1[1 4 1.86/1n(0.466 x by /a1)]. The shape of
the mixed channel wave function converges also slowly
toward the BA of Eq. (15). It is plotted in Fig. 2 for a
very large value of the ratio a;/b;. The use of a log-
arithmic scale in the inset of Fig. 2 provides a zoom
of the neighborhood of the three-body contact. In this
last region, the deviation with respect to the integrable

solution is large due to the discontinuity of the BA
at Z=0 for n=1 in Eq. (14). In the opposite limit
of a large dimer wave number, qfl ~ Ky and the mixed
channel wave function tends to the expected results
for a shallow two-body (i.e., atom-dimer) bound state

(Z|ihBA) ~ exp(—dg}|Z]) and g} = 2,/(q42 — K2)/3.
We find numerically dgf ~ —2.66/a¢ for ag — —o0

(ko ~ \/—ao/bo) and §¢} ~ 0.835 x \/a; /b3 for a3 — 0
(I‘il ~ 1/\/(11()1).

After this study of the three-body problem with the
HTCM, we point out that making the assumption that
for b, # 0, 8y, "(Z |y") is continuous at Z = 0 filters out
the spurious behavior in the vicinity of the three-body
contact. Therefore the BA, which does not belong to the
correct domain cannot be an eigenstate of the system. It
is then possible to derive Eq. (16) from the CM as follows.
Using a standard method in contact models, one includes
in the free Schrodinger equation § source terms which are
related to the two-body singularities of the wave function
[43]. In our case, one obtains Eq. (12) in the exact zero-
range limit (e = 0) and the particle wave function can
be then expressed in terms of the mixed channel wave
function. Equation (16) follows from the application of
the contact condition Eq. (6) on this last expression.

To conclude, we have used the HTCM as a guide to
define the correct domain for the free Hamiltonian of the
CM in the three-body problem. This way, we conciliate
these two different approaches in accordance with the Mc
Guire-Yang-Baxter criterion. Exploring the phase dia-
gram of the 1D atomic gas from small to large effective
ranges is an open issue both experimentally and theo-
retically. Current experimental technics make it possible
to explore few- and many-body properties in regimes of
large effective ranges [12-14, 46, 47]. One expects large
deviations from the integrable dynamical properties, ob-
servable in the thermalization or in the response func-
tions [48-50].
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Chapitre 5

Coefficient du viriel

5.1 Introduction

Développement du viriel. L’étude de la relation entre la température, le volume et
la quantité de matiére d’un gaz est I’'une des pierres angulaires de la thermodynamique.
L’un des résultats les plus remarquables est qu’a faible densité, tous les gaz vérifient
I’équation des gaz parfaits. Pour des pressions plus grandes, cette équation d’état doit
étre modifiée pour prendre en compte les interactions entre les particules qui composent
le gaz, et dépend donc de la nature du gaz en question. Afin de prendre en compte
I’écart a la loi des gaz parfaits, on peut développer la pression P du gaz en fonction
de sa densité p, c’est le développement du viriel :

%£f=p+lﬁﬂmﬁ+BﬂTm3+”. (5.1.1)
B

Dans cette équation (5.1.1), T est la température du gaz, kp la constante de Boltz-
mann et les coefficients B; sont appelés coefficients du viriel. De la méme fagon qu’en
mécanique classique, chaque gaz quantique peut étre décrit par une équation d’état.
Pour prendre en compte les interactions et les écarts a la loi des gaz parfaits dus a la
statistique quantique pour un gaz monoatomique a faible densité (p)\gB < 1), on peut
utiliser le développement du viriel suivant analogue a celui d’'un gaz classique :

P3 n
k;j”? =Y an(pNi) - (5.1.2)

n>1

Dans ’équation (5.1.2), la longueur d’onde de de Broglie des particules constituant le
gaz est notée A\gg. Pour des particules de masse m, cette longueur vaut :

2mwh?
AdB = . 1.
dB = | kT (5.1.3)

Le coefficient a,, est dénommé coefficient du viriel d’ordre n et a1 = 1 quels que soient
les constituants. Bien que la forme du développement (5.1.2) soit toujours valable a
faible densité, I’expression précise des coefficients a,, dépend de la nature et de la
statistique du gaz considéré. De plus, le coefficient d’ordre n ne peut se calculer qu’en
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92 CHAPITRE 5. COEFFICIENT DU VIRIEL

étudiant le probléeme a n corps. Le développement du viriel est donc un excellent pont
entre la physique & petit nombre de corps et la thermodynamique.

Ce développement est particulierement bien adapté pour les gaz d’atomes froids ou
la densité est tres faible. Cependant, il ne peut pas décrire des fluides quantiques dont la
densité est plus importante, par exemple I’hélium liquide ou la matiére nucléaire. Pour
ce genre de systeme, il est nécessaire d’utiliser d’autres approches pour paramétrer
I’équation d’état.

Problématiques. Des systémes en dimensions réduites (stricts) ont déja été étudiés
grace au développement du viriel [127, 38|, mais a notre connaissance, aucune étude n’a
été menée dans un guide d’onde. Le cas d’un gaz confiné dans un piége harmonique
tridimensionnel a certes été étudié, d’abord en tant que régulateur permettant de
calculer les états propres du systéme [128, 129], puis comme systéme physique [32, 130]
mais toujours en tant que systeme tridimensionnel. En utilisant I’approximation de la
densité locale !, on peut d’ailleurs relier les coefficients du viriel dans le cas homogeéne
(sans piege harmonique) et dans un piege harmonique 3D [33]. Cette approximation
est valable si le confinement n’est pas tres intense et donc si localement le gaz peut
étre considéré comme étant a 1’équilibre. Si le confinement est trés intense, on s’attend
donc a ce que cette approximation ne soit plus valable.

Dans la référence [131], les auteurs étudient un gaz de fermions résonant avec un
modele & deux voies? grace & un nouveau formalisme diagrammatique (différent de
celui de [37]). Le développement du viriel pour un gaz fermionique tridimensionnel
(homogeéne ou dans un piege isotrope) au voisinage d’une résonance de Feshbach a
également été étudié avec des modeles & une voie [132, 133, 36].

L’équation d’état d’'un gaz d’atomes froids est mesurable expérimentalement (voir
par exemple les références [25, 24, 26]). Cela est en particulier le cas de celle d'un gaz
de bosons bidimensionnel [82].

C’est dans ce contexte, et fort des études précédentes, que nous nous sommes posé
deux questions non résolues :

x Comment I’équation d’état d’'un gaz quantique est-elle modifiée en présence
d’un guide d’onde au dela de I'approximation de la densité locale 7
* Quel est I'impact des molécules de Feshbach sur I’équation d’état ?

Systémes considérés. Nous considérerons dans cette partie deux systemes diffé-
rents. D’une part un gaz de bosons identiques et d’autre part un ensemble de fermions
a deux états internes notés T et | dont les masses sont différentes. Chacun de ces deux
gaz est confiné indépendamment dans un guide d’onde uni- ou bidimensionnel.

De plus, afin d’étudier de fagon précise ces différents gaz au voisinage d’une réso-
nance de Feshbach, nous modélisons les interactions entre particules avec le modele a
deux voies. Ceci permettra en particulier d’inclure le réle des molécules de Feshbach.

Organisation du chapitre. Dans la premiere partie de ce chapitre, nous intro-
duisons des notations générales pour ces différents gaz d’atomes couplés a un état

1. En anglais local density approzimation (LDA)
2. Ce modele a deux voies est différent de celui utilisé dans ce manuscrit car il ne prend pas en
compte l'interaction directe ni la portée e.
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moléculaire. En effet, a notre connaissance, le développement du viriel n’a jamais été
étudié pour un modele incluant une voie fermée.

Nous calculons ensuite de fagon élémentaire les coefficients du viriel pour un gaz
sans interaction. Nous verrons qu’il est difficile d’appliquer la méme méthode que Beth
et Uhlenbeck (cf annexe 5.A) pour calculer le second coefficient du viriel dans un guide
d’onde, mais que lapproche diagrammatique [37] adaptée au modele & deux voies
permet de trouver une formule analogue a celle de Beth et Uhlenbeck.

5.2 Modéle a deux voies dans un guide d’onde

Le modele a deux voies utilisé dans cette partie est le méme que celui décrit dans
le chapitre 2. Il est présenté ici en seconde quantification et les notations sont adaptées
afin de prendre en compte les différences entre un systéme bosonique et un systéme
fermionique, ainsi que la présence d’'un guide d’onde.

5.2.1 Hamiltonien

Espéces considérées. Afin d’homogénéiser les notations, nous utilisons dans cette
partie lindice 1 qui caractérise un type d’atome : n = b, T, | ou m selon que la
particule considérée est un boson, un fermion d’état interne 1 ou J, ou une molécule
diatomique.

Nombres quantiques et conventions. Une particule libre est caractérisée par un
ensemble de trois nombres quantiques notés a. Lorsque le gaz est libre selon les trois
directions, ces nombres sont :

a = (kpky,k) 3 a€R (5.2.1)

Lorsqu’il est confiné par un piége harmonique isotrope dans le plan x —y (guide d’onde
unidimensionnel) ou dans la direction z (guide d’onde bidimensionnel), cet ensemble
de nombres quantique est :

a = (kg,ky,nz) : aeR?x N guide d’onde 2D, (5.2.2)
a = (ng,ny,k-) ; aeN? xR guide d’onde 1D. (5.2.3)

L’énergie cinétique d’une particule 7 de masse m,, est alors :
h2k?

«
= — + hw
€y an + hw

1
0 ou (nz + 2) ou (ny+ny+1)|. (5.2.4)

Afin de quantifier les nombres d’onde dans les directions ou les particules ne ressentent
pas de piégeage harmonique, on considére des conditions aux limites périodiques pour

une boite de longueur L :
2w
ky, = zn 5on €. (5.2.5)
On choisit la convention pour les ondes planes suivante, par exemple dans la direc-
tion z :
eikxz

N

(5.2.6)
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Cependant, toute cette étude n’étant valable que dans la limite thermodynamique, les
sommes sur les nombres d’onde Y, sont & comprendre au sens L [ % et le passage a
la limite I — oo sera effectué implicitement des que cela est possible. Les opérateurs
al . créent une particule de type 1 avec un ensemble de nombre quantiques a. Les

777a
relations de commutations vérifiées par ces opérateurs sont alors :

{ana @l o} = Opydaw  pour  (n=t ou et (f =t ou 1),  (5.2.7)

[@n,a 7@1770/} = da,0 pour 7 =b ou m. (5.2.8)

Les autres commutateurs (resp. anticommutateurs) mettant en jeu des opérateurs bo-
soniques (resp. fermioniques) sont nuls.

Hamiltonien. Le systeme est défini par un Hamiltonien indépendant du temps qui,
selon que l’espéce atomique soit bosonique (cas noté B) ou un mélange de deux espéces
fermioniques (cas noté F), s’écrit :

y= 3 (B0)+Vo+Wo+ BNy 5 Hp= Y (A9)+ Ve +We+ Bl
n=b,m n=",,m
(5.2.9)
Le Hamiltonien sans interaction d’une particule n s’écrit en seconde quantification
comme :

HY =" \ana. (5.2.10)
e}

En particulier une molécule étant constituée de deux bosons identiques ou deux fer-
mions identiques, on a :

My = 2my ou Mm = My +my. (5.2.11)

A

N,, est I'observable nombre de particules n dans le Hamiltonien (5.2.9) :
Ny =3Y"al o, (5.2.12)
«

et I'énergie interne moléculaire est notée Ey,. L’interaction directe entre deux bosons
ou deux fermions différents s’écrit dans ce formalisme :

A g R . . R R

B = 2 Z <Oé4,043|AIAE|a1,a2>al’a4’a;a3ab7a2ab7a1, (5.2.13)
{a:}

V=g <Oé4,oz3|AIA6|a1,a2>&$7a4’&$a3&¢7a2€z¢7al. (5.2.14)
{a:}

L’opérateur A, n’agit de fagon non triviale que sur les variables relatives d’une paire
d’atome :
Ae = Leam ® (0el, (5.2.15)

ou I.qm est l'identité dans ’espace de Hilbert correspondant aux variables du centre
de masse d’une paire atomique et ou le ket |d.) est défini par (2.3.9). Le couplage de

3. Dans les chapitres précédent, cette grandeur est notée Eno (chapitre 3) ou E;' (chapitre 4).
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Feshbach peut également s’écrire avec I'opérateur A, et prend la forme suivante pour
un gaz bosonique ou fermionique :

o A o R . R
Wg = ﬁ Z <a3|A€|a1,a2>a;rn,a3ab7alab,a2 + h.c. (5.2.16)
{ei}
Wr =AY (as|Adar,a)al, o01.0,0t 0, + hec. (5.2.17)
{a:}

Les facteurs 1/2 pour l'interaction directe bosonique (5.2.14) et 1/1/2 dans la définition
bosonique du couplage de Feshbach (5.2.16) permettent d’obtenir exactement la méme
matrice de transition (5.7.44) pour les bosons et les fermions.

5.2.2 Nombres de particules conservées

Le couplage de Feshbach entre atomes et molécules implique que le Hamiltonien
du modele a deux voies (5.2.9) ne conserve pas le nombre de particules de chaque
espece. Cependant il conserve le nombre total d’atomes bosoniques (incluant ceux qui
constituent les molécules) ainsi que le nombre total d’atomes fermioniques de chaque
espece (incluant également les atomes constituant les molécules) :

[Nb + 2Ny, E{B] =0 [Nm + NmHF} =0. (5.2.18)

5.2.3 Equilibre chimique et grand potentiel

Dans le cadre du modele a deux voies, le couplage entre atomes et molécules peut
se traduire par des réactions chimiques élémentaires :

1 boson + 1 boson = 1 molécule ; 1 fermion T +1 fermion |= 1 molécule.
(5.2.19)
Si les atomes sont des bosons, deux d’entre eux peuvent former une molécule de la voie
fermée et inversement. Si les especes considérées sont des fermions polarisées, seuls
deux fermions de nombres quantiques internes différents peuvent former une molécule.
Dans I’ensemble grand canonique, le potentiel chimique de la voie fermée py, est alors
imposé par ’équilibre chimique [46] :

fm =2 5 fim = g, (5.2.20)

ou yuiy, est le potentiel chimique de I'espéce 7. Cette relation est essentielle car elle impose
la forme du développement en cumulants (5.3.1) et permet d’inclure la contribution
moléculaire dans ce développement. En particulier elle impose un lien entre les fugacités
des différentes especes 2, = eBrn

Zm = (2)° ; Zm = 242 (5.2.21)

A cause de cet équilibre chimique, les relations thermodynamiques qui relient les
nombres de particules et les grands potentiels 2p pour le gaz bosonique et Qg pour le
gaz fermionique sont :

00p “ 00p

N+ 2(Ny) = ——— Noy) + (Ny) = — .
(NVb) + 2(Nm) O (Np/g) + (Nm) D,

(5.2.22)
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5.3 Développement en cumulants et développement du viriel

5.3.1 Développement en cumulants

Définition. On voit avec le paragraphe précédent qu’il est naturel de manipuler le
développement du grand potentiel en puissances des fugacités. Lorsque le systéeme est
composé d’une seule espéce ou deux especes atomiques, ce développement s’écrit [134] :

g = —g Z bn(2p)" ; Qp = _g Z bnp(24)" (2))". (5.3.1)

n>1 n—+p>1

La longueur d’onde de de Broglie choisie comme référence est celle d’'un boson b ou

d’un fermion 1 :
2mh?
A=/ T ; m = mi, ou my. (5.3.2)

La fonction de partition & un corps dans un guide d’onde de dimension D pour un
boson b ou un fermion 1 est ainsi :

_ (L/N)"
 [2sinh (Bhw, /2)) 7P

(5.3.3)

Les coefficients b, et b, ; sont appelés cumulants et sont reliés aux coefficients du viriel.
Gréce a I’équilibre chimique (5.2.21), la contribution moléculaire est bien incluse dans
ce développement.

Lien avec les fonctions de partition. Pour un gaz bosonique, on définit un com-
plexe d’ordre n comme étant I’ensemble des états propres du Hamiltonien Hpg composé
de Ny, bosons et de Ny, molécules tel que Ny + 2Ny, = n. On appelle @, la fonction
de partition de ce complexe. De la méme facon, pour le gaz fermionique, on appelle
complexe d’ordre (n,m) l’ensemble des états propres du Hamiltonien Hp composé de
Ny fermions 1, N fermions | et N, molécules tel que Ny + Ny =n et Ny + Ny, = p.
La fonction de partition de ce complexe est notée )y, ,. Le grand potentiel peut alors
s’écrire grace a ces fonctions de partition :

Qg = —kgTIn |1+ Z Qn(zb)" : Qp = —kgTIn |1+ Z Qnﬁp(ZT)n@Ji)p
n>1 n+p>1
(5.3.4)
Le développement du viriel étant valable pour des petites fugacités, on peut développer
les grands potentiels pour le systéme bosonique en :

2
Q2 — (Qlw (z6)% + ... } , (5.3.5)

-1
QBZ{leb—I— 5

B
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et pour le systéeme fermionique en :
-1
Qp = 5 Q1,021 + Qo,12) + (Q1,1 — Q1,0Q0,1) 212y

(Qo.1)*
2

2

2
+ | Q20 — (QEO) 2+ Qo2 —

zf+...}, (5.3.6)

ou d’apres I’équation (5.3.3) ona Q10 = Q ou Q1 = (. Pour un systéme fermionique, la
fonction de partition du complexe (0,1) se calcule et on obtient Qo1 = (m/ mT)D/ 20.
On peut alors relier les cumulants avec les fonctions de partition des complexes d’ordre
n pour les bosons, par exemple aux deux premiers ordres :

bl =1 N b2 @ — Q (5.3.7)

Q 2

et avec les complexes d’ordre (n,p) pour les fermions, ce qui donne pour les premiers
termes :

bio=1 ; by = le ;o b= Qg?l — Qo1
2 (Qo1)°
by = 220 "% i3 b= D2 T (53
Q Q

Bien que nous n’utiliserons les équations (5.3.7) et (5.3.8) que dans la remarque du pa-
ragraphe 5.4, elle sont particulierement intéressantes pour deux raisons. Tout d’abord,
elle mettent en lumiére le lien entre physique du petit nombre de corps via les fonc-
tions de partition des complexes et la thermodynamique via les cumulants. Ceci est
une propriété générale : pour étudier le n-ieme coefficient du viriel, il faut s’intéresser
au probléeme a n corps. Ensuite, ce lien est 'une des méthodes habituelles du calcul des
coefficients du viriel qui consiste a les déduire directement des fonctions de partition a
n corps (par exemple voir les références [128, 129, 33, 135, 136, 134, 32, 35]).

Théoréme de Hellmann-Feynman. Dans le Hamiltonien du modeéle a deux voies
(5.2.9), seul le terme de la voie fermée Ey, Ny, dépend de D’énergie moléculaire. En
utilisant le théoreme de Hellmann-Feynman [68], on trouve une relation qui relie le
grand potentiel et le nombre moyen de molécules dans la voie fermée :

8QB/F

(5.3.9)

En utilisant la relation (5.3.9) ainsi que le développement (5.3.1) qui défini les cumu-
lants, on peut développer le nombre de molécules en puissances des fugacités pour un
gaz atomique bosonique a gauche et fermionique a droite :

n : <N _Q Z

n>1 n+p>1

A

Oby, 7p

"(zy)P. (5.3.10)
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5.3.2 Développement du viriel

Définition. A cause des réactions chimiques entre atomes et molécules, le nombre
d’atomes ne se conserve pas. Grace a l’équation (5.2.18), nous définissons donc le
développement du viriel d’un gaz confiné dans un guide d’onde de dimension D par :

n>1
QF__g§:<mewaw%ﬁy+ﬁgn(%+pgf. (5.3.12)
n+p>1

Dans les équations (5.3.11) et (5.3.12), a,, (resp. ayp) sont les coefficients du viriel du
gaz bosonique (resp. fermionique). La densité* en dimension D de I’espece 7 est notée
Ph
(Ny)
ph = Lg . (5.3.13)

Lien entre cumulants et coefficients du viriel. En utilisant la relation (5.2.22)
ainsi que le développement (5.3.1), on peut développer le nombre de particules en
puissances des fugacités pour un gaz bosonique :

(No) +2(Nw) = Q> nbuzy, (5.3.14)

n>1

et pour un gaz fermionique :

(ND) + (M) =Q Y mbup(e)™ ()P 5 (N +(Nm) =Q > pbup(zr)"(2))".

n+p>1 n+p>1
(5.3.15)

En utilisant les équations (5.3.13) (5.3.14) et (5.3.15), on trouve une relation entre les
coefficients du viriel (5.3.11) et (5.3.12) et les cumulants (5.3.1) dans le cas ou le gaz
est bosonique :

LP P\’
ay; = Na) ©ag = —by 300 ) (5.3.16)
et dans le cas ou le gaz atomique est fermionique :
LP LP by [ LP
_ ) — . = = =— 5.3.17
al,(] )\DQ 3 aO,l )\DQ 5 azl,l b071 )\DQ ) ( )
2 2
LP ~boo [ LP
az0 = —bao | ~5~ ;o ae=—5 | = 5.3.18
(ADQ> (b0.1)? (ADQ ( )
Dans l'espace tridimensionnel D = 3, on trouve que a; = ag1 = 1. Ces relations

illustrent le fait que la connaissance des cumulants d’ordre inférieur ou égal a ng est
équivalente a la connaissance des ngy premiers coefficients du viriel.

4. Qui est donc soit une densité volumique, soit une densité surfacique, soit une densité linéique.
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5.4 Gaz sans interaction dans un guide d’onde

Lorsque le gaz est sans interaction, le nombre de particules suit la statistique n,
de Bose-Einstein pour des bosons et de Fermi-Dirac pour des fermions qui peuvent se
développer pour des faibles fugacités :

ze P 11 n
— P — n —pe
(e = 1) = 15 = ;(il) (ze ) , (5.4.1)
et alors :
(Npy = ng(ed —py) si n=b, 1,1 5 (M) = num( + En — fm).
« (0%
(5.4.2)

Dans ’équation (5.4.1), lorsqu’il y a des symboles + ou T, le signe du haut correspond a
la distribution de Bose-Einstein et le signe du bas a celle de Fermi-Dirac. En utilisant les
équations (5.4.1) et (5.4.2), on peut développer les nombres de particules en puissances
des fugacités, et en comparant ce résultat avec les équations (5.3.14) et (5.3.15) on peut
calculer les cumulants pour le gaz sans interaction. Dans le cas fermionique, on obtient :

(_1)n+1 (_1)n+1

m —nBEm
boo= ) 0 b= TV ) b, = BTy
0 Q fD( ) 0, Q fD( ) ; Q ( )
Dans le cas bosonique, les cumulants dépendent de la parité de I'ordre :
b (9p) + M (p)e~PBEm bon+1

Pour des simplifications d’écriture, nous avons défini la fonction f qui dépend de la
particule considérée, de la dimension du guide d’onde D et de I'indice entier n :

r\” 1 S
o = (M) (zsmh (an)) ni+D/2’ (5-4.5)
2

ou la longueur d’onde de de Broglie d’une particule de masse m,, est notée :

[ 2mh?
Ay = . 5.4.6
n mnkBT ( )

Remarque. On peut trouver les méme résultats en calculant directement les fonc-
tions de partition, ce que nous allons illustrer ici dans le cas le plus simple pour le
second coeflicient du gaz bosonique sans interactions ou l'on néglige la contribution
moléculaire, et sans guide d’onde [voir I'Eq. (5.3.7)]. La fonction de partition d’ordre
deux est alors :

1 _Bﬁ2 K2 4k/2  2pn2K?2
Qs = 3 Z e 2my, + Ze b, (5.4.7)
k

k#k’
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ce qui se réécrit en :

Bh2K2 Br2K"2 Br2K2
(Ze 2m ) <Ze 2mp )—i— Ze b (5.4.8)

A partir de Péquation (5.3.7), on trouve que le second coefficient du viriel est :

1
925/27

M\H‘

by = (5.4.9)
en accord avec I’équation (5.4.4) et avec la référence [137]. La somme de droite de
Péquation (5.4.8) est un terme de statistique quantique. Il n’existe donc pas si l'on
considére des particules classiques et ’on retrouve alors 'expression habituelle de
I’équation d’état d’un gaz parfait classique. Si les particules étaient des fermions iden-
tiques, ce terme de statistique serait I’opposé de celui pour des bosons, et le second
cumulant serait alors —275/2.

5.5 Gaz en interaction : la formule de Beth et Uhlenbeck

Dans le cas d’un systeme strictement tri-, bi- ou unidimensionnel dans un modele
a une voie, la formule de Beth et Uhlenbeck permet de relier le second cumulant aux
propriétés collisionnelles a deux corps.

Cumulants en dimension 1 et 2. Les cumulants en dimension D strictement 1 et
2 (et donc sans guide d’onde) sont définis similairement & 1’équation (5.3.1) :

QF = - ( ) = b ()" s QR =-— <L> > b)) ()P, (5.5.1)

n>1 n+p>1

ou les grand potentiels en dimension D pour un gaz de bosons ou de fermions sont
4o OD
notés (g JF

Le second cumulant. Le second cumulant d’'un gaz en interactions pour un sys-
teme strictement tri-, bi- ou unidimensionnel est donné par la formule de Beth et
Uhlenbeck [27, 137] (voir 'annexe 5.A) pour des bosons :

D/2 I 0 dk Bh2K2 dé(k’)-
m __Ph7k™
AWY = (m) ) e—5€b+/ A T (5.5.2)
M Ltats liés b o dk |
et des fermions :
D/2 ¢ .
m © dk _sn2%2 d5(k
AbP, = <m> S eﬁ6b+/ i d(k) . (5.5.3)
m Létats liés b o |

Dans les équations (5.5.2) et (5.5.3), Ab® (resp. Abfl) est la différence entre le second
cumulant [resp. cumulant d’ordre (1,1)] pour un gaz bosonique (resp. fermionique) avec
et sans interactions en dimension D et les déphasages ¢ qui dépendent de la dimension
D sont définis par I’équation (3.1.7). Lorsque le systéme & deux corps possede des états
liés, leurs énergies (négatives) sont notées €.
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5.6 Peut-on utiliser la démonstration de Beth-Uhlenbeck dans
un guide d’onde?

Nous venons de voir que la formule de Beth et Uhlenbeck est valable pour une
dimension fixée. Dans la partie 3.5, nous avons défini les déphasages dans un guide
d’onde pour le modele & deux voies. Nous nous sommes donc demandé quelle forme
prend la relation de Beth-Uhlenbeck dans des guides d’onde lorsque les niveaux trans-
verses peuvent étre occupés. Nous avons donc dans un premier temps essayé d’adapter
la démonstration historique.

Densité d’états. L’un des points clefs de la démonstration de Beth et Uhlenbeck
consiste a calculer la densité d’états en considérant que le systéme est enfermé dans
une boite sphérique (cf annexe 5.A). Apres une collision dans un guide d’onde de
dimension D = 1 ou 2, tous les niveaux du guide d’onde énergétiquement accessibles
et qui respectent la symétrie de la collision sont peuplés et les vecteurs d’onde associés
sont reliés par la conservation de 1’énergie :

h2q? 1

E=—L+hw (2 ) 5.6.1

20 +hw) | 2p + D ( )
Si on considere que la fonction d’onde s’annule au contact d’une boite sphérique de
rayon R, alors :

vpelo; [7]], sin (qu + 27;) — 0. (5.6.2)
Ceci implique que quel que soit p, il existe un entier m,, tel que :
T
En combinant les équations (5.6.1) et (5.6.3), on trouve :
1\? 1\? 2R?
— ) — - ) == 5.6.4
(mp 2D) (mp+1 2D> 71_2&3_ ’ ( )

qui est une relation qui ne peut pas étre vérifiée pour tous les entiers m, et quelle que
soit R. Il n’est donc pas possible de considérer une boite arbitraire ou les fonctions
d’ondes s’annulent au bord ; la méthode de Beth et Uhlenbeck ne peut pas s’appliquer
directement.

Méthode diagrammatique. Nous avons donc décidé d’adapter la méthode dia-
grammatique, introduite par X. Leyronas dans l'article [37], au modele a deux voies
pour trouver une formule du type de celle de Beth et Uhlenbeck valable dans un guide
d’onde.

5.7 Approche diagrammatique

Cette partie a pour but de résumer 'approche diagrammatique en température non
nulle. Dans un premier temps nous adaptons le développement diagrammatique [138]
au modele a deux voies dans un guide d’onde. Dans un deuxiéme temps, nous utilisons
cette méthode pour calculer le second cumulant.
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Systémes considérés. Nous considérons toujours d’une part un gaz de bosons iden-
tiques et d’autre part un systeme de fermions d’états internes 1 et |, interagissant
uniquement dans 'onde s. De plus, le gaz sera également composé de molécules boso-
niques diatomiques dans la voie fermée composées de deux bosons dans un cas et de
deux fermions d’états internes différents dans I’autre cas. Ce systéme sera considéré soit
dans ’espace libre tridimensionnel, soit dans un guide d’onde uni- ou bidimensionnel,
le formalisme adopté permettant de traiter ensemble ces six cas.

Notations. Les nombres quantiques du systéme sans interaction sont toujours notés
« et sont définis par les équations (5.2.1)(5.2.2) et (5.2.3). Ces nombres seront choisis
aussi bien pour caractériser une particule bosonique ou fermionique, une molécule, une
particule relative ou une particule du centre de masse. Lorsque des confusions sont
possible, des indices seront rajoutés : par exemple, les nombres quantiques associés a
une particule relative seront notés a;e et celles associées a des coordonnées de centre
de masse Qedm-

Chapeau sur les opérateurs. Dans cette partie seulement, et pour suivre les no-
tations de [138], les opérateurs seront notés sans chapeau. La notation avec chapeau
sera réservée pour désigner les opérateurs en représentation interaction.

Buts. Cette partie sera décomposée en trois étapes :
* Construire les regles de Feynman associées aux diagrammes du modele a deux
voies dans un guide d’onde.
* Adapter la méthode diagrammatique du calcul des cumulants au modele & deux
voies.
* Démontrer la formule de Beth et Uhlenbeck dans un guide d’onde avec l'inter-
action du modele a deux voies.

5.7.1 Fonction de Green en temps imaginaire

Hamiltonien et interactions. Les Hamiltoniens considérés ici, Hp et Hp (5.2.9)
peuvent se décomposer en une partie sans interaction :

Z <H2)+EmNm (bosons) ; Z (Hg)—FEmNm (fermions), (5.7.1)
n=b,m n=",{,m

et des interactions notées V' qui valent selon les cas qui seront considérés plus tard :
V= (VB/F) ou (WB/F) ou (VB/F + WB/F) . (572)

Fonction de Green. Ce systéme thermodynamique étant considéré dans I’ensemble
grand canonique, nous posons, selon si le gaz atomique est bosonique ou fermionique :

K=Hgp— > mNy 5 Ko= Y (H))+BEuNw— Y N, (5.7.3)
n=b,m/ n=b,m/ n=b,m/
n=",4,m n=".,m n=".,m
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La fonction de Green a une particule d’état interne 7 en temps imaginaire est définie

comme :
~Tr [e PR, 4y 0(r)a), o (0)]

Tr (e—PK) ’
ou I’évolution des opérateurs en représentation de Heisenberg en temps imaginaires
est :

Gyla,T) = (5.7.4)

ana(T) = eKT/ﬁamae_KT/ﬁ (5.7.5)
a;rm(r) = eKT/hajme*KT/h. (5.7.6)

Il est important de noter qu’avec cette définition, tant que les temps ¢ = ¢7 sont
imaginaires (7 € R) :
0} o(7) # [ana(m]'. (5.7.7)

Dans ’équation (5.7.4), le produit ordonné en temps 7, ordonne les opérateurs par
temps 7 décroissant (le plus petit a droite) en incluant un préfacteur (—1)* ott P est
le nombre de permutations d’opérateurs fermioniques dont on a besoin pour restaurer
I’ordre d’origine. Par exemple, si 71 < 79 :

T, ato(m1)al o (2) = =Tral  (m)ar.a(n) = —al ,()ara(n). (5.7.8)

Lien avec le nombre de particules. La connaissance de ces fonctions de Green
permet de calculer les grandeurs thermodynamiques. En particulier le nombre moyen
dans I'ensemble grand canonique de particule n noté N, est relié aux fonctions de
Green par® :
Ny=FY Gpla,07), (5.7.9)
(6%

ou dans le symbole F, le signe du haut correspond a une particule bosonique et celui
du bas a une particule fermionique. Le calcul des cumulants revient donc a développer
ces nombres de particules (et donc les fonctions de Green associées) en puissances des
fugacités [voir les équations (5.3.14) et (5.3.15)].

5.7.2 Représentation interaction

Pour chaque opérateur O on définit sa représentation interaction que I’on note avec
un chapeau O par :
O(r) = efor/hgeKor/h, (5.7.10)

Les représentations d’Heisenberg et interaction sont ainsi reliées par un opérateur non
unitaire noté U :

O(r) =UHr)O()U(r) avec U(r)= e Ko/he=K/h, (5.7.11)

Dans cette représentation, les fonctions d’onde ainsi que les observables dépendent du
temps. Cependant, cette représentation posséde un grand avantage : I'interaction n’in-
tervient plus que dans 'opérateur d’évolution U. On peut alors adopter une approche

5. A partir de maintenant et jusqu’a la fin de ce manuscrit, les nombres moyens de particules seront
notés sans crochets.



104 CHAPITRE 5. COEFFICIENT DU VIRIEL

perturbative en développant ce dernier en puissances de 'interaction V. En utilisant
la démonstration classique (voir par exemple [138]), on montre que :

Ulr) = i (_7;)”;'/07 dr, /OT dTn_l.../OT dnTy [V(r)V (rao1) -V (m)]

n=0
(5.7.12)
Ceci permet de développer les fonctions de Green en puissances de I'interaction :

A

— 20 ()" E{Tr Sy [0 dri¥ ()] (1), (0) )

0
2n0 <%1>” ar <TT f[O,,Bh]" | dTZ’V(Ti)>0 - (5.7.13)

Gp(a,m) =

Dans I'Eq. (5.7.13), la moyenne d’ensemble est prise par rapport au systéme sans
interaction :

B Tr [e‘ﬁKO .. }

(o= e (5.7.14)

Notations. Grace a l'utilisation du théoréme de Wick (cf annexe 5.B), on peut
développer la fonction de Green en puissances de l'interaction V. On note alors

Gplayr) =Y GY(a,T) (5.7.15)

n>0

ot chaque fonction Gﬁ,”) (ar,7) est d’ordre n en V.

But. Le calcul de ces développements peut s’automatiser grace a une écriture dia-
grammatique. Afin de bien construire les regles de Feynman associées & ces diagrammes,
nous alors calculer explicitement les premiers termes.

5.7.3 Fonctions de Green a l'ordre 0

A Tordre zéro, U(hB) = 1+ O(V) et on obtient pour le calcul de la fonction de
Green 9 :

Gylar) = — (T dn,a(T)d;r%a(O)% + o). (5.7.16)
Ce terme se calcule et on trouve :

Gg(a,v') = Te (G —Hn)T/h [i@(T) + ny(ey — Nn)] pour n=>5,1,]  (5.7.17)
GO (a,7) = —e(mHEn—nmm)/M (O (1) 4 npy (€2, + By — pin)] (5.7.18)

ou dans les symboles + et F, le signe du haut correspond a un boson et celui du bas
a un fermion.

6. La notation O(V) signifie que les autres termes du développement sont d’ordre n > 1 en V.
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5.7.4 Interaction directe du modeéle a deux voies

Dans cette partie nous ne considérons que l'interaction directe entre les atomes
(bosoniques ou fermioniques) et nous négligerons alors le couplage de Feshbach entre
atomes et molécules. Dans le cadre du modele a deux voies, cette interaction directe
en représentation interaction est :

Va(r) = § 3 (sl Al Adlar,a2)a] o, (1)) o, (1)t s (7 + 0 b o (7 +07), (5.7.19)

b,y b,as
{ai}
Vi(r) = g > (as,aul Al Aclar,an)al , (T)al o (F)agan (T + 07 )aga, (T +07). (5.7.20)
{ai}

Cette interaction est représentée par le vertex de la Fig. 5.1.

a2, l, a3z, T

ap, T oy, |

Fig. 5.1 Diagramme de I'interaction directe pour des fermions non polarisés. Dans le
cas bosonique, on utilise le méme vertex sans préciser les états internes.

Fermions différents. L’injection de l'interaction directe (5.7.20) dans ’équation
générale de la fonction de Green a l'ordre 1 (5.7.13) pour la composante 1, ainsi que
I'utilisation du théoreme de Wick donne 6 termes dus au numérateur dans le calcul de
G%l)(ao,T). Les deux termes en <TT 4,00 (7')&% @ (0)>0 se simplifient avec la contribu-
tion du dénominateur. Sur les 4 termes restants, 3 sont identiquement nuls car couplant
des observables ayant des spins différents, par exemple :

(Tral, (Pape(r) =0. (5.7.21)

Il ne reste finalement qu’un seul terme

G (ag,r) = 2 " AfA T, al 7
t (@o7) =% ; 71y (ag,aq] Al 40417042>< TaT,a4(T1)aT7CY0(T)>
{evi}

x (T, (11)ay 0, (m1 + o—)>0 (T-al , (0)as ., (ﬁ)>0. (5.7.22)

0

7. Dont la signature correspondante est 4, ce qui n’implique pas de changement de signe.
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Finalement, la fonction de Green & l'ordre 1 peut s’exprimer a l'aide de fonctions de
Green a ’ordre O :

8h
G(agm) = 2 / dr1 3 (2,00 Al A a0,02) G (0,7 — )G (02,07) G (0,m),
0 a9

h
(5.7.23)
et peut étre représentée de fagon diagrammatique par la figure. 5.2.

g, |

¢ (apr) = 2L —

A

Y

|
[ | [ I
0 7] T Bh

Fig. 5.2 Représentation diagrammatique de G,(Fl)(aoﬂ') dans le cas ot la seule inter-
action est 'interaction directe.

Bosons identiques. Dans le cas des bosons, un calcul similaire donne :

29 (P!

G}(Dl)(aoﬂ') = % / dr Z<060,Oé2‘AZAe‘OKO,Ct2>G£O)(aO,T — TI)G](DO) (042,07)6‘](30) (040,7'1)~
0 a2

(5.7.24)

Le diagramme associé est le méme que celui pour les fermions (cf Fig. 5.2), en enlevant

l’indice associé a 1’état interne des fermions.

Discussion sur le 0~ dans la fonction de Green sans interaction. Comme on
peut le constater dans les équations (5.7.17) et (5.7.18), les fonctions de Green a une
particule sans interaction possedent une discontinuité pour 7 =0 :

GV(a,0") = G0(a,07) = 1. (5.7.25)
La convention 7 + 0~ dans la définition de l'interaction directe est donc essentielle.
Pour des contractions ou deux temps différents apparaissent, ce détail n’a pas d’im-
portance. En revanche, pour des contractions ou les deux opérateurs agissent a un
temps identique, il est impératif de 1'utiliser.

Signe de la contribution a l’interaction directe. On peut montrer (voir 'an-
nexe 5.C ou la référence [138]) qu'un diagramme possédant n boucles fermioniques
comporte un préfacteur supplémentaire de (—1)".
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5.7.5 Couplage de Feshbach du modéle a deux voies

Dans le Hamiltonien du modele a deux voies, le mécanisme de Feshbach est modé-
lisé par un couplage cohérent entre la voie ouverte et la voie moléculaire fermée. En
représentation interaction, il s’écrit :

Wg(t) = Z (a3|Aclay,ag)al a3 (T)ab.ay (T + 07 )by (T +07) +hee.  (5.7.26)

\[ {ai}

WF(T) =A Z <a3|A€|a1,a2>dInya3 (T)a},0, (T 4+ 07 )ap,a,(T+07) + hec. (5.7.27)
{a;}

Ce couplage est représenté par le diagramme de la Fig. 5.3.

1, s

Q2,7

Fig. 5.3 Diagramme du couplage de Feshbach pour le gaz fermionique.

Fermions non polarisés. Dans cette sous-partie, nous considérons que cette inter-
action est la seule. Tout comme pour 'interaction directe, nous calculons la fonction
de Green & une particule & l'ordre (non nul) le plus bas en A, puis en déduisons les
regles de Feynman de ces deux interactions. L’ordre un en A s’annule du fait de la
valeur moyenne d’opérateurs b ou bt. L’ordre deux est :

(2) o o al
Gy (v,7) = — h2 2‘ d7'2 d7'1 T, WF(T2)WF(7'1)GT&0( )aT,ao(O)>O

Bh Bﬁ
hQ - / dry [ (T W)W (1)) (T gy (7l O], - 5728

Encore une fois, le deuxiéme terme de droite de 1’équation (5.7.28), dii au dénomina-
teur, annule lors de I'utilisation du théoréeme de Wick les termes contenant :

(Tr .00(7)l] (0)>0 . (5.7.29)
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L’utilisation du théoréeme de Wick donne alors :

AP

(2) —
GT (Ozo,T) T op2

Bh Bh
Z (3,00 AT o) (5| A ap ) / dry / dry
{ai} 0 0

< <TT CAlm,ozg; (7—2)&111,@5 (Tl)>0 <TT d$7a3 (7—2)&T»0¢0 (T) >0 <TT &L‘M (7—2)&~L,a2 (Tl)>0 <TT &%ao (0)&1‘,(11 (Tl ) >0

(T a5 (1) 00 (72) ) (Trl o, (71)3,00 (7)) (T @] 0y ()14 (72)) (Tr il o (0 (Tz)>0>-

(5.7.30)

Les deux termes de droite de I’équation (5.7.30) sont égaux & un changement d’indice
pres :

TL&P T2 5 Q1 a3 Qg 0y, (5.7.31)

ce qui se simplifie avec le préfacteur 1/2. Chacune des quatre fonctions de Green a
l'ordre 0 implique un symbole de Kronecker :

60167065 ) 5043,()!0 ) 5044,012 ; 5040,041- (5732)

On trouve alors pour la fonction de Green a l'ordre 2 :

@) A 2 Bh Bh
GT (Cto,T) = () Z <040,042’A1‘045><Ck5’145’a0,Ckg)/ dTg/ dTlGES)(Oég,,TQ—Tl)
0 0

2,05

x G%O) (w0, — Tz)Gio)(Oéz,ﬁ - T2)G%O) (ao,71), (5.7.33)

ce qui est exprimé sous forme diagrammatique dans la Fig. 5.4.

g,
2
G% ) (v, T) = >
a5
my// \\Qm
| | | | |
| | | | "
0 Tl T2 T [h

Fig. 5.4 Représentation diagrammatique de Gf) (a,7) dans le cas ou la seule inter-
action est le couplage de Feshbach [voir Eq. (5.7.33)].
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Bosons identiques. Si le gaz est bosonique, on obtient un facteur (—2) supplémen-
taire® par rapport au cas fermionique :

A 2 Bh Bh
G](DQ)(CV(),T) =-2 (h) Z <Oé(),042AZ’OJ5><OJ5’A€’O¢0,0¢2>/[; dT2/0 dTng?)(Oé5,7_2—7_1)

2,05

x ¢ (g7 — 12)G0 (s, — )G (a0,m1), (5.7.34)

Signe de la contribution du couplage de Feshbach. Le couplage de Feshbach
comprend des propagateurs moléculaires bosoniques. Dans un diagramme donné, afin
de définir les boucles fermioniques, on remplace par la pensée les couplages de Feshbach
par des vertex d’interactions directes et on compte de cette fagon les boucles fermio-
niques. De la méme fagon que pour I'interaction directe, chaque fois qu’un diagramme
possede une boucle fermionique, celui-ci prend un signe « moins » supplémentaire (voir
I'annexe 5.D).

5.7.6 Regles de Feynman pour le modeéle a 2 voies

L’ensemble des regles qui relient les fonctions de Green aux diagrammes de Feyn-
man sont alors :

* Tracer tous les diagrammes topologiquement distincts possédant un nombre
pair ny de vertex de couplage (une molécule se désintégre en deux atomes
ou deux atomes réagissent pour former une molécule) et ny = n — ny vertex
d’interaction directe qui sont plans (pour incorporer le facteur 1/n!) et connectés
(les diagrammes non connectés se compensent avec le dénominateur).

* Assurer la conservation de toutes les quantités conservées par le Hamiltonien
(impulsion totale, etc).

* Associer a chaque ligne simple fermionique de 7 a 19, d’état interne 1 / | et de
nombres quantiques « un facteur G%%(om’g —71).

* Associer a chaque ligne simple bosonique de 7, & 75 et de nombres quantiques o
un facteur G}()O)(O[,TQ — 7).

* Associer a chaque ligne double de 71 & 7o et de nombres quantiques « un facteur
Gl (a,70 — T1).

* Chaque vertex d’interaction directe donne un facteur 22 (as, o] AL Ac|oy ,a2) ot
aq,a (resp. as,ay) sont les nombres quantiques entrantes (resp. sortantes) du
vertex. Le signe « moins » permet d’incorporer le (—1)" du développement de
Popérateur U.

* Chaque vertex de couplage donne un facteur == (a3|Ac|ai,a2) (ou son complexe
conjugué) ou « et o sont les nombres quantiques des deux particules de la
voie ouverte et ag celui du propagateur moléculaire. Le signe « moins » permet
également d’incorporer le (—1)" du développement de l'opérateur U.

* Dans le cas fermionique, un vertex d’interaction directe conserve les états in-
ternes.

8. Le théoreme de Wick donne 4 termes au lieu d’un seul qui n’est qu’en partie compensé par la
définition du couplage de Feshbach piloté par A/+/2 dans le cas bosonique au lieu de A dans le cas
fermionique. Le changement se signe provient de 'utilisation des produits ordonnés en temps pour
retrouver la définition des fonctions de Green.
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* Dans le cas fermionique, un vertex de couplage de Feshbach est relié a deux
propagateurs atomiques d’états internes différents.

Multiplier par un facteur global (—1)"/\/ 2 3 cause de la définition des fonctions
de Green bosoniques.

Chaque boucle fermionique donne un facteur (—1).

Intégrer (ou sommer) sur toutes les variables muettes.

Une fonction de Green de la forme G%O)(Q,Tl — 711) doit étre comprise comme

G%O) (a,07).

%

L

%

5.7.7 Matrice de transition

Nous définissons dans cette approche diagrammatique la matrice de transition (ap-
pelée également matrice T et notée T5) par la sommation d’échelle de la figure 5.5, ou
les propagateurs a température nulle sont définis par les équations (5.8.2) et (5.8.3)
ainsi que les diagrammes 5.10 et 5.11. Dans ce manuscrit, seul le cas de la température
nulle est pertinent. Il est toutefois possible d’étendre la définition de la matrice de
transition pour des températures non nulles. L’utilisation de cette matrice permet de
synthétiser certaines écritures ayant besoin de cette sommation d’échelle.

Calcul de l'opérateur de transition a température nulle. Le calcul de I'opé-
rateur de transition a température nulle a déja été effectué dans I’article [39] par un
calcul direct dont le résultat est rappelé par 1’équation (3.4.3). Dans cette partie, nous
calculons & nouveau les éléments de cette matrice en utilisant cette fois-ci un calcul dia-
grammatique. Ceci permet de vérifier la cohérence de ces deux approches et d’illustrer
les calculs diagrammatiques.

(0) (0)

Fig. 5.5 Définition diagrammatique de la matrice de transition a température nulle.
Le nombre de bulles particule-particule est noté b et les propagateurs a température
nulle sont définis par les équations (5.8.2) et (5.8.3) et les diagrammes 5.10 et 5.11.

Nous allons calculer les éléments de la matrice de transition pour des fermions entre
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les états :
lin) = |ag, Tyag, 4y 5 (out| = (as, 1504, |. (5.7.35)

Si les atomes sont des bosons, les indices T / | de I’équation (5.7.35) doivent étre
enlevés. Les définitions des Hamiltoniens ont été choisies de facon a ce que la matrice
de transition ait la méme expression pour des fermions ou des bosons.

Afin de calculer les éléments de la matrice de transition, il faut calculer chacun des
diagrammes du membre de droite de la Fig. 5.5. Ces diagrammes sont composés de
différents éléments : des vertex d’interaction directe notés v, des doubles lignes notées d
et des bulles particule-particule notées b. Chaque diagramme possede donc v vertex,
d doubles lignes et b bulles et I'ordre dans lequel ces éléments apparaissent ne change
pas la valeur du diagramme : il vaut exactement dans 1’espace de Laplace

- Z(out\Aya)<a\A€\in>Fv7b7d(o¢) (5.7.36)
ot la fonction F,p 4(x) est :
Fonit) =" | — 21 e s(alon (5.7.37)
v,b,d =g Srel(a) _ Em elY0 rel €/ > -

et ou la variable de Laplace de la particule relative est :
Srel(@) = s — €5 (5.7.38)

Un exemple de calcul d’'un diagramme particulier est effectué dans l'annexe 5.E.1.
Dans I’équation (5.7.37), GI¢!(s) est la résolvante d'une particule relative dans un guide
d’onde (3.4.2). Quel que soit le diagramme considéré, deux bulles sont toujours séparées
soit par une double ligne, soit par un vertex d’interaction directe. En conséquence, les
nombres v, b et d vérifient :

v+d=b+1. (5.7.39)

De plus, le nombre de diagrammes avec b bulles, d doubles lignes et v = b+ 1 —d
vertex d’interaction directe est donnée par les coefficients binomiaux :

b+1 b+1
(20 (1) 50

Pour calculer les éléments de la matrice de transition, il faut donc calculer la somme
des fonctions F),p () sur tous les diagrammes possible :

oo b+1 .
Z Z <b—5 1) Fb+1,d,b,d(a) = {M _ <56’G661[3re1(04)”(56> ’ (5.7.41)
b=0d=0 eff [Ore

ou 'on a défini une intensité d’interaction effective :

A2
s—FEy°

geft(s) = g + (5.7.42)
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En utilisant les équations (5.7.36) et (5.7.41), on défini les éléments de la matrice de
transition entre les états (out| et |in) :

ta(s) = (out|Ta(sper)|in), (5.7.43)

ou lon retrouve la matrice de transition de la référence [39] rappelée par ’équa-
tion (3.4.3) :

9:) (3
(9+25)  — (GlGo(s)l60)

Ty(s) = ® Leom- (5.7.44)

Cette matrice T est la méme si les atomes sont des bosons.

b.7.8 Voie ouverte

Ces différentes regles permettent d’écrire le développement de la fonction de Green
pour un atome de la voie ouverte en puissances de 'interaction. En se limitant aux
termes qui n’ont qu'un seul propagateur dirigé vers les temps décroissants, on obtient
le développement de la figure 5.6. Dans le cas bosonique, le signe « moins » doit étre
remplacé par un —2, et les états internes ne doivent pas étre pris en compte.

oy,

h ap. T ag, T

A
o .
A J

Fig. 5.6 Développement en puissances de l'interaction de la fonction de Green pour
un atome en se limitant au terme de la sommation des échelles de la Fig. 5.5.

5.7.9 Voie moléculaire

Le méme travail peut étre effectué pour la voie moléculaire. En se restreignant aux
diagrammes dont les propagateurs sont tous dirigés vers les temps croissants, on trouve
le développement de la fonction de Green moléculaire de la Fig. 5.7. Si les atomes sont
des bosons, ce méme développement diagrammatique est valable sous réserve de ne

pas indiquer les états internes des bosons?.

9. Dans le calcul, le facteur 2 supplémentaire dii a l'indiscernabilité des bosons est exactement
compensé par la définition de l'intensité du couplage de Feshbach A/ V2 qui apparait toujours au
carré.
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ay, T
Gm (&OST) — =:|]= —+_ o : : g
i)

k2.

h g vy
; !

- —t—

Fig. 5.7 Développement en puissances de I'interaction de la fonction de Green mo-
léculaire en se limitant aux termes de la sommation des échelles. Ce développement
est également valable si les atomes sont des bosons a condition dans ce cas de ne pas
considérer d’état interne.

5.8 Développement de la densité en puissances de la fugacité

5.8.1 Principe de la méthode

Dans cette partie, nous étendons l’analyse de Xavier Leyronas [37] pour le modéle
a deux voies — les principales différences étant I'existence d’une voie fermée bosonique
supplémentaire et l'existence d’un confinement dans un guide d’onde. L’idée de la
méthode est la suivante :
~» On cherche & calculer les cumulants définis par I’équation (5.3.1).
~» Connaitre les cumulants est équivalent a connaitre le développement du nombre
d’atomes et de molécules en puissances des fugacités [voir I'équation (5.3.15)] .
~» On peut écrire les nombres d’atomes et de molécules avec le formalisme des
fonctions de Green [voir I’équation (5.7.9)].
~ On peut écrire grace au théoreme de Wick et au formalisme diagrammatique les
fonctions de Green avec uniquement des fonctions de Green sans interaction.
~~ Les fonctions de Green sans interaction se développent en puissances des fuga-
cités.
~> On peut alors écrire les cumulants sous la forme de diagrammes de Feynman
qu’il suffit alors de calculer.

5.8.2 Nombre d’atomes et de molécules

Dans la voie ouverte, le nombre de fermions d’état interne 7 (ou de bosons) et celui
de molécules de la voie fermée peut s’écrire avec le formalisme des fonctions de Green
[voir ’équation (5.3.15) et les diagrammes 5.6 et 5.7 |. Ceci peut s’exprimer a ’aide des
diagrammes, en notant que l'apparition d’une boucle fermionique dans le diagramme
du nombre de fermions 1 rajoute un signe « moins », en bouclant sur lui-méme le
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diagramme de la fonction de Green & une particule, comme sur les figures Fig. 5.8 et
Fig. 5.910.

g, ]

a, T 1 T2

Fig. 5.8 Développement du nombre de fermions T en puissances de l'interaction. Si
les atomes sont des bosons, N se développe de la méme facon mais avec un facteur 2
devant le diagramme de droite (celui qui comprend une matrice Ts).

L&ty

Fig. 5.9 Développement du nombre de molécules en puissances de l'interaction. Si
Pespéce atomique est bosonique, ce développement diagrammatique est correct si on
ne prend pas en compte 1’état interne des atomes.

10. Dans ces deux cas (fermionique ou bosonique), les signes devant les diagrammes sont les mémes.
Cependant, dans le cas fermioniques, ils proviennent de la présence de boucle fermionique, alors que
pour les bosons, ils proviennent du signe dans la relation entre le nombre de particule et les fonctions
de Green [cf Eq. (5.7.9)].
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5.8.3 Développement en puissances de la fugacité

Nous avons vu aux avec les équations (5.7.17) et (5.7.18) que les fonctions de Green
sans interaction s’expriment grice aux statistiques de Bose-Einstein et de Fermi-Dirac.
Ces statistiques se développent en puissances des fugacités dans la limite de haute
température ou est valable le développement du viriel (5.4.1). On peut donc développer
les fonctions de Green sans interactions en puissances des fugacités :

Gg(a,T):e“"T/h ZG%OJ)(O(,T)Z% , (5.8.1)
Jj=0

ot ces fonctions de Green valent pour des atomes ! :

GO (a7) = ~O(r)e i/ GO (o) = — [(21)7] S g =b 1, |
(5.8

et sont pour des propagateurs moléculaires :
GES’O) (a,7) = f@(T)e_(E%"‘Em)T/h’ ; ng’j)(ozﬁ) = e (emtEm)(7/h+iB) (5.8.3)

Avec cette écriture et la présence d’une fonction de Heaviside O(7), on se rend compte
que les propagateurs a ’ordre zéro G%O’O) sont retardés, dans le sens ot ils sont nuls pour
des temps négatifs. Lors de l'utilisation de diagrammes de Feynman, il ne sera donc
pas possible de dessiner de tels propagateurs dirigés de la droite vers la gauche. Dans
le calcul du nombre de particules, seules des diagrammes bouclés sur eux-méme ap-
paraitront. Les préfacteurs exponentiels dans I’équation (5.8.1) se compenseront alors
tous et ne sont donc plus considérés dans la suite.

On peut alors développer les nombres de particules en puissances des fugacités des
différentes espéces. Il suffit de remplacer dans le calcul de la densité les fonctions de
Green sans interaction par leur développement en puissances de la fugacité et de ne
garder que les termes ayant la puissance désirée. Un moyen de le faire est de définir
diagrammaticalement les propagateurs G%O’] )(a,T) en les notant avec j barres, comme
dans les figures 5.10 et 5.11. Pour éviter les confusions entre les fonctions de Green
sans interaction G% et leurs développement a ’ordre le plus bas en fugacité G%O’O), ces
dernieres seront notés avec un exposant « (0) ».

Q:T: = a’T‘; (0) + Oﬁl:T: I zZ + —»—H—a’T Z?—l—

0,0 0,1 0.2 .
G$(Q’T) - G1(*' )(Qﬂ') + Gfr ' )(&',T) z2r + G% )(05,7') z% + ...

Fig. 5.10 Développement de la fonction de Green fermionique sans interaction en
puissances de la fugacité [voir I’équation (5.8.1)]. Pour des atomes bosoniques, on
utilisera les mémes notations sans indiquer d’état interne.

11. Dans l'utilisation du signe =+, le signe du haut est valable pour des bosons et celui du bas pour
des fermions.
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« o (0) o} | X lo} 2
—— = -+ = | ATZL—{— ==‘H=(ZT37|) + ...

G?n((y._'r) = GgE‘U}(u,T) + GEE’I)((}:,T) 2z, + G(O‘Q)((.r,'r) [szJ')2 + .

Fig. 5.11 Développement de la fonction de Green moléculaire sans interaction en
puissances de la fugacité [voir I’équation (5.8.1)].

On peut alors développer, a l'aide de diagrammes, le nombre de particules des
différentes espéces en puissances des fugacités en suivant les régles suivantes :

x A cause de léquilibre chimique, une double ligne barrée compte pour un ordre
en z4z) pour un systeme fermionique ou (21,)? pour un systéme bosonique.

* Une interaction ne peut avoir lieu que pour des temps 7 tels que 0 < 7 < Sh.

* Seuls les propagateurs barrés peuvent étre dirigés de la droite vers la gauche.

En suivant ces regles, on obtient les équations diagrammatiques des figures 5.12 qui
donnent le développement du nombre d’atomes et de molécules en puissances de la
fugacité.

T T
1
Ny= — 9+ — Ty ny — 24 -
h o
T }

1(0) 1(0)
%z 4 -
T,

A"I111 =

LTy o)

Fig. 5.12 Développement du nombre de fermions 1 et de molécules en puissances des
fugacités atomiques. Le développement du nombre de particules N| est identique a
celui de Ny en intervertissant les indices T et |. Si I'espéce atomique est bosonique, le
développement de N est identique a celui de Ny sans indice d’état interne et en ajoutant
un facteur 2 devant le diagramme contenant la matrice 15 a cause de I'indiscernabilité
des bosons identiques — les diagrammes concernant le nombre de molécules restent,
quant a eux, inchangés, sauf les états internes atomiques qui disparaissent.
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5.9 Résultats

5.9.1 Cumulants sans interaction

Les termes du développement du nombres d’atomes et de molécules sans interac-
tions peuvent s’écrire trés simplement sous forme diagrammatique (cf Fig. 5.13) :

Ny + Ny + 2N, =Z —
jz1

+ termes avec interactions

Fig. 5.13 Développement diagrammatique des nombres de particules en puissances
des fugacités dans le cas fermionique.

N + 2N, :Z — )
i>1

+ termes avec interactions

Fig. 5.14 Développement diagrammatique des nombres de particules en puissances
des fugacités dans le cas bosonique.

Dans I’égalité de la Fig. 5.13, les diagrammes des termes avec interaction possedent
au moins un propagateur d'un fermion 1 et un propagateur d’un fermion |. Il n’y a donc
aucun autre diagramme en 2] ou 2/ dans les termes avec interaction. En comparant la
figure 5.13 avec les équations (5.3.14) et (5.3.15), on écrit alors dans la figure 5.15 les
cumulants de la forme b et by ; ainsi que la partie sans interaction des cumulants b; ;
sous forme diagrammatique. En effectuant le méme raisonnement pour des bosons, on
obtient un résultat similaire donné par la figure 5.16. Ces différents diagrammes se

termes avec
Interactions

Fig. 5.15 Cumulants dans le cas fermionique sans interaction.



118 CHAPITRE 5. COEFFICIENT DU VIRIEL

22 2 !
—1 termes avec —1 termes avec
bap = 2pQ [@ +2 O] +interactions > Y2+l = (2p+1)Q interactions

Fig. 5.16 Cumulants dans le cas bosonique sans interaction.

calculent grace a I’équation (5.8.2) et on trouve :

1 04 (,, - 1 09 (,, - —1 0.4) (1 (-
big= — GO (,07); by = — G (a,07): b= — G(0.9) a,07)+. ..
j, ngT (@,07);  bo, Q]; L (@07)s by Qj; m”’ (a,07)
(5.9.1)
ou les « ... » représentent des termes qui n’existent que s’il y a des interactions dans

le gaz. On obtient alors exactement les résultats précédents (5.4.3) aussi bien pour un
gaz de fermions qu’un gaz de bosons.

5.9.2 La formule de Beth et Uhlenbeck retrouvée

Le cumulant d’ordre le plus bas qui dépend de l'interaction est le coefficient by i
pour les fermions et by pour les bosons. Afin de les calculer, on développe les nombres
de particules en puissances de la fugacité a 'ordre non trivial le plus bas, comme
dans la Fig. 5.17 ou les terme sans interactions ne sont pas écrits. En comparant le

N+ Ny + 2Ny, =

+ termes sans interaction + O (z% zng z¢)

Fig. 5.17 Terme en 2z dans la partie avec interactions du développement diagram-
matique des nombres de particules en puissances des fugacités. Dans le cas bosonique,
le terme de gauche est Ny, + 2Ny, et les termes de droite sont les méme en enlevant les
indices états internes. En particulier, le diagramme contenant une matrice To mais ne
contenant pas de propagateur moléculaire doit bien étre compté deux fois.

développement de la figure 5.17 avec I’équation (5.3.15), on trouve un lien entre ces
diagrammes et le coefficient Aby 1 (resp. Aby) qui est le coefficient by 1 (resp. ba) avec
interactions moins ce méme coefficient sans interaction, qui est explicité dans 1’égalité
de la figure 5.18. Les calculs de ces diagrammes sont détaillés dans I’annexe 5.E et sont
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1
Ab T ] e
1, 1= 2 Q . A 10) . * h )

H
>
-
x|

=
-

oy (o)

Fig. 5.18 Diagrammes valant Ab; ;. Si le gaz est bosonique, le terme de gauche est Aby
et les indices concernant les états internes fermioniques doivent étre enlevés (comme
dans la Fig. 5.17, le diagramme de gauche doit bien étre compté deux fois).

identiques pour les fermions et les bosons. Pour des fermions, on trouve :

A <M>D/2l ds P HOIGT (9)l6) [ A2 (3]G (5)])
b Cy 2mi gcff(S) <5€‘Grel( )10e) Cy 2im (s — Emol)2

my
_/ ds |A]Pe P [(5 |GE(5)]66)]?
Cy 27’7T( Emol)2 <5 |Grel( )‘5€>

1. (5.9.2)

e H(S

Cette égalité peut se réécrire en :

D/2
M d d
Abi1 = — () { 78.6 A5~ I [gese(s)] +
C

ms 3 271 ds

ds —Bs d 1 _ rel s
/cw o ds ™ [geﬁ(S) (0e|Go( )!M]}. (5.9.3)

Il est possible de déformer le contour de Bromwich sur ’axe réel ce qui donne :

(””)D/Q Abyy = —eﬁEmol+ZRes{ -ps 4y, [1 (5 G (s)[6 >} s—s }
M 1, - dS geﬁ(s) € 0 € ’ b

00 Oc G’rel s +1i01)|d.
_ﬁ ﬁe*ﬂsiln (!Jeﬁ(s < | ( )’ >> ) (594)

5D 27 ds (6¢|GEeY (s — i01)|6e)

gert ()

ou sp, sont les zéros de la fonction geﬁ#(s) — (0|GE(5)|0e), c'est-a-dire les énergies des
dimeéres en tant que poles de la matrice de transition dont les énergies sont donc
inférieures a %. Cette fonction est étudiée en détail dans la référence [39]. En
particulier, le prolongement analytique de cette fonction est tel que :

R (0] GE (s +i01)[00)] = R [(0]GE (s — i07)[0.)], (5.9.5)
S [OIGE (s +i07)160)| = = [(0|GE (s — i0H)]d0)] - (5.9.6)
On peut alors montrer que :

1 rel +
M( — (6| G (s +i07)|6e) _ —2id(s) (5.9.7)
i — OdGE(s — 07)]50) |
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ou 0 est le déphasage défini par I’équation (3.5.14). Les résidus de 1’équation (5.9.4) se
calculent facilement grace a la fonction logarithme. Finalement, on trouve la formule
de Beth et Uhlenbeck généralisée dans un guide d’onde harmonique de dimension D :

D/2 9]
<W> Abiy =) e+ /( ds —psd0(3) _ —ppm | (5.9.8)
b

M 3—D2>ﬁ°u T ds

Pour un gaz de bosons, il suffit de remplacer Ab; ; par Aby dans les équations (5.9.2),
(5.9.3), (5.9.4) et (5.9.8), et le rapport de masse de I'équation (5.9.8) est 3.

5.9.3 Limite de portée nulle

En utilisant les résultats des chapitres 3 et 5 ainsi que ceux de l'article [39], il est
possible d’exprimer la formule de Beth et Uhlenbeck dans un guide d’onde (5.9.8) dans
la limite de portée nulle.

Espace tridimensionnel. Dans I’espace tridimensionnel il n’y a pas de guide d’onde
et on peut utiliser la formule habituelle de la formule de Beth et Uhlenbeck définie dans
les équations (5.5.2) et (5.5.3). Dans cette situation, le déphasage du modele a deux
voies s’exprime :
1 —ike
kot [5(k)] = ———— 4 ikerf () , (5.9.9)
h2k2
aeﬁ( 2u ) V2
ou la fonction aeg est définie par I’équation (2.4.3). Dans la limite de portée nulle sans
interaction directe (e = 0 et apg = 0), on obtient le déphasage :

k cot [5(k)] = %1 ~ R, (5.9.10)

Dans ce régime, il n’existe pas I’état lié si a < 0 et il en existe un unique si a > 0. Son

énergie de liaison s; est alors [6] :
2
B2 [\/1+ % _
( . (5.9.11)

2R*

La formule de Beth et Uhlenbeck prend alors la forme suivante pour un gaz de fermions :

3/2 00 _8K212 -1 R*
o= (1) [ _em
™y o L+ (& + Rek)

e P pour a>0

+ ou (5.9.12)

0| pour a <0,
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et une forme similaire pour un gaz bosonique en remplacant Abj; par Aby et m4
par mp.

La limite de portée nulle et de résonance large (¢ — 0, R* — 0 et apy # 0)
est formellement retrouvée en prenant la limite R* = 0 dans les équations (5.9.10) et

(5.9.12). Dans cette limite, il existe un unique état lié lorsque a > 0 d’énergie s, = - :

—h=
2ua?”

Dans ces deux limites, 1’énergie moléculaire tend vers I'infini par valeur positive ou
négative. Dans un cas la contribution moléculaire est nulle, dans ’autre I’état molécu-

laire n’est pas peuplé et la contribution est considérée comme nulle.

Guide d’onde bidimensionnel. Dans le cas d’un guide d’onde bidimensionnel dans
la limite de portée nulle (¢ — 0), le déphasage peut s’exprimer sous la forme :

[
tan [6(7)] = a . (5.9.13
N iy e () I e |

Aoff (QTTML-I-EWTL p=T

ou la constante vaut B = 0.9049 et ou ’énergie adimensionnée 7 est :
Jop (27 + ) B (5.9.14)

La formule de Beth et Uhlenbeck fermionique dans cette limite est alors :

m _ E —Phw, (21,+1/2) E:LETR / d —2Bhw Tdé(; ) —BEm 1
Ab — b l : b
< M ) 1,1 - e + (& 2 (& (& (5 9 5)

ou les états liés sont les solutions 7, < 0 de ’équation :

(o) d TU
VraL Y ] ——) (5.9.16)
Qeff (27'th_ + "*’L) 0o u

1—e ¥

Guide d’onde unidimensionnel. Si le systéme est confiné dans un guide d’onde
unidimensionnel dans la limite de portée nulle, le déphasage peut s’exprimer & l'aide
de la fonction zeta d’Hurwitz (g :

tan [5(7)] Slen (37 —i0")] . (5.9.17)

ey T R [ (37— 01)]

ou l'énergie adimensionnée 7 est définie par :
E=027+1)hw,. (5.9.18)

On obtient alors la formule suivante si le gaz atomique est constitué de fermions :

1/2 () 5
my _ —Bhw . (275+1) —ﬁmﬂ/ AT _opp 4 (1) —BEm
A — 1 (27 -z 7 _ 1
( ) bi1 Eb e +e ; 7re o e , (5.9.19)

ou les états liés d’énergie adimensionnée 7, < 0 sont solution de

a| 1
-, — = 0. 9.2
aef (27hw, + hw ) on <2’ T) 0 (5.9.20)
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Annexes du chapitre 5

5.A La formule de Beth et Uhlenbeck

Dans cette annexe nous rappelons le raisonnement de l’article [137], lui-méme s’ap-
puyant sur la démonstration de l’article [27], pour un espace de dimension 1, 2 ou 3.
Cette méthode permet de calculer efficacement le second coefficient du viriel dans le
cadre d’un modeéle & une voie comprenant soit uniquement des bosons, soit uniquement
des fermions & deux états internes 1 ou J.

Dans le cas particulier du calcul du second cumulant, ce dernier peut étre exprimé
a l'aide des déphasages de la théorie de la diffusion. Dans le cas d’une interaction
séparable, le Hamiltonien peut s’écrire sous la forme :

ﬁ = ﬁgdm + ﬁ?el + ‘A/rely (5A1)

< 770 agl) 5z . ] . 5z
ou Hg,, et H, prennent en compte I’énergie cinétique, ainsi que d’éventuels termes de
confinement concernant respectivement le centre de masse et la particule relative, tan-
dis que V; représente 'interaction entre deux particules, soit deux bosons identiques,
soit deux fermions d’états interne différents. Les énergies propres £ de ce Hamiltonien

peuvent alors s’écrire sous la forme :
E = E.gm + Erel, (5.A.2)

ol Fcgm dépend des variables du centre de masse tandis que E,. dépend des variables
relatives. La fonction de partition a deux corps se décompose donc en deux termes
aussi bien pour un systéme bosonique :

Qe =Q5" x QF avec Q§MM =3 emMam ot QFT =3 PP (5.A3)

cdm rel
que fermionique :

Qui= Q5 x Qi avee Q=Y e Ean er Q=Y e B (5.A4)

cdm rel

ot les sommes portent sur les états du centre de masse (cdm) ou les états de la particule
relative (rel) pour un systéme de deux bosons identiques ou de deux fermions d’états
internes différents. On définit maintenant la différence entre le second cumulant [voir
les équations (5.3.7) et (5.3.8)] avec et sans interactions, c’est-a-dire le cas ot Vie = 0,

123
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dont les grandeurs sont notées avec un exposant (0) :

cdm
(0)
Bby =y =8 = S o5 - (5)"] (5.A5)
(0) (idlm rel rel ©)
Abl,l = b171 - bl,l = Q{ o |: 11— ( 1’1) :| . (5A6)

ol (Qléel) © [resp. (Qfll)(o)] est la fonction de partition a 2 corps pour un systeme
de deux bosons identiques (resp. un fermion 1 et un fermion |) sans interactions. Les
équations (5.A.5) et (5.A.6), ainsi que tout le raisonnement précédent sont valables
quelle que soit la dimension D = 1,2 ou 3 du systeme bosonique ou fermionique. Dans
ce cas, la fonction de partition du centre de masse et la fonction de partition a un corps
sont reliées par :

D/2

Q5™ D/2 i my +my /

—— =2 ; — = , (5.A.7)
Q1 Q1,0 my

ol ce rapport découle de la masse associée au centre de masse qui est (2my,) ou (m4 +

my ). Finalement, on trouve dans le cas fermionique que :

-D/2
(mT+m¢> / by = Z e—Bev 4 Z o~ Becn _67661((073
my états liés b états de diffusion ky,

(5.A.8)
et dans le cas bosonique, il suffit de remplacer Ab; ; par Ab, et de considérer des masses
telles que my = m| = my,. Dans I'équation (5.A.8), €, est I'énergie de I’état 1ié a deux
corps indicé par b, et {ky, } représente I’ensemble des états relatifs de diffusion d’énergie
€k, si le systéme est considéré avec ses interactions et 61(<0n) s’il est sans interactions.
Afin calculer la densité d’état, on place le systéme dans une spheére de dimension D

NS sin [J’.":“-:'H} =0

l\\\{\l\\\‘\)\‘ sin [kR + 6(k)] = 0

\

Fig. 5.19 Schéma des fonctions d’onde relatives avec et sans interaction s’annulant
aux bords d’une boite sphérique de rayon R en dimension D = 3.

et de rayon R grand devant les longueurs caractéristiques de l'interaction de fagon
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a ce que les fonctions d’onde relatives s’annulent sur les bords de celle-ci. D’apres
I'équation (3.1.7), on obtient alors les conditions aux limites suivantes :
3—D 3—D
kgO)R—F(Zl)W =nm ; knR—|-5(k‘n)—|—(4)7T =nmr ; neN, (5A9)
ou les fonctions §(k) sont les déphasages de la théorie de la diffusion en dimension D
définis par (3.1.7). En notant Ak la différence entre deux vecteurs d’onde successifs,
on obtient dans la limite continue :

11 1ds(k)
Ak~ AKO T mdk

(5.A.10)

ce qui nous permet d’écrire la formule de Beth et Uhlenbeck qui est valable pour un
systeme strictement tri-, bi- ou unidimensionnel pour un gaz fermionique :

D/2 o 2,2
Abyg = (W) l Z e~Peb —I-/ %e_ﬁﬁ'mk d5(k)] . (5.A.11)
0

m états liés b g dk
Pour un gaz bosonique, la formule de Beth et Uhlenbeck est identique en changeant
Aby1 par Aby et avec des masses mqy = m) = my,.

5.B Théoreme de Wick

Tout comme dans le cadre des fonctions de Green a température nulle, les fonctions
de Green en température non nulle admettent un développement diagrammatique grace
a I'utilisation du théoreme de Wick. Cependant, dans le cadre des fonctions de Green
en température non nulle, celui-ci s’applique uniquement sur les moyennes statistiques
des opérateurs.

Enoncé du théoréme de Wick. Soit {A4;}i—1, un ensemble de n opérateurs de
création et d’annihilation en représentation interaction. Ces opérateurs peuvent étre
fermioniques ou bosoniques. Le théoreme de Wick assure que :

(T, AvAz... An) = p;; e(La...w) (Tr Aida) (TrAsAy) . (Tr AyAs) .
(5.B.1)
la somme porte sur les permutations et €(1,«...,w) est la signature de la permutation
entre les configurations restreintes aux fermions (1,2 ... )| fermion €t (1,0,3 - . . ;%,0) |fermion =2

5.C Signe de la contribution a I'ordre n de I'interaction directe

Afin de construire les régles de Feynman, il est important de bien comprendre d’ou
viennent les signes lors du calcul du développement de la fonction de Green. Dans

12. Par exemple si n = 4, avec Ay et Ay deux opérateurs bosoniques, As et Ay deux opérateurs
fermioniques, (1,2,3,4)|termion = (3,4) et €(1,3,4,2) = +1 et €(4,3,1,2) = —1.
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ce paragraphe, nous considérons le cas du systeme fermionique et nous adoptons les
notations simplifiées suivantes (on ne tient plus compte des nombres quantiques «) :

d{%(n) = azm ; CAL(J()X(TI') = al(-,T) i A1a(T) =ant1 d%a(O) = ag. (5.C.1)

Le produit d’opérateur II qui intervient dans le calcul du terme d’ordre n si on ne
prend en compte que l'interaction directe est :

MI=—-(-1)"T, a{a}ayala;a;ag/ag e aLaL,an/ananHag. (5.C.2)

Le premier signe vient de la définition de la fonction de Green et le (—1)" provient du
développement de 'opérateur U [voir I'Eq. (5.7.12)]. On peut alors utiliser les régles
du produit ordonné en temps pour mettre cette expression sous la forme :

In=(-1)"T, a{alai,al/a;aga;agf .. .aLanaL,an/aganH, (5.C.3)

ce qui peut aussi se réécrire en séparant les opérateurs correspondant a des états
internes différents :

m=(-)"T- a}alagag . aLanagan+1aJ{,a1/a£,a2/ . ail,an/, (5.C.4)
ce qui s’écrit :
I=-n"(-)"T, agalaiagag . ana;rlanﬂai,aya;ag . aL,an/. (5.C.5)

Le nouveau facteur (—1)" provient des n interversions a}ai — aiaz. Dans le forma-

lisme des fonctions de Green apres utilisation du théoréme de Wick, le terme sans
permutation d’indice de ce produit d’opérateur s’écrit :

(1) (-0 (e —71) ... G (7~ )G (1 —7) G (ru—1n), (5.C.6)

ce qui se représente par le diagramme de la Fig. 5.20.

Y

0 T1 T2 Tn T ﬁ h

Fig. 5.20 Représentation diagrammatique de I"équation (5.C.6).

On voit que dans ce cas précis, le diagramme de Feynman associé & 1’équation (5.C.6)
posséde exactement n boucles fermioniques. On observe que :
i) le produit IT dont le diagramme de Feynman associé contient n boucles fermio-

niques posséde un facteur supplémentaire (—1)".
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ii) en intervertissant dans 1’équation (5.C.5) deux opérateurs de création ou deux
opérateurs d’annihilation, le produit II obtient un signe « moins » supplémen-
taire a cause des regles du produit ordonné en temps.

iii) le nouveau diagramme de Feynman qui correspondra, apres utilisation du théo-
reme de Wick, au terme sans permutation d’indice va posséder une boucle fer-
mionique de plus ou de moins que le diagramme précédent (cf Fig. 5.21).

Par exemple, si on intervertit dans I’équation (5.C.5) les opérateurs aI, et a;, le terme

sans permutation d’indice qui apparaitra apres utilisation du théoreme de Wick sera :
(-2 G (1 -0)...60 (1, ~ 1) GO (1 )G (e —71) ... G (7 —7w), (5.C.7)

ce qui peut se représenter par le diagramme de la Fig. 5.21. On en conclut dans les regles
de Feynman qu’a une boucle fermionique correspond un signe moins supplémentaire.

Y

I | I [ [

0 1 T2 Tn T .3 h

I | | | I I
|

Fig. 5.21 Représentation diagrammatique de I'équation (5.C.7) qui possede une
boucle fermionique de moins que le diagramme de la figure 5.20.

5.D Signe de la contribution a I'ordre n du couplage de Fesh-
bach

Dans ce paragraphe, nous considérons uniquement le cas fermionique lorsqu’il
n’existe que le couplage de Feshbach. Dans le développement de la fonction de Green
d’un fermion 7, les ordres pairs sont les seuls a ne pas étre nuls. On note alors n = 2p.
De plus, nous adoptons les notations simplifiées suivantes :

ara(m) =a; ; aI7a(TZ~) = az 0oape(n) =ay ala(n) = aZI-, (5.D.1)
aro(T) = ans1 aIya(O) = a;I) i ma(Ti) = b aI;a,a(Ti) = b}. (5.D.2)

Le produit d’opérateur II qui intervient dans le calcul du terme d’ordre n est du type :
M= —(—1)%T, (bIalxalaga;bg) o (b;flan_yan_lailal,bn) an+1a$. (5.D.3)
Tout comme dans le cas ou la seule interaction est I'interaction directe [cf Eq. (5.C.2)],

le signe (—1) provient de la définition de la fonction de Green alors que le facteur
(—1)? découle du développement de 'opérateur U [voir Eq. (5.7.12)]. L'utilisation des
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regles du produit ordonné en temps permet de réordonner les termes selon les trois
espéces en jeu :

II= (—1)2pTT (bJ{bg e bL_lbn) (al/a; e an,l/aL,) (alag . anfla};aganﬂ) )
(5.D.4)
Le changement de signe est issu de la commutation a(T) < apy1- Le réarrangement de la
parenthése centrale de (5.D.4) apporte un signe (—1)P, alors que celui de la parenthese
de droite apporte un signe (—1)%" =

II= (—1)2p(—1)pTT (bibg . biz—lbn) (a;,ay .. .aL,an,1/> (agalag .. an,lailanH) .
(5.D.5)
Finalement, en ne gardant que le terme qui nous intéresse ici dans le théoreme de
Wick, c’est-a-dire celui ou il n’y a pas eu de permutation dans les indices, et en écrivant
I’équation (5.D.5) avec le formalisme des fonctions de Green, un dernier facteur (—1)P
apparait dans la parenthese de gauche a cause de la définition de la fonction de Green
pour les bosons :

(=121 [(~1PGR (r = 1) .. G (7 = )|
x [¢P(n =) GO (raa = )] [GP (= 0GP (ms = 7). G (7 = )]
(5.D.6)

Le diagramme associé a ce produit de fonctions de Green particulier, représenté par
la Fig. 5.22, posséde p boucles fermioniques — & comprendre au sens ou l'on obtient p
boucles si 'on supprime les propagateurs moléculaires.

Fig. 5.22 Représentation diagrammatique de I’'Eq. (5.D.6)

On voit alors que :

— Un diagramme aura un facteur (—1)? s’il y a n = 2p vertex de couplage de
Feshbach.

— Tout comme l'interaction directe, chaque boucle fermionique apporte également
un facteur (—1).

5.E Calcul de diagrammes

Dans cette annexe nous explicitons le calcul de 4 diagrammes clefs.
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5.E.1 Diagramme 1

Y

Fig. 5.23 Un diagramme avec une bulle, un vertex et une double ligne.

Afin de calculer la matrice de transition, nous calculons a titre d’exemple le dia-
gramme 5.23 qui est :

Al? T
S DY | dntes,adallan)anlAdar.ag)arayl4iAdar.a)
0

Q4,0 | ,Om

x GO (a1 — T1)G%O’O) (aT,7‘1)GiO’O)(a¢aTl)~ (5.E.1)

On peut effectuer I'intégrale sur le temps 7 grace aux propriétés des transformations
de Laplace (voir 'annexe 5.F) :

_glAP / ds_ _rosn (a3, aa| Allom) (am| A ag,ay) (ag,0 | AT A a,a2)
. (e (03 .
o aTam Je, 20T (s—€ " —€')(s — e — En)
(5.E.2)

Une relation utile. Le choix particulier de la forme de 'opérateur A, utilisant le
ket |0.) permet I'utilisation d’une formule particuliere trés utile dans les calculs. Si F
est une fonction qui ne dépend que de I’énergie de deux particules, on a :

> (Al acam) (@ Aclar,00) P (€7 + €
Q4,00

= Z ’<arel‘56>‘2<a6dm|a/cdm>F (elixerle1 + egciﬁlm) , (5.E.3)

Olrel

ou les indices rel et cdm font référence aux coordonnées relatives et de centre de masse.

En utilisant ’équation (5.E.3), on peut remplacer la somme sur les variables oy,
par une somme sur leur variable relative aye ou les énergies cinétiques eferfl et e?&fnm de
la particule relative de masse p et du centre de masse de masse M sont définies par

I'équation (5.2.4) :
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LS [ A5 o (s 0al Allow) (0al 30 el Ao, a0)

Qrel,Om QIﬂ-h [Srel(Qtm) — 6rerlclI [Sre1(m) — Em]

Finalement, la somme sur les variables relatives o, donnent la résolvante de la partie
relative et on obtient

ds
— | e/ Al A F : 5.E.5
. st S s calllow) enlAder02) P () (55)

5.E.2 Diagramme 2

Dans cette annexe nous calculons le diagramme de la Fig. 5.24 — le diagramme ot
sont intervertis les réles du fermions 1 et | donnant exactement le méme résultat. Ce
calcul est tres similaire & celui effectué dans la référence [37].

ay, 4

1

Qi T
(0) ar, T

] I I I
[ I I I
000 T T B

Y

Fig. 5.24 Diagramme calculé dans cette annexe.

Ce diagramme vaut :
S LY (0.1 (0.0)
Z / dTl/ d7’2G’i oy, —12)To (T2 _Tl)GT ’ (aTv_T2)GT (ag,71), (5.E.6)
Qq,Q | 0

les fonction de Green étant définies dans I’équation (5.8.2). On effectue le changement
de variable t; = 7| et to9 = 79 — 71, puis on integre sur la variable ¢;. On obtient alors :

hg
-y / dtaTy(ts)(hB — to)e EF—t2/M) (5.E.7)
aT,o%

ou 'on a défini ici ’énergie cinétique totale des deux fermions :

E=€"+e€’ (5.E.8)
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En utilisant les propriétés de la transformation de Laplace, I'intégrale de I’équation (5.E.7)

devient :
1

_ e~ Ps -
= [ im0 659
ou C est le contour de Bromwich du probleme, c’est-a-dire une ligne parallele a I'axe
imaginaire de fagon a ce que I'intégrande soit analytique a droite de ce contour. Il est
possible de découpler les nombres quantiques du centre de masse et de la particule
relative :
‘OéT,OéJ) = Z <arel7acdm|aTaa¢> ’arehacdm)‘ (5E10)
Qrrel;Qcdm
Dans I’équation (5.E.10), 'énergie associée aux nombres quantiques du centre de masse
et de la particule relative doit étre égale a celle des deux fermions. Dans le cas ou il
n’y a pas de guide d’onde, cette relation ne comprend qu’'un seul terme :

ki — k|

kqi.k;) = kK) ; K=k++k ; k= 5

(5.E.11)
Au contraire, s’il le systeme est confiné dans un guide d’onde, la somme de I'équa-
tion (5.E.10) comprendra autant de terme qu’il existe d’états accessibles énergétique-
ment [15]. Heureusement pour nous, les expressions de ces coefficients ne sont pas
nécessaire ici, leur existence suffit. En utilisant 'expression des éléments de la matrice
de transition et la relation de fermeture :

> lapag)(anay] =1, (5.E.12)
ap,ay
on trouve :
1 |<0‘rel|56>’2
—h / e ., (5.E.13)
are;acdm 2mi (s =€) m — (6| G5 [Srel (Qtedm )] [0

ou l'on peut séparer I’énergie £ en une partie pour le centre de masse et une partie
pour le mouvement relatif :

s — & = Srel(Qedm) — €5l (5.E.14)

rel

L’intégrale sur les variables du centre de masse est direct apres avoir effectué le chan-
gement de variable :

S — Srel(Qedm)- (5.E.15)
En remarquant que
_‘<O‘rel|5€>|2 d 1
E ——— = —{(§|GY Oe), 5.E.16
Qrel [S - 6?:;161]2 d8< | ’ (S)| > ( )

on trouve finalement que le diagramme de la Fig. 5.24 vaut :

n(mm>% ds 7 (0c|GE ()19
Cy

my 2mi L — (3|G¥(s)]6c)

(5.5.17)
my eft (
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5.E.3 Diagramme 3

Dans cette annexe nous calculons le diagramme de la Fig. 5.25 qui vaut :

Bh Bh A2 0.0
-3 / dn/o d72ﬁ|<am|Ae|aT,a¢>I2Gj’I(am—n)
Qm, 0,00

X GI(L )(OéT,TQ - Tl)G(O & (Oémﬂ'l)G(O 1)(am, —7). (5.E.18)

|| I I I
I I I I

0”0 Ti T2 Bh

Y

Fig. 5.25 Diagramme calculé dans cette annexe.

Les sommes sur les variables a4 et o sont effectuées grace a I’équation (5.E.3),
ce qui donne une somme sur les variables relatives aye. En utilisant le théoréme de
convolution 5.F.2; on peut effectuer les intégrales sur les temps 7 et 7 et I'on trouve :

— AP Y / —I atrel|8e) | [ ! IZ e - (5.E.19)
Qm ,Qrel Srel(am) — By Srel(am) - Ererlel
On reconnait la fonction (J¢|GE [sre1(am)]|dc) dans la somme sur les variables relatives
Qlrel
2 1 2 —Bs rel
IAI Z/ 27171. ISI‘GI)_EHI € <5€IGO Isrel(am)II65>7 (5E20)

et la somme sur les variables du centre de masse «y, s’effectue grace au changement
de variable s — spe1(Qm) :

D/2 —Bs rel
2 ( Mm ds e P (0| GE' (5)0¢)
A (mT ) @ /c7 2im (s — Em)? : (5.E.21)
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5.E.4 Diagramme 4

Le dernier diagramme a calculer est celui de la Fig. 5.26 qui s’évalue :

Bh Bh Bh Bh A2 (0,0)
_Z/ dq-l/ dTg/ dTg/ d7'4ﬁ<Oém\Ae\O/¢,Oli><OéT,a¢|AI|Oém>G¢’ (aep,mo—T1)
{os} 0 0 0 0

xGiO’O) (ai,TQ—Tl)TQ(Tg—Tg)G%OyO) (a’T,T4—7'3)GiO’O)(ai,m—Tg)G(O 0 (1) GOV (i, —74)
(5.E.22)

Fig. 5.26 Diagramme calculé dans cette annexe

L’utilisation des propriétés des transformations de Laplace permet de calculer les
intégrales sur les temps 7;. On trouve alors :

iy [ g el eyl
{oi} T [5re1(0m) — Em2(s — 6?T - efi)(s - e:T - efi)
o, |0e) (8| {ah
o)
Gott [Srer(am)] (0| G5 [sre1 (m)][0c)

En utilisant deux fois les relations de fermetures sur les variables relatives et celles du
centre de masse :

Z ’arelaacdm> <are17acdm| =1, (5E24)

Qrel,&cdm

et la relation de fermeture sur les variables des particules 1 et | d’une part, et celle sur
les variable 1 et |’ d’autre part, ’expression du diagramme de la Fig. 5.26 devient :

A26_55(ar91|6 ) {(Oe|trer)
- Z / 2171'

!
Qrel, Ol ,0 [Sre1(@m) — Em]?[Srel(m) — ererlel][srd(am) - 6izerlel]

<arel ’55> <5 ’arel>
" G satamy O E)

I
Geft [srel (am)]
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Les sommes sur les variables relatives donnent des fonctions (J¢|GE[spe1(am)]|dc) et
celle sur les variables moléculaires sont effectuées grace au changement de variable
s — Srel(aum ). On obtient finalement :

D/2 B
m d Bs 56 Grel 66 2
_ ﬁ|A|2 Mm Q 75 i 5 1{< ’_ 0 (3)r|el )] ' (5.E.26)
my Cy 2im (5 Em) ) <6€|G0 (S)‘55>

gem (8

5.F Transformation de Laplace

5.F.1 Définitions

Transformée de Laplace. La transformée de Laplace d’une fonction f(7) est notée
LT [f] (s) et est définie par :

LT [f] (s) = /OOO dre’™/M f (7). (5.F.1)

Cette définition est la méme que dans la référence [37] et differe d’un signe « moins »
des définitions habituelles. Grace a ce choix, on retrouve directement les expressions
habituelles des propagateurs.

Transformée de Laplace inverse. La transformée de Laplace inverse est donnée
par

(r) = /C 7 %e_ST/hLT ] (s), (5.F.2)

ou C, est le contour de Bromwich du probleme, c’est-a-dire une ligne parallele a I'axe
imaginaire qui laisse l'intégrande analytique & gauche de cette ligne.
5.F.2 Théoréme de convolution

Théoréme pour deux fonctions. Soient deux fonctions fi(7) et fa(7) retardées,

o fi(r <0) = fo(r < 0) =0, (5..3)
Le théoréeme de convolution assure que :
[atnion-0p0) = [ e PN ELTR G, (5P
C«, 1T

ou le contour de Bromwich est défini dans le paragraphe précédent.

Cas particulier. Pour un ensemble de réels positifs (¢;) et un réel positif 7, on a
I’égalité suivante :

LT[/T drmi /T dry. .. /T dTNe_ElTl/he_EQ(TQ_Tl)/h e e_EN“(T_TN)/h] (s)
0 T1 TN-1

— ]ﬁl Lh)NH. (5.F.5)

=1 ST G
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Démonstration. On effectue un changement de variable :

tv=m ; ti=7—Ti.1 ,pour2<i<N, (5.F.6)

dont le jacobien ! est 1. L’intégrale de I’équation (5.F.5) est alors

T T
/ dr ... / dTNe—ﬂTl/h_ ) '6_5N+1(T—TN)/7LL
0 TN-1

N ity eNy1(T=D ot
= dt;e” R O(t;) | e~ 3 T — t 5 F. 7
Jo (T ot ) =550 (320,

ou O(t) est la fonction de Heaviside. En utilisant la définition de la transformation de
Laplace, le membre de gauche de ’équation (5.F.5) devient :

N
/ dresT/ (H dtiefiti/h@(ti)> —ent1(T=32, 1) /hg <T - Zt) (5.F.8)
R+ xRN i=1

On effectue ensuite le changement de variable :

tNJrl =T — Zti, (5F9)

de facon a ce que les différentes intégrales se découplent. Finalement, chaque intégrale
restante se calcule directement :

N+1 N+1 N+1
R)N Tt
dties=)t/h = T & F.1
/ ¢ 1 ST (5 0)

13. La matrice jacobienne étant triangulaire, son déterminant est simple & évaluer.
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Conclusion

Les systémes physiques en dimensions réduites sont passionnants a étudier car leurs
propriétés different, parfois tres fortement, de celles des systemes tridimensionnels. Ceci
est particulierement vrai pour les gaz d’atomes froids ou ces régimes de dimension
réduite sont atteints expérimentalement en confinant de facon tres anisotrope le gaz.

Les liens entre les propriétés de dimensions réduites et le confinement sont alors
fondamentaux, et les descriptions théoriques strictement uni- ou bidimensionnel ne
sont pas toujours pertinentes. Pour cette raison, nous avons étudié tout au long de
ce manuscrit différentes propriétés d’atomes froids piégés dans un guide d’onde uni-
ou bidimensionnel, dont la forme est proche de celle des expériences, aussi bien au
voisinage qu’en dehors d’une résonance de diffusion. Nous avons pour cela utilisé un
modele a deux voies permettant de prendre en compte les parametres pertinents de
la résonance de Feshbach. Nous avons alors étudié les collisions et les dimeéres dans
cette configuration. En particulier, a partir du modeéle a deux voies dans un guide
d’onde, nous avons déterminé les domaines de validité de modeles strictement uni- ou
bidimensionnels, ainsi que les liens entre les parameétres de ces différents modeles [39].

L’étude du probleme & trois corps dans un guide d’onde est un sujet ouvert et
fascinant pour lequel le modele a deux voies pourrait apporter de nombreuses réponses.
En particulier, les états d’Efimov [4, 139, 140] n’existent pas en dimension réduite pour
des interactions a courte portée et sont tres bien décrits par le modele a deux voies
[65]. L’étude de la transition entre les états d’Efimov et les deux états universels & deux
dimensions a déja été menée [15], mais ni la transition vers un systéme unidimensionnel,
ni la signature des molécules de Feshbach n’a encore jamais été examinée.

Nous avons également mis en lumiere certaines résonances unidimensionnelles au
voisinage desquels il existe un dimére de basse énergie (par rapport a I’énergie typique
du confinement du piege). Ce dimeére ne peut pas étre décrit avec un modele de contact
de Wigner-Bethe-Peierls, mais I’est trés bien avec un modele de portée effective. Nous
avons alors étudié le probléme & trois corps (bosonique et fermionique) dans un espace
strictement unidimensionnel, car celui-ci est au coeur de la notion d’intégrabilité, et
peut donc avoir des conséquences directes sur les propriétés de thermalisation du gaz
atomique. Pour des résonances qui peuvent étre décrites par un modele de portée
effective unidimensionnel [88, 39], nous avons montré lorsqu’il existe un état lié a deux
corps que 'ansatz de Bethe n’est pas un état propre exact du modele a deux voies et
que par conséquent ces systémes bosonique et fermionique ne sont pas intégrables [43].
Nous avons alors étudié les écart a I'intégrabilité de ces systemes. La suite logique de
cette analyse serait ainsi d’étudier le probléme a n corps dans ces modeéles.

Dans une derniére partie de ce manuscrit, nous nous sommes intéressé au déve-
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loppement du viriel d’'un gaz confiné dans un guide d’onde. Aprés avoir adapté les
définitions des quantités thermodynamiques importantes pour le modeéle & deux voies,
nous avons démontré une généralisation de la formule de Beth et Uhlenbeck pour un
gaz confiné dans un guide d’onde avec un modele d’interaction incluant les molécules
de Feshbach. Pour cela, nous avons utilisé une méthode diagrammatique que nous
avons adaptée a ce modele. Afin de prolonger ces résultats, il serait fructueux d’exploi-
ter la formule de Beth et Uhlenbeck prédite avec le modele a deux voies sur des cas
particuliers et de comparer ces prévisions avec des mesures expérimentales. Pour aller
plus loin, la connaissance du troisieme coefficient du viriel pour un gaz confiné dans
un guide d’onde devrait améliorer significativement ’adéquation entre développement
du viriel et expériences.

Finalement, en plus des interactions de courtes portées présentées dans ce manus-
crit, les systemes atomiques peuvent interagir via une interaction dipolaire, qui est a la
fois anisotrope et & longue portée. Il s’agit la de deux caractéristiques tres différentes
des interactions décrites dans ce manuscrit. Pour réaliser de tels gaz, on utilise soit
des atomes ayant intrinséquement un grand moment dipolaire [141, 142, 143], soit des
molécules hétéroatomiques [144]. Le role des dimensions réduites dans ces systémes est
actuellement tres étudié [145, 146]. En particulier, ’étude du probléme a petit nombre
de corps en interaction dipolaire prédit des effets remarquables [147] et constitue une
continuation naturelle de cette these.
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Sujet : Quelques problemes a petit nombre d’atomes froids
dans des guides d’onde

Résumé : Ce manuscrit est motivé par la possibilité d’explorer de nombreux régimes
quantiques grace aux atomes froids : I'utilisation de résonances de diffusion rend possible
un controle tres fin des effets des interactions et ’ajout de pieges extérieurs permet de s’ap-
procher de régimes de dimension réduite. Nous étudions ici quelques propriétés d’atomes
froids piégés dans des guides d’onde uni- ou bidimensionnels au voisinage de résonances de
Feshbach. En jouant sur I'intensité du confinement, on peut étudier la transition entre un
systeéme tridimensionnel et un systéme en dimension réduite. Nous modélisons les interac-
tions par un modele a deux voies qui inclut le couplage cohérent entre atomes et molécules
de Feshbach. Nous mettons en évidence I’existence d’un régime unidimensionnel, que ’'on
peut décrire par un modele de contact, et dans lequel la portée effective est un parametre
essentiel. Nous examinons alors le probleme a trois corps dans ce régime pour des bosons
ainsi que dans le régime équivalent pour des fermions totalement polarisés, en particulier
leurs propriétés d’intégrabilité. Enfin, nous étudions le développement du viriel d’un gaz
d’atomes froids. Nous démontrons, grace a une approche diagrammatique, une généralisa-
tion de la formule de Beth et Uhlenbeck qui prend en compte & la fois les molécules de
Feshbach et 'existence d’'un guide d’onde.

Mots clés : Atomes froids, résonance de Feshbach, dimension réduite, probléme & trois
corps, intégrabilité, développement du viriel.

Subject : Some few-body cold atom problems in waveguides

Abstract : This manuscript is motivated by the possibility of exploring many quantum
regimes using cold atoms: interactions can be tuned very precisely by using Feshbach re-
sonances and low-dimensional regimes can be approached with external potentials. Here,
we study some properties of cold atoms trapped into uni- or bidimensional waveguides
in the vicinity of a Feshbach resonance. The transition from a tridimensionnal to a low-
dimensional system can then be studied by varying the intensity of the confinement. In-
teractions are described with a two-channel model that includes the coherent coupling
between atoms and Feshbach molecules. We highlight a unidimensional regime, that can
be described with a contact model and in which the effective range parameter is essen-
tial. Thus we investigate the three-body problem in this regime for bosons and also in the
equivalent regime for totally polarized fermions, in particular their integrability proper-
ties. Finally, we study the virial expansion of a gas of cold atoms. Using a diagrammatic
approach, we derive a generalization of the Beth and Uhlenbeck formula, that takes into
account both the Feshbach molecules and the existence of a waveguide.

Keywords : Cold atoms, Feshbach resonance, low dimension, three-body problem, inte-
grability, virial expansion.




