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Introduction

Cette these est consacrée a la description du groupe des automorphismes forts d’'un
algébroide de Courant régulier. Elle comporte trois chapitres ainsi qu'une annexe, dont
nous décrivons le contenu ci-apreés.

Le premier chapitre contient les notions sur les algébroides de Lie nécessaires pour
I’étude des algébroides de Courant effectuée dans les chapitres suivants. Un algébroide
de Lie (voir [Mar08, définition 3.3.1]) A (voir définition 1.1.2) sur une variété M est la
donnée d’un fibré vectoriel A — M sur cette variété, d'un morphisme de fibrés vec-
toriels a : A — TM, appelé ancre, a valeurs dans le fibré tangent TM — M de M.
L’espace des sections I'(A) de A — M est une algébre de Lie, dont on notera le crochet
[-,-]. Il est demandé de plus que |-, -] satisfasse la régle de Leibniz (1.1), dans laquelle
le morphisme a intervient explicitement. Cette régle implique qu’en général [-, -] n’est
pas C>(M)-bilinéaire, par opposition au crochet dont est équipé 1’espace des sections
d’un fibré en algebres de Lie. Les algébroides de Lie ont été introduits par Pradines dans
[Pra67]. Les algébroides de Lie sont aux groupoides de Lie (voir [Mac05, section 1.1])
ce que sont les algebres de Lie aux groupes de Lie. Ce sont des objets naturels en géo-
métrie différentielle (voir [Mac05]), ainsi qu'en géométrie différentielle graduée depuis
le travail de Vaintrob apparu dans [Vai97]. Les algébres de Lie-Rinehart (voir définition
[Hue98, section 1]) sont une version algébrique des algébroides de Lie, dans laquelle 1a R-
algebre C*°(M ) est remplacée par une R-algébre F' (R désignant un anneau commutatif
unitaire) et ['(A) est remplacé par un F-module L qui est également une algébre de Lie
sur R. Aprés avoir rappelé quelques définitions et exemples usuels, incluant les notions
de morphismes (voir les définitions 1.3.1 et 1.3.9), de cohomologie (définition 1.4.11) et de
représentation (définition 1.5.10) d’algébroides de Lie, nous définissons dans la section
1.6 la notion de cohomologie tordue par un cocycle impair 6 d’un algébroide de Lie A sur
une variété M équipé d’une représentation (V' — M, V). Nous montrons dans le théo-
réme 1.6.6 et son corollaire 1.6.7 que cette cohomologie H*(A; V, V; 6) ne dépend que de
la classe de cohomologie de la forme différentielle 0, généralisant ainsi aux algébroides
de Lie un résultat obtenu par Mathai et Wu dans [MW 11, section 1]. Enfin, on termine
ce chapitre en décrivant I’algebre de Schouten-Nijenhuis d'un algébroide de Lie; cette
structure algébrique étant nécessaire pour la description des bigébroides de Lie, a partir
desquels on obtient des exemples importants d’algébroides de Courant (exemple 2.3.13).
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Le second chapitre est consacré aux algébroides de Courant. Un algébroide de Courant
€ (voir définition 2.2.2) sur une variété M est la donnée d’un fibré vectoriel £ — M sur
cette variété, d’'un morphisme de fibrés vectoriels a : £ — T'M, appelé ancre, a valeurs
dans le fibré tangent TM — M de M. L’espace des sections I'(E) de E — M est
équipé d’une opération R-bilinéaire [-, -], appelée crochet, qui n’est pas antisymétrique,
mais vérifie cependant la relation

[u, [v, w]] = [[u,v],w] + [v, [u,w]].

Le défaut d’antisymétrie de [-, -] est controlé (relation (2.7)) par un produit scalaire (-, -)
sur £ — M ainsi que par Popérateur D, lequel est construit a partir de 'ancre a. Enfin,
une relation de compatibilité entre I'ancre a, le produit scalaire (-, -) et le crochet [-, -] est
demandée (relation (2.5)). Bien qu’il ne soit pas demandé dans la définition que le crochet
[-, -] satisfasse une régle de Leibniz a U'instar des algébroides de Lie, cette propriété est
automatiquement vérifiée (voir relation (2.9)).

Les algébroides de Courant ont été introduits par T. J. Courant dans sa thése [Cou90]
portant sur l'intégrabilité des structures de Dirac. Ils sont devenus des objets importants
en géométrie différentielle depuis le travail de Z.-J. Liu, A. Weinstein et P. Xu sur les
bigébroides de Lie [LWX97], qui sont aux algébroides de Lie ce que sont les bigebres de
Lie aux algébres de Lie ([LGPV13, définition 11.17]). Un historique de ce domaine est
disponible dans [KS13].

Les algébroides de Courant exacts jouent un role primordial dans la géométrie com-
plexe généralisée inventée par N. Hitchin et développée notamment par M. Gualtieri dans
[Guall]. Cette géométrie a trouvé plusieurs applications en Physique théorique, essen-
tiellement en théorie des cordes, concernant les compactifications avec flux dits géo-
métriques [Gra06] et la T-dualité, une notion permettant de considérer certaines théo-
ries physiques comme équivalentes. Cette dualité peut étre alors considérée comme un
isomorphisme entre deux algébroides de Courant exacts réduits d’aprés [CG10, théo-
réme 3.1]. Il est également possible de démontrer les régles de Buscher ; ces dernieres
permettent de calculer les T-duaux des divers champs utilisés dans certaines théories
physiques, voir [CG10, exemple 4.6]. D’autre part, il existe un algébroide de Courant,
basé sur une variété de Poisson, qui joue lui aussi un role en théorie des cordes avec
des flux dits non-géométriques et la T-dualité associée (voir [AMSW14] et [AMW15]). En
Mathématiques, son utilisation a permis de résoudre un probléme issu de la géométrie
bihermitienne [Guall, section 6.4] et d’obtenir un cadre géométrique pour les équations
de Monge-Ampere en dimension 3 [KSR10].

La recherche actuelle tend également a développer 'utilisation d'une classe plus
générale d’algébroides de Courant, les algébroides de Courant transitifs, pour lesquels
I’ancre est surjective. Ces derniers jouent un role croissant en supergravité (voir par
exemple [GF14] pour une référence mathématique). Des résultats de T-dualité plus avan-
cés ont pu ainsi étre obtenus également dans [BH15, section 4.3] grace a l'utilisation de
ce cadre géométrique. En Mathématiques, I’algébroide de Courant transitif le plus élé-
mentaire est a I’'origine d’'une nouvelle géométrie, appelée B,,-géométrie, qui posseéde des
applications aux 3-variétés [Rub13, section 3]. Récemment, les algébroides de Courant
transitifs ont également acquis une place importante dans 1’étude géométrique du sys-
teme de Strominger [GFRT15], ainsi que dans I’étude des structures string, voir [BH15].

Les résultats mentionnés ci-dessus sont basés sur la définition d’algébroide de Cou-
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rant utilisant la géométrie différentielle usuelle. Il existe une autre définition possible,
due a un théoréme de D. Roytenberg [Roy02a, théoréme 4.5] basée sur la géométrie dif-
férentielle graduée. Sous cette forme, un algébroide de Courant est une dg-variété sym-
plectique de degré 2, et prend place dans une hiérarchie d’objets amenés a jouer un role
important dans les applications en Physique théorique, notamment en tant qu’espaces-
cibles de nouveaux o-modeles connus sous le nom de o-modéles AKSZ (voir [Roy07] et
[KS10, section 6] a ce sujet).

Il est également intéressant de noter que la notion d’algébroide de Courant peut étre
enrichie de diverses structures. On retiendra en particulier 'existence des algébroides
de Courant conformes (voir [Bar13]), lesquels sont utiles pour traiter certains problemes
de T-dualité, les algébroides de Courant holomorphes (voir [GS14, section 4.3]), les al-
gébroides de Courant exacts hyper-Kahleriens (voir [BCGO08, section 4.3]) qui sont liés
aux algébroides de Courant hypersymplectiques (voir [CA15]), et enfin les algébroides
de Courant hypercomplexes (voir [Sti09]) qui sont liés aux algébroides de Courant holo-
morphes symplectiques (voir [HS15]). Ces derniéres structures généralisent les struc-
tures hypercomplexes et holomorphes symplectiques sur une variété, lesquelles sont
elles-mémes des généralisations des structures hyper-Kéhleriennes (voir [Joy00, chapitre
7]).

Dans ce second chapitre, nous commencons par définir les algébroides de Leibniz
(définition 2.1.9) qui sont essentiellement une généralisation des algébroides de Lie, ex-
cepté que les modules de sections sont des algébres de Leibniz (définition 2.1.1) au lieu
d’algebres de Lie (le crochet n’est plus nécessairement antisymétrique). Nous définissons
ensuite les algébroides de Courant (définition 2.2.2) et établissons plusieurs propriétés
(proposition 2.2.7) qui sont utiles dans toute la suite. Nous étudions plusieurs exemples
dans la section 2.3, notamment les algébroides de Courant exacts et les doubles de bi-
gébroides de Lie. Nous consacrons la section 2.4 a la construction, nouvelle, du produit
cartésien d’algébroides de Courant, celle-ci étant utile dans la définition de morphismes
faibles. La section 2.5 traite des structures de Dirac, que 'on va utiliser dans la section
suivante concernant les morphismes forts et faibles entre algébroides de Courant. La
notion de morphisme fort entre deux algébroides de Courant € et F (définition 2.6.10)
fait intervenir les isomorphismes de dualité induits par les produits scalaires sur € et
J, tandis que la notion de morphisme faible (définition 2.6.13), basée sur I'idée générale
de correspondance, est définie comme une structure de Dirac intégrable du produit car-
tésien —€ x F, —& désignant I'algébroide de Courant € équipé de 'opposé du produit
scalaire de €. La composition de morphismes forts est toujours possible, tandis que la
composition de morphismes faibles est sujette a des hypothéses supplémentaires (voir
proposition 2.6.23). Dans cette section également, on associe canoniquement a tout algé-
broide de Courant € un algébroide de Lie €. Nous terminons ce chapitre par une section
consacrée a la cohomologie naive d’'un algébroide de Courant, laquelle est traitée en dé-
tail. En particulier, nous montrons qu’elle est isomorphe a la cohomologie de I’algébroide
de Lie € canoniquement associé.

Enfin, dans un troisiéme chapitre, nous étudions les automorphismes forts d’un al-
gébroide de Courant régulier, c’est-a-dire ceux dont 'ancre est un morphisme de fibrés
vectoriels de rang constant. De tels algébroides de Courant peuvent étre décomposés
au moyen d’une dissection (voir la section 3.1 et en particulier le diagramme (3.3)), gé-
néralisation des scindements isotropes qui ont été utilisés pour I’étude des algébroides
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de Courant exacts (voir la preuve de 2.3.7). La notion de dissection est apparue avec
Particle [CSX13] et est l'objet de la premiére section 3.1 de ce troisiéme chapitre. On y
explique en particulier (voir le théoréme 3.1.13) qu’étant donnée une dissection d’un al-
gébroide de Courant régulier € sur une variété M, on peut transporter toute la structure
de & sur le fibré vectoriel F¥ @ Q @& F — M, ou F = Imaet Q = Kera/(Kera)t
définissent respectivement un algébroide de Lie J et un algébroide de Courant Q sur
M, indépendamment de la dissection choisie (propositions 3.1.1 et 3.1.2). En outre, le
crochet de la structure d’algébroide de Courant sur F¥ & Q & F — M dépend d’une
F-connexion sur Q, d’'une 2-forme différentielle R a valeurs dans Q et d’'une 3-forme
différentielle H ; ces données étant compatibles entre elles au sens des relations (3.6),
(3.7), (3-8), (3.9), et (3.10). La preuve de ce théoréme fondamental est donnée en annexe;
sa présentation est quelque peu différente de celle donnée dans [CSX13]. Dans la section
suivante, nous nous intéressons a l'effet d’'un changement de dissection, et sommes ex-
plicites sur la forme d’un tel changement de dissection (théoréme 3.2.7). Nous utilisons
ce résultat pour montrer que deux classes caractéristiques associées a un algébroide de
Courant régulier € sont invariantes par changement de dissection; il s’agit de la pre-
miére classe de Pontryagin et de la classe de Chen-Stiénon-Xu de € (voir les propositions
3.2.10 et 3.2.14). Ces résultats, déja connus dans la littérature (voir [CSX13]), sont ce-
pendant prouvés avec un formalisme légerement différent, qui peut étre réutilisé plus
facilement pour I’étude d’autres problémes. Dans les deux sections 3.3 et 3.4 qui suivent,
nous calculons le groupe des automorphismes forts d'un algébroide de Courant régulier
au moyen d’une dissection. La structure de ce groupe d’automorphismes est explicitée
par le théoréme 3.3.16. Nous nous intéressons également a une version infinitésimale,
qui se matérialise par une algébre de Lie d’automorphismes infinitésimaux définie apres
I'étude des générateurs infinitésimaux de groupes a un parameétre dans le groupe des
automorphismes forts de ’algébroide de Courant, et dont la structure est explicitée dans
3.4.10. Nous terminons ce chapitre par ’étude de trois exemples dans la section 3.5, ce
qui nous permet de retrouver les résultats de la littérature comme cas particuliers des
théorémes que nous avons précédemment établis.
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Notations et conventions

On consigne ci-aprés quelques notations générales utilisées dans le texte. D’autres
notations plus spécifiques au sujet sont introduites au fil du texte. Toutes les variétés
considérées seront des variétés différentielles lisses [Leel3, chapitre 1]. On ne consi-
dérera que des fibrés vectoriels A — M réels, lisses, et de rang constant au dessus de
variétés M connexes, ainsi que leurs modules de sections I'(A) lisses.

N

C>(U)
e (U, X)

e (M, X)C

Dif (M)
A—M
rg(A)
TM — M
flfA—= N

U
Az ou A,
(¢, @)
d:A—- B
['(A)
(U, A)
S
Pry
uPbv

A*A

Le monoide des entiers naturels.

Les corps des nombres réels et des nombres complexes.

Le groupe des permutations sur n éléments.

Signature d’une permutation o.

Graphe d’une application f.

Le R-espace vectoriel des fonctions lisses sur un ouvert U d’une variété.
Le R-espace vectoriel des fonctions lisses sur un ouvert U d'une
variété vers un R-espace vectoriel X.

Le R-espace vectoriel des fonctions lisses d’'une variété M vers un
R-espace vectoriel X, G-équivariantes, GG agissant sur M et X.

Le groupe des difféomorphismes lisses d’une variété dans elle méme.
Un fibré d’espace total A et de base M.

Rang d’un fibré vectoriel A — M.

Le fibré vectoriel tangent d’une variété ).

Fibré A — M tiré en arriére le long d’une application lisse f : N — M.
Restriction d’un fibré d’espace total A sur un ouvert U de la base.

La fibre d’un fibré d’espace total A au dessus d’un point x de la base.
Morphisme de fibrés ® entre A — M et B — N couvrant ¢ : M — N.
Morphisme de fibrés ¢ entre A — M et B — M couvrant I'identité.
Le C*°(M )-module des sections du fibré vectoriel A — M.

Le C*(U)-module des sections du fibré vectoriel A‘U —U.

Une section s d’un fibré, évaluée en un point x de la base.

Projection sur le C>° (M )-module I'(A).

Section d’un fibré vectoriel A ® B — M, généralement

notée (u,v) dans la littérature.

Le fibré en algébres extérieures Z-graduées du fibré vectoriel A — M.
Produit extérieur dans une algebre extérieure.
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|w| Degré d’un élément w.

Hom(V,W) Le module des homomorphismes entre deux modules V" et V.
End(V) L’algébre des endomorphismes d’un module V.

Der (V) Algebre de Lie (pour le commutateur) des dérivations d’'un module V'

par rapport a une opération bilinéaire.

X-f L’action du champ de vecteurs X € I'(T'M) sur la

fonction f € C*(M).

Le crochet d’une algebre de Lie ou d’un algébroide.

La version antisymétrique du crochet d’un algébroide

de Courant.

Dual Hom(V, R) d’un R-espace vectoriel, plus généralement
d’un fibré vectoriel.

TVM — M  Le fibré vectoriel cotangent d’une variété M.

Ft Orthogonal d’un sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel £
équipé d’un produit scalaire ; par définition '+ C E.

Ann(F) Annulateur d’un sous-espace vectoriel /' d’un espace vectoriel F;
par définition Ann(F) C EVY.

Q* (M) L’algebre des formes différentielles sur une variété M.

ZLx,detexy Dérivée de Lie, produit intérieur et différentielle de De Rham

agissant sur les formes différentielles (triplet de Cartan de De Rham)
ou triplet de Cartan associé a un feuilletage (voir remarque 1.4.19).

H* (M) Algebre de cohomologie de De Rham d’une variété M.
Aut(X) Groupe des automorphismes d’un objet X.

L’endomorphisme adjoint de ’algebre de Lie g, associé a £ € g.

Tr(P) La trace de 'endomorphisme d’espace vectoriel .

Par le terme sous-variété nous désignons une sous-variété immergée (immersed
submanifold dans la littérature anglophone), c’est-a-dire telle que la différentielle
de l'inclusion soit un morphisme injectif de fibrés vectoriels (voir [Lee13, chapitre
5]).

Tous les morphismes de fibrés vectoriels seront considérés comme réguliers, c’est-
a-dire de rang constant, ce qui permet de considérer le noyau et I'image d’un tel
morphisme en tant que sous-fibrés vectoriels de rang constant (voir [Hus94, théo-
réme 8.3, chapitre 3]). En particulier les ancres des algébroides seront toujours de
rang constant, on ne travaillera donc qu’avec des algébroides de Lie, de Leibniz ou
de Courant réguliers.

Etant donné un morphisme de fibrés vectoriels ® : A — B couvrant I'identité ou
un difféomorphisme, on notera encore ® I'application induite entre les C*°(M)-
modules de sections I'(A) et I'(B) (voir [Leel3, chapitre 10]).

A partir du chapitre 3, le crochet de Lie |-, -] des champs de vecteurs sera noté {-, -}
pour éviter des confusions avec les crochets provenant d’autres structures. Rap-
pelons que le crochet de Lie des champs de vecteurs sur une variété M correspond
au commutateur des dérivations de 'algébre C*°(M ) (voir [Leel3, chapitre 8]).



CHAPITRE 1

ALGEBROIDES DE LIE

Dans ce chapitre, nous consignons quelques définitions et résultats usuels concer-
nant les algébroides de Lie, dont il sera fait usage dans les chapitres suivants. Dans la
section 1.6, une nouvelle cohomologie associée a un algébroide de Lie A muni d’une re-
présentation (V' — M, V) est définie a partir d’une forme différentielle impaire 6 de A.
On montre alors que la nouvelle cohomologie ne dépend que de la classe de # dans la

cohomologie de A.

1.1 Algébroides de Lie

Définition 1.1.1: Une ancre sur un fibré vectoriel (réel) A — M est un morphisme de
fibrés vectoriels a : A — T'M couvrant I'identité. Si A — M est équipé d’une ancre a,
on dira que A — M est ancré par a.

Définition 1.1.2 : Un algébroide de Lie A = (A — M, a, [-,-]) est la donnée d’un fibré
vectoriel A — M, d’une ancre a sur ce fibré, ainsi qu’une structure d’algeébre de Lie sur
son module de sections globales I'(A) dont le crochet satisfait la régle de Leibniz

[ua fU] = f[u,v] + (a<u) ’ f) v, (1-1)
pour tous u,v € I'(A) et f € C(M).

Remarque 1.1.3 : Dans la définition ci-dessus, on considére une régle de Leibniz a
droite. L’antisymeétrie du crochet donne directement une regle de Leibniz a gauche

[fuv U] = f[uv U] - (a(v) ) f) u. (1.2)

Proposition 1.1.4 : Soit A = (A — M,a,[,,]) un algébroide de Lie. Alors (voir
[KSM90, section 6.1]) 'ancre a induit un morphisme d’algébres de Lie au niveau des
modules de sections, c’est-a-dire

a([u,v]) = [a(u),a(v)],

pour tous u, v € I'(A), ot a4 gauche on a le crochet de 'algébroide de Lie et a droite le
crochet de Lie des champs des vecteurs.
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Preuve : On a d’apreés la régle de Leibniz que (a(u) - f)v = [u, fv] — flu, v] pour toute
fonction f € C*°(M) et toutes sections u, v € I'(A). Par conséquent, en appliquant cette
identité deux fois, il vient pour tout w € I'(A) que

{[a(u),a(v)] }w —a(u)- [a(v) - flw —a(v) - [a(u) - flw
flw] - (a

= [u, (a(v) - (v )'f)[u W]
[v, (a(u) - flw] + (a(w) - f)[v w]
= [ul H [u, f[v,w]] — [ w]] + f[v, [u, w]]
—[ ]—i—[v,fu,w} [u flo, w]}—f[u,[v,wﬂ,

ce qui donne, en utilisant I'identité de Jacobi et 'antisymétrie du crochet,

{[a(u),a(v)] f}w = [[u, 0], fw] = f[[u,v],w] = {a([u,v]) f}w

Ceci étant vrai quelle que soit la section w et la fonction f, on obtient le résultat es-
compté. 0

Définition 1.1.5 : Un algébroide de Lie est transitif lorsque son ancre est surjective.
Définition 1.1.6 : Un algébroide de Lie est régulier lorsque son ancre est de rang constant.

Remarque 1.1.7 : Puisque 'on suppose dans tout le texte que les morphismes de fibrés
vectoriels sont par défaut de rang constant (voir les conventions), tous les algébroides
de Lie que nous considérons sont par défaut réguliers.

1.2 Exemples d’algébroides de Lie

Exemple 1.2.1: Un algébroide de Lie de base un point s’identifie a une algebre de Lie.

Exemple 1.2.2 : Un fibré A — M en algébres de Lie est un algébroide de Lie, dont
I'ancre est nulle. En effet, soit (g, [-, -|;) une fibre type de A — M. Alors [+, -], induit un
crochet de Lie sur le module des sections globales I'(A) donné par [u, v], = [ug, Vsl
pour tous u,v € I'(A) et x € M. Ce crochet est C>°(M )-bilinéaire puisque

[fu7v]:c = [f(x)um,vx}g = f(x)[u;mvac]g = (f[u,v])$7

pour tous u,v € ['(A), f € C°(M) et x € M. Par conséquent I’ancre est nulle d’aprés
(1.1). Les fibrés vectoriels en algébres de Lie sont étudiés dans [Mac05, section 3.3] et
dans [G110].

Lemme 1.2.3: Soit A = (A — M, a,[-,-]) un algébroide de Lie d’ancre a nulle. Alors
A est un fibré en algebres de Lie.

Preuve : L’ancre étant nulle, |-, -] est C°°(M)-bilinéaire d’apreés (1.1) et (1.2). Montrons
alors que I'on peut équiper chaque fibre A, d’une structure d’algébre de Lie. Tout d’abord
remarquons que |-, -] agit ponctuellement, c’est-a-dire étant donné v € I'(A) etz € M
tels que v, = 0 alors [u,v] = 0 pour tout u € T'(A). Soit (ey, ..., ex) un repére local
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associé a un ouvert de trivialisation locale U contenant x, ou k est le rang de A — M. Soit
ve (U, A) etx € M tels que v, = 0, on décompose v en une somme v = Zle vie;
ou les fonctions v € C>(U) sont nulles en . D’aprés les lemmes d’extension usuels
([Lee13, lemme 2.26] et [Leel3, lemme 10.12]), il existe e; € I'(M, A) coincidant avec
e; sur U et v' € C>°(M) coincidant avec v sur U. Alors v = Zle v'e; et pour tout
uel'(U,A)
k k
[, 0] = >0 (@)[u, & = Y v (@), &]e = 0.

=1 =1

On définit a présent une opération {-,-} : A, x A, — A, R-bilinéaire par
femy =67

ou E, 7 sont des extensions globales de £, 7. Puisque |-, -] agit ponctuellement au sens
précédent, {£, n} ne dépend pas des extensions choisies et {-, -} est une opération bien
définie. Reste a vérifier I'identité de Jacobi, ce qui découle de

(e et - [0 - [E 6] -

Exemple 1.2.4 : L’algébroide de Lie canonique sur une variété M est T, = (TM —
M, 1d, [, -]) ot le crochet est le crochet de Lie des champs de vecteurs sur M (voir [Leel3,
chapitre 8]).

Exemple 1.2.5: Soit M une variété et 7 € I['(A*T' M) un bivecteur tel que |7, ]sy = 0
pour le crochet de Schouten-Nijenhuis [LGPV13, section 3.3]. Alors (M, ) est une va-
riété de Poisson [LGPV13, section 1.3.2] et TV M — M peut étre équipé d’une structure
d’algébroide de Lie (voir [Mar08, section 6.2]) d’ancre a, donnée pour toute 1-forme «
par

az(a) - f=m(a,df).

En notant 7* : T'(TVM) — I'(T'M) I'application définie par 7*(a)(8) = m(c, 3), on
obtient a, = 7*. En particulier a,(df) = 7*(df) = {f,-} ({-,-} désignant le crochet
de Poisson associé a 7, voir [LGPV13, sections 1.3.2 et 1.1.1]) est 'opposé du champ de
vecteurs hamiltonien associé a f que I'on notera X, pour tout f € C*(M). Le flot de
ce champ laisse invariant le bivecteur 7 d’apreés I'identité de Jacobi graduée pour [-, -Jsn.
Le crochet de Lie sur Q' (M) = I'(TV M) est donné pour toutes 1-formes o, 3 € Q(M)
par

[Of, B]ﬂ— = Sewn(a)ﬂ - &Pﬂu(ﬁ)a - d(ﬂ'(a, 6)) (13)

L’identité de Jacobi pour [, ], équivaut a [r, w|sy = 0. On notera Py/[n] = (TYM —
M, a,, [, ]x) cet algébroide de Lie.

Exemple 1.2.6 : Soit M une variété et soit § € Q3(M) d-fermée. Soit 7 € T'(A*TM);
notons 7* : T'(TVM) — T'(TM) l'application définie par 7*(a)(8) = 7(a, 3). Si le
bivecteur 7 satisfait la relation

[m, 7] = Agﬂu(ﬁ),
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on dit que (M, 7, 6) est une variété de Poisson tordue par 6. En posant { f, g} = m(d f,dg)
pour toutes fonctions lisses f et g, on a en toute généralité que {-, -} n’est pas un crochet
de Poisson car I'identité de Jacobi n’est plus satisfaite ; elle est remplacée par

{f, {9, h}} + {ga {h, f}} + {h> {fag}} = Q(Xf>XgaXh)>

ou Xy désigne le champ de vecteurs —{ f, -} associé a la fonction f € C>°(M) ; générale-
ment, le flot de ce champ ne laisse plus invariant le bivecteur 7. Cependant I'(7" M) peut
étre équipé d’une structure d’algébroide de Lie similaire a celle de ’exemple précédent,
le crochet étant défini par

[, Blrp = Lrs)B — Lrspy — A(T(, B)) + Lrs(5)bri (o)

pour toutes 1-formes « et 5. On notera Py [m, 0] = (TVM — M, a,, |-, |+0) cet algé-
broide de Lie ; voir [SW01], [KSLGO05, section 4.2] et [Roy02b].

Exemple 1.2.7 : De la méme maniere que 'on peut associer une algebre de Lie a un
groupe de Lie par différentiation, partant d’'un groupoide de Lie [Mac05, section 1.1] on
peut lui associer par différentiation un algébroide de Lie [Mac05, section 3.5]. Il existe
des obstructions a l'intégration d’un algébroide de Lie donné en un groupoide de Lie
[CF03].

Les trois exemples qui suivent sont des cas particuliers de 'exemple précédent.

Exemple 1.2.8 : Soit M une variété et G un groupe de Lie d’algebre de Lie (g, [, ],)-
Sur le fibré vectoriel T'M @& (M x g) — M on a une structure d’algébroide de Lie [Mac05,
exemple 3.5.13] d’ancre a(X @© u) = X pour tous X € I'(T'M) etu € I'(M x g) et de
crochet

XouYeu=XY]euv,+X v-Y-u,

ou le point - a droite désigne I'action des champs de vecteurs composante par compo-
sante. Il est possible de montrer que cet algébroide de Lie provient par différentiation
d’un certain groupoide de Lie construit sur 'ensemble M x G x M [Mac05, exemple
1.1.7].

Exemple 1.2.9 : Soit M une variété sur laquelle agit (infinitésimalement) une algebre
de Lie (g, [, ]4), & travers un morphisme d’algebres de Lie p : g — I'(T'M). Sur le fibré
vectoriel trivial M x g — M on a une structure d’algébroide de Lie [Mac05, exemple
3.3.7] d’ancre a((z, £)) = p(§). et de crochet donné sur des sections u, v € I'(M x g) =
e(M, g) par

o], = fusywly + [plus) -], = [p(v,) - u],.

ou le point - a droite désigne I'action des champs de vecteurs composante par compo-
sante ; plus succinctement on écrira

[, 0] = [, vl + p(u) - v = p(v) -,

pour tous u, v € I'(M x g). Cet algébroide de Lie est appelé algébroide de Lie d’action. 1l
provient par différentiation du groupoide de Lie d’action [Mac05, exemple 1.1.9] sil’action
(infinitésimale) provient d’une action (globale) G — Dif (M) [Mac05, exemple 3.5.14].
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Exemple 1.2.10 : Soit G un groupe de Lie et 7 : P — M un fibré G-principal, notons g
l’algébre de Lie de GG. Alors d’apres [Mac05, proposition 3.2.3] on a la suite exacte courte
de fibrés vectoriels de base M suivante :

0 — Pxaag— TP/G S TM —0,

ou P Xaq g est le fibré adjoint de P — M (voir [Nee08, proposition 5.1.6]). Ce fibré
vectoriel est associé au fibré principal au moyen de I’action adjointe de GG sur g. Les
sections de T'P/G — M peuvent étre identifiées aux champs de vecteurs sur P qui sont
G-invariants [Mac05, proposition 3.1.4]. Pour le crochet des champs de vecteurs sur P
et ancre d, le fibré vectoriel TP/G — M est un algébroide de Lie connu sous le
nom d’algébroide d’Atiyah [Ati57], [Mac05, section 3.2]. D’apres [Kob57] un scindement
de cette suite exacte correspond a une connexion sur P — M. L’algébroide de Lie du
groupoide de jauge d’Ehresmann associé au fibré principal P — M est Ialgébroide
d’Atiyah de P — M (voir [Kub89] et les références mentionnées dans cet article).

Exemple 1.2.11: Soit A — M une distribution involutive de 7'M — M, c’est-a-dire
un sous-fibré vectoriel de 7'M — M tel que pour tous u,v € I'(A), [u,v] € I'(A) (voir
[Lee13, chapitre 19]). D’apres le théoréme de Frobenius global ([Lee13, théoréme 19.21])
on a un feuilletage JF associé : une section de A — M est un champ de vecteurs tangent
a (une feuille de) J. On a alors une structure d’algébroide de Lie ([Mac05, exemple 3.3.5],
[Fer02]) sur A — M, d’ancre 'inclusion A < T'M, pour le crochet de Lie des champs de
vecteurs restreint a I'(A), 'involutivité assurant que cette restriction est bien a valeurs
dans I'(A). On notera cet algébroide J.

Définition 1.2.12 : Une algébre de Lie quadratique est une algébre de Lie(g, [-, -]) munie
d’une forme bilinéaire symétrique (-, -) non dégénérée invariante pour l'action adjointe,
c’est-a-dire satisfaisant la propriété

([z,9),2) + (v, [z, 2]) = 0,
pourtousz,y etz € g.

Exemple 1.2.13 : D’apres le critere de Cartan ([Ser06, théoréme 2.1, partie A)), toute al-
gebre de Lie semi-simple g munie de sa forme de Killing, définie par (z, y) = Tr(ad, o ad,)
pour tous x et y € g, est une algebre de Lie quadratique.

Définition 1.2.14 : Soit A = (A — M, a, [, -]) un algébroide de Lie. On dit que A est
un algébroide de Lie quadratique si et seulement si le sous-fibré vectoriel Kera — M de
A — M est équipé d’une forme bilinéaire symétrique (-, -) non dégénérée, telle que

a(u) - (a,b) = <[u, a],b> + <a, [u, b]>,

pour tous u € I'(A) et a, b € I'(Ker a). Dans ce cas, Kera — M est un fibré en algébres
de Lie quadratiques.

Exemple 1.2.15 : Reprenons les notations de I'exemple 1.2.10 concernant 1’algébroide
d’Atiyah associé au fibré G-principal P — M. Supposons de plus que g soit quadratique,
et notons (-, -), la forme bilinéaire associée. Rappelons que I'(P x4 g) = C*(P, )¢
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(voir par exemple [Nee08, proposition 1.6.3]). Par conséquent I'(P X aq g) est muni
d’une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée (-, -) définie par la formule (u,v), =
(Ug, vyz)q pour tous u, v € C°(P,g)¢ et x € P.Pour tous X € ['(TP/G)etY,Z €
['(P xXaq0)0ona

XY, 2)=(X-Y.Z)+ (Y, X - Z) ={[X,Y], Z) + (Y, [X, Z]),

ou ala derniére étape on a utilisé [Nee08, lemme 5.1.7]. Ainsi, en ajoutant I’hypotheése que
g est quadratique, I’algébroide d’Atiyah du G-fibré principal P — M est un algébroide
de Lie quadratique ([BH15, section 3.1]).

1.3 Morphismes d’algébroides de Lie

On commence par définir un morphisme d’algébroides de Lie qui couvre I'identité ;
le cas général, plus compliqué, est présenté par la suite.

Définition 1.3.1: Soit A = (A — M,an,[-,"|a) et B = (B — M, ap, [, ]|p) deux
algébroides de Lie au-dessus de la méme base. Un morphisme entre A et B, couvrant
I'identité, est la donnée d’un morphisme ® : A — B entre les fibrés vectoriels A — M
et B — M couvrant 'identité et qui commute aux ancres et aux crochets au sens ou

E]A:aBOCI)7 (1.4)
D ([u,v]a) = [®(u), ®(v)] (1.5)

pour toutes sections u,v € I'(A). Dans le cas ou ® est un isomorphisme de fibrés vec-
toriels (respectivement automorphisme) on dira que ® : A — B est un isomorphisme
d’algébroides de Lie (respectivement automorphisme) puisque ®~! est un morphisme
d’algébroides de Lie dans ce cas.

Il est clair que la composée de deux morphismes d’algébroides de Lie couvrant I'iden-
tité est encore un morphisme d’algébroides de Lie couvrant I'identité, ce qui améne a la
définition suivante.

Définition 1.3.2 : Soit M une variété. La catégorie AlgdLie(M ) a pour objets les algé-
broides de Lie réguliers de base M et pour morphismes les morphismes entre algébroides
de Lie réguliers de base M et couvrant I'identité.

Exemple 1.3.3: Soit deux algébroides de Lie au-dessus d’un point (exemple 1.2.1), c’est-
a-dire deux algebres de Lie. Un morphisme entre les deux algébroides de Lie est un mor-
phisme entre les deux algebres de Lie.

Exemple 1.3.4 : Un morphisme entre deux fibrés en algebresde Lie A — M et B — M
est, par définition, un morphisme de fibrés vectoriels  : A — B qui satisfait (1.5), ou les
crochets dans (1.5) sont ceux induits sur I'(A) et I'(B) comme dans I'exemple 1.2.2. La
condition (1.4) est trivialement vérifiée puisque les ancres sur chacun des fibrés vectoriels
sont nulles (voir 1.2.2).

Exemple 1.3.5: Soit A = (A — M, agu, [, -|a) un algébroide de Lie. Alors d’aprés 1.1.4
I’ancre de A définit un morphisme d’algébroides de Lie a : A — T;. On appellera ce
morphisme le morphisme canonique associé a A.
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Exemple 1.3.6 : Soit M une variété et g, h deux algebres de Lie. Soit A I’algébroide de
Lie d’espace total T'M & (M x g) et soit B 'algébroide de Lie d’espace total T'M & (M x b)
(exemple 1.2.8). Considérons un morphisme ¢ : A — B (voir [Mac05, exemple 3.3.3]).
La condition (1.4) implique que ® s’écrive

(X Du)=XdwX)+ o(u),

pour tous X € I'(TM) etu € C°(M,g);ouw : TM — M X b est une 1-forme
différentielle sur M a valeurs dans h et ¢ : M x g — M X b est un morphisme de fibrés
vectoriels. La condition (1.5) implique

8(1u,e) = [6l0), 6],
dw(X,Y) + [w(X),w(Y)]h =0,

X ¢(u) = (X - v) + [w(X), $(v)], =0,

pour tous X,Y € I'(T'M) et u,v € C®(M,g), ou ¢ est la différentielle définie sur
Q*(M)@bpard(a®f) = da® pour tous o € Q*(M) et £ € h. La premiére condition
signifie que ¢ est un morphisme de fibrés en algebres de Lie, la seconde que w est une
forme de Maurer-Cartan (voir [Car04]), et la derniére est une relation de compatibilité.

Définition 1.3.7 : La catégorie FibLie()) a pour objets les fibrés en algébres de Lie
de base M et pour morphismes les morphismes entre deux fibrés en algébres de Lie de
base M, c’est-a-dire les morphismes entre les fibrés vectoriels sous-jacents satisfaisant
en plus la condition (1.5).

Proposition 1.3.8 : On a un foncteur K : AlgdLie()M/) — FibLie()), qui a un al-
gébroide de Lie A = (A — M, ayu, |, ]a) associe K(A) = Keray — M et qui a un
morphisme d’algébroides de Lie ® : A — B entre A et un second algébroide de Lie
B = (B — M,ag, [ ]|p) associe la restriction K(®) : Keray — Kerag.

Preuve : Ayant pris pour convention de travailler avec des fibrés vectoriels de rang
constant (voir les conventions), K(A) = Keray — M est un sous-fibré vectoriel de
A — M. La restriction de a4 a ce fibré vectoriel lui confére une ancre nulle, et enfin la
restriction du crochet |-, | 4 lui confére une structure de fibré en algébres de Lie d’apreés le
lemme 1.2.3. ® restreint a Ker a, prend ses valeurs dans Ker ag d’apreés (1.4) et K(B) =
Kerap — M est également un fibré en algébres de Lie; (1.5) montre que K(®) est un
morphisme de fibrés en algebres de Lie. [

A présent traitons succinctement le cas général (voir [HM90] et également [Mac05,
section 4.3]). Pour ce faire rappelons quelques faits sur les fibrés vectoriels. Soit 7 :
V— Metw : W — M deux fibrés vectoriels et soit & : V' — W un morphisme
entre ces deux fibrés vectoriels couvrant I'identité. Alors ® induit un morphisme de
C>*(M)-modules I'(V) — I'(W), s — & o s, noté encore ¢ d’aprés nos conventions.
Si on considére a présent un morphisme de fibrés vectoriels ne couvrant pas I'identité,
cette application n’est pas définie de maniere générale. Soit V' — M et W — N deux
fibrés vectoriels et soit (¢, ®) : V' — W un morphisme entre ces deux fibrés vectoriels.
Rappelons la construction du fibré vectoriel tiré en arriere 'W — M de W — N le
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long de ¢
SW W

Tk

M —*2 s N

L’espace total est o'W = {(z,w) € M x W : @w(w) = ¢(x)} et les applications =o'
et ' sont les projections naturelles données par w'(z,w) = x et ©'(x,w) = w. Alors
@' : ¢'W — M est un fibré vectoriel (voir [Hus94, proposition 3.1, chapitre 3]). Etant
donnée une section u € I'(WW) on a une section ¢'u € I'(¢'WW) définie par (¢'u), = tp()
pour tout x € M et appelée tiré en arriére de u. D’aprés [GHV72, section 2.26] on a un
isomorphisme o de C*°( M )-modules

0 : C¥(M) Qe~(ny) L(W) S T('W), a® s+ asop), (1.6)

ou la structure de C*°(/V)-module sur C>*(M) est donnée par ab = (a o ¢)b pour tous
a € C°(N) etb € C°(M). Par conséquent, a travers I'isomorphisme ¢!, on peut
décomposer ®(u) € T'(p'W) avec u € I'(V) en une somme a support fini

O(u) = ZUZ ® Si,

ouu; € C®(M) ets; € I'(W); mais cette décomposition n’est pas unique.

Définition 1.3.9 : Soit A = (A — M, aa,[-,:]a) et B = (B — N,ap, |, |p) deux
algébroides de Lie et soit ¢ : M — N une application lisse. Un morphisme d’algébroides
de Lie (p, @) : A — B est un morphisme de fibrés vectoriels (¢, ®) : A — B tel que

dpoay =ago®, (1.7)
et tel que pour tous u, v € I'(A) et des décompositions
O(u) = Zul ®r, d)= Zvi ® si,
avec u;, v; € C°(M) etr;, s; € I'(B), on ait

@([u,v]A) = Zuivj ® [ri, sl + Z (aA(u) . vj) ® s; — Z (aA(v) . uz) ® 1. (1.8)

%

Ci-dessus le membre de gauche ¢ ([u, v] A) est a interpréter comme section du fibré vec-
toriel ' B — M, a I'instar de ®(u) et ®(v) plus haut.

Remarque 1.3.10 : Cette définition correspond a [HM90, définition 1.3]. Le fait que
le membre de droite de la relation (1.8) soit indépendant des décompositions choisies
est le contenu de [HM90, lemme 1.4]. De plus, une longue vérification montre que la
composition de deux morphismes d’algébroides de Lie (¢, ) o (¢, V) = (p o), P o V)
est encore un morphisme d’algébroides de Lie.
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Définition 1.3.11: La catégorie AlgdLie a pour objets les algébroides de Lie réguliers
et pour morphismes les morphismes entre deux algébroides de Lie réguliers.

Remarque 1.3.12 : Reprenons les notations de la définition précédente. Dans le cas
ou M = N et ¢ = Id, alors pour toute section u € I'(A) la section ®(u) considérée
comme élément de I'(' B) admet pour décomposition 1 ® ®(u) avec ®(u) considérée
comme élément de I'( B). Par conséquent la relation (1.7) est réduite a (1.4) et la relation
(1.8) est réduite a (1.5). Etant donné M une variété, la catégorie AlgdLie()M) est une
sous-catégorie de AlgdLie.

Exemple 1.3.13 : Soit M et N deux variétés et ¢ : M — N une application lisse. Alors
dy : TM — TN induit un morphisme d’algébroides de Lie dy : Ty, — Ty ([Mac05,
proposition 4.3.3]).

Preuve : Soit X,Y € I'(T'M) avec les décompositions suivantes :
(de)(X) =) fi® X, avec f; € €°(M) et X; € T(T'N),

= Zgj ®Y;, avec g; € C¥(M)etY; € I'(TN).

Calculons dcp([X : Y]TM>. Par définition on a, pour toute fonction w € C*(N), que

d@([X,Y]TM) cw=[X, Y] (wop) =X - (V- (wog)) = Y- (X (wog)).

D’apres 'isomorphisme (1.6) on a

X-(wogo)x:d(wogp) ( dwso (Zsz|g0(:p> :Zfi(Xi'w)ko(z);

d’ou I'on déduit que X - (woy) = Y, fi((Xi-w)oyp) et de maniére similaire Y - (wop) =
>.i 9 ((X; - w) o ). Puisque X est une dérivation de €>°()M) on obtient

X (Yo (wop)) =D (X -g) (% w)op) +Zfzg] i (V- w)),

et de maniere analogue

Y (X (wo)) => (V- fi)((Xi-w)ogp +Zfzgg i (X w)).

%

On en déduit finalement que

dgp(X YTM) Zfzgj Xi, ]TN+Z X gj ®Y Z Y fl ®X ]

Définition 1.3.14 : Soit A = (A — M, a,[,]) un algébroide de Lie et soit /' — N
un sous-fibré vectoriel de A — M (voir [Hus94, chapitre 2, définition 1.3]), N étant une
sous-variété de M. On dira que /' — N est un sous-algébroide de Lie de A si :
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« pour toutu € F,a(u) € TN,
« pour toutes sections u, v € I'(A) telles que u|y, v|y € I'(F), alors [u, v]|y € I'(F).

Dans la définition ci-dessus, on équipe /' — N de ’ancre a de A restreinte a [ et du
crochet [+, -] de A restreint a I'(F') ; muni de cette ancre et de ce crochet ' — N est un

algébroide de Lie et
F A
N M

est un morphisme d’algébroides de Lie.

—

—

1.4 Cohomologie d’un algébroide de Lie

Définition 1.4.1: Soit A = (A — M, a, |-, -]) un algébroide de Lie. On notera Q2°*(A)
la R-algebre Z-graduée commutative (F(A'AV), /\). Ses éléments sont appelés formes
différentielles sur A.

Proposition 1.4.2 : Soit A = (A — M,ay, [, ]a) et B = (B — N,ag, [, ]p) deux
algébroides de Lie et soit (¢, ®) un morphisme entre A et B (voir définition 1.3.9). Alors
(¢, ®) induit un morphisme de €>°(N)-modules (i, ®)? : Q*(B) — Q°*(A) défini pour
toutx € M, uq,...,u, € I'(A) et § € QP(B) par

[(907 @)hﬁ}x(ub s ’up> = 550(93) ((I)(u1>7 cees q)(up>)7

satisfaisant pour tous «, § € Q°*(B) la relation

(0, @) A B) = [(p, @) a] A (0, ®)B].

Soit (p, @) un morphisme entre A et B, et soit (1), ¥) un morphisme entre B et un autre
algébroide de Lie C. Alors (¢, ®) o (10, ¥) est un morphisme entre A et C et

[(2,®) 0 (4, W)]" = (4, W)F o (i, ).

Remarque 1.4.3 : Dans le cas d’'un morphisme ® : A — B entre deux algébroides de
Lie A et B au-dessus d’'une méme base (voir définition 1.3.1), on notera ® le morphisme
de modules (Id, ®)7 : Q*(B) — Q°*(A) de la proposition précédente.

Ci-apres nous présentons succinctement trois opérateurs sur un algébroide de Lie,
similaires a la dérivée extérieure, la dérivée de Lie et le produit intérieur agissant sur les
formes différentielles d’une variété. Des références sur ce sujet sont [ELW99, section 2],
[Mac05, section 7.1], [DZ11, section 8.6], [Cra03, section 1.4] et [Mar08, section 5], voir
également [Car09, sections 2.5 et 2.7].
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Définition 1.4.4: Soit A = (A — M, a, [, -]) un algébroide de Lie. La dérivée extérieure
de A est I'application d : QF(A) — QP (A) définie par

p

da(ug, ..., upy) = Z(—l)ia(ui) co(uy -y Wiy e, Up)

1=0

+ Z (=) a([wi, uj],wo, -, Uiy, Wy, 1), (1.9)
0<i<j<p

pour tous ug,...,u, € I'(A) et tout @ € QP(A); ot a(u;) - a(ug, ..., Ui, ...,u,) dé-
signe l'action du champ de vecteurs a(u;) sur la fonction o(uo, . .., @, . .., uy). Sur les
fonctions f € C*(M) elle est définie par (df)(u) = a(u) - f, pour tout u € I['(A).

Définition 1.4.5 : Soit A = (A — M, a, |-, -]) un algébroide de Lie. Pour u € I'(A4), la
dérivée de Lie de A est 'application £,, : QP(A) — P(A) définie par

p

Luo(vy,...,v,) = a(u) - afvy,...,v) —Za(vl,...,[u,vi],...,vp),

=1

pour tous u,vy,...,v, € I'(A) et @ € QP(A). Sur les fonctions f € C®(M) elle est
définie par £, f = a(u) - f = df(u), pour tout u € I'(A).

Définition 1.4.6 : Soit A = (A — M, a, [, ]) un algébroide de Lie. Pour u € I'(A), le
produit intérieur de A est 'application ¢, : QP(A) — QP! (A) définie par

Lu(Ug, ..o up) = alu, ug, ..., up),

pour tous u, ug, . .., u, € I'(A) et « € QP(A). Sur les fonctions f € €*°(M) il est défini
par ¢, f = 0, pour tout u € I'(A).

Théoréme 1.4.7 ([Mar08, section 5]) : Soit A = (A — M, ag, [, ]4) un algébroide de
Lie. La dérivée extérieure de A est une dérivation de degré 1 de Q°(A), la dérivée de
Lie de A est une dérivation de degré 0 de Q°(A) et le produit intérieur de A est une
dérivation de degré —1 de Q°(A). Ces dérivations satisfont les relations

[glu gv] - g[u,v]A7 [gua Lv} = Luw]as [Lua d} = gu’
Fard] =0, [dd] =0, [rre] =0,

ou dans les membres de gauche [, | désigne le commutateur gradué sur Der Q2°(A) le

C>°(M)-module Z-gradué des dérivations de Q2°(A).

Remarque 1.4.8 : Ces relations sont connues sous le nom d’équations de Weil ou rela-
tions de Cartan en géométrie différentielle. De [d, d] = 0 on tire que la dérivée extérieure
de A est une différentielle, conférant a 2°(A) une structure d’algebre différentielle Z-
graduée commutative.

Définition 1.4.9: Soit A = (A — M, a, [, -]) un algébroide de Lie. Pour tout u € I'(A),
le triplet d’opérateurs (£,,d, ¢,) est appelé triplet de Cartan ou (opérations de Cartan
dans la terminologie de [GHV76, chapitre 7]) de A associé a u.
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Dans ce qui suit on désignera par AGC (respectivement ADGC) la catégorie des
algébres Z-graduées commutatives (respectivement la catégorie des algebres différen-
tielles Z-graduées commutatives). Ces catégories sont définies dans [FHTO1, partie 1,
chapitre 3].

Proposition 1.4.10 : On a un foncteur contravariant €2 : AlgdLie — ADGC défini sur
les objets par 2(A) = (Q°(A), d) et sur les morphismes par Q(p, @) = (p, P)".

Preuve : Il s’agit d’'une conséquence de la proposition 1.4.2 et du théoréme 1.4.7. [

Définition 1.4.11: Soit A = (A — M, a,[-,-]) un algébroide de Lie. La cohomologie
H*(A) de A est définie comme I’homologie de 1’algébre différentielle Z-graduée com-
mutative (Q°(A),d).

Proposition 1.4.12 : Soit A = (A — M,aa,[-,-|a) et B = (B — N,ag, [, -|5) deux
algébroides de Lie et soit (¢, ) un morphisme entre A et B. On a la relation

(907 Cb)u odg=dpo (907 (I))h’
ou dy (respectivement dp) désigne la différentielle de A (respectivement B).

Remarque 1.4.13 : Il est intéressant de noter que si 'on dispose d’'un morphisme de
fibrés vectoriels (o, ®) : A — B, tel que I'application induite (i, @)% : Q*(B) — Q°(A)
satisfait la relation (¢, ®)* o dy = dp o (¢, @)%, alors (i, ®) est un morphisme d’algé-
broides de Lie entre A et B. Ceci a été montré dans [BKS05, proposition 2].

Proposition 1.4.14 : On a un foncteur covariant H : AlgdLie® — AGC défini sur les
objets par H(A) = H*(A) et sur les morphismes par H(p, ®) = (¢, ®)".

Preuve : La structure d’algébre commutative graduée sur H*(A) est issue du produit
extérieur dont est muni 2°(A). En effet, posons [w] A [n] = [w A ], pour w € QP(A) et
n € QI(A) d-fermées. Alors w A 7 est d-fermée puisque d est une dérivation de 2°(A)
d’apreés le théoréme 1.4.7, et [w] A [] ne dépend pas des représentants choisis puisque

(w+da)A(n+dB)=wAn+d(aAn+ (—1)PwA B+ aAdb).
Enfin, 'application H(y, ®) passe a la cohomologie d’aprés la proposition 1.4.12. [

Une étude approfondie de la cohomologie des algébroides de Lie est proposée dans
[Mac05, chapitre 7], notamment concernant le lien entre la cohomologie d’un groupoide
de Lie et la cohomologie de I’algébroide de Lie associé ; nous ne donnons ci-apres que
quelques exemples simples.

Exemple 1.4.15 : Soit A I'algébroide de Lie provenant d’une algebre de Lie g (exemple
1.2.1). Alors H*(A) correspond a la cohomologie de Chevalley-Eilenberg de g (voir [CE48,
section 14]).

Exemple 1.4.16 : Soit T, ’algébroide de Lie canonique associé a une variété M (exemple
1.2.4). Alors H*(Ty) correspond a la cohomologie de De Rham de M (voir [Leel3, cha-
pitre 17]).
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Exemple 1.4.17 : Soit Py [7] I'algébroide de Lie associé a une variété de Poisson (M, 7)
(exemple 1.2.5). Alors H*(Py[r]) correspond (voir [Hue90]) a la cohomologie de Lichnerowicz-
Poisson de (M, ) (voir [Lic77] et [Vai94, définition 5.1]) dont la différentielle d, peut
s’identifier & —[m, -|sn (voir [KSM90, proposition 6.4] ou [Vai94, proposition 4.3]).

Exemple 1.4.18 : Soit J I'algébroide de Lie associé a un feuilletage (exemple 1.2.11).
Alors H*(F) correspond a la cohomologie tangentielle de F (voir [MS88, chapitre 3] et
[BDDO07, section 1.1.3]).

Remarque 1.4.19: Reprenons les notations de 'exemple précédent. Le triplet de Cartan
associé a I’algébroide de Lie de I'exemple précédent sera abusivement noté (£ x,d, ty)
pour tout X € ['(F), ot F' — M est la distribution involutive associée au feuilletage T,
et ceci dans toute la suite du texte.

Remarque 1.4.20 : Soit A = (A — M, a,[,]) un algébroide de Lie. Alors le mor-
phisme d’algébroides de Lie a : A — T, (voir exemple 1.3.5) fournit canoniquement un
morphisme d’algébres Z-graduées commutatives H(a%) : H*(M) — H*(A), induit par
a’: (M) — Q*(A).

1.5 Représentations d’un algébroide de Lie

Définition 1.5.1: Soit A = (A — M, a, [, -]) un algébroide de Lie et V' — M un fibré
vectoriel. On notera Q°(A, V') I'espace vectoriel Z-gradué I'(A*AY ® V). Ses éléments
sont appelés formes différentielles sur A a valeurs dans V' — M. En degré 0, on retrouve
le module des sections de V' — M.

Proposition 1.5.2 : Soit A un algébroide de Lie et V' — M un fibré vectoriel. Alors
Q°(A, V) est équipé d’une structure de Q2*(A)-module Z-gradué définie par
aN(f®s)=(aApP)®s,
Bes)ha=(Bra)®s,
aNs=sNa=a®s,

pour tous o, 3 € Q*(A) et s € T'(V).

Définition 1.5.3 : Soit A = (A — M, a, [, ]) un algébroide de Lie. Une A-connexion
([DZ11, définition 8.4.7], [Fer02, section 0], [ELW99, section 2]) sur V' — M est une
application V : T'(V) — I'(AY ® V') R-linéaire satisfaisant les relations

Vu(fs) = [a(u) - f]s+ fVus,
Vfus = fvusv

pour toute fonction f € C*(M) et sections u € I'(A) et s € I'(V), ou l'on a posé
Vus = 1, Vs pourtousu € I'(A) et s € I'(V).

De manieére analogue a la construction de la dérivée extérieure covariante sur une
variété équipée d’une connexion [Lee09, théoréme 12.57], on dispose d’un opérateur
pour les algébroides de Lie équipés d'une connexion, dont I'existence est le contenu du
théoréme suivant (voir [ELW99, section 2]).
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Théoréme 1.5.4 : Soit A = (A — M, a,[-,]) un algébroide de Lie et soit V une A-
connexion sur V' — M. Il existe un unique opérateur dy : QF(A, V) — QF1(A V)
appelé dérivée extérieure covariante de A défini par dys = Vs pour tout s € T'(V) et

dy(a®s) =da® s+ (—1)’a A Vs,

pour tout o € QP(A) et s € I'(V) puis étendu par C°(M )-linéarité ; et satisfaisant les
relations

dv(aAw) =daAw+ (—1)Pa Adyw, (1.10)
dy(w A @) =dvw A a+ (—1)%w A da, (1.11)

pour tous o € QP(A) etw € QI(A, V).
Remarque 1.5.5: Cet opérateur admet également une formule intrinseque donnée par

p

dyw(ug, ..., up) = Z(—l)ivuiw(uo, e Wiy Up)

=0
+ > (U w(u, wgl v, Gy Ty wp), (112)

0<i<j<p
pour tout w € QP(A, V) et tous ug, ..., u, € I'(A).

Proposition 1.5.6 : Soit A = (A — M, a, [+, ]) un algébroide de Lie et soit V' — M un
fibré vectoriel équipé d’une A-connexion V. L’application I'(A) xI'(A) x ['(V') — I'(V)
définie par

(u,v,8) = (Vu oV, = Vy0V, = Vi) (s)

est C°(M)-trilinéaire, donc il existe une 2-forme Fy € Q?(A, End V') appelée courbure
de la A-connexion V ([DZ11, relation 8.32]) telle que

Fy(u,v)s = (V0o Vy — V40V, — Vi) (s),
pour tous u,v € I'(A) et s € T'(V).

Définition 1.5.7 : Soit A un algébroide de Lie. Soit un fibré vectoriel V. — M équipé
d’une A-connexion V. On dira que V est plate si Fy = 0.

Lemme 1.5.8 : Soit A un algébroide de Lie et soit V' — M un fibré vectoriel. Alors
Q*(A, End V) est une R-algébre Z-graduée, dont la multiplication est donnée par

(@@ @)A(BRT) = (aAf)@ (Do),

pour tous o, f € Q*(A) et &, ¥ € I'(End V). De plus Q*(A, V) est un Q*(A, End V)-

module a gauche Z-gradué, la multiplication étant donnée par
(@@ @) A (B@s) = (anpb)o(s),

pour tous a, 5 € Q°(A), € I'(End V) et s € ['(V).
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Proposition 1.5.9: Soit A = (A — M, a, [-,-]) un algébroide de Lie et soit V' — M un
fibré vectoriel équipé d’une A-connexion V. Alors

dya = Fy A a,

pour tout a € Q°(A, V). Par conséquent, si V est plate, dy est une différentielle sur
Q (A, V).

Preuve : Remarquons pour commencer que pour tout w € Q'(A, V), on a pour tous

u,v € I'(A)
(dyw)(u,v) = Vyw(v) — Vow(u) — w([u, v]).

Soit s € T'(V), la formule précédente pour w = Vs € Q(A, V) permet d’obtenir
(d%s)(u, v) = VuVys =V, Vus = Vs = Fy(u,v)s = (Fy A s)(u, v).

A présent on prouve la formule pour tout tenseur élémentaire @ ® s € QP(A, V). En
utilisant (1.10) on a

d3(a®s) =dy(aAs)
=dy(da A s+ (—1)’a Adys)
= d®aAs+ (—1)Pda Adys + (—1)Pda A dys + a A dis
=aA(Fy As)
=Fy A (a® s),

ou on a utilisé a la derniere étape que Fy est une 2-forme sur A. A présent la formule
générale se prouve facilement pour tout élément de 2?(A, V') en utilisant des combinai-
sons C*°(M)-linéaires de tenseurs élémentaires. O

Définition 1.5.10 : Soit A un algébroide de Lie. Une représentation ([DZ11, section 8.4],

[ELW99, section 1]) de A (ou un A-module) est la donnée (V' — M, V) d’un fibré vec-
toriel V' — M équipé d’une A-connexion V plate.

Définition 1.5.11 : Soit A un algébroide de Lie et soit (V' — M, V) un A-module. On
définit la cohomologie H*(A;V, V) de A d coefficients dans le A-module (V' — M, V)
comme ’homologie du 2*(A)-module différentiel Z-gradué (Q°(A, V), dy).

Remarque 1.5.12 : D’aprés (1.10), H*(A;V, V) est un H*(A)-module Z-gradué.

Exemple 1.5.13 : Soit A = (A — M, a, [-,]) un algébroide de Lie. La représentation
triviale de A est donnée par le fibré vectoriel V' = M x R — M trivial de rang 1
et la connexion définie pour tout u € I'(A) par V,A = a(u) - A pour toute section

A e (V)= C>®(M).Dans ce cas H*(A; V,V) = H*(A).

Exemple 1.5.14 : Soit A un algébroide de Lie au-dessus d'un point, c’est-a-dire une
algebre de Lie g (exemple 1.2.1), que 'on supposera de dimension finie. Soit (V' — M, V)
un A-module. La base M de A étant un point, le fibré vectoriel V' — M dans la définition
d’une représentation correspond a un espace vectoriel V, et la A-connexion correspond
a une application linéaire V' — g¥ ® V. En utilisant les isomorphismes R-linéaires

Hom(V, g" ® V) = Hom(V, Hom(g, V)) = Hom(g ® V, V) = Hom(g, End(V)),
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la donnée de cette application linéaire équivaut a la donnée d’une application linéaire p :
g — End(V'), qui est un morphisme d’algébres de Lie d’apreés la formule de la courbure
1.5.6. On obtient alors que le A-module (V' — M, V) correspond au g-module (V, p). La
dérivée extérieure covariante de A est alors la différentielle de Chevalley-Eilenberg de
g associée au g-module V' (voir [CE48, section 23]) et H*(A;V, V) est la cohomologie
H*(g, V') de Chevalley-Eilenberg de g a coefficients dans le g-module V.

Exemple 1.5.15: Soit T, ’algébroide de Lie canonique associé a une variété M (exemple
1.2.4). Une représentation de T, correspond a la donnée d’un fibré vectoriel V- — M
et d’'une connexion linéaire plate V sur ce fibré. La dérivée extérieure covariante (1.12)
est la dérivée extérieure covariante usuelle dy associée a V (voir [GHV73, chapitre 7,
section 4]) et H*(Tys; V, V) est 'homologie du complexe (F(A'TVM ® V), dv).

Exemple 1.5.16 : Soit Py [7] I'algébroide de Lie associé a une variété de Poisson (M, )
(exemple 1.2.5). Alors une P/[n]-connexion sur un fibré vectoriel V' — M correspond
a la notion de connexion contravariante sur la variété de Poisson (M, ) (voir [Fer00,
proposition 2.1.2] et [Vai94, section 4.5]).

Exemple 1.5.17 : Soit A 'algébroide de Lie d’action de 'exemple 1.2.9. On a une repré-
sentation de A sur le fibré trivial M xR — M,avecV : C*°(M) — C>*(M,g")RC>(M)
définie par V¢ f = p(§) - f, pourtout £ € get f € C°(M);0up: g — I'(TM) est
I'action infinitésimale de g sur M. Nous avons Q°*(A, M x R) = C>*(M, A*g") et on
montre que ’on a un isomorphisme de complexes

Akgv ® eoo(M) i) Ak+1gv ® GOO(M)

(I,k:J/ J/q)kﬁ-l 5

€ (M, ArgY) —F— €(M,A*'g")

ol dce est la différentielle de Chevalley-Eilenberg (voir [CE48, section 23]) et ot ®F
désigne I'application A*g" ® C>(M) — €=(M, A¥g¥),w ® f + fw. Cette application
induit un isomorphisme de H*(g)-modules Z-gradués entre la cohomologie H*(A; M x
R, V) et H*(g,C>*(M)) la cohomologie de Chevalley-Eilenberg de g a valeurs dans le
g-module C* (M) donné par p.

1.6 Cohomologie tordue d’un algébroide de Lie

Définition 1.6.1: Soit A un algébroide de Lie. On notera

Qeven(A) _ @ Q21<A)’ Qodd(ﬂ) _ @ Q?i-‘rl (A)

i>0 i>0

Les éléments de Q°*(A) sont appelés formes différentielles paires et ceux de Q2°%(A)
sont appelés formes différentielles impaires, sur A.

Cette décomposition Q°(A) = Qv (A) @ Q°¥(A) des formes différentielles sur
A confére a Q°(A) une Z/27-graduation, induite par la Z-graduation. On étend cette
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7./27-graduation a 2* (A, V') dés lors que 'on dispose d’une représentation (V' — M, V)
de A, M désignant la base de A. Q°*(A, V') est alors un 2°(A)-module Z/27-gradué.

Définition 1.6.2 : Soit A un algébroide de Lie de base une variété M, (V' — M, V) une
représentation de A et § € Q°4(A). La dérivée covariante extérieure de A relativement a
la représentation (V' — M, V) de A, tordue par la forme impaire 0 est I'opérateur défini
par

dvﬂw = de +9/\w,

pour tout w € Q°(A, V). Cet opérateur est impair, c’est-a-dire envoie 2*"(A, V) sur

QoA V) et Q°U(A, V) sur Qv (A, V).

Remarquons que la présence de ¢ # 0 implique que 'opérateur dy o n’est pas une

dérivation de Q°*(A, V).

Lemme 1.6.3 : Soit A un algébroide de Lie de base une variété M, (V — M, V) une
représentation de A et § € Q°¥(A) d-fermée. Alors dy ¢ est une différentielle sur le
module Q*(A, V) muni de sa Z/2Z-graduation.

Preuve : Pour toutw € Q2°(A,V)ona
R yw=diw+dv(@ Aw)+ 0 Adyw+ O A Aw.

Le terme d%w vaut 0 puisque V provient d’une représentation de A et donc sa courbure
Fy est nulle par définition (voir proposition 1.5.9). Ensuite 6 A 6 = 0, puisque 0 est
impaire. En effet, écrivons 0 = Y., 09;11, avec Oy 1 € Q¥ T1(A). Alors O, 1 ABayi1 =0
pour tout ¢ > 0 et Oy 11 A Oz541 = —02j11 N ba;41 pour tout ¢, 7 > 0 tels que 7 # j; ce
qui implique que 6 A § = 0. Conservant cette notation on obtient

d%’ew = Z (dv82i+1) A w,

i>0
ce qui est nul puisque dyf = df = 0, # étant d-fermée par hypothese. ]

Remarque 1.6.4 : Soit A = (A — M, a,[-,-]) un algébroide de Lie et soit § € H'(A).
On peut modifier la représentation triviale de A (voir exemple 1.5.13) a I'aide du 1-
cocycle 0, en conservant le fibré vectoriel V' = M x R — R trivial de rang 1 mais
en prenant pour connexion V,, f = a(u) - f + fi,0. Alors la différentielle dy g introduite
dans le lemme précédent joue un réle dans la définition des bigébroides de Lie générali-
sés (voir [NdCCGO04, définition 2.4] et [IMO01, section 3.1]) d’une part, et dans I’étude des
structures de Dirac de bigébroides de Lie généralisés (voir [NdCCGO04, section 4]) d’autre
part.

Définition 1.6.5 : Soit A un algébroide de Lie de base M, (V — M, V) une représen-
tation de A et 6 € Q2°¥(A) d-fermée. On notera H*(A; V, V; 0) I'homologie du Q°(A)-
module différentiel Z/2Z-gradué (Q°*(A,V),dy ¢) et on appellera cohomologie de A
relativement a la représentation (V' — M, V) tordue par 6.

Théoréme 1.6.6 : Soit A un algébroide de Lie sur une variété M, (V — M, V) une
représentation de A et § € Q2°4(A) d-fermée. Soit ¥ € Q*"(A). Alors on a un isomor-
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phisme de H*(A)-modules Z/2Z-gradués
H(A;V,V: 0+ dW¥) = H*(A; V,V: ).

Preuve : L’idée de la preuve est la suivante : soit w € Kerdy g1qv, w satisfait donc
I'équation « différentielle » dy g(w) + d¥ A w = 0. Par analogie avec la théorie des
équations différentielles, w = exp(—W) A 7 ol 77 est une « constante » pour dy g, c’est-
a-dire € Kerdy, . L’isomorphisme recherché serait alors w +— exp(¥) A w, pour w €
Q*(A, V). Formalisons a présent cette idée. Tout d’abord on pose exp(V) = >, ., ‘I’k—A,k ;
cette série converge pour des raisons de dimension. Pour tous réels s et £ on a d’apres
la formule du binéme de Newton que exp(s¥) A exp(t¥) = exp((s + ¢)¥); pour s = 1
et t = —1 on obtient que w — exp(—V) A w est I'inverse de w — exp(¥) A w. De
plus, ¥ étant paire, 'application exp(V) A - est paire, c’est-a-dire envoie Q" (A, V') sur
Qeven(A, V) et Q°U(A, V) sur Q°4(A, V) ; on obtient ainsi un automorphisme pair du
Q*(A)-module Q°(A, V). Par récurrence on a dU"* = kU =D A dU, k € N*; d’ou
dexp(¥) = exp(¥) A dW. A présent pour tout w € Q°*(A, V) ona

dv, o[ exp(¥) Aw] = dy[exp(V) Aw] + 0 Aexp(¥) Aw
=dexp(¥) Aw + exp(V) Adyw + exp(V) A Aw
=exp(V) AdU Aw + exp(V) Adyw + exp(¥) A Aw
= exp(¥) A dv,p+aw (W),

et par conséquent 'application ¢ = exp(V¥) A - induit un isomorphisme d’espaces vec-
toriels 7Z/27-gradués en cohomologie. C’est également un isomorphisme de H*(A)-
modules, c’est-a-dire que l'on a e([a] A [w]) = [a] A e([w]) pour tout [o] € HP(A)
et [w] € HY(A;V,V;0) puisque

e((a+da) Aw) = aAe(w) + dy,g(exp(¥) Aa Aw),
pour tous o € QP(A), a € QP71 (A) etw € QI(A, V). O

Corollaire 1.6.7 : Soit A un algébroide de Lie sur une variété M, (V — M,V) une
représentation de A et 6 € 0°%(A) d-fermée. Alors H*(A; V, V; ) ne dépend que de la
classe de cohomologie [f] € H°%(A).

Exemple 1.6.8 : Soit M une variété. Appliquons le corollaire précédent a I’algébroide
de Lie Tj; (exemple 1.2.4). Soit V une connexion sur un fibré vectoriel V. — M et § €
QM) = Q°4(Ty). Alors le H*(M)-module H*(Tys; V, V;0) ne dépend que de la
classe de cohomologie [f] € H°Y¥(M) = H°¥(T),). Ce résultat a été obtenu pour la
premiére fois dans [MW11, section 1].

1.7 Algebre de Schouten-Nijenhuis

Soit A = (A — M,a, |-, ]) un algébroide de Lie. Nous rappelons briévement la
structure d’algébre de Gerstenhaber sur I'(A*A) ([Xu99, section 1] et [KS95, section 1]).



28 Chapitre 1. Algébroides de Lie

Définition 1.7.1 : Soit A = (A — M,a, |-, ]) un algébroide de Lie. Le crochet de
Schouten-Nijenhuis [-,-] : T(APA) x T'(A?A) — T'(APT971 A) sur A est défini par

[Ug A - Ap, 01 A= Ayy| =

S (D) v Aug A AT A Aty Aoy A ATA - Ay,

1<i<p
1<j<q

pour tous uy, ..., Uy, vy,...,v, € I'(A). Sur les fonctions f € C*(M), le crochet de
Schouten-Nijenhuis est défini par [f,u; A -+ A up] = —taf(ug A -+ A u,), pour tout
Uy, ..., u, € '(A).

Le crochet de Schouten-Nijenhuis ([Mar08, section 5.4], [Car09, section 2.6]) sera
utilisé au chapitre 2 dans la définition des bigébroides de Lie.

Proposition 1.7.2: Soit A = (A — M, a, [-,]) un algébroide de Lie. Equipée du crochet
de Schouten-Nijenhuis, 'algébre Z-graduée commutative (I'(A®*A), A) est une algébre
de Gerstenhaber, voir [Mar08, proposition 5.4.9 et remarque 5.4.10]. Cette algebre est
appelée I’algébre de Schouten-Nijenhuis de A.

Exemple 1.7.3 : Soit g une algebre de Lie, donc un algébroide de Lie au-dessus d’un
point (voir ’exemple 1.2.1). En étendant le crochet de g a A®g, on obtient une algebre de
Gerstenhaber ([KS95, exemple 1.1]). Ce crochet de Schouten-Nijenhuis est appelé crochet
de Schouten algébrique.

Exemple 1.7.4 : Soit M une variété et considérons I’algébroide de Lie canonique T, de
I'exemple 1.2.4. Alors le crochet de Schouten-Nijenhuis de T/ est'extension aI'(A*T'M)
du crochet de Lie des champs de vecteurs sur M, équipant ainsi I'(A*7'M) d’une struc-
ture d’algebre de Gerstenhaber. Ce crochet est appelé crochet de Schouten-Nijenhuis des
multivecteurs [LGPV13, section 3.3].

Exemple 1.7.5 : Soit (M, 7) une variété de Poisson et considérons 1’algébroide de Lie
Prr[m] de I'exemple 1.2.5. Alors le crochet de Schouten-Nijenhuis de Py, [7| est 'exten-
sion & 2°(M) du crochet de I'algébroide de Lie Py, || (donné dans 1.2.5), équipant ainsi
2*(M) d’une structure d’algebre de Gerstenhaber. Ce crochet est appelé crochet de Kos-
zul (voir [KS95, exemple 1.3)).



CHAPITRE 2

ALGEBROIDES DE COURANT

Dans ce chapitre, nous rappelons la définition des algébroides de Leibniz et de Cou-
rant dans le formalisme de la géométrie différentielle non graduée. Pour un point de vue
utilisant les dg-variétés symplectiques, voir [GKP13] concernant les algébroides de Leib-
niz, et [Roy02a] concernant les algébroides de Courant. Nous discutons également de
la notion de structure de Dirac et de morphismes entre algébroides de Courant. Enfin,
nous terminons ce chapitre par une étude de la cohomologie naive d’un algébroide de
Courant, laquelle est isomorphe a la cohomologie d'un algébroide de Lie canoniquement
associé a I’algébroide de Courant.

2.1 Algébroides de Leibniz

Définition 2.1.1 : Une algébre de Leibniz a gauche | ([Lod93, section 1]) est un espace
vectoriel équipé d’une application bilinéaire |-, -] : [ x [ — [appelée crochet qui satisfait
I'identité

[u, [v,w]] = [[u,v],w] + [v, [u,w]], (2.1)

pour tous u, v, w € [.

Exemple 2.1.2 : Les algebres de Lie sont des algébres de Leibniz, qui ont pour particu-
larité d’avoir un crochet antisymétrique.

Exemple 2.1.3 : Soit [ un espace vectoriel de dimension 2 et notons (u, v) une base de
[. On définit un crochet [-, -] sur [ par

[u,ul =v, [u,v]=wv, [v,ul=0, [v,v]=0,

puis on I’étend par linéarité. Alors (I, [-,]) est une algébre de Leibniz a gauche.

Exemple 2.1.4 : Soit (g, [, -], d) une algebre de Lie différentielle, c’est-a-dired : g — g
est une dérivation et d? = (. Alors g munie du crochet défini par

[€,n] = [d€, ],

pour tous £, € g, est une algebre de Leibniz a gauche ([Lod93, exemple 2.2]). Cet
exemple peut étre considéré comme une version non graduée de crochet dérivé [KS96a,
proposition 2.1].
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Exemple 2.1.5: Soit (g, [-, -];) une algébre de Lie et soit V' un g-module. Soit jt : V- — g
une application linéaire g-équivariante, c’est-a-dire satisfaisant

pour tous £ € getv € V. On définit sur V un crochet [-, -] par

[0, w] = p(w) - v

pour tous v, w € V. Alors (V, [, -]) est une algébre de Leibniz a gauche ([Lod93, exemple
2.1]).

Définition 2.1.6 : Soit ([, [-,-];) et (m, [-,]) deux algébres de Leibniz. Un morphisme
d’algébres de Leibniz ([Lod93, section 1]) entre [ et m est une application linéaire ® : [ —
m telle que pour tous u, v € [on ait

@([u,v][) - [(I)(u),(]f)(v)} .
m

Exemple 2.1.7 : Un morphisme d’algebres de Lie est un morphisme d’algebres de Leib-

niz. On a un foncteur oubli Lie — Leibniz de la catégorie des algebres de Lie vers la

catégorie des algebres de Leibniz.

Exemple 2.1.8 : Dans 'exemple 2.1.5, I'application linéaire ;x : V' — g est un mor-
phisme d’algebres de Leibniz ([Lod93, exemple 2.1]).

Définition 2.1.9 : Un algébroide de Leibniz A = (A — M, a, |-, -]) (2 gauche) est la
donnée d’un fibré vectoriel A — M, d’'une ancre a sur ce fibré, ainsi que d’une structure
d’algebre de Leibniz (a droite) sur son module de sections globales I'(A) dont le crochet
satisfait la régle de Leibniz (a droite)

[u, fv] = flu,v] + (a(u) - f)v, (2.2)
pour tous u,v € I'(A) et f € C*(M).

Proposition 2.1.10 : Soit A = (A — M, a, [+, -]) un algébroide de Leibniz. Alors (voir
[KS10, lemme 2.5]) 'ancre a induit un morphisme d’algébres de Leibniz au niveau des
modules de sections, c’est-a-dire

a([u,v]) = [a(u),a(v)],

pour tous u, v € I'(A), ol & gauche on a le crochet de 'algébroide de Leibniz et a droite
le crochet de Lie des champs des vecteurs.

Remarque 2.1.11: Puisque 'on suppose dans tout le texte que les morphismes de fibrés
vectoriels sont par défaut de rang constant (voir les conventions), tous les algébroides de
Leibniz que nous considérons sont plus exactement des algébroides de Leibniz réguliers.

Exemple 2.1.12 : Un algébroide de Leibniz au-dessus d’un point est une algebre de
Leibniz.
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Exemple 2.1.13 : Un fibré en algebres de Leibniz est un algébroide de Leibniz, d’ancre
nulle.

Exemple 2.1.14 : Soit M une variété et k un entier positif. Le fibré vectoriel TM &
A*TVM — M est un algébroide de Leibniz d’ancre la projection sur le premier facteur
pour le crochet défini par

[XEBCU?YEB??] = [X,Y] @QXW_Ldea

pour tous champs de vecteurs X,Y € I'(T'M) et formes différentielles w,n € QF(M)
(voir [BS11, section 2] et [Bar12, section 2.2]).

Exemple 2.1.15 : D’apres [IdALMP99, théoréme 3.7] a toute variété de Nambu-Poisson
[Tak94, section 2] est associé canoniquement un algébroide de Leibniz.

Définition 2.1.16 : Soit A = (A — M,aqa,[,]a) et B = (B — M,ag, [, ]p) deux
algébroides de Leibniz au-dessus de la méme base. Un morphisme entre A et B, couvrant
I'identité, est la donnée d’un morphisme ® : A — B entre les fibrés vectoriels A — M
et B — M couvrant I'identité et qui commute aux ancres et aux crochets au sens ou

E]A:aBO(I)7 (2.3)

@([U,U]A) — [cp(u),@(u)]B, (2.4)

pour toutes sections u,v € I'(A). Dans le cas ot ® est un isomorphisme de fibrés vec-
toriels (respectivement automorphisme) on dira que ® : A — B est un isomorphisme
d’algébroides de Leibniz (respectivement automorphisme) puisque &' est un morphisme
d’algébroides de Leibniz.

Définition 2.1.17 : Soit M une variété. On notera AlgdLeibniz()/) la catégorie dont
les objets sont les algébroides de Leibniz réguliers de base M et les morphismes sont les
morphismes entre algébroides de Leibniz réguliers de base M et couvrant 'identité.

Proposition 2.1.18 : On a un foncteur oubli AlgdLie()) — AlgdLeibniz()).

2.2 Algébroides de Courant

Informellement, un algébroide de Courant est un algébroide de Leibniz pour lequel
le défaut d’antisymétrie du crochet est contr6lé par un produit scalaire.

Définition 2.2.1: Soit ¥ — M un fibré vectoriel réel. Soit (-, -) une section de la se-
conde puissance symétrique de £V — M. Ceci correspond a la donnée de formes bi-
linéaires symétriques (-, ), sur chaque fibre E,, z € M, de E — M, telle que I'ap-
plication x > (-,-), soit lisse; ces applications s’assemblent en une application R-
bilinéaire (-,-) : £ X £ — R qui a son tour induit une application C>° (M )-bilinéaire
(,) : T(E) x T'(F) — C®(M). Si (-,-) est non dégénérée, on dira que (-,-) est un
produit scalaire sur le fibré vectoriel £ — M (voir [GHV72, paragraphe 2.17, section 4,
chapitre 2], ou [Hus94, définition 9.2, chapitre 3] pour une définition équivalente).
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Etant donné un produit scalaire (-, -) sur un fibré vectoriel & — M, on notera par un
bémol en exposant 'isomorphisme Y : E — EV induit par le produit scalaire, et par un
diése en exposant I'isomorphisme inverse Y~ : £V — E.On notera (-|) : EY x F —
C>*(M) la dualité entre EY — M et E — M définie par I’évaluation (p|u) = ¢(u).
Remarquons que (u,v) = (u’|v) d’une part, et (p|u) = (@, u) d’autre part, pour tous
u,v € I'(E) et ¢ € T'(EY). Notons également que du fait que (-, -) ne soit pas supposé
défini positif, nous ne disposons pas de décomposition orthogonale associée a un sous-
fibré vectoriel de £ — M.

Définition 2.2.2 : Un algébroide de Courant (a gauche) € = (E — M, a, [, ], (-,-)) est
la donnée d’un fibré vectoriel £ — M, d’une ancre a sur ce fibré, d'un crochet [-, -] R-
bilinéaire sur ses C*°(M )-modules I'( E') de sections, et d’un produit scalaire sur £ — M,
satisfaisant les trois relations

a(u) - (v,w) = ([u,v],w) + (v, [u,w]), (2.5)
[u, [v,w]] = [[u,v], w] + [v, [u,w]], (2.6)
[u, v] + [v,u] = D{u,v), (2.7)

pour tous u,v,w € ['(E),ou D : C°(M) — I'(E) est la dérivation T~' o a¥ o d et
a¥ : TVM — EY l'application duale de I’ancre définie par

(a¥(a)|u) = (a]a(u)),
pour tous a € I'(TY M) etu € I'(E).

Définition 2.2.3 : Un algébroide de Courant est transitif lorsque son ancre est surjec-
tive.

Les algébroides de Courant transitifs ont été étudiés dans [Vai05], [Bre07] et [S00].

Définition 2.2.4 : Un algébroide de Courant est régulier lorsque son ancre est de rang
constant.

Les algébroides de Courant réguliers ont été étudiés dans [CSX13].

Remarque 2.2.5 : Puisque 'on suppose dans tout le texte que les morphismes de fibrés
vectoriels sont par défaut de rang constant (voir les conventions), tous les algébroides
de Courant que nous considérons sont réguliers.

Définition 2.2.6 : Soit £ = (F — M, ag, [, |r, (-, )r) un algébroide de Courant. On
notera —& I’algébroide de Courant renversé (E — M, ag,[-,"|g, — (-, )E)

Proposition 2.2.7 : Soit &€ = (E — M, a, |-, -], (-,-)) un algébroide de Courant. Alors
pour toute fonction f € C>(M) et toutes sections u,v € I'(E) on a les propriétés
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suivantes :
(Df,u) =a(u) - f, (2.8)
[u, fo] = (a(w) - f)v + flu, v, (2.9)
[fu,v] = (u,0)Df = (a(v) - flu+ flu,v], (2.10)
[Df,u] =0, (2.11)
[u,Df] = D(Df,u) =D (a(u) - f), (2.12)
a([u,v]) = [a(u),a(v)], (2.13)
aoD =0, (2.14)
I'((Kera)™") estlocalement engendré par Im D en tant que C*(}/)-module, (2.15)
(Kera)* C Kera (2.16)
aoY loa¥=0. (2.17)

Preuve : Soit f € C°(M) et u,v,w € I'(E) quelconques.

(2.8) On a successivement
(Df,u) = (D [u) = (a¥(df)|u) = (af|a(w)) = df(a(w)) = a(u) - .
(2.9) D’apres (2.5) on a

a(u) - (fv,w) = ([u, fol,w) + f{v, [u, w]),

et puisque les champs de vecteurs sont des dérivations de 1’algébre des fonctions,
ona

a(u) - (flv,w)) = (a(u) - f){v,w) + fa(u) - (v, w)
= <(a(u) e f[u,v],w> + f<v, [u,w]>.
En combinant les deux relations on obtient le résultat escompté.
(2.10) En utilisant (2.9) et (2.7) plusieurs fois on obtient

(fu,v) —[v, fu]

(< v)) — @) - fu— flu,v]
( ;0)Df + [D(u,v) — (a(v) - flu = flo,u]
= (u, 0)Df + flu,v] = (a(v) - flu

(2.11) Posons Lod(u,v,w) = [u, [v,w]] — [[u,v],w] — [v, [u,w]]. Ona

[fu, v] D

Lod(u, v, w) + Lod(v,u,w) = —[[u,v] + [v,u],w] = —[D{u, v), w],

et on sait que le membre de gauche est nul d’aprés 'identité (2.6). Maintenant pour
toute fonction f on peut écrire :

f= <<P, L¢> , (2.18)
(¢, 0)

avec ¢ une section non nulle de £ — M. Donc on obtient I’égalité pour toute
fonction lisse.
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(2.12) La relation (2.7) donne [u,Df] + [Df,u] = D(Df,u); on obtient le résultat par
(2.11).

(2.13) On a successivement

a(u) - (a(v) - f) =a(w) - (Df,v)
= ([u,Df],v) + (Df, [u,v])
= ([u,Df],v) +a([u,v]) - f
— (D(a(w) - f),v) +a((u.v]) -/
=a(v)- (a(w) - f) +a([u,v]) - f.

(2.14) En utilisant (2.10) on a

a([fu,v]) = fa([u,v]) — (a(v) - fa(u) + (u,v)a(Df),

puis en appliquant (2.13) des deux c6tés on obtient

[fa(u),a(v)] = fla(u),a(v)] = (a(v) - fla(u) + (u,v)a(Df).

Or le membre de gauche est égal a f[a(u),a(v)] — (a(v) - f)a(u), ce qui permet
d’obtenir le résultat.

(2.15) D’apres [Gre75, chapitre 2, section 5, proposition 3] on a
(Kera)t =2 Y ! Ann(Kera) &2 Y~ !(Ima"),

et I'(TV M) est engendré par Imd en tant que C*°(M )-module (puisque toute 1-
forme différentielle s’écrit localement comme une combinaison C* (M )-linéaire
dedz!,... dz", avec (z!,...,2") des coordonnées locales sur M).

(2.16) D’aprés la propriété (2.15) puis (2.8) on obtient que le fibré vectoriel (Kera)* — M
est un sous-fibré vectoriel de Kera — M, c’est-a-dire Kera — M est coisotrope
pour (-, -).

(2.17) Pour tout« € T'(EY) et f € C*°(M) on a

(Y~'a"(a),Df) = {a|a(Df)) =0,

donc Y~1av(a) € (Kera)t. Or d’aprés (2.8) et (2.14) on a (Kera)* C Kera. Par
conséquentao Y toa¥ = 0. O

La preuve de la relation (2.13) a été donnée dans [Uch02] pour la premiére fois. On
trouvera une partie de la preuve de la proposition précédente dans [Vai05, proposition
1.2], voir également [KS13] pour un historique de la notion d’algébroide de Courant et
de la preuve de ces propriétés.

Remarque 2.2.8 : Un algébroide de Courant est un algébroide de Leibniz. En effet, la
relation (2.6) signifie que I'(E) est une algébre de Leibniz, puis d’apreés la proposition
précédente, la regle de Leibniz (a droite) est satisfaite (relation (2.9)).



2.2. Algébroides de Courant 35

Remarque 2.2.9 : Les propriétés (2.9) et (2.10) signifient que le crochet d’un algébroide
de Courant n’est pas C*°(M )-linéaire en général, mais satisfait a la place une régle de
Leibniz a droite (2.9) et a gauche (2.10), différentes. Ces deux régles auraient été interver-
ties si on avait pris un algébroide de Leibniz a droite dans la définition d’algébroide de
Courant.

Remarque 2.2.10 : Dans la définition d’algébroide de Courant énoncée ci-dessus, le
produit scalaire est non dégénéré, en particulier il ne peut pas étre identiquement nul.
Par conséquent, dans ce cadre, on ne peut pas considérer les algébroides de Lie comme
un cas particulier des algébroides de Courant. Quand bien méme on autoriserait dans la
définition un produit scalaire identiquement nul, la relation (2.8) impliquerait que I’ancre
soit identiquement nulle, or il existe des algébroides de Lie d’ancre non identiquement
nulle, par exemple I’algébroide canonique Tj; sur une variété M # & (voir exemple
1.2.4).

Remarque 2.2.11 : Il est possible d’adapter 'exemple 2.1.4 aux algébroides de Cou-
rant. Il s’agit alors de présenter le crochet d’un algébroide de Courant comme crochet
dérivé, voir [AX07, section 1] pour une exposition utilisant la géométrie différentielle et
[Roy02a, théoréme 4.5] pour une exposition utilisant la géométrie différentielle graduée.
Dans le cadre de la géométrie différentielle usuelle, la différentielle de I'exemple 2.1.4 est
remplacée par un opérateur de Dirac générateur D (voir [AX07, section 1.2]) et dans le
cadre de la géométrie différentielle graduée, elle est remplacée par la différentielle {Q, -}
ou @ un champ de vecteur cohomologique et {-, -} un crochet de Poisson gradué (voir
[Roy02al]).

On peut également définir les algébroides de Courant avec un crochet antisymétrique
([RW98, définition 3.2], [Vai05, définition 1.6]) ; nous montrerons plus loin I’équivalence
des deux définitions.

Définition 2.2.12 : Un algébroide de Courant & = (E — M, a, [-,-], (-, )) est la donnée
d’un fibré vectoriel £ — M, d’une ancre a sur ce fibré, d’'un crochet R-bilinéaire [-, ]
antisymétrique sur ses C>° (M )-modules I'( £) de sections locales, et d'un produit scalaire
(-,-) satisfaisant les deux relations

Jac(u,v,w) = —gD[Nij(u,v,w)], (2.19)

a(u) - (v, w) = <ﬂu,v]] + %D@, U>,w> + <v, [u, w] + %D(u,w)> L (220

ou les quantités Jac (appelée Jacobiateur) et Nij (appelée fonction de Nijenhuis) sont dé-
finies par

Jac(u,v,w) = [[u,v],w] + [[w,u],v] + [[v,w], u], (2.21)
Nij(u, v, w) = ([u,v], w) + ([w,u],v) + ([v, w], u), (2.22)

pour tous u,v,w € ['(E),etou D : (M) — T'(E) est la dérivation T~' o a¥ o d et
a¥ : TVM — EY I'application duale de I’ancre définie par

<av(a)‘u> = <Oz‘a(u)>,

pour tous o € T'(TV M) etu € T'(E).
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Remarque 2.2.13 : Dans la définition 2.2.2, le crochet [, - est dit de type Dorfman, alors
que dans la définition 2.2.12, le crochet [-, ] est dit de type Courant, pour des raisons
historiques.

Remarque 2.2.14 : La relation (2.19) est appelée identité de Jacobi homotopique.
Proposition 2.2.15 : Les deux définitions 2.2.2 et 2.2.12 sont équivalentes.

Preuve : Soit £ = (E' — M, a, [, -], (,-)) un algébroide de Courant, au sens de la défi-
nition 2.2.2. On pose

[u,v] = [u,v] — %D(u,w, (2.23)

pour tous u,v € I['(E). Ce crochet est bien antisymétrique d’aprés (2.7). On en dé-
duit directement (2.20) a partir de (2.5); reste & montrer (2.19). Posons Lod(u, v, w) =
[u, [v, w]] = [[w, v], w] — [v, [u, w]]. On a alors que
1 1 1
Lod(u, v, w) = Jac(u,v,w) + §D<u, [v, w]) + Eﬂu, D(v,w)] + ZD (a(u) - (v, w))

1 1 1
— §D<w, IIU,U]D - éﬂwv D<U,U>]] - ZID (a<w) ) <U,U>)

1 1 1
— 5D(v, [w, w]) + 5 [v, D(u, w)] = 7D (a(v) - (u,w))
(2.24)

pour tous u, v, w € I'(E). Remarquons alors que la propriété (2.12) pour le crochet [-, -]
implique pour le nouveau crochet [-, -] que

[u,Df] %D(Df, ") = %D(a(u) ).

pour tous f € C®(M) et u € I'(F). Par conséquent, en sommant 1’égalité (2.24) tout en
effectuant des permutations circulaires on obtient

Lod(u, v, w) + Lod(w, u,v) + Lod(v, w, u)
1 1 1
= 3 Jac(u,v,w) + §D<u, [v,w]) + §D<v, [w,u]) + §D<w, [w, v]),
(2.25)

or Lod = ( d’apreés la relation (2.6) de la définition 2.2.2, d’ou1 finalement
2 .
Jac(u,v,w) = —gD[Nu(u,v,w)],

pour tous u, v, w € I'(E).
Réciproquement, soit € = (E — M, a, [-, -], (-,-)) un algébroide de Courant, au sens
de la définition 2.2.12. On pose

1
[u,v] = [u,v] + §D<u,v>,
pour tous u,v € I'(E). Alors on obtient directement la relation (2.5) & partir de (2.20).

Puis d’apres (2.25) et (2.19) on obtient la relation (2.6). Enfin la relation (2.7) découle
directement de la définition de [+, -]. O



2.2. Algébroides de Courant 37

Dans la proposition ci-dessous, on reformule les relations qui avaient été établies
dans la proposition 2.2.7, mais cette fois-ci dans le cadre de la définition 2.2.12.

Proposition 2.2.16 : Soit £ = (E — M, a, [, -], (-,-)) un algébroide de Courant. Alors
pour toute fonction f € C*(M) et toutes sections u,v € ['(E) on a les propriétés
suivantes :

(Df,u) =a(u) - f, (2.26)

[, 701 = (a(u) - o+ £l o] — 5 (w, 0)DF, @27

[fu,0] = o, )Df — (a(0) - Flu+ flu o], (228)

[Df,u] = =D{(Df,u) = —D(a(u) - f), (2.29)

[u,Df] = D(Df,u) = D(a(u) - f), (2.30)

a([u,v]) = [a(u),a(v)] (2.31)

aoD =0, (2.32)

I'((Kera)™") estlocalement engendré par Im D en tant que C*(}/)-module, (2.33)
aoY 'oa" =0. (2.34)

Les lemmes suivants signifient que le crochet d’un algébroide de Courant est une
opération locale.

Lemme 2.2.17 : Soit € = (E — M, a, |-, -], (-, -)) un algébroide de Leibniz et soit U un
ouvert de M. Soit v € T'(F) telle que v|y = 0. Alors [u,v]|y = 0 pour toute section
u e '(E).

Preuve : Soit x € U. 1l existe une fonction lisse f € C*°(M) (appelée fonction plateau,
voir [Leel3, proposition 2.25]) dont le support est contenu dans U et telle que f(x) = 1.
La section fv de E — M s’annule en tout point puisque v s’annule sur U tandis que f
s’annule en dehors de U. D’apres (2.9) on a

= [u, fv] = (a(u) - f)v + flu,v],
d’ot 'on déduit
[w,v]e = —(a(u) - f)v. =0,
puisque par hypothése v, = 0. O

Lemme 2.2.18 : Soit £ = (E — M, a,[-,],(-,-)) un algébroide de Courant et soit U
un ouvert de M. Soit u € I'(E) telle que u|y = 0. Alors [u, v]|y = 0 pour toute section
ve(E).

Preuve : On procéede comme dans la preuve de 2.2.17. Soit x € U. 1l existe une fonc-
tion lisse f € C*°(M) (appelée fonction plateau, voir [Leel3, proposition 2.25]) dont le
support est contenu dans U et telle que f(x) = 1. La section fu de E — M s’annule en
tout point puisque u s’annule sur U tandis que f s’annule en dehors de U. D’apreés (2.10)
ona

0= [fuvv] = <U,U>Df - (a(v) ) f)u+ f[U,U],
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d’ou I'on déduit
[U,U]x = (a(v) : f)ux - <u;tavx>Dfa: - O,
puisque par hypothese u, = 0. [

Les deux lemmes précédents permettent d’obtenir facilement la proposition suivante.

Proposition 2.2.19: Soit &€ = (E — M, a, [, ], (-,-)) un algébroide de Courant et soit
U un ouvert de M. Soit u, v’ € I'(E) telles que u|y = u/|y. Alors [u, v]|y = [v,v]|y et
[v,ul|y = [v, v']|y pour toute section v € ['(E).

2.3 Exemples d’algébroides de Courant

Exemple 2.3.1: Un algébroide de Courant de base un point s’identifie a une algebre de
Lie quadratique.

Exemple 2.3.2 : Un fibré £ — M en algebres de Lie quadratiques est un algébroide de
Courant, dont I'ancre est nulle. En effet, le crochet de Lie |-, -]g dont est équipé une fibre
type g induit un crochet de Lie au niveau des sections défini par [u, v], = [u, v;]4, pour
tous u,v € I'(F) et & € M. Ce crochet est C*°(M)-bilinéaire puisque

[f’LL,U]x = [f(x)umvx}g = f('r)[u:mvx]g = (f[u,v])x,

pour u,v € I'(A), f € C®°(M) et x € M. Le produit scalaire (-, ), dont est muni
une fibre type g induit un produit scalaire au niveau des sections défini par (u,v), =
(Ug, Vy) g, pour tous u, v € I'(E) et x € M. L’ancre est nulle d’apreés (2.2) et D = 0. Enfin
la relation (2.5) est vérifiée par définition d’une algebre de Lie quadratique, voir (1.2.12);
(2.7) est également satisfaite. On obtient alors une structure d’algébroide de Courant,
d’ancre nulle.

Le lemme suivant établit la réciproque de I’exemple précédent.

Lemme 2.3.3 : Soit £ = (F — M,a,[-,],(-,-)) un algébroide de Courant d’ancre a
nulle. Alors € est un fibré en algebres de Lie quadratiques.

Preuve : L’ancre étant nulle, D = 0 et [+, -] est C*°(M)-bilinéaire d’apres (2.2) et (1.2).
De maniére similaire a la preuve du lemme 1.2.3, on peut équiper chaque fibre £, d’une

structure d’algebre de Lie, qui est quadratique d’apres (2.5). O
Remarque 2.3.4 : Soit & = (£ — M, a, |-, -], (-,-)) un algébroide de Courant. D’apres
(2.13), Kera — M est un sous-fibré vectoriel de A — M, stable pour [-, -]. Par consé-

quent, 'ancre, le crochet et le produit scalaire sur A — M restreints & Kera — M
conférent a ce fibré vectoriel une structure de fibré en algebres de Lie quadratiques, qui
d’apres 'exemple 2.3.2 est une structure d’algébroide de Courant.

Exemple 2.3.5 : Soit g une algébre de Lie quadratique agissant sur une variété M a
travers le morphisme d’algebres de Lie £ € g — X, € I'(T'M). Supposons que les
algebres stabilisatrices de I'action, définies par {{ € g : £x,Y = 0, pour tout Y €
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['(T'M)}, soient coisotropes (relativement au produit scalaire sur g). Alors le fibré vec-
toriel M x g — M peut étre équipé d’une structure d’algébroide de Courant au-dessus
de M, voir [LBM09, exemple 2.14 et section 4].

2.3.1 Algébroides de Courant exacts

Définition 2.3.6 : Un algébroide de Courant &€ = (F — M, a, [, ], (-,-)) est dit exact
(voir [S00]) si il est transitif (voir définition 2.2.3) et si de plus le fibré vectoriel & — M
s’insére dans la suite exacte courte

0—T'M 25 EV=E 25 TM — 0, (2.35)

ou I'isomorphisme de fibrés vectoriels du milieu est T, induit par le produit scalaire
sur &/ — M.

La classification des algébroides de Courant exacts a été esquissée dans [S00]. Nous
détaillons ci-apres le théoreme de structure des algébroides de Courant exacts, ce théo-
réme étant fondateur pour la géométrie complexe généralisée [Guall] et a origine éga-
lement de la notion de dissection d’un algébroide de Courant régulier [CSX13, section
1.3] que l'on utilisera plus loin (voir la section 3.1 du chapitre 3).

Théoréme 2.3.7: Soit £ = (K — M, ag, [, |k, (-, -) g) un algébroide de Courant exact.
Il existe un scindement de (2.35), donnant un isomorphisme de fibrés vectoriels £ =
TM & TVM, et il existe une 3-forme d-fermée H, telle que la structure d’algébroide
de Courant sur £ — M soit transportée sur TM & TVM — M par I'isomorphisme
précédent selon

A X @a) =X,
(X ®a,Y @ f)=alY)+5(X),
[X@Q,Y@ﬁ] = [X,Y] @3){6— Ly(dOé) +Lybe,

pour tous X € T'(T'M) et a € Q'(M); avec D = 0 & d. On appellera I'algébroide de
Courant résultant de ce transport 1’algébroide de Courant exact sur M associé ala 3-forme
H ; on le notera & y/[H]|.

Preuve : D’aprés [Hus94, chapitre 3, théoréme 9.6], 1a suite exacte courte de fibrés vecto-
riels (2.35) est scindée : il existe un morphisme de fibrés ey : T'M — E'telqueagoey = Id
(appelée connexion dans [S00]). De plus on peut toujours choisir un scindement isotrope
g, C’est-a-dire tel que
(e(X),e(Y)), =0,

pour tous X, Y € T'(T'M) ; pour cela on pose ¢ : TM — TV M définie par ¢(X)(Y) =
(e0(X),e0(Y)) , puis £(X) = go(X) — %(a%qb(X))ﬁ. Ce scindement permet d’obtenir
I'isomorphisme de fibrés vectoriels £ = &(TM) @ aj(TVM)*. L'ancre a sur TM @
TVM — M est alors donnée pour tous X € I'(T'M) et « € Q' (M) par

a(X & a) = ap(=(X) @ ag(a)) = X,
et le produit scalaire par

(X ®©a,Y @ p) = (e(X) ®ag(a),e(Y) ®ap(B)),, = BX) + oY),
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en utilisant le caractére isotrope du scindement ¢ et (2.14). Le crochet est donné pour
tous X € ['(TM) et a € Q' (M) par

X @®aYap=[e(X)®aj(a),e(Y) ®a)(B)]

T

pour tout Z € I'(TM) on a

3k (a), a5 ()] 5(2) = ( [ak(@), a5 (B)] ue(2))

—ap (T 0ap)(a)) - (ak(8)e(2)) — (| ar[ak(8)2(2)] )
= 0.
A présent il faut calculer les trois termes restants. Pour le troisiéme terme on a

ap ([e(X),a%(8)"] ;) = 0donc [£(X),ay(B)*], € Q'(M) et on calcule en utilisant
(2.5), que pour tout X, Z € (T M) et 3 € Q'(M),on a

S350 ,(2) = ([20X), 58] o 2(2)) | = 5% x5

Pour le second terme, on a de maniére similaire que [a};(a)?, e(Y)] » = —tyda.Pourle
premier terme on a ag([e(X),e(Y)]g) = [X,Y] € T(T M), il reste donc a calculer sa
projection sur VM — M. Posons

H(X,Y) = pryvy [e(X),e(Y)], € Q1(M),

pourtous X, Y € I'(T'M).En utilisant (2.17) et 'isotropie on montre que H est C>* (M, R)-
bilinéaire et antisymétrique en X et Y. De plus

H<X’ Y)(Z) = <[E(X)’6(Y)]E75(Z)>E
=ap(e(X)) - (e(X),e(Y)) 5 — (e(Y), [e(X),e(2)]E)
= —H(X,Z)(Y),

et Z e IN(TM) — H(X,Y)(Z) est bien C>°(M)-linéaire en Z pour X et Y € I'(T'M)

fixés; donc H définit une 3-forme sur M (encore notée H). Ainsi [¢(X),e(Y)], =

6([X , Y]) + tyty H. 1l reste a montrer que I’ancre, le produit scalaire et le crochet sa-
tisfont tous les axiomes de la définition d’algébroide de Courant. Pour ce faire il faut
utiliser les identités

Lx,.2Ly]=2xy], [£x,tv]=txy, [tx,d] =2k,
[gXad] - 07 [dad] - 07 [I’X7LY] = 07

pour le commutateur gradué des dérivations sur 1'algébre Z-graduée des formes diffé-
rentielles, ainsi que I'expression de la dérivée extérieure d’'une 1-forme o sur M :

da(X,Y)=X-a(Y)-Y - a(X) - a([X,Y]).

L’identité de Leibniz (2.1) est satisfaite si et seulement si H est d-fermée. [
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Au cours de la preuve précédente, nous avons établi la proposition suivante, en utili-
sant les relations vérifiées par le triplet de Cartan associé a ’algébroide de Lie canonique
T sur une variété M (voir définition 1.4.9 et théoréeme 1.4.7).

Proposition 2.3.8 : Soit M une variété. Toute 3-forme différentielle /7 sur une variété
M d-fermée équipe le fibré vectoriel TM & TV M — M d’une structure d’algébroide de
Courant donnée par
a( X ®a) =X,
(X@®aY&p)=alY)+p(X),
X ®a,Y®p]=[X,Y]®LxS —ty(da) +eyexH,
pour tous X € I'(T'M) et € QY(M);avecD =0 D d.

Proposition 2.3.9 : Soit £ = (F — M,ag, [, |k, (-,-)r) un algébroide de Courant
exact. Soit € et ¢/ deux scindements isotropes de la suite exacte courte de fibrés vec-
toriels (2.35), ainsi que H et H' les 3-formes différentielles associés a ces scindements,
et dont I'existence est assurée par le théoréme précédent. Alors B = ¢ — &’ € Q*(M) et
H — H' = dB. Par conséquent la classe de cohomologie [H| € H?(M) ne dépend pas
du choix de scindement (sous-entendu isotrope) pour (2.35); [H| est appelée la classe de
Severa de €.

Preuve : Puisque ago (¢ —¢') = 0ilvientque B=¢—¢ : TM — TV M. Remarquons
que (B(X),B(X)), = 0 car B(X) € I'(TVM) et donc (e(X),e'(X)), = 0; par
conséquent B est une 2-forme sur M car pour tout X € I'(T'M)
B(X)(X) = (e = )(X)(X)
— (e = )(X),2(X)),
— (X, e(X)),
= 0.

Le changement de scindement laisse invariants ’ancre ainsi que le produit scalaire au
sens ou

ap(e'(X)) = ap(e(X)),
(e'(X),&(Y)) = (e(X),e(Y)) .
pour tous X,Y € I'(T'M). Reste & comprendre comment change le crochet et donc la

3-forme différentielle H. Pour tout X € I'(T'M) écrivons que ¢'(X) = ¢(X) — B(X),
on calcule alors que

[€'(X),e' (V)] , = [e(X) = B(X),e(Y) = B(Y)] ,

= [e(X),e(Y)] ; = [e(X), BOYV)] , — [B(X), (V)]

=e([X,Y]) @ eyexH — Lx(B(Y)) + tyd(B(X))
(.

)

) D Lybe — LyL)(dB — L[Xy]B
=¢'([X,Y]) + tyex(H — dB).

9

Par conséquent effectuer un changement de scindement isotrope revient a changer
en H —dB avec B € Q*(M). O
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Remarque 2.3.10 : Soit M une variété et soit €,,[H| 'algébroide de Courant exact sur
M associé a H € Q3(M) (voir théoréme 2.3.7). Le crochet de Dorfman de €,/[H]| est
donné pour tous X, Y € I'(T'M) et tous «, 3 € Q' (M) par

X@a, Yo =[XY]|®LxS—ty(da) +yixH,

tandis que le crochet de Courant de € ,,[H| est donné par
1
[X©a,YOB]=[XY]OLxB—Lya— ad(bxﬁ — tya) + tytx H,

pour tous X, Y € ['(TM) et a, 8 € QY(M).

Exemple 2.3.11: Soit A = (A — M, aa,[-,-]a) un algébroide de Lie. Alors on a une
structure d’algébroide de Courant sur le fibré A ® AY — M donnée par

a(u® a) = as(u),
(u® a,v® f) =alv) + Bu),
[u ®a,v @ﬁ] = [U7U]A @guﬁ - Lv(da)a

pour tous u,v € T'(A), o, 8 € Q'(A); et D = 0 & d. On peut également « tordre » le
crochet par une 3-forme différentielle 1 sur A qui est d-fermée, le crochet devient alors

[u®a,v® B = [u,v]a ®Luf — to(da) + 1yt H.

On remarque en particulier que lorsque A est I’algébroide de Lie canonique T, associé
a une variété M (exemple 1.2.4), cette construction redonne la structure d’algébroide de
Courant exact sur TM ® TVM — M associée a H € Q*(Ty,) = Q3(M).

2.3.2 Bigébroides de Lie

Définition 2.3.12 : Soit A = (A — M,aqa,[,:]a) et B = (B — M,ag, [, ]p) deux
algébroides de Lie tels que les fibrés vectoriels A — M et B — M soient en dualité par
une forme bilinéaire non dégénérée (-, ) : T'(A) xI'(B) — €°°(M). On dispose alors de
deux isomorphismes de fibrés vectoriels, définis au niveau des sections par Y4 : I'(A) —
L'(BY),u (u,-) et Tp:T(B) = T'(AY),v+— (-, v). Notons d 4 (respectivement dg)
la dérivée extérieure de A (respectivement B) et d4 = A'Tgl odgoA*Y 5. On dit que ces
deux algébroides de Lie forme un bigébroide de Lie [LWX97, définition 2.4] si la relation
de compatibilité

514[57 U]B = [51457 77]3 + (_1)k_1 [57 5A77] B’ (236)

est satisfaite pour tous £ € ['(A*B) et € ['(A®B). Autrement dit, § 4 est une dérivation
de l'algeébre I'(A® B) pour le crochet de Schouten-Nijenhuis (voir section 1.7). La condi-
tion ci-dessus est symétrique ; on aurait pu demander que 65 = A*Y ;' odg o A*Y 4 soit
une dérivation de I'(A®A) (voir [MX94, théoréme 3.10] et [KS95, proposition 3.3]). On
notera ce bigébroide de Lie (A, B, (-, -)) ou simplement (A, B) dans le cas ou la forme
bilinéaire est naturelle.
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Exemple 2.3.13: Soit (A, B, (-, -)) un bigébroide de Lie, avec A = (A — M, aa, [-,-]a)
et B = (B — M,ap,|[,]p). Le fibré vectoriel A & B — M admet une structure
d’algébroide de Courant donnée par

a(u® a) =aa(u) +ap(),
(u@a,v@p) = (a,v) + (B, u),
[u@a,v®B] = [u,v]a +2Lv—1f(dpu) & [o, Bl + 2Ly 8 — 1)} (dac),

pour tous u,v € ['(A) et a, B € I'(B); et D = d4 @ dp. Cette construction est appelée
le double d’un bigébroide de Lie ([LWX97, théoréeme 2.5]).

Exemple 2.3.14 : Une bigebre de Lie [LGPV13, définition 11.17] est un cas particulier
del’ exemple 2.3.13. Soit (g, [, -]4) une bigébre de Lie (donc un algébroide de Lie sur un
point); (g, [+, -|gv) est donc également une algébre de Lie. La condition (2.36) est satis-
faite (voir [LGPV13, équation 11.24]). On obtient une structure d’algébroide de Courant
sur gPg" (sur un point), qui n’est autre que le triplet de Manin associé a g (voir [LGPV 13,
proposition 11.28]). Ainsi g & gV est une algébre de Lie quadratique dont le crochet est
donné par

[z @&y @n] = [, ylg +ade(y) —ad; (2) @ [§,nlgv + ad;(n) — ady(£),

ou ad}(n) = —ad;(n) = £,7 (voir définition 1.4.5) et similairement pour ad; (z), et le
produit scalaire par (z & &, & ) = £(y) + (x), pour tous z, y € g et &7 € g. Voir
également [Roy99, section 2.1].

Exemple 2.3.15: Soit A = (A — M, a, |-, -]) un algébroide de Lie et considérons AY —
M 1le fibré vectoriel dual, muni de la structure d’algébroide de Lie triviale, c’est-a-dire
d’ancre et de crochet nuls. Dans ce cas 'exemple 2.3.13 redonne I’algébroide de Courant
de I'exemple 2.3.11. Dans le cas ou A est 'algébroide de Lie T, associé a une variété M
(exemple 1.2.4), on retrouve l’algébroide de Courant exact sur M avec H = 0 (voir le
théoreme 2.3.7).

Exemple 2.3.16 : Soit (M, ) une variété de Poisson et considérons I’algébroide de Lie
Par[m] associé (exemple 1.2.5). La différentielle de I’algébroide de Lie est la différentielle
de Lichnerowicz-Poisson d, = [r, -]sy pour le crochet de Schouten-Nijenhuis [-, -]sy sur
[(A*TM). Alors cet algébroide de Lie avec I'algébroide de Lie canonique T, forment
un bigébroide de Lie. En effet en utilisant I'identité de Jacobi graduée on a

d:[€,n]sn = —[Wa [gan]SN]SN
= [l Esw ]y = (D& [ mlsn]
= [d.&, nlsn + (—1*E, danlsw,s

pour tous £ € T(A*TM) et n € T(A*TM).

Exemple 2.3.17 : A toute variété de Poisson-Nijenhuis (voir [KSM90, définition 4.1])
correspond un bigébroide de Lie [KS96b, proposition 3.2], que 'on peut doubler d’apreés
I'exemple 2.3.13 pour obtenir un algébroide de Courant.
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Remarque 2.3.18 : Il existe une obstruction pour qu'un algébroide de Courant donné
provienne d’un bigébroide de Lie doublé au sens de 'exemple 2.3.13, il s’agit de la classe
modulaire apparue dans [SX08], généralisation de la classe modulaire en géométrie de
Poisson (voir [KS08] pour une vue générale de cette notion).

Remarque 2.3.19 : Il est possible de « tordre » un bigébroide de Lie (A, B, (-, -)) enun
certain sens, on obtient alors la notion générale de proto-bigébroide de Lie (voir [KS05,
section 1.5]). Il existe une construction similaire a celle de 'exemple 2.3.13 appelée double
d’un proto-bigébroide de Lie, dont le résultat est un algébroide de Courant [KS05, section
3.2].

2.4 Produit cartésien d’algébroides de Courant

Dans la section 2.6 sur les morphismes entre algébroides de Courant nous aurons
besoin d’une notion de produit cartésien, donnée par la proposition suivante.

Proposition 2.4.1: Considérons deux algébroides de Courant
&= (E— M,ag,[]p ()e)etF=(F = Nagp,[]p (. )r).

Le fibré vectoriel produit £ x F' — M x N est muni d’une structure d’algébroide de
Courant canonique, ou I’ancre a et le produit scalaire (-, -) sont obtenus en imposant la
C>(M x N)-linéarité et le crochet [-, -] est obtenu en imposant les régles de Leibniz (2.10)
et (2.9) pour les fonctions de C>° (M x N), puisque ['( E' x F') est un C*°(M x N )-module.
L’algébroide de Courant qui résulte de cette construction est appelé produit cartésien de
EetTetnoté & x J.

Preuve : Rappelons que, d’apres les propriétés universelles de la somme de Whitney et
du produit cartésien de fibrés vectoriels, le fibré vectoriel produit £ x F' — M x N est
isomorphe au fibré vectoriel prh, F @ priy F' — M x N, ou pr,, (respectivement pr )
désigne la projection M x N — M (respectivement M x N — N). Par conséquent
une section du produit cartésien s’écrit comme une combinaison C*(M X N)-linéaire a
support fini de termes de la forme pr'y, u@®prly v, avecu € I'(E) etv € T'(F). On dispose
également de I'isomorphisme de fibrés vectoriels T (M x N) = pry, TM & priy TN
(voir [GHV72, paragraphe 3.7, section 1, chapitre 3]). On définit I'ancre a : £ x F' —

T(M x N) du produit cartésien sur les sections par
a(pry; u @ priyv) = pry, ap(u) & pry ap(v) € L(T(M x N)),

que l'on étend a tout I'(E x F') en imposant la C>*°(M x N)-linéarité (en particulier, a
est C°°(M)-linéaire et C*°(N)-linéaire). Le produit scalaire (-, -) du produit cartésien est
défini sur les sections par

(priy u @ priy v, pry; v & pryv’) = (u, ) + (v,0')p € C°(M x N),

que l'on étend a tout I'( ' X F') en imposant la C*°(M x N )-linéarité (en particulier, (-, -)
est C°(M)-linéaire et C*°(N)-linéaire). Le crochet [, -] du produit cartésien est défini
par

[prhy, u @ pry v, pry, ' & priy v'] = pri,[u, u']p & priy[v,v']r € T(E x F),



2.5. Structures de Dirac d’algébroides de Courant 45

que 'on étend a tout I'( ' X F') en imposant la régle de Leibniz (2.10)

[ty w @ priy v, f (prhy o/ @ priy v') | = f[priy u @ priy v, priy u’ @ priy ]
+ (a (pryyu @ pryv) - f) (pryy v’ @ priyv'),

pour toute fonction f € C*(M x N), ainsi que la régle de Leibniz a droite (2.9)

[f (priy; u @ priyv), pry; v’ @ pry v’} = f[priy; u @ priy v, pry; v’ @ priy V']
— (a(priy v ®priy ') - f) (priy, u @ priyv)
+ (pry; u @ priy v, pry, v’ @ priy v')Df,

pour toute fonction f € C®(M x N), avec D = (Y' x Tz') 0 a" o d qui est une
dérivation de C*°(M x N). Avec ces définitions, on montre que £ X F' — M x N
posséde une structure d’algébroide de Courant, d’ancre a, de crochet |-, -] et de produit
scalaire (-, -). O

Exemple 2.4.2 : Soit g et h) deux algebres de Lie quadratiques. Alors g et f) peuvent étre
considérées comme algébroides de Courant au-dessus d’un point (voir exemple 2.3.1).
Le produit cartésien g x h au sens de la proposition précédente s’identifie a la somme
directe de g et b.

Exemple 2.4.3: Soit M et N deux variétés et soit € /[H | et Ey[H ] les algébroides de
Courant exacts associés aux 3-formes Hyr € Q3(M) et Hy € Q3(N) (voir le théoréme
2.3.7). Alors I'isomorphisme de fibrés vectoriels couvrant I'identité

o (TMaeT'M)x (TN®TYN) —-T(M x N)®TY(N x N)
' (PT!M(XM ® &), priv(Xn @ fN)) = (pTIM X @ priy Xn, priy Em @ pry fN)

induit un isomorphisme d’algébroides de Courant & y;[H | X En[HN]| = Eprxn[pri; Hy+
pri Hy| au sens de 2.6.1.

2.5 Structures de Dirac d’algébroides de Courant

Définition 2.5.1: Soit £ — M un fibré vectoriel équipé d’un produit scalaire (-, -). Un
sous-fibré vectoriel ' — M de E — M est isotrope si (u, v) = 0 pour tous u,v € I'(F);
autrement dit si F' C F*. On dira que F' — M est coisotrope si F- C F. Enfin on dira
que F' — M est lagrangien si F' — M est a la fois isotrope et coisotrope, c’est-a-dire si
F=F+

Remarque 2.5.2 : Soit F — M un fibré vectoriel équipé d’un produit scalaire (-, -)
et soit F* — M un sous-fibré vectoriel de F — M. Par définition (-,-) est une forme
bilinéaire non-dégénérée donc rg(F) + rg(F+) = rg(E) (voir [Gre75, proposition 2,
chapitre 2]). Si ' — M est isotrope, par définition F* C F*+ donc rg(F) < rg(E). Si
F — M est lagrangien, par définition F' = F* donc rg(F) = 3 1g(E).

Lemme 2.5.3 : Soit £ — M un fibré vectoriel équipé d’un produit scalaire (-, -) et soit
F — M un sous-fibré vectoriel non nul de £ — M. Alors F' — M est lagrangien si et

seulement si F' — M est isotrope maximal (pour la relation d’inclusion).
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Preuve : Supposons que ' — M est lagrangien et montrons que /' — M est isotrope
maximal. Soit G — M un sous-fibré vectoriel isotrope de £ — M tel que FF C G C E.
Par isotropie de (3 puis coisotropie de F ona G C G+ C F*+ C Fetdonc F — M
est maximal. Réciproquement, supposons que F' — M est isotrope maximal. D’apres la
remarque 2.5.2, F' — M est lagrangien. [l

Définition 2.5.4 : Soit & = (F — M,a,[-,],(-,-)) un algébroide de Courant et soit
F — M un sous-fibré vectoriel de £ — M. On dira que F' — M est involutif si
[u,v] € T'(F) pour tous u,v € I'(F).

Lemme 2.5.5: Soit & = (£ — M, a, |-, -], (-,-)) un algébroide de Courant et soit L —
M un sous-fibré vectoriel de ¥ — M isotrope et involutif. Alors le fibré vectoriel L —
M estun algébroide de Lie. En particulier, tout sous-fibré vectoriel lagrangien et involutif
de ' — M est un algébroide de Lie.

Preuve : L’ancre de L. — M est la restriction de a a L — M. Puisque L — M est
isotrope, d’aprés (2.7), le crochet [-, -] restreint a I'(L), qui est bien a valeurs dans I'(L)
d’aprés 'involutivité, confére a I'(L) une structure d’algébre de Lie. La régle de Leibniz
a droite (1.1) (et & gauche également) est satisfaite, donc (L — M, al|, [ ~]|F(L)) est un
algébroide de Lie. ]

Définition 2.5.6 : Soit & = (E — M, a, |-, -], (,-)) un algébroide de Courant.

+ Une structure de Dirac de € est un sous-fibré vectoriel L — M lagrangien (voir
définition 2.5.1).

 Une structure de Dirac L. — M de € est intégrable si de plus L — M est involutif
(voir définition 2.5.4).

Remarque 2.5.7 : Les structures de Dirac telles qu’elles sont définies dans la littéra-
ture sur les algébroides de Courant (voir [LWX97, définition 2.2]) sont exigées d’étre
intégrables. Les structures de Dirac définies ci-dessus sont parfois appelées structures
presque-Dirac. Cette terminologie suit celle de [Cou90] et de la mécanique géométrique.

Nous donnons a présent une caractérisation de I'intégrabilité d’une structure de Di-
rac d’un algébroide de Courant.

Lemme 2.5.8 : Soit £ = (F — M, a, [, ], (-,-)) un algébroide de Courant et soit Nij la
fonction de Nijenhuis (2.22). Alors, pour tous u, v, w € I'(E) on a

NI_](U, U,U)) = 3<[’U,, U]a w) o a(u> ’ <U7 w) + a(v) ) <w7 u> - a(w) ) <’U,, U>' (237)
Preuve : Soit u, v, w trois sections de £ — M. Par définition on a
Nij(u, v, w) = <[[u,v]],w> + <[[w,u]],v> + <ﬂv,w]],u>.

Dans le premier terme on utilise (2.23) pour faire apparaitre <[u, v], w>, puis dans le
deuxiéme et troisiéme termes on utilise (2.20), Pantisymétrie du crochet [-, -] et (2.23)
pour faire apparaitre deux autres termes <[u, v], w>. En additionnant on obtient la for-
mule (2.37). [

Remarque 2.5.9 : En général, la fonction de Nijenhuis n’est pas C>°(M )-trilinéaire.
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Proposition 2.5.10 : Soit € = (E — M, a, |-, -], (-, -)) un algébroide de Courant et soit
L — M un sous-fibré vectoriel de £ — M lagrangien, alors L — M est involutif si et
seulement si Nij [p(z) = 0, o Nij est la fonction de Nijenhuis (2.22).

Preuve : Puisque L — M est isotrope, pour toutes sections u, v, w de ce fibré vectoriel
la fonction de Nijenhuis est réduite a Nij(u, v, w) = 3([u, v],w) d’aprés (2.37).Si L — M
est involutif, alors par isotropie la fonction de Nijenhuis est nulle. Réciproquement, si la
fonction de Nijenhuis est nulle pour tous u, vetw € T'(L) il vient [u,v] € ['(F*) C T'(F)
par coisotropie, et donc . — M est involutif. O

Remarque 2.5.11 : Soit &€ = (E — M, a,[,,],(-,:)) un algébroide de Courant et
L — M un sous-fibré vectoriel lagrangien de £ — M. Un avantage de la fonction de
Nijenhuis est que I'on a transformé une question d’involutivité sur le crochet [, -] non
€ (M)-bilinéaire en la nullité du tenseur Nij |p) € T(A*LY), qui est € (M )-linéaire
en chaque argument, ce qui simplifie le calcul (voir 'exemple 2.5.17).

La littérature regorge d’exemples de structures de Dirac, elles sont apparues dans
[Cou90] avant la notion d’algébroide de Courant. Une preuve de la proposition 2.5.10 a
été donnée dans [Cou90, proposition 2.2.3] pour les algébroides de Courant exacts. Les
structures de Dirac jouent un role important notamment en mécanique géométrique
(voir, par exemple, [YMO06a] et [YMO6b], [LS12], [GBY15] ainsi que ’article original
[Cou90, section 3.3]) et en géométrie complexe généralisée ([Guall, section 2.4] dont
les exemples qui suivent sont principalement issus, et [Guall, section 3.2]).

Exemple 2.5.12 : Soit M une variété et soit £ ,[0] I’algébroide de Courant exact associé
a la 3-forme nulle sur M (voir le théoréme 2.3.7). Alors TM — M et TVM — M sont
deux structures de Dirac intégrables de € ,,[0].

Nous aurons besoin de la notion de graphe d’une application lisse et d’'un morphisme
de fibrés vectoriels que nous rappelons maintenant. Etant données M et N deux variétés
et une application lisse f : M — N le graphe de f est I’ensemble

Gr(f) = {(e,) € X x ¥ 1y = f()}.

Le graphe Gr(f) de f est une sous-variété (plongée) de la variété produit X x Y ([Leel3,
proposition 5.4]).

Lemme 2.5.13: Soit7m: . — M et w : ' — N deux fibrés vectoriels respectivement
de rang ng et np, et soit (p, ®) : £ — F un morphisme entre ces deux fibrés vectoriels.
Alors I'application IT : Gr(®) — Gr(y) définie par

(v, @(v)) = (7(v), (n(v))) = (7(v), @(D(v)))
pour tous v € F, estun sous-fibré vectoriel du produit cartésien mxw : ExF — M xN.

Preuve : L’application II est surjective puisque 7 I'est. Un ouvert de Gr(y) est I'inter-
section avec Gr(p) d’un produit d’ouverts U x V, U C M,V C N. Alors on a un
difféomorphisme

E F
U xvy,

I YU x V) =7 HU) x @ 4(V) (U x V) x Rt
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ot UZ (respectivement ¥1;) désigne une trivialisation locale de £ — M (respectivement
F — N) au-dessus de l'ouvert U (respectivement V'), ce qui montre que 1T : Gr(®) —
Gr(p) est un fibré vectoriel. La fibre de II au-dessus de (z, p(z)) € Gr(yp) est £, X
®(E,) C E, x F,, doncII : Gr(®) — Gr(p) est un sous-fibré vectoriel du produit
cartésienm X w : £ X ' — M X N. [l

Remarque 2.5.14 : Reprenons les notations du lemme précédent. Dans le cas ou le
morphisme ® : £ — F' couvre I'identité, on obtient le fibré vectoriel d’espace total
Gro = {uEB(I)(u) €EEDF :uc E} et de base M x M, que 'on réduit a M.

Exemple 2.5.15 : Soit M une variété et soit £ ,,[0] I’algébroide de Courant exact associé
a la 3-forme nulle sur M (Voir I'exemple 2.35). Soit w € Q?(M) et considérons le mor-
phisme de fibrés vectoriels w” : TM — TVM, v € T,M + w,(v,-) € T/ M couvrant
Iidentité. Puisque w’ couvre I'identité, on a

[(Grw')={X@®wxw: X eT(TM)} CI(TM &T"M).

Alors Grw” — M est une structure de Dirac de €,,[0] intégrable si et seulement si
dw = 0, c’est-a-dire siw est pré-symplectique (w n’est pas nécessairement non dégénérée).
En effet, par antisymétrie de w, Grw® — M est un sous-fibré vectoriel isotrope de T'M &
TVM — M. Montrons & présent la coisotropie. Soit X & a € I'( Gr(w’)*), on a donc

(X®a,Y &eyw) =0,

pour tout Y € I'(T'M). Ce qui donne a(Y') + w(Y, X) = 0, et donc @ = ¢txw. On en
déduit que Grw® — M est coisotrope. Reste a considérer I'involutivité. Pour tous X,
Y € T'(T'M) on a d’aprés les identités de Cartan portant sur & x, d et tx que

(X ®exw,Y ©wyw] =[X,Y]®Lxtyw — tydexw
= [Xa Y} % Lix,y|wW + Lybxdw,

et par conséquent I'involutivité équivaut a dw = 0.

Exemple 2.5.16: Soit M une variété et soit € ;[ H] I'algébroide de Courant exact associé
a H € Q3(M) (voir théoréme 2.3.7). Soit w € Q*(M). Un raisonnement similaire a celui
de 'exemple précédent montre que Grw’ — M est une structure de Dirac de & ,[H],
intégrable si et seulement si H = —dw.

Exemple 2.5.17 : Soit M une variété et soit € ,[0] 'algébroide de Courant exact associé
ala 3-forme nulle (voir théoréme 2.3.7). Soit m € I'(A*T' M) et considérons le morphisme

de fibrés vectoriels 7 : TVM — TM, o € TY M s (v, -) € T, M couvrant I'identité.
Puisque 7t couvre I'identité, on a

[(Grr') = {r*(a)®a:ae(TVM)} CT(TM & T"M).

Alors Gr(7*) — M est une structure de Dirac de &,/[0] intégrable si et seulement si
(M, ) est une variété de Poisson. En effet, par antisymétrie de 7, Gr ¥ — M est un
sous-fibré vectoriel isotrope de TM @ TVM — M et on montre la coisotropie d’une
maniére similaire a I’exemple 2.5.15. Reste a considérer I'involutivité, et pour cela nous
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utilisons la proposition 2.5.10 qui caractérise I'involutivité par la nullité de la fonction Nij
de Nijenhuis. Puisque 7* et Nij |p(q, »#) sont €°(M)-linéaires en tout argument, il suffit
de montrer que Nij |p(g,#) = 0 pour des éléments de la forme o = df, f € C*(M). Le
premier terme est

<[[7rﬁ(df) & df, 7 (dg) @ dg], 7*(dh) ® dh>,

ce qui est égal (d’apreés la remarque 2.3.10) a

1
([7(d), 7(d9)| 62 (apdg — Lreiagdf = 5d(trandg — Loxcagdf),
7H(dh) @ dh>,

or,ennotant { f, g} = n(df,dg),onat i qpdg = {f, g} et, d’apres la formule magique
de Cartan, on a & (g5 dg = dtsapdg = d{f, g}, donc on obtient

([7(af), x*(dg)] & A{f,g}, 7*(dh) & dh) = w*(dh) (A{f. 9}) + [r*(f), 7(dg)] - b
={hAf,9}} +{fAg. 3} — {9, {f. h}}.
A présent en effectuant les permutations circulaires et en sommant on obtient
Nij (wﬁ(d f) @ df, = (dg)@dg, 7 (dh) @ dh)
= 3({f{g.h}} + {9 {0 f}} + {h AL 03}

par conséquent Gr(7*) — M est une structure de Dirac de &,,[0] intégrable si et seule-
ment si (M, ) est une variété de Poisson.

L’exemple qui suit est étudié dans [SW01, section 2], voir également [KS10].

Exemple 2.5.18: Soit M une variété et soit £ ;[ H| ’algébroide de Courant exact associé
a H € Q*(M) (voir théoréme 2.3.7). Soit 1 € I'(A*T'M) et considérons le morphisme
de fibrés vectoriels 7* : TVM — TM comme dans I'exemple précédent. De maniére
similaire a I'exemple précédent, Gr(n#) — M est un sous-fibré vectoriel lagrangien de
TM & TYM — M. Cependant, Gr(r*) — M est une structure de Dirac de & ,[H]|
intégrable si et seulement si le triplet (M, 7, H) est une variété de Poisson tordue par H
(voir I'exemple 1.2.6). En effet, la présence de H dans le crochet de € ;[ H]| implique que

< [7(df) @ df,w(dg) @ dg], 7*(dh) @ dh>
={h{f.9}} +{f {9, h}} —{9.{f, h}} + tur(anybms(ag)brt ap) H.
donc en effectuant les permutations circulaires et en sommant on obtient
Nij (H(d f) @ df i(dg) @ dg, 7 (dh) & dh)
=3({£ A0 m}} + {0, £} + (R AF 0} ) — HXp X0, X)),

Par conséquent Gr(m*) — M est intégrable si et seulement si le triplet (M, , H) est
une variété de Poisson tordue par H (voir 'exemple 1.2.6).
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Exemple 2.5.19: Soit M une variété et soit € ,,[0] I'algébroide de Courant exact associé
a la 3-forme nulle sur M (voir théoréme 2.3.7) et soit F* — M un sous-fibré vectoriel
de TM — M, autrement dit une distribution (au sens de la théorie des feuilletages). Le
sous-fibré vectoriel F & Ann(F) — M de TM © TVM — M est lagrangien. L’invo-
lutivité de la distribution est équivalente a I'involutivité de F' & Ann(F') — M pour le
crochet de €.

Pour 'exemple suivant on aura besoin de la notion d’algébroide de Courant com-
plexe, qui est en tout point similaire a celle d’algébroide de Courant réel (définition 2.2.2),
excepté que I'on utilise des fibrés vectoriels complexes et que 'ancre est a valeurs dans
le fibré tangent complexifié TM @ C — M aulieude TM — M.

Exemple 2.5.20 : Soit &€ = ((I'M ® TVM) ® C — M,a,[-,], (-, -)) 'algébroide de
Courant exact associé a la 3-forme nulle sur M (voir théoréme 2.3.7) complexifié (I’ancre,
le crochet et le produit scalaire sont identiques a ceux apparaissant dans le théoréme 2.3.7
excepté que l'on travaille avec des sections complexes). Soit J € End(7M) une structure
presque complexe, c’est-a-dire un endomorphisme de TM — M tel que J? = —Id.
Rappelons que 'ona T'"M @ C = Ty ;M ST oM ou Ty M — M estle —i-fibré vectoriel
propre de J ® C et T} oM — M est le +i-fibré vectoriel propre de J ® C (voir [Huy05,
proposition 1.3.1]). On a Ann Ty ; M == T}, M. Le sous-fibré vectoriel Ty s M & T\ M —
M de TM @ C — M est lagrangien.

On obtient ainsi une structure de Dirac sur € et l'intégrabilité de cette structure
équivaut a 'intégrabilité de la structure presque complexe J en une structure complexe.
En effet, supposons que le sous-fibré vectoriel Ty 1 M & Ty\,M — M est involutif. Ceci
induit I'involutivité de la distribution complexe 7 ; M — M puis I'intégrabilité de J en
une structure complexe (voir [Huy05, proposition 2.6.17]). Réciproquement supposons

que J soit intégrable en une structure complexe, alors d = 0 + 0. Soit deux sections
XPa,Y@[de T071M69T1\TOM — M. Alors

X da,Y® b =[X,Y]eLxf — tyda
=[X,Y]®txdp — tyda
= [X,Y] D tx9B — ty0a,

ce qui est bien une section de Ty, M @ T\,M — M, on obtient par conséquent I'invo-
lutivité du sous-fibré vectoriel Ty, M & T 1\/ oM — M.

On observe donc que la notion de structure de Dirac intégrable permet de synthétiser
des questions « d’intégrabilité » de nature différente.

Exemple 2.5.21: Soit (A, B, (-, -))) un bigébroide de Lie, avec A = (A — M, ax, [, ]a)
et B= (B — M,ag,|,|5). On sait que A & B — M peut étre muni d’une structure
d’algébroide de Courant (voir 'exemple 2.3.13), le double du bigébroide (A, B, (-, -)).
Alors les sous-fibrés vectoriels A — M et B — M de A® B — M sont deux structures
de Dirac intégrables du double de (A, B, (-, -)).

Le théoreéme suivant (apparu dans [LWX97, théoréme 2.6]) suit une démarche inverse
de celle de 'exemple précédent.
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Théoréme 2.5.22 : Soit ¢ = (E — M, a, [, ], (-,-)) un algébroide de Courant et soit
Ly — M et Ly — M deux structures de Dirac de € intégrables et complémentaires or-
thogonales, c’est-a-dire £ = Ly L Ly. Alors (Ly — M, Ly — M, (-, -)) est un bigébroide
de Lie.

Ci-apres nous redonnons deux exemples de structures de Dirac intégrables qui cette
fois-ci s’appuient sur le théoreme [LWX97, théoréme 6.1] (voir aussi la référence origi-
nale [Cou90]).

Théoréme 2.5.23 (théoréme 6.1, [LWX97]) : Soit (A, B, (-, )), ot 'on notera A =
(A— M,aa,[,:]a)etB = (B — M,ag,|,|5), un bigébroide de Lie (définition 2.3.12).
Soit ® : A — B = AY un morphisme de fibrés vectoriels couvrant I'identité. Alors
Gr(®P) est une structure de Dirac du double de (A, B, (-,-)) (voir 'exemple 2.3.13) in-
tégrable si et seulement si ® est antisymétrique (pour le produit scalaire du double du
bigébroide de Lie) et satisfait I’équation de Maurer-Cartan

- 11~ ~
m¢+{®¢}=&
2 B

ot & € O2(A) est défini par ®(u,v) = P(u)(v) pour tous u, v € I'(A). De maniére
analogue, le graphe d’un morphisme de fibrés vectoriels ¥ : B — A = BY couvrant
I'identité est une structure de Dirac intégrable si et seulement si U est antisymétrique et
satisfait ’équation

~ 1r~ ~
@@+{@@}:Q
2 A
ou W € O%(B) est défini par U (u,v) = ¥(u)(v) pour tous u, v € ['(B).

Exemple 2.5.24 : Soit M une variété équipée de la structure de Poisson triviale (le bi-
vecteur de Poisson est nul) et considérons le bigébroide de Lie & = (T, Pps[r = 0])
(voir I'exemple 2.3.16). Puisque la différentielle d, = —[r,|sn (voir 1.4.17) du second
algébroide de Lie est nulle, on a d’aprés le théoréme précédent que le graphe d’une ap-
plication 7* : TV M — T M est une structure de Dirac de & intégrable si et seulement si
(7, T|sn = 0 c’est-a-dire si (M, 7), ot 7(cr, 3) = 7*()(), est une variété de Poisson ;
on retrouve 'exemple 2.5.17.

Exemple 2.5.25 : Soit M une variété équipée de la structure de Poisson triviale (le bi-
vecteur de Poisson est nul) et considérons le bigébroide de Lie & = (Py[m = 0], Tas)
(voir Pexemple 2.3.16). Puisque le crochet de Schouten-Nijenhuis sur le premier algé-
broide est nul (ceci découle de (1.3)), on a d’apres le théoréme précédent que le graphe
d’une application w’ : TM — TV M est une structure de Dirac de &, intégrable si et
seulement si dw = 0, ot w(X,Y) = ’(X)(Y), cest-a-dire si (M,w) est une variété
présymplectique ; on retrouve 'exemple 2.5.15.

La définition suivante est une version relative de la notion de structure de Dirac dans
le cas ou la base du sous-fibré vectoriel est une sous-variété de la base de I’algébroide
de Courant. Cette notion est apparue dans [AX07, définition 6.3] et est utile dans la
description des morphismes entre algébroides de Courant, voir section 2.6.
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Définition 2.5.26 : Soit £ = (K — M, a,[,-],(-,-)) un algébroide de Courant et soit
N une sous-variété de M. Une structure de Dirac de € a support sur N est un sous-fibré
vectoriel . — N de £ — M lagrangien et tel que pour tout u € L, on ait a(u) €
T'N. On dira qu'une telle structure de Dirac est intégrable si pour toutes sections u, v €
['(E) telles que u|y,v|y € I'(L), alors [u,v]|y € I'(L). Cette derniére propriété sera
également appelée involutivité de F' — N.

Le lemme 2.5.5 et la proposition 2.5.10 se généralisent directement au cas de struc-
tures de Dirac de la définition précédente.

La proposition suivante généralise [LWX97, proposition 7.1], il s’agit en réalité du
théoréme [AX07, théoréme 6.11] pour lequel nous donnons une preuve plus simple ne
faisant pas intervenir la notion d’opérateur de Dirac générateur (voir remarque 2.2.11).

Proposition 2.5.27 : Soit A = (A — M,ay, |, Ja) et B = (B — M,ap, |, |p) deux
algébroides de Lie tels que (A, B, (-, -)) soit un bigébroide de Lie (définition 2.3.12). Soit
N une sous-variété de M et soit /' — N un sous-fibré vectoriel de A — M. Alors le
sous-fibré vectoriel L = F @ Ann(F) — N de A ® B — M est une structure de Dirac
du double du bigébroide de Lie (A, B, (-, -)) a support sur N (la construction du double
est explicitée dans 2.3.13), intégrable si et seulement si ' — N est un sous-algébroide
de Lie de A et Ann(F') — N est un sous-algébroide de Lie de B.

Preuve : Supposons que L — N soit une structure de Dirac de (A, B, (-, -))) a support
dans N intégrable. Montrons que F' — N est un sous-algébroide de A (définition 1.3.14).
En vertu de 'expression de I'ancre a du double de (A, B, (-,)) (exemple 2.3.13), on a
pour tout u € F que as(u) = a(u) € T'N par hypothése. Puis pour tous u,v € I'(A)
telles que u|y,v|y € T'(F), on a [u,v]a|ny = [u,v]|y € T(L) NT(A) par hypothése,
donc [u,v]a|n € T'(F). Un raisonnement similaire montre que Ann(F’) — N est un
sous-algébroide de Lie de B.

Réciproquement supposons que ' — N est un sous-algébroide de Lie de A et
Ann(F) — N est un sous-algébroide de Lie de B. Tout d’abord L. — N est lagran-
gien par définition. Soit v € F et o« € Ann(F), alors a(u @ o) = ax(u) + ap(a) €
['(T'N) par hypothése. Enfin soit u & « et v & [ deux sections de I'(A & B) telles que
u®aly,v®B|y € I'(L). D’aprés 'expression du crochet |-, -] du double de (A, B, (-, -))
ona

[u® v ] = [u,v]a + LIv— Fdpu® [a, Bl + LB — 1) dacr.

Montrons que [u@® a, v® []|x € T'(L). Tout d’abord par hypothése on a que [u, v]a|y €
['(F) et [, B]g|y € I'(Ann F), il reste donc a étudier les autres termes. La composante
sur A s’écrit

va - LgdBU = Ldev +dg [a(v)} — LBBdBu,

que l'on va a présent évaluer sur N. En notant (j, J) le morphisme I'inclusion d’algé-

broides de Lie
F—' s A
N M

s

SN
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on obtient
dp[a(v)] |N = (4, J)*dg[a(v)] = dp(j, J)'a(v) = 0,

puisque a(v)|y = 0. Les deux termes restants sont analogues, considérons par exemple
le terme (2dpgv. Soit v € T'(B) telle que y|y € T'(Ann F'). Alors

(dpv)(a, )|y = [ap(@) - 1(v) —ap(7) - a(v) = [, 7] ()]

et on montre que chaque terme est nul par un raisonnement similaire a celui ci-dessus.
Par conséquent (?dgv € T'(F). La composante sur B se traite de maniére analogue, on
conclut donc que L — N est une structure de Dirac du double du bigébroide de Lie
(A, B, (-, -)) asupport sur N intégrable. O

Remarque 2.5.28 : La preuve peut étre adaptée au cas des proto-bigébroides de Lie.

2.6 Morphismes d’algébroides de Courant

La définition suivante généralise directement la définition 1.3.1 des morphismes entre
algébroides de Lie de méme base.

Définition 2.6.1 : Considérons deux algébroides de Courant
&= (E— M,ag,[,]p (- )e) et F=(F = Mag,[,]r (-, )F),

au-dessus de la méme base M. Un morphisme entre € et J, couvrant l'identité, est la
donnée d’'un morphisme @ entre les fibrés vectoriels £ — M et ' — M qui commute
aux ancres, aux produits scalaires et aux crochets au sens ou

ap =apod, (2.38)
et pour tous u, v € ['(E),
O ([u,v]p) = [®(u), ()] - (2.40)

Dans le cas ou ® est un isomorphisme de fibrés vectoriels (respectivement automor-
phisme) on dira que ® : & — JF est un isomorphisme d’algébroides de Courant (respec-
tivement automorphisme).

Il est clair que la composée de deux morphismes d’algébroides de Couvrant couvrant
I'identité est encore un morphisme d’algébroides de Courant couvrant I'identité, ce qui
amene a la définition suivante.

Définition 2.6.2 : Soit M une variété. La catégorie AlgdCourant()/) a pour objets les
algébroides de Courant de base M et pour morphismes les morphismes entre algébroides
de Courant de base M couvrant I'identité.

Proposition 2.6.3 : On a un foncteur d’oubli AlgdCourant()/) — AlgdLeibniz()]),
qui oublie le produit scalaire.
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Le défaut d’antisymétrie du crochet d'un algébroide de Courant, introduit par le pro-
duit scalaire a travers 'opérateur D, peut étre supprimé par un passage au quotient, ce
qui est le contenu de la proposition suivante. Il est important de rappeler que, conformé-
ment a nos conventions, nous ne travaillons qu’avec des algébroides de Courant réguliers
(Pancre est de rang constant) et que par conséquent on peut considérer Ker a en tant que
fibré vectoriel (de rang constant).

Proposition 2.6.4 : Soit £ = (E — M, a, |-, -], (-,-)) un algébroide de Courant (ré-
gulier). Alors le fibré vectoriel quotient £/(Kera)t — M est canoniquement muni
d’une structure d’algébroide de Lie; on notera & cet algébroide de Lie et on I'appellera
Ialgébroide de Lie associé a €.

Preuve : D’aprés (2.15) (Kera)t est (M )-engendré par Im Id qui est un idéal bilatére
pour la structure d’algébre de Leibniz : pour u = Df € I'(ImD) etv € I'(E) on a
[u,v] = [Df,v] =0 € I'(Im D) d’apreés (2.11) et pouru € I'(E) etv = Df € I'(Im D) on
a[u,v] = [u,Df] = D(Df,u) € I'(Im D) d’apres (2.12). D’apreés (2.14) I’ancre passe au
quotient. On obtient alors une structure d’algebre de Leibniz sur les modules de sections
de A = E/(Kera)t — M qui est a fortiori une structure d’algébre de Lie le crochet

étant a présent antisymétrique, munissant ainsi A — M d’une structure d’algébroide de
Lie. [

Remarque 2.6.5: Soit& = (E — M, a, [, ], (-, -)) un algébroide de Courant. Le produit
scalaire (-, -) ne passe pas au quotient par (Kera). En effet on a

(u+Df, v+ Dg) = (u,0) +a(v) - f +a(u) g
pour tous u,v € I'(E) et f, g € C>°(M). Voir également la proposition 3.1.2.

Exemple 2.6.6 : Soit M une variété et soit € ;[ H] I'algébroide de Courant exact associé
a H € Q3(M) (exemple 2.35). Nous avons Kera = (Kera)t = TV M. On en déduit que
E[H] est isomorphe a T,

Proposition 2.6.7 : On a un foncteur K : AlgdCourant()) — AlgdLie()M) défini
sur les objets par K(€) = & et sur les morphismes ® : & — J par K(®) = ® ot le
morphisme d’algébroides de Lie ® : € — T est induit par P.

Preuve : Considérons deux algébroides de Courant & = (E — M, ag, [, g, (-,")E) et
F=(F— M,ap,||r, (-, ")r) etsoit® : € — F un morphisme au sens de la définition
2.6.1. Pour que ¢ passe aux quotients, il est nécessaire et suffisant que

®((Keras)™) C (Kerap)™,
ce qui équivaut d’apres (2.14) a
<I>(Im DE) C ImDgp.

Soitu,v € I'(E), alors d’aprés (2.7) et le fait que $ commute aux crochets et aux produits
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scalaires
®(Dg(u,v)p) = @ ([u,v]p + [v,ulp)
= [@(u), @(v)]F + [(ID(U), (P(u)] -
= DF<CI>(u),<I>(U)>F
= Dp(u,v)p.

Or C>*(U), U étant un ouvert de M, est engendré par la produits (u, v)p d’apres (2.18),
donc ® passe aux quotients ; I'application quotient est notée ®. Il faut a présent vérifier
que ® est un morphisme d’algébroides de Lie. Comme remarqué dans la preuve de la
proposition 2.6.4, les ancres et les crochets passent au quotient, les relations (2.38) et
(2.40) impliquent alors que ® est un morphisme d’algébroides de Lie. ]

Traitons a présent le cas de morphismes entre algébroides de Courant qui ne couvrent
pas nécessairement I’identité. Nous allons donner deux définitions apparues dans [AX07,
section 6.5]. La seconde est plus générale, en un certain sens, que la premiére. La premiere
s’appuie sur le lemme suivant, qui fait intervenir I'isomorphisme de dualité fourni par
un produit scalaire.

Lemme 2.6.8 : Soit m; : By — M et my : 5 — M, deux fibrés vectoriels équipés de
produits scalaires. Soit (¢, ®) : F; — E, un morphisme entre ces deux fibrés vectoriels.
Alors, a toute section u € I'(E») est associée une section u € ['(F) donnée par

(Y70 (@) 09 Ta)(¢'w),
ouY; : By — EY (respectivement Y5 : Ey — EJ) désigne I'isomorphisme de fibrés

vectoriels induit par le produit scalaire sur le fibré vectoriel £y — M; (respectivement
Ey — Ms). Cette section @ € I'(E) )sera appelée tiré en arriére de u € I'(Es) par (¢, ).

u

Preuve : Commencons par rappeler la construction du fibré vectoriel tiré en arriere

QO!EQ L) E2

M1L>M2

L’espace total est o' Ey = {(z1,e3) € My x Ey : my(e3) = ¢p(x1)} et les applications
T et ¢' sont les projections naturelles données par (71, €e3) = 71 et @' (11, €2) = es.
Alors 7y : ¢'Ey — M, est un fibré vectoriel (voir [Hus94, proposition 3.1, chapitre
3]). Etant donnée une section u € I'(E,) on a une section p'u € I'(¢'E,) définie par
(¢'u)e = Uy pour tout z € M; et appelée tiré en arriére de u. Le morphisme de
fibrés vectoriels ® : E; — F, se factorise au travers de (' £, en un morphisme de fibrés

. !
vectoriels @ :
@

!

E1 L QD!EQ L) E2

N

Ml—MlLMQ
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défini par ®'(x1,e;) = (v1,P(e1)) pour tous x, € M et e; € Ey|,, (voir [Hus%4,
proposition 5.5, chapitre 2]). Rappelons également (voir [Hus94, proposition 6.6, chapitre
2]) qu’étant donné un morphisme ¥ : A — B de fibrés vectoriels de base M couvrant
I'identité et une application g : N — M, on a un morphisme ¢'V : ¢' A — ¢'B de fibrés
vectoriels de base N défini par ¢'V(x,u) = (x, U(u)) pour tous v € N et u € Al,. On
obtient ainsi un foncteur contravariant ¢' : Vect(M) — Vect(N), ou Vect(X) désigne
la catégorie des fibrés vectoriels sur une variété X (voir [Hus94, proposition 5.6, chapitre
2]). Reprenant les notations de I’énoncé, en notant 15 : Ey — EJ I'isomorphisme de
fibrés vectoriels induit par le produit scalaire sur le fibré vectoriel £ — M5, on obtient
un nouvel isomorphisme de fibrés vectoriels ©'Fy — ¢'E}. Considérons a présent le
diagramme commutatif
By & gy & gy
Ty 1 go’Tz To

ElL@!E2L>E2 )

™ h T2

~ ~ ~

Ml—MlL)MQ

ou Yy : By — EY est I'isomorphisme de fibrés vectoriels induit par le produit scalaire
sur le fibré vectoriel F; — M;. Etant une donnée une section u € I'(E5) on pose

a= (Y70 (2)Y 0p'Ty)(pu). (2.41)
On vérifie alors que 4 est bien une section de £y — M;. OJ

Remarque 2.6.9 : Reprenons les notations du lemme précédent. Soit u € T'(E}) et soit
v € I'(Ey) telles que u = 0. La relation (2.41) s’écrit de maniére abrégée selon

Uy = [(‘I)!)V(UZ(;E))F,
pour tout x € M;. Par conséquent u = v implique
(Vpa) = P(ua), De)) = 0,
pour tous z € M; et e € Ey, donc pour tout z € M; on a
Vp(a) — P(us) € (Im @),

. . . ’ . | . ’ .
ce qui ne signifie pas nécessairement que ¢'v = ®(u) puisque P n’est pas nécessairement
surjective.

Définition 2.6.10 : Considérons deux algébroides de Courant

£ = (- Map,[. 15, )8) et § = (F = Noap, [ e, - )e).
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Un morphisme d’algébroides de Courant (o, ®) : € — F au sens fort est la donnée d’'un
morphisme de fibrés vectoriels (¢, ®) : £ — F qui commute aux ancres, aux produits
scalaires et aux crochets au sens ou

dpoag =apo®, (2.42)
(u,v)p = g0*<CI>(u), CI)(U)>F, (2.43)

pour tous u,v € I'(E) et
@([ﬁ, @}E> = ' [u, v]p, (2.44)

pour tous u,v € I'(F'). Dans (2.43), ¢* désigne l'opération tiré-en-arriére définie par
©*(g) = g o p, pour toute fonction g € C*°(N). Dans le cas ou (¢, ®) est un isomor-
phisme de fibrés vectoriels (respectivement automorphisme) on dira que (¢, ®) : € — F
est un isomorphisme fort d’algébroides de Courant (respectivement automorphisme fort).

Remarque 2.6.11 : Reprenons les notations de la définition précédente. Dans le cas ou
les deux algébroides de Courant € et I ont une base commune M, on a par orthogonalité

—

de ® que ®(u) = u pour toute section u de E — M et la définition 2.6.10 est équivalente
a la définition 2.6.1.

Remarque 2.6.12 : Reprenons les notations de la définition précédente. Dans le cas d'un
isomorphisme fort d’algébroides de Courant (¢, ®) : € — F, I'isomorphisme de fibrés
vectoriels (¢, ®) : F — F induit une application au niveaux des modules de sections,
encore notée @, et définie par ®(u), = ®(u,-1(,)), pour tout u € I'(K) et y € N. Dans
ce cas, la condition (2.44) est équivalente a la condition

@([u, U}E) = [(I)(“)7 @(v)} F

pour toutes sections u, v € I'(E).

Définition 2.6.13 (définition 6.12, [AX07] et section 1.3, [LBM09]) : Soit & = (F —
M ag,[,|g, (-, )Eg) et F = (F — N,ap,[,|r, (-,-)r) deux algébroides de Courant.
Un morphisme d’algébroides de Courant (p, L) : € --+ JF au sens faible est la donnée
d’une application lisse ¢ : M — N et d’une structure de Dirac (p, L) (voir 2.5.26) de
'algébroide de Courant produit —& x F (voir 2.4.1 et 2.2.6), a support sur Gr(y) et inté-
grable. Dans le cas ou ¢ est un automorphisme de M (c’est-a-dire un difféomorphisme
lisse p : M — M) et & = F ondira que (p, L) : € --» & est un automorphisme faible
de €.

Lemme 2.6.14 : Soit M et N deux variétés et f : M — N une application lisse. Alors
TGr(f)=Gr(df) cTM & TN.
Preuve : Il suffit de montrer que pour tout x € M on a
Tl gy Gr(f) = Gr (df, : TuM — Ty N).

Soit donc x € M et~ : I — M un chemin dans M, avec [ un intervalle de R, tel
que v(0) = z. Alors T'(t) = (v(t), f(7(t))) est un chemin dans Gr(f) tel que I'(0) =
(z, f(x)). En dérivant par rapport a ¢ il vient

0(t) = (3. dfo0 (3(0) ).
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par conséquent on obtient
Tl fz)) Gr(f) = {#(0) : v : I — M chemin dans M tel que (0) = =}
= {(v,dxf(v)) (v € TxM}
= Gr (df, : ToM — Ty N).
]

Ci-apres nous énoncons et donnons une preuve de [AX07, proposition 6.9] (qui ne
figure pas dans la prépublication) avec une hypothese supplémentaire.

Proposition 2.6.15 : Considérons deux algébroides de Courant
&= (E — MvaEv ['a ']Ea <'a >E> et F = (F — M7aF7 ['a ']F7 <'7 >F>7

Soit (p,®) : € — F un morphisme d’algébroides de Courant au sens fort (définition
2.6.10) tel que Gr(®) — Gr(yp) soit coisotrope pour le produit scalaire de —& x F. Alors
(p,®) : € — F est un morphisme d’algébroides de Courant au sens faible (définition
2.6.13).

Preuve: D’aprés le lemme 2.5.13 Gr(®) — Gr(p) est un fibré vectoriel, qui est un sous-
fibré vectoriel du produit cartésien F'x F' — M x N.On va montrer que Gr(®) — Gr(p)
est une structure de Dirac de I’algébroide de Courant produit —€& x J (voir la proposition
2.4.1) a support sur Gr(y) et intégrable. Notons (-, -) le produit scalaire sur le produit
cartésien —€ x JF, d’apres (2.43) on a pour tous u,v € E

<(u, (ID(u)), (v, q)(v))>

ce qui signifie que Gr(®) — Gr(yp) est isotrope. Ce sous-fibré vectoriel est également
coisotrope grace a ’hypothése de I’énoncé. Notons a 'ancre de —€ x F. Pour tout v € F,
on a d’apres (2.42) que

a(u,q)(u)) = (aE(u),aF o CID(u)) = (aE(u),dgpan(u)),

= —(u,0)p| + (@), @), =0,

(2, (2)) #(z)

ce quiest dans T Gr(p) d’aprés le lemme 2.6.14 ; par conséquentona a(Gr ®) C T Gr(y).
Intéressons-nous a présent a l'involutivité. D’apres la section 2.4.1, il suffit de mon-
trer I'involutivité sur des sections du produit cartésien de la forme pr'; u ® pr'y v, avec
u € T'(E) etv € I'(F). Considérons donc pr',; u & priy v, pri, v’ @ priy v’ € T'(E x F)
telles que prhy, uBprly v]ar(p), Priy WBPry v'|Gr(p) € T'(Gr @). Cela signifie, par exemple
dans le cas de prh, u @ pry v, que

(pr!M u D pr!N U) (@0(2)) € L, ® Fi,

et v, = P(u,), pour tout x € M ; C’est-a-dire ®(u) = ¢'v. Par conséquent d’apres la
remarque 2.6.9 on a ¥ = u. Par définition,

[pr!M u @ priy v, pry, v @ pry U/] = prh,[u, v g ® priy[v, V] s,
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et pour montrer que le membre de droite est dans ['(Gr ®), il faut montrer que
®([u,u']5) = ¢'[v,v']p. Or d’aprés (2.44) on a

O ([u,v])g) = ([0, 0]r) = ¢'[v,V]F.

Finalement on obtient que Gr(®) — Gr(y) est une structure de Dirac de —€ x F a
support dans Gr(y), intégrable. Ainsi (¢, Gr®) : € --» F est un morphisme faible
d’algébroides de Courant. ]

Exemple 2.6.16 : Soit & un algébroide de Courant, dont on notera £ — M le fibré
vectoriel sous-jacent. Le morphisme fort (Idy,,Idg) : E — E admet pour graphe la
diagonale £/ x © — M x M qui est une structure de Dirac intégrable de —€ x €. On
notera Id¢ : € --» € le morphisme faible associé, que I'on appellera morphisme identité

de €.

Exemple 2.6.17 : Soit g, h deux algebres de Lie quadratiques que 'on considere comme
des algébroides de Courant au-dessus d’un point (exemple 2.3.1). Un morphisme d’al-
gebres de Lie quadratiques g — b est un morphisme d’algébroides de Courant au sens
fort. Une sous-algebre lagrangienne et stable pour le crochet de —g®h est un morphisme
d’algébroides de Courant au sens faible.

La souplesse apportée par la notion de morphisme faible prend toute son essence avec
les exemples qui vont suivre. En effet la plupart des exemples d’algébroides de Courant
proviennent de bigébroides de Lie ou de proto-bigébroides de Lie, entre lesquels on ne
peut souvent pas construire de morphisme de fibrés vectoriels a cause d'une « double
variance » naturellement présente dans ces exemples.

Le premier exemple est énoncé dans [AX07, proposition 6.12] ; on note que la preuve
ne fait pas appel a [AX07, proposition 6.8] (cette proposition faisant intervenir la notion
d’opérateur de Dirac générateur).

Définition 2.6.18 : Soit M et N deux variétés et ¢ : M — N une application lisse.
On dira que deux champs de vecteurs X € I'(T'M) et Y € I'(T'N) sont @-compatibles
si 0. (X) = ¢'Y,ou ¢, = d¢' : I'(TM) — T(p*TN). On notera ¢* I'application
duale ) : T(p*TVN) — T(TVM) (souvent en géométrie différentielle on confond
abusivement les applications di et de').

Lemme 2.6.19 : Soit M et N deux variétés et ¢ : M — N une application lisse. Soit
X eI'(TM)etY € I'(TN) deux champs de vecteurs p-compatibles. Alors pour tout
weN(N)ona

tx(P'w) = o'tyw, Lx(p'w) = Lyw.

Preuve : Soit w € QF(N) et soit X1, ..., Xy, € I'(T'M). Alors

[ex (@ w)][(Xi,..., Xp) = ("w)(X, X1, ..., Xi-1)
= w(Pe X, 0 X1, 0 X 1)
= (byw)(psX1, .oy 0 Xpo1)
= [(,0*<Lyw)} (X1, Xio1).
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La seconde formule résulte d’une application de la premiere ainsi que de la formule « ma-
gique » de Cartan ([Lee13, théoréme 14.35]) et du fait que le tiré-en-arriére * commute
avec la différentielle de De Rham d (voir [Lee13, proposition 11.25]) :

Lx(p'w) = txdp*w + dexp'w
=1xp'dw+dpyw
= ¢ Lydw + p*diyw
=" Lyw.

O

Proposition 2.6.20 : Soit M et N deux variétés et ¢ : M — N une application
lisse. Soit €y [Hy) = (E — M, ag, [, g, (-,:)r) (respectivement Ey[Hy| = (F —
N,ap, [, |F, (-,-)r)) Palgébroide de Courant exact sur M (respectivement N) associé
a H)s (respectivement associé a Hy) (voir exemple 2.35). Considérons L — Gr(yp) le
sous-fibré vectoriel de E x F' — M x N défini par

L={(v® ¢, o0& : (v,€) € T,M x T, N pour tout (z,y) € Gr(p)}.

Alors (¢, L) est une structure de Dirac de —& y/[Hp| X En[Hn], et (o, L) est intégrable
si et seulement si p*Hy = Hyy. Ainsi (¢, L) : Ep[Hpy| --» Ep(Hy) est un morphisme
faible si et seulement si p*Hy = H)y.

Preuve : Montrons que (¢, L) est une structure de Dirac de —&,/[Hy| x Enx[Hy] a
support sur Gr(y). Tout d’abord L — Gr(p) est isotrope puisque par définition du
produit scalaire sur le produit cartésien,

(v & puv B E),(w B 9™, puw B 7))
= (VB P EWB '), + (LB E pw D),
= —(¢")(w) — (¢™n)(v) + E(puw) + nlpsv),

ce qui est nul par définition de ¢* en tant qu’application duale de (.. Montrons a présent
la coisotropie. Soit (u @ &, v @ n) € L+ donc en particulier on a

(ud&van), (wd0,pwd0)) = —¢(w) +n(w) =0,
d’ou & = ¢*n, et également
(ud&ven), (08 ¢"0e () = —((pu) +{(v) =0,

dottv = p,usainsi (uBE,vEN) = (UBP*n, p.udn) € L. Concernant la compatibilité
avec I’ancre on a pour tout (v ® ¢*¢, p,v ® &) € I'(L)

a((v® @, P ®E)) = ap(v® ') Bap(p.w ©E)
=0 @ p €T Gr(p).

Terminons par I'involutivité. D’apres la construction du produit cartésien (voir section
2.4.1) il suffit de montrer cette propriété pour les expressions de la forme pr'; (X & o) @
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priv(Y @ B) € T(E x F)pour X o € I'(E) et Y @ 3 € T'(F). Considérons donc
pri (X @ a) @ priy(Y @ B) et priy, (X' @ o) @ priy(Y' @ ) telles qu’apres restriction
a Gr(p) on obtienne des sections de Gr(®) — Gr(yp). Cela signifie, par exemple pour
pri, (X @ a) @ priy(Y @ 8), que a = p*B et 'Y = ., X. Par définition du crochet sur
le produit cartésien on a

[priy (X @ a)@pry (Y @ §), priy (X' @ o) @ pry(Y' @ )]
=pry [XGo, X ®d] dpry[YosY o],
= pry, {[X, X'ty & Lxa’ — exda + LX/LXHM}
@ priy {[Y, Yy & Lyp — tydf + Ly/LyHN}.

Pour montrer qu’apres restriction a Gr(y) on obtient un élément de I'(Gr @), on doit
montrer que

[Y7 Y/}TN = ¥ [X’ Xl}TM’
(,0* (gyﬂl — Ly/dﬂ) = ng/ — l,,X/(jlog7

90* (Ly/LyHN) = LX’LXHM-

La premiére identité vient du fait que X et Y d’une part, X’ et Y’ d’autre part, sont ¢-
compatibles et donc par naturalité du crochet de Lie [ X, X'] et [Y, Y] sont p-compatibles
([Lee13, proposition 8.30]). La seconde identité découle de I’application du lemme précé-
dent et du fait que « = p*f et o/ = ¢*[’. Enfin d’apreés le lemme précédent, la troisiéme
identité est vérifiée si et seulement si p*Hy = H),. O

La proposition suivante est énoncée dans [AX07, corollaire 6.11] et s’appuie sur
[AX07, théoréme 6.10] ; nous proposons une preuve directe, plus élémentaire.

Proposition 2.6.21 : Soit (M, ) et (N, w) deux variétés de Poisson et soit ¢ : M —
N une application lisse Poisson (voir [Vai94, définition 1.17] ou [LGPV13, définition
1.18 et proposition 1.19]). Considérons les bigébroides de Lie (voir 'exemple 2.3.16)
(Puel7], Tar) et (Py[w], Tw) ainsi que L — Gr(yp) le sous-fibré vectoriel de £ x F —
M x N,avec E=T"M &@TM et F =TYN @& TN, défini par

L={(¢"¢®v,£®pw): (Ev) € T)N x T,M pour tout (z,y) € Gr(p)}.

Alors (g, L) est un morphisme faible entre les doubles (voir exemple 2.3.13) des bigé-
broides de Lie (P[], Tar) et (Pn[w], Tw).

Preuve : L’isotropie et la coisotropie de L — Gr(y) se montrent de maniére similaire
a ce qui est fait dans la proposition précédente. Notons 7 : TV M — T'M T’application
ae€TYMw— m(a,-) € T, M et similairement pour w. Concernant la compatibilité avec
I’ancre, on a, par définition de I’ancre sur le produit cartésien,

a((P e @0, D pv)) = ap(P"E B V) D ap(€ ® )
= (7" (¢ +v) ® (*(€) + puv)

or, d’aprés [LGPV13, proposition 1.19] il vient pour toute fonction g € C*°(N)

. [1H(e"6)] - g = 7H(P7E) - (g0 p) = m(™€, p*dg) = [A2p.7]*(€) - g = & (€) - g.
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On en déduit que a((¢*¢ D v, € ® ¢.v)) € T Gr(yp). 1l reste & montrer 'involutivité.
D’apres la construction du produit cartésien (voir section 2.4.1) il suffit de montrer cette
propriété pour les expressions de la forme pry,(a @ X) @ pry(B®Y) € I'(E x F)
poura® X € I'(E) et 3@ Y € I'(F). Considérons donc prh,(a ® X) @ pry (B Y) et
prh, (o ® X') @ priy (3 @Y’ telles qu'apres restriction a Gr(() on obtienne des sections
de Gr(®) — Gr(p). Cela signifie, par exemple pour pry,; (o ® X) @ priy(8 @ Y), que
a = @*Bet 'Y = p,X.Par définition du crochet sur le produit cartésien on a

[priy (e & X)@pry (8@ Y), pryy(of & X) & priy(5' & Y")]
=pry [a@ X, d e X epy[feY.f Y],
= pry, {&Pﬂﬁ(a)a' — Loy — d{7(a, ')} + Lxd —ixda
S [X> X/]TM - [WaOé(X/)]SN - La[W,X/]SN + Lo/[W,X]SN}
& prly {Las(9 8 = Lo — A (8, )} + Ly — 1yd8

D [Y7 Y/} TN [w7 /B(Y/)]SN - Lﬂ[w7 Y,]SN + Lp [71—7 X]SN}7
et pour montrer qu’il s’agit d’une section de L — Gr(¢p), on doit montrer que

o {Lar — LB — A{(8,8)} + Ly - 1B}
= L) — Lo —d{m(a, )} + Lxd/ — xda,
[Y’ Y,]TN - [w7B(Y/>]SN - Lﬁ[w> Y/]SN + Ly [W,X]SN

= o [X. Xlrar = [, 0(X)low = 10[X. X]ow + tor[m, Xsw }.
Or, d’apreés le lemme 2.6.19 et [LGPV13, proposition 1.19], on a
P L) = Lo ($8) = Lrsprp) (07F) = s
et d’apres le fait que ¢ est Poisson, on a également que
p'd{=(8,8")} = d{e.(B,8)} = d{n(a, )}

Enfin, d’apreés le lemme 2.6.19 et une extension de [Leel3, proposition 8.30] a [, -]sn, on
obtient

pstalm, X'sn = tgps[m, X'Isn = tplum, 0. X' lsn = 15[, Y'sn,
et finalement
@u[m, (X )]sn = [@, Puta X Tsn = [, 1Y "|sx;
ce qui permet d’obtenir I’égalité cherchée (les autres égalités intermédiaires étant obte-

nues de maniére similaire a la proposition précédente). [

La composition de morphismes faibles entre algébroides de Courant exige des hypo-
theses techniques supplémentaires que nous décrivons maintenant brievement.
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Définition 2.6.22 : Soit &, F et § trois algébroides de Courant. Soit (i, L) : € --» Fet
(', L") : F --+ G deux morphismes faibles. On pose

L'oL={(u,w) € ExG:3veF (uv)€Let(v,w)e L'}
- prEXg{(L < L') N (E x A(F) x G)}, (2.45)

ou E (respectivement F, (G) désigne l'espace total du fibré vectoriel sous-jacent a &
(respectivement F, G) et A est I'application diagonale v — (v, v).

Reprenons les notations de la définition ci-dessus. Afin que le sous-ensemble L' o L
de £ x (G définisse un sous-fibré vectoriel (c’est-a-dire qu’il existe un choix continu
d’éléments v € F satisfaisant les conditions (u,v) € L et (v,w) € L), il est nécessaire
d’imposer des conditions supplémentaires, qui sont énoncées de maniere générale dans
[LBM14, section 1.4 et annexe A] avec de nombreux détails. Une des conditions utilisées
dans [LBM14] est que l'intersection (2.45) soit propre au sens de Bott, c’est-a-dire définit
une variété lisse et 'intersection des espaces tangents est 'espace tangent de I'inter-
section (voir [Hor07, annexe C.3]). On dira que 'intersection (2.45) est propre si elle est
propre au sens de Bott et que la projection L x L' — E X G est lisse et de rang constant.

Proposition 2.6.23 : [LBM14, proposition 1.4] Soit €, F et G trois algébroides de Cou-
rant. Soit (p, L) : € --» Fet (¢/,L') : F --» G deux morphismes faibles, tels que
'intersection (2.45) soit propre au sens ci-dessus. Alors (¢’ o, L' o L) est un morphisme

faible de € vers G.

La proposition suivante montre qu'un automorphisme faible (voir définition 2.6.13),
provenant du graphe d’un morphisme de fibrés vectoriels surjectif est un automorphisme
fort (voir définition 2.6.10) ; et réciproquement.

Proposition 2.6.24 : Soit &€ = (F — M, a, [, -], (-,-)) un algébroide de Courant. Soit
(p,L) : € --» € un automorphisme faible de &, ou L est le graphe d’un morphisme
surjectif de fibrés vectoriels (¢, ®) : E — E. Alors (¢, ®) est un automorphisme fort de
€. Réciproquement, étant donné (o, ®) un automorphisme fort de £ dont le graphe est
coisotrope, (¢, Gr ®) : € --» & est un automorphisme faible de €.

Preuve : Soit (¢, L) : € --» € avec L le graphe de (¢, ®) : E — E. Alors par isotropie
de L on obtient que ® est un isométrie de (£ — M, (-, -)) donc P est injective puisque le
produit scalaire est non dégénéré. Par conséquent ¢ est un automorphisme de £/ — M
préservant le produit scalaire (-, -). Enfin I'involutivité de L assure que ® préserve le
crochet [-, -], par conséquent (p, ®) est un automorphisme fort de €. La réciproque est
assurée par la proposition 2.6.15. [

Remarque 2.6.25 : A priori la notion d’automorphisme faible d'un algébroide de Cou-
rant est plus générale que celle d’automorphisme fort puisqu’elle ne nécessite pas que la
structure de Dirac de la définition 2.6.13 provienne du graphe d'un morphisme de fibrés
vectoriels. Comme on I’a vu dans les exemples 2.6.20 et 2.6.21, dans le cas de morphismes
entre algébroides de Courant, cette généralité est indispensable pour tenir compte de la
« double variance » inhérente a la structure de ces exemples. En revanche, dans le cas des
automorphismes d’un algébroide de Courant, se limiter au cas ou la structure de Dirac de
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la définition provient du graphe d’un morphisme de fibrés vectoriels n’est a priori pas res-
trictif. Par exemple considérons I'automorphisme faible (o, L) : Ep[H] --+ Ep[H] issu
de Pexemple 2.6.20 (on a donc que ¢ est un difféomorphisme de M tel que p*H = H).
Puisque ¢ est un automorphisme de la variété M, on peut récrire L comme Gr(®P),
ou 'automorphisme de fibrés vectoriels ® : TM & TVM — TM & TV M est défini
par (X ¢ &) = de(X) & (de1)V(£), pour tout X € T(TM), ¢ € T(TVM). On
constate donc que, bien qu’issu initialement d’un morphisme faible, 'automorphisme
faible (o, L) : €y [H] --» Ep[H] provient d’un graphe, celui de ®, et d’aprés la propo-
sition précédente, cet automorphisme faible provient d’'un automorphisme fort. De plus,
la composition de morphismes faibles ne peut s’effectuer que si 'intersection (2.45) est
propre au sens de Bott. Ce sont les raisons pour lesquelles au chapitre 3 nous ne consi-
dererons que des automorphismes de type fort d’un algébroide de Courant (régulier).

Définition 2.6.26 : Soit & = (E — M, a,[-, -], (-,-)) un algébroide de Courant et soit
F — N un sous-fibré vectoriel de £ — M, N étant une sous-variété de M. On dira que
le sous-fibré vectoriel F' — N est un sous-algébroide de Courant de A si
« pour toutu € F,a(u) € TN,
« pour toutes sections u,v € I'(E) telles que u|y,v|y € I'(F), alors [u,v]|y €
[(F),

« la restriction de (-,-) & F' — N est encore non-dégénérée.

Dans la définition ci-dessus, on équipe F' — N de I’ancre a de € restreinte a F' — N,
du crochet [+, -] de € restreint a I'(F") et du produit scalaire (-, -) de € restreinta ' — N ;
muni de cette ancre et de ce crochet /' — NN est un algébroide de Courant et

Fe-— F
N —— M

est un morphisme faible d’algébroides de Courant, la structure de Dirac sous-jacente
étant donnée par la diagonale de ' — M. L’inclusion F' — E est un morphisme fort
d’algébroides de Courant, dont le graphe est coisotrope et donne le morphisme faible
précédent.

2.7 Cohomologie naive d’un algébroide de Courant

Dans toute cette section on fixe £ = (E — M, a, |-, -], (-, -)) un algébroide de Courant
régulier, ce qui permet de considérer le noyau Kera — M en tant que fibré vectoriel de
rang constant.

Dans la littérature, il existe plusieurs notions de cohomologie pour I’algébroide de
Courant €. Tout d’abord, la cohomologie naive de €, définie dans [SX08] et [CSX13], qui
est en réalité isomorphe a la cohomologie de I’algébroide de Lie & (proposition 2.6.4
et le théoreme 2.7.14) a travers duquel on a pu supprimer les défauts d’antisymétrie
du crochet [+, ]. Il est également possible de considérer la cohomologie de 1'algébroide
de Leibniz sous-jacent, il s’agit de la cohomologie de Loday-Pirashvili [Lod93, section
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6.1] du C*(M,R)-module I'(F) des sections de £ — M, qui est une algebre de Leib-
niz, a valeurs dans C*°(M, R). Cette cohomologie, contrairement a la premiére, prend
en compte le défaut d’antisymétrie du crochet [, -] (voir [GKP13] pour une approche
utilisant la géométrie graduée). En toute généralité, I'(E) est une algébre de Courant-
Dorfman [Roy09, définition 2.1] et on doit utiliser la cohomologie associée définie par
Roytenberg [Roy09, section 4], qui de plus prend en compte la nature des anomalies de
symétrie (elles sont contrdlées par I'opérateur D). On pourrait également interpréter &
en tant que dg-variété symplectique de degré 2 et prendre pour cohomologie celle as-
sociée au champ de vecteur cohomologique {O, -} (voir [Roy02a]), appelée cohomologie
standard, ou {-, -} désigne ici un crochet de Poisson gradué. Dans la suite nous définirons
et ne travaillerons qu’avec la cohomologie naive de I’algébroide de Courant €.
Le produit scalaire (-,-) sur ¥ — M s’étend en un produit scalaire sur A*F — M

défini par

(Up A v s AU, U1 A v o - AUy) = Oy det [(uz, vj>] I<ij<man’
pour tous Uy, ..., Up, V1, ..,0, € ['(E). Aussi A*Y : A°E — A*EY est un isomor-
phisme de fibrés vectoriels et on a un crochet de dualité défini par

(g Aov s ANy | ug A Ay) = Oy det [ai(uj>]1§i,jgm,n’
pour tous aq,...,q, € I'(EY) etuy,...,u, € ['(E), et relié au produit scalaire par
A*Y de la méme maniére qu’auparavant.

Le C*°(M )-module qui va jouer le role de k-cochaines est défini par

QF(&) =T (A*Kera).

On notera Q°*(€) = P, 2*(&) l'algebre Z-graduée commutative formée par les co-
chaines pour le produit extérieur. Ces cochaines permettent d’obtenir des opérateurs
similaires au triplet de Cartan des algébroides de Lie ; on verra plus loin que la cohomo-
logie naive est isomorphe 4 la cohomologie de I'algébroide de Lie € (théoréme 2.7.14, o
€ est décrit dans la proposition 2.6.4).

Définition 2.7.1: Pour u € I'(F) on définit un produit intérieur (couramment appelé
opérateur d’insertion), i, : (&) — QF1(&) par

(Tut,v1 Ao+ Avg_q) = (@, u Aoy A+ A vg_q),

pour tous a € QF(E) et vy,...,vp_1 € (E). Sur les fonctions f € €><(M) on pose
lyf = 0, pour tout u € I'(E).

Lemme 2.7.2 : Soit @ = a3 A - - - A oy, une k-cochaine décomposable, et soit u € ['(E).
Alors

k
Ly = ly(ag A= ANay) = Z(—l)i“(ai,u}al Ao ANay A A .
i—1

En particulier 7,,v = (u, v) pour tous u,v € I'(E).
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Preuve : On a successivement

(Luct,vy A -~ ANvgy) = (@ A= Aag, u Aoy A -+ A vg_q)

(o, u) {ag,v1) ... {aq,v51)
() (am o) - (o ve)
<Oél, ’Ul> e <Oél, ’Uk_1>
— : DY <O‘i—‘17vl> <05i—1»‘vk—1>
_;( 1) < v > <O[Z‘+1,’U1> <Oz7;+1,’U]€_1>
(ag,v1) ... (o, vp_1)

k
= (=1 asuh(ar A AG A Aag,vr A Avgg).
=1

Cette derniére égalité étant vraie pour tous vy, ...,v,_1 € I'(F) on obtient le résultat.
O

Proposition 2.7.3 : Soitu € I'(E). Alors 7, est une dérivation de degré —1 de I’algebre
Q°(€), cest-a-dire I, : Q¥(&) — QF1(&) satisfait la relation

l(aAB)=1l,aNB+ (=1)Panipb,
pour tous a € QP(E) et § € Q(E).

Preuve : En utilisant la formule donnée dans la proposition précédente, cette propo-
sition est claire pour des cochaines décomposables. On conclut dans le cas général par
C>°(M)-linéarité de 'opérateur 7,,. O

La formule pour le produit intérieur permet de décrire les cochaines a I’aide du pro-
duit intérieur comme le montre la proposition suivante.

Proposition 2.7.4: Ona Q*(&) = {a € I(A*E) : Vf € €°(M) Ipsa = 0}.

Preuve : Soit @ = a3 A -+ A ag € QF(€) une k-cochaine décomposable. D’apres la
formule précédente pour ipra, on est amené a évaluer les quantités (a;, D f) qui valent
d’apres (2.8)

(i, Df) = a(a;) - f = 0.

Réciproquement soit & = a; A -+ A ay € T'(A*E) tel que ipsa = 0 pour toute fonction
f € C®(M). Alors d’apreés la formule précédente, («;, Df) = 0 pour tout i, et donc par
(2.8) on obtient que o; € Ker a puis que o € Q¥(€). O

Définition 2.7.5 : Pour v € I'(E) on définit la dérivée de Lie, %, : QF(&) — QF(&) par

k
<§ua,vl/\---/\vk> :a(u)-(a,vl/\---/\vk)—Z<a,vl/\---/\[u,vi]/\...vk>,
i=1
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pour tous a € QF(&) et vy,...,v; € T'(E). Sur les fonctions f € C>(M) on pose
Z.f =a(u) - f, pour tout u € I'(E).

En particulier on montre facilement en utilisant (2.5) que Luv = [u, v] pour tous
u € '(F)and v € I'(Ker a).

Proposition 2.7.6 : La dérivée de Lie &, satisfait les propriétés

pour tous u,v € ['(E), a, B € Q*(E).

La seconde propriété signifie que pour tout u € I'(E), %, est dérivation de degré 0
de I'algébre 2°(€). La premiére propriété peut donc se reformuler par if,,] = [@u, Z},]

pour le crochet Z-gradué des dérivations sur 2°(&).

Preuve : On montre d’abord la premiere propriété. D’apres la définition de la dérivée
de Lie et du produit intérieur on a d’une part

<§ul’va,w2/\~~/\wk> =a(u) - (a,v ANway A -+ AN wy,)
k
=Y oo Awy A Afuw] A Awg),  (2.46)
i=2

et d’autre part

<Zviuoz,w2/\---/\wk> =a(u) - (o, wy ANwg A -+ A\ wy)
k
=) aywi A Auw] A Awg), (2.47)
i=1

en notant w; pour v. En soustrayant (2.47) a (2.46) on obtient
<a, [u, v] Nwg A -+ A wk> = <Z[u7v]oz, wa A+ A wk>.

On utilise a présent cette propriété pour montrer la seconde par récurrence sur p+gq,
p étant le degré de « et ¢ le degré de 3. Pour p, g = 0, c’est clair, puisque a(u) est une
dérivation de C°>°(M ), donc la propriété est vraie pour p+ g = 0. Supposons la propriété
vraie pour p et q tels que p + g < r et montrons qu’elle est encore vraie au rang suivant
c’est-a-dire pour p + ¢ = r + 1. Soit v € I'(E) quelconque. Alors

Zviu(a A p)

SZ’qu(a A ﬁ) — Z[uvv](a VAN 6)
Ly (Lt A B+ (—1)Pa A T,B)
— Z[U’U]OA A ﬁ — (—1)pa A Z[u’v]ﬁ.
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Puis en utilisant ’hypothése de récurrence
Zﬁl’u(a AB) = Lol A B+ Ly A LufB + (—1)pSZ’ a Ay
+ (=1’ A Luiv 3 — Uuwl A B — (=1)Pa A Iy 8
=% Lva/\,8~|—ava/\ifu5~l—(— )pS£ aNi,B+ (-1 )poz/\S;fuZVﬁ
— Pl A B+ L, Puc A B — (— )pa/\g LB+ (— )poz/\ZvS?uﬁ

= [y(Lua A B) + Lyl A 2uB).
Ceci étant vrai pour tout v € I'(E), on obtient le résultat. ]
Définition 2.7.7 : On définit la dérivée extérieure d : QF(&) — QF1(€) par

k

<€1a,u0A-~~Auk> :Z(—l)ia(ui)-<a,u0/\~-'/\@/\-~~/\uk>

+ Z 2+J u“u]]/\uo/\ /\Q/L\i/\~--/\@/\---/\uk>7

0<i<j<k

pour tous o € QF(€) et ug, ..., ur € ['(E). Sur les fonctions f € C>(M) on pose

(df.u) = (Df,u) = a(u) - f.
pour tout u € T'(E).
Proposition 2.7.8 : Pour tout u € I'(F) on a, une formule magique de Cartan
%, =i,0d+dol,
L’opérateur d est une dérivation de degré 1 et de carré nul de 'algébre Q°(€), c’est-a-dire
d(a A B) =da A B+ (—1)Pa AdB,
pour tous o € QP(&) et 5 € Q9(&), et d2 = 0.

V)

On peut donc reformuler la premiere propriété par L, = [Zu, d] pour le crochet
Z-gradué des dérivations.

Preuve : Pour o une k-cochaine, on a, en notant ug pour u,

k
<Zuaa,u1A---Auk> :Z(—l)ia(ui) oy ug N AN A A ug)

i=0
+ > (=0 o [ugug) Aug A AT A AT A Aug). (248)
0<i<j<k
D’autre part on a
k
<dZua, U A A uk> = Z(—l)”_la(ui) Aoy ug A AN A Ay
i=1

+ > (=D o fun g Aug A AT A AT A A, (2.49)
1<i<j<k
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En additionant (2.48) et (2.49) on obtient

~

k
a(ug) - {a,ug A=+ Aug) — Z(—l)j“@z, [wo, ] Aug A--- Ay A Ay ),
=1

ce qui n’est rien d’autre que
<SZ’uoz,u1 /\---/\uk>,

apreés avoir décalé le facteur [ug, u;] sur la droite.

Montrons a présent que d est une dérivation par récurrence sur p+gq, p étant le degré
de a et g le degré de 3. Pour p, g = 0, c’est clair, puisque D est une dérivation de C> (M),
donc la propriété est vraie pour p + g = 0. Supposons la propriété vraie pour p et g tels
que p + g < 7 et montrons qu’elle est encore vraie au rang suivant c’est-a-dire pour
p+q=r+ 1. Soit u € I'(E) quelconque. D’apreés la formule magique de Cartan on a

Lud(a A B)

Lu(a A B) = diy(a A B)
Lo A B+ a ALy
—d(lya A B+ (—1)Pa ALS) .

On peut a présent appliquer ’hypothese de récurrence pour obtenir

Ld(aAB)=2LaAB+aAP,s—dianp

— (=P M a AdB = (=1)Pda A 1,8 — a A diLS
Lda A B+ a A i,dp

— (—1)P ' AdB — (=1)Pda A LS8
Lo(da A B) + (=1)PL, (o A dB).

Puisque ceci est vrai pour tout u € I'(E), on obtient le résultat.

Montrons a présent que d est de carré nul. Pour cela, il suffit de le prouver sur les 0-
cochaines et les 1-cochaines puis d’utiliser la propriété de dérivation. Sur les 0-cochaines
a € C®(M), il vient d’apres (2.13)

<(u12a,u A U> =a(u) - <aa,v> —a(v) - <aa,u> — <aa, [u,v]>
=a(u)-a(v)-a—av)-alu) -a—a(fu,v]) - a
= 0.



70 Chapitre 2. Algébroides de Courant

Pour les 1-cochaines, il vient d’aprés l'identité (2.1)

<aQa,UAUAw> = a(u) - <€1a,v/\w> —a(v) - <aa,qu +a(w) - <aa,uAv>
— <aa, [, v] A w> + <aa,

=a(u) -a(v) - (o, w) —a(u) - a

—a(v) -a(u) - (@, w) +a(v) - a(w) -

(w) - a(u) - (@, v) —a(w) -a(v) -

—a([u, v]) - (a, w) +a(w) - (o, [u, v]

+a([u,

+a([v,

(w) -

+

a

Ql
(a D<v > D{u, [0,w]) )
0.

Puis on utilise une récurrence sur le degré k des cochaines. Supposons que d2a =0 pour
toute k-cochaine a. Alors toute (k + 1)-cochaine 3 s’écrit comme combinaison C*(M)-
linéaire de 8 A v avec [ une k-cochaine et v une 1-cochaine. On a donc, en utilisant
I'hypothése de récurrence,
d®a = d*(B A7)

=d <515 Ay —+ (=1)FB A 517)

= A2BAy+ (—1)FAB A dy + (—1)FdB A dy + B A dPy

=0,

ce qui acheve la démonstration. [

Définition 2.7.9 : La différentielle d sur l'algebre Q2°(€) est appelée différentielle naive
de €.

On est a présent en mesure de définir la cohomologie naive d’un algébroide de Cou-
rant.

Définition 2.7.10 : Soit & = (F — M, a, [, ], (-,-)) un algébroide de Courant (régu-
lier). Alors sa cohomologie naive H*(E) est 'homologie de l'algébre différentielle 7Z-
graduée commutative <Q‘(8), a>, définie par

) = Ker {51 LQORE) = Q’f+1(8)}

Im{a LQE-1(E) - Qk(e)} '
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Remarque 2.7.11 : Du fait que d est une dérivation de Q°(&) on remarque qu’en plus
de laddition, le produit extérieur passe a la cohomologie pour donner une structure
multiplicative sur les classes. Ainsi H *(&) est une algébre Z-graduée commutative pour
le produit extérieur.

Exemple 2.7.12 : Soit g une algebre de Lie quadratique, considérée comme un algé-
broide de Courant au-dessus d’un point (voir 'exemple 2.3.1). Alors Q°*(g) = A®g =
A*gY, ou I'isomorphisme est induit par le produit scalaire. En tant qu’algébroide de Cou-
rant, la cohomologie naive de g est sa cohomologie de Chevalley-Eilenberg a coefficients
dans le g-module trivial (voir [CE48, section 23]).

Exemple 2.7.13 : Soit M une variété et soit £ y,[H] I’algébroide de Courant exact sur M
associé a H € Q3(M) (voir 'exemple 2.35). Alors Kera = TV M — M et les k-cochaines
sont donc les k-formes différentielles 2*(M). La différentielle naive est la différentielle
de De Rham d et la cohomologie naive de €,,[H| est la cohomologie de De Rham de M
(voir [Leel3, chapitre 13]). En particulier, cette cohomologie ne dépend pas de la classe
de cohomologie [H] € H3(M).

Le théoréme suivant a été élaboré a partir de [CSX13, Remarque 1.5].

Théoréme 2.7.14: Soit & = (K — M, a, [, ], (-,-)) un algébroide de Courant. Alors on
a un isomorphisme d’algebres Z-gradués

1*(&) = H*(2),

avec a droite la cohomologie de I'algébroide de Lie € associé a € (voir section 1.4 et la
proposition 2.6.4).

Preuve : Considérons la projection 7 : E — A = E/(Kera)t; A — M étant le fibré
vectoriel sous-jacent a I'algébroide de Lie €. La projection 7 est naturellement surjective
et son application duale 7 : AY — EV est injective. D’aprés [Gre75, chapitre 2, section
5, proposition 3] on a

Im(m") = Ann(Ker ) 2 Ann [(Kera)™] 2 T ((Kera)™") = Y (Kera).

Par conséquent Kera = (T~ o7")(AY) et ¥* = A*(T~"o7") fournit un isomorphisme
d’algébres Z-graduées entre Q°(€) et ['(A*AY) = Q°*(&). De plus on a le diagramme
commutatif

OFE) —L QbL(e)

\Pk]\ ]\\pk+1 3

QF(E) —d QFF1(E)

ot d désigne la différentielle de ’algébroide de Lie & (voir définition 1.4.4). En effet pour
toute fonction f € C>*°(M) =T'(A°AY), on a pour tout u € I'(E)

(AW°f,u) = (Df,u) = a(u) - f = (df)(w) = ((@Af),u) = (W'df,u),
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et pour tout « € T'(A'AY) et tous u,v € I'(F) on a
<€1\Ifloz,u A v> = <cuiozﬁ,u A U> =u- <aﬁ,v> —v- <ozﬁ,u> — <aﬁ, [u,v]>
= (da)(u,v) = {(da),u Av) = <\Ilzaa,uAv>.

On en déduit la relation de commutation générale en utilisant la propriété de dérivation
des différentielles en jeu. Ainsi I’application W* est un isomorphisme de complexes et on
en déduit le résultat. O



CHAPITRE 3

AUTOMORPHISMES FORTS
D’ALGEBROIDES DE COURANT
REGULIERS

Dans ce chapitre nous commencons par détailler la notion de dissection introduite
dans [CSX13], qui permet de généraliser au cas des algébroides de Courant réguliers les
résultats obtenus sur la structure des algébroides de Courant exacts. Nous nous servons
de cette notion pour étudier le groupe des automorphismes forts d'un algébroide de
Courant régulier, relativement a une dissection, ainsi qu’une version infinitésimale de
ce groupe. On verra apparaitre un nouveau type de symétrie, appelée champ A dans la
littérature en Physique théorique, et qui est amené a jouer un role dans cette discipline,
notamment en théorie des cordes et supergravité (voir par exemple [CMTW14, section
3.2] et [GF14, section 3]).

3.1 Dissections d’algébroides de Courant réguliers

Fixons & = (F — M, a, [, ], {-,-)) un algébroide de Courant régulier (voir définition
2.2.4). Pour commencer, écrivons la suite exacte courte de fibrés vectoriels

0 — Kera— F 25 F =Ima — 0. (3.1)

Similairement au cas des algébroides de Courant exacts, on peut scinder cette suite avec
un scindement isotrope (c’est-a-dire d’image isotrope dans £ — M). Tout d’abord, soit
Ao : F' — E un scindement de (3.1) et considérons le morphisme de fibrés vectoriels
¢ : F — FV défini par

(SO]YY) = (X, M(Y)).

Alors A = \g — %(av o ¢)f est un scindement isotrope de (3.1) d’apres (2.17) et le fait
que a 0 \g = Idp. Etant fixé un tel scindement isotrope A : F' — E, nous sommes donc
amenés a considérer la suite exacte courte de fibrés vectoriels suivante :

0 — (Kera)®™ = [V «— Kera — @Q = (Kera)/(Kera)® — 0, (3.2)
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I'inclusion étant donnée par (2.14) et I'isomorphisme de gauche étant donné par T~'oa"
puisque d’apres [Gre75, chapitre 2, section 5, proposition 3] on a

Im(Y 'oa¥) =" "'Im(a") =2 YT '(AnnKera) = (Kera)".

On peut toujours scinder la suite exacte courte (3.2) par un scindement o tel que o (@) soit
orthogonal & A\(F') dans E. Tout d’abord, soit 0y : ) — Ker a un scindement quelconque
de (3.2) et considérons le morphisme de fibrés vectoriels ¢ : () — F' défini par

(U(@)|X) = (o0(a), \(X)).

Alors 0 = 0¢ — (a¥ 01))* est un scindement de (3.2) qui posséde la propriété mentionnée
ci-dessus : (o(a), \(X)) = 0 pour tous a € @ et X € I, toujours en utilisant (2.17)
et le fait que a o \y = Idy mais aussi que a o 0y = (. Pour montrer que o est bien un
scindement, on utilisera

<(a\/ © w(a))ﬂa Df> = <(_Z, ao Df> =0,

donc Im(a" o0 ¢)* C (Kera)* puis m o (a¥ 0 9)* = 0.
On résume cette construction a 'aide du diagramme

0

0 — > Kera—— E. > F—>0- (33)

Le couple de scindements (\ : ' — FE,0 : Q — Kera) induit un isomorphisme de
fibrés vectoriels

A:{FV@Q@F—HE (3.4)

a®ad X — aV(a) +o(a@) + MX)

Ces constructions sont apparues pour la premiére fois dans [CSX13, lemme 1.2] et
sont analogues a I'utilisation d’un scindement dans le cas des algébroides de Courant
exacts (voir définition 2.35).

Proposition 3.1.1: L’algébroide de Courant régulier € induit naturellement un feuille-
tage de M (voir [Leel3, chapitre 19]) noté J, et par conséquent, un algébroide de Lie,
encore noté F (voir exemple 1.2.11).

Preuve : D’apres la relation (2.13), le fibré vectoriel F' = Ima — M est une distribu-
tion involutive de 7'M — M. Par conséquent, d’apres le théoréme de Frobenius global
([Lee13, théoréme 19.21]), on obtient un feuilletage I de M. O
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Le C*°(M)-module T'(A*FV) est le C>°(M)-module des formes différentielles dites
tangentielles évoquées dans I'exemple 1.4.18 ; il sera donc noté 2°(F), en accord avec la
définition 1.4.1.

La proposition suivante détaille la structure algébrique du fibré vectoriel () — M.

Proposition 3.1.2 : Le fibré vectoriel () — M est un fibré en algébres de Lie quadra-
tiques, que I'on notera Q = (Q — M, [-,]o, (-, ) o)

Preuve : Tout d’abord on a un crochet |-, -]o provenant du crochet de & défini par
[d, E}Q — [a,b] pour tous @,b € T'(Q), ce crochet induit est bien défini d’aprés (2.11)
et (2.12). Puisque I'ancre de € induit 'application nulle sur (), on obtient un fibré en
algebres de Lie d’apres les regles de Leibniz a gauche et a droite. Le produit scalaire sur
€ induit un produit scalaire (-, ) donné par (a, b)g = (a, b) bien défini d’aprés (2.8), et
invariant d’apres (2.5). Notons que (-, -) est bien non dégénérée ; en effet soit a € I'(Q))
tel que (@, b) = 0 pour tout b € I'(Q), alors {(a,b) = 0, pour tout b € I'(Kera) donc
a € (Kera)* qui est engendré par Im D d’apres (2.15), d’ott @ = 0. On obtient ainsi un
fibré vectoriel en algebres de Lie quadratiques (exemple 2.3.1). O]

Corollaire 3.1.3 : Pour tout algébroide de Courant & (régulier), I'algébroide de Lie &
(décrit dans la proposition 2.6.4) est un algébroide de Lie quadratique.

Preuve : Notons encore a : F/(kera)t — TM l'ancre de €, son noyau s’identifie au
fibré vectoriel Q = Kera/(Kera)® — M qui a été équipé du produit scalaire (-, -)q
(voir proposition 3.1.2). D’apres la propriété 2.5 on a

<[a, blo, c>Q + <z3, a, C]Q>Q —0, (3.5)

Par conséquent € est un algébroide de Lie quadratique (définition 1.2.14). O]

Définition 3.1.4 : On appelera formes différentielles tangentielles a valeurs dans Q les
éléments du C>°(M)-module Q*(F,Q) = T'(A°FY @ Q). Soit w € QP(F,Q) etn €
Q(F, Q). On définit les opérations

(N O(F,Q) x QUTF, Q) — QPH(F),
[' A ']Q : Qp<3~> Q) X Qq(:TvQ) - Qp-i—q(st’Q)’

par les formules suivantes

<w A 77>Q(X17 S vXp-‘rq) -

1 o
il Y DKoy Xo) 1 X o), - Xotpra) g
T 0€Spq

[w A n]Q(Xh cee 7Xp+q) -

1 e
il Y D MwXo)s s Xow) 1 Xatprrys - s Xotpra)]
1 0€Spiq

pour tous X1, ..., X, i, € I'(F) ; ou bien plus simplement sur des tenseurs élémentaires
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selon
((a@d)/\(5®6)>Q = <a,6>QaAﬁ,
[(a®a)A(5®b>}Q — (aAB)® [a,b}@,
pour tous o ® @ € V(F,Q) et B b€ YV (F,Q).

Les algebres de Lie Z-graduées sont définies dans [Sch79, définition 1, section 1, cha-
pitre 1].

Proposition 3.1.5 : Soitw € QP(F,Q) et n € QU(F, Q). Alors

(wAng=(=DMnAwq,
wAnle=—(=1"nAuwle.

Alors (Q°(F,Q), [ A +]g) est une algébre de Lie Z-graduée.

Preuve : Par définition, |- A -]¢ respecte la Z-graduation au sens ou pour tous w €
Q(F, Q) etn € V(F,Q), [wAnlg € X (TF,Q). Le crochet [- A -] est antisymétrique
gradué puisque pour tous a ® a € Q(F,Q) et @b € VW (F,Q)

{(mam(ﬁ@z‘;)h: (@A) ® [a,B]Q
= —(-DY(BA)® [B, a}
——(-1)¥|(Beb) A (e aﬂQ.

Il reste & montrer I'identité de Jacobi graduée. Soit a ® a € Q'(F,Q), B® b € YV (F,Q),
yoee QNF,Q);ona

(—1)ik[a®aA [B®6/\’V®E}Qi|Q+(_1)ij|:B®6/\ h®5Aa®a}Q]Q

—l—(—l)jk[y@EA[a@a/\ﬁ@B}Q}Q

_ (_1\ik _ = o _ 7
= (-1) (a/\ﬂ/\’y)@{[a, [b,c}Q}Q—l—[b,[c,a}Q}Q%—[c, [a,b}Q}Q},
ce qui vaut 0 d’apres 'identité de Jacobi pour Q. [

Définition 3.1.6 : Soit w € Q*(F, Q). On définit ad,, € ['(A*FY ® End Q) par

ady (X1, ..., X;) (@) = [w(Xl,...,Xk),a]Q,

pour tous Xi,..., X, € I'(F)eta € I'(Q).
Nous présentons ensuite quelques calculs qui seront utiles par la suite.
Lemme 3.1.7 : Soit A, A’ € Q'(F, Q). Alors pour tous X,Y € I'(F) ona

(AN AY(X,Y) = (A(X), A(Y)), — (AY), A(X)),,
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Lemme 3.1.8 : Soit A € QY(F, Q) et R € Q?(F, Q). Alors pour tous X, Y, et Z € ['(F)
on a

(ANR) (XY, Z) = (A(X), R(Y, 2)), — (A(Y), R(X. Z)), + (A(Z), RIX,Y)),,
Lemme 3.1.9 : Soit A € Q'(F, Q). Alors pour tous X, Y, et Z € I'(F) on a

[ANAlp(X,Y) = Q[A(X),A(Y)]Q,

et d’aprés (2.5) on a

<A A [A7 A]Q>Q<X7 Y, Z) - 6<A(X)> [A(Y)> A(Z)]Q>Q‘

Lemme 3.1.10 : Soitw,n € Q*(F, Q) etsoit V : I'(Q) — I'(FY ® Q) une F-connexion
(voir définition 1.5.3) que I’on suppose compatible avec le produit scalaire (-, -)¢ au sens

ou

X -(a,b) = (Vxa,b), + (@ Vxb),,
pour tout X € ['(F), aetb € T'(Q). Alors
d(w An)q = (dyw An)g + (=1)"(w Advn)e,
pour tous w € QP(F, Q) etn € QUF, Q).

Preuve : Pourtous w = a®a € QP(F,Q)etn = 3@ b € QUF,Q), daprés la
compatibilité avec le produit scalaire (-, -)q,

d(wAn)o = d{(@bolars) |
= {d(a,b)g}a A B+ (a,b)od(a A p)
= (Va,b)ga A B+ (a, Vb)ga A B
+ (@, b)oda A B+ (—=1)P(a,byga A dB,

puis d’apres le théoréme 1.5.4, et en supposant Va = A ® @’ et Vb = B® b avec A,
B e QY (F)etd, V' € T'(Q), on a d’autre part que

{dyw Amg + (=1)"{w A den)q
= (a,b)oda A B+ (=1)P{@,b)oa AN AN B
+ (=1)(a, byga AdB + (—1)PT9(a, b )ga A B A B,
et les deux membres sont égaux par la commutativité graduée du produit extérieur et

du fait que (Va,b)g = (A® @, b)q et (@, Vb)g = (@, B ® b')q. La preuve générale s’en
déduit en utilisant des combinaisons € (M )-linéaires de tenseurs élémentaires. O]

Définition 3.1.11 : Sur Q°*(F, Q) on définit le produit intérieur ainsi que la dérivée de
Lie sur les tenseurs élémentaires par

ZX(w®&):LXw®&, §X(w®&):£l’xw®d,

pour tous X € I'(F),w € Q¥(F) eta € T'(A).
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Les opérateurs Tx et £ x introduits ci-dessus héritent des propriétés des opérateurs
Ly et < X.

Le théoréme qui suit est apparu dans [CSX13], il est fondamental au sens ou il permet
d’obtenir une décomposition d’un algébroide de Courant régulier qui est a rapprocher de
I'exemple des algébroides de Courant exacts (voir proposition 2.3.7). Nous en donnons
une présentation légérement différente ; une preuve détaillée est donnée dans ’annexe.

Notation 3.1.12 : Dans la suite on notera exceptionnellement le crochet de Lie des
champs de vecteurs par {-,-} pour éviter toute confusion possible avec d’autres cro-
chets, et on désignera par (£ x,d, ty) le triplet de Cartan associé a ’algébroide de Lie
JF (voir 3.1.1) pour alléger les expressions (voir remarque 1.4.19).

Théoréme 3.1.13 : Soit ¢ = (E — M, ag,[,|g, (-,")r) un algébroide de Courant
régulier. Soit A : ' — Eeto : () — Kera deux scindements comme explicité dans
le diagramme (3.3). L’isomorphisme A associé a ces deux scindements, défini par (3.4),
permet de transporter la structure d’algébroide de Courantde £ — M sur FY®QBF —
M selon

aladad X) =X,
(adad X, BabaY)=aY)+B(X)+ (@ b)g,
(X,)Y]=uwyexH® R(X,)Y)®{X,Y},
[X,a] = —[a, X] = K(X,a) & Vxa,
(X, a] = £ xa,
[a, X] = —Lxa+dexa = —txda,
[a,b] = P(a,b) @ [a, b]q,
[a,a] = [a,a] = [o, B] =0,
pour tous a, 3 € T(FV),a,b € T(Q) et X, Y € I(F);ou H € Q3(F), R € O%(F,Q) et
V est une J-connexion sur () — M (voir définition 1.5.3), qui dépendent des scin-
dements \ et o, et ou les quantités intermédiaires K : ['(F) @ ['(Q) — T'(FV) et
P:T(Q)®T'(Q) — I'(FY) sont définies par
K(X.a)(Y) = (. R(X.Y)),,
P(a,b)(X) = (b, Vxa),,.
En notant dy la dérivée extérieure covariante associée a la représentation de J sur

(Q — M,V) (voir (1.12)), on obtient que V, R et H satisfont en outre les relations
de compatibilité suivantes :

X (a,b), = (Vxa,b), +(a,Vxb),, (3.6)
Vxla, bl = [Vxa, B]Q + [a, VXE]Q, (3.7)
dyR =0, (3.8)

d3 = adp, (3.9)

dH = L(R A R, (3.10)

pour tous @, b € T'(Q) et X, Y, Z € T'(F).
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Remarque 3.1.14 : Sous forme condensée, le crochet sur FV & Q & F — M s’écrit

c@ad X,00bdY] =LxB—tyda+ (Va,b)g — (b,TxR)q + (a,Ty R)q
+yexH @ [a,blo + Vxb— Vya + tyixR® {X,Y}.
(3.11)

Proposition 3.1.15 : Soit M une variété et /' — M une distribution involutive in-
duisant un feuilletage J et a fortiori un algébroide de Lie F d’apres 1.2.11. Soit (@ —
M, (-,-)g) un fibré en algebres de Lie quadratiques donnant un algébroide de Cou-
rant Q (exemple 2.3.2), ainsi que V une F-connexion sur Q — M, R € Q*(F,Q) et
H € Q3(F) tels que les conditions de compatibilité (3.6), (3.7), (3.8), (3.9) et (3.10) soient
satisfaites. Alors I'ancre définie par a(aw @ a @ X) = X, le produit scalaire défini par
(adad X,fdbdY) = aY) + B(X) + (a,b)g, le crochet (3.11) conférent au fi-
bré vectoriel FV & @) & F — M une structure d’algébroide de Courant, dite standard
(voir [CSX13, section 2]) et notée S,,/[V, R, H] par la suite. Cet algébroide de Courant
est régulier, les inclusions F' — FY @& Q & F et Q — @ & F sont deux scindements
canoniques du diagramme (3.3).

Un corollaire de ce théoréme de structure est une description explicite de I"algébroide
de Lie € associé a I’algébroide de Courant € (voir 2.6.4).

Corollaire 3.1.16 : Soit &€ = (EF — M, a, [, ], (-,-)) un algébroide de Courant (régu-
lier) et soit € son algébroide de Lie associé (voir proposition 2.6.4). Soit A : F' — E et
o : Q — Kera deux scindements comme explicité dans le diagramme (3.3). L’isomor-
phisme A associé a ces deux scindements, défini par (3.4), induit un isomorphisme de
fibrés vectoriels A entre Q & F' — M et E/(Kera)® — M, qui transporte la structure
d’algébroide de Lie quadratique de € sur Q & F — M selon

aad X) = X,
(a® X, baY) = (a,b)o,
[X,Y]=R(X,Y)® {X,Y},
[X,a] = —[a, X] = Vxa,
[C_Lvl_)] - [avl—)]Qv

soit, sous forme condensée,
[a® X, 0@ Y] =[a,blg+ Vxb—Vya+ R(X,Y)®{X,Y}.
On notera I’algébroide de Lie résultant par 8,,[V, R].

Preuve : L’isomorphisme A : FV @& Q ® F — E induit un isomorphisme A : Q @
F — E/(Kera)t car A envoie F* dans (Kera)’. En effet soit o € T'(F1) et soit
u € T'(Kera), ona (a¥(a)*, u) = (ala(u)) = 0. O

Définition 3.1.17 : Soit & = (E — M, a, [-, -], (-, -)) un algébroide de Courant régulier.
Une dissection de € est la donnée de scindements A de (3.1) et o de (3.2). Ces scindements
déterminent I'isomorphisme A de fibrés vectoriels (3.4) ainsi que la F-connexion V, la
2-forme R a valeurs dans Q et la 3-forme H, au sens du théoréme précédent. Dans tout
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ce qui suit, étant donné une dissection €, on ne manipulera que A, V, R et H. Pour cette
raison, on notera (A, V, R, H) cette dissection (historiquement, les dissections ont été
définies dans [CSX13, section 1.3] et correspondent a 'isomorphisme A).

Remarque 3.1.18 : Par construction (voir les propositions 3.1.1 et 3.1.2), les fibrés vec-
toriels ' — M et Q) — M sont indépendants des scindements \ et 0. De méme, I’ancre
a et le produit scalaire (-,-) sur F¥ & Q & F' — M sont indépendants de ces scinde-
ments. En revanche, 'isomorphisme A ainsi que V, R et H en dépendent directement
(voir la preuve du théoréeme 3.1.13 donnée en annexe). Remarquons qu’en tant que fi-
bré en algebres de Lie quadratiques, Q est un algébroide de Courant (voir exemple 2.3.2)
dont le crochet |-, -] ne dépend pas de la dissection, tout comme le crochet sur F. L’al-
gébroide de Lie J et I'algébroide de Courant Q ont donc un sens indépendamment de
toute dissection.

Remarque 3.1.19 : Q est un fibré en algébres de Lie quadratiques donc en particulier
un algébroide de Courant (voir exemple 2.3.1) ; Q n’est cependant pas un sous-algébroide
de Courant de 8,,[V, R, H| puisque, pour @, b € I'(Q)), on n’a pas nécessairement que
[a,b] € I'(Q),'obstruction étant donnée par P € I'((Q®?*®F)"). Cependant en oubliant
le produit scalaire, Q peut-étre considéré comme un sous-algébroide de Lie de $,,[V, R).

Remarque 3.1.20 : Lorsque (RA R)g = 0 (on verra plus loin que cette 4-forme tangen-
tielle ne dépend pas de la dissection choisie), on peut former un algébroide de Courant
exact sur le fibré vectoriel FF @ FY — M (exemple 2.35). Cependant on n’obtient pas un
sous-algébroide de Courant de 8,,[V, R, H] puisque, pour X & o, Y & f € I'(F @ FY),
on n’a pas nécessairement que [X ® o, Y @ ] € I'(F @ F), I'obstruction étant donnée
par R € Q*(F,Q).

Remarque 3.1.21: Lorsque R = 0, J et Q forment une paire bicroisée d’algébroides de
Lie (voir [Mok97]). D’autre part, lorsque (R A R)o = 0, on peut former un algébroide
de Courant exact sur le fibré vectoriel FF @ FY — M (exemple 2.35) associé a la 3-forme
H ;notons le F & FY. Dans ce cas, Q et F & FV forment une paire bicroisée d’algébroides
de Courant (voir [GS14, proposition 4.21]).

3.2 Changement de dissection

Fixons &€ = (E — M, ag, [, g, (-, )r) un algébroide de Courant (régulier) et soit
(AV,R,H) et (A, V. R, ]:I) deux dissections de € (définition 3.1.17), fournissant par
construction des isomorphismes d’algébroides de Courant couvrant I'identité de M (au
sens de la définition 2.6.1) A™! : & — 8,[V, R, H] et A~! : & — 83,[V, R, H] (voir

théoréme 3.1.13). On a alors le diagramme commutatif de fibrés vectoriels suivant

FVeQaF — =200 Vo oaF
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Par conséquent le changement de dissection § : Sy [V, R, H| — S|V, R, H] défini par
§ = A7 o A est un isomorphisme d’algébroides de Courant de base M.

Définition 3.2.1: Soit A € Q'(F, Q). On notera A" : T'(QV) = I'(Q) — I'(F") l'ap-
plication duale de A : I'(F') — I'(Q) ; autrement dit ( A(X), EL>Q = (X, AT(&)>Q, pour
tous X € I'(F) eta € I'(Q).

Définition 3.2.2 : Soit O(Q) le groupe des automorphismes orthogonaux du fibré vec-
toriel () — M équipé du produit scalaire (-, -)¢.

Proposition 3.2.3 : Tout isomorphisme d’algébroides de Courant ® : Sy,[V, R, H] —
Sum[V, R, H], couvrant I'identité de M (voir définition 2.6.1), est de la forme

Pla®ad®X)=a+txB— %AT(A(X)) —Al(r(@) er@+AX)8 X, (312)

avec A € Q1(F,Q), B € Q*(F) et 7 € O(Q) couvrant I'identité de M.

Preuve : Soit f € C>°(M). Alors pour tous u,v € I'(E), ®([fu,v]) = [®(fu), ®(v)],
que nous calculons de deux maniéres différentes. D’une part on a

q)([fuav]) = (I)(f[uvv] - (a(v> : f)u + <U7U>Df)
= [P ([u,v]) = (a(v) - £)®(u) + (u,v)®(Df),

et d’autre part on a

[©(fu), ©(v)] = [f®(u), 2(v)]
= )

—(a(v) - f)®(u)

_l’_

Puis en prenant v = X,v = Y € I'(F), on a (u,v) = 0 et la relation précédente
devient (a(v) - f)®(u) = (a(P(v)) - f) P(u). ¢ étant un isomorphisme, la fonction f
étant quelconque, on en déduit, en prenant u = X € I'(F') une section non nulle, que
a(®(Y)) = Y pour tout Y € I'(F). Par suite, la relation précédente permet d’obtenir
®(Df) = Df et puisque D = d, il vient ®|zv = Idpv. De ceci on en déduit que pour tous
acl(Q)eta el (FY)ona(®(a),a) = (P(a),®(«)) = (a,a) = 0, donc finalement
® s’écrit sous forme matricielle

(,0)@(Df) = — (a(®(v)) - f) D(u) + (®(u), ®(v))DF.

Id ~ g
=10 7 A,
0 0 Id

avec des applications 7 : I'(Q) — I'(Q), A : I'(F) — I'(Q), B : I'(F) — I'(FY) et
v : T(Q) — T(FY). ® préserve le produit scalaire donc (®(X), ®(X)) = 0 pour tout
X € I'(F) donc (X) = —1Af o A(X). De maniére générale, on peut toujours ajouter
a 8 un élément de Q*(F), sans rompre 'orthogonalité, de ® donc finalement

5:3—%AT0A,
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pour un certain B € Q?(F). A présent,  étant une isométrie on doit avoir (®(a), (X)) =
(a,X) =0pourtous X € ['(F) eta € ['(Q)) ; dou I'on déduit

VZ_ATOTa

Enfin 7 € O(Q) puisque

(a,b)g = (2(a), 2(b)) = (v(a) & 7(a),y(b) & 7(b)) = (7(a), 7(b)),,

et 7 est inversible puisque P 'est. [

Partant de la relation (2.40) et du lemme précédent appliqué a ¢, nous allons établir
des relations entre V, R et H d’une part, et @, R et H d’autre part. Pour cela nous
écrivons le changement de dissection 9 sous la forme § = W, oW 40V 5 (comparativement
a (3.12), on a fait le changement biunivoque A — 7 o A, 7 étant un automorphisme de
Q — M),ou V., U, et Up sont les applications définies par

UV (adadX)=ad7(a)d X, (3.13)
Vsladad X)=a-— %AT(A(X)) ~Al@)@a+ AX) @ X, (3.14)
Upladad X)=a+txBdad X, (3.15)

pour tous @ € I'(FY),a € T'(Q) et X € I'(F'). On pourra également écrire les applica-
tions ¥, U 4 et U5 sous forme matricielle :

d 0 0 Id —Al —1AfoA d 0 B
U,=|0 7 0|, Us=|0 1 A . Up=1|0 1d o],
0 0 Id 0 0 Id 0 0 Id

avec I'application B* : I'(F) — I'(F") définie par B*(X)(Y) = B(X,Y), pour tous X
etY e I(F).

Lemme 3.2.4 : Soit 7 € O(Q) et considérons I’endomorphisme de fibré vectoriel
V. FYOQ®F - F' ®QaF
défini par (3.13). Alors de I'identité
Vje@a® X, f0be Y]y ru=[V(a0a®X), U (B&bBY)]¢ 4

avec o, 3 € I'(FV),a,b € T'(Q) et X,Y € ['(F), on obtient que 7 préserve [-, -] (donc
7 € Aut(Q), le groupe des automorphismes de 1'algébroide de Lie Q), et que 7 satisfait
les relations

V-1"'oVor=0,

R—7'oR=0.
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Preuve : D’une part on a
(U (a®a®X), T, (B@bOY)] 4
=la®T(a)® X, 8@ (b @Y}
—&PXB—Lyda+<VT B> +<7’7 ZyR>Q—<T7 ZXR>Q
e [r(a), ()], -%vxf@) Vyr(@) + R(X,Y) & {X,Y},
et d’autre part
V. jadad X,00bdY]=2xB—tyda+ (Va,b)g + (a,tyR)g — (b,TxR)q
7([a,bq) + 7(Vxb) — 7(Vya) + 7(R(X,Y)) & {X,Y}.

Projetant sur I'(()), on obtient les trois conditions de I’énoncé. Les deux derniéres condi-
tions assurent en particulier 1’égalité des termes obtenus aprés projection sur I'(F")
puisque 7 étant un automorphisme orthogonal de ) — M, son adjoint est 771, et il
vient

@m%MK@b:<mF%mK@»d
<v7@aﬂ«®>Q::<f4(©T@ayB>.

Q
[

Lemme 3.2.5 : Soit A € Q'(F, Q) et considérons I’endomorphisme de fibré vectoriel
UV, FYeQaF -F' oQaF
défini par (3.14). Alors de I'identité
Vala®a® X, 80b@Y]|g,pp = [Vala®ad X), Va(BdbaY)]

V,R, I’
avec a, 3 € I(FY),a,b € T(Q) et X,Y € I'(F), on obtient
V-V= adA,
R—R=deA+ 2[A/\A]
H—H=(AAR)o+ = MAdfhy%<AAAAA]>
Preuve : Nous commencons par calculer [V 4(a®a® X), UA(8bDY)] o i - Nous

omettrons les référénces a @, }AB, et H en indice pour alléger les notations.
[Vuladad X),Va(BRbaY)]
= [a— A'(a) — %AT cA(X)®a+ixAd X,
5—Awa—%moAaq@B+wA@Y]
—la®ae X, febeY] - [A'@),Y] - A0 A(X),Y]

+ [, AW — [X, ATB)] - 51X, AT o AY)] 4+ [X, A(Y)
+[AX), AY)] + [A(X), b] + [A(X), Y]
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Puis en développant tous les crochets excepté le premier on obtient

(Vulada® X), Va(fabaY)) =ladad X,fabaY]
+ 2y Al(a) — dey A(a) + ;QYAT(A(X))—%dLyAT(A(X))
+(A(Y),Va), + [a, A(Y)] ,—L x AT(b) — %QXAT(A(Y))
— (A(Y),exR), + VX AY) + (A(Y), VA(X)), + (b, VA(X)),,

+ [AX), AY)] , + [A(X), 8], + (AX), e R) , = Vy A(X).

A présent, pour faciliter le calcul, soit Z € T'(F), nous allons évaluer [¥ (o & a &
X),¥4(Bdb®Y)] € I'(FY) ®(Q) ® I'(F) sur Z; on obtient ainsi un élément de
C®(M)®T(Q) @ I'(F). Calculons a part les termes en bleu ci-dessus

ngyAT(C_L) — deLyAT(C_L) + %ngyAT(A(X»
—%LZdLyAT(A(X)) — 1L xAN(b) — 1I,Z.S£XAT(A(Y)) =
(VyA(Z),a), +(A(2), ¥ya), — (ALY, Z}),a), — (V7A(V),a),,

1

_<A VZCL>Q+ <VYA )A(Z)> —|—§<A VyA >Q

Q
__<VZA >Q__< VZA >Q__<A Y, 7}), A(X )>Q
— <VXA b>Q <A VXb>Q + <A {X,72}), b>Q
— (VXA AZ)) g~ LAY 5 AZ)) g + LAWK, 2)). 400),,

ce qui donne finalement

LZ[\IJA(a@a@X) VsB@baY)] =tjadad X, 0@ba Y]+
(VyA(Z),a), + —(A{Y, 2}),a), — (VZA(Y),a)

Q
+ ENYA(X), A(Z)), + ;(A(X), VyA(2)),
—(V2AX), AY)) — 5 (AX). VAW, — 5(AUY. 2)). A),
<VXA< ),b)g +(A({X, Z}), ’> (3.16)
_§<VXA Y), A(Z) >Q—;<A(Y),@XA Do + < ({X, Z}), A(Y)),,
+ + (@, A(Y)]g—(A(Y), R(X, Z)> + VXA(®Y)
+ (A(Y), VZAX >Q (b, V,A(X >Q [A(X (Y)}Q

+[A(X), 0] 5 + (A(X (YZ)> —VyA(X).
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D’autre part nous pouvons écrire que
Uplo®a® X, @00Y]¢ pp=l0@a®X,30bOY]
—Al([a,lg) — AT(R(X,Y)) — AT(Vxb)
+ Al(Vya) — %(AT o A)({X,Y}) + A({X,Y}),

et par conséquent en substituant [a®a® X, 3 ©bDY] obtenu de I'expression précédente
auterme [ ®a® X, 5B b D Y] de (3.16) il vient

2 [Vala®a® X), Va(BebeY)]e 4y
=10 0@a® X,D0D Yo pu
+ (A(Z),[a, blo), + (A(Z), R(X,Y)), + (3.17)

1
+ la liste de termes (3.16) excepté le premier.

Le but & présent est donc d’identifier les termes supplémentaires et de comprendre com-
ment ils peuvent s’ajouter a V, R et H. Tout d’abord les termes de couleur orange se
compensent, les termes de couleur verte correspondent ala 3-forme 1 S(AN R>Q, le terme
de couleur marron correspond a la 2-forme 3 1[A A A]g a valeurs dans Q et les termes
de couleur bleue correspondent a la 2-forme d¢, A a valeurs dans Q. Or si nous ajoutons

dgAa R et considérons le crochet associé, alors il faut prendre en compte ce terme
supplémentaire dans tous les autres termes dans lesquels il intervient. Autrement dit on
peut écrire
Upla@ad X,8000 Y 5 f1+(AnR), T termes supplémentaires =
Usladad X,0DbD Y]@,R+d¢A,FI+<A/\R>Q — termes ou d, A apparait dans

Upladad X,80bd Y]@,R-}—d@A, f14(AnR), + termes supplémentaires.

Ainsi on obtient en évaluant toujours sur Z € I'(F')

L[ Vala®a® X), Va(B@boY)|¢ 5 4
=0 ae X, f0bO Y}@,Rer@A, H+(ANR) o
+(a,dg A(X, 2)) , — (a,dg A(Y. 2)) , + t2AN(d A(X,Y)) — dg A(X,Y)
+ termes supplémentaires,
et le terme —d¢ A(X,Y") disparait avec celui de couleur bleue que nous avions trouvé

précédemment (puisqu’il est incorporé dans le crochet a présent), puis les termes
(a,de A(X, Z)>Q — (a,deA(Y, Z)>Q se compensent avec les termes de couleur rouge

dans (3.16) ; enfin le terme t ; AT (d¢ A(X, Y')) permet avec les termes de couleur violette
dans (3.16) et (3.17) de former la 3-forme tangentielle 3 LA N de A) que l'on ajoutera a

H. Mais ce que nous avons fait pour d¢ A il faut le répéter pour ; 1[A A A]g également.
On obtient comme termes supplementalres

(0, [A(X), A(Z)]a) — (@ [A(Y), A(Z)]q), + (A(2), [A(X), AY)]g) o
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les deux premiers termes ne se compensent pas avec d’autres et le dernier permet d’ajou-

ter a H la 3-forme tangentielle $(A A [A A Alg) o AA présent les deux termes restants

dans (3.16) correspondent a ad 4 ajouté a V; il faut cependant retirer les termes corres-
pondants, ce qui donne comme termes supplémentaires

_<[A(Z)v a’]Q’ B>Q + <A(Z)’ [A(X)7B]Q>Q - <A(Z)7 [A(Y)v d]Q>Q’

qui ne se compensent pas avec d’autres. Finalement on obtient en prenant en compte le
terme restant de couleur magenta dans (3.17)

[Viladad X),Va(Babd Y)}@,R,fl =
Valo ®a® X, 80D Yo g, hiny aen,
+(A(2), [a,bq), + (0. [A(X), A(Z)]q), + (@ [A(Y), A(Z)]q),
— (JA(Z),alg By, + (A(Z),[A(X),Bla), — (A(Z), [A(Y ), ala),
ou les quantités Vs, Rs et Hs sont définies par
Vs =ady
Rs =d¢A+ %[A A Alg
Hy = (AN R)g + (AN deA)g + ¢ (AN[AN Alg)g.
Or les six termes restants se compensent d’aprés (2.5), ce qui achéve la preuve. O]
Lemme 3.2.6 : Soit B € Q*(F) et considérons I'endomorphisme de fibré vectoriel
Up  FYoQaoF - F oQaF
défini par (3.15). Alors de I'identité

Uplada® X, 3008 Y]vru=[Vsla®ad X), Vs(BdbaY)]

V,R,H’
avec o, 3 € T'(FY),a,b € I'(Q) et X,Y € I'(F), on obtient
H—H=dB.
Preuve : Nous commencons par calculer [V5(a®a® X), V(B0 bdY)] ¢ i, - Nous

omettrons les références a V, R, et H en indice pour alléger les notations.

[Uple@a® X),Vp(BabaY) =[a+BX)®aa X,f+BY)abaY]
=lavae X,06baY]+[B(X),Y]+[X,B(Y)]

Or en utilisant les opérations de Cartan il vient

[B(X),Y]+[X,B(Y) = -2ytxB+diytxB+2LxtyB
= —deytxB — tydex B+ deyexB + txdey B+ dexey B
= —-PLyixB+1tx&LyB —txtydB
=yxyyB —ixtydB
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d’ou finalement
[Vpa®asd X),Vs(Bebs Yﬂvé,ﬁ
= \IJB[Oé@C_LEBX,ﬁ@B@Y}@Jiﬁ—|—LnydB
=Upla®a® X, BObBYs 4 fraan
ce qui donne le résultat. ]

Le théoreme suivant est le résultat principal sur les changements de dissections et est
une conséquence directe des quatre propositions précédentes. On pourra le rapprocher
de [CSX13, proposition 2.7].

Théoréme 3.2.7 : Soit &€ = (E — M, a, [, ], (-,-)) un algébroide de Courant régulier
et considérons (A, V, R, H) et (A, V,R, f]) deux dissections de &, fournissant des iso-
morphismes d’algébroides de Courant A : & — 8,[V, R, H] et A : & — 83,[V, R, H]
couvrant I'identité de M. Alors le changement de dissection § = A~' o A est un iso-
morphisme d’algébroides de Courant couvrant I'identité de M s’écrivant sous la forme

Slapa® X)=a+ixB— %AT(A(X)) —Ala) & r(a) + T(AX)) & X, (3.18)

pour tous a € T'(FV),a € T(Q) et X € T'(F);avec A € QY (F,Q), B € Q*(F) et

7 € Aut(Q) couvrant I'identité. Matriciellement on a

Id —AT Bf—1ATo A
o=10 71 ToA . (3.19)
0 0 Id

De plus, 0 réalise la transformation
Vi V=r-V—adroa, (3.20)
RHR:TOR—TOdvA+%[TOA/\TOA]Q, (3.21)
Hw— H=H—-dB— (AANR)g + %(A AdyA)g — %(A NANAG),  (322)

oulonaposé T -V =70Vor ! etd!réalise la transformation

Vi V=7"V+ady, (3.23)
, . 1
RP—>RZT_IOR—FT_Iod@(ToA)—i-ﬁ[A/\A]Q, (3.24)
. . . 1 1
H|—>H:H—i—dB—l—<TOA/\R>Q+§<70A/\d@(TOA)>Q+6<A/\ [ANAlg),
(3.25)

Preuve : L’expression (3.18) est une application directe de la proposition 3.2.3. Les trois
premieres transformations résultent de I'application successive des lemmes 3.2.6, 3.2.5
puis 3.2.4, ou de plus pour montrer (3.20) on utilise le fait que 7 o ady o7™! = ad,.x
et pour (3.21) le fait que dy_nq, = dvA — [A A Ag. Pour montrer les trois derniéres
transformations on utilise les trois premiéres puisque d ' = ¥, 1o W__ 4o W_p. [
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Exemple 3.2.8 : D’apres le théoréeme précédent, un changement de dissection dans
En[H] (voir I'exemple 2.35) correspond a effectuer H — H — dB, pour un certain
B € Q?(M). On retrouve donc le contenu de la proposition 2.3.9.

Corollaire 3.2.9: Soit & = (&' — M, a, [, ], (-,-)) un algébroide de Courant régulier et
considérons (A, V, R H)et(A,V, R, H ) deux dissections de € ainsi que le changement
de dissection § = A"' o A : 8,[V, R, H| — 8[V, R, H] associé : § est définie & partir
d’éléments 7 € Aut(Q), A € QY (F,Q) et B € Qz(ff") (voir le théoréme 3.2.7). Alors &
induit un isomorphisme d’algébroides de Lie & : 83,[V, R] — 81/[V, R), et la relation
(1.5) induit les transformations

Vi V=r-V-adoy,
. 1
Rl—>R:TOR—TodvA+§[ToAAToA]Q.

3.2.1 Deux classes caractéristiques

Ci-apres nous étudions l'effet d’un changement de dissection sur deux « classes ca-
ractéristiques » associées a un algébroide de Courant régulier : la premieére classe de
Pontryagin et la classe de Chen-Stiénon-Xu. Fixons &€ = (F — M, a, [,+],(-,-)) un al-
gébroide de Courant régulier et soit (A, V, R, H) une dissection de €. D’aprés la propo-
sition 3.1.10 et (3.8) on a d(R A R)g = 0. Nous allons retrouver le fait que la classe de
cohomologie dans H*(F) de (R A R) est indépendante de la dissection ; elle est connue
dans la littérature ([S00], [Bre07] et [CSX13, section 1.7]) sous le nom de premiére classe
de Pontryagin p;(€) de I'algébroide de Lie quadratique €.

Proposition 3.2.10 : Soit (A, V, R, H) et (A, V, R, H) deux dissections d’un algé-
broide de Courant régulier € = (E — M, a, [, ], (-,)) et considérons le changement
de dissection § = Ao A : 8y[V,R, H] — SM[@,}Q{,]:I]. Notons § : F' — F
I'isomorphisme induit sur I'algébroide de Lie F. Alors ¢~ réalise la transformation
(RAR)g — (R A R)g + dw pour un élément w € Q3(F). Par conséquent la classe
de cohomologie p;(€) € H*(F) est invariante par changement de dissection dans €.

Preuve : D’apreés (3.18) on a 0 = Idp. Puis d’apres (3.10) et (3.25) il vient
S(RARYG— (RARYg = (RAR)— (RAR)o=2d (H - H) — —2dH;,

avec Hs = dB+<ToA/\RQ+2<TOA/\d (ToA> + (AN A/\AQ>Q O

Remarque 3.2.11: Plus généralement, la premiere classe de Pontryagin d’un algébroide
de Lie quadratique A = (A — M, a, [, ], (-,-)) est définie de la maniére suivante. On
considere la suite exacte courte de fibrés vectoriels

0 —Q=Kera— A— F=Ima—0,

ou () — M est un fibré en algebres de Lie et F' — M est un algébroide de Lie J. Un
scindement x : F' — A de cette suite est appelé un hoist de A et la quantité R.(X,Y) =
[£(X),k(Y)] — k([X,Y]) est appelée la courbure de k. Alors (R, A R,;) € Q*(F) ne
dépend pas du hoist k (voir [CSX13, lemme 1.9]) et sa classe de cohomologie est appelée
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premiére classe de Pontryagin de A. Dans [CSX13, théoreme 1.10] il est montré qu'un
algébroide de Lie quadratique donné est isomorphe a I’algébroide de Lie associé a un
algébroide de Courant régulier si et seulement si sa premiére classe de Pontryagin est
nulle.

Nous nous tournons a présent vers la classe caractéristique de Chen-Stiénon-Xu. De
maniére analogue aux algébroides de Lie on a la notion de €-connexion sur un fibré
vectoriel V' — M, c’est-a-dire une application V : I'(V) — T'(EY ® V), notée en
pratique V,s = ¢, Vs pour tous u € I'(E) et s € ['(V), qui est C*°(M)-linéaire en u,
R-linéaire en s et satisfaisant

Vu(fs) = [a(u) - f]s + [Vas,

pour toute fonction f € €>(M). Soit V¥ une &-connexion sur £ — M, quelconque.
On pose

1 1
Eve(u,v,w) = {§<[[u,v]],w> — §<va - Vfu,w>}
+ permutations circulaires sur u, v et w,

pour toutes sections u, v,w € I'(F), avec [-, -] le crochet antisymétrique associé a |-, -]
(voir la preuve de la proposition 2.2.15). Dans [AX07, section 3.2] == est appelée tor-
sionrelativement a V. Il est également montré [AX07, lemme 3.2] que =y» € T'(A3EY).
Dans [CSX13, section 1.4] une connexion V¥ particuliere est utilisée, dépendante direc-
tement de V, R et H comme suit. Equipons le fibré vectoriel /' — M d’une connexion
V7, restriction de la connexion de Levi-Civita associée a une certaine métrique rie-
mannienne (I'existence est donnée par [Leel3, proposition 13.3]); on notera V¥ la
connexion induite sur V' — M. La &-connexion sur F utilisée dans [CSX13, section
1.4] est alors

- v 1 -2 -
Veasaox (BODOY) = Vi = coyexH @ Vb + [, b © VXY
Cette £-connexion préserve le produit scalaire de € au sens ot a(u)- (v, w) = <va, w>+
<v, Vfw> et posséde une a-torsion nulle, c’est-a-dire a(VfU — Vfu) = [a(u), a(v)}.
Alors on montre ([CSX13, section 3.1]) en utilisant ces deux propriétés que relativement
a la dissection choisie, Z=y# s’écrit

= /= - _ 1 _ 1 _ 1 .
Eve(@® X, bpY,ch Z) = 5<R(X, Y),e), + §<R(Y, Z),a), + 5<R(Z, X).b)q
1., -
— 5([&, blo, 5>Q +H(X,Y,Z). (3.26)
Par conséquent Zgr ne dépend pas de V7, donc on notera Ep = Zgr € Q3(€) en

référence a la dissection choisie. On constate de plus que [Ea] € H3(&); en effet d’aprés
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(3.10), (3.8), (3.6), (3.7), I'identité de Jacobi pour [-, -]g et (2.5), on obtient les relations
_ 1
dEa(X,Y.Z,W) = |dH = S(RA R)g| (X.Y.Z,W) =0,
d=ZA(X,Y, Z,a) = —<dvR (XY, Z),a), =0,
[ROXY),alg, B — 5 (RIX.Y), [a,Elo), = 0
- 1 _ 7
<[Vx(l, b]Q, C>Q + §<[V xa, b Q, C>Q
1 1
§<[be a Q,C>Q t3 Vxe, a]Q,b>Q =0,
duA(ao, ay, Gz, az) = 0,
ot d désigne la différentielle sur le complexe 2°*(€) (voir section 2.7).

Exemple 3.2.12 : Soit (g, [-, ], (-,-)) une algébre de Lie quadratique. Alors dans une
dissection donnée, le fibré vectoriel () — M est identifié a g au-dessus d’un point et
EA = w, ol wy est la 3-forme de Cartan définie par wy(X,Y, Z) = (X, [Y, Z]).

Exemple 3.2.13 : Soit £ un algébroide de Courant exact (voir I'exemple 2.35) et soit
H € Q3(M) la 3-forme issue d’une dissection de € (voir théoréme 2.3.7) que I'on notera
simplement A. Le fibré vectoriel () — M est le fibré vectoriel nul et =5 = H.

La proposition suivante est a rapprocher de [CSX13, proposition 2.10].

Proposition 3.2.14 : Soit (A, V, R, H) et (A,V, R, H) deux dissections d’un algé-
broide de Courant & = (E — M, a,[-,-],(-,-)), et considérons le changement de dis-
section § = A~' o A : 84V, R, H] — SM[V R, H]. Notons 0 I 1somorphlsme induit
entre les algébroides de Lie associés. Alors 6! réalise la transformation =3 + Za + dw
pour un élément w € Q?(&).

Preuve : D’apres 3.18 on a
FEjlae X, baY,ed 2)
Ex(d@ae X),0(baY),0(cd Z))
2 (7(@ + 7(ACD) @ X, 7(0) + T(A(Y)) @ Y, 7(0) + 7(A(Z)) @ Z).

[1]

A présent en utilisant les relations (3.21) et (3.22), un long calcul utilisant (2.5) pour Q
montre que *=; — Ea = d (B +wa), avec wy € Q2(&) définie par

wa(@® X, bBY) = [(A ),B)g — (A(Y), )|
et dont la différentielle est donnée par
dws(@a® X, b Yed Z) = [<a dvA(Y, 2)), — (A(X). R(Y, Z)),,

— < A(X), b, E]Q> Q} + permutations circulaires sur X, Y et Z.

]
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Définition 3.2.15 : Soit € un algébroide de Courant régulier et soit (A, V, R, H) une
dissection de €. Soit 2o € Q3(&) la 3-forme (3.26), construite a I'aide d’une &-connexion
sur £ — M quelconque. D’apres la proposition précédente la classe de cohomologie

CSX(&) = [Ea] € H3(&) est invariante par changement de dissection dans & ; on I'ap-
pellera la classe caractéristique de Chen-Stiénon-Xu de €.

3.3 Structure du groupe des automorphismes forts

Fixons € = (E — M,a, [, ], (-,-)) un algébroide de Courant régulier de base une
variété M. Dans cette section nous étudions le groupe des automorphismes forts Aut (&)
de &, relativement a une dissection. La nouveauté, qui a déja pu étre apercue dans [Rub13],
[BH15] et [CMTW14], est 'apparition de nouveaux automorphismes parfois appelés
champs A, en plus des champs B qui étaient déja présents dans le cas des algébroides de
Courant exacts et a fortiori de la géométrie complexe généralisée (voir [Guall]).

D’apres la remarque 2.6.25, considérer uniquement des automorphismes forts est a
priori peu restrictif par rapport a la notion d’automorphisme faible (définition 2.6.13).
Rappelons que, d’apres la définition 2.6.10 et la remarque 2.6.12, un automorphisme fort
de I’algébroide de Courant € est un automorphisme (¢, ®) : £ — E du fibré vectoriel
E — M satisfaisant les relations

dpoa=aod, (3.27)
(™) (u,v) = (P(u), 2(v)), (3.28)
®([u,v]) = [®(u), ®(v)]. (3.29)

Rappelons également que ¢* désigne l'opération tiré-en-arriére définie par p*(f) = f o
¢, pour toute fonction f € C>(M); et que dans (3.29) ¢ désigne 'application induite
au niveau des modules des sections définie par ®(u), = ®(u,-1(,)) pour tout u € I'(E)
et x € M ; ceci est possible car ¢ est un difféomorphisme de M.

La proposition suivante montre que la condition de compatibilité avec ’ancre (3.27)
est redondante et découle des deux autres conditions (3.28) et (3.29) grace aux relations
particuliéres dont on dispose dans un algébroide de Courant. Cette proposition sera utile
pour calculer I’algébre de Lie des automorphismes (forts) infinitésimaux d’un algébroide
de Courant régulier dans la section 3.4. Remarquons tout d’abord qu’étant donné un
automorphisme (¢, ®) : £ — FE d’un fibré vectoriel £ — M, I'application induite
¢ : ['(E) — I'(E) n’est pas C> (M )-linéaire puisque ® : £ — E ne couvre pas'identité
de M ; on a cependant une relation qui remplace la C>°(M )-linéarité et qui est donnée
par le lemme suivant.

Lemme 3.3.1: Soit (¢, ®) : £ — E un automorphisme d’un fibré vectoriel £ — M
au-dessus d’une variété M. Alors ®(fs) = ((¢~')*f)®(s) pour tous f € C®(M) et
seI'(E).
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Preuve : Par définition (voir remarque 2.6.12), on a pour tout point y € M

O(fs)y = ( ‘l(y)
=0((fo™)(W)sp1(y)
(fo )( )P (s, 1(y))

((90‘1) F) W) ®(s)y.

]

Proposition 3.3.2 : Soit € = (E — M, a,[,], (-,)) un algébroide de Courant et soit
(¢, ®) un automorphisme du fibré vectoriel £ — M satisfaisant les conditions (3.28) et
(3.29). Alors de plus (¢, @) satisfait (3.27) et est donc un automorphisme fort de €.

Preuve : D’apres le lemme 3.3.1 et les relations 2.9 et 3.29 nous avons d’une part

[(I)(u)7q)(fv)] = qD([uv fUD
= O(flu,v] + (a(u) - f)v)
= (07 fO([u,v]) + (¢71)" (alw) - £)@(v),

et d’autre part

[®(u), 2(fv)] :[ ( ),(w ) (v)}

ce qui implique la relation

(e ) (alw) - f) =a(®(w)) - (") f.

Or, d’apres le lemme 2.6.19, il vient

(w_l)*ba(u)df = Lgp*a(u)(gp_l)*df
- Ltp*a(u)d“o_l)*f
= [paa(w)] - [(¢™)"f],

ce qui permet d’obtenir la condition (3.27), d’apres la notation ¢, = dy. En adjoignant de
plus la condition (3.28), on obtient que (¢, ®) : € — € est un automorphisme fort.  []

Soit (A, V, R, H) une dissection de € (qui est régulier). La proposition suivante as-
sure qu’ayant fait le choix d’une dissection de &, étudier le groupe des automorphismes
forts de € revient a étudier les automorphismes forts de ’algébroide de Courant standard
S = 8y[V, R, H] (voir théoréme 3.1.13).

Proposition 3.3.3 : L’isomorphisme A induit un isomorphisme de groupes Aut(&) =
Aut(8).

Preuve : L’isomorphisme de groupes Aut(€) — Aut(8) est défini par ® — A 1o ®do
A. Remarquons que A™! o ® o A est bien un automorphisme de 8§ = 8§,/[V, R, H]| car
A est un isomorphisme d’algébroides de Courant au-dessus de M (voir définition 2.6.1),
et que la composition d’isomorphismes forts est encore un isomorphisme fort. [
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Bien qu’elle soit redondante, la condition (3.27) est importante pour les raisons sui-
vantes. Soit (p, ®) : FYB®Q®F — FY® Q@ F un automorphisme fort de 8,,[V, R, H].
Nous noterons ¢, = dy : I'(TM) — ['(T'M) la différentielle de ¢ et p* = @) :
(TYM) — T(TYM) lapplication duale, traditionnellement appelée tiré-en-arriére
(pullback dans la littérature anglaise, voir [Lee13, chapitre 11]) ; on a la relation (p*) ™! =
(o~ 1H)*. D’aprés (3.27), dy envoie I'(F) dans I'(F'), c’est-a-dire que ¢ est un automor-
phisme feuilleté de M (foliated map dans la littérature anglaise, [BDD07, section 1.1.3] et
voir proposition 3.1.1 pour le feuilletage J associé a €) :  laisse chaque feuille invariante.
L’automorphisme (¢, ¢.) de I'algébroide de Lie J induit une application sur Q°*(F), que
I’on pourra noter A®p* (ou simplement (*) au lieu de (¢, *)* (voir proposition 1.4.2).

Définition 3.3.4: Soit ¢ € Dif(M).On étend p* a4 Q°*(F, Q) en posant A*(p*)(a®a) =
AF(p*)a @ apour a € QF(F) eta € T(Q).

Définition 3.3.5 : On notera O(S) le groupe des automorphismes du fibré vectoriel
FY & Q@& F — M, orthogonaux (au sens de la relation (3.28)) pour le produit scalaire
(-,-) de 8.

Proposition 3.3.6 : Soit (¢, 7) € O(Q), ot ¢ est un automorphisme feuilleté de M
pour F. Alors (¢, 7) induit un élément ¥, . € O(8) donné sous forme matricielle par

(™) 0
Ve r= 0 T
0 0

0
0
©u
Preuve : L’application U,, , envoie I'(FY & Q & F) dans I'(FY & @ & F) puisque ¢,

est a valeurs dans I'(F'), par définition d’un automorphisme feuilleté. Il s’agit bien d’un
automorphisme du fibré vectoriel I’V ©Q® F' — M, orthogonal pour le produit scalaire
(-,-) de 8, puisque pour tous o, f € I'(FV),a,b € I'(Q) et X, Y € I'(F) on a
<\If¢77(a ®aeX) V(O Y)>

=((¢)la@T(@) @ X, (") Be () ®p.Y)

= (30*) a(p.Y) + (¢7) ' Ble:X) + (7(@), (b)),

= alp,'9.Y) + Ber 0 X) + (@, bg

=(adad X,00baY).

O

Définition 3.3.7 : On notera O(8) le sous-ensemble de O(S) dont les éléments sont de
la forme W, . avec ¢ un automorphisme feuilleté de M pour F.

Proposition 3.3.8 : L’ensemble O(8) est un sous-groupe de O(8).

Preuve : Ceci résulte essentiellement des propriétés (¢ o ), = @, oY, et (poh)* =
Y* o p* (voir [Leel3, propositions 3.6 et 12.25]). l

Lemme 3.3.9 : Soit (¢, 7) € Aut(Q). Alors on a

U jadad X,30b0Y]vry = [‘I’go,f(Oé ©adX), Vo (BDOD Y)]@,R,fi’



94 Chapitre 3. Automorphismes forts d’algébroides de Courant réguliers

pour tous o, 3 € T(FY), a, b € T(Q) et X, Y € T'(F), ou V, R et H satisfont les
relations

(0,7)-V=V, (p,7)-R=R, ¢*H=H,
oul'onaposé (¢,7)-V = p*(171-V)et(p,7)-R = p*(17'oR) avec 7}V = 7 1oVor.
Preuve : Soit o, 3 € T'(FVY), a,b € T(Q) et X,Y &€ T'(F). D’apres (3.11), on a d’une
part
[Vor(@@a®X), Uy (BBOBY)]¢ 5
=[(¢) Ta@T(@) @0 X, (¢") ' BOT0) ©eY ] 5
=L, x(¢") 78— toyd(p) o+ (VT(a) 7(0),
+ <7’ Lw*yR> < (b), L¢*XR>Q + Ly, yLLP*XI:]
@ [7(@), 7(0)] 5 + Vipx7(0) = Voy7(@) + R(p. X, 0.Y)
@ {p: X, p.Y},

et d’autre part

Vo ovaoX,fabaY], ,,
= (¢")'xB — (¢") yda + (¢*)(Va,b)g
+ (") @, Tty R)g — (¢") (b, TxR)g + (¢*) ' (tyex H)
7([a,bg) + 7(Vxb) — 7(Vya) + 7(R(X,Y)) ® ¢.{X,Y}.

Tout d’abord notons que ces deux calculs ont un sens grice au fait que, (¢, 7) étant un
automorphisme de 'algébroide de Courant Q, ¢ est un automorphisme feuilleté de M
pour F, impliquant que ¢, : I'(F) — I['(F) et a fortiori, ceci permet d’assurer que les
dérivées de Lie et produits intérieurs soient a valeur dans Q°(F, (). Ensuite, en projetant
sur I'(F') nous n’obtenons pas de condition puisque ¢, est un morphisme d’algébres de
Lie (voir [Leel3, corollalre 8.31]). En projetant sur I'(Q)) on obtient deux conditions :
@*(t7'oR) = Ret7 ' 0V, x o7 = V. A présent en projetant sur ['(F'"), le lemme
2.6.19 et les deux conditions précédentes permettent d’infirmer I’existence de nouvelles
conditions excepté sur les 3-formes H et H : pour tout Z € I'(F) on a d’une part

(tpvtpxH)(Z) = H(0.X, .Y, 2) = (¢"H)(X,Y, 9. Z),
et d’autre part
(") evexH](Z) = (yex H) (91 Z) = H(X,Y, 91 ' Z),
d’ou la derniére condition, cp*]:l = H. OJ

Définition 3.3.10: On notera Gau(8) le sous-groupe des éléments de O(8), qui couvrent
I'identité de M et agissent selon 'identité sur () — M. On appelera Gau(8) groupe de
jauge de l'algébroide de Courant 8§ = 8),[V, R, H].
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Proposition 3.3.11 : Tout élément ¥ € Gau(8) peut s’écrire W = W, o Vg ou A €
OLF,Q) et B € Q*(F). On notera ¥ = (A, B) et matriciellement on peut écrire

Id —Al Bf—1AtoA
(A,B)=|0 1 A
0 0 1d

La loi de groupe sur Gau(8) est alors donnée par

1
(A,B)o (A',B) = (A +A',B+ B + §<A A A/>Q) :
I’élément neutre est (0, 0) et I'inverse de (A, B) est

(A,B)™' = (-A,-B). (3.30)

Preuve : La preuve de I'existence d’'une décomposition ¥ = W 4 o Uy est analogue a la
preuve de la proposition 3.2.3. En utilisant la formulation matricielle on obtient

Id —AT— Af B’ﬁ—%A’TOA’—ATOA’—Q—Bﬁ—%AToA
(A,B)o(A',B")= |0 Id A+ A
0 0 1d

Or, on calcule que

B’ﬁ—%A’ToA’—AToA’JrBﬁ—%AToA

1 1 1 1
— Rt # 4 # T T T
=B+ B —|—§<A/\A'>Q—§<A/\A'>Q—§A’ o A'— A oA'—ﬁA o A,
et pour tous X et Y € I'(F') on calcule que

Ao, y) - A (A C0)Y)

_ _%<A(X), A, + %<A(Y), A'(X)), — (A(Y), A(X)),
- _%<A’(Y),A(X)>Q —~ %(A(Y),A’(X»Q
= SATAM)) () - A (A0) V),
d’oit Pon déduit
B’ﬁ—%A’ToA’—ATA’JrBﬂ—%ATOA = B”+B’ﬂ+%<AAA/>”Q—%<A+A'>T°(A+A/>’

et par conséquent on aboutit a

1
(A,B)o (A",B") = (A+A’,B + B+ §<A A A’>Q) .
L’élément neutre et 'inverse d’un élément (A, B) s’obtiennent directement a partir de
la relation ci-dessus. O
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Remarque 3.3.12: Le groupe Gau(8) n’est pas abélien car 'opération C*°( M )-bilinéaire
(- A -)g n’est pas commutative sur Q' (F, @), mais commutative Z-graduée, voir propo-
sition 3.1.5. D’autre part ?(F) est un sous-groupe distingué de Gau(8) puisque

(A, B)o(0,B)o(A,B)Y'=(A,B+B)o(-A",-B)=(0,B),
pour tous A’ € Q1 (F, Q) et B, B’ € Q*(F).

Lemme 3.3.13 : Soit (¢, ®) € O(8) tel que <I>|Q = 7 avec (¢, 7) € O(Q). Alors ¢ =
U, , oW, avec U € Gau(8).

Preuve : Posons W = W ! 0 ® = W, 1 .1 0 §. Puisque ¥,-1 .1 € O(8) couvre o',
U € O(8) couvre Idy;. De méme, ¥ -1 -1 }Q
\I!|Q = Idg et par conséquent ¥ € Gau(s). O

= 771 et par hypothése <I>|Q = 7 donc

Lemme 3.3.14 : Soit B € Q*(F) et soit p € Dif (M). Alors B* o ¢, = (¢*)7! (gp*B)ﬁ.
Preuve : Pour tous X,Y € I'(F) ona

(B*o 0, )(X)(Y) = B(p.X,Y)

]

Définition 3.3.15 : Soit p € Dif(M). Pour A € QY(F,Q), ona AT : T(Q) — T'(FY)
(voir définition 3.2.1). On définit ¢* A" par (¢*AT)(a) = ¢* [A'(a)], pour tout a € I'(Q).
De méme, pour B € Q%(F),ona B* : I'(F) — I'(F"). On définit ¢* B* par (¢*B*)(X) =
¢* [B*(X)], pour tout X € T'(F).

Théoréme 3.3.16 : Tout élément (¢, P) € Aut(8) peut s’écrire sous la forme ¢ =
U, oW 0U0pavec A € YT, Q), B € Q*(F)etT € Aut(Q) satisfaisant les conditions

V —(¢,7) -V =ady, (3.31)
1
R—(¢,7)- R=dvA— §[AAA]Q, (3.32)

1

H—¢'H=dB+(AAR), 5 (dvA N A),+ 1<A ANAN Alg),- (3.33)

D

On notera (y, ) = (¢, 7, A, B) et matriciellement on peut écrire

(e)™F —(p™ ) AT (1) Bf — 1(p7 1) ATo A
b = 0 T ToA . (3.34)
0 0 Dy
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La loi de groupe sur Aut(8) est alors donnée par

(o1, A, B)o (¢, 7', A", B')

1
- (90 0@ Tt NI o A) + A" B+ B+ (" (T o A) A A’>Q) |

(3.35)

I’élément neutre est (Idy, Idg, 0, 0) et I'inverse de (¢, 7, A, B) est

(o, 7 A B) " = (¢ 7 =(p ) (roA),—(¢ )'B). (3.36)

Preuve : D’aprés le lemme 3.3.13, & = U, . o U, avec ¥ € Gau(8). Or d’apreés la
proposition 3.3.11, il existe A € QY(F, Q) et B € Q*(F) tels que ¥ = ¥, o Up. Les
conditions auxquelles sont contraints ¢, 7, A et B proviennent d’une utilisation succes-
sive des lemmes 3.2.6, 3.2.5 et enfin de 3.3.9. La loi de groupe (3.35) est obtenue a partir de
I’écriture matricielle (3.34), de maniere analogue a la preuve de la proposition 3.3.11. [

Alternativement, on peut reformuler le théoreme précédent comme suit.

Proposition 3.3.17 : Le groupe Aut(S) est le sous-groupe constitué des éléments du
produit semi-direct O(8) Xy Gau(8), qui s’écrivent (o, 7, A, B), tels que 7 € Aut(Q) et
o, T, A et B satisfont les relations (3.31), (3.31) et (3.33), ou I’action (a droite) 6 : O(S) —
Aut[Gau(8)] est définie par

0(V,.)(A, B) = (¢*(t7' 0 A),¢*B).

3.4 Structure de ’algebre de Lie des automorphismes
forts infinitésimaux

Fixons dans toute cette section & = (F — M, a, [,-], (-,-)) un algébroide de Cou-
rant régulier. Nous allons dans un premier temps étudier la version « infinitésimale » du
groupe des automorphismes forts Aut (&) de &. Par la suite nous répétons cette étude re-
lativement a une dissection. Pour cela, nous considérons les générateurs infinitésimaux
d’un groupe a un parametre d’automorphismes forts dans I’algébroide de Courant. Nous
montrons plus loin que ces générateurs infinitésimaux possedent plusieurs propriétés,
déja énoncées dans [BH15] et [BCGO7], et que de plus ils forment une algebre de Lie.
L’utilisation ultérieure d’une dissection permet d’expliciter la structure de cette algeébre
de Lie.

Dans ce qui suit nous noterons Aut(FE) le groupe des automorphismes d’un fibré
vectoriel £ — M au-dessus d’une variété M.

Définition 3.4.1 : Soit £ — M un fibré vectoriel au-dessus d’une variété M. Soit
(1, Pt)ier un groupe a un parameétre dans Aut(FE) lisse, c’est-a-dire la donnée d’un
morphisme de groupes t € R — (¢, ®;) € Aut(E) pour lequel X € I'(T'M) et
D € End [['(E)], définis par

xf=Yemsl L b= Las)| |

dt t=0 dt t=0
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existent pour tous f € C>®(M) et s € I'(F). On pourra noter X pour le champ de
vecteurs X lorsque seul D est explicité, ett € R — exp (tD) € Aut(F) pour le groupe
a un paramétre (p;, ®;);cr dans Aut(FE) associé a (X, D) ; le couple (X, D) sera appelé
générateur infinitésimal de (p;, Py)ier-

Dans la définition précédente, on constate que X est le champ de vecteurs sur M
associé au groupe a un parameétre de difféomorphismes (¢; '),cr de M ([Leel3, propo-
sition 9.7]).

Proposition 3.4.2: Soit £ = (E — M, a, [, -], (-,)) un algébroide de Courant régulier
et soit (¢4, P4 )icr un groupe a un paramétre dans Aut(€). En particulier, (¢, ®;)icr est
un groupe a un paramétre dans Aut(F), notons (X, D) le générateur infinitésimal asso-
cié, au sens de la définition précédente. Alors X est F-projetable (voir [Ton97, chapitre
1]) et les propriétés suivantes sont vérifiées :

D(fu) = fD(u) + (X - f)u, (3.37)
D([u v): [ u,v}—l—[u,Dv] (3.38)
X - (u,v) —<Du,v>+<u,Dv> (3.39)

pour tous f € C¥(M), etu, v € ['(E).

Preuve : On a vu dans la section 3.3 que pour tout ¢t € R, (¢, §;) étant un auto-
morphisme fort de &, la relation (3.27) implique que ¢; est un automorphisme feuilleté
de M. Par conséquent le générateur infinitésimal associé est un champ de vecteurs
X € T'(T'M) F-projetable, c’est-a-dire satisfaisant la propriété [X, V]| € T'(F) pour
tout V' € I'(F'). En effet, ¢, étant feuilleté on a (¢;). : I'(F)) — I'(F) et par conséquent
pour tout V € I'(F') on a

d,

d
[X7 V] =&xV = E(Qp—t)*(‘/)

= S|, €T,

t=0

A présent, par définition et d’apres le lemme 3.3.1 il vient

D(fu) = Sb(fu)

d 1\*
= dt ((‘Pt_ ) f@t(u)) o

= (gt s) o)

= (X fu+ fD(u),

t=0

o+ s (o)

on obtient donc la premiere propriété. La seconde propriété est établie a partir de la

t=0

bilinéarité du crochet |-, -] et la condition (3.29) puisque d’une part par définition
i<I>t([u v]) = D([u,v])
dt t=0 T
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et d’autre part

Cay(fol)| = S ), @0)]
= {%@t(u)‘tzo,v} + {u,&‘bt(v) _

= [D(u),v] + [u, D(v)].

t=0

Enfin la troisiéme propriété est obtenue a partir de la bilinéarité du produit scalaire (-, -)
et la condition (3.28), puisque d’une part, par définition,

d . _
S )| =X ),

t=0

et d’autre part,

d
E@t(u),@t@»

o= ),

Remarque 3.4.3 : La propriété (3.37), qui provient du fait que (¢, ®) est un automor-
phisme du fibré vectoriel £ — M, est une propriété que possede tout automorphisme
infinitésimal (X, D) de fibré vectoriel. Dans [KSM02, définition 1.1], le couple (X, D)
est également appelé derivative endomorphism de I'(E) en anglais.

Définition 3.4.4 : Soit & = (E — M, a, [, ], (,)) un algébroide de Courant régulier.
Tout couple (X, D) € I'(T'M) x End I'(F) tel que X soit F-projetable, et tels que (X, D)
satisfait les relations (3.37), (3.38) et (3.39), est appelé automorphisme infinitésimal fort de

€. On désignera par aut(&) 'ensemble de tous les automorphismes infinitésimaux forts
de €.

Proposition 3.4.5: Soit& = (E — M, a, [, -], (-, -)) un algébroide de Courant régulier.
Alors aut(€) admet une structure d’algeébre de Lie [-, -] définie par

[(X,D),(X", D)] = ({X, X"}, [D, D),

avec {-, -} le crochet de Lie des champs de vecteurs et -, | le commutateur sur End I'( E).
De plus on dispose de la relation X{p py = {X, X'} pour tous (X, D), (X', D’) € aut(€)
(voir définition 3.4.1 pour la notation).

Preuve : Soit (X, D), (X', D’) € aut(€), deux générateurs infinitésimaux de groupes
a un parameétre d’automorphismes forts de £. Nous devons vérifier que [, ] est bien
défini, c’est-a-dire que [(X, D), (X', D')] est bien un élément de aut(€) puisque I'on
sait déja que 'antisymétrie et 'identité de Jacobi sont vérifiées. Tout d’abord, { X, X'}
est bien un champ de vecteurs F-projetable d’apres l'identité de Jacobi pour le crochet
de Lie des champs de vecteurs sur M. Puis la relation (3.38) stipule que D et D’ sont des
dérivations de (I'(E), [-,-]) donc leur commutateur est encore une dérivation ([Gre75,
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section 5.6]) ; on obtient ainsi que la propriété (3.38) est satisfaite. Concernant (3.37), on
a, pour tous f € C®°(M) etu € I'(E),

(Do D'~ D o D)(fu) = D{(X"- fyu+ fD'(w)} — D{(X - flu+ fD(u)}
= (X X" flu+ (X" [)D(u) + fD o D'(u) + (X - f)D'(u)
— D" D(u) = (X" /)D(u) = (X" X - flu— (X - f)D'(u)
= ({X, X} fu+ fID, D')(u),
et de cette relation il vient que X|p p; = {X, X'}. Enfin pour la propriété (3.39) on a
{X, X'} (u,v) = X - X" (u,v) — X'+ X - {u,v)

- X. {<D’(u),v> + (u, D’(v)>} - X' {<D(U)av> + <U7D(U>>}

=(DoD'(u > + (D' (w) > + (D(u),D'(v)) + (u,D o D'(v))
— (D' oD ),v) — <D (v)) — (D'(u), D(v)) — (u, D" o Dv)
:<DOD’ D'oD v>+< (Do D' — D'oD)(v))
=(Ip ,v>+<u, D, D'|(v)),
pour toutes section u, v € I‘(E) ]

A présent, soit (A, V, R, H) une dissection de 'algébroide de Courant régulier € et
soit 8 = 8/[V, R, H] I'algébroide de Courant standard associé. Nous allons décrire I’al-
gébre de Lie aut(S) des automorphismes forts infinitésimaux de 8, et d’apreés la proposi-
tion suivante, cela est suffisant pour décrire aut(€), relativement a la dissection choisie.

Proposition 3.4.6 : L’isomorphisme A induit un isomorphisme d’algebres de Lie
aut(E) = aut(8).

Preuve : L’isomorphisme d’algébres de Lie aut(&) — aut(8) est défini par D — A~ 'o
D o A. Remarquons que A~ o D o A est une dérivation de (I'(FY & Q & F), [-,+]) car
A est un isomorphisme d’algébroides de Courant au-dessus de M. [

Lemme 3.4.7 : Soit (¢y, 7y, Ay, By)ier un groupe a un parametre dans Aut(8) lisse,
c’est-a-dire la donnée d’un morphisme de groupes t € R — (¢, 74, Ay, By) € Aut(8)
pour lequel il existe un générateur infinitésimal (X,©) du groupe a un paramétre
(pr,7:) € Aut(Q) et tel que t — A; et t — B, soient des applications lisses. Alors
il existe a € QY(F, Q) et b € Q*(F) tels que

t t 1
A, = / pi(T_s0a)ds et By = / <80:b + §<¢Z<Tfs oa)A AS>Q> ds.
0 0

et les relations suivantes soient satisfaites :

O(fa) = fO(a) + (X - f)a, (3.40)

X - (a,b) = (6(a),b), + (a,0(0)),,, (3.41)
O([a,be) = [0(a),b] , + [a.©(1)],, (3.42)
©,Vy| = Vixuy = ad,, (3.43)
©oR—2xR=dya, (3.44)

LxH+db+ (aANR)g =0, (3.45)
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pour tous f € C®(M), a, b € T'(Q) et U € T'(F). On dira que (X, O, a, b) est le généra-
teur infinitésimal associé au groupe a un paramétre (¢, 74, Ay, By)ier-

Preuve : L'existence d’un générateur infinitésimal (X, ©) pour le groupe a un para-
meétre (¢, 7;) € Aut(Q) assure directement que les relations (3.40), (3.41) et (3.42) sont
satisfaites d’apres la proposition 3.4.2. Ensuite, par définition d'un groupe a un parameétre
dans Aut(8), on a de plus pour tous s, t € R que

Qi (1t 0 Ag) + Ay = Agi, (3.46)

1
QO;;BS + Bt + §<S0t(7't_1 o As) A At>Q = Bs+t7 (347)

De la relation (3.46) il vient
1 1
i (7o go ) = Sl - )

ce qui donne la relation ¢} (7, ' oa) = A,, aprés passage a la limite lorsque s tend vers 0,
oua = %At +—o €t le point désigne la dérivation par rapport au parametre ¢. On obtient
ainsi avec la condition initiale Ay = 0 que

t
A= / pr(t_g0a)ds.
0

Enfin de la relation (3.47) il vient

1 1 1 1
_<Bs+t - Bt) = 30: (_Bs) + = <901T (Ttl © _As) A At> )
s s 2 s 0

ce qui donne la relation B, = b + HWep(ritoa) A At>Q, oub =
quent on obtient avec la condition initiale By = 0 que

! * 1 *( _—
B, = /0 <gpsb+ §<<ps(7't Yoa)A AS>Q) ds.

Notons que le passage a la limite s — 0 ci-dessus requiert la continuité du produit
scalaire (-, -) pour une topologie sur I'(()) (voir par exemple [Joy00, section 1.2]). Les
relations (3.43), (3.44) et (3.45) s’obtiennent directement en dérivant les relations (3.31),
(3.32) et (3.33) par rapport au parametre ¢ et en se rappelant que ¢y = Id;, 70 = Idg,
Aon,etBoz(). L]

d ‘ . 4
dtBt 1o > par consé

Lemme 3.4.8: Soit (X, ©, a, b) le générateur infinitésimal de (¢, A;, By, T¢)1cr un groupe
aun paramétre dans Aut(8). Alors (X, O, a, b) estla dérivationde (I'(F¥Y & Q @ F), [,])
qui agit selon

(X,0,0,0)((@z0U)=2Lxé—ad (7) + b @ O(F) +a(U) LU,  (3.48)

pourtous{ € I'(FY), 2 € T'(Q) et U € T'(F).
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Preuve : Le fait que (X, O, a, b) soit une dérivation de (I'(FY & Q & F), [, -]) provient
de la propriété (3.38) puisque (X, O, a,b) est le générateur infinitésimal d'un groupe a
un parametre d’automorphismes forts de 1'algébroide de Courant standard §. L’action
de (X, 0, a,b) sur une section £ @ U du fibré vectoriel F¥ & Q ® F — M est donnée
par

d

(X, ab)( or0U)= -

(‘Pt> Tt At7 Bt)(f DxT D U)

Y

t=0
il s’agit donc de calculer

4 [ €= (o) Al(@) + ew(e ) B — (e ) Al (AU))
T (%) + 7 0 Ay(U) )
(‘Pt)*(U) t=0

On obtient, en utilisant la R-bilinéarité des opérations intervenant dans les second et
troisieme termes de la premiere ligne ci-dessus, ainsi qu’en revenant a la définition de
AT (voir définition 3.2.1) pour le quatriéme terme,

(X,0,0,0)((@z0U)=2Lxé—ad(2) +pb®O(2) +a(U) @LxU,  (3.49)

ou l'on a utilisé [Leel3, chapitre 9, équation 9.16] et [Leel3, chapitre 12, équation 12.8]
pour les définitions des dérivées de Lie. O

Définition 3.4.9 : Soit (X,0) € I'(F) x EndI'(Q)) un automorphisme infinitésimal
de Q, et soit (a,b) € QNF, Q) x Q*(F) tel que relations (3.43), (3.44) et (3.45) soient
satisfaites. Alors la dérivation (X, 0,a,b) de (T'(FY @ Q @ F), [-,-]) définie par (3.48)
est appelée automorphisme fort infinitésimal de 8. L’ensemble des automorphismes forts
infinitésimaux de 8 sera noté aut(8).

Théoréme 3.4.10 : L’ensemble aut(S) posséde une structure d’algébre de Lie, héritée
de 'algebre de Lie des dérivations de (I'(F¥Y @ Q @ F), [+, ]), et donnée par

[(X,a,b,0), (X" dV, 0]
= ({X,X'},[0,0,00d —0' ca+2xd —Lxa,Lxt —Lxb+ (aNd)g),

ot l'opération a € Q¥(F,Q) — O o a € QF(F,Q), pour tout © € End I'(Q) est définie
sur les tenseurs élémentaires par O (w®a) = wRO(a), pour tousw € QF(F)eta € T'(F).

Preuve : Nous avons par définition pour tous { € I'(FY), z € I'(Q) et U € T'(F) que

[(X.a,0,0), (X" V. 6]z U)
=(X,a,0,0) 0 (X", d VUV, 0Dz U)— (X,d,0,0)0(X,a,0,0)(DTBU),

et le terme de droite vaut, en développant,

g{xx/}f 3Xa (z )—l—SBX/aT(;Y;) —(LT( ( ))
+a’(0()) @ [0,0(z)
+®( (U)) — 6/(a(U)) + Z{X/’U}CL — Z{X7U}a D g{x,X/}U.
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Les termes de couleur bleue montrent que la projection de [(X, a,b, ©), (X', d’,V/, 0")]
sur ['(T'M) est { X, X'}, qui est bien F-projetable d’aprés I'identité de Jacobi. Le terme
de couleur verte montre que la projection de [[(X, a,b,0), (X', d,V, @’)]] sur ['(Q) est
[©, ©'], pour le commutateur des dérivations. Les termes de couleur orange montrent que
la projection de [(X,a,b,©), (X', a',V/,0")] sur Q*(F) est Lxb' —Lxb+ (and')g. 11
reste a identifier les termes de couleur rouge. Pour cela supposons que a est élémentaire,
c’est-a-dire posons a = w ® G, avec w € I'(FV) eta € T'(Q). D’apres (3.39) on a

0'(a(U)) = ©'(w(U)a) = (Lxyw)a +w(U)O' (a),
et on a également que
Z{X/,U}CL = (L{leU}UJ) X a = (QX/LUOJ — LUQX/(JJ) X a= (QX/LUW)d - EU (@X/a) y

par conséquent il vient —©’ (a(U)) +lx e = —ty©' oa—1y (§X/a). On en déduit
que la projection sur Q' (F, Q) de H(X, a,b,0), (X', d 0V, @’)]] est@oad — O oa+
gxa’ — §X/CL. O

Dans la section précédente nous avons décrit le groupe Aut(8) comme un sous-
groupe du produit semi-direct O(8) xy Gau(§). Alternativement, nous pouvons décrire
l'algébre de Lie aut(8) comme une sous-algébre de Lie d’un produit semi-direct d’al-
gebres de Lie (voir [Var84, section 3.14]). Pour cela, nous introduisons I’algebre de Lie

gau(8) = Q1(F, Q) x Q%(F) dont le crochet est défini par
[(a,0), (d',0))] = (0,(a Ad')g).

Proposition 3.4.11 : L’algebre de Lie aut(8) est la sous-algébre de Lie constituée des
éléments du produit semi-direct aut(Q) x, gau(8) satisfaisant les relations (3.43), (3.44)
et (3.45), ou la représentation ¢ : aut(Q) — Der [gau(8)] est définie par

(X, 0)(a,b) = (Lxa+Ooa,Lxb).

3.5 Exemples

Dans cette derniere section nous traitons trois exemples afin d’illustrer les résultats
obtenus dans les sections précédentes.

3.5.1 Algébroides de Courant de type D,

Soit & = (F — M, a,[-,],(:,-)) un algébroide de Courant exact, c’est-a-dire (voir
définition 2.3.6) tel que le fibré vectoriel £ — M s’insére dans la suite exacte courte de
fibrés vectoriels

0—T'M 25 EV~E 23 TM — 0

Un tel algébroide de Courant est également appelé algébroide de Courant de type D,
([Rub13, section 2]). Dans ce cas I’algébroide de Lie J (proposition 3.1.1) est I’algébroide
canonique T, (voir 1.2.4) et 'algébroide de Courant Q est trivial.

Une dissection correspond alors a un scindement isotrope ¢ : T'M — E de cette
suite exacte courte, qui permet d’obtenir un isomorphisme de fibrés vectoriels A : T'M &
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TYM — E et une 3-forme H sur M (voir la preuve du théoréme 2.3.7), induisant un
isomorphisme d’algébroides de Courant A : €,,[H| — €. D’apreés la proposition 2.3.9
un changement de scindement correspond a la transformation # — H — dB pour
B e QQ(M ), ce qui est en accord avec le théoréme 3.2.7. Relativement a cette dissection,
onaV = 0et R = 0 (voir la preuve du théoréme 3.1.13 donnée en annexe) donc la
classe de Chen-Stiénon-Xu CSX(€/[H]) (voir définition 3.2.15) est la classe de Severa
[H] € H3(M).

Le groupe O(&)/[H]) est réduit au groupe Dif()) des automorphismes de M et
le groupe Gau(&)/[H]) est réduit au groupe abélien Q*(M) des 2-formes sur M. Par
conséquent, le groupe des automorphismes forts de &,,[H]| est le sous-groupe de
Dif (M) xg Q?(M), ou I'action est donnée par 6(¢)(B) = ¢*B, des éléments (p, B)
satisfaisant la condition H — ¢*H = dB. Un automorphisme (¢, B) agit sur X & ¢ €
L(TM @& TYM) selon

(0. B)(X @ &) = pu(X) ® (p7')" (£ + exB),

et la loi de groupe est donnée par

(g, B)o(¢,B) =(po¢,¢"B+ B,

pour tous ¢, ¢’ € Dif(M) et B, B’ € Q*(M). Ce résultat a été obtenu pour la premiére
fois dans [Gual1l]. On peut également voir Aut (8 m[H ]) comme l’extension de groupes

0 — Q*(M) — Aut(€y[H]) — Dif)(M) — 1,

pour l'injection et la surjection naturelles, oit Dif[;)(M) désigne le groupe des auto-
morphismes ¢ de M qui préservent la classe de cohomologie [H] € H3(M), c’est-a-dire
©*[H] — [H] = 0 dans H3(M).

Du point de vue infinitésimal, ’algebre de Lie des automorphismes forts infinitési-
maux relativement a la dissection choisie est la sous-algébre de Lie de I'(T'M) x y Q?*(M)
(pour I’addition), ou I'action est donnée par J(X)(b) = L xb, des éléments (X, b) satis-
faisant la condition £ xH + db = 0. Un automorphisme infinitésimal (X, b) agit sur
Ud&el(TM @ TYM) selon

(X,0)(Ud &) ={X,U} & LxE+ b,
et le crochet de Lie est donné par
[[(X,b),(X',b’)]] = ({X,X'},S,’Xb’ —QX/b),

pour tous X, X’ € T'(T'M) et b, b € Q*(M). Ce résultat a été obtenu pour la premiére
fois dans [Hu09a] et [HUO09D, section 4]. On peut également voir aut(E m[H ]) comme
I'extension d’algebres de Lie

0 — Q*(M) — aut(Ey[H]) — Xm(M) — 0,

pour I'injection et la surjection naturelles, out X77(M) désigne les champs de vecteurs X
sur M qui préservent la classe de cohomologie [H] € H3(M), c’est-a-dire L x[H] = 0
dans H3(M).
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3.5.2 Algébroides de Courant de type 5,

Soit M une variété. Nous nous intéressons a présent a un certain algébroide de Cou-
rant standard sur M (voir proposition 3.1.15).

Définition 3.5.1: Soit M une variété. Considérons le fibré vectoriel TVM QST M —
M, avec @ = M x R — M le fibré vectoriel trivial de rang 1, équipé du crochet nuls
ainsi que du produit scalaire (\, i)g = Aw pour tous A\, u € I'(Q) = C>*(M). De
plus considérons pour connexion sur () — M la différentielle de De Rham d, R = 0
et H € H?(M) une 3-forme d-fermée d’aprés (3.10). On notera Ry/[H| I'algébroide
de Courant standard associé a ces données (voir 3.1.15) et on 'appellera algébroide de
Courant de type B,, (avec n = dim M).

Cet algébroide de Courant est apparu pour la premiére fois dans [Rub13, section 2]
(avec H = 0 cependant). D’aprés 3.11 son crochet est donné par

[ AN X,0udY]=Lxp —tyda+ pdA + tytxH & exdp — tyd) @ {X,Y}.

Dans ce cas, 'algébroide de Lie F (proposition 3.1.1) est ’algébroide canonique T, (voir
1.2.4) et I'algébroide de Courant Q est () — M,a=0,[-,-]o =0, (-, -)g).

On calcule que le groupe O(()) des automorphismes orthogonaux de () — M, équipé
de (-,)q, et couvrant un difféomorphisme de M, est constitué des automorphismes de
la forme (¢, ¢*) et de la forme (p, —p*), ou ¢ € Dif(M). Par conséquent tout élément
de Aut(Ry[H]) est de la forme (o, ¢*, A, B) ou (¢, —¢*, A, B), pour ¢ € Dif(M),
A€ QY (M) et B € Q*(M). La condition (3.31) implique alors que (i, —p*, A, B) n’est
pas une forme possible puisque sinon on aurait V = 0. Finalement on notera (¢, A, B)
les éléments de Aut(Ry[H]), o ¢ € Dif(M), A € Q'(M) et B € Q?(M) satisfont
les relations dA =0 et H — p*H = dB.

D’apres le théoréme 3.3.16 on obtient le résultat suivant.

Proposition 3.5.2: Soit (¢, A, B) € Aut(Ry[H]). Alors (¢, A, B) agit sur une section
NP X el(TVM & Q & TM) selon

(0, AB)(E@ADX) = (p7 ) (€ = M +1xB) @ ¢" (A + A(X)) @ . (X).

La loi de groupe sur Aut(Ry[H]) est donnée par
1
0, A, B)o (¢ A B) = | poy " A+ A "B+ B + 50" ANA |,
2

pour tous ¢, ¢’ € Dif (M), A, A’ € Q'(M) et B, B' € Q*(M). Le groupe Aut(Ry[H])
peut étre considéré comme |’extension de groupes

0 — Z'(M) x Q*(M) — Aut(Ry[H]) — Dif (M) — 1,

pour l'injection et la surjection naturelles, ou Z!(M) désigne I'ensemble des 1-formes
sur M d-fermées.

On retrouve donc le résultat [Rub13, proposition 2.2] lorsque H = 0.
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Du point de vue infinitésimal, 0(()) est constitué des dérivations de la forme (X, £ x)
et dela forme (X, -2 x), pour X € I'(T'M). Ainsi tout automorphisme infinitésimal de
Ryr[H] est de 1a forme (X, £ x, a,b) ou de la forme (X, —L x,a,b), avec X € I'(T'M),
a € QYM)etb € Q*(M); mais seuls les automorphismes de la forme (X, 2L x,a,b)
satisfont la condition (3.43), qui dans ce cas correspond a [£x,ZLy| = 2 x ), pour
tout U € I'(T'M). Par conséquent les automorphismes infinitésimaux de R,;[H]| sont
les (X, a,b)avec X € T(TM),a € Q' (M) etb € Q*(M) satisfaisant de plus les relations
da=0etLxH+db=0.

D’apreés le théoréme 3.4.10 on obtient le résultat suivant.

Proposition 3.5.3 : Soit (X, a,b) € aut(Ry[H]). Alors (X, a,b) agit sur une section
Ep U el (TVM & Q & TM) selon

(X,a,0)(§dANDU)=LxE—Aa+ybd ExA+wad {X,U},

pour tous & € (M), A € T'(Q) = C*(M) et U € I'(T'M). Le crochet sur aut(Ry[H])

est donné par
[(X,a,b), (X", V)] = ({X,X'},2&xd — 2L xa,LxV —Lxb+and),

pourtous X, X' € ['(T'M),a,a’ € Q' (M)etb,t/ € Q*(M).L algebre de Lie aut(Ry, [H])
peut étre considérée comme I’extension d’algebres de Lie

0— Z'(M) x Q* (M) — aut(Ry[H]) — X(m(M) — 0,
pour 'injection et la surjection naturelles.

On retrouve donc le résultat [Rub13, section 2] lorsque H = 0.

3.5.3 Algébroides de Courant hétérotiques

Définition 3.5.4 : Soit H = (£ — M, a, [-, ], (-, -)) un algébroide de Courant transitif.
On dit que H est hétérotique si son algébroide de Lie associé I (proposition 2.6.4) est
isomorphe a I’algébroide d’Atiyah d’un fibré principal (voir exemple 1.2.10).

Les algébroides de Courant hétérotiques sont apparus pour la premiere fois dans
[BH15, section 3.3]. On notera que d’aprés (3.2), le fibré vectoriel de 1'algébroide de Lie
Hest E/TVM — M.

Soit G un groupe de Lie semi-simple d’algebre de Lie (g, [-, -|,), équipée de sa forme
de Killing (-, ), (voir exemple 1.2.13). Soit 7 : P — M un fibré G-principal et soit
AdP = P xpq9 — M le fibré adjoint de P — M (voir [Nee08, proposition 5.1.6]). Les
fibres de Ad P — M sont isomorphes a g et on étend le crochet [-, -|; de g a I'(Ad P)
par la formule [u, U]g‘x = [ug, vy]g pour tous u, v € I'(AdP) et z € M, conférant
ainsi a Ad P — M une structure de fibré vectoriel en algébres de Lie. L’algebre de Lie
g étant quadratique, on étend le produit scalaire de (-, ), de g a I'(Ad P) par la formule
(u, v)g‘x = (Uy, Vy)q pour tous u, v € I'(Ad P) et x € M, conférant ainsi a Ad P — M
une structure de fibré vectoriel en algebres de Lie quadratiques. On notera également
que I'(Ad P) = C>(P, g)“ (voir par exemple [Nee08, proposition 1.6.3]).
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Soit w € (M, g) une connexion sur P — M, de courbure R = dw + 3[w A
wly € N?(M, Ad P) (voir [Nee08, sections 5.4 et 6.1]). Notons V la dérivée covariante
sur Ad P — M issue de w (voir [KN96, chapitre 3, section 1]). Soit H € Q3(M) tel que
dH = (R A R),.

Ayant introduit ces notations, considérons & présent le fibré vectoriel TVM & @ &
TM — M avec () = Ad P équipé de [-, ], et (-, ), que 'on munit de la connexion
V, de la 2-forme de courbure R et de la 3-forme H. Alors d’apres [BH15, proposition
3.2] lalgébroide de Courant standard associé a ces données, que 1'on notera simple-
ment J(, est hétérotique pour 'algébroide d’Atiyah de 7 : P — M, et réciproquement
tout algébroide de Courant hétérotique est de cette forme apres choix d’une dissection.
Dans ce cas, I’algébroide de Lie J (proposition 3.1.1) est I'algébroide canonique T, (voir
1.2.4) et I'algébroide de Courant Q est (Q — M,a =0,[-,"]o = [-,]g, (-, )0 = (-, )g);
Q*(F) = Q*(M), et d’aprés [Nee08, proposition 5.3.4] on a un isomorphisme de C*° (M )-
modules Q(F, Q) = Q°*(P, g)pas ol le second € (M )-module correspond au module des
formes différentielles sur P a valeurs dans g basiques, c’est-a-dire celles qui sont nulles
sur Ker(dr) (les champs de vecteurs horizontaux) et G-invariantes.

Les résultats des sections 3.3 et 3.4 s’appliquent a cet exemple, on obtient des formules
identiques. De plus, concernant le groupe Aut(H), on retrouve le résultat obtenu dans
[GFRT15, proposition 4.7].



Annexe

Dans cette annexe, nous donnons une preuve du théoréme 3.1.13 de structure de
Chen-Stiénon-Xu, avec des détails supplémentaires. La preuve originale se trouve dans
[CSX13, section 2]. Dans cette preuve, on désignera par ag, |-, g et (-, ) g l'ancre, le
crochet et le produit scalaire sur € ; afin de distinguer de I'ancre a, du crochet [+, -] et du
produit scalaire (-, -) dont va étre équipé le fibré vectoriel F¥ & Q & F — M.

Preuve : L’ancre sur FV & QQ & F' — M est donnée par
alapad X)=ap(Ala®ad X)) = (agoN)(X) = X.
Pour le produit scalaire on a

<a@a@Xﬁ@b@Y—<aE f+o(@) + MX),ap(B) + o(b) + A(Y)),
a(Y) + B(X) + (o(a),o(b))

en développant et en utilisant les propriétés de A et o, et (2.17), puis par définition

(o(a),0(8)), = (m(of

®ad X,0bY] = [aYE(a)M ()+A(X),aYE(5)ﬂ+a(_)+A(Y)]E
= lap(@)f, ap(B)] , + [ap(@)f, o(0)] , + [ap(@)’, A(YV)],
o(a),a%(8)] , + [0(a), a(B)] , + [0(@), A(V)]
b

et calculons chacun de ces termes.
« ap ([a} (@)%, a}(8)Y]E) = Opar(2.13) et (2.17) donc [a} (), a%(8)"] , € [(Kerag) =
['(FY) @ I'(Q). Mais la composante sur () est nulle car d’apreés (2.5) on a
(lap(@), a5 (B) 5. 0(2)) = (ap o T 0 ap () - <aE ). o (€))
- <aé O[)ﬁ7 [a (B) E>E
= (alag ([£(8), 0(@)]r)) = 0,
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toujours d’apres (2.17). A présent pour tout Z € ['(F'), on a que

[ap(a),ap(B)] 5(2) = ([ap(a),ap(B )ﬂ]E

= (ago Y toaj(a

_<3E 7[E( )7 E>E
=0.

~—
~—_ o
/\
/‘\
\_/
A
N
~—
S|

« ag ([A(X),a%(B8)" k) = 0 et la composante sur () est nulle puisque

<[)‘(X)7a£<6)ﬁ]Ev (>> =X- <aE E>E <aE u? A(X)7O-(E)]E>E
_ X (8(o5 0 0)(@) — {Blox(AX),o(@]e)) = 0,

en utilisant le fait que ag o 0 = 0, par définition d’'un scindement. A présent pour
tout Z € I'(F),

[MX), 25 (8] 1(2) = (IMX), 2 (8) ], M(2))
f

« ag ([aj(a)?, o(b)]g) = 0, mais la composante sur () est nulle. En effet on a

= (35,0 B)le) = [moah(a)i.F] ..
mais pour u € Kerag, ona
(ag(@)f,u), = {alap(u)) =0,
donc a};(a)* € (Kerag)* et donc 7 o ajy(a)* = 0. Enfin pour tout Z € I'(F) on a

[ (@), 0(0)] 1(2) = ([ap(@)!, (D)5, M(2))
= (ago X! Ea) ) - (a(b),\M2)),
— <cr ap(a)?, /\(Z)]E>E
:0’

or o(b) € T'(Q) et [ay (@), A(Z)], € [(FY) d’aprés un point précédent donc le
produit scalaire est nul.

- ap ([o(a),o(b)]r) = 0 mais cette fois-ci la composante sur () n’est pas nulle
puisque

[o(a), a(b)}E = P(a,b) ® 7 ([o(a), o (b)) = P(a,b) ® [a, b,

P(a,b) = prpv[o(a),o(b)]g,

dont on déterminera 'expression ultérieurement.
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« ag ([M(X),0(b)]g) = 0 et on pose [A(X),o(b)]

Annexe

5 = K(X,b) ® Vxbavec

K(Xv Z_)) = Prpv [/\(X)’ U(b)]

B

dont on déterminera I’expression ultérieurement et

Vxb = prg [AMX),0(b)]

E’

que I'on va examiner a présent. Tout d’abord V yb est C*°( M )-linéaire par rapport
aX

Vixb=prg [fAX),0(b)]

=g { /MX).0®)] ; — (a5 0 0)(B) - ) A(X) + (M(X),0(8)) ;D |
= [Vxb,

et satisfait également
Vx(fb) = prq [MX), fU(l_?)}E
= i { /X0 + (a0 V) )08
= fVxb+ (X - f)b.

V est donc une F-connexion sur le fibré vectoriel () — M (voir 1.5.3).

Le terme [A(X), \(Y)] , a trois composantes toutes non nulles. Tout d’abord sur
Fonaag([AX),\(Y)]g) = {X,Y}. Puis posons

R(X,Y) = pro [MX),A(Y)]

B

Alors R est antisymétrique en X et Y puisque
R(Y,X) =prg [AY ),)\(X)]
= prg { DOMX) A, = M)A |
( )7

et également C*>° (M )-linéaire car

R(X, [Y) = prg [A(X), FA(YV)],
= prg { FIAX) )] + (a0 N(X) - ) AY) ]
= fR(X,Y).

Par conséquent R € T'(A*FV ® Q). Enfin pour la composante sur "V posons

H(X,Y,Z) = (prp [MX), AY)e|MZ)) = ((MX), AY)]E, MZ)) 5
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Alors H est antisymétrique en X et Y puisque
=—-H(X,)Y,Z),

E E

ainsi qu'en Y et Z car
— _H(X,Y,Z).
Il est clair que H est C*°(M)-linéaire en Z et que d’autre part
H(fX,Y,Z) = ((MX),MY))Df — (Y - HMX) + FINX), AY)]E M(2))
— FH(X.Y, 2);

par conséquent H € T'(A*FV).

Nous devons a présent identifier les quantités P(a,b) et K(X,a). Pour P(a,b), on a,
pour tout Z € I'(F'),

(P(a,b)|NZ)) = (prpv[o(a), o(b)]z, A(Z))

= (agoo(a))-(o(b),o(u >E (a(b),[o(n), )\(Z)]E>E
= <0(5), DANZ),0(a))g — [MX),o(a E>E

= (0(b),[M2),0@)]e)

= <a(5),prQ[)\(Z),a(d) E>E

= (Vza, E>Q.

< X)7U(a')]E7>‘(Z >E
X {a(0), M(2)) 5 = (o (b), NX), MZ)]e)
_—<U P [AX), MZ)]E)

[
_—<bRXZ)>Q

Par conséquent le crochet sur FV @ Q © F' — M est déterminé par la donnée de H, R
et V.

A présent examinons les relations de compatibilité entre ces données afin que ’ancre
a, le crochet [, -] et le produit scalaire (-,-) que 'on vient de décrire équipent le fibré
vectoriel FV @& Q & F — M d’une structure d’algébroide de Courant. La propriété
(2.7) est satisfaite en complétant le crochet comme indiqué dans I’énoncé du théoreme.
Maintenant pour (2.5), seul le cas ot u = X € I'(F) etv = @, w = b € I'(Q) donne une
relation non triviale

X - (a,b)g = ([X,a],b) + (a,[X,b])
= (Vxa,b), +(a, Vxb),.
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A noter que, bien que les autres cas soient triviaux, la plupart demandent de long calculs
pour vérifier la trivialité. La situation est similaire pour vérifier (2.1). La plupart des cas
donnent des relations triviales, mais pour les obtenir il est nécessaire de faire de longs
calculs. Ci-apres nous ne détaillons que les relations non triviales, celles qui donnent des
relations de compatibilité. Pour le cas ot v = X € I'(F)etv = a,w = b € T'(Q) on
doit vérifier

(X, P(a,b) @ [a,blo] = [K(X,a) ® Vxa,b] + [a, K(X,b) ® Vxb],
soit en développant encore
ZxP(a,b) + K(X,[a,blg) ® Vx[a,blg = P(Vxa,b) + P(a, Vxb)
® [Vxa, b, + [a,Vx0] .

En projetant sur () on constate que les données doivent donc satisfaire la relation

Vxla.blo = [Vxa,b], + [a,Vxb] .

Cependant il reste & montrer que la projection sur ' de cette relation est bien triviale.
Tout d’abord pour tout Y € I'(F') on a

(P(Vxa,b) + P(a,Vx0)|Y) = (b, VyVxa), + (Vxb, Vya),,

et ensuite pour le membre de gauche

(LxP(a,b)+ K(X,[a,blg)|[Y) = tyd (P(@b)(X)) +d (P(a,b)) (X,Y)
o <[&7 E}Q7 R(X7 Y)>Q
= <Vy6, VXC_l>Q + <B, VvaC_l>Q
£ X (b,Vya), — V- (b, Vxa),
- <6, V{X’Y}a>Q — <[d, B]Q, R(X, Y)>Q
= <sz), Vyd>Q + <B, Vva(i>Q
- <B’ V{X»Y}a>Q - <[@, B]Q’ R(X’ Y)>Q )

or d’apres une relation que ’on va montrer indépendamment ci-dessous
(b, VxVya - VyVxa - Vixyya), = (b, [R(X,Y),a]),,
on en déduit la relation
(b [ROCY).al) + {fa,Ho, RIX, V) = 0.
Puis d étant a valeurs dans I'(F"), on obtient
(b,[a, RX,Y)]), + ([a. blo, R(X,Y)), =0,

qui n’est autre que (3.5).
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Montrons a présent la relation mentionnée ci-dessus. Elle est obtenue dans le cas ou
u=X,v=Y el'(F)etw=a € I'(Q) dans (2.1) :
ZxK(X,a)+ K(X,Vya) ® VxVya=P(R(X,Y),a) + K({X,Y},a)
+2ZyK(X,a) + K(Y,Vxa) ® [R(X,Y),a] + Vixyya + VyVxa.
Ainsi en projetant sur () on a la relation désirée (3.9) puisque
(d%a)(X,Y) = [Vx, Vyla — Vix,v}a,

d’aprés la formule (1.12). Cependant il reste a voir qu’en projetant sur F'V la relation est
triviale. En évaluant sur une section Z € I'(F') on constate qu’il s’agit de la relation (3.8)
qu’il reste a démontrer. Les deux dernieres relations s’obtiennent en considérant (2.1)
dans le cas ou les trois éléments sont dans I'(F)

LxH(Y,Z,- )+ K(X,R(Y,2))+ H(X,{Y,Z},") ®VxR(Y., Z)
+R(X Y, 7)) @ {X,{v, 2}}
=-2,HX,Y, ) +d(H(X,Y,Z)) - K(Z,R(X,Y))+
LyH(X,Z,- )+ K(Y,R(X,Z)) + H(Y,{X, Z},")
®-VzR(X,Y)+ R({X,Y},Z) + VyR(X, Z)
+RY{X, Z}) @ {{X, Y}, Z} + {V,{X,Z}}.
La projection sur /' donne l'identité de Jacobi pour le crochet de Lie des champs de

vecteurs. Sur () on obtient la relation (3.8) car d’aprés (1.12), pour tout w € Q*(F, Q) on
a

dow(X,Y, Z) = {wa(Y, Z)-w({X, Y}, Z)}
+ permutations circulaires sur X, Y et Z.

Enfin on obtient la derniére relation (3.10) en projetant sur F'V. En effet, on obtient en
évaluant sur une section W € I'(F') et en développant que

X -HY,ZW)-H(Y,Z{X,W})+HX{Y,Z}, W)+ Z-HX,Y,W)
~W-HX,Y,Z)-H(X,Y,{Z,W}) — H{X, Y}, Z,W)
—-Y -H(X,ZW)+ H(X,Z{Y,W}) - H(Y,{X,Z},W)
= (R(X,Y),R(Z,W)), + (R(Y.Z),R(X,W)), — (R(Y,W),R(X, Z)),,.

Le membre de gauche est dH (X, Y, Z, W) d’aprés la formule intrinséque de la différen-
tielle (1.9) et le membre de droite est

1 o
3 Z(—l)‘ {(R(Xo1), Xo@2): R(Xa(3)7Xa(4))>Q,

gESyY

avec X1 = X, Xo =Y, X5 = Z et X4, = W. Pour le montrer, on pourra faire une liste
des permutations et de leur signature a I’aide du logiciel Sage '. Puis on utilise les diffé-
rentes symétries a notre disposition pour réduire le nombre de permutations a prendre
en compte dans la somme. Etant donné une telle permutation,

1. Voir http://www.sagemath.org/ pour plus d’informations et https://sagecell.
sagemath.org/ pour accéder a un serveur de calcul en ligne.


http://www.sagemath.org/
https://sagecell.sagemath.org/
https://sagecell.sagemath.org/
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« Puisque (-, ) est symétrique, on peut échanger les premiére et seconde paires
dans la 4-permutation. Ceci correspond a effectuer deux transpositions donc la
signature reste inchangée, on obtient une permutation équivalente.

« Puisque R est antisymétrique, en faisant une transposition sur la premiere paire
et une transposition sur la seconde paire de la 4-permutation, on obtient alors une
permutation équivalente.

Finalement, il y a trois classes d’équivalence sous l'action de ces symétries (donnant
chacune huit représentants dans la somme plus haut), qui peuvent étre représentées par
les permutations suivantes : (1,2, 3,4) — (1,2, 3,4), de signature +1, qui correspond au
terme (R(X,Y), R(Z, W)>Q ;(1,2,3,4) — (1,4,2,3) de signature +1, qui correspond
au terme (R(Y, Z), R(X, W)>Q ;etenfin (1,2,3,4) — (2,4, 1, 3) de signature —1, qui
correspond au terme —(R(Y, W), R(X, Z)>Q. Ceci achéve la preuve. O
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Automorphismes forts
des algébroides de Courant réguliers

Strong automorphisms
of regular Courant algebroids

Résumé

Les algébroides de Courant ont été introduits par
T. J. Courant dans sa thése portant sur
l'intégrabilité des structures de Dirac. lls sont
devenus d’'importants objets en géométrie
différentielle depuis le travail de Z.-J. Liu, A.
Weinstein et P. Xu sur les bigébroides de Lie. lls
jouent un réle grandissant en Physique
Théorique ainsi qu’en Mathématiques.

Dans cette these, on s’intéresse a décrire les
automorphismes forts d’un algébroide de
Courant régulier. Dans une premiere partie des
rappels sont faits sur les algébroides de Lie.
Dans une seconde partie, on étudie les
algébroides de Courant. Dans une troisieme
partie, aprés introduction de la notion de
dissection, nous explicitons le groupe des
automorphismes forts d’un algébroide de
Courant régulier relativement a une dissection, et
calculons l'algebre de Lie des automorphismes
infinitésimaux relativement a cette dissection. De
cette étude sont apparues de nouvelles
symétries qui pourraient s’avérer utiles en
Physique Théorique.

Mots clés
algébroides de Lie, algébroides de Courant,
automorphismes.

Abstract

Courant algebroids have been introduced by T. J.
Courant in his PhD thesis concerning the
integrability of Dirac structures. They have
become important objects in differential geometry
since the seminal work of Z.-J. Liu, A. Weinstein
and P. Xu on Lie bialgebroids. They play an
increasing role in theoretical Physics as well as in
Mathematics.

In this thesis, we are interested by describing
strong automorphisms of a regular Courant
algebroid. In a first part, we review Lie
algebroids. In a second part, we study Courant
algebroids. In a third part, after introducing the
notion of dissection, we compute the
automorphism group of a regular Courant
algebroid with respect to a dissection of it, and
then compute the Lie algebra of infinitesimal
automorphisms with respect to this dissection.
From this work appeared new symmetries that
could be useful in theoretical Physics.

Key Words
Lie algebroids, Courant algebroids,
automorphisms.
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