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Résumé

Résumé

L’étude des systemes aux équations différentielles ordinaires vise a prédire le futur des
systémes considérés. La connaissance de ’évolution dans le temps de toutes les variables
d’état du modele permet de prédire de possibles changements radicaux des variables ou des
défaillances, par exemple, un moteur peut exploser, un pont peut s’écrouler, une voiture
peut se mettre a consommer plus d’essence. La résolution des équations différentielles
ordinaires est alors une étape essentielle dans la construction des systémes physiques en
terme de dimensionnement et de faisabilité. Le solveur de tels systémes EDOs doit étre
rapide, précis et pertinent.

Ces modeles peuvent étre construits en utilisant un langage de modélisation tel que
Modelica, qui décrit I’évolution d’un systeme physique au moyen des équations différen-
tielles ordinaires. Les coeflicients de PTEDO peuvent étre introduits comme des variables
plus ou moins complexes ; leurs valeurs sont gelées a chaque simulation. Lors de I'étude
du dimensionnement du systéme, le nombre de simulations est généralement grand étant
donné que les simulations sont toujours moins cotiteuses que les expérimentations. De plus,
dans de nombreux cas, afin de controler le systeme le plus longtemps possible, on a besoin
d’un temps de simulation tres grand. Un nombre important de simulation est également
requis afin de balayer I’espace des parametres de manieére pertinente. C’est pourquoi, la
simulation mathématique doit étre tres efficace. Par ailleurs, I’étude du comportement du
systeme dans ’espace des parameétres peut étre piloté par des algorithmes qui ne sont pas
développés dans cette these.

En pratique, il n’est pas possible de trouver une fonction continue qui soit solution
exacte du probleme EDO. C’est pourquoi, des méthodes numériques sont utilisées afin
de donner des solutions discretes qui approchent la solution continue avec une erreur
contrélable. La gestion précise de ce controle est tres important afin d’obtenir une solution
pertinente en un temps raisonnable.

Notre but est de réduire le cotit de simulation afin de permettre le plus grand nombre de
simulations en un temps raisonnable. En effet, les systémes dynamiques peuvent contenir
des dérivées spatiales et leur discrétisation peut ajouter un treés grand nombre d’équations.
Il devient alors nécessaire de résoudre de tels systemes de maniere efficace et de fournir
une solution précise en quelques jours au lieu de quelques mois.

Cette thése développe un nouveau solveur qui utilise plusieurs méthodes d’amélioration
de la vitesse d’exécution des systémes EDOs. La premieére méthode est I'intégration du
systeme EDO avec un schéma numérique qui soit stable et robuste. Un nouveau schéma est
proposé dans cette theése. Le but est de minimiser le cotit de I'intégration en produisant une
erreur qui soit le plus proche possible de la tolérance maximale permise par 'utilisateur
du solveur. Une autre méthode pour améliorer la vitesse d’exécution est de paralléliser le
solveur EDO en utilisant une architecture multicoeur et multiprocesseur.



Enfin, le solveur a été testé avec différentes applications d’OpenModelica afin de com-
parer son efficacité avec les solveurs classiques tels que DASSL. Un exemple & évéenements
et plusieurs systeémes de grande taille ont été en particulier testés.

Mots-clefs

Improvement of the execution speed of large scale ODEs
systems from Modelica

Abstract

The study of systems of Ordinary Differential Equations aims at predicting the future
of the considered systems. The access to the evolution of all states of a system’s model
allows us to predict possible drastic shifts of the states or failures, e.g. an engine blowing
up, a bridge collapsin, a car consuming more gasoline etc. Solving ordinary differential
equations is then an essential step of building industrial physical systems in regard to
dimensioning and reliability. The solver of such ODE systems needs to be fast, accurate
and relevant.

These models can be built using a modelling language such as Modelica, which de-
scribes the evolution of a physical system by means of ordinary differential equations.
The coefficients of such ODE can be introduced as more or less complexe variables; their
values are frozen at each simulation. In the study of system dimensioning, the number of
simulations is usually large since simulations are always less expensive than experimenta-
tion. Moreover, in many cases, to control the system within a large time horizon needs a
long time of simulations; a large number of simulations is also required in order to sweep
the parameter parameter space in a relevant way. Therefore, the simulation mathematics
requires to be very efficient. On a side note, the study of the system behaviour through
the parameter space can be driven by algorithms which are note in the scope of my thesis.

In practice, it is not possible to find a continuous function as the exact solution of the
real ODE problem. Consequently numerical methods are used to give discrete solutions
which approximates the continuous one with a controllable error. The correct handline
of this control is very important to get a relevant solution within an acceptable recovery
time. Starting from existing studies of local and global errors, this thesis work goes more
deeply and adjusts the time step of the integration time algorithm and solves the problem
in a very efficient manner.

Our goal is to reduce the simulation cost in order to make a highest possible number
of simulations during a reasonable time. Indeed, dynamic systems might contain spatial
derivatives and they can be hidden into the considered ordinary differential systems by
adding a large number of discretized equations. It becomes necessary to efficiently solve
such large systems and to provide an accurate solution within days instead of months.

This thesis offers a new solver which uses several methods to improve the execution
speed of ODE systems. One method is the integration of ODE systems with a numerical



scheme both fast and robust. A new scheme is proposed is this thesis, to minimize the
cost of integration. Another method to improve the execution speed is to parallelize the
ODE solver by using a multicore and a multiprocessor architecture.

Finally, the solver has been tested with different applications from OpenModelica in
order to compare their efficiency with well-known solvers as DASSL. An example with
several events and a large scale system has been tested among others.

Models built from a modelling language such as Modelica which describes the evolution
of a physical system in time contain ordinary differential equations that need integrating
in order to show the behaviour of the state variables of the system. Practically, it is not
often possible to find a continuous function which is the exact solution of ODE problems.
Therefore numerical methods are used to give discrete solutions which approximate the
continuous one with a controllable error. The more state variables there are to integrate,
the more important the time of integration. In the study of parameters variation, the
number of simulations is important, so we need to reduce the cost in order to have the
highest number of simulations during a reasonable time.

Two methods have been developped in this thesis to improve the execution speed of
ODE systems.

The first method is the integration of the ODE system with a numerical scheme which
is fast and robust at the same time. The goal is to minimize the cost of integration by
produce an error lower than the tolerance given by the user.

The second method to improve the execution speed is to parallelize the ODE solver
by using a multicore and a multiprocessor architecture.

Finally, the methods have been tested with different applications in order to compare
their efficiency with traditionnal methods. An example with several events and a large
scale system has been tested among others.
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Introduction

La chimie, la biologie, 'ingénierie, la physique sont autant de domaines parmi d’autres
traitant de problemes qui contiennent des systemes aux équations différentielles ordinaires
de la forme (1).

te[0,7],
dy _
y(0) = yo,

avec i € R, f € CP(R?, RY).

La résolution de ces problemes permet de connaitre ’évolution dans le temps des
variables du systeme et ainsi de prédire le comportement du modéle décrit par les équations
du systeme. Prédire le comportement d’un modeéle est trés important car cela permet de
détecter un éventuel dysfonctionnement, une rupture mécanique ou un arrét d’un moteur
par exemple.

En pratique, il n’est souvent pas possible de déterminer une fonction continue qui
soit solution exacte du probleme EDO. On a alors recours & des méthodes numériques
d’intégration permettant de donner une solution discréte qui approche la solution continue
avec une erreur.

Le systeme EDO peut étre complexe, non linéaire, couplé, hybride en temps, plus
ou moins raide, plus ou moins difficile a initialiser. De plus, certains de ces systemes
physiques, comme la dynamique des fluides en milieu poreux, en atmosphére ou dans les
océans, I’évolution de certains matériaux sont issus de discrétisations spatiales des dérivées
partielles (EDPs). Dans les cas ou la dicrétisation est fine, la taille de I’espace est grande et
les systémes d’EDOs peuvent alors étre de grande taille (10%,10% équations) et donner des
temps de calcul tres longs. En effet, plus il y a de variables d’état a intégrer, plus le cofit
de l'intégration numérique en termes de temps de calcul est important. Il est primordial
d’effectuer la résolution de tels systemes EDO de la maniere la plus rapide qu’il soit. En
effet, dans le cas ou ’on cherche a détecter un éventuel dysfonctionnement dans un modele
et a ainsi prédire le futur du systeme, on peut avoir besoin de simuler les modeles pendant
un temps tres grand. Ainsi une méthode de résolution rapide permettra de réduire le temps
d’exécution et de permettre plus de simulations dans un temps plus court. Cette répétition
des simulations est tres utile dans le cadre de la variation de parametres, ou on a besoin
de simuler plusieurs fois le méme modele en changeant la valeur d’un parametre. Cette
these va s’attacher a accélérer la résolution des systemes EDO de grande taille tout en
garantissant la plus grande stabilité face aux systémes raides.

Dans le cas des modeles non linéaires, la raideur du systéme (1) peut devenir grande
si une ou plusieurs valeurs propres de la matrice Jacobienne J = % a une partie réelle
négative grande. La présence de dynamiques rapides et lentes pose de nombreuses diffi-



cultés aux solveurs numériques utilisant des schémas explicites. En effet, la condition de
stabilité de Courant-Friedrichs-Lewy (condition CFL) impose un pas de temps maximal
qui correspond a I’échelle de temps la plus petite du systeme. L’ensemble de ces rai-
sons conduit les numériciens a utiliser des schémas implicites en temps pour simuler les
EDPs de grande taille évoluant dans le temps. Les schémas implicites les plus communé-
ments utilisés sont les schémas de type Backward Differentiation Formulas (BDF) (voir
[BHIJB77, IHARO09, SD80]). Le schéma BDF est une méthode multipas implicite qui utilise
les points connus calculés a différents temps précédents ainsi que la solution inconnue du
point courant. L’ordre du terme d’erreur peut étre facilement ajusté en utilisant plus ou
moins de points précédents. Cette méthode est connue pour fournir une bonne stabilité
de solution pour la résolution de systéemes raides pour laquelle une méthode implicite est
indispensable. Une résolution implicite en temps nécessite la résolution a chaque pas de
temps d’un systeme d’équations non linéaire de grande taille qui couple toutes les variables.
De plus, la résolution d’un systéme non linéaire requiert le calcul des matrices Jacobiennes
pour chaque pas de temps. Pour la plupart des systemes, la Jacobienne exacte peut étre
coliteuse a calculer et difficile a obtenir, a cause par exemple de la taille du modéle et
I'utilisation de schémas de discrétisation complexes.

La premiere partie de cette these qui se trouve dans le Chapitre 2 consiste a améliorer
le schéma BDF en proposant une nouvelle classe de schémas que nous appellerons Lineari-
zed Interpolation Backward Differentiation Formulas (LIBDF). Ces méthodes sont linéai-
rement implicites ce qui permet de n’avoir besoin de résoudre qu’'un systeme linéaire par
itération de temps, au contraire du schéma BDF pour lequel il faut résoudre un systéme
non linéaire. De plus, dans le cas linéaire (ce qui signifie que f est linéaire), le schéma
LIBDF dégénere en schéma BDF et ainsi tous les criteres d’un bon schéma numérique
(consistance, ordre, zero-stabilité, stabilité absolue et convergence) sont vérifiés.

Un intérét tout particulier dans ce travail est 1'utilisation des points d’équilibre du
systéme (1). En effet ;nous montrons dans un nouveau théoréme que dans le cas d’équilibres
stables, 'erreur globale ne dépend pas du temps méme dans le cas non linéaire. De plus,
ce majorant n’explose pas quand la raideur du probleme devient tres grande ce qui en fait
un majorant de l'erreur globale tres utile.

Nous montrons également, toujours dans la premiere partie de cette theése, une nouvelle
méthode de gestion des discontinuités lors de la résolution des systemes EDOs hybrides,
c’est-a-dire des systémes EDOs qui melent temps continu et discret. Ces systémes sont
particulierement complexes a simuler et peuvent étre coiiteux dans le cas ou le nombre
de discontinuités est élevé, il est ainsi important que la nouvelle méthode soit rapide et
économique en terme de cotit de calcul.

Le calcul du premier point de la solution est également trés important et la premiere
partie de la thése montre deux nouvelles méthodes efficaces, stables et rapides afin de
calculer ce premier point en n’utilisant que la condition initiale du probleme.

Enfin on développe une méthode de calcul appelée Waveform Relaxation, qui s’appuie
sur un découpage du modele et sur I'intégration séparée des différentes parties du modele.

Les récentes années ont vu le développement de méthodes paralleles efficaces pour la
résolution numérique des systemes EDOs. En effet, le besoin de solveurs plus rapides a
conduit & utiliser des ordinateurs en paralléle et des systéemes distribués. Le principal défi
est de tirer bénéfice de cet énorme potentiel de puissance de calcul. Afin d’étre efficace,
un tel solveur doit s’appuyer sur des algorithmes qui sont bien adaptés a ces nouvelles
architectures. Ainsi la seconde partie de cette these (le Chapitre 3) s’attache a paralléliser
le schéma numérique LIBDF développé dans la premiere partie. On montre en particulier
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quelles sont les parties les plus cotiteuses en termes de temps de calcul et sur lesquelles il

est important de concentrer la parallélisation. Deux parallélisations sont ainsi proposées :

— une parallélisation qui utilise une architecture de calcul en mémoire partagée en
utilisant des directives OpenMP,

— une parallélisation qui utilise une architecture de calcul en mémoire distribuée en

utilisant des fonctions de la blibotheque MPL.

Le langage Modelica s’est largement imposé pour résoudre ce genre de probleme EDO.
C’est en effet un langage acausal, orienté objet, créé pour formuler la phénoménologie de
sous-systémes physiques entre eux. Ainsi, la troisieme partie de la these, le Chapitre 4,
décrit différents modeles construits en langage Modelica et pour lesquelles on étudie les
nouveaux schémas numériques ainsi que les techniques de parallélisation décrits dans les
deux premieres parties. Les modeles sont : la diffusion de la chaleur dans une tige, 1’écou-
lement de Saint-Venant, la balle rebondissante (avec et sans déformation) et ’écoulement
diphasique huile-eau en tenant compte de la pression capillaire.






Abréviations

— BDF : Backward Differentiation Formula

— CATIA : Conception Assistée Tridimensionnelle Interactive Appliquée

— CSR : Compressed Sparse Row

— CSC : Compressed Sparse Column

— condition CFL : condition de Courant Friedrichs Lewy

— DASSL : Differential Algebraic System SoLver

— DIRK : Diagonally Implicit Runge Kutta

— EDO(s) : Equation(s) Différentielle(s) Ordinaire(s)

— EDP(s) : Equation(s) aux Dérivées Partielles

— FLC : Statégie du coeflicient fixe unique

— FMI : Functionnal Mock-up Interface

— FMU : Functionnal Mockup Unit

— HOT : Higher Order Terms

— INT : Stratégie a coefficients fixes

— IRK : Implicit Runge Kutta

— IVP : Initial Value Problem

— LIBDF : Linearized Interpolation Backward Differentiation Formula

— LSODAR : Livermore Solver for Ordinary Differential equations with Automatic
method switching for stiff and nonstiff problems, and with Root-finding

— MPI : Message Passing Interface

— NUMA : Non Uniform Memory Architecture

— OpenMP : Open Multi-Processing

— PEC : Prédicteur Evaluation Correcteur

— PLM : Product Lifecycle Management

— QSSA : Quasi Steady State Assumption

— RK : Runge Kutta

— SDIRK : Singly Diagonally Implicit Runge Kutta

— VC : Stratégie a coefficients variables

— VODE : Variable coefficient ODE solver

— VODPK : Variable coefficient ODE solver with Preconditionner Krylov

— WFR : WaveForm Relaxation






Chapitre 1

Définition du probleme et état de
Part

Ce chapitre présente le probleme que ’on cherche a résoudre ainsi que les méthodes
classiquement utilisées. Les schémas numériques sont décrits et détaillés. Les définitions
et les théoremes habituels sont rappelés ainsi que les méthodes usuelles de parallélisation.
De plus, le principal solveur EDO LSODAR est détaillé.
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1.1 La résolution dA’EDOs par les schémas numériques

Le probleme dynamique continu que I'on cherche a résoudre est le probleme EDO
suivant :

te[0,77,
dy _
y(0) = yo,

avec i € R%. f est une fonction continue par rapport a t et 4 & valeurs dans R?. C’est
un probléme de dimension d pour lequel on pose I’hypothese que la fonction f qui est tres
générale, linéaire ou non, est supposée continue.

Lorsque d’autres hypothéses sur f seront nécessaires, elles seront précisées.

1.1.1 Existence et unicité de la solution du probléme initial

Le probleme décrit ci-dessus apparalt dans de nombreux domaines tels que la physique,
les sciences naturelles mais aussi les sciences sociales. Il n’est cependant pas possible pour
la plupart de ces systémes d’étre résolus de manieére continue exacte et on a donc recours
a des méthodes d’approximation en utilisant des schémas numériques. Le probleme (1.1)
est appelé probleme aux valeurs initiales ou initial value problem (IVP). Ce probleme
n’a cependant pas nécessairement une solution et cette solution n’est pas nécessairement
unique, afin d’étudier le cas ou la solution au probléeme existe et est unique on a besoin
de se placer dans le cadre des hypotheéses du théoreme de Cauchy-Lipschitz (ou de Picard
pour les anglophones).

A ce stade, on introduit 'hypothése minimale sur les données de notre probléme.

Hypothése. (Hyyps) On considére un domaine ouvert §) C RY et un intervalle ouvert
I C R. On suppose que la fonction f : 1 x Q — R? est une fonction continue définie par
(t,y) — f(t,y). On suppose également que (tg,yo) € I x Q

La durée d’existence d’une solution dépend du rectangle R C I x € centré sur (tg, o),
défini par deux réels a, b :

R={t:|t —to| <a} x{y: |7 — ol <0} (1.2)
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Comme I x Q est domaine ouvert, il existe un tel rectangle R (pour certains réels a,
b) pour tout couple (tg,yo) € I x Q. On désigne par M, la valeur M = supg|| f(t, )]

De plus, on rappelle la définition de la continuité de Lipschitz :

Définition 1.1. (Continuité de Lipschitz) Une fonction f est dite Lipschitz continue
sur un rectangle R par rapport a sa seconde variable ¥ si il existe K > 0 tel que :

1f(tu) = f(E o)l < Kllu— vl V(E,w), (£, v) € R. (1.3)

Et dans ce cadre, on peut utiliser le théoréme de Cauchy-Lipschitz qui nous permet de
s’assurer que la solution du probléme (1.1) existe et est unique :

Théoréme 1.2. (Théoréme de Cauchy-Lipschitz) ([AP98]) On suppose I’hypothése
(Hry ps) vérifiée. Soit f une fonction Lipschitz continue par rapport d sa seconde variable

y sur R. Alors, U'IVP (1.1) a une solution unique sur l'intervalle |t — to| < § avec § =
min{a, (1/K)log(1 + (Kb/M))}

Démonstration. La preuve de ce théoréeme est donnée par le théoreme 12.1 de ([SM03]). O

On considere dans la suite du chapitre des méthodes numériques itératives dites "pas-
a-pas" pour des solutions approchées du probleme IVP (1.1). On suppose que la fonction
f satisfait les conditions du théoréme de Lipschitz. On considére 'IVP (1.1) résolue sur
un intervalle [tg,T]. Cet intervalle est subdivisé au moyen des points ¢, = to + nh, n =
0,1,...,N avec h = (T — to)/N et N un entier naturel positif. Le nombre réel h est
appelé pas de temps. Pour chaque n, on cherche une solution numérique approchée y,
de y(t,) la valeur analytique de la solution au temps t,. Ces valeurs y, sont calculées
successivement pour n =1,2,... N.

1.1.2 Les schémas numériques a un pas

Pour calculer de maniere approchée le premier point y; de la solution, on dispose
uniquement de la condition initiale et de la relation entre les dérivées des variables et les
variables elles-mémes du probléeme y = f(y). Les méthodes a un pas sont tres utiles pour
calculer le premier point de la solution a partir uniquement de la condition initiale. Nous
verrons dans la Section 2.1 comment optimiser ces méthodes en termes de cofit de calcul.

Généralités et erreurs

Une méthode dite "a un pas" exprime la solution ¥, en utilisant y,. La méthode la
plus simple a un pas est la méthode d’Euler :

Définition 1.3. Méthode d’Euler Etant donné y(t9) = yo, on définit :
Ynt1 = Yn + 1f(tn; yn). (1.4)
De maniere plus générale, une méthode & "un pas " est écrite sous la forme :
Ynt+1 = Yn + hd(tn,yn,h), n=0,1,....N =1, g(to) = yo, (1.5)

avec ¢(-,-,-) une fonction continue par rapport & toutes ses variables. Dans le cas
d’Euler, on a ¢(tn, Yn, h) = f(tn, yn)-
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Afin de tester la précision des méthodes numériques, deux types d’erreurs sont définies :
I’erreur globale, e, telle que :

En = Zj(tn) — YUn, (1'6)
et l'erreur de troncature :

g(tn—i-l) - g(tn)

T, =
h

- ¢(tnag(tn)7h)' (17)
Le théoréme suivant relie ’erreur globale a I'erreur de troncature :

Théoréme 1.4. Soit une méthode générale ¢ un pas (1.5), on suppose qu’en plus d’étre
continue par rapport d toutes ses variables, ¢ satisfait la condition de Lipschitz par rapport
a la seconde variable sur un rectangle R avec une constante de Lipschitz Ly. Alors en
supposant que ||y, —y0|| < b, n=1,2,...,N, on a :

T,
lenll < L—; (ebeltn=)— 1), n=0,1,...,N, (1.8)

O’Il TT = maXOSnSN_lHTnH.
Démonstration. La preuve de ce théoréme se trouve dans le Chapitre 12 de [SM03]. O

Remarque : Le Théoréme 1.4 donne un majorant de l'erreur globale qui est tres
pessimiste. En effet le terme en exponentielle explose quand le temps devient grand ou
quand la constante de Lipschitz est grande. Dans cette theése, on verra que pour certains
cas ce majorant peut étre amélioré (voir Section 2.2.5 du Chapitre 2)

Consistance et convergence

Le comportement des deux erreurs décrites dans la section précédente est analysé a
I’aide de deux notions, la consistance d’'une méthode numérique et la convergence d’une
méthode numérique.

Définition de la consistance :

Définition 1.5. Le schéma numérique (1.5) est dit consistant par rapport a 1’équation
différentielle (1.1) si erreur de troncature (définie par (1.7)) est telle que quel que soit
€ > 0, il existe un réel positif h(e) pour lequel ||T5,|| < € pour 0 < h < h(e) et quel que soit
les couples de points (tn,, yn) €t (tnt1,Yns1) de la courbe solution sur R.

La consistance est donc vue comme la convergence vers 0 de l’erreur de troncature
quand le pas de temps h tend vers 0.
On montre que 'erreur de troncature pour le schéma d’Euler est :

IT.|| < Kh pour 0 < h < hy, (1.9)

avec K une constante indépendante de h.
La convergence illustre le fait que la solution approchée tend vers la solution exacte
dans certaines circonstances qui sont illustrées dans le théoreme suivant :

Théoréme 1.6. On suppose que le probléme (1.1) vérifie le théoréme de Cauchy-Lispchitz
et que la solution approchée (1.5) reste dans la région R pour h < hg. On suppose de plus
que la fonction ¢(-,-,-) est continue par rapport a toutes ses variables sur le domaine
R x [0, ho] et est Lipschitz continue par rapport a sa deuziéme variable. Alors si les ap-
proximations successives (y,) générées en utilisant les temps t, = to+nh, n=1,2,...,N
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sont obtenues a partir de (1.5) avec des pas de temps successifs h de plus en petits, chaque h
étant plus petit que hg, la solution numérique converge vers la solution exacte du probléme
dans le sens :

liﬁm yn =y(t) si t, = t€[to,T] quand h—0 et n — oc. (1.10)
n—oo

La convergence illustre le fait que l'erreur globale tende vers 0 quand h tend vers 0
(voir la démonstration du Théoreme 12.3 de [SMO03]).

Dans 1’équation (1.10), lerreur de troncature décroit avec une puissance de 1 par
rapport a h quand h tend vers 0. Cependant, certains schémas améliorent la décroissance
de ’erreur de troncature quand le pas de temps tend vers 0. Pour cela, on introduit ’'ordre
de précision d’un schéma numérique :

Définition 1.7. La méthode numérique (1.5) est dite d’ordre p si p est le plus grand
entier positif tel que pour une solution suffisamment réguliere (¢, 4(t)) dans R du probléme
il existe une constante K et un pas de temps hg tel que :

|Tn|| < Kh?  pour 0 < h < hy. (1.11)
Les schémas a un pas d’ordre supérieur a 1 font pour la plupart partie de la famille
des méthodes de Runge-Kutta.
Les méthodes de Runge-Kutta

On a vu dans le paragraphe précédent que la méthode d’Euler est d’ordre 1, néanmoins
il est possible d’obtenir des schémas & un pas d’ordre supérieur, ce sont les schémas de
Runge-Kutta. Le principe de ces schémas est d’évaluer la fonction f(-,-) en des points
intermédiaires entre (t,,y(tn)) et (tnt+1,y(tn+1). Plus précisément, on a la formulation
suivante :

Définition 1.8. Un schéma de Runge-Kutta a s étapes intermédiaires s’écrit (voir [Kut01])

S
Y;:yn71+hzaijf(tnfl+cjh7}/j)a i=1,...,s,
j=1
S
Yn = Yn—1 + hzbif(tn—l + ¢;h, }/1)
i=1

Une définition équivalente est la suivante

Définition 1.9. Un schéma de Runge-Kutta a s étapes intermédiaires s’écrit également :

S
Yi=f tn—l‘i‘Cih,yn—l-l-hZainj ) 1=1,...,s,
j=1

S
Yn =Yn-1+hY_ bYi.
i=1

Afin de présenter de fagon plus concise ces schémas, on présente les schémas de Runge-
Kutta en donnant uniquement les valeurs des coefficients a;;, ¢; et b; sous la forme d’un
tableau appelé tableau de Butcher :

Définition 1.10. On définit le tableau de Butcher comme le tableau des coefficients (voir
[But63]) :
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C1 ail ... Q1s
(&) asy e ags
Cs | Qs] ass

bl bs

Remarques : Les Y; sont les approximations intermédiaires de la solution au temps
tn_1 + c;h. Les coefficients sont choisis de telle maniere a ce que les différents termes
d’erreurs s’annulent pour donner le bon ordre au schéma.

On donne ici les principaux schémas de Runge-Kutta explicites utilisés pour les ordres
2,3et4:

Ordre 2 :
0 0 0
1/211/2 0 (1.12)
0 1
Ordre 3 :
0 0 0 0
1/211/2 0 0
1 1 9 0 (1.13)
| 1/6 2/3 1/6
Ordre 4 :
0 0 0 0 0
1/211/2 0 0 0
121 0 1/2 0 0 (1.14)

110 0 1 0
| 1/6 1/3 1/3 1/6

Dans le cas des schémas de Runge-Kutta, le nombre d’évaluations de f est trés impor-
tant, et plus 'ordre est élevé plus ce nombre est grand. Cela peut devenir un probleme
pour les systémes fortement couplés et de grande taille, pour lesquels le cotit d’évaluation
de f est grand. On s’est orienté alors vers des schémas d’ordre élevé qui nécessitent moins
d’évaluations de f, les schémas multipas.

1.1.3 Les schémas numériques multipas

Les schémas linéaires multipas utilisent contrairement aux schémas & un pas plu-
steurs solutions issues des temps précédents, ainsi la forme générale d’un schéma linéaire
multipas est

Définition 1.11. Un schéma linéaire multipas est :

k k
Zajyn-i-j = hZﬁjf(tn+j7yn+j)v (1‘15)
j=0 j=0
ou les coefficients «y, ..., ax et B, ..., B sont des constantes réelles (dans le cas ou le pas

de temps est fixe).

Il existe trois grandes familles de schémas multipas, les schémas d’Adams-Bashforth,
Adams-Moulton et Backward Differentiation Formulae.
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Les méthodes d’Adams-Bashforth sont explicites et ont la forme suivante :

K k-1
Y ynrj =D Bif (tutjs Ynrs)- (1.16)
J=k1 =0

Les méthodes d’Adams-Moulton sont implicites et ont la forme suivante :

k k
> Wynti =h Y Bif (tntjs Ynss)- (1.17)
—k—

1 7=0

J

Les méthodes Backward Differentiation Formulae sont implicites et ont la forme sui-

vante :
k

> ajynts = hBrf (tnsks Ynsk)- (1.18)
j=0
Dans la Section 1.1.4 la propriété qui distingue ces trois types de schémas est donnée.
De méme que pour les schémas & un pas il est important d’étudier le comportement
du multipas et en particulier sa stabilité, sa consistance et sa convergence. Ces propriétés
sont importantes car elles justifient I'utilisation d’un tel schéma. Dans la section 2.2 du
Chapitre 2, ces propriétés permettent de construire de nouveaux schémas.

La zéro-stabilité

Le schéma numérique multipas (1.15) a besoin de k valeurs de départs qui sont yp, . . ., Yr—1,
il est donc intéressant d’étudier I'influence des erreurs numériques de ces premiers points
sur le comportement de la solution. On nomme alors cela la stabilité par rapport aux
petites perturbations :

Définition 1.12. Une méthode linéaire a k-pas est dite zero-stable s’il existe une
constante K telle que pour deux suites u, et v, générées par le méme schéma mais en
utilisant différentes valeurs initiales, ug, u1,...,ur_1 et vg,v1,...,Vp_1 respectivement, on
a

et — vall < K masc{{uio — voll, s = vull, - -, a1, v}, (1.19)

pour t, < T et h < hg.

On prouve que cela revient a étudier le comportement du schéma appliqué a I’équation
triviale ¢’ = 0. Cette propriété est en particulier utile dans la section 2.2.3 du Chapitre 2.

La consistance

De méme que pour les schémas a un pas, il est important d’étudier la précision d’une
méthode multipas. Pour cela, on introduit la notion d’erreur de troncature analogue a celle
introduite pour les schémas a un pas :

Sr o [0 (tnts) — hBj f(tnrss Y(tnss))]
h Z?:o Bj

T, = : (1.20)

et on a alors la définition :

Définition 1.13. Le schéma numérique (1.15) est dit consistant si ’erreur de troncature
définie par (1.20) est telle que quel que soit € > 0 il existe h(e) pour lequel

IT|| < e pour 0 < h < h(e). (1.21)
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De facon analogue aux schémas a un pas, on définit ’'ordre d’une méthode multipas :

Définition 1.14. La méthode numérique (1.15) est dite d’ordre p, si p est le plus grand
entier positif tel que pour une solution suffisamment réguliere du probléeme IVP, il existe
une constante K et un pas de temps hg tel que :

|Tnll < KhP pour 0 < h < hg. (1.22)

La convergence découle alors de la consistance et de la zéro-stabilité grace au théoreme
d’équivalence de Dahlquist.

Théoréme 1.15. Pour une méthode multipas linéaire qui est consistante et ou f est
supposée satisfaire la condition de Lipschitz et avec des valeurs initiales consistantes (qui
convergent vers yo quand h tend vers 0), la zero-stabilité est alors nécessaire et suffisante
pour assurer la convergence. De plus, si la solution y a des dérivées d’ordre p+1 continues
et une erreur de troncature en O(hP) alors Uerreur globale de la méthode est aussi en
O(h?).

Démonstration. La preuve est détaillée dans [Gau97] Théoreme 6.3.4 ou [Hen62] Théoreme
5.10. ]

1.1.4 L’absolue stabilité

On a vu dans les deux parties précédentes les criteres de convergence d'un schéma
numérique a un pas ou multipas. Cette convergence est en particulier assurée lorsque le
pas de temps h tend vers 0. Dans le cadre de 'accélération de la résolution des systemes
EDOs, il est important de choisir le pas de temps le plus grand possible (voir en particulier
dans la section 1.1.6 du Chapitre 2 I'importance de ce choix). Ce choix du pas de temps est
en grande partie restreint par la raideur du systeme qui impose un pas de temps maximal
au schéma. Afin d’étudier ce phénomene, soit I’équation triviale

Y =Ny, y(0)=yo, (1.23)

avec A constant.

La solution de cette équation est y(t) = exp (At). Pour des valeurs négatives de A,
la solution est décroissante, on s’attend donc & ce que la solution numérique décroisse
également. Si on utilise la méthode d’Euler explicite, on calcule la solution numérique
yE = (14+h\)"yo , et de méme en utilisant la méthode d’Euler implicite y% = (1—h\) " yp.
Ainsi quand A < 0 et b > 0, 0n a (1—h\) > 1, c’est pourquoi la suite (|y!| décroit de fagon
monotone quand n croit. Cependant pour A < 0 et h > 0, |1 + Ah| < 1 si et seulement si
0 < h(—=A) < 2. On a donc une limitation sur le pas de temps qui est |A|h < 2 pour lequel
on a bien une solution décroissante. Si cette condition n’est pas satisfaite alors la solution
diverge.

On retrouve ce probleme pour des systemes linéaires d’EDOs, pour lesquels le pas
de temps maximal est alors limité par la plus grande valeur propre de la matrice A du
systeéme iy = Ay + B. Le systéme est dit raide dans le cas ou le ratio de la plus grande
valeur propre et de la plus petite est treés grand. En effet, dans ce cas, le plus grand pas
de temps permis est exagérément petit par rapport a 'erreur commise.

Dans le cas des systémes non linéaires, il n’est pas possible de définir la raideur comme
précédemment, on utilise alors une linéarisation :

of

E(tm y(tn))(t - tn) + J(tn)(y(t) - y(tn)) +... (1'24)
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Une estimation de la raideur est le ratio de plus grande valeur propre et de la plus petite
valeur propre de la matrice Jacobienne J.

On reprend 'exemple (1.23) et on considére que A € C avec Re(\) < 0. La solution
de ce modele converge dans C vers 0 quand ¢ — oo. Ainsi une méthode linéaire multipas
appliquée a cet exemple doit fournir une solution avec un pas de temps h qui doit se
comporter de fagon analogue. On définit alors I’absolue stabilité :

Définition 1.16. Une méthode linéaire multipas est dite absolument stable pour une
valeur donnée de A\h si on a lim,— o ¥y, = 0 quand ¢, — o©

Le but est de déterminer I’ensemble des valeurs Ah pour lesquelles la méthode multipas
est absolument stable. On donne alors la définition des régions d’absolue stabilité :

Définition 1.17. La région d’absolue stabilité d’'une méthode multipas est ’ensemble des
points Ah du plan complexe pour lesquels la méthode est absolument stable.

Dans l'idéal, la zone d’absolue stabilité est le demi-plan complexe gauche entier, il n’y
a alors pas de valeur limite pour h. Cette propriété s’appelle la A-stabilité :

Définition 1.18. Une méthode multipas est dite A-stable si la région d’absolue stabilité
contient le demi-plan complexe gauche.

Dahlquist a énoncé deux propriétés concernant la A-stabilité :

— Aucune méthode explicite n’est A-stable.

— Aucune méthode multipas A-stable n’est d’ordre strictement supérieur a 2.
S’il n’est pas possible d’obtenir la A-stabilité on cherche & obtenir la plus grande zone de
stabilité absolue possible. En particulier, on cherche a ce que ’axe des réels strictement
négatifs soit entierement compris dans cette zone. La famille de schémas vérifiant cette
propriété est la famille des schémas Backward Differentiation Formulae (BDF). Les ordres
1 (au schéma d’Euler implicite) et 2 sont A-stables, les autres ont de trés bonnes propriétés
d’absolue stabilité (voir Figure 1.1).

104
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FIGURE 1.1 — Zones de stabilité pour le schéma BDF a ’extérieur des contours pour I'ordre
2,3,4 et 5.
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A contrario, les schémas d’Adams-Bashforth et d’Adams-Moulton comme on peut le
voir sur les Figures 1.2 et 1.3 respectivement ont des zones de stabilité tres petites.

FIGURE 1.2 — Zones de stabilité pour le schéma Adams-Bashforth a I'intérieur des contours
pour les ordres 1, 2, 3 et 4

orl

- -1
ordre 3

j\

FIGURE 1.3 — Zones de stabilité pour le schéma Adams-Moulton a 'extérieur des contours
pour les ordres 2 et 3

Une autre famille de schéma ayant de bonnes propriétés de A-stabilité sont les schémas
Runge-Kutta implicites. Cependant, ces schémas sont coliteux, bien plus que les schémas
BDFs. C’est pourquoi, ce sont les schémas BDFs qui serviront de modele au développement
d’un nouveau schéma plus performant encore. Ce schéma est développé dans la section 2.2
du Chapitre 2, et axé sur la résolution de la partie implicite du schéma (1.15). En effet,
cette résolution est le plus souvent cotiteuse ou alors peu stable.

1.1.5 Résolution des schémas implicites

On utilise classiquement trois méthodes pour la résolution des schémas linéaires multi-
pas implicites de la forme (1.15) avec 5y # 0. Pour les modeles non linéaires, on doit ainsi
résoudre un systéme non linéaire de m équations.
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La méthode du point fixe

La méthode la plus simple pour résoudre un tel systeme en ¥, est la méthode du point
fixe, c’est-a-dire en itérant sur ’expression suivante :

Yt = hBo f(tn, yh) — Zajyn ; +h26,fn i (1.25)

Jj=1 Jj=1

avec v le numéro de l'itération.
On a la convergence vers la solution yn41 si ||hBo2L oy L)l < 1, ainsi cette méthode est

appropriée pour des problemes peu raides car la dérivée 8f est grande pour les systemes
raides . On a vu dans la section précédente que le schema BDF est intéressant car il est
bien adapté aux systémes raides cependant 'utilisation de la méthode point fixe impose
une taille de pas de temps faible pour des systémes raides afin de garantir la condition
l1hBo gf | < 1. On perd donc tout l'intérét de l'utilisation des schémas BDF. De plus,

lorsque 'expression Hhﬁga—gﬂ approche 1, la convergence est tres lente et il faut diminuer
le pas de temps pour obtenir une convergence rapide. On comprend que la méthode de
point fixe n’est donc pas adaptée aux systemes raides que ’on cherche aussi a résoudre.

La méthode du prédicteur-correcteur

On a vu précédemment que la méthode du point-fixe ne converge pas pour les systémes
raides (& moins de prendre un pas de temps trés petit); on utilise alors une méthode
prédicteur-correcteur. Premiérement, y¥ est estimé a I'aide d’une méthode explicite de
méme ordre que la méthode implicite, ce point est alors appelé prédicteur (P) :

P yg + a1 Yn—1+ ...+ Yp_r = h(,glfn_l + ...+ kan—k) (1.26)

Ensuite on évalue la fonction f en 32

E: fo = f(tn,yn). (1.27)

Cette évaluation est insérée dans I’expression implicite dite correcteur pour obtenir une
nouvelle évaluation de v, que 'on nomme 3%+ (ici v = 0) et on a :

C:yi +aryn1+ -+ aryn-r = h(Bof§ + Brfa1+ .. + Befa—k)- (1.28)

Si on arréte la procédure ici, on a alors une méthode dite PEC' (Prédicteur Evaluation
Correcteur). On peut également itérer un nombre v fini de fois, on a alors une méthode dite
P(EC)”. Enfin, une évaluation finale permet de fournir la prochaine valeur de f,_;. La
méthode n’est pas trés coliteuse mais comme on n’itére pas la méthode jusqu’a convergence,
on ne conserve pas les propriétés de stabilité de la méthode dite "correcteur". La tres bonne
absolue stabilité de la méthode BDF est ainsi perdue, ou du moins en partie.

Méthode de Newton

La méthode de Newton est la méthode la plus largement utilisée. Elle s’écrit :

v+l _

k
n yn (I hﬁo Zaﬂ/n —j hZijn—j] (1'29)
=0

avec v le numéro de l'itération, f, et % sont évaluées en y”. La valeur de 30 est déterminée
par interpolation (par exemple). Il est clair que cette méthode est extrémement coiiteuse
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car, en théorie, il faut évaluer la Jacobienne a chaque itération. En pratique les solveurs
usuels essaient de limiter le nombre d’évaluations. Toutefois, pour des problemes fortement
non linéaires, ’évaluation réguliere de la Jacobienne est nécessaire pour chaque itération, et
dans le cas ol ces problemes non linéaires sont de grande taille, le colit de cette évaluation
devient tres élevé.

Il n’existe donc pas de méthode satisfaisante pour la résolution de la partie implicite
des schémas numériques. En effet, soit les propriétés de stabilité sont perdues, soit le
colit de résolution est tres élevé. Le nouveau schéma numérique proposé dans cette these
et développé dans la Section 2.2 du Chapitre 2 s’attache a résoudre ce probleme. On a
cherché en particulier & conserver les propriétés de stabilité du schéma BDF a I'identique
tout en accélérant la résolution de la partie implicite.

1.1.6 Estimation de l’erreur et adaptation du pas de temps

Les schémas numériques & pas de temps variable (voir aussi Section 2.3.3 du Chapitre
2) permettent un meilleur contrdle de l'erreur commise par rapport & une tolérance limite
fixée par l'utilisateur. On parle alors de contréle de ’erreur. Lorsque 1'utilisateur d’un
solveur EDO souhaite controler I’erreur commise soit & chaque pas de temps (erreur locale),
soit a la fin de la simulation (erreur globale), il est important de connaitre les différentes
erreurs commises par le schéma numérique. Cependant, I’évaluation exacte de cette erreur
est souvent impossible car la solution continue exacte du probléme est inconnue. On a alors
recours a des estimateurs. On parle d’estimation de l’erreur. Le paragraphe suivant
détaille les principaux estimateurs et les méthodes de controéle de lerreur globale/locale.
Dans la section 2.3.1 du Chapitre 2, ces estimateurs sont adaptés a notre méthode afin de
minimiser leur cotit de calcul.

Motivations

Estimer 'erreur assure a la solution numérique approchée une certaine cohérence vis-
a-vis de la solution exacte. Cependant, I'estimation de cette erreur cotite cher et il est
important (cf section 2.3.1 du Chapitre 2) d’adapter 'estimateur a la méthode numérique
utilisée. En pratique, 'utilisateur fixe une tolérance 7 et le schéma numérique utilise alors
un pas de temps qui donne une mesure d’erreur inférieure & 7. Afin de gagner en rapidité,
on choisit alors un pas de temps le plus grand possible tout en respectant cette tolérance.
On a vu dans les différents paragraphes précédents que le pas de temps peut étre limité
suivant le schéma utilisé afin de garantir la stabilité du schéma. C’est en particulier vrai
pour les systemes raides pour lesquels le pas de temps doit étre choisi petit par rapport a
un systeme moins raide. On a également vu dans la Section 1.1.4 que certaines méthodes
(les méthodes BDF) permettaient de lever cette limite de pas de temps.

L’erreur globale

L’erreur globale (voir Section 1.1.2) est définie par

y(tn) = Yn. (1.30)

Cependant un solveur n’estime habituellement pas cette erreur et de plus il n’est sou-
vent pas possible de controler cette erreur. C’est la stabilité du schéma qui représente la
propagation des erreurs numériques commises a chaque pas.
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L’erreur locale

Comme vu dans la Section 1.1.2, Uerreur locale (ou erreur de troncature) est définie
en utilisant u(¢) la solution du probléme

u = f(t,u), (1.31)
u(tn) = Yn, (1.32)

et l'erreur locale est alors

le, = Win hZ) —Yntl (1.33)

Cette erreur mesure comment se comporte la méthode numérique sur un pas. Pour une
méthode d’ordre p, on rappelle qu’on a

len = hhd(tn, yn) + O(RET). (1.34)

Un estimateur classique consiste a utiliser deux formules d’intégration pour un pas. On
considere par exemple une approximation y,41 d’ordre p et une autre approximation y;,
d’ordre px > p. Alors on a

estn = Yhi1 — Ynt1 = [Ultn + hn) — ynt1] — [ultn + hn) — ¥t (1.35)
= le, + O(hPT). (1.36)

On remarque que est, est un estimateur de ’erreur locale de la formule d’ordre le plus
faible. La plupart des codes qui utilisent ce type d’estimateur poursuivent ’intégration
avec la formule d’ordre plus élevé (on suppose que cette formule est plus précise). est,, est
donc un estimateur pessimiste par rapport a ’erreur locale réellement commise. On verra
dans la section 2.3.1 du Chapitre 2 comment minimiser le cofit de calcul de cet estimateur
et comment ajuster au mieux ’estimateur par rapport a ’erreur locale.

Contrdle du pas de temps

On estime 'erreur pour deux principales raisons :

— donner de la valeur & la solution approchée en montrant qu’elle differe de la solution
exacte par une erreur plus faible que la tolérance fixée par 'utilisateur,

— grandir le pas de temps le plus possible (et ainsi accélérer la résolution) tout en
respectant la tolérance de l'utilisateur.

On rappelle 'expression de 'estimateur :

esty, = ley, + h.o.t., (1.37)

ou h.o.t. désigne les termes d’ordres plus élevés (higher order terms). Si on désigne par 7
la tolérance et par ||-|| une norme, on doit avoir

llestn || < 7. (1.38)

Si 'estimateur ne respecte pas cette inégalité, alors la solution sur ce pas de temps est
rejetée et recalculée avec un pas de temps plus petit. A partir de l'expression de l'erreur
locale (1.34), on suppose que si le pas de temps est réduit de h,, a ah,, (o un réel compris
entre 0 et 1), alors Uerreur locale sera réduite de le,, & aPle,. Cela indique le plus grand «
pour lequel I'estimateur satisfait la condition (1.38) qui est :

a:( T )1/p. (1.39)

st

De méme, si ’estimateur est trop petit par rapport a la tolérance, on choisit alors d’aug-
menter le pas de temps de h,, vers ahy, (a un réel plus grand que 1). Le plus grand « qui
vérifie I'inégalité (1.38) est alors le méme que (1.39).
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1.1.7 Les solveurs EDOs

Il existe de nombreux solveurs EDOs. Ils se distinguent par rapport au type de pro-
bleme qu’ils traitent et pour lesquels ils sont le plus efficace. Il est en effet tres difficile
d’implémenter un solveur EDO qui soit polyvalent et capable de résoudre n’importe quel
probléme de maniere efficace. Cette thése est centrée sur les problémes de grande taille,
non linéaires et raides. Ces problemes regroupent les principales difficultés rencontrées par
les solveurs EDOs. Le Lawrence Livermore National Laboratory a développé un package
de solveurs pour les problemes EDOs dits IVP (c’est-a-dire sans équations algébriques).
Ce package regroupe différents solveurs avec différentes propriétés :

— LSODE dont les propriétés sont détaillées ci-dessous

— VODE identique & LSODE mais qui utilise des coefficients variables (en fonction

du pas de temps) au lieu d’interpolations (la différence entre ces deux méthodes est
développée dans la Section 2.3.3 du Chapitre 2)

— VODPK identique & VODE mais qui utilise un préconditionneur de Krylov afin de

résoudre les systémes EDOs implicites.

Intéressons-nous maintenant plus en détail au solveur le plus largement utilisé parmi les
logiciels de calcul numérique : LSODE. LSODE est un solveur de référence pour les EDOs.
Il est développé par le Lawrence Livermore National Laboratory depuis 1993. Ce para-
graphe détaille les principales caractéristiques de ce solveur et en particulier les schémas
utilisés.

Le solveur LSODE utilise principalement deux méthodes d’intégration suivant la rai-
deur du probléme. Une méthode d’Adams-Moulton & pas variable et & ordre variable entre
1 et 12 et une méthode de type BDF a pas variable et a ordre variable entre 1 et 5. Ces
deux méthodes utilisent une méthode de type Prédicteur-Correcteur et ensuite différentes
options permettent de choisir la méthode d’itération sur le correcteur :

— option 0 : itération de type point-fixe

— option 1 : itération de type Newton modifié avec une Jacobienne fournie par 1'utili-

sateur

— option 2 : itération de type Newton modifié avec une Jacobienne estimée numéri-

quement

— option 3 : itération de type Jacobi-Newton avec une Jacobienne estimée numérique-

ment

A chaque pas de temps LSODE stocke une matrice appelée matrice de Nordsieck. Cette
matrice contient les estimations des dérivées g-iemes de la solution pour ¢ variant de 1 a
p avec p l'ordre du schéma. Cette matrice permet deux choses :

— L’initialisation du prédicteur en utilisant un développement de Taylor a I'ordre cor-

respondant.

— L’estimation de 'erreur locale en estimant directement le terme de troncature.

On a vu dans les sections précédentes que le cotit de calcul des itérations de Newton
est tres important dans le cas des systemes de grande taille ou dans le cas des systemes
fortement non linéaires. Le Chapitre 2 s’applique donc & proposer une nouvelle méthode
de résolution des systemes EDOs qui soit a la fois stable et rapide. On verra également
dans la section 2.3.1 du Chapitre 2 comment estimer ’erreur locale en évitant d’estimer
les différentes dérivées.

1.1.8 La méthode WFR

On introduit ici la méthode de WaveForm Relaxation (acronyme WFR). La méthode
Waveform Relaxation a été introduite dans [aRASV82]. Il s’agit d’un processus origi-
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naire du théoreme de Picard, qui rend possible la résolution simultanée et en parallele
de sous-systemes couplés sur des fenétres de simulation successives. Chaque sous-systeme
est caractérisé par sa waveform (c’est-a-dire sa solution sur un intervalle de temps déter-
miné). Le but est de déterminer la waveforme d’un sous-systéme, en considérant toutes les
waveforms des autres sous-systemes constantes pendant une itération. La méthode WFR
est adaptée a la résolution des systemes de grande taille creux afin de diviser le systéme
complet en plusieurs sous-systémes qui seront résolus sur différents processeurs. Cepen-
dant la méthode WFR est également vue comme une méthode numérique utilisant un seul
processeur et en travaillant sur plusieurs parties d’'un méme processeur. L’utilisation de
la WFR en multiprocesseurs est plus largement détaillée dans la section 2.5 du Chapitre
2. La méthode WFR est appliquée sur des schémas classiques tels que Euler implicite/ex-
plicite et il est important d’étudier les criteres de convergence de cette méthode pour les
schémas numériques. En effet, la raideur et le pas de temps modifient le comportement
de la méthode WFR et peuvent la faire diverger. Cette convergence est étudiée dans la
Section 2.5 du Chapitre 2

On illustre maintenant la méthode WFR, avec un systéme a 3 variables.

Application de I’algorithme WFR sur un exemple de taille 3

On considere un systeme EDO a trois variables d’état x,y, 2. On note z}* la solution
approchée de la solution exacte a t; et pour l'itération m. L’intégration du systeme EDO
est faite sur trois processeurs ayant chacun leur propre mémoire.

A t = 0 les trois processeurs ont dans leur mémoire toutes les conditions initiales du
probléme & savoir o3, 33, z§. Le principe de calcul est le suivant :

— Le processeur 1 intégre la variable x et calcule une valeur approchée de x1,z3, .., :L‘}

les valeurs des variables y et z restent constantes et égales & g, 2¢

— Le processeur 2 intégre la variable y et calcule une valeur approchée de yi,va, .., y]lc
les valeurs des variables = et z restent constantes et égales & z{, 23

— Le processeur 3 inteégre la variable z et calcule une valeur approchée de 21,21, .., z}
les valeurs des variables z et y restent constantes et égales & xd, yd

A la fin de l'intégration tous les processeurs échangent les valeurs de leurs variables
respectives pour tous les instants et le processus est réitéré :

— Le processeur 1 intégre la variable x et calcule une valeur approchée de 22, 23, .., xfc les

valeurs des variables y et z restent égales A, respectivement yi, ya, .., y]lc et 21,23, .., Z}'

— Le processeur 2 intégre la variable y et calcule une valeur approchée de y?,v3, .., yj%
les valeurs des variables x et z restent égales A, respectivement i, 2l .., x} et
2ad, ok

— Le processeur 3 intégre la variable z et calcule une valeur approchée de 27, 23, .., zjzc
les valeurs des variables z et y restent égales a, respectivement x%,x%,..,x} et
Y1s Y35 s Y-

Ce processus est réitéré jusqu’a convergence de toutes les variables.

La méthode WFR est présentée plus en détail dans la partie 2.5 du Chapitre 2. On
applique en particulier la méthode aux schémas numériques classiques et on étudie leur
convergence.
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1.2 Les méthodes de parallélisation

Dans cette section, on détaille les différentes architectures de calcul parallele et les
méthodes de parallélisation associées. Cette parallélisation est particulierement utile afin
de répartir la charge de calcul d’un systéme de grande taille sur les différents moyens de
calcul qui seront & diposition. Ainsi on pourra accélérer la résolution d’un grand systéme
EDO en calculant simultanément les solutions correspondantes & plusieurs sous-systémes
issus du systéme complet.

1.2.1 La parallélisation en mémoire partagée

La parallélisation en mémoire partagée est le premier type de parallélisation que 1’on
a mis en place.

Les architectures de type mémoire partagée

Dans une architecture de type mémoire partagée, les différents processus de calcul
ont acces a une méme zone de la mémoire vive. Les différents processus sont alors appe-
lés threads. Typiquement, ce genre d’architecture correspond aux architectures implantées
dans les ordinateurs actuels. Un processeur possede plusieurs coeurs qui vont correspondre
chacun & un processus (ou thread). Les différents coeurs ont acces & la méme mémoire [Bar],
voir Figure 1.4.

FIGURE 1.4 — Architecture de type mémoire partagée

Les avantages des architectures de type mémoire partagée sont nombreux. Tout d’abord,
il n’y a pas de communication entre les différents processus de calcul car ils ont tous acces
a la méme mémoire. Les données nécessaires pour un processus sont donc mises a jour
par tous les autres proccesus sans communication entre les coeurs. Le second avantage est
une conséquence directe du premier : la parallélisation d’un code en mémoire partagée est
donc aisée car 'utilisateur n’a pas a construire des communications entre les threads [Bar].

Cette mémoire commune présente cependant quelques inconvénients.



1.2. LES METHODES DE PARALLELISATION 23

— Le premier est le risque de goulot d’étranglement. En effet, toutes les données pro-
venant des différents coeurs transitent dans une seule mémoire. Dans le cas ou le
nombre de coeurs est grand, la vitesse d’exécution va étre conditionnée par la vitesse
a laquelle circulent les données entre les coeurs et la mémoire dans un bus unique.

— Un autre probléeme des architectures a mémoire partagée est la cohérence du cache.
En effet si un processeur travaille sur certaines données, il faut s’assurer que ses
données sont a jour et que deux processus ne travaillent pas simultanément sur les
mémes données.

Il existe un troisieme inconvénient de ce type d’architecture : les zones de mémoire peuvent
étre plus ou moins éloignées des coeurs de calcul ce qui peut engendrer des différences de
vitesse de calcul selon les coeurs. On appelle ce genre d’architecture une architecture
NUMA (Non Uniform Memory Architecture). Enfin, le dernier inconvénient est qu’il est
difficile d’accroitre le nombre de coeurs partageant la méme mémoire [Bar|. Aujourd’hui
le maximum de coeurs pour une seule mémoire est de 16.

Les directives OpenMP

La principale méthode de parallélisation appliquée aux architectures en mémoire parta-
gée utilise les directives OpenMP. Dans le paragraphe suivant, on donne un résumé succinct
de ces directives en détaillant leur role et leur mise en place. La section 3.3 du Chapitre
3 détaille plus particulierement certaines directives utilisées dans le code. OpenMP est un
ensemble de procédures et de directives de compilation qui ont pour but de diminuer le
temps d’exécution d’un programme sans changer sa sémantique.

Principaux concepts

Le programme OpenMP est exécuté par un seul processus qui active des processus
légers (appelés threads) a 'entrée d’une région parallele. Chaque processus léger exécute
ensuite une tache composée d’un ensemble d’instructions. Lors de ’exécution d’une tache,
une variable peut étre soit :

— variable privée, elle est stockée dans la mémoire locale d’un processus léger,

— variable partagée, elle est stockée dans un espace mémoire partagé par tous les

processus légers.

Le programme OpenMP présente une alternance de régions séquentielles et de régions
paralleles. Les régions séquentielles sont exécutées par la tdche maitre, numéro 0. Les
régions paralleles peuvent étre exécutées par plusieurs taches a la fois et les tdches peuvent
se partager le travail dans les régions paralleles.

Le travail se partage selon plusieurs possibilités :

— Les taches se répartissent les itérations d’une boucle (ce partage est principalement

utilisé par notre code) ;

— Les taches exécutent différentes sections de code mais une seule section par tache;

— Les taches exécutent plusieurs occurrences d’'une méme procédure.

Une synchronisation est introduite entre les différentes taches afin d’éviter une mise a
jour de variable partagée par plusieurs taches. Le systéme d’exploitation affecte les diffé-
rents coeurs de calcul aux taches. Dans 'idéal il y a un coeur de calcul par tache.

Structures d’OpenMP

OpenMP se structure suivant les différents éléments suivants :
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— Les directives définissent le partage du travail, la synchronisation et le statut privé
ou partagé des variables

— Les fonctions qui appartiennent a une bibliotheque éditant les liens du programme

— Les variables d’environnement dont les valeurs sont prises en compte a I'exécu-
tion.

Lors de la compilation, il est nécessaire d’utiliser des options de compilation :

— -openmp pour les compilateurs Intel,
— -fopenmp pour les compilateurs gcc.

Le nombre de taches souhaitées doit également étre indiqué lors de la compilation avec
la commande :

export OMP_NUM_THREADS=4

Le détail des différentes directives OpenMP est détaillé dans I’Annexe A

Performances

La performance dépend beaucoup de I'architecture de la machine mais certaines regles
permettent d’optimiser 'accélération du code OpenMP par rapport a son exécution sé-
quentielle.

— La principale regle est de minimiser le nombre de régions paralleles dans le code et
d’adapter le nombre de taches a la taille du probleme.

— Il est toujours mieux de paralléliser les boucles les plus externes.

— La parallélisation de certaines boucles n’est utile qu’a partir d’une certaine taille.
La clause IF permet de ne paralléliser la boucle qu’au dela d’une certaine taille.

1.2.2 La parallélisation en mémoire distribuée

La parallélisation en mémoire distribuée est moins évidente et moins facile & mettre
en place que la parallélisation en mémoire partagée. Ce paragraphe détaille le type d’ar-
chitecture utilisée ainsi que la bibliotheque de fonctions permettant la parallélisation sur
ce type d’architecture.

L’architecture en mémoire distribuée

Contrairement aux architectures de type mémoire partagée, la mémoire dans les archi-
tectures a mémoire distribuée n’est plus commune a tous les processus de calcul. Chaque
noeud de calcul possede donc sa propre mémoire mais est capable d’échanger des données
avec la mémoire des autres noeuds de calcul [Bar|, comme on peut le voir sur la Figure 1.5.
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FI1GURE 1.5 — Architecture de type mémoire distribuée

L’avantage majeur de ce type d’architecture est de pouvoir augmenter le nombre de
noeuds de calcul et ainsi de développer des supercalculateurs avec de trés nombreux noeuds
identiques. Les capacités de calcul de ces supercalculateurs sont bien supérieures a celles
des machines en mémoire partagée.

Ce type d’architecture présente quelques inconvénients. Chaque processus travaillant
avec des données stockées sur sa propre mémoire, il doit étre capable de recevoir d’autres
données et d’envoyer ses propres données. Ces communications entre les différents proces-
sus sont cofiteuses et, de plus, ces communications doivent étre spécifiées dans le code par
le programmeur, ce qui complexifie I'implémentation.

1.2.3 La bibliotheque MPI

Le MPI est une bibliotheque de fonctions permettant d’échanger des données entre
les différents noeuds de calcul d’une architecture & mémoire distribuée. Ces fonctions sont
utilisables en C ou en Fortran et sont tres utilisées dans les calculs sur les clusters [GLS96].

Concepts

Toutes les variables du programme sont privées et sont stockées dans la mémoire locale
de chaque processus. Les processus exécutent éventuellement des parties différentes du
code et les données sont échangées en utilisant des fonctions MPI. Chaque processus est
numéroté par une variable que l'on appelle rang.

Chaque message envoyé par un processus doit étre recu par un autre processus. Le
message est constitué de données mais également de l’identificateur du processus émet-
teur, du type de donnée, de sa taille et de I'identificateur du processus récepteur.

L’architecture des supercalculateurs
La mémoire dans les supercalculateurs est distribuée selon les différents noeuds de calculs.
Dans chaque noeud de calcul, la mémoire est partagée et plusieurs unités de calcul peuvent
étre présentes.
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Historique

V1.0 : en 1994, une quarantaine d’organisations définissent un ensemble de sous-
programmes qui constitue la bibliotheque d’échanges de messages.

V2.0 : Apparition des entrées/sorties paralleles, de la copie de mémoire & mémoire.

V3.0 : en 2012, ajout des communications collectives non bloquantes

Il existe des implémentations MPI opensource dont open-mpi.

Le détail des fonctions MPI est donné dans ’Annexe B.

1.3 L’importation des modeles depuis Modelica

Un langage de modélisation trés intéressant est le langage Modelica. Ce langage est
trés utilisé par les industriels afin de modéliser des systemes complexes en utilisant en
particulier la bibliotheque de modeles élémentaires. Plusieurs logiciels permettent cette
modélisation en langage Modelica et contiennent différents solveurs permettant de résoudre
ces modeles. Ces logiciels permettent également d’exporter les modeles industriels afin
qu’ils puissent étre résolus au moyen d’autres solveurs et intégrés dans d’autres logiciels.

1.3.1 Le langage de modélisation Modelica

La these porte sur la résolution des modeles issus de Modelica et non pas sur le langage
Modelica. Cependant, les propriétés principales de ce langage sont décrites dans les lignes
suivantes.

Modelica est un langage de modélisation déclaratif, orienté objet et multi-domaine.
Des modeles mécaniques, électriques, électroniques, hydrauliques, thermiques entre autres
peuvent étre ainsi construits avec ce langage. Ce langage est libre et est géré par 'as-
sociation Modelica. Cette association a également développé une librairie standard qui
regroupe plus de 1300 composants de base dans tous les domaines de la physique.

Principales caractéristiques

Modelica est orienté objet comme Java ou C++ mais est avant tout un langage de mo-
délisation se focalisant sur des objets qui se comportent comme des systémes de simulation.
De plus, ce langage est acausal, c’est-a-dire qu’une équation n’est pas une assignation de
la partie droite vers la partie gauche, mais les deux parties gauche et droite sont manipu-
lées de maniere symbolique. Certaines parties de code Modelica seront détaillées dans le
Chapitre 4 consacré aux applications.

Développement

La version 1.0 de ce langage fut développée par Hilding Elmqvist. Par la suite, diffé-
rentes évolutions ont progressivement permis la modélisation de modeles de plus en plus
variés. La version actuelle est la 3.3. La librairie standard n’a de cesse de se développer de
maniere completement libre avec de plus en plus d’éléments accessibles par tous.

1.3.2 Les logiciels de modélisation utilisant Modelica

Il existe deux familles de logiciels dans lesquels le langage Modelica est mis en oeuvre,
les logiciels commerciaux tout d’abord :
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— CATIA commercialisé par Dassault Systemes, via le noyau Dymola principal inté-
grateur commercial de Modelica,
LMS Imagine via AMESim développé par LMS International,
MapleSim qui inclut le noyau de calcul formel Maple, développé par Maplesoft,
MathModelica de Wolfram Research,

— Simulation X de ITI GmbH.

1l y a ensuite les logiciels libres :

— JModelica.org de 1’Université de Lund avec Modelon AB,

— OpenModelica de I"Université de Linkoping,

— Modelicac de Scilab-Xcos/Scicos.

Il existe également beaucoup d’autres logiciels capables d’exécuter des modeles issus
de Modelica, via I’échange de modeles.

1.3.3 L’échange de modéles

On a vu dans le paragraphe précédent que le nombre de logiciels utilisant le langage
Modelica est relativement restreint. La question est donc de savoir si d’autres logiciels
utilisant d’autres langages peuvent exécuter des modeles créés en Modelica. Pour cela, on
définit un standard d’échange de modele, le FMI (Functionnal Mock-up Interface), qui
est une interface standardisée utilisée pour la simulation de modeéles multiphysiques. Ce
standard ainsi que I’échange de modeles sont plus amplement décrits dans les theses de
[BKEF14] et [HAO08].

Origines

Le standard FMI a été développé originellement par un consortium européen d’indus-
triels mené par Dassault Systemes sous le nom de MODELISAR.

Idées

La définition d’un standard FMI a pour but de permettre quatre choses :

— I’échange de modeles entre différents outils de simulation. On peut ainsi construire
un modele complexe en utilisant différents composants créés par différents outils de
simulation et simuler ce modéle complexe a l'aide d’un solveur. Cette fonctionnalité
est appelée : Model Exchange,

— la co-simulation de modéles issus de différents outils de simulation. Chaque modele
est simulé individuellement avec son propre solveur. Cette fonctionnalité est présente
dans le standard 2.0. ,

— T’utilisation dans des applications industrielles AUTOSAR,

— T'utilisation pour la PLM (Product Lifecycle Management, modeles et données rela-
tives au management de cycle de vie de produit).

En pratique, 'implémentation de l'interface FMI dans un outil de simulation permet

la création de modeles de simulation interconnectés.

Fonctionnement

Le fonctionnement du standard FMI est le suivant : un outil de simulation décrit un
modele et ses équations qui sont ensuite encapsulés et exportés dans FMU (Functionnal
Mock-up Unit). Un autre outil de simulation peut alors importer ce FMU et 'exécuter
avec d’autres FMUs.
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Contenu du fichier

Le FMU est un fichier .fmu de type zip qui contient plusieurs fichiers :

— un fichier .xml qui contient la description du modele et la définition des variables,
— les équations du modele contenues dans les fichiers,

— des données optionnelles telles que la documentation associée au modele.

Outils de simulation supportant FMU

Les deux tableaux suivants Table 1.1 et Table 1.2 donnent ’ensemble des logiciels
utilisant le standard FMU ,soit en Model Exchange, soit en CoSimulation (ou les deux).
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Model Exchange | Cosimulation

Tools FMI Version | Export | Import | Slave | Master
Adams FMI 1.0 v v
Amesim FMI 1.0 v v v v
ANSYS SCADE Dis- FMI 1.0 v v
play
ANSYS SCADE Suite FMI 1.0 v v
ANSYS Simplorer FMI 1.0 v
ASim - Autosar Simula- FMI 1.0 v v
tion
@Source FMI 1.0 v
AVL CRUISE FMI 1.0 v v v
Building Controls Vir- FMI 1.0 v
tual Test Bed
CarMaker FMI 1.0 v
CATIA FMI 1.0 v v v v
ControlBuild FMI 1.0 v v v v
CosiMate FMI 1.0 v v v v
Cybernetica CENIT FMI 1.0 v
Cybernetica ModelF'it FMI 1.0 v v
DSHplus FMI 1.0 v
dSPACE SCALEXIO FMI 1.0 v
dSPACE SYNECT FMI 1.0
dSPACE VEOS FMI 1.0 v
Dymola FMI 1.0 v v v v
EnergyPlus FMI 1.0 v v
ETAS-ASCMO FMI 1.0 v
ETAS-FMI-based Inte- FMI 1.0
gration and Simulation
Platform
ETAS-FMU Generator FMI 1.0
for ASCET
ETAS-FMU Generator FMI 1.0
for Simulink
ETAS-INCA-FLOW FMI 1.0 v
(MiL/SiL. Connector)
ETAS-ISOLAR-EVE FMI 1.0 v
(ETAS Virtual ECU)
ETAS-LABCAR- FMI 1.0 v
OPERATOR
Flowmaster FMI 1.0 v
FMI Add-in for Excel FMI 1.0 v
FMI add-on for NI Ve- FMI 1.0 v v
riStand
FMI Blockset for Simu- FMI 1.0 v
link
FMI Library FMI 1.0 v v

TABLE 1.1 — Logiciels utilisant le standard FMU (1ére partie)
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Model Exchange | Cosimulation

Tools FMI Version | Export | Import | Slave | Master
FMI Target for Simu- FMI 1.0 v
link Coder
FMI Toolbox for Car- FMI 1.0 v v
maker
FMI Toolbox for MAT- FMI 1.0 v v v v
LAB/Simulink
FMUSDK FMI 1.0 v v v v
GT-SUITE FMI 1.0 v v v v
Hopsan FMI 1.0 v v
IBM Rational Rhap- FMI 1.0 v
sody
ICOS "Independent Co- FMI 1.0 v v v
Simulation
JavaFMI FMI 1.0 v
JEMI FMI 1.0 v v
JModelica.org FMI 1.0 v v v v
LMS Virtual.Lab Mo- FMI 1.0 v v v
tion
MapleSim FMI 1.0 v
MESSINA FMI 1.0 v v
MWorks FMI 1.0 v
NI LabView FMI 1.0
OpenModelica FMI 1.0 v v v
OPTIMICA Studio FMI 1.0 v v v
Ptolemy II FMI 1.0
PyFMI FMI 1.0 v v
RecurDyn FMI 1.0 v
Reference FMUs FMI 1.0
Silver FMI 1.0 v v v v
SIMPACK FMI 1.0 v v v
SimulationX FMI 1.0 v v v v
SystemModeler FMI 1.0 v
TLK FMI Suite FMI 1.0 v v
TLK TISC Suite FMI 1.0 v v
TWT  Co-Simulation FMI 1.0 v v
Framework
TWT FMU  Trust FMI 1.0 v
Centre
xMOD FMI 1.0 v v

TABLE 1.2 — Logiciels utilisant le standard FMU (2éme partie)




Chapitre 2

Accélération par 'utilisation de
nouveaux schémas numériques

Dans ce chapitre, on s’intéresse plus particulierement aux problemes aux valeurs ini-
tiales impliquant des systemes raides et de grande taille d’équations différentielles ordi-
naires définis en 1.1 mais sous la forme autonome (la fonction f ne dépend plus que de la
solution ¥) :

t€0,T],
dy -
L= ), (21)
9(0) = yo,

y est un vecteur de R?, f est une fonction continue sur R? et & valeurs dans RY.

Les systémes non linéaires, raides et de grande taille nécessitent des méthodes de
résolution bien particuliéres (méthode de Newton) qui sont extrémement cotliteuses. Il y
a un vrai défi a améliorer ces méthodes en terme de rapidité d’exécution. Ce chapitre
étudie 'amélioration de ces méthodes en proposant des schémas numériques nouveaux
mais propose également la construction pas a pas d’un solveur rapide et efficace. Ainsi
le calcul du premier point, le schéma numérique principal, 'estimation de l’erreur et la
gestion des pas de temps et enfin la gestion des évenements sont successivement étudiés.
Puis nous présenterons la méthode WFR appliquée au schéma d’Euler.
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2.1 Schéma de démarrage optimisé

2.1.1 Problématique

Connaissant les conditions initiales du probléme a intégrer, on commence par calculer

le premier point. Il vient alors deux difficultés.

— La premiere est d’utiliser un schéma a un pas (car on ne connait que la condition
initiale) qui soit A-stable.

— La deuxiéme est sur le choix du pas de temps de départ. Un choix de pas trop petit
ralentit le démarrage de la résolution du probléme tandis qu’un pas de temps trop
grand peut rendre le schéma instable si celui-ci n’est pas A-stable.



2.1. SCHEMA DE DEMARRAGE OPTIMISE 33

2.1.2 Cas des systemes peu raides

Dans les modeles comportant de nombreuses discontinuités, c’est-a-dire les modeles
pour lesquels il est nécessaire de redémarrer plusieurs fois le solveur pendant la simulation,
il est important d’utiliser un schéma de démarrage qui soit rapide car il est utilisé de
nombreuses fois.

Cette initialisation ne peut étre effectuée qu’avec un schéma a un pas de type Runge-
Kutta. Suivant la raideur du systéme on peut utiliser soit des schémas implicites, soit
explicites.

Nous proposons un nouveau schéma de Runge-Kutta emboité explicite permettant un
démarrage rapide de la résolution pour des problémes peu raides.

On montre dans le Chapitre 3 que pour les modeles de grande taille, le cotit principal
d’intégration se situe dans le calcul de la dérivée et I'inversion du systeme non linéaire. Il
est donc important de minimiser le nombre d’appels a cette dérivée. Dans les schémas de
type Runge-Kutta, les appels a la dérivée se font au niveau des étapes intermédiaires. Il
est donc important de minimiser le nombre d’étapes intermédiaires. De plus, on a besoin
d’une solution a deux ordres pour estimer 'erreur et ainsi choisir le bon pas de temps. On
utilise pour cela des schémas emboités. Ces schémas ont la forme suivante :

Définition 2.1. Schéma de Runge-Kutta explicite emboité On appelle schéma de
Runge-Kutta explicite emboité a s étages, la méthode définie par le schéma

kl == f(t[)vy())v
ko = f(to+ cihn, yo + hnao1 k1),

s—1

k:s = f(t[) + Cs—lhn) Yo + hn Z asiki)u
=1

s
Yn+1 = Yn + hn Z bzkzy
i=1

S
i=1
Yn+1 €t Fn+1 sont deux évaluations de la solution a t,41 & deux ordres différents.

On choisit d’initialiser en utilisant un schéma Runge-Kutta d’ordre 3 et 2 emboités
avec trois étapes intermédiaires :

kl - f(t07y0)7
ko = f(to + c1hn, Yo + hnaki),
ks = f(to + cahn, yo + hpbky + hnckl),
Yn+1 = Yn + hndlkl + hnd2k2 + hnd3k37
Jni1 = Gn + hndiky + hndoks + hydsks.
Pour déterminer les coefficients a, b, ¢, ¢1, ¢a, d1, d2, d3, d1, d2, ds on calcule lerreur de tron-
cature (appliquée a I’équation y' = \y) et on annule les coefficients qui permettent d’obte-
nir un schéma d’ordre 3 et d’ordre 2. L’erreur de troncature de ce schéma est pour I'ordre
3
— NG Lo 1y
o = Y(tn) | (d1 +d2 + d3s — 1)A + (d2a + d3(b+ ¢) — 5))\ h + (dsca — 6))\ h* — ﬁ)\ h
(2.2)
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Donc ce schéma est d’ordre 3 si et seulement si
di+ds+ds—1=0,

1
d2a+d3(b+c)—§:0,

1
dsca — 5 =0.

Ce systeme est surdéterminé et on fixe des valeurs pour a, b et ¢. Et on a alors :

1
a=—,
2
b=0,
_ 1
C—2,
dlzoa
1
d2:§a
2

L’erreur de troncature pour le schéma d’ordre 2 est :
s - ~ 1 = 1
Tn = G(tn) ((d1 +dy +d3 — )X + (dea + ds(b+¢) — 5))\Qh + (dzca — 6)/\3h2) (2.3)

Donc ce schéma est d’ordre 2 si et seulement si
CZ1+CZQ+CZ3—1:0,

~ ~ 1
d2a+d3(b+c)—§:0.

Ce systéme est surdéterminé et on fixe des valeurs pour a, b, ¢ et ds. Afin que le schéma
soit emboité, on reprend les mémes valeurs de a, b et ¢ que pour l'ordre 3. Et on a donc
le systéme, en choissisant d3 = 0 :

di+dy+ds —1=0,

~1 1
dzi—gzo.
On a alors :

1
a=g,
b=0,

1
c=3,

I =0,
Iy =1,
I3 =0.

La stabilité de ce nouveau schéma est étudiée et est donnée sur la Figure 2.1 et la Figure 2.2.
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FIGURE 2.1 — Zone de stabilité de ’ordre 3 du nouveau schéma RK3-2

FIGURE 2.2 — Zone de stabilité de ’ordre 2 du nouveau schéma RK3-2

On constate que ce schéma n’est pas A-stable, et cela était prévisible du fait du carac-
tere explicite du schéma. Dans les cas des systémes raides, afin de ne pas avoir un pas de
temps restreint a une tres petite valeur on choisit un schéma de Runge-Kutta implicite.

2.1.3 Schémas DIRK et SDIRK pour les systémes raides

Le schéma développé dans la Section 2.2 et utilisé pour tout le reste de la simulation est
particulierement efficace pour les systemes raides et donc il est important que le schéma de
démarrage soit également efficace pour les systémes raides. En particulier, il est nécessaire
que ce schéma soit A-stable afin de garantir la plus grande stabilité possible.

De maniere générale, il n’est pas possible de trouver un schéma explicite A-stable. Pour
établir un schéma numérique & un pas qui soit A-stable, il faut donc s’orienter vers les
schémas de type Runge-Kutta implicites. Ces schémas ont la forme suivante :

s
k; :hf(tn+cih,yn+2aijkj), 1=1,..,s,
j=1

S
Yn+1=Yn + Y biki.

=1
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Le tableau de Butcher associé a ce type de schéma est le suivant :

1| a1 a2 ... Qis
C2 | 21 G22 ... Q2s
Cs | As1 As2 ... UQOgs

by by ... b

On remarque qu’a chaque pas de temps on a un systéme algébrique a résoudre, ce qui
rend ce schéma trés coliteux. Le grand avantage de ce schéma est qu’il est A-stable. Un
compromis intéressant entre rapidité et stabilité est de considérer le schéma a deux étages

suivant :

Définition 2.2. Considérons le schéma Runge-Kutta implicite & un pas et deux étages

suivant

ki = yn + ahf(tn, k1) + vhf(tn, k2)

( ,
kQ =Yn + /Bhf(tm kl) + 5hf(tn’ k2))’
2

Yn+1 = Yn + hn Z bzf(kz)
=1

Le tableau de Butcher correspondant s’écrit :

a+v | o
B+o | B
I

~
J

[y
=
V]

Une forme particuliere de ces schémas Runge-Kutta implicites sont les schémas DIRK.

Ce sont ces types de schémas qui vont nous intéresser.

Les schémas Diagonal Implicit Runge Kutta (DIRK)

Les schémas DIRK sont attrayants pour leur simplicité car le systeme a résoudre pour
chaque étape intermédiaire est plus simple. En effet, I’étape intermédiaire k; ne dépend que
des étapes intermédiaires précédentes et de k; (et pas des étapes intermédiaires suivantes
comme pour les schémas IRK). On a alors un schéma a deux étages :

Définition 2.3. Considérons le schéma Runge-Kutta implicite a un pas et deux étages

suivant

k1 =yn + ahf tn, kl)a
k2 = Yp + 5hf<tna kl) + ahf<tn7 k2))7
2
Ynt1 = Yn + hn Y bif (ki)
i=1
Le tableau de Butcher correspondant s’écrit :

(6] [0

B+a| B «
[ b1 by
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Dans le cadre de la recherche d’un schéma de démarrage optimal, a partir du schéma
(2.3) on cherche a déterminer les quatre coefficients «, 3,b; et by afin d’obtenir un schéma
d’intégration le plus stable possible et d’ordre maximal. Pour cela appliquons au schéma
(2.3) I'équation test de Dahlquist. On peut alors résoudre I’équation implicite en k.

Yn
k1= ah\kh—=k=—"7""-. 2.4
1= Yn+ 1 1 1+ hax (2.4)

On remarque que k1 ne dépend que de a.
On procede de méme pour ks :
In + Ctk)g)

i T

Yn(—1+h aX —h BA)

A G Sy VP

ko ne dépend que de « et 5.
Yn+1 S’exprime alors :
Ynt1 = Yn + h(b1Ak1 + baAk2)
_ Un (R2X2(a® — by — bacv + ba8) + hA(—2a + by + bo) + 1)
N (—1 4 ha))?

Si on note y(t,) la solution exacte du probléme en t, et qu'on détermine y,4+1 a l'aide de
(2.5) on a la solution 7,11 ainsi obtenue avec le schéma :

_ y(tn) (M®X3(a? = bia — baa + b2 B) + hA(—2a + by + by) + 1)
Yntl = (=1 + ha\)?
Ecrivons maintenant le développement de Taylor a l'ordre 4 de y(t,41) :

~ ~ dgj h2 d2g h3 d3g h4 d4§ 5
tor1) =J(ta) +h— + ——2 4+ —— 2 4 = =2 L O(h
Yltnr) =yltn) +hgp + 5 g + g qm T agan O

= ~ h? 2~ h? 3~ h* 4~ 5
= y(tn) + hAy(tn) + ?)\ y(tn) + EA y(tn) + ﬂ)\ y(tn) + O(h°).

. (2.5)

: (2.6)

Etudions maintenant ’erreur locale due au schéma, c’est-a-dire la différence :

g(tn-i-l) gn—&-l g(tn) h2 2 h3 3 h’4 4 5
_ 1 _ _ 0] —
h h hd 2 A 6 A 24)\ (h )

(h2X2(a? — by — baar + by 3) + hA(—2a + by + by) + 1))

(—14 haX)?
o y(ta) hjzhj3h744 5\ 2
- ((1+h>\+ DA+ TN N O(®) (-1 + had)

(n22%(0? = b1a = baar + bo3) + BA(=20 + by +bo) +1) )

g(tn) ( 2 1 2,9 9 1 3,3 4
= ———— = ((1+(-2a+1 —2a+ = o= _
ESEPS\E (14 (—2a+1)Ah + (a a+2))\h + ( a+6))\h + O(h%))

(h222(0? = bra — by + bafB) + hA(—20 + by +bo) + 1))

= (—1%?231)\)2 <(1 b1 —b)A+ ((—2+ b1+ b2)a— b+ %))\Q]H_ (@2 —a+ é>>‘3h2 " O(h3)))

Le schéma est d’ordre 3 si et seulement si M# = O(h?3). Donc on doit avoir
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1—b1—b2=0
(—2+bl+b2)a—b25+%20
o —a+i=0.
Le systeme se réécrit
b1 +by=1
o b+ =0
a?—a+ é =0.
La derniére équation donne directement deux valeurs de « possibles :

1 V3

—_—4 Y2
M2=5+ 7

En tracant les zones d’absolue stabilité, on remarque que seule la valeur @ = a7 permet
d’avoir un schéma A-stable; on choisit donc o = «;. En choisissant par exemple by = %
et by = %, on obtient alors directement la valeur de

f=1-2a (2.7)

Etudions maintenant la L-stabilité. Reprenons I’équation (2.5) et déterminons la limite de

i Yntt lim h2X\2(a? — by — baa + baB) + hA(—2a + by + b)) + 1

Ao Un hA—oo (—1 + ha))?
_a?—a+5(1-20)
N «
a? —2a+1/2
B «
Le schéma est L-stable si et seulement si limp)_oo y;:1 =0.

V2

On doit donc avoir a? — 2 + % = 0 ce qui correspond a deux valeurs 1+ ? et 1— 257
Ces deux valeurs sont différentes des valeurs de « choisies pour que le schéma soit d’ordre
3. On ne peut donc pas avoir L-stabilité et ’ordre 3.

Le choix entre les deux valeurs 1 + @ et 1 — @ est gouverné par le terme de degré
3 a savoir o? — o + %. On choisit la valeur de o qui donne la plus petite erreur d’ordre 3

et c'est 1 — ? En résumé, il y a donc deux possibilités de schéma de type DIRK a deux

étages :
— Un schéma d’ordre 3 & deux étages A-stable dont le tableau de coefficients est le
suivant :
AR A EAS S
1 3 3 1 3
26 | —% 5t°7%G (2:8)
I I
2 2
— Un schéma d’ordre 2 a deux étages L-stable dont le tableau de coefficients est le
suivant :
12| 1
V2| 142 12 (2.9)
T T
2 2

— Il n’existe donc pas de schéma SDIRK d’ordre 3 L-stable & deux étages. En effet, il
manque un degré de liberté afin d’avoir la L-stabilité. Pour ’obtenir il faut considérer

un schéma complétement implicite a 2 étages.
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Implémentation pratique du solveur

En pratique, le démarrage s’implémente de la facon suivante :

on choisit un pas de temps arbitraire, relativement petit, 10™% par exemple,

on donne une premiére évaluation du premier point avec le schéma (2.9),

on donne une seconde évaluation du premier point avec le schéma (2.8),

la différence entre les deux évaluations permet d’adapter le pas de temps (voir 1.1.6)
et de calculer le pas de temps optimal correspondant & ’erreur maximale permise
par I'utilisateur,

on recalcule a nouveau le premier point en utilisant ce pas de temps optimal.

Le choix de recalculer & nouveau le premier point se justifie de la maniere suivante :

le pas de temps choisi arbitrairement peut étre trop grand et donner une erreur
supérieure a la tolérance,

dans le cas ou l'erreur est plus petite que la tolérance, on recalcule quand méme le
premier point afin d’éviter que le ratio entre le pas de temps optimal et le pas de
temps arbitrairement choisi soit trop grand et donne lieu a des problémes de stabilité
qui sont détaillés dans la Section 2.3.3 de ce méme Chapitre.

L’erreur commise lors de la différence entre les deux solutions données par les deux
schémas est celle du schéma d’ordre le moins élevé, c’est-a-dire :

n = lta)(0® — o+ I (2.10)

/5

Cette erreur correspond & celle du schéma d’ordre 2, donc a« =1 — 72, et on a :

€n = —0.04047(t, ) A\2h2. (2.11)

On compare par rapport a un schéma de Runge-Kutta 3-2 emboité pour lequel I'erreur

est :

1
€n = —6/\2112, (2.12)

ce qui donne :

€n = —0.1667A\2h2. (2.13)

Etude de la stabilité

En reprenant le schéma d’ordre 3 A-stable et I’équation (2.6) et en posant z = Ah, on

avecozz%—l—%etﬁz—@.

Y1 2@ —a+ 18) +2(—2a+1)+1 (2.14)
Yn (=1 + 22 ’ ’

2

La zone de stabilité est représentée sur la Figure 2.3, a ’extérieur du contour :
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FIGURE 2.3 — Zone de stabilité du DIRK3

On remarque que le schéma est bien A-stable.
Il en est de méme pour le schéma DIRK d’ordre 2 L-stable, pour lequel on représente
la zone de stabilité a ’extérieur du contour de la Figure 2.4.

FIGURE 2.4 — Zone de stabilité du DIRK2

Ce schéma est bien A-stable également.

2.1.4 Calcul du pas de temps optimal

Le calcul du pas de temps optimal reprend la méthode décrite dans (1.1.6) a partir des
schémas SDIRK d’ordre 2 et 3.

2.1.5 Comparaison avec schéma d’Euler explicite

On compare maintenant le schéma de démarrage dit DIRK 3-2 (deux évaluations
d’ordre 3 et 2 a I'aide de schémas DIRK et adaptation du pas de temps) avec un schéma
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d’Euler avec un pas de temps tres petit. En particulier on s’intéresse a 1’évolution du pas
de temps pour les deux méthodes sur la Figure 2.5 :

pas de |
02 L temps (s) |
0,15 — |
DIRK
0,1 —
0,05 — _|
i Euler |
0 -
temps (s)
A \ | ! | \ ! 4
0 2 4 6

FIGURE 2.5 — Evolution du pas de temps au début de la simulation avec Euler (en rouge)
et DIRK 3-2 (en noir).

On remarque que le schéma DIRK démarre avec un pas de temps beaucoup plus grand
que le schéma d’Euler (tout en respectant erreur maximale permise) et est donc plus
rapide car il a besoin de moins de points. L’adaptation du pas de temps du schéma DIRK
montre ici tout son avantage par rapport au démarrage en pas fixe utilisant le schéma
d’Euler avec un pas de temps tres petit.

Le schéma d’intégration utilisé en dehors du démarrage doit maintenant étre choisi;
ce schéma est appelé schéma courant.

2.2 Nouveau schéma principal d’intégration LIBDF

Dans cette section, on présente le schéma principal d’intégration numérique utilisé que
I'on a décidé de nommer LIBDF. Avant de détailler ce nouveau schéma, il est important
de décrire I'importance des systemes non linéaires, raides et de grande taille dans les
systemes physiques industriels. En effet, beaucoup de problémes en physique, en ingénierie,
en chimie, en biologie contiennent des EDOs raides. De plus, certains de ces systemes
physiques, en particulier en mécanique des fluides, en milieux poreux, dans les océans,
sont issus de discrétisations spatiales d’équations aux dérivées partielles non linéaires. On
a vu dans la section 1.1.4 du Chapitre 1 que la raideur de tels systémes était caractérisée
par le ratio entre la plus grande et la plus petite valeur propre de la matrice Jacobienne
J = %' On a également vu, toujours dans la méme section, que les schémas explicites
ne permettaient pas 'utilisation de pas de temps élevés pour de tels systemes et c’est la
raison pour laquelle les schémas implicites étaient utilisés. Parmi ces schémas implicites,
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les schémas BDF sont particulierement intéressants de par leur bonne absolue stabilité
(voir section 1.1.4 du Chapitre 1). Cependant ces schémas nécessitent la résolution de la
partie implicite. On a vu dans la section 1.1.5 du Chapitre 1 que cette résolution était
soit tres cotliteuse, soit conduisait a un schéma moins stable que celui de départ. L’idée
du nouveau schéma développé dans cette partie est de conserver les propriétés exactes de
stabilité du schéma BDF, de limiter I'erreur globale en utilisant les points d’équilibre du
systeme et de réduire de maniere importante les cofits de calcul en linéarisant la partie
implicite du schéma.

2.2.1 Considérations

On introduit tout d’abord le contexte et les conditions dans lesquelles on se place.

Comme f € CP(R? RY), alors grace au théoréme de Cauchy-Lipschitz (cf section 1.1.1
du Chapitre 1, et pour plus de détails voir [CL55)), il existe Tp > 0 tel que 'IVP (2.1)
admette sur [0, 7p] une unique solution § € CPT1([0, Tp], RY).

Ensuite, on choisit T tel que 0 < T < T*, ou T™ est le temps maximal d’existence de
la solution y. On suppose de plus qu’il existe une constante Cy > 0 qui ne dépend pas de
T telle que 0

02hE, Sup 7 (8)] < Co. (2.15)

Soit une fonction g € C*([0,T7]), on note My,(g) la valeur My(g) := sup |¢*(¢)].
t€[0,T
On introduit €; l'ensemble des points d’équilibre de f défini comme €&; := {x €
R%; f(x) = 0}; cet ensemble peut éventuellement étre vide. On introduit alors & l'en-

semble des points d’équilibre de f défini par &5 := {x € &;; f'(x) < 0}.

2.2.2 Le schéma Linearized Interpolated Backward Differentiation For-
mulae

Pour N € N* et une suite croissante {¢;}o<i<n subdivision de I'intervalle [0, T’] tel que
to=0,ty =T et hy =t;41 —t;, 0 <7< N —1 le numéro du pas de temps, les méthodes
BDF d’ordre p s’expriment sous la forme (voir section 1.1.4 du Chapitre 1 et [Ske86] et
[JSD80]) : pour tout p—1<n <N —1,

p—1
Yn+1 = QjnYn—i + 5nhnf(yn+1)a (2]—6)
i=0
avec les coefficients variables «;,, et 3, fonctions du ratio de pas de temps w; = h;/hi—1
pour i = n,...,n + 2 — p (voir [CGGI0] ainsi que la Section 2.3.3 pour le calcul des
expressions des coefficients).

Pour une suite w = {u;}icpo,ny et pour p—1 < n < N — 1, on note par P, (t, u)
I'interpolation polynomiale de Lagrange (voir Définition 6.1 de [SMO03]) de degré p — 1
pour les points {(tp—j, un—i) : i =0,1,..,p— 1}.

On note par P, (u) la valeur Py, (tn11,u).

Soit une fonction g € CP([0,T1) et soit w = {g(t;) }ic[o,n], alors grace au Théoreme 6.2 de
[SMO3], on a :

p—1
Mpgg) T (tnsr = tns), (2.17)

1=0

[ Ppn(u) — g(tni1)| <

et avec (2.17), pour une suite u = {u;};cfo,n] €t pour p—1 <n < N — 1, on dit que
Ppn(u) est une approximation de u,41 d’ordre p.
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Expression du schéma LIBDF

L’idée de la construction de notre schéma p-LIBDF repose sur une approximation
d’ordre p du terme implicite f(yp+1) :

f(yn—I—l) ~ f(Pp,n(y)) =+ An(y>(yn+1 - Pp,n(y))u (2'18)

avec Yy = {¥iticpo,n] et An(y) une matrice de taille d telle que A,(y) € {f'(c);c €
ErtU{f (Ppn(y))}. De méme que (2.16), on obtient notre nouveau schéma :

p—1
Yn+1 = Y QinYn—i + Balin(f(Ppn(y)) + An(Y) (Wns1 — Ppn(¥)))- (2.19)
1=0

Un choix possible pour A, (y) est le suivant : pour tout n € N*, n > p — 1,

— si € # 0 et qu'il existe ¢ € €5 tel que

[yn — c| <max{yn—1 — cf, ..., [yn—p — [} alors A, (y) = fl(e),

= sinon A, (y) = f'(Ppn(y)). Sip =1, Ao(y) = f'(v0)-

Ce choix de valeur de A, (y) est motivé par le fait que si A, (y) = f'(Ppn(y)), alors
notre schéma correspond a la premiere itération de ’algorithme de Newton appliqué pour
résoudre l'implicitation du schéma p-BDF (2.16) avec une valeur initiale égale & P ,(y).
Cependant si la suite {y,, } converge, alors grace a (2.19), elle converge vers un certain ¢ €
€ et alors pour un certain N € N, pour tout n > N au lieu d’utiliser A, (y) = f'(Ppn(y)),
on économise en temps de calcul CPU en utilisant directement A,,(y) = f(¢).

Comme le terme implicite est maintenant linéarisé, le schéma (2.19) peut étre réécrit
explicitement comme :

Définition 2.4. Le schéma p-LIBDF est le suivant : Vp € N*, pour tout n > p — 1,

p—1
Ynt1 = (I = BuhnAn(y)) ™ (Z QinYn—i + Bnlin(f (Ppn(y)) — An(y)Pp,n(y))) - (2:20)

=0

Dans un souci de simplicité, on considere un espace de dimension d = 1 et notre analyse
est faite avec un pas de temps fixe. Dans le cas ou le pas de temps est fixe, on a pour
tout 0 < i < N, t; = th, avec h = % I'unique pas de temps. On remarque alors que les
coefficients variables «; ,, et 3, ne dépendent plus de I'indice n, et dans ce cas la définition
2.20 devient :

Définition 2.5. Le schéma p-LIBDF est le suivant : Vp € N*|

p—1

yn+1 = (1= BhAn(y)) ™" (Z iyn—i + Bh(f(Ppn(y)) — An(y)Pp,n(y))) (221

=0

avec 3 et {a;}icpop—1] les coefficients définissant le schéma p-BDF usuel (2.16) dans

le cas des pas de temps constants. A partir du Lemme 2.3 de [Ise96], ces coefficients sont
P

-1

1

donnés par 5 = (Z 6) et pour tout 0 < <p-—1,
/=1

P Ci—i—l
a;=pB(-1)" > 2

{=i+1
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De plus, pour toute suite u = {ui}ie[[07N}] et pour tout p—1 <n < N —1, on remarque
que si on applique la formule donnée par Lagrange dans [Lag77],

p—1
Pon(w) = > (~1)*CpH up . (2.22)
k=0

De plus, & partir de (2.17), on déduit que pour une fonction g € CP([0,7]) et pour
u= {g(ih)}ie[[O,N}]a on a

Ppn(w) —g((n+1)h)| < My(g)h*. (2.23)

Dans ce qui suit, on suppose que 0 < h < 1.

2.2.3 Stabilité du schéma p-LIBDF

Dans ce paragraphe on donne deux propriétés de stabilité pour le schéma LIBDF.

Zéro-Stabilité

On donne ici la définition générale de la zéro-stabilité d’'une méthode numérique
F :R™! —— RY ¢ < m en généralisant la formulation de la section 1.1.3 du Chapitre
1 et de Sueli [SMO3]. La solution y = {;}icjo,m] de F vérifie 'équation F(y,h) = 0.
On considére maintenant w une solution de F' calculée avec une erreur d’arrondi £ =
{&itierog : F(y,h) = & :F(y,h) = &, avec & suffisamment petit. Pour m € N*, on note
Il - || la norme euclidienne dans R™.

Définition 2.6. On considere I'IVP suivante :

y =0, y(0) = yo. (2.24)

vy et u sont ses solutions numériques définies dans le paragraphe précédent ; la méthode
numérique est appelée zéro-stable si :

ly — ullm < ClE]le, (2.25)
ou C' dépend de la longueur T' de l'intervalle de simulation mais est indépendant de h.
Considérant cette définition, on a la proposition suivante :
Proposition 2.7. Le schéma p-LIBDF' est zéro-stable pour 1 < p < 6.

Démonstration. La preuve découle immédiatement du fait que pour f = 0, le schéma p-
LIBDF correspond exactement au schéma p-BDF et ce dernier est stable pour 1 < p <6
(voir [HW83] et [Gri83]). O

Stabilité absolue

On rappelle ici la définition de la stabilité absolue d’apres Dahlquist dans [Dah63] (voir
aussi section 1.1.4 du Chapitre 1).

Définition 2.8. Une méthode numérique est absolument stable pour un Ak donné et fixé,
si toutes ses solutions tendent vers zéro quand n — oo, pour une équation différentielle de
la forme

y = My, (2.26)

avec A un complexe constant avec une partie réelle négative.
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Considérant cette définition, on a la proposition suivante :

Proposition 2.9. La région d’absolue stabilité du schéma p-LIBDF' est la méme que le
schéma p-BDEF.

Démonstration. Les notions de régions d’absolue stabilité sont détaillées dans la section
1.1.4 du Chapitre 1 et la preuve de cette proposition découle immédiatement du fait
que pour f(y) = Ay, le schéma p-LIBDF correspond exactement au schéma p-BDF (voir
[GeaT71], [SMO03] p. 349 and [HN93] p. 246). O

Pour la suite, on suppose que 1 < p < 6.
Ce paragraphe introduit le Lemme 2.11, qui est utilisé pour la démonstration du Théoreme
2.20. On a vu dans la section 1.1.4 du Chapitre 1 que la région de stabilité absolue est
I’ensemble des points Ah dans le plan complexe pour lesquels la méthode est absolument
stable. Alors, indifféremment, les schémas p-LIBDF et p-BDF sont absolument stables
pour une valeur donnée de Ah si chaque racine z, = z,.(Ah) du polyndéme de stabilité
associé m(z; (Ah)) := p(z) — (Ah)o(z) avec o(z) = [2P, satisfait |z,.(Ah)| < 1, avec p(z) =
p—1
2P — Z ;2?7177 (voir section 12.11 dans [SM03])). Soit p > 0, le polynéme de stabilité
i=0
7(-,—4) est vu comme le polyndme caractéristique de la matrice compagnon® A,(u) de
taille p définie par (voir théoreme C.3.5 de [KAO1]) :

Qo _og Qp—2  Qp-—1
I+p  14+p 7 14p 1+p
1 0 .. 0 0
Ap)=| . . (2.28)
0 0 .. 0 0
0 0 w1 0

Ainsi, les racines Zr(—%) du polynéme de stabilité m(-; —%) associé a la méthode p-BDF
sont les valeurs propres de la matrice Ap(p) et il est connu (voir [BMO08] and [Mar66]) que
ces racines satisfont |2,(—5)| <1 a condition que p € R et pu > 0.

Pour p = 0, on sait que Ap(p) est diagonalisable; on introduit alors I’ensemble non-
vide ®, = {u € RT; Ap(u) est diagonalisable }. En effet, étant donné que la fonction
Fp o p— Ap(p) est continue sur RT, on en déduit que la fonction p — 7(+; —£) est
continue également. On sait que pour p = 0, grace au Corollaire C.3.6 de [KAO01] (voir
également la sous-section 10.3 de [Abe07]), que les valeurs propres de Ap(p) (qui sont
également les racines du polynéme 71(-,—%)) sont toutes disctinctes. Et donc il existe
o > 0 tel que quel que soit p € [0, po| (- —%) a toutes ses racines distinctes et que donc
Ap(p) est diagonalisable.

Quel que soit € D, u > 0, 0ona Ap(u) = Py(1)Dp(1) Py(p) ™1, avec P,(11) une matrice
inversible de taille p ot chacune de ses colonnes est un vecteur propre de A,(p) et Dp(p)
est la matrice diagonale de taille p composée des valeurs propres de A,(x). Ensuite, on
définit la norme suivante sur R? : pour tout x € RP,

o= 15 (1) ™ e (2.29)

1. On rappelle que la matrice compagnon C(p) du polynéme unitaire p(X) = co+c1 X +...cno1 X" 14
X" est

—Cn—1 —Cn—2 . —C1 —Co

coy=| ... ... . . (2.27)
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On définit également la norme matricielle induite : pour tout B, matrice de taille p,

[ B,

TERP,2#0 ”IHM

1Bl = = 1P (1)~ BP (1) [ (2.30)

On remarque que [|4,(1)[lu = IIDp(W)llloe = po(Ap()) < 1 pour g > 0, la plus
grande valeur propre en module de A,(p). Pour la preuve de notre Théoréme 2.20, on a
besoin du Lemme 2.11. Le Lemme 2.11 est obtenu grace au Lemme suivant :

Lemme 2.10. Pour tout pip > 0, il existe 0, > 0 dépendant seulement de p et de o, tel
que pour tout p € Dy, pt > fio, N @

pul Ay () € ———.
(1+Opp)?

Démonstration. Soit p > po et z € C une valeur propre de Ap,(u); ainsi z satisfait la
condition suivante :

p—1
(14 p)zP =Y a2 177 =0,
i=0

ce qui implique

p—1

(14 p)2P = Z P17
i=0

Comme |z| < py(Ap(p)) <1, on en déduit

p—1 p—1
L+l <D a7 < 37 fal. (2.31)
=0 =0
p—1 p—1
Alors, on obtient |z| < 1’—y|f7,u avec vy, = Z\aﬂ > 1 comme Zai = 1. Comme

i=0 i=0
Vp 1

Ltp 14+ (= (p—1)

on déduit que si p > 2(, — 1) alors

, alors pour tout pt > 2(y, —1), on a p > 5+ (7, — 1) et ainsi

Tp -
Ltp = 1+
Alors, en utilisant (2.31), on déduit que pour tout p > .

. On pose pp, = max(2(y, — 1), po).

1
2] < —— (2.32)
Ko\ P
(1 T 2’Yp)
La fonction ¢ : pr — py(A,(1e)) est continue et atteint alors son maximum sur [, fp)
1
D -1 1
que l'on note ppmax < 1. En posant o, = M, on a —————— = Ppmax- Alnsi,
Hp (1+ appp)?
on en déduit que pour tout p € 1o, p),
1 1
121 < pu(Ap (1)) < Pamax = < . (2.33)

1 I
(1+ O‘pl‘p)p (1+ O‘pﬂ)p
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En prenant v, = min(ay, ﬁ) et en utilisant (2.32),(2.33), on déduit que pour tout
K= po,
1

2| < ——
(1 + vpu)?

i

ce qui termine la preuve. O

On utilise le Lemme 2.10 pour obtenir le Lemme suivant :

Lemme 2.11. [l existe oy, > 0 dépendant seulement de p tel que pour tout p € ©,, > 0,
on a,

1
pu(Ap(p)) € ——
(1+app)?
Démonstration. Grace au Théoreme 2.1 dans [Ise96], on en déduit que
p(2)
—————=140(z—1° —1 2.34
s =10 =), 2o, (2.31)

avec o(z) = fzP. L’équation (2.34) implique

p(2)
o(z)log(z)
Comme p € ©,, la matrice compagnon A, () (2.28) est alors diagonalisable. Grace au
Corollaire C.3.6 de [KAO01] (voir également la sous-section 10.3 de [Abe07]), on en déduit
que les valeurs propres de A,(p) (qui sont également les racines du polynéme (-, —%))
sont toutes disctinctes. Alors, soit zg(p) € C I'unique valeur propre de Ap,(u) telle que

po(Ap(1t)) = [20(p)]; on remarque également que zo(u) est une racine de (-, —5).

— 1 quand z — 1. (2.35)

Pour 1 =0, on en déduit :

— 1 est valeur propre de Ap(u),

— 1 est racine simple de 7(-, —%), grace a la zéro-stabilité du schéma p-BDF pour
1 <p <6 (voir [HW83] et théoreme 12.4 de [SMO03)),

— 1 est la seule valeur propre de A,(x) en module égal a 1, grace a la stabilité forte
du schéma p-BDF pour 1 < p < 6 (voir Théoréme 6 dans [R.79] utilisé avec | = 1
car la méthode de Brown (k,1) correspond a la méthode p-BDF). Ainsi on obtient
également zo(p) = 1 pour p = 0.

Alors, comme la fonction polynomiale p — 7 (-, —%) est continue a coefficients réels et
que les racines de cette derniére sont toutes distinctes, on en déduit que zo(u) — 1 quand
pu— 0T et qu'il existe g > 0 tel que pour tout u € [0, u1], z0(p) est un nombre réel.

Comme zq(p) est une valeur propre de Ap(y), alors 0 = m(20(p), —5) = p(20(n)) +

L p(zo0(1)) o L .
Bo(z9(p)), et on en déduit que —————= = ——. Ainsi, grace a (2.35) combiné avec le fait
5o tao(k) oGolm) B (2.55)
que zo(p) — 1 quand g — 07, il vient
7

- s 1quand u—0F.

B log zo (1)

On en déduit qu’il existe 0 < g < p1 tel que pour tout 0 < p < ug, on a zo(u) réel,
0<zo(p) <1et

W

“Blogn(n)

3
27
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ce qui implique, comme 0 < zp(u) < 1,

_2p
0< z(p) <e 35, (2.36)

Comme pour tout x > 0, ¥ > 1 + z, alors pour p > 1, e/ > 1 + x ce qui implique
e™® < —L . Ainsi de (2.36), on a pour tout 0 < u < o,

T
(14=z)P
1
0 <z(p) < T (2.37)
(1+35)»
ce qui signifie que pour tout 0 < p < o,
1
polAp(h) < ———. (2.38)
(1 + @)p
Et grace au Lemme 2.10 utilisé avec pg = 2, on conclut la preuve. O

2.2.4 Erreur de consistance et ordre du schéma p-LIBDF

On généralise la définition de la consistance et de I’ordre (voir section 1.1.3 du Chapitre
1 ou Définitions 2.5 and 2.6 dans [M74]) :

Définition 2.12. On suppose que le schéma numérique s’écrit comme yp+1 = Y(tnt1, Ynt1—p> Yn—ps - - -

pour tout p—1 < n < N —1. Pour § € CP™1([0,7]) solution de (2.1), on définit I’erreur de
troncature de la méthode : 7,, = y(t"“)fkp(t”“’y(t"+,1l’P)’y(t”_”)"'"y(t”)’h). Alors la méthode

est dite consistante si 7 = sup |71, est tel que
p—1<n<N-1
lim 7 = 0. (2.39)
h—0

La méthode est d’ordre p si
T = O(hP). (2.40)

Considérant cette définition plus générale de la consistance et de 'ordre, on a alors la
proposition 2.13. Pour démontrer cette proposition, on a besoin d’utiliser une constante
de Lipschitz de f. Comme f € CP(R), si on prend comme constante de Lispchitz la va-
leur sup | f/(z)], cette valeur peut étre égale a I'infini. Afin d’éviter cette situation, grace a

z€R

(2.15), on introduit I'intervalle J, défini par J, := [mo(y) — My (y)h?, m1(y) + M, (y)h*],

avec mo(y) = inf y(t) et mi(y) = sup y(t). Ensuite on introduit L, la constante de
t€[0,7] te[0,1)

Lispchitz de f sur J, définie par L, = sup |f’(z)|. Cette constante L, est alors suffisante
z€Jp

pour obtenir la preuve de notre Proposition 2.13.
Il est important de noter que, grace a (2.15), il existe un intervalle J qui ne dépend pas
de T tel que J, C J, et ainsi L, admet une borne supérieure qui ne dépend pas de 1", par

exemple L = sup |f(2)].
zed

Procédons maintenant a la preuve de la Proposition 2.13.

aynah‘:
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Proposition 2.13. Le schéma p-LIBDF est d’ordre p et son erreur de troncature locale
Tn satisfait pour tout p—1<n< N -1

|Tn| < (CpMerl(y) + My (y) <2Lp + sup |f’(c)|)) h?,

CE@f
avec Cp, > 0 une constante dépendant uniquement de p.

Démonstration. Le schéma p-LIBDF est :

p—1

Yn+1 = Z iYn—i + BA(f (Ppn(y)) + An(Y) (Yn+1 — Ppn(y)))-

1=0

Afin d’étudier la consistance et 'ordre du schéma p-LIBDF, on considere I’erreur de tron-
cature :

p—1
Tn :% (y( n+1 (Zazy n—i —i—,@h(f( ( )) + A, ( )( (n—i-l) Pp,n(@))))) )

avec g la suite définie par § = {¥(t;) }icpon]- L'erreur de troncature 7,, est réécrite comme :

T = T BUAtns1)) = S Pon(@) = Anl@) (1) = Pon @) (241)

avec T, erreur de troncature du schéma p-BDF donnée par

%n:]i(g n+1 (Zazy n—i +ﬁhf( (n+1))>) .

Il est connu que le schéma p-BDF est d’ordre p (voir [SMO03]) et qu’il existe une
constante Cp, > 0 tel que pour tout p—1<n < N —1, |7,| < C,Mp1(y) hP.

De plus, grace a (2.23), on a Ppn(y) € Jp et comme f est une fonction Lispchitzienne
sur J, de constante L, on en déduit que,

[f(@(tnt1)) = F(Pon(@))] < Lyp|y(tni1) = Ppn(@)- (2.42)

Alors on en tire que,

[f(§(tns1)) = F(Poin(H)) = An(§)(§(tnt1) = Ppon(H))]
< (Lp + [An(@)) [5(tn11) = Ppn(H))]
< My(y)(Lp + [An(G)]) ¥

ol nous avons utilisé & nouveau (2.23) pour la derniére inégalité. Cependant soit A, (y) =
' (Ppn(g)) et alors |Ay(g)| < L, comme Pp,(y) € Jp ou soit A,(y) = f'(¢) pour un
certain ¢ € & et alors |A,(g)| < sup|f'(c)]. Ainsi, de (2.41), on obtient pour tout
CG@f
p—1<n<N-—1, || <CihP, avec C1 = CpyMp1(y) + Mp(y) (L + sup | f/(c )]) ce qui
ceCy
conclut la preuve.
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2.2.5 Convergence d’ordre p du schéma p-LIBDF

On commence avec la définition suivante de la convergence d’ordre p d’un schéma :

Définition 2.14. La convergence d’ordre p signifie que pour des approximations des points
de départs yo, y1, ..., yp—1 suffisamment précises, I'erreur globale satisfait

()] — CRP
onax |y — g(t:)| = Ch”, (2.43)

avec C > 0 une constante qui peut dépendre de T et y.
On a alors la proposition suivante :
Proposition 2.15. La convergence du schéma p-LIBDF est d’ordre p.

Démonstration. On a vu dans la section 1.1.3 du Chapitre 1 que grace aux Propositions 2.7
and 2.13, on a la convergence d’ordre p pour le schéma p-LIBDF en utilisant les arguments
utilisés dans la preuve du Théoréme de Dahlquist (voir Théoréme 6.3.4 de [Gau97] ou le
Théoreme 5.10 de [Hen62)).

O

2.2.6 Majoration de I’erreur globale du schéma LIBDF

Dans la plupart des preuves existantes (voir également la section 1.1.2 du Chapitre
1), la constante symbolisée par la notation O(hP) est proportionnelle a elT ou T est la
longueur de I'intervalle de simulation et L est une constante de Lipschitz de la fonction f
(voir [SMO03] p. 318, [BF11] p. 271 et [Pet82] p. 41).

Cependant cette constante est grandement améliorée dans certaines situations, cela est
le cas dans cette section, sous I’hypothese de ’existence d’un état d’équilibre stable. Plus
précisément, on montre dans le Théoréme 2.20, que quel que soit le point d’équilibre stable
c € Gy, il existe une boule B centrée en c telle que si les données initiales {yo, y1, ..., Yp—1}
appartiennent a B, alors la convergence du schéma p-LIBDF avec ces données initiales et
A, (y) = f'(¢) est d’ordre p (voir Définition 2.14) avec une constante C indépendante de
T et qui n’explose pas avec la meilleure constante de Lipschitz ou lorsque la raideur du
probleme devient de plus en plus grande.

Afin de démontrer le Théoréme 2.20, on démontre une série de Lemmes et une Propo-
sition (Lemmes 2.17, 2.19 et la Proposition 2.7).

Dans le Lemme 2.17, on montre que pour tout point d’équilibre stable ¢ € Gy, il
existe une boule By centrée sur ¢ avec un rayon R, dépendant de = Sh|f'(c)| tel que
si les données initiales {yo, y1, ..., Yp—1} appartiennent a By C By, alors toute la suite nu-
mérique {yn }nefo,n] construite a partir du schéma p-LIBDF avec ces données initiales et
A, (y) = f'(c) reste dans cette boule Bj.

Dans la Proposition 2.18, sous I’hypothése que sup o, x» < +00, on montre qu’en fait le
A>0
rayon R, admet une borne inférieure indépendante de p et qu’il existe une boule By dont

le rayon est indépendant de y tel que si les données initiales {yo, y1, ..., Yp—1} appartiennent
a B, alors toute la suite numérique {y, }nc[o,n] reste dans cette boule Bs.

Dans le Lemme 2.19, on montre que la solution continue y de (2.1) est aussi contenue dans
une boule Bs centrée sur ¢ dés que sa condition initiale y(0) = yo appartient a Bs.
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Dans ce qui suit, on a besoin d’introduire ay , > 0, le réel défini par

Qp,y = SUP {H:E”ﬁ;'”il‘”;x €ERP z # 0} : (2.44)

- Nl

" Teall,
Gréace a (2.44), on peut également remarquer que pour tout x € RP,

et d’utiliser une série de Lemmes.

la norme || - [|oo,,, définie par || - ||oo,u :

2]l < appllloc - (2.45)
On note alors R(u) := py(Ap(p)). On commence alors avec le Lemme suivant.

Lemme 2.16. La suite {uy}nen+ définie par upt1 < anu, + b, ug = 0 est majorée pour
n>1 par:

Up < (z”: ”1:[1 al> b. (2.46)
k=1 =k

Démonstration. La démonstration se déduit facilement par récurrence. O

Lemme 2.17. Soit ¢ un zéro de la fonction f tel que f'(c) < 0, {yn}tnefo,n] satisfaisant
le schéma p-LIBDF (2.21) avec les données initiales {yo,y1,....yp—1} et An(y) = f'(c).
Soit = Bh|f'(c)| € Dp. Il existe R > 0 dépendant seulement de p,p, f', f", tel que si
IDp—1lloo,u < R alors on a pour tout p < n < N, || Dy|leou < R, avec
Yn —C
Dy=| 17 |. (2.47)
Ynt1—p — C

Le réel R > 0 satisfait R > R,, avec

: o +. 2|f'(c)l 1-R(u) :
R, = { inf J qvec J = {x eR;g(x) > o (1+ p) ( m )}SZJ#(Z) (2.48)
+o00  sinon
ot la fonction g est définie pour tout x > 0, par :
g9(z) =z sup |f"(2)],
z€I,
avec I, = [c — T\ /Upu,C+ T, /Vp,u] et vp, = (2P — 1)20412,#.
Démonstration. Le schéma p-LIBDF est défini pour tout p—1<n < N — 1 par
p—1
Yn+1 = D -k + WB(f(Ppn(¥)) + /() (Un+1 — Pon(y)))- (2.49)
k=0
p—1
Comme f(c) =0 et Z ay =1, alors de (2.49), on en déduit
k=0

p—1

Yni1—¢ = Y ak(Yn—r—C)+hB(f (Ppu(y)) = F()+F () (Yn+1—¢) = (Ppn(y))—c)). (2.50)

k=0
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En utilisant un développement de Taylor d’ordre deux, on en déduit qu’il existe 6, €
(¢, Ppn(y)) tel que

" 0n

F(Pon(®)) ~ F0) + 1/ (s — )~ Ponle) ) = 0y, ) e (251)
p—1

On introduit ¢ = {c;}icfo,n] avec ¢; = ¢. On remarque que Z C’]“Jr]L = 1, en effet
k=0

p—1 p p

S(=DFCET =3 (=) = =Y (D) C+ 1= —(1 4 (-1))P + 1 = 1. Alors, grace
k=0 (=1 (=0

a (2.22), on tire que

c=Ppnlc). (2.52)
En posant d = {d; };co,n] avec d; = y; —c et en utilisant (2.51), (2.52), de (2.50) on déduit

5w hBI" (6,) :
= L T s )

Ainsi, apres avoir posé f, = %Pp,n(d)2 et u = Bh|f'(c)|, on obtient

Dpt1 = Ap(1)Dn + Fr(p), (2.53)
avec o
dn Ty
D= | Wt | =] . (2.54)
dn+1—p 0
On prend la norme || - ||, de I"équation (2.53) pour obtenir
DPrslly < A 1Pl + [ ) - (2.55)
On remarque que R () peut également étre donné par R(u) = |||Ap(1)|||, et on remarque
h
que || Fn(w)|l, = 5 _Lfn| lle1]| .- On réécerit (2.55) comme suit
w
Bh| fn)
Dol < R Dl + 72 e (2.56)

Donnons maintenant une estimation de f,. On remarque grace a (2.22) que |Ppn(d)| <
|| Pnll €t grace a (2.45), il en découle

Ppn(d)] < 1papu [ Dnlloo, - (2.57)
Ainsi, grace a (2.57) on a | fn| < 2| f"(0n)| | Dnll% . avec vy, = ypes . Alors, de (2.56),
on a 8
v
DPrt1llcon < R(14) [Prlloc,u + (p“ )!f”( W) DnlZ - (2.58)

Comme ¢ = Ppp(c), alors Pprn(y) = Ppn(y) —c+c=Ppn(y —c) +c = Ppn(d) +cet
grace a nouveau a (2.57) cela nous donne que
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bn € (c,c+ Ppn(d)) C I, == [c— VPpil| Pnlloo,us € + ﬂ/yp#HDnHOO’#}. Ainsi, on en
déduit que |f”(6,)] < sup |f”(z)|. Ainsi, de (2.58) on a
ZGIn
UpuBh

Dusillcus < RO P llocse + 5475

swp |2 Dl (259)

Soit R > 0 tel que R > || Dp—1||oo,u-
On prouve par récurrence la proposition suivante P(n) : pour tout p —1 <n < N,

[Dallocn < B.

La proposition P(n) est vraie pour n = p — 1. Supposons que pour n € [p— 1, N — 1], la
Proposition P(n) est vraie, alors de (2.59), il est déduit

o o5 B2 (2.60)

Drtilloon < R(p) R+
H +1|| M (M) 2(1_|_,u) el

Aussi pour obtenir
||D7L+1Hoo,,u < R7 (261)

grace a (2.60), il suffit d’avoir

avec Igp = {c — VR, e+, /VZWR}, ce qui signifie également que

Bhyy, 7
2(17%3:3}; |f7(2) <1—=R(p). (2.62)

Comme p = Bh|f'(c)|, alors on a fh = W, et ainsi I'inégalité (2.62) est réécrite

R sup \f”(z)| < 2|f’(C)| (1 +,U) (1_,uw> . (2.63)

z€lp Vp,u

Ainsi, si (2.63) est vérifiée, on obtient alors (2.61). On considere la fonction ¢ définie pour
tout x > 0, par :

g(z) =z sup | f"(2)],
z€Il,

avec I, = {c —x\/Vpu,C+ T, /Vp,u}- Comme g est continue et g(0) = 0, alors la valeur R,

définie par R, = inf {x eRY;g(x) > M(1 + ) (%(“U} est strictement positive et

- Vpu
peut éventuellement étre égale a 400 dans le cas ol 'ensemble est vide.

En imposant que les données initiales yo, y1, ..., yp—1 sont telles que |[Dp—1 oo, < Ry,
alors en prenant R = R, I'inégalité (2.63) est vérifiée et ainsi (2.61) est également vérifiée
ce qui signifie que la proposition P(n + 1) est vraie. Ainsi, on en déduit que pour tout
p—1<n<N,

DPallocn < R,

ce qui conclut la preuve. ]
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Proposition 2.18. Soit ¢ un zéro de f tel que f'(c) < 0. Soit = Bh|f'(c)| € Dp, p > 0.

Sous Uhypothése qu’il existe r, > 0 dépendant seulement de p tel que sup oy \ < Ky (voir
A>0
2.44 pour oy z) il existe m, > 0 dépendant seulement de p tel que le réel R, défini dans

(2.48) satisfasse R, > R, avec R, > 0 le réel défini par

inf T 7. +. > / T
Rp:{ inf J qvecJ. {x e RT;g(z) > np|f'(c)|} sid #0 (2.64)
+00  sinon

et la fonction g est définie pour tout x > 0, par :

g(z) =z sup | f"(2)],
2€Qq

avec Qp = [c — xXp, ¢+ TXp] et xp = (2P — 1)Kp.

Démonstration. On rappelle que R, est défini par :

: : — +. 2/ ()] =R\ ;
R, = inf J WlthJ.—{xE]R ;g(x) > - (1+u)( m )}sz?é(Z) (2.65)
+o0o elsewhere
et la fonction g est définie pour tout x > 0, par :
g(z) =z sup |f"(2)],
z€I,
_ _ —_ (9P _ 1\2,2
avec I, = {c T\ Upu,C+ T, /pr} et vp = (2P — 1)%a .
Comme oy, < Kp, on a vy, < op = (2P — 1)Ky, alors on a pour tout x > 0
I, CQy:=[c—x\/0p,c+2,/0p) . (2.66)

De plus, grace au Lemme 2.11, il existe ¢, > 0 dépendant seulement de p tel que pour tout
€Dy, u>0,0na

R < —

(1+pu)?

ce qui nous donne combiné avec le fait que ay, ,, < K,

APy, (LR 5 2] 1+u(1_( 1 ) (267

Vp.p 20 — 1)2@% % 1+ gpu)%

On introduit la fonction continue positive G sur |0, +oo[ définie pour tout p > 0 par :

Gop) = (- 1 |
H (1 + Gpp)

1
On remarque que Gp(p) — —¢p quand g — 0 et G(p) — 1 quand g — +oo. Alors on
p

B =

déduit que Y, := ir;% Gp(p) > 0. De (2.67), on trouve que,
o

217 (: —fw)) > ANy (2.68)

_1)2,2 P
Vp.u 2 — 1)k
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Ainsi, grace a (2.66) et (2.68), de (2.65) on obtient que R, > R, avec R, > 0 un réel
dépendant seulement de p, défini par :

e F 7 . 2| f'(c)] .
. +.
R, — infJ avec J:= {:1: eRT; g(x) > @ - 1)2/<;]20Tp’ siJ # 0 (2.69)
400  sinon
et la fonction § est définie pour tout x > 0, par :
§(z) =z sup |f"(2)],
ZEQI
ce qui conclut la preuve. O

Lemme 2.19. Soit ¢ un zéro de f tel que f'(¢) < 0 et 0 < ¥ < 1. Alors il existe une
constante Ry > 0 telle que si |yo — c¢| < Ry, alors la solution y de (2.1) satisfait pour tout
t €00, 7, ly(t) — ¢ < |yo — cle?" .

Une valeur possible pour Ry est :
Ry=sup{R>0;Vz€R, |z —c| < R= f'(2) <If(c)}.

Démonstration. Comme f(c) = 0, alors de (2.1), il vient que pour tout ¢ € [0, 7],

d(g(t) — o)

29 = p) - 1), (2.70)

En multipliant I’équation (2.70) par ¢(¢) — ¢ cela conduit a

1dlg(t) —cf*

SR — (@) - FO)@() — o). (2.71)

Grace au développement de Taylor, quel que soit ¢ € [0, T, il existe 0(t) € (¢, y(t)) tel que
F@(®) = fle) = FOD)(HE) —c).
Alors, de (2.71), on obtient

_ _CQ
SO powla - o (272)

Comme [’ est continue et f/'(c¢) < 0, alors quel que soit 0 < ¥ < 1 il existe Ry > 0 tel
que pour tout z € R tel que |z — ¢| < Ry, on a f/'(z) < 9f'(¢) < 0. yo doit alors vérifier
[yo — c| < Ry.

Montrons que pour tout t € [0,7], |y(t) — ¢| < Ry. S’il existe to € [0,7] tel que
ly(to) — ¢| > Ry, alors la valeur t, = inf{t € [0,T7]; |y(t) — c¢| > Ry} est bien définie. Suite
a la définition de t, et du fait que y soit continue, on tire que

y(te) — c| = Ry, (2.73)

et alors t, # 0, comme t, > 0.
De plus, grace a nouveau a la définition de t,, on a que pour tout ¢ € [0, t,],

ly(t) — | < Ry, (2.74)
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et comme 0(t) € (c,y(t)) alors on a également |0(t) — ¢| < Ry, ce qui implique que
F1(0(t)) < I9f'(c) <0. Ainsi, & partir de (2.72), on en déduit que pour tout ¢t € [0, t.],

_ o CQ
WD <ol - o (2.75)

On remarque que

Ld /oo o agpen) _ —20f (o)t }d|?j(t)_c|2_ N A2
5 ([9(0) = cPe7) = S @) ).

C’est pourquoi l'inégalité (2.75) est réécrite comme,

1d /
5 (I(t) = ef2e=21) <. (2.76)

Alors, de (2.76), on déduit que pour tout t € [0, t.],
[5(t) — | < lyo — cle”" ", (2.77)

Comme |yo — ¢| < Ry et f’(¢) < 0, on obtient que |y(t.) — ¢| < Ry, ce qui conduit a
une contradiction avec (2.73). C’est pourquoi, on peut conclure que pour tout ¢ € [0, 7],
ly(t) — ¢| < Ry. De (2.74), en appliquant a 7' les mémes arguments utilisés pour ., on
déduit que pour tout ¢ € [0, 7],

[9(t) = ¢| < lyo — cle”"
ce qui conclut la preuve. O

Maintenant, revenons a la preuve de notre Théoréme. Grace a la Proposition 2.13 et
(2.15), la troisiéme condition dans le Théoréme 2.20 (avec 7 défini dans la Définition 2.12))
est exprimée comme une condition sur h et indépendante du temps de simulation 7. On
désigne par E, lerreur globale au temps t,. Pour simplifier, on suppose qu’il n’y a pas
d’erreur sur les données initiales (cela signifie que E,_1 = 0)

Théoréme 2.20. Soit ¢ un zéro de f tel que f'(c) < 0. Soit p = S|f'(c)|h € D, et 0 <

v < 1. Sous l’hypothese qu’il existe k, > 0 dépendant seulement de p tel que sup oy \ < Ky
A>0

(voir 2.44 pour ), il existe R, > 0 dépendant uniquement de p, Ry > 0 dépendant
uniquement de ¥, ©,9 > 0,®, 9 >0 et ¥,y dépendant uniquement de p,J tel que si

HDp—l”oo,u < Ry,
o —cl < Ry,
< 0, TR
E,.1 = 0,
v,
alors pour tout p—1 <n < N -1, E, < %“9]0,67:;/'(6”7'. Pour tout p—1 <n < N —1,
E, = |&llocou avec,
Yn — y(tn) Yp—1—C

g, = | Y-t~ Ultn) etDy = | P27 |, (2.78)

Yn+1—p — ?j(tn-&-l—p) Yo — ¢
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Démonstration. Le schéma p-LIBDF est le suivant : pour tout p—1<n < N —1,

p—1

Y1 = Y 0ln—k + hB(f (Ppn(y)) + 1) (Yns1 — Pomn(y)))- (2.79)

k=0

La définition de l’erreur de troncature du schéma p-LIBDF conduit a,

Y(tnt1) = Zaky n—k) + BR(f(Ppn(@) + £ (©)(§(tns1) = Pon(H)))) + hrn,  (2.80)

avec § = {y(t:) biefo,n]-
En soustrayant (2.79) et (2.80), et en utilisant le fait que l'application P, (-) est
linéaire, on observe que

p—1
ent1 =Y _ areni + B(f(Pon(y)) = F(Ppn(9)) + f'(€)(€ns1 — Ppn(e))) — hrn, (2.81)

k=0

avec € = {Ei}z‘e[[o, N] et & =yi — y(t;). En utilisant un développement de Taylor d’ordre 2,
on déduit qu'il existe 0, € (Ppn(y), Ppn(¥)) C (0,T) tel que

f"(6n)

5 Ppn(€)? (2.82)

F(Pon () = f(Pon(®)) + f'(Ppn(¥)) Ppin(€) +

En insérant I’expression (2.82) dans (2.81), il vient :

(1= Bhf'(c))enta Z aren—t + BA(f' (Ppn(H)) — f'(¢)Ppnle)

(2.83)
f”( n)

+8h Ppn(€)? — hrp.

En utilisant un développement de Taylor d’ordre un, on déduit qu’il existe S, €
(C,Ppm(g)) C (0,T) tel que

F'(Pon(@) = f'(c) = " (Bn)Poin (¥ — ©), (2.84)
avec ¢ = {¢;}ico,n]; €t ¢i = c.
En insérant I'expression (2.84) dans (2.83), on en déduit
(1 — Bhf'(c))ens1 Zaken k+ BRS" (Bn)Ppn(§ — €)Ppon(€)

(2.85)
f”( n)

+Bh Pp.n(e ) — h1y,.

On pose

#(6,)
2

bn = Bhf" (Bu)Ppn(G — €)Ppnl€) + Bh Ppn(€)?. (2.86)

On tire alors que

-1

(1 - hﬁf/( €n+1 Z QR€p—k + On — h7y,
k=0
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ce qui implique que

p—1
_ Qg ¢n — hy,
it = L T T T R

Ainsi, en posant u = Sh|f’(c)|, on obtient

Ent1 = Ap(ﬂ)gn + Bn, (2.87)
avec
dn—htn

€n T

= "t |.B.=|" . (2.88)
€En+l1—p 0

On prend la norme || - ||, de I’équation (2.87) pour obtenir
1€nt1lln < ARl |Enlly + 1 Ball - (2.89)

De (2.86), on en déduit

1
(60l < B1EC, (Pon(@ ~ ) [Prne)| + 5Prnle)?).

avec Ky = max(|f"(0n)], |f"(Bn)])-

Gréce a (2.22) avec v, = 2P — 1, on en déduit,
Pp.n(€)] < YpllEnlloo- (2.90)

On obtient alors

[6nl < BRE (3| Pon(F — ) Enlloo + 0593 1€nlI30)-

Grace a (2.45), apres avoir posé v := Ypkp > YpQp pu, o0 en déduit

|$n| < BREG (V| Ppn(y — C)|H5n”oo,u + 0.51/5\\5”]]307“).

De plus, on remarque que ||B,| = ijrZT”'HelHu. On pose E, = [|Enlloo,n et R(p) =

Il Ap(1e)||n, alors de (2.89), on obtient.

BhEavy, ) BRKW2 bt
E,.1 <R = — E,+ —— 291
w1 < (RO + 2 22P G =0 ) Bt b B+ 1 (290)
avec 7= max _|7,|. Grace au Lemme 2.17 et & la Proposition 2.18, il existe R, > 0
nep—1,N—1]
dépendant seulement de p tel que
IPp-1llocu < Ry (2.92)

implique pour tout p <n < N
[Dnllooy < Rp, (2.93)
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avec pour tout p— 1 <n < N,

Yn —C
D,=| 17 | (2.94)
Ynt1—p — C
Gréce a (2.45), on a
[Drlloc < apul|Pnlloo,u < kpl|Dnlloo,u- (2.95)

De plus, grace au Lemme 2.19, il existe Ry > 0 dépendant seulement de ¥ tel que
lyo — ¢l < Ry (2.96)
implique pour tout ¢ € [0, 77,
15(t) — cf < |yo — e’ (2.97)

Dans ce qui suit, on suppose que (2.92) et (2.96) sont vérifiées. Alors (2.93) et (2.93) sont
également vérifiées et grace a (2.95), on tire qu'il existe R,y > 0 ne dépendant que de p, ¥
tel que pour tout p—1 <n < N —1,

K, <Kpy:= sup 1" (2)].
ZG[Cprylg,CJerﬂg]

Grace & (2.97), on obtient |Pp (g — ¢)| < zp(tn) = (exp(—v|f'(c)|[tn—p) avec ¢, =
(22— 1)]yo — ol

L’inégalité (2.91) devient

ﬁth IVp > BthﬂI/g 9 ht
B < (R(u) + 22229 1)) E : . 2.98
o € (RO + 552220 ) Bt Gt PB4 1 (29)
ht , . .
On pose ¢g = T On prouve par récurrence la proposition suivante :
Vn, p—1<n<N, E, < ¢, (2.99)

avec § > 1 satisfaisant (2.103). On suppose que E,_; < f7. Alors la proposition est vraie
pour n = p— 1. On suppose que la proposition est vraie jusqu’au rang n et nous montrons
qu’elle est vraie au rang n + 1.

En utilisant 'hypothése de récurrence, on a :

BhK, oV ) BhE,gv2
By < EpVoP o, (t) ) By + ——22 P9 . 2.100
41 < (R(M)Jr T+ 2p(tn) 2(1 + p) €t €o (2.100)
On pose
BhK, gv>
b= 14+ —22 P2 ). 2.101
€0 < + 2(1 4 p) 0 ( )

On utilise le Lemme 2.16 pour obtenir :

n+1l n

Eoi < (Z IT (R + me)) b

k=11=k
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Gréace au Lemme 2.11, il existe g, > 0 ne dépendant que de p tel que

1
R(p) <G(p) = ——. (2.102)
(1+ opp)?
On a alors,
n+l n
BhK IVp ))
B, < L BhEovy )
+1 (k_”ll(g(u) 1 (1)
n+1 n e
(Bt 1o )
<kz—:1 ) lll (1+ )G (1) zp(t1)
n+1 n BhE, yvp
= (Z G euw)b(m%(h)) b
k=1 I=k

n+1 shic.
- (Z G(p)nF+ et u#’%”“”) b.

n
Comme t; = hl, on observe que Z zp(ty) < . - Ainsi, on a

" BhK, K, h
exp() sz(tl)) < W9 1= €XP ((1 fﬁpgy&) (1 ﬁ —%“)) '
—e

Alors, on obtient

n+1
En+1 < bwp’“’ﬂZg(M)nkarl
k=1

b wp“u,ﬂ? .

1—-G(n)
1 1
Comme G(p) = L ona (14 wG(u) > i(l + 1) 77 avec vp = max(1, pp)r.

(1+opp) P
Comme la dérivée seconde de h —s e ?IF ()7 gt décroissante, on a que pour tout h > 0,
h < 1
1= e @R = 37|

Ainsi, on a

B
ot < U = o0 Kooy )

wp,ﬂ

et on obtient E <b
B )

. Dans ce qui suit, on suppose que
21-G(n)

Apres avoir utilisé la valeur de b donnée dans (2.101), on en déduit que pour obtenir
FEni1 < Oe, il suffit d’avoir

(2.103)

BthﬁVz 2 Yp,9
_— —_— . 2.104
(1+2(1+M)0€0 1—9(;1,)30 (2.104)
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En utilisant la valeur de €p, I'inégalité (2.104) devient

BKp9vs 2< h )2 Up,9
<1+ 50 (1) T rpvon <. (2.105)

L’inégalité (2.105) se réécrit en utilisant (2.103) sous la forme

7 <2 (1 +M)2 ()0 -1
R BEp,pv;6? (2.106)
4 (1t (1 —gw))?
C9BK vy h '

Comme h = gy et G(u) := —2L - Pinégalité (2.106) devient

(1+opp) P

Sl

2
1
Blf'(e)? (H“)(l (1+apu)> ‘

2.2
vaﬁypwp,ﬂ &

4
< (2.107)

On introduit la fonction positive w sur ]0, +oo[ définie pour tout = > 0 par :

(I+z)| 1= L
) — (1+9PI>§

w(z - . On remarque que w(x) — %gp quand z — 07 et w(z) — 1
quand = — +o00, ainsi on en déduit que I') = in%w(x) > 0. Alors, I'inégalité (2.107) est
r>

vérifiée si on a o
4 c
T < 7MF§. (2.108)
9 Kpovpty o
En exigeant alors que 'inégalité (2.108) soit vérifiée, on obtient que E,;1 < fey et la
proposition au rang n + 1 est vraie. Ainsi, on déduit que pour tout p—1<n < N,

En S 960,

ce qui donne avec les valeurs de 0 et ¢

3 Ypw ht
B S =g T+
3 wp,,u,,h 1 -

28f"(c)| (1 =G(w) 1+
3pw T

281" ()| w(n)

B T

2B1f'(c)I Ty’

et termine la preuve. ]

<

2.2.7 Choix de l’interpolation

On a vu dans la Section 2.2.2 que P,,(t,u) désigne I'interpolation polynomiale de
Lagrange de degré p — 1 pour les points {(t,—;, up—;) : i =0,1,..,p — 1}. Cette interpola-
tion a I’avantage d’étre rapide a calculer car il s’agit d’une combinaison linéaire des points
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précédents qui sont déja stockés en mémoire. Cependant, lorsqu’on augmente I'ordre d’in-
terpolation afin de coller a 'ordre du schéma LIBDF, on note ’apparition du phénomeéne
de Runge. Le phénomeéne de Runge décrit le fait que plus on fixe de points ou le polynéme
d’interpolation a la méme valeur que la fonction & approximer moins bien on approche
celle-ci. En effet, si on note 'interpolation P, (f,u) comme :

P
Pon(tiw) =Y ulty—i)li(t) (2.109)
i=0
avec (1;) la base des polynomes de Lagrange liés au temps (¢;), on a alors :
P P
Ppaltu)] < (Zuia)\) i« < sup. (Z rzz-<t>r> lulee (2110)
i=0 Tela:0l \i=0

La constante sup, e, (27— |li(t)]) est estimée dans le cas de pas de temps constant,
approximativement égale a (voir Section 2.1 de [Smi06]) :

p 2p+1
sup ( ]lz(t)]> ~ . (2.111)
0

vela ] pIn(p)

7=

On remarque que quand p est grand cette constante augmente plus rapidement que
I'interpolation ne peut se rapprocher de u.

Ainsi dans le cas des ordres élevés, pour pallier a cette explosion de la constante de
Ierreur, on n’utilise plus des polynémes de Lagrange. Fn effet, on utilise les racines des
polynémes de Tchebychev comme points d’interpolation en effectuant une transformation
affine de l'intervalle de simulation.

2.2.8 Meéthode de résolution du systeme linéaire

On a vu dans I’équation (2.20) que le schéma LIBDF requiert I'inverse de la matrice
(I = BphnAn(y)). Cependant, en pratique, on ne calcule pas toujours cette matrice inverse.
En effet, dans le cas de systemes linéaires creux, on privilégie 'utilisation de méthodes
itératives pour les résoudre. Ainsi, on utilise I'algorithme du gradient biconjugué car, pour
la plupart des modeles, la matrice (I — 5,h,A,(y)) est creuse et 'algorithme du gradient
biconjugué convient a la résolution de ce type de matrice.

2.3 Estimation de lerreur et gestion du pas

On a vu dans la section 1.1.6 du Chapitre 1 que souvent il n’est pas possible de déter-
miner exactement I’erreur commise, en particulier I’erreur globale. On parvient cependant
a estimer l'erreur locale (ou erreur de troncature) en utilisant deux schémas a deux ordres
différents comme on a vu dans la section 1.1.6 du Chapitre 1. L’idée dans ce paragraphe
est d’estimer 'erreur de la manieére la plus économique possible en terme de temps de calcul.

2.3.1 Estimation de l’erreur

Nous avons a notre disposition deux valeurs pour une solution dont nous cherchons a
estimer 'erreur :
— la solution donnée par l'interpolation de Lagrange Pp ,(y),
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— la solution donnée par le schéma LIBDF v, 1.
On rappelle qu’on définit I'erreur locale (ou erreur de troncature) en utilisant u(t) la
solution du probleme

u = f(t,u), (2.112)
u(tn) = yn, (2.113)

et l'erreur locale est alors :

ley = Utnthn) = Yni1 (2.114)
h
L’erreur de troncature pour chacun de ces schémas est :
— pour I'interpolation de Lagrange d’ordre p : u(t, + hyn) — 51 = C;f(p) (u)h?,
~ pour le schéma LIBDF d’ordre p : u(t, + hn) — yYni1 = Cpyr fPTD (u)RPTL.
En faisant la différence indiquée dans la section 1.1.6 du Chapitre 1, on a alors :

y:L+1 — Yn+1 = [u(tn + hn) = yna1] — [u(tn + hy) — yfﬁl] (2.115)
= C3 fP) (u)h? + O(hPT). (2.116)

On a alors un estimateur d’ordre p qui estime ici au mieux I'interpolation de Lagrange.
Cet estimateur est aussi valable pour le schéma p-LIBDF et est surtout trés économique
car il ne nécessite pas de calculs supplémentaires.

2.3.2 Calcul du pas de temps

On a vu dans le paragraphe précédent qu’on pouvait estimer ’erreur de la solution
issue du schéma numérique par rapport a la solution exacte. Cette estimation permet de
calculer le pas de temps maximal que peut utiliser le schéma numérique. En effet, lors
d’une simulation, il est fréquent que l'utilisateur du solveur EDO spécifie une tolérance
maximale sur l'erreur que produit le schéma numérique. Comme indiqué dans la section
1.1.6 du Chapitre 1, on choisit le pas de temps de maniere a ce que I'estimateur soit égal
a la tolérance fixée par l'utilisateur. On donne alors « le rapport d’augmentation (ou de
diminution) du pas de temps :

a= (T>1/p. (2.117)

lestal

2.3.3 Schéma LIBDF en pas variable

On a vu dans la section consacrée au schéma LIBDF que dans le cas ou le pas de temps
est variable il est nécessaire d’adapter le schéma LIBDF. On a vu dans le paragraphe pré-
cédent que la stratégie qui a été choisie dans cette these est de modifier les coefficients du
schéma, LIBDF afin de tenir compte de ce pas variable. Cependant, ce n’est pas la seule
maniere d’utiliser le schéma LIBDF en pas variable. Il existe trois principales stratégies
permettant 1'utilisation du schéma LIBDF en pas variable et nous montrons dans ce pa-
ragraphe en quoi la stratégie choisie (la modification des coefficients) est la plus rapide et
la plus stable pour le schéma LIBDEF.
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Stratégie a coefficients fixes (Fixed Coefficient Strategy, en abrégé INT)

Il est possible d’utiliser une formule LIBDF avec les coefficients utilisés dans le cas du
pas constant. Cette stratégie est appelée Fixed Coefficient Strategy. Prenons par exemple
le cas du schéma LIBDF d’ordre 2 & pas variable mais avec les coefficients du pas fixe :

1

it = g = 31+ 3 Pon) + £/ st = Poan()) (2118)

Le schéma LIBDF requiert les valeurs de la solution aux temps t,_1 = t, — h, et
tn_1 — hy, car les coefficients sont ceux utilisés en pas fixe h,. Or on dispose seulement des
solutions données par le pas variable a savoir, les solutions aux temps t,_1, tn—1 — hp—1
et tp—1 — hn—1 — hp—2. On utilise alors une interpolation polynomiale pour déterminer les
points nécessaires, que I’on utilise dans la formule & coefficients constants. Cette opération
est recommencée a chaque pas de temps.

L’ avantage de cette stratégie est sa simplicité, car il n’y a pas besoin de déterminer
la valeur des coefficients en pas variable et de les évaluer a chaque pas de temps.

Cependant les inconvénients sont nombreux :

— colit de calcul important des interpolations en particulier dans le cas des ordres
élevés. En effet a chaque pas de temps, on doit calculer une combinaison linéaire de
vecteurs qui sont de taille égale a la taille du systéeme. Dans le cas des systémes de
grande taille, cette combinaison linéaire apporte un surcoiit important.

— lerreur de l'interpolation conduit a d’importantes instabilités, en particulier cette
stratégie est moins stable que celle qui consiste & utiliser des coefficients variables.
En effet, I'interpolation peut produire des points avec une erreur trés importante, en
particulier dans le cas ou le point & interpoler est tres proche d’un point utilisé pour
Iinterpolation. De plus, le phénomene de Runge entraine une erreur d’interpolation
importante dans le cas des ordres élevés. On verra dans la Section 2.3.3 les conditions
de stabilité de cette méthode.

En raison des deux derniers points cette stratégie n’est pas utilisée.

Un compromis entre la stratégie a coefficients fixes et la stratégie a coefficients constants

existe, il s’agit de la stratégie dite "Fixed Leading-Coeflicient Strategy"

Stratégie du coefficient fixe unique (Fixed Leading Coeffcient Strategy, en
abrégé FLC)

On consideére tout d’abord le polynéme de Lagrange qui interpole y,_; et que 'on a
noté Ppn(y) dans le paragraphe précédent. Ensuite, on applique la formule LIBDF d’ordre
p en imposant qu’un second polynéme ) (t) de degré p qui interpole le polyndme P, ,(y)
avec des pas de temps fixes t,_1, tn—1 — hn, etc. satisfasse 'EDO suivante en t,, :

w(tn - Zhn) - Pp,n(tn - ihn)') 1 S Z S D,
w/(tn) = f(tmw(tn))a

et en posant y, = ¥ (t,). La stabilité de cette stratégie est meilleure que la "Fixed Coeffi-
cient Stategy" car ’erreur provient d’une seule interpolation, mais moins bonne que celle
qui utilise un schéma LIBDF & coefficient variable (on le verra en détail dans la Section
2.3.3). L’utilisation du schéma LIBDF ayant pour but de garantir le maximum de stabilité,
on a donc choisi d’utiliser des coefficients variables, stratégie appelée "Variable Coefficient
Strategy" qui donne la meilleure stabilité (voir 2.3.3).
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Stratégie du coefficient variable (Variable Coefficient Strategy, en abbrégé VC)

Avant d’étudier les questions de stabilité de cette stratégie, il est important de rappe-
ler sa construction. L’idée de cette stratégie est d’utiliser une méthode LIBDF avec des
points ¥, _; en des temps inégalement distants. Pour construire une telle méthode LIBDF,
on s’appuie tout d’abord sur les coefficients de la méthode BDF en pas variable. Pour cal-
culer les coefficients du schéma BDF & pas variable on utilise la méme méthode que dans
le cas pas fixe (& savoir des développements de Taylor), & la différence que les développe-
ments de Taylor sont utilisés en pas variable. On obtient ainsi une méthode LIBDF avec
des coefficients a;,, et B, qui dépendent du temps. [CGGI0] a donné ainsi la valeur des
différents coefficients du schéma BDF a pas variable (qui sont identiques aux coefficients
du schéma LIBDF a pas variable). On considére la répartition des points sur la Figure 2.6 :

t t t t t t

n-p n-p+l n-k n-k+1 n-1 n

FIGURE 2.6 — Répartition des temps et des pas de temps

Afin de simplifier les calculs, la forme suivante du schéma BDF est considérée :

p
Fln) = aryn—k- (2.119)
k=0

On a alors les coefficients ay, :

=1 24j=1 hn—j

ak = . (2.120)
(~1)* Uiz g o s k=1..p
Hf:1 Z?:l hn—j x Hlp:k+1 é‘:k—i—l hn—j
Les coefficients du schéma LIBDF en pas variable (2.19) sont donc :
Qim=——2  j=1...p (2.121)
ag

et 1
Bn = han (2.122)

n

Zéro-stabilité du schéma LIBDF en pas variable

Dans cette section, on étudie la zéro-stabilité du schéma LIBDF en pas variable pour
les trois stratégies. Ces premiers résultats de stabilité vont en particulier permettre de
choisir la meilleure stratégie. On a déja vu dans la Section 2.2.3 de ce Chapitre que
la zéro-stabilité du schéma LIBDF en pas fixe se démontrait facilement en utilisant la
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zéro-stabilité du schéma BDF. Il en est de méme pour le pas variable et les critéres de
zéro-stabilité du schéma LIBDF en pas variable sont les mémes que les criteres du schéma
BDF en pas variable.

On a vu dans la section 1.1.3 du Chapitre 1 que le schéma BDF a coefficients constants
est zéro-stable pour les ordres 1 & 6. Cependant, dans le cas de coefficients variables ce
n’est plus systématiquement le cas. Grigorieff dans [Gri83] donne les conditions pour la
zéro-stabilité des schémas multipas, en utilisant en particulier des ratios entres les pas de
temps successifs :

Ty = hz/hzfl (2.123)

On peut ainsi réutiliser les valeurs de ratios minimaux et maximaux des pas de temps
pour lesquels on a toujours la zéro-stabilité. Dans [CM93], Calvo étudie I'impact du ratio
maximal sur la zéro-stabilité du schéma dans un cas bien particulier. Pour cela, Calvo se
place dans le cas ou les pas de temps sont supposés identiques pour les solutions précédentes
et il cherche le ratio maximal pour le calcul de la solution au temps suivant. Calvo donne
ainsi pour chaque stratégie et pour chaque ordre du schéma BDF les intervalles limites
des ratios, voir Table 2.1. Ces intervalles sont les mémes pour le schéma LIBDF.

Ordre INT FLC VC
2 [0,1.732] | [0,1.732] | [0,2.414]
3 [0,1.406] | [0,1.375] | [0,1.618]
4 [0,1.241] | [0,1.178] | [0, 1.280]
5 [0,1.052] | [0,1.109] | [0,1.127]

TABLE 2.1 — Intervalles de zéro-stabilité de la méthode LIBDF pour les trois stratégies

On remarque que la méthode VC (Méthode a coefficients variables) est la meilleure
méthode en terme de zéro-stabilité car elle offre les intervalles de ratios de pas de temps
les plus larges. On démontre maintenant que l'on obtient bien les mémes intervalles de
zéro-stabilité pour le schéma LIBDF et pour le schéma BDF. Cette propriété est vraie
pour tous les ordres et pour toutes les stratégies, cependant on choisit de le démontrer ici
pour la stratégie VC et les ordres 2 et 3.

On rappelle que le schéma LIBDF d’ordre p s’écrit

p—1
Ynt+1 = Z i nYn—i + Bl (f (Ppn(y)) + F(©)Wnt1 — Pon(y)))- (2.124)
=0

On écrit les coefficients o ,, et 3, comme des fonctions du ratio des pas de temps que
l'on note r; = h;/hi—1 :

QG n :ai,n(rnyrn—ly-"7Tn—p+2)7 k=0,...p—1,

Bn = Bn(rm Tn—1,--- ,Tn_p+2).
On construit alors la matrice carrée de taille p — 1 A7 telle que :

*
OéLn e Oép72’n

1 0o ... 0
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en utilisant le polynome caractéristique du schéma

ou on définit les coefficients a;,,
)

LIBDF :

p—1
pn(z) = 2P — Z 2P (2.125)
k=0

A partir de ce polyndéme, comme le schéma LIBDF est consistant (par construction
des coefficients), on introduit le polynéme réduit :

Pn(2) 1 = k—2
pn(z) = =P — Z ag 2P (2.126)
z—1 ’

k=0
On a alors les coefficients de la matrice A*.
On note N l'indice du dernier point calculé par le schéma et on appelle h le vecteur
h := (hg,h1,...,hy). On définit également par H, 'ensemble des vecteurs pour lesquels
ona:

max{hjlh € H} -0, sup{ho+hi+...+hn|lhe H} < o0, (2.127)

avec N = N(h) — oo pour tout h € H. A partir de l’espace H, on construit I'espace Hy,
s’il existe h° > 0 pour lequel on a :

h € Hy:={h € H|maxh; < h°}. (2.128)

A partir de ces coefficients, on donne alors les conditions de zéro-stabilité, initialement
donnés par Grigorieff, pour le schéma LIBDF a pas variable d’ordre p

sup {

avec el | =(0,...,0,1) € R™ ! et ||-|| une norme matricielle convenablement choisie.

Une condition suffisante pour que les deux conditions (2.129) et (2.130) soient satis-
faites consiste a trouver une norme telle que :

l
sup{ l_Iff|f ;p—lSkSlSN—l,heH}<+oo, (2.129)

j—1
eflz(HA:) ;p—l§k§l§N—1,h€H}<+oo, (2.130)

j=k \r=k

AL < g <1, n=p—1,...,N —1. (2.131)

Le but est donc de construire des normes matricielles satisfaisant la condition (2.131)
et tout en permettant le plus grand ratio entre deux pas de temps successifs possibles.

LIBDF Ordre 2

La matrice A, * est de taille 1 et s’exprime :

n —

AL = ag,,, (2.132)
avec
hy,
(h 4 hn1)hn—1 (s + i)

hn \? 1
= . 2.134
(hm) (1+2hjjnl> (2134

(2.133)

* —_ J—
Qopn = —Q1n =
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Un seul ratio de pas de temps est a considérer r,, = h’;fl, il vient alors
ap *—r2< ! ) (2.135)

" "\1+2r,/" '

La norme matricielle est la valeur absolue (dimension 1) et on a simplement le critere
suivant )
2
<1 2.136

T (1 + 2rn> (2.136)
Et on a la condition suivante :

2 —2r, —1<0 (2.137)

En tracant ce polyndéme, on obtient

a 4
Le polynéme 72 — 2r, — 1 < 0 a pour racines
Fim =1+ V2, (2.138)
ron =1—V2. (2.139)

La seule plage de valeur pour r, qui vérifie la condition 2.137 est donc

rn€]0,14+v2|. (2.140)
LIBDF d’ordre 3
La matrice est la suivante
«_ [Q0n Mn
avec aan =1+a,et a’{m = —Q2p.
Une norme possible est :
A5 = AT A" Al oo, (2.141)

A A
avec A = <1 1).



2.3. ESTIMATION DE L’ERREUR ET GESTION DU PAS 69

A est un nombre complexe avec une partie imaginaire non nulle choisie de telle maniere
a maximiser les rapports entre deux pas de temps consécutifs.

Apres calcul, la valeur optimale est Aoy = 0.4943 + 0.57481 et on trace alors en 3D
(Figure 2.7) la valeur de la norme || A} || en fonction des deux ratios de pas de temps que
I’'on doit considérer pour l'ordre 3 : r, = h:il et rh_1 = Z::; On ajoute également le
plan de cote 1. Tous les points de la surface |A}||x situés en dessous du plan de cote 1

sont donc des points pour lesquels les ratios de pas de temps garantissent la zéro-stabilité.

FIGURE 2.7 — Valeur de ||A}||x en fonction des ratios r,, et r,—; et plan de cote 1.

On trace maintenant sur la Figure 2.8 les valeurs de 7, et r,_1 qui correspondent
exactement a [|A%|[x = 1. La zone en rouge en dessous de la courbe correspond a la
zone de zéro-stabilité. Cette courbe donne & r,_; donné la valeur maximale de r, et
réciproquement.

0 1 2 3

-
n=

FIGURE 2.8 — Courbe de r,—; en fonction de ry, qui correspond exactement a ||A% [y = 1.
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On remarque que les ratios de pas de temps, pour 'ordre 3 et 'ordre 2, pour lesquels
on a bien zéro-stabilité sont les mémes que ceux donnés par Calvo dans le tableau 2.1 pour
le schéma BDF. Cette propriété est en accord avec le fait que le schéma LIBDF pas fixe et
le schéma BDF pas fixe sont équivalents en terme de zéro-stabilité, comme on a pu le voir
dans la Section 2.2.3. Ceci est dii au fait que les matrices utilisées dans la démonstration
de la zéro-stabilité pour le schéma LIBDF sont les mémes que les matrices utilisées pour
schéma BDF.

On peut alors généraliser le théoreme donné par R.D. Grigorieff pour la stratégie VC
dans [Gri83] aux schémas LIBDF.

Théoreme 2.21. On appelle p lordre du schéma et pour p = 2,3,...,6, on peut toujours
trouwver un intervalle [q,, Qp] contenant la valeur 1, a l'intérieur duquel le schéma LIBDF
est stable si les ratios de pas de temps satisfont :

h; ) h;
4 < inf{;l—ﬂ, ij=0,....N+p—2he HO},sup{;l—H\ LY < Q. (2.142)
J J

Les valeurs limites de ratios de pas de temps données ci-dessus permettent d’assurer

la condition 2.131, qui n’est qu'une condition suffisante. En pratique, le choix du pas

de temps et donc, en particulier du ratio, est dirigé par le contrdle de ’erreur qui permet

d’assurer la zéro-stabilité du schéma méme si les ratios dépassent localement les conditions
ci-dessus.

Absolue stabilité du schéma LIBDF en pas variable

On a vu dans le paragraphe précédent que le schéma LIBDF en pas variable est zéro-
stable sous certaines conditions et que la stratégie a coefficients variables (VC) donne la
meilleure zéro-stabilité. On a également vu dans la Section 2.2.3 que dans le cas avec
pas fixe, les régions de stabilité absolue du schéma LIBDF sont les mémes que celles du
schéma BDF. Il en est de méme pour le cas avec pas variable car on applique toujours le
schéma numérique a 1’équation test de Dahlquist, pour lequel le schéma LIBDF dégénere
en schéma BDF. Calvo dans [CM93] donne les régions d’absolue stabilité en fonction du
ratio maximal de pas de temps pour les ordres 2, 3 et 4 du schéma BDF et pour les trois
stratégies (INT, FLC et VC). Pour chaque ordre, c’est la stratégie a coefficients variables
VC qui a la plus grande région d’absolue stabilité (voir Figure 3.1, 3.2 et 3.3 de [CM93]).

Ainsi la stratégie choisie pour le schéma LIBDF pas variable est la stratégie VC, car
elle donne la meilleure zéro-stabilité ainsi que la meilleure absolue stabilité. De plus, elle
est également la plus économique en calcul pour les systémes de grande taille car le cofit
de calcul n’est pas sensible & la taille du probleme pour cette stratégie.

2.4 Gestion des évéenements

Les systemes avec événements sont fréquemment utilisés en ingénierie. Ils mélent des
phénomenes temporels continus et des temps discrets lors des évenements, les systemes
sont alors dits hybrides. Les difficultés de la détection numérique des évenements et des
modifications possibles du modele doivent étre résolues dans le contexte du langage Mo-
delica [EM97] [Fri03] et des potentialités du logiciel xMOD [BGCC*10].

[JSCO1] a développé plusieurs exemples de systémes hybrides, typiquement : la balle
rebondissante (événement : le rebond), le thermostat (événement : la marche et arrét en
fonction de la température), la croissance et la division cellulaire (événement : une cellule
se divise en deux cellules). D’autres exemples peuvent étre trouvés tels que des modeles de
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moteur (éveénement : une soupape s’ouvre ou se ferme) ou des modeles de collision [Mos99].
Ces modeles sont non linéaires, raides et de grande taille. Dans ce contexte, des évenements
imprévisibles doivent étre détectés et le modele mis & jour. Le processus se répéete a chaque
évenement donc il est important de déterminer le plus précisément possible le temps de
I’évenement et son emplacement sur la trajectoire d’autant plus que le temps de 1’évene-
ment et sa position constituent les nouvelles conditions initiales pour I’évolution future
du phénomene et affecte définitivement la qualité de la solution. Des benchmarks pour la
détection d’événements et leur gestion sont nécessaires pour apprécier la qualité du solveur.

Durant I’évolution temporelle d’un systeme dynamique, un évenement peut se produire
et modifier le systeme. Plusieurs types d’événements sont & prendre en compte [LLK'99]
— les éveénements prévisibles : ils se produisent & des temps connus a l'avance et ainsi

le pas d’intégration peut étre adapté a l'avance,

— les évenements imprévisibles : ils correspondent & une contrainte qui n’est plus satis-
faite. A chaque pas de temps, on doit vérifier si la contrainte est respectée ou pas et
si elle ne I’est pas, une procédure doit détecter précisément le temps de I’événement.

Comme exemple d’évenements prévisibles, on cite, dans un circuit électrique le mode

ON/OFF d’un interrupteur qui basculerait périodiquement. L’ouverture d’une soupape
lorsque la pression est supérieure & un seuil critique est un exemple d’évéenement imprévi-
sible.

Deés que le temps de I’événement est exactement déterminé, le modele dynamique doit
étre modifié pour représenter le nouvel état. La résolution numérique du systéme dyna-
mique produit une trajectoire ; a partir de chaque évenement, une ou plusieurs trajectoires
sont modifiées. Le schéma numérique doit détecter I’évenement et faire les modifications
du modele phénoménologique nécessaires.

Il y a également plusieurs types de modifications apres un événement.
— lapparition d’un évenement peut produire de nouvelles conditions initiales,
— une ou plusieurs équations peuvent étre modifiées, mais le nombre d’équations est
le méme,
— plusieurs équations peuvent étre ajoutées/supprimées et le reste des équations mo-
difié.
Le logiciel OpenModelica [Fri03] ne permet pas facilement de gérer les deux derniers
types d’évenement.
Les paragraphes suivants présentent la méthode utilisée dans le solveur pour gérer les
discontinuités des modeles & événements. L’application de cette méthode est décrite avec
I’exemple de la balle rebondissante dans le Chapitre 4 section 4.1.

2.4.1 Utilisation d’un vecteur de contraintes

Les systémes dynamiques ont souvent différentes contraintes. Toutes ces contraintes
sont les composantes d’un vecteur ¢. Quand une contrainte n’est plus vérifiée, il y a alors
un évenement. Il est possible de réécrire toutes les contraintes afin de considérer unique-
ment un probleme de zero-crossing, c’est-a-dire le changement de signe d’une contrainte
qui déclenche ’apparition d’un événement. La détection d’événements devient alors un
probleme de détection des zéros des contraintes. Il est également possible de multiplier
par —1 la contrainte afin de considérer uniquement les passages par zéro d’une valeur
positive vers une valeur négative par exemple.
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2.4.2 Expression du systeme EDO avec des contraintes

Un solveur avec gestion des éveénements doit résoudre des systemes EDOs tels que
(2.143) avec le vecteur des contraintes (décrit dans le paragraphe précédent).

tel = [tdeb = O,tfm] C R,

f:IxR"—R",

y € R?,

y=Ity), (2.143)
z € RF avec k <n,

c:RF - RE,

c(x) >0,

Y(t = taer) = Yo-

2.4.3 Calcul du temps de I’événement

On a remarqué que lorsqu’une composante du vecteur des contraintes change de signe,
un événement a lieu. Cependant le schéma numérique que l'on utilise (schéma de Runge-
Kutta, BDF ou LIBDF) est discret et on a accés uniquement aux solutions du probléme
aux noeuds et le plus souvent les événements ont lieu entre ces noeuds. Sur la Figure 2.9, la
valeur de la contrainte est tracée en fonction du temps. Le dernier intervalle d’intégration
s’étend au dela de zéro qui est le seuil de déclenchement de I’événement. L’instant auquel
la contrainte est égale a zéro est désigné comme temps de 1’événement.

4 .
Constraint
3
. “
2 C ; o\\
. Ny
0.2 \a\\\\
1 | \\\\
04 "
- time (s) \G» ‘“‘\‘-..._‘ \
0 \
time (s)
-1
0 0,35 0,7 1,05 1,4

FI1GURE 2.9 — Valeur de la contrainte. Zoom sur le dernier intervalle.

Afin de connaitre les coordonnées exactes du point d’intersection de la contrainte avec
y = 0, il est possible d’utiliser une méthode de dichotomie de 'intervalle jusqu’a trouver
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le temps t* auquel la contrainte est nulle ([ZYMO08]). Cette méthode est treés cotiteuse car
elle nécessite d’évaluer de nombreuses fois la dérivée § = f(y). On présente ici une autre
méthode pour calculer t* qui est beaucoup moins cotiteuse.

Au lieu de calculer y = f(y), l'idée est d’interpoler un polynéme du second degré
passant par les trois derniéres valeurs de la contrainte (voir Figure 2.10) ; alors la racine
se situant dans 'intervalle approprié est calculée analytiquement. Finalement, on admet
que le temps t* correspond a la racine choisie.

4

Constraint

-

time (s)

-1

0 0,35 0,7 1,05 1,4

F1GURE 2.10 — Interpolation a ’aide d’un polynéme en temps du second degré
s’appuyant sur les trois points entourés.

En considérant les trois valeurs de la contrainte c1, co, c3 et leur temps t1, to, t3 respec-
tivement, l'interpolation polynomiale est :

1
(ta —t3) (t1 — t3) (—t2 + t1)

(t1202 —t12c3 + cit3? — crta® — cats® + t2203> t+

P(t) = ((—csto 4 1ty — tzer — ticy + c3ty + tzep) 2+

t12esty — t12t3ce — tocaty + cotz?ty + to’tze) — C1t32t2)-

2.4.4 Calcul de la solution en t*

On interpole au moyen d’un polynéme du troisiéeme degré en temps en considérant les
deux dernieres solutions (t,,t,+1) et leurs dérivées (f(yn), f(Yn+1))-

On évalue ensuite ce polynéme en t* pour obtenir la valeur de la solution y* = y(t*)
au moment du changement de signe.

2.4.5 Résolution du systéme aprés un évenement

Avec l’aide d’une interpolation, on a calculé le temps t* ou le signe de la contrainte
change. Cependant, on a besoin de calculer la solution du systéme a t*, pour l'utiliser
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aprés comme une condition initiale. Soit y, le vecteur des variables d’état en t,. y, et
Yn+1 sont les solutions calculées juste avant et juste apres ’évenement respectivement. Un
polyndéme du troisieme degré en temps est alors interpolé au moyen des deux dernieres
solutions (Yn, Yn+1) et leurs dérivées (¢n, Un+1), voir Figure 2.11. Finalement ce polynéme
est évalué en t* afin de fournir la valeur y* ~ y(t*) au moment du changement de signe.

4
Constraint

2 O s

time (s)

-1
0 0,35 07 1,05 1,4

FI1GURE 2.11 — Interpolation au moyen d’un polynéme de degré 3 en temps basé sur les
deux dernieres solutions et leurs dérivées.

2.5 Schéma WFR

Une autre voie d’accélération par 'utilisation de nouveaux schémas numériques est
'utilisation de la méthode WFR (introduite dans la Section 1.1.8 du Chapitre 1). En effet
cette méthode permet de diviser le systeme complet en sous-systémes qui sont résolus
alors en parallele sur différents processeurs. On propose dans cette section d’étudier les
criteres de convergence de la méthode WFR. On appliquera essentiellement cette WFR
aux méthodes a un pas classiques (Euler explicite et Euler implicite) en pas fixe. On verra
dans la Section 2.5.2, la généralisation de la méthode WFR au pas variable.

2.5.1 Convergence de la WFR pour les systemes linéaires
Un systeme EDO explicite et linéaire peut s’écrire sous la forme suivante :

t €I =tstart =0,tend] CR,
X € R,

B eR”,

A e M,(R),

X = AX + B,

X(t = tstart) = Xo-

(2.144)
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On va alors étudier I'utilisation de la méthode WFR, avec deux schémas, le schéma

d’Euler explicite et le schéma d’Euler implicite.

Schéma d’Euler explicite

Le schéma d’Euler explicite & pas de temps fixe appliqué au systéme (2.144) donne :

X=X 4 hAX" L 4+ hB,

(2.145)

avec X' la solution approchée au temps t; = tgart + ih, et la méthode WFR appliquée a

(2.145) donne :
X’i,k-‘rl — X’i—l,k—f—l + hAXi—l,k + hB,

avec k la k — 7€éme itération de la méthode WFR.

(2.146)

On suppose que la durée de la simulation avant une nouvelle itération de la WFR est

T, et que pendant cette simulation on a calculé p points.

ler cas :

A est diagonalisable. Alors, la matrice de changement de base P de la base

initiale a la base des vecteurs propres existe et en multipliant (2.146) par P, on a :

pxuhtl — pxi-LEtl L ppAp-lpxi—LEk L PR,

(2.147)

En notant Y% = PX%*+1 et D = PAP~! la matrice diagonale (2.147) est réécrite :

yiktl — yi-Lktl | p pyi-Lk L pppB.

Y1
Le vecteur Y a les composantes suivantes Y = | ¢ |. En notant (\q,...
Yn
propres, on a
k-1 i—1,k+1 i—1,k
v =g by

ik+1 __ i—1,k+1 i—1,k

(2.148)

, An) les valeurs

Pour une composante j donnée, en faisant varier 1 < i < p, on obtient le systéme linéaire

suivant :

0 O o ... 0 0 O 0 0
k+1 k1

yjl, 1 0 0o ... 0 yjl. 1 0 0

: =10 . : +Ah |0

Yy o 0] \¥} : 0
0 0 1 0 0 0 1 0

1

On nomme le vecteur
»
Yj

composante du vecteur d’état :

Y = oYM+ AWCYS 4 F j=L...,n,

[an}

&
yj Yy
o
Yy 0
(2.149)

, le vecteur Y; et on a alors I’équation suivante pour chaque

(2.150)
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0 0 O 0
0
1 0 O 0 Y
avecC =10 . . . | et F=]1:|+hPB.On fait passer les termes corres-
: 0 0
0 ... 0 1 0
pondants a l'itération k + 1 de la WFR a gauche :
(I-C)Y ™ = CYf+F,  j=1,..n, (2.151)
1 0 0 ... 0
-1 1 0 ... 0
avec (I —C)=1 0 qui est inversible et qui a pour inverse
: o0
0 0 -1 1
1 0 0 0
1 1 0 0
(I-Cc)yt=11
: . .. 0
1 ... 1 1 1
On obtient alors :
k+1 _ —1nk ~1
Y7 =A(I-C)CY+ (I —-C)F, (2.152)
avec
0o 0 o0 ... 0
1 0 0 ... 0
(I-0)tc=|1
: . . .0
1 ... 1 1 0

Une condition suffisante pour que la suite (Y]”) converge est qu