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Résumé

L’hydrolyse enzymatique de la biomasse lignocellulosique est une voie prometteuse
pour la bioconversion des matières végétales en sucres fermentescibles en vue de la pro-
duction du bioéthanol de seconde génération. En général, des cocktails enzymatiques
contenant différentes familles d’activités, caractérisées par des modes d’action différents,
sont utilisés comme biocatalyseurs. L’essentiel des travaux de modélisation de ce procédé
abordent la question via des approches cinétiques où les aspects particulaires et dyna-
mique d’évolution des propriétés du substrat/biocatalyseur/système ne sont pas pris en
compte. De plus, ce type de modèles, visant à reproduire les cinétiques de production des
sucres simples, traite uniquement le cas de la mise en contact simultanée des enzymes et
de la matière à hydrolyser (substrat). Dès lors, les questions relatives au design/optimisa-
tion du procédé telles que le mode d’alimentation (batch/continu) ou l’ajout séquencé des
enzymes et/ou du substrat ne peuvent pas être abordées avec ces modèles. Dans ce travail,
une approche de modélisation par le formalisme du bilan de population est proposée. Le
modèle est basé sur une hétérogénéité structurale du substrat à savoir la distribution de
taille des chaines/particules. Comme première approche numérique, la méthode des classes
est utilisée dans le cas de l’hydrolyse de chaines polymères subissant des attaques endoglu-
canases (rupture aléatoire) et exoglucanases (coupure d’un dimère en bout de chaine). En
deuxième lieu, la méthode des moments a été adoptée pour traiter du cas d’un substrat
particulaire. Ici la rupture s’opère sous l’effet des contraintes hydrodynamiques tandis que
l’hydrolyse enzymatique modifie la cohésion des particules. Par ailleurs, la nécessité de
confronter les résultats numériques issus de la méthode des moments avec les distributions
expérimentales a motivé un travail sur les méthodes de reconstruction des distributions à
partir de leurs moments. Parallèlement à ce travail de modélisation, plusieurs métrologies
nécessaires à la caractérisation de ces systèmes ont été mises en œuvre. Trois techniques
granulométriques (Morpho-granulométrie, Focused Beam Reflectance Measurement Tech-
nique (FBRM) et Granulométrie laser) ont été utilisées pour accéder à l’évolution de la
distribution de taille des particules au cours de l’hydrolyse d’une cellulose microcristalline
(Avicel). De plus, les concentrations en sucres réducteurs et en sucres simples (glucose et
cellobiose) ont été mesurées.

Les modélisations proposées combinent ainsi les aspects de cinétique homogène et
de catalyse hétérogène. Intégrées dans une approche de type bilan de population multi-
variable, elles permettent d’accéder à l’évolution de la distribution de taille des chaines/-
particules du substrat ainsi qu’aux cinétiques de conversion en sucres simples.
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Abstract

The enzymatic hydrolysis of lignocellulosic biomass is a promising approach for the
bioconversion of organic matter into fermentable sugars aiming ultimately to produce
second generation biofuel. Globally, enzymatic cocktails, containing different activities
which are characterized by their specific mechanisms, are used as biocatalysts. Most of
the studies devoted to the modelling of this process address the problem via kinetic
approaches in which the particulate aspects and the dynamic evolution of the properties
of the substrate/biocatalyst/system are not taken into account. Moreover, such models
aim to reproduce the kinetics of release of simple sugars and treat only the case where the
enzymes and the substrate are simultaneously mixed at the beginning of the hydrolysis
reaction. Therefore, issues related to the design/optimization of the process such as the
supplying mode (batch/continuous) and the sequential adding of the enzymes/substrate
cannot be addressed with these models. In this work, a population balance formalism
is proposed as modelling approach. The model is based on a structural heterogeneity of
the substrate namely the chain/particle size distribution. As a first numerical approach,
the method of classes is used in the case of polymer chains undergoing endoglucanase
(random breakage) and exoglucanase (chain-end scission) attacks. Secondly, the method
of moments is adopted to solve the same problem and then adapted to the case of a
particulate substrate by introducing the particle cohesion effect which depends on the
enzymatic attacks as well as on the hydrodynamic shear stress. Finally, the confrontation
of the numerical results from the method of moments to the experimental distributions
motivated the development of reconstruction methods in order to restore distributions
from a finite sequence of their moments. Alongside this modelling work, the suitable
metrology has been developed for the characterization of these systems. Three different
granulometric techniques (Morphogranulometry, Focused Beam Reflectance Measurement
(FBRM) technique and Laser Diffraction Particle Size Analysis) are used to reach the
time-evolution of the particle size distribution of microcrystalline cellulose (Avicel). In
this context, numerical tools used for the analysis and the comparison of the different
experimental distributions are proposed. In addition, the concentrations of reducing and
simple sugars (glucose and cellobiose) are measured all along the hydrolysis reactions.

The modeling of enzymatic hydrolysis developed here combines the concepts of ho-
mogeneous and heterogeneous catalysis. Integrated into the framework of multivariable
population balance model, these allow the chain/particle size distribution evolution during
the reaction and the kinetics of simple sugars release to be predicted.
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Introduction générale

La croissance de la demande en énergie, la raréfaction – et donc l’augmentation des

prix – des énergies fossiles ainsi que les enjeux environnementaux ont suscités un en-

gouement sans précédent pour les énergies renouvelables et les produits biosourcés. En

effet, la demande globale en énergie ne cesse de progresser du fait de la croissance de la

démographie mondiale et des modes de consommation de plus en plus énergivores alors

que les ressources fossiles (principalement le pétrole, le gaz naturel et le charbon), consti-

tuant la majeure partie du bouclier énergétique mondial actuel, sont limitées d’une part

et sont responsables des émissions de gaz à effet de serre à grande échelle d’autre part.

Différentes alternatives pour aller vers des énergies renouvelables à faible impact environ-

nemental existent et l’une des voies prometteuse est l’utilisation de la biomasse végétale

comme matière première renouvelable en vue de la production de biocarburants et de

diverses molécules d’intérêt.

La biomasse végétale communément appelée lignocellulose est la source de carbone re-

nouvelable la plus abondante sur terre (Chang & Holtzapple, 2000). Elle se présente sous

différentes formes (résidus agricoles, déchets forestiers . . . ) et est constituée essentielle-

ment de cellulose, d’hémicellulose et de lignine dans des proportions différentes. Globale-

ment, plus de 75% en masse de la biomasse végétale sont des polysaccharides (Jørgensen

et al., 2007) qui peuvent être transformés en sucres simples fermentescibles en vue de la

production de biocarburant, par exemple le bioéthanol de seconde génération. Contrai-

rement au bioéthanol de première génération produit généralement à partir des plantes

sucrières et amylacées, ce qui pose un problème éthique quant à l’utilisation des pro-

duits alimentaires, le bioéthanol de seconde génération ne concerne que les parties moins

nobles des plantes et ne présente, de ce fait, aucune compétition directe avec la production
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alimentaire.

Le fractionnement de la biomasse lignocellulosique et sa transformation en sucres

simples peut se faire par voie chimique ou biochimique. La voie chimique est, comme

son nom l’indique, basée sur l’utilisation de produits chimiques (généralement des acides

forts) pour attaquer et dissoudre les parois végétales. Malgré ses rendements élevés, ce

procédé a une empreinte écologique considérable. La voie biochimique, quant à elle, uti-

lise des cultures microbiennes et/ou des cocktails enzymatiques (biocatalyseurs) dans des

conditions douces (pH et température) pour dégrader le substrat et a, de ce fait, un faible

impact environnemental. Par ailleurs, le coût élevé des enzymes reste un verrou majeur

pour son industrialisation.

La transformation de la lignocellulose par voie biochimique en utilisant des cocktails

enzymatiques se fait en plusieurs étapes successives. Une première étape de prétraitement

du substrat est nécessaire pour le préparer et faciliter ainsi l’action du biocatalyseur.

Ces prétraitements peuvent être physiques (e.g. broyage), chimiques (e.g. acides dilués),

physico-chimiques (e.g. explosion à la vapeur d’eau) et/ou biologiques (e.g. enzymes spé-

cifiques) et visent généralement à éliminer la fraction lignine et améliorer ainsi l’acces-

sibilité aux fractions hydrolysables (Alvira et al., 2010). L’étape d’hydrolyse est le cœur

du procédé, les polysaccharides sont réduits en monosaccharides (hexoses ou pentoses)

par l’intermédiaire du biocatalyseur. Ces monosaccharides sont séparés ou directement

transformés en produit final, selon le procédé adopté, en dernière étape.

Il est admis que l’hydrolyse enzymatique est l’étape limitante du procédé global de

transformation biochimique de la lignocellulose puisqu’elle conditionne la vitesse de la

conversion (Chauve, 2011). En effet, cette réaction complexe fait partie de la biocatalyse

hétérogène et sa vitesse dépend d’un nombre important de paramètres liés aux propriétés

compositionnelles et structurales du substrat, à la nature et à la composition du cocktail

enzymatique ainsi qu’aux conditions opératoires. L’ensemble de ces paramètres agissent

à différentes échelles et selon différents mécanismes et sont responsables, in fine, du ra-

lentissement progressif de la vitesse de conversion. Cela se traduit par une transformation

partielle du substrat même sur des temps de réaction longs (plusieurs jours).

L’amélioration des rendements de la réaction d’hydrolyse enzymatique passe par une

meilleure compréhension des mécanismes élémentaires mis en place pour dégrader le sub-

strat d’une part et l’élucidation des interactions entre les paramètres physiques et biochi-
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miques d’autre part. Par ailleurs, la complexité du système et la nécessité d’une extrapo-

lation à l’échelle d’un procédé industriel requièrent le développement de modèles fiables,

capables de prédire le comportement d’un tel système. Les enjeux auxquels la modélisation

doit apporter des éléments de réponse peuvent être résumés à :

• La prédiction de la production dynamique des sucres simples

• L’évolution des propriétés physico-chimiques du milieux réactionnel

• L’effet des actions combinées des différentes activités enzymatiques

• Les effets des prétraitements sur la dynamique d’évolution des propriétés du substrat

et sur sa conversion

• Les effets des hétérogénéités (spatiales par exemple) dans un réacteur

Une littérature abondante relative à la modélisation de la réaction d’hydrolyse enzy-

matique est disponible mais très peu variée. En effet, l’essentiel des études abordant ce

sujet se basent sur des schémas cinétiques simples où la description du système se réduit

à une variable globale, facilement accessible expérimentalement, qui est généralement la

concentration en substrat. Cela est le cas, par exemple, du modèle de Michaelis-Menten

développé initialement pour les cinétiques en phase homogène et extrapolé par la suite

aux systèmes hétérogènes en gardant sa forme mathématique initiale. La validation du

modèle passe par la régression de données expérimentales typiques de l’hydrolyse (concen-

trations en sucres simples produits) pour une identification paramétrique. Néanmoins, ce

type d’approches simplificatrices ne prend pas en compte la dynamique d’évolution des

propriétés du substrat/biocatalyseur/système. Ce défaut structurel majeur réduit la per-

tinence et le caractère prédictif des modèles simplifiés.

L’objectif de cette étude est de proposer une approche de modélisation capable, d’un

point de vue structurel, de supporter et de traduire la complexité des systèmes enzymes/-

substrat à différentes échelles. Pour cela, le formalisme de bilan de population est adopté.

Cet outil de modélisation des systèmes dispersés est suffisamment avancé pour prendre

en compte aussi bien les hétérogénéités au sein d’une propriété donnée que plusieurs pro-

priétés distribuées à la fois. De plus, il permet d’intégrer les processus élémentaires ayant

lieu à l’échelle particulaire pour prédire l’évolution globale du système, ce qui est parti-

culièrement intéressant lors du passage à l’échelle du procédé et les questionnements que

cela impose. Finalement, cette approche générique se combine aisément avec les codes

de calcul propres à la mécanique des fluides numérique, point non négligeable pour la
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modélisation des systèmes comportant des hétérogénéités spatiales.

Dans le cas de l’hydrolyse enzymatique de la lignocellulose, le modèle de bilan de

population proposé est monovariable et est basé sur une hétérogénéité structurale du

substrat à savoir la distribution de taille des particules. Il est alimenté par les modes

d’action des activités enzymatiques principales d’un cocktail et vise à prédire la dynamique

d’évolution de la propriété considérée conjointement avec la cinétique de conversion du

substrat en sucres simples. Par ailleurs, le développement de métrologies pertinentes pour

caractériser le système et alimenter le modèle traduit notre volonté de confronter les

aspects théoriques fondamentaux aux approches expérimentales appropriées pour une

étude qui se veut être la plus complète possible.

Cette thèse est réalisée dans le cadre d’un projet pré-compétitif porté par Toulouse

White Biotechnology 1 (TWB, UMS INRA/INSA/CNRS). Les travaux ont été effectués au

sein du Laboratoire d’Ingénierie des Systèmes Biologiques et des Procédés (LISBP, UMR

5504 INSA/CNRS et UMR 792 INSA/INRA), dans les deux équipes Transfert, Interfaces,

Mélange (TIM) et Écosystèmes microbiens et bioprocédés d’épuration et de valorisation

(SYMBIOSE) avec un cofinancement de l’Institut National de la Recherche Agronomique

(INRA) et la Région Midi-Pyrénées.

Ce présent mémoire se décline en cinq chapitres :

Le premier chapitre est une revue bibliographique dédiée à l’hydrolyse enzymatique

de la lignocellulose au sens large. Il se décline en trois sous-parties. Dans la première sous-

partie, une analyse des différents paramètres affectant la réaction d’hydrolyse est détaillée

suivie par une description des outils expérimentaux utilisés pour la caractérisation du

substrat et de l’avancement de la réaction en deuxième sous-partie. La dernière sous-

partie est consacrée au développement des différentes approches de modélisation décrites

dans la littérature.

Le deuxième chapitre donne un aperçu sur le matériel et les méthodes expérimentales

utilisées dans cette étude. Le dispositif expérimental pour la conduite des expériences

d’hydrolyse, les substrats, les biocatalyseurs et l’ensemble des conditions opératoires sont

décrits ainsi que les outils de caractérisation physique et biochimique utilisés.

Le troisième chapitre propose une analyse de la modélisation classique basée sur la

confrontation de nos propres données expérimentales à un modèle reposant sur un schéma

1. http://www.toulouse-white-biotechnology.com/
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cinétique simple largement utilisé dans la littérature. Ce modèle est présenté initialement

ainsi qu’une analyse de la base de données expérimentales. Les résultats de la confrontation

sont détaillés appuyés par des études similaires disponibles dans la littérature.

Le quatrième chapitre est consacré aux outils numériques adoptés dans ce travail. Il

est divisé en trois parties : le formalisme de bilan de population est décrit d’une façon gé-

nérale avant son adaptation au cas spécifique de l’hydrolyse enzymatique dans la première

partie. Les méthodes de résolution de l’équation de bilan de population, plus précisément

la méthode des classes et la méthode des moments, sont développées dans la seconde par-

tie. La validation numérique des méthodes de résolution par comparaison à une solution

analytique est donnée dans la dernière partie.

Le dernier chapitre résume l’essentiel des résultats numériques et expérimentaux ob-

tenus. Dans un premier temps, la méthode des classes est utilisée pour la résolution de

l’équation de bilan de population dans le cas de l’hydrolyse enzymatique d’un substrat so-

luble. Le même cas est traité par la méthode des moments en passant au préalable par une

étude comparative des techniques de reconstruction des distributions via la connaissance

d’un nombre fini de leurs moments. Dans un deuxième temps, la méthode des moments est

utilisée dans le cas d’un substrat particulaire. En dernier lieu, les résultats expérimentaux

concernant notamment la caractérisation physique du substrat au cours de l’hydrolyse

sont exposés et commentés.

Une synthèse de l’ensemble des résultats numériques et expérimentaux obtenus dans

le cadre de cette étude, des principaux résultats qui en découlent ainsi que les perspectives

sur lesquelles ce travail ouvre la voie clôturent le manuscrit.
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Chapitre I

Revue Bibliographique

Ce chapitre bibliographique est subdivisé en trois parties. Dans la première partie, nous

décrivons les différents facteurs qui interviennent lors de la réaction de transformation de la

lignocellulose qu’ils soient liés au substrat, au biocatalyseur ou aux conditions opératoires.

Nous nous intéressons dans la seconde partie aux outils expérimentaux qui peuvent être

utilisés pour caractériser le substrat et quantifier l’avancement de la réaction. Dans la

dernière partie, nous abordons la modélisation de la réaction d’hydrolyse et les différents

modèles décrits dans la littérature.

I.1 Hydrolyse enzymatique de la lignocellulose

La transformation de la lignocellulose en sucres simples par voie biochimique est un

processus complexe qui fait intervenir un nombre important de facteurs interdépendants

à différentes échelles. La composition, la structure et la morphologie du substrat, la

nature et le mode d’action des biocatalyseurs ainsi que la nature du milieu réactionnel

sont autant de paramètres - dynamiques - qui interagissent et conditionnent la vitesse

globale de la réaction d’hydrolyse. Cette complexité se traduit aussi par les hétérogénéités

tant au niveau compositionnel que structural d’un substrat à un autre, voire même au

sein du même substrat selon la zone géographique, la saison et/ou le mode de culture.

Dès lors, le développement d’un modèle cinétique prédictif devient une nécessité afin

de mieux gérer cette complexité et ces hétérogénéités et d’appréhender cette étape de

transformation d’un point de vue procédé. Cela passe nécessairement par une meilleure
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compréhension des interactions entres les différents paramètres et des mécanismes réac-

tionnels mis en œuvre.

I.2 Facteurs limitants liés au substrat

La nature récalcitrante de la lignocellulose est le résultat direct de sa composition et de

sa structure développées pour faire face et résister aux micro-organismes qui l’attaquent

et la dégradent à l’état naturel (Zhao et al., 2012).

La lignocellulose est composée essentiellement de lignine, d’hémicellulose et de cellu-

lose dans des proportions variables d’une plante à une autre. La cellulose est le constituant

majeur (30 à 50% du poids sec de la plante), elle est composée d’un agencement de cen-

taines voire de milliers de molécules de D-glucose via des liaisons glycosidiques β(1 →
4) pour former des chaines. Les deux extrémités d’une chaine ne sont pas chimiquement

équivalentes : l’une est réductrice et l’autre est non réductrice. Grâce à des liaisons hy-

drogène et de van der Waals, ces chaines de polysaccharides forment des microfibrilles

insolubles qui constituent à leur tour des fibres (Figure I.1) (Mohnen et al., 2008).

Figure I.1 – Structure et composition de la lignocellulose (Rubin, 2008)

L’hémicellulose représente une fraction allant de 20 à 40% du poids sec total, elle est

8



I.2. Facteurs limitants liés au substrat

sous forme de chaines polymères courtes et branchées dont les monomères constitutifs sont

des sucres C5 (xylose, arabinose) et C6 (galactose, glucose et mannose) (Balat, 2011).

La lignine, quant à elle, est un biopolymère aromatique connecté au xylane via des

liaisons covalentes conférant ainsi une grande rigidité au substrat (Limayem & Ricke,

2012). Elle est composée de trois alcools aromatiques : l’alcool p-coumarique, l’alcool

coniférique et l’alcool sinapylique (Figure I.1) (Rubin, 2008).

I.2.1 Composition chimique du substrat

Nous nous intéressons à la conversion des polysaccharides contenus dans la lignocel-

lulose notamment la fraction cellulosique en sucres simples via l’utilisation de cocktails

enzymatiques dédiés (cellulases). Il est, de ce fait, évident que la composition du substrat

initial aura un impact considérable sur son hydrolysabilité. De plus, il est important de

signaler qu’une information sur les fractions de lignine et d’hémicellulose dans le substrat

considéré n’est pas toujours pertinente puisque ce qui va impacter considérablement la

vitesse de conversion est leur répartition au sein de la matrice lignocellulosique, ce qui

est, d’un point de vue pratique, difficilement accessible.

I.2.1.1 Répartition de la lignine

La lignine, de par sa nature, constitue une fraction récalcitrante que les enzymes

cellulolytiques ne peuvent pas fractionner. Elle forme une barrière physique réduisant ainsi

l’accessibilité du biocatalyseur aux fractions hydrolysables. De ce fait, la délignification

du substrat par les différents prétraitements physico-chimiques libère la cellulose et la

rend plus accessible aux cellulases (Grethlein et al., 1984; Mansfield et al., 1999).

La lignine ne constitue pas seulement une barrière pour l’accès des cellulases à la

cellulose, elle adsorbe irréversiblement les enzymes, ce qui a été rapporté dans la littérature

par différents auteurs (Clesceri et al., 1985; Converse et al., 1990; Lee et al., 1994). Cela a

un effet direct sur la cinétique d’hydrolyse puisque une partie du biocatalyseur est bloquée

par cette adsorption non-réactive.

Expérimentalement, l’accès à la fraction massique de la lignine d’un substrat se fait

dans la plupart des cas par une hydrolyse acide complète. Elle peut se faire aussi par

Spectroscopie Infrarouge à Transformée de Fourier (FTIR) (Faix, 1988; Stewart et al.,

1995b; Emandi et al., 2011). Ces deux techniques seront présentées plus en détail dans la
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partie I.6.2.1.

I.2.1.2 Répartition de l’hémicellulose

Comme la lignine, l’hémicellulose joue le rôle d’une barrière physique limitant l’ac-

cessibilité des cellulases aux fractions hydrolysables (Zhao et al., 2012), de ce fait, son

élimination par les différents prétraitements (acide, à la vapeur d’eau . . . ) induit une aug-

mentation de la digestibilité du substrat (Yang & Wyman, 2004; Liao et al., 2005; Öhgren

et al., 2007; Mussatto et al., 2008), ce qui a aussi été rapporté en rajoutant aux cock-

tails cellulolytiques des xylanases capables d’hydrolyser le xylane, l’un des constituants

principaux de l’hémicellulose (Tabka et al., 2006; García-Aparicio et al., 2007; Kumar &

Wyman, 2009).

Néanmoins, comparée à la lignine, l’hémicellulose est plus facile à éliminer par les

prétraitements (Zhu & Pan, 2010), à titre d’exemple, l’utilisation de l’acide sulfurique

dilué couplé à une température inférieure à 120˚C induit une élimination (conversion

en sucres simples C5) de plus de 80% de l’hémicellulose initiale du substrat (Silverstein

et al., 2007; Zhao et al., 2008; Zhao et al., 2010).

La lignocellulose, en plus des trois fractions majeures qui la constituent (cellulose,

hémicellulose et lignine), contient d’autres constituants, en faibles proportions certes mais

qui jouent un rôle, pas toujours négatif d’ailleurs, lors de son hydrolyse enzymatique.

Les groupements acétyles par exemple ont été montrés du doigt par différents chercheurs

comme facteur freinant la conversion (Grohmann et al., 1989; Kong et al., 1992; Zhu et al.,

2008). Quant aux protéines contenues dans le substrat, elles sont divisées en celles qui ont

une influence positive et celles qui, au contraire, impactent négativement l’hydrolyse (Zhao

et al., 2012) et elles ont fait l’objet de différentes recherches (Cosgrove, 2005; Himmel

& others, 2009; Lagaert et al., 2009). Notons enfin que ces protéines sont sensiblement

affectées par les différents prétraitements et les conditions de stockage.

I.2.2 Structure/morphologie du substrat

La lignocellulose se distingue par son architecture complexe quelque soit l’échelle à

laquelle elle est décrite. L’agencement de ses différents constituants lui confère des pro-

priétés structurales qui sont loin d’être complètement élucidées. Nous décrivons dans ce
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qui suit les paramètres structuraux et morphologiques les plus importants.

I.2.2.1 Le degré de polymérisation

Le degré de polymérisation (DP) est le nombre de monomères (D-glucose) constitutifs

d’une chaine de cellulose. Il varie sur une large gamme (de <100 à >15000) selon la nature

du substrat et les prétraitements qu’il a subi (Zhang & Lynd, 2004). Il est considéré comme

un facteur important lors de l’hydrolyse enzymatique étant donné que l’action élémentaire

des enzymes a pour conséquence la réduction de la taille des chaines cellulosiques donc

leur degré de polymérisation. De ce fait, il est largement abordé dans la littérature (Chang

& Holtzapple, 2000; Mansfield et al., 1999; Zhang & Lynd, 2004) ainsi que les différentes

méthodes utilisées pour sa détermination (Klemm et al., 1998; Striegel, 1997). Selon la

nature du substrat et la méthode utilisée, on peut accéder au degré de polymérisation

moyen (DPn) et/ou à une distribution du DP.

Plusieurs auteurs (Zhang & Lynd, 2005; Chen et al., 2007a; Gupta & Lee, 2009)

ont rapporté l’évolution du degré de polymérisation des substrats étudiés durant leur

hydrolyse mais avec des cinétiques plus ou moins rapides, ce qui est dû à la fois à la

nature du substrat étudié et à la nature et au type du biocatalyseur utilisé puisque chaque

enzyme est caractérisée par son propre mode d’action comme il sera décrit ultérieurement.

I.2.2.2 Le taux de cristallinité

La cellulose, au niveau de sa structure à l’échelle des chaines et des microfibrilles, est

composée d’une fraction cristalline ordonnée et d’une fraction amorphe moins ordonnée.

Cette structure particulière est due aux liaisons hydrogène dont la répartition est

loin d’être spatialement homogène, elle est sensible à l’origine de la cellulose et aux

prétraitements qu’elle a subies (Sugiyama et al., 1991; Colom et al., 2003; Monlau et al.,

2012).

Le taux de cristallinité de la cellulose peut être déterminé par différentes techniques

expérimentales telles que la diffraction des rayons X (Mittal et al., 2011; O’Dwyer et al.,

2007; Terinte et al., 2011), la résonance magnétique nucléaire RMN 13C (Hult et al.,

2000; Liitiä et al., 2003; Zhao et al., 2007), la Spectroscopie Infrarouge à Transformée de

Fourier (FTIR) (Åkerholm et al., 2004; Nelson & O’Connor, 1964; Schwanninger et al.,
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2004) et la Spectroscopie Raman (Edwards et al., 1997; Schenzel et al., 2005; Agarwal

et al., 2010). En pratique, plusieurs méthodes sont couplées pour accéder à la cristallinité

d’un substrat donné (Matuana et al., 2001; Das et al., 2010; Ciolacu et al., 2011).

Les chercheurs, notamment durant les années 1980, ont avancé que la cristallinité

est un facteur défavorable clé dans l’hydrolyse enzymatique de substrats cellulosiques, des

modèles cinétiques tenant compte de ce facteur ont été même développés (Fan et al., 1980;

Fan et al., 1981; Lee et al., 1983). Si cette hypothèse était valable, le taux de cristallinité

augmenterait au cours de l’hydrolyse puisque les fractions amorphes seraient hydrolysées

en premier (Betrabet & Paralikar, 1977; Ooshima et al., 1983). Néanmoins, différentes

études affirment que le taux de cristallinité ne varie pas au cours de l’hydrolyse (Ohmine

et al., 1983; Schurz et al., 1985; Sinitsyn et al., 1989; Lenz et al., 1990). De ce fait, il serait

difficile de conclure quant à l’importance de ce facteur pour l’hydrolyse enzymatique de

la cellulose (Mansfield et al., 1999; Lynd et al., 2002; Zhang & Lynd, 2004) d’autant plus

que des différences notables ont été constatées d’une méthode expérimentale à une autre,

ce qui rend la comparaison délicate (Park et al., 2010).

I.2.2.3 L’accessibilité

L’accessibilité des enzymes à la surface du substrat hydrolysable (cellulose amorphe)

dépend de la taille, de la forme et de la porosité de ce dernier (Kim et al., 1992) ainsi

que de son architecture spatiale. La surface accessible est généralement mesurée par la

méthode BET (Bennet-Emmit-Teller) qui repose sur l’adsorption du diazote (Fan et al.,

1980). Néanmoins, cette technique présente deux inconvénients majeurs : d’une part, la

mesure s’effectue sur un substrat sec, ce qui, de toute évidence, donne un résultat dans

des conditions différentes de celles de l’hydrolyse (Mansfield et al., 1999), d’une autre

part, les molécules de diazote, ayant une taille inférieure à celle des enzymes, accèdent

aux pores et aux cavités interdites aux enzymes. Une autre technique, plus appropriée,

est celle de l’exclusion du soluté, qui détermine la surface visible par des molécules de

tailles différentes en milieu aqueux (Grethlein, 1985; Wang et al., 2012). La connaissance

de la taille des enzymes est nécessaire dans ce cas.

Wong et al. ont montré que la différence entre l’hydrolyse d’un bois dur et celle d’un

bois tendre peut être expliquée par l’accessibilité des enzymes au substrat (Wong et al.,
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1988). En effet, les mesures montrent une différence en terme de volume des pores entre

les deux types de bois, ce qui a été avancé par (Grethlein et al., 1984). Une étude similaire

plus récente portant sur une large gamme de substrats corrobore ces résultats (Arantes

& Saddler, 2011).

Récemment, en utilisant des isothermes d’adsorption de Langmuir sur un substrat

de type Avicel (cellulose pure) partiellement hydrolysé (12%, 31%, 48% et 66%), Bansal

et al. ont rapporté une décroissance de la capacité d’adsorption du substrat au fur et à

mesure de l’avancement de l’hydrolyse (Bansal et al., 2012) (Figure I.4), ce qui avait été

également observé auparavant (Hong et al., 2007). Cela a été expliqué par la décroissance

de l’accessibilité tout au long de la réaction comme un résultat direct de l’évolution de

l’état du substrat.

Il faut noter toutefois que la notion d’accessibilité est complexe et sa définition diffère

d’un auteur à un autre. Elle fait intervenir la surface spécifique du substrat, sa composition

et sa structure. Dans l’idéal, nous cherchons à quantifier la surface réactive à laquelle les

enzymes ont accès. Or, en pratique, cette information n’est pas disponible en tant que

telle. Certes, nous pouvons accéder à la surface spécifique visible par les enzymes dans

le meilleur des cas, mais cette surface peut être constituée de composés autres que la

cellulose ou de cellulose cristalline non réactive. Dans les deux cas, l’accessibilité telle que

nous l’avons définie ne peut pas être véritablement quantifiée.

I.2.2.4 La surface spécifique / taille des particules

L’une des étapes de l’hydrolyse étant l’adsorption des enzymes sur le substrat, il

parait évident que la surface spécifique soit un facteur important mais aussi indis-

sociable de l’accessibilité et de la taille des particules. Nombreuses sont les études

qui se sont intéressées à l’influence de la taille initiale des particules du substrat sur

la cinétique de l’hydrolyse, les uns considérant cette influence comme faible (Mans-

field et al., 1999; Chang & Holtzapple, 2000), d’autres comme importante (Dasari &

Berson, 2007; Yeh et al., 2010) selon le type de substrat utilisé et le mode opératoire suivi.

Des études ont rapporté que les cinétiques d’hydrolyse de particules de cellulose micro-

cristalline ayant des tailles moyennes initiales de 38 µm et de 90 µm (Shewale & Sadana,
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1979), de particules de coton de 17 µm et de 32 µm (Sinitsyn et al., 1991) sont similaires.

Quant à Gan et al., en travaillant avec de la cellulose pure, ils ont constaté qu’en réduisant

la taille moyenne des particules de 82 à 38 µm, la vitesse d’hydrolyse a doublé lors des 10

premières heures (Gan et al., 2003). Au bout de 72 heures d’hydrolyse, la réduction de la

taille moyenne initiale des particules de cellulose de 590 à 33 µm avait pour conséquence

une augmentation de 55 % en glucose produit (Dasari & Berson, 2007). Nous donnons

dans la Figure I.2 les cinétiques obtenues par (Yeh et al., 2010) en utilisant une cellulose

pure (coton) broyée pour avoir différentes tailles initiales.

Figure I.2 – Cinétiques de conversion de celluloses pures ayant différentes tailles initiales
(Yeh et al., 2010)

La conversion en glucose est significativement améliorée avec la réduction de la taille

initiale du substrat. Il est important de signaler aussi que de tels résultats doivent être

interprétés avec précaution du fait que le procédé utilisé pour réduire la taille initiale des

particules peut impacter d’autres paramètres structuraux du substrat tel que sa cristalli-

nité et, de ce fait, la répercussion sur la vitesse d’hydrolyse est la conséquence de plusieurs

paramètres, pas uniquement de la taille initiale. Il faut noter aussi que ces études ont été

conduites sur des particules de cellulose pure et non pas sur de la lignocellulose. En effet,

les fractions de lignine et d’hémicellulose et leur répartition changent avec la réduction de
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la taille des particules (Zhang & Lynd, 2004), ce qui complique encore l’interprétation.

Vidal et al. ont résumé les différentes études portant sur la taille initiale des particules de

substrat et son impact sur la conversion (Jr et al., 2011).

Si l’influence de la taille initiale des particules de substrat sur la conversion a

été largement abordée dans la littérature, l’évolution de la taille des particules au

cours de la réaction n’a pas suscité, quant à elle, un grand intérêt. Wang et al. ont

observé une forte diminution de la taille des particules de cellulose après plusieurs

heures d’hydrolyse enzymatique grâce à des mesures en microscopie électronique (Wang

et al., 2006). Park et al. ont montré que la longueur des particules passait de 2.5 mm

à 0.33 mm après 4 heures d’hydrolyse à forte concentration en enzymes (Park et al., 2007).

Si l’évolution des propriétés morphologiques du substrat au cours de sa conversion

n’est pas bien décrite dans la littérature, cela revient en grande partie aux contraintes

expérimentales que de telles études suscitent. En effet, avoir une information fiable sur

l’évolution de la taille ou de la forme des particules dans le milieu réactionnel est une

tâche très délicate.

I.3 Facteurs liés au biocatalyseur

Un cocktail hydrolytique classique contient principalement trois activités celluloly-

tiques : l’activité cellobiohydrolase (CBH) appelée aussi exoglucanase, l’activité endoglu-

canase (EG) et enfin l’activité β-glucosidases (BGL). Les deux premières activités hydro-

lysent aussi bien les substrats solides que solubles tandis que les β-glucosidases agissent

uniquement sur le cellobiose soluble qui est un dimère de glucose (Figure I.3).

L’action des CBH se fait au niveau des extrémités des chaines cellulosiques d’une

façon processive et libère du cellobiose (dimère de glucose). La souche Trichoderma reesei

sécrète deux types de cellobiohydrolases : des CBHI agissant sur les bouts réducteurs

et des CBHII attaquant les bouts non réducteurs (Teeri et al., 1998). Ces enzymes sont

constituées d’un domaine qui leur permet de s’adsorder et de se fixer sur le substrat appelé

CBD (Cellulose Binding Domain) et un domaine catalytique (CD) pour agir au niveau

de la liaison osidique (Hilden & Johansson, 2004).

Les EG sont connues pour attaquer aléatoirement les liaisons osidiques, permettant
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Figure I.3 – Illustration des trois activités principales d’un cocktail cellulolytique (Bubner
et al., 2013)

ainsi de générer de nouvelles extrémités de chaines. Comme les CBH, elles sont caracté-

risées par un CD et un CBD dont les conformations sont différentes leur conférant cette

capacité d’agir le long des chaines (Lynd et al., 2002; Chauve, 2011).

Les BGL hydrolysent le cellobiose produit par les CBH en glucose. La fraction de BGL

dans le cocktail sécrété par Trichoderma reesei est faible, de ce fait, il est généralement

supplémenté par les BGL produites par Aspergillus niger (Chauve et al., 2010) pour un

meilleur pouvoir hydrolytique du cocktail.

I.3.1 Activité et synergie du cocktail enzymatique

La présence de différentes activités enzymatiques (au sens du type de réaction réalisée)

dans un cocktail hydrolytique dans des proportions distinctes a une influence directe sur

la vitesse d’hydrolyse. En effet, non seulement chaque type d’activité se caractérise par

son propre mode d’action mais leur combinaison induit une synergie.

L’activité d’un cocktail (ou d’une enzyme) est une grandeur quantitative qui caracté-
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rise son pouvoir hydrolytique. Une unité d’activité correspond à la production d’une µmol

de sucres réducteurs par minute dans des conditions contrôlées de température et de pH

sur un substrat spécifié.

La synergie entre deux ou plusieurs enzymes se rencontre lorsque l’action combinée

de ces enzymes conduit à une activité supérieure à la somme des activités des enzymes

utilisées séparément (Wood T. M. & McCrae Sheila I., 1979; Wood & Garcia-Campayo,

1990; Walker & Wilson, 1991), on définit alors le degré de synergie (DS) comme le rapport

entre l’activité d’un cocktail et la somme des activités des enzymes le constituant. Deux

types de synergies ont été mis en évidence dans la littérature : la synergie entre les EG et

les CBH appelée Endo-Exo et la synergie entre les CBH appelée Exo-Exo (Wood & Garcia-

Campayo, 1990; Chauve, 2011). La synergie Endo-Exo s’explique par l’attaque aléatoire

des EG qui libèrent des extrémités de chaînes qui seront disponibles pour l’action des

CBH (Medve et al., 1997; Nidetzky et al., 1994). La synergie Exo-Exo a également était

observée mais aucun mécanisme n’a été clairement établi pour l’expliquer et plusieurs

théories sont proposées (Kim et al., 1998; Kim & Hong, 2001; Chauve, 2011).

D’autres types de synergies existent mais la plus étudiée reste l’Endo-Exo vue son

importance dans le cas de l’hydrolyse de la cellulose. Zhang et al. ont résumé les différentes

études qui lui ont été consacrées (Zhang & Lynd, 2004). Ce type de synergie dépend à

la fois des propriétés du substrat (degré de polymérisation, cristallinité) et des conditions

expérimentales (concentration en enzymes, importance de l’inhibition) (Hoshino et al.,

1997; Väljamäe et al., 1999; Watson et al., 2002; Eriksson et al., 2002).

Dès lors que les différentes activités n’agissent pas indépendamment les unes des autres,

on voit à quel point la composition et la nature du cocktail sont un facteur déterminant.

On peut agir directement sur ce facteur lors de la formulation des cocktails (notamment

à l’échelle industrielle).

I.3.2 Adsorption des enzymes

Les EG et CBH de par leur mode d’action ne peuvent agir qu’une fois adsorbées sur le

substrat via leur CBD. Cela montre à quel point cette étape d’adsorption est essentielle

pour l’hydrolyse et doit être, de ce fait, prise en compte pour toute modélisation de cette

réaction.

L’adsorption est considérée comme rapide devant le temps nécessaire à la réaction
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(Lynd et al., 2002). L’équilibre d’adsorption est généralement représenté par l’isotherme

de Langmuir. Dans ce cas, la concentration en enzymes adsorbées Eb (g.kg−1) est donnée

en fonction de la concentration en enzymes libres en solution Ef (g.kg−1) par :

Eb =
EmaxKadEfS

1 +KadEf
(I.1)

Kad est la constante de dissociation (g protéine.g−1 substrat), S la concentration en

substrat (g.kg−1), Emax la capacité maximale adsorbable (g protéine.g−1 substrat).

Ce type d’isotherme est largement utilisé grâce à sa simplicité pour comparer les

propriétés cinétiques de différents systèmes cellulase-cellulose néanmoins, les hypothèses

sur lesquelles le modèle repose ne sont pas satisfaites dans tous les cas vu les spécificités

du système : l’irréversibilité partielle de l’adsorption des cellulases (Palonen et al., 1999),

les interactions entre les cellulases adsorbées, surtout à forte concentration (Jeoh et al.,

2002), le piégeage des enzymes par les pores du substrat (Lee et al., 1983), les différents

types de cellulases caractérisés par différentes constantes (Beldman et al., 1988). Comme

alternatives, d’autres modèles sont proposés, on peut citer le modèle de Langmuir à deux

sites (Ståhlberg et al., 1991; Medve et al., 1997; Medve et al., 1998; Kim & Hong, 2001),

l’isotherme de Freundlich et les modèles combinés Langmuir-Freundlich (Medve et al.,

1997).

Au final, il faut noter que le mécanisme d’adsorption des cellulases est complexe vu

l’hétérogénéité des substrats en termes de composition chimique (fractions lignine et hémi-

cellulose) et de propriétés structurales (cristallinité, surface accessible) (Mansfield et al.,

1999). Cette hétérogénéité a un caractère dynamique puisque le substrat est en interac-

tion avec le milieu réactionnel, ce qui rajoute un niveau de complexité qui n’est pas des

moindres. En effet, comme montré par (Bansal, 2011) (Figure I.4), l’adsorption des cel-

lulases et donc les paramètres de l’isotherme utilisée pour sa modélisation varient d’une

façon notable durant la conversion.

I.3.3 Inhibition des cellulases

Comme toutes les réactions enzymatiques, les cellulases sont inhibées principalement

par leurs propres produits (Ladisch et al., 1983; Saddler, 1986; Holtzapple et al., 1990).
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Figure I.4 – Données d’adsorption (symboles) à différents taux de conversion fittés pas
des isothermes de Langmuir (continu) pour un substrat de type Avicel PH-101 et un cock-
tail de T. reesei (Bansal, 2011).

Ainsi, les CBH et les EG sont inhibées par l’accumulation du cellobiose (Lee & Fan, 1983;

Gregg & Saddler, 1995). Nombre de chercheurs affirment que ces deux types de cellulases

sont même sensibles à la présence du glucose dans le milieu réactionnel (Holtzapple et al.,

1984; Holtzapple et al., 1990; Xiao et al., 2004) mais avec un effet beaucoup moins im-

portant que le cellobiose. Quant aux BGL, elles sont inhibées par le glucose (Holtzapple

et al., 1990). Comme conséquence directe, l’inhibition provoque une chute de la vitesse

d’hydrolyse et donc des taux de conversion faibles. Cet effet est illustré dans la Figure I.5

où du papier filtre à 5 % et 20 % massique est hydrolysé avec et sans ajout de glucose

initialement (Kristensen et al., 2009). La présence du glucose dans le réacteur provoque

l’inhibition des cellulases et par conséquence le taux de conversion chute considérablement

notamment pour la réaction à faible charge en substrat.

Pour juguler cet effet, conséquence de l’accumulation rapide des sucres produits, dif-

férentes techniques sont proposées telles que l’utilisation de concentrations élevées en

enzymes, l’ajout séquentiel des BGL (Avramidis & Siau, 1987; Breuil et al., 1990) ou bien

la fermentation des sucres dès leur production (procédé SSF : Simultaneous Saccharifi-

cation and Fermentation) (Saddler et al., 1982; Mes-Hartree et al., 1987; Szczodrak &

Targoński, 1989). Andrić et al. ont récapitulé les différents travaux concernant ce facteur

important (Andric et al., 2010; Andrić et al., 2010).
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Figure I.5 – Hydrolyse enzymatique du papier filtre à deux charges différentes en matière
sèche (DM : Dry Matter) avec et sans ajout du glucose initialement (Kristensen et al.,
2009). Les conversions finales (en %) sont données à droite.

I.3.4 Désactivation des cellulases

Il est généralement admis que les cellulases sont sensibles à des degrés différents selon

leur nature et peuvent être désactivées en contact d’une interface gaz-liquide (Reese &

Ryu, 1980). Elles peuvent être thermiquement instables et/ou désactivées mécaniquement

par le mélange ainsi que par le pH du milieu réactionnel (Ganesh et al., 2000; Naidu &

Panda, 2003; Zhang et al., 2010). Une fois encore, il est difficile de quantifier chaque

phénomène puisque non seulement chaque enzyme selon sa nature aura une sensibilité

différente mais si elle est désactivée en contact d’une interface gaz-liquide, le mélange va

accentuer ce phénomène en ramenant continuellement à la surface de nouvelles enzymes.

Dans ce cas, si on s’intéresse uniquement au mélange, on pourra vite conclure qu’il pro-

voque la désactivation des enzymes, ce qui n’est pas vraiment le cas. Ainsi, la notion de

l’âge des enzymes pourrait contribuer à minimiser cet effet et apporter des solutions au

niveau procédé en optimisant l’ajout séquentiel d’enzymes à titre d’exemple.
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I.4 Facteurs liés aux conditions opératoires

La réaction d’hydrolyse, en plus des paramètres relatifs au substrat et aux biocataly-

seurs utilisés, est sensible aux conditions opératoires, essentiellement la température, le

pH et le mélange.

Toutes les enzymes, en tant que protéines, sont sensibles à la température et générale-

ment caractérisées par un intervalle d’optimalité autour de 40 à 50 ˚C. Des températures

élevées les dénaturent complètement tandis que les températures basses les inhibent (An-

dreaus et al., 1999; Zheng et al., 2013). Les enzymes sont aussi sensibles au pH de la

solution où elles évoluent, et selon leur nature, elles n’ont pas nécessairement le même

pH pour une activité optimale (Chen et al., 2012). Néanmoins, très peu d’études sont

consacrées à ces deux paramètres pour des cinétiques à longue durée.

L’effet de l’agitation sur la vitesse d’hydrolyse se pose généralement lors du change-

ment d’échelle et le passage à des volumes importants ainsi que lors de l’utilisation de

charges importantes en substrat. Différentes études ont montré que l’agitation a un effet

direct sur la vitesse de conversion (Sakata et al., 1985; Lavenson et al., 2012). Le mélange

favorise le contact enzymes-substrat et donc l’adsorption des enzymes, il homogénéise les

concentrations des produits et réduit de ce fait l’effet d’inhibition en limitant l’accumu-

lation des produits au voisinage de la zone d’activité des enzymes. Il peut jouer aussi au

niveau de la structure particulaire du substrat en favorisant la rupture et donc l’augmen-

tation de la surface disponible pour les enzymes (Kadić et al., 2014). De ce fait, différents

stratégies de mélange ont été testées, soit à différentes vitesses d’agitation ou en alternant

plusieurs vitesses afin d’optimiser à la fois la conversion et la consommation énergétique

(Ingesson et al., 2001; Pal & Chakraborty, 2013; Palmqvist et al., 2011). En contre partie,

des contraintes de cisaillement élevées peuvent provoquer une désactivation des enzymes

(Ganesh et al., 2000).

I.5 Conclusion

L’ensemble des facteurs que nous venons d’évoquer, qu’ils soient liés à la nature et

aux propriétés du substrat, à la nature du biocatalyseur ou aux conditions opératoires,

sont combinés les uns aux autres d’où la difficulté de quantifier l’effet d’un seul paramètre

sans tenir compte de la totalité du système. A titre d’exemple, un prétraitement visant
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à modifier la composition chimique du substrat telle que la délignification aura pour

conséquence une modification d’un paramètre structural qui est l’accessibilité des enzymes

aux fractions hydrolysables et affecte aussi la distribution de taille des pores (Mansfield

et al., 1999). De même, le broyage du substrat induit une diminution de la taille moyenne

des particules mais aussi une modification de sa cristallinité et une augmentation de sa

surface spécifique.

Il convient de signaler aussi que la plupart de ces facteurs évoluent au cours de la

réaction d’hydrolyse avec des interactions mutuelles modifiant l’état du substrat (taille

des particules, DP, l’accessibilité, . . .) et les enzymes perdent progressivement leur pouvoir

hydrolytique (inhibition, désactivation, adsorption non productive, . . .), ce qui a comme

conséquence la diminution progressive de la vitesse globale de la réaction et donc une

hydrolyse partielle du substrat en dépit du temps de la réaction et de la charge en enzymes

élevés (Figure I.6).

Figure I.6 – Évolution de la conversion en sucres simples et de la vitesse apparente
durant l’hydrolyse enzymatique d’un substrat de type Avicel PH-101 (Chauve, 2011)

I.6 Outils de caractérisation

Pour caractériser à la fois le substrat initial et l’évolution de ses différentes proprié-

tés durant l’hydrolyse enzymatique mais aussi l’avancement de la réaction au sens large
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(conversion en sucres simples), un nombre important de techniques expérimentales existe

dans la littérature. Nous abordons dans cette section les techniques les plus répandues.

I.6.1 Outils analytiques

La façon la plus simple de suivre dans le temps une activité enzymatique sur un sub-

strat donné est de quantifier les produits de la réaction en question, c’est à dire les sucres

réducteurs et/ou simples. Pour cela, différentes techniques sont utilisées et généralement

combinées pour avoir une information la plus complète et précise possible.

I.6.1.1 Sucres réducteurs

Les extrémités réductrices des sucres sont des fonctions aldéhydes qui peuvent être

oxydées en fonctions carboxyliques en présence d’un oxydant tel que l’acide dinitrosali-

cylique (DNS) en milieu chaud et alcalin. Le DNS initialement de couleur jaune vire en

orangé-rouge après réaction, dosable par spectrophotométrie (Miller, 1959; Ghose, 1987).

Le protocole DNS est simple à mettre en place, très peu coûteux et rapide et peut

même être automatisé (Decker et al., 2003; Navarro et al., 2010), raisons pour lesquelles il

est largement utilisé à la fois pour le suivi de la réaction d’hydrolyse et pour caractériser

l’activité des cellulases. Néanmoins, la précision et la fiabilité de cette méthode sont

remises en cause. En effet, la gamme d’étalonnage lors du dosage est souvent basée

sur du glucose alors que dans les échantillons analysés, tous les polysaccharides (avec

différents poids moléculaires) réagissent. De plus, les volumes des réactifs utilisés, le

temps d’incubation et la longueur d’onde (pour la spectrophotométie) sont autant de

paramètres qui affectent considérablement la qualité des résultats et de ce fait, doivent

être optimisés, ce qui n’est pas toujours le cas (Coward-Kelly et al., 2003; Wood et al.,

2012).

La méthode dite de Nelson et Somogyi (Nelson & others, 1944; Somogyi, 1952) est

plus précise et permet de combler un certain nombre d’inconvénients de la méthode DNS

(Gusakov et al., 2011). Elle est basée sur la réduction des ions Cu2+ en Cu+ par les

polysaccharides réducteurs en milieu alcalin. Les ions Cu+ ainsi formés réagissent à leur

tour avec un réactif arséno-molybdique pour donner une coloration bleue. Comme le DNS,

un dosage spectrophotométrique permet la quantification des sucres réducteurs.
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D’autres méthodes existent telles que l’utilisation du ferricyanide de potassium (Cole,

1933) ou l’acide 4-hydroxybenzoïque hydrazide (Lever, 1972) mais elles sont moins répan-

dues.

I.6.1.2 Sucres simples

Pour quantifier les oligosaccharides (DP = 1 − 6) produits durant la réaction d’hy-

drolyse, des méthodes chromatographiques sont utilisées telles que la Chromatographie

Liquide Haute Performance (HPLC) ou la chromatographie échangeuse d’ions (Cataldi

et al., 2000). Ces techniques basées sur l’interaction entre les oligosaccharides et la phase

stationnaire couplées avec des détecteurs spécifiques permettent la séparation et la quan-

tification des sucres avec une grande précision.

Dans le cas où l’objectif est uniquement la concentration en glucose, des méthodes

plus simples peuvent être utilisées. On peut citer à titre d’exemple le glucostat dont le

principe est basé sur l’oxydation du glucose avec l’enzyme glucose oxidase. La mesure de

la quantité d’oxygène consommée permet l’accès à la concentration du glucose (Chauve,

2011).

I.6.2 Caractérisation physique et physico-chimique du substrat

Comme discuté dans la première partie, la nature et les propriétés du substrat jouent

un rôle capital lors de l’hydrolyse enzymatique, raison pour laquelle une caractérisation

fine et multi-échelle est nécessaire. Une panoplie de techniques expérimentales issues de

différents domaines scientifiques sont adaptées et utilisées.

I.6.2.1 Composition du substrat

Pour remonter à la composition d’un substrat (fractions lignine, hémicellulose et

cellulose), une hydrolyse acide complète (à l’acide sulfurique) est généralement réalisée

(suivant le protocole décrit dans (Sluiter et al., 2007) par exemple). L’hydrolysat est

analysé par HPLC pour la détermination des concentrations en sucres simples et donc la

teneur en cellulose et hémicellulose. La fraction insoluble est constitué majoritairement

de lignine (en plus des cendres et des protéines insolubles). La partie de lignine solubilisée

est déterminée par spectroscopie UV-visible (Chauve, 2011). Cette méthode destructive

donne une information exclusivement quantitative sur la composition du substrat et
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nécessite des temps longs (au minimum un jour).

La spectroscopie infrarouge à transformée de Fourier (FTIR) est une alternative pro-

metteuse qui attire de plus en plus de recherches. Cette technique d’analyse non des-

tructive est basée sur l’interaction rayonnement-matière dans le domaine infrarouge (IR :

longueur d’onde entre 0.7 et 50 µm) puisque la majorité des molécules organiques et

inorganiques vibrent à des fréquences identiques à celles de l’IR (généralement dans le

moyen IR : longueur d’onde entre 2.5 et 25 µm). La substance étudiée est irradiée avec

un faisceau ayant des longueurs d’onde connues et le faisceau réfléchi ou transmis est

analysé. Les éléments chimiques de la substance (composition et nature des liaisons inter-

et intra-moléculaires) absorbent à des longueurs d’onde spécifiques et laissent ainsi leur

empreinte sur le faisceau en sortie (Essendoubi, 2007). Dans le cas de la lignocellulose

(substrat solide), l’analyse par réflexion (généralement en mode ATR : Attenuated Total

Reflectance) est utilisée.

Adapa et al. proposent une étude bibliographique sur les fréquences d’absorption des

constituants de lignocelluloses d’origines différentes (pailles de blé et d’orge, sons de maïs

et d’avoine, . . .) (Adapa et al., 2009). Les composés aromatiques de la lignine absorbent

autour d’une fréquence de 1510 cm−1 (Stewart et al., 1995a; Yu, 2005) alors qu’une mul-

titude de fréquences sont caractéristiques de la cellulose (selon la liaison considérée et

le type de vibration) (Chen et al., 1997; Yu, 2005; Schulz & Baranska, 2007). Très peu

d’études sont dédiées par contre à l’hémicellulose (Chen et al., 1997; Schulz & Baranska,

2007). Si la majorité des études sont qualitatives, une poignée tente d’exploiter l’inten-

sité des pics d’absorption caractéristiques avec différentes méthodes pour remonter aux

fractions des trois constituants notamment le taux de lignine (Faix, 1988; Emandi et al.,

2011).

Les atouts de cette méthode sont sa rapidité, les quantités négligeables de substrat

qu’elle nécessite et la simplicité du protocole expérimental. En contre partie, l’exploitation

des spectres est une tâche complexe. L’information produite concerne la composition en

surface en un point, ce qui peut poser problème dans le cas d’un substrat hétérogène.
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I.6.2.2 Degré de polymérisation et distribution de taille

Le degré de polymérisation moyen d’un substrat cellulosique peut être déterminé en

mesurant sa viscosité intrinsèque une fois dissout dans un solvant organo-métallique tel

que la cupri-éthylène-diamine (CED). Evans et al. donnent le DP moyen en fonction de

la viscosité intrinsèque selon la corrélation suivante (Evans & Wallis, 1989) :

DP 0.9 = 1.65 · [η] (I.2)

Avec η la viscosité intrinsèque en mL.g−1.

Dans le cas d’un substrat soluble, la distribution de la masse molaire des chaines

cellulosiques (MMD : Molar Mass Distribution) donne une information complète sur les

tailles des polymères présents en solution et peut être atteinte en utilisant la chromato-

graphie d’exclusion stérique (SEC : Size-Exclusion Chromatography). Cette technique de

séparation des macromolécules en solution est généralement couplée à différents types de

détecteurs (réfractomètre différentiel, spectromètre UV, détecteur à diffusion de lumière

multi-angles MALLS, . . .) (Saake et al., 2001; Schult et al., 2002; Eremeeva, 2003). Cette

technique peut être utilisée pour le suivi de l’évolution de la MMD durant la réaction

d’hydrolyse enzymatique (Kleman-Leyer et al., 1994; Chen et al., 2007b; Zhang et al.,

2011). A partir de la MMD, la masse molaire moyenne en nombre (équation I.3) et/ou

en volume (équation I.4) peuvent être estimées, ce qui permet de remonter au DP moyen

via la masse molaire du motif élémentaire.

Mn =

∑
niMi∑
ni

(I.3)

Mw =

∑
niM

2
i∑

niMi

(I.4)

Avec Mi la masse molaire du polymère i et ni sa fraction en nombre.

Dans le cas d’un substrat particulaire, la distribution de taille est accessible expéri-

mentalement avec les différentes techniques d’analyses granulométriques.

En voie sèche et avec une plage de tailles de quelques centaines de micromètres à

quelques millimètres, le tamisage peut être utilisé pour caractériser la granulométrie
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du substrat initial (Del Rio et al., 2012). Néanmoins cette technique nécessite de

grandes quantités de substrat et n’est donc pas adéquate pour un suivi continu dans

le cas de l’hydrolyse. De plus, elle est limitée à des tailles relativement grandes (>100 µm).

Une technique de plus en plus répandue est la granulométrie laser dont le principe est

basé sur la diffraction de la lumière incidente à l’encontre d’une particule en suspension

(Figure I.7). L’intensité et l’angle de diffraction sont fonction de la taille des particules,

de leur indice de réfraction et de la concentration du milieu. Le fondement théorique est

donné par la théorie de Fraunhofer complétée par la théorie de Mie. L’intervalle de dé-

tection varie entre quelques dizaines de nanomètres à quelques centaines de micromètres

avec l’hypothèse de la sphéricité des particules et le résultat brut est donné en fractions

volumiques de diamètres équivalents. Cette technique est largement utilisée pour sa sim-

plicité et sa rapidité mais ne donne aucune information sur la forme des particules ni leur

concentration (Silva et al., 2012; Khullar et al., 2013).

Figure I.7 – Schéma illustratif de la diffraction laser (lumières bleue et rouge) à l’encontre
de particules en suspension 1

Pour avoir une idée sur la forme des particules et suivre l’évolution de leurs propriétés

morphologiques durant l’hydrolyse, des techniques de visualisation couplées avec un trai-

tement d’images approprié sont de plus en plus utilisées. Ces techniques sont développées

à la fois en voie sèche et en voie liquide suivant différents dispositifs expérimentaux selon

le besoin (Chinga-Carrasco et al., 2010; Nguyen et al., 2013; Kinnarinen & Häkkinen,

2014).

1. ©Malvern Instrument Ltd
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I.6.2.3 Cristallinité

Pour caractériser la microstructure d’un substrat solide, la technique de diffraction

des rayons X (WAXS : Wide-Angle X-ray Scattering) est la plus utilisée. L’exploitation

du spectre de diffraction pour remonter à l’indice de cristallinité du substrat analysé peut

se faire moyennant différentes méthodes analytiques (Bansal et al., 2010). Segal et al.

proposent la corrélation (équation I.5) pour estimer la fraction cristalline (CrI) à partir

de la hauteur de deux pics (relatifs aux fractions cristalline et amorphe) par rapport à

une ligne de base (Segal et al., 1959).

CrI(%) =
I002 − Iam

I002

· 100 (I.5)

I002 est le maximum d’intensité du pic pour 2θ = 22˚(fraction cristalline) et Iam le

minimum d’intensité du pic pour 2θ = 18˚(fraction amorphe) comme illustré sur la Figure

I.3 (Park et al., 2010).

Figure I.8 – Spectre de diffraction aux rayons X d’une cellulose microcristalline (Avicel
PH-101) illustrant la méthode d’évaluation du taux de cristallinité par la hauteur des pics
(Park et al., 2010)

La spectroscopie de résonance magnétique nucléaire (13C-RMN) en phase solide

en utilisant les techniques de l’angle magique (MAS : Magic Angle Spinning) et de la

polarisation croisée (CP : Cross-Polarization) est aussi largement utilisée (Hult et al.,

2000; Park et al., 2009). Cette technique permet l’étude de la nature des liaisons chi-

miques présentes dans l’échantillon analysé et donc remonter à la cristallinité du substrat
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(Berlioz, 2007). Elle donne des résultats précis mais nécessite des temps d’acquisition

longs pour avoir une bonne résolution et perd sa précision pour des substrats à faible

taux de cristallinité (Bansal et al., 2010).

Figure I.9 – Spectres FTIR d’une cellulose microcristalline (Avicel PH-101) avant et
après prétraitement (Ciolacu et al., 2011)

La spectroscopie infrarouge à transformée de Fourier (FTIR) est aussi utilisée pour

quantifier le taux de cristallinité d’un substrat. Différents pics sont utilisés du fait du poly-

morphisme de la cellulose qui dépend de sa nature et des prétraitements appliqués (O’Sul-

livan, 1997). O’Connor et al. proposent d’utiliser le ratio des pics 1429 cm−1/894 cm−1

(O’Connor et al., 1958). Nelson et O’Connor utilisent le ratio surfacique 1372 cm−1/2900

cm−1 qu’ils valident par comparaison avec la méthode de diffraction des rayons X (Nelson

& O’Connor, 1964). Ciolacu et al. ont utilisé ces deux ratios sur différents types de sub-

strats avec et sans prétraitement puis comparé les résultats avec la méthode de diffraction

des rayons X (Ciolacu et al., 2011). Nous donnons à titre d’exemple les spectres FTIR

d’une cellulose microcristalline avant et après prétraitement visant à la rendre amorphe

(Figure I.4).

Comme la FTIR, la spectroscopie Raman (éventuellement à transformée de Fourier)
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est aussi de plus en plus utilisée et peut compléter la FTIR dans certain cas (Schenzel

et al., 2005; Adapa et al., 2009).

Nous avons donné ici une analyse très rapide de quelques techniques expérimentales

utilisées pour la caractérisation des substrats à différentes échelles. Ces techniques sont

dans la plupart des cas complémentaires et permettent le suivi de l’évolution des propriétés

du substrat et de sa conversion durant la réaction d’hydrolyse.

I.7 Approches de modélisation

Une littérature abondante relative à la modélisation de la réaction d’hydrolyse en-

zymatique de la (ligno)-cellulose existe, elle a fait l’objet de plusieurs reviews (Zhang &

Lynd, 2004; Bansal et al., 2009; Sousa Jr et al., 2011). Cette réaction hétérogène s’effectue

en plusieurs étapes (Hosseini & Shah, 2011b) :

1. Transfert de l’enzyme de la phase continue à la surface des particules du substrat

2. Adsorption de l’enzyme sur le substrat et formation d’un complexe enzyme-substrat

3. Transfert d’une molécule d’eau au complexe formé

4. Rupture d’une liaison glycosidique

5. Désorption complète de l’enzyme (EG) ou du CD uniquement (CBH)

6. Transfert du produit de la réaction dans le milieu continu

7. Hydrolyse du produit (cellobiose) en glucose par les BGL

La complexité du mécanisme réactionnel en plus des différents paramètres décrits

auparavant qui interviennent à un moment ou à un autre font de la modélisation de cette

réaction une tâche délicate. Différents modèles sont proposés, ils peuvent être divisés en

deux grandes classes : les modèles cinétiques et les modèles mécanistiques.

I.7.1 Approches cinétiques

Cette classe englobe les modèles décrivant l’évolution de la conversion du substrat

(concentrations en sucres simples : cellobiose, glucose et éventuellement xylose) en mode

batch à partir de la connaissance de la concentration initiale globale du substrat quelque

soit l’expression mathématique utilisée. On distingue les modèles empiriques, les modèles
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basés sur l’équation de Michaelis-Menten et les modèles qui prennent en compte l’adsorp-

tion des enzymes.

I.7.1.1 Modèles empiriques

Les modèles empiriques sont basés sur des corrélations reliant la vitesse d’hydrolyse

en termes de production de sucres ou de conversion à une ou plusieurs caractéristiques

du substrat, du biocatalyseur et/ou du milieu réactionnel. Ces modèles aident à mieux

comprendre et à quantifier l’effet d’un paramètre donné sur la cinétique globale de la

réaction. Ainsi, toute une série de facteurs a été passée en revue : degré de cristallinité

(Chang & Holtzapple, 2000; Laureano-Perez et al., 2005), taux de lignine (Gharpuray

et al., 1983; Kim & Holtzapple, 2006), concentrations en enzymes (Park et al., 2002;

Zhou et al., 2009), température et pH (Vásquez et al., 2007). . . etc.

Le grand handicap de ce type de modèles réside dans le fait qu’ils ne peuvent pas être

extrapolés au-delà des conditions qui ont permis leur développement néanmoins, dans

le cas où des banques de données importantes existent sur l’effet d’un paramètre par

exemple, des modèles statistiques peuvent être développés (O’Dwyer et al., 2007).

I.7.1.2 Modèles de Michaelis-Menten

Le modèle de Michaelis-Menten (MM) a été développé initialement pour décrire des

réactions en phase homogène (Michaelis & Menten, 1913), donc il est plus adapté pour dé-

crire les cinétiques enzymatiques d’un substrat soluble telle que l’action des β-glucosidases

sur le cellobiose. Il repose sur le schéma réactionnel suivant :

E + S
k−1

�
k1

ES
k2−→ E + P (I.6)

E : Enzymes libres

S : Substrat

ES : Complexe Enzyme/Substrat

P : Produit

k1 : Constante de formation du complexe ES

k−1 : Constante de dissociation du complexe ES
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k2 : Constante de formation du produit P

En mode batch, la vitesse de formation du produit P peut s’écrire comme :

d[P ]

dt
= k2[ES] (I.7)

où [ ] désigne la concentration.

En appliquant l’hypothèse de l’état quasi-stationnaire au complexe ES, nous avons :

d[ES]

dt
= k1[E][S]− k−1[ES] + k2[ES] = 0 (I.8)

d’où :

[ES] =
k1

k−1 + k2

[E][S] =
[E][S]

Km

(I.9)

Par ailleurs, nous avons à partir du bilan de matière sur les enzymes :

[E]0 = [E] + [ES] (I.10)

En combinant les équations (I.9) et (I.10), nous obtenons :

[ES] =
[E]0[S]

Km + [S]
(I.11)

L’équation de la vitesse (I.7) s’exprime alors comme :

d[P ]

dt
=

k2[E]0[S]
k−1+k2
k1

+ [S]
=

Vm[S]

Km + [S]
(I.12)

Pour caractériser la capacité hydrolytique d’une enzyme ou d’un cocktail d’enzymes

donné, il conviendrait de se mettre dans des conditions favorables à l’activité des enzymes,

en d’autres termes éviter les phénomènes d’inhibition par les produits, de désactivation

et de perte en activité sur des temps longs, cela reviendrait donc à ne s’intéresser qu’aux

temps initiaux où tous ces phénomènes indésirables sont négligeables. Les constantes

du modèle pour un cocktail donné s’obtiennent alors en faisant varier la concentration

initiale du substrat et en linéarisant l’équation (I.12).
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Néanmoins, même en s’intéressant aux vitesses initiales, l’utilisation d’un substrat

particulaire pose problème dès lors que les phénomènes de diffusion (des enzymes et

des produits) et d’accessibilité aux fractions hydrolysables interviennent. L’extension de

ce modèle pour les cinétiques longue durée où plusieurs phénomènes se superposent est

l’une des façons les plus simples pour modéliser la réaction d’hydrolyse enzymatique de

la cellulose (Huang, 1975; Beltrame et al., 1984; Nidetzky et al., 1994; Bezerra & Dias,

2005; Shin et al., 2006; Drissen et al., 2007) mais dans ce cas, les constantes cinétiques

du modèle perdent leur sens physique et ne sont que des grandeurs apparentes accessibles

expérimentalement. En d’autres termes, il ne reste du modèle de Michaelis-Menten que

l’expression mathématique.

Dans l’équation (I.12), la concentration du substrat [S] dépend du temps t puisque

des fractions sont solubilisées. Pour pouvoir intégrer cette équation, il faudrait expliciter

[S](t). En faisant un bilan de matière sur le substrat (dans un système batch), nous avons :

[S]0 = [S] + α[P ] (I.13)

où [S]0 est la concentration initiale en substrat, α est le coefficient stœchiométrique

lors de la formation du produit P (dû à l’hydratation des liaisons β-glycosidiques).

En introduisant l’équation (I.13) dans l’équation (I.12) avec l’hypothèse d’une stœ-

chiométrie unitaire pour simplifier (α = 1), nous obtenons :

d[P ]

dt
=

Vm ([S]0 − [P ])

Km + [S]0 − [P ]
(I.14)

L’intégration de l’équation (I.14) donne l’évolution temporelle de la concentration du

produit. Il faut noter que dans ce cas précis, la seule limitation est la concentration du

substrat, la vitesse de la réaction s’annule une fois la totalité du substrat convertie.

Dès lors qu’on s’intéresse aux cinétiques sur des temps longs, un des phénomènes

limitants les plus critiques est l’inhibition des activités enzymatiques par leurs propres

produits. Différents mécanismes d’inhibition sont proposés dans la littérature (Andric

et al., 2010) classés en trois grandes classes : compétitive, noncompétitive et incompétitive

(Chauve, 2011). Le schéma d’une inhibition compétitive est le plus utilisé dans le cas des

cellulases.
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Il devient alors indispensable d’incorporer ce phénomène dans le modèle de Michaelis-

Menten. Dans le cas d’une inhibition compétitive, une étape de complexation de l’enzyme

avec le produit se met en place en parallèle avec la réaction principale :

E + P
Kp
� EP (I.15)

La vitesse d’hydrolyse s’écrit alors comme suit :

d[P ]

dt
=

Vm ([S]0 − [P ])

Km

(
1 + [P ]

Kp

)
+ [S]0 − [P ]

(I.16)

Où Kp est la constante d’inhibition.

Ce modèle est largement utilisé puisque son expression mathématique simple per-

met d’ajuster des données expérimentales spécifiques de l’hydrolyse, en identifiant les

constantes Km et Vm.

I.7.1.3 Modèles prenant en compte l’adsorption

Comme mentionné précédemment, l’hydrolyse enzymatique de la lignocellulose est

une réaction hétérogène où l’adsorption des enzymes est une étape clé du mécanisme

réactionnel global. En effet, la vitesse de dégradation du substrat dépend directement de

la quantité d’enzymes adsorbées actives. Il conviendrait, de ce fait, de tenir compte de

cette étape lors de la modélisation de la réaction d’hydrolyse.

Kadam et al. ont développé un modèle d’hydrolyse d’un substrat constitué de cellulose

et d’hémicellulose où trois mécanismes réactionnels sont mis en place. Il s’agit de deux

réactions hétérogènes où la cellulose est transformée en cellobiose (r1) et en glucose (r2) et

d’une réaction homogène de conversion du cellobiose en glucose (r3) (Kadam et al., 2004).

L’adsorption des cellulases est modélisée par des isothermes de Langmuir (équation I.1).

De plus, une inhibition compétitive des activités enzymatiques par les sucres simples

(cellobiose : CC , glucose : CG et xylose : CX) est incorporée via les constantes d’inhibition

KiIC , KiIG et KiIX respectivement. La réaction homogène (r3) suit une loi Michaelienne.

r1 =
k1rE1bRSS

1 + CC
K1IC

+ CG
K1IG

+ CX
K1IX

(I.17)
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r2 =
k2r(E1b + E2b)RSS

1 + CC
K2IC

+ CG
K2IG

+ X
K2IX

(I.18)

r3 =
k3rE2fCC

K3M

(
1 + CG

K3IG
+ CX

K3IX

)
+G2

(I.19)

Étant donné la difficulté expérimentale inhérente à l’évaluation des paramètres des

isothermes d’adsorption le long du processus de transformation, le problème est réduit

à la caractérisation uniquement des propriétés d’adsorption du substrat initial dans

la plupart des cas. L’évolution des propriétés du substrat durant la réaction modifie

l’équilibre d’adsorption comme montré par Hong et al. qui, en travaillant sur un substrat

de type Avicel, ont constaté que la quantité maximale d’enzymes adsorbable Emax décroit

au fur et à mesure que la réaction avance du fait de la solubilisation du substrat (Hong

et al., 2007). De ce fait, un paramètre de réactivité du substrat RS est rajouté au modèle.

Ce paramètre, représentant le caractère dynamique de la transformation, est explicité

sous forme d’une fonction mathématique décroissante, soit proportionnelle au rapport

(S(t)/S0) (Kadam et al., 2004; Khodaverdi et al., 2011; Morales-Rodriguez et al., 2011;

Angarita et al., 2015) ou une exponentielle négative (e−λt)(Ljunggren, 2005; Neto et al.,

2013).

Dans la continuité du travail de (Kadam et al., 2004), Liao et al. proposent un modèle

de dégradation d’un substrat lignocellulosique en considérant l’ensemble des activités

comme une seule réaction inhibée par le glucose en tenant compte de l’adsorption via

l’isotherme de Langmuir (Liao et al., 2008).

r =
kCeffEC

1 + CG
KIG

(I.20)

Où Ceff est la concentration de la cellulose disponible pour les enzymes donnée par :

Ceff =

(
C

C0

)λ
C (I.21)

Avec C la concentration en cellulose, C0 la concentration de la cellulose initiale et λ

une constante. EC est la concentration d’enzymes adsorbées par la cellulose donnée par :
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EC =
Eb

C + Lg +H
C (I.22)

Lg et H sont les concentrations en lignine et en hémicellulose respectivement.

Pour tenir compte de l’évolution de l’état du substrat et donc de ses propriétés d’ad-

sorption durant la réaction, une relation empirique (équation I.23) donne l’évolution de

la constante d’adsorption en fonction du temps.

Kad =
at

b+ t
(I.23)

Où a et b sont des constantes empiriques et t le temps.

Différents travaux ont repris le modèle de (Kadam et al., 2004) en proposant des

modifications pour pouvoir l’appliquer à différents types de substrats (Ljunggren, 2005),

à des procédés fed-batch (Morales-Rodríguez et al., 2010; Hodge et al., 2009), à des pro-

cédés SSF (Simultaneous Saccharification and Fermentation) (Morales-Rodriguez et al.,

2011) ou pour tenir compte de l’adsorption non-réactive sur la lignine (Zheng et al., 2009).

La description de l’adsorption et de la désorption d’enzymes hors équilibre peuvent être

décrites à l’aides d’équations cinétiques (Gan et al., 2003). A titre d’exemple, l’adsorption

des enzymes (E) sur la cellulose active (C) est schématisée par :

E + C
kC2

�
kC1

EC (I.24)

Elle est traduite par l’équation cinétique suivante :

dEC

dt
= kC1E · C − kC2EC + kPEC (I.25)

Avec kC1 la constante d’adsorption sur la cellulose active, kC2 la constante de

désorption de la cellulose active et kP la constante de formation du produit.

Le même schéma est appliqué à la cellulose inactive ainsi qu’à la complexation

reversible enzyme-produit. Puisque le substrat est constitué de surfaces active et inactive,

la fraction de cellulose inactive est directement remplacée par l’indice de cristallinité
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(Fan & Lee, 1983; Gan et al., 2003). Étant donné le renouvellement de la surface du

substrat au cours de la réaction, des termes d’évolution des surfaces active et inactive

sont indispensables.

Cette étude pointe l’importance à la fois de la structure initiale du substrat (distri-

bution de taille des particules, la cristallinité) et son évolution durant la réaction (évo-

lution de la cristallinité et donc de l’adsorption inactive, évolution de l’accessibilité . . .)

comme deux éléments qui expliquent en grande partie le comportement macroscopique

du système caractérisé par une vitesse de conversion initiale rapide puis un ralentissement

progressif. Les modèles cinétiques tentent de traduire l’évolution du substrat au travers de

lois macroscopiques s’appuyant sur la concentration totale en substrat sans tenir compte

explicitement de l’évolution de la taille des particules.

I.7.2 Approches mécanistiques

Nous désignons par approches mécanistiques toutes les tentatives visant à modéliser

la réaction d’hydrolyse sans utiliser la concentration du substrat comme variable globale

mais introduisent une description fine du substrat, du mode d’action des enzymes et/ou

des interactions accompagnant la conversion. Ces approches prennent en compte une ou

plusieurs hétérogénéités du système au niveau structurel du modèle.

I.7.2.1 Modèles de chaines polymères

L’une des toutes premières tentatives est celle d’Okazaki et Moo-Young qui ont proposé

un modèle où la variable est le degré de polymérisation des chaines cellulosiques qui

évoluent suivant une cinétique Michaelienne (Okazaki & Moo-Young, 1978). Les trois

principales activités cellulolytiques (EG, CBH et BGL) sont prises en compte ainsi que

l’inhibition. Zhang et Lynd ont développé un modèle semblable donnant l’évolution du

degré de polymérisation des chaines suivant un mécanisme d’adsorption puis réaction

sans tenir compte de l’activité des BGL ni de l’inhibition mais introduisent un facteur

d’accessibilité des cellulases aux liaisons hydrolysables (qui reste constant le long de la

réaction) et font la distinction entre les deux activités CBHI et CBHII (Zhang & Lynd,

2006). Les deux modèles traduisent l’effet de synergie Endo-Exo entre les EG et les CBH.
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I.7.2.2 Modèles à cœur rétrécissant

Partant du constat que lors de l’hydrolyse enzymatique d’un substrat particulaire la

taille des particules diminue durant la réaction, des modèles cinétiques à cœur rétrécissant

sont proposés (Movagarnejad et al., 2000; Movagharnejad & Sohrabi, 2003; Movagharne-

jad, 2005). Dans ce cas, le substrat est assimilé à des cylindres sur lesquels les enzymes

d’adsorbent mais uniquement sur la surface externe avec l’hypothèse de l’absence d’une

diffusion interne (taille des enzymes supérieure à celle des pores). L’adsorption suit une

isotherme de Langmuir, les enzymes sont inhibées et la forme des particules est préservée.

Ainsi, durant la réaction, le volume des particules diminue, de même pour leur surface

ce qui fait chuter le nombre de sites accessibles et affecte négativement la vitesse de la

réaction. Dans ce type de modèles, aucune distinction ne peut être faite entre les diffé-

rentes activités cellulolytiques puisque leurs mécanismes élémentaires ne sont pas décrits

à l’échelle de la particule.

I.7.2.3 Modèles stochastiques

Récemment, des modèles stochastiques basés sur une description fine de l’hydrolyse

enzymatique à l’échelle moléculaire sont développés (Asztalos et al., 2012; Kumar & Mur-

thy, 2013). Dans le modèle d’Asztalos et al., la surface réactive est représentée en 2D par

un alignement de chaines de cellulose de même taille liées par des liaisons hydrogènes.

Chacune des molécules de glucose constitutives de cette maille est caractérisée par sept

paramètres d’état qui évoluent dans le temps en fonction du type d’attaque subie. Les ac-

tivités considérées sont les EG, CBHI et CBHII (Asztalos et al., 2012). Kumar et Murthy

considèrent une structure 3D du substrat cellulosique constitué de microfibrilles caractéri-

sées par un indice de cristallinité (Figure I.10). Dans ce modèle aussi, chaque molécule de

glucose est identifiée grâce à une série de paramètres et les trois activités cellulolytiques

sont prises en compte (Kumar & Murthy, 2013). La résolution numérique de ces modèles

est basée sur des méthodes de Monte-Carlo.

I.7.2.4 Modèles de bilan de population

Dans cette section, l’objectif n’est pas d’aborder les modèles de bilan de population au

sens large mais de se limiter uniquement à leur application spécifique dans le cas de l’hy-

drolyse enzymatique. Si ce type de modèles est assez répandu en génie des procédés, plus
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Figure I.10 – Structure de la microfibrille et de la fibrille élémentaire simulées dans le
modèle de (Kumar & Murthy, 2013) avec les trois activités enzymatiques prises en compte.
Les parties cristallines sont en rouge et en noir les parties amorphes.

particulièrement dans le cas des systèmes particulaires/dispersés (e.g cristallisation, flo-

culation, extraction liquide-liquide), ce n’est pas le cas pour les bioprocédés, moins encore

dans l’application qui nous intéresse. Les quelques études disponibles dans la littérature

sont décrites ci-après.

Dans le modèle de Hosseini et Shah, le formalisme du bilan de population est utilisé

pour prédire l’évolution d’une distribution de chaines subissant les attaques aléatoires des

EG (Hosseini & Shah, 2011b) comme dans le cas d’un processus de dépolymérisation (Ziff

& McGrady, 1985) et les attaques CBH sur les extrémités (Hosseini & Shah, 2011a) en

se basant sur le travail de (Kostoglou, 2000). Toutes les tailles possibles sont prises en
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compte ce qui signifie que le nombre d’équations à résoudre est égal au DP de la plus

longue chaine dans le système. L’activité BGL autant que l’inhibition ne sont pas prises

en compte. Une démarche pour combiner les deux activités ainsi que la prise en compte

d’autres phénomènes tels que la diffusion des enzymes par exemple est proposée mais n’est

pas discutée. De même pour l’effet de synergie qui n’a pas été explicité.

Griggs et al. adoptent le même formalisme mais considèrent un substrat particulaire

sous forme de cylindres monodisperses composés d’un empilement de chaines (Figure

I.11) subissant les attaques des EG et CBH (Griggs et al., 2012a). Les chaines accessibles

sont celles qui sont sur la surface externe des cylindres (pS(x)) et durant la réaction,

uniquement le rayon des cylindres (R) est fonction du temps alors que leur longueur (L)

reste constante. Il est admis aussi qu’il n’y a pas de diffusion des enzymes dans les pores,

une dimension structurelle qui complexifie considérablement le modèle. L’évolution de la

conversion, les effets d’inhibition et de synergie ont été étudiés (Griggs et al., 2012b).

Figure I.11 – Schéma d’une particule cylindrique avec des chaines surfaciques accessibles
(pS(x)) et des chaines internes inaccessibles (pi(x))(Griggs et al., 2012a)

I.8 Synthèse, position du problème et objectif de

l’étude

Cette étude bibliographique jette la lumière sur la complexité de la réaction de trans-

formation de la lignocellulose en sucres simples par le moyen de cocktails enzymatiques.

Cette complexité se manifeste au niveau de la nature et des interactions au sein des

systèmes enzyme-substrat et a comme conséquence directe la difficulté d’isoler et de

quantifier expérimentalement l’effet d’un paramètre sur l’ensemble du système malgré le
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recours à des techniques de plus en plus poussées.

L’hétérogénéité des substrats lignocellulosiques tant au niveau de leur composition

(fractions lignine, hémicellulose et cellulose) que de leur structure (répartition des fractions

lignine et hémicellulose, degré de cristallinité, porosité . . .) rend sa caractérisation délicate.

Un grand nombre de techniques expérimentales sont proposées et ont été utilisées à la

fois pour qualifier et quantifier ces différents aspects et leur évolution durant la réaction.

Chaque technique, de par son principe physique et de par sa mise en œuvre aboutit à un

type de données spécifiques qu’il convient d’interpréter avec précaution en se replaçant

dans le contexte de l’étude afin d’éviter de tirer des conclusions hâtives. La cristallinité à

titre d’exemple illustre bien cette dépendance à la technique de mesure comme mentionné

auparavant. Cela est à dissocier bien évidemment de la qualité intrinsèque de la mesure

qui est aussi un point très important.

Au-delà des facteurs liés aux propriétés du substrat, la nature des enzymes utilisées

conditionne bien sûr la vitesse de l’hydrolyse. Les cocktails enzymatiques sont composés

de différentes enzymes distinctes ayant chacune son mode d’action et sa sensibilité à l’en-

vironnement. L’action coopérative des enzymes aboutit à la modification progressive des

propriétés du substrat et du milieu réactionnel. Ce double impact se met en place et se

répercute sur l’ensemble du système y compris sur les enzymes elles-mêmes (Figure I.12).

En effet, la réactivité du substrat diminue dans le temps puisque les fractions facilement

hydrolysables sont converties préférentiellement et l’accessibilité chute. Simultanément,

les concentrations en sucres simples dans le milieu réactionnel augmentent et inhibent

les différentes activités enzymatiques. Comme conséquence directe de cette dynamique

complexe du système, la vitesse globale de la réaction de transformation chute progressi-

vement sans atteindre des taux de conversion satisfaisants même à des temps longs et à

des charges en biocatalyseur importantes.

Le passage à l’échelle d’un procédé avec les contraintes que cela impose (design, type

d’alimentation, hydrodynamique . . .) nécessite le développement d’un modèle fiable qui

puisse apporter des réponses à l’ensemble de ces questionnements. Les modèles les plus

utilisés dans la littérature sont basés sur des schémas cinétiques de type Michaelis-Menten

ou d’adsorption en mode batch. La structure de ce type de modèles est simple avec une

seule variable à savoir la concentration du substrat en phase liquide quelque soit son
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Figure I.12 – Schéma global de l’hydrolyse enzymatique : conséquences sur le substrat et
les enzymes.

état (soluble, particulaire, composition, taille . . .) et un certain nombre de paramètres

globaux accessibles expérimentalement via un fitting de données typiques d’hydrolyse

(évolution temporelle des concentrations en sucres produits). Pour gérer la complexité

liée aux différents facteurs limitants, de nouveaux paramètres sont rajoutés aux modèles

sans toutefois changer leur structure profonde. C’est le cas par exemple pour les effets

d’inhibition, d’adsorption ou de désactivation. Néanmoins, rajouter l’adsorption, par

exemple, sans disposer d’une information sur l’état et les propriétés du substrat n’a pas

beaucoup de sens d’autant plus que ce substrat subit des modifications morphologiques

et structurales importantes durant la réaction. De ce fait, la fiabilité de tels modèles est

très limitée et ceux-ci perdent leur capacité prédictive et leur pertinence hors de leurs

conditions d’établissement.

Se rendant compte du défaut structurel de ces modèles cinétiques, des tentatives

pour proposer des approches qui se basent sur une ou plusieurs propriétés du substrat

et/ou du biocatalyseur sont développées. La difficulté dans ce cas réside à la fois dans

le choix de(s) la propriété(s) et dans la profondeur à laquelle le problème est traité

puisque cela conditionne non seulement l’aspect expérimental (besoin de techniques

appropriées pour alimenter le modèle et le valider) mais aussi l’aspect mathématique

(besoin d’un outil suffisamment avancé et robuste pour accompagner ces choix). En

effet, une description sommaire du système génère les mêmes insuffisances qu’avec les

approches classiques (MM et adsorption) et une description fine de la réaction comme
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dans le cas des modèles stochastiques requiert un formalisme mathématique complexe (et

pas toujours compatible pour le changement d’échelle et les diverses interactions entre les

composantes du système) et des moyens expérimentaux très lourds à mettre en œuvre.

Compte tenu de toutes ces considérations, l’objectif de ce travail est de développer

un modèle générique pour décrire la réaction d’hydrolyse enzymatique de la cellulose qui

prend comme variable la distribution de taille des particules/chaines du substrat (une

hétérogénéité structurale) et comme paramètres les activités enzymatiques élémentaires.

Le choix de la variable taille pourrait permettre de gérer avec efficacité la dynamique du

système en intégrant les phénomènes limitants (e.g. évolution de la surface développée)

d’une façon appropriée.

Le challenge étant de disposer d’un outil suffisamment avancé pour décrire l’action

des enzymes et les conséquences sur les propriétés du substrat, suffisamment flexible

pour intégrer l’ensemble des processus élémentaires et aborder les questions relative à

la conception optimale d’un procédé. Pour cela, nous avons choisi de nous appuyer sur

le formalisme de bilan de population. Cette approche a montré sa puissance dans la mo-

délisation des systèmes dispersés (e.g. cristallisation, extraction liquide-liquide, systèmes

diphasiques gaz-liquide) et offre une ouverture pour des extensions selon le besoin (e.g.

couplage avec l’hydrodynamique, rajouter une ou plusieurs variables). Nous avons donc

choisi de mettre en œuvre les outils éprouvés du Génie des Procédés pour traiter du cas

de systèmes réactifs à phase dispersée (catalyse hétérogène, bilan de population) et d’y

intégrer les connaissances spécifiques de la biocatalyse enzymatique.

Le développement de ce modèle se décline en deux grandes parties. La première partie

est dédiée aux développements mathématiques à la fois analytiques et numériques né-

cessaires à la formulation et à la résolution du bilan de population dans le contexte de

l’hydrolyse enzymatique. La deuxième partie est consacrée à la métrologie nécessaire pour

alimenter le modèle et le confronter à l’expérience.
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Chapitre II

Matériel et méthodes expérimentales

Comme mentionné dans le Chapitre I, cette étude comporte un volet expérimental

visant à alimenter la partie modélisation. Ce chapitre est donc consacré à la description

de cette partie expérimentale.

Nous abordons en premier lieu le dispositif expérimental à savoir les conditions géné-

rales de conduite des expériences, le(s) substrat(s) et les enzymes utilisés. En deuxième

lieu, une description des outils de caractérisation biochimique et physique est donnée.

L’accent sera mis sur l’interprétation des données expérimentales selon l’outil utilisé.

II.1 Dispositif expérimental

Les expériences d’hydrolyse sont conduites dans un réacteur muni d’une double en-

veloppe (pour la régulation thermique) de volume utile de 0.5 L et d’un couvercle pour

minimiser l’évaporation. Pour s’affranchir de l’effet des conditions opératoires, celles-ci

restent fixes autour de leurs valeurs optimales pour l’ensemble des expériences. La vitesse

d’agitation est fixée à 200 rpm en utilisant un agitateur à quatre pales inclinées. La tem-

pérature est régulée autour de 40 ˚C à l’aide d’un thermostat en faisant circuler de l’eau

chaude dans l’enveloppe du réacteur. Nous avons utilisé une solution tampon acétate 50

mM pour maintenir le pH à 4.8. De plus, une sonde pH et un thermomètre sont utilisés

pour s’assurer que la température et le pH restent constant durant la réaction. Pour éviter

le développement bactérien dans le milieu réactionnel, les solutions sont supplémentées

avec de l’azide de sodium (NaN3) à 0.1 % massique. Dans l’ensemble des expériences,

sauf mention spécifique, la concentration en substrat est de 1 % massique et la durée est
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de 144 h.

Pour le suivi de la réaction d’hydrolyse, des prélèvements séquentiels sont réalisés des-

tinés aux différentes analyses physiques et biochimiques qui seront décrites ultérieurement.

Un suivi in-situ et en continu de l’évolution de la distribution de taille des particules du

substrat est assuré par une sonde FBRM (Focused Beam Reflectance Measurement). Le

schéma global du dispositif expérimental est donné dans la Figure II.1.

Figure II.1 – Dispositif expérimental utilisé pour la conduite des expériences d’hydrolyse

Pour bloquer l’action des enzymes, les prélèvements destinés aux différentes analyses

sont plongés directement dans de l’eau bouillante (T > 90 ˚C) pendant 10 mn et centri-

fugés à 2000 g pendant 10 mn pour séparer les phases liquide et solide si nécessaire avant

d’être stockés à -20 ˚C.
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II.2 Substrats et enzymes

II.2.1 Substrats

Pour simplifier la démarche, nous avons choisi de commencer par l’étude d’un substrat

particulaire de composition simple de type cellulose pure. Cela nous permet de nous

affranchir de la complexité supplémentaire induite par la présence des fractions de lignine

et d’hémicellulose. Nous avons donc utilisé des celluloses microcristallines de type Avicel

PH-101 (Sigma-Aldrich, Allemagne), Avicel PH-102 et Avicel PH-105 (FMC BioPolymer,

USA).

Ces trois celluloses microcristallines se différencient par leur distribution de taille ini-

tiale et ont été choisies sur ce critère. Les tailles moyennes données par les fournisseurs

sont de 50, 90 et 20 µm respectivement.

II.2.2 Enzymes

Nous avons utilisé un cocktail cellulolytique commercial, en l’occurence le Celluclast

1.5L (ref. C2730, Sigma-Aldrich, Allemagne). Ce cocktail liquide est produit par le cham-

pignon Trichoderma reesei et contient les trois activités cellulolytiques EG, CBH et BGL.

Son activité donnée par le fournisseur est > 700 EGU/g (Endoglucanase Unit). Nous

rappelons qu’une unité d’activité enzymatique correspond à la production d’une µmole

de sucres réducteurs par minute dans des conditions de température et de pH contrôlées.

Par ailleurs, pour des besoins de standardisation, l’ensemble des activités enzyma-

tiques sont généralement données en FPU (Filter Paper Unit) suivant le protocole IUPAC

(Ghose, 1987).

II.3 Analyses biochimiques

Pour suivre l’évolution de la conversion dans le temps, nous mesurons la concentration

des sucres produits. Nous nous intéressons aux sucres réducteurs et aux sucres simples

(glucose et cellobiose).
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II.3.1 Dosage des sucres réducteurs

Pour remonter à la concentration des sucres réducteurs, nous utilisons le protocole de

dosage par l’acide dinitrosalicylique (DNS) (Miller, 1959). Cette méthode est décrite dans

la partie I.6.1.1.

Nous utilisons des solutions étalons en glucose avec une gamme de concentrations de

[0-1] g/L préparées à partir de la solution tampon acétate (pour avoir le même pH qu’avec

les échantillons). Les échantillons sont mélangés avec le réactif DNS à 50/50 en volume.

La réaction se fait dans un bain sec à 100 ˚C pendant 5 mn (Eppendorf Thermomixer

Comfort, Fischer Scientific). Les échantillons sont mis directement dans de la glace pour

bloquer la réaction. Après centrifugation, les analyses spectrométriques sont conduites à

570 nm (Multiscan - Thermolabsystems).

II.3.2 Dosage des sucres simples

En plus des sucres réducteurs, les concentrations en sucres simples (glucose et cello-

biose) sont déterminées. Pour cela, nous avons utilisé la Chromatographie Liquide Haute

Performance (Ultimate 3000 Dionex) équipée d’une colonne BioRad Aminex HPX 87H

couplée avec un réfractomètre (Thermo Scientific). La séparation est effectuée avec un

éluant 5 mM en H2SO4 à un débit de 0.3 mL/mn et une température de 40 ˚C.

Les gammes étalons sont à base de glucose et de cellobiose purs (Sigma-Aldrich) sur

des gammes de concentrations entre [0-2] g/L. Nous donnons dans la Figure II.2 les pics

détectés par le RI selon la concentration des solutions étalons.

Figure II.2 – Pics de glucose et de cellobiose à différentes concentrations

Nous constatons une très bonne séparation des deux sucres. L’intégration des pics

permet de quantifier la concentration en glucose et en cellobiose. Cette intégration se fait

par la méthode valley-to-valley.
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II.4 Analyses physiques

Les analyses physiques dans notre cas se résument à la caractérisation du substrat

avant et durant la réaction en terme de morphologie/granulométrie. Pour cela, nous uti-

lisons différents outils spécifiques que nous décrivons en détail ci-après. Avant cela, nous

jugeons utile de rappeler les aspects théoriques généraux nécessaires pour la caractérisa-

tion de la taille/forme d’une particule et les propriétés d’une population de particules.

II.4.1 Rappels théoriques

II.4.1.1 Taille d’une particule

Pour caractériser une particule quelconque, la première dimension à laquelle nous nous

intéressons est sa taille. Dans le cas d’une particule ayant une forme régulière (e.g. une

sphère), il existe une façon unique et simple de définir sa taille et sa forme à savoir son

diamètre. Cette information suffit pour caractériser ce type de particules. Dans le cas d’une

particule ayant une forme irrégulière, la notion de taille devient complexe et insuffisante à

elle seule pour décrire la forme de la particule en question, une deuxième dimension (voir

plus) est nécessaire.

La façon la plus commune pour caractériser la taille d’une particule quelconque est

de l’assimiler à une sphère en conservant une propriété donnée (e.g. volume, surface) et

d’introduire ainsi la notion du diamètre équivalent. Nous donnons dans le Tableau II.1 les

diamètres équivalents les plus utilisés (Allen, 1997).

II.4.1.2 Distribution de taille

Pour caractériser une population de particules polydisperses, nous nous intéressons

généralement à leur distribution de taille (PSD : Particle Size Distribution, la taille ici est

définie d’une façon homogène pour l’ensemble des particules). Selon la technique expéri-

mentale utilisée, nous avons dans la plupart des cas accès directement à cette distribution

de taille représentant l’ensemble des tailles des particules présentes dans l’échantillon avec

leurs proportions en nombre, en surface ou en volume (en fréquence ou en absolu).

Les distributions de taille permettent d’accéder aux propriétés moyennes de la popu-

lation de particules. Les diamètres moyens sont définis comme suit (Brittain, 2001) :
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Symbole Diamètre Définition Formule

dv Volume Diamètre de la sphère ayant le même
volume que la particule

V = π
6
d3
v

ds Surface Diamètre de la sphère ayant la même
surface que la particule

S = πd2
s

dsv Surface-volume Diamètre de la sphère ayant le même
ratio volume/surface que la particule

dsv = d3
v/d

2
s

da Surface projetée Diamètre du cercle ayant la même sur-
face projetée que la particule dans une
position stable

dSt Stokes Diamètre de la sphère ayant la même
vitesse de chute libre que la particule
dans un écoulement laminaire

dF Feret Distance entre deux tangentes au
contour apparent de la particule me-
nées parallèlement à une direction fixe

dM Martin Longueur d’une corde divisant la sur-
face apparente de la particule en deux
aires égales

TABLEAU II.1 – Définitions des diamètres équivalents d’une particule (Allen, 1997)

dp,q =

[∑n
i=1 nid

p
i∑n

i=1 nid
q
i

] 1
p−q

(II.1)

avec ni le nombre/fraction de particules de diamètre di. Les paramètres p et q sont

des entiers tel que p > q.

Nous donnons dans le Tableau II.2 les diamètres moyens couramment utilisés :

p q Symbole Expression Signification

1 0 d1,0

∑
nidi∑
ni

Diamètre moyen en nombre

2 0 d2,0

√∑
nid2i∑
ni

Diamètre moyen quadratique

3 0 d3,0
3

√∑
nid3i∑
ni

Diamètre moyen cubique

3 2 d3,2

∑
nid

3
i∑

nid2i
Diamètre de Sauter

4 3 d4,3

∑
nid

4
i∑

nid3i
Diamètre moyen volumique

TABLEAU II.2 – Définitions des diamètres moyens d’une distribution de taille
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D’autres grandeurs en plus des diamètres moyens peuvent être utilisées pour caracté-

riser et/ou comparer des distributions de taille, elles seront introduites plus loin par la

notion des moments.

II.4.2 Morpho-granulomètrie optique

La morpho-granulométrie permet d’accéder aux propriétés morphologiques (taille,

forme, . . .) du substrat étudié. Le principe de cette technique repose sur l’acquisition

et le traitement automatique d’images d’un grand nombre de particules dispersées ou en

suspension.

Dans notre cas, nous avons utilisé un morpho-granulomètre Mastersizer G3S, Malvern

Instruments Ltd. (Figure II.3-a, matériel de la Fédération FERMAT1) équipé d’un sys-

tème optique (Nikon CF160) avec des grossissements de ×1 à ×50 (Figure II.3-b) et d’une

caméra (IEEE1394a, Fire Wire TM, 2592×1544 pixels). L’intervalle d’analyse varie sur

une large gamme de tailles (0.2 à 3000 µm) en adaptant l’optique adéquate.

Figure II.3 – Image d’un morpho-granulomètre Mastersizer G3S 2

1. Fédération de Recherche FERMAT : Fluides, Énergie, Réacteurs, Matériaux et Transfert : http:
//www.federation-fermat.fr/

2. http://lmv.univ-bpclermont.fr/caracterisation-texturale-des-produits-volcaniques/
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Nous avons utilisé cet appareil essentiellement en voie sèche. Pour cela, une petite

quantité optimisée de substrat (quelques mg) est dispersée sur une platine en verre à

l’aide de l’unité de dispersion de l’appareil (Figure II.3-c). Une zone d’analyse est spécifiée

avec l’optique ou la combinaison d’optiques adéquate(s) selon le besoin. Un ensemble de

paramètres liés à l’analyse doivent être spécifiés (e.g. niveau de gris, chevauchement entre

les images pour la reconstitution des particules sur plusieurs images).

Ainsi, le système automatique scanne la zone spécifiée et enregistre les images de l’en-

semble des particules dans les limites de détection. Le logiciel de traitement d’images

associée (Morphologi v7.21) nous donne accès à la fois aux propriétés de chaque parti-

cule détectée (surface, périmètre, diamètre équivalent en surface, circularité, . . .) et à la

distribution de ces propriétés sur l’ensemble de la population de particules (Figure II.4).

Figure II.4 – Schéma global du traitement d’images avec Morphologi v7.21

II.4.3 La granulométrie par diffraction laser

La diffraction laser est une technique couramment utilisée dont le principe général a

été donné dans la section I.6.2.2. Nous avons utilisé un granulomètre à diffraction laser

Mastersizer 2000 (Malvern Instrument Ltd.). Les suspensions de particules de cellulose
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(prélèvements à différents instants durant la réaction) sont diluées et passent dans une

cellule traversée par un laser. Des détecteurs placés à différents angles mesurent l’intensité

du rayon diffusé.

A partir du spectre de diffraction mesuré par les détecteurs et en utilisant la théorie de

Mie, le logiciel associé à l’appareil remonte à la distribution volumique des diamètres de la

population de particules sphériques qui donnerait le même spectre de diffraction (Vlieghe,

2014). Le calcul requiert l’indice de réfraction des particules spécifié par l’utilisateur. Dans

notre cas, l’indice de réfraction des différents types de celluloses microcristallines est de

d = 1.504 (Rowe et al., 2009).

La distribution subdivisée par défaut en une centaine de classes réparties suivant une

suite géométrique de raison q = 1.1482 et de premier terme u0 = 0.010µm est renvoyée

sous forme d’histogramme. Chaque classe représente la fraction volumique des particules

ayant un diamètre équivalent donné par la moyenne géométrique des frontières de la classe

en question.

II.4.4 Focused Beam Reflectance Measurement (FBRM)

La sonde FBRM G400 (Mettler-Toledo, matériel TWB 1), contrairement aux deux

techniques présentées précédemment, permet de suivre in-situ et en continu l’évolution

de la distribution de taille des particules de cellulose en suspension durant la réaction

d’hydrolyse sur une gamme de tailles allant de 0.5 à 2000 µm.

Le principe de fonctionnement de la sonde FBRM est basé sur l’émission d’un rayon

laser infrarouge monochromatique (longueur d’onde 780 nm) soumis à une rotation grâce

à une lentille (Figure II.5-a/b). Le faisceau laser tournant sort de la sonde en traversant

une fenêtre en saphir. Il est réfléchi sur les particules passant à proximité immédiate de la

fenêtre. La réflexion est détectée et analysée. Connaissant la vitesse linéaire de rotation

du laser (2 m/s dans notre cas) et la durée de réflexion sur une particule, la longueur de

coupe appelée corde peut être calculée (Figure II.5-c).

Ainsi, par simple comptage du nombre de cordes détectées en un intervalle de temps

donné, le logiciel associé à l’appareil (iC FBRMTM 4.3) fournit la distribution de cordes

(CLD : Chain Length Distribution) sous forme d’histogramme regroupant les longueurs de

1. http://www.toulouse-white-biotechnology.com/
2. Schémas extraits de la documentation technique Mettler-Toledo
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Figure II.5 – Schéma du principe de fonctionnement de la sonde FBRM 2

cordes en une centaine de classes. Ces classes sont réparties selon une suite géométrique

de premier terme u0 = 1 µm et de raison q = 1.0715. Chaque classe dont la longueur

représentative est la moyenne arithmétique de ses deux bornes regroupe le nombre de

cordes dont les longueurs sont comprises entre les bornes de la classe en question.

II.4.5 Comparaison des trois techniques

Les trois techniques granulométriques visent à caractériser la taille/forme initiale du

substrat particulaire et son évolution au cours de l’hydrolyse enzymatique. Néanmoins,

selon le principe de fonctionnement de chaque technique, nous aboutissons à des données

brutes de natures différentes. Pour mieux cerner les avantages et les inconvénients de

chaque technique, nous récapitulons dans le Tableau II.3 les caractéristiques principales

des trois outils.

Le morpho-granulomètre fournit des distributions de taille basées sur des diamètres

équivalents en surface projetée puisque l’analyse repose sur le traitement d’images de

particules en 2D. Le granulomètre laser renvoie la distribution des fractions volumiques

centrées sur des diamètres équivalents en volume. La sonde FBRM, quant à elle, nous
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Critère Morpho-granulomètre Granulomètre laser FBRM G400

Mode ex-situ ex-situ in-situ

Ponctuel Ponctuel Continu

Voie Sèche/humide Humide Humide

Concentration Faible Faible Faible/Élevée

Sensibilité 0.2-3000 µm 0.01-2000 µm 0.5-2000 µm

Données brutes Images 2D Hypothèse sphéricité Cordes

Nombre/Surface Fraction volumique Nombre de cordes

Diamètre(s) da, dF , dM dv /

Acquisition Longue Rapide Rapide

TABLEAU II.3 – Comparaison entre les trois techniques granulométriques

donne des distributions de longueurs de cordes sans lien direct avec la notion des

diamètres équivalents vu le caractère aléatoire des coupes.

Néanmoins, malgré ces disparités, les trois techniques se complètent et une fois asso-

ciées, elles peuvent aboutir à une description plus fine de ce qui se passe durant l’hydrolyse

au niveau particulaire. La morpho-granulométrie est l’unique technique qui permet d’avoir

accès à la forme des particules de cellulose. La granulométrie laser, avec sa simplicité au

niveau expérimental, permet de caractériser des échantillons en voie liquide facilement

contrairement à la morpho-granulométrie. L’avantage principal de la sonde FBRM est

de pouvoir suivre in-situ et en continu le comportement des particules de cellulose en

suspension soumises à l’action combinée des enzymes et des contraintes hydrodynamiques.

De plus, les deux premières méthodes peuvent aider à mieux exploiter et interpréter

les distributions de cordes données par la sonde FBRM. En effet, il est impératif de

développer un modèle qui relie la distribution de cordes à sa distribution de taille

associée. Cela peut se faire de plusieurs manières et le problème est abordé dans la

littérature (Langston et al., 2001; Li & Wilkinson, 2005; Worlitschek et al., 2005; Ruf

et al., 2000).
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Nous donnons dans l’Annexe A le fondement théorique et l’approche numérique de

deux techniques visant à déterminer la distribution de cordes associée à une distribution

de taille donnée et inversement. La première est basée sur une résolution analytique du

problème dans le cas de particules ayant une forme simple (sphères) proposée par (Li &

Wilkinson, 2005). La deuxième est une méthode originale qui repose sur l’exploitation des

images de particules de forme quelconque issues d’une analyse morpho-granulométrique.

La solution analytique (première technique) servira à valider l’approche par le traitement

d’images (seconde technique).

II.5 Synthèse

L’ensemble des techniques d’analyse expérimentales décrites dans ce chapitre visent

à caractériser l’avancement de la réaction d’hydrolyse à deux échelles : une échelle bio-

chimique par l’analyse des sucres réducteurs et des sucres simples (cellobiose et glucose),

conséquence directe de l’activité enzymatique au niveau moléculaire et une échelle phy-

sique par l’analyse de la distribution de taille des particules du substrat qui évolue (vers

les petites tailles) durant la réaction, conséquence de l’activité enzymatique au niveau par-

ticulaire conjuguée à l’effet des contraintes hydrodynamiques. En effet, l’hydrodynamique

du système peut contribuer à la rupture des particules déjà fragilisées pas les enzymes.

Ces mécanismes de rupture sont largement abordés dans la littérature dans le cas de la

floculation par exemple (Vlieghe, 2014).

Nous donnons dans la Figure II.6 une vue d’ensemble des différentes analyses expéri-

mentales physiques et biochimiques effectuées pour chaque expérience d’hydrolyse.
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Figure II.6 – Schéma global du suivi expérimental d’une réaction d’hydrolyse
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Chapitre III

Analyse de la modélisation classique

Dans ce chapitre, nous donnons une analyse de l’approche de modélisation classique

en confrontant nos données expérimentales à un modèle cinétique simple présenté dans

la partie bibliographique. Dans la première partie, nous présentons en détail le modèle

choisi. En second lieu, nous donnons un listing des différentes expériences effectuées pour

constituer notre base de données expérimentales sur laquelle sera basée l’optimisation

des paramètres du modèle suivi d’une analyse succincte des résultats expérimentaux. En

dernier lieu, nous analysons les résultats de la modélisation classique obtenus dans notre

cas que nous confortons par les quelques études similaires disponibles dans la littérature.

III.1 Modélisation de l’hydrolyse enzymatique par une

approche cinétique

Nous nous intéressons à l’hydrolyse de la cellulose microcristalline par un cocktail

enzymatique. Pour modéliser cette réaction, nous avons adopté l’approche proposée par

(Kadam et al., 2004) basée sur la prise en compte de l’adsorption discutée dans la sec-

tion I.7.1.3. La réaction peut être vue comme la succession de deux étapes schémati-

sées dans l’équation (III.1) : une réaction hétérogène où interviennent les endoglucanases

(EG)/cellobiohydrolases (CBH) pour produire du cellobiose et une réaction homogène où

le cellobiose est transformé en glucose par les β-glucosidases (BGL).

Cellulose
EG/CBH−−−−−→

r1
Cellobiose

BGL−−−→
r2

Glucose (III.1)
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La vitesse de transformation de la cellulose r1 par le couple EG/CBH en tenant compte

de l’effet d’inhibition (compétitive) par les produits (cellobiose et glucose) est donnée par :

r1 =
k1r × E1b ×RS × S

1 + CC
K1IC

+ CG
K1IG

(III.2)

La vitesse de transformation du cellobiose en glucose par les BGL est donnée par la

cinétique michaelienne suivante :

r2 =
k2r × E2 × CC

K2M

(
1 + CG

K2IG

)
+ CC

(III.3)

A partir de ces équation de vitesse, en appliquant le principe de la conservation de la

masse, nous remontons aisément aux vitesses de disparition de la cellulose et d’apparition

du cellobiose et du glucose respectivement données ci-après :

dS

dt
= −r1 (III.4)

dCc
dt

= 1.056× r1 − r2 (III.5)

dCG
dt

= 1.053× r2 (III.6)

Les facteurs 1.056 et 1.053 viennent de l’hydratation des liasons glycosidiques des

chaines cellulosiques et du cellobiose respectivement.

Nous rajoutons le bilan sur les enzymes (EG+CBH) stipulant que ces enzymes peuvent

être, à un instant donné, soit libres en solution (E1f ) soit adsorbées sur le substrat (E1b)

(équation III.7). L’adsorption suit une isotherme de type Langmuir (équation I.1).

E1 = E1b + E1f (III.7)

Nous faisons l’hypothèse que les BGL ne s’adsorbent pas sur le substrat et donc toute

la charge initiale se retrouve en solution. Concernant la réactivité du substrat (RS), elle

est approximée par le rapport S/S0 (Kadam et al., 2004; Zheng et al., 2009).
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III.2 Base de données expérimentales

Nous avons effectué un lot d’expériences en utilisant le même type de substrat à savoir

une cellulose microcristalline (Avicel PH-101) et le même cocktail (Celluclast 1.5L) et en

gardant l’ensemble des conditions opératoires fixes. L’objectif est de constituer une base de

données expérimentales riche contenant des expériences dédiées ciblant un certain nombre

de paramètres auxquels l’hydrolyse est sensible. Pour cela, la démarche était de :

– Faire varier le ratio enzymes/substrat : effet de la concentration (expériences 1 et

2).

– Faire varier les concentrations en enzymes et en substrat tout en gardant leur ratio

constant : effet de l’adsorption (expériences 2 et 3).

– Rajouter initialement une concentration connue en cellobiose ou en glucose : effet

d’inhibition des cellulases (expériences 4 et 5).

– Rajouter une charge fraiche de substrat au bout de 144 h d’hydrolyse : stabilité du

cocktail, effet de l’age du substrat (expérience 6).

– Rajouter une charge fraiche d’enzymes au bout de 144 h d’hydrolyse : état du

substrat ; effet de l’age des enzymes (expérience 7).

Ces expériences sont récapitulées dans le Tableau III.1. Chacune d’elles est faite une

seule fois.

Expérience S (g/L) E (FPU) Durée (h) Particularité

1 10 15 144 /

2 10 60 144 /

3 5 30 144 /

4 10 15 312 +3 g/L cellobiose à t0

5 10 15 312 +3 g/L glucose à t0

6 10 15 288 +5 g cellulose à t=144 h

7 10 15 288 +15 FPU cellulases à t=144 h

TABLEAU III.1 – Récapitulatif des différentes expériences d’hydrolyse effectuées

En plus de ces expériences avec l’Avicel PH-101 (Tableau III.1), deux expériences

supplémentaires ont été effectuées en utilisant l’Avicel PH-102 et PH-105 avec des charges

similaires en substrat (10 g.L−1) et élevées en enzymes (150 FPU) sur une même durée de
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48 h. L’objectif étant d’explorer l’effet de la distribution de taille initiale sur la cinétique

de conversion.

III.3 Analyse des données expérimentales

Nous donnons dans les Figures III.1,III.2, III.3 et III.4 les résultats expérimentaux

obtenus pour les expériences listées dans le tableau III.1 en terme d’évolution des concen-

trations en sucres simples (glucose et cellobiose) dans le milieu réactionnel en fonction du

temps.

Nous rappelons que l’ensemble des concentrations ont été corrigées en tenant compte

de l’effet d’évaporation qui, malgré la mise en place d’un couvercle au niveau du dispositif

expérimental, reste non négligeable vue les temps longs des expériences (minimum 144

h).

Nous définissons le taux de conversion du substrat comme (Khodaverdi et al., 2011) :

Conversion (%) =
[Glucose (g/L) + Cellobiose (g/L)× 1.053]× 0.9

Cellulose (g/L)
× 100 (III.8)

Figure III.1 – Évolution des concentrations en glucose (rouge/rond) et en cellobiose
(bleu/carré) durant l’hydrolyse (expérience 1 : S=10 g.L−1, E=15 FPU)

Dans toutes les expériences, hormis celles dédiées à l’effet d’inhibition, la concentra-

tion en cellobiose augmente très rapidement initialement. Les enzymes transforment les
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Figure III.2 – Évolution des concentrations en glucose (rouge/rond) et en cellobiose
(bleu/carré) durant l’hydrolyse (expérience 2 : S=10 g.L−1, E=60 FPU et expérience 3 :
S=5 g.L−1, E=30 FPU)

fractions facilement hydrolysables en cellobiose qui, à son tour, est converti en glucose

avec une cinétique moins rapide. Au fur et à mesure que le temps avance, la vitesse nette

de formation de cellobiose ralentit graduellement jusqu’à s’annuler dans certains cas telles

que dans les expériences 2 et 3. Elle peut même devenir négative et se traduit dans ce

cas par une chute légère de la concentration en cellobiose (expériences 2 et 3 vers la fin),

ce qui est dû à sa transformation en glucose sans qu’il soit renouvelé. Ainsi, l’essentiel du

cellobiose est produit dans les premières 24 heures. La chute drastique par la suite peut

être expliquée par une multitude de paramètres liés à la nature du substrat et à la sensi-

bilité des enzymes. En effet, une fois les fractions hydrolysables transformées, les enzymes

font face à un substrat récalcitrant (cristallin) avec potentiellement leur immobilisation

par une adsorption non productive. De plus, les sucres simples produits s’accumulent au
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Figure III.3 – Évolution des concentrations en glucose (rouge/rond) et en cellobiose
(bleu/carré) durant l’hydrolyse (expérience 4 : S=10 g.L−1, E=15 FPU, CC0=3 g.L−1et
expérience 5 : S=10 g.L−1, E=15 FPU, CG0=3 g.L−1)

fur et à mesure provoquant un effet d’inhibition.

La vitesse de transformation du cellobiose en glucose chute graduellement elle aussi

mais d’une façon moins significative. Les BGL ne trouvent pas de difficulté à accéder au

cellobiose (produit soluble, homogène dans le réacteur sous l’effet d’agitation) et globa-

lement elles ne sont sensibles qu’à l’inhibition une fois la concentration en glucose com-

mence à être importante dans le système. A même ratio E
S
(expériences 2 et 3), le taux

de conversion dépend de la quantitié de substrat. Cela indique que l’adsorption participe

au processus global d’hydrolyse.

Le taux de conversion total dans la première expérience est estimé à environ 20 %. Il

est de 55 et de 31 % dans les expériences 2 et 3 respectivement. Il faut noter que pour ces

deux dernières expériences, environ 80 % de la conversion est atteint au bout de 72 h de
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Figure III.4 – Évolution des concentrations en glucose (rouge/rond) et en cellobiose
(bleu/carré) durant l’hydrolyse (expérience 6 : S=10 g.L−1, E=15 FPU, ajout de substrat
à t=144 h, expérience 7 : S=10 g.L−1, E=15 FPU, ajout d’enzymes à t=144 h)

réaction (première moitié de la durée des réactions).

En multipliant la concentration des enzymes par 4 dans l’expérience 2 par rapport à

l’expérience 1, la conversion a été doublée (43 % dans l’expérience 2 au bout de 144 h de

réaction). Cela s’explique par l’amélioration de l’adsorption des enzymes. La diminution

des concentrations dans l’expérience 3 tout en gardant le même ratio enzyme/substrat

que dans l’expérience 2 réduit considérablement la conversion.

L’introduction d’une charge initiale en cellobiose (expérience 4) ou en glucose (expé-

rience 5) affecte considérablement la vitesse d’hydrolyse, la conversion n’est que de 10 et

15 % respectivement. La charge initiale en cellobiose provoque l’inhibition des activités

EG et CBH. La concentration en cellobiose dans l’expérience 4 diminue très lentement du

fait de l’activité BGL qui reste importante, le cellobiose transformé en glucose est globa-
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lement remplacé. Ainsi, l’activité BGL contribue à lever l’inhibition par le cellobiose des

activité EG et CBH. La concentration finale en glucose atteint 1.6 g.L−1 soit une valeur

supérieure à celle obtenue en de l’expérience 1. Ceci s’explique par la concentration initiale

supérieure en cellobiose et montre que les BGL sont peu affectées par l’inhibition par le

cellobiose. Dans l’expérience 5, la concentration en glucose reste globalement constante

autour de sa valeur initiale de 3 g/L, les BGL sont complètement inhibées et le cellobiose

produit par l’activité synergique des EG et des CBH s’accumule dans le système et n’est

pas transformé. L’accumulation du glucose affecte moins l’activité du cocktail comparée

à l’accumulation du cellobiose. De ce fait, une activité BGL importante dans un cocktail

contribuerait à améliorer ses capacités hydrolytiques.

Dans les expériences 6 et 7 où des charges fraiches en substrat et en enzymes sont

rajoutées respectivement, dans les premières 144 h nous retrouvons les mêmes profils

de concentrations en cellobiose et en glucose que dans l’expérience 1, ce qui assure la

reproductibilité de nos expériences.

L’introduction d’une charge fraiche de substrat (expérience 6) après 144 h d’hydro-

lyse relance l’activité du cocktail qui redémarre avec des cinétiques importantes notam-

ment pour les EG/CBH. Le substrat frais présente l’avantage d’être facilement accessible

contrairement au substrat déjà présent dans le système qui devient récalcitrant une fois

les fractions facilement hydrolysables converties. Néanmoins, il faut noter que le cocktail

ne retrouve pas son activité initiale pour différentes raisons telles que la désactivation et

l’adsorption non réactive d’une partie des enzymes et l’inhibition par les produits.

L’introduction d’une charge fraiche d’enzyme (expérience 7), quant à elle, relance

plutôt l’activité BGL qui contribue à lever l’inhibition sur les EG/CBH en transformant

le cellobiose. La concentration du cellobiose augmente d’une façon peu significative et se

stabilise très rapidement. Cela signifie que les activités EG/CBH compensent les pertes

en cellobiose transformé en glucose, en d’autres termes, des fractions du substrat peuvent

être encore transformées. Nous sommes en régime quasi-stationnaire limité par le glucose.

Cela peut être expliqué par la faible charge d’enzymes initiale qui ne sature pas le substrat

et qui, au bout de 144 h d’hydrolyse, se retrouve en partie désactivée ou adsorbée de façon

non productive.

Ces deux dernières expériences montrent à quel point l’âge du substrat et des enzymes

est important. Cet aspect, très important pour le passage à une échelle procédé, est très
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peu abordé dans la littérature et ne peut pas être capturé via une approche de modélisation

classique.

III.4 Identification des paramètres

Une fois les équations du modèle établies, l’objectif est de déterminer les différents

paramètres propres à l’adsorption et aux équations cinétiques. Cela se fait par la régression

des données expérimentales. Vu le nombre important de paramètres (8 au total), nous

avons choisi d’utiliser l’ensemble des expériences décrites dans le Tableau III.1 pour faire

la régression. Cette régression est basée sur le principe des moindres carrés non linéaires,

de ce fait, nous utilisons la fonction lsqnonlin disponible sous Matlab (la même démarche

est utilisée dans (Kadam et al., 2004)).

Nous donnons dans les Figures III.5, III.6, III.7 et III.8 les résultats de l’optimisation

pour les différentes expériences. Dans tous les cas, la couleur rouge se réfère au glucose et

la bleue au cellobiose, les données expérimentales sont présentées par des symboles et le

résultat des simulations par un trait continu.

Figure III.5 – Comparaison entre les données expérimentales de l’expérience 1 et le
résultat de la régression

En se basant sur le fitting de l’ensemble des données expérimentales, nous remarquons

que le modèle arrive à reproduire l’évolution de la concentration des sucres simples pro-

duits durant l’hydrolyse dans la plupart des cas considérés notamment le changement du

ratio enzymes/substrat (expériences 1 et 2) et l’effet d’inhibition provoqué par ajout de
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sucres simples initialement (expériences 4 et 5).

Les cas où le modèle est loin des résultats expérimentaux sont essentiellement l’évo-

lution de la concentration du glucose en changeant les concentrations en substrat et en

enzymes tout en gardant le ratio E/S constant (expérience 3) et l’évolution de la concen-

tration du cellobiose après ajout d’une charge fraiche de substrat (expérience 6).

Figure III.6 – Comparaison entre les données expérimentales (Expériences 2 et 3) et le
résultat de la régression : effet des concentrations en enzymes et en substrat

En se basant uniquement sur ces résultats, nous pourrions conclure que le modèle est

fiable et peut être utilisé pour prédire la conversion dans une réaction d’hydrolyse en-

zymatique de la cellulose. Néanmoins, ce qui a attiré notre attention est le fait que les

valeurs numériques des paramètres obtenus après optimisation ne convergent pas vers une

unique solution. En effet, à chaque lancement de la procédure d’optimisation, les valeurs

optimales des paramètres changent sensiblement sans pour autant que le fitting des dif-

férentes expériences soit affecté. Nous donnons, à titre d’exemple, dans le Tableau III.2
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Figure III.7 – Comparaison entre les données expérimentales (Expériences 4 et 5) et le
résultat de la régression : effet d’inhibition par les sucres simples

deux vecteurs complètement différents et qui sont des solutions au problème d’optimisa-

tion posé.

Cela confirme l’existence d’un espace de solutions où les différents paramètres peuvent

varier et se compenser les uns les autres tout en assurant au final une solution optimale

au problème. Dès lors, le problème d’identification de ces paramètres se pose. En effet,

dans ce modèle basé uniquement sur la variation de la conversion globale du substrat

(solubilisation d’une fraction du substrat et apparition de sucres simples), l’ensemble

des phénomènes physiques de grande importance (e.g. inhibition, adsorption) ont été

rajoutés via un jeu de paramètres. Au final, dans notre cas, nous avons 8 paramètres dont

l’identification est remise en cause puisque la structure simple du modèle ne peut pas

supporter un tel nombre de paramètres. Nous pouvons certes imposer des intervalles de

variation des paramètres en se basant sur leur sens physique mais même dans ce cas, il
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Figure III.8 – Comparaison entre les données expérimentales (Expériences 6 et 7) et le
résultat de la régression : effet du rajout de charges fraiches de substrat et d’enzymes

Paramètre Optimum 1 Optimum 2

Emax 18.96 0.36

Kad 0.049 5

k1r 0.41 0.04

K1IG 1244 10

K1IC 0.0015 0.035

k2r 0.008 0.2

K2M 0.008 1.01

K2IG 0.0045 0.024

TABLEAU III.2 – Exemple de deux ensembles de huit paramètres optimaux
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n’y aura pas une seule solution optimale. Pour appuyer ce constat, nous nous référons à

un cas similaire étudié dans la littérature que nous développons brièvement ci-après.

III.5 Exemple de la littérature

Nous reprenons l’exemple de (Kadam et al., 2004) présenté précédemment (section

I.7.1.3). Le modèle de (Kadam et al., 2004) est basé sur le schéma réactionnel ci-après

(Figure III.5) où un substrat constitué de cellulose et d’hémicellulose (xylose) est trans-

formé en cellobiose (r1 : équation I.17) et en glucose (r2 : équation I.18 et r3 : équation

I.19).

Figure III.9 – Schéma global d’hydrolyse proposé par (Kadam et al., 2004)

Deux isothermes d’adsorption de type Langmuir sont utilisées pour les EG/CBH d’une

part et les BGL d’autre part. Les cellulases sont inhibées d’une façon compétitive par

les sucres simples y compris le xylose et l’effet de la température est inclus via la loi

d’Arrhenius.

L’identification de l’ensemble des paramètres du modèle se fait en deux étapes séparées.

Dans la première étape, les paramètres propres à l’adsorption des enzymes et à l’effet de

la température sont déterminés indépendamment des autres via des expériences dédiées.

En second lieu, les paramètres cinétiques (12 au total) sont identifiés par la régression de

données expérimentales d’hydrolyse dont le type et les spécificités ne sont pas explicités.

Une fois les paramètres du modèle identifiés, différents types d’expériences sont effec-
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tuées pour tester la fiabilité du modèle et sa capacité à fitter des données expérimentales

variées (e.g. effet de la température, effet de l’ajout de glucose et de cellobiose initiale-

ment).

(Sin et al., 2010) ont repris le modèle proposé par (Kadam et al., 2004) et ont effectué

une analyse statistique approfondie sur la sensibilité du modèle aux différents paramètres

et l’identifiabilité de ces paramètres à partir du jeu de données expérimentales utilisé pour

l’optimisation. Nous donnons dans le tableau III.3 l’estimation des paramètres cinétiques

du modèle avec les intervalles de confiance à 95% associés déterminés à partir de l’analyse

statistique.

Paramètre Estimation IC 95%

k1 19.16 ±830.39
K1IC 0.07 ±3.30
K1IG 0.03 ±1.21
K1IX 0.16 ±6.84
k2 5.74 ±140.31
K2IC 91.14 ±11265.3
K2IG 0.07 ±1.63
K2IX 0.93 ±23.11
k3 98.38 ±1775.56
K3M 104.86 ±2335.93
K3IG 0.77 ±3.64
K3IX 326.62 ±14306.0

TABLEAU III.3 – Incertitudes sur les différents paramètres du modèle de (Kadam et al.,
2004) selon l’analyse statistique de (Sin et al., 2010)

L’analyse donnée par (Sin et al., 2010) vient corroborer nos résultats discutés dans

la section précédente. En effet, l’analyse statistique du modèle de (Kadam et al., 2004)

montre que les différents paramètres peuvent varier dans des intervalles larges tout en

assurant la même qualité de fitting des données expérimentales de base. Cela pose le

problème d’identifiabilité de ces paramètres puisque numériquement toutes les solutions

du problème se valent et combien même nous nous appuyons sur le sens physique des

paramètres, nous n’aboutirons pas à une solution unique : le modèle est sur-paramétré et

de ce fait, sa sensibilité se réduit à quelques paramètres uniquement. Cette conclusion est

confortée par les études qui ont repris le modèle de (Kadam et al., 2004) dans différentes
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conditions (e.g. incorporation d’autres schémas réactionnels, application à d’autres types

de substrats). Nous donnons à titre illustratif dans le tableau III.4 les résultats de quelques

travaux publiés (Angarita et al., 2015).

Paramètre (Kadam
et al., 2004)

(Flores-Sánchez
et al., 2013)

(Prunescu &
Sin, 2013)

(Angarita
et al., 2015)

k1 22.3 94.72 1.224 0.509
K1IC 0.015 10−5 0.0014 0.016
K1IG 0.1 7.33 0.073 0.71
K1IX 0.1 8.92 0.1007 0.557
k2 7.18 958.3 19.08 12.75
K2IC 132 7.33 132 89.18
K2IG 0.04 0.00115 0.34 0.551
K2IX 0.2 6.13 0.029 0.581
k3 285.5 432.16 252 165.7
K3M 24.3 0.022 24.3 47.20
K3IG 3.9 1.45x10−5 3.9 0.011
K3IX 201.0 39.19 201 110.0

TABLEAU III.4 – Estimation des paramètres cinétiques selon différentes études (Angarita
et al., 2015)

Ces études confirment ce qui a été avancé par (Sin et al., 2010). La grande variabilité

entre les mêmes paramètres d’une étude à une autre montre l’inconsistance de l’approche

d’optimisation. La nature du substrat, la nature des prétraitements utilisés et d’autres

phénomènes sont montrés du doigt pour expliquer ces écarts. De plus, (Angarita et al.,

2015) montrent qu’en utilisant deux jeux de données expérimentales obtenus dans les

mêmes conditions, les paramètres varient substantiellement.

III.6 Synthèse et conclusion

Dans ce chapitre, nous avons utilisé le modèle cinétique développé par (Kadam et al.,

2004) prenant en compte l’adsorption des enzymes et l’effet d’inhibition par les produits

pour modéliser notre propre système à savoir l’hydrolyse de la cellulose microcristalline

par un cocktail cellulolytique. L’utilisation de nos expériences d’hydrolyse effectuées dans

différentes conditions pour l’identification des paramètres du modèle aboutit à un en-
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semble de solutions ce qui, d’un point de vue physique, n’a pas de sens.

Hormis ce point sur lequel nous reviendrons, si nous admettons l’existence d’une so-

lution unique - ou que toutes les solutions se valent (ce qui est le cas d’un point de vue

purement statistique)-, ces paramètres optimaux ne sont valables que pour le type de sub-

strat utilisé. Si le substrat change de propriétés initiales (d’un lot à un autre par exemple

ou du fait des prétraitements subis), la procédure d’identification des paramètres avec la

campagne d’expériences appropriées sont à refaire. Le modèle obtenu est descriptif et ses

capacités à prédire sont limitées.

Figure III.10 – Comparaison entre les données expérimentales de l’Avicel PH-105 et les
prédictions du modèle

Pour illustrer ce point, nous utilisons les paramètres optimaux donnés dans le tableau

III.2 (optimum 2) obtenus par le fitting des expériences d’hydrolyse de l’Avicel PH-101

pour essayer de prédire la conversion d’un autre type de substrat (Avicel PH-105, taille

moyenne de 20 µm) avec le même cocktail cellulolytique. Le résultat est donné dans la

Figure III.6.

Comme nous pouvons le voir, le modèle n’arrive pas à prédire la conversion de l’Avicel

PH-105. Ce substrat est chimiquement identique mais possède une granulométrie diffé-

rente de celle de l’Avicel PH-101. On peut donc imaginer que ses propriétés d’adsorption

ne sont pas les mêmes du fait de la différence au niveau des surfaces spécifiques.
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Pour mieux comprendre la multiplicité des solutions lors de l’identification des para-

mètres par une procédure utilisant les moindres carrés non négatifs, nous nous sommes

appuyés sur l’étude de (Sin et al., 2010) qui ont repris et analysé le modèle de (Kadam

et al., 2004) avec des outils statistiques pour tester sa sensibilité aux différents paramètres

et l’identifiabilité de ces paramètres via l’ajustement de données typiques d’hydrolyse.

Cette analyse montre que ce modèle est sur-paramétré ce qui explique le problème

d’identifiabilité rencontré dans notre cas. La structure simple du modèle à laquelle est

incorporé un nombre élevé de paramètres relatifs à des phénomènes physiques impor-

tants dans le cas de l’hydrolyse aboutit au final à un système sur-déterminé. C’est le

cas aussi pour l’ensemble des modèles basés sur l’extension et/ou la modification de la

loi de Michaelis-Menten où la physique des phénomènes (e.g. adsorption, fragmentation

du substrat) est complètement découplée de la structure mathématique utilisée pour sa

modélisation. Les différents raffinements proposés consistent pour la plupart à multiplier

l’expression de base par une fonction corrective (assimilable à une exponentielle) chargée

de rendre compte de l’évolution du substrat au cours du temps. Or parmi l’ensemble des

propriétés du substrat, il est manifeste que la granulométrie joue un rôle capital. Rien de

surprenant dès lors que l’on regarde la réaction comme de la catalyse hétérogène. Ainsi,

intégrer l’aspect particulaire du substrat et son évolution morphologique apparait comme

un point de passage obligé.

En plus de l’analyse proprement structurelle des modèles cinétiques (largement utilisés

dans littérature) donnée dans la section I.8, l’étude statistique vient appuyer cette ana-

lyse en montrant que la structure de ce type de modèles est inappropriée pour modéliser

des systèmes complexes comme la biocatalyse hétérogène. Cela constitue une preuve sup-

plémentaire de la nécessité d’aller vers une modélisation plus avancée intégrant l’aspect

particulaire, ce que nous proposons via l’utilisation du formalisme de bilan de population.

Comme illustré par la figure III.11, le développement de l’outil de modélisation com-

porte deux volets : théorique et expérimental. Le modèle de bilan de population intègre

l’aspect particulaire du substrat via la prise en compte d’une propriété distribuée à savoir

la taille des chaines/particules comme variable. Il est alimenté par les différentes activités

cellulolytiques et vise à prédire l’évolution de la distribution de taille des chaines/parti-

cules ainsi que la conversion en sucres simples. Le volet expérimental de l’étude est dédié

à la caractérisation biochimique et physique du milieu réactionnel par l’utilisation d’outils
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dédiés présentés dans le Chapitre II. Les deux volets sont complémentaires.

Figure III.11 – Schéma global de la démarche de modélisation proposée
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Chapitre IV

Outils et méthodes numériques

Ce chapitre dédié au développement du modèle de bilan de population et des différentes

approches numériques utilisées dans ce travail est divisé en trois grandes parties.

Dans la première partie, une description générale du formalisme du bilan de population

(BP) puis le cas spécifique de l’hydrolyse enzymatique sont donnés. Dans la seconde partie

sont détaillées les méthodes de résolution du BP les plus utilisées dans la littérature à

savoir la méthode des classes (avec les deux techniques : pivots fixes et pivots glissants)

et la méthode des moments (les deux variantes : méthode de quadrature des moments

et méthode de quadrature des moments directe). Le problème de la reconstruction des

distributions moyennant la connaissance d’un nombre fini de leurs moments clôture cette

seconde partie. La troisième partie est dédiée à la validation numérique des méthodes

de résolution. Cette validation est menée par comparaison avec la solution analytique de

l’équation de BP établie dans le cas d’une rupture pure.

IV.1 Le formalisme du bilan de population

IV.1.1 Généralités

Les systèmes dispersés sont très répandus en génie des procédés (cristallisation, extrac-

tion liquide-liquide, fluidisation, systèmes gaz-liquide, . . .). Ils sont constitués d’une phase

continue dans laquelle des entités (particules solides, bulles, gouttelettes, cellules, . . .) sont

dispersées et subissent des processus de transformation de différentes natures selon le sys-

tème considéré (e.g. dissolution, croissance, fragmentation, érosion, agglomération). Pour

gérer cette complexité, il est impératif de développer des outils de modélisation capables
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de caractériser ces systèmes à une échelle appropriée et de ce fait pouvoir comprendre et

prédire leur évolution, tâche indispensable pour la finalité du procédé (e.g. qualité d’un

produit).

A un instant donné, une description complète de la phase dispersée passe par la carac-

térisation de toutes les entités qui la constituent. Décrire chaque entité signifie connaitre

de sa position dans l’espace géométrique (les coordonnées externes (x, y, z) dans le cas

d’un espace cartésien) et l’ensemble de ses propriétés (taille, volume/masse, composition

chimique, . . .) appelées coordonnées internes ou espace-phase et rassemblées dans le vec-

teur des propriétés ξ.

En s’intéressant à une population d’entités, leur répartition dans l’espace géométrique

est fonction de l’hydrodynamique du système et les propriétés de l’ensemble de ces entités

sont classiquement approximées par leurs moyennes (taille moyenne par exemple). Néan-

moins, cette approche globale et simple manque de réalisme et de précision dès lors que

ces propriétés sont distribuées et que les processus de transformation sont non linéaires.

L’approche par le bilan de population prend en compte les hétérogénéités dans l’espace-

phase en s’intéressant non pas à la moyenne mais à l’ensemble de la distribution de chaque

propriété. De ce fait, l’équation de bilan de population peut être défini comme une relation

de continuité basée sur la fonction densité en nombre (NDF : Number Density Function)

caractéristique de l’espace-phase.

IV.1.2 La fonction densité en nombre

Nous notons par ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξK) le vecteur des K propriétés d’intérêt, R =

(r1, r2, r3) le vecteur des coordonnées externes, t le temps, n(ξ, r, t) la fonction densité en

nombre (NDF), Ωξ et Ωr les domaines des coordonnées internes et externes respective-

ment. L’équation (IV.1) est l’élément de volume dans l’espace géométrique et l’équation

(IV.2) est l’élément infinitésimal de l’espace-phase.

dR = dr1dr2dr3 (IV.1)

dξ = dξ1dξ2 . . . dξK (IV.2)

La phase continue est représentée par le vecteur Y (r, t) fonction des coordonnées ex-
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ternes et du temps. La fonction densité en nombre donne une information sur la façon

dont une population d’entités est distribuée selon les propriétés considérées dans un élé-

ment de volume. n(ξ, r, t)dRdξ représente le nombre d’entités dans l’élément de volume

physique dR et dans l’élément de l’espace-phase ξ (propriétés contenues entre ξ et ξ+dξ).

Le nombre total d’entités dans le système est donné par l’équation (IV.3) (Ramkrishna,

1985) :

Nombre total =

∫

Ωξ

∫

Ωr

n(ξ, r, t)dξdR (IV.3)

L’intégration de la NDF sur l’ensemble des valeurs du vecteur de l’espace-phase donne

la concentration totale en nombre N(r, t) :

N(r, t) =

∫

Ωξ

n(ξ, r, t)dξ (IV.4)

Cette concentration est le nombre total d’entités par unité de volume au temps t et

à la position R. D’autres fonctions densités notamment en volume et en masse peuvent

être définies.

La variation temporelle de l’état d’une entité est la conséquence de son déplacement

dans les deux espaces qui la définissent. Nous notons par Ṙ(ξ, r, Y, t) la vitesse de dépla-

cement dans l’espace physique des coordonnés externes et par ξ̇(ξ, r, Y, t) la vitesse de

déplacement de l’entité dans l’espace-phase des propriétés .

IV.1.3 L’équation générale du bilan de population

La variation de la NDF est décrite par l’équation générale de bilan de population

multidimensionnel (PBE : Population Balance Equation) donnée ci-après. Pour plus de

détails, le lecteur peut se référer à (Ramkrishna, 2000).

∂

∂t
n(ξ, r, t) +∇ξ · ξ̇(ξ, r, Y, t)n(ξ, r, t) +∇r · Ṙ(ξ, r, Y, t)n(ξ, r, t) = h(ξ, r, Y, t) (IV.5)

où ∇ξ = (∂/∂ξ1, . . . , ∂/∂ξK) est l’opérateur gradient dans l’espace-phase, ∇r =

(∂/∂r1, ∂/∂r2, ∂/∂r3) est l’opérateur gradient dans l’espace physique et h(ξ, r, Y, t) re-

présente la vitesse d’apparition et de disparition d’entités dans le système. La structure
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de ce second membre sera détaillée ultérieurement.

Le premier terme de l’équation (IV.5) représente la variation temporelle de la NDF,

le second terme la variation des propriétés de la NDF dans l’espace-phase et le troisième

terme est relatif au transport de la NDF dans l’espace physique.

La résolution de l’équation (IV.5) passe nécessairement par la connaissance des condi-

tions initiales et limites. Les conditions initiales données par n(ξ, r, 0) explicitent les coor-

données internes et externes de la NDF au temps initial tandis que les conditions limites

sont propres au système considéré et définissent les flux aux contours des domaines Ωξ et

Ωr (Nopens, 2005).

Dans notre cas, nous nous intéressons uniquement aux systèmes homogènes puisque

les temps de mélange sont beaucoup plus courts que les temps de réaction (les réactions

enzymatiques sont lentes) cependant, tout ce qui sera développé par la suite peut être

intégré à un outil de simulation qui prend en charge les phénomènes de transport (CFD

par exemple). De plus, nous considérons un bilan de population mono-dimensionnel où

le vecteur des coordonnées internes se réduit à une seule variable. L’équation (IV.5) se

réduit alors à :

∂

∂t
n(ξ, t) = S(ξ, t) (IV.6)

où S(ξ, t) est le terme source relatif aux différents processus continus (variation dans

l’espace-phase qui est la variable du système, e.g. croissance) et discontinus ou catastro-

phiques (évènements brusques tels que la fragmentation, l’agglomération, . . .).

IV.1.4 Terme source dans le cas de l’hydrolyse

Nous expliciterons dans cette partie le terme source de l’équation (IV.6) dans le cas

général de l’hydrolyse enzymatique sans rentrer dans le détail des mécanismes élémentaires

qui interviennent et qui sont propres aux modes d’action des enzymes, cette partie sera

abordée dans le détail dans le Chapitre V. La variable interne est le volume v des particules

et la NDF sera notée n(v, t).

D’une façon générale, l’hydrolyse enzymatique d’un substrat cellulosique peut se ré-

duire à deux mécanismes simultanés à savoir la dissolution et la fragmentation des parti-

cules. A l’échelle d’une particule (par particule, nous désignons aussi bien une particule
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solide qu’une chaine soluble, la distinction se fera plus loin), l’activité enzymatique peut

avoir deux conséquences principales :

– Une perte de masse par solubilisation de la particule en sucres simples. Ce phéno-

mène est assimilable à une dissolution.

– Une rupture de la particule produisant un ensemble de particules filles. Ce méca-

nisme préserve la masse.

Le terme source relatif aux phénomènes de dissolution et de fragmentation des parti-

cules est explicité comme suit :

S(v, t) = −∂G(v)n(v, t)

∂v
+

∫ ∞

v

β(v, v′)Γ(v′)n(v′, t)dv′ − Γ(v)n(v, t)

︸ ︷︷ ︸
h(v,t)

(IV.7)

où G(v) est la vitesse de dissolution des particules assimilée à une croissance négative,

Γ(v) représente la fréquence de rupture d’une particule de volume v, β(v, v′) est la fonction

de fragmentation décrivant la distribution des produits de rupture, en d’autres termes la

densité en nombre de particules de volume v produites lors de la rupture d’une particule

de volume v′.

Le premier terme à droite de l’équation (IV.7) traduit la dissolution des particules par

le déplacement de la NDF dans l’espace des volume. Le second terme concerne l’apparition

de nouvelles particules de volume v suite à la fragmentation de l’ensemble des particules

de volume v′ > v (birth term). Le dernier terme est relatif à la disparition de particules

de volume v due à leur rupture avec une fréquence Γ(v) (death term).

La formulation des expressions mathématiques des paramètres G(v), Γ(v) et β(v, v′)

ainsi que la prise en compte ou non d’un ou de plusieurs terme(s) de l’équation (IV.7) selon

le type d’activité enzymatique considéré ou pour d’autres considérations sera discuté dans

le Chapitre V. Elle constitue le cœur de notre contribution à la modélisation de l’hydrolyse

enzymatique.

IV.2 Méthodes de résolution

La résolution de l’équation (IV.6) est loin d’être une tâche aisée. En effet, la difficulté

vient du terme intégral de la fonction h(v, t). De ce fait, hormis quelques cas où les

paramètres β(v, v′) et Γ(v) ont des expressions mathématiques simples donnant accès à
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une solution analytique, la résolution se fait via des techniques numériques.

Il existe différentes méthodes numériques pour la résolution de l’équation de BP, nous

pouvons citer :

– Méthode des approximations successives (Ramkrishna, 2000)

– Méthode des générations successives (Liou et al., 1997)

– Méthode des moments et des résidus pondérés (Ramkrishna, 2000)

– Méthode de discrétisation ou méthodes des classe (Hounslow et al., 1988; Kumar &

Ramkrishna, 1996a; Kumar & Ramkrishna, 1996b; Kumar & Ramkrishna, 1997)

– Méthode de Monte-Carlo (Kruis et al., 2000; Lee & Matsoukas, 2000)

– Méthode de quadrature des moments (McGraw, 1997; Marchisio et al., 2003b; Mar-

chisio et al., 2003a)

– Méthode de quadrature des moments directe (Marchisio & Fox, 2005)

Le choix de la méthode de résolution appropriée dépend de plusieurs facteurs tels que

la précision voulue ou la rapidité lorsque des contraintes sur le temps de calcul s’imposent,

etc. Nous développerons ci-après les méthodes utilisées dans notre cas à savoir la méthode

des classes, la méthode de quadrature des moments (QMOM) et la méthode de quadrature

des moments directe (DQMOM).

Un code de calcul relatif à la méthode des classes était disponible dans l’équipe et a été

adapté à notre cas d’étude. Un travail sur les méthodes QMOM et DQMOM permettait

d’avancer dans le domaine plus large de la prise en compte des hétérogénéités dans les

systèmes biologiques.

IV.2.1 Méthode des classes

La résolution de l’équation de BP par la méthode des différences finies requiert la dis-

cretisation de la coordonnée interne (volume dans ce cas) pour pouvoir calculer les termes

dans lesquels des dérivées et des intégrales apparaissent. La qualité de la discrétisation

sera ainsi dictée par des considérations numériques pour pouvoir assurer la qualité de

l’intégration, une discrétisation suffisamment fine est nécessaire ce qui se répercute sur

le temps de calcul. Néanmoins, dans le cas de la méthode des classes, une discrétisation

grossière est adoptée de telle sorte que le bilan de population en considération soit un

bilan macroscopique au sens de l’espace-phase. Contrairement aux attentes, cette mé-

thode a montré sa puissance et a été utilisée avec succès dans nombre d’applications et
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a permis des gains considérables en terme de temps de calcul. Cela est possible grâce à

la technique de conservation de propriétés sélectionnées du système plutôt que d’estimer

avec précision la NDF et donc toutes les propriétés de la population (Ramkrishna, 2000).

Nous discuterons en détail ces points ci-après.

(Batterham et al., 1981) furent les premiers à proposer un jeu d’équations discrétisées

pour décrire le processus d’agrégation. La coordonné interne étant le volume, ils ont

considéré le cas où la gamme de taille des particules est subdivisée en intervalles selon

une suite géométrique tel que vi+1/vi = 2. Les particules formées sont distribuées sur les

classes appropriées de telle sorte que le volume soit conservé. Néanmoins, cette approche

ne permet pas de prédire correctement le nombre de particules. (Hounslow et al., 1988) ont

proposé un jeu d’équations discrétisées où deux propriétés sont conservées à savoir la masse

(proportionnelle au volume sous l’hypothèse d’une composition homogène et constante de

la phase solide) et le nombre avec une partition géométrique de la coordonnée interne

(volume) mais se sont limités au cas d’un processus d’agrégation pure.

(Kumar & Ramkrishna, 1996a) ont proposé une autre approche de discrétisation en

considérant l’agrégation et la rupture des particules. Nous détaillons cette approche seule-

ment pour le cas qui nous intéresse à savoir la rupture pure. Le bilan de population consi-

déré est mono-dimensionnel avec le volume comme coordonnée interne. La répartition des

classes (équation IV.8 ) est aléatoire. Les particules de la classe i sont représentées par la

taille xi appelée pivot telle que vi < xi < vi+1 (Figure IV.1).

PM ≡ {0 = v0, v1, . . . , vM , vM+1} (IV.8)

L’équation de bilan de population dans le cas d’une rupture pure s’écrit comme suit :

∂n(v, t)

∂t
=

∫ ∞

v

β(v, v′)Γ(v′)n(v′, t)dv′ − Γ(v)n(v, t) (IV.9)

Par intégration sur l’intervalle Ii = [vi, vi+1], le bilan macroscopique des particules

dans cette classe s’écrit :

∂

∂t

∫ vi+1

vi

n(v, t)dv =

∫ vi+1

vi

∫ ∞

v

β(v, v′)Γ(v′)n(v′, t)dvdv′ −
∫ vi+1

vi

Γ(v)n(v, t)dv (IV.10)

avec i = 0, 1, . . . ,M
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Le nombre total de particules dans la classe Ii est donné par l’équation (IV.11) :

Ni(t) ≡
∫ vi+1

vi

n(v, t)dv (IV.11)

En intégrant le terme de naissance sur l’ensemble des classes, l’équation (IV.10) peut

s’écrire comme :

∂Ni

∂t
=

∫ vi+1

vi

[
M∑

j=1

∫ vj+1

vj

β(v, v′)Γ(v′)n(v′, t)dv′ − Γ(v)n(v, t)

]
dv (IV.12)

Le système de (M + 1) équations (IV.12) est ouvert pour les variables Ni (à la fois Ni

et n′ sont inconnues). La fermeture du système passe nécessairement par l’expression de

la double intégrale dans le terme de droite de l’équation (IV.12) comme une fonction des

variables indépendantes Ni.

IV.2.1.1 Technique des pivots fixes

Nous présentons brièvement la technique des pivots fixes proposée par (Kumar &

Ramkrishna, 1996a) pour une discrétisation de l’équation de BP dans le cas d’un processus

de rupture pure.

Quand une nouvelle particule v apparait dans l’intervalle [xi, xi+1] suite au processus

de rupture, la question de son affectation se pose. Si la nouvelle particule a le même volume

qu’un pivot donné, elle est affectée à ce pivot et conserve toutes ses propriétés. Par contre,

si elle tombe dans une classe sans avoir exactement le volume du pivot représentatif de

cette classe, son affectation à un seul pivot altère ses propriétés. La stratégie proposée

consiste à conserver deux propriétés f1(v) et f2(v) de la particule. La particule sera répartie

entre les deux pivots adjacents xi et xi+1 en leur affectant des fractions a(v, xi) et b(v, xi+1)

respectivement de telle sorte que les équations (IV.13) soient satisfaites (Figure IV.1).





a(v, xi)f1(xi) + b(v, xi+1)f1(xi+1) = f1(v)

a(v, xi)f2(xi) + b(v, xi+1)f2(xi+1) = f2(v)

(IV.13)

Les deux propriétés f1(v) et f2(v) peuvent être la masse et le nombre par exemple.

Nous explicitons ci-après la discrétisation des termes de naissance et de disparition de

particules en se basant sur ce qui vient d’être expliqué.
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Figure IV.1 – Représentation schématique de la redistribution d’une nouvelle particule
qui tombe entre deux pivots dans la technique des pivots fixes

Terme de naissance

Notons par RB le terme de naissance de particules suite à la rupture :

RB =

∫ vi+1

vi

∫ ∞

v

β(v, v′)Γ(v′)n(v′, t)dvdv′ (IV.14)

L’équation (IV.14) peut être réécrite comme :

RB =

∫ xi+1

xi

a(v, xi)dv

∫ ∞

v

β(v, v′)Γ(v′)n(v′, t)dv′

+

∫ xi

xi−1

b(v, xi)dv

∫ ∞

v

β(v, v′)Γ(v′)n(v′, t)dv′ (IV.15)

Puisque les particules sont assignées à des tailles représentatives que sont les pivots,

la NDF peut s’écrire comme une somme de fonctions Dirac (équation (IV.16)) :

n(v, t) =
M∑

k=1

Nk(t)δ(v − xk) (IV.16)

Le terme de naissance RB (équation IV.15) peut s’écrire alors comme :
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RB =
∑

k>i

ΓkNk(t)

∫ xi+1

xi

a(v, xi)β(v, xk)dv +
∑

k>i

ΓkNk(t)

∫ xi

xi−1

b(v, xi)β(v, xk)dv (IV.17)

L’équation (IV.17) se simplifie en remplaçant a(v, xi) et b(v, xi) par les solutions du

système d’équations (IV.13) pour obtenir au final l’équation (IV.18) :

RB =
M∑

k=i

ni,kΓkNk(t) (IV.18)

où Γk est la fréquence de rupture des particules de taille xk et ni,k est la contribution

de la rupture des particules de taille xk au ime pivot et s’écrit comme :

ni,k =
B

(ζ)
i,k x

ν
i+1 −B(ν)

i,k x
ζ
i+1

xζix
ν
i+1 − xνi xζi+1

+
B

(ζ)
i−1,kx

ν
i−1 −B(ν)

i−1,kx
ζ
i−1

xζix
ν
i−1 − xνi xζi−1

(IV.19)

avec :

B
(ζ)
i,k =

∫ xi+1

xi

vζβ(v, xk)dv (IV.20)

Dans le cas où les deux propriétés à conserver sont le nombre et la masse, les exposants

ζ et ν prennent les valeurs 0 et 1 respectivement et ni,k s’écrit sous la forme simple

suivante :

ni,k =

∫ xi+1

xi

xi+1 − v
xi+1 − xi

β(v, xk)dv +

∫ xi

xi−1

v − xi−1

xi − xi−1

β(v, xk)dv (IV.21)

Il suffit donc de se donner un noyau de rupture β(v, xk) et par intégration de

l’équation (IV.21), ni,k se calcule aisément soit analytiquement (si l’expression de β(v, xk)

est simple) ou numériquement.

Terme de disparition

Le terme de disparition des particules suite à leur rupture est noté RD et donné par :

RD =

∫ vi+1

vi

Γ(v)n′(v, t)dv (IV.22)

En remplaçant la NDF par son expression dans l’équation (IV.16), l’équation (IV.22)
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se réduit à :

RD = ΓiNi(t) (IV.23)

Ainsi, l’équation globale de la rupture pure s’écrit sous sa forme discrète comme :

dNi(t)

dt
=

M∑

k=i

ni,kΓkNk(t)− ΓiNi(t) (IV.24)

Pour valider cette technique des pivots fixes, (Kumar & Ramkrishna, 1996a) ont com-

paré les résultats des simulations à des solutions analytiques pour différents phénomènes,

entre autres le cas de la rupture pure (Ziff & McGrady, 1985) et de l’agrégation pure

(Scott, 1968) en considérant une distribution initiale monodisperse avec des classes dis-

tribuées selon une suite géométrique tout en conservant le nombre et la masse comme

propriétés. Ces tests ont été effectués en faisant varier le nombre de classes (raison de la

suite géométrique) afin d’évaluer l’importance de ce paramètre.

Pour la rupture pure, uniforme et binaire/multiple, les résultats numériques obtenus

sont en concordance avec la solution analytique avec une amélioration de la précision en

augmentant le nombre de classes. Néanmoins, dans le cas de l’agrégation pure (cas que

nous n’avons pas développé ici), les résultats numériques rejoignent la solution analytique

pour les particules fines et moyennes mais surestiment les grosses particules. La qualité

des résultats s’améliore en augmentant le nombre de classes mais cela se répercute sur

le temps de calcul qui augmente puisque le système d’équations à résoudre devient plus

conséquent. Pour résoudre ce problème, en d’autres termes, avoir une bonne précision

sur l’ensemble de la distribution tout en optimisant le nombre de classes, deux stratégies

peuvent être adoptées à savoir (i) l’utilisation d’une grille variable pour la distribution des

classes au lieu d’une distribution géométrique fixe (ii) l’utilisation d’une grille glissante

qui sera fonction du temps et adaptée à la nature du(es) phénomène(s) mis en place pour

capter l’ensemble de l’intervalle de définition de la variable volume, ce qui a amené au

développement de la technique présentée brièvement dans la section suivante.

IV.2.1.2 Technique des pivots glissants

Cette technique est présentée par (Kumar & Ramkrishna, 1996b). Avec la méthode

des pivots fixes, les tailles minimale et maximale sont fixées dès le départ. Au début d’un
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processus d’agrégation par exemple, la distribution est portée par les pivots correspondant

aux petites particules mais en fin de procédé, la distribution a migré vers la droite. Un

grand nombre de pivots sont nécessaires alors même qu’à chaque instant seul un petit

nombre d’entre eux sont utiles. L’idée est de déplacer la grille à mesure que les particules

évoluent. L’évolution des pivots ne se fait pas d’une façon aléatoire mais en cohérence

avec la NDF. Nous donnons dans les équations (IV.25) et (IV.26) l’évolution de la NDF

(en terme de nombre total de particules dans chaque classe) et des pivots respectivement

dans le cas de la rupture pure en conservant le nombre et la masse comme propriétés.

Pour plus de détail, le lecteur peut se référer au travail original de (Kumar & Ramkrishna,

1996b).

dNi

dt
=
∑

j>i

Γ(xj)NjB̄
(1)
i,j − Γ(xi)Ni (IV.25)

dxi
dt

= − 1

Ni

∑

j>i

Γ(xj)Nj

[
B̄

(ν)
i,j − xiB̄(1)

i,j

]
(IV.26)

où

B̄
(1)
i,j =

∫ vi+1

vi

β(v, xj)dv et B̄
(ν)
i,j

∫ vi+1

vi

vβ(v, xj)dv (IV.27)

Dans le cas de la rupture pure, il y a de plus en plus de petites particules qui appa-

raissent dans le système suite à la fragmentation des plus grosses. De ce fait, pour suivre

cette évolution, les pivots glissent vers les petites tailles (d’où le signe négatif dans l’équa-

tion (IV.26)). Cela permet, en utilisant le même nombre de classes, de les répartir d’une

façon optimale pour capter l’évolution de la FDN avec précision. Cela est crucial dans le

cas de l’agrégation pour éviter une discrétisation surestimée dès le début pour éviter que

de nouvelles particules ne soient en dehors de la grilles. (Kumar & Ramkrishna, 1996b)

ont comparé les résultats des deux techniques dans le cas de l’agrégation pure et ont

conclu que la technique des pivots glissant est plus précise et ne surestime pas les grosses

particules.
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IV.2.2 Méthode des moments

Contrairement à la méthode de discrétisation, la méthode des moments ne s’intéresse

pas à l’évolution de la FDN directement mais à ses propriétés via les moments. Le suivi

de l’évolution d’un nombre fini de moments de la FDN réduit significativement le nombre

d’équations à résoudre et offre ainsi une possibilité de couplage avec des outils de mé-

canique des fluides numériques (CFD). Cette méthode est introduite initialement par

(Hulburt & Katz, 1964).

Le moment d’ordre k (k est un entier positif) d’une densité de probabilité f(x) est

défini par la relation :

mk =

∫ ∞

0

xkf(x)dx (IV.28)

Les moments permettent d’accéder aux grandeurs caractéristiques d’une population

de particules. Si la variable interne est la taille des particules (x ≡ L), le moment d’ordre

k = 0 est le nombre total de particules (par unité de volume), le moment d’ordre k = 1

représente la somme des tailles L, le moment m2 la surface totale développée par les

particules et le moment m3 le volume total des particules. Les diamètres moyens de

la population de particules (Tableau II.2) peuvent être calculés via les rapports des

moments mp
mq

. A titre d’exemple, le diamètre moyen en volume est d4,3 = m3

m2
.

En considérant v proportionnel à L3, l’équation de bilan de population basée sur la

taille des particules comme coordonnée interne s’écrit, en tenant compte de la croissance

et de la rupture, comme :

∂n(L, t)

∂t
= S(L, t)

= −∂[G(L)n(L, t)]

∂L
+

∫ ∞

L

β(L,L′)Γ(L′)n(L′, t)dL′ − Γ(L)n(L, t)

(IV.29)

où n(L, t) est la fonction densité en nombre basée sur la taille. Pour plus de détail

sur le passage de la variable volume à la variable taille comme coordonnée interne (de

l’équation (IV.7) à l’équation IV.29), le lecteur peut se référer à (Marchisio et al., 2003a).
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Le passage à une équation de transport des moments se fait par multiplication de

l’équation (IV.29) par Lk et intégration :

∂mk(t)

∂t
=

∫ ∞

0

kLk−1G(L)n(L, t)dL

+

∫ ∞

0

Lk
∫ ∞

0

Γ(L′)β(L,L′)n(L′, t)dL′dL

−
∫ ∞

0

LkΓ(L)n(L, t)dL

(IV.30)

L’utilisation des moments pour la résolution de l’équation de bilan de population

pose le problème de la fermeture du système d’équations à l’aide d’un nombre fini de

moments. Pour illustrer ce point, appuyons nous sur l’équation (IV.30). Si la vitesse de

dissolution G(L) est constante, le premier terme à droite s’écrit comme (kGmk−1) et mk−1

est résolu. Si maintenant nous considérons une fréquence de rupture proportionnelle à la

taille (Γ(L) ∝ L) par exemple, le dernier terme de l’équation (IV.30) fera intervenir le

moment mk+1 qui n’est pas connu. Pour résoudre ce problème de fermeture, des méthodes

sont proposées dans la littérature. Nous explicitons ci-après deux techniques basées sur

le principe de quadrature de Gauss à savoir la méthode de quadrature des moments

(QMOM) et la méthode de quadrature des moments directe (DQMOM).

IV.2.2.1 Méthode de quadrature des moments (QMOM)

Le principe de la méthode QMOM est l’approximation de la FDN par une quadrature

de Gauss à N points telle que (McGraw, 1997) :

n(L, t) ≈
N∑

i=1

wi(t)δ(L− Li(t)) (IV.31)

où δ est la fonction de Kronecker ou Dirac (i.e. vaut 1 si L = Li(x, t) et 0 si L 6= Li(t)),

wi(t) est le poids associé au Dirac centré sur la taille Li et Li(t) est l’abscisse du Dirac i.

Ce qui permet d’avoir cette approximation pour le calcul des moments :

mk(t) =

∫ ∞

0

Lkn(L, t)dL ≈
N∑

i=1

wi(t)L
k
i (t) (IV.32)
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En substituant les équations (IV.32) et (IV.31) dans l’équation (IV.30), nous obtenons

(Marchisio et al., 2003a) :

∂mk

∂t
= kGmk−1 +

∑

i

Γib
(k)

i wi −
∑

i

LiΓiwi (IV.33)

Avec :

b
(k)

i =

∫ ∞

0

Lkβ(L,Li)dL (IV.34)

Nous obtenons un système à 2N équations nécessitant la connaissance des 2N premiers

moments de la FDN. Le choix de l’ordre de la quadrature est un compromis entre le nombre

de moments que l’on veut suivre, le temps de calcul et la précision voulue. Néanmoins,

il est montré qu’une quadrature à trois points (N = 3) donne généralement des résultats

avec une bonne précision (Marchisio et al., 2003b).

Les poids (wi) et les abscisses (Li) peuvent être déterminés en utilisant l’algorithme

produit-différence (PD) proposé par (Gordon, 1968). Cet algorithme est basé sur la mi-

nimisation de l’erreur commise en remplaçant l’intégrale dans l’équation (IV.32) par son

approximation quadratique. En partant des 2N premiers moments, il est possible de

déterminer les N poids et les N abscisses minimisant l’erreur en dérivant une matrice

tridiagonale de rang N et en cherchant ses valeurs et vecteurs propres. Ainsi, les valeurs

propres sont les abscisses et le carré de la première composante des vecteurs propres sont

les poids (Marchisio et al., 2003a). Le détail de l’algorithme est donné dans l’Annexe B.

D’autres procédures tel que l’algorithme de Wheeler peuvent être utilisées pour remonter

aux couples (Li, wi) (Wheeler & others, 1974).

IV.2.2.2 Méthode de quadrature des moments directe (DQMOM)

Contrairement à la méthode QMOM où un nombre fini de moments de la NDF est

transporté, dans la méthode DQMOM le calcul concerne directement l’évolution des poids

et des abscisses de la quadrature de la NDF sans passer par les moments et donc sans

recours à un algorithme d’inversion. Nous donnons ci-après une description succincte de

cette méthode dans le cas d’un système homogène et mono-variable, pour plus de détails,

le lecteur peut se référer au travail original de (Marchisio & Fox, 2005).

En remplaçant la NDF par sa forme discrète (équation (IV.31)) dans l’équation
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(IV.29), nous obtenons :

N∑

i=1

δ (L− Li)
∂wi
∂t
−

N∑

i=1

δ′ (L− Li)wi
∂Li
∂t

= SL(L, t) (IV.35)

où δ′(L− Li) est la dérivée première de la fonction Dirac δ(L− Li).
En introduisant les abscisses pondérées ci à la place des abscisses Li (équation (IV.36))

ci = wiLi (IV.36)

et en posant :

∂wi
∂t

= ai
∂ci
∂t

= bi (IV.37)

(Marchisio & Fox, 2005) reformulent l’équation (IV.35) comme :

N∑

i=1

[δ (L− Li) + δ′(L− Li)Li] ai −
N∑

i=1

δ′ (L− Li) bi = SL(L, t) (IV.38)

Les inconnues ai et bi dépendent uniquement du temps et sont accessibles via l’inver-

sion des moments. Moyennant les propriétés de la fonction Dirac (équations (IV.39) et

(IV.40)) :

∫ ∞

0

Lkδ(L− Li)dL = Lki (IV.39)

∫ ∞

0

Lkδ′(L− Li)dL = −kLk−1
i (IV.40)

Le passage aux moments (multiplication par Lk et intégration sur L) de l’équation

(IV.38) aboutit à :

(1− k)
N∑

i=1

Lki ai + k

N∑

i=1

Lk−1
i bi =

∫ ∞

0

LkSL(L, t)dL (IV.41)

Le passage aux moments pour le terme source aboutit à :

∫
LkSL(L, t)dL = k

N∑

i=1

wiL
k−1
i G(Li) +

N∑

i=1

Γib
(k)

i wi −
N∑

i=1

LiΓiwi (IV.42)
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L’équation (IV.41) s’écrit alors :

(1− k)
N∑

i=1

Lki ai + k

N∑

i=1

Lk−1
i bi = k

N∑

i=1

wiL
k−1
i G(Li) +

N∑

i=1

b
(k)

i Γiwi−
N∑

i=1

Lki Γiwi (IV.43)

Le système d’équations (IV.43) peut être écrit sous forme matricielle comme :

Ax = d (IV.44)

où A est une matrice (2N ,2N), x est le vecteur des inconnues (2N :

a1, . . . , aN , b1, . . . , bN) et d est le vecteur du terme source (2N). De ce fait, 2N moments

(k = 0, . . . , 2N − 1) sont nécessaires pour résoudre le système. L’initialisation de la ré-

solution nécessite la connaissance des couples (Li(0),wi(0)) de la NDF initiale, pour cela

l’algorithme PD ou un autre algorithme similaire peut être utilisé.

Comme dans le cas de QMOM, une quadrature à trois points nécessitant la

connaissance des six premiers moments de la NDF est nécessaire pour avoir un résultat

suffisamment précis. L’avantage principal de la méthode DQMOM est sa flexibilité dans

les cas multidimensionnels ce qui la rend particulièrement intéressante pour le couplage

avec la CFD (Computational Fluid Dynamics).

Les méthodes de résolution de l’équation de BP basées sur les moments sont intéres-

santes d’un point de vue coût de calcul qui est très raisonnable comparé à la méthode

des classes par exemple. Par contre, elles donnent accès à l’évolution des moments ex-

clusivement et aucune information sur la NDF elle-même ou sur une valeur ponctuelle

de la distribution n’est directement accessible, ce qui est un inconvénient majeur dans

nombre d’applications où ces informations sont nécessaires. Pour résoudre ce problème,

des techniques de reconstruction de la NDF via la connaissance d’un nombre fini de ses

moments sont développées. Nous donnons dans la section suivante une description des

techniques les plus répandues.

IV.2.3 Reconstruction d’une distribution à partir de ses moments

La reconstruction d’une distribution (PDF : fonction densité de probabilité) par l’inter-

médiaire de la connaissance d’un nombre fini de ses moments, c’est-à-dire à partir d’une
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information partielle véhiculée par les moments, est un problème mathématique connu

de longue date (Stieltjes, 1894), rencontré dans des domaines très variés (e.g. physique,

procédés, finance).

Dans le cas d’une distribution monovariable, le problème se décline sous trois variantes :

– supp(f) = [a, b] : problème des moments de Hausdorff

– supp(f) = [a,+∞) : problème des moments de Stieltjes

– supp(f) = (−∞,+∞) : problème des moments de Hamburger

Où supp(f) est le support de la fonction densité de probabilités (intervalle de défini-

tion).

Dans notre cas, nous nous intéressons à des PDFs (définies positives de ce fait), donc

nous cherchons à résoudre le problème des moments de Stieltjes.

D’un point de vue mathématique, le problème des moments est largement étudié en

se basant sur les conditions d’existence d’une ou plusieurs solutions (Shohat & Tamarkin,

1943; Studden, 1997). Théoriquement, une reconstruction parfaite peut être obtenue par

la connaissance d’une infinité de moments de la PDF (John et al., 2007). Numériquement,

le problème est connu pour être difficilement inversible puisque le nombre fini de moments

disponibles définit un système d’équations mal-conditionné (Athanassoulis & Gavriliadis,

2002). De ce fait, il n’y a pas une méthode absolue pour reconstruire une PDF d’une façon

précise via la connaissance d’un nombre fini de ses moments.

La méthode de reconstruction la plus intuitive est l’approximation de la PDF recher-

chée par une série de distributions élémentaires (e.g. gaussienne, log-normale) quand une

information sur la forme de la PDF est disponible à priori (Diemer & Olson, 2002). Dans

ce cas, le problème est réduit à un simple fitting de paramètres. L’avantage de cette tech-

nique est le nombre réduit de moments qu’elle nécessite mais son inconvénient majeur

reste la forme de la PDF qu’il faut prédire ce qui est loin d’être évident notamment dans

les cas où cette forme change significativement durant le process. Nous présenterons ci-

après trois techniques de reconstruction différentes qui ne nécessitent pas la connaissance

de la forme de la PDF recherchée : la méthode des splines, la méthode basée sur la fonction

densité de noyau bêta et la méthode du maximum d’entropie.
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IV.2.3.1 Méthode des splines

Cette technique est développée par (John et al., 2007). Elle consiste à subdiviser le

support [a, b] de la PDF en n sous-intervalles tel que a = x1 < x2 < · · · < xn+1 = b

et dans chaque sous-intervalle [xi, xi+1], la PDF est approximée par un polynôme s(l)(x)

d’ordre l explicité pour l’ordre 3 dans l’équation (IV.45).

si(x) =
3∑

j=0

si,j(x− xi)j, x ∈ [xi, xi+1], i = 1, . . . , n (IV.45)

Pour chaque polynôme, 4 coefficients sont à déterminer, ce qui fait pour l’ensemble

des polynômes 4n inconnues si,j. L’enjeu est donc de trouver 4n équations pour pouvoir

déterminer l’ensemble des inconnues.

La première et la seconde dérivées de chaque polynôme sont données dans les équations

(IV.46) et (IV.47).

s′i(x) =
3∑

j=1

si,j(x− xi)j−1 (IV.46)

s′′i (x) =
3∑

j=2

si,j(x− xi)j−2 (IV.47)

La fonction f(x) à reconstruire est une PDF dont les valeurs aux bornes de l’intervalle

de définition sont nulles et nous assumons une transition lisse. Cela signifie pour la borne

à gauche que :

s1(x1) = 0, s′1(x1) = 0, s′′1(x1) = 0 (IV.48)

En remplaçant, nous obtenons les trois équations suivantes :

s1(x1) = s10 = 0, s′1(x1) = s11 = 0, s′′1(x1) = 2s12 = 0 (IV.49)

Par analogie, nous avons pour la borne de droite :

sn(xn+1) = 0, s′n(xn+1) = 0, s′′n(xn+1) = 0 (IV.50)

Ce qui donne ce système de trois équations :
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1 xn+1 − xn (xn+1 − xn)2 (xn+1 − xn)3

0 1 2(xn+1 − xn) 3(xn+1 − xn)2

0 0 2 6(xn+1 − xn)







sn0

sn1

sn2

sn3




=




0

0

0


 (IV.51)

Considérons maintenant la continuité des splines s(3)(x) aux nœuds xi+1(i = 1, . . . , n−
1), c’est à dire si(xi+1) = si+1(xi+1), cela donne les (n− 1) équations suivantes :

(
1 xi−1 − xi (xi−1 − xi)2 (xi−1 − xi)3 −1

)




si0

si1

si2

si3

s(i+1)0




= 0 (IV.52)

Intéressons nous à présent à la continuité de la première dérivée des splines s(3)(x) aux

nœuds xi+1(i = 1, . . . , n − 1), en d’autres termes s′i(xi+1) = s′i+1(xi+1), cela nous donne

les (n− 1) équations suivantes :

(
1 2(xi−1 − xi) 3(xi−1 − xi)2 −1

)




si1

si2

si3

s(i+1)0




= 0 (IV.53)

Finalement, nous établissons (n− 1) équations à partir de la continuité de la seconde

dérivée des splines s(3)(x) aux nœuds xi+1(i = 1, . . . , n− 1) : s′′i (xi+1) = s′′i+1(xi+1).

(
2(xi−1 − xi) 6(xi−1 − xi)2 −1

)



si2

si3

s(i+1)0


 = 0 (IV.54)

Nous avons donc jusque-là, dans le cas des splines cubiques, (3n− 3) équations issues

des conditions aux limites de l’intervalle de définition [a, b], de la continuité des splines au

nœuds ainsi que leurs dérivées premières et secondes, cela pour un système contenant 4n
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inconnues. Il nous manque donc (n−3) conditions pour avoir un système carré. Ces équa-

tions manquantes seront établies à partir des moments. Considérons le moment d’ordre k

du spline cubique s(3).

∫ xn+1

x1

xks(3)(x)dx =
n∑

i=1

∫ xi+1

xi

xksi(x)dx =
n∑

i=1

3∑

j=0

sij

∫ xi+1

xi

xk(x− xi)jdx (IV.55)

Notons :

I1 =
xk+1
i+1 − xk+1

i

k + 1
, I2 =

xk+2
i+1 − xk+2

i

k + 2
, I3 =

xk+3
i+1 − xk+3

i

k + 3
, I4 =

xk+4
i+1 − xk+4

i

k + 4
(IV.56)

Nous obtenons alors :

mk =

∫ xn+1

x1

xks(3)(x)dx

=
n∑

i=1

[I1si0 + (I2 − xiI1)si1 + (I3 − 2xiI2 + x2
i I1)si2

+ (I4 − 3xiI3 + 3x2
i I2 − x3

i I1)si3] (IV.57)

L’équation ci-dessus sera utilisée pour les (k = n− 3) premiers moments. Cela signifie

que le nombre de moments connus fixe le nombre de splines. Nous avons au final un

système linéaire 4n× 4n à résoudre.

Pour optimiser le support de reconstruction et augmenter ainsi la précision de la

technique, les valeurs de la PDF reconstruite f (k)(x) aux limites du support (i.e. les

deux sous-intervalles [x(k)
1 , x

(k)
2 ] et [x(k)

n , x
(k)
n+1]). Pour cela, ces deux sous-intervalles sont

subdivisés en dix classes équidistantes chacun, les valeurs de f (k)(x) sur les noeuds des

classes sont comparées à la valeur maximale de f (k) pour réduire éventuellement la taille

du support. Ce test est donné pour la limite droite comme :

(
10∑

j=1

[(
f (k)(xnj)

)2
]

+
(
f (k)(x

(k)
n+1)

)2
)1/2

≤ tolredf
(k)
max (IV.58)

Si l’équation (IV.58) est satisfaite, le support est réduit en mettant x(k+1)
n+1 = (x

(k)
n +
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x
(k)
n+1)/2. Pour le nouveau intervalle [x

(k+1)
1 , x

(k+1)
n+1 ], une redistribution équidistante des

nœuds est effectuée. Pour éviter que la PDF reconstruite prenne des valeurs négative, ce

qui n’a pas de sens physique, f (k)(x) est évaluée aux nœuds xi(i = 1, . . . , n + 1) et au

milieu des sous-intervalles et comparée à une tolérance tolneg (équation (IV.59)).

fmin,max := min
j=1,...,k

f (j)
max,

f (j)(xi)

fmin,max
≥ tolneg,

f (j)(xi6)

fmin,max
≥ tolneg (IV.59)

avec tolneg ≤ 0.

Dans (John et al., 2007), les nœuds xi sont distribués d’une façon équidistante. Cela

n’est pas adapté pour les distributions bi- ou multi-modales. (De Souza et al., 2010) ont

développé un algorithme adaptatif où les nœuds ne sont pas équidistants mais distribués

d’une façon optimale pour capter au mieux les zones singulières de la PDF.

IV.2.3.2 Méthode de reconstruction pas la fonction densité de noyau bêta

Dans cette méthode, la PDF est approximée par une somme de fonctions densité de

noyau (KDF : Kernel Density Function) pondérées (Athanassoulis & Gavriliadis, 2002) :

f(x) =
I∑

i=1

piK(x;xi, h) (IV.60)

où K(x;xi, h) sont les KDFs centrées sur xi, h est un paramètre d’étalement et I est

le nombre total de KDFs utilisé pour la reconstruction. Les coefficients de pondération pi

satisfont les relations :

pi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , I;
I∑

i=1

pi = 1 (IV.61)

Puisque la PDF recherchée est mono-variable et définie sur un support fermé qui peut

être aisément normalisé sur [0, 1], la KDF choisie est une fonction noyau Bêta. La fonction

Bêta est donnée par sa forme normalisée avec κ et λ comme paramètres par l’équation

(IV.62) :

g(x;κ, λ) =
Γ(κ+ λ)

Γ(κ)Γ(λ)
xκ−1 (1− x)λ−1 , κ, λ > 0 (IV.62)

où Γ est la fonction Gamma usuelle. La fonction noyau Bêta est définie comme :
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K(x;x∗, h) ≡ g(x;κ, λ) x ∈ A = [0, 1] (IV.63)

Les paramètres de la PDF Bêta (κ and λ) sont reliés à ceux de la Bêta KDF (x∗ et h)

comme suit : κ = κ(x∗, h) est la solution unique de l’équation cubique suivante :

A3κ
3 + A2κ

2 + A1κ+ A0 = 0 (IV.64)

Les coefficients du polynôme (IV.64) sont :





A3 = h2

x3∗

A2 =
(x3∗−x2∗+7h2x∗−3h2)

x3∗

A1 =
(2x∗−1)(−x2∗+8h2x∗−3h2)

x3∗

A0 = h2(3x∗−1)(2x∗−1)2

x3∗

(IV.65)

Et λ = λ(x∗, h) est la solution de l’équation (IV.66) :

λ = M1κ+M0 (IV.66)

avec M1 = 1−x∗
x∗

et M0 =
(

2x∗−1
x∗

)

Les moments du noyau Bêta peuvent être estimés analytiquement par l’équation IV.67

ci-après :

Bk(x∗) = Bk(κ, λ) =

∫ 1

0

xkg(x;κ, λ)dx =
Γ(κ+ λ)Γ(κ+ k)

Γ(κ)Γ(κ+ λ+ k)
(IV.67)

En substituant l’équation (IV.67) dans l’équation (IV.60), nous obtenons les moments

m+
k de la PDF reconstruite :

m+
k =

I∑

i=1

Bk,ipi, k = 0, 1, . . . N1 (IV.68)

Pour déterminer les coefficients de pondération pi le problème des moments est refor-

mulé comme un problème d’optimisation sous contraintes (équation (IV.69)) :

∥∥mk −m+
k

∥∥
L2 = min,

(
pi ≥ 0,

I∑

i=1

pi = 1

)
(IV.69)
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L’équation (IV.69) peut être résolue numériquement en utilisant l’algorithme des

moindres carrés non-négatifs (NNLS : Nonnegative Least Square). Pour améliorer l’ef-

ficacité de cette technique d’une part et réduire le nombre de moments nécessaires pour

la reconstruction d’autre part, différentes techniques d’optimisation peuvent être utili-

sées. Dans notre cas, nous utilisons, en plus des moments ordinaires, les moments décalés

pour rajouter des contraintes supplémentaires au système d’équations et ainsi réduire le

nombre de moments. Cette technique est décrite dans le travail original de (Gavriliadis &

Athanassoulis, 2003).

Les moments décalés m̃k de la PDF f(x) sont définis comme :

m̃k =

∫ 1

0

(x− x̄)jf(x)dx, k = 1, 2 . . . N2 ≤ N1, x̄ ∈ [0, 1] (IV.70)

Dans le problème des moments, f(x) est la distribution recherchée, de ce fait, les

moments décalés m̃k sont dérivés des moments ordinaires mk comme suit :

m̃k =
k∑

k=0

(−1)j


 k

j


 x̄jµk−j, k = 1, 2 . . . N1 ≤ N (IV.71)

Les moments décalés d’une Bêta KDF sont calculés via l’équation (IV.72) :

B̃k =

∫ 1

0

(x− x̄)kK(x;xi, h)dx (IV.72)

Ce qui donne les moments décalés m̃+
k de la reconstruction :

µ̃+
k =

I∑

i=0

B̃kipi, k = 1, 2 . . . N1 ≤ N (IV.73)

Le problème de minimisation (équation (IV.69)) est reformulé alors comme :

∥∥∥∥∥∥


 µk

µ̃k


−


 Bk

B̃k


 pI

∥∥∥∥∥∥
L2

= min,

(
pi ≥ 0,

I∑

i=1

pi = 1

)
(IV.74)

Ce nouveau problème de minimisation sous contraintes peut être résolu en utilisant

les algorithme NNLS ou LSQLIN disponibles sous MATLAB (optimization toolbox ).

Ainsi, l’algorithme de cette technique de reconstruction peut être réduit à ces étapes :

– Définir l’intervalle de reconstruction [a, b]

– Transformation des moments sur l’intervalle normalisé [0, 1]
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– Calcul des moments décalés à partir des moments ordinaires

– Fixer le nombre I de BKDFs et le paramètre d’étalement h

– Calculer les coefficients Bk,i et B̃k,i

– Déterminer les coefficients pi en résolvant le problème de minimisation sous

contraintes défini par l’équation (IV.74)

IV.2.3.3 Méthode du maximum d’entropie

La méthode du maximum d’entropie (ME) approxime la PDF par une distribution

lisse qui maximise l’entropie de Shannon H[f ] connue dans la théorie de l’information

(Mead & Papanicolaou, 1984) et donnée dans l’équation (IV.75).

H[f ] = −
∫ ∞

0

f(x)lnf(x)dx (IV.75)

Sous les contraintes des moments (équation (IV.28)). L’existence d’une telle distri-

bution est discutée dans (Tagliani, 1999). Ce problème standard d’optimisation sous

contraintes aboutit à la représentation explicite de l’approximation fM(x) sous la forme :

fM(x) = exp

(
−

N∑

j=0

ϕjx
j

)
(IV.76)

A compléter avec les (N + 1) contraintes des moments suivantes :

mi =

∫ ∞

0

xifM(x)dx i = 0, 1, . . . , N (IV.77)

Les coefficients ϕ0, . . . , ϕN sont les multiplicateurs de Lagrange. En minimisant le

potentiel convexe suivant :

∆ =

∫ ∞

0

[
exp

(
−

N∑

j=0

ϕjx
j

)
− 1

]
dx+

N∑

j=0

ϕjmj (IV.78)

En d’autres termes, en cherchant ses points stationnaires ∂∆
∂ϕi

= 0, nous aboutissons à

ce système d’équations non linéaires :

∫ ∞

0

xiexp

(
−

N∑

j=0

ϕjx
j

)
dx = mi i = 0, 1, . . . , N (IV.79)

Il suffit donc de résoudre le système (IV.79) pour avoir accès aux multiplicateurs
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de Lagrange et donc à la reconstruction. Numériquement, des méthodes itératives de

type Newton sont utilisées pour la résolution avec une initialisation ϕ(0) et une tolérance

donnée comme critère d’arrêt du calcul itératif.

La validation numérique de ces trois techniques de reconstruction des PDFs ainsi que

la discussion sur leur précision, temps de calcul nécessaire et le nombre de moments requis

pour avoir un résultat satisfaisant sont discutées dans l’Annexe (Publication 2).

IV.3 Validation numérique des méthodes de résolution

du BP

Nous avons abordé dans la section précédente les méthodes numériques de résolution

de l’équation de BP choisies à savoir la méthode des classes et la méthode des moments

sous ses deux variantes QMOM et DQMOM. Nous nous sommes appuyés sur ces méthodes

pour résoudre le BP dans le cas de l’hydrolyse enzymatique de la cellulose. Pour valider

numériquement ces approches, elles ont été confrontées à une solution analytique que

nous développerons ci-après. La comparaison entre la solution analytique et les résultats

numériques est donnée en dernier lieu.

IV.3.1 Résolution analytique de l’équation de BP

Nous cherchons à résoudre analytiquement l’équation (IV.9) avec la taille comme co-

ordonnée interne. Pour cette équation de rupture, (Ziff & McGrady, 1985) proposent une

solution dans le cas spécifique où la fréquence de rupture est Γ = L2 et le noyau de rupture

β = 2/L′. Sous ces conditions, l’équation de rupture est réécrite comme :

∂n(L, t)

∂t
= 2

∫ ∞

L

L′n(L′, t)dL′ − L2n(L, t) (IV.80)

La solution générale de l’équation (IV.80) est (Ziff & McGrady, 1985) :

n(L, t) = e−tL
2

(
n(L, 0) + 2t

∫ ∞

L

L′n(L′, 0)dL′
)

(IV.81)

où n(L, 0) est la NDF initiale.

102



IV.3. Validation numérique des méthodes de résolution du BP

Pour expliciter cette solution, nous supposons que la distribution initiale suit une loi

normale (équation (IV.82)) avec (µ, σ) sa moyenne et son écart-type.

n(L, 0)) =
1

σ
√

2π
e−

(L−µ)2
2σ2 (IV.82)

En substituant l’équation (IV.82) dans (IV.81), nous avons :

n(L, t) =
1

σ
√

2π
e−tL

2

(
e−

1
2(L−µσ )

2

+ 2t

∫ ∞

L

L′e
− 1

2

(
L′−µ
σ

)2
dL′
)

(IV.83)

Notons I le terme intégral et procédons au changement de variable suivant :

L′ − µ = L̂′ 7−→ L′ = L̂′ + µ 7−→ dL′ = dL̂′ (IV.84)

Le terme intégral est écrit alors comme :

I =

∫
L̂′e−

1
2σ2

L̂′
2

dL̂′ + µ

∫
e−

1
2σ2

L̂′
2

dL̂′ (IV.85)

Rappelons que :

∫
e−ax

2

dx =

√
π

2
√
a
erf(x

√
a) (IV.86)

et

∫
xe−ax

2

dx = − 1

2a
e−ax

2

(IV.87)

De ce fait :

I = σ2e−
1
2(L−µσ )

2

+ µσ

√
π

2

(
1− erf

(
1√
2

L− µ
σ

))
(IV.88)

En remplaçant l’équation (IV.88) dans (IV.83), nous obtenons la solution explicite

finale :

n(L, t) =
1

σ
√

2π
e−tL

2

[
(2tσ2 + 1)e−

1
2(L−µσ )

2

+ µσt
√

2π

(
1− erf

(
1√
2

L− µ
σ

))]

(IV.89)

où erf est la fonction erreur.
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L’équation (IV.89) donne l’évolution temporelle de la NDF gaussienne dont les parti-

cules subissent une rupture pure avec des paramètres spécifiques (noyau et fréquence de

rupture). Cette solution est illustrée dans la Figure IV.2 dans le cas où µ = 3 et σ = 0.25

avec t ∈ [0, 0.5].

Figure IV.2 – Solution analytique pour une distribution initiale gaussienne dans le cas
d’une rupture pure

IV.3.2 Validation de la méthode des classes

Pour valider l’implémentation de la méthode des classes sous MATLAB, nous com-

parons la solution analytique donnée par l’équation (IV.89) au résultat obtenu par la

méthode des classes avec la technique des pivots fixes. Nous utilisons une grille géomé-

trique pour générer les classes avec un premier terme u0 = 0.01 et une raison r = 20.05.

Le système d’équations discrétisées (IV.24) est intégré en utilisant ode45 sous MATLAB.

La comparaison est donnée dans la Figure IV.3.

La méthode des classes donne de très bons résultats qui s’éloignent peu de la solution

analytique. Néanmoins, il a fallu utiliser un nombre important de classes pour avoir une

bonne précision. A titre d’exemple, dans ce cas nous avons utilisé 180 classes.
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Figure IV.3 – Comparaison entre la solution analytique (en continu) et la résolution par
la méthode des classes (en ronds) à différents instants

IV.3.3 Validation de la méthode des moments

Pour valider les méthodes QMOM et DQMOM, nous avons estimé numériquement

les premiers moments de la solution analytique (IV.89) via l’équation (IV.28) que nous

avons comparé avec l’évolution des moments prédits par QMOM et DQMOM en intégrant

les systèmes (IV.33) et (IV.43) respectivement sous MATLAB en utilisant quad45 et

une quadrature à trois points. Le résultat est donné pour les quatre premiers moments

(normalisés par les moments initiaux) dans la Figure IV.4.

Les deux méthodes donnent le même résultat et arrivent à prédire avec une bonne

précision l’évolution des moments analytiques avec une quadrature à trois points. Il suffit

donc de suivre l’évolution des six premiers moments de la distribution initiale, en d’autres

termes résoudre un système de six équations, ce qui explique la rapidité de ces méthodes.
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Figure IV.4 – Comparaison de l’évolution des moments analytiques (en continu) et des
moments résolus via QMOM et DQMOM (en ronds) avec une quadrature à N = 3
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Chapitre V

Résultats

Nous présentons dans ce dernier chapitre l’ensemble des résultats numériques et expé-

rimentaux obtenus dans le cadre de cette étude.

Dans la partie numérique, nous explorons en premier lieu le cas d’un substrat soluble.

L’équation de bilan de population est résolue par la méthode des classes puis par la

méthode des moments (DQMOM) en passant par une étude comparative des techniques

de reconstruction des distributions via la connaissance d’un nombre fini de leurs moments.

En deuxième lieu, le cas d’un substrat particulaire est traité avec la méthode des moments.

Dans la partie expérimentale, les résultats obtenus avec les différentes techniques de

caractérisation physiques et biochimiques (morphogranulométrie, FBRM, granulométrie

laser, DNS) sont exposés et commentés.

V.1 Résultats numériques dans le cas d’un substrat so-

luble

V.1.1 Résolution par la méthode des classes

La méthode de résolution de l’équation de bilan de population la plus directe est celle

des classes. Nous développons dans ce qui suit un modèle de BP dans le cas de l’hydrolyse

enzymatique de la cellulose et nous explorons la résolution par cette méthode.
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Chapitre V. Résultats

V.1.1.1 Introdution

Comme première approche, nous considérons un substrat simple de type cellulose pure

soluble dans l’eau. Ainsi, ce substrat se retrouve sous forme de chaines polysaccharides

dans le milieu réactionnel. Il est converti en sucres simples grâce à l’action combinée des

endoglucanases (EG) et des cellobiohydrolases (CBH). Ces deux activités principales sont

prises en compte dans la modélisation.

L’activité EG, de part son mécanisme d’hydrolyse aléatoire des liaisons glycosidiques,

est assimilée à une rupture pure des chaines aboutissant à l’apparition de nouvelles chaines

de plus en plus petites. Nous admettons que la rupture dans ce cas est binaire, hypothèse

valable puisque la réaction est relativement lente. Cette rupture pure est caractérisée,

à l’échelle de la distribution de taille des chaines, par une fréquence d’occurrence liée à

la concentration en enzymes actives dans le système. Au niveau d’une chaine, l’activité

enzymatique est traduite par une probabilité d’attaque qui donne la position de la liaison

qui sera rompue. Dans le cas précis des EG, la probabilité d’avoir une chaine de taille x

issue de la rupture d’une chaine de taille supérieure x′ est de 2/x′. Cela signifie qu’il existe

uniquement deux positions le long de x′ qui, potentiellement, peuvent donner naissance

à des chaines de taille x inférieure à x′. Numériquement, la méthode des classes avec

la technique des pivots fixes (Kumar & Ramkrishna, 1996a) est utilisée pour résoudre

l’équation de BP dans le cas de la rupture pure. Les deux propriétés conservées lors de la

redistribution des nouvelles particules qui apparaissent dans le système sont le nombre et

la masse.

L’activité CBH n’est pas aléatoire, chaque attaque libère une molécule de cellobiose

et la taille de la chaine mère est, de ce fait, réduite de deux monomères. Ainsi, les chaines

cellulosiques voient leurs tailles diminuer progressivement jusqu’à la dissolution complète.

Nous proposons de modéliser cette activité comme une dissolution des chaines (croissance

négative) caractérisée par une vitesse G(x). De ce fait, l’utilisation de la technique des

pivots glissants (Kumar & Ramkrishna, 1996b) pour la résolution numérique de l’équation

de BP dans ce cas est plus appropriée. Contrairement à la technique des pivots fixes, nous

n’aurons pas ici à traiter de la redistribution des particules filles sur les pivots adjacents.

En effet, avec la technique des pivots glissants, la vitesse à laquelle les pivots glissent

est directement reliée à la vitesse de décroissance, G(x), qui, elle, traduit l’activité CBH.

Par contre, pour éviter le glissement des pivots vers des tailles trop petites voire même
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négative, ce qui n’a pas un sens physique, nous fixons le premier pivot sur la taille minimale

à savoir celle d’un cellobiose et il reste fixe le long du processus. En glissant, quand le

pivot adjacent atteint cette taille minimale, son poids est versé sur le premier pivot (pour

conserver la masse totale) et le nombre total de pivots diminue de un.

Dans un cocktail cellulolytique, nous retrouvons les deux activités EG et CBH d’où la

nécessité de combiner ces deux activités dans le modèle de bilan de population. Pour cela,

les caractéristiques (du point de vue modélisation) de chaque activité restent inchangées,

mais la résolution numérique de l’activité EG est adaptée à la technique des pivots

glissants pour pouvoir la combiner facilement avec l’activité CBH. Dans ce cas, la redis-

tribution des chaines filles issues de la fragmentation des chaines mères s’effectue d’une

façon dynamique puisque la position des pivots est fonction du temps (glissent vers les pe-

tites tailles) tout en conservant les deux propriétés d’intérêt à savoir le nombre et la masse.

Nous détaillons dans l’article suivant (V.1.1.2) la résolution numérique de l’équation

de BP dans les deux cas des EG et CBH séparément avant de les combiner pour explorer

l’effet de synergie. La sensibilité du modèle aux différents paramètres est testée. En dernier

lieu, une ouverture est suggérée pour tenir compte notamment de l’effet d’inhibition des

enzymes par l’accumulation des produits. Dans ce cas, les vitesses d’hydrolyse par les

EG/CBH sont fonction de la concentration en sucres simples.

V.1.1.2 Article 1 : Population balance approach for the modelling of enzy-

matic hydrolysis of cellulose

Cet article est publié dans "The Canadian Journal of Chemical Engineering", il

est accessible en ligne sous le lien : http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/

cjce.22088/pdf
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bUniversité de Toulouse; INSA, UPS, INP; LISBP, 135 Avenue de Rangueil, F-31077, Toulouse, France
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Abstract

In this numerical work, a population balance based model is proposed in order to describe the cellulose

particles size evolution during the enzymatic hydrolysis. Two kinds of actions are considered: endoglucanase

activity that cleaves randomly β-1,4-glycosidic linkages of cellulose and exoglucanase activity which reduces

the particles size with chain-end-cleaving producing cellobiose (a dimer of two glucoses linked by a β-1,4-

glycosidic bond). A discretization method with a fixed pivot technique is used for the endoglucanase action

and a moving pivot technique for exoglucanase attack. The numerical resolution is then validated by analytical

solutions available in literature. Afterwards, the combination of the two actions is investigated for different

enzyme ratios in order to reproduce the endo-exo synergism numerically. Since the biodegradation of cellulose

releases D-glucose as a final product due to β-glucosidase which hydrolyzes cellobiose into two molecules of

glucose, numerical kinetic model predicting the fractional conversion of cellulose is derived from the population

balance developed model. The enzymes activity is strongly affected by the accumulation of the end-products

(cellobiose and glucose) during the hydrolysis, the inhibition effect is thereby incorporated in the model. The

numerical model prediction is compared to experimental data in the case of combined activity and shows a

promising approach for the modeling of cellulose-cellulase systems.

Keywords: Hydrolysis, population balance model, enzymes, cellulases, mathematical modelling

1. Introduction

The use of lignocellulosic materials, known as the largest renewable carbohydrate source on earth (Jr-

gensen et al., 2007), for biofuels and chemicals production has been widely studied since the global supply of

fossil fuels is limited (Philippidis & Wyman, 1992; Sun & Cheng, 2002; Van Dyk & Pletschke, 2012).

The focus has been on the bioconversion of biomass by means of hydrolytic enzymes capable of degrading

these insoluble materials to soluble and fermentable sugars. However, both the enzyme systems and the

understanding of cell wall structure are still subject to improvement (Kristensen, 2008). Indeed, the hydrolysis
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Article 1: Résolution du BP par la méthode des classes dans le cas de l’hydrolyse enzymatique

reaction, considered as one of the main limiting steps of the bioconversion process (Chauve et al., 2010), has

a multidimensional mechanism. It depends on the chemical and structural substrate features (chemical

composition especially lignin content, accessibility, reactive area ) (Lin et al., 2010; Bansal et al., 2012) as

well as on the biocatalyst (nature and enzymatic cocktail composition) (Medve et al., 1998; Hoshino et al.,

1997) and on the operating conditions (temperature, pH and mixing) (Samaniuk et al., 2011; Chen et al.,

2012). In addition to that, one has to consider complex substrate-biocatalyst interactions which remain to

be elucidated (Levine et al., 2010). This complexity makes the kinetic modeling of such systems delicate and

the experimental determination of the role of each parameter on the whole reaction unobvious.

Nevertheless, several kinetic models based on different assumptions have been developed for the enzymatic

hydrolysis of pure cellulose and lignocellulosic materials, reviewed by Bansal et al. (2009). Michaelis-Menten

based models, developed initially for homogenous reaction (such as the action of β-glucosidases on soluble

cellobiose) have been used by many authors to describe the whole hydrolysis process (Bezerra & Dias, 2004;

Teoh & Don, 2011). Since hydrolysis is a heterogeneous reaction, the overall rate depends on the amount

of adsorbed cellulases. Adsorption models based generally on Langmuir adsorption isotherm are, thereby,

used for fitting experimental data (Gan et al., 2003; Zhang et al., 2006). In these models it is assumed that

the limiting step is related to the enzyme adsorption. Irreversible adsorption on lignin has been reported

for lignocellulosic materials (Converse et al., 1990; Lee et al., 1994) as well as non-reactive adsorption on

crystalline cellulose (Ohmine et al., 1983; Sinitsyn et al., 1989). It is important to observe that Michaelis-

Menten and adsorption models share the same mathematical formalism. The parameters have different

meaning but they are only apparent and global constants. For example, the fact that the specific area

changes during the reaction because of the substrate liquefaction cannot be taken into account by these

models (Hong et al., 2007).

More comprehensive models have been proposed integrating the rate limiting factors such as the synergistic

interaction of cellulases, the activity inhibition by products accumulation and the enzyme accessibility to the

hydrolysable fractions (Zhang et al., 2006; Okazaki & Moo-Young, 1978). But they are based on the same

approach as those described before. Movagarnejad et al. combined Langmuir isotherm concept and shrinking

particle theory (Movagarnejad et al., 2000) assuming that the particles are cylindrical and preserve their shape

during the shrinkage process with an invariant diameter to height ratio. The weakness of such models lies in

their inability to integrate heterogeneous particles size distribution with different shapes.

In the light of these considerations, population balance modeling can be an alternative for developing

mechanistic models for systems as complex as lignocellulosic materials hydrolysis. In fact, population bal-

ance equations, used for diverse applications, draw strength from their ability to describe dynamic systems

evolution taking into consideration particular level processes (breakage, aggregation ...). Except Hosseini

and Shah (Hosseini & Shah, 2011b,a), no literature could be found using this approach for enzymatic ligno-

cellulosic materials hydrolysis. In their discrete models, (Hosseini & Shah, 2011b) assimilated the cellulose

hydrolysis to a linear chain depolymerisation. But for cellulose hydrolysis by endoglucanase, the discretiza-
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tion scans all possible polymer lengths leading to an onerous resolution since the number of equations is

proportional to the maximum initial chain length.

In this paper, we develop models for cellulose particles size evolution during their hydrolysis by en-

doglucanase and exoglucanase enzymes. For the resolution of the population balance equations, we use the

discretization method developed by Kumar and Ramkrishna (Kumar & Ramkrishna, 1996a,b, 1997) with

a fixed pivot technique for the endoglucanase activity and a moving pivot technique for the exoglucanase

attack. Once these two models are validated, a combined model for both activities is proposed and solved

using the moving pivot technique. This model predicts the particles size distribution during hydrolysis as

well the conversion yield of the substrate. The originality of the work proposed here is to incorporate enzyme

activity mechanisms into the robust framework of population balance modeling. Finally, the extension of the

developed model in order to take into account the end-products inhibition effect is explored.

2. Model framework and numerical method

Population balance general equations describe particulate systems behavior when submitted to a dynamic

evolution of their physical or chemical properties. In our case, we consider pure cellulose particles assimilated

to polymer chains with a given initial size distribution. Enzymatic hydrolysis of this substrate leads to a

progressive decrease in the chains length due to breakage and chain-end-cleaving processes. As a first step,

each enzymatic activity is treated separately and the associated numerical method is presented. Then, the

full model combining the two activities is described.

For a continuous and homogeneous system, the evolution of the particles size distribution undergoing

binary break-up and constant growth is described by the kinetic equation (Kumar & Ramkrishna, 1997):

∂n(x)

∂t
= −∂ [G(x)n(x)]

∂x
− n(x)Γ(x) +

∫ ∞

x

β(x, x′)Γ(x′)n(x′, t)dx′ (1)

The first term on the right hand side corresponds to the net accumulation related to the growth of particles

which is a kinetic phenomenon. The second term represents the loss (death) of particles with a size x due to

their break-up (with a frequency Γ(x)). The last term describes the production of new particles with a size

x (birth) due to the breakage of larger particles. The birth and death terms are discrete events. The last

integral term represents the main issue in solving the equation (1). Except in some particular cases for which

analytical solutions exist, population balance equations resolution is carried out by numerical techniques.

Here, we chose the discretization method (method of classes) developed by Kumar & Ramkrishna (1996a).

2.1. Discretization method

The discretization method consists of dividing the entire property ξ range (size, volume, specific area

. . . ) into a finite number of intervals, noted M . All particles for which the property ξ lies in the interval

[ξi; ξi+dξi] are attributed to the ith interval represented by its center xi called pivot. Thus, the initial problem
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is transformed into a set of M equations, regarding the number of particles, Ni(t), in the ith interval. The

integral term in each equation is approximated numerically using the same discretization.

2.2. Modeling the endoglucanase activity

The hydrolysis due to endoglucanases solely is assimilated to a pure breakage process (G = 0 in equation

(1)). Endoglucanases are known for internally cleaving cellulose chains (figure 1). Their random actions on

β-1,4-glycosidic bonds lead to binary breakages without any position preference but as admitted by Hosseini

& Shah (2011b) the breakup frequency is a function of chain length since longer chains are more susceptible

to be attacked. Thus, as a first approach, we consider the breakage frequency Γ proportional to cellulose

chains length.

As the polymers breakage is a discrete process, it has a probabilistic foundation. Considering a cellulose

chain with an initial length x′, we look for the probability β(x, x′) to form a new chain with a length x

after the breakup of the chain x′. Since the breakage is binary, there are only two possible locations along

the initial chain length x on which the enzymes can act in order to form the chain x (figure 1). Thus, the

probability expression is 2/x′ (Ziff & McGrady, 1985).

Figure 1: Schematic representation of the endoglucanases activity. Random scission with a given nature (binary in this scheme)

and breakage frequency Γ. The arrows show the two possible locations leading to a particle of length x from the breakage of a

particle of length x′.

During the population particles evolution, new particles are formed by breakup. The size of the newly

formed particle may not correspond to an existing pivot. So this particle has to be affected to the neighboring

pivots. Considering a new particle with a size ξ in the range [xi, xi+1], one has to calculate the fractions

a(ξ, xi) and b(ξ, xi+1) that will be affected to the pivots xi and xi+1. Following the approach proposed by

Kumar and Ramkrishna, we chose to preserve the particle number and mass, noted f1 and f2, which lead to

equations (2) and (3) (Kumar & Ramkrishna, 1996a).

a(ξ, xi)f1(xi) + b(ξ, xi+1)f1(xi+1) = f1(ξ) (2)
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a(ξ, xi)f2(xi) + b(ξ, xi+1)f2(xi+1) = f2(ξ) (3)

The breakage process is defined as a continuous event over a given cellulosic chain length. It could be

thought that this is in contradiction with the fact that breakup actually occur at the glycosidic linkages. In

fact, the new formed chains appearing in the system are distributed on two adjacent pivots, as described

previously. This solves the apparent contradiction since the pivots correspond to polymer lengths which are

physically possible.

After several mathematical transformations, Kumar and Ramkrishna establish the discrete equation for

the pure breakup process as the linear sum of the birth and death particles terms given below (Kumar &

Ramkrishna, 1996a):

dNi(t)

dt
= −ΓiNi(t) +

M∑

k=i

nikΓkNk(t) (4)

The left hand side term of the equation (4) corresponds to the variation of the total number of the particles

in the ith interval (1 ≤ i ≤M) per unit time. This variation is the consequence of two phenomena appearing

on the right hand side of the equation. The first term refer to the particles in the ith interval disappearing at

the frequency Γi because of hydrolysis. It corresponds to the number of the particles of length xi undergoing

breakage process per unit time, i.e. the second term on the right hand side of equation (1). The second

phenomenon is related to the particles of length xk ≥ xi which may give, after breakage, at least one particle

in the ith interval. The number of the new particles appearing in the ith interval per unit time is given by the

second term of the equation (4) corresponding to the discretization of the integral term of the equation (1).

For further details regarding the calculation of nik, please refer to the original work cited. It is worth noting

that these nik values can be calculated a priori, i.e. before starting the resolution of the set of equations (4).

Indeed, the nik values depend only on the properties f1 and f2 and the value of the pivots.

The numerical resolution of the discretized population balance equation was performed using the fixed

pivot technique and was validated by analytical solutions available in literature. Ziff and McGrady proposed

analytical solutions in the cases where the breakage frequency is (Γ = 1) or (Γ = xα) (Ziff & McGrady, 1985).

Once the model is validated, other breakage frequency mathematical expressions can be easily implemented.

2.3. Modeling the exoglucanase activity

The second major hydrolytic enzyme is exoglucanase, called also cellobiohydrolase. It acts on the ends of

cellulose chains and releases cellobiose (figure 2). This action causes a progressive decrease of the cellulose

chains length. Unlike endoglucanases requiring probabilities for predicting daughter particles length, exoglu-

canase activity leads invariably to a chain with a degree of polymerization decreased by two after each attack.

An equal reactivity, irrespective of the chain length, is assumed.

We propose to model this hydrolytic activity as a pure growth (Kumar & Ramkrishna, 1997) with a nega-

tive rate defined as the rate of decrease of the chains length (G(x) = dx/dt). The hydrolysis by exoglucanases
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Figure 2: Schematic representation of the exoglucanases activity. Each attack produces one cellobiose and reduces the length of

the initial chain by two monomers

is thus described as a continuous dissolution of the cellulose polymers. The equation to solve is obtained

by setting Γ = 0 in equation (1). In that case, the moving pivot technique (Kumar & Ramkrishna, 1996b)

is more appropriate for resolving the discretized population balance equation. The gradual decrease of the

cellulose chains length can be related to the pivot moving rate, thus the technique reproduces indirectly the

enzymatic hydrolysis rate. Generally, the moving pivot rate is either constant (G(x) = σ0) or depending on

the particles size (G(x) = σ0x). In the two cases, analytical solutions exist (Kumar & Ramkrishna, 1997)

and are used in this work to validate the numerical results.

Compared with similar growth systems available in literature (Madras & McCoy, 1998; Woodward et al.,

1988), it should be noted that in our case, in view of negative moving rate (rate of the chains dissolution

by the exoglucanase activity), we must avoid switching to negative pivots which is nonsense. Note that the

first pivot corresponds to a chain length of 2 monomers of glucose (cellobiose). Considering this, we set the

first pivot equal to the smallest chain length in the system (cellobiose). This pivot is not moving. The other

pivots move to the left at a constant rate, this means that all the cellulose chains (except cellobiose) are

attacked at a same frequency. The first pivot being fixed, knowing the initial chain lengths and the moving

rate, the time necessary for the second pivot to reach the first one is calculated as:

τ =
x2(t)− x1

G(x)
(5)

The PBE is integrated over this time interval. At the end of the time interval, the second pivot is

eliminated and its final number density or total particles number is assigned to the first pivot. The procedure

is repeated until the final simulation time is reached.

Since the pivots level is a chain length, their moving to smaller chain lengths induces weight loss cor-

responding to the produced cellobiose which can be easily evaluated. The total mass of the polymers is

conserved through the process. The first moment of the distribution multiplied by the molar mass of the

monomer (glucose in the present case) corresponds to the total mass of all chains. Given the initial mass,
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mT, is known and that the PBM leads to the chain length distribution at any time, the difference between

the initial mass and the mass of all chains longer than 2 corresponds to the mass, mc, that was transformed

into cellobiose. Then it comes that

mc(t)

mT
=
mT − MGlu

N

∫∞
x2
xN(x, t)dx

mT
(6)

Where the integral term corresponds to the total mass of the chains larger than cellobiose. Being capable

of assessing the amount of the cellobiose produced during the process by means of the equation (6), one can

deduce at any given time the fraction of converted substrate.

2.4. Combined model and synergistic interaction of cellulases

The discretized population balance equation (1) for a combined endoglucanase-exoglucanase activity is

resolved with the moving pivot technique. This technique is chosen because it is judicious to treat the pure

growth (exoglucanase activity) part of the equation (1). However since the pivot are now moving, the nik

values involved in the breakage part of the equation are no longer constant and their values have to be

updated throughout the solution procedure as proposed by Kumar & Ramkrishna (1997).

The resolution of the discretized population balance equation in the different considered cases was per-

formed with Matlab software.

3. Results and discussion

3.1. Endoglucanase activity

As discussed previously, the discretized population balance equation in the case of the endoglucanase

activity is resolved with a fixed pivot technique. The initial distribution used in order to validate the

numerical approach is monodisperse (all the chains have the same initial length). The breakage frequency

depends on the particles size (Γ = x) and the analytical solution has been discussed by Ziff & McGrady

(1985).

The Figure 3 represents a comparison between analytical and numerical number distibutions during the

hydrolysis reaction by endoglucanase. The Figure 4 represents the effectiveness of the breakage in terms of

new particles formed in the system during the reaction. The numerical results are very close to the analytical

solutions in the two cases, the error is insignificant at this level. The numerical approach is, thereby, validated.

3.2. Exoglucanase activity

The initial pivots grid is defined according to an arithmetic sequence where the first pivot corresponding

to the elementary particles produced by the exoglucanase chain-end-cleaving is fixed, when the others move

at a constant rate. The cellobiose as the smallest and indestructible particle in such system is chosen for the

fixed pivot.
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Figure 3: Number distribution evolution : comparison between analytical (continuous line) and numerical results (stars). The

initial distribution is monodisperse and undertakes pure breakup with a breakage frequency Γ = αx.

As expected in the case of pure growth, the Figure 5 shows a constant translation without any deformation

of the initial distribution. The number of chains represented by the pivots weight remains unchanged while

all the cellobiose produced during the reaction accumulates on the first pivot as we can see in the Figure 6.

It can be noticed that the cellobiose production rate is constant until the left side of the distribution reaches

the first pivot. From that point onward, the number of chains decreases meaning that the rate of cellobiose

production becomes limited by the amount of available hydrolysable chains. At the end of the process, it can

be seen that the mass conservation is satisfied since a 100% conversion is reached. This mass conservation

after total hydrolysis validates the accuracy of the numerical procedure.

3.3. Endoglucanase-Exoglucanase combination activity

Once the models for the two main cellulolytic activities have been validated independently, they were

combined in a global model accounting for both activities. The results obtained with a Gaussian initial size

distribution are shown in the figures 7 and 8.

As we can see in the Figure 7, the combined endo/exoglucanase activity results in a progressive defor-

mation of the initial number distribution. In fact, the particles size is reduced as a consequence of the

exoglucanase action while new particles are produced by the chains cleavage leading to an increase in the

number of small particles. Here again the mass balance is preserved along the conversion as illustrated in
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Figure 4: Total particle number evolution under the endoglucanase activity : analytical solution (continuous line), model

simulation (stars)

Figure 8. In addition to that, if we assume that all the produced cellobiose is converted into glucose (disre-

garding the inhibition effect and the concentration of the β-glucosidases), the Figure 8 is also representative of

the cellulosic fraction converted into glucose. Knowing the initial amount of substrate, the produced glucose

can be assessed at any given time.

Generally, the elementary mechanisms of both cellulolytic activities can be recognized. In order to test

the robustness of the model, we have compared the results obtained with various values for Γ and G which is

analogous to testing different enzymes ratios (see the Table 1). In the Figure 9, we report the results obtained

when only the endoglucanase activity increases (which can be experimentally correlated with the enzyme

concentration). In the Figure 10, the endoglucanase activity remains constant while that of exoglucanase

changes.

The increase on the activity of each enzyme leads to an enhancement of the cellulose hydrolysis rate, the

maximum conversion is reached more rapidly. These results are consistent and show that the model offers

an assessment of the contribution of each enzyme activity.

Furthermore, the results obtained by the combined model have been compared to those given by the two

models developed initialy for the two cellulolytic activities as shown by the Figure 11.

The comparison between the sum of conversions obtained by the endoglucanase and the exoglucanase
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Figure 5: Number distribution evolution under exoglucanase activity (G = −5)

Figure 6: Substrate conversion during hydrolysis by exoglucanases. The total mass is conserved

activities separately and that given by the combined model respecting the same rates for the two activities

shows a difference due to the endo-exo synergism. These results confirm that the global model can predict
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Figure 7: Number distribution evolution under combined endo/exo activities (Γ = 0.25, G = −10).

Figure 8: Simulated substrate conversion during the hydrolysis considering endo and exo activities. The masse balance is

conserved (Γ = 0.25, G = −10).
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Γ 0.01 0.5 1 2

G

0.5 168 30 16 11

5 18.4 12 8.4 5.6

10 9.1 7.2 5.8 4.6

15 6 5.2 4.5 3.5

Table 1: Reaction time prediction (hours) for a conversion of 99 % of the substrate under endo/exoglucanase activity

Figure 9: Substrate conversion evolution under different endoglucanase rates Γ.

and assess the synergy effect numerically according to the initialy imposed enzymes activity.

In order to test the applicability of the developed model to fit experimental data in term of fractional

substrate conversion, we refer to the experimental work of Woodward et al. (1988) as an example. In their

experiments, they have studied the enzymatic hydrolysis of microcrystalline cellulose (Avicel PH-105) using

a mixture of endoglucanase/exoglucanase from Trichoderma reesei and β-glucosidase from Aspergillus niger.

The initial average degree of polymerisation of Avicel PH-105 is 230 (Jumaa et al., 2000). We assume a

normal initial size distribution of the polymers with a peak at 230.

Model parameters (breakage frequency and moving rate) have been estimated assuming a maximal con-
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Figure 10: Substrate conversion evolution under different exoglucanase rates G.

version of 40% of initial substrate mass. As shown in the Figure 12, the model prediction is very close to the

experimental results. It must be highlighted that, due to the recalcitrant nature of microcrystalline cellulose

(high crystallinity index) and other parameters affecting the reaction rate, incomplete conversion is observed.

4. Discussion

The developed models for each of the two main cellulolytic activities show predictable results, successfully

validated against analytical solutions. This section mainly focused on the results obtained when the two

enzymatic activities are considered. Regarding the substrate conversion, typical enzymatic hydrolysis rate

behavior characterized by a rapid initial rate and a progressive slowdown is reproduced by the model. In our

case, the decrease of the overall hydrolysis rate is due to the substrate limitation (the number of hydrolysable

chains finally goes to zero), and reaction stops when the converted fraction reaches 100%.

As far as the number of chains is concerned, the total particles number increases because of the appearance

of smaller chains in the system due to the endoglucanase activity that cleaves randomly the cellulose chains.

The exoglucanase activity leads to a progressive dissolution of the chains. The associated particle mass

loss produces cellobiose as a final product. The model gives access to the changes in the chains length

distribution. The evolution of this distribution is markedly different depending on the magnitude of each

enzymatic activity considered (Table 1). The increase in chain number is related to endoglucanases whereas
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Figure 11: Substrate conversion during hydrolysis (red line) endo+exo separately, (blue line) endo and exo in cocktail (Γ =

0.5, G = −10). The arrow quantifies the gain due to the synergistic effect of the two cellulases.

Figure 12: Substrate conversion of Avicel PH-105: (-) model prediction, (*) experimental results[35] (Γ = 0.5, G = −48)
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the production of cellobiose is mostly due to the action of exoglucanases that leave the number of chains

unchanged. It is remarkable that the substrate conversion curves (figures 9 and 10) are very similar to that

observed in most experiments. In that sense the numerical results could be fitted with a kinetic model

(Michaelis-Menten model) to identify the apparent constants. However, we can claim that the apparent

values of the parameters Vmax and Km would be dependent on the actual values of Γ and G. It is significant

that the Michaelis-Menten like shape of the conversion curve does not come from the combination of multiple

enzymatic reaction models: Γ and G are true constants.

The numerical parameters Γ and G are considered as constants in this first step of the model development.

It is proposed here to relate them to the enzymatic activities. On one hand, the break-up frequency (Γ)

expressed as the number of chains breakages by time unit is easily turned into an enzymatic activity as

defined in literature by a simple units conversion (breakages number to molar amount of reduced sugars).

U =
Γ

N (7)

Where N is the Avogadro number and U the activity in mole of product (reduced sugars in our case)

formed by unit time.

On the other hand, the amount of produced cellobiose can be deduced from the constant rate (G) used

for modeling the exoglucanase activity, as follows. During the hydrolysis by exoglucanases, the number of

chains is constant. Assuming that the chains are polymers of a known monomer (ex. glucose) with an initial

total mass mT and that the degree of polymerization (DP ) of the substrate is known, the initial number of

chains is given by:

N(0) =
mT

MGluDP
(8)

If one assumes that the amount of enzyme is sufficient to attack all chains, the amount of cellobiose

formed by time unit due to the action of exoglucanases is:

dmc

dt
=
G

2

N(0)

N MCello (9)

Recall that G = dx/dt, that is to say the rate of chain length reduction expressed in monomers. The

coefficient 2 indicates that two monomers are needed to form one cellobiose molecule. Then G/2 times N(0)

represents the number of molecules of cellobiose formed by unit time.

U =
1

MCello

dmc

dt
=
G

2

N(0)

N (10)

Knowing the cellobiose releasing rate, the exoglucanase activity (U) can be easily deduced. When the

three major hydrolytic enzyme activities (endoglucanase, exoglucanase and β-glucosidase) are combined, it

is demonstrated (see Figure 11) that the hydrolysis rate exceeds the sum of the rates of the single enzymes
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showing a synergistic interaction of the cellulases system (Nidetzky et al., 1994). Different synergisms de-

pending on the nature of the cellulase system have been reported (Medve et al., 1998; Zhang et al., 2004),

the main one is between endoglucanase and exoglucanase called endo-exo synergism Hoshino et al. (1997);

Mooney et al. (1999). The endoglucanase internal chain-cleaving makes available additional chain ends for the

action of exoglucanases, that’s why, when the reaction is not limited by the concentration of exoglucanases,

the hydrolysis rate increases.

One of the critically important barriers affecting the enzymatic hydrolysis rate is the end-products inhibi-

tion. The accumulation of cellobiose and glucose is partially responsible for the deceleration of the cellulases

activity even at low degree of conversion of the substrate.

This means that the effectiveness of the hydrolytic enzymes falls as the end-products concentration in-

creases in the reactor. Incorporating this phenomenon in the population balance model is quite straightfor-

ward. The model parameters characterizing the two main activities (breakage frequency and growth rate)

have to be related instantaneously to the end-products concentration. We give in the equations (11) and

(12) the kinetic rate expressions used in the case of non-competitive inhibition. The degree of inhibition in

the system is controlled numerically by the constants KΓ and KG. The specific constants KΓ and KG can

be experimentally determined. Here, they are set to arbitrary values. Γ and G are no longer constants, they

are inversely proportional to the end-products concentration.

Γ(Cs) = Γ0
KΓ

Cs +KΓ
(11)

G(Cs) = G0
KG

Cs +KG
(12)

In the Figure 13, we compare the degree of conversion of the same initial chains population with and

without taking into account the inhibition effect. These numerical results are obtained by the population

balance model.

The implementation of the new parameters expressions in the population balance model gives interesting

results. Unlike the previous cases where the enzymes activities are only limited by the availability of the

substrate leading finally to a total conversion, the introduction of the inhibition effect reflects more the reality,

the substrate conversion rate falls drastically thus, the substrate is partially converted.

The results obtained in this work in terms of the substrate particles size distribution evolution during

enzymatic hydrolysis are qualitatively similar to those obtained experimentally by Mooney et al. (1999) who

measured the fiber length distribution of Douglas-fir kraft pulp during enzymatic hydrolysis (Figure 14). A

direct comparison between our model and these data was not attempted since the data correspond to fibers.

Indeed, in the latter case, one has to think about how to express the effectiveness of each enzyme activity

knowing that during the reaction, the two soluble/insoluble substrate systems coexist. Nevertheless, the

similarity is encouraging and this tends to demonstrate that the numerical approach proposed here can be

generalized to insoluble particles.
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Figure 13: The inhibition effect. The cellulases activities slow down with conversion leading to a partial substrate conversion.

Two cases with different inhibition constants are shown (Γ = 0.25, G(0) = −10).

Figure 14: Changes in population fiber-length distribution of Douglas fir kraft pulp resulting from hydrolysis Mooney et al.

(1999)
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Article 1: Résolution du BP par la méthode des classes dans le cas de l’hydrolyse enzymatique

If one assumes that the β-glucosidase activity is such that the conversion of cellobiose into glucose is

instantaneous, then the glucose concentration should evolve as the cellobiose concentration. But if one

considers also the inhibitory effect on β-glucosidase, the whole degradation kinetic will become dependent on

the three enzymatic activities. These inhibitory effects have been identified (Eriksson et al., 2002) and can be

further incorporated in the model through the introduction of a kinetic rate expression for the β-glucosidase.

Experimental data (Woodward et al., 1988), as those of major works (Smith et al., 2010; Hall et al.,

2010), show partial substrate conversion because of its decreasing reactivity due to several parameters:

changes in cristallinity index (Hall et al., 2010), accessible surface area (Bansal et al., 2012) and chemical

composition (Zhao et al., 2012). Incorporating these factors and their interactive effects in the model requires

the development of the appropriate parameters expressions (this is done in the case of end-products inhibition

effect) or the addition of other dimensions to the existing model.

5. Conclusion

A population balance based kinetic model has been developed for the enzymatic hydrolysis of cellulosic

materials. The pure cellulose has been assimilated to polymer chains with given initial length distribution

leading, in the case of enzymatic hydrolysis, to a depolymerisation process. Firstly, the two main activities

have been modeled separately in order to validate the numerical approach. A discretization method has

been used for the resolution with a fixed pivot technique for the endoglucanase activity and a moving pivot

technique for the exoglucanase action. Afterwards, a combined model for endoglucanase-exoglucanase activity

has been proposed. Under some assumption, the kinetics of final product release are also readily accessible

through this model. This model has been tested for different enzyme ratios and shows coherent results. In

addition, the comparison between the conversion obtained by the global model and those given by the two

initial models separately in the same conditions shows a difference attributed to the endo-exo synergism. Since

the enzymatic activity is inhibited by the products, this critically important phenomenon is incorporated in

the model. Finally, the prediction of the population balance model compares favorably with the experimental

results available in the literature.

In this study, the formulation of a one-dimensional model is based only on the hydrolytic enzyme elemen-

tary mechanisms known in the literature disregarding other factors affecting cellulose hydrolysis rate. The

principal aim was the validation of the population balance approach using simple mathematical breakage

frequency and growth rate expressions. According to the results, this approach presents a real potential for

a better description of the enzymatic hydrolysis of such complex systems.
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Nomenclature

x, x′ Chain length

t Time

n(x, t) Number density of chains with a length x at time t

G(x) Growth rate for chains of length x [monomer.t−1]

Γ(x) Breakage frequency for a chain of length x [t−1]

Γk Defined as Γ(xk)

β(x, x′)dx′ Number of daughter chains formed in length range x to x+ dx due to the breakage of x′

ξ Property of the population

a(x, xi) Number of chains xi assigned when a chain of length x, such that xi ≤ x ≤ xi+1 , is formed

b(x, xi+1) Number of chains xi+1 assigned when a chain of length x, such that xi ≤ x ≤ xi+1 , is formed

f1, f2 Properties (number and mass) which have to be preserved

N(t) Total number of chains at time t

Ni(t) Total number of chains in the ith interval at time t

M Total number of classes (chains length ranges) used to represent the total chains population

xi Representative length for the ith length range (pivot)

nik Total number of chains assigned to representative length xi when a chain of length xk breaks

τ Characteristic time defined as the necessary time for the second pivot to reach the first one

mc Mass of cellobiose

MGlu Molecular mass of glucose

MCello Molecular mass of cellobiose

N Number of Avogadro

U Enzyme activity

mT Total chains mass at time t = 0

DP Degree of polymerization

KΓ,KG Constants introduced for the non-competitive inhibition

CS End-products concentration
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V.1. Résultats numériques dans le cas d’un substrat soluble

V.1.1.3 Conclusion sur la méthode des classes

Nous avons développé un modèle de bilan de population pour l’hydrolyse enzymatique

de la cellulose à une seule dimension, basé sur la taille des chaines comme variable, en

considérant les deux activités cellulolytiques principales à savoir les EG et CBH. L’activité

EG est traduite par une rupture binaire aléatoire tandis que l’activité CBH est assimilée

à un processus de dissolution des chaines. Dans les deux cas, le bilan de population est

résolu par la méthode des classes avec la technique des pivots fixes pour l’activité EG et

la technique des pivots glissants pour l’activité CBH. Les deux activités ont été testées

et validées séparément avant d’être combinées. Nous avons considéré des cas simples où

la fréquence de rupture (activité EG) et la vitesse de dissolution (activité CBH) sont

constantes.

Comme résultat, le modèle nous donne accès à l’évolution temporelle de la distribution

de taille des chaines ainsi que la cinétique de conversion en sucres simples. L’activité EG,

de part son mode d’action, génère de nouvelles chaines qui s’accumulent sur les petites

tailles et induit de ce fait une forte déformation de la distribution initiale. L’activité CBH

conserve la forme de la distribution initiale tout en glissant vers les petites tailles et la

perte en masse qui s’en suit se retrouve sous forme de cellobiose sur le premier pivot.

De plus, la combinaison des deux activités dans un seul modèle reproduit numérique-

ment l’effet de synergie Endo/Exo. En effet, l’augmentation du nombre de chaines dans

le milieu réactionnel grâce à l’activité EG induit une disponibilité croissante d’extrémi-

tés susceptibles d’être attaquées par les CBH. Nous retrouvons aussi la forme classique

d’une cinétique enzymatique qui démarre vite avant de décroitre progressivement et de se

stabiliser. Néanmoins, dans notre cas, cette décroissance est gérée uniquement par la dis-

ponibilité du substrat qui est l’unique limitation. La vitesse globale de conversion s’annule

une fois que l’ensemble du substrat est transformé. L’ajout de l’effet d’inhibition introduit

une limitation par l’accumulation du produit ce qui induit une décroissance de la vitesse

d’hydrolyse avant d’atteindre la conversion totale.

En terme de temps de calcul, malgré l’utilisation d’un nombre relativement réduit de

classes (environ 40 classes dans les exemples de l’article) et des paramètres ayant des

expressions mathématiques simples (pour β(x, x′), Γ(x) et G(x)), le temps de calcul reste

élevé (quelques heures), ce qui reste l’un des inconvénients majeurs de la méthode des

classes. De plus, son couplage avec la CFD ou son extension pour des cas multidimen-

133



Chapitre V. Résultats

sionnels reste complexe. Cela nous a motivé pour explorer la méthode des moments.

V.1.2 Résolution par la méthode des moments

La méthode des moments, sous ses différentes variantes, a été introduite dans le Cha-

pitre IV. Elle donne une information exclusive sur l’évolution d’un nombre fini de moments

de la NDF initiale selon le(s) processus considéré(s). Le nombre réduit de moments né-

cessaires pour avoir une bonne précision améliore grandement la vitesse de résolution.

Néanmoins, cette méthode ne permet pas d’avoir accès à l’évolution de la NDF elle-

même ni à une information partielle relative à la NDF (une valeur ponctuelle par exemple).

Or, ce type d’information, selon le domaine d’étude, peut s’avérer crucial pour des be-

soins d’identification/comparaison avec des résultats expérimentaux à titre d’exemple ou

de conduite du procédé en question tout simplement. Pour cela, différentes techniques de

reconstruction existent et les plus répandues font l’objet d’une étude comparative présen-

tée ci-après (partie V.1.2.2). Cette étude est menée sur un problème de rupture pure.

Avant d’entrer dans la description technique, il nous semble important de justifier

cette partie du travail dans notre cas. Lors d’un suivi expérimental de l’évolution de

la distribution de taille des particules du substrat au cours de la réaction d’hydrolyse

enzymatique, quelque soit la technique utilisée, le résultat sera donnée dans un intervalle

de taille imposé par la sensibilité de l’outil d’analyse. Cela signifie que nous ne pourrons

pas accéder à l’ensemble de la distribution de taille réelle mais uniquement à une partie.

Or, les méthodes numériques considèrent l’ensemble des tailles possibles. Ainsi, pour des

besoins de comparaison, l’accès à la distribution de taille durant la résolution numérique

est primordial. Cela permettrait, une fois tronquée sur l’intervalle de taille adéquat, soit

une comparaison directe avec l’expérience, ou l’extraction des moments numériques sur

ce même intervalle pour l’exploitation des propriétés moyennes. Cela n’est pas accessible

directement via les méthodes aux moments.

V.1.2.1 Reconstruction des PDFs à partir des moments

L’étude qui suit concerne la comparaison de trois techniques de reconstruction des

PDFs via la connaissance d’un nombre fini de leurs moments dans le cas d’un processus

de dépolymérisation. Les critères de comparaison sont la qualité de la reconstruction, le

nombre minimal de moments nécessaires et le temps de calcul.
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Le cas d’étude concerne un processus de dépolymérisation où les chaines subissent une

rupture aléatoire. De plus, nous nous plaçons dans des conditions favorables (fréquence et

noyau de rupture) où une solution analytique existe (Ziff &McGrady, 1985). Cette solution

analytique est discutée dans le Chapitre IV. Ainsi, nous avons accès analytiquement à

l’évolution temporelle de la distribution de taille des chaines et donc à l’évolution de leurs

moments analytiques.

Trois techniques sont présentées dans le Chapitre IV : la technique BKDF basée sur

une approximation de la PDF via une somme fini de fonctions densité de noyau Bêta

(Athanassoulis & Gavriliadis, 2002), la technique des splines qui est une approximation

de la PDF par une série de polynômes (John et al., 2007) et enfin la technique du maximum

d’entropie de Shannon (Mead & Papanicolaou, 1984).

En premier lieu, les moments analytiques (à différents temps) sont utilisés pour alimen-

ter la reconstruction via ces trois différentes techniques. La méthode la plus précise/rapide

nécessitant un nombre minimal de moments est sélectionnée.

En deuxième lieu, le même problème de dépolymérisation est résolu par la méthode

des moments (QMOM/DQMOM) et les moments numériques obtenus servent à alimenter

la méthode de reconstruction sélectionnée auparavant. La reconstruction se fait simulta-

nément avec la résolution par la méthode des moments. Le but de cette approche est

d’analyser la sensibilité de la technique de reconstruction aux erreurs numériques induites

par la résolution via QMOM/DQMOM. Ces erreurs reflètent la précision de la quadrature

de Gauss et sont induites essentiellement par l’algorithme servant à déterminer les nœuds

(les poids et les abscisses) de la quadrature.

Ainsi, contrairement à la plupart des études traitant de la reconstruction des PDFs via

les moments qui s’intéressent à la reconstruction des distributions usuelles, notre approche

consiste à traiter un cas réel en couplant la méthode des moments à une reconstruction

simultanée. Cela permet de tester la robustesse des techniques de reconstruction, l’effet

des erreurs numériques sur la qualité de la reconstruction et le temps de calcul induit par

ce couplage.

135



Chapitre V. Résultats

V.1.2.2 Article 2 : Reconstruction of a distribution from a finite number of

its moments : a comparative study in the case of depolymerization

process

Cet article regroupe, en première partie, les aspects théoriques relatifs aux techniques

de reconstruction, à la méthode des moments pour la résolution du BP et à la dépolymé-

risation. En deuxième partie, les différents résultats de la reconstruction via les moments

analytiques puis via les moments numériques sont discutés. Il est accepté pour publication

dans Computers and Chemical Engineering.
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Abstract

The resolution of the Population Balance Equation (PBE) using moment-based methods offers a high com-

putational efficiency however, information on the time evolution of the probability density function (PDF) is

out of reach. For this, several PDF reconstruction methods using a finite number of moments are proposed

in the literature. In this contribution, three different methods (i.e. Beta Kernel Density Function based

method, Spline based technique and the Maximum Entropy based approach) are tested and compared to the

analytical solution of a depolymerization process. The Maximum Entropy method gives the most accurate

approximations using only a set of six moments. This method is combined with the Quadrature Method of

Moments (QMOM) for a simultaneous reconstruction during the PBE resolution. A three nodes and a four

nodes quadrature are tested. The results show that the quality of the reconstruction is highly dependent on

the accuracy of the computed moments.

Keywords: Moment problem, population balance, reconstruction methods, maximum entropy

1. Introduction

The recovery of a probability density function (PDF) knowing only a finite number of its moments is

known as the finite-moment problem in mathematical analysis and arises in different scientific applications

(e.g. physics, chemical engineering, economics) (Gavriliadis & Athanassoulis, 2012; John et al., 2007). This

problem is generally declined in three different problem categories for the mono-variate case (Abramov, 2007):

• The Hausdorff moment problem: the PDF is supported on the closed interval [a, b]

• The Stieltjes moment problem: the PDF is supported on [0,+∞)

• The Hamburger moment problem: the PDF is supported on the real line (−∞,+∞)

In chemical engineering, especially for particulate/dispersed systems (e.g. crystallization, polymeriza-

tion/depolymerization, liquid-liquid extraction, multiphase systems), population balance models (PBM) are
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widely used for the description of the time evolution of the variable-based distribution (e.g. size, vol-

ume) undergoing elementary processes. Among these processes, one commonly finds breakage, aggrega-

tion/coalescence, nucleation, growth/dissolution . . . etc (Ramkrishna & Mahoney, 2002). The resolution of

the population balance equation (PBE) is computationally intensive when using classical approaches (e.g.

Monte Carlo methods (Lin et al., 2002), discretization methods (Kumar & Ramkrishna, 1996)). This draw-

back is limiting when population balance modelling is coupled with Computational Fluid Dynamics (CFD)

which is the case for multiphase systems. In order to overcome this issue, moment based methods (MOM:

Standard Method of Moments (Hulburt & Katz, 1964), QMOM: Quadrature Method of Moments (McGraw,

1997; Marchisio et al., 2003a), DQMOM: Direct Quadrature Method of Moments (Marchisio & Fox, 2005))

have been developed. The problem is reduced to the time-tracking of a finite number of the PDF moments

offering by the fact a high computational efficiency. In QMOM the transported moments are calculated by

reducing the PDF to an n-point distribution (sum of n weighted Dirac delta functions), the corresponding

weights and abscissas are computed using specific algorithms (John & Thein, 2012). In DQMOM, the weights

and the abscissas of the initial n-point distribution are directly tracked instead of the moments.

Even though the moment-based methods are computationally efficient, information regarding either the

shape or pointwise values of the PDF are identically out of reach. However, this level of knowledge is important

for different applications as in the case of evaporation process where one needs to accurately evaluate the

PDF at zero size (Massot et al., 2010) or in the enzymatic hydrolysis of particulate substrates where the loss

of small solubilized particles produced by the enzymatic attacks has to be taken into account (Lebaz et al.,

2015). To address this issue, different numerical techniques have been proposed for the reconstruction of the

PDF from its moments reviewed by John et al. (2007), mainly for the Hausdorff moment problem since in

chemical engineering applications, the support of the PDF is known in most cases.

From a mathematical point of view, the moment problem has been extensively studied focusing on the

conditions of existence of a unique or infinite solution(s) (Shohat & Tamarkin, 1943; Akhiezer, 1965; Dette,

1997). Theoretically, a perfect reconstruction can be obtained using an infinity of PDF moments with an a

priori restriction of the class of basis functions (John et al., 2007). Numerically, this problem is known as

a difficult inverse problem since the finite number of moments define a high ill-posed system of equations

(Athanassoulis & Gavriliadis, 2002). Thus, there is no absolute method for reconstructing accurately the

PDF from a finite number of its moments. From an experimental point of view the number of moments that

can be obtained with a reasonable accuracy is limited.

The most intuitive reconstruction technique is to approximate the target PDF by a sum of elementary

distributions (e.g. Gaussian, log-normal) (Lee, 1983; Diemer & Olson, 2002) when an information on the shape

of the PDF is available a priori. Thus, the problem is reduced to a simple parameter fitting. This technique

offers some advantages like the reduced number of moments required for the reconstruction, its simplicity

and fastness but the shape of the target PDF has to be stipulated. This constitutes its principal limitation

when the initial shape of the PDF changes dramatically during the course of the process. Inspired by this
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approach, Athanassoulis & Gavriliadis (2002) proposed a robust technique based on the PDF approximation

by a finite superposition of kernel density functions (KDF) for the Hausdorff moment problem, tested and

validated successfully against both monomodal and bimodal PDFs. This approach has been extended for the

Stieltjes moment problem using a generalized Gamma function as the kernel density function (Gavriliadis &

Athanassoulis, 2012, 2009) but unfortunately it was not confronted to realistic cases.

John et al. (2007) proposed an innovative technique using a piecewise polynomial function without any a

priori assumption about the shape of the target PDF. Linear, quadratic or cubic splines can be used, their

coefficients are computed by solving an ill-conditioned linear system of equations. De Souza et al. (2010)

improved the spline-based method by developing an adaptive algorithm in order to optimize the distribution

of the grid nodes and capture more accurately the PDF in critical domains. This technique has been coupled

recently with a PBE describing aggregation of urea particles (Hackbusch et al., 2012), droplet coalescence

(Bordás et al., 2012) and pharmaceutical drying process (granules) (Mortier et al., 2014).

The third class of methods that will be considered in this paper is the Maximum entropy (ME) method

which received increasing interest in the last two decades(Mead & Papanicolaou, 1984; Tagliani, 1999, 2001;

Biswas & Bhattacharya, 2010). This technique is based on the maximization of the Shannon entropy from

information theory, by solving a constraint optimization problem. Abramov (2006) extended it to multi-

dimensional problems. Massot et al. (2010) coupled this technique with DQMOM in the case of droplet

evaporation process.

In this paper we propose firstly an assessment of these methods in terms of accuracy, rapidity and minimum

number of moments required for the reconstruction. The issue concerns the identification of the most efficient

method to perform the reconstruction throughout the process (not only for a particular distribution). The

performances of the three methods will be evaluated through a comparison of the reconstructed PDFs with

an analytical solution of the PBE accounting for a breakage process. Finally, the implementation of the

relevant method in the QMOM code for a simultaneous resolution of the PBE and reconstruction of the PDF

is investigated. The outlines of this contribution are schematically summerized in figure 1.

2. Reconstruction methods

The purpose of the reconstrution techniques is to recover a function f(x), given its integer moments

sequence µn defined as:

µn =

∫
xnf(x)dx, n = 0, 1, . . . (1)

We give hereafter a succinct description of the reconstruction techniques used in this contribution. For

more detail, one can refer to the original works cited and/or to Appendix A. As common point, the bounded

support [a,b] is rescaled to [0,1] for a general formulation.
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Figure 1: Schematic representation of the organigram of the contribution

2.1. Kernel Density Function-based method

In the KDF based technique, the target PDF is approximated by a sum of weighted kernel density

functions (equation 2) (Athanassoulis & Gavriliadis, 2002):

f(x) =

I∑

i=1

piK(x;xi, h) (2)

where K(x;xi, h) are the KDFs, centered at xi, with bandwidth h, I is the total number of kernel density

functions used for the reconstruction. The coefficients pi satisfy:

pi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , I;

I∑

i=1

pi = 1 (3)

Since the target PDF is univariate, the KDF is chosen as a Beta Kernel. Thus, the objective is the deter-

mination of the optimal coefficients pi. For this, the finite-moment problem is reformulated as a constrained

optimization problem aiming to find the coefficients pi which minimize the error between the set of initial

moments and those estimated via the sum of Beta KDFs. Numerically, Nonnegative Least Square algorithm

(NNLS) can be used in this case. Optimization techniques are to be supplemented in order to improve the

efficiency of this procedure. The properties of the Beta Kernel Function, the formulation of the constrained

optimization problem, the optimization technique based on the shifted moments and the general algorithm
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of this method are described in Appendix A.1.

2.2. Spline-based method

This method is extensively described by John et al. (2007). The support of the target PDF [a, b] is

subdivided into n subintervals such as a = x1 < x2 < · · · < xn+1 = b. In each subinterval [xi, xi+1], the

target PDF is approximated by a piecewise polynomial s(l)(x) of degree l. The system of equations is detailed

for cubic splines (l = 3). The unknowns are the four coefficients of the n splines. A smooth transition at the

boundaries of the interval is assumed meaning that the PDF, its first and second derivatives are null at the

boundaries, this gives 2× 3 equations. The continuity of the splines, their first and second derivatives at the

nodes provides 3(n− 1) equations. The remaining (n− 3) equations are supplemented by the moments. This

leads to solve a 4n× 4n ill-conditioned linear system.

Since the set of the known moments limits the number of splines, one has to compute the reconstruction

in the optimal support of f(x) thus, the reconstruction is computed iteratively starting from an initial

reconstruction f (0)(x) in an initial interval [x
(0)
1 , x

(0)
n+1]. To ensure the positivity of the reconstructed PDF a

tolerance tolneg is introduced. Furthermore, the optimization of the distribution of the nodes improves the

efficiency of the method especially for multimodal functions. More details on these techniques are given in

Appendix A.2

2.3. Maximum Entropy method

The Maximum Entropy method is based on the maximization of the Shannon entropy H[f ] from infor-

mation theory given by:

H[f ] = −
∫ ∞

0

f(x)lnf(x)dx (4)

Under the moments constraints defined by equation 1.

The explicit representation of the ME approximation fM (x) of the target PDF takes the form:

fM (x) = exp


−

N∑

j=0

ξjx
j


 (5)

To be supplemented by the (N + 1) constraints:

µi =

∫ ∞

0

xifM (x)dx i = 0, 1, . . . , N (6)

The (N + 1) Lagrange’s multipliers ξ0, . . . , ξN are obtained through the resolution of the following set of

(N + 1) nonlinear equations:

∫ ∞

0

xiexp


−

N∑

j=0

ξjx
j


 dx = µi i = n, 1, . . . , N (7)
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Numerically, iterative methods are used to solve equation 7 (Mead & Papanicolaou, 1984). In our case,

we use the standard Newton method starting from an initial choice of the Lagrange’s multipliers ξ(0) with

a given tolerance for stopping the iterative procedure. Commonly used parameters are given in the results

section.

3. Population balance modelling (PBM)

The mathematical modelling of polymer chain fragmentation processes (thermal, thermochemical and bio-

logical) is a fundamental issue in polymer science and engineering (McCoy & Madras, 2001; Bose & Git, 2004).

Population balance modelling (PBM) is the classical approach since it describes the dynamical evolution of

the Chain Length Distributions (CLD) (or MWD: Molecular Weight Distributions) during depolymerization

reactions (Ziff & McGrady, 1985; Madras & McCoy, 1998).

For a homogeneous system, the time evolution of the CLD undergoing fragmentation processes is described

by the population balance equation (PBE) below, written in its continuous form:

∂n(L, t)

∂t
=

∫ ∞

L

β(L,L′)γ(L′)n(L′, t)dL′ − γ(L)n(L, t) (8)

where n(L, t) is the length-based number density function (CLD), γ(L) the breakage frequency for a chain

of length L, β(L,L′) is the breakage kernel giving the probability of obtaining a chain of length L from the

breakup of a chain of length L′. The first term on the RHS accounts for the formation (birth) of chains with

length L resulting from the breakage of longer chains L′. The last term is the death term due to the loss of

chains of length L because of their breakup.

Except for some cases where analytical solutions exist, equation 8 is solved numerically. Since the resolu-

tion of this equation is not the objective of this contribution, an analytical solution is briefly described and

used as reference for the moment problem.

3.1. Analytical solution of the PBE accounting for breakage process

Ziff & McGrady (1985) considered linear polymers of length L and gave the analytical solution of the

equation 8 with the breakage kernel β = 2/L and the breakage frequency γ = αL2 (α is a factor of pro-

portionality) which can be regarded as the number of attacks per time unit. Under these considerations,

equation 8 can be rewritten as:

∂n(L, t)

∂t
= 2α

∫ ∞

L

L′n(L′, t)dL′ − αL2n(L, t) (9)

The general solution of the equation 9 is given as (Ziff & McGrady, 1985):

n(L, t) = e−αtL
2

(
n(L, 0) + 2αt

∫ ∞

L

L′n(L′, 0)dL′
)

(10)
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where n(L, 0) is the initial CLD.

In order to explicit this solution, we assume that the initial chain length distribution (CLD) follows a normal

law (equation 11) with (m,σ) its mean and standard deviation respectively.

n(L, 0)) =
1

σ
√

2π
e−

(L−m)2

2σ2 (11)

The explicit solution in this specific case is given as (details are given in Appendix B) :

n(L, t) =
1

σ
√

2π
e−αtL

2

[
(2αtσ2 + 1)e−

1
2 (L−mσ )

2

+mσαt
√

2π

(
1− erf

(
1√
2

L−m
σ

))]
(12)

where erf refers to the error function.

Thus, starting with a CLD following a normal law with specific fragmentation process, one can obtain the

exact CLD and compute its moments at any given time during the degradation reaction.

3.2. The Monovariate Quadrature Method of Moment (QMOM)

The PBE’s resolution using Moment Methods is based on the time tracking of a finite set of the CLD

moments instead of the CLD itself. This class of methods is widely used for its low computational cost thus,

it can be implemented in CFD codes or extended to multidimensional problems. A succinct description of

the well-known Quadrature Method of Moments (QMOM) proposed by McGraw (1997) and validated by

Marchisio et al. (2003b) is given in the specific case of breakage processes.

By a moment transformation of equation 8, the transport equation for the kth moment is:

∂µk(L, t)

∂t
=

∫ ∞

0

Lk
∫ ∞

0

γ(L′)β(L,L′)n(L′, t)dL′dL−
∫ ∞

0

Lkγ(L)n(L, t)dL (13)

The Quadrature Method of Moments (QMOM) is based on the Gaussian quadrature of the continuous

CLD (McGraw, 1997):

n(L, t) ≈
M∑

i=1

wi(t)δ(L− Li(t)) (14)

where M is the number of nodes i, Li is the property of the node (length), wi its weight, and δ is the

Dirac function. Thus, the kth moment can be expressed as :

µk(t) =

∫ ∞

0

n(L)LkdL ≈
M∑

i=1

wi(t)L
k
i (t) (15)

where weights (wi) and abscissas (Li) are determined through the Product-Difference algorithm (Gordon,

1968). By substituting equations 14 and 15 in 13, we obtain (Marchisio et al., 2003b) :

∂µk
∂t

=

M∑

i=1

γib
(k)

i wi −
M∑

i=1

Liγiwi (16)
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with

b
(k)

i =

∫ ∞

0

Lkβ(L,Li)dL (17)

Generaly, the QMOM requires at least a three nodes quadrature (M = 3) for an accurate time-tracking

of the moments (Marchisio et al., 2003b).

MATLAB is used under a work-station comprising of an Intel R© CoreTMi7-3740QM CPU with a clock

speed of 2.7 GHz and 16 GB of installed memory (RAM).

4. Results and discussion

The reasons for searching efficient reconstruction techniques when one deal with solving PBM are multi-

ple. First of all, Methods of Moments are rather powerful in terms of numerical performance but since these

are integral methods the connection with the physical distribution (Chain Length Distribution or Molecular

Weight Distribution) is lost. Moreover, high order moments of an experimental distribution are often hard

to evaluate and the direct comparison of numerical and experimental moments remains difficult to analyze.

In some cases, the distribution itself is necessary to evaluate some terms in the equations. To finish with, ex-

perimental and numerical distributions are not always known over the same range: the range of experimental

methods is limited by lower and upper detection bounds. For all these reasons, an accurate reconstruction

of a PDF from its moments is an essential tool for those involved in the analysis of experimental results with

the help of mathematical models such as PBM solved with a method of moments.

4.1. Reconstruction of the analytical solution

As described before, the three reconstruction methods will be compared to the analytical solution given in

section 3-1. We assume that the initial CLD is given by a normal law centered at a Degree of Polymerization

(DP) of 60 (the mean number of monomers constituting a given polymer) with a standard deviation (σ) of

7. Equation 12 gives the time evolution of the CLD for (β = 2/L and γ = αL2). This solution is illustrated

in figure 2 with α = 10−3 and t ∈ [ti, tf ] = [0, 1].

Figure 2 shows a rapid degradation of the long polymers since the breakage frequency is proportional to

L2, the concentration of the small polymer chains increases all along the depolymerization process.

For sake of clarity, the ability of the different methods to reconstruct the time evolution of the CLD is

described separately and illustrated for five different instants: t0 = ti, t1 = 1
4 tf , t2 = 1

2 tf , t3 = 3
4 tf and

t4 = tf before addressing a comparative analysis. At any given instant, the reconstruction is initiated by

computing the set of the moments of the analytical CLD given in equation (12). The integrations leading to

the associated moments, equation (1), are performed using the Matlab function quad with a tolerance set to

10−6. Since the number of the moments required for the reconstruction is critical, the methods are tested

with the same set of moments transformed systematically to the normalized interval [0,1] before rescaling the

reconstruction result (figure 1).
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Figure 2: Time evolution of the CLD given by the analytical solution of Ziff & McGrady (1985)

In order to compare the different reconstruction methods, we introduce the mean absolute error between

the reconstructed CLD (fM (x)) and the analytical solution used as a reference (f(x)):

Er(t) =
1

q

q∑

i=1

|f(x, t)− fM (x, t)| (18)

where q is the length of the discretized support.

4.1.1. Kernel Density Function-based method

The algorithm of this method was implemented in Matlab using the set of moments of each target CLD

with their associated shifted moments by setting x̄ = 0.8 in order to increase the number of the constraints

and thus improve the efficiency of this technique. The number of Beta Kernel Density Functions (BKDFs) I

is set to 15 thus, the support [0,1] is divided into 15 equal intervals, each BKDF is centered on the midpoint of

its corresponding interval. Athanassoulis & Gavriliadis (2002) showed that the optimal bandwidth parameter

h varies in the interval [0.04,0.09]. In order to identify the optimal values for h, the interval is scanned and

the reconstruction is conducted at different parameter values before selecting the most accurate. Once the

BKDFs parameters are fixed, the associated Beta PDF parameters are calculated and the coefficients Bn,i

and B̃n,i (equations A.3 and A.8) are computed. The constraint minimization problem (equation A.10) is

solved using LSQLIN subroutine.

Figure 3 shows the results for the five different instants using the first six moments of each target CLD.

Although the initial CLD is reconstructed with great accuracy most probably because of its simple form,

the other CLDs are not recovered. Their singular shape mainly around the origin makes their reconstruction

challenging. The reconstructions are oscillating around the target CLDs and take the value zero at the origin.
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Figure 3: Comparison between the target CLDs (continuous line) and their reconstructions (dashed line) using the BKDF based

technique with a sequence of six analytical moments

To be more accurate, this technique requires a large number of constraints which means a higher number

of moments. In figure 4, the same problem is treated using the first eleven moments of each target CLD.

Figure 4: Comparison between the target CLDs (continuous line) and their reconstructions (dashed line) using the BKDF based

technique with a sequence of eleven analytical moments

The figure 4 shows that the use of a high number of moments can improve the reconstruction quality
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as illustrated in Table 1 where the mean absolute errors (equation 18) are calculated in both cases. But,

since the technique is treating a highly ill-posed problem, the solution of the constraint system of equations

may diverge. This is for example the case when the reconstruction of the initial CLD using eleven moments

is attempted (figure 4). To sum up, this method requires a finetuning of the numerical parameters and

an increase in the number of moments does not always guaranties an easier reconstruction. However if the

reconstruction is successful, the accuracy increases with the number of moments.

Time
Mean absolute error

BKDF: 6 moments BKDF: 11 moments

t0 0.0002 /

t1 0.0061 0.0014

t2 0.0026 0.0033

t3 0.0028 0.0024

t4 0.0068 0.0023

Table 1: Reconstruction accuracy using the BKDF based technique with 6 and 11 moments

4.1.2. Spline-based method

The adaptive algorithm with cubic splines proposed by De Souza et al. (2010) is implemented and used in

this contribution. The Matlab script for the original algorithm was freely downloaded from (http://www.uni-

magdeburg.de/isut/LSS). The default tolerances proposed by the authors (tolred and tolsing) are kept un-

changed. This procedure is adopted deliberately because when the reconstruction is conducted simultaneously

with the PBE resolution, one has to set the parameters of the algorithm a priori. The authors recommended

to set tolneg at a very small negative value instead of 0. In our case, tolneg = −10−1 is used initially. The

results of the reconstruction using the spline based method with six moments are shown in figure 5.

Only the initial CLD has been recovered using the parameters described before. For the other instants,

the algorithm has been stopped after 103 iterations. The modification of the negative tolerance to tolneg =

−5.10−3 leads to the convergence of the algorithm for t1 but the reconstruction is highly oscillating. As

mentioned by Mortier et al. (2014), the algorithm is highly sensitive to the negative tolerance leading to

different reconstructions for the same target PDF as illustrated in figure 6. This is a main drawback since

tolneg may affect the algorithm and even its rate of convergence. In fact, for the example given in figure 6,

the convergence is reached after 27 iterations for the case where tolneg = −10−1 when the algorithm needs

42 iterations for the second case (tolneg = −10−2).

Furthermore, a smooth transition at the boundaries of the recontruction interval was assumed. This is

the case only for the initial distribution thus, one has to change the boundary conditions during the process.

This is not reachable without an a priori information on the shape of the target PDF.
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Figure 5: Comparison between the target CLDs (continuous line) and their reconstructions (dashed line) using the spline based

technique with a sequence of six analytical moments

Figure 6: The sensitivity of the spline based method to tolneg

4.1.3. Maximum Entropy based method

The non-linear system in equation 7 is solved using Newton method starting from an initial choice of the

Lagrange’s multipliers as ξ(0) = (−ln(µ0)/(xmax − xmin), 0, . . . , 0) with a tolerance of 10−6 (Massot et al.,

2010). The moments are scaled to [0,1] and normalized before such as µ0 = 1. The results are given in figure
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7.

Figure 7: Comparison between the target CLDs (continuous line) and their reconstructions (dashed line) using the ME based

technique with a sequence of six analytical moments

Unlike the two previous methods, the Maximum Entropy technique reconstructs the analytical CLDs

with high accuracy even when they are singular using only the first six moments. The Newton method used

in this case converges in a few iterations (< 10) making the coupling of the PBE resolution with the PDF

reconstruction possible. In addition, except for the tolerance of the Newton method, there is no additional

parameter to set which simplifies its use.

Time
BKDF based method Spline based method ME based method

Error Cost (s) Error Cost (s) Error Cost (s)

t0 0.0002 6.48 0.0011 6.48 0.0000 0.27

t1 0.0061 6.47 0.0105 5.86 0.0008 0.26

t2 0.0026 6.39 / / 0.0005 0.23

t3 0.0028 6.31 / / 0.0004 0.20

t4 0.0068 6.30 / / 0.0004 0.20

Table 2: Comparison of the three different reconstruction methods (using the first six analytical moments) in terms of mean

absolute error and computational cost

Table 2 gives the comparison between the three methods according to the quality of the reconstructed

CLDs (mean absolute error) and the computational cost using the first six moments. The ME method gives
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the best results for this case of study not only for the reconstruction efficiency but also for the number

of moments required and the computational cost among other criterions as resumed in Table 3. For these

reasons, this method is selected to be implemented in the QMOM code for coupling the PBE resolution in

the case of depolymerization process with the CLD reconstruction.

Criterion Beta KDF method Spline-based method ME based method

Principle Approximation via a sum

of kernel density functions

Approximation via con-

nected peicewise polyno-

mials

Approximation based on

the maximization of Shan-

non entropy

Target PSD No a priori information

on its shape

No a priori information

on its shape

No a priori information

on its shape

Number of mo-

ments

> 10 to be accurate Related to the number of

intervals

Six or more

Computational cost Acceptable Acceptable when it con-

verges

Very low

Robustness The convergence is not

guaranteed in all cases

The convergence is highly

dependent on the parame-

ters of the method

The convergence is guar-

anteed in most cases

Accuracy of the re-

construction

Depends on the number of

moments, acceptable for

simple shapes and oscil-

lates for complex shapes

Highly oscillating results

even for simple shapes, de-

pends on the parameters

of the method

Good occuracy even with

just six moments, not af-

fected by the parameters

initialisation

Table 3: General comparison between the three different reconstruction methods

4.2. QMOM coupled with ME based method

The main objective of the development of reconstruction methods from a finite set of moments, especially

in the chemical engineering field, is to have access to the shape of the PSD and/or some relevant pointwise

values during the process evolution. This kind of information is necessary when some aspects of the problem

cannot be expressed from the moments only. This offers a valuable addition when the PBE is solved using

moment methods coupling by the fact the computational efficiency of such methods with a simultaneous

information on the PDF shape.

In this section, the ME based method tested successfully against an analytical solution giving the time

evolution of the CLD undergoing breakage process is implemented in the QMOM code resolving the same

breakage problem. Thus, on the one hand, the analytical CLDs are available for comparison, on the other
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hand, the PBE accounting for the same breakage process is solved using QMOM giving the time evolution

of the moments which are used for the reconstruction (see figure 1) .

For this numerical approach, a three nodes quadrature is used (M=3), the abscissas (Li) and the weights

(wi) are computed using the Product-Difference algorithm (Gordon, 1968). The system of ordinary differ-

ential equations (equation 16) is integrated using ode45 with a tolerance fixed to 10−6. First, the QMOM

implementation is validated by confronting the computed moments against those predicted by the analytical

solution.

Figure 8: The time evolution of the six first moments: comparison between the analytical solution (continuous line) and QMOM

with three nodes (dashed lines)

The results for the six first moments are given in figure 8. The two different methods lead to the same

time evolution of the moments thus, the QMOM implementation is validated.

Since a three nodes quadrature is used, six moments are tracked. This set of moments is used as input

for the ME based method. The reconstruction is conducted simultaneously with the PBE resolution. The

result at different process time is shown in figure 9.

The reconstructions based on the numerical moments computed via QMOM (figure 9) are less accurate

than those obtained previously with the exact analytical moments (figure 7). Note that the same number

of moments is used in the two cases. This can only comes from the numerical error introduced by QMOM.

In order to improve the accuracy of the method, one can increase the number of the quadrature nodes. For

quantifying the gain in terms of accuracy, we introduce the global error function below:

E(k) =
|µk − µ∗k|

µ∗k
(19)
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Figure 9: Comparison between the target CLDs (continuous line) and their reconstructions (dashed line) using the ME based

technique with a sequence of six moments computed via QMOM with a three nodes quadrature

where µk is the kth order moment estimated via QMOM and µ∗k the exact kth order moment calculated

via the analytical solution.

We give in figure 10 the error E(k) induced by QMOM for both a three and four nodes quadrature for

the six first moments. Note that the use of a four nodes quadrature implies a time tracking of the first eight

moments of the CLD.

The use of a four nodes quadrature in QMOM improves the accuracy of the computed moments, which

consitutes a trivial and expected result. Note however that the use of a higher number of nodes induces

supplementary moments meaning more equations in the system (equation 16) and may lead to near-singular

matrix limiting the efficiency of PD algorithm.

Now, if the first six moments computed using a four nodes quadrature are used for the reconstruction,

the result is completely different as shown in figure 11 and in Table 4.

Improving the accuracy of the tracked moments has considerably improved the reconstruction quality

without reaching the same performance as with the analytical solution (figure 7). This shows that, if the

ME based method is coupled with QMOM, one has to compute the moments with a high accuracy. For the

reconstruction purpose, it is wise to track some additional moments in order to improve the accuracy of the

set of moments that will be used.

To avoid the use of the PD algorithm for computing the weights (wi) and the abscissas (Li) all along the

process which may introduce a subsequent error for the computed moments, the Direct Quadrature Method

of Moments (DQMOM) presents an alternative (Marchisio & Fox, 2005). In this method, the PD algorithm

is only called once, for initializing the quadrature nodes.
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Figure 10: Comparison of the error induced by QMOM for the six first moments when using a three nodes quadrature (blue

line) and a four nodes quadrature (red line)

Figure 11: Comparison between the target CLDs (continuous line) and their reconstructions (dashed line) using the ME based

technique with a sequence of six moments computed via QMOM with a four nodes quadrature

This method has been investigated and comparative results as with QMOM are obtained. The error on

computing the initial (Li, wi) is transported throughout the process time. In addition, it has been shown

that more accurate and robuste algorithms can be used instead of the PD algorithm for computing the nodes

(John & Thein, 2012). The use of the Wheeler algorithm (called also LQMDA for Long Quotient-Modified
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Time
Mean absolute error

QMOM-ME: M=3 QMOM-ME: M=4

t0 0.0000 0.0000

t1 0.0027 0.0010

t2 0.0037 0.0007

t3 0.0054 0.0019

t4 0.0080 0.0031

Table 4: Reconstruction accuracy using the ME based technique with six moments: comparison between the use of the moments

computed with a three nodes quadrature and those obtained with a four nodes quadrature

Difference Algorithm or Chebyshev algorithm) (Wheeler, 1974), recommended for computing optimal weights

and abscissas (Yuan et al., 2012; John & Thein, 2012), leads to the same results as those shown before. So in

the case studied here, combining DQMOM with the Wheeler algorithm does not seem to improve the accuracy

of the reconstruction. The advantage of this algorithm is to avoid the limitation of the PD algorithm when

near-singular matrix arise.

5. Conclusion

The reconstruction of a full PDF knowing only a finite/small number of its moments is of critical impor-

tance especially for particulate systems where information on the PDF shape is needed for process follow-up.

Different reconstruction methods are available in literature but none of them is able to recover all the possible

PDF shapes perfectly.

In this contribution, three different methods are investigated and their results confronted firstly against an

analytical solution in the specific case of depolymerization process. The BKDF based method approximates

the target PDFs by a finite sum of elementary Beta Kernel Density Functions and gives relative accurate

results but requires a high number of moments for complex PDF shapes. The spline based method is highly

dependent on the tolerance parameters. Finetuning of these parameters affects the rate of convergence of

the algorithm and the final reconstructed PDF and depends on each single target PDF. Furthermore, the

transition at the boundaries of the reconstruction interval has to be assumed which is not reachable when no

information about the shape of the target PDF is available. As consequence, this method is not adapted for

process monitoring when the distribution is needed at different time steps. The ME based method gives the

best results and reconstructs the analytical target PDFs with high accuracy using only a set of six moments.

The method converges within a few iterations which makes it relevant to be coupled with the PBE resolution

methods. This has been investigated in the second part.

Once the Quadrature Method of Moments accounting for breakage processes is validated against the

analytical solution, the computed moments are used as inputs for the reconstruction method. The results
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show that the ME based technique is highly dependent on the moments accuracy. When a three nodes

quadrature is used for tracking the abscissas and the weights via the PD algorithm, the sets of associated

moments lead to unsatisfactory reconstructions. Increasing the number of nodes improves significantly the

moments accuracy and by the way the quality of the reconstruction. No doubt that the issue is common to

all reconstruction methods: accurate values of the moments are required.

In summary, the ME based method is preferred than the BKDF and spline based methods because it

requires a smaller number of moments and offers the best computational cost/reconstruction accuracy. The

cases where a frequent reconstruction is needed along with the PBE resolution, the moments have to be

computed accurately to acheive a good reconstruction quality using the ME based method. This is the main

drawback when dealing with experimental moments. Further confrontation especially when different processes

are coupled (e.g. breakage, aggregation, growth) is needed for assessing the relevance of this method.
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Appendix A: Description of the reconstruction techniques

Appendix A.1: Kernel Density Function-based method

The Beta PDF is given, in its normalized form with κ and λ as parameters, by:

g(x;κ, λ) =
Γ(κ+ λ)

Γ(κ)Γ(λ)
xκ−1 (1− x)

λ−1
, κ, λ > 0 (A.1)

where Γ is the Gamma function. The Beta kernel is then defined by :

K(x;x∗, h) = g(x;κ, λ) (A.2)

The Beta KDF parameters (x∗ and h) are related to the Beta PDF parameters (κ and λ) (see Appendix

A (Athanassoulis & Gavriliadis, 2002)).

The moments of the Beta kernel can be analytically calculated thanks to the equation A.3 :

Bn(x∗) = Bn(κ, λ) =

∫ 1

0

xng(x;κ, λ)dx =
Γ(κ+ λ)Γ(κ+ n)

Γ(κ)Γ(κ+ λ+ n)
(A.3)

By substituting equation A.3 in 2, one obtains the moments µ∗n of the reconstructed distribution :

µ∗n =

I∑

i=1

Bn,ipi, n = 0, 1, . . . N1 (A.4)
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For determining the unknown coefficients pi, the finite-moment problem is reformulated as a constrained

optimization problem (equation A.5 ):

‖µn − µ∗n‖L2 = min,

(
pi ≥ 0,

I∑

i=1

pi = 1

)
(A.5)

Equation A.5 can be solved numerically using a Nonnegative Least Square algorithm (NNLS). For im-

proving the efficiency of this method and reducing the number of moments required for the reconstruction,

different optimization techniques are available in literature such as the use, in addition of the given moments,

of the shifted moments as described in the original work by (Gavriliadis & Athanassoulis, 2003).

The shifted moments of f(x) are defined by:

µ̃n =

∫ 1

0

(x− x̄)
k
f(x)dx, n = 1, 2 . . . N2 ≤ N1, x̄ ∈ [0, 1] (A.6)

Since, in the finite-moment problem, f(x) is the target, the shifted moments µ̃n are derived from the

integer moments µn as follows:

µ̃n =

n∑

k=0

(−1)k


 n

k


 x̄kµn−k, n = 1, 2 . . . N1 ≤ N (A.7)

The shifted moments of the Beta KDF are calculated by:

B̃n =

∫ 1

0

(x− x̄)
n
K(x;xi, h)dx (A.8)

Thus, the shifted moments µ̃∗n of the reconstructed PDF are expressed as:

µ̃∗n =

I∑

i=0

B̃nipi, n = 1, 2 . . . N1 ≤ N (A.9)

The minimization problem (equation A.5) is reformulated as :

∥∥∥∥∥∥


 µn

µ̃n


−


 Bn

B̃n


 pI

∥∥∥∥∥∥
L2

= min,

(
pi ≥ 0,

I∑

i=1

pi = 1

)
(A.10)

This new constraint minimization problem is numerically solved using NNLS or LSQLIN (Matlab sub-

routines).

The algorithm of this method can be reduced to the following steps:

1. Define the reconstruction interval [a,b]

2. Transform the moments to the normalized interval [0,1]

3. Compute the shifted moments from the set of integer moments

4. Fix the number I of KDFs and the bandwidth parameter h

5. Compute the coefficients Bn,i and B̃n,i

6. Determine pi by solving the constraint minimization problem (equation A.10)
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Appendix A.2: Spline-based method

In order to optimize the reconstruction support and thus increase the accuracy of the spline-based method,

the values of the reconstructed PDF f (k)(x) are checked at the boundaries of the support [x
(k)
1 , x

(k)
n+1] (i.e. in

the subintervals [x
(k)
1 , x

(k)
2 ] and [x

(k)
n , x

(k)
n+1]). For this, these two subintervals are divided into 10 equidistant

small subintervalls, the values of f (k)(x) at the nodes of these small subintervals are checked if they are

sufficiently small against the maximal value of f (k) in order to reduce eventually the size of the reconstruction

support. This test is given for the right boundary as (John et al., 2007):




10∑

j=1

[(
f (k)(xnj)

)2]
+
(
f (k)(x

(k)
n+1)

)2



1/2

≤ tolredf (k)max (A.11)

If equation A.11 is satisfied, the reconstruction support is reduced by setting x
(k+1)
n+1 = (x

(k)
n + x

(k)
n+1)/2,

otherwise the boundary remains unchanged. For the new interval [x
(k+1)
1 , x

(k+1)
n+1 ], the nodes are redistributed

equidistantly.

It is further checked that any value of f (k)(x) at the nodes xi(i = 1, . . . , n + 1) and at the midpoints of

the subintervals are greater than a given tolerance tolneg (equation A.12). This test is implemented to ensure

the positivity of the PDFs.

fmin,max := min
j=1,...,k

f (j)max,
f (j)(xi)

fmin,max
≥ tolneg,

f (j)(xi6)

fmin,max
≥ tolneg (A.12)

with tolneg ≤ 0. The problem of the ill-conditioning of the linear system of equations is treated by

regulizing the system. This is achieved by neglecting small singular values according to a given tolerance

tolsing using a pseudo inverse routine of Matlab.

Note that in John et al. (2007), an equidistant grid is used for the distribution of the nodes xi. This

is not adapted for non-smooth and/or multimodal distributions. In the adaptive algorithm by (De Souza

et al., 2010), this problem is solved by introducing a non-equidistant grid where the nodes are repositionned

appropriately in order to capture accurately the PDF’s critical domains.

This method is extensively described by John et al. (2007). The support of the target PDF [a, b] is

subdivided into n subintervals such as a = x1 < x2 < · · · < xn+1 = b. In each subinterval [xi, xi+1], the

target PDF is approximated by a piecewise polynomial s(l)(x) of degree l. The system of equations is detailed

for cubic splines (l = 3). The unknowns are the four coefficients of the n splines. A smooth transition at the

boundaries of the interval is assumed meaning that the PDF, its first and second derivatives are null at the

boundaries, this gives 2× 3 equations. The continuity of the splines, their first and second derivatives at the

nodes provides 3(n− 1) equations. The remaining (n− 3) equations are supplemented by the moments. This

leads to solve a 4n× 4n ill-conditioned linear system.

Since the set of the known moments limits the number of splines, one has to compute the reconstruction

in the optimal support of f(x) thus, the reconstruction is computed iteratively starting from an initial

reconstruction f (0)(x) in an initial interval [x
(0)
1 , x

(0)
n+1].
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In order to optimize the reconstruction support and thus increase the accuracy of the method, the values

of the reconstructed PDF f (k)(x) are checked at the boundaries of the support [x
(k)
1 , x

(k)
n+1] (i.e. in the

subintervals [x
(k)
1 , x

(k)
2 ] and [x

(k)
n , x

(k)
n+1]). For this, these two subintervals are divided into 10 equidistant small

subintervalls, the values of f (k)(x) at the nodes of these small subintervals are checked if they are sufficiently

small against the maximal value of f (k) in order to reduce eventually the size of the reconstruction support.

This test is given for the right boundary as (John et al., 2007):




10∑

j=1

[(
f (k)(xnj)

)2]
+
(
f (k)(x

(k)
n+1)

)2



1/2

≤ tolredf (k)max (A.13)

If equation A.13 is satisfied, the reconstruction support is reduced by setting x
(k+1)
n+1 = (x

(k)
n + x

(k)
n+1)/2,

otherwise the boundary remains unchanged. For the new interval [x
(k+1)
1 , x

(k+1)
n+1 ], the nodes are redistributed

equidistantly.

It is further checked that any value of f (k)(x) at the nodes xi(i = 1, . . . , n + 1) and at the midpoints of

the subintervals are greater than a given tolerance tolneg (equation A.14). This test is implemented to ensure

the positivity of the PDFs.

fmin,max := min
j=1,...,k

f (j)max,
f (j)(xi)

fmin,max
≥ tolneg,

f (j)(xi6)

fmin,max
≥ tolneg (A.14)

with tolneg ≤ 0. The problem of the ill-conditioning of the linear system of equations is treated by

regulizing the system. This is achieved by neglecting small singular values according to a given tolerance

tolsing using a pseudo inverse routine of Matlab.

Note that in John et al. (2007), an equidistant grid is used for the distribution of the nodes xi. This

is not adapted for non-smooth and/or multimodal distributions. In the adaptive algorithm by (De Souza

et al., 2010), this problem is solved by introducing a non-equidistant grid where the nodes are repositionned

appropriately in order to capture accurately the PDF’s critical domains.

Appendix B: Analytical solution of the PBE in the case of breakage process

We give in this appendix the details for the analytical solution in its explicit form (equation 12).

By substituting equation 11 in 10, we obtain :

n(L, t) =
1

σ
√

2π
e−tL

2

(
e−

1
2 (L−µσ )

2

+ 2t

∫ ∞

L

L′e
− 1

2

(
L′−µ
σ

)2

dL′
)

(B.1)

We note I the integral term and proceed to the change of variable :

L′ − µ = L̂′ 7−→ L′ = L̂′ + µ 7−→ dL′ = dL̂′ (B.2)
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The integral term is written as:

I =

∫
L̂′e−

1
2σ2

L̂′
2

dL̂′ + µ

∫
e−

1
2σ2

L̂′
2

dL̂′ (B.3)

Recall that :

∫
e−ax

2

dx =

√
π

2
√
a
erf(x

√
a) (B.4)

and

∫
xe−ax

2

dx = − 1

2a
e−ax

2

(B.5)

Thus :

I = σ2e−
1
2 (L−µσ )

2

+ µσ

√
π

2

(
1− erf

(
1√
2

L− µ
σ

))
(B.6)

By substituting equation B.6 in B.1, we obtain the final explicit solution given in equation 12.
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Nomenclature

a, b Lower and upper bounds of the reconstruction interval

Bn, B̃n Coefficients of the BKDF system of equations

E(k) Global error function

Er(t) Mean absolute error for the reconstruction

f(x) Probability Density Function

fM (x) The reconstructed Probability Density function

g(x, κ, λ) Beta Probability Density Function

h Bandwidth of the BKDF

H[f ] Shannon entropy

I Number of BKDFs used for the reconstruction

k, n moment’s order

K(x, x∗, h) Beta kernel density function

L,L′ Polymer chains length

Li Abscissae of the Gaussian quadrature

m Mean of the normal law

M Number of nodes of the Gaussian quadrature

n(L, t) Length based number density function

N Length of the set of moments

pi Weight coefficient, ∈ [0, 1]

q Length of the discretized interval of reconstruction

t, ti, tf Time, intial time, final time

wi Weights of the Gaussian quadrature

x Variable of the PDF

x̄ Parameter of the shifted moments, ∈ [0, 1]

x∗, xi Centers of the BKDFs

Greek Symbols

α Factor of proportionality for the breakage frequency

β Breakage kernel

γ Breakage frequency

Γ Gamma function

κ, λ Parameters of the Beta Probability Density Function

µ The set of moments

σ Standard deviation for the normal law

ξ Lagrange’s multipliers

160



Article 2: Reconstruction d’une PDF via une suite finie de ses moments

Abreviations

BKDF Beta Kernel Density Function

CFD Computational Fluid Dynamics

CLD Chain Length Distribution

DP Degree of Polymerization

DQMOM Direct Quadrature Method of Moments

KDF Kernel Density Function

LQDMA Long Quotient-Modified Difference Algorithm

LSQLIN Constrained Linear Least Square

ME Maximum Entropy

MWD Molecular Weight Distribution

NNLS Non-Negative Least Square

PBE Population Balance Equation

PBM Polupation Balance Modelling

PD Product Difference Algorithm

PDF Probability Density Function

QMOM Quadrature Method of Moments
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V.1.2.3 Conclusion sur la reconstruction

L’analyse des différentes techniques de reconstruction face à la solution analytique

dans le cas d’un processus de dépolymérisation donne des résultats intéressants. La tech-

nique BKDF aboutit à des reconstructions relativement précises mais nécessite un nombre

élevé de moments (11 moments dans ce cas). La technique des splines, quand à elle, dé-

pend fortement des paramètres de tolérance qui affectent sa vitesse de convergence ainsi

que la qualité de la reconstruction. De ce fait, il n’est pas possible de fixer les paramètres

optimaux pour l’ensemble des distributions à reconstruire mais uniquement individuelle-

ment, ce qui nécessite une connaissance au préalable de la forme de la distribution. Cette

technique n’est pas adaptée pour le suivi et la reconstruction simultanée au cours de la

dépolymérisation. La technique du maximum d’entropie donne les meilleurs résultats et

reconstruit les PDFs analytiques avec une grande précision. De plus, elle converge rapi-

dement (quelques itérations) et nécessite un nombre limité de moments (six dans ce cas),

ce qui la rend particulièrement intéressante pour un couplage avec le bilan de population

résolu par la méthode des moments, ce qui a été fait dans la deuxième partie de l’étude.

La méthode de Quadrature des Moments (QMOM) a été adoptée pour résoudre nu-

mériquement l’équation de BP dans le cas de la dépolymérisation. Il est admis dans la

littérature qu’une quadrature à trois nœuds donne des résultats précis (Marchisio et al.,

2003b) et l’algorithme Produit-Différence (Gordon, 1968) a été utilisé pour l’identification

de ces nœuds. L’algorithme de la technique du maximum d’entropie a été implémenté de

telle sorte à reconstruire les PDFs simultanément avec la résolution QMOM à partir des

moments numériques. Les résultats obtenus montrent que les reconstructions ne sont pas

satisfaisantes et s’éloignent de ce qui a été obtenu avec les moments analytiques. Pour

augmenter la précision de la méthode QMOM, nous sommes passés à une quadrature

à quatre nœuds, ce qui améliore considérablement la qualité de la reconstruction sans

pour autant rejoindre la qualité qu’avec la solution analytique. Nous avons obtenu exac-

tement les mêmes résultats avec la méthode DQMOM tout en contrôlant la qualité de

l’intégration numérique temporelle. De même, l’utilisation de l’algorithme de Wheeler

(Wheeler & others, 1974) pour la détermination des nœuds, connu pour être plus précis

que l’algorithme Produit-Différence (John & Thein, 2012) n’améliore pas la qualité de

la reconstruction. Cela montre que l’erreur sur l’estimation des moments induite par la

quadrature prime sur celle due à l’intégration temporelle et à la qualité de l’algorithme
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utilisé et affecte considérablement la technique de reconstruction par le maximum d’en-

tropie. Ainsi, comme conclusion, une attention particulière doit être portée à la qualité

des moments servant à la reconstruction (ce qui pose la question de la qualité des mesures

expérimentales), ce point n’a pas été rapporté dans la littérature.

Figure V.1 – Schéma global de la résolution du PBE via la méthode des moments avec
reconstruction simultanée des distributions et l’éventuel couplage avec la partie expérimen-
tale

Nous avons identifié la meilleure méthode pour procéder à la reconstruction. Nous

avons pour cette méthode identifier les conditions permettant d’assurer une reconstruc-

tion fiable tout au long de la simulation de la réaction. Il n’est pas inutile de souligner

que ce résultat ouvre la voie à une procédure d’identification paramétrique et d’optimisa-

tion comme le montre la figure V.1. En effet, par l’approche de modélisation/simulation,

nous sommes désormais capable de simuler une hydrolyse enzymatique (sucres simples

et distribution de taille) en fixant un nombre réduit de paramètres (fréquences de cou-

pure, constante d’inhibition). Les distributions de tailles reconstruites peuvent donc être

comparées aux données expérimentales. L’identification des constantes du modèles (en

nombre plus restreints) peut donc désormais s’appuyer sur la chimie (sucres simples) et

la physique du système (distribution en taille). Nous n’avons pas mené d’étude extensive

pour conduire à l’identification de paramètres dans le cadre de ce travail, mais tous les
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outils nécessaires ont été développés.

V.1.2.4 Méthode DQMOM pour l’hydrolyse enzymatique de la cellulose

Dans un premier temps, nous avons utilisé l’approche QMOM et traité un problème

identique à celui résolu par la méthode des classes : l’activité endoglucanase (EG) est

assimilée à une rupture binaire pure caractérisée par une fréquence Γ(x) et l’activité

cellobiohydrolase (CBH) à un processus de dissolution des chaines avec une vitesse G(x).

Les résultats obtenus par la méthode QMOM dans le cas de l’activité EG sont similaires

à ceux de la méthode des classes, ce qui constitue une preuve forte de la qualité des outils

numériques construits dans ce travail. Concernant l’activité CBH, les résultats ne sont

satisfaisants que pour les faibles taux de conversion du substrat. En effet, le phénomène

de dissolution qui se traduit dans le cas de la méthode QMOM par le déplacement des

nœuds vers les petites tailles à une vitesse G(x) induit immanquablement le glissement de

ces nœuds vers des valeurs négatives, ce qui n’a pas de sens d’un point de vue physique.

Cela se traduit par une évaluation numérique des moments inexploitable (perte du sens

physique) et à l’impossibilité de mener à bien la reconstruction (une PDF est définie

positive). Les méthodes de reconstruction développées précédemment traitent du problème

des moments de Hausdorff, en d’autres termes, le support de la reconstruction est borné

positif. Ce problème technique nous a conduit à repenser la façon de modéliser l’activité

CBH tout en conservant la robustesse de la méthode des moments.

L’activité CBH, pour rappel, produit des particules élémentaires (molécules de cello-

biose) suite à chaque attaque. De ce fait, ce processus enzymatique peut être vu comme

un phénomène d’érosion des extrémités des chaines cellulosiques. Ce phénomène d’érosion

est un cas particulier de la rupture et peut, de ce fait, être modélisé exactement comme

l’activité EG (rupture binaire aléatoire) mais avec des paramètres qui lui sont propres.

Ainsi, nous caractérisons l’activité EG par les paramètres βEG et ΓEG et l’activité CBH

par les paramètres βCBH et ΓCBH . Alors que la fragmentation liée à l’activité EG est

caractérisée par une rupture binaire aléatoire, la rupture due aux CBH est certes binaire

mais ne se produit qu’en bout de chaine pour donner une molécule de cellobiose. Cette

approche est détaillée dans la partie V.1.2.5 où nous donnerons aussi une méthode pour

quantifier l’évolution de la concentration en cellobiose dérivée directement de la quadra-

ture de Gauss.
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En plus des deux activités EG/CBH, l’activité β-glucosidase (BGL) transformant le

cellobiose en glucose a été incluse dans le modèle sous forme d’une cinétique Michaelienne

avec une inhibition compétitive par le glucose. En effet, cette activité de par son mécanisme

simple ne nécessite pas une modélisation avancée. L’effet d’inhibition des EG/CBH par

le cellobiose a été aussi pris en compte.

Les tests avec la méthode QMOM montrent des instabilités numériques contrairement

à DQMOM. Ces instabilités viennent notamment du phénomène d’érosion, de ce fait,

nous avons opté pour la méthode DQMOM. Comme précédemment, la technique de re-

construction des PDFs par le maximum d’entropie, validée dans la partie V.1.2.2, a été

implémentée dans le code DQMOM pour avoir accès à l’évolution de la distribution de

taille des chaines au fur et à mesure de la résolution.

V.1.2.5 Article 3 : Application of the Direct Quadrature Method of Moments

for the modelling of the enzymatic hydrolysis of cellulose : I. Case

of soluble substrate

L’article est structuré comme suit : la partie théorique est consacrée aux développe-

ments nécessaires pour l’expression des activités enzymatiques dans le cadre du formalisme

de bilan de population puis leur adaptation à la méthode DQMOM. Dans la partie ré-

sultats, les activités EG et CBH sont explorées indépendamment l’une de l’autre avant

de les combiner dans un seule modèle global (avec l’activité BGL). En dernier lieu, l’effet

d’inhibition par les sucres simples est discuté.
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Abstract

The modelling of the enzymatic hydrolysis of cellulosic polymers has been investigated through a popula-

tion balance approach. Both Endoglucanase (EG) and Exoglucanase (CBH) activities are taken into account.

EG achieves random attacks along cellulosic chains and cleaves the β-glycosidic bonds whereas CBH pro-

duces cellobiose molecules by chain-end scission mechanism. The EG activity is modelled as a pure breakage

while the CBH activity is assimilated to an erosion process with a specific product (cellobiose). In the two

cases, the inhibition of the cellulases activity by the end-product is incorporated. The population balance

equation (PBE) accounting for breakage processes has been solved using the Direct Quadrature Method of

Moments (DQMOM) coupled to a distribution reconstruction technique based on the Maximum Entropy

(ME) principle in order to track the time evolution of the chain length distribution (CLD) during the hydrol-

ysis reaction. The β-glucosidase activity transforming the produced cellobiose into glucose is modelled as a

Michaelis-Menten type kinetic with a competitive inhibition effect and solved simultaneously with the PBE.

The numerical results show the time-evolution of the CLD during the hydrolysis reaction as well as the rate

of conversion of the substrate to simple sugars. The synergistic action of the EG and CBH is highlighted and

the inhibition effect is investigated. The approach is promising by its accuracy and fastness.

Keywords: Enzymatic hydrolysis, population balance, cellulose, Endoglucanase, Exoglucanase

1. Introduction

The growing demand for energy, the depletion of fossil fuels and the global warming have sparked a

growth in research for renewable energy sources (Sun & Cheng, 2002). One of the promising alternatives is

the bioconversion of biomass materials to bioethanol (Jrgensen et al., 2007).

The biochemical conversion of lignocellulosic biomass to ethanol involves several processing steps (Gregg &

Saddler, 1995). The reduction of cellulose, which is the major component of plant material, into fermentable

sugars is carried out by means of enzymatic hydrolysis.
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Article 3: Méthode des moments pour l’hydrolyse enzymatique d’un substrat soluble

Cellulose is a homopolymer of β-1,4 linked D-glucose units (Mittal et al., 2011). Enzymes cocktail capable

of degrading this polymer to sugars are a mixture of at least three different activities. The endoglucanase

activity (EG) cleaves randomly the β-1,4-glycosidic linkages, the cellobiohydrolase activity (CBH) attacks

the chain-ends and releases cellobiose (dimer of glucose) and β-glucosidase activity hydrolyzes cellobiose into

D-glucose (Andersen et al., 2008). A typical kinetic of the enzymatic hydrolysis of cellulose is characterized by

a rapid initial rate followed by a gradual slowdown caused by a multitude of factors affecting the effectiveness

of the biocatalysts, leading, finally, to a partial conversion of the substrate (Yang et al., 2006). These factors

are related to the substrate structure (nature, pretreatments), the operating conditions (pH, temperature and

mixing) and the enzymes (nature, deactivation during the reaction, inhibition by the end-products) (Van Dyk

& Pletschke, 2012).

Understanding the complex interactions between the enzymes elementary mechanisms and the dynamic

evolution of the substrate features during the hydrolysis reaction is of critical importance for the modelling,

the design and the optimization of the transformation process. Michaelis-Menten based models are widely

used for the modelling of this dynamic process however, since they have been developed initially for homo-

geneous reaction conditions, the parameters fitting the experimental data are only apparent and constants

sometimes lacking physical or biochemical basis (Bansal et al., 2009). Mechanistic models incorporating one

or several rate limiting factors such as the substrate accessibility, the cellulases inhibition/deactivation and

the change in the substrate reactivity can be found in literature (Fan & Lee, 1983; South et al., 1995; Xu &

Ding, 2007). A convincing critical analysis of the identifiability of these models has been published by Sin

et al. (2010).

Recently, models based on population balance approach have been proposed. Hosseini & Shah (2011a,b)

assimilated the cellulose hydrolysis to soluble polymer degradation. The endoglucanase activity (EG) has been

modelled as a pure random breakage of the cellulose chains and the exoglucanase activity (CBH) as a chain-

end scission (Kostoglou, 2000). To be more realistic, Griggs et al. (2012a,b) developed a population balance

model based on the depolymerization mechanisms of EG and CBH assuming a population of monodisperse

cylindrical cellulose particles since the reaction is heterogeneous. To solve the system of rate equations,

Hosseini & Shah (2011a,b) considered all the possible chains in the system when Griggs et al. (2012a,b)

reduced the number of equations by mapping the continuous particle size distribution (PSD) to a fixed

discrete grid points. Lebaz et al. (2015a) used the discretization method developed by Kumar & Ramkrishna

(1996a) for the resolution of the population balance equation (PBE) with a fixed pivot technique for the

EG activity and a moving pivot technique (Kumar & Ramkrishna, 1996b) for the CBH activity since it

was assimilated to a continuous dissolution of the cellulosic chains. Ho et al. (2014), meanwhile, proposed

a modified fixed pivot technique for the modeling of chain-end scission by CBH. All are computationaly

expensive.

Cellulose particles can be characterized by their Degree of Polymerization (DP) which is the number of

monomers (D-glucose) constituting each particle. If we note N the maximum DP in a given particulate
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system, one needs to solve N equations for describing the time-evolution of all the possible particles under-

going breakage processes. Since N can be extremely large, the resolution of the set of equations requires

high computational cost. The discretization method (Kumar & Ramkrishna, 1996a) reduces considerably the

number of equations by distributing the particles into a set of classes M < N . Unfortunately, the accuracy

of this method depends on the number of classes M . Increasing M implies more equations to solve and,

thereby, substantial computational time. In this study, we develop a new approach for solving the PBE in

the case of cellulose depolymerization by EG and CBH. For the sake of accuracy and computational effi-

ciency, the Direct Quadrature Method of Moments (DQMOM) is used as solution method (Marchisio & Fox,

2005). Since DQMOM provides information only on the time evolution of the moments of the particle size

distribution (PSD), the recovering of the full distribution is needed. For this, the PSD is reconstructed from

its first moments using the Maximum Entropy based method (Tagliani, 1999). This reconstruction method

is prefered than other techniques (e.g. Spline based method, Beta Kernel Density Function based technique)

for its fastness, accuracy and the small number of the required moments (Lebaz et al., 2015b). This is of

critical importance when the PSD reconstruction and the PBE resolution are conducted simultaneously.

The β-glucosidase activity occuring in a homogeneous system is modelled as a Michaelis-Menten type

kinetic with competitive inhibition and resolved simultaneously with the PBE. This activity transforms the

cellobiose produced by the CBH into the final product: the D-glucose.

For sake of clarity, this contribution is organized in two parts. In this first part, the focus will be put

on soluble substrates. The general theoritical framework including the DQMOM approach for solving the

homogeneous monovariate PBE and the PSD reconstruction by the Maximum Entropy based method is

developed and validated against analytical solutions. We show how the cellulolytic activities are modelled in

the case of depolymerization of soluble cellulose chains before testing and discussing the robustness of the

model in the results section. The second part deals with the case of particulate systems.

2. Theoretical framework

The PBE describes the evolution of a density function of a given population of chains/particles undergoing

different transformation processes. In the case of enzymatic hydrolysis of cellulose chains, the substrate chains

are degraded during the reaction by the synergistic action of the enzymes mixture. Thus, considering the

chain length L as the internal coordinate, the PBE expressing the depolymerization process in a homogeneous

system is written in its continuous form as:

∂n(L, t)

∂t
=

∫ ∞

L

β(L, λ)Γ(λ)n(λ, t)dλ− Γ(L)n(L, t) (1)

where n(L, t) is the length-based number density function, Γ(L) the breakage frequency for a chain of

length L, β(L, λ) is the breakage kernel giving the probability of obtaining a chain of length L from the

breakup of a chain λ. The first term on the RHS accounts for the formation (birth) of chains with length L
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resulting from the breakage of larger chains λ. The last term is the death term due to the loss of chains of

length L because of their depolymerization.

Except for some cases where Γ(L) and β(L, λ) have simple mathematical expressions (Ziff & McGrady,

1985), equation 1 has no analytical solution. Numerical methods are used to solve it. We adopt in this

contribution the Direct Quadrature Method of Moments (DQMOM). A brief description of this method is

given in Appendix A, for more detail, one can refer to the original paper by Marchisio & Fox (2005).

The kth order moment of the chain length distribution (CLD) is defined as:

mk(t) =

∫ ∞

0

Lkn(L, t)dL (2)

The moments provide the main properties of the CLD. The zeroth order moment, m0(t), represents the

molar concentration of the cellulose chains since n(L, t)dL is the number of cellulose chains per volume having

lengths between L and L + dL. The first order moment, m1(t), gives the total concentration of monomers

of cellulose chains. Average properties of the CLD can be derived from the moments such as the number-

averaged chain length given by the ratio of the two first moments m1(t)/m0(t) and the mass-averaged chain

length m2(t)/m1(t).

By applying the moment transformation of equation (1), the final moment transport equation is given as:

(1− k)

N∑

i=1

Lki ai + k

N∑

i=1

Lk−1i bi =

N∑

i=1

b
(k)

i Γiwi −
N∑

i=1

Lki Γiwi (3)

where





ai =
∂wi
∂t

bi =
∂ci
∂t

ci = wiLi

b
(k)

i =

∫ ∞

0

Lkβ(L,Li)dL

(4)

(Li(t), wi(t)) are the abscissas and weights of the N Gaussian quadrature nodes. (Li(0), wi(0)) can be

computed using the Product-Difference (PD) algorithm (Gordon, 1968). The different steps of the transfor-

mation are explicited in Appendix A .

Although the intrinsic activities of EG and CBH are different, they lead to the depolymerization of the

substrate chains during the reaction. Thus, the two activities are modelled as breakage processes (equation

1), the distinction between them will appear on the formulation of the breakage kernels. This will be discussed

in the next sections.

The validation of the DQMOM implementation in the case of breakage processes is given in Appendix B.

This numerical validation is based on analytical solution of equation 1 (Lebaz et al., 2015b).
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2.1. Number density distribution reconstruction from the moments

The recovery of a distribution knowing only a finite number of its moments is known as the moment

problem in mathematical analysis and arises in many scientific applications (Gavriliadis & Athanassoulis,

2009). Different numerical methods have been developed for the reconstruction of distributions from the

moments reviewed by (John et al., 2007). For its simplicity and accuracy, the Maximum Entropy (ME)

approach (Tagliani, 1999) is used in this work. We give hereafter a synthetic description of this technique.

We note by f(x) the probability density function (PDF) and by fM (x) its approximation. The ME

method is based on the maximization of the Shannon entropy H[f ] given by:

H[f ] = −
∫ ∞

0

f(x)lnf(x)dx (5)

Under the moments constraints:

mk =

∫ ∞

0

xkf(x)dx k = 0, 1, . . . (6)

The explicit representation of the ME approximate is given by:

fM (x) = exp


−

2N−1∑

j=0

ξjx
j


 (7)

To be supplemented by the 2N constraints:

mi =

∫ ∞

0

xifM (x)dx i = 0, 1, . . . , 2N − 1 (8)

The (2N) Lagrange’s multipliers ξ0, . . . , ξ2N−1 are obtained by solving the following set of 2N nonlinear

equations:

∫ ∞

0

xiexp


−

2N−1∑

j=0

ξjx
j


 dx = mi i = 0, 1, . . . , 2N − 1 (9)

Numerically, iterative methods are used to solve equation 19 (Mead & Papanicolaou, 1984). In our

case, we use the standard Newton method starting from an initial choice of the Lagrange’s multipliers as

ξ = (−ln(m0)/(xmax − xmin), 0, . . . , 0) with an accuracy of 10−6. The set of moments are normalized before

such as m0 = 1. For more details as well as for the validation, one can refer to (Lebaz et al., 2015b).

2.2. Breakage kernels formulation

The depolymerization mechanism depends on the nature of the cellulases. In our case, two main activities

(EG and CBH) are considered. This leads to the resolution of the global PBE below:

∂n(L, t)

∂t
= SEGL (L, t) + SCBHL (L, t) (10)
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with





SEGL (L, t) =

∫ ∞

L

βEG(L, λ)ΓEG(λ)n(λ, t)dλ− ΓEG(L)n(L, t)

SCBHL (L, t) =

∫ ∞

L

βCBH(L, λ)ΓCBH(λ)n(λ, t)dλ− ΓCBH(L)n(L, t)
(11)

where βEG and βCBH are the breakage kernels, ΓEG and ΓCBH the breakage frequencies for EG and CBH

respectively.

The expression of the breakage kernels for both EG and CBH depends on the nature of the substrate :

soluble polymer chains or particulate system. In the following paragraph, the formulation will be restricted

to the case of polymer chains. The case of particulate substrates is treated in the second part.

2.2.1. EG activity: random breakage

The EG activity cleaves randomly the β-1,4-glycosidic bonds along the cellulosic chains. Thus, in the

case of soluble substrate, each EG attack leads to the scission of the initial chain λ producing thereby two

smaller chains (λ− L) and L:

P (λ) −→ P (λ− L) + P (L) (12)

Since the EG has a random attack, longer chains are more likely to be attacked (Hosseini & Shah, 2011a).

Thus, the breakage kernel is given as β(λ, L) = 2/λ. The factor 2 introduces the fact that all along a given

polymer of length λ, there are two positions which may lead, after breakage, to a daughter chain of length

L. The time-evolution of the chain length number density function, n(L, t) is given by the PBE :

SEGL (L, t) =
∂n(L, t)

∂t

∣∣∣∣
EG

= 2

∫ ∞

L

1

λ
ΓEG(λ)n(λ, t)dλ− ΓEG(L)n(L, t) (13)

2.2.2. CBH activity: chain-end scission

The CBH activity has not a random aspect as the EG one, each effective attack produces one soluble

cellobiose molecule and reduces, thereby, the DP of the attacked chain by 2. In the case of soluble substrate,

the CBH mechanism is described by:

P (L) −→ P (L− LC) + P (LC) (14)

where LC is the length of the cellobiose molecule.

The polymer length is directly affected by the loss of cellobiose molecules, it decreases until the total

solubilization of the chain. Since the CBH activity leads to a specific product, the breakage kernel is given

by a Dirac delta function (McCoy & Wang, 1994; Wang et al., 1995) and the corresponding source term an

be expressed as :

SCBHL (L, t) =
∂n(L, t)

∂t

∣∣∣∣
CBH

=

∫ ∞

L

ΓCBH(λ)δ (L− (λ− LC))n(λ, t)dλ− ΓCBH(L)n(L, t) (15)
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Additionally the cellobiose concentration CC(t) evolution during the reaction is given by :

∂CC(t)

∂t
=

∫ ∞

L

ΓCBH(λ)δ (L− LC)n(λ, t)dλ+ SEGLC
(L, t) (16)

Where SEGLC
(L, t) is the contribution of EG activity to cellobiose release which is negligible thus, the right

hand side of equation (16) can be reduced to the first term.

The moment transformation of equations (13) and (15) is given by equation (3). We explicit hereafter the

moment transformation of the equation (16) accounting for the cellobiose release after each CBH effective

attack. Equation (16) can be written in a compact form as:

∂CC(t)

∂t
= QL(L, t) (17)

where QL(L, t) is the source term due to the erosion process.

One has to precise that CC(t) is a delta function centered on the cellobiose length LC with a time increasing

weight. Thus, CC(t) can be expressed as:

CC(t) = wC(t)δ(L(t)− LC) (18)

By introducing equation (18) in (17), we obtain:

δ(L− LC)
∂wC
∂t
− δ′(L− LC)wi

∂LC
∂t

= QL(L, t) (19)

Since LC is constant within the time, equation (19) is reduced to:

δ(L− LC)
∂wC
∂t

= QL(L, t) (20)

In order to apply the moment transformation, the kth moment of CC(t) is defined as:

mk(t) =

∫ +∞

−∞
LkCC(t)dL = wCL

k
C (21)

Thus, equation (20) is transformed to:

(1− k)LkC
∂wC
∂t

=

∫ ∞

0

LkQL(L, t)dL (22)

In the other hand, the term source is transformed as follows:

Q
(N)

k =

∫ ∞

0

LkQL(L, t)dL

=

∫ ∞

0

∫ ∞

L

LkΓ(λ)δ(L− LC)n(λ, t)dLdλ

=

N∑

i=1

b
(k)

i Γiwi

(23)

In equation (23), wi refers to the weight of the node i of the density n(L, t).
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In the specific case of erosion process :

b
(k)

i =

∫ ∞

0

Lkδ(L− LC)dL = LkC (24)

The term source is reduced to :

Q
(N)

k =

N∑

i=1

LkCΓiwi (25)

Finally, equation 25 is tranformed to :

(1− k)LkC
∂wC
∂t

=

N∑

i=1

LkCΓiwi (26)

Since CC(t) is fully defined by the concentration of cellobiose molecules produced at the time t, one needs

only the zeroth order moment (k = 0), thus:

∂wC
∂t

=

N∑

i=1

Γiwi (27)

Thus, equation (27) gives the time evolution of the cellobiose concentration.

2.3. Breakage frequencies formulation

The breakage frequencies for the two enzymatic activities give the rate of the depolymerization process,

in other words, the number of effective attacks per time unit. They are directly related to the cellulases

concentration, more specifically to the active adsorbed enzymes concentration.

Different mathematical expressions can be used for the breakage frequencies. One can, for example,

assume that ΓEG is proportional to the chain length L since the longer chains are more likely to be attacked

which is not necessarily the case for ΓCBH because of the nature of the exoglucanase attacks. Different

expressions for these frequencies are to be tested and confronted to the trends observed in experimental data

sets (expressed as CLD at various times during hydrolysis). The general form Γ = αLp is often used (Nopens

et al., 2002; Ding et al., 2006).

2.4. The EG and CBH inhibition effect

The end-products inhibition effect is known as one of the most important factors affecting the hydrolysis

rate (Xiao et al., 2004; Gruno et al., 2004) causing a progressive decrease of the cellulases activity as the end-

product concentration increases with substrate conversion. To incorporate this critical effect in the model,

we express the breakage frequencies of EG and CBH as functions of the end-product concentration which is

time-dependent as follows (equations 28 and 29):

ΓEG = ΓEG0 ×
KEG

CC(t) +KEG
(28)

176
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ΓCBH = ΓCBH0 ×
KCBH

CC(t) +KCBH
(29)

where CC(t) is the cellobiose molar concentration, KEG and KCBH are the inhibition constants for EG

and CBH respectively, ΓEG0
and ΓCBH0

are the intrinsic EG and CBH activities respectively.

2.5. The β-glucosidase activity

Since the β-glucosidase activity takes place in the liquid phase and turns cellobiose into D-glucose,

Michaelis-Menten type kinetic is used for the modelling of this activity. A competitive inhibition by the

accumulation of glucose is incorporated as shown in equation (30).

dCG
dt

=
2VmCC

Km

(
1 + CG

KP

)
+ CC

(30)

where CG is the glucose molar concentration, Km and Vm the Michaelis-Menten parameters, KP the

inhibition constant for the β-glucosidase activity. The factor 2 is due to the fact that one mole of cellobiose

gives two moles of glucose.

To summarize, starting from a given chain length distribution (CLD), we solve simultaneously a set of

equations (equation (31)) encluding a PBE accounting for a random breakage process for the EG activity, a

PBE for an erosion process refering to the CBH activity and a Michaelis-Menten equation for the β-glucosidase

activity.





∂n(L, t)

∂t
= 2

∫ ∞

L

1

λ
ΓEG(λ)n(λ, t)dλ− ΓEG(L)n(L, t)

+

∫ ∞

L

ΓCBH(λ)δ (L− (λ− LC))n(λ, t)dλ− ΓCBH(L)n(L, t)

∂CC(t)

∂t
=

∫ ∞

L

ΓCBH(λ)δ (L− LC)n(λ, t)dλ− 1

2

dCG(t)

dt
dCG(t)

dt
=

2VmCC

Km

(
1 + CG

KP

)
+ CC

(31)

The integration of this set of equations using DQMOM approach coupled with the reconstruction technique

gives the time evolution of the CLD and the kinetic of the substrate conversion into simple sugars (cellobiose

and glucose). Numerically, the ode45 integrator of MATLAB is used under a work-station comprising of an

Intel R©CoreTMi7-3740QM CPU with a clock speed of 2.7 GHz and 16 GB of installed memory (RAM).

3. Results and discussion

For all the results presented in this article, the initial CLD is assimilated to a Gamma distribution given

by the equation below:

n(L, 0) =
Lκ−1e−L/θ

Γ∗(κ)θκ
(32)
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where κ and θ are the Gamma distribution parameters and Γ∗ the Gamma function. The mode of the

Gamma distribution is given by (κ − 1)θ and its variance by κθ2. In our case, the Gamma distribution

parameters are κ = 60 and θ = 10.

The two main activities EG and CBH are treated separately before showing the combination and the

inhibition effect. The breakage frequencies are set proportional to the polymer chain length which means

that the longer chains are more likely to be attacked (Γ = αLp). This is the case especially for the EG random

activity. Other breakage frequency expressions (e.g. constant) can be tested easily (see supplementary data).

The breakage kernels for both EG and CBH are summerized in Table 1. The system of ordinary differential

equations (equation 31) is integrated using a Matlab subroutine ode45 over the time interval [0,10]. The

reconstruction of the CLDs from the moments using the Maximum Entropy based method is performed

simultaneously with the PBE resolution.

Mechanism β(L, λ) b
(k)

i Frequency (Γ)

EG: Uniform breakage 2/λ Lki
2
k+1 αLp

CBH: Erosion process





1 if L = LC

1 if L = λ− LC

0 otherwise

LkC + (Li − LC)k αLp

Table 1: The breakage kernels for EG and CBH activities in the case of depolymerization of soluble chains

3.1. CBH + β-glucosidase activities

CBH attacks the chain-ends and releases cellobiose molecules as product. The loss of two monomers by

the attacked polymers is modelled as an erosion process leading to a progressive shortening of the chains

length until their total transformation. The breakage frequency is set to ΓCBH = 0.04L (α = 0.04 and p = 1).

The Figure 1 gives the time evolution of the first four normalized moments of the CLD undergoing CBH

attacks.

The total molar concentration (zeroth order moment) remains constant within the process since the initial

number-averaged chain length is far from the origin, the hydrolysis time and/or erosion frequency has to be

subsequently increased to lead to the total transformation of the substrate. In other words, the initial number

of chains is kept unchanged but the chains length is decreasing. All along the process, the total mass of the

soluble chains (the first order moment) decreases due to the loss of cellobiose molecules. The set of equations

(31) is conservative which means that the loss of mass due to the enzymatic action on the polymer chains

(Figure 1) is identical to the accumulation of cellobiose and glucose.

Figure 2 gives the evolution of the initial CLD reconstructed by the ME based method. The initial

distribution is tightening more and more and moves toward the smaller lengths during the depolymerization
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Figure 1: The time evolution of the four first normalized moments of the chain lenght distribution undergoing CBH attacks

with a frequency proportional to the polymer length

process since the erosion frequency is not equally distributed all along the CLD, the longer chains are more

frequently attacked than the smaller ones.

Figure 2: The time evolution of the CLD undergoing CBH attacks with a frequency proportional to the polymer length
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3.2. EG activity

EG attacks randomly the cellulose chains and breaks up the glucosidic bonds leading to two daughter

smaller chains after each attack. This fragmentation process has as direct consequence the increase of the

total molar concentration of the cellulose chains in the system as shown by the normalized zeroth order

moment in Figure 3. The total mass represented by the first order moment remains constant all along the

process time. The number-averaged chain length given by the ratio of the two first moments decreases from

a DP of 600 to 375 at the end of the process.

Figure 3: The time evolution of the four first normalized moments of the chain lenght distribution undergoing EG attacks with

a frequency proportional to the polymer length

Figure 4 gives the time-evolution of the CLD undergoing fragmentation process. The molar concentration

of the longer chains decreases when small chains appear in the system with an increasing molar concentra-

tion. The initial CLD shifts toward the smaller lengths with a consequent shape transformation (bimodal

distributions appear). The CLDs are reconstructed over the interval [0,+∞[. The action of EG on small

chains with L ∈ [0, 2] is therefore considered in the model in order to formulate a continuous breakage kernel

expression and thus ensure low computational cost for the PBE resolution. This is conceptually erroneous

but there is no consequence from a quantitative point of view as mentionned before (equation (16)). Firstly,

the probability to produce cellobiose when cutting a chain of length L is very small, the breakage frequency

goes to zero when L→ 2. As a result, the amount of cellobiose produced by EG is several order of magnitude

smaller than that resulting from CBH activity. This support the negligence of the term SEGLC
in equation

(16).
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Figure 4: The time evolution of the CLD undergoing EG attacks with a frequency proportional to the polymer length

3.3. EG-CBH combined activity

The combination of the three different enzymatic activities results in a simultaneous fragmentation of the

cellulose chains and their erosion from the ends as shown by the Figure 5. In this example, the breakage

frequencies of both EG and CBH are kept equal to those used for the two cases separately (Γ = αLp).

Figure 5: The time evolution of the CLD undergoing EG and CBH attacks with a frequency proportional to the polymer length

for the two activities
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The synergistic action of the different activities increases the rate of degradation of the substrate. This

can be quantified by comparing the time-evolution of the number-averaged chain length when using the

enzymes separately and in cocktail as given by Figure 6. This criterion is given by the ratio of the two first

moments (m1(t)
m0(t)

).

Figure 6: The number-averaged chain length for the three different cases: EG (blue line), CBH (red line) and EG-CBH (black

line)

The number-averaged chain length decreases from an initial DP of 600 to 375 through the sole action of

EG. The decrease reaches a DP of 275 when one considers the CBH activity only. The combination of the

two activities affects considerabely the number-averaged chain lenght. At the end of the time-process, the

mean DP is only of 190. The repercussion of the combination of the different activities on the production of

simple sugars is described in the next section.

3.4. Influence of the frequency formulation on the prediction of simple sugars

Figure 7 shows the evolution of cellobiose and glucose fractions during the hydrolysis by EG and CBH

separately and in combination. The released cellobiose is transformed to glucose by the β-glucosidases. This

last activity is modelled as a Michaelis-Menten type kinetic (equation 30).

In the case presented in Figure 7, the synergistic action has no incidence on the substrate converted

curves. The fractions of glucose and cellobiose produced by EG and CBH independently and in cocktail are

compared and there is no noticeable difference in the two cases. This is due mainly to the fact that, in one

hand, the breakage frequency of EG is not high enough, as consequence, the total molar concentration at the

end of the process is only 1.5 times greater than the initial molar concentration. In the other hand, the CBHs’

breakage frequency depends on the chain length thus, the small chains produced by EG (DP < 150 in Figure
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Figure 7: The time evolution of the converted fraction of the substrate into cellobiose (blue line) and glucose (red line).

Continuous lines refer to the simple sugars produced by EG and CBH in cocktail while the circles represent the products of EG

and CBH independently.

5) are less likely to be attacked than the larger ones. To prove this, we change ΓCBH and set it constant

which means that all the chains have the same probability to be attacked. Figure 8 gives the comparison

between the independent action of EG and CBH and their combination in terms of total substrate converted

fraction. Recall that ΓEG is kept unchanged.

Figure 8 shows that the combination of EG and CBH enhances the cellulose hydrolysis rate in terms of

simple sugar (cellobiose and glucose) concentrations. This Endo-Exo synergistic effect is explained by the

appearance of new chains in the system due to the EG activity and, since they are equiprobably attacked by

CBH, the cellobiose concentration is affected.

These two examples (ΓCBH = αL and ΓCBH = constant) reveal that for the best comprehension/inerpretation

of the enzymatic depolymerization process, information on the CLD evolution and the end-products kinetic

rate are complementary and allow to distinguish the action of each enzyme family. On the opposite, the classi-

cal information on the kinetic rate of cellobiose/glucose release, easily reachable experimentally, is insufficient

and leads to a missinterpretation of the substrate transformation process.

3.5. EG-CBH inhibition effect

In a batch reactor, the disintegration of the polymer chains by the cooperative action of the different

cellulolytic activities leads to the accumulation of the end-products in the system (batch reactor). This

causes the so-called inhibition effect since the enzymes are sensitive to their own product, inactive enzyme-

product complexes are formed. As consequence, the enzymes activity slows down as reported in Figure 9
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Figure 8: Time evolution of the converted fraction of the substrate into simple sugars (cellobiose + glucose). Comparison

between the EG and CBH independent activities (dashed line) and their synergistic action (continuous line).

where the four first normalized moments of the CLD are compared in the two cases where the inhibition

effect is incorporated in the model (equations 28 and 29) against the results of the model without inhibition

effect.

Figure 9: Comprison between the evolution of the four first normalized moments of the CLD undergoing combined action of

EG and CBH without inhibition effect (red line) and with the inhibition effect (blue line)

184



Article 3: Méthode des moments pour l’hydrolyse enzymatique d’un substrat soluble

The total molar concentration as well as the overall conversion rate (Figures 9 and 10) are affected. The

parameters KEG, KCBH and KP corresponding to the three main activities control the significance of the

inhibition effect. Figure 10 is very similar to experimental results reported in literature and those shown in

the experimental section of the second part of this study.

Figure 10: The time evolution of the converted fraction of the substrate into cellobiose (blue line), glucose (red line) and total

simple sugars (dashed line) considering the inhibition effect for the three different activities

By introducing the inhibition effect, the formulation of the model is complete. The model parameters

can be reached experimentally by fitting typical saccharification data in the specific case of depolymerization

process. The model is built considering the elementary mechanisms of the three main cellulase activities on

soluble polymers.

4. Conclusion

In this first part, a population balance model has been developed in the case of cellulose polymers

degradation by the synergistic action of the cellulases. The three main cellulolytic actions are taken into

account since they act differently with specific mechanisms. First, the general theoretical framework is

developed in the case of enzymatic hydrolysis process. The random action of EG is assimilated to a pure

breakage process when the CBH activity is modelled as an erosion phenomenon since it proceeds with a

chain-end scission and produces cellobiose molecules.

Since the resolution of the PBE is computationaly intensive, the Direct Quadrature Method of Moments

is adopted. This resolution method based on the time tracking of a finite number of moments of the CLD

has been validated against an analytical solution in the case of a specific breakage process. In a view to
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future comparison with experimental dat, the Maximum Entropy based method is coupled to DQMOM for

a simultaneous reconstruction of the full CLDs during the PBE resolution. The β-glucosidase activity is

modelled as a Michaelis-Menten type kinetic and incorporated to the PBE model.

First, the actions of EG and CBH activities are tested independently before their combination. The

numerical results show that it is judicious to combine information on the CLD evolution and the end-

products kinetic rate to interpret the synergistic action of the enzymes and distinguish the contribution of

each activity and their mode of action. The incorporation of the inhibition effect is investigated in the last

section since the accumulation of cellobiose and glucose affects substantially the enzymes activity.

The use of DQMOM resolution method coupled with the ME-based recontruction technique reduces

the computational time which didn’t exceed few seconds in all the considered cases offering by the fact

the possibility of incorporating the model in a global optimization loop for the determination of the model

parameters based on experimental data.
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Article 3: Méthode des moments pour l’hydrolyse enzymatique d’un substrat soluble

Nomenclature

A Square matrix of the linear system in DQMOM approach

ai First time derivative of the weights of the quadrature nodes

bi First time derivative of the product of the weighted abscissas

CC Cellobiose molar concentration

CG Glucose molar concentration

ci Weighted abscissas

d Term source vector of the linear system in DQMOM approach

f(x) Target probability density function

fM (x) Reconstructed probability density function

H[f ] Shannon entropy

k Moments order

KCBH Inhibition constant of the CBH

KEG Inhibition constant of the EG

Km Parameter of the Michaelis-Menten type kinetic

KP Inhibition constant of the β-glucosidase

L Polymer chain length

LC Cellobiose length

Li Abscissas of the quadrature nodes

mk(t) kth order moment

n(L, t) Number based chain length distribution

N Number of quadrature nodes

P (L) Polymer chain

SL(L, t) Source term of the PBE accounting for the breakage/erosion process

t Time

Vm Parameter of the Michaelis-Menten type kinetic

wi Weights of the quadrature nodes

x Generic variable

xmin, xmax Lower and upper bourdaries of the reconstruction interval

187
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Greek Symbols

β(L, λ) Breakage kernel

βEG(L, λ), βCBH(L, λ) Breakage kernel of EG an CBH respectively

Γ(L) Breakage frequency

ΓEG(L), ΓCBH(L) Breakage frequency of EG an CBH respectively

Γ∗ Gamma function

δ(L− Li) Dirac delta function centered on Li

θ Second parameter of the Gamma distribution

κ First parameter of the Gamma distribution

λ Chain length longer than L

ξj Lagrange’s multipliers

Abreviations

CBH Cellobiohydrolase

CLD Chain Length Distribution

DP Degree of Polymerization

DQMOM Direct Quadrature Method of Moments

EG Endoglucanase

ME Maximum Entropy

PBE Population Balance Equation

PD Product-Difference algorithm

PSD Particle Size Distribution

RHS Right Hand Side

Appendix A: The Monovariate Direct Quadrature Method of Moments (DQMOM)

We give hereafter a succinct description of the Direct Quadrature Method of Moments (DQMOM) applied

for the population balance equation accounting for breakage processes, for more detail one can refer to the

original work by Marchisio & Fox (2005).

The homogeneous monovariate PBE for breakage processes can be written in a compact form as:

∂n(L, t)

∂t
= SL(L, t) (A.1)

where SL(L, t) is the source term due to the breakage, given in its explicit form in equation (1).

In the monovariate DQMOM approach, the continuous distribution function n(L, t) is expressed as a

discrete summation of Dirac delta functions (Marchisio & Fox, 2005):

n(L, t) =

N∑

i=1

wi(t)δ [L(t)− Li(t)] (A.2)
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where N is the number of delta functions (nodes i), Li is the property of the node and wi its weight. By

substituting n(L, t) by its discrete decomposition (equation A.2 in equation A.1), one obtains:

N∑

i=1

δ (L− Li)
∂wi
∂t
−

N∑

i=1

δ′ (L− Li)wi
∂Li
∂t

= SL(L, t) (A.3)

where δ′(L − Li) is the first derivative of the delta function δ(L − Li). By introducing the weighted

abscissa ci instead of the abscissa Li (equation A.4),

ci = wiLi (A.4)

and by setting :

∂wi
∂t

= ai
∂ci
∂t

= bi (A.5)

Marchisio & Fox (2005) reformulate the equation A.3 as :

N∑

i=1

[δ (L− Li) + δ′(L− Li)Li] ai −
N∑

i=1

δ′ (L− Li) bi = SL(L, t) (A.6)

The unknowns ai and bi are only time-dependent and are reachable by applying moment transformation.

Hulburt & Katz (1964) defined the kth integer moment of the distribution function n(L, t) as:

mk(t) =

∫ ∞

0

Lkn(L, t)dL =

N∑

i=1

wiL
k
i (A.7)

The moment transformation (multiplying by Lk and integrating over L) is applied to equation A.6. The

final equation is given as:

(1− k)

N∑

i=1

Lki ai + k

N∑

i=1

Lk−1i bi =

∫ ∞

0

LkSL(L, t)dL (A.8)

Considering the definition of SL given in equation (1), the right hand side term of equation (A.8) now

writes:

∫
LkSL(L, t)dL =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

Lkβ(L, λ)Γ(λ)n(λ, t)dLdλ−
∫ ∞

0

LkΓ(L)n(L, t)dL (A.9)

Thus, equation (A.8) becomes :

(1− k)

N∑

i=1

Lki ai + k

N∑

i=1

Lk−1i bi =

N∑

i=1

b
(k)

i Γiwi −
N∑

i=1

Lki Γiwi (A.10)

where

b
(k)

i =

∫ ∞

0

Lkβ(L,Li)dL (A.11)
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The system in equation A.10 can be written in a matrix form as :

Ax = d (A.12)

where A is a square matrix (2N, 2N), x is the unknowns vector (2N : a1, . . . , aN , b1, . . . , bN ) and d is the

term source vector (2N). Thus, 2N moments (k = 0, . . . , 2N − 1) are needed to solve the system. Generally,

DQMOM requires at least a three nodes quadrature (N=3) for an accurate tracking of the time evolution of

the moments (Marchisio & Fox, 2005)). The initial abscissas Li(0) and weights wi(0) are obtained using the

Product-Difference algorithm (Gordon, 1968).

Appendix B: DQMOM validation in the case of breakage process

The DQMOM implementation was validated considering a normal law as initial CLD in the case where

the PBE has analytical solution (Ziff & McGrady, 1985). In one hand, the time evolution of the CLD is

known (see the analytical solution of the PBE for pure breakage process given in Lebaz et al. (2015b)), thus

the moments mk(t) of the distribution can be easily derived (equation 2). In the other hand, DQMOM gives

directly the time evolution of the CLD moments. The comparison between the two methods is given in the

figure bellow:

Figure B.11: The four first moments time-evolution of a normal size distribution calculated by DQMOM (circles) and analytical

solution (continuous line). The parameters of the normal distribution are σ = 0.25 and µ = 3.

In order to assess the error induced by DQMOM, we define the global error function as:

E(k) =
|mk −m∗k|

m∗k
(B.1)
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Article 3: Méthode des moments pour l’hydrolyse enzymatique d’un substrat soluble

where mk is the kth order moment estimated via DQMOM and m∗k the kth order moment calculated via

the analytical solution.

As we can see in figure B.11 , there is a good agreement between the moments calculated from the

analytical solution and those estimated via DQMOM. The first order moment refers to the total chains

length and remains constant within the time since the polymers are broken up but their total mass correlated

with the total length is constant.

The figure B.12 represents the time evolution of the global error function E(k) for the four first moments

when using a quadrature with four nodes.

Figure B.12: The time evolution of the global error function E(k) using a four nodes quadrature (eight first moments)
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Article 3: Méthode des moments pour l’hydrolyse enzymatique d’un substrat soluble

Appendix C: Supplementary data

Figure C.13: The time evolution of the CLD undergoing CBH attacks with a constant erosion frequency

Figure C.14: The time evolution of the CLD undergoing EG attacks with a constant breakage frequency
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V.1.2.6 Conclusion

Un modèle global comprenant les trois activités cellulolytiques principales est pro-

posé. L’activité EG est traduite par une rupture binaire aléatoire des chaines tandis que

l’activité CBH est assimilée à un processus d’érosion aboutissant à la production du cel-

lobiose. Le système d’équations final comprend une équation de bilan de population avec

deux parties relatives à chacune des deux activités EG/CBH supplémenté d’une équation

de conservation de la masse quantifiant le cellobiose produit. Au final, une équation de

type Michaelis-Menten traduit l’activité BGL. Ce système d’équation est résolu avec la

méthode DQMOM avec une reconstruction des distributions de taille en continu.

Les exemples donnés dans la partie V.1.2.5 se basent sur une distribution de taille

initiale suivant une fonction Gamma usuelle centrée sur un degré de polymérisation de 600

monomères (mode) et un écart type d’environ 77. La particule élémentaire caractéristique

du phénomène d’érosion est le cellobiose qui a une taille de 2 monomères. Le noyau

de rupture dans le cas de l’activité EG est formulée d’une façon continue (β(x, x′) =

2/x′) malgré le fait qu’une particule élémentaire (taille < 2 monomères) ne peut pas

physiquement être produite. Ce phénomène est négligeable dans notre cas (les tests l’ont

confirmé) et la distribution reconstruite est tronquée pour des chaines de taille inférieure

à 2 monomères.

Dans le cas de l’activité CBH, les résultats (figure 2 de la partie V.1.2.5) montrent

que la distribution de taille initiale glisse vers les petites taille en se resserrant avec une

intensité qui augmente tout en conservant le nombre total des chaines présentes dans le

système. Cela est dû à la fréquence de rupture utilisée qui est proportionnelle à la taille

des chaines, ce qui signifie que les chaines de taille élevée sont attaquées à une fréquence

plus importante et voient leur taille diminuer plus rapidement que les chaines de taille

inférieure et finissent, de ce fait, par les rattraper, ce qui induit le comportement observé.

La perte en masse des chaines se retrouve sous forme de cellobiose et de glucose. Dans

le cas de l’activité EG, la masse totale est conservée. La rupture aléatoire induit une

augmentation du nombre total de chaines dans le système avec de plus en plus de petites

tailles (figure 4). La combinaison des deux activités (figure 5) couple les deux phénomènes

et induit une accélération du processus de désintégration du substrat qui ne se traduit

pas forcément par une production conséquente de sucres simples. En effet, la synergie

(en terme de sucres simples) dépend des fréquences de rupture. Il s’agit là d’un résultat
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majeur et pour tout dire assez inattendu de notre étude. Il montre clairement l’intérêt

de la modélisation utilisée à des fins d’identification des modes d’action des enzymes. En

dernier lieu, l’introduction de l’effet d’inhibition se traduit par le ralentissement de la

transformation du substrat (figure 9).

Notons au final que l’utilisation de la méthode DQMOM avec reconstruction présente

un gain conséquent en terme de temps de calcul comparée à la méthode des classes. En

effet, les résultats montrés dans la partie V.1.2.5 ont nécessité quelques secondes sur un

ordinateur de bureau classique.

V.2 Résultats numériques dans le cas d’un substrat

particulaire

V.2.1 Introduction

Nous avons traité jusque-là le cas relativement simple de l’hydrolyse enzymatique d’un

substrat soluble où la fragmentation des chaines cellulosiques quelque soit la nature de

l’activité enzymatique considérée est indissociable de l’activité elle-même. Cette relation

directe entre les deux processus induit une simplification considérable au niveau modéli-

sation. En effet, le suivi de l’évolution de la distribution de taille des chaines donne une

indication directe sur le type et la fréquence des activités enzymatiques impliquées dans

le processus de transformation du substrat.

Dans le cas d’un substrat particulaire, la relation entre l’activité des enzymes et l’évo-

lution de la distribution de taille des particules du substrat est plus subtile notamment

en ce qui concerne l’activité EG. En effet, la différence considérable au niveau des échelles

spatiales entre l’enzyme et la particule attaquée fait que l’attaque enzymatique n’induit

pas une rupture de la particule mais celle d’une liaison glycosidique d’une chaine acces-

sible. L’égalité entre fréquence de coupure et activité enzymatique n’est plus valide. Sans

avoir l’air, cet proposition nous oblige à repenser l’approche de modélisation de telle sorte

à proposer un cadre global permettant de réconcilier les deux échelles spatiales.

L’approche proposée étant l’introduction de la notion de cohésion des particules cel-

lulosiques. La rupture d’une particule survient lorsque la force exercée par les contraintes

hydrodynamiques sur la particule est plus importante que la force de cohésion de cette
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même particule. La force hydrodynamique peut être estimée via la puissance dissipée par

le mélange et la force de cohésion est liée à la structure du substrat et à ses propriétés

mécaniques. Nous avons choisi de modéliser l’évolution de la force de cohésion sous l’effet

de l’activité EG en considérant que la rupture des chaines conduisait à la fragilisation

des particules. Ainsi, l’état d’une particule à un instant donné peut être caractérisé par

le ratio de ces deux forces. La fragmentation des particules est modélisée comme étant

un processus de rupture binaire aléatoire dont la fréquence est directement liée au ratio

entre la force hydrodynamique et la force de cohésion qui décroit au cours du temps du

fait de l’hydrolyse.

L’activité CBH libère des molécules de cellobiose quelque soit l’état du substrat. Elle

est assimilée à un processus d’érosion des particules. Dans le cadre du formalisme du bilan

de population, l’érosion est un cas particulier de la rupture caractérisée par la production

d’une particule élémentaire de volume connu et constant. Dans le cas d’un substrat parti-

culaire, la subtilité réside dans le choix du volume élémentaire puisque la différence entre

les tailles de la molécule de cellobiose et celle d’une particule du substrat est considérable

ce qui, d’un point de vue numérique, est ingérable. De ce fait, le volume élémentaire dans

ce cas n’est pas le volume d’une seule molécule de cellobiose mais d’un ensemble de molé-

cules constituant un volume significatif d’un point de vue numérique et suffisamment petit

comparé aux particules du substrat. L’activité β-glucosidase transformant le cellobiose en

glucose est modélisée comme une cinétique michaelienne. Elle a lieu en milieu homogène.

V.2.2 Article 4 : Application of the Direct Quadrature Method

of Moments for the modelling of the enzymatic hydrolysis

of cellulose : II. Case of insoluble substrate

L’article est divisé en trois grandes parties : la première partie est dédiée aux dévelop-

pements théoriques nécessaires pour l’expression des différents phénomènes mis en place

lors de l’hydrolyse enzymatiques d’un substrat particulaire. Dans la deuxième partie, les

résultats numériques sont discutés dans différents cas de figure. En dernier lieu, des résul-

tats expérimentaux appuyant l’approche de modélisation sont exposés. Ces résultats sont

obtenus en utilisant deux substrats cellulosiques ayant des granulométries initiales diffé-

rentes. Ils visent à explorer la force de cohésion des particules de ces deux substrats d’une
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part et leur comportement lors d’une hydrolyse enzymatique (évolution de la distribution

de taille, cinétique de conversion en sucres simples) d’autre part.
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Abstract

In the second part of this study, the population balance model developed for the enzymatic hydrolysis of

cellulose polymer chains has been extended to particulate cellulose substrates. In this case, the particle frag-

mentation process is complex. This phenomenon is induced by the hydrodynamic shear stress when the

particle cohesion is lower than the hydrodynamic force. The particle cohesion depends on the mechanical

properties of the substrate particles which are affected by the Endoglucanase (EG) activity that hydrolyses

accessible glycosidic bonds all along the reaction. These two effects have been taken into account in the

model. The Exoglucanase (CBH) activity is assimilated to an erosion process as in soluble substrates. The

β-glucosidase activity as well as the inhibition effect are incorporated to the global population balance-based

model. The numerical resolution of the population balance equation (PBE) is based on the Direct Quadra-

ture Method of Moments (DQMOM) coupled with the Maximum Entropy (ME) reconstruction technique.

Numerical results in different cases show coherent prediction of the particle size distribution (PSD) evolution

during hydrolysis reaction as well as the kinetics of simple sugar release. The modelling procedure is sup-

ported by experimental data which reveal the importance of the particles cohesion and its evolution during

hydrolysis reaction.

Keywords: Enzymatic hydrolysis, population balance, particulate substrate, cohesion force, hydrodynamic

force

1. Introduction

The production of bio-ethanol and chemicals from lignocellulose-based materials has attracted extensive

research over the last few decades. This growing interest on renewable energy sources and green chemistry

is motivated by the environmental and socio-economic issues as well as the depletion of fossil fuels (Huang

et al., 2011).

The fractionation of the biomass into its elementary constituents by means of hydrolytic enzymes is
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known as the most challenging step of the substrate transformation process, it directly controls the conversion

rate/yield thus, significant efforts have been devoted to (i) the improvement of the substrate pretreatments

through a better understanding of the physico-chemical properties of the biomass in order to enhance its

digestibility (ii) the understanding of the enzymes hydrolysis elementary mechanisms for improving the

hydrolytic potential of the cocktails and (iii) the elucidation and quantification of the factors affecting the

enzymes performance and the substrate reactivity during the hydrolysis reaction. These three contributions

are necessary before one can develop reliable models for the process design at industrial scale.

A typical enzymatic hydrolysis reaction kinetic shows an initial rapid rate followed by a progressive slow-

down leading to a partial substrate conversion even at long-time reaction and/or high enzymes loading (Levine

et al., 2010). This makes the process cost uncompetitive. The decreasing rate of the biomass transformation

is attributed to a multitude of factors acting synergistically at different levels (Mansfield et al., 1999). Thus,

the modelling of this process-step is particularly challenging especially when dealing with insoluble substrates

which is mostly the case.

The enzymatic hydrolysis of particulate substrates is a heterogeneous multi-step reaction. The enzymes are

first adsorbed onto the substrate surface by their Carbohydrate-Binding Module (CBM) before acting with

their Catalytic Domain (CD) and hydrolyze the glycosidic bonds (Hilden & Johansson, 2004). As described

in the first part, Michaelis-Menten type kinetic models are widely used for the modelling of this reaction

(Bansal et al., 2009). In this approach, the complex substrates architecture is not taken into account and the

only variable of interest is the susbtrate bulk concentration. In adsorption-based kinetic models, Langmuir

isotherms are used to quantify the fraction of adsorbed cellulases onto the initial substrate (Kadam et al.,

2004). As the substrate surface changes all along the reaction as well as other substrate structural features

(e.g. crystallinity, accessibility), the cellulases adsorption kinetics are affected (Chauve, 2011). All these effects

are often lumped into a single time-decreasing function (e.g. ratio, negative exponential function) (Kadam

et al., 2004; Neto et al., 2013) referred as the substrate reactivity (Rs) which is introduced in the modelling

to reflect the dynamic character of the process (Zheng et al., 2009). Such simplifications, in both Michaelis-

Menten and adsorption type-kinetic models, affect the reliability of these models and thus their ability to

predict the time-evolution of the substrate properties and its hydrolysability as reported by Sin et al. (2010).

To overcome these issues, the structure of the model has to be rethought. It is certainly interesting to build

a model in which the specific area of the substrate particles is accessible. This motivated, among other

arguments, the choice of the population balance formalism.

In the first part of this study, a population balance approach has been developed for the modelling of the

enzymatic degradation of cellulose polymer chains. The three main cellulolytic activities have been taken into

account. The EG activity is assimilated to a random scission of the polymer chains while the CBH activity

is modelled as an erosion process leading to the release of a specific product : cellobiose. The β-glucosidase

activity is incorporated into the population balance model by the means of a Michaelis-Menten type kinetic.

The Direct Quadrature Method of Moments (DQMOM) (Marchisio & Fox, 2005) is preferred as solution
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method of the PBE for its low computational cost and its ability to treat the case of multidimensional

problems (i.e. when a particle has to be defined by more than one property). This method is coupled with the

Maximum Entropy based technique for the reconstruction of the chain length distributions (CLDs) from the

moments (Lebaz et al., 2015). The numerical implementation of the model has been validated first against

an analytical solution of the PBE before testing the different activities independently and in combination. In

addition of the very low computational cost (few seconds using a basic computer station), the model showed

its potential to predict EG-CBH synergistic effect as well as the inhibition of the enzyme activities due to

the accumulation of the end-products (simple sugars).

This second part is devoted to particulate substrates transformation. The general theoretical framework

is unchanged. The PBM is extended to complex systems by rethinking how the different enzymatic activities

are acting and degrading the substrate at the particulate scale. In particular, one has to consider now that an

enzymatic attack does not imply the particle breakage but affects only its cohesion. The particle fragmentation

is due to the hydrodynamic shear stress. After introducing the theoretical framework, numerical results are

discussed in different cases and experimental data are given in order to support the model assumptions.

2. Theoretical framework

The population balance modelling is a common approach when dealing with particulate/dispersed systems

undergoing space and/or phase transformation. In our case, cellulose particles are progressively transformed

into simple sugars (cellobiose and glucose) by the cooperative action of the cellulases.

In the first part of this study, a population balance model is formulated and solved numerically in the case

of pure soluble cellulose substrates. This second part focuses on insoluble/particulate substrates. Considering

the particle volume v as the internal coordinate since it is the conservative variable, the following PBE

(equation (1)) governs the evolution of the particle size distribution (PSD) in the specific case of a pure

homogeneous fragmentation process :

∂n′(v, t)
∂t

=

∫ ∞

v

β′(v, v′)Γ′(v′)n′(v′, t)dv′ − Γ′(v)n′(v, t) (1)

where n′(v, t) is the volume-based number density function, Γ′(v) the breakage frequency for a particle of

volume v, β′(v, v′) is the breakage kernel giving the probability of obtaining a particle of volume v from the

breakup of a particle of volume v′ with v′ > v. The first term on the RHS accounts for the formation (birth)

of particles with volume v resulting from the breakage of larger particles v′. The last term is the death term

due to the loss of particles of volume v because of their disintegration.

Assuming that particle volum is proportional to its size, v ∝ L3 (whith L the particle size), equation

(1) can be expressed in terms of particle length-based number density function n(L, t) as (Marchisio et al.,

2003) :

∂n(L, t)

∂t
=

∫ ∞

L

β(L, λ)Γ(λ)n(λ, t)dλ− Γ(L)n(L, t) (2)
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To solve equation (2), numerical methods can be used. As described in the first part of this study, the

DQMOM approach based on the time-tracking of a finite number of the PSD moments is adopted for its

low computational cost and its robustness. This is of critical importance for the extension of the model to

multivariate systems and/or the coupling with CFD codes. We recall below the physical meaning of the

moments notion.

The kth order moment of the PSD is defined as :

mk(t) =

∫ ∞

0

Lkn(L, t)dL (3)

The moments provide the main properties of the PSD. The zeroth order moment, m0(t), represents the

molar concentration of the cellulose particles since n(L, t)dL is the number of particles per volume having

sizes between L and L + dL. The first order moment, m1(t), gives the total length of cellulose particles

per volume unit. Average properties of the CLD can be derived from the moments such as the number-

averaged particle size given by the ratio of the two first moments m1(t)/m0(t) and the Sauter mean diameter

D32 = m2(t)/m1(t).

By applying the moment transformation of equation (2), we obtain the final moment transport equation

below (for more detail, one can refer to the first part) :

(1− k)

N∑

i=1

Lki ai + k

N∑

i=1

Lk−1
i bi =

N∑

i=1

b
(k)

i Γiwi −
N∑

i=1

Lki Γiwi (4)

where





ai = ∂wi
∂t

bi = ∂ci
∂t

ci = wiLi

b
(k)

i =

∫ ∞

0

Lkβ(L,Li)dL

(5)

(Li(t), wi(t)) are the abscissas and weights of the N Gaussian quadrature nodes. (Li(0), wi(0)) can be

computed using the Product-Difference (PD) algorithm (Gordon, 1968) or any other algorithm (John & Thein,

2012). Equation (4) is similar to that developed in the first part, the only difference is on the formulation of

the breakage parameters (breakage kernel and frequency). This will be fully discussed in the next section.

2.1. Breakage kernels formulation

Considering particulate substrate, the evolution of the PSD during the enzymatic hydrolysis reaction is

due to the cooperative action of EG-CBH activities and the mixing effect.

The EG activity breaks up the glycosidic bonds of the surface accessible chains affecting by the way

the cohesion of the particles and their mechanical properties. The combination of this activity and the

hydrodynamic shear stress leads ultimately to the particles fragmentation. Thus, unlike the case of soluble

substrate where the EG attacks produce new chains systematically, in the case of particulate substrate, the
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fragmentation process is complex and both the EG activity and the mixing effect have to be taken into

account. The CBH activity attacks the free chain-ends and produces cellobiose molecules. This activity can

be seen as a surface erosion process similar as in soluble substrates. Starting from these considerations, the

PSD evolution during the enzymatic hydrolysis process is modelled using the following PBE :

∂n(L, t)

∂t
= SBL (L, t) + SCBHL (L, t) (6)

with





SBL (L, t) =

∫ ∞

L

βB(L, λ)ΓB(λ)n(λ, t)dλ− ΓB(L)n(L, t)

SCBHL (L, t) =

∫ ∞

L

βCBH(L, λ)ΓCBH(λ)n(λ, t)dλ− ΓCBH(L)n(L, t)
(7)

where βB and βCBH are the breakage kernels, ΓB and ΓCBH the breakage frequencies for EG/mixing and

CBH respectively.

We discuss below the choice of the breakage kernels and frequencies in this specific case of particulate

substrate.

2.1.1. EG activity and particle breakage

In the case of heterogeneous reactions, as discussed before, the fragmentation mechanism of the substrate

particles is complex. The EG activity acts at a microscopic scale by cutting glycosidic linkages without leading

necessarily to the breakage of the attacked particles. The structural features of the substrate particles and

the hydrodynamic shear stress are to be taken into account when dealing with the PSD evolution during

the hydrolysis reaction. With a mono-component substrate such as cellulose, one can consider that all the

particles have the same structural characteristics (e.g. degree of crystallinity, porosity). Thus, the intrinsic

breakage mechanism for a given particle may occur at any position of the particle surface. In other words,

for an initial particle of size λ, all the possible sizes of the daughter particles (L and λ − L) have the same

probability to be formed after the binary breakup of λ. This can be formulated by a uniform breakage kernel

as in equation (8) (Marchisio et al., 2003).

βB(λ3, L3) = 2(3L2/λ3) = 6L2/λ3 (8)

The source term SBL (L, t) in equation (7) can be explicited as :

SBL (L, t) = 6L2

∫ ∞

L

1

λ3
ΓB(λ)n(λ, t)dλ− ΓB(L)n(L, t) (9)

2.1.2. CBH activity : chain-end scission

The CBH activity, even for insoluble substrates, can be considered as an erosion process leading to a

specific product which is the cellobiose molecules. In this case, an initial particle of volume v losses elementary
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particles of volume vc after CBH attacks (equation (10)).

P (v) −→ P (v − vc) + P (vc) (10)

Thus, βCBH in this specific case is set as an erosion kernel. Equations (11) and (12) give the time evolution

of the particulate system under CBH attacks : equation (11) refers to the time evolution of the PSD when

equation (11) accounts for the fraction transformed into simple sugar (kinetic of cellobiose concentration

release).

∂n′(v, t)
∂t

=

∫ ∞

v

ΓCBH(v′)δ (v − (v′ − vc))n(v′, t)dv′ − ΓCBH(v)n(v, t) (11)

∂n′c(t)
∂t

=

∫ ∞

v

ΓCBH(v′)δ (v − vc)n(v′, t)dv′ (12)

The moment transformation of equations (9) and (11) is given in equation (4) in its gereral form. Equation

(12) is to be included to the PBE solved by DQMOM after an appropriate moment transformation (see

Appendix C of the first part of the study for more details).

2.2. Breakage frequencies formulation

Once the breakage kernels are properly defined for the two processes considering particulate substrates,

the most challenging part is the formulation of the breakage frequencies ΓB and ΓCBH especially the first

one.

For the CBH activity, whatever the nature of the substrate, a specific product is released after an effective

attack. Thus, ΓCBH returns exactly the CBH hydrolysis rate. Unlike ΓCBH , ΓB is function of the substrate

nature/properties and the operating conditions. In the case of soluble substrate, the rate of breakage of

the polymer chains defines the intrinsic activity of the EG. But with insoluble substrate, there is a strong

dissociation between the EG hydrolysis rate and the particle volume/size evolution since the length-scales

are different.

Substrate particle breakup phenomenon occurs when the hydrodynamic force FH acting on the particle

surface becomes higher than the cohesion force Fp of the particle itself. Thus, the ratio of the two forces
FH
Fp

is deterministic (Coufort & Line, 2003). The hydrodynamic force FH is proportional to the particle surface

and can be explicited in the case of spherical particles as (Douaire et al., 2011) :

FH =
5

2
η ·G · L2 (13)

where G is the shear rate (s−1) and η the dynamic viscosity (kg ·m−1 · s−1).

The shear rate can be expressed as (Camp & Stein, 1943) :

G =

√
ε

ν
(14)
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where ν is the kinematic viscosity (m2 · s−1) and ε is the average turbulent energy dissipation rate

(W · kg−1) which can be approximated via equation (15) below (Biggs & Lant, 2002) :

ε =
P

ρfV
=
NpN

3
sD

5

V
(15)

where P is the dissipated power by the mixing effect (W ), ρf is the volumic mass of the fluid (kg ·m3),

Np is the impeller power number, Ns the impeller speed (r · s−1), D is the impeller diameter (m) and V is

the tank volume (m3).

Thus, the hydrodynamic force FH exerted on a particle of size L is explicited as :

FH =
5

2
ρf

(
νNpN

3
sD

5

V

) 1
2

L2 (16)

The particle cohesion force Fp is related to its density and its size and quantifies the mimimum force

required to break up the particle. We propose to model this force as :

FP = A · ρp · e−θΓEG·t · Lα, α ∈ [1, 3] (17)

with A a constant, ρp is the density of the substrate particles (kg ·m3), θ is a coefficient of fatigue related to

the evolution of the substrate cohesion during the hydrolysis reaction, ΓEG is the chains breakage frequency

related to the EG activity and α is the fractal dimension giving an information on the shape of the substrate

particles.

The expression (17) gives the time evolution of the cohesion force of a particle of size L which decreases

at the rate (e−θΓEG·t) since the substrate is submitted to the EG activity which modifies progressively its

structure and mechanical properties. Finally, the breakage frequency of the substrate particles is expressed

as :

ΓB = ϕ · FH
Fp

(18)

whith ϕ a constant.

The particles breakage frequency ΓB is proportional to the ratio of the hydrodynamic and the cohesion

forces. If FH > Fp, the ratio is larger than 1 and the breakage phenomenon is accelerated. If one substitutes

in equation (18) the two forces by their expressions (equations (16) and (17)), this leads to the equation :

ΓB = ϕ ·
ρf

(
νNpN

3
sD

5

V

) 1
2

L2

A · ρp · e−θΓEG·t · Lα
= B(t) · L2−α (19)

The expression of the breakage frequency in equation (19) is coherent with the previous works on the

breakage processes induced by both the hydrodynamic shear stress and the cohesion of the particles especially

in the case of flocculation process which has been fully studied using experimental and numerical approaches

based mainly on the population balance formalism (Spicer & Pratsinis, 1996; Nopens et al., 2002; Ding et al.,
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2006). In all these works, the breakage frequency is set equal to (B · vai ). The specificity of our case is the

time-dependant of the factor of proportionnality B(t) since the state of the substrate at the particle scale

changes all along the hydrolysis reaction. This coefficient conveys an information on the age of the substrate.

This is not the case when dealing with flocs for example since their cohesion is constant whitin the time and

depends only on their size.

2.3. The EG and CBH inhibition effect

As in the case of soluble substrates, one has to take into account the inhibition effect since the cellulases

are highly sensitive to the accumulation of the simple sugars in the system (Xiao et al., 2004). The procedure

adopted here is to introduce inhibition constants for both EG and CBH activities and to express the breakage

frequencies of these two activities as functions of the cellobiose concentration (equations (20) and (21)). Thus,

the breakage frequencies decrease by the accumulation of cellobiose.

ΓEG = ΓEG0 ×
KEG

Cc(t) +KEG
(20)

ΓCBH = ΓCBH0
× KCBH

Cc(t) +KCBH
(21)

where Cc(t) is the cellobiose concentration, KEG and KCBH are the inhibition constants for EG and CBH

respectively, ΓEG0
and ΓCBH0

are the intrinsic EG and CBH activities respectively.

2.4. The β-glucosidase activity

Michaelis-Menten type kinetic model is adopted for the modelling of the β-glucosidase activity which

transforms cellobiose into glucose. A competitive inhibition by the accumulation of glucose is incorporated

as shown in equation (22).

dCG
dt

=
VmCc

Km

(
1 + CG

KP

)
+ Cc

(22)

where CG is the glucose concentration, Km and Vm the Michaelis-Menten parameters, KP the inhibition

constant for the β-glucosidase activity.

Equation (23) summarizes the system of equations solved simultaneously to track the PSD evolution under

cellulase activities and hydrodynamic shear stress effect as well as the converted fraction into cellobiose and

glucose. This system includes the fragmentation and the erosion processes in the first PBE, the accumulation

of cellobiose in the second PBE and finally the accumulation of glucose in the third Michaelis-Menten kinetic
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equation.





∂n(L, t)

∂t
= 6L2

∫ ∞

L

1

λ3
ΓB(λ)n(λ, t)dλ− ΓB(L)n(L, t)

+

∫ ∞

L

ΓCBH(λ)δ (L− (λ− LC))n(λ, t)dλ− ΓCBH(L)n(L, t)

∂CC(t)

∂t
=

∫ ∞

L

ΓCBH(λ)δ (L− LC)n(λ, t)dλ− 1

2

dCG(t)

dt
dCG(t)

dt
=

2VmCC

Km

(
1 + CG

KP

)
+ CC

(23)

The numerical resolution of the system (23) is carried out using a DQMOM approach coupled with a

reconstruction technique based on the maximum entropy (ME) theory. The ode45 integrator of MATLAB is

used under a work-station comprising of an Intel R© CoreTMi7-3740QM CPU with a clock speed of 2.7 GHz

and 16 GB of installed memory (RAM).

3. Experimental procedure

3.1. Materials

Microcrystalline celluloses (Avicel PH-102 and Avicel PH-105) were provided by FMC BioPolymer (USA).

These are pure insoluble cellulose substrates with mean sizes of 90 and 20 µm respectively (data from the

supplier). They have been chosen for their notable different initial sizes and their comparable phisico-chemical

properties mainly the cristallinity, as reported in literature (Kleinebudde, 1997; Jumaa et al., 2000). The

cellulase enzyme used in this study was a commercial Trichoderma reesei cellulase preparation (Celluclast

1.5L) from Sigma-Aldrich (Germany). The cocktail contains the main cellulase activities : EG, CBH and

β-glucosidases.

3.2. Enzymatic hydrolysis

The hydrolysis of the substrates was carried out in 50 mM sodium acetate buffer (pH=4.8) at 40˚C.

Sodium azide NaN3 (0.1%) was supplemented to inhibit microbial growth during the reactions. For all the

experiments, a 500 mL glass tank with a water jacket was used. The rotational speed was fixed to 200 rpm

using a blade mixer (4 inclined blades, 5 cm diameter, 45˚angle). The substrate loadings were fixed to 1%

(w/v) and those of cellulases to 30 FPU/g substrate. Samples were withdrawn and boiled for 10 mn to stop

the enzymatic hydrolysis. The samples are, then, centrifuged at 2000 g for 10 mn. The supernatants were

analyzed to reach the simple sugar concentrations while the solid fraction was diluted for size distribution

analysis as described hereafter.

The yield of the enzymatic conversion of Avicel PH-102 and Avicel PH-105 to simple sugars (cellobiose

and glucose) was calculated as (Khodaverdi et al., 2012) :

Yield (%) =
[Glucose (g/L) + Cellobiose (g/L)× 1.053]× 0.9

Cellulose (g/L)
× 100 (24)
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3.3. Particle size distribution determination

The PSDs evolution during the enzymatic hydrolysis reactions were determined through laser diffraction

analyses using a Mastersizer 2000 Hydro, Malvern Instruments Ltd. This ex-situ technique is based on the

conversion of the detected scattered light into a particle size distribution thanks to the Mie’s theory thus,

the refractive index of the substrate particles is needed. Analysis are conducted using diluted samples with

respect to the recommended obscuration rate. The results are given in terms of volume fraction histograms

distributed following a geometric sequence with a first term u0 = 0.01µm and a common ratio r = 1.1482.

The repeatability of the results has been taken into account.

3.4. Mechanical resistance of the substrate particles

The mechanical resistance of the initial substrate particles was explored using an ultrasonic bath (Ultraso-

nic Cleaning Unit Elmasonic S 60 (H), Elma Schmidbauer GmbH, Germany) having an operating frequency of

37 kHz. Diluted solutions are prepared in bechers which are placed in the bath for 5 minutes. The ultrasound

effect on the substrate particles is revealed by the PSD analysis.

3.5. Sugar analysis

Quantitative detection of simple sugars was achieved using high performance liquid chromatography

(HPLC) on an Ultimate 3000 Dionex separation system equipped with a BioRad Aminex HPX 87H affinity

column and a refractive index detector (Thermo Scientific). The separation of product species was performed

in H2SO4 (5 mM) solution at 40˚C and a flow rate of 0.3 mL/min.

4. Results and discussion

4.1. Numerical results

For numerical illustration of the potential of the PB-based model, we assume that the initial PSD follows

a normal law (equation (25)) with (µ, σ) its mean and standard deviation respectively.

n(L, 0)) =
1

σ
√

2π
e−

(L−µ)2
2σ2 (25)

Numerically, the parameters of the initial distribution are fixed as µ = 70µm and σ = 5µm. We discuss

hereafter the numerical results given by the PBM resolution considering the different cellulolytic activities

and the particle fragmentation processes. For the sake of clarity and brevity, we report only the main results

in each case.
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4.1.1. CBH activity

The CBH activity is assimilated to a surfacic erosion process leading to the detachment of elementary

particles. The complexity in the case of insoluble substrates is the large difference between the substrate

particle size (micron scale) and the elementary particle size (cellobiose with a sub-nanometer scale). Thus,

numerically this considerable gap in terms of size scales is unmanageable since it generates digital noise. The

idea here is to consider sufficiently small elementary particles released via the erosion process compared to

the substrate particles. Thus, an elementary particle is not produced with one CBH attack but it is a result

of a multitude of attacks which are gathered to produce a significant fragment volume in order to make sense

numerically to this process. In our case, the size of the elementary particle produced by the erosion process

is fixed to 0.2 µm. This size is sufficiently small compared to the mean size of the substrate particles and at

this scale, a large panel of analytical devices are ineffective since they cannot track simultaneously the size

of the large particles and the sub-micron ones.

Since the larger particles have more chance to be attacked because of their important external surface

area, the frequence of the erosion process is set proportional to L2.

Figure 1: The time-evolution of the four first reduced moments of the initial distribution in which the particles are undergoing

CBH attacks.

We give in the two first figures the results obtained considering the erosion process only. Figure 1 gives

the time-evolution of the four first reduced moments of the initial PSD. The zeroth order moment giving

the concentration of the substrate particles is constant since no new particles are appearing in the system,

the existing ones are becoming smaller thus, the first/second/third moments related respectively to the total

length/surface/volume of the particles decrease continuously. Figure 2 shows the time-evolution of the initial

PSD undergoing erosion process. The initial PSD expressed here as a number density function shifts toward
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Figure 2: The time-evolution of the initial PSD undergoing CBH attacks. The PSDs from right to left correspond respectively

to the times t = 0, 1, 3, 6, 8 and 10 hours of hydrolysis.

the small sizes without any deformation since the concentration of the particles is kept unchanged, the

decrease of the volume of the substrate particles is counterbalanced by the increase of the concentration of

the simple sugars thus, the mass balance is conserved.

4.1.2. EG activity and fragmentation process

For the particle fragmentation process, the breakage frequency is set proportional to the particle size L

which means that the factor α is set equal to one. Furthermore, to initialize the resolution procedure, the

hydrodynamic force FH is estimated using the operating conditions explicited in the experimental procedure

section. The cohesion force Fp(t = 0) satisfies the relation FH
Fp(t=0) < 1 which means that initially, the cohesion

of the particles is greater than the hydrodynamic shear stress. In this case, the initial breakage frequency is

minimal.

The aim of this study is not the accurate estimation of the cohesion force and its evolution within the

process time. For this, specific protocoles as those used in comminution processes to determine the density

distribution of fracture energies (Crespo, 2011; Frances & Lin, 2014) have to be explored. Our purpose is

to develop a modelling framework in which all these considerations can be easily taken into account and

incorporated to a global optimization procedure.

Unlike the hydrodynamic force which is constant whithin the process time, the cohesion force decreases

progressively since the substrate particles are attacked by the enzymes. We give an illustration of the frag-

mentation process in figures 3 and 4.

The evolution of the four first reduced moments given in the Figure 3 shows an initial slow rate as
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Figure 3: The time-evolution of the four first reduced moments of the initial distribution in which the particles are undergoing

a pure fragmentation process.

Figure 4: The time-evolution of the initial PSD undergoing a pure fragmentation process. The PSDs from right to left correspond

respectively to the times t = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8 and 10 hours of hydrolysis.

the cohesion force is important before an accelerating phase. The concentration of the particles increases

considerably (zeroth order moment) as well as the total surface of the particles (second order moment). The

total volume is kept unchanged (third order moment) since the fragmentation process is conservative.

The reconstruction of the PSDs from the moments using the ME technique in this case is illustrated in
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Figure 4. Whitin the time, new particles more and more numerous and smaller are formed by the fragmet-

nation of the larger ones. The initial PSD shifts toward the small sizes with a substantial shape deformation.

Since the fragmentation frequency is proportional to the particle size, the rate of transformation of the larger

particles is high compared to that of small ones.

4.1.3. Fragmentation process coupled with EG-CBH activities

In enzymatic hydrolysis reactions, the enzyme activities are combined with the hydrodynamic shear stress

effect for an efficient transformation of the complex biomass matrix into fermentable sugars. The combination

of the pure fragmentation and the erosion processes in a global model is an essential step for the modelling

of this reaction.

In this case, the frequence of the erosion process is kept proportional to the particle surface (L2) and the

fragmentation frequency proportional to the particle size (L). The substrate fraction converted to cellobiose by

the CBH activity is transformed into glucose by the β-glucosidase activity. The inhibition effect is introduced

for the three different activities. The results are illustrated in the figures 5, 6, 7 and 8.

Figure 5: The time-evolution of the four first reduced moments of the initial distribution in which the particles are undergoing

a pure fragmentation and erosion process simultaneously.

The time evolution of the moments of the initial PSD (Figure 5) shows a continuous increase of the

particle concentration due to the fragmentation process in one hand and a decrease of the total volume of

the substrate thanks to the erosion process in the other hand. The substrate conversion kinetic is given in

Figure 8. In the Figure 6, the initial PSD undergoing fragmentation and erosion processes is transformed all

along the reaction. The accumulation of the small particles formed after the desintegration of the large ones

is becoming more and more important.
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Figure 6: The time-evolution of the initial PSD undergoing both pure fragmentation and erosion processes. The PSDs from

right to left correspond respectively to the times t = 0, 1, 3, 6 and 10 hours of hydrolysis.

Figure 7: The time-evolution of the initial volume-based density distribution undergoing both pure fragmentation and erosion

processes. The distributions correspond from right to left respectively to the times t = 0, 1, 3, 6 and 10 hours of hydrolysis.

Since the conservative variable in the case of particulate substrates is the particle volume, we give in

Figure 7 the evolution of the volume based density function during hydrolysis reaction derived from the

evolution of the number density function (Figure 6) assuming the sphericity of the particles. Recall that this

assumption has been formulated in the theoretical framework section in order to transform the PBE written
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in terms of volume-based density function into number density function based PBE. As we can see in Figure

7, a tail toward the small sizes is formed as a consequence of the fragmentation process and the intensity of

the initial distribution decreases all along the reaction time because of the erosion process.

Figure 8: Evolution of the converted fraction of the substrate into simple sugars in the case of EG-CBH activities with the

inhibition effect

The kinetic of transformation of the substrate into simple sugars (Figure 8) shows a rapid initial phase

followed by a progressive decreasing rate step. The slowdown of the kinetic of sugar release is due to the

inhibition effect : the accumulation of the simple sugars affects negatively the enzyme activities. This typical

profile is in agreement with the experimental results as it will be discussed in the next section.

4.2. Experimental results

In this section, we give some experimental results obtained using particulate cellulose (Avicel PH-102 and

Avicel PH-105) submitted to enzymatic hydrolysis under the conditions commonly used in literature. The

experiments described below aim to support our modelling approach such as the importance of the substrate

structure and the evolution of the physical properties of the substrates during the hydrolysis reaction. The

population balance framework developed in this contribution is based on these considerations which is not

the case for Michaelis-Menten based kinetic models widely used in literature.

4.2.1. Mechanical properties of the substrates

The two different substrates used in this study (Avicel PH-102 and Avicel PH-105) have different initial

PSDs. Solutions from these substrates are prepared with the same loading (1% w/v) and sonicated during 5

mn. The PSDs before and after sonication are measured using the laser diffraction analyser for each substrate.

The results are given in figures 9 and 10.
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Figure 9: Ultrasound effect on the particle size distribution of Avicel PH-102 determined using laser diffraction analysis : Initial

PSD (continuous line) and PSD after sonication (dashed line).

Figure 10: Ultrasound effect on the particle size distribution of Avicel PH-105 determined using laser diffraction analysis :

Initial PSD (continuous line) and PSD after sonication (dashed line).

The figures 9 and 10 reveal a substantial different behaviour of the two substrates against sonication.

The PSD of Avicel PH-102 initially centered around a mean size of D43(ti) = 140µm shifts completely

toward small sizes thus, after 5 minutes of sonication, the new PSD is centered around D43(tf ) = 22µm

(Figure 9). This means that the substrate particles are sensitive to the sonication dissipated energy. This
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energy is sufficient to affect the cohesion of the particles and leads ultimately to their disintegration into

smaller particles. The behavior of Avicel PH-105 is definitely different. The PSD is minimally affected by

the sonication (Figure 10), its mean size changes from D43(ti) = 30µm to D43(tf ) = 28µm. This gives an

indication on the cohesion force of the substrate particles which is sufficiently high to face the sonication

energy which is not the case for Avicel PH-102.

This simple test shows the importance of the cohesion force of the substrate particles when dealing with

particulate systems. Thus, even the two substrates are pure cellulose with comparative crystallinity index,

their mechanical resistance is substantially different. This means that their behaviour during the enzymatic

hydrolysis reaction will be also completely different since the cohesion of the substrate particles will be

distinctly affected by both the hydrodynamic shear stress as well as the enzyme activities. This will be

confirmed in the next section.

4.2.2. Enzymatic hydrolysis of Avicel PH-102 and Avicel PH-105

The enzymatic hydrolyis reactions have been conducted for 24 hours using the two different substrates

in the same conditions. The evolution of the PSDs as well as the conversion into simple sugars have been

tracked all along the reactions. The results are given in the figures 11, 12 and 13.

Figure 11: Particle size distribution evolution during the enzymatic hydrolysis of Avicel PH-102. The distributions from right

to left correspond respectively to the times t = 0, 1, 2, 3, 4, 6, 8 and 24 hours of hydrolysis.

As expected, the PSD of Avicel PH-102 shows a spectacular evolution all along the reaction as given by

Figure 11. The initial PSD goes progressively to the small sizes : larger particles are broken up and form

new small particles more and more numerous. After 24 hours of hydrolysis, the final PSD is completely

dissociated from the initial one. The mean size of the substrate particles moves from D43(ti) = 140µm to
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Figure 12: Particle size distribution evolution during the enzymatic hydrolysis of Avicel PH-105. The distributions from right

to left correspond respectively to the times t = 0, 1, 2, 3, 4, 6, 8 and 24 hours of hydrolysis.

D43(tf ) = 33µm. The total converted fraction in this time interval is around 25%.

Figure 13: Exprimental substrate converted fraction evolution during enzymatic hydrolysis of Avicel PH-102 (red circles) and

Avicel PH-105 (blue stars).

In the case of Avicel PH-105, the evolution of the PSD is not significant compared to that of Avicel PH-

102. Indeed, the mean size of the substrate particles decreases from D43(ti) = 30µm to just D43(ti) = 24µm
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in 24 hours of hydrolysis (Figure 12) but the kinetic of simple sugars release follows exactely that of Avicel

PH-102 as shown in Figure 13. The examination of the Figure 12 shows that with the slight translation of

the initial PSD into small sizes, the global shape is conserved. This can be explained by the high cohesion

force of the substrate particles thus, the erosion process is dominating.

The results of the enzymatic hydrolysis reactions corroborate those discussed in the previous section

where the sonication effect has been explored. The physical properties of the two substrates used in these

experiments are significantly different. These results support our modelling approach in which a cohesion force

has been proposed in order to manage the behavior of the particulate system submitted to the hydrodynamic

shear stress in one hand and to the cellulolytic activities on the other hand. This allows the tracking of

the PSD evolution as well as the kinetic of the simple sugars release all along the hydrolysis reaction which

is not the case with the classical modelling approaches. Indeed, as discussed before, when using Michaelis-

Menten based kinetic models, the variable is the substrate concentration. Thus, the evolution of the substrate

properties cannot be predicted and the only output is the conversion rate.

Furthermore, if we examine the conversion kinetics of the two substrates (Figure 13), we note that they

are surprisingly similar. Starting from a global information on the granulometry of the two substrates, since

the enzymatic hydrolysis reactions are heterogenous catalytic processes, one expects that the conversion of

Avicel PH-105 would be substantially higher than that of Avicel PH-102. This is motivated by the fact that,

for the same substrate concentration, the total surface developed by the Avicel PH-105 particles is higher

than that developed by the Avicel PH-102 particles. The high converted fraction in the case of Avicel PH-

102 is explained by its mechanical properties which allow significant transformation of the PSD during the

reaction (Figure 11). The constant translation of the initial PSD toward small sizes induces the generation of

new accessible surface and boosts by the way the conversion rate. This shows the importance of having access

to the PSD evolution in parallel with the conversion rate to be able to interpret the results of hydrolysis

reactions appropriately.

5. Conclusion and perspectives

In this study, the case of particulate substrates is explored. The population balance approach developed

initially for the soluble substrates has been extended to insoluble substrates since these systems are ubiquitous

when dealing with enzymatic hydrolysis reactions.

The transition to the particulate substrates brings additional challenges since the particle fragmentation

process is dissociated from the intrinsic cellulolytic activities which was not the case when dealing with

soluble substrates especially in the case of EG activity. In fact, the action of the EG activity on a cellulose

chain induces automatically the breakup of this chain and the formation of two smaller chains. In the case of

an insoluble cellulose particle, the action of the EG activity leads to the breakage of an accessible glycosidic

bond without the fragmentation of the particle. This activity affects the structural features of the substrate

particles mainly their cohesion force. Thus, the fragmentation process has been modelled by taking into
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account the dynamic evolution of this cohesion force and the hydrodynamic shear stress. The CBH activity

is still considered as an erosion process since it leads to a specific product even in particulate substrates. The

novelty here is the formulation of the breakage kernel which has been rethought since the length scales are

extremely distinct between the cellobiose molecules and the substrate particles. The β-glucosidase activity is

modelled as a michaelian kinetic and the inhibition effect has been incorporated for the different cellulolytic

activities. The population balance equation has been solved numerically using the Direct Quadrature Method

of Moments (DQMOM) coupled with the Maximum Entropy reconstruction technique.

The numerical tests in different cases show a consistent results for both the fragmentation and the erosion

processes. The population balance model predicts the evolution of the substrate initial PSD and the conversion

rate. The experimental results obtained by the sonication test confirm the importance of the mechanical

properties of the cellulose particles. The two different substrates tested present distinct behaviours against this

assay. Avicel PH-102 is extremely sensitive to the ultrasounds which induce a severe fragmentation process

while Avicel PH-105 is minimally affected. The enzymatic hydrolysis reactions conducted with identical

conditions show the same results. The particle size distribution of Avicel PH-102 evolves along the reaction

which is poorly the case of that of Avicel PH-105 but the conversion rates are similar. These experimental

tests support the modelling approach and point to the importance of the coupling between the PSD evolution

and the conversion rate for a judicious interpretation of the hydrolysis reaction results.

The dynamic character of the cohesion force of the substrate particles which can be characterized by the

notion of the age of the substrate intervenes in our case in the formulation of the breakage frequency of the

substrate particles. The introduction of this notion as a new variable leading to a multivariable population

balance model would be of great importance for process considerations. This allows the monitoring of the

sequencial addition of the substrate for example. Finally, the added value of the modelling approach presented

in this contribution is its possible extension for multivariable systems without losing its robustness. In fact,

the Direct Quadrature Method of Moments is the appropriate framework for such a task.
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Article 4: Méthode des moments pour l’hydrolyse enzymatique d’un substrat particulaire

Nomenclature

A Constant appearing in the cohesion force

B(t) Parameter of the breakage frequency

ai First time derivative of the weights of the quadrature nodes

bi First time derivative of the product of the weighted abscissas

CC Cellobiose molar concentration

CG Glucose molar concentration

ci Weighted abscissas

D Impeller diameter

FH Hydrodynamic force

Fp Particle cohesion force

G Shear rate

k Moments order

KCBH Inhibition constant of the CBH

KEG Inhibition constant of the EG

Km Parameter of the Michaelis-Menten type kinetic

KP Inhibition constant of the β-glucosidase

L Particle size

Li Abscissas of the quadrature nodes

mk(t) kth order moment

n(L, t) Number based particle size distribution

n′(v, t) Volume based particle size distribution

N Number of quadrature nodes

Np Impeller power number

Ns Impeller speed

P Dissipated power

SBL (L, t) Source term of the PBE accounting for the pure breakage process

SCBHL (L, t) Source term of the PBE accounting for the erosion process

t Time

v Particle volume

V Tank volume

vc Volume of the elementary particle for the erosion process (m3)

Vm Parameter of the Michaelis-Menten type kinetic

wi Weights of the quadrature nodes
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Greek Symbols

α Exponent

βB Breakage kernel

βCBH Erosion kernel

δ(v − vc) Dirac delta function centered on vc

ε Average turbulent energy dissipation rate

ϕ Cefficient of the breakage frequency

ΓB Particle breakage frequency

ΓCBH Erosion frequency for CBH activity

ΓCBH0
Intrinsic erosion frequency for CBH activity

ΓEG Chains breakage frequency for EG activity

ΓEG0
Intrinsic chains breakage frequency for EG activity (t−1)

λ Particle size

µ Mean of the PSD

ν Kinematic viscosity

η Dynamic viscosity

ρf Volumic mass of the fluid

ρp Volumic mass of the substrate particles

σ Standard deviation

θ Coefficient of particle’s fatigue

Abreviations

CBH Cellobiohydrolase

CBM Carbon-Binding Module

CD Catalytic Domain

CLD Chain Length Distribution

DQMOM Direct Quadrature Method of Moments

EG Endoglucanase

HPLC High Performance Liquid Chromatography

ME Maximum Entropy

PBE Population Balance Equation

PD Product-Difference algorithm

pH Potentail of hydrogen

PSD Particle Size Distribution

Rs Substrate reactivity
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V.2.3 Conclusion

Dans cette deuxième partie de l’article consacré à l’utilisation de la méthode des

moments pour la modélisation de l’hydrolyse enzymatique de la cellulose, l’extension

du modèle de bilan de population au cas d’un substrat particulaire est traitée. Ce cas

caractéristique de la plupart des substrats naturels amène des difficultés supplémentaires

au niveau modélisation. En effet, la fragmentation des particules est dissociée de l’activité

enzymatique comme il a été mentionné précédemment.

Le processus de fragmentation est la conséquence des contraintes hydrodynamiques

exercées sur les particules du substrat. Ces particules peuvent être caractérisées par leur

force de cohésion qui détermine leur comportement face aux contraintes hydrodynamiques.

Les propriétés mécaniques des particules évoluent durant l’hydrolyse enzymatique du fait

des attaques EG. Ces différents aspects sont pris en compte dans la modélisation lors de

la formulation du noyau et de la fréquence de rupture des particules. De même, l’activité

CBH est assimilée à un phénomène d’érosion des particules. Les résultats numériques

obtenus dans les différents cas considérés (fragmentation, érosion et combinaison des deux

processus) sont cohérents. Le processus de fragmentation pure induit une forte évolution

de la distribution de taille des particules avec l’apparition de plus en plus de particules de

petites tailles tout en préservant le volume total. Le processus d’érosion aboutit quant à

lui au déplacement de la distribution de taille initiale vers les petites tailles sans aucune

déformation. La perte en masse accompagnant cette évolution donne accès à la cinétique

de production du cellobiose. La combinaison des deux processus accélère la transformation

du substrat. Notons que l’activité β-glucosidase ainsi que le phénomène d’inhibition ont

été pris en compte. La résolution via DQMOM couplée avec la technique de reconstruction

basée sur le maximum d’entropie se fait en un temps très raisonnable (quelques secondes).

Les résultats expérimentaux obtenus avec le passage aux ultrasons des deux types de

substrats (Avicel PH-102 et Avicel PH-105) confirment l’importance de la cohésion des

particules. En effet, les deux substrats ont un comportement complètement différent vis

à vis de la sonication. La distribution de taille des particules d’Avicel PH-102 se décale

complètement vers les petites tailles après 5 minutes de sonication. L’énergie reçue par

les particules est suffisante pour les casser et les fragmenter en particules plus petites.

De leur côté, les particules d’Avicel PH-105 sont très peu sensibles aux ultrasons, la

distribution de taille reste quasiment identique avant et après sonication. Ainsi, malgré
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le fait que la composition des deux substrats est identique, leurs propriétés mécaniques

sont différentes d’où la justesse d’introduire la notion de cohésion des particules pour

pouvoir gérer l’évolution de la distribution de taille. Ces résultats sont confirmés par

les expériences d’hydrolyse enzymatique. En effet, la distribution de taille des particules

d’Avicel PH-102 évolue d’une façon significative au cours de l’hydrolyse contrairement

à celle de l’Avicel PH-105. Pourtant, les cinétiques de conversion en sucres simples sont

quasiment identiques. L’Avicel PH-105 ayant une taille moyenne initiale beaucoup plus

petite que l’Avicel PH-102, la surface développée est plus importante à même quantité

de substrat, ainsi nous nous attendions à une conversion plus rapide, ce qui n’est pas

le cas. Cela s’explique par l’évolution rapide de la distribution de taille des particules

d’Avicel PH-102 ce qui génère une surface accessible de plus en plus importante et de ce

fait une conversion comparable à celle de l’Avicel PH-105. Cela montre à quel point le

suivi simultané de l’évolution de la distribution de taille et de la cinétique de conversion

peut aider à mieux interpréter les résultats des expériences d’hydrolyse enzymatique. Ces

informations ne sont accessibles que via une modélisation basée sur le formalisme du bilan

de population.

En dernier lieu, il faut souligner que le caractère dynamique de la force de cohésion des

particules peut être géré d’une façon plus appropriée en introduisant une dimension sup-

plémentaire au bilan de population qui pourrait être l’âge des particules à titre d’exemple.

Cela permettrait de prendre en compte des aspects jusque-là inaccessibles via la modélisa-

tion classique tel que l’ajout séquencé de substrat. L’atout de la démarche de modélisation

proposée dans cette contribution réside dans la robustesse de l’approche DQMOM et sa

souplesse pour une extension aux problèmes multivariables.

V.3 Résultats expérimentaux

Avant d’attaquer la partie expérimentale, il nous semble important de rappeler l’objec-

tif de cette partie et comment elle s’articule avec la partie modélisation amplement décrite

jusque-là. La figure V.2 est un schéma global récapitulatif illustrant les deux grandes par-

ties de ce travail avec les différentes sous-parties.

La partie expérimentale est dédiée à l’acquisition d’une base de données fiable regrou-

pant aussi bien la caractérisation physique du substrat à savoir l’évolution de sa distri-
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Figure V.2 – Schéma global de la démarche de modélisation par le bilan de population
couplée aux outils de caractérisation physique et biochimique du substrat/réaction

bution de taille durant la réaction que le suivi dynamique de la production des sucres.
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Ce type de données est essentiel pour la comparaison avec le modèle et surtout pour son

intégration dans une boucle globale d’optimisation visant à identifier les paramètres du

modèle.

Par ailleurs, l’utilisation de plusieurs outils de caractérisation physique est motivée par

la volonté d’avoir une information de qualité sur la forme et la distribution de taille des

particules puisqu’il n’est pas toujours facile d’un point de vue technique d’avoir un outil

unique multi-tâche et fiable. L’utilisation de ces techniques permet de coupler leurs avan-

tages mais nécessite de disposer d’outils numériques capables de convertir les différents

types de données expérimentales pour pouvoir les traiter de la façon la plus appropriée.

Cette tâche était d’une importance capitale dans notre étude puisqu’il s’agissait de

valider du point de vue quantitatif les méthodes de mesure de distribution. Nous avons

alors pu constater que la conversion des distributions constituait un sujet d’étude en soi

dans le domaine des solides divisés. Il s’agit d’un problème encore ouvert et faisant l’objet

de développements continus comme en témoigne la publication récente de (Agimelen

et al., 2015b). Nous avons produit un certains nombre d’outils permettant de réaliser

certaines conversions. Nous avons également pu identifier grâce à ce travail les limitations

intrinsèques de l’approche FBRM qui demeure assez sensible à l’état de surface des

particules. Pour nous il s’est avant tout agi de produire des données expérimentales dans

un format exploitable en vue de la confrontation aux résultats de la modélisation.

Nous avons décrit dans le Chapitre III l’ensemble des expériences effectuées dans

différentes conditions ainsi que les résultats obtenus en terme de conversion en sucres

simples (cellobiose et glucose). Nous n’avons toutefois pas exploité les analyses des sucres

réducteurs obtenues par la technique DNS. Nous donnons dans la figure V.3 un résultat

type (expérience 1) où nous comparons la concentration des sucres réducteurs obtenue

avec le DNS avec celle des sucres simples (glucose + cellobiose) obtenue par HPLC.

Cette comparaison montre que les deux concentrations se superposent. Ce constat n’est

pas propre à l’expérience 1 mais nous l’avons retrouvé sur l’ensemble des expériences.

Le DNS est une technique spectrophotométrique qui détecte la présence de molécules

(quelque soit leur taille) ayant une extrémité réductrice. La superposition des résultats

des deux techniques montre que les sucres présents en milieu réactionnel tout au long de

l’hydrolyse de l’Avicel PH-101 sont simples. En d’autres termes, l’étape limitante est la
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Figure V.3 – Évolution des concentrations en sucres réducteurs (ronds) et en sucres
simples (glucose + cellobiose : *) durant l’expérience 1

solubilisation du substrat, les chaines cellulosiques produites sont instantanément trans-

formées en sucres simples.

Ce résultat est très important car il montre que, lors de la modélisation de la réaction

d’hydrolyse enzymatique d’un substrat particulaire, il n’est pas nécessaire de coupler

deux bilans de populations distincts : un propre au substrat particulaire et l’autre au

substrat soluble. Les vitesses de transformation sont très différentes, de ce fait, il suffit

de considérer l’étape de transformation du substrat particulaire et de fixer une taille

minimale au-delà de laquelle le substrat est considéré comme soluble. Ainsi, tout ce

qui franchit cette limite peut être considéré comme du sucre simple. Cela conforte la

nécessité de disposer de techniques de reconstruction des distributions via les moments

instantanément avec la résolution numérique du bilan de population.

Nous nous penchons à présent sur les analyses granulométriques avant et au cours de

l’hydrolyse obtenues via les outils expérimentaux mis en œuvre.
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V.3.1 Analyse au morpho-granulomètre

Comme mentionné précédemment, l’analyse au morpho-granulomètre se base sur le

traitement d’images de particules dispersées au préalable en voie sèche ou humide. Des

tests de caractérisation initiale de l’Avicel PH-101 ont été réalisés avant son hydrolyse

enzymatique. La figure V.4 montre les particules de ce substrat sous microscope avec un

grossissement important (×50). L’image est prise avec le Mastersizer G3S et donne une

idée sur la forme des particules qui sont plutôt allongées.

Figure V.4 – Image de particules d’Avicel PH-101 sous microscope avec un grossissement
×50 obtenue avec le Mastersizer G3S

Ce type d’image est l’information de base nécessaire aux traitements post-acquisition

effectués par le logiciel associé à cet outil. La différence des niveaux de gris entre les par-

ticules et le support permet leur détection (opération manuelle). La figure V.5 représente

une image reconstituée de l’ensemble des particules détectées après seuillage. Cette étape

est la plus critique vue ses conséquences sur la qualité de l’analyse. En effet, la sur/sous-

estimation de la surface des particules peut être importante et il n’y a malheureusement

aucune façon de la quantifier. Cela est dû notamment à la profondeur de focalisation des

optiques qui ne permet pas toujours une bonne délimitation des contours des particules

épaisses. Pour les particules de petites tailles, on constate que leur propriétés optiques

s’apparentent à celle du support ce qui complique leur détection. Notons que la Figure

V.5 est obtenue à partir d’une dispersion en voie sèche suite à une optimisation de la
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quantité de substrat dispersée pour éviter les chevauchements de particules, ce qui est

une autre source d’erreur.

Figure V.5 – Image composite d’une dispersion de particules d’Avicel PH-101 après
seuillage et détection avec un grossissement ×10 (Mastersizer G3S)

Une fois les particules délimitées, le logiciel de traitement d’images Morphologi v7.21

se charge de les répertorier en calculant leurs propriétés (surface, contour, longueur, taille

moyenne . . .) sur la base de leurs images respectives. Nous donnons dans la Figure V.6 la

distribution de taille des particules d’Avicel PH-101 obtenue avec un grossissement ×5.
Comme nous pouvons le constater, cette optique permet un balayage de l’ensemble

des tailles supérieures à 1.5 µm. Les particules d’Avicel PH-101 forment une distribution

monomodale centrée autour d’une taille moyenne de 17 µm (taille moyenne en nombre).

Notons que les particules ont été réparties sur une grille géométrique de premier terme

u0 = 1.5 µm et de raison q = 20.1. Des combinaisons d’optiques peuvent être utilisées

pour détecter des particules plus petites. Cela est particulièrement intéressant pour le

suivi de l’évolution de la distribution de taille au cours de l’hydrolyse puisque la fragmen-

tation des particules initiales donne des particules de plus en plus petites nécessitant des

grossissements importants.

L’intérêt de l’analyse morpho-granulométrique réside dans son principe qui se base sur

la visualisation des particules et, de ce fait, l’accès à leur taille se fait sans aucun biais. De

plus, d’autres informations, notamment morphologiques, sont accessibles. Nous donnons à
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Figure V.6 – Distribution de taille en nombre de particules d’Avicel PH-101 en voie
sèche avec une optique ×5 (Mastersizer G3S)

titre d’exemple la distribution du ratio d’aspect (rapport largeur/longueur des particules

détectées) des particules d’Avicel PH-101 dans la Figure V.7.

Figure V.7 – Distribution du ratio d’aspect des particules d’Avicel PH-101 dispersées en
voie sèche et analysées avec une optique ×5 (Mastersizer G3S)
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Si les particules du substrat étaient sphériques, leur ratio d’aspect serait de 1. Or,

dans le cas des particules d’Avicel PH-101, ce paramètre est distribué autour de 0.6,

ce qui donne une estimation de la forme allongée des particules. En d’autres termes, la

longueur des particules est globalement deux fois plus importante que leur largeur.

Cette technique, utilisée en voie sèche, permet une caractérisation fine et riche des

substrats utilisés dans l’étude tel que l’Avicel PH-101 montré dans les exemples précédents.

Néanmoins, le suivi de l’évolution de la distribution de taille des particules du substrat

durant la réaction d’hydrolyse est délicat. En effet, nous avons testé différents protocoles

expérimentaux sans succès.

La première approche était de faire des prélèvements séquentiels durant l’hydrolyse

et d’extraire la phase solide par séchage pour analyse. L’inconvénient majeur dans ce cas

est l’agglomération des particules après séchage. Ainsi, malgré la pulvérisation sous pres-

sion des échantillons lors de l’analyse en voie sèche, nous détectons des agglomérats de

particules qui faussent le résultat. Des techniques de séchage plus poussées telle que l’ato-

misation par exemple peuvent être utilisées mais nécessitent des installations spécifiques

dont nous ne disposons pas au niveau du laboratoire.

La deuxième approche était de conduire des analyses sur les échantillons directement

en voie humide. La technique consiste à déposer un petit volume de l’échantillon (quelques

gouttes) sur une lame en verre, de le recouvrir avec une lamelle en s’assurant qu’aucune

bulle d’air n’est piégée. Pour éviter le séchage du film liquide entre la lame et la lamelle

sous la lumière du microscope, une colle est déposée sur les bords de la lamelle. L’analyse

dans ce cas est plutôt qualitative. En effet, le nombre limité de particules détectées dans

chaque test est statistiquement insuffisant pour représenter l’état de l’ensemble du système

(réacteur de 0.5 L). De plus, le protocole préparatoire est fastidieux et ne permet pas

toujours des analyses fiables (formation d’agglomérats de particules dans ce cas aussi).

Ainsi, les différents tests effectués n’étaient pas concluants.

Cet outil permet donc le suivi de l’évolution des propriétés morphologiques des par-

ticules de substrat au cours de la réaction. Cependant, il ne permet pas de produire des

distributions en taille fiables lorsque le substrat est en hydrolyse en voie humide. Néan-

moins, la caractérisation de l’état initial du substrat a toute son importance notamment

pour des besoins de comparaison avec les autres techniques comme nous le verrons ulté-

rieurement. Par ailleurs, l’utilisation d’une cellule liquide (deux plaques en verre parallèles
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avec un entrefer réglable et une alimentation en continu) permettrait une visualisation

dynamique des particules sous écoulement et pourrait être d’un grand intérêt dans notre

cas.

V.3.2 Analyse avec la sonde FBRM

La sonde FBRM G400 permet un suivi in situ et en continu de l’évolution de la

distribution de cordes des particules du substrat durant son hydrolyse sur une gamme

de longueurs allant de 1 à 1000 µm. L’analyse est très rapide (quelques secondes) et le

résultat est donné sous différents formats comme montré dans la Figure V.8.

Figure V.8 – Données fournies par la sonde FBRM G400 : Evolution des propriétés
moyennes et des classes de cordes (haut), évolution de la distribution de cordes (bas) et
estimation des propriétés moyennes et du nombre de cordes détectées dans chaque classe
(droite)

En effet, le logiciel de traitement statistique des données associé à la sonde FBRM

G400 permet d’accéder directement à un certain nombre de propriétés de la distribu-

tion de cordes telles que sa moyenne en nombre/volume, la médiane, l’écart-type . . . etc

(Figure V.8 à droite). Il permet aussi de suivre l’évolution du nombre total de cordes
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détectées par intervalle de taille (Figure V.8 haut) en plus des différents représentations

des distributions de cordes (nombre, volume, absolue, normée, cumulée, . . . ; Figure V.8

bas). Par ailleurs, les données brutes des distributions de cordes sont exportables pour

des traitements supplémentaires si nécessaire.

V.3.2.1 Test à blanc du substrat Avicel PH-101

L’essentiel des expériences réalisées dans le cadre de cette étude et décrites dans le

Chapitre III concernent un substrat cellulosique de type Avicel PH-101. L’étude du com-

portement de ce substrat dans l’eau et sous agitation est réalisée au préalable. Cette

étude concerne le suivi de l’évolution de la distribution de cordes des particules du sub-

strat dans des conditions similaires à celles de l’hydrolyse mais sans ajout de biocatalyseur

en utilisant la sonde FBRM G400. Elle vise à explorer les phénomènes de gonflement des

particules en présence d’eau et leur possible fragmentation sous l’effet des contraintes

hydrodynamiques. Le résultat est donné dans la Figure V.9.

Figure V.9 – Évolution de la distribution de cordes des particules d’Avicel PH-101 dans
l’eau et sous agitation mécanique

Comme montré sur la Figure V.9, les distributions de cordes (CLDs) du substrat

restent stables durant les 144 h que dure l’analyse. Cela signifie que le phénomène de

gonflement des particules du substrat en présence d’eau est négligeable, de même pour la
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fragmentation sous l’effet des contraintes hydrodynamiques. Ainsi, tout changement au

niveau de la CLD durant les réactions d’hydrolyse serait la conséquence directe ou indi-

recte des attaques enzymatiques. La conséquence directe est la décroissance progressive

de la taille des particules via le phénomène d’érosion suite aux attaques des exoglucanases

(CBH) et la conséquence indirecte est la fragmentation des particules une fois fragilisées

par les attaques endoglucanases (EG).

V.3.2.2 Analyse des résultats d’une expérience type

Nous donnons dans cette partie les résultats d’analyse d’une expérience d’hydrolyse

type (expérience 1) pour illustrer l’ensemble des informations qui peuvent être extraites

suite au suivi via la technique FBRM.

Nous donnons dans la Figure V.10 l’évolution de la distribution de cordes des particules

d’Avicel PH-101 durant la réaction d’hydrolyse et dans la Figure V.11 la même évolution

mais avec des CLDs normées par le nombre total de cordes détectées.

Figure V.10 – Évolution de la distribution de cordes des particules d’Avicel PH-101
durant l’hydrolyse (expérience 1)

La distribution de cordes (CLD) initiale évolue d’une façon significative durant la

réaction d’hydrolyse, de plus en plus de cordes sont détectées, ce qui est expliqué par

l’augmentation du nombre de particules issues de la rupture des particules initiales. Cette
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Figure V.11 – Évolution de la distribution de cordes normée des particules d’Avicel PH-
101 durant l’hydrolyse (expérience 1)

Figure V.12 – Évolution du nombre total de cordes détectées durant l’hydrolyse enzyma-
tique de l’Avicel PH-101 (expérience 1)

rupture intervient grâce à l’activité du cocktail qui fragilise les particules. Ces dernières

cèdent face aux contraintes hydrodynamiques. Le nombre total de cordes détectées est en
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constante augmentation tout au long de la réaction comme montré dans la Figure V.12.

L’analyse de la Figure V.11 montre que la CLD glisse vers les petites tailles mais après

une phase initiale de 24 h où elle reste quasiment identique. Dans la Figure V.10, cela se

traduit par une augmentation de l’intensité de la distribution uniquement.

Figure V.13 – Évolution du nombre total de cordes détectées par intervalles de tailles
durant l’hydrolyse enzymatique de l’Avicel PH-101 (expérience 1)

Pour comprendre ce qui se passe durant cette phase initiale, nous donnons dans la

Figure V.13 l’évolution du nombre total de cordes détectées par classe de tailles. Nous

constatons que pour les deux classes [50-150] µm et [150-300] µm représentatives des

grosses particules, le nombre total de cordes détectées par la sonde augmente initialement.

Cela peut être expliqué par la fragmentation des particules de ces deux classes sans que

les particules filles ne tombent dans les classes inférieures. L’existence de quelques grosses

particules (taille > 300 µm) que la sonde ne détecte pas et qui, en se désintégrant, donnent

naissance à des particules qui tombent dans ces classes est possible aussi. Cette hypothèse

est confortée par les analyses au morpho-granulomètre : nous détectons bien quelques

particules de taille >300 µm et que nous ne retrouvons pas avec la sonde puisqu’elles sont

très peu nombreuses et donc ont une probabilité très faible d’être détectées.

Au cours de la réaction, la désintégration des particules des deux grandes classes (Fi-

gure V.13) alimente les classes inférieures dont le nombre de cordes détectées ne cesse
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d’augmenter. Il faut aussi garder à l’esprit que les petites particules sont elles aussi atta-

quées et disparaissent dès lors que leur taille est <1 µm.

Figure V.14 – Évolution de la corde moyenne en nombre durant l’hydrolyse enzymatique
de l’Avicel PH-101 (expérience 1)

Nous donnons dans la Figure V.14 l’évolution de la corde moyenne représentative de

l’évolution globale de la taille des particules d’Avicel PH-101. Elle passe de 50 µm initia-

lement à moins de 20 µm en fin de réaction, ce qui représente une évolution conséquente

de la taille des particules du substrat.

V.3.2.3 Exploitation des résultats de la sonde FBRM

Pour pouvoir exploiter les résultats fournis par la sonde FBRM G400, la conversion

des distributions de cordes en distributions de taille est une étape déterminante. En effet,

l’initialisation du modèle de bilan de population repose sur la distribution de taille des

particules du substrat, de même que la confrontation des prévisions du modèle avec les

données expérimentales à différents instants de la réaction.

Si nous superposons la distribution de taille des particules d’Avicel PH-101 issue du

morpho-granulomètre avec la distribution de cordes associée donnée par la sonde FBRM

G400 (Figure V.15), nous constatons un décalage important entre les deux distributions.

Ce décalage est dans le sens inverse de nos prévisions. En effet, nous nous attendions,
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comme le montre le résultat du modèle de conversion des distributions de taille (PSD)

en CLD donné dans la Figure V.16 (les détails du modèle sont donnés dans l’Annexe A),

à avoir une CLD décalée vers les petites tailles par rapport à la PSD dont elle est issue.

Cela est motivé par le fait qu’une particule peut donner une multitude de cordes de tailles

comprises entre la plus petite corde détectable par la sonde et la plus longue arête reliant

deux points de la particule.

Figure V.15 – Comparaison de la distribution de taille des particules d’Avicel PH-101
(morpho-granulomètre) avec sa distribution de cordes associée (sonde FBRM)

A première vue, le résultat donné dans la Figure V.15 peut être expliqué par la non-

sphéricité des particules d’Avicel PH-101. Le fait de détecter des cordes de taille supérieure

aux plus grandes particules vues par le morpho-granulomètre appuie cette explication

puisque les données du morpho-granulomètre sont des diamètres des disques de mêmes

surfaces que les particules détectées. Pour éliminer cette hypothèse, des tests supplémen-

taires ont été réalisés avec les deux outils. Dans ces tests, trois familles de particules

sphériques en PVC ont été utilisées. Les diamètres de ces particules sont respectivement

de 60, 84 et 170 µm. Les résultats sont résumés dans la Figure V.17 ci-après.

Les résultats obtenus dans le cas de particules sphériques sont semblables à ceux

obtenus avec les particules d’Avicel PH-101 non-sphériques. En effet, dans les trois cas

considérés, nous constatons systématiquement un décalage à droite des CLDs par rapport
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Figure V.16 – Génération analytique d’une distribution de cordes associée à une distri-
bution de taille dans le cas de particules de forme sphérique (voir Annexe A)

Figure V.17 – Distributions de taille (morpho-granulomètre) et leurs distributions de
cordes associées (sonde FBRM) de trois différentes familles de particules sphériques

à leurs PSDs respectives, ce qui est, théoriquement, exclu puisque dans le cas d’une

particule sphérique, la plus longue corde est son diamètre. Or, la sonde FBRM détecte
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bien des cordes de taille supérieure au diamètre de la plus grande particule.

Ce phénomène que nous venons de décrire est rapporté dans un travail récent. (Vay

et al., 2012) ont constaté que la CLD fournie par la sonde FBRM est grandement affectée

par les propriétés des particules en suspension, notamment leurs propriétés de surface.

Pour démontrer cela, (Scheler, 2013) ont utilisé des particules sphériques de polystyrène

monodisperses dont les propriétés de surface sont différentes. Les résultats sont résumés

dans la Figure V.18.

Nous voyons bien que sur les trois lots de particules ayant la même taille mais dont

les propriétés de surface et donc de réflexion sont différentes, les signaux récupérés sont

complètement différents et nous retrouvons notamment la surestimation constatée lors

de nos tests. Cela démontre l’existence d’autres paramètres à prendre en compte pour

pouvoir faire le passage PSD-CLD et inversement. Dans notre cas, le problème peut être

particulièrement ardu si les propriétés des particules de cellulose attaquées changent au

cours de la réaction.

Par ailleurs, des travaux très récents (Agimelen et al., 2015a; Agimelen et al., 2015b)

proposent un modèle de conversion PSD-CLD dans le cas de particules non-sphériques.

Pour valider le modèle, les auteurs utilisent deux types de données expérimentales : des

données issues des analyses au granulomètre laser et des données obtenues via une tech-

nique de visualisation in situ des particules en suspension. Ces données une fois converties

en CLD via le modèle proposé sont comparées à celles fournies par la sonde FBRM G400.

Ces travaux méritent une analyse approfondie pour pouvoir les exploiter dans notre cas.

V.3.3 Analyse au granulomètre laser

La dernière technique expérimentale utilisée dans cette étude pour accéder à l’évo-

lution de la distribution de taille des particules du substrat durant son hydrolyse est la

granulométrie laser. Cette technique, comme discuté précédemment, fournit des distri-

butions de taille exprimées en fractions volumiques avec une hypothèse sur la forme des

particules (sphériques). Les résultats du suivi de l’évolution de la distribution de taille

des particules d’Avicel PH-101 durant leur hydrolyse (expérience 1) sont donnés dans la

Figure V.19.

La distribution initiale évolue vers les petites tailles suite à la fragmentation des par-

ticules subissant les attaques enzymatiques. Les distributions étant normalisées, aucune
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Figure V.18 – Images de particules sphériques monodisperses et de même taille (à droite)
avec leurs distributions de taille (au milieu) et leurs distributions de cordes mesurées avec
la sonde FBRM (à gauche) : (A) particules transparentes, (B) particules noires de surface
lisse, (C) particules noires de surface rugueuse (Scheler, 2013)
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Figure V.19 – Évolution de la distribution de taille exprimée en fractions volumiques
durant l’hydrolyse enzymatique de l’Avicel PH-101 (expérience 1)

Figure V.20 – Évolution des tailles moyennes (d4,3 et d3,2) des particules d’Avicel PH-101
durant son hydrolyse enzymatique (expérience 1)

information sur la fréquence du processus de fragmentation (via le nombre total de par-

ticules détectées à chaque instant) n’est accessible. En revanche, les propriétés moyennes
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des distributions peuvent être calculées. A titre d’exemple, nous représentons dans la Fi-

gure V.20 l’évolution du diamètre moyen en volume d4,3 et du diamètre de Sauter d3,2

au cours de la réaction. Cette évolution est importante, le diamètre d4,3 passe de 77 µm

initialement à 30 µm en fin de réaction (après 144 h d’hydrolyse).

Ayant développé une stratégie de résolution de l’équation de bilan de population dans le

cas de l’hydrolyse enzymatique basée sur la méthode des moments, nous pouvons exploiter

directement les moments expérimentaux calculés à partir des données du granulomètre

laser.

Dans le cas général, les moments expérimentaux peuvent être évalués de la façon

suivante : si nous considérons que la densité n(x) est constante sur une classe [Xi, Xi+1],

c’est-à-dire :

n(x) =
Ni

Xi+1 −Xi

, ∀x ∈ [Xi, Xi+1] (V.1)

Les moments expérimentaux m∗k sont calculés alors comme suit :

m∗k =

∫ ∞

0

n(x)xkdx

=
∑

i

∫ Xi+1

Xi

n(x)xkdx

≈
∑

i

Ni

Xi+1 −Xi

∫ Xi+1

Xi

xkdx

≈
∑

i

Ni

(
Xk+1
i+1 −Xk+1

i

)

(Xi+1 −Xi)(k + 1)
(V.2)

Notons que dans le cas spécifique des résultats issus de la granulométrie laser, nous

avons accès directement aux moments normalisés par rapport au volume total, en d’autres

termes à M∗
k (t) =

m∗k(t)

m∗3(t)
. Ainsi, l’accès aux moments d’ordre inférieur à 3 n’est possible

que par la conversion des distributions en volume en distribution en nombre moyennant

une hypothèse sur la forme des particules. Nous donnons dans la Figure V.21 l’évolution

des moments réduits d’ordre 3, 4, 5 et 6 au cours de l’hydrolyse et dans la Figure V.22

celle des moments réduits d’ordre 0, 1, 2 et 3. Les moments d’ordre inférieur (0, 1 et 2)

sont estimés sous l’hypothèse de particules sphériques.

Comme nous nous y attendions, le moment d’ordre 3 réduit reste constant et vaut
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Figure V.21 – Évolution des moments réduits d’ordre 3, 4, 5 et 6 de la distribution de
taille durant l’hydrolyse (expérience 1)

l’unité puisque l’ensemble des moments sont normalisés par rapport à m∗3(t). Les moments

d’ordre supérieur (4, 5 et 6) décroissent d’une façon monotone et continue contrairement

aux moments d’ordre inférieur (0, 1 et 2) qui montrent une évolution bruitée. Cela s’ex-

plique par la qualité des résultats fournis par l’outil d’analyse. En effet, une incertitude

acceptable au niveau des fractions volumiques (donnée de base) peut avoir une réper-

cussion considérable sur la distribution en nombre et fausser ainsi complètement le ré-

sultat. Malheureusement, l’interprétation physique des moments concerne essentiellement

les quatre premiers (nombre, longueur, surface et volume) dans notre cas. De ce fait, les

résultats issus de la granulométrie laser sont difficilement exploitables quantitativement

pour les besoins de confrontation avec le modèle de bilan de population.

Une solution possible serait de confronter les moments expérimentaux d’ordre supé-

rieur au modèle en couplant les données sur les conversions. Cela permettrait de prédire

numériquement l’évolution des moments d’ordre inférieur selon le schéma global donné

dans la figure V.23. Ainsi, le modèle de bilan de population sera un moyen d’analyse et

d’interprétation des données expérimentales.
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Figure V.22 – Évolution des moments réduits d’ordre 0, 1, 2 et 3 de la distribution de
taille durant l’hydrolyse (expérience 1)

Figure V.23 – Prédiction de l’évolution des moments d’ordre inférieur à partir des mo-
ments expérimentaux d’ordre supérieur
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V.3.4 Conclusion sur les outils expérimentaux

Nous avons exposé dans cette partie quelques résultats expérimentaux obtenus en

utilisant les trois différentes techniques granulométriques à savoir la morpho-granulométrie

optique, la technique FBRM et la granulométrie par diffraction laser. Ces techniques sont

distinctes de par leur principe de mesure et, de ce fait, les résultats renvoyés sont exprimés

différemment.

Les analyses au morpho-granulomètre sont basées sur le traitement d’images de parti-

cules dispersées. Les dispersions en voie sèche permettent de traiter un nombre suffisam-

ment important de particules mais ne sont pas toujours possibles. En effet, les échantillons

liquides prélevés lors des expériences d’hydrolyse nécessitent des techniques poussées de

séchage pour pouvoir les exploiter. Les tests en voie liquide n’étaient pas concluants, ils

ne permettent pas de traiter un nombre de particules statistiquement représentatif de

l’ensemble de la population. Ainsi, cette technique est plutôt recommandée pour la ca-

ractérisation initiale du substrat. Elle a l’avantage de fournir des données riches sur la

forme des particules. L’utilisation d’une cellule liquide comme expliqué auparavant est

une alternative prometteuse dans notre cas.

La technique FBRM a l’avantage d’être rapide et permet un suivi in situ et en continu

de la distribution de cordes (CLD) des particules du substrat hydrolysé. Elle permet

d’avoir accès à un certain nombre d’informations notamment qualitatives caractérisant le

substrat à un temps donné. Ainsi, les phénomènes de fragmentation ou de dissolution par

exemple peuvent être mis en évidence mais la complexité de la conversion des CLDs en

distributions de taille exclue, pour le moment et pour notre cas, toute exploitation quan-

titative. En effet, les deux techniques développées pour assurer cette conversion (basées

sur une solution analytique pour l’une et sur le traitement d’images pour l’autre, décrites

dans l’Annexe A) ne donnent pas les mêmes résultats que ceux fournis par la sonde FBRM

G400. Des phénomènes de réflexion et de diffusion de la lumière (laser) sur la surface des

particules, comme avancé dans la littérature, expliquent ce décalage.

La granulométrie laser, quant à elle, permet le suivi ex situ (en voie liquide) de l’évo-

lution de la distribution de taille durant l’hydrolyse. Les distributions renvoyées sont

exprimées en fractions volumiques et ne permettent pas une analyse quantitative des

phénomènes de rupture. De même pour les moments d’ordre inférieur (0, 1 et 2), leur

estimation est très bruitée, ce qui ne permet pas leur exploitation. L’accès aux proprié-
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tés moyennes, notamment le d4,3, est toutefois possible et avec une bonne précision. Le

couplage du modèle de bilan de population avec les moments expérimentaux d’ordre su-

périeur pourra servir à la prédiction des moments d’ordre inférieur comme montré sur la

figure V.23.

Au terme de cette analyse, nous avons exposé et commenté les résultats expérimentaux

fournis par les différents outils dans le cas d’une réaction d’hydrolyse enzymatique. Ces

résultats sont riches mais exprimés différemment selon l’outil considéré ce qui ne facilite

pas toujours la comparaison voire même leur exploitation. Parmi les trois outils d’analyse

granulométrique, la technique FBRM semble la plus appropriée pour alimenter le modèle

de bilan de population. En effet, les caractéristiques techniques de l’analyse (in situ,

continue et rapide) et la qualité des résultats (distribution en nombre absolue) sont des

atouts majeurs. La seule limite, pour le moment, réside dans la conversion des distributions

de cordes en distributions de taille, problème suscitant un intérêt scientifique croissant

et qui sera surmonté certainement dans un avenir proche. De même, le couplage entre la

morpho-granulométrie et la granulométrie laser est possible (figure V.23) et promet d’être

riche.
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L’objectif de cette thèse était le développement d’une approche de modélisation de

la réaction d’hydrolyse enzymatique de la lignocellulose basée sur le formalisme de bilan

de population. Cette approche se décline en deux volets : numérique et expérimental. Le

volet numérique comprend les développements théoriques nécessaires dans le cas spéci-

fique de l’hydrolyse enzymatique et les méthodes numériques appropriées de résolution de

l’équation de bilan de population. La caractérisation du système par des métrologies spé-

cifiques est visée par le volet expérimental. L’une des motivations à l’origine de ce travail

est la nécessité de disposer d’un outil prédictif pouvant être utilisé pour la conception de

procédés originaux dans le domaine de la biocatalyse hétérogène. Au final, ce travail a

permis le développement d’un modèle générique basé sur le formalisme de bilan de po-

pulation à une dimension. Ce modèle intègre les mécanismes enzymatiques élémentaires

et traduit l’évolution de la distribution de taille des chaines/particules ainsi que les ci-

nétiques de conversion en sucres simples. Testée dans différentes conditions, l’approche

proposée montre une grande robustesse et constitue, de ce fait, un premier noyau cohérent

exploitable en biocatalyse comme en procédé.

L’analyse bibliographique a mis en lumière la large palette de phénomènes physiques

et biologiques impliqués dans l’hydrolyse enzymatique de substrats lignocellulosiques. De

cette complexité découle de sérieuses difficultés à produire des données expérimentales

quantitatives et fiables. L’analyse a dans le même temps révélé que la grande majorité

des études de modélisation visaient à reproduire de façon globale les résultats issus des

expériences menées en réacteur fermé. Les approches les plus répandues sont basées sur des

schémas cinétiques simples de type Michaelis-Menten ou des modèles d’adsorption. Plus

récemment, des approches mécanistiques basées sur une description fine de la réaction
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tels que les modèles stochastiques par exemple sont proposées mais restent des tentatives

isolées.

L’examen approfondi d’un modèle d’adsorption-réaction, largement repris dans la lit-

térature, montre vite ses limites. Ce modèle considère la réaction d’hydrolyse enzymatique

d’un substrat particulaire comme une succession de deux étapes : une première étape où

le substrat est transformé en cellobiose par l’action des endoglucanases (EG) et des cel-

lobiohydrolases (CBH) en phase hétérogène et une deuxième étape où le cellobiose est

transformé en glucose par les β-glucosidases (BGL). Dans la première étape, les phéno-

mènes d’adsorption, d’inhibition et de réactivité sont pris en compte par l’intermédiaire de

paramètres ou de fonctions correctives. La deuxième étape, ayant lieu en phase homogène,

est traduite par une cinétique michaelienne. La validation expérimentale du modèle est

basée sur la régression de données d’hydrolyse globales (concentrations en sucres simples

produits à différents instants en mode batch) pour l’identification de l’ensemble des para-

mètres. Si dans la littérature les chercheurs ne s’étalent pas sur la procédure numérique

d’identification des paramètres du modèle, la confrontation de nos propres données expé-

rimentales à ce type de modèle montre qu’il est sur-paramétré et, de ce fait, la procédure

d’identification aboutit à un espace de solutions au lieu d’une solution unique. Cela est

confirmé par une analyse statistique poussée dans le chapitre III. Ainsi, la structure simple

du modèle reposant sur une variable globale du système, à laquelle des paramètres dé-

crivant des processus ayant lieu à différentes échelles sont adjoints, n’est pas appropriée.

Cela appuie notre démarche d’aller vers une approche plus avancée et mieux adaptée aux

systèmes hétérogènes.

Le modèle que nous proposons repose sur le formalisme de bilan de population. Nous

avons traité le cas d’une réaction d’hydrolyse enzymatique d’un substrat cellulosique.

Dans un premier temps, nous avons considéré un substrat soluble. Les deux activités

cellulolytiques sont prises en compte. L’activité endoglucanase (EG) est assimilée à une

rupture pure aléatoire tandis que l’activité cellobiohydrolase (CBH) est modélisée comme

un processus de dissolution. L’équation de bilan de population est résolue par la mé-

thode des classes en utilisant la technique des pivots fixes pour la première activité et la

technique des pivots glissant pour la deuxième. Enfin, les deux activités sont combinées

dans un modèle global résolu par la technique des pivots glissants. Dans les différents cas

considérés, le modèle prédit l’évolution de la distribution de taille des chaines au cours de
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l’hydrolyse ainsi que la cinétique de conversion en sucres simples. De plus, le phénomène

de synergie entre les EG/CBH est reproduit numériquement. En effet, la combinaison

des deux activités booste la conversion puisque la rupture des chaines par les EG offre

des extrémités supplémentaires aux CBH. Rappelons que dans ce cas, la seule limita-

tion est la disponibilité du substrat. L’effet d’inhibition des activités enzymatiques par

leur propre produit est exploré en dernier lieu. Les limites de la méthode des classes en

terme de précision/temps de calcul ainsi que sa complexité lors du passage à des systèmes

bi/multi-dimensionnels ont motivé le passage à la méthode des moments.

La méthode des moments sous ses différentes variantes donne accès à l’évolution tem-

porelle des moments d’une propriété distribuée, aucune information sur la distribution

elle-même n’est directement accessible. Néanmoins, des techniques de reconstruction des

distributions via la connaissance d’un nombre fini de leurs moments existent. Une étude

comparative de trois techniques (la technique basée sur la fonction densité du noyau Bêta,

la technique basée sur les splines et la technique basée sur le maximum d’entropie) est

menée avec une application dans le cas d’un processus de dépolymérisation. A l’issue de

cette étude, la technique du maximum d’entropie s’avère la plus appropriée pour un cou-

plage avec la méthode des moments pour une reconstruction simultanée des distributions

au cours de la résolution. Cela est justifié par le nombre minimal de moments requis,

la précision de la reconstruction et le coût de calcul très faible. Ce travail répond à la

nécessité d’avoir accès à la distribution de taille durant la résolution pour des besoins de

confrontation avec les données expérimentales.

La méthode de quadrature des moments directe (DQMOM) couplée avec la technique

de reconstruction basée sur le maximum d’entropie est utilisée pour la résolution de l’équa-

tion de bilan de population dans le cas de l’hydrolyse enzymatique d’un substrat soluble.

L’activité EG est traduite par une rupture binaire aléatoire des chaines tandis que l’acti-

vité CBH est assimilée à un processus d’érosion aboutissant à la production du cellobiose.

L’activité β-glucosidase (BGL) est incluse dans le modèle global via une cinétique mi-

chaelienne. L’effet d’inhibition des différentes activités est pris en compte. Des tests ont

été conduits en considérant les activités EG et CBH séparément et en combinaison et

donnent des résultats consistants avec un coût de calcul substantiellement amélioré. De

même pour le modèle global où les trois activités et l’effet d’inhibition sont pris en compte.

L’évolution temporelle des moments et de la distribution de taille ainsi que la cinétique
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de production du cellobiose et du glucose sont accessibles.

L’extension du modèle pour un substrat particulaire est explorée en dernier lieu. Dans

ce cas, le processus de fragmentation est une conséquence des contraintes hydrodyna-

miques exercées sur les particules. En effet, les attaques EG fragilisent les particules et

affectent leur force de cohésion. L’intégration de la force hydrodynamique et de la force

de cohésion dynamique dans le modèle de bilan de population est proposée. L’activité

CBH est traduite par un noyau d’érosion. L’approche numérique proposée est supportée

par les données expérimentales. En effet, les tests de sonication montrent que la force de

cohésion peut être un critère discriminant pour la caractérisation des substrats. De plus,

les expériences d’hydrolyse enzymatique de substrats cellulosiques distincts soulignent

l’importance d’avoir accès à la fois à l’évolution de la distribution de taille des particules

et aux cinétiques de conversion en sucres simples pour une interprétation judicieuse des

résultats, tâche rendue possible grâce au modèle de bilan de population développé.

Par ailleurs, les métrologies utilisées dans le cadre de ce travail visant la caractérisa-

tion (morpho)-granulométrique du substrat avant et durant sa transformation (morpho-

granulométrie optique, technique FBRM, granulométrie à diffraction laser) mettent le

doigt, encore une fois, sur la complexité expérimentale d’accéder à cette donnée essen-

tielle pour la modélisation. En effet, les difficultés techniques liées à la nature du système

étudié, à la gamme de mesure propre à chaque outil, son principe de fonctionnement et à

la nature des données produites sont autant d’obstacles à franchir avant de disposer d’un

résultat quantitatif de qualité. Des outils numériques servant à comparer les résultats des

différentes techniques expérimentales ont été développés. Des études plus poussées sont

nécessaires pour une meilleure exploitation de ces résultats.

Le but ultime est de disposer d’un modèle prédictif qui contribuera efficacement à

la conception optimale d’un procédé de fractionnement de la biomasse lignocellulosique

par voie biologique. Il interviendra notamment au niveau de la formulation des cocktails

enzymatiques dans son volet compositionnel et apportera des éléments de réponse quant

à la stratégie d’alimentation en biomasse/biocatalyseur à l’échelle procédé entre autres.

Pour récapituler, en revenant aux enjeux soulevés dans l’introduction, cette étude dédiée

aux substrats cellulosiques a permis :

• La prédiction de la production dynamique des sucres simples durant la réaction

d’hydrolyse enzymatique

256



• La reproduction numérique de l’effet de synergie entre les enzymes

• La prédiction de l’évolution de la distribution de taille des particules du substrat

durant la réaction

• De jeter les bases d’une démarche de modélisation robuste et flexible pour la prise

en compte, à terme, de plusieurs hétérogénéités du système

Un certain nombre de développements ou d’études à plus ou moins long terme sont

nécessaires. Tout d’abord, il serait très utile d’exploiter la base de données expérimentales

combinant sucres simples et distributions granulomériques. Il s’agira de bien identifier les

éventuelles améliorations à apporter au modèle et/ou au traitement des données. Dans

un second temps, il serait utile d’intégrer le phénomène d’adsorption. Ceci nécessitera

l’ajout d’une variable (unique ou distribuée) définissant la quantité d’enzymes libres. De

là, il deviendra possible d’étudier l’intérêt d’un recyclage de la biomasse, de la phase

liquide ou plus largement de simuler un fonctionnement à contre-courant comme dans

une colonne d’extraction. Ce genre d’étude nécessite un couplage avec un modèle de

transport. L’équipe dans laquelle ce travail a été mené dispose des outils pour réaliser

cette intégration. L’association avec un outil d’optimisation constitue un développement

intéressant également pour identifier des paramètres du modèle et pourra être conduit

en collaboration avec d’autres équipes au sein du laboratoire. Plus largement, la mise au

point d’un outil de simulation intégrant l’état et l’âge des particules ouvre des perspectives

très vastes en matière de représentation des systèmes biologiques par essence dynamiques

et hétérogènes.
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Annexe A

Transformation d’une PSD en CLD et

inversement

Depuis une vingtaine d’année, la technique FBRM est utilisée pour le suivi in-situ

et en temps réel des systèmes particulaires pour différentes applications (e.g. précipita-

tion, cristallisation, polymérisation). Néanmoins, contrairement aux appareils classiques

d’analyse granulométrique qui donnent directement la distribution de taille (PSD), les

sondes FBRM fournissent, grâce à leur principe de fonctionnement, des distribution de

cordes (CLD) sans aucun lien direct avec les PSD correspondantes comme expliqué dans

le Chapitre II.

De ce fait, différentes études ont été conduites dans le but de remonter aux PSD à

partir des CLD données par les sondes en adoptant différentes stratégies (Langston et al.,

2001; Li & Wilkinson, 2005; Worlitschek et al., 2005; Ruf et al., 2000).

A.1 PSD-CLD : Solution analytique

Li et Wilkinson proposent un modèle pour générer la CLD d’une PSD de particules

ayant une géométrie connue et régulière (sphérique, ellipsoïde, . . . ) en considérant leur

projection 2D sur un plan (Li & Wilkinson, 2005).

Considérons une population de particules avec un diamètre caractéristique D compris

entre Dmin et Dmax ayant fonction densité en nombre n(D). Le nombre de particules

Ni(D) dans la classe i tel que Di ≤ D < Di+1 se calcule selon l’équation (A.1) :
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Ni(D) = NDi
= Np

∫ Di+1

Di

n(D)dD = Npni i = 1, 2, . . . , N (A.1)

Np est le nombre total de particules de la population considérée, N est le nombre de

classes de diamètres avec D1 = Dmin et DN+1 = Dmax. Nous considérons que toutes les

particules d’une classe donnée i ont un même diamètre Di qui est le pivot de la classe qui

peut être par exemple la moyenne arithmétique 1
2
(Di+Di+1) ou géométrique

√
Di ×Di+1

des deux bornes de la classe en question. NDi
est le nombre de particules dans la classe

i et ni = NDi
/Np est la fraction en nombre de ces particules de diamètre caractéristique

Di (dans la classe i ).

Par analogie à la PSD, la CLD, noté c(L) dont les longueurs de cordes L sont comprises

entre une taille minimale Lmin et une taille maximale Lmax, est divisée en M classes.

Toutes les cordesM d’une même classe j tel queMj ≤M < Mj+1 sont considérées comme

ayant la même longueur Lj définie comme la moyenne arithmétique ou géométrique de la

classe. Le nombre de cordes MLj
dans la classe j est donné par la relation suivante :

Mj(L) = MLj = Mc

∫ Lj+1

Lj

c(L)dL = Mccj j = 1, 2, . . . ,M (A.2)

Mc est le nombre total de cordes détectées, cj =
MLj

Mc
est la fraction de cordes de la

jme classe. Pour une particule ayant un diamètre Di, la probabilité qu’elle soit à l’origine

d’une corde de longueur comprise entre Lj et Lj+1 est :

PDi(Lj, Lj+1) = PDi(Lj+1)− PDi(Lj), i = 1, 2, . . . N et j = 1, 2, . . .M (A.3)

Où PDi(L) désigne la probabilité de mesurer une longueur de corde inférieure ou égale

à L sur une particule de taille Di.

A partir de là, le nombre de cordesMLj dans la classe j prend en compte la contribution

de la population de particules et peut se calculer avec la relation suivante :

MLj =
N∑

i=1

NDiPDi = NpAjX (A.4)

Avec Aj = [aj,1aj,2 . . . aj,i . . . aj,N ], ai,j = PDi(Lj, Lj+1), X = [n1n2 . . . ni . . . nN ]T .
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L’équation (A.4) peut être écrite sous une forme plus simple :

C =
Np

Mc

AX (A.5)

Avec Aj =




A1

...

Aj
...

AM




est la matrice des probabilités de taille M ×N ,

C =




c1

...

cj
...

cM




est un vecteur de taille M (CLD) et X un vecteur de taille N (PSD).

La matrice A permet le passage analytique d’une PSD à sa CLD associée.

A.1.1 Cas de particules sphériques

Considérons une population de particules sphériques caractérisées par leurs diamètres

2ai. La probabilité d’avoir une corde de longueur Lj (Figure A.1) est donnée par l’équation

ci-dessous :

P =





√
1− (

Lj
2ai

)2 si Lj ≤ 2ai

0 si Lj > 2ai
(A.6)

De là, on déduit la probabilité que la corde soit dans la classe (Lj, Lj+1) :

PDi(Lj, Lj+1) =





√
1− (

Lj
2ai

)2 −
√

1− (
Lj+1

2ai
)2 si Lj < Lj+1 ≤ 2ai√

1− (
Lj
2ai

)2 si Lj ≤ 2ai < Lj+1

0 si 2ai < Lj < Lj+1

(A.7)

A.1.2 Modèle CLD-PSD : Problème inverse

Pour transformer une CLD en PSD, nous allons effectuer le travail inverse de ce qui

a été développé jusque-là. Il suffit donc d’inverser le système dans l’équation (A.5) pour
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Figure A.1 – Projection 2D d’une particule sphérique

avoir la PSD X̂ en fonction de la CLD :

X̂ = (ATA)−1ATC (A.8)

Cette méthode conduit généralement à des résultats oscillants car il s’agit d’un pro-

blème de matrice mal conditionnée. En effet, si la matrice ATA n’est pas inversible ou

bien la CLD est perturbée par un bruit, la PSD calculée sera instable. Hormis l’utilisation

de la méthode des moindres carrés, d’autres techniques ont été testées pour remédier à ce

problème, on note notamment les algorithmes des moindres carrés sous contraintes et les

méthodes itératives reposant sur le théorème de Bayes (Simmons et al., 1999; Langston

et al., 2001; Langston, 2002; Wynn, 2003; Worlitschek et al., 2005).

Une contrainte de lissage dans le cas des moindres carrés sous contraintes est utilisée

pour imposer que la solution soit lisse c’est-à-dire ne présente pas d’irrégularité brutale.

Un coefficient λ est introduit et on cherche à minimiser la fonction (A.9) :

min
{
‖AX̂ − C‖2 + λ.‖X̂‖2

}
(A.9)

Cette contrainte s’exprime sous la forme matricielle suivante :

X̂ = (ATA+T B)−1ATC (A.10)

Néanmoins, cette méthode n’assure pas que toutes les valeurs de la PSD calculées soient
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positives (Worlitschek et al., 2005; Li & Wilkinson, 2005; Le Ba, 2009). Li et Wilkinson

imposent une contrainte complémentaire (Non-Negative Least Squares Problem) pour que

la PSD obtenue ne contienne aucune valeur négative (Li & Wilkinson, 2005).

minf(x) = ‖AX − C‖2 , Xi ≥ 0, i = 1, 2, ...N (A.11)

A.1.3 Résultats numériques

Pour les besoins du test, nous avons choisi une PSD de forme simple donnée par une

gaussienne centrée sur une taille de 100 µm et avec un écart-type de 20. Les classes des

tailles et des cordes suivent une loi arithmétique de premier terme u0 = 0 et de raison

q = 1.

Nous donnons dans la Figure A.2 les résultats numériques obtenus à partir de la

solution analytique développée précédemment dans le cas d’une population de particules

sphériques en termes de génération de la CLD associée et le travail inverse.

La distribution en bleu représente la CLD issue de la PSD suivant une loi gaussienne.

Sa forme fortement asymétrique avec un prolongement vers les petites tailles est la signa-

ture de l’ensemble des cordes possibles de longueur inférieure ou égale aux diamètres des

particules mères que le laser de la sonde peut croiser d’une façon complètement aléatoire.

Nous notons bien qu’aucune corde n’est plus longue que la plus grande particule de la

PSD puisque le diamètre d’une particule sphérique est sa plus longue corde possible.

A partir de la CLD et en faisant le travail inverse (équation (A.8)), nous retombons

bien sur la PSD initiale (petits ronds sur le graphique). Dans ce cas, étant donné la

simplicité de la forme des particules, l’inversion de la matrice du système ne pose pas de

problème.

A.2 PSD-CLD : Traitement d’image

L’existence d’une solution analytique donnant la CLD associée à une PSD n’est garan-

tie que dans le cas où la forme des particules est simple. Dans le cas de particules ayant

une forme quelconque, le problème devient complexe et n’admet pas de solution analy-

tique d’où la nécessité de chercher des alternatives puisque nos matrices cellulosiques sont

composées de particules non-sphériques.
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Figure A.2 – Génération de la CLD d’une PSD et inversement dans le cas de particules
de forme sphérique

La technique proposée ici est l’exploitation des données issues de la morpho-

granulométrie pour développer un outil numérique capable de générer une CLD à partir

des images de particules. Le principe de cette technique ainsi que sa validation sont dé-

veloppés ci-après.

A.2.1 Principe de la technique

La technique est basée sur un traitement particulier d’un lot d’images de particules. Les

différentes étapes de la procédure sont décrites dans l’algorithme donné dans la Figure

A.3. Pour mimer le caractère aléatoire de la génération des cordes, à partir du lot de

particules, une seule est sélectionnée par un tirage aléatoire, ce qui est équivalent au

passage de la particule à côté de la sonde FBRM.

Cette particule en mouvement présente un certain côté face à la sonde d’où la généra-

tion d’une orientation aléatoire de l’image. Une fois ce travail fait, l’image de la particule
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Figure A.3 – Schéma global de l’algorithme de génération des cordes à partir du traite-
ment d’images de particules

est binarisée sous forme de matrice pour les besoins du traitement. L’endroit exact de la

coupe du laser est généré aussi aléatoirement donnant la ligne de la matrice concernée.

Par un simple comptage de pixels, nous remontons à la longueur de la corde générée.

Si cette corde est inférieure à la limite de détection de la sonde, elle n’est pas prise en

compte. Ce travail est effectué jusqu’à ce que la CLD finale soit stable.

Ce traitement est effectué sous Matlab en utilisant la Toolbox Image Porcessing.

A.2.2 Validation de la technique

La validation de cette technique se fait par comparaison avec le résultat obtenu via

la solution analytique présentée précédemment. En effet, si nous nous plaçons dans le cas

de particules sphériques, nous pourrions confronter les deux méthodes.

Nous présentons dans la figure A.4 une comparaison entre les deux méthodes dans le
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cas de particules sphériques monodisperses de diamètre 100 µm. La solution analytique

est donnée aussi par (Li & Wilkinson, 2005). La distribution des classes suit une loi

géométrique de premier terme u0 = 1 et de raison q = 1.1938.

Figure A.4 – Comparaison des CLDs issues de la solution analytique (rouge) et par
traitement d’images (bleu)

Comme nous le constatons bien sur la Figure A.4, les deux méthodes donne sensible-

ment le même résultat avec des particules sphériques, ce qui valide l’approche par le trai-

tement d’image proposée. De ce fait, cette deuxième technique peut être étendue pour le

cas de particules ayant une forme quelconque. Par contre, le chemin inverse (CLD→PSD)

n’est pas possible dans ce cas.

La mise en œuvre et la validation numérique de cette technique ont été effectuées par

Larissa Brito, Maxime Cartier, Simon Deslandes et Géraud De Villeneuve dans le cadre

d’un Projet d’Initiation à la Recherche (PIR) 4A au Département Génie des Procédés et

Environnement (INSAT) que j’ai co-encadré.
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Annexe B

Algorithme Produit-Différence (PD)

Nous donnons dans cette annexe une description succincte de l’algorithme Produit-

Différence (PD) utilisé pour accéder aux poids (wi) et aux abscisses (Li) nécessaires pour

le calcul des moments dans la méthode QMOM et pour l’initialisation de la méthode

DQMOM. Pour plus de détails, le lecteur peut consulter (Gordon, 1968).

B.1 Principe de l’algorithme

Nous décrivons les différentes étapes de l’algorithme PD basé sur un ensemble de

moments normalisés par le moment d’ordre 0. La première étape consiste à construire une

matrice P de taille 2N + 1 ayant pour composantes Pi,j qui sont les combinaisons des

moments telles que :





Pi,1 = δi1 i ∈ 1, . . . , 2N + 1

Pi,2 = (−1)i−1mi−1 i ∈ 1, . . . , 2N + 1

Pi,j = P1,j−1Pi+1,j−2 − P1,j−2Pi+1,j−1, j ∈ 3, . . . , 2N + 1, i ∈ 1, . . . , 2N + 2− j
(B.1)

où δi1 est le symbole de Kronecker.

A titre d’exemple, dans le cas d’une quadrature avec deux points N = 2, la matrice

P est donnée dans l’équation (B.2) :
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P =




1 1 m1 m2 −m2
1 m3m1 −m2

2

0 −m1 −m2 −m3 +m2m1 0

0 m2 m3 0 0

0 −m3 0 0 0

0 0 0 0 0




(B.2)

La seconde étape consiste à générerun vecteur α de taille 2N et dont la première

composante est nulle (α1 = 0) et les autres composantes se calculent comme suit :

αi =
P1,i+1

P1,iP1,i−1

, i ∈ 2, . . . , 2N (B.3)

Dans la troisième étape, une matrice tridiagonale symétrique est construite à partir

du vecteur α dont les termes diagonaux ai et codiagonaux bi sont :





a1 = α2

ai = α2i + α2i−1 i ∈ 2, . . . , N

bi = −√α2i+1α2i i ∈ 1, . . . , N − 1

(B.4)

La génération des abscisses Li et des poids wi se fait par le calcul des valeurs et des

vecteurs propres de la matrice. Les valeurs propres sont les abscisses Li et les poids sont

calculés :

wi = m0v
2
i1 (B.5)

où vi1 est la première composante du ime vecteur propre.

B.2 Exemple : une distribution gaussienne

Pour illustrer le résultat de cet algorithme, nous prenons une distribution gaussienne

(équation (IV.82)) ayant comme moyenne µ = 10 et un écart-type de σ = 2. Pour une

quadrature à trois points (N = 3), les poids sont w1 = w3 = 1
6
et w2 = 2

3
et les abscisses

Li sont :
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L1 = µ−
√

3σ = 10− 2
√

3 ≈ 6.54

L2 = µ = 10

L3 = µ+
√

3σ = 10 + 2
√

3 ≈ 13.46

(B.6)

Comme nous pouvons le voir sur la Figure B.1, les poids (wi) ne sont pas des estima-

tions de n(Li) mais donnent une information qualitative sur la densité n(L) (e.g. symétrie,

présence d’un pic).

Figure B.1 – Abscisses et poids calculés via l’algorithme PD pour une distribution gaus-
sienne
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