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Introduction

Depuis plusieurs décennies, chaque décennie est notablement plus chaude que la pré-

cédente i... Le changement climatique, s’il faisait encore débat il y a quelque temps, est

maintenant bien réel. Le dernier rapport du GIEC ne fait que confirmer les conclusions

des précédents rapports, et les récentes manifestations climatiques telles que l’intensi-

fication de l’activité cyclonique, la fonte des glaciers et l’élévation du niveau de la mer

ne font qu’attester un processus déjà enclenché. Pour reprendre le jargon des experts

du climat, il est désormais extrêmement probable – c’est-à-dire avec une probabilité su-

périeure à 95% – que l’élévation des températures sur le globe soit en partie due aux

activités humaines.

Les « puits de carbone » de la planète tels que les océans et grandes forêts ne per-

mettent d’absorber que la moitié des émissions totales émises durant toute une année ii,

l’autre moitié étant accumulée dans l’atmosphère iii. Pour ces raisons, de nombreuses

mesures tentent d’être mises en place pour réduire les émissions de gaz dans l’atmo-

sphère, notamment en développant des solutions plus économes en énergie, pour le

transport ou encore l’habitat, malheureusement cela reste marginal devant la consom-

mation grandissante d’énergie fossile – avec en tête le charbon – dans la plupart des pays

de la planète (hormis la France et le Japon). Les conséquences sont d’ailleurs de plus en

plus globales comme le montre une récente étude de la NASA iv. En effet, les particules

fines liées aux émissions de CO2 en Chine semblent être en partie responsables des hi-

vers très rigoureux que connaissent les États-Unis depuis trois ans.

Parmi les solutions envisagées, le stockage géologique du CO2 est prometteur dans le

sens où les capacités de stockage permettraient de couvrir largement (plusieurs siècles)

la période pendant laquelle les ressources fossiles seront consommées jusqu’à épuise-

ment (un à deux siècles). Différents types de stockage sont envisagés. D’une part, il y a la

possibilité de stocker dans des gisements d’hydrocarbure épuisés ou dans des veines de

i. D’après les conclusions faites par le GISS
ii. Les émissions globales en 2014 ont représenté 40 Gt de CO2.

iii. http://climate.nasa.gov/news/2190/
iv. http://climate.nasa.gov/news/2218/
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charbon non exploitées pour lesquels les structures géologiques sont bien connues, mais

les capacités sont limitées i, et leurs répartitions géographiques trop localisées. D’autre

part, le stockage géologique est possible dans des aquifères salins profonds ii qui repré-

sentent le plus gros potentiel iii de stockage et sont disponibles à peu près sur toute la

surface du globe, mais possèdent aussi les plus grandes incertitudes sur leurs capaci-

tés à confiner durablement le CO2. Cependant, la fiabilité du stockage doit encore être

démontrée sur le plan technique et environnemental. Pour ce faire, de nombreuses re-

cherches ont été lancées pour étudier l’impact des transformations géochimiques et mé-

caniques sur l’étanchéité des couvertures et des puits. Ces études se font généralement

selon trois échelles iv. L’échelle de la roche couverture où l’on étudie de manière détaillée

les roches couvertures argileuses possiblement faillées ou fracturées pouvant présenter

des niveaux de fuites. Ces niveaux de fuites sont identifiés par des essais en laboratoire, et

par des simulations numériques couplant altération géochimique des argiles et compor-

tements mécaniques. L’échelle du réservoir où l’on étudie les processus d’écoulements

multiphasiques et de réactivités géochimiques associées. À l’aide de modélisations nu-

mériques, des bilans de piégeage potentiel du CO2 sont réalisés suivant les caractéris-

tiques du réservoir. La dernière échelle est celle du puits où les chemins de fuites poten-

tielles le long des interfaces argile-ciment-cuvelage doivent être étudiés en détail. Cette

échelle « puits » correspond en réalité à une zone dite « proche puits » car elle comprend

toute la roche voisine dans un rayon de quelques mètres.

Pour modéliser et simuler de manière fiable le comportement du stockage dans le

temps, il est donc important de bien comprendre les scénarii pouvant être à l’origine

d’une rupture d’étanchéité comme la perte d’intégrité d’un puits, d’un réservoir ou en-

core la réactivation d’une faille. Les modèles actuels servant à l’étude de la perte d’étan-

chéité des sites de stockage se servent essentiellement de la compréhension des méca-

nismes physico-chimiques. Ce qui permet de voir dans quelle proportion la perméabilité

du milieu en contact avec le CO2 est affectée. Et ainsi lorsque ces modèles prennent en

compte les phénomènes de transport et la structure géologique du milieu, ils peuvent si-

muler l’évolution du panache de gaz stocké dans le réservoir. La mécanique du solide est

encore peu utilisée dans ces modèles ou alors en faisant beaucoup d’hypothèses sim-

plificatrices, mais parfois indispensables lorsque l’on souhaite modéliser des systèmes

de très grandes tailles et que peu de paramètres sont mesurables directement. Les ap-

proches mécaniques développées sur ce thème se concentrent sur l’étude de la roche

couverture. Les modèles mécaniques à l’échelle roche couverture qu’ils soient de nature

i. 5 à 150 Gt pour les veines de charbon et environ 900 Gt pour les gisements épuisés.
ii. L’aquifère salin est un réservoir d’eau salée non potable.

iii. 1000 à 10000 Gt de stockage potentiel.
iv. Projet ultimateco2

Écoulements et rupture en milieu poreux déformable : application au stockage géologique de CO2

http://www.brgm.fr/projet/ultimateco2-comprendre-processus-long-terme-associes-stockage-geologique-co2


Introduction 3

numérique ou semi-analytique [90] essaient par une description simplifiée de déterminer

les conséquences mécaniques de l’apparition du gaz dans le réservoir. Ces modèles ont

pour objectif de prévoir la migration du gaz par des chemins préférentiels en modélisant

l’amorçage et/ou la réactivation de réseau de fractures ou de failles dus à l’augmenta-

tion de la pression interstitielle dans le milieu, par l’injection de gaz pouvant affecter

la pérennité de la roche couverture. Pour ce qui est de la pérennité de la zone proche

puits, les études faites sur les conséquences mécaniques de l’injection à cette échelle

sont limitées et encore incomplètes tant les facteurs pouvant induire une dégradation

sont nombreux. De plus, cette zone est le siège de phénomènes physiques complexes

provoquant des déformations irréversibles sur des périodes très courtes à l’échelle du

stockage. Le puits bien qu’étant relativement simple de conception est une structure

présentant de multiples interfaces pouvant être considérées comme autant de chemin

de fuites potentielles du gaz. En théorie, le ciment coulé après le forage du puits entre

le cuvelage en acier et la formation rocheuse a pour vocation de rétablir l’étanchéité na-

turelle entre les différentes couches géologiques traversées par le puits. Une fois pris, le

ciment constitue une interface de quelques centimètres d’épaisseur entre la roche et le

cuvelage. Cette interface cimentaire apparaît comme le point le plus critique vis-à-vis

de l’étanchéité et du confinement CO2 injecté en raison des forts gradients de pression

et gradients hydriques générés localement. Pour ces raisons, les scénarii à l’origine de la

perte d’étanchéité à l’échelle « proche puits » ne sont pas clairement identifiés. En effet,

de nombreux travaux ont récemment tenté de reproduire en laboratoire les conditions

d’altérations géochimiques de la gaine cimentée en environnement CO2 pour établir le

lien avec la perte d’étanchéité de la structure. Néanmoins, il est légitime de penser que

la dégradation chimique ne peut-être le seul facteur à l’origine de la perte d’étanchéité,

mais plutôt un ensemble complexe de couplages multiphysiques qui semblent être res-

ponsables de cette perte d’étanchéité. Pour ces raisons, la modélisation multiphysique

avec comme principaux outils ceux de la mécanique peut participer à faire progresser la

compréhension des mécanismes à l’origine de la perte d’étanchéité dans la zone proche

puits.

L’approche proposée dans ce travail est donc, de construire un modèle multiphy-

sique à partir d’un scénario plausible de dégradation de la zone proche puits. L’objectif

est de proposer un outil de simulation permettant de décrire et de prévoir l’endomma-

gement de la zone proche puits exposée et non exposée au CO2. Pour répondre à notre

objectif, une recherche expérimentale essentiellement portée sur le comportement des

interfaces cuvelage-ciment soumises à différentes expositions est nécessaire notamment

pour observer les conditions d’apparition de fissures dans le milieu. Parallèlement à ces

travaux expérimentaux, la construction d’un modèle s’appuiera sur la mécanique des
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milieux poreux, qui permet de tenir compte de la présence de fluides sous pression dans

la zone proche puits. Par ailleurs, il est connu que l’opération d’injection est en grande

partie responsable de la montée en pression et en température dans le milieu. Cette

montée en pression s’accompagne alors d’un stockage d’énergie élastique dans le milieu

qui sera en partie dissipée par fissuration. La mécanique de la rupture nous permettra de

prendre en compte la fissuration dans le modèle et, on étudiera un modèle d’interface

pour lequel il sera identifié un nombre restreint de paramètres mécaniques grâce à des

essais de cisaillement. Il est également important que le modèle proposé soit suffisam-

ment simple pour permettre une intégration rapide dans un outil de simulation.

Le manuscrit de thèse est composé de quatre chapitres. Le chapitre 1 a pour ob-

jectif d’identifier des scenarii pouvant conduire à des fuites de CO2 en s’appuyant sur

un ensemble d’éléments bibliographiques. Différents essais expérimentaux sont ensuite

réalisés afin d’observer certains phénomènes qui sont supposés avoir lieu tels que la car-

bonatation, le séchage, et le retrait sur des éprouvettes représentatives de la structure.

L’annexe A complète ce chapitre par une revue bibliographique sur le ciment et les phé-

nomènes physiques étudiés. Cette analyse nous permet d’identifier les mécanismes sur

lesquels se fonde notre modélisation.

Le chapitre 2 du manuscrit est consacré aux outils de mécanique utilisés. On réalise

dans un premier temps un bref rappel sur les quelques notions courantes utilisées en

mécanique des milieux poreux. Puis on détaille le modèle utilisé adapté à notre problème

en présentant le cadre théorique nécessaire à l’établissement des principales équations.

À partir des notions de moyennes faites sur les grandeurs physiques microscopiques jus-

qu’aux formulations variationnelles nécessaires pour la mise en place de l’outil de simu-

lation. Le modèle permet de traiter plusieurs écoulements dans un milieu poreux défor-

mable.

Le chapitre 3 présente la stratégie et les méthodes numériques mises en place pour

la réalisation de notre outil de simulation par éléments finis en s’appuyant sur la plate-

forme logiciel LMGC90, particulièrement bien adaptée pour gérer numériquement les

problèmes de contact et de frottement aux interfaces. Le but est de mettre en place un

outil modulaire et réutilisable en vue de pouvoir venir l’enrichir par la suite. Un cas test

de l’outil est présenté pour valider le modèle présenté dans le chapitre 2.

Le chapitre 4 de ce manuscrit donne une brève synthèse bibliographique des diffé-

rentes manières de modéliser la rupture en mécanique. On présente ensuite d’une part

le modèle d’interface que nous avons utilisé pour identifier les paramètres mécaniques

d’une interface cuvelage-ciment. Et d’autre part, le critère énergétique que nous souhai-

tons utiliser dans notre outil de simulation. On explique ensuite une manière possible
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de combiner un critère énergétique et un modèle d’écoulements en milieu poreux en

exploitant le principe de la méthode d’érosion [115].
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Introduction

L’objectif de ce premier chapitre est de proposer un scénario de dégradation de la

zone proche puits dans le contexte du stockage géologique, à partir duquel nous souhai-

tons établir une méthodologie de modélisation permettant la simulation par éléments

finis des principaux phénomènes physiques mis en jeu dans cette altération. Nous tente-

rons d’une part de fournir un outil numérique d’étude de scénarii et d’aide à la décision,

par exemple concernant les risques du stockage géologiques. Et d’autre part, un travail

pouvant servir de base aux développements d’autres modèles impliquant de nombreux

couplages physiques.

Pour mener à bien cette étude, nous nous proposons dans ce premier chapitre de dé-

crire la procédure de séquestration du CO2, laquelle a été la motivation industrielle pre-

mière, et de préciser la structure associée qui sert de point d’injection et de point d’en-

trée du CO2 dans le site d’accueil géologique. La plupart des risques identifiés comme

pathologiques pour le stockage seront mis en exergue. Nous établirons alors un scénario

plausible de dégradation à partir d’interprétations d’éléments bibliographiques. Nous

réaliserons une campagne expérimentale dans le but de caractériser un processus de

dégradation d’une structure simplifiée du puits, et dans la mesure du possible, de hié-

rarchiser les phénomènes physiques responsables de cette dégradation. Toutefois, les

nombreux couplages physiques mis en jeu rendent cette tâche difficile. Enfin, nous pro-

poserons une approche de modélisation adaptée au regard des mécanismes qui seront

identifiés au cours de ce chapitre.

1 Le stockage géologique de CO2

Parmi les différentes options de stockage en cours d’évaluation, le stockage de CO2

dans des formations géologiques présente le plus grand potentiel de réduction des émis-

sions anthropiques, mais aussi les plus grandes incertitudes et difficultés techniques et

économiques. La procédure du stockage géologique se résume assez bien par son acro-

nyme Carbon Capture Storage (CCS) i. Les perspectives de déploiements à l’échelle in-

dustrielle impliquent que le facteur sécurité soit totalement maitrisé sur toute la chaîne

de développement. En effet, le stockage souterrain prévu dans des réservoirs de capacité

suffisante, tels que les veines de charbon trop profondes pour être exploitées, les aqui-

fères salins, les réservoirs de pétrole (ou de gaz) en fin de vie, exige une parfaite étan-

chéité des puits sur des durées séculaires. Les aquifères salins présentent les qualités de

i. Le procédé CCS comporte une phase de captage, une phase de transport et une phase de stockage.
La phase de captage s’effectue au niveau des sources d’émissions généralement industrielles telles que les
cimenteries, aciéries ou encore les centrales thermiques. C’est la phase la plus coûteuse économiquement
bien que le facteur risque ne soit pas compté dans le chiffrage économique.
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stockage les plus importantes d’un point de vue géologique. Pour se donner une idée, la

capacité de stockage potentielle dans les aquifères profonds est de l’ordre de 400 à 10 000

Gt, soit 10 à plus de 250 fois les émissions de CO2 cumulées en 2013 i.

Actuellement deux sites sont déjà en cours d’exploitation industrielle depuis quelques

années. Le site de Sleipner ii (Norvège) en mer du Nord et le site d’In Salah en Algérie.

Concernant le coût du stockage géologique du CO2, celui-ci est conditionné principale-

ment par les débits d’injection. Cet aspectest toutefois contraint les propriétés géophy-

siques des réservoirs et les propriétés intrinsèques du fluide qui limitent ces débits. Lors

d’une opération d’injection, le CO2 est injecté dans un état particulier dit supercritique.

Le CO2 est dit supercritique lorsqu’il atteint une température supérieure à 31◦C et une

pression supérieure à 74 bars (7,4 MPa), voir Fig.(1.1).

Fig 1.1. Variation de la densité du CO2 en fonction de la température et de la pression. Ce sont
les plages de variabilités thermodynamiques rencontrées dans les bassins sédimentaires pour
différents gradients géothermiques, en supposant des conditions de pression hydrostatique et

lithostatique, d’après Bachu (2003) [10].

Cette propriété est intéressante pour le transport et l’injection du CO2, car les fluides

dits supercritiques ont des propriétés différentes qui sont comprises entre celles d’un li-

quide et celles d’un gaz. En effet, leurs viscosités sont proches de celles d’un gaz, tandis

que leurs densités proches de celles d’un liquide avec un pouvoir de diffusivité très élevé

i. 36 Gt, http://www.planetoscope.com
ii. CO2 injecté actuellement à raison d’un million de tonnes par an.
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par rapport au fluide liquide. Ce qui facilite la pénétration dans les éléments poreux du

réservoir mais aussi du puits i. Les profondeurs de stockage permettent naturellement

de conserver cet état sur le long terme. Pour donner un ordre de grandeur, les niveaux de

pression augmentent à raison d’1 MPa tous les kilomètres (km) et la température s’élève

d’environ 25◦C par km. Notons que les propriétés du CO2sc (supercritique ii) peuvent

varier au cours d’une opération de stockage notamment du fait de la variabilité des pres-

sions d’injections et des propriétés des réservoirs. Cela n’empêche pas que la masse vo-

lumique du CO2 reste bien inférieure à celle de l’eau, ce qui facilite son injection.

2 Accidentologie du stockage CO2

2.1 Les risques liés au stockage de CO2

La sécurité d’un site de stockage de CO2 peut être évaluée selon « les trois exigences

fondamentales iii » suivantes :

• le site de stockage évolue vers une situation de stabilité à long terme ;

• le comportement observé du CO2 injecté est conforme au comportement modélisé ;

• aucune fuite détectable.

L’objectif est alors de quantifier le risque à partir de ces trois points pour garantir la

sécurité du site. Le premier point est celui qui statistiquement représente le moins de

risques d’un point de vue opérationnel, i.e que les couplages géochimiques théoriques,

activent des mécanismes iv (piégeage résiduel, piégeage stratigraphique, piégeage par

dissolution et piégeage minérale) de pérennisation en assurant la stabilisation du site

de stockage à long terme.

Le deuxième point est une exigence de surveillance du réservoir post-injection, c’est-

à-dire que la modélisation de réservoir doit permettre de manière prédictive de suivre le

développement progressif du panache de CO2.

i. Il est question ici de la gaine de ciment.
ii. Dans la suite du manuscrit, l’abréviation « sc » est utilisée pour désigner le terme supercritique.

iii. D’après CO2Care, informations disponible à l’adresse https://www.co2care.org/
iv. Le piégeage stratigraphique correspond à celui où le CO2 moins dense que l’eau est piégée sous une

roche couverture imperméable, et ayant la plus forte contribution au piégeage de 20% à 100%. Le piégeage
résiduel correspond à celui où le CO2 est piégé dans les pores du réservoir. Le piégeage par dissolution
est celui dans lequel le CO2 se dissout dans l’eau salée du réservoir, en enrichissant celle-ci en carbonate
et hydrogénocarbonate, la rendant alors plus lourde. Le piégeage minéral est celui qui représente le plus
haut niveau de sécurité du stockage, les solutions aqueuses riches en CO2 réagissent avec les minéraux du
réservoir pour former de nouveaux minéraux carbonatés. C’est aussi le plus lent des mécanismes à se mettre
en place, seulement 15% du CO2 est minéralisé au bout de 10 ans.
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En dernier point, démontrer l’absence de fuite sur le site constitue un élément clé

de la viabilité du projet. Les efforts faits par la géophysique dans ce domaine sont impor-

tants et permettent maintenant de dire avec une très bonne sensibilité grâce au dévelop-

pement des méthodes d’acquisition de données sismiques 3D/4D le degré d’incertitude

fait sur le piégeage du CO2. Toutefois, ce degré d’incertitude n’est pas aussi bien déter-

miné en ce qui concerne les infrastructures des puits de forage et de la zone proche puits,

les risques de fuites diffuses restent réels et ne sont pas à exclure dans les puits d’injec-

tion comme nous y reviendrons en section (2.2). Une vision schématique des principaux

évènements pathologiques pouvant survenir durant l’injection et le stockage de CO2 est

présentée sur la figure (Fig.1.2). Les évènements principaux identifiés [55] sont : (i) une

fuite le long d’un puits d’injection ou d’un autre puits en exploitation ; (ii) une fuite le

long d’un puits colmaté ou abandonné ; une fuite par une faille ; (iii) une fuite par mi-

gration latérale ; (iv) une fuite à travers la roche de couverture ; (v) des déformations mé-

caniques par une surrection i et (vi) une fracturation induite ou une sismicité d’origine

anthropique. Les points (i) à (iv) sont représentés sur les figures Fig.(1.2) et Fig.(1.4).

Fig 1.2. Représentation schématique de l’injection de CO2, de sa migration, et des chemins de
fuites potentielles, d’après Celia (2004) [42].

i. Une surrection est un soulèvement progressif des terrains.
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2.2 Défaillance des puits d’injection et de la zone proche puits

Les puits sont des éléments essentiels du stockage géologique, mais également les

points faibles de la chaîne de stockage. Le puits constitue le lien direct entre le réservoir

et les couches supérieures jusqu’au niveau du sol. La gaine de ciment du puits est cen-

sée rétablir l’étanchéité naturelle entre les différentes couches traversées et ainsi assurer

le confinement du système de stockage. Le risque alors de mettre en communication

des aquifères profonds avec des couches sus-jacentes (par exemple des nappes phréa-

tiques), par un défaut d’un des éléments de structure du puits est fort. Le puits est une

structure (voir Fig.(1.3)) composée d’un nombre important d’éléments, lesquels ne font

que multiplier le nombre d’interfaces et de chemins de fuites potentiels (voir Fig.(1.4)).

Fig 1.3. Opération de tubage et de cimentation : principe de la procédure de la cimentation,
d’après Nguyen (1993) [112]

Le puits est soumis à un ensemble de conditions accidentogènes telles qu’un dé-

faut de cimentation, un défaut d’étanchéité des vannes de régulation du débit de gaz,

de la dégradation du cuvelage et de la gaine cimentaire du puits suite aux interactions

physico-chimiques dues au CO2. À l’instar de Nordbotten (2008) [113], Oldenburg (2006) [114],

Fahrner (2012) [54] nous pensons que les interfaces cuvelage-ciment-roche et leur voisi-

nage proche constituent des chemins d’écoulements privilégiés. Ceci est accentué par le

fait que les opérations de forage et d’injection (forts gradients de pression) conduisent
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(a) (b)

Fig 1.4. (a). Représentation schématique des chemins de fuites potentiels le long d’un vieux puits
fermé à l’aide d’un bouchon de ciment : a et b entre le ciment et le tubage ; c à travers le tubage ;
d à travers des fissures ; e entre le ciment et la formation, d’après Celia (2004) [42]. (b) Les mêmes

vecteurs de fuites sont identifiés pour un puits injecteur de CO2.

inévitablement à un endommagement des parois du puits. À titre d’exemple, nous pou-

vons citer les incidents de fuite qui ont eu lieu sur le site d’In Salah en Algérie. L’expertise

technique a montré qu’une faille géologique a été activée entre le puits d’injection et

un ancien puits (lieu de la fuite). Le puits a dû être renforcé, et la pression d’injection

réduite. Le deuxième incident a été la constatation d’une surrection due à une surpres-

sion du réservoir. De nombreux autres incidents et accidents ont été répertoriés dans un

rapport d’étude de l’INERIS daté du 30 mai 2013 [55].

3 Identification d’un scénario de dégradation

Comme nous venons de le voir, les défaillances probables à l’origine d’une fuite du

stockage géologique sont nombreuses. L’exercice dans ce chapitre consiste à identifier

un scénario de dégradation. Celui-ci est d’autant plus difficile à identifier que les dif-

férents mécanismes physiques susceptibles d’encourager une défaillance du stockage

sont fortement couplés et impliquent de nombreux paramètres. L’idée dans un premier

temps est d’essayer d’avoir un éclairage nouveau sur quelques études existantes. Nous

proposerons dans un second temps à partir de ces nouvelles interprétations, un scéna-

rio probable de fissuration des interfaces et dans le volume à l’origine des dégradations

constatées dans les sites actuels.
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3.1 Analyse d’éléments bibliographiques clés

Jusqu’à présent, plusieurs auteurs Nordbotten (2008) [113], Kutchko (2007) [85], Celia

(2004) [42] s’accordent à dire que les fuites résultent de la dégradation du ciment par car-

bonatation ou lixiviation ou encore par corrosion des cuvelages d’acier. Les conclusions

de la publication de Carey (2007) [39] vont effectivement dans ce sens. Carey a analysé un

échantillon exposé 30 ans au CO2, prélevé à quelques mètres au-dessus de la transition

réservoir couverture sur le site de SACROC dans la région ouest du Texas (U.S.A) (Fig.1.5).

Les conclusions de cette publication montrent qu’il y a bien eu une altération du ciment

en contact avec le CO2 sur une section sus-jacente (au-dessus du réservoir) caractérisée

par la formation d’un annulaire i carbonaté. Ce qu’il faut retenir de ceci, c’est que la car-

bonatation a eu lieu au niveau des interfaces cuvelage-ciment et ciment-roche. Il semble

donc y avoir eu un écoulement préférentiel le long de ces interfaces.

Fig 1.5. Photographie d’un échantillon provenant d’un puits abandonné montrant de gauche à
droite, ciment avec une croûte noire de 1 mm altérée adjacente au tubage du puits, 5cm de ci-
ment non altéré, ciment avec une zone d’altération de 1 cm en contact avec la roche, d’après

Carey (2007) [39].

De nombreuses publications continuent d’apporter des éléments sur les altérations

géochimiques des ciments pétroliers en conditions de stockage, cf. Barlet-Gouédard (2006,

2007, 2009) [12], [13], [14], ou encore Fabbri (2009) [53] et Rimmelé (2010) [128]. Certaines expé-

riences réalisées dans des conditions représentatives de celles d’un réservoir peu pro-

fond consistant à caractériser l’étanchéité de l’espace micro annulaire, montrent que

celui-ci a une tendance à l’auto-obturation du fait de la formation de carbonates. La

conclusion de la publication de Carey (2010) [40] va également dans ce sens. Dans ce cas,

comment expliquer ces écoulements préférentiels aux interfaces constatés dans la plu-

part des incidents répertoriés ? La question est sur ce point toujours ouverte.

Toutefois, il est très probable qu’au-delà des mécanismes connus pouvant être à

l’origine d’une défaillance, par exemple un défaut de cimentation ou une activité sis-

i. de 0,1mm à 1cm.
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mique (d’origine entropique ou tectonique) générant un cisaillement sur des sections

du puits, d’autres mécanismes potentiels peuvent être à l’origine de migrations préfé-

rentielles aux interfaces. En effet, jusque là non mentionnés à notre connaissance pour

ce genre d’application, les phénomènes de retraits gênés (ici par la présence du cuvelage

en acier et/ou de la roche) peuvent jouer un rôle déterminant dans la défaillance d’un

puits d’injection dans la mesure où d’importantes modifications dans les conditions de

saturations du milieu ont lieu.

Fig 1.6. Modélisation de l’injection de CO2sc. La partie en rouge représente la zone totalement
saturée en CO2sc c’est-à-dire il n’y a plus d’eau liquide, résultats d’après Hurter (2007) [80].

Dans le cadre de la recherche sur le stockage géologique de CO2, de nombreuses si-

mulations de migration du panache de CO2 ont été réalisées. Par exemple, Hurter (2007) [80]

montre bien que les conditions de saturation sont fortement modifiées localement. En

effet, on observe que le point d’injection et son voisinage sont à partir d’un temps t

donné saturés en CO2 (voir Fig.1.6). Le CO2 injecté désature alors progressivement toute

la zone proche puits pendant la phase d’injection. Ce front de désaturation s’étale dans

un premier temps horizontalement puis verticalement pouvant remonter jusqu’à la roche

couverture. Ce phénomène est aussi mis en évidence dans les travaux de Peysson (2011) [117]

où il est démontré l’existence d’un front de séchage à partir du point d’injection. Par

ailleurs, ceci a pour conséquence la précipitation des sels lorsque le site de stockage est

un aquifère salin (ce qui est souvent le cas). La conséquence de cette précipitation des

sels est de réduire la perméabilité du milieu accentuant alors le risque de fissuration in-

duite en augmentant les gradients de pression locaux.
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3.2 Proposition d’un scénario probable

La littérature associée à la recherche dans le génie civil nous donne un éclairage inté-

ressant sur ces phénomènes impliqués dans la dégradation des ciments et des bétons en

présence de CO2
i. En effet, ces retraits gênés entraînent des déformations différées qui

sont souvent à l’origine de fissuration par exemple dans les enceintes de confinement

de bâtiment de réacteurs nucléaires, voir par exemple Benboudjema (2005,2008) [21,22].

Le gradient hydrique est le principal moteur de ce retrait (voir annexe A). C’est lui qui

conditionne le taux de saturation du milieu et donc la place laissée pour le transfert du

CO2. Dans notre cas, une dégradation similaire semble probable. Néanmoins, le contexte

géologique rend la lecture du problème délicat, car il est vraiment difficile de connaître

l’état de dégradation réel de la structure à plusieurs milliers de mètres de profondeur

ainsi que l’état de contrainte in situ et les conditions aux limites du problème.

À l’évidence, les scénarii à l’origine de la perte d’étanchéité peuvent être nombreux

et ne sont pas clairement identifiés. Les causes responsables d’une fissuration induite

aux interfaces et dans le volume sont multifactorielles et les phénomènes géochimiques

seuls n’expliquent pas tout. Nous avons essayé, notamment à travers la littérature du

génie civil, d’apporter des éléments nouveaux quant à l’interprétation des défaillances

des puits d’injection. Ces nouvelles interprétations suggèrent qu’il peut être intéressant

d’essayer de reproduire via des expériences les mécanismes que nous pensons être à

l’origine d’une fissuration.

4 Démarche et méthodes expérimentales

Les dernières conclusions ont montré qu’il était important d’essayer de déterminer

ce qui était à l’origine de la fissuration aux interfaces et dans le volume du puits. Dans

cette optique, nous proposons de reproduire les mécanismes responsables de cette dé-

gradation à travers des expériences simples, et dans la mesure du possible représenta-

tives des conditions in situ. Pour cela, on réalise deux types d’expériences.

L’objectif de la première expérience est de mesurer l’impact de la carbonatation sur

les propriétés physico-chimiques du ciment et de l’interface ciment-acier. Pour ce faire,

on soumet une série d’échantillons à des conditions de stockage géologique « réservoir »

(100% d’humidité relative), et l’autre série d’échantillons à des conditions de stockage

« puits » (10% à 50% d’humidité relative).

i. Dans des proportions infiniment plus petites, puisqu’il s’agit ici de ppm pour le CO2 auquel les struc-
tures de génie civil sont exposées.
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L’objectif de la deuxième série d’expériences tend à caractériser la tenue mécanique

de l’interface ciment-acier saine et carbonatée en condition puits. Pour cela, des tests

d’adhérence, via des essais de cisaillements sont réalisés à l’aide d’une machine de trac-

tion compression.

4.1 Matériau d’étude : ciment pétrolier

Lorsqu’on réalise le forage, différentes couches sont mises en communication. L’iso-

lement initial est rétabli un ensemble cuvelage (acier) et gaine de ciment. Cette fonction

est correctement assurée si cet ensemble n’autorise qu’un débit de fuite ( eau, huile, gaz)

inférieur ou égal à celui qu’autoriserait une section équivalente du terrain non foré.

Le rôle d’une cimentation de colonne étant d’isoler une zone productrice des autres

zones, il est essentiel qu’elle soit étanche. Or, la plupart des cimentations se montrent

défectueuses et l’on attribue généralement ce défaut d’étanchéité à une mauvaise adhé-

rence i mécanique du ciment vis-à-vis des parois du cuvelage et de la formation. En effet,

une gaine de ciment peu étanche au niveau d’un réservoir de perméabilité relativement

faible pourra par exemple, favoriser la fuite de gaz. Les défauts de cimentation pouvant

perturber cette étanchéité sont par exemple un canal de boue au niveau de la forma-

tion ou encore une percolation de gaz au niveau de la gaine de ciment. Les vecteurs de

ces défauts sont généralement dus à un mauvais déplacement de la boue de forage, une

formulation du ciment non conforme aux exigences du puits, des fissures de l’annulaire

cimenté sous l’effet des chocs thermiques et hydrauliques et du vieillissement, et à l’évo-

lution de la perméabilité pendant le vieillissement.

Le matériau d’étude choisi pour réaliser nos expériences est un ciment pétrolier clas-

sique, sa formulation diffère très peu d’un ciment de construction. Il permet de repro-

duire en laboratoire de manière assez fidèle une structure approchée d’un puits en condi-

tion géologique. Au contraire des roches qui sont peu disponibles, du fait qu’il est néces-

saire de disposer d’un carottage sur site. Par ailleurs, le lecteur trouvera une synthèse

bibliographique détaillée sur les propriétés et la structure du ciment en annexe (A).

Le matériau utilisé pour réalisé le cuvelage est un acier mi-dur équivalent à celui

utilisé dans les puits d’injection. Enfin, la géométrie réalisée correspond à une section

de puits à une échelle réduite, voir figure Fig.(1.7).

i. En pratique, on vérifie la mauvaise adhérence du ciment à l’aide d’une méthode dite Cement Bond
Log. C’est un équipement permettant de mesurer la qualité de la liaison du ciment mis en place dans l’an-
nulaire entre le cuvelage et la formation. Les mesures sont réalisées via des ondes soniques et/ou ultraso-
niques.
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a b

hcuvelage
ciment

Fig 1.7. Schéma de l’éprouvette acier-ciment utilisée pour les essais. Les dimensions sont les sui-
vantes a=10mm, b=12mm et h=22mm

4.2 Préparation du ciment

On prépare la pâte de ciment suivant les normes du code API [5], c’est-à-dire en dis-

persant le ciment dans l’eau, dans un mélangeur de type Waring Blendor, d’abord pen-

dant 15 secondes à petite vitesse (4000 trs/min), puis pendant 35 secondes, à grande

vitesse (12 000 trs/min).

On utilise un rapport eau/ciment égal à 0,44 pour un ciment Portland DYCKERHOFF

classe G. Avec ce rapport, la quantité d’eau introduite est supérieure à la quantité d’eau

stœchiométrique nécessaire à l’hydratation totale du ciment anhydre (eau/ciment > 0,38),

Taylor (1997) [141]. Un adjuvant anti-moussant à base de silicone NF3 est ajouté pendant

le mélange. L’ajout de cet adjuvant vise à minimiser la quantité d’air occlus dans la pâte

de ciment. Enfin, une agitation mécanique à 250 trs/min pendant 4 minutes permet de

chasser les bulles d’air récalcitrantes.

4.3 Préparation des plots ciment-acier

Les puits sont représentés par un tube métallique rempli par un bouchon de ciment

(voir Fig.1.7). La paroi du cuvelage est dégraissée avant de couler la pâte de ciment, dans

le but d’éviter toutes pollutions qui pourraient nuire aux caractéristiques d’adhérences

du ciment.

Pour être proche des conditions géologiques, on fait prendre le ciment dans des condi-

tions de pression et de température proche de celles présentes en fond de puits, soit une

température de 60 ◦C, et une pression de 20 bars. Pour ce faire, le ciment est maintenu

dans une cellule chauffante (Fig.1.8) sous pression jusqu’à son durcissement. Le durcis-

sement est atteint après une période de 15 jours, au bout de laquelle 99% des perfor-

mances mécaniques sont atteintes [30].

4.4 Effet de la température

Une augmentation de la température pendant la prise du ciment conduit à une aug-

mentation de la cinétique d’hydratation. Ceci a pour conséquence d’augmenter légère-

ment la résistance mécanique de la pâte de ciment au jeune âge. [31]
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Fig 1.8. Détails du dispositif expérimental de la cellule chauffante pressurisée pour la préparation
des plots de ciment.

4.5 Effet de la pression

Pour rester dans conditions proches de la réalité, on tient compte de la pression de

confinement pendant la prise du ciment. Toutefois, des auteurs tels que Yazici (2007) [160],

Takla (2010) [140], et Bourissai (2010) [30,31] s’accordent à dire que la pression pendant la

prise de la pâte de ciment ne joue pas de rôle significatif sur son comportement à long

terme, du moins dans la gamme des pressions étudiées.

5 Essais de vieillissement par carbonatation

La carbonatation est un phénomène naturel que subit tout matériau à base de ci-

ment. La carbonatation des matériaux à base de ciment est un phénomène qui semble

améliorer leurs propriétés (voir annexe A) telles que la résistance mécanique et la dureté

augmentent, la perméabilité aux gaz et aux liquides diminue, les hydroxydes solubles

sont transformés en carbonates. Cependant, dans le cas des puits pétroliers (et plus gé-

néralement dans le cas des bétons armés dans le génie civil), la carbonatation de l’an-
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nulaire de ciment (ou du bouchon) mis en place supprime l’immunité dont bénéficie

le cuvelage. La diminution du pH rend le milieu corrosif pour l’acier, et la formation de

produits de corrosion peut apparaître, générant un état de contrainte supplémentaire à

l’interface en la fragilisant d’autant plus. Ces aspects ne sont pas traités dans nos travaux

malgré toute l’importance qu’ils peuvent avoir sur la tenue mécanique des interfaces

ciment-acier, le lecteur pourra consulter à ce sujet Dehoux (2012) [46].

On appelle carbonatation la réaction de neutralisation des bases par le CO2 présent

dans le milieu. Les bases présentes dans le ciment hydraté sont essentiellement l’hy-

droxyde de calcium Ca(OH)2 (portlandite) et les silicates de calcium hydratés, représen-

tés par la formule CSH. Les réactions chimiques de carbonatation peuvent être représen-

tées par les équations (1.1) et (1.2) :

C a(OH)2 +CO2 → C aCO3 +H2O(1.1)

C-S-H+CO2 → C aCO3 +SiO2 +H2O(1.2)

Les équations (1.1) et (1.2) décrivent le mécanisme réactionnel de carbonatation de Ca(OH)2

sans décrire toutes les étapes intermédiaires de la réaction. Toutefois, on retiendra que

la carbonatation du ciment s’accompagne d’une libération d’eau dite liée de structure,

voir Fig.(A.1) de l’annexe (A).

5.1 Principe et description des essais

On réalise des essais de carbonatation dans différentes conditions d’humidité afin

d’évaluer l’impact de celle-ci sur la qualité de l’interface cuvelage-ciment. Le premier

type d’essai consiste à faire vieillir des plots de ciment (Fig.1.7) dans un milieu saturé

en eau et en CO2 dans une chambre thermo pressurisée, voir figure Fig.(1.9). Cet essai

correspond aux conditions hydriques que rencontrerait le puits pendant les premiers

temps du stockage.

Le deuxième type d’essai consiste à imposer un gradient hydrique sur des échan-

tillons vieillis (carbonatés) et sains, voir figure Fig.(1.10). Cet essai de dessiccation, où

l’objectif est de voir l’influence sur l’interface d’une variation importante de la teneur

en eau, correspond à la phase de séchage pouvant avoir lieu au fond du puits pendant

l’injection i.

i. Le CO2 est injecté sec pendant toute la durée du stockage, forçant le système à atteindre un nouvel
état d’équilibre hydromécanique.
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5.2 Conditions de vieillissement en chambre thermopressurisée

Une série de 8 échantillons a été vieillie 12 semaines suivant les conditions (proches

de celles régnant au fond du puits) indiquées dans le tableau (Tab.1.1) dans une chambre

chauffante sous pressions à deux étages, voir la figure (Fig.1.9).

Tab 1.1. Conditions de pression et de température pour le vieillissement des plots de ciment.

pression 15 MPa (15 bars)
température 80 ◦C
temps de vieillissement 12 semaines
humidité relative étage 1 100%
humidité relative étage 2 >99%

Un montage est réalisé avec un support pour faire vieillir les plots cuvelages-ciments

dans deux environnements de CO2 légèrement différents : une saumure saturée en CO2

à l’étage inférieur et une atmosphère humide saturée en CO2 supercritique à l’étage su-

périeur. Cela signifie qu’à l’étage supérieur de la chambre les échantillons baignent dans

une atmosphère humide, et ne sont pas immergés dans une solution saturée. L’eau n’est

donc présente que sous sa forme vapeur, ce qui génère un gradient d’humidité entre

l’échantillon et l’environnement.

Fig 1.9. Détails du dispositif expérimental de la chambre de vieillissement chauffante et pressu-
risée.
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5.3 Conditions de vieillissement des échantillons en dessiccateur

L’objectif de cet essai est de qualifier l’état de dégradation à l’interface, lorsque l’as-

semblage cuvelage-ciment est dans un environnement saturé en CO2 à faible humidité

relative (< 50%), les conditions d’environnement sont indiquées dans le tableau (Tab.1.2)

suivant :

Tab 1.2. Conditions de pression, température et d’humidité pour les plots de ciment.

pression 0,1 MPa (1 bar)
température 22 ◦C
temps de vieillissement 8 semaines
ambiance humide contrôlée 33%

Les échantillons sont séparés en deux groupes A et B. Le groupe A (cf. Fig.1.10.a)

est un groupe témoin, c’est-à-dire que l’on cherche à observer les éventuels effets sur

la structure dus à la dessiccation sans la carbonatation que pourrait subir le ciment.

Pour cela, les échantillons sont placés dans un dessiccateur avec une atmosphère sa-

turée en gaz neutre (qui ne réagit pas chimiquement avec le ciment), en l’occurrence ici,

de l’azote. Cela permet de découpler les effets de vieillissement des effets de séchage. Le

groupe B (cf. Fig.1.10.b) concerne les échantillons placés dans l’environnement saturé

en CO2.

6 Résultats

6.1 Mesures de perméabilité

Des mesures de perméabilité sur les plots de ciment sont réalisées dans le but de me-

surer une éventuelle différence aux interfaces et dans le volume. Ces mesures ont été réa-

lisées par le département de Physico-Chimie Appliquée de IFPEN [89] avec qui j’ai travaillé

en collaboration. Les résultats de ces mesures sont indiqués dans le tableau (Tab.1.3) sui-

vant :

Tab 1.3. Valeurs des mesures de perméabilité (en milliDarcy, 1mD=10−15 m2) arrondie à la partie
entière la plus proche.

Sain Eau+CO2 CO2sc
interface 1.10-4 mD 1.10-5 mD 1.10-1 mD
ciment 1.10-4 mD 1.10-5 mD 1.10-4 mD

On peut remarquer que les échantillons qui ont vieilli dans une atmosphère humide

(>99% d’humidité relative à l’étage supérieur) saturée en CO2sc sont plusieurs ordres de

grandeur fois plus perméables au niveau de l’interface que ceux ayant vieilli dans une
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Groupe A

(a)

entrée N2

Groupe B

(b)

Carboglace (CO2)

Sels pour ambiance humide contrôlée

Fig 1.10. Détail du dispositif expérimental mis en place pour l’étude des phénomènes de retrait
sur des échantillons cuvelage-ciment. (a) Groupe (A) Dessiccateur à atmosphère neutre saturé

en azote. (b) Groupe (B) Dessiccateur à atmosphère saturé en CO2.

saumure saturée en CO2. La différence de teneur en eau dans l’échantillon et dans l’at-

mosphère a suffi à générer un retrait au niveau de l’interface. Celui-ci est imperceptible

à « l’œil nu » dans le sens où il n’y a pas de fracture visible, mais suffisant pour modifier

significativement la perméabilité au niveau des interfaces.

6.2 Mesures des carbonates par analyse thermogravimétrique

Afin de quantifier la teneur en carbonates dans les différentes zones de la matrice ci-

mentaire des échantillons vieillis dans la chambre chauffante et pressurisée, une analyse

thermogravimétrique (ATG) est réalisée. Après vieillissement en milieu CO2, des coupes

transverses au plot (coupe AA sur la figure (Fig.1.11)) du ciment sont faites à l’aide d’une

scie à fil diamanté. L’ATG est réalisée par le département de Physico-Chimie Appliquée.
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A! A!

2 mm

Fig 1.11. Photographie du plot cylindrique ciment/acier testé avant vieillissement.

Les résultats sont indiqués sur les figures (Fig.1.12) et (Fig.1.13). Un front d’altéra-

tion net (1) sur la figure (Fig.1.12) est observable au niveau des surfaces libres. Il n’y a pas

d’effets particuliers observés au niveau de l’interface à cette échelle de temps. La photo-

graphie (Fig.1.13) représente l’échantillon vieilli dans un ciel gazeux de CO2sc. On peut

faire les observations suivantes :

• la matrice de ciment est carbonatée à différents degrés dans tout son volume ;

• la carbonatation est plus importante en intensité et en vitesse que dans le cas

précédent (Fig.1.12), du fait de la plus grande diffusivité du CO2 supercritique

dissous dans l’eau ;

• l’ensemble du ciment est carbonaté aussi bien au niveau des surfaces libres qu’au

niveau de l’interface qu’au cœur de la matrice ;

• la carbonatation au voisinage de l’interface montre d’après les valeurs données

grâce à l’ATG, qu’elle est aussi importante que sur les surfaces libres, pourtant les

plus exposées.

4":"0%"

3":"7%"

2":"7%"

1":"50%"

2":"7%"

Fig 1.12. Vue du ciment dans le plan transverse du plot (coupe AA dans Fig.1.11) après vieillisse-
ment de 12 semaines dans une saumure saturée en CO2.
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Fig 1.13. Vue du ciment dans le plan transverse du plot (coupe AA dans Fig.1.11) après vieillisse-
ment de 12 semaines dans une atmosphère humide saturée de CO2sc

6.3 Observation des effets de la dessiccation

On peut observer sur la photographie (Fig.1.14a) et (Fig.1.14b) un retrait net de la

matrice de ciment au niveau de l’interface. Le faciès de fissuration est différent sur les

échantillons ayant été séchés et carbonatés de ceux ayant été séchés dans une ambiance

gazeuse neutre (azote).

(a) (b)

Fig 1.14. Ouverture typique des fissures induites par la dessiccation. (a) Un des échantillons sé-
chés pendant 8 semaines dans un dessiccateur sous une atmosphère balayée régulièrement avec
de l’azote (gaz non réactif). (b) Un des échantillons séchés pendant 8 semaines dans un dessic-

cateur sous une atmosphère saturée en CO2.

Les premiers effets de dégradation de la structure au niveau des interfaces appa-

raissent au bout de 15 jours seulement, sous forme de fissuration. Ce temps est à mettre

en regard de celui d’une dessiccation complète qui est de 3 mois pour un échantillon de
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cette taille. Les conséquences du séchage sur la structure, au moins au niveau de l’inter-

face, semblent beaucoup plus néfastes sur son intégrité que la carbonatation.

Discussion

Au regard des résultats présentés dans les sections précédentes, on peut se poser la

question suivante : quels sont les mécanismes responsables de cette décohésion ?

La réponse à cette question peut être expliquée par le couplage a priori de deux phé-

nomènes : le retrait de dessiccation et le retrait de carbonatation dont les mécanismes

sont complexes et peu connus pour ce dernier. Le phénomène de retrait i est un facteur

très important dans la pratique, car il entraîne souvent l’apparition de fissures et des dé-

collements aux interfaces qui dans la majorité des cas nuisent à la durabilité des struc-

tures. Dans notre contexte, la fissuration même tardive, favorisera le transport d’agents

pathogènes au sein de la structure, en l’occurrence ici le long d’un puits d’injection. Ceci

aura pour effet de mettre sérieusement en péril l’intégrité du puits et le confinement du

CO2 stocké. En ce qui concerne le retrait de carbonatation (observé sur la figure Fig.(1.13)

et Fig.(1.14b)), les conclusions que nous faisons viennent contredire les résultats connus

de Liteanu (2011) [97] sur la carbonatation, voir figure Fig.(1.15). La formation de car-

bonates à plutôt tendance à obstruer les pores, et de ce fait à réduire la perméabilité.

Néanmoins, ce phénomène aussi dit d’auréole de transition d’après DeSa (2007) [47], bien

connu dans certains domaines du génie civil peut nous l’expliquer. Il apparaît que la dé-

gradation de l’interface (décohésion) est la conséquence d’un couplage de phénomènes

complexes. Bien que la dessiccation et le séchage et dans une moindre mesure la car-

bonatation semblent être des facteurs majeurs de la défaillance d’un puits d’injection,

il est délicat de hiérarchiser avec certitude les mécanismes de dégradation. Toutefois, il

nous semble nécessaire de tenir compte d’une fissuration induite par des réactions hy-

dro (chemo) mécaniques dans notre modèle.

7 Essais de cisaillement

Lors de l’étude des interfaces ciment-acier le type d’essai qui revient souvent est l’es-

sai de cisaillement en configuration simple interface ciment-acier ii. Cet essai est cou-

ramment utilisé dans le secteur pétrolier (et aussi dans le génie civil) pour étudier l’adhé-

rence mécanique du ciment sur l’acier.

i. J’invite le lecteur à consulter l’annexe (A) pour plus de détails sur les phénomènes de retraits.
ii. Il existe aussi celui en double interface acier-ciment-acier
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Fig. 6. SEM (BSE) images of fractured samples, reacted at 30 MPa confining pressure, a temperature of 80 °C in the presence of 10 MPa supercritical CO2. Note the development of a carbonated front adjacent to the fracture planes and the
healing of the fractures after 2–3 months. a) Sample PCEM-1, after 1-month of reaction showing a carbonation front with a thickness of ~120 to 150 μm. The fracture plane did not show any healing at this stage. One of the most striking
features is the presence of a highly porous area adjacent to the carbonated area. b) Sample PCEM-2, after 2 months of reaction showing a carbonation front of 130 to 230 μm thickness plus healing of the fracture plane in several few areas. This
sample also displays a porous zone just beyond the carbonation front. c) Sample PCEM-3, after 3 months of reaction showing pervasive carbonation, with the fracture plane healed over 80% of its area. It is difficult to measure the carbonation
front width in this case, as this does not occur as a distinct zone, as in the other cases.
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Fig 1.15. Images obtenues par MEB d’un échantillon ayant pris sous une pression de confinement
de 30 MPa et une température de 80 ◦C, puis fendu. L’échantillon est ensuite baigné sous une
atmosphère de CO2 avec une pression de confinement de 10 MPa. On peut observer que la surface
libre obtenue par fendage créé un front de carbonatation. Et après de 3 mois de carbonatation,

un début de cicatrisation apparaît, d’après Liteanu (2011) [97].

7.1 Principe de l’essai

Le principe de cet essai est de solliciter l’interface ciment-acier en cisaillement en

appliquant un effort axial de compression sur un échantillon cylindrique de ciment. On

mesure l’effort nécessaire pour rompre le joint ciment-acier. La contrainte d’adhérence

mécanique, couramment appelée dans la littérature shear-bond strength, est le rapport

de l’effort maximal sur la surface d’adhérence. Le calcul repose sur l’hypothèse simplifi-

catrice que la contrainte d’interface est uniformément répartie le long de l’interface.

Nous utilisons pour cette expérience le même profil d’échantillons que dans les ex-

périences précédentes, les conditions de prise du ciment sont identiques à celles indi-

quées en section (4.2). Les conditions réelles de mise en place d’un ciment ne sont pas

reproduites, car l’état de contrainte in situ n’est pas connu. Le rapport entre la hauteur

de l’échantillon et le diamètre du plot vaut un. En effet, une hauteur réduite permet de

réduire les phénomènes d’instabilités généralement observés sur ce genre d’expérience

après la rupture du joint ciment-acier, d’après les essais effectués par Kenga (2005) [82].

Un des avantages de cet essai est la connaissance de la surface frottante en fin d’essai.

Ce qui est un paramètre essentiel des modèles interfaciaux reposant sur une contrainte

de cisaillement critique ou sur un coefficient de frottement. On souhaite caractériser

l’interface ciment-acier pour des échantillons sains et des échantillons vieillis. Pour la

Écoulements et rupture en milieu poreux déformable : application au stockage géologique de CO2



28 Analyse préliminaire, démarche expérimentale et approche proposée

caractérisation d’interface des échantillons vieillis, nous utilisons ceux présentés en sec-

tion (5.3).

7.2 Description de l’essai

L’appareillage (cf. Fig.1.16a) utilisé pour les essais est une machine électromécanique

de traction-compression INSTRON modèle 5568. La machine est constituée d’une arma-

ture fixe et d’une traverse inférieure mobile qui se déplace verticalement le long de deux

vis sans fin par une force électromécanique. Le dispositif d’étude d’adhérence repose sur

un plateau circulaire fixé à la traverse. Le dispositif d’étude d’adhérence en acier mi-dur a

été développé de manière à imposer une sollicitation axisymétrique sur l’échantillon de

ciment. Il est constitué d’un support sur lequel repose l’éprouvette, d’un guide et d’une

tige d’acier à fond plat. Avant de commencer l’essai, on remonte légèrement la traverse

de façon à amener le dispositif en butée contre un cube fixé à la machine. Cette opéra-

tion induit une légère précharge sur l’échantillon de ciment. Cette précharge permet de

rattraper les éventuels jeux au niveau des systèmes de fixation. Les efforts sont enregis-

trés par une cellule de force INSTRON de 50 kN. Cette cellule est située sur la partie haute

du bâti. Les déplacements sont enregistrés par un capteur logé à l’intérieur de la partie

basse du bâti. Il mesure le déplacement relatif de la traverse mobile. Le logiciel utilisé

pour l’acquisition des données est Bluehill®. Il nous permet de fixer les paramètres de

l’essai tels que les paramètres de pilotage (rampe de vitesse de déplacement), les limites

à ne pas dépasser pour ne pas dégrader les capteurs. Le logiciel gère également de façon

automatique l’étalonnage de la machine.
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Fig 1.16. (a) Représentation schématique du dispositif utilisé pour l’essai de cisaillement. (b) Plot
de ciment utilisé pour le test d’adhérence avec a=10mm, b=12mm et h=22mm .

8 Résultats

Les essais de cisaillement ont été réalisés sur deux types d’échantillons : des échan-

tillons sains et les échantillons présentés en section (5.3), précisément ceux du groupe A

et du groupe B.

Interface saine • Sur la figure Fig.(1.17) est illustré une courbe effort-déplacement ob-

tenue après l’essai de cisaillement. On peut distinguer quatre phases caractéristiques

notées A,B1, B2 et C sur cette figure qui sont interprétées dans le tableau Tab.1.4). Dans

le chapitre (4), un modèle de zone de cohésive sera utilisé pour reproduire le compor-

tement d’une interface ciment-acier. On s’affranchira de la phase A (partie non linéaire)

pour valider la simulation qui sera confrontée à ce résultat.

Interfaces vieillies • Les essais de cisaillement sur les interfaces vieillies n’ont malheu-

reusement pas donnés de résultats exploitables. Toutes les interfaces du groupe A et B

ont cédées au tout début de la phase A, ne laissant alors qu’un plateau résiduel de frotte-

ment lors de l’acquisition. On peut conclure que dans le cadre de nos essais, le séchage

avec ou sans la carbonatation anéantit complètement la tenue mécanique des interfaces

ciment-acier.
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Tab 1.4. Interprétation des différentes phases de comportement identifiées après l’essai de ci-
saillement.

phase A Phase non linéaire correspondant à la mise en charge initiale de
l’échantillon du ciment et du dispositif d’essai.

phase B1 Pente linéaire élastique jusqu’à un effort critique de décohésion noté
Fd , à partir duquel une décohésion interfaciale et un changement de
pente ont lieu.

phase B2 Augmentation continue du chargement jusqu’à l’effort de rupture
noté Fr . Cette augmentation traduit la propagation du front de fis-
suration le long de l’interface.

phase C Changement de pente brutale après la décohésion complète de l’in-
terface. Cette chute s’accompagne d’une phase de frottement plus ou
moins instables.
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Fig 1.17. Courbe de réponse de l’interface acier-cisaillement pour l’essai de cisaillement sur un
échantillon à matrice cimentaire saine.

Conclusion

Ce chapitre a tenté de montrer la multiplicité des facteurs pouvant être à l’origine

des mécanismes de dégradation de l’interface. Les mesures de perméabilités et d’ATG

ont révélé qu’une très faible variation hydrique, suffisait à générer des déformations dif-

férées, donc un décollement aux interfaces propice à la migration de CO2. Nous avons

vu à travers les expériences de carbonatation et de dessiccation que le problème de fis-

suration dans les interfaces et dans le volume pouvait être en partie expliqué, par les

phénomènes de retrait gênés (déformations différées). Dans ce cas-là, le retrait de car-

bonatation semble exacerber le retrait de dessiccation en accélérant le séchage de la
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gaine de ciment. De plus, cette fissuration ne se limite pas à une décohésion à l’inter-

face puisqu’elle se propage à cœur où l’on décèle un halo de fissures circonférentielles.

À notre connaissance, l’implication des déformations différées dans la défaillance des

puits d’injection n’apparaît pas pour l’instant dans la littérature.

Dans ce contexte, il est raisonnable de penser que ce sont des interactions fortes

hydro-chemo-mécanique en la présence de forts gradients hydriques et de pressions qui

sont les causes premières d’une fissuration induite aux interfaces et dans le volume. Il

est donc assez incertain que l’objectif de modéliser la réaction de carbonatation et de

dessiccation soit suffisant pour prédire la dégradation de la zone proche puits, ni même

atteignable. Nous pensons que la bonne façon de procéder est plutôt de tenir de compte

dans un premier temps des conditions de pression et éventuellement dans un second

temps de la température pendant l’opération d’injection du fluide. En effet, ces gradients

de pression conditionnent la pérennité du site de stockage géologique à l’échelle puits-

réservoir dans la mesure où une pression d’injection trop élevée peut très facilement

fracturer le milieu proche puits. La pression d’injection doit être supérieure à celle du

réservoir pour pouvoir injecter sans excéder ni la résistance mécanique de la roche ni

celle des interfaces présentes dans le puits. Un critère difficile à respecter dans la réalité.

Ces effets de gradient de pression liés à l’injection de CO2 font partie des premières

sollicitations que voit le milieu proche puits. C’est pourquoi nous pensons qu’établir

un modèle multiphysique tenant compte des effets de la pression permettra de mieux

saisir les différents phénomènes impliqués dans la dégradation du milieu proche puits

pendant les premiers temps du stockage géologique i. Pour ce faire, le formalisme de la

mécanique des milieux poreux est le plus adapté pour mener à bien notre étude, et dis-

pose d’outils théoriques permettant de décrire mécaniquement l’état de contrainte du

milieu. L’injection de CO2 provoque une augmentation de la pression de pore et de la

contrainte effective ii pouvant induire une fissure que nous cherchons à modéliser. Un

premier travail de modélisation des écoulements essentiellement diphasique dans un

milieu poreux déformable est nécessaire pour comprendre l’impact de l’injection sur

l’état de contrainte du milieu, à l’échelle du puits. Les problèmes liés aux phénomènes de

déformations différées et de séchage identifiés dans ce chapitre pourront venir enrichir

notre modèle dans une étude future.

i. C’est-à-dire les premières dizaines d’années.
ii. Au sens de la mécanique des milieux continus.
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Introduction

On a présenté dans le chapitre précédent un scénario de dégradation plausible de la

zone proche puits, notamment au niveau des interfaces pendant une phase d’injection

de gaz, où l’on a choisi de travailler pour la suite sur la prise en compte des gradients de

pression. Dans ce chapitre, nous souhaitons établir la représentation mathématique des

phénomènes identifiés dans le chapitre 1. Le but visé est d’arriver à une modélisation

simple de l’écoulement de deux phases fluides i dans un milieu poroélastique fragile.

La mécanique des milieux poreux offre pour cela un cadre particulièrement adapté.

Il existe actuellement deux démarches de modélisation. L’une dite macroscopique, dont

les travaux de Terzaghi [143] et Biot [23,24,25] font référence, consiste à modéliser le milieu

poreux comme la superposition d’un milieu continu fluide et d’un milieu continu so-

lide. Dans la lignée de leurs travaux, Coussy (1991, 2004) [43,44] s’est attaché à proposer

un formalisme unifié à partir d’une approche thermodynamique. L’autre voie dite mi-

croscopique se propose par une démarche de changement d’échelles et grâce aux tech-

niques d’homogénéisation de formuler les lois de conservation macroscopique. La mi-

croporomécanique qui s’inscrit dans cette voie permet de tenir compte de la présence de

fluide sous pression dans les pores avant d’évaluer les propriétés mécaniques moyennes

du milieu hétérogène, voir Kondo, Dormieux et Ulm (2006) [49]. Pour notre modèle nous

avons choisi de nous inspirer des travaux Schrefler et Lewis (1998) dont les bases sur la

théorie des moyennes ii ont été posées par Hassanizadeh et Gray (1978-1983) [74,75,76,68] et

Whitaker (1986) [151,152,153]. Ces auteurs ont développé un modèle complet permettant de

représenter les couplages hydromécaniques à partir de règles de moyennes à l’échelle

microscopique. L’objectif de ce chapitre — en reprenant les principales étapes de la dé-

marche proposée par Schrefler et Lewis — est de présenter les outils théoriques néces-

saires pour formuler les lois de conservations macroscopiques. Ce sont pour la plupart

des outils de mécanique classique que nous avons adaptés à notre problème. Ces outils

permettront d’établir les équations de champs qui nous serviront à écrire les formula-

tions variationnelles du chapitre 3. Le but poursuivi étant de proposer un outil de simu-

lation multiphysique pratique et opérationnel.

La première étape de ce chapitre est de rappeler quelques notions classiques de mi-

lieu poreux. On exposera ensuite le formalisme théorique des équations à l’échelle mi-

croscopique permettant de prendre en compte la présence de plusieurs phases dans le

i. On suppose un fluide newtonien et compressible.
ii. La théorie des moyennes présente de nombreux points communs avec la théorie des mélanges

lorsque l’on se place à l’échelle macroscopique, elle est d’ailleurs souvent présentée sous le nom de « hy-
bride mixture theory ». Le lecteur trouvera des présentations très complètes dans les références suivantes :
Truesdell (1960, 1984) [146,145], Bowen (1976, 1982) [32,33], Bear et Bachmat (1990) [19], de Boer (1996) [28]
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milieu considéré. Pour passer à l’échelle macroscopique, on fera l’usage d’opérateurs de

moyennes qui nous autoriserons d’écrire les équations de champs pour chaque phase.

Cette démarche nous semble la plus pragmatique dans le cadre de la thèse, car elle per-

met d’établir les principales lois de transport ou de transfert sans avoir à introduire trop

d’hypothèses en dehors des principes fondamentaux de la dynamique et de la thermo-

dynamique.

1 Notion de contrainte effective en poroélasticité

Pour les contraintes effectives, on a généralement recours à une approche phéno-

ménologique. En effet, en mécanique des sols il est habituel de formuler le comporte-

ment du squelette solide en contrainte effective, autrement dit de faire l’hypothèse que

la déformation (élastique) du squelette est reliée au tenseur des contraintes effectives

σ′. Le tenseur des contraintes effectives a été conceptuellement introduit par les travaux

de Terzaghi (1925,1943) [142], [143] reposant uniquement sur des observations expérimen-

tales. Pour interpréter cette définition il convient alors de voir le milieu poreux consi-

déré comme la superposition d’un milieu continu solide et d’un milieu continu fluide,

où la pression du fluide interstitiel, dit aussi pression de pore, est définie en tout point

du milieu continu associé. Concrètement, il est important de retenir que ce tenseur de

contrainte est donné par une fonction de la seule déformation du squelette ε, et non par

une fonction de ε et de la pression de pore p. En utilisant la convention de la mécanique

des milieux continus solides pour laquelle la compression est négative, l’expression de la

contrainte effective est :

(2.1) σ′ =σ+p I ,

où σ est le tenseur de contrainte totale, I le tenseur identité et p la pression de pore.

Biot (1956) [25] a constaté lors de ses travaux sur la propagation des ondes dans les milieux

poreux que l’influence de la pression sur le comportement macroscopique est régie par

une variable supplémentaire écrite sous forme tensorielle, appelée aujourd’hui tenseur

de Biot B . Cette variable de couplage hydromécanique modifie alors l’équation (2.1) de

la manière suivante :

(2.2) σ′ =σ+B p.

Dans le cadre de la poroélasticité linéaire, B est un tenseur constant, et dans le cas sin-

gulier où le solide qui constitue le squelette est incompressible, on peut établir (Coussy

(1991) [43]) que le tenseur B est égal au tenseur identité. On retrouve alors le tenseur des

contraintes effectives initialement introduit par Terzaghi σ+p I . Dans la relation (2.2),
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le tenseur de Biot B est remplacé par un tenseur sphérique bI dès lors que le matériau

est supposé isotrope, la relation (2.2) se réécrit dans ce cas :

(2.3) σ′ =σ+bpI ,

où l’on interprète physiquement le terme b comme le rapport du module de compres-

sibilité du milieu poreux K t sur le module de compressibilité du squelette Ks , tel que :

(2.4) b = 1− K t

Ks

.

La valeur du coefficient de Biot b est comprise entre 0 et 1 suivant les propriétés élas-

tiques du milieu.

Ce concept a été étendu par Bishop (1959) [26] aux milieux poreux non saturés i, en

écrivant la pression de pore comme une somme pondérée par un paramètre χ des pres-

sions exercées par chacune des phases en présence dans le milieu, tel que :

(2.5) σ′ =σ+χpw + (1−χ)pg .

Il existe de nombreuses expressions pour χ. La manière la plus répandue est alors d’ex-

primer χ en fonction du degré de saturation en eau Sw , tel que :

(2.6) σ′ =σ+Sw pw + (1−Sw )pg .

L’idée de contrainte effective, concept de base en mécanique des sols modernes, est

aujourd’hui peut-être la notion la plus controversée pour son utilisation dans les milieux

poreux non saturés. Des travaux ultérieurs comme ceux de LLoret & Alonso (1980) [98],

Alonso & Gens (1990) [4] pour les plus récents, ont révisé et relativisé partiellement le

concept de contrainte effective, en introduisant plutôt la notion de surfaces d’état. Néan-

moins, la définition utilisée de la contrainte effective reste légitime pour des milieux po-

reux multiphasiques, ou autrement dit pour des milieux restant saturés par un fluide en

tout point x et à chaque instant t .

Plusieurs modèles physiques sont proposés dans la littérature pour des conditions

saturées, tandis que peu d’approches existent (voir Vlahinic (2009,2011) [150,149]) pour des

conditions non saturées. En effet, la plupart des approches reposent sur des hypothèses

simplificatrices telles qu’un squelette rigide Rethoré (2008) [125], ou une phase gazeuse

i. Le concept étant introduit en premier en hydrologie, on parle alors toujours de milieux non saturés
en eau.
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statique pour la gestion d’un écoulement dans un milieu fracturé.

2 Une approche micro-macro de modélisation de milieu poreux

multiphasiques

Le principe dans cette partie est de considérer le milieu poreux à l’échelle macro-

scopique comme un milieu multiphasique. En d’autres termes, la matière occupant une

fraction de volume est représentée comme une superposition de plusieurs particules

matérielles occupant le même point géométrique au même instant. Pour notre étude,

cela correspond à trois phases : une phase solide qui constitue le réseau poreux et deux

phases fluides occupant cet espace poreux. Une première étape de cette démarche consiste

à écrire les lois de conservation pour chaque phase α, où α est un symbole générique

pouvant désigner l’une des trois phases. Les lois macroscopiques résultent de prise de

moyennes des équations microscopiques faites sur ce v.e.r. (voir Fig.2.1).2.3 Processus de moyenne 37

dv

r
x

O

Phase mouillante

Phase non-mouillante

Solide

ζ

Fig. 2.1 – Volume typique dv dans un milieu poreux

même manière δAπα est l’union de plusieurs régions isolées. Nous supposerons que c’est une
fonction continue dans l’espace et dans le temps.

La connaissance de δV π nous permet de donner la définition de la fraction volumique de
la phase π, ηπ :

ηπ (x, t) =
δV π

δV
=

1

δV

∫

δV

γπ (r, t) dv (2.5)

avec :

κ∑

π=1

ηπ = 1 et 0 ≤ ηπ ≤ 1 (2.6)

Le VER permet la définition de la quantité macroscopique (pression, porosité, . . .) comme
la moyenne sur ce VER de la même quantité prise à l’échelle microscopique. La taille du
VER s’avère un choix important, vu que le VER doit être suffisamment grand pour que
les hétérogénéités présentes à l’échelle microscopique ne soient plus apparentes à l’échelle
macroscopique [Bear79]. Si on note l le rayon de la boule servant de volume de référence
pour la prise de moyenne, alors l > lmin. Ce rayon est limité par la dimension du milieu que
l’on étudie (l < L). Selon [Bear91] il existe aussi une autre limite supérieure caractérisée
par la distance à partir de laquelle la distribution spatiale d’une quantité, caractéristique de
l’espace vide du milieu poreux, dévie d’un comportement linéaire l < lmax < L. Les deux
limites sont présentées en figure 2.2, où on regarde la variation de la variable ζ (avec r=x+ζ)
en fonction du volume dv de la boule de rayon l.

Par la suite on suppose donc l’existence d’un VER. On peut alors obtenir les équations
du modèle à l’échelle macroscopique par prise de moyenne sur le VER des équations données
à l’échelle microscopique. Les règles de changement d’échelle micro-macro sont présentées
dans la suite. Elle s’inspirent des travaux de [Gray79-1], [Gilbert87], [Daian88], [Bear91],
[Schrefler98].

Fig 2.1. Volume représentatif du milieu multiphasique.

Nous supposerons dans toute la suite qu’il n’y pas d’échange de masse entre les

phases du milieu poreux. En d’autres termes que le squelette n’échange pas de matière

avec les fluides en présence et que les écoulements sont non miscibles. Les évolutions

sont supposées indépendantes de la température T .
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2.1 Choix du volume élémentaire représentatif

On considère un système multiphasique occupant un volume V , et borné par une

surface S. Les phases occupent alors un volume Vα et sont liées à V par :

(2.7)
N∑
α=1

Vα =V.

Pour la construction du modèle à l’échelle macroscopique, on introduit la notion clas-

sique de volume élémentaire représentatif (v.e.r). Dans un système de coordonnées glo-

bal, la position du centre du v.e.r est définie par un vecteur position x tandis que la po-

sition d’un volume élémentaire microscopique dvm est définie par un vecteur r . On note

dvα le volume dans le v.e.r de centre x de la phase α, et le concept de volume occupé par

une phase dans un v.e.r est défini en introduisant la notion de fonction de distribution

ξα
i telle que :

ξα(r ,t ) =
1 si r ∈ dvα

0 si r ∈ dvβ
∀α 6=β.(2.8)

dvα(x,t ) =
∫

d v
ξα(r ,t )dvm .(2.9)

De la même manière nous écrivons l’élément de surface dsα de la région occupée parα

dans le VER de surface d s :

(2.10) dsα(x,t ) =
∫

ds
ξα(r ,t )dsm .

Connaissant dv, on peut alors introduire le concept de fraction volumique, noté φα, le-

quel est fondamental dans la description des systèmes multiphasiques ii :

(2.11) φα(x,t ) = dvα
dv

= 1

dv

∫
dv
ξα(r ,t )dvm ,

avec

(2.12)
N∑
α=1

φα = 1.

i. On notera que ξα n’est pas définie aux interfaces.
ii. C’est aussi un des concepts à la base de la théorie des mélanges.
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2.2 Opérateurs de moyennes

Les grandeurs moyennes sont liées aux quantités microscopiques à travers des opé-

rateurs de moyennes. Hassanizadeh et Gray (1980) [74] en proposent plusieurs, à partir

d’un certain nombre de considérations physiques :

i. si une opération de moyenne prévoit une intégration, alors l’intégrant qui est multi-

plié par l’élément infinitésimal de l’intégration, doit être une grandeur extensive ;

ii. les grandeurs macroscopiques doivent exactement correspondre au total de leurs

équivalents microscopiques ;

iii. la signification de grandeur physique, au sens de la mécanique des milieux continus,

doit être conservée pour les grandeurs macroscopiques correspondantes ;

iv. la valeur moyenne d’une grandeur microscopique doit être le plus proche possible

de celle observée ou mesurée dans un contexte expérimental.

Pour respecter ces conditions, Hassanizadeh et Gray (1980) [74] proposent deux opé-

rateurs de moyenne dont le premier est noté 〈 . 〉α et défini l’opérateur de moyenne du

volume apparent tel que :

(2.13) 〈ζ〉α(x,t ) = 1

dv

∫
dv
ζ(r ,t )ξα(r ,t )dvm ,

et le second décrit la moyenne intrinsèque du volume notée 〈 . 〉α :

(2.14) 〈ζ〉α(x,t ) = 1

dvα

∫
dv
ζ(r ,t )ξα(r ,t )dvm .

2.3 Équations génériques de bilan microscopique

Pour obtenir le système d’équations aux dérivées partielles d’un système microsco-

pique, on suit la démarche proposée par Hassanizadeh et Gray (1980) qui consiste à

se servir d’une variable de description générique pour l’échelle microscopique. Pour

une variable générique intensive ψ, l’équation de conservation dans une phase α peut

s’écrire :

(2.15)
∂(ρψ)

∂t
+div(ρψṙ )−divi −ρ f = ρQ,

où ṙ est la valeur locale du champ de vitesse de la phaseα en un point fixe de l’espace, et

i le vecteur flux associé à ψ, f les « efforts extérieurs » associé à ψ, ρ la masse volumique

et Q le taux de production de ψ. L’équation (2.15) est une forme générique des lois de

conservations. Les différentes lois de conservation se retrouvent en remplaçant chaque

grandeur par la bonne quantité à la manière de ce qui illustré dans le tableau Tab.(2.1).
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Tab 2.1. Relations entre les grandeurs et les lois de conservations microscopiques, voir Hassani-
zadeh (1979) [75].

grandeurs ψ i f Q
conserv. masse 1 0 0 0
conserv. mouvement v σm g 0

À l’interface entre deux phases α et β, la condition de continuité s’écrit :

(2.16) [ρψ(w − ṙ )+ i ]α ·nαβ+ [ρψ(w − ṙ )+ i ]β ·nβα = 0,

avec w la vitesse de l’interface, nβα le vecteur normal unitaire orienté de la phase β vers

la phase α, et où :

(2.17) nαβ =−nβα.

[ . ]α indique que ce terme doit être calculé en fonction de la phase α. Aucune propriété

thermodynamique ne sont attribuées aux interfaces α et β, ce qui n’exclut pas la pos-

sibilité d’avoir des échanges de masse, moment ou énergie entre les phases. De plus,

l’équilibre thermodynamique est supposé.

2.4 Équations génériques de bilan macroscopique

L’équation générale de bilan macroscopique peut-être obtenue à partir de l’équation

(2.15) de la manière suivante :

(2.18)

∫
V

[ ∂
∂t

(〈ρ〉αψ̄α

)]
dV −

∫
S

(〈ρ〉αψ̄α

)
v̄ ·ndS −

∫
S
[īα ·n]dS

−
∫

V

(〈ρ〉α f̄ α
)
dV −

∫
V

[〈ρ〉α(eα(ρψ)+ Iα)
]
dV =

∫
V

[〈ρ〉Q̄α

]
dV ,

en considérant que

(2.19)
∫

V

∑
α

[〈ρ〉α(eα(ρψ)+ Iα)
]
dV = 0 ∀x ∈V

avec īα et f̄ α, respectivement le vecteur flux de surface et des forces extérieures associées

à ψ̄α qui est défini comme :

(2.20) ψ̄α = 1

〈ρ〉αd v

∫
d v
ρψξαdv.

Et 〈ρ〉α la valeur moyenne de la masse volumique apparente sur le volume défini par :

(2.21) 〈ρ〉α = 1

d v

∫
d v
ρξαdvm .
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Iα et eα(ρψ) sont deux termes d’interaction entre les phases. Iα est dû aux interactions

mécaniques entre les phases (équation 2.22) tandis que eα(ρψ) décrit les possibles échanges

de masse entre les phases, par exemple par un changement de phase.

(2.22) Iα = 1

〈ρ〉αd v

∑
α6=β

∫
d sαβ

nαβ · i dsm .

Q̄α est le taux de production lié à ψ̄α. On peut écrire sous certaines conditions de régula-

rité, la forme différentielle de l’équation de bilan (2.18) :

(2.23)
∂

∂t

(〈ρ〉αψ̄α

)+div
(〈ρ〉αψ̄αv̄

)−diviα−〈ρ〉α
[

f̄α+eα(ρψ)+ Iα)
]= 〈ρ〉αQ̄α ∀x ∈Ω

en considérant toujours que :

(2.24)
∑
α

〈ρ〉α
[

f̄α+eα(ρψ)+ Iα)
]= 0 ∀x ∈V.

Les équations de bilan microscopique (2.15) et macroscopique (2.18) font chacune réfé-

rence à une échelle de description différente, le changement d’échelles correspond aussi

à un changement de variable suivant que l’on dérive ou que l’on intègre.

2.5 Cinématique d’un milieu poreux à l’échelle macroscopique

D’après le formalisme que nous avons choisi, le milieu poreux multiphasique peut

être considéré comme la juxtaposition de toutes les phases α. On donne dans la suite

quelques éléments classiques de cinématique nécessaires à l’établissement des équa-

tions macroscopiques de conservation. À l’instant t , dans la configuration dite actuelle,

les points matériels repérés par X α occupent tous en même temps le point géométrique

de coordonnées x.

D’un point de vue lagrangien, dans une configuration dite de référence i, chaque

point xα au temps t est fonction de sa position par rapport à une configuration de ré-

férence X α à l’instant t , tel que :

(2.25) xα = xα(X α,t ).

On suppose que cette application est continûment différentiable par rapport aux va-

riables d’espace et par rapport au temps, et qu’elle reste bijective pour toute valeur de

t fixée. Le tenseur gradient de transformation F α(X ,t ) s’exprime à travers les relations ii

i. On adoptera la convention suivante : un opérateur de dérivation spatiale s’appliquant aux coordon-
nées spatiales x (resp. X ) sera désigné par une minuscule (resp. une majuscule), c’est-à-dire que l’opérateur
divergence et gradient seront notés div et grad (resp. Div et Grad).

ii. Ces relations sont aussi appelées formule de transport.
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suivante :

(2.26) d x = F α ·d X où F α = Grad xα.

On appelle Jα(X ,t ) le jacobien de la transformation géométrique, lequel est défini comme

étant le déterminant du tenseur gradient de la transformation F α(X ,t ). Compte tenu de

la propriété d’inversibilité de (2.25), on a :

(2.27) X α = X α(xα,t ).

Dans le cadre de la mécanique des milieux continus, il est nécessaire de préciser à quelle

phase on s’intéresse, par exemple au fluide ou au squelette. Dans le cas d’un milieu mul-

tiphasique, il faut considérer le fait que chaque phase est animée d’une cinématique dif-

férente. La dérivée particulaire est l’outil mathématique idoine pour calculer la variation

d’une grandeur physique attachée à une phase du milieu continu que l’on suit. On défi-

nit donc une dérivée particulaire pour chaque phase. La dérivée particulaire qui suit la

phase α est notée Dα/Dt.

Par définition de la dérivée particulaire d’une grandeur scalaire continûment diffé-

rentiable f α(x,t ), en suivant la phase α dans son mouvement, la dérivée matérielle de

f α(x,t ) est donnée par :

(2.28)
Dα f α

Dt
= ∂ f α

∂t
+grad f α · vα

où vα est la vitesse de la phaseαdonnée en description eulérienne et notée vα = vα(xα,t ).

Si l’on s’intéresse maintenant à la dérivée particulaire de f α(x,t ) relativement à la phase

bet a, cela s’écrit :

(2.29)
Dβ f α

Dt
= ∂ f α

∂t
+grad f α · vβ

On vient d’expliciter la variation par rapport au temps de la grandeur f α(x,t ) en suivant

la phase β dans son mouvement. L’étape suivante consiste à faire apparaître naturelle-

ment la notion de vitesse relative. Ceci s’introduit aisément en retranchant l’équation

(2.29) à (2.28), il en résulte alors l’expression suivante pour la dérivée particulaire :

(2.30)
Dβ f α

Dt
= Dα f α

Dt
+grad f α · vβα

où

(2.31) vβα = vβ− vα.
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vβα est la vitesse de la phase β relative à la phaseα, aussi appelée vitesse de diffusion [76].

On s’intéresse maintenant aux variations d’une intégrale définie sur un volume Vt

que l’on suit dans le mouvement d’une phase constituant le milieu multiphasique. Si

l’on écrit la dérivée particulaire de l’intégrale de la grandeur scalaire f α, on obtient l’ex-

pression suivante :

(2.32)
d

dt

∫
Vt

f αdV =
∫

Vt

[
∂ f α

∂t
+div( f αvα)

]
dV.

Considérons maintenant que f α est une grandeur physique vectorielle, l’expression de

son intégrale s’écrit :

(2.33)
d

dt

∫
Vt

f αdV =
∫

Vt

[∂ f α

∂t
+div( f α⊗vα)

]
dV =

∫
Vt

(∂ f α

∂t
+vα ·grad f α+ f αdivvα

)
dV.

Dans le cadre de la théorie des milieux poreux, il est habituel de décrire l’écoulement des

phases fluides en termes de vitesses relatives au squelette. Le mouvement de la phase de

fluide occupant le domaine dVt est décrit par rapport à la phase de squelette à l’instant

t . On peut faire apparaître explicitement les phases du système réel qui nous intéressent

en faisant correspondre α = s pour le squelette, α = w pour l’eau et α = g pour le gaz,

ainsi l’expression de la vitesse relative pour l’eau et le gaz, s’écrit :

v w s = v w − v s ,(2.34a)

v g s = v g − v s .(2.34b)

De manière analogue, l’accélération d’une particule du milieu α = w et d’une particule

du milieu α= g donne en dérivant par rapport au temps (2.30) :

γw = γs + D s v w s

Dt
+ v w s ·grad(v s + v w s),(2.35a)

γg = γs + D s v g s

Dt
+ v w s ·grad(v s + v g s).(2.35b)

La déformation du squelette i peut être décrite grâce au tenseur gradient des vitesses

Ls = Ḟ F −1 :

(2.36) Ls ≡ grad v s = D s +W s ,

D s est le tenseur du taux de déformation eulérien qui représente la partie symétrique

du tenseur gradient des vitesses. W s est la partie antisymétrique du tenseur gradient des

i. En utilisant la relation
d(d x)

Dt
= d(F d X )

d t
= Ḟ d X = Ḟ ·F −1d x.
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vitesses qui n’est autre que le tenseur de la vitesse de rotation de la matière.

Après avoir rappelé la définition d’un certain nombre d’outils mathématiques néces-

saires à la construction de notre modèle nous abordons maintenant l’écriture des lois de

conservations macroscopiques, en commençant par la conservation de la masse.

3 Équations de conservation

On s’intéresse ici à l’écriture des équations de conservation macroscopique, c’est-

à-dire la conservation de la masse de chacune des phases constituant le milieu poreux

et la quantité de mouvement. On commence par rappeler la définition des outils ma-

thématiques nécessaires à la formulation des lois de conservation macroscopiques. On

rappelle ici qu’il faut remplacer les variables génériques ψ̄α, īα, f̄α,Īα,Q̄α par les grandeurs

physiques adaptées pour obtenir l’équation idoine i. Le principe est le même que celui

illustré dans le tableau Tab.(2.1). On notera que dans un premier temps, il n’y a pas d’hy-

pothèse faite sur les lois de comportement des matériaux.

3.1 Équations de conservation macroscopique de la masse

Les variables microscopiques qu’il faut introduire dans l’équation (2.15) sont :

(2.37) ψ= 1, i = 0, f = 0, Q = 0,

il en résulte la relation microscopique suivante :

(2.38)
∂ρ

∂t
+div(ρṙ ) = 0

L’équation de conservation de la masse exprimée avec les grandeurs moyennes s’obtient

en injectant dans l’équation (2.23) les termes suivants :

(2.39) ψ̄α ≡ 1, īα ≡ 0, f̄α ≡ 0, Īα ≡ 0, Q̄α = 0,

donc

(2.40)
∂〈ρ〉α
∂t

+div(〈ρ〉αv̄α) = 〈ρ〉αeα,

i. Certains résultats sont donnés sans démonstration : pour davantage de précisions, le lecteur pourra se
référer par exemple aux ouvrages de Lewis et Schrefler (1998) [92] ou Coussy (1991) [43], pour certains résultats
spécifiques aux milieux poreux.
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où :

(2.41) v̄α(x,t ) = 1

〈ρ〉α(x,t )d v

∫
d v
ρ(r ,t )v(r ,t )ξα(r ,t )d vm .

L’équation (2.40) peut aussi s’écrire :

(2.42)
Dα〈ρ〉α

Dt
+〈ρ〉αdivv̄α = 〈ρ〉αeα(ρ)

en rappelant que :

(2.43)
Dα〈ρ〉α

Dt
= ∂〈ρ〉α

∂t
+ v̄α ·grad〈ρ〉α

et en utilisant la relation de la divergence suivante :

(2.44) div(〈ρ〉αv̄α) = 〈ρ〉αdivv̄α+grad〈ρ〉α · v̄α.

En introduisant la fraction volumique, on réécrit l’équation (2.42) de la manière sui-

vante :

(2.45)
Dαφα〈ρ〉α

Dt
+φα〈ρ〉αdivv̄α =φα〈ρ〉αeα(ρ).

On peut relier la fraction volumique de chacune des phases à la porosité et à la satura-

tion, par les égalités répertoriées dans le tableau Tab.(2.2).

Tab 2.2. Relations entre les fractions volumiques, la porosité et la saturation.

phase fraction volumique porosité
solide φs = (1−n) n = (dvw +dvg )/dv

saturation
eau φw = nSw Sw = dvw /(dvw +dvg )
gaz φg = nSg Sg = dvg /(dvw +dvg )

Enfin, on déduit aisément du tableau (2.2) la loi de fermeture :

(2.46) Sw +Sg = 1.
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3.1.1 Phase solide

La conservation de la masse du solide s’écrit d’après l’équation (2.42) :

(2.47)
D s〈ρ〉s

Dt
+〈ρ〉sdivv̄ s = 〈ρ〉se s(ρ).

On rappelle que nous ne prenons pas en compte les éventuels échanges de masse entre

le squelette et les fluides circulant, le terme source 〈ρ〉se s(ρ) = 0 est donc nul. Toutefois,

on préférera l’écriture de la conservation de la masse de chacune des phases, notam-

ment celle du solide utilisant la masse volumique intrinsèque. Autrement dit celle qui

fait apparaître la porosité n explicitement (2.42). La conservation de la masse du solide,

se réécrit donc :

(2.48)
D s(1−n)〈ρ〉s

Dt
+ (1−n)〈ρ〉sdivv̄ s = 0.

3.1.2 Phase fluide : eau et gaz

L’équation de conservation de la masse de l’eau s’écrit de la même manière que celle

du solide, les mêmes arguments sont utilisés, à la différence que l’écriture en masse vo-

lumique intrinsèque fait apparaître ici nSw comme vu dans le tableau (2.2). On ne consi-

dère toujours pas les échanges de masse éventuels entre les phases comme lors d’une

évaporation ou d’une condensation, donc la conservation de la masse de l’eau s’écrit :

(2.49)
D w (nSw )〈ρ〉w

Dt
+ (nSw )〈ρ〉w divv̄ w = 0.

Toujours suivant la même démarche l’écriture de la loi de conservation de la masse de

gaz, la fraction volumique fait apparaître nSg :

(2.50)
D g (nSg )〈ρ〉g

Dt
+ (nSg )〈ρ〉g divv̄ g = 0.

3.2 Équation de conservation de la quantité de mouvement

On propose dans cette section, une construction des efforts intérieurs du milieu mul-

tiphasique comme une représentation des efforts intérieurs propres à chacune des phases.

La démarche de construction des efforts intérieurs de chacune des phases est proche de

celle suivie depuis le début du chapitre, et consiste toujours à identifier les grandeurs gé-

nériques aux bonnes grandeurs physiques. La première étape consiste à écrire l’équation

de conservation de la quantité de mouvement pour les grandeurs microscopiques. Dans
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l’équation (2.15), on introduit alors les variables suivantes :

(2.51) ψ= ṙ , i =σm , f = g , Q = 0,

où σm est le tenseur microscopique des contraintes et g les efforts volumiques dus aux

effets gravitationnels. L’expression de la loi de conservation de la quantité de mouvement

s’écrit alors :

(2.52)
∂(ρṙ )

∂t
+div(ρṙ ⊗ ṙ )−div σm −ρg = 0.

En rappelant que :

(2.53) div(ρṙ ⊗ ṙ ) = ṙ ⊗ ṙ ·gradρ+ρ grad ṙ · ṙ +ρ ṙ div ṙ ,

et

(2.54)
∂ṙ

∂t
+grad ṙ · ṙ = r̈ .

Finalement, en utilisant les équations (2.53), (2.54) et (2.38), on peut réécrire l’équation

(2.52) comme :

(2.55) div σm +ρ(g − r̈ ) = 0.

C’est la loi classique de conservation de la quantité de mouvement pour un milieu mo-

nophasique à l’échelle microscopique. On écrit maintenant l’équation de conservation

de la quantité de mouvement à l’échelle macroscopique en suivant la même démarche

que celle présentée dans la section précédente (3.1). Les grandeurs macroscopiques adé-

quates sont donc introduites pour construire la conservation de la quantité de mouve-

ment en chaque point de la phase α :

ψ̄α = v̄α(2.56a)

iα ≡ t̃α = 1

ds

∫
ds

(σm −ρ ˜̇r α⊗ ˜̇r α) ·n ξαdsm(2.56b)

f̄
α ≡ ḡα = 1

〈ρ〉αdv

∫
dv
ρg ξαdvm(2.56c)

où la vitesse r̃ est définie comme une fluctuation de la vitesse tel que r = r̄ + r̃ . L’appli-

cation du lemme du tétraèdre, dont nous ne rappelons pas la démonstration ici, permet

de montrer qu’il existe un tenseur des contraintes σα vérifiant l’égalité (2.57) que l’on
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trouve également en écrivant la conservation des moments.

(2.57) t̃α =σα ·n

Il résulte de la définition de t̃α, que le tenseur σα représente i les efforts s’exerçant sur

une frontière quelconque à l’intérieur du milieu α du système multiphasique. En théo-

rie des mélanges, le tenseur σα est appelé tenseur des contraintes partielles dans le mi-

lieu continu α considéré. Le vecteur contrainte t̃ est représenté par la somme des com-

posantes σα agissant sur chacune des phases. En utilisant l’équation (2.57), écrite pour

α= s,w et g , on obtient :

(2.58) σ=σs +σw +σg .

Par ailleurs, le théorème de la divergence permet de montrer que :

(2.59)
∫
∂V

t̃αdS =
∫

V
div σαdV.

De plus, il convient de modéliser l’interaction entre chaque phase α du système mul-

tiphasique. On choisit d’en rendre compte [74,92] par une densité volumique de forces

(2.56c), un terme d’interaction volumique eα(ρṙ ), et un terme de dissipation volumique

σ̂α. La discussion sur l’argumentation théorique des termes eα(ρṙ ) et σ̂α n’est pas l’objet

de ce manuscrit. En revanche, le lecteur désireux de trouver des arguments à la justifica-

tion de ce genre d’écriture pourra se référer à l’ouvrage de Lewis et Schrelfer (1998) [92] et

aux articles de Williams (1978, 1979) [155,130]. On en déduit que la forme locale de la conser-

vation de la quantité de mouvement de la phase α (ou l’équation de la dynamique),

s’écrit :

(2.60) div σα+〈ρ〉α(ḡα− γ̄α)+〈ρ〉α[eα(ρṙ )+ σ̂α] = 0 .

On fera l’hypothèse que 〈ρ〉αeα(ρṙ ) 6= 0 seulement pour les phases fluides.

3.2.1 Phase fluide

En utilisant la loi de conservation de la quantité de mouvement pour une phase

fluide à partir des processus de prise de moyenne développés au début de ce chapitre,

on peut réécrire (2.60) sous une forme plus pratique. Donc, en tenant compte de (2.35a)

et (2.35b), on écrit l’accélération γαs relative d’une phase fluide α par rapport à la phase

i. À l’échelle de description utilisée ici, soit l’échelle macroscopique.

Écoulements et rupture en milieu poreux déformable : application au stockage géologique de CO2



Équations de conservation 49

solide s, soit :

(2.61) γα = γs +γαs +gradvα · vαs ,

en introduisant dans (2.61), les contraintes partielles pour la phase fluide (2.64) et en

supposant que :

(2.62) 〈ρ〉ασ̂α =−nSαRαvαs +nSαpα.

〈ρ〉ασ̂α représente la partie dissipative des efforts d’interaction entre la phase solide et

les phases fluides, notamment la viscosité. Rα est un tenseur dit de résistivité [76] inver-

sible, et peut dans le cas où plusieurs fluides sont présents, être défini par l’équation

(2.63). Le tenseur de résistivité traduit d’une certaine manière la résistance que rencontre

le fluide lors de son écoulement dans le milieu poreux.

(2.63) nSα(Rα)−1 = kkrα

µα
.

En utilisant l’expression de l’inégalité de l’entropie proposée par Hassanizadeh et Gray

(1990, 1991) [77,69] pour les milieux multiphasiques, on adopte l’expression suivante pour

le tenseur des contraintes partielles pour les phases fluides :

(2.64) σα =φαpαI .

où I est le tenseur identité et φα = nSα la fraction volumique déjà introduite précédem-

ment et pour laquelle on retrouve les égalités avec la saturation et la porosité dans le

tableau (2.2). La grandeur pα représente la pression macroscopique relative à la phase

α, oùσα représente alors la partie sphérique du tenseur des contraintes. Enfin, en intro-

duisant (2.63) et (2.62) dans (2.60), on arrive à la relation suivante :

(2.65)
−div(nSαpαI )−nSα〈ρ〉α(γs +γαs +gradvα · vαs)

+nSα〈ρ〉αg +nSα〈ρ〉αeα(ρṙ )−nSαRαvαs = 0.

Si on néglige les termes gradient de la vitesse de fluide, que l’on ne considère pas de

changement de phase, c’est-à-dire que eα(ρṙ ) = 0, et que l’on applique l’identité vecto-

rielle au terme divergence, il en résulte :

(2.66) nSαvαs = nSα(Rα)−1(−gradpα+〈ρ〉αg −〈ρ〉αγs −〈ρ〉αγαs)
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Enfin, en utilisant (2.63) et en négligeant les termes d’accélération relative γαs avec l’hy-

pothèse d’écoulements lents par rapport à la phase solide, on a :

(2.67) nSαvαs =−kkrα(Sα)

µα
(gradpα−〈ρ〉α(g −γs)).

On retrouve l’expression de la loi de Darcy pour un milieu multiphasique.

3.2.2 Phase solide et tenseur des contraintes effectives

En utilisant l’expression de l’inégalité de l’entropie proposée par Hassanizadeh et

Gray (1990, 1991) [77,69] pour les milieux multiphasiques, on peut adopter l’expression sui-

vante pour le tenseur des contraintes partielles pour la phase solide s (α 6= w,g ) :

(2.68) σs = (1−n)(σs
e − I p s),

où p s corresponds à la pression exercée sur le squelette par les phases fluides. On peut

traduire cela à travers la relation suivante :

(2.69) p s = Sw pw +Sg pg .

La deuxième partie du membre de droite :

(2.70) σ′ = (1−n)σs
e , ou σ′ = 〈σe〉s

désigne le tenseur des contraintes élastiques exercées sur le squelette, ou encore ten-

seur des contraintes effectives. La fraction volumique (1−n) permet d’une certaine fa-

çon d’en rendre compte. En effet, le processus de moyenne réalisé pour déterminer les

contraintes macroscopiques n’est pas la démarche la plus adaptée, mais suffit et donne

des résultats satisfaisants pour ce genre de problème. Portant (2.69) dans (2.68), on ob-

tient :

(2.71) σs = (1−n)[σs
e − I (Sw pw +Sg pg )].

Enfin, la conservation de la quantité de mouvement (2.60) s’écrit pour la phase solide,

en tenant compte des équations (2.68), (2.69) et (2.70) de la manière suivante :

(2.72) div [σ′− I (Sw pw +Sg pg )]+ (1−n)〈ρ〉s g = (1−n)〈ρ〉sγs .
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3.2.3 Milieu multiphasique et tenseur des contraintes totales

Avant d’exprimer la relation fondamentale de la dynamique pour le milieu mulitpha-

sique, on écrit le tenseur des contraintes totales en sommant le tenseur des contraintes

partielles de la phase fluide i (2.64) et le tenseur des contraintes partielles de la phase

solide (2.71). On obtient :

σ=σs +σw +σg = (1−n)[σs
e − I (Sw pw +Sg pg )]−Sw nI pw −Sg nI pg(2.73a)

σ= (1−n)σs
e − I (Sw pw +Sg pg ).(2.73b)

Ensuite, en sommant l’équation (2.60) écrite pour les deux phases fluide (α = w,g ) et

l’équation (2.72), tout en tenant compte de la définition des contraintes totales (2.73b),

et de la définition suivante pour la masse volumique moyenne (2.74) :

(2.74) ρ = (1−n)〈ρ〉s +nSw〈ρ〉w +nSg 〈ρ〉g ,

on obtient alors l’équation fondamentale de la dynamique du milieu poreux multipha-

sique en tenant compte que
∑

α〈ρ〉α[eα(ρṙ )+ σ̂α] = 0 :

(2.75) div σ+ρg = ργs .

Enfin, on notera que les différentes propriétés évoquées dans cette section sont liées

au choix de modélisation qui a été effectué entre la phase solide et les phases fluides.

4 Équations constitutives

Nous avons, dans les sections précédentes, présenté une démarche de modélisation

des milieux poreux multiphasiques en nous plaçant à l’échelle macroscopique, à partir

de laquelle nous avons exprimé toutes les lois de conservations. Il reste à établir les lois

constitutives, lesquelles sont nécessaires pour fermer le problème. Ces lois dépendent

des phénomènes physiques dont le milieu poreux est le siège, et peuvent être détermi-

nées de trois manières différentes :

i. soit, en postulant la forme analytique des relations recherchées, via une démarche

phénoménologique à partir de résultats expérimentaux ;

ii. soit, en s’appuyant sur les principes de la thermodynamique et un certain nombre

d’hypothèses faites sur la physique du système, et à identifier expérimentalement

les coefficients qu’elles font intervenir ;

i. Pour le problème considéré, cela revient à prendre en compte l’eau et le gaz (ou CO2).
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iii. soit, en réalisant une modélisation des phénomènes physiques à l’échelle microsco-

pique, et d’en déterminer leurs formes mathématiques au moyen de techniques de

changement d’échelle.

Nous choisissons la première approche qui consiste à postuler certaines lois phéno-

ménologiques bien connues, par exemple la loi de Darcy.

4.1 Loi d’état de la phase solide

On exprime ici une loi d’état de la phase solide en partant de l’équation de conser-

vation de la masse sous sa forme différentielle, et en supposant que la phase solide est

compressible. On rappelle que :

(2.76)
D s(〈ρ〉sVs)

Dt
= 0,

En supposant que 〈ρ〉s est une fonction de la pression du solide, de la température et du

premier invariant du tenseur des contraintes effectives, telle que 〈ρ〉s = 〈ρ〉s(p s ,T,I1σ′), et

en développant (2.76), on obtient :

1

〈ρ〉s

D s〈ρ〉s

Dt
=− 1

Vs

D sVs

Dt
,(2.77a)

1

〈ρ〉s

D s〈ρ〉s

Dt
= 1

〈ρ〉s

∂〈ρ〉s

∂p s

D s p s

Dt
− 1

〈ρ〉s

∂〈ρ〉s

∂T

D sT

Dt
− 1

〈ρ〉s

∂〈ρ〉s

∂ tr(σ′)

D str(σ′)

Dt
.(2.77b)

On réécrit (2.77b) en supposant les évolutions du système comme étant isotherme,

soit 〈ρ〉s = 〈ρ〉s(p s ,I1σ′), et on identifie les dérivées partielles de 〈ρ〉s par rapport aux va-

riables d’états comme :

(2.78)
1

〈ρ〉s

∂〈ρ〉s

∂p s
= 1

Ks

et
1

〈ρ〉s

∂〈ρ〉s

∂tr(σ′)
=− 1

3(n −1)Ks

.

On introduit maintenant la loi constitutive pour la dérivée temporelle du premier inva-

riant du tenseur des contraintes comme :

(2.79)
D str(σ′)

Dt
= 3K t

(
divv̄ s + 1

Ks

Dp s

Dt

)
,

En utilisant (2.78) et (2.79) pour réécrire l’équation (2.48), on obtient :

(2.80)
1

〈ρ〉s

D s〈ρ〉s

Dt
= 1

1−n

[
(1− K t

Ks

−n)
1

Ks

D s p s

Dt
+ K t

Ks

divv̄ s
]

,

On remarquera aisément dans l’équation (2.80) que l’on peut faire apparaître le coeffi-
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cient de Biot en posant b = 1− K t

Ks

, on a finalement :

(2.81)
1

〈ρ〉s

D s〈ρ〉s

Dt
= 1

1−n

[
(b −n)

1

Ks

D s p s

Dt
− (1−b)divv̄ s

]
.

Enfin, en tenant compte de la section (4.2), l’équation (2.81) peut se réécrire en fai-

sant apparaître le taux de déformation élastique ε̇. Cela peut se faire en vertu des hypo-

thèses des petites perturbations i, notamment grâce à l’équation (2.84). On écrit donc :

(2.82)
1

〈ρ〉s

D s〈ρ〉s

Dt
= 1

1−n

[
(b −n)

1

Ks

D s p s

Dt
− (1−b)ε̇v

]
.

4.2 Loi de comportement de la phase solide

Le tenseur des contraintes effectives, introduit dans l’équation (2.70) est induit par

les déformations du squelette. Nous considérerons en première approximation le com-

portement de ce squelette élastique linéaire et isotrope. La relation contrainte effective

déformation du squelette s’écrit donc classiquement :

(2.83) σ′ =Ceε,

où Ce est le tenseur d’élasticité du quatrième ordre. On cherche maintenant à simplifier

la formulation générale du problème de poroélasticité, en définissant un ensemble d’hy-

pothèses. Pour un problème de mécanique des milieux continus classique, il est habi-

tuel de définir l’hypothèse des petites perturbations. Cette hypothèse constitue un cadre

adapté pour simplifier la formulation de notre problème. Toutefois, on gardera à l’esprit

que d’autres types de comportement peuvent être envisagés pour les géomatériaux. Les

aspects plasticité pourraient être pris en compte, par exemple avec le modèle de Alonso

et Gens (1990) [4].

Transformation infinitésimale du squelette • Lorsque cette hypothèse est vérifiée, le

tenseur linéarisé s’écrit très classiquement :

(2.84) ε= 1

2
(gradus + (gradus)T ).

Petits déplacements du squelette • Cette hypothèse faite sur les petits déplacements du

squelette permet de confondre mathématiquement la géométrie actuelle du squelette

avec sa géométrie de référence. En pratique, cela revient à confondre les coordonnées

X s et x s , et nous permet d’écrire toutes les équations dans une configuration fixe.

i. Dans un cadre général, c’est-à-dire sans les hypothèses des petites perturbations, on écrit trε̇= Jdivv .
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4.3 Loi d’état de phase fluide

Ici, on procède de la même manière que pour la phase solide pour exprimer la loi

d’état de la phase fluide. C’est-à-dire que l’on part de la forme différentielle de la conser-

vation de la masse du fluide, soit :

(2.85)
Dα(〈ρ〉αV α)

Dt
= 0.

En supposant que l’évolution du système est isotherme, et que les variations de volume

ne dépendent que de la pression, tel que 〈ρ〉α = ρα(pα), développons alors l’équation

(2.85) comme :

(2.86)
1

〈ρ〉α
Dα〈ρ〉α

Dt
=− 1

V α

DαV α

Dt
= 1

〈ρ〉α
(
∂〈ρ〉α
∂pα

Dαpα

Dt

)
,

d’où l’on déduit :

(2.87)
1

〈ρ〉α
Dα〈ρ〉α

Dt
= 1

Kα

Dαpα

Dt
avec

1

〈ρ〉α
∂〈ρ〉α
∂pα

= 1

Kα

.

Nous faisons le choix d’utiliser la même loi d’état pour l’eau et le gaz. Ce choix se justifie

par le fait des conditions d’utilisations du gaz, notamment du CO2 lorsqu’il est sous sa

forme supercritique. Par conséquent, l’équation (2.87) s’écrit indépendamment suivant

l’indice w ou g .

4.4 Loi de Darcy

L’écoulement d’un fluide dans un milieu poreux saturé est décrit classiquement par

la loi de Darcy, et il est maintenant i habituel de trouver cette loi sous la forme ii suivante :

(2.88) w =−k

µ
(gradp −ρg ),

i. En effet, la loi de Darcy telle qu’elle a été formulée par H. Darcy (1856) [45], s’exprime par :

Q = K A
∆H

L
,

avec Q le débit volumique [m3.s-1], K le coefficient de perméabilité du milieu traversé [m.s], A la section
traversée [m2], ∆H la différence de hauteur, et L la longueur parcourue, est censée être valable pour des
écoulements verticaux et uniforme dans des milieux poreux homogènes.

ii. Sous cette forme, maintenant bien commune et dite généralisée, la loi de Darcy est très bien vérifiée
par l’expérience, sous réserve de respecter au moins les hypothèses suivantes : 1. petites déformations du
milieu poreux 2. l’écoulement du fluide à l’échelle des pores, doit être décrit par un écoulement de Stokes (ce
qui suppose également un écoulement à nombres de Reynolds faible). Il a été démontré que les écoulements
en milieux poreux sont parfaitement darcéen tant que le nombre de Reynolds reste inférieur à 1.
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avec k le tenseur de perméabilité en [m2] et µ la viscosité dynamique qui s’exprime en

[kg.m-1.s-1]. La loi de Darcy (2.88) peut se généraliser en introduisant la notion de fonc-

tion de perméabilité i relative :

(2.89) krα(Sα).

Cette fonction rend la perméabilité du milieu dépendante de la saturation de la phaseα.

On verra en section (4.6) comment ce genre d’équation s’exprime analytiquement et s’in-

terprète graphiquement. L’équation (2.90) est adaptée aux écoulements multiphasiques

en milieu poreux dans la mesure dans la mesure où les hypothèses faites pour les écou-

lements monophasiques sont respectées. De plus, si nous prenons en compte les termes

inertiels, celle-ci s’établit de la manière suivante :

(2.90) wα =−kkrα(Sα)

µα

(
gradpα−〈ρ〉α(g −γs)

)
.

4.5 Notions de pression capillaire et de saturation

On se limitera dans cette section à énoncer sommairement, mais aussi clairement

que possible la définition de deux grandeurs importantes, la pression capillaire et la sa-

turation en fluide. La première est une notion microscopique, car sa description n’a de

sens qu’à l’échelle du pore. La pression capillaire existe dans l’espace poreux par la ma-

nifestation de phénomènes interfaciaux entre les différentes phases fluides ii. Ce phéno-

mène traduit une différence de pression entre les deux phases liquide comme étant le

rapport entre la tension de surface et le rayon de courbure du ménisque, et s’exprime

par la loi de Laplace. À l’échelle l’échelle macroscopique, on peut simplement écrire la

pression capillaire comme la différence de pression des deux phases liquides :

(2.91) pc = pg −pw .

Les identifications expérimentales de sorption-désorptions font apparaître que la pres-

sion capillaire dépend essentiellement de la saturation et ceci d’une manière monotone.

Plusieurs facteurs affectent les propriétés capillaires des milieux poreux, parmi lesquels

on peut noter : la dimension et la distribution de la taille des pores (influant sur la tension

i. La notion de perméabilité relative peut se justifier par le fait que chaque phase a tendance à dé-
velopper son propre réseau d’écoulement au niveau des pores. On parle de ségrégation de l’écoulement
des phases, celles-ci ne s’écoulant pas dans les mêmes pores simultanément. Elle est généralement définie
comme une fonction de la saturation en liquide, et est déterminée expérimentalement.

ii. « L’une des deux est appelée phase mouillante, l’autre non mouillante. Les interfaces entre les deux
fluides font avec les surfaces solides un angle déterminé appelé angle de mouillage. L’interface entre les deux
fluides est quant à elle soumise au phénomène de tension interfaciale. [...]Cette interface se comporte comme
une membrane sous tension », Équilibre et transferts en milieux poreux, p.24, J.-F. Daïan, juin 2012.http:
//hal.archives-ouvertes.fr/docs/00/70/39/32/PDF/Transferts_en_poreux.pdf
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de surface) ; la nature des fluides et les types de solides impliqués ; et enfin l’historique

de saturation du milieu. Ce dernier point traduit l’observation expérimentale d’un phé-

nomène , lors de l’imbibition (augmentation de la phase mouillante) ou du drainage du

milieu.

d’hystérésis En réalité, la quantité qui est réellement mesurée lors d’études expéri-

mentales, est la teneur en eau de l’échantillon, ce qui correspond exactement à la perte

de masse (en eau) de l’échantillon observé. Mais la plupart des courbes expérimentales

transcrivent cette grandeur en saturation de fluide. La saturation s’écrit alors comme une

fonction biunivoque de la pression capillaire :

(2.92) Sw = Sw (pc ).

4.6 Modèles de saturation et de perméabilité

Plusieurs modèles existent pour décrire les courbes de saturation en fonction de la

pression capillaire. Nous présentons ici, le modèle de Brooks et Corey (1965) [34], et le

modèle de van Genuchten (1980) [66]. Le premier étant le plus utilisé dans l’industrie pé-

trolière et le second en hydrologie. Ces modèles sont tous postulés empiriquement et

sont largement utilisés depuis plusieurs décennies dans l’industrie pétrolière, l’hydrolo-

gie ou encore dans le génie civil même s’il n’est pas clair pourquoi ils fonctionnent de

manière aussi satisfaisante. Toutefois, on peut trouver dans la littérature Kewen (2004,

2010) [94,95] qui a essayé de leurs trouver une justification théorique à partir de modélisa-

tion fractale des milieux poreux. Kewen démontre par exemple l’existence d’une corréla-

tion entre l’indice de distribution de la taille des pores et la diminution de la dimension

fractale du milieu. Certainement un début d’explication de la raison pour laquelle, ces

modèles fonctionnent de manière aussi satisfaisante dans de très nombreux cas.

Les perméabilités relatives kr,α traduisent le mouvement des deux phases en tant que

fluide immiscible dans le milieu poreux. L’allure des courbes (voir Fig.(2.3))rend compte

de la mobilité d’une phase par rapport à l’autre, autrement dit dans quelle mesure les

deux fluides se gênent mutuellement. Les courbes de perméabilités sont des fonctions

monotones ce qui se traduit par l’augmentation de la mobilité d’une phase en même

temps que sa saturation.
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4.6.1 Modèle de Brooks et Corey

La saturation s’exprime en fonction de la pression capillaire pour le modèle de Brooks

et Corey de la manière suivante :

(2.93) S∗
w (pc ) =

( pc,r

pc

)λ
ou pc = pc,r S∗ −1/λ

w ,

où pc,r est la pression d’entrée capillaire, et λ est la distribution de taille de pore. La plage

de valeur habituellement observée pour λ est 0.5 ≤ λ ≤ 9. Le paramètre λ traduit deux

choses, la première est un indice de la tortuosité du réseau poreux, et la deuxième est

la mobilité de la phase saturante. La saturation Sw s’exprime en fonction de la satura-

tion effective (ou saturation normalisée) S∗
w , et S∗

w est comprise dans l’intervalle [0,1] et

s’écrit :

(2.94) S∗
w = Sw −Swir

1−Swir −Sgir

avec Swir la saturation irréductible ou la saturation minimale en eau après un drainage,

et Sgir la saturation résiduelle en gaz. Les courbes de perméabilités relatives s’expriment

en fonction de la saturation normalisée à l’aide des relations suivantes :

kr w = (
S∗

w

)3+2λ
(2.95a)

kr g =
(
1−S∗

w

)2(
1− (S∗

w )1+2λ
)

(2.95b)

4.6.2 Modèle de Van Genuchten

La courbe de saturation du modèle de van Genuchten s’exprime à l’aide de la relation

suivante :

(2.96) S∗
w (pc ) =

(
1+

( pc

pc,r

)p)−1/q

La figure Fig.(2.2) donne un exemple de l’allure de la courbe de saturation en fonction de

la pression capillaire. Elle est tracée pour les paramètres suivants : pc,r = 1000 Pa ; q = 2 ;

Swir = 0,1 ; Sgir = 0. Les relations de perméabilité relative sont exprimées en fonction de la

saturation et s’écrivent de la manière suivante :

krw = (S∗
w )2

(
1−

(
1− (Sw )q

)1/q
)

(2.97a)

krg = (1−S∗
w )2

(
1− (Sw )q

)1/q

(2.97b)
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où les paramètres p, q sont d’autres paramètres de calage similaires à λ, avec q = (1−
p)/p. Les courbes de perméabilités relatives sont tracées dans la figure Fig.(2.3) pour les

paramètres suivants : q = 3 ; Swir = 0,1 et Sgir = 0.
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Fig 2.2. Courbe de saturation Sw en fonction de la pression capillaire (pc ).
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Fig 2.3. Courbes types des perméabilités relatives krw et krg en fonction de la saturation Sw .
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5 Formulation du problème de poroélasticité en milieu multi-

phasique

Dans les sections qui précédent, nous avons présenté un cadre théorique, s’appuyant

sur des processus de prises de moyennes à l’échelle microscopique, pour construire l’en-

semble des lois de conservation d’un milieu multiphasiques. Pour compléter la construc-

tion de notre modèle nous avons ensuite présenté toutes les lois constitutives néces-

saires à la formulation des équations de champs.

On présente ci-après, la formulation générale d’un problème de mécanique des mi-

lieux poreux multiphasique. Cette formulation est constituée des équations de champs

et des conditions aux limites et initiales du problème considéré.

5.1 Équations de champs

Les équations de champs sont établies à partir des équations de conservations, et des

équations constitutives.

Équation constitutives •En pratique, nous avons écrit autant d’équations d’état et d’équa-

tions complémentaires d’évolution qu’il y a de variables d’état. Les lois complémentaires

sont les lois de sorptions ( voir section 4.6), la loi de Darcy généralisée (2.88) pour l’écou-

lement des phases fluides et une loi de comportement pour le squelette solide. La même

loi d’écoulement a été utilisée pour l’eau et le gaz. En effet, le CO2 lorsqu’il se trouve sous

forme supercritique se comporte mécaniquement comme un liquide, même si son état

thermodynamique lui confère une structure plus proche du gaz.

Équations de conservation • Il s’agit de l’équation de conservation de la masse d’eau

(2.49), de l’équation de conservation de la masse de gaz (2.50), de l’équation de conser-

vation de la masse du squelette (2.48) et enfin de la conservation de la quantité de mou-

vement (2.75) présentées précédemment.

Mais avant tout, il est nécessaire d’adapter la formulation du modèle pour notre pro-

blème. C’est-à-dire qu’il convient de faire un choix pertinent des variables principales à

utiliser, en vue d’une implémentation numérique. Un choix mal adapté peut avoir un im-

pact négatif sur les performances numériques globales. Ce choix peut-être par exemple,

pour les variables hydrauliques : la pression de gaz et la pression capillaire. En effet, le

choix de la pression capillaire comme variable est préférable par exemple, à la saturation

en eau, d’un point de vue numérique. Le choix de la saturation en eau comme variable

indépendante introduit ∂pc /∂Sw dans la formulation, tandis qu’une formulation repo-

sant sur le choix de la pression capillaire introduit ∂Sw /∂pc dans les équations. Dans une
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formulation avec la saturation en eau, la pression capillaire tend vers l’infini pour des

valeurs de la saturation proche de zéro. Cela a pour effet de rendre la simulation plus

sensible au problème de convergence et d’instabilité numérique. En revanche, une for-

mulation en pression capillaire assure un meilleur conditionnement du problème et de

meilleures performances sur toute la plage de désaturation du milieu, pour peu que la

loi de sorption choisie autorise de grandes plages de validité.

Les équations de champs sont donc formulées avec le triplet (v , pc , pg ), où v est la

vitesse de déplacement du solide, et sont établies grâce aux lois constitutives déjà intro-

duites.

5.2 Équation de champs en pression

À partir des équations de conservation de la masse de chacune des phases, solide

(2.48), eau (2.49) et gaz (2.50), des lois d’états (2.82) et (2.85), et des lois constitutives

(2.90), (2.92) et (2.89), on écrit après de quelques manipulations, deux équations de champs

en pression, faisant apparaître la pression capillaire pour l’une et la pression de gaz pour

la seconde. La forme finale des deux équations de champs fera aussi apparaître le mo-

dule de Biot.

5.2.1 Première équation de champs en pression capillaire pc

À partir de l’équation de conservation de la masse (2.48), et en tenant compte des

hypothèses de petites perturbations, on obtient en divisant (2.48) par 〈ρ〉s :

(2.98)
(1−n)

〈ρ〉s

∂〈ρ〉s

∂t
− ∂n

∂t
+ (1−n)ε̇v = 0

où 〈ρ〉s est la densité intrinsèque du solide, n la porosité du système et ε̇ est le taux de

déformation élastique du squelette.

L’équation de conservation de la masse (2.49) de l’eau devient en introduisant la vi-

tesse relative du fluide relativement au solide (2.34a) :

(2.99)
∂(nSw〈ρ〉w )

∂t
+div

(
nSw〈ρ〉w (v s + v w s)

)= 0.

En gardant à l’esprit que divv s = ε̇v , on applique la relation de la divergence à div
(
nSwρ

w (v s+
v w s)

)
, on néglige le terme grad(nSw〈ρ〉w ), puis on divise (2.99) par Swρw . Après calcul, on

obtient :

(2.100)
∂n

∂t
+ n

〈ρ〉w

∂〈ρ〉w

∂t
+ n

Sw

∂Sw

∂t
+ 1

Sw〈ρ〉w

div(nSw〈ρ〉w v w s)+nε̇v = 0.
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On ajoute (2.100) à (2.98) pour éliminer le terme ∂n
∂t

:

(2.101)
(1−n)

〈ρ〉s

D〈ρ〉s

Dt
+ ε̇v + n

〈ρ〉w

D〈ρ〉w

Dt
+ n

Sw

DSw

Dt
+ 1

Sw〈ρ〉w

div(nSw〈ρ〉w v w s) = 0.

Portant l’équation d’état du solide (2.82) dans (2.101), on obtient :

(2.102) Sw
b −n

Ks

Dp s

Dt
+bSw ε̇v +n

DSw

Dt
+Sw

n

〈ρ〉w

D〈ρ〉w

Dt
+ 1

Sw〈ρ〉w
div(nSw〈ρ〉w v w s) = 0.

Remarquons qu’à ce niveau, la loi d’état du fluide n’a pas encore été introduite. On peut

donc remplacer l’indice w par α (pour α 6= s) et retrouver une forme plus générale de

(2.102), de plus en notant wα = nSαvαs , on obtient :

(2.103) Sα

b −n

Ks

ṗ s +bSαε̇v +nṠα+divwα+Sα

n

〈ρ〉α 〈ρ̇〉
α = 0 .

On peut partir de cette forme (2.103), pour exprimer la deuxième équation de champs

suivant le jeu de variables désiré. Par ailleurs, si on cherche à en expliciter les termes

alors les deux premiers termes représentent la variation de volume du squelette dû aux

évolutions de la pression de pore et des contraintes effectives exercées sur le squelette

d’une part, et d’autre part au taux de déformation volumique du milieu poreux. Le troi-

sième terme représente la variation de la saturation dans le milieu, et le quatrième terme

représente le flux de matière sortant. Enfin le dernier terme représente la variation de la

masse volumique de la phase fluide. On retrouve la même formulation que celle pro-

posée par Zienkiewicz et al. (1990) [162,163]. Pour obtenir la forme finale de l’équation de

champs en pression capillaire, on rappelle dans un premier temps la dérivée par rapport

au temps de la pression de pore (2.69) :

(2.104)
ṗ s = Dp

Dt
= Sw

Dpw

Dt
+pw DSw

Dt
+Sg

Dpg

Dt
+pg

DSg

Dt

= Sw
Dpw

Dt
+pw ∂Sw

∂t
+Sg

Dpg

Dt
+pg D(1−Sw )

Dt
.

avec (2.91) et (2.46) :

(2.105)
DSw

Dt
= ∂Sw

∂pc

Dpc

Dt
et

DSg

Dt
=−DSw

Dt
,
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donc

(2.106)

Dp

Dt
= Sw

(Dpg

Dt
− Dpc

Dt

)
+pw ∂Sw

∂pc

Dpc

Dt
+Sg

Dpg

Dt
−pg ∂Sw

∂pc

Dpc

Dt

=
[

(pw −pg )
∂Sw

∂pc
−Sw

]
Dpc

Dt
+ Dpg

Dt

=−
[

pc ∂Sw

∂pc
+Sw

]
Dpc

Dt
+ Dpg

Dt
.

Repartons maintenant de (2.102), alors en tenant de compte de (2.106), et (2.105) et en

remplaçant nSw v w s par la loi de Darcy (2.67), on a finalement :

(2.107)

[
b −n

Ks

Sw + nSw

Kw

]
ṗg −

[
b −n

Ks

Sw

(
Sw +pc ∂Sw

∂pc

)
−n

∂Sw

∂pc
+ nSw

Kw

]
ṗc

+bSw ε̇v +div
[
−kw

(
grad(pg −pc )+〈ρ〉w ( f − v̇ s)

)]= 0

5.2.2 Deuxième équation de champs en pression de gaz pg

L’équation de champs en pression de gaz s’écrit de manière analogue à l’équation

(2.107), à la différence qu’aucun changement de variable n’est nécessaire ici, puisque le

jeu de variable natif est conservé. On obtient donc :

(2.108)

[
b −n

Ks

Sg +
nSg

Kg

]
ṗg −

[
b −n

Ks

Sg

(
Sw +pc ∂Sw

∂pc

)
+n

∂Sw

∂pc

]
ṗc

+bSg ε̇v +div
[
−kg

(
gradpg +〈ρ〉g ( f − v̇ s)

)]= 0.

5.2.3 Conservation de la quantité de mouvement

Enfin, la dernière équation nécessaire est la conservation de la quantité de mouve-

ment qui s’écrit classiquement :

(2.109) divσ+ρ f = ρv̇ .

5.3 Conditions aux limites

Afin que la formulation du problème soit complète, il nous faut écrire les conditions

aux limites imposées à la frontière Γt du domaine Ωt considéré, et ensuite à écrire les

conditions initiales. Pour cela, on introduit quatre partitions de la frontière Γt du do-
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maineΩt , tel que :

Γt = Γv(t ) ∪Γσ(t ) ∪Γpα(t ) ∪Γqα(t ),(2.110a)

Γv(t ) ∩Γσ(t ) = Γpα(t ) ∩Γqα(t ) =;.(2.110b)

Conditions aux limites mécaniques • Sur la partition Γu(t ) sont imposées des conditions

de bords de type vitesse de déplacement, explicitées sous la forme :

(2.111) v = v d sur Γu(t ),

sur la partition complémentaire Γσ(t ), des conditions aux limites de type Neumann sont

imposées :

(2.112) σ ·n = T d sur Γσ(t ).

Conditions aux limites hydrauliques • Sur la partition Γpα(t ) sont imposées des condi-

tions de bords de type pression, explicitées sous la forme :

(2.113) pα = pα
d sur Γpα(t ),

sur la partition complémentaire Γqα(t ), des conditions aux limites de type flux sont impo-

sées :

(2.114) wα ·n = qd
α sur Γqα(t ).

5.4 Conditions initiales

Le problème d’écoulement multiphasique dans un milieu poreux n’est complète-

ment achevé que si toutes les valeurs des champs utiles sont précisées à l’instant initial,

ce que l’on réalise ci-après :

v = v d ,0 sur Ωv(0),(2.115a)

pα = pα
d ,0 sur Ωpα(0).(2.115b)

5.5 Formulation forte du problème

La forme forte du comportement dynamique du système multiphasique poroélas-

tique non-linéaire consiste à déterminer le vecteur des vitesses v , et le champ des pres-

sions scalaires pc et pg dans Ω× [0,T ] i. Le problème se ramène à résoudre le système

i. T désignant la limite supérieure de l’intervalle de temps considéré.
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constitué par (2.109), 2.107), (2.108) avec les conditions aux limites (2.111), (2.112), (2.113),

(2.114) et initiales (2.115a),(2.115b). Le tableau suivant récapitule l’ensemble des équa-

tions :

Équation de champs

divσ+ρ f = ςv +ρv̇ dans Ω×]0,T [
conservation de la quantité de
mouvement[

b −n

Ks
Sw + nSw

Kw

]
ṗg −

[
b −n

Ks
Sw

(
Sw +

pc ∂Sw

∂pc

)
− n

∂Sw

∂pc
+ nSw

Kw

]
ṗc + bSw ε̇v + div

[
−

kw

(
grad(pg −pc )+ρw ( f − v̇)

)]= 0

" Ω×]0,T [
conservation de la masse d’eau ex-
primée en (pc ,pg )

[
b −n

Ks
Sg +

nSg

Kg

]
ṗg −

[
b −n

Ks
Sg

(
Sw +pc ∂Sw

∂pc

)
+

n
∂Sw

∂pc

]
ṗc + b(1 − Sw )ε̇v + div

[
− kg

(
gradpg +

ρg ( f − v̇)
)]= 0

" Ω×]0,T [
conservation de la masse de gaz
exprimée en (pg ,pc )

Conditions initiales et conditions aux limites

σ ·n = T d sur Γσ×]0,T [
condition mécaniquev = v d " Γv×]0,T [

v = v d ,0 " Ωv(t )(t = 0)
pc = pc,d " Γpc ×]0,T [

condition hydraulique (en
pression)

pc = pc,0 " Ωpc (t = 0)
pg = pg ,d " Γpg ×]0,T [
pg = pg ,0 " Ωpg (t = 0)
w g ·n = qd

g " Γqg ×]0,T [ condition hydraulique (en
flux)w w ·n = qd

w " Γqw ×]0,T [

Conclusion

Le but de ce chapitre était d’établir l’ensemble des équations régissant l’évolution

d’un milieu multiphasique (équations de conservation et rhéologiques) comprenant un

phase solide poreuse, déformable élastiquement et deux fluides barotropes non mis-

cibles en s’appuyant sur la formulation proposée par Schrefler (1998) [92]. Quelques lois

constitutives ont dues être introduites afin de compléter la description du comporte-

ment du milieu poreux. Elles sont toutes extraites de la littérature. En vue de l’implé-

mentation numérique du modèle dans la plateforme LMGC90, nous avons également

adapté l’écriture en choisissant un jeu de variables facilitant la résolution numérique.

L’objectif poursuivi dans le chapitre suivant sera de proposer une stratégie numérique

adaptée à la résolution de ce problème multiphysique fortement couplé et non linéaire.
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Introduction

Ce chapitre présente les outils numériques développés pour la mise en œuvre in-

formatique du modèle présenté au chapitre (2). Une fois la formulation mathématique

posée pour la discrétisation du problème, nous verrons alors de quelle manière, nous

contournerons les contraintes liées à la stratégie de résolution (résolution simultanée

des équations), en mettant au point une technique originale d’implémentation des opé-

rateurs mathématiques. L’avantage étant d’éviter à l’utilisateur de réécrire du code dès

que l’on souhaite changer de modèle et/ou ajouter un couplage physique.

1 Formulation variationnelle mixte en vitesse-pressions pour le

problème de poroélasticité

Nous proposons dans cette section, une formulation variationnelle mixte vitesse-

pressions du problème dynamique de poroélasticité, permettant de prendre en compte

les conditions aux limites sur ces deux champs. Le problème obtenu est alors bien posé,

et nous l’approchons à l’aide de la méthode des éléments finis. Pour la résolution du

problème éléments finis, des éléments finis mixtes i à trois champs sont présentés et uti-

lisés. On procédera en deux parties, on établira dans un premier temps la formulation

variationnelle de la quantité de mouvement puis celle des deux équations de champs de

pressions.

1.1 Formulation variationnelle des équations de mouvement

À partir de la formulation forte (5.5) décrite au chapitre (2) dont on rappelle l’expres-

sion ci-après :

(3.1) divσ+ρ f = ςv +ρv̇ dans Ω×]0,T [,

où ρ est la masse volumique du milieu multiphasique donnée par l’expression ρ = (1−
n)ρs +nSwρw +nSgρg et ς est le terme d’amortissement. On établit la formulation va-

riationnelle de la relation de quantité de mouvement, en multipliant l’équation (3.1) par

une fonction test v̂ ∈ V où V est un espace fonctionnel approprié que l’on définit en

détail en (1.3). On obtient ainsi ∀v̂ ∈V en intégrant sur le domaineΩ de frontière Γ :

(3.2)
∫
Ω

div(σ) · v̂ dΩ+
∫
Ω

ρ f · v̂ dΩ=
∫
Ω

ρv̇ · v̂ dΩ+
∫
Ω

ςv · v̂ dΩ,

i. Ce genre d’élément fini est classiquement utilisé pour la résolution de problème de Stokes.
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en intégrant par partie le premier membre (forces intérieures), on obtient :

(3.3)
∫
Ω

div(σ) · v̂ dΩ=
∫
Γ

v̂ᵀσ ·n dS −
∫
Ω

σ : gradv̂ dΩ,

et en tenant compte de (3.3), il en résulte pour (3.2) :

(3.4)
∫
Γσ

v̂ᵀ ·σ ·n dS −
∫
Ω

σ : gradv̂ dΩ+
∫
Ω

ρ f · v̂ dΩ=
∫
Ω

ρv̇ · v̂ dΩ+
∫
Ω

ςv · v̂ dΩ.

Nous cherchons à faire apparaître la contribution hydraulique (e.g terme de couplage)

dans la relation (3.4), ceci se fait en remplaçant le tenseur des contraintes totale par son

expression (2.73b) obtenue au chapitre (2), ce qui nous donne :

(3.5)

−
∫
Ω(t )

grad(v̂)ᵀ : σ′ dΩ+
∫
Ω(t )

grad(v̂)ᵀ : bI Sw pw dΩ+
∫
Ω(t )

grad(v̂)ᵀ : bI Sg pg dΩ

=
∫
Ω

v̂ᵀ ·ρv̇ dΩ+
∫
Ω

v̂ᵀ ·ςv dΩ−
∫
Ω(t )

v̂ᵀ ·ρ f dΩ−
∫
Γσ

v̂ᵀ ·σ ·n dS.

Nous voulons maintenant que le problème final à résoudre soit formulé en pression ca-

pillaire (pc ) — pression de gaz (pg ) pour les raisons invoquées en section (5) du chapitre

(2). Pour ce faire, on introduit la relation de la pression capillaire (2.91) pc = pg −pw et en

gardant à l’esprit que Sg +Sw = 1, on obtient :

(3.6)

−
∫
Ω(t )

grad(v̂)ᵀ : σ′ dΩ+
∫
Ω(t )

grad(v̂)ᵀ : bI Sw (pg −pc )dΩ

+
∫
Ω(t )

grad(v̂)ᵀ : bI Sg pg dΩ

=
∫
Ω

v̂ᵀ ·ρv̇ dΩ+
∫
Ω

v̂ᵀ ·ςv dΩ−
∫
Ω(t )

v̂ᵀ ·ρ f dΩ−
∫
Γσ

v̂ᵀ ·σ ·n dS.

puis

(3.7)

−
∫
Ω(t )

grad(v̂)ᵀ : σ′ dΩ−
∫
Ω(t )

grad(v̂)ᵀ : bI Sw pc dΩ+
∫
Ω(t )

grad(v̂)ᵀ : bI pg dΩ

=
∫
Ω

v̂ᵀ ·ρv̇ dΩ+
∫
Ω

v̂ᵀ ·ςv dΩ−
∫
Ω(t )

v̂ᵀ ·ρ f dΩ−
∫
Γσ

v̂ᵀ ·σ ·n dS.

En tenant compte de la loi de comportement élastique linéaire dans (3.7), et en notant

que la partie antisymétrique du tenseur grad(v̂)ᵀ s’annule avec le tenseur symétrique des

contraintes effectives σ′, on obtient :

(3.8)

∫
Ω

v̂ᵀ ·ρv̇ dΩ+
∫
Ω

v̂ᵀ ·ςv dΩ+
∫
Ω(t )

ε̇(v̂)ᵀ : C : ε dΩ+
∫
Ω(t )

ε̇(v̂)ᵀ : bI Sw pc dΩ

−
∫
Ω(t )

ε̇(v̂)ᵀ : bI pg dΩ =
∫
Ω(t )

v̂ᵀ ·ρ f dΩ+
∫
Γσ

v̂ᵀ ·σ ·n dS.
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On remarque la dépendance de la fonction Sw dans le deuxième coefficient du membre

de gauche sur la variable inconnue pc i. La présence d’un tel terme empêche le membre

de gauche d’être une forme bilinéaire. Ceci signifie d’une part que le problème devient

non-linéaire, et d’autre part que les hypothèses du théorème de Lax-Milgram ne sont

plus vérifiées. Pour résoudre, on devra linéariser le problème en le ramenant à une suite

de problèmes linéaires. De plus, les techniques de résolution de systèmes non linéaires

n’assurent pas systématiquement l’existence et l’unicité de la solution, mais se généra-

lisent assez facilement aux problèmes variationnels. On présentera en section (3.2) la

variante de la méthode de Newton qui nous permettra de résoudre numériquement le

problème.

1.2 Formulation variationnelle des équations de champs en pressions

1.2.1 Formulation en pression capillaire

On établit à présent la formulation variationnelle de l’équation de champs en pres-

sion capillaire, de la même manière que précédemment en partant de l’équation (2.107)

du chapitre (2), en la multipliant cette fois par une fonction test p̂c ∈ P1 où P1 est un

espace fonctionnel approprié, on obtient ainsi ∀p̂c ∈ P1 en intégrant sur le domaine Ω

de frontière Γ :

(3.9)

∫
Ω(t )

[(b −n

Ks

Sw + nSw

Kw

)∂pg

∂t

]
p̂c dΩ

−
∫
Ω(t )

[(
b −n

Ks

Sw

(
Sw +pc

∂Sw

∂pc

)
−n

∂Sw

∂pc
+ nSw

Kw

)
∂pc

∂t

]
p̂c dΩ

+
∫
Ω(t )

bSw ε̇v p̂c dΩ+
∫
Ω

div
(
−kw

(
grad(pw )+ρw ( f − v̇)

))
p̂c︸ ︷︷ ︸

terme de perméabilité

dΩ= 0.

L’application du théorème de Green-Ostrogradski sur le dernier coefficient du membre

de gauche (terme de perméabilité) donne :

(3.10)

∫
Ω(t )

div
(
−kw grad(pw )+ρw ( f − v̇)

)
p̂c dΩ=−

∫
Ω(t )

kw grad(pc ) ·grad(p̂c ) dΩ

+
∫
Ω(t )

kw grad(pg ) ·grad(p̂c ) dΩ−
∫
Ω(t )

kwρw

(
f − v̇

) ·grad(p̂c ) dΩ

+
∫
Γqw

w w ·n p̂c dS.

L’utilisation du théorème de Green-Ostrogradski permet de faire apparaître les condi-

tions aux limites en flux
∫
Γqw

w w ·n p̂c dS = ∫
Γqw

qd
w p̂c dS. On voit également apparaître

un autre terme de couplage sur la perméabilité
∫
Ω(t ) kw grad(pg )·grad(p̂c ) dΩ. Finalement

i. Voir les modèles de rétention d’eau présentés au chapitre (2).
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en remplaçant (3.10) dans (3.9). On obtient :

(3.11)

∫
Ω(t )

[(b −n

Ks

Sw + nSw

Kw

)∂pg

∂t

]
p̂c dΩ+

∫
Ω(t )

bSw ε̇v p̂c dΩ

−
∫
Ω(t )

[(
b −n

Ks

Sw

(
Sw +pc

∂Sw

∂pc

)
−n

∂Sw

∂pc
+ nSw

Kw

)
∂pc

∂t

]
p̂c dΩ

−
∫
Ω(t )

kw grad(pc ) ·grad(p̂c ) dΩ+
∫
Ω(t )

kw grad(pg ) ·grad(p̂c ) dΩ

−
∫
Ω(t )

kwρw

(
f − v̇

) ·grad(p̂c ) dΩ+
∫
Γqw

qd
w p̂c dS = 0.

1.2.2 Formulation en pression de gaz

Cette formulation en pression de gaz s’établit de manière identique à ce qui précède,

à la seule différence que l’on ne réalise pas de changement de variable à l’aide de le re-

lation de la pression capillaire (2.91). Il n’y a donc pas de terme de couplage supplémen-

taire sur la partie hydraulique qui apparaît. Après multiplication de la forme forte par une

fonction test p̂g ∈P2 où P2 est l’espace fonctionnel approprié, on obtient la formulation

variationnelle suivante :

(3.12)

∫
Ω(t )

[(b −n

Ks

Sg +
nSg

Kg

)∂pg

∂t

]
p̂g dΩ+

∫
Ω(t )

b(1−Sw )ε̇v p̂g dΩ

−
∫
Ω(t )

[(
b −n

Ks

Sg

(
Sw +pc

∂Sw

∂pc

)
+ nSw

Kw

)
∂pc

∂t

]
p̂g dΩ+

∫
Ω

kg grad(pg ) ·grad(p̂g ) dΩ

−
∫
Ω

kgρg

(
f − v̇

) ·grad(p̂g ) dΩ+
∫
Γqg

qd
g p̂g dS = 0.

On remarque que la fonction de saturation Sw dans les deux dernières formulation

(3.11), (3.12) apparaît dans la plupart des termes, signe d’une forte non-linéarité.

1.3 Formulation générale et espace de solution

En supposant que les espaces fonctionnels appropriés aient toutes les chances d’être

H 1(Ω) et L2(Ω), on introduit les espaces fonctionnels suivants :

V [0,T ] =
{

v ∈ H 1(Ω)
∣∣∣v = v d sur Γv

}
et V [0,T ]

0 =
{

v ∈ H 1(Ω)
∣∣∣v = 0 sur Γv

}
Z [0,T ] =

{
σ ∈ L2(Ω)

∣∣∣divσ= ρ f −ςv surΩ et σ ·n = T d sur Γσ
}

et Z [0,T ]
0

P1,[0,T ] =
{

pc ∈ H 1(Ω)
∣∣∣pc = pd

c sur Γpc

}
et P1,[0,T ]

0

P2,[0,T ] =
{

pg ∈ H 1(Ω)
∣∣∣pg = pd

g sur Γpg

}
et P2,[0,T ]

0

Q1,[0,T ] =
{

qd
w ∈ L2(Ω)

∣∣∣w w ·n = qd
w sur Γqw

}
et Q1,[0,T ]

0

Q2,[0,T ] =
{

qd
g ∈ L2(Ω)

∣∣∣w g ·n = qd
g sur Γqg

}
et Q2,[0,T ]

0
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où V [0,T ]
0 , Z [0,T ]

0 , P1,[0,T ]
0 , P2,[0,T ]

0 , Q1,[0,T ]
0 , Q2,[0,T ]

0 sont les espaces homogènes associés. On

obtient la formulation variationnelle suivante à partir de (3.8) :

(3.13)

Trouver v(x,t ) ∈V [0,T ], et pc (x,t ) ∈P1,[0,T ], pg ∈P2,[0,T ] telles que ∀t ∈ [0,T ] :∫
Ω

v̂ᵀ ·ρv̇ dΩ+
∫
Ω

v̂ᵀ ·ςv dΩ+
∫
Ω(t )

ε̇(v̂)ᵀ : C : ε dΩ

+
∫
Ω(t )

ε̇(v̂)ᵀbI Sw pc dΩ−
∫
Ω(t )

ε̇(v̂)ᵀbI pg dΩ

=
∫
Ω(t )

v̂ᵀ ·ρ f dΩ+
∫
Γσ

v̂ᵀ ·σ ·n dS.

avec∀v̂ ∈V [0,T ]
0 et∀p̂c ∈P [0,T ]

0 ,∀p̂g ∈Q[0,T ]
0 .

À partir de (3.11) :

(3.14)

Trouver v(x,t ) ∈V [0,T ], et pc (x,t ) ∈P1,[0,T ], pg ∈P2,[0,T ] telles que ∀t ∈ [0,T ] :∫
Ω(t )

[(b −n

Ks

Sw + nSw

Kw

)∂pg

∂t

]
p̂c dΩ+

∫
Ω(t )

bSw ε̇v p̂c dΩ

−
∫
Ω(t )

[(
b −n

Ks

Sw

(
Sw +pc ∂Sw

∂pc

)
−n

∂Sw

∂pc
+ nSw

Kw

)
∂pc

∂t

]
p̂c dΩ

−
∫
Ω(t )

kw grad(pc ) ·grad(p̂c ) dΩ+
∫
Ω(t )

kw grad(pg ) ·grad(p̂c ) dΩ

−
∫
Ω(t )

kwρw

(
f − v̇

) ·grad(p̂c ) dΩ+
∫
Γqw

qd
w p̂c dS = 0.

avec∀v̂ ∈V [0,T ]
0 et∀p̂c ∈P [0,T ]

0 ,∀p̂g ∈Q[0,T ]
0 .

À partir de (3.12) :

(3.15)

Trouver v(x,t ) ∈V [0,T ], et pc (x,t ) ∈P1,[0,T ], pg ∈P2,[0,T ] telles que ∀t ∈ [0,T ] :∫
Ω(t )

[(b −n

Ks

Sg +
nSg

Kg

)∂pg

∂t

]
p̂g dΩ+

∫
Ω(t )

b(1−Sw )ε̇v p̂g dΩ

−
∫
Ω(t )

[(
b −n

Ks

Sg

(
Sw +pc

∂Sw

∂pc

)
+ nSw

Kw

)
∂pc

∂t

]
p̂g dΩ

+
∫
Ω

kg grad(pg ) ·grad(p̂g ) dΩ

−
∫
Ω

kgρg

(
f − v̇

) ·grad(p̂g ) dΩ+
∫
Γqg

qd
g p̂g dS = 0.

2 Approximation par éléments finis

La discrétisation par éléments finis mixtes du problème variationnel (3.13)–(3.15)

s’effectue très naturellement si on utilise des approximations correctes des espaces V ,
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P1, P2 cinématiquement admissible. On choisit une interpolation de degré 2, notée P2

dans l’espace discret Vh ⊂V pour approximer le champ de vitesse v et une interpolation

de degré inférieur, noté P1 dans l’espace discret Ph ⊂ P1 ×P2 pour approximer chaque

champ de pression. Nous avons fait le choix d’une interpolation hybride, car ce genre

d’approximation permet de vérifier la condition inf-sup ou Ladyzhenskaya-Babuška-

Breezi (LBB) [86,9,60]. Cette condition permet de satisfaire aux conditions de stabilités nu-

mériques et d’éviter les problèmes d’oscillations et de verrouillages numériques connus.

Ce genre de formulation est courante (Zienkiewicz (2013) [161]) lorsque l’on veut simuler

le comportement de matériaux très peu compressibles (coefficient de Poisson ν ' 0,5).

Ce type de problème s’approche alors d’un problème de Stokes.

L’illustration (Fig.3.1) présente deux types d’éléments finis mixtes i que nous avons

implémenté dans LMGC90 pour la simulation de problèmes multiphysiques. La tech-

nique d’implémentation employée (voir section 5) a permis de développer toute une col-

lection d’éléments finis mixtes en deux et trois dimensions dans la plateforme LMGC90.

vitesse v(x)

pressions pc (x) et pg (x)

T63 : élément triangulaire à 6 nœuds Q84 : élément quadrangulaire à 8 nœuds

Fig 3.1. Éléments finis mixtes (P2-P1) à un champ de vitesses et deux champs de pression .

2.1 Discrétisation en espace

À partir de l’approximation proposée à la section précédente (2), on discrétise les

équations (3.13) – (3.15) à l’aide de la méthode des éléments finis en utilisant les fonc-

tions de formes suivantes :

v h(x,t ) = Nv (x)v(t ),(3.16a)

pc
h(x,t ) = Np (x)pc (t ),(3.16b)

pg
h (x, t ) = Np (x)pg (t ).(3.16c)

Dans l’équation (3.16), Nv et Np représentent les matrices de taille (ndim×nnodes) des

fonctions de forme nodales. v(t ) est le vecteur des vitesses nodales, et pc (t ),pg (t ) sont

i. Cet élément est aussi appelé élément de Taylor-Hood.
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ceux des pressions nodales.

2.1.1 Discrétisation de la quantité mouvement

On commence par écrire le problème sur le domaine élémentaire eΩ d’un élément

fini du maillage. La discrétisation pour (3.13) donne :

(3.17)

{v̂}ᵀ
(∫

eΩ(t )

e Bᵀ e C e B dΩ{u}+
∫

eΩ(t )

e BᵀmbSw
e Np dΩ{pc }

−
∫

eΩ(t )

e Bᵀmb e Np dΩ{pg } +
∫

eΩ(t )

e Nᵀ
vρ

e Nv dΩ{v̇}+
∫

eΩ(t )

e Nᵀ
vς

e Nv dΩ{v}

)
= {v̂}ᵀ

(∫
eΩ(t )

e Nᵀ
vρ f dΩ+

∫
Γσ

e Nᵀ
v T d dS

)
.

Dans l’équation discrétisée (3.17), la grandeur e B = ∂Nv est la matrice symétrique d’in-

terpolation des déformations de taille (nnodes×nddlméca), et m le vecteur identité défini

par m = [1 1 1 0 0 0]ᵀ. La première intégrale e Kt =
∫

eΩ(t )
e Bᵀ e D e B dΩ représente la matrice

(nddlméca×nddlméca) de rigidité élémentaire. La deuxième et troisième intégrale, respecti-

vement e Csc =
∫

eΩ(t )
e BᵀmbSw

e Np dΩ et e Csg =−∫
eΩ(t )

e Bᵀmbe Np dΩ représentent les ma-

trices (nddlméca×nddlpress) de couplage élémentaire de l’action du fluide sur le solide. Les

deux dernières intégrales du membre de gauche, respectivement e Mv =
∫

eΩ(t )
e Nᵀ

vρ
e Nv dΩ

et e D = ∫
eΩ(t )

e Nᵀ
vς

e Nv dΩ représentent la matrice (nddlméca×nddlméca) élémentaire de masse

du solide et la matrice (nddlméca×nddlméca) élémentaire d’amortissement. On précise main-

tenant le vecteur (nddlméca) des forces appliquées e Fv , lequel englobe les contributions

dues aux forces volumiques
∫

eΩ(t )
e Nᵀ

vρ f dΩ et aux forces surfaciques
∫
Γσ

e Nᵀ
v T d dS.

Au final, l’équation (3.17) peut s’écrire sous la forme plus compacte suivante :

(3.18) e Mv {v̇} + e C{v}+ e K{u}+ e Csc {pc }+ e Csg {pg } = e Fv .

2.1.2 Discrétisation de l’équation en pc

La discrétisation de l’équation (3.14) donne :

(3.19)

{p̂c }ᵀ
(∫

eΩ(t )

e Nᵀ
p

(
b −n

Ks

Sw + nSw

Kw

)
e Np dΩ {ṗg }+

∫
eΩ(t )

e Nᵀ
p bSw mᵀe B dΩ{v}

−
∫

eΩ(t )

e Nᵀ
p

(
b −n

Ks

Sw

(
Sw +pc ∂Sw

∂pc

)
−n

∂Sw

∂pc
+ nSw

Kw

)
e Np dΩ{ṗc }

−
∫

eΩ(t )

e∇Nᵀ
p kw

e∇Np dΩ{pc }+
∫

eΩ(t )

e∇Nᵀ
p kw

e∇Np dΩ{pg }

+
∫

eΩ(t )

e∇Nᵀ
p kwρw

e Nv dΩ{v̇}

)
= {p̂c }ᵀ

(∫
eΓqw

e Nᵀ
p qd

w dΓ +
∫

eΩ(t )

e∇Nᵀ
p kwρw f dΩ

)
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On multiplie l’équation (3.19) par −1 et on l’écrit sous la forme compacte suivante :

(3.20) Ccg ṗg +Ccs v +Pcc ṗc +Hcc pc +Hcg pg +Mc v̇ = Fc .

On peut expliciter les termes de l’équation (3.19) de la manière suivante, le premier terme
e Ccg =−∫

eΩ(t )
e Nᵀ

p

(
b−n
Ks

Sw + nSw
Kw

)
e Np dΩ représente la matrice (nddlpress× nddlpress) de cou-

plage de l’action du gaz sur l’eau. Le deuxième terme e Ccs = −∫
eΩ(t )

e Nᵀ
p bSw mᵀe B dΩ re-

présente la matrice (nddlpress×nddlméca) de couplage de l’action du solide sur l’eau. La

matrice e Pcc = ∫
eΩ(t )

e Nᵀ
p

(
b−n
Ks

Sg

(
Sw + pc

∂Sw
∂pc

)
+n ∂Sw

∂pc

)
e Np dΩ de taille (nddlpress×nddlpress)

représente la matrice de compressibilité. La matrice (nddlpress×nddlpress) exprimée par
e Hcc =

∫
eΩ(t )

e∇Nᵀ
p kw

e∇Np dΩ est la matrice de perméabilité.

On peut remarquer que le terme e Hcg =−∫
eΩ(t )

e∇Nᵀ
p kw

e∇Np dΩ supplémentaire qui

apparaît du fait de la formulation en pc . Le dernier terme du membre de gauche e Mc =
−∫

eΩ(t )
e∇Nᵀ

p kwρw
e∇Nv dΩ est dû aux effets inertiels de l’eau. Le vecteur (nddlpress) des

forces appliquées e Fc englobe les contributions dues aux flux imposés aux bords aux

forces volumiques respectivement −∫
eΓqw

e Nᵀ
p qd

w dΓ et −∫
eΩ(t )

e∇Nᵀ
p kwρw f dΩ.

2.1.3 Discrétisation de l’équation en pg

La discrétisation de l’équation (3.15) donne :

(3.21)

{p̂g }ᵀ
(∫

eΩ(t )

e Nᵀ
p

(
b −n

Ks

Sg +
nSg

Kg

)
e Np dΩ {ṗg }+

∫
eΩ(t )

e Nᵀ
p bSg mᵀe B dΩ{v}

−
∫

eΩ(t )

e Nᵀ
p

(
b −n

Ks

Sg

(
Sw +pc

∂Sw

∂pc

)
+n

∂Sw

∂pc

)
e Np dΩ{ṗc }

+
∫

eΩ(t )

e∇Np kg
e∇Np dΩ{pg }+

∫
eΩ(t )

e∇Nᵀ
pρg

e Nv dΩ{v̇}

)
= {p̂g }ᵀ

(∫
eΓqg

e Nᵀ
p qd

g dΓ +
∫

eΩ(t )

e∇Nᵀ
p kgρg f dΩ

)
.

où la forme compacte de (3.21) s’écrit :

(3.22) Pg g ṗg +Cg s v +Cg c ṗc +Hg g pg +Hg c pg +Mg v̇ = Fg .

Dans (3.21), la matrice e Pg g = ∫
eΩ(t )

e Nᵀ
p

(
b−n
Ks

Sg + nSg
Kg

)
e Np dΩ de taille (nddlpress×nddlpress)

représente la matrice de compressibilité, le deuxième terme e Cg s =
∫

eΩ(t )
e Nᵀ

p bSg mᵀe B dΩ

représente la matrice (nddlpress×nddlméca) de couplage de l’action du solide sur le gaz.

La matrice e Cg c = −∫
eΩ(t )

e Nᵀ
p

(
b−n
Ks

Sg

(
Sw + pc

∂Sw
∂pc

)
+ n ∂Sw

∂pc

)
e Np dΩ représente la matrice

(nddlpress×nddlpress) de couplage de l’action du gaz sur l’eau. Enfin, les deux derniers termes
e Hg g = ∫

eΩ(t )
e∇Np kg

e∇Np dΩ{pg } et e Mg = ∫
eΩ(t )

e∇Nᵀρg
e Nu dΩ de taille
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(nddlpress×nddlpress) représentent respectivement la matrice de perméabilité et la matrice

dues aux effets inertiels du gaz.

2.2 Système matriciel à résoudre

Ainsi, on peut écrire le système d’équations non linéaires sous une forme plus com-

pacte à l’aide des coefficients introduits ci-dessus, donc :

e Mv {v̇} + e C{v}+ e K{u}+ e Csc {pc }+ e Csg {pg } = e Fv(3.23)

e Mc {v̇}+ e Ccs{v}+ e Pcc {ṗc }+ e Ccg {ṗg }+ e Hcc {pc }+ e Hcg {pg } = e Fc(3.24)

e Mg {v̇} + e Cg s{v}+ e Cg c {ṗc }+ e Pg g {ṗg }+ e Hg g {pg } = e Fg(3.25)

On précise également la forme matricielle du système obtenu. Cette forme matricielle

nous servira d’écriture de référence pour la discrétisation en temps et la linéarisation du

système. Celle-ci s’exprime de la façon suivante :

(3.26)


e Mu 0 0
e Mc

e Pcc
e Ccg

e Mg
e Cg c

e Pg g


︸ ︷︷ ︸

=e M


v̇

ṗc

ṗg

+


e C e Csc
e Csc

e Ccs
e Hcc

e Hcg

e Cg s 0 e Hg g


︸ ︷︷ ︸

=e C


v

pc

pg

+


e K 0 0

0 0 0

0 0 0


︸ ︷︷ ︸

=e K


u

0

0

=


e Fv

e Fc

e Fg


︸ ︷︷ ︸

e Fext

La matrice e M représente la matrice de masse augmentée du système, la matrice e C

est la matrice d’amortissement augmentée, et e Kt est la matrice de rigidité augmentée.

Toutes sont de dimension (nddlméca+ 2 nddlpress),(nddlméca+ 2 nddlpress). On remarque que

le système à résoudre (3.26) est non symétrique, ce qui sera gênant d’un point de vue de

la résolution numérique.

On remarquera également que la formulation proposée en vitesse-pressions à pour

conséquence de disposer les coefficients dans (3.23)–(3.25) différemment d’une résolu-

tion classique. En effet, les termes de compressibilité e Pcc , e Pg g et de couplage e Ccg ,e Cg c

sont dans la matrice de masse e M, les termes de perméabilité e Hcc , e Hg g et de couplage

structure e Csc , e Csg ,e Ccs , e Cg s sont dans la matrice d’amortissement e C. La matrice de ri-

gidité e K possède uniquement la contribution mécanique e K.

Le problème est maintenant réduit à un système non linéaire d’équations algébriques,

à partir duquel l’ensemble des forces intérieurs Fint et extérieurs Fext sont décrites telle

que :

e Fint = e Fv
int ∪ e Fpc

int ∪ e F
pg
int(3.27a)

e Fext = e Fv
ext ∪ e Fpc

ext ∪ e F
pg
ext(3.27b)
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Finalement, le problème éléments finis à résoudre sur un maillage de m éléments, s’écrit :

(3.28)

Trouverv h(t ) ∈Vh
h , pc

h(t ) ∈P1,h , pg
h (t ) ∈P2,h ,avec le système à résoudre :

m
A

e=1
(e Fint − e Fext) = R avec e Mv̇ + e Cv + e Ku = e Fint

tel que v̂ h(t ) ∈V0
h , pc

h(t ) ∈P1,0
h , pg

h (t ) ∈P2,0
h avec R le vecteur résidu.

3 Algorithmes de résolution

L’objectif de cette section est de présenter et d’appliquer les méthodes numériques

adéquates pour résoudre le système que nous avons formulé.

3.1 Discrétisation temporelle

Il existe de nombreux schémas d’intégration en temps plus ou moins adapté sui-

vant le type de problème que l’on considère. On peut citer par exemple le schéma de

Newmark, lequel est utilisé par Mohammadnejad (2012) [101] et Carrier (2013) [41] pour le

même genre de problème multiphysique. Pour notre problème, nous avons à chaque pas

de temps un système à résoudre de la forme suivante :

(3.29) M(v)v̇ +C(v)v +Ku = Fext.

Le problème étant formulé en vitesse on cherche donc à interpoler la vitesse dans l’inter-

valle [t k ; t k+1]. Pour ce faire, on réalise une discrétisation classique par différences finies

paramétrée par θ, en utilisant un θ-schéma i. La particularité ici, est que l’on veut obte-

nir une intégration en temps à la fois sur la vitesse et sur la position. La méthode pour

déterminer le schéma consiste à estimer l’intégrale suivante :

(3.30) v(t k+1) = v(t k )+
∫ tk+1

tk
f (s,v(s))ds,

on estime alors que :

(3.31)
∫ tk+1

tk
f (s,v(s))ds ' (t k+1 − t k )

(
θ f (t k+1,v(t k+1))+ (1−θ) f (t k ,v(t k ))

)
.

i. Plus généralement, le θ-schéma est inconditionnellement stable si 1
2 ≤ θ ≤ 1, et conditionnellement

stable si 0 ≤ θ ≤ 1
2 , et pour des valeurs particulières de θ on retrouve pour θ = 0 le schéma d’Euler explicite,

pour θ = 1
2 le schéma de Crank-Nicholson et pour θ = 1 le schéma d’Euler implicite.

Écoulements et rupture en milieu poreux déformable : application au stockage géologique de CO2



Algorithmes de résolution 77

avec h = t k+1 − t k . En posant les vecteurs v̇ = (v̇ ,ṗc ,ṗg )ᵀ, v = (v,pc ,pg )ᵀ, on obtient par

intégration le schéma de dérivation suivant :

(3.32) v k+1 = v k +hθv̇ k+θ avec v k+θ = θv k+1 + (1−θ)v k ,

et de la même manière pour les vecteurs u = (u,0,0)ᵀ et u̇ = (u̇,0,0)ᵀ, on obtient :

(3.33) uk+1 = uk +hθu̇k+θ avec uk+θ = θuk+1 + (1−θ)uk .

Pour déterminer v k on utilise donc le θ-schéma appliqué à (3.29), on obtient alors :

(3.34) Mk+1v k+1 − Mk v k +Ck+θhv k+θ+Kk+θhuk+θ = h
(
(1−θ)Fk +θFk+1

)
.

On développe (3.34) pour regrouper le vecteur v k+1 et en tenant compte que u̇k+θ = v k+θ,

on obtient :

(3.35)
Mk+1v k+1 − Mk v k +Ck+θ(hθv k + h(1−θ)v k+1

)
+Kk+θ(h2θ2v k+1 +h2θ(1−θ)v k +huk

)= h((1−θ)Fk +θFk+1)

il en résulte l’équation (cf. section (4.1)) à résoudre :

(3.36)

[
Mk+1 +hθCk+θ+h2θ2Kk+θ]v k+1

= [
Mk+1 +h

(
(1−θ)Ck+θ+hθ(1−θ)Kk+θ)]v k −h(Kk+θuk +Fk+θ).

où pour simplifier la notation du membre de gauche, on note Kk+1
T = Mk+1 +hθCk+θ +

h2θ2Kk+θ, et le second membre Sk+1 = [
Mk+1+h

(
(1−θ)Ck+θ+hθ(1−θ)Kk+θ)]v k−h(Kk+θuk+

Fk+θ). On note également que M et C sont des matrices non symétriques.

3.2 Variante de la méthode de Newton

Il existe de nombreuses méthodes pour résoudre les systèmes non linéaires. Nous

présenterons ici une variante connue de la méthode itérative de Newton (ou méthode du

point fixe). Des auteurs tels que Carrier (2012) [41], Mohammadnejad (2011,2012,2013) [83,101,102]

ont utilisé la méthode de Newton-Raphson pour résoudre ce genre de système. Cepen-

dant pour notre problème nous avons voulu faire l’économie d’un couteux calcul de la

matrice tangente à chaque itération en utilisant une variante de la méthode de Newton.

En posant,

(3.37) g (v k+1) = KT (v k+1)−Sk+1
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la méthode de Newton peut s’écrire de manière générale pour l’itération n :

(3.38) g ′(v n,k+1)(v n+1,k+1 − v n,k+1) =−g (v n,k+1)

La variante de la méthode de Newton consiste alors à remplacer la dérivée exacte g ′(v k+1)

par l’expression approchée suivante qui est calculée à la première itération :

(3.39) g ′(v 0,k+1) ' KT (v0,k+1) → K?

On suppose alors K? comme étant la meilleure approximation de départ. Le problème

linéarisé instationnaire s’écrit :

étant donné v (0)

tant que R > un critère d’arrêt ε

boucle sur k = 1,...,K

boucle sur n = 1,...,N

résoudre : K?(v n+1,k+1 − v n,k+1) = KT (v n,k+1)−Sn,k+1

mise à jour de la solution

fin

fin
Algorithme 1 : variante de la méthode de Newton

On peut remarquer le caractère incrémentale (pas à pas) de l’intégration temporelle

et la nature itérative de l’algorithme de résolution d’équations non linéaires fournissant

la solution à chaque pas de temps.

4 Description du problème et stratégie de résolution

Pour la résolution de problèmes multiphysiques, deux stratégies algorithmiques sont

à distinguer. Suivant les classes de problèmes multiphysiques étudiés, i.e problèmes cou-

plés forts ou faibles, on parle alors d’approche de résolution dite étagée et d’approche

dite simultanée (ou encore monolithique). La difficulté dans le choix de l’approche est

d’obtenir un bon compromis entre la précision, la stabilité numérique, le coût de calcul

et la modularité .

4.1 Méthode simultanée

Le principe de la méthode simultanée réside dans le fait de résoudre l’ensemble du

système d’équations décrivant chaque physique. Dans notre cas, cela consiste à résoudre

simultanément l’équilibre mécanique et l’équilibre hydraulique. Cependant, comme toutes

méthodes on peut identifier quelques inconvénients et avantages liés à son utilisation.
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Inconvénients • Cette méthode ne permet pas l’utilisation de deux solveurs différents,

mais nécessite d’avoir une structure de donnée commune pour la résolution du système.

Autre inconvénients inhérents à ce type de résolution, est l’incapacité de gérer des temps

caractéristiques différents dans l’évolution des phénomènes mécanique et hydraulique,

puisque le couplage s’effectue pour la mécanique et l’hydraulique à chaque itération.

Avantages • Ce type de méthode bénéficie d’une stabilité inconditionnelle [6,7] pour le

schéma en temps (avec 1
2
≤ θ ≤ 1). Ces schémas assurent aussi une meilleure précision

(à pas de temps donné), qu’une méthode de résolution étagée. Ils peuvent aussi égale-

ment servir de calcul de référence pour le développement de techniques de résolution

étagée. Cette méthode permet de capter numériquement des interactions fortes entre

les sous-systèmes, lesquelles sont en général mal décrites par les méthodes étagées avec

réactualisation. On notera qu’avec ce type de méthode algorithmique, le couplage est

par construction fort i

Dans le cas qui nous intéresse, à partir de la discrétisation du système proposé (3.26),

la stratégie monolithique consiste à résoudre à chaque pas de temps t k+1 :

(3.40)

(3.41)

[
Mk+θ+hθCk+θ+h2θ2Kk+θ]vk+1 = Sk+θ

où l’on a posé

Sk+θ = [
Mk+θ+h(1−θ)Ck+θh2θ(1−θ)Kk+θ]vk −hKk+θuk +hFk+θ

ext .

4.2 Méthode étagée

La terminologie étagée pour décrire ce type de méthodes est en réalité récente, voir

par exemple Simo (1992) [135] et Felippa (1980, 1988, 2001) [58,57,59]. Elles sont à la base des

techniques de résolution séquentielle, s’appuyant sur des méthodes telles que celle de

Gauss-Seidel ou Jacobi, où les interactions sont évaluées à configuration fixe.

Inconvénients • C’est lorsque le couplage est fort, que les méthodes étagées montrent

leurs limites. La convergence se fait alors au prix d’un temps de calcul souvent important.

Et l’évaluation des interactions est toujours faite avec un temps de décalage, comme le

constate Michler (2004) [100].

Avantages • Au contraire de la méthode monolithique, la méthode étagée autorise l’uti-

lisation de solveurs différents, et la taille des problèmes à résoudre est généralement in-

i. Couplage faible. Si on considère un système divisé en deux sous-systèmes, on dit que le système est
faiblement couplé si le premier sous système a une influence significative sur le deuxième sous-système,
tandis que le deuxième sous-système n’a qu’une influence négligeable sur le premier sous système. Cou-
plage fort. Le couplage est dit fort lorsque chaque sous-système a une influence significative vis-à-vis de
l’autre.
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férieure à celle des problèmes monolithiques. Ces schémas de résolution permettent,

lorsque le couplage est faible, un gain de temps de calcul important, mais perdent la sta-

bilité inconditionnelle. Toutefois, certains auteurs [129] proposent des modifications de

ces méthodes pour les rendre inconditionnellement stables.

4.3 Résumé

Le schéma suivant Fig.(3.2) résume les deux stratégies de résolution :

Couplage faible

Approche Étagée

Fluide

t k

t k

Solide

Couplage
fort Fluide Solide

Fluide

t k+1

t k+1

Solide

Fluide Solide

Couplage
fort

Approche Simultanée

Fluide
et Solide

Fluide
et Solide

so
u

p
le

ss
e

st
ab

il
it

é
ro

bu
st

es
se

Fig 3.2. Représentation schématique des différentes stratégies de couplage.

En pratique, aucune des deux méthodes n’est vraiment supérieure à l’autre, et la lit-

térature traitant des divergences entre les deux méthodes est abondante. En réalité, le

choix dépend fortement du type de problème. Des développements récents (voir Néron

(2004,2007,2008) [109,110,111]) proposent des stratégies alternatives permettant l’utilisation

de maillages spatiaux et de discrétisations temporelles, différents pour chaque physique.

Cependant pour nous aider dans le choix de la stratégie, il peut être judicieux d’éta-

blir quelques critères de sélection, par exemple :

• force du couplage ;

• ratio entre précision et temps de calcul ;

• potentiel de modularité et de réutilisabilité du code implémenté (à moyen terme).

Le premier critère suffit généralement à orienter le choix vers une approche simulta-

née de résolution des équations. Tandis que les deux derniers critères sont généralement

en faveur de l’approche étagée.

La manière dont est formulé ici le problème (3.40) suggère de choisir la méthode de

résolution simultanée et les auteurs , Schrefler (2001) [132],Mohammadnejad (2012) [101] et
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Carrier (2012) [41] ayant cherchés à résoudre ce genre de problème préconisent d’utiliser

ce type d’approche.

Néanmoins, ce choix ne répond que partiellement à notre objectif. En effet, nous

souhaitons développer un outil complet mais surtout modulaire et adaptable à des cou-

plages futurs. Et ainsi éviter des développements lourds dès que l’on change de problème

physique.

5 Technique d’implémentation : généricité

L’idée de cette section est d’établir une technique permettant de conserver la ro-

bustesse des approches monolithiques tout en gardant une modularité maximale. Pour

ce faire, nous nous inspirons de la philosophie de la programmation orientée objet. La

plate-forme ouverte LMGC90 est pour cela bien adaptée à ce type d’exercices par sa mo-

dularité.

5.1 Principe de généricité

Nous avons cherché ici à extraire de la méthode des éléments finis tout ce qui était

bien adapté à la conception par objets i telle que le Fortran 90 ii permet de l’envisager

en se plaçant essentiellement du côté utilisateur. Elle doit permettre à ces utilisateurs de

construire plus rapidement leurs applications. Nous avons exploité les notions nouvelles

de ce langage de programmation pour réfléchir à l’implémentation des éléments finis en

assurant réutilisabilité, extensibilité et compatibilité de la plateforme LMGC90.

La généricité telle que nous la définissons dans ce travail, permet d’écrire une mé-

thode de la même façon, quels que soient les objets auxquels elle s’applique. Par exemple,

considérons le cas du produit d’une matrice par un vecteur, il est clair que cette opéra-

tion ne dépend pas du type de coefficients de la matrice (entier, réel, etc...). Les coeffi-

cients de la matrice sont paramétrés en dehors du code source.

5.2 Implémentation

Nous avons cherché pour le développement et l’implémentation de notre outil de

simulation à factoriser dans un élément fini générique les différents opérateurs néces-

saires à notre formulation. Cette approche évite la répétition de code ayant le même ob-

jectif ou le même principe et permet d’envisager plus facilement des extensions au mo-

dèle (e.g. ajout des effets thermiques). L’enjeu de la conception d’un tel élément est de

i. La conception par objets est une méthode fondée sur des entités ayant des propriétés communes qui
échangent des messages. Le fonctionnement de l’objet est déterminé par le principe d’abstraction.

ii. En gardant à l’esprit que le Fortran 90 n’est pas un langage objet.
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fournir une structure de données commune au niveau des opérateurs pour résoudre un

problème multiphysique. En effet, pour un grand nombre de problèmes physiques, les

équations aux dérivées partielles ne diffèrent que par un certain nombre de paramètres

matériels et donc les matrices et les vecteurs élémentaires résultant de la discrétisation

par éléments finis sont similaires. Ce que nous illustrons dans le tableau Tab.(3.1), où M
désigne de manière générique les différents termes calculés et N la matrice des fonctions

de forme.

Tab 3.1. Matrices et vecteurs type de la structure de donnée générique.

Type Nom Équations∫
ΩNᵀMNᵀdΩ matrice de masse (3.17),(3.19),(3.21)∫
Ω∇NᵀM∇NᵀdΩ matrice laplacienne (3.19),(3.21)∫
ΩBᵀMBdΩ matrice tangente (3.17)∫
ΩBᵀMNᵀdΩ matrice de couplage déplacement (3.17)∫
ΩNᵀMNᵀdΩ matrice de couplage pression (3.19),(3.21)∫
ΩNᵀqdΩ vecteur second membre (3.17),(3.19),(3.21)

L’implémentation que nous avons mise en œuvre pour simuler les problèmes mul-

tiphysiques est illustrée sur la figure Fig.(3.3). Le pré-traitement est effectué à l’aide du

logiciel libre Gmsh i et le post-traitement est effectué à l’aide du logiciel libre Paraview ii.

generifEF.f90

méthodes

structure de donnée EF
types d’interpolations∫

Ω
Nᵀ

1MNᵀ
1dΩ,

∫
Ω

Nᵀ
1MNᵀ

1dΩ, ...

interpréteur python

données utilisateur

multiEF.f90
définition type d’élément finis

types d’éléments finis : T63, Q84,...

Assemblage avec les bons opérateurs

Aiguillage structure de donnée

mailX.f90 multimailX.f90

Fig 3.3. Architecture du code pour la simulation de problèmes multiphysiques.

Les données du problème sont entrées par l’utilisateur dans un fichier écrit en py-

thon (interpréteur python). C’est aussi dans ce fichier que les coefficients des matrices

i. http://geuz.org/gmsh/
ii. http://www.paraview.org/
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Tab.(3.1) sont définis. De cette manière, l’utilisateur peut par exemple changer de for-

mulation (pc ,pg ) ou (pc ,pw ) sans programmation supplémentaire.

6 Simulation d’un écoulement diphasique en milieux poreux dé-

formables

Il n’y a pas de solutions analytiques disponibles pour les écoulements diphasiques

dans un milieu poreux partiellement saturé. Pour valider le modèle dynamique d’écou-

lement diphasique dans un milieu poreux déformable présenté dans ce chapitre, on se

propose ici de reproduire l’expérience de drainage d’une colonne de sable i par la seule

force gravitaire. De nombreux auteurs [133,132,87,63,64,158] se sont attachés à reproduire cette

expérience pour valider leurs résultats numériques pour des conditions quasi statiques.

Pour l’instant, il semblerait que seuls Schrefler et Scotta (2001) [132], et Khoei et Moham-

madnejad (2011) [83] ont réalisé ce cas test avec une formulation dynamique.

6.1 Test de Liakopoulos

Le cas-test proposé correspond à l’expérience réalisée par Liakopoulos [96]. Cette ex-

périence consiste à mesurer l’humidité relative en certains points le long d’une colonne

d’un mètre pendant sa désaturation uniquement due aux effets gravitationnels. Avant le

début de l’expérience et des prises de mesures, de l’eau est ajoutée de manière continue à

l’extrémité supérieure de la colonne. Le drainage est libre, à travers un filtre, au niveau in-

férieur de la colonne jusqu’à ce que des conditions d’écoulements pseudo-permanentes

soient établies. Les prises de mesures commencent dès que l’apport d’eau est arrêté.

6.1.1 Configuration initiale

La colonne de sable, représentée en figure (Fig.3.4) est supposée initialement saturée

en eau (Sw = 1, t = 0−). On attire ici l’attention du lecteur sur cette condition, car le pas-

sage d’un état saturé à un état non saturé est une des difficultés majeures de la simulation

des écoulements diphasiques. En effet, si initialement une des phases n’est pas présente

(e.g Sw = 1), d’importantes instabilités numériques (oscillations) apparaissent pendant

la phase de transition. Plusieurs solutions ont été proposées dans la littérature [63,64] mais

elles ne semblent régler que partiellement ces instabilités. Gawin (1997) [65] montre que

la solution la plus pertinente d’un point de vue numérique consiste à autoriser une très

faible valeur de perméabilité pour le gaz. Bien que ce critère n’ait pas de signification

physique, Gawin montre qu’introduire une valeur inférieure limite krg ≤ 0,0001 n’a pas

i. Le sable est dans un contenant rigide.
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d’impact significatif sur la solution. Par ailleurs, cela permet de conserver le jeu com-

plet des équations pendant le démarrage de la simulation. L’état d’équilibre mécanique

initial est obtenu par la solution statique du problème.

6.1.2 Conditions aux limites

Au début de l’expérience, les bords supérieurs (Γ3) et inférieurs (Γ1) sont supposés

être exposés à la pression atmosphérique donc pg = patm et pw = patm. À (t = 0+), l’écoule-

ment est laissé libre sur le bord inférieur tandis qu’il est supposé nul sur le bord supérieur

donc qd
w = 0. Cela correspond à une condition de non-reflux. Les bords latéraux (Γ3 et Γ4)

sont supposés imperméables donc qd
w = 0 et qd

g = 0. Les déplacements horizontaux sont

supposés nuls sur les bords latéraux. Les déplacements horizontaux et verticaux sont

supposés nuls sur le bord inférieur.

Les conditions initiales et les conditions aux limites sont illustrées sur la figure (Fig.3.4).

Z

Y

XX

Y

Z

x

y

1 m

0,1 m

v x ,v y = 0 sur Γ1

pc ,pg = patm sur Γ1

v x = 0 sur Γ2

qd
w ,qd

g = 0 sur Γ2

F x ,F y = 0 sur Γ3

qd
w = 0 et pg = patm sur Γ3

v x = 0 sur Γ4

qd
w ,qd

g = 0 sur Γ4

v 0
w ,v 0

g = 0

p0
c = ρg (h −1) et p0

g = patm

Fig 3.4. Géométrie, conditions initiales, conditions aux limites et maillage de la colonne de Lia-
kopoulos en 2D (déformations planes).
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6.1.3 Paramètres matériaux et fonctions de sorption

Les paramètres matériaux utilisés pour la simulation sont listés dans le tableau (3.2).

Les paramètres mécaniques du sable Del Monte ont été déterminés plus tard par Gawin

(1996) [64]. L’évolution de la saturation et de la perméabilité sont gouvernées par les lois

de sorption présentées au chapitre 2 (4.6). Durant la simulation, la relation de saturation

Sw (pc ) et la relation de perméabilité en eau krw(pc ) suivantes sont utilisées :

Sw = 1−0,10152

(
pc

ρw g

)2,4279

(3.42a)

krw = 1−2,207(1−Sw )1,0121.(3.42b)

La saturation Sw est fixée à 1 lorsque la pression capillaire pc est très faible, pc < 10−16

pour des raisons de convergence. La fonction de perméabilité du gaz krw est celle de

Brooks et Corey [34] :

krg = (1−Se )2(1−S(2+λ)/λ
e )(3.43a)

Se = Sw −Srw

1−Srw

(3.43b)

avec Se la saturation effective, où la saturation résiduelle vaut Srw = 0,2 et le paramètre

de distribution de taille de pores λ= 3.

Tab 3.2. Propriétés matériaux du sable Del Monte.

Module d’Young E = 1,3.106 Pa
Coefficient de Biot b = 1
Coefficient de Poisson ν= 0,4
Porosité n = 0,2975
Masse vol. du solide ρs = 2000 kg.m-3

Masse vol. de l’eau ρw = 1000 kg.m-3

Masse vol. de l’air ρg = 1,2 kg.m-3

Module de compressibilité du solide Ks = 1.1012 Pa
Module de compressibilité de l’eau Kw = 2.109 Pa
Module de compressibilité du gaz Kg = 0,1.106 Pa
Perméabilité intrinsèque k = 4,5.10−13 m2

Perméabilité relative de gaz minimum krg,min = 0,0001
Viscosité dynamique de l’eau µw = 1.10−3 Pa.s
Viscosité dynamique de l’air µg = 1,8.10−5 Pa.s
Gravité g = 9,806 m.s-2

Pression atmosphérique patm = 0 Pa
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6.2 Résultats

Pour la simulation numérique, le problème est traité en deux dimensions avec l’hy-

pothèse de déformations planes. La discrétisation spatiale du domaine est réalisée avec

des éléments quadrangulaires à 8 nœuds et trois champs tels que présentés précédem-

ment (Fig.3.1). Le maillage discrétisé avec 200 éléments par 6 éléments (Fig.3.4), est

plus fin en haut de la colonne afin de suivre avec suffisamment de points le début du

front de saturation. L’intervalle de temps est T = 7200s et a été étudié avec un pas de

temps de ∆t = 0,5 ;1 et 10 secondes. Les résultats présentés ci-après le sont pour ∆t = 1

seconde. Ce problème a déjà été résolu en monophasique et diphasique, toujours en

quasi-statique par plusieurs auteurs Zienkiewicz (1990) [163], Gawin (1996) [64] et Lewis et

Schrefler (1998) [92]. La première résolution en dynamique est due a Schrefler et Scotta

(2001) [132].

Sur la figure Fig.(3.5a), l’évolution de la pression d’eau est tracée pour les temps 5,10,20

et 120 min, et comparée avec la pression d’eau mesurée expérimentalement. Au premier

temps t = 5 min la pression simulée pw décroit plus rapidement que la pression mesu-

rée. Pour les temps suivants, la cinétique s’inverse, i.e la pression simulée décroit plus

lentement que la pression mesurée. À la fin de la simulation, la pression mesurée suit

une distribution hydrostatique, ce régime n’est pas encore atteint pour la simulation au

bout de 120 min.

Les profils de la pression de gaz (air) pg sont tracés sur la figure Fig.(3.5b). Pour les temps

5,10,20 et 120 min tracés, on peut observer que la position de chaque pic de pression est

située à l’endroit ou évolue la transition d’état saturé à non saturé, voir Fig.(3.6a), et au

point d’inflexion de la courbe de pression capillaire, voir Fig.(3.6b).

Dans notre simulation, le front de saturation, voir Fig.(3.6a), se situe vers 0,4−0,5 m du

bas de la colonne tandis que pour d’autres auteurs, le front se situe par exemple vers 0,2

m pour Schrefler (2001) [132] et vers 0,6−0,7 m pour Khoei (2011) [83]. La comparaison pour

la pression capillaire, la pression de gaz et la saturation n’a pas de valeur de validation,

car ces points n’ont jamais été mesurés expérimentalement.

Le déplacement vertical (en haut de la colonne) simulé, voir Fig.(3.7b), est comparable

en terme de valeurs et de profils à ce qu’obtient Gawin (1996) [63]. Schrefler (2001) et Khoei

(2011) [83] obtiennent des valeurs similaires, mais avec des profils différents.

En comparant le débit d’eau sortant simulé et le même débit mesuré expérimentale-

ment, la corrélation est satisfaisante au début de la simulation, voir Fig.(3.7a). Le débit

mesuré au début de la simulation q simulé
w = 4,8.10−6 m.s−1 est comparable à celui mesuré
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expérimentalement qexp
w = 5.10−6 m.s−1. Le débit simulé décroit ensuite plus lentement

que lors de l’expérience. Au bout de 120 min, le débit q simulé
w devrait approcher 0 étant

donné que l’équilibre est quasiment atteint.
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Fig 3.5. (a) Profils de la pression d’eau pw tracés suivant l’axe de symétrie de la colonne à
5,10,20,60 et 120 min comparés aux profils expérimentaux en trait plein. (b) Profils de la pres-

sion de gaz pg .
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Conclusion

Au final, les résultats obtenus pour le modèle d’écoulement diphasique en milieu po-

reux déformable sont satisfaisants d’un point de vue qualitatif. D’un point de vue quan-

titatif, des différences sont relevées par rapport aux autres auteurs. Ces différences s’ex-

pliquent d’une part par la formulation i et le jeu de variable adopté qui n’est pas exacte-

ment identique entre les auteurs. Par exemple, le fait de garder les deux équations (3.11

et 3.12) dès le début de la simulation en supposant l’existence d’une perméabilité rela-

tive de gaz krg,min minimale. Et d’autre part, la stratégie et les algorithmes numériques

utilisés peuvent impacter sensiblement les résultats.

i. Formulation dynamique (notre cas) ou quasi statique.
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4 | Prise en compte de la rupture

dans un milieu poreux saturé
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Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons les différentes méthodes théoriques et numériques

fréquemment utilisées pour modéliser la rupture en mécanique, dans le cadre fragile.

L’ensemble de ces méthodes constitue un sujet riche et vaste dont nous ne donnerons

qu’un bref aperçu, mais suffisant pour introduire progressivement la méthode retenue

dans le cadre de ce travail. Ainsi, partant des outils les plus connus pour étudier la rup-

ture en mécanique, nous présentons la méthode d’érosion développée par Pandolfi et

Ortiz (2012) [115] (element eigenerosion), puis une proposition d’extension et d’application

de cette méthode d’érosion dans un milieu poreux.

1 Bref état de l’art

On présente ici les principales approches en mécanique permettant de traiter la rup-

ture. Conceptuellement, la modélisation de prise en compte du défaut se fait en intro-

duisant une variable supplémentaire, que l’on notera β, pour caractériser l’intensité dé-

faut (rupture ou endommagement). Il peut être représenté par un scalaire, un tenseur ou

encore une fonction. La démarche consiste à calculer l’énergie potentielle comme une

fonction du champ de déplacement u, du paramètre caractérisant l’intensité du défaut

β et du temps t , soit P (u,β,t ), puis à minimiser cette fonction. On détermine alors la

valeur que prend β à l’aide d’un critère. Dans le cadre de l’endommagement β est dé-

terminé à grâce à une loi d’évolution. Toutefois, plusieurs approches souvent distinctes

d’un point de vue théorique sont disponibles pour modéliser la fissuration d’un maté-

riau. Il n’existe pas de théorie unifiée pour modéliser la rupture d’un matériau, et nombre

d’entre elles présentent leurs avantages et inconvénients suivant la situation physique

que l’on considère. Il est possible (sous certaines restrictions) d’écrire des équivalences

entre les différents critères de rupture, dont nous verrons quelques exemples dans les

sections suivantes.

1.1 Les différentes approches

Il est question ici de donner un bref aperçu des différentes approches développées

dans la littérature pour modéliser la fissuration d’un matériau, en particulier deux ap-

proches :

• les modèles de zone cohésive, précisément le modèle de Raous-Cangémi-Cocou-

Monerie car nous l’avons utilisé de manière satisfaisante comme nous le verrons

plus loin pour identifier le comportement de l’interface ciment-acier qui a été

testé expérimentalement dans le chapitre (1) ;
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• l’approche variationnelle de la mécanique de la rupture, car c’est à partir de cette

théorie que s’appuie la méthode d’érosion d’éléments que nous nous sommes

proposé d’étendre aux problèmes d’écoulements et de rupture en milieux poreux.

1.2 Mécanique de l’endommagement

L’endommagement a pour objectif de décrire de manière continue l’apparition et

l’évolution de zones fragilisées, celles-ci résultant de la germination et/ou de la crois-

sance de microcavités dans le matériau. Les modèles d’endommagement (cf Lemaitre

et Chaboche (1993) [91], Needleman (1992) [107]) suivent généralement la démarche qui

consiste à déterminer le paramètre β (généralement noté β = 1−D) comme un para-

mètre d’endommagement scalaire caractérisant l’intensité de dégradation du matériau.

Ce paramètre peut-être bivalué 0 ou 1 (endommagement brutal), ou continu β ∈ [0,1]

(endommagement progressif). Cette description possède un caractère essentiellement

local, et peut rapidement ne plus être adaptée lorsqu’il y a coalescence des microcavités.

Il y a alors formation d’une fissure macroscopique.

1.3 Mécanique de la rupture

La mécanique de la rupture a pour objet de décrire l’évolution d’une ou de plusieurs

fissures. On distingue dans les modèles de rupture généralement deux approches :

• L’approche locale, caractérisée par une étude des champs de contraintes et de

déformations au voisinage de la pointe de fissure ;

• L’approche globale ou énergétique, caractérisée par l’étude du comportement

global de la structure fissurée en réalisant un bilan d’énergie.

Toutefois, que l’on adopte une approche locale ou globale, deux types de ruptures sont à

distinguer suivant le type de comportement de matériau que l’on considère : la rupture

fragile ou la rupture ductile :

• La rupture fragile est caractérisée par une déformation plastique peu importante,

et qui reste confinée au voisinage de la pointe de la fissure. La fissure se propage

très rapidement avec une faible consommation d’énergie. Ce type de rupture est

généralement décrit via la mécanique de la rupture linéaire.

• La rupture ductile au contraire de la rupture fragile, est caractérisée par une rup-

ture lente et des déformations plastiques très importantes avant rupture, ainsi

qu’une forte consommation d’énergie par déformation plastique. Ce type de rup-

ture est généralement décrit via la mécanique de la rupture non linéaire.
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1.3.1 Approche locale

L’approche locale consiste à déterminer les paramètres mécaniques de la rupture

à l’aide de l’écriture du champ de contrainte en pointe de fissure. Ces champs alors

fortement perturbés par la singularité créée par la pointe de fissure sont définis en in-

troduisant la notion de facteurs d’intensité des contraintes. Les facteurs d’intensité des

contraintes ont été introduit par Irwin (1958) [81]. Williams (1957,1961) [154] montre que

quel que soit le chargement et la géométrie du corps (milieu homogène élastique isop-

trope) les contraintes au voisinage d’une fissure admettent un développement asympto-

tique dont le terme singulier s’écrit suivant le mode de propagation de la manière sui-

vante :

(4.1) σij = Kβ

1p
2πr

f βij (θ)+ jβ(r,θ),

où σij est la contrainte imposée, Kβ est le facteur d’intensité des contraintes en mode β,

avec β=I,II ou III et s’expriment en [MPa.m1/2]. Les fonctions ji (r,θ) sont des fonctions

bornées lorsque r tend vers 0, les fonctions f βij (θ) donnent la répartition angulaire, et r

et θ sont les coordonnées polaires d’un point de la structure par rapport à la pointe de la

fissure (4.1).

y

x

r

σy

σx

θ

Fig 4.1. Coordonnées polaires au voisinage de la fissure.

Irwin (1958) [81] postule alors l’existence d’une valeur critique K I c (ténacité du maté-

riau) comme critère de rupture, pour une propagation en mode I pur. La ténacité est une

grandeur intrinsèque au matériau et indépendante de la géométrie de l’éprouvette. Elle

peut se généraliser aux autres modes de propagation. Les travaux de Bueckner (1970) [35],

Williams (1957) [154] et Muskhelishvili (1953) [105] donnent des méthodes pour estimer ses

paramètres. Le principal défaut d’un tel critère est son caractère singulier en pointe de

fissure, ce qui d’un point de vue physique n’est pas valable. En effet, un ensemble de

mécanismes physiques apparaissent en pointe de fissure.

L’analyse seule des contraintes en pointe de fissure est contestée pour la modélisa-

tion de l’amorçage et de la propagation. Une autre approche dite énergétique existe pour

analyser l’avancée des fissures [48].
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1.3.2 Approche globale

On se propose dans cette section de rappeler le concept de l’approche énergétique

pour l’étude de propagation de fissure. Historiquement, c’est à Griffith (1920) [70] que l’on

doit les fondements de l’approche énergétique. Cela consiste à faire un bilan d’énergie à

l’équilibre et après rupture du matériau, en tenant compte de l’énergie de surface créée

par l’avancée de la fissure. Griffith propose alors d’écrire un critère de propagation des

fissures dans le matériau à partir du calcul de l’énergie potentielle. Cette énergie poten-

tielle totale composée d’un terme d’énergie de déformation élastique Wé et d’un terme

dû aux efforts extérieurs F , s’écrit :

(4.2) P =Wé −F .

Griffith postule alors l’existence d’une loi donnant l’énergie de surface de la disconti-

nuité en fonction de l’ouverture de la fissure. Sa démarche se résume en deux hypothèses

fondamentales :

• Première hypothèse de Griffith — il existe une énergie de surface γ à l’interface

des surfaces libres. Si l’on créé une aire supplémentaire dS alors l’énergie dis-

ponible du matériau augmente de γdS. En d’autres termes, à chaque fissure est

associée une énergie de surface directement proportionnelle à l’aire créée ;

• Deuxième hypothèse de Griffith — l’avancée d’une fissure de longueur `, sous

un chargement C, se fera en choisissant la configuration qui rend minimale son

énergie totale.

Dans un cadre bidimensionnel, la fissure est caractérisée par sa longueur `, on définit

alors le taux de restitution d’énergie G , lequel représente l’énergie nécessaire pour faire

avancer la fissure d’un incrément de longueur d`. À partir de l’énergie potentielle totale

P , l’incrément d’énergie de longueur s’écrit :

(4.3) G =−∂P
∂`

(C,`) =− ∂

∂`
(Wé −F ).

Le critère de Griffith se formule alors en distinguant les deux cas suivants :

• si G < 2γ i, il n’y a pas de propagation possible de la fissure ;

• si G ≥ 2γ, il y a propagation de la fissure.

L’approche locale dite en contrainte, et l’approche énergétique peuvent paraître dis-

tinctes à première vue. Pourtant, Irwin (1958) [81] a montré qu’il existe une relation per-

i. Le facteur 2 provient des deux lèvres de la fissure.
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mettant de relier le taux de restitution d’énergie G aux facteurs d’intensité des contraintes

KI ,KII et KIII :

(4.4) G =


1−ν2

E
(K 2

I +K 2
II )+ 1+ν

E
K 2

III en déformation plane

1

E
(K 2

I +K 2
II )+ 1+ν

E
K 2

III en contrainte plane

On remarquera qu’il peut sembler paradoxal de relier KI, KII et KIII qui sont des grandeurs

locales caractérisant la singularité des contraintes à G =− ∂P
∂`

qui est une grandeur définie

de manière globale.

1.3.3 Approche de Griffith améliorée

Le critère de Griffith ainsi formulé, souffre de quelques faiblesses mises en évidence

dans Bui (1978) [36], Leblond (2002) [88], ou encore Suquet (2006) [137]. Particulièrement, le

fait qu’il n’incorpore pas les effets irréversibilité. Une analyse thermodynamique du pro-

cessus de fissuration, en y incluant le second principe, permet de reformuler ces critères,

précisément en montrant l’existence d’une valeur critique de l’énergie dissipée par in-

crément de longueur d’avancée de la fissure. L’énergie dissipée par incrément de lon-

gueur, pour tout chargement C, s’écrit de la manière suivante :

(4.5) ∆E diss(C,`,∆`) =P(C,`)−P(C,`+∆`).

On appelle taux d’énergie dissipée, noté G , sa limite lorsque l’on divise par l’incrément

de longueur de fissure, et que l’on fait tendre cet incrément vers 0 :

(4.6) G(C,`) = lim
∆`→0

∆E diss(C,`,∆`)

∆`
=−∂P(C,`)

∂`
.

Cette énergie dissipée par unité de surface est considérée comme une propriété intrin-

sèque du matériau que l’on note classiquement Gc , ou taux de d’énergie dissipée cri-

tique. C’est en comparant Gc à G que l’on écrit et distingue les différents cas du critère

d’avancée de la fissure, avec ˙̀ l’évolution de la longueur de la fissure :

• si G <Gc , ˙̀= 0, il n’y a pas de propagation possible de la fissure ;

• si G = Gc , ˙̀ ≥ 0, il y a propagation de la fissure de manière quasi statique, si le

chargement augmente.

Malgré toute l’utilité de ce critère, il est nécessaire de connaître la valeur du taux de

restitution d’énergie Gc . Le concept d’intégrale de contour notée J, déduite de la loi de

conservation de l’énergie par Eshelby (1956) [51], puis développée par Rice (1968) [127,126],
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est une méthode pratique pour estimer le taux de restitution d’énergie. En effet, dans le

cas où la fissure se propage de manière rectiligne, on a J =G . Cette intégrale de contour J

(ou intégrale de Rice) a la propriété d’être indépendante du contour d’intégration choisi,

ce qui lui permet d’être calculée aussi bien proche de la pointe de fissure que sur un

contour éloigné. Du fait de ces propriétés, son utilisation est courante en mécanique de

la rupture non linéaire.

On vient de voir précédemment que le raisonnement de Griffith peut d’une certaine

manière être améliorée en essayant de répondre aux canons de la thermodynamique.

Malgré toute la puissance de ce critère, des insuffisances gênantes subsistent. On peut

en citer deux :

• Le critère ainsi formulé ne permet pas l’amorçage de la fissure dans un matériau

initialement sain ;

• Ce critère n’est guère plus capable de prévoir un branchement de fissure, en l’ab-

sence d’hypothèse sur le trajet de celle-ci.

Une solution envisagée est celle proposée par Francfort et Marigo (1998) [61] en éta-

blissant un critère de rupture à partir de l’écriture de l’énergie totale.

1.3.4 Approche variationnelle du critère de Griffith

L’approche variationnelle du critère de Griffith correspond au critère proposé par

Francfort et Marigo. Ce critère postule que la solution du problème de fissuration doit

minimiser l’énergie totale plutôt que l’énergie potentielle. En restant toujours dans le

même cadre (planaire, rupture fragile, élasticité linéaire), on écrit l’énergie totale du sys-

tème de la manière suivante, en notant Ω le domaine sain, ∂Ω le bord du domaine, Γ(`)

la surface de la fissure, et C(t ) le chargement imposé sur le domaine. Cette énergie totale

E tot s’écrit comme étant la somme de l’énergie potentielle du système P(C(t ),Γ(`)) et de

l’énergie de dissipation E diss(Γ(`)) qui ne dépend que de l’état de fissuration, soit :

(4.7) E tot =P(C(t ),Γ(`))+E diss(Γ(`)).

L’énergie totale E tot(C(t ),Γ(`)) écrite ainsi dépend de la géométrie et du chargement à

l’instant t , tandis que l’énergie dissipée E diss(Γ(`)) ne dépend que l’état de la fissure. Le

critère de Francfort et Marigo repose sur la minimisation de cette seule fonction d’éner-

gie totale. On décrit maintenant plus précisément chaque terme. On associe à l’énergie

potentielle un champ cinématiquement admissible U , lequel est continu, dérivable par-

tout surΩ\Γ et autorise les sauts de u. L’énergie potentielle, définie comme la différence
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de la densité d’énergie élastique et du travail des efforts extérieurs, s’écrit :

(4.8) P(u(t ),Γ(t )) =
∫
Ω\Γ(`)

Wé(ε(u))dV −F (u).

L’énergie dissipée est donnée par :

(4.9) E diss(Γ(`)) =GcHn−1(Γ(`)),

où Hn−1(Γ(`)) est la mesure de Hausdorff. La mesure de Hausdorff permet d’attribuer

une mesure de dimension n − 1 dans un espace de dimension n. Concrètement, cela

permet par exemple de définir une grandeur mesurable `, la fissure qui est définie sur Γ

de dimension 1 dans le domaineΩ de dimension 2. Enfin, l’énergie totale s’exprime par :

(4.10) E tot(u,Γ(`)) =
∫
Ω\Γ(`)

W(ε(u))dV −F (u)+GcHn−1(Γ(`)).

On renvoie le lecteur à l’article de Francfort et Marigo (1998) [61] pour les conditions d’exis-

tences de minimum pour cette fonctionnelle ainsi que les définitions associées.

1.4 Les techniques numériques

1.4.1 Modèles d’interfaces

Les modèles d’interfaces ont été proposés la première fois dans les travaux de Dug-

dale et Barenblatt (1960,1962) [50,11] dans le but de décrire l’amorçage et l’évolution de

fissure. Ces modèles lorsqu’ils sont implémentés sous forme d’éléments finis de sur-

face permettent d’envisager des situations mécaniques complexes (dégradation de ma-

tériaux hétérogènes et composites, comportement mécanique non linéaire, évolutions

dynamiques instables...) tout en conservant une compréhension fine de la physique à

l’échelle locale.

Il permettent en général d’établir une synthèse des principales classes de modèles de

fissuration entre ceux utilisant des critères énergétiques (taux critique de restitution de

l’énergie,...) et ceux fondés sur des critères de contrainte maximale (cisaillement maxi-

mal en mode II,...). L’amorçage de la fissure résulte alors naturellement du trajet du char-

gement et les champs cinématique et sthénique sont connus en chaque point de la struc-

ture.

Ils rendent compte de la fissuration au moyen d’une contrainte cohésive, notée ici

R, qui s’exprime en fonction d’un saut de déplacement �u� (représentatif de « l’ouver-

ture » des lèvres de la fissure nouvellement créée) et s’adaptent particulièrement bien aux
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formulations par éléments finis. Le modèle d’interface proposé par Barenblatt est bien

adapté au problème de rupture fragile. L’idée de ce modèle est de tenir compte grâce

à l’introduction de variables adéquates d’une zone de transition entre la partie saine

et la partie endommagée du matériau. L’ouverture normale de la fissure augmente la

contrainte de cohésive R jusqu’à une valeur critique notée δc . Au-delà de cette valeur, la

contrainte diminue et tend vers 0. Le modèle proposé par Dugdale est similaire à celui

de Barenblatt mais plus adapté aux problèmes de rupture ductile.

Dans un cas plus général, la décomposition du saut de déplacement interfacial �u�,

et de la contrainte cohésive R, en une partie normale et une partie tangente, conduit à

écrire �u� et R dans le repère normal-tangent de la manière suivante :

R = RN n +RT t ,(4.11a)

�u� = uN n +uT t .(4.11b)

À partir des années 80, Gurtin (1979) [73], Needleman (1987) [106], Camacho et al. (1996) [37],

Xu (1994) [159], Needleman (1999) [108] proposent des modèles de zone cohésive beaucoup

plus complets. Ils permettent alors de rendre compte de l’évolution des forces de contact

en fonction du saut de déplacement. Par ailleurs, Atkinson et al. (1968) [8] montrent que

sous certaines conditions le taux de restitution (critère de Griffith) de l’énergie mis en

évidence par les modèles classiques de la mécanique de la rupture est aussi conservé,

l’énergie de décohésion d’un modèle de zone cohésive est alors équivalente au taux de

restitution d’énergie du critère de Griffith.

Il existe deux catégories de modèles de zones cohésives, les modèles dits intrinsèques,

possédant une raideur initiale finie, et les modèles dits extrinsèques possédant une rai-

deur initiale infinie. L’inconvénient majeur de cette première classe de modèles est d’adou-

cir artificiellement le comportement global du matériau. Toutefois, les travaux récents

de Blal et Monerie (2012) [27] semblent régler en partie ce problème.En revanche, les mo-

dèles de zones cohésives présentent l’avantage de pouvoir s’affranchir de critère d’amor-

çage ou de techniques consistant à préfissurer le matériau lorsque le chemin de fissura-

tion n’est pas a priori connu. Ils permettent également de simuler des propagations de

fissures avec bifurcation sans critères adaptés en introduisant des éléments d’interface

entre chaque élément du maillage, Xu et al. (1994) [159].

Nous présentons en détail le modèle de zone cohésive Raous-Cangémi-Cocu-Monerie

à la section (2.1) que nous avons utilisé pour caractériser le comportement interfacial

ciment-acier.
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1.4.2 Méthode de partition de l’unité

Le concept de partition de l’unité a été introduit par Babuška et Melenk [99]. Les au-

teurs cherchent à améliorer la qualité de la solution fournie par la méthode des éléments

finis non pas en raffinant le maillage, mais en injectant dans la base de fonctions utili-

sées pour approximer le problème des fonctions a priori proches de la solution attendue.

La prise en compte de la discontinuité est effectuée en enrichissant l’interpolation des

champs de déplacement sur chacun des nœuds dont le support est traversé par une sur-

face de discontinuité. Cette approximation du champ de déplacement peut s’écrire de la

manière suivante :

(4.12) u(x) '∑
i

uiΦi (x)+∑
j

û j H(x)Φ j (x)

oùΦi (x) représente les fonctions de formes classiques (équivalente à celles utilisées dans

le chapitre (3) et H(x) désigne la fonction de Heaviside uniquement définie sur la surface

de discontinuité.

2 Application de la méthode de zone cohésive

L’objectif ici est de simuler un essai de push-out afin d’identifier un certain nombre

de paramètres mécaniques d’interface, à l’aide d’un modèle de zone cohésive. Ce mo-

dèle, décrit dans la section suivante (2.1.1), a été proposé par Raous, Cocu, Cangémi et

Monerie (2001) [122,38,103]. Les résultats de la simulation sont confrontés aux résultats des

essais expérimentaux présentés dans le chapitre (1). On montre alors que le modèle per-

met d’obtenir une très bonne corrélation avec les résultats expérimentaux.

2.1 Modèle de Raous-Cangémi-Cocu-Monerie

Le modèle RCCM (Raous-Cangémi-Cocu-Monerie) s’appuie sur l’idée fondamentale

(cf. Fremond (1987) [62]) qu’il existe une variable d’intensité permettant de décrire l’état

d’adhésion. Depuis, ces auteurs ont largement largement développé cette idée, et sa

forme actuelle est due à Monerie (2001) [103].

Ce modèle développé à partir du formalisme de la thermodynamique, propose de

coupler endommagement surfacique, frottement de Coulomb et contact unilatéral en

incluant une sensibilité à la vitesse de sollicitation i.

i. Il étend ainsi le modèle proposé par Frémond (1987) [62].
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2.1.1 Formulation du modèle

Le comportement de l’interface est décrit par les équations suivantes (4.13-4.14a) où

le statut de la fissure passe progressivement de l’adhésion au frottement de Coulomb

avec contact unilatéral (conditions de Signorini) grâce à une variable supplémentaire β

permettant de décrire son état, tel que :

(4.13)


β=1, l’interface est vierge,

0 <β<1, l’interface est partiellement endommagée,

β=0, l’interface est rompue.

−R r
N +β2CN�uN� ≥ 0, �uN� ≥ 0(4.14a)

R r
T =β2CT �uT �,(4.14b)

|RT −R r
T |≤µ | R N −β2CN�uN� | ,(4.14c)

∥RT −R r
T ∥<µ | RN −β2CN�uN� |⇒ �u̇T � = 0,(4.14d)

∥RT −R r
T ∥=µ | RN −β2CN�uN� |⇒ ∃λ≤ 0, tel que �u̇T � =λ(RT −R r

T ).(4.14e)

avec CN et CT les raideurs initiales normale et tangentielle de la liaison interfaciale, et µ

le coefficient de frottement de Coulomb.

2.1.2 Interprétation du modèle et de ses valeurs

Pour comprendre le comportement mécanique proposé par le modèle et le rôle de

ses différents paramètres, nous donnons leurs significations dans le tableau (Tab.4.1) ci-

après.

Tab 4.1. Paramètres d’interface du modèle RCCM.

CT et CN Raideurs initiales normales et tangentielles de la liaison interfaciale. [MPa.m−1]

µ Coefficient de frottement de Coulomb. [-]

w Énergie de décohésion, tant que le seuil de décohésion n’est pas
atteint, l’interface n’est pas endommagée. Son comportement élas-
tique est alors gouverné par les rigidités initiales CN et CT .

[J.m−2]

2.2 Exemple d’application du modèle : essai de pushout

L’exemple traité ici permet de rendre compte de la capacité du modèle à simuler le

comportement d’une interface acier-ciment.
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2.2.1 Description du problème

On considère le problème de pushout présenté au chapitre (1). Le plot de ciment est

soumis à un chargement imposé en vitesse de déplacement. La géométrie ainsi que les

conditions aux limites sont illustrées sur la Fig.(4.2). La géométrie de l’objet suggère de

traiter le problème de manière axisymétrique.

Afin de représenter correctement les conditions réelles de l’essai — par exemple les

contraintes résiduelles d’origine thermique liées à la prise du ciment — on considère une

loi de comportement thermoélastique linéaire.

samedi 7 juin 14

X

Y

Z

rc = 20mm
ra = 22mm

-vy

Fig 4.2. Géométrie et maillage du problème avec vitesse de déplacement imposée, conditions aux
limites de type axisymétrique. Le maillage est réalisé avec des éléments quadrangulaires à quatre

nœuds (1180 éléments, 1092 nœuds et 162 nœuds de contact).

Les propriétés thermoélastiques des deux matériaux sont données dans le tableau

(Tab.4.2). L’analyse des données expérimentales disponibles dans [82] montre que le com-

portement de l’interface est fragile.

Tab 4.2. Paramètres thermoélastiques de l’acier et du ciment.

acier ciment unité
Module d’Young E 210 13 [GPa]
Coefficient de Poisson ν 0,3 0,18 [-]
Coefficient de dilatation thermique αth 9.10−6 10−6 K −1

La distribution des contraintes le long de l’interface et le gradient de cisaillement in-

terfacial proche de la surface libre sont fortement influencés par le type de chargement

du plot de ciment. Une attention particulière est apportée au maillage de la zone au voi-

sinage de l’interface pour tenir compte des concentrations de contraintes.
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2.2.1.1 Chargement et discrétisation temporelle

Le chargement est appliqué en vitesse de déplacement imposée vy =1.10−3m.s−1. Cette

valeur est proposée par Kenga (2005) [82]. En effet, au-delà de vy =1.10−3m.s−1 les résultats

montrent une grande sensibilité à la vitesse de chargement, d’après l’analyse des résul-

tats obtenus par Kenga (2005) [82]. Une attention particulière doit être portée au choix

du pas de temps, car la formulation dynamique de la plateforme LMGC90 implique des

contraintes supplémentaires sur la discrétisation du calcul par rapport à une approche

avec une formulation quasi statique. En régime dynamique, il nécessaire de définir le

pas de temps ∆t en proportion de la taille des éléments h. Le pas de temps choisi doit

être inférieur au temps nécessaire à l’onde élastique de vitesse c pour traverser la frac-

tion d’élément h, tel que ∆t ≤ h
c

. On notera qu’un raffinement spatial implique alors un

raffinement temporel.

2.2.1.2 Les contraintes résiduelles d’origines thermo-mécanique

Les différentes propriétés thermoélastiques des matériaux génèrent un champ de

contraintes résiduelles d’origine thermique qu’il convient de prendre en compte. Ceci

correspond à la différence de température pendant la prise du ciment TP et la tempé-

rature pendant les conditions de l’essai TA. La différence de température ∆T = TA −TP

mesurée est de 41 ◦C. Au vu de la géométrie cylindrique de l’échantillon, le chargement

mécanique résultant de ce gradient de température est un cisaillement interfacial et une

pression radiale. Les contraintes résiduelles d’origine thermomécanique sont appliquées

durant les dix premiers pas du chargement. Le chargement mécanique est ensuite super-

posé à ce chargement thermique. Cette évaluation des contraintes d’origine thermique

comme un préchargement permet également à simuler un frettage post-decohésion. En

effet, on voit bien sûr la (Fig.4.3) qu’après rupture de l’interface, il reste un plateau d’ef-

forts résiduel. Mis à part les éventuels artefacts expérimentaux, celui-ci correspond bien

aux contraintes induites par la mise en forme initiale des échantillons.

2.2.1.3 Méthode d’identification des paramètres mécaniques du modèle

Nous rappelons que les paramètres mécaniques à identifier sont les suivants : la rai-

deur interfaciale C ( les raideurs normales CT et CN sont supposées égales ; cette hypo-

thèse est vérifiée par le fait qu’il n’y a pas (ou de manière très négligeable) de contribu-

tion de la composante normale lors de l’essai. Le seuil de décohésion w , le coefficient

de frottement de coulomb µ. La méthode d’identification repose sur une estimation a

priori de ces paramètres. Des plages d’ordre de grandeur sont ainsi définies pour les co-

efficients C , w et µ. Une discussion sur la validité physique de ces paramètres est faite

à la section suivante (2.2.2). On notera que ces paramètres ont des influences couplées
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sur la réponse globale du test. On précisera donc les paramètres les plus influents pour

chaque phase caractéristique de l’essai : charge élastique, début de l’endommagement,

endommagement établi, décharge, frottement résiduel.

2.2.2 Résultats et discussion

La Fig.(4.3) représente la réponse mécanique simulée à l’aide du modèle de zone co-

hésive RCCM, et la réponse mécanique mesurée lors de l’essai de pushout jusqu’à rup-

ture complète. Les paramètres cohésifs retenus pour le modèle sont indiqués dans le

tableau Tab.(4.3).
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Fig 4.3. Courbe de la réponse mécanique simulée et mesurée du pushout.

Tab 4.3. table des valeurs identifiées lors de la simulation à β= 0.

paramètres valeurs identifiées unités

µ 1 [-]

w 6650 [J.m−2]

CN ,CT 6,4.1010 [J.m−2]

Coefficient de frottement • La valeur moyenne identifiée (voir Tab.4.3) est supérieure

aux valeurs classiquement admises dans la littérature i. Li (1998) [93] et Raous (2009) [123]

identifient pour des interfaces la valeur suivante µ= 0,5.

i. Malgré le fait que très peu de données soient disponibles pour une interface ciment-acier.
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On peut envisager l’explication suivante : les interactions géométriques destructives ne

sont pas prises en compte après la fissuration de l’interface. C’est ce que l’on appelle en

mécanique des roches un comportement dilatant. La valeur élevée identifiée du frotte-

ment de coulomb semble donc compenser un effet de structure.

Énergie de décohésion • Contrairement à Raous (1997) [122], Monerie (2001) [103] nous

avons fait le choix d’identifier l’ensemble des paramètres du modèle. Raous (2009) [123]

prend pour son identification, l’énergie de rupture interfaciale calculée par Bažant (1994,

1995) [16,17] qui égale à w ' 140 J.m−2. La valeur que nous avons identifiée est significati-

vement plus élevée (voir Tab.(4.3)). Néanmoins, c’est l’énergie nécessaire pour atteindre

l’effort maximal avant rupture lors de notre simulation. Toutefois, cette valeur semble

assez éloignée des valeurs classiquement admises par la littérature.

Raideurs interfaciales • Les raideurs normales et tangentielles sont choisies initialement

telle que le comportement du système ciment/zone cohésive/acier avant décohésion est

inférieur au comportement élastique du ciment seul. En considérant que les ruptures de

liaisons interfaciales siègent effectivement dans le ciment, les valeurs trouvées sont donc

comme on l’attendait inférieures à la réponse élastique en cisaillement du ciment seul.

2.3 Stratégie de prise en compte de la rupture en milieu saturé

Nous avons au début de ce chapitre donné un bref aperçu des différentes approches

existantes pour modéliser la rupture. Bien que conceptuellement proches, leurs mises

en œuvre s’avèrent souvent très différentes lorsqu’il s’agit de mettre au point un outil de

simulation, la plupart du temps grâce à la méthode des éléments finis.

Nous pensons qu’un couplage fort entre les phénomènes d’écoulements (séchage et

drainage) et leurs effets sur la déformation mécanique (retraits volumiques, pressions

de fluides multiphasiques dans le milieu,...) sont potentiellement à l’origine de l’endom-

magement de la gaine d’étanchéité cimentaire. Cet endommagement peut-être appro-

ché traditionnellement par différentes méthodes, tant sur le plan conceptuel au niveau

du choix de modèles dits « phénoménologiques », que sur le plan de leur mise en œuvre

numérique : méthodes d’endommagement volumique locales directes, éléments finis

étendus (XFEM) ou zones cohésives pour citer les plus fréquentes.

La difficulté dans notre cas est clairement de devoir gérer une ou plusieurs variables

de pression supplémentaires dans la formulation de ces critères à cause du caractère

poreux des milieux concernés par notre étude.

L’enjeu est également de pouvoir traiter de manière intégrée deux mécanismes qui
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nous paraissent fondamentaux vis-à-vis de la dégradation des puits et de la zone proche

puits :

• la décohésion interfaciale (ou proche de l’interface) ;

• la fracturation induite dans la zone proche puits (voir Fig.1.4).

Cette dégradation caractérisée par des mécanismes de décohésion et de fracturation

est provoquée par l’injection de gaz à des pressions élevées et, est potentiellement ag-

gravée par des phénomènes de drainage capillaire et probablement des effets de retrait,

bien que ces derniers ne soient quantifiés pour le moment.

Bien entendu, différents choix de modélisation sont susceptibles de convenir pour

tenter d’apporter une solution de simulation prédictive et d’être en mesure de prendre

en compte in fine l’ensemble de ces phénomènes de dégradation. Dans le contexte de ce

travail de thèse et de par la relative complexité des différentes physiques que nous avons

dû aborder et modéliser, nous avons retenu deux voies a priori prometteuses. La pre-

mière concerne une approche par zone cohésive pour modéliser l’interface ciment/acier

ou ciment/roche et la seconde récemment développée par Pandolfi et Ortiz (2012) [115]

est une méthode d’érosion d’éléments s’appuyant sur les approches énergétiques de la

mécanique de la rupture. Notre choix a été conditionné par certaines réflexions d’ordre

général, mais néanmoins importantes à ce stade de notre travail.

Les approches par zone cohésive sont susceptibles de traiter à la fois la probléma-

tique de décohésion interfaciale et celle de la fracturation multiple dans un volume (cf

Monerie (2001) [103]). Ce dernier point reste cependant un champ d’études complexes en

soi et encore ouvert à l’heure actuelle rejoignant alors des questionnements qui s’étendent

bien au-delà de notre étude limitée dans le temps (dépendance au maillage, raideurs

d’interface, orientation de la fissuration,...). Quoi qu’il en soit, la formulation locale des

modèles de zones cohésives permet d’aborder des mécanismes variés comme le contact

unilatéral, le frottement ou la plasticité et d’enrichir la phénoménologie de l’endomma-

gement et de la rupture. Nous retiendrons donc ce type d’approche pour représenter les

effets de décohésion aux interfaces, fortement conditionnés par le frottement en condi-

tion de fond de puits (contact normal non-négligeable dû à des conditions de pression

importantes).

Cependant, l’extension et l’application de ce genre de modèle au milieu poreux sa-

turé dépend de l’échelle de fissuration que l’on considère. Nous nous intéressons à des

matériaux de natures différentes (ciment, roches consolidées) dans lesquelles nous trou-

vons des hétérogénéités à des échelles très diverses. Et il n’est pas certain de la légitimité

physique des modèles de zones de cohésives à une échelle dite de l’ingénieur [147,83].
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La méthode de Pandolfi et Ortiz, bien que classique dans son approche, s’appuie sur

un critère énergétique pour la propagation de la rupture. Elle présente une souplesse

de mise en œuvre supérieure à celle des modèles de zones cohésives pour la simulation

de propagation de fissure en volume lorsque l’on souhaite traiter des problèmes mul-

tiphysiques. À l’inverse des méthodes de zones cohésives, elle ne permet pas de traiter

simplement (dans le stade actuel) les mécanismes dissipatifs ou non linéaires pouvant

coexister avec la rupture (plasticité, contact, frottement,...). Nous retiendrons donc cette

approche pour traiter la problématique de fissuration dans la zone proche puits, et abor-

der éventuellement les problèmes de bifurcation de fissure en présence de défauts.

Il n’a pas été possible dans le temps imparti de mener jusqu’au bout l’ensemble de

la démarche multiphysique sur ces deux approches de modélisation de la rupture. Nous

nous sommes focalisés sur l’intégration d’un modèle de transfert multiphasique au sein

de l’approche générale de Pandolfi et Ortiz.

3 Méthode d’érosion d’élément ou eigenerosion

Nous avons dans les sections précédentes, exposé de manière non exhaustive, mais

suffisante les différentes approches de la mécanique du défaut, notamment le principe

de l’approche variationnelle de la mécanique de la rupture. C’est en conjuguant cette

approche et la théorie de l’eigendeformation i, dont les principes sont exposés et déve-

loppés dans l’ouvrage de référence de Mura (1987) [104], que Schmidt, et al. (2009) [131] in-

troduisent le principe d’eigenfracture. Le principe d’eigenerosion est développé par Pan-

dolfi et Ortiz (2012) [115] à partir du formalisme de l’eigenfracture . On se propose dans

cette section de présenter l’approche d’eigenerosion modifiée, notamment les variantes

qu’elle apporte en regard de l’article de Pandolfi et Ortiz, puis de l’étendre à un problème

d’écoulement dans un milieu poreux saturé en eau, via la méthode que nous propose-

rons (section 4) et que l’on pourra noter eigen porous erosion.

3.1 Principe de la méthode d’érosion

Sans entrer dans le formalisme de l’eigenerosion, cette méthode consiste très simple-

ment à établir un bilan d’énergie (4.10) sur chaque élément de la structure. Chaque élé-

ment ayant atteint un critère fixé est alors supprimé. On peut d’un point de vue concep-

tuel faire l’analogie avec la mécanique de l’endommagement (brutal), dans le sens où

i. La terminologie eigendeformation, héritée de l’allemand Eigenspannungen, est un terme générique
pour désigner les déformations non élastique, apparu la première fois dans Reissner (1931) [124]. C’est
Eshelby (1957) [52] qui y fera référence en premier pour décrire les déformations liées aux perturbations des
contraintes générées par une inclusion Ω dans un domaine D . Ces déformations sont alors notées ε∗ dans
l’inclusion, nous utiliserons la même notation pour les déformations dans la zone érodée.
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chaque élément possède un caractère binaire, 0 pour un élément sain et 1 pour un élé-

ment érodé.

Donc, considérons un domaine sain Ω, avec son bord ∂Ω. Appelons A l’aire de la

fissure, et C(t ) le chargement imposé sur le domaine. L’approximation de l’énergie po-

tentielle (4.8) se réécrit avec le champ d’eigendeformation de la manière suivante :

(4.15) P(u(t ),ε∗) =
∫
Ω\A

Wé(ε(u)−ε∗)dV −F (u),

le champ d’eigendeformation ε∗ ne consomme pas d’énergie, donc ne modifie pas la

valeur de l’énergie élastique, et autorise les sauts de u.

Dans ce qui suit, nous établissons l’approximation de l’énergie totale (4.10), selon la

formulation proposée par Schmidt [131], en prenant n = 3 pour la mesure de Hausdorff H2

à |Aε|
2×ε , celle-ci s’écrit donc :

(4.16) Eε(u(t ),ε∗) =
∫
Ω

W(ε(u)−ε∗)dV −F (u)+Gc
|Aε|
2×ε .

Dans l’expression (4.16), apparaît un paramètre de contrôle ε qui est un paramètre

homogène à une longueur et qui intervient lors de l’estimation de l’incrément de lon-

gueur de la fissure. A représente le support du champ d’eigendeformation ε∗ tel que A =
{ε∗ 6= 0}, i.e le domaine sur lequel le champ d’eigendeformation est différent de zéro où A

peut-être considéré comme une approximation de la fissure. Aε représente le ε-voisinage

de A. Autrement dit, Aε correspond à l’ensemble des points se trouvant à une distance in-

férieure ou égale à ε de A. Et |Aε| représente le volume du ε-voisinage de Aε. On trouvera

toute la rigueur mathématique de cette approche i dans l’article de Schmidt [131], notam-

ment les aspects de Γ-convergence qui montrent l’existence de minimiseurs pour l’ap-

proximation de (4.16) permettant l’utilisation légitime de la méthode des éléments finis

pour ce type d’approche. Récapitulons maintenant la stratégie à suivre pour appliquer la

méthode d’érosion d’éléments :

i. Décrire la topologie de la fissure et pour cela calculer (section 3.2.1) l’incrément de

longueur d’avancée de la fissure ;

ii. Établir un bilan d’énergie (section 3.2.2), notamment en calculant l’énergie élastique

de chaque élément (peu coûteux numériquement), et de la structure.

i. Le lecteur curieux trouvera de nombreux détails sur le principe de l’approche variationnelle de la
rupture dans l’article de Bourdin, Francfort et Marigo [29].
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3.2 Mise en œuvre de la méthode d’érosion

3.2.1 Calcul de l’incrément de longueur de fissuration

Pour mettre en œuvre le point (i) et calculer l’ε-voisinage Aε, on utilise une sphère de

rayon ε ayant comme centre le barycentre de chaque élément érodé. Tout élément ayant

son barycentre à une distance inférieure ou égale à ε du barycentre de l’élément érodé

est considéré comme un voisin (Fig.4.4a), et l’union de ces éléments voisins constitue le

ε-voisinage. L’incrément de longueur correspondant à l’avancée de la fissure (Fig.4.4b)

pour un élément est alors calculé de la manière suivante :

(4.17) ∆`e = |(A∪e)ε\Aε|
2×ε

où la lentille (Fig.4.4b) de surface A∪e est obtenu en incrémentant la surface héritée A

de e. La relation |(A∪e)ε\Aε| décrit donc la surface actuelle de la fissure moins la surface

des éléments érodés Aε.

Relevons ici que ce genre de méthode de calcul des voisins présente un inconvénient

lors de l’amorçage d’une fissure (le cas d’une fissure débouchante est sensiblement le

même). Dans le cas de l’amorçage, le nombre de voisins compris dans Aε est excessif, car

aucune fissure n’est encore présente. Si on ne fait rien, le premier incrément de longueur

calculé est donc surestimé. La solution que l’on propose est de calculer ∆`e comme une

fonction de la surface de l’élément érodé f (e).

2ε

h

Aε

{ε∗ 6= 0}ε

(a)

|(A∪e)ε \ Aε|

{ε∗ 6= 0}ε

(b)

Fig 4.4. (a) Description de l’avancée du chemin d’éléments érodés, et des éléments appartenant
au ε-voisinage |eε|. Les éléments voisins sont marqués par les points (•). (b) Visualisation de la
nouvelle configuration érodée |∆eε|, l’élément grisé correspond à l’avancée éventuelle de la fis-

sure, les nouveaux voisins sont décrit par la lentille marquée de (•).
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3.2.2 Calcul de l’incrément d’énergie

Dans cette section, on détaille le point (ii). Il est question d’estimer l’énergie dissi-

pée par un élément tout juste érodé. Évaluons alors l’énergie de la structure avant, soit

(4.4a), et après, soit (4.4b) l’érosion de l’élément. Nous noterons la matrice de rigidité

avant érosion Ksain
T = Ke

T +∆Ke
T , Ke

T étant la matrice de rigidité moins l’élément érodé, et

∆Ke
T

i la matrice de rigidité de l’élément érodé e . Nous noterons usain le champ de dépla-

cement de la structure saine, ue le champ de déplacement de la structure érodée, ∆ue

étant la différence (ue −usain). Toutes les grandeurs utilisées dans le calcul de l’énergie

sont récapitulées dans le tableau suivant (4.4) :

Tab 4.4. Récapitulatif des notations utilisées pour le calcul de l’incrément de l’énergie.

Matrice de rigidité avant érosion Ksain
T

Matrice de rigidité avec érosion Ke
T

Matrice de rigidité d’un élément érodé ∆Ke
T = Ksain

T −Ke
T

Champ de déplacement de la structure saine usain

Champ de déplacement d’un élément érodé ue

Différence du champ de déplacement ∆ue = usain −ue

Chargement extérieur de la structure fext

Nous exprimons ci-dessous, la variation de l’énergie potentielle dans la structure

consécutive à l’érosion d’un élément :

(4.18)
−∆E e =1

2
t
usain(Ke

T +∆Ke
T )u − tfext usain

− 1

2
t(usain +∆ue )Ke

T (u +∆ue )+ tfext(usain +∆ue ).

L’écriture de la configuration avant (cf. 4.19a) érosion à l’équilibre pour un chargement

fext, et après érosion (cf. 4.19b) s’écrit :

(∆Ke
T +Ke

T )usain = fext,(4.19a)

Ke
T (usain +∆ue ) = fext.(4.19b)

De ces deux relations, nous en déduisons deux autres, lesquelles nous seront utiles pour

le développement qui va suivre. Pour cela, nous écrivons d’une part l’égalité (4.20a) entre

(4.19a) et (4.19b) où chaque côté est multiplié par (∆Ke
T )−1, et d’autre part en écrivant la

i. Pour éviter la confusion sur les exposants utilisés dans ce manuscrit, on gardera à l’esprit que l’ex-
posant devant une grandeur telle que e (.) signifie élémentaire, et l’exposant après (.)e fait référence à un
élément érodé.
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différence (4.20b) entre (4.19a) et (4.19b). Nous avons donc :

(∆Ke
T )−1(∆Ke

T +Ke
T )usain = usain +∆ue ,(4.20a)

(∆Ke
T )−1Ke

T usain =∆ue .(4.20b)

Ci-après, développons simplement (4.18), soit :

(4.21)
−∆E e =1

2
t
usainKe

T usain + 1

2
t
usainKe

T usain − tfextu
sain − 1

2
t
usainKe

T u

− 1

2
t(∆ue )Ke

T usain − 1

2
t
usainKe

T∆ue − 1

2
t(∆ue )Ke

T∆ue + tfextu
sain + tfext∆ue .

En tenant compte de (4.19a)-(4.19b), alors (4.18) devient :

(4.22) −∆E e = 1

2
t
usain∆Ke

T usain−1

2
t(∆ue )Ke

T usain−1

2
t
usainKe

T∆ue−1

2
t(∆ue )Ke

T∆ue+tfext∆ue .

En rappelant que tfext = t
usain(Ke

T +∆Ke
T ), alors (4.22) devient :

(4.23)
−∆E e =1

2
t
usain∆Ke

T usain − 1

2
t(∆ue )Ke

T u

− 1

2
t
usainKe

T∆ue − 1

2
t(∆ue )Ke

T∆ue + t
usain(Ke

T +∆Ke
T )∆ue .

Après avoir simplifier (4.23), nous obtenons :

(4.24) −∆E e = 1

2
t
usain∆Ke

T usain − 1

2
t(∆ue )Ke

T∆ue + t
usain∆Ke

T∆ue ,

compte tenu de (4.20a) et (4.20b), nous écrivons :

(4.25)
−∆E e =1

2
t(

(∆Ke
T )−1Ke

T∆ue
)
Ke

T

(
(∆Ke

T )−1Ke
T∆ue

)
+ t(

(∆Ke
T )−1Ke

T∆ue
)
Ke

T∆ue − 1

2
t
usain∆Ke

T usain.

Après simplification, on obtient :

(4.26) −∆E e = 1

2
t
usain∆Ke

T usain + 1

2
t(∆ue )(Ke

T )−1∆ue

Pandolfi et al. (2012) [115] propose d’écrire (4.26) en négligeant les termes du second ordre :

(4.27) −∆E e ' 1

2
t
usain∆Ke

T usain.

Toutefois, cette approximation minimise l’énergie et retarde l’apparition de la fissure.

Dans la section suivante, l’incrément d’énergie est calculé à partir de (4.18). Par ailleurs,
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après une vérification des calculs, il semble qu’une petite erreur de signe (+ → −) soit

présente dans l’équation (4.18) dans le deuxième terme, par rapport à celle écrite dans

l’article [115].

3.2.3 Algorithme de résolution

Dans ce type de critère, l’énergie nécessaire à la fissuration est fournie par la res-

titution d’énergie lors de la relaxation dans l’ensemble du milieu. Ainsi pour connaître

l’énergie dissipée lors de l’avancée de la fissure, on a besoin de connaître l’énergie élas-

tique stockée dans l’ensemble du milieu, donc dans chaque élément lors d’un calcul par

élément fini. Ici, le calcul de l’énergie nécessaire à l’avancée de la fissure se fait en deux

temps, d’abord en calculant un critère local puis en calculant un critère global, donc :

i. On calcule l’énergie élastique dans chaque élément puis le taux de restitution d’éner-

gie Err en prenant les valeurs les plus élevées suivant une tolérance définie.

ii. Puis, on calcule la variation d’énergie totale de la structure sur la longueur de fissure

estimée avant et après érosion temporaire des éléments sélectionnés. Les éléments

sélectionnés sont mis sur une liste onset. Enfin, on calcule le taux de restitution cri-

tique et si celui-ci est atteint alors les éléments présents dans cette liste sont érodés.

Les éléments e en vue d’être potentiellement érodés prennent quatre statuts diffé-

rents, voir Tab.(4.5).

Tab 4.5. Les statuts possibles des éléments pendant l’érosion.

ε∗(e) = 0 sain
ε∗(e) = 1 érodé
ε∗(e) = 2 voisin
ε∗(e) = 3 nouveau voisin

Le jacobien j (e) des éléments est également calculé pour connaître l’état de chargement

des éléments, par exemple s’ils sont en traction ou en compression. L’algorithme de ré-

solution de la méthode est donné dans la figure Alg.(2).
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Données : tol=10%
Initialisation
tant que go=1 faire

pour tous les éléments e dont ε∗(e) 6= 0 faire
si ε∗(e) = 0 alors

calcul du volume |e| de tous les éléments e
pour tous les éléments e dans Bε faire

calcul du volume |eε|
fin
calcul de |∆eε|← |eε|/2×ε
calcul de l’énergie locale ∆E(e) ←Wé(e)−Gc ×|∆eε|
si (J (e) ≥ 1 et |∆eε| > 0) alors

calcul du critère local Err(e) ← max{Wé(e)/|∆eε|}
si Err(e) > tol×Err(e) alors

e ajouté à onset
fin
si onset > 0 alors

pour tous les éléments e dont ε∗(e) 6= 1 faire
calcul du volume |Aε|
calcul de l’énergie globale ∆E ←∆E +∆E(e)

fin
calcul du critère global Err ←∆E/|Aε|
si Err < Gc alors

go = 0
sinon

pour tous les éléments e dans onset faire
mise à jour du chemin de rupture

fin
fin

fin

Algorithme 2 : Schéma de résolution de l’eigenerosion

3.3 Exemple d’application : plaque deux trous

La méthode d’érosion a été dans un premier temps implémentée sans modification

de l’algorithme proposé par Pandolfi et Ortiz. La méthode a été testée sur un cas-test

représentant une plaque avec deux trous en traction. Le calcul a été réalisé pour des

conditions quasi statiques et les conditions aux limites et propriétés du matériau sont

indiquées sur la figure Fig.(4.5). Les résultats de la simulation sont illustrés dans les fi-

gures Fig.(4.6.a) et (4.6.b)). Sur ces figures, on peut remarquer que la surface de la fissure

à l’amorçage est surestimée. En effet, il y a trop d’éléments érodés (3-4 éléments (bleu

clair)) en même temps lors de l’amorçage au voisinage du trou, au temps t = 8s (voir

Fig.(4.6.a).
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ux = 0,005 mm−ux = 0,005 mm

y

x

E = 32,8 GPa

ν= 0.2

Fig 4.5. Conditions aux limites de la plaque deux trous.

Les résultats de la simulation avec modification du calcul des voisins sont illustrés

sans les figures Fig.(4.6.c) et (4.6.d)). En tenant compte de la modification, le nombre

d’éléments érodés à l’amorçage (voir Fig.(4.6.c) est réduit. Le comportement de la fissure

à l’amorçage semble plus réaliste. En revanche, il est à noter deux choses, la première est

que la vitesse de propagation est modifiée (voir Fig.(4.6.a) et (4.6.c)) comme on peut le

voir sur le trou supérieur. La fissure n’a pas été amorcée au même moment lorsque l’on

tient compte de la modification. La deuxième chose est que la fissure n’a pas suivi le

même trajet dans le cas de la méthode modifiée.

4 Extension de la méthode d’érosion en milieu poreux saturé

Cette partie est consacrée à l’extension, et l’application grâce à une approximation

par éléments finis, de la méthode eigenerosion [115] pour un milieu poreux saturé. La mé-

thode eigenerosion [115] repose sur une approche variationnelle de la mécanique de la

rupture [61] qui offre un formalisme rigoureux pour le traitement de la propagation de

fissures et possède de bonnes propriétés de convergence pour des maillages suffisam-

ment fins, Schmidt (2009) [131]. En s’appuyant sur ce cadre théorique et technique, nous

développons l’idée ici qu’il est possible d’étendre l’usage de l’eigenerosion à un problème

de milieux poreux saturé. Dans le cas de l’eigenerosion présentée, soit l’élément est sain

et son comportement est élastique linéaire, soit l’élément est érodé et il n’a plus de rigi-

dité. Dans le cas de notre méthode, soit l’élément est sain et son comportement est po-

roélastique linéaire, soit l’élément est érodé et son comportement est remplacé par une

loi d’écoulement de Poiseuille. On présuppose en effet que le chemin de fissure crée un

conduit laissant place à un écoulement laminaire. L’écoulement est alors darcéen dans

le milieu sain et de type Poiseuille dans le milieu fissuré en utilisant comme support les

éléments érodés. La difficulté de ce genre d’approche est la gestion cohérente de l’appa-

rition de nouvelles conditions aux limites sur les bords de la fissure. Lors de l’implémen-
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(a) (b)

(c) (d)

Fig 4.6. Simulation d’eigenerosion sur un cas-test d’une plaque 2 trous. (a) Sans modification du
calcul des voisins : propagation de la fissure au temps t = 8s. (b) Propagation de la fissure au
temps t = 155s. (c) Avec modification du calcul des voisins : propagation de la fissure au temps

t = 8s. (d) Propagation de la fissure au temps t = 155s.

tation de la méthode, on écrira la continuité de la pression du fluide entre le milieu sain

et le milieu fissuré. Une autre difficulté qu’il convient de noter est l’incapacité – pour le

moment – du modèle de tenir compte des contacts frottants entre les bords de la fissure,

à l’inverse d’un modèle de zone cohésive.

4.1 Formulation du problème de rupture dans un milieu poroélastique

La modélisation complète d’une fracture hydraulique se propageant dans le milieu

poreux saturé doit tenir compte des différents couplages physiques. Cela comprend la

déformation du squelette solide, l’écoulement du fluide dans le milieu poreux et l’écou-
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lement du fluide dans le milieu fracturé ainsi que l’échange de fluide entre le milieu

poreux sain et le milieu fracturé. Il convient de gérer de la propagation de la fracture

hydraulique. Les équations pour décrire ce problème sont similaires à ce que l’on a pré-

senté dans le chapitre (2) à la différence qu’il n’y a ici plus qu’une seule phase. Ce qui

implique qu’il n’y plus besoin de lois de saturation et de perméabilités relatives. La per-

méabilité du milieu est constante. Le comportement mécanique du milieu sain est gou-

verné par une loi élastique linéaire et l’écoulement est supposé darcéen. Dans le milieu

fracturé, l’écoulement peut-être assimilé à un écoulement de Poiseuille, ce qui est va-

lable si l’on considère que l’écoulement se fait par un fluide visqueux newtonien entre

des parois lisses et parallèles en situation idéale. Ce type de simplification est parfai-

tement justifiable pour l’écoulement d’un fluide dans une fracture d’un milieu poreux

d’après Witherspoon (1980) [156]. L’accélération relative de la phase fluide par rapport à la

phase solide est toujours considérée comme négligeable par rapport à l’accélération de

la phase solide.

y

x

Ω

Γσ

Γu

Γqw

Γpw

ΓAε

|Aε|

nε

Fig 4.7. Milieu poreux saturé et érodé.

En tenant compte de ce que nous venons de présenter, l’équation de conservation

de la quantité de mouvement pour le domaine de volume Ω et de bord extérieur Γ (voir

Fig.(4.7)) s’écrit :

(4.28) divσ+ρ f = ςv +ρv̇ dans Ω×]0,T [.

Pour établir la formulation variationnelle de l’équation de conservation de quantité de

mouvement, l’équation (4.28) est multipliée par une fonction test v̂ ∈ V où V est un es-

pace fonctionnel approprié. On obtient ainsi en intégrant sur le domaine Ω et de bord
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extérieur Γ pour ∀v̂ ∈V :

(4.29)

∫
Ω(t )

ε̇ᵀ(v̂) : C : ε dΩ+
∫
Ω(t )

ε̇ᵀ(v̂)bI pw dΩ=
∫
Ω

v̂ᵀ ·ρv̇ dΩ+
∫
Ω

v̂ᵀ ·ςv dΩ

+
∫
Ω(t )

v̂ᵀ ·ρ f dΩ−
∫
Γσ

v̂ᵀ · (T d −bpw n
)

dS +
∫
ΓAε

v̂ᵀ ·bpw nε dS.

Le dernier terme de l’équation (4.29) apparaît naturellement lors de l’intégration par par-

tie et correspond aux conditions aux limites sur le bord Γε de la fracture de volume |Aε|.
L’équation de champ pour le fluide dans le milieu poreux s’écrit pour une seule phase :

(4.30)
(b −n

Ks

+ n

Kw

)∂pw

∂t
+bε̇+div

[ kw

µw

(−gradpw +ρw ( f − v̇)
)]= 0

La formulation variationnelle de l’équation de champs en pression s’écrit en multipliant

l’équation (4.30) par une fonction test p̂w ∈ P1 où P1 est un espace fonctionnel appro-

prié, on obtient :

(4.31)

(b −n

Ks

+ n

Kw

)∫
Ω(t )

ṗw p̂w dΩ+
∫
Ω(t )

bε̇v p̂w dΩ

+
∫
Ω(t )

kw grad(pw ) ·grad(p̂w ) dΩ=
∫
Ω(t )

kwρw f ·grad(p̂w ) dΩ

+
∫
Ω(t )

kwρw v̇ ·grad(p̂w ) dΩ−
∫
Γqw

qd
w p̂w dS +

∫
ΓAε

p̂ᵀ
w (w w ·nε) dS

Le dernier terme de l’équation (4.31) correspond aux conditions aux limites sur le bord

Γε de la fracture de volume |Aε|. Pour l’écoulement dans la fissure, l’équation de champs

se réduit à :

(4.32)
1

Kw

ṗw + ε̇+div
[

kwε(−gradpw +ρw ( f − v̇)
)]

où kwε est le coefficient qui correspond à un écoulement de Poiseuille et s’exprime par :

(4.33) kwε = 1

c

(2h)2

12µw

,

avec h la demi-hauteur d’un élément érodé support de l’écoulement et c est un coeffi-

cient qui permet de tenir compte des éventuelles pertes de parallélisme entre les deux

plans de l’écoulement. La formulation variationnelle pour cette équation peut s’écrire

en multipliant l’équation (4.32) par une fonction test p̂w ∈P1 où P1 est un espace fonc-
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tionnel approprié. On obtient alors :

(4.34)

1

Kw

∫
|Aε|

ṗw p̂w dAε+
∫
|Aε|
ε̇v p̂w dAε

+
∫
|Aε|

kw grad(pw ) ·grad(p̂w ) dAε =
∫
|Aε|

kwερw f ·grad(p̂w ) dAε

+
∫
|Aε|

kwερw v̇ ·grad(p̂w ) dAε−
∫
ΓAε

q wε p̂w dS.

4.2 Rupture dans un milieu poreux saturé

La rupture dans un milieu poreux saturé lorsqu’il s’agit de fracturation par injection

d’un fluide visqueux correspond à un problème rupture de fragile dans un milieu so-

lide confiné. Sur la figure Fig.(4.8) est représentée une vue du puits d’injection avec les

différents chemins de fuite potentiels et une vue du point d’injection. Le problème que

nous choisissons de simuler dans la suite est une portion du point d’injection avec une

perforation.

mercredi 24 juin 15

Fig 4.8. En vert, une section du puits d’injection où sont représentés les différents chemins de
fuites potentiels. En bleu, une section du point d’injection. À gauche : l’étape de perforation pré-

cédant l’injection. À droite : l’étape d’injection.

4.2.1 Simulation dans un milieu confiné

Afin d’illustrer l’approche proposée dans cette partie, on se propose de simuler le

problème qui consiste à charger en pression une fissure initialement saturée par un

fluide visqueux newtonien compressible. Ce problème revient à étudier la propagation
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d’une fracture hydraulique dans un milieu poreux perméable. L’avancée de la fracture

est alors gouvernée par la pression imposée dans l’ouverture.

y

x

Ω

ux = 0

et pw = patm sur Γ2

uy = 0 et pw = patm sur Γ1

ux = 0

et pw = patm sur Γ4

ux = 0

et pw = patm sur Γ6

Pinj sur Γ5

uy = 0 et pw = patm sur Γ3

Pinj = Patm

à t = 0− dans |Aε|

Fig 4.9. Milieu poreux saturé et érodé.

Le système modélisé est représenté sur la figure Fig.(4.9). À t = 0−, tous les déplace-

ments sont supposés nul et la pression est égale à pw = patm. À t = 0+, les déplacements

uy sur les bords supérieurs (Γ3) et inférieurs (Γ1) sont nuls. Sur les bords latéraux Γ3, Γ4

et Γ6 les déplacements ux sont mis à zéro. La pression est mise à pw = patm sur tous les

bords en dehors du bord extérieur Γ5 de la préfissure. Sur Γ5 la pression du fluide est mise

à pw = 10 MPa. En raison de la symétrie du problème et des conditions de chargement

le coefficient c de l’équation (4.32) est égale à 1. Le comportement du milieu est sup-

posé poroélastique linéaire et les effets gravitaires sont supposés négligeables. Enfin, les

paramètres utilisés sont indiqués dans le tableau Tab.(4.6).

Tab 4.6. Paramètres et propriétés physiques.

Module d’Young E = 2.109 Pa
Coefficient de Biot b = 1
Coefficient de Poisson ν= 0,2
Porosité n = 0,2
Masse vol. du solide ρs = 2000 kg.m-3

Masse vol. de l’eau ρw = 1000 kg.m-3

Module de compressibilité du solide Ks = 1.1012 Pa
Module de compressibilité de l’eau Kw = 2.109 Pa
Perméabilité intrinsèque k = 1.10−13 m2

Viscosité dynamique de l’eau µw = 1.10−3 Pa.s
Pression atmosphérique patm = 0 Pa
Pression d’injection pinj = 10.106 Pa
Taux de restitution d’énergie critique Gc = 100 J.m-2
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4.2.2 Résultats

La simulation est réalisée en deux dimensions avec l’hypothèse de déformations planes,

et pour des conditions quasi statiques. Le domaine est discrétisé avec 40401 éléments

Q84 (voir chapitre (3)), soit 201 éléments sur chaque bord. L’intervalle de temps simulé

est T = 20s avec un pas de temps ∆t = 0,1s.

Sur la figure Fig.(4.10a) est tracé le déplacement vertical uy au voisinage de chaque

lèvre de la fissure pour différents pas de temps. On peut remarquer que le profil d’ouver-

ture est parabolique jusqu’au pas de temps t = 2s, et que la valeur maximale du déplace-

ment (voir Fig.4.12.(c-d)) est atteinte à l’endroit où la valeur de la pression est maximale

(voir Fig.(4.10b) et Fig.4.12.(a-b)), et le déplacement atteint sa valeur minimale en pointe

de fissure, ce qui est physiquement cohérent et peut-être vu comme un bon critère de va-

lidation. D’un point de vue quantitatif, la valeur maximale du déplacement est comprise

entre 90 µm et 900 µm, ce qui est cohérent avec les ouvertures observées sur des roches

stimulées hydrauliquement dans des réservoirs. La figure Fig.(4.10b) indique la distribu-

tion de la pression pw sur une ligne proche du bord de la fissure. L’allure de cette courbe

montre que la pression chute rapidement après la pointe de fissure. En revanche, on

pourrait s’attendre à ce que la pression au niveau de l’injection atteigne plus rapidement

pinj. Sur la figure Fig.(4.11a), on peut observer le profil de la pression pw dans la fracture

pour différents pas de temps. La mesure est prise jusqu’en pointe de fissure.

La figure Fig.(4.11) représente la distribution de la contrainte effective normale le

long de l’avancée de la fissure. L’analyse de cette courbe montre que le pic du profil

de la contrainte normale correspond à la pointe de la fissure, position où l’ouverture

de la fracture est nulle. La valeur du pic de contrainte correspond à une concentration

de contrainte en pointe de fissure. En s’éloignant de la pointe de fissure, la valeur de

la contrainte diminue rapidement en se rapprochant de la valeur de la contrainte ini-

tiale. Sur la figure Fig.(4.13) est illustré le chemin suivi par la fracture gouverné par le

chargement hydraulique (pression imposée). Pour indication, les éléments en bleu clair

correspondent aux éléments cassés. L’élément une fois cassé n’a plus de comportement

poroélastique et laisse place à un écoulement de type Poiseuille, comme nous l’avons

présenté précédemment. Les éléments en rose clair sont les éléments voisins (Fig.4.4a)

et les éléments en rouge sont les nouveaux voisins (Fig.4.4b). Les éléments bleus consti-

tuent la partie saine de la structure. Le chemin de la fissure est cohérent avec les modèles

existants dans la littérature [102,134].
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Fig 4.10. (a) Profil du déplacement normal uy aux lèvres de la fissure. (b) Profils de distribution
de la pression pw selon x.
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Fig 4.11. (a) Profil de la pression dans la fracture. (b)Profil de la contrainte normaleσyy sur la ligne
moyenne voisine de la fracture.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f )

Fig 4.12. Cartographie des champs mécaniques et du champ de pression pour 2 pas de temps :
t = 2s et t = 8s. En bleu les valeurs les plus faibles et rouge les valeurs les plus élevées. (a)-(b)

Champ de pression. (c)-(d) Déplacement normal uy . (e)-(f ) Contraintes normales σyy.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f )

Fig 4.13. Progression du chemin de fissuration dans le milieu poreux pour les pas de temps sui-
vants : (a)t =0 ; (b)t = 2s ; (c)t = 4,2s ; (d)t = 5,8s ; (e)t = 7,6s et (f )t = 16s. En bleu clair : la fissure
(éléments cassés laissant place à un écoulement de Poiseuille), en rose clair : les voisins, en rouge :

les nouveaux voisins et en bleu les éléments poreux sains.
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4.2.3 Simulation d’une bifurcation dans un milieu confiné

Dans ce second exemple, on montre l’influence de l’introduction d’un deuxième dé-

faut initial dans le milieu sur la propagation de la fracture, et la capacité de la méthode à

en rendre compte. Les conditions aux limites sont identiques au premier exemple (voir

Fig.4.9) ainsi que les propriétés matériaux (voir Tab.4.6).

4.2.4 Résultats

La simulation est réalisée selon les mêmes conditions que le premier exemple. L’in-

tervalle de temps simulé est T = 20s avec un pas de temps ∆t = 0,1s.

La figure Fig.(4.15) montre la propagation de la fissure pour six pas de temps : (a)t =0 ;

(b)t = 2s ; (c)t = 4,2s ; (d)t = 5,8s ; (e)t = 7,6s et (f)t = 16s. Entre l’instant t=0s et t=2s, on

peut remarquer que la fissure à bifurqué en direction du défaut avant de poursuivre un

chemin rectiligne. Après l’instant t = 4,2s, une deuxième fissure s’est propagée au point

de bifurcation à 90◦ de la fissure principale vers le bas. Le milieu étant confiné et tou-

jours sous chargement, le comportement observé semble cohérent. À partir de l’instant

t = 7,6s, un faisceau de fractures à 90◦ de la principale fissure se propage vers le haut. Ce

faisceau s’initie au voisinage de la fissure principale et non à partir d’un défaut. En effet,

le maillage pas assez fin par rapport à l’épaisseur de la fissure peut introduire des erreurs

d’origines numériques. Par ailleurs, le faisceau de fractures simulé rappelle les couloirs

de fracturation (voir Fig.4.14) que l’on peut observer sur certains réservoirs. C’est un phé-

nomène géologique complexe et actuellement mal compris, où l’on observe de manière

aléatoire de nombreuses fractures verticales très rapprochées, et perpendiculaires à la

stratification ou à un plan de fracture.

Fig 4.14. Les différents types de couloirs fracturés observés sur site, d’après Quesada (2008) [121].
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f )

Fig 4.15. Progression du chemin de fissuration et de la bifuraction dans le milieu poreux pour les
pas de temps suivants : (a)t =0 ; (b)t = 2s ; (c)t = 4,2s ; (d)t = 5,8s ; (e)t = 7,6s et (f )t = 16s. En bleu
clair : la fissure (éléments cassés laissant place à un écoulement de Poiseuille), en rose clair : les

voisins, en rouge : les nouveaux voisins et en bleu les éléments poreux sains.
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons travaillé sur les problèmes de fissuration dans la zone

proche puits, en traitant séparément les phénomènes de décollement aux différentes

interfaces du puits et la facturation par injection. À l’aide d’un modèle de zone cohé-

sif, nous avons identifié les paramètres mécaniques d’une interface cuvelage-ciment qui

nous ont permis de retrouver avec une bonne précision les courbes expérimentales obte-

nues sur les essais de cisaillements du chapitre (1). Nous nous sommes ensuite appuyés

sur la méthode eigenerosion pour développer une nouvelle approche (eigen porous ero-

sion) en utilisant les outils de la mécanique des milieux poreux. Plutôt que d’éroder un

élément en supprimant sa contribution dans le système à résoudre, l’élément érodé reste

présent en conservant sa contribution hydraulique afin de tenir compte de la présence

de fluide dans les fissures. La loi de Darcy est alors remplacée par une loi de Poiseuille

tenant ainsi compte de la nouvelle situation physique. Les simulations réalisées dans un

milieu confiné montrent qu’il est possible de reproduire une fracturation hydraulique

par injection. L’analyse des résultats conduit à un comportement mécanique et hydrau-

lique qui semble cohérent. Il est toutefois difficile de conclure définitivement quant à la

pertinence du modèle et des simulations tant que des expériences ne seront pas réali-

sées. De plus, il est évident qu’un travail de validation approfondi sur le plan numérique

est nécessaire pour apprécier les qualités et les défauts du modèle. Ces premiers résultats

obtenus nous semblent toutefois prometteurs et montrent le potentiel de la méthode.
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Conclusion et perspectives

L’objectif initial de cette thèse était d’étudier l’impact de la carbonatation sur les mé-

canismes de dégradation des interfaces acier-ciment-roche des puits d’injection de gaz

dans le cadre du stockage géologique de CO2. L’analyse bibliographique préalable nous

a toutefois conduit à nous intéresser à d’autres mécanismes de dégradation possibles

d’origine hydrique (dessiccation), hydraulique (fracturation) et mécanique (état géolo-

gique), dont les temps caractéristiques sont plus courts que ceux de la carbonatation.

Ces mécanismes doivent naturellement être pris en compte pour évaluer correctement

l’état initial de la structure avant de tenir compte des effets de carbonatation.

Dans une première partie (chapitre 1), nous avons essayé de comprendre l’ensemble

des phénomènes et d’identifier les scénarii qui pouvaient être à l’origine d’une dégrada-

tion mécanique du puits, et donc d’une perte d’étanchéité de celui-ci. Les mesures de

perméabilités et d’ATG nous ont montré qu’une très faible variation hydrique suffisait à

générer un décollement aux interfaces ciment-acier alors propice à la migration de CO2,

via des déformations différées. Les expériences de carbonatation et de dessiccation dans

un milieu partiellement humide nous ont confirmé que le problème de fissuration dans

les interfaces et dans le volume pouvait être en partie expliqué par le phénomène de

déformations différées. Une bibliographie sur le ciment nous a permis de mieux com-

prendre les mécanismes réactionnels au sein de celui-ci, et nous a aidé à identifier les

besoins en terme de modélisation. Cependant, les expériences réalisées n’ont pas permis

de décrire dans leur ensemble les facteurs responsables d’une dégradation mécanique.

Par exemple, les conditions d’injection et les contraintes géomécaniques se sont révélées

trop complexes à mettre en œuvre expérimentalement dans le cadre de la thèse, et leurs

implications pourtant évidentes n’ont donc pas pu être décrites. Nous avons donc choisi

une approche multiphysique pour rendre compte de la rupture potentielle d’un milieu

poreux déformable, lors de l’écoulement diphasique.

Dans le chapitre 2, nous nous sommes intéressés à l’introduction d’un modèle de po-

roélasticité en reprenant le formalisme théorique développé par Hassanizadeh et Gray

(1980), puis Schrefler (1998). De nombreux concepts, évoqués au début du chapitre 2 et
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nécessaires à l’établissement des principales équations de champs, mériteraient d’être

revisités. Nous avons toutefois choisi de nous focaliser rapidement sur la construction

d’un modèle poroélastique déformable et endommageable siège d’écoulement de deux

fluides barotropes non miscibles pour pouvoir simuler via une résolution par la méthode

des éléments finis les mécanismes de dégradation de la structure lors de l’injection. Une

partie de notre de travail a donc été d’appliquer les outils de la mécanique des milieux

poreux à notre problématique. Nous avons alors obtenu un système d’équations formulé

avec les principales grandeurs que nous souhaitions observer : la pression de gaz, la pres-

sion capillaire et la vitesse de déplacement du solide.

Dans le chapitre 3, nous avons discrétisé le problème pour une résolution par la mé-

thode des éléments finis, et développé toute une catégorie d’éléments finis mixtes per-

mettant de gérer les degrés de liberté supplémentaires – la pression de gaz et la pression

capillaire – introduits par le modèle multiphysique. Nous avons alors utilisé une straté-

gie de mise en œuvre numérique pragmatique – grâce au principe de généricité hérité de

la programmation objet – en factorisant les opérateurs mathématiques communs. Cela

a permis d’éviter la répétition de code et rendu le modèle numérique facilement modi-

fiable et réutilisable. Ainsi l’ajout de degrés de liberté supplémentaires, par exemple la

température, ou l’utilisation de différentes lois de perméabilité, peut se faire très faci-

lement et sans développement additionnel. Nous avons ensuite – pour juger de la vali-

dité de notre modèle – réalisé la simulation du cas test de Liakopoulos, le seul à notre

connaissance disposant de données expérimentales pour un écoulement diphasique

dans un milieu déformable. Les courbes de saturation, de pression, de déplacement et de

débit sont relativement bien reproduites. Les allures sont correctes, mais les écarts avec

les valeurs mesurées montrent que certains éléments nécessitent d’être revus, voire mo-

difiés ; d’autant plus que d’autres auteurs [132,83,84] ayant adopté le même formalisme ont

pu reproduire de manière très satisfaisante les résultats expérimentaux. Les différences

constatées peuvent provenir des schémas numériques adoptés (discrétisation en temps).

Par ailleurs, les performances du modèle pourraient être améliorées en affinant le calcul

de la matrice tangente (linéarisation). Un travail sur l’utilisation d’autres schémas nu-

mériques, pourrait être considéré pour mesurer l’impact réel sur les performances et la

précision de la solution.

Dans le chapitre 4, nous avons abordé la question de la fissuration dans un milieu po-

roélastique. La gestion numérique de la fissuration dans une structure peut s’avérer être

un problème difficile à traiter, particulièrement quand il est question de tenir compte

de nombreux couplages. La méthode choisie a donc été de considérer un écoulement

monophasique dans le milieu poreux élastique et d’utiliser une technique dite d’éro-

sion d’élément (eigenerosion) s’appuyant sur un critère énergétique. Après avoir illustré
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sa mise en pratique à travers un exemple simple de fissuration d’une plaque avec deux

trous, l’intégration de la méthode dans la plateforme LMGC90 a été l’occasion d’utiliser

la version modifiée de l’algorithme proposé initialement par Pandolfi et Ortiz. Cette ver-

sion tient compte de la contribution de l’élément érodé et de la structure dans le calcul

de la restitution d’énergie. Cette amélioration a été illustrée dans l’exemple de la plaque

deux trous. Cette méthode relativement simple à implémenter nécessite le choix arbi-

traire de certains paramètres. L’originalité de nos travaux réside dans la manière dont

nous avons tiré parti de la technique d’érosion d’éléments pour gérer une fracturation

gouvernée par des conditions hydrauliques dans un milieu poreux saturé. À l’aide des

éléments finis mixtes développés dans le chapitre (3), la technique proposée d’érosion

d’éléments dans un milieu poreux (eigen porous erosion) permet en attribuant un nou-

veau comportement à l’élément érodé d’assurer la continuité des champs de pressions

dans le milieu poreux et le milieu fracturé. Cela nous a permis de décrire une physique

plus proche de la réalité lors d’une fracturation par injection, en considérant un écou-

lement de type Darcy dans le milieu poreux sain et de type Poiseuille dans le milieu fis-

suré. Les premières simulations réalisées à l’aide de notre méthode montrent qu’elle est

capable de rendre compte de la propagation d’une fracturation par injection dans un mi-

lieu poreux confiné. Les résultats obtenus sont intéressants, car ils semblent également

reproduire certains comportements géologiques encore mal expliqués comme les cou-

loirs de fracturation [121]. Gardons tout de même à l’esprit que l’analyse reste très qualita-

tive, et ne permet pas de conclure sur ce sujet. Aussi, il est évident qu’un important travail

de tests et de validation de la méthode est encore nécessaire. Par exemple, l’influence de

la taille de maille et du type d’élément sur la propagation et l’orientation des fractures

devra être étudiée. D’autres types de chargements doivent également être testés. Enfin,

la confrontation avec une solution analytique simple – le cas d’une fissure pressurisée

dans un milieu semi-infini, voir Sneddon (1946) [136] – est inévitable, et devra être faite.

Cela ne remet pas en cause, pour autant, la méthode que nous avons développée dans

ce mémoire, mais proposent de nombreuses et nouvelles pistes de travail.

Le contexte de départ de la tenue des puits dans le cadre du stockage géologique de

CO2 s’est finalement recentré sur celui d’un problème fracturation par injection dans un

milieu poreux. Il est évident que les mécanismes de diffusion pris en compte dans le mo-

dèle développé mériteraient d’être plus exploités. Quoiqu’il en soit ce dernier chapitre a

donc permis de répondre en partie à l’objectif que nous nous étions fixé au début de

ce travail : celui de proposer un outil de simulation capable de prédire une dégradation

par injection. Pour développer un outil complet, il est envisageable de mettre au point un

modèle de zone cohésive poreuse pour rendre compte de la rupture aux interfaces entres

différents matériaux, en complément de la méthode d’eigen porous erosion développée
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dans ce travail, qui est plus adaptée à la simulation d’une dégradation dans le volume.

L’outil développé est suffisamment modulaire pour envisager des couplages supplémen-

taires, par exemple thermique et/ou chimique, mais de nombreuses améliorations sont

à prévoir pour prédire avec précision la propagation de fracture par injection. Les ap-

plications sont nombreuses et peuvent intéresser l’industrie pétrolière pour augmenter

la perméabilité des réservoirs non conventionnels et la géothermie qui nécessite l’ex-

tension artificielle des réseaux de fractures existants, en plus de l’étude des risques de

rupture d’étanchéité au niveau de la zone proche puits et/ou du toit du réservoir dans le

cadre de la séquestration géologique de CO2.
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Liste des symboles

Les notations utilisées dans cette thèse sont explicitées ci-dessous par chapitre.
Chapitre 2
σ tenseur des contraintes de Cauchy
σ′ tenseur des contraintes effectives
σm tenseur microscopique des contraintes
ε tenseur des déformations élastiques
B tenseur de Biot
F tenseur gradient lagrangien de déformation
I tenseur identité
k tenseur de perméabilité isotrope
L tenseur gradient des vitesses
Rα tenseur de résistivité
χ paramètre de Bishop
Γ bords du domaineΩ
γα accélération de la phase α
〈ρ〉α masse volumique intrinsèque ou réelle moyennée de la phase α
〈ρ〉α masse volumique apparente moyennée de la phase α
〈ζ〉α volume intrinsèque de la phase α
〈ζ〉α volume apparent de la phase α
φα fraction volumique de la phase α
ψ grandeur générique intensive
ρ masse volumique∑N

α sommation sur toutes les phases allant de 1 à N
dsα élément de surface de la phase α
dsm élément de surface microscopique
dv élément de volume macroscopique
dvα élément de volume de la phase α à l’échelle macroscopique
dvα élément de volume de la phase α
dvm volume élémentaire microscopique
dvm élément de volume microscopique
v̄ vecteur de la vitesse moyenne
ṙ vecteur vitesse associé à une phase α
f efforts extérieurs associé à ψ
i vecteur flux générique associé à ψ
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nβα vecteur normal unitaire orienté de la phase β vers la phase α
vβα vecteur de la vitesse relative entre la phase β par rapport à la phase α
w vecteur vitesse de l’interface
x vecteur position d’un point à l’échelle macroscopique
ξα fonction de distribution de la phase α
b coefficient de Biot
Iα terme dû aux interactions mécaniques entre les phases
Ks module de compressibilité du squelette
K t module de compressibilité du milieu poreux
krα perméabilité relative de la phase α
n porosité
p pression de pore dans un milieu monophasique
pα pression de pore exercée par la phase α
Q taux de production de ψ
Sg saturation du gaz
Sw saturation de l’eau
V volume total
Vα volume de la phase α
vα vecteur vitesse de la phase α

Chapitre 4
(.)sain exposant relatif à une configuration saine
(.)érodé exposant relatif à une configuration érodée
(.)e exposant relatif à un élément érodé
(.)ε indice relatif aux éléments voisins de la zone érodée
∆`e incrément de longueur de la fissure
∆ue différence du champ de déplacement
Hn−1 mesure de Hausdorff
P énergie potentielle totale
Wé énergie de déformation élastique
Ksain

T matrice de rigidité avant érosion
Kérodé

T matrice de rigidité avec érosion
Ke

T matrice de rigidité d’un élément érodé
usain champ de déplacement de la structure saine
ε∗ champ d’eigendeformation
A surface de la zone érodée
Aε surface des éléments voisins (ε-voisinage)
e surface de l’élément érodé
E diss énergie dissipée
E tot énergie totale
Eε énergie totale approximée
fext chargement extérieur de la structure en utilisant l’eigenerosion
G taux de restitution d’énergie élastique
uérodé champ de déplacement d’un élément érodé
e (.) grandeur élémentaire
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Gc taux de restitution d’énergie élastique critique

Chapitre 3
B fonction de forme appliquées aux vitesses
Np matrice des fonctions de forme appliquées aux pressions
Nv matrice des fonctions de forme appliquées aux vitesses
.̂ fonction test
.ᵀ vecteur transposé
e . matrice élémentaire
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Cette annexe a pour but de décrire certains mécanismes importants identifiés au

chapitre 1 de présenter les notions essentielles sur la composition et le comportement

du ciment.

1 Les caractéristiques du ciment

La connaissance de la structure du ciment est essentielle pour comprendre le com-

portement et les propriétés des matériaux à base de ciment. Il est constitué de diffé-

rents composés chimiques, dont le gel de CSH (silicate de calcium hydraté), à l’origine

de son pouvoir adhérant, voir Benboudjema (2002) [20]. Il contient aussi de pores à diffé-

rentes échelles, contenant de l’eau et/ou de l’air. L’eau en est un élément essentiel. Elle

lui confère en effet ses propriétés de maniabilité (pour le transport et le moulage avant

la prise) et de résistance mécanique (après avoir réagi avec le clinker). Mais elle est aussi

responsable de ses principaux défauts (augmentation de la porosité et diminution de

la résistance mécanique, présence inhérente d’agents agressifs, possibilité de transport

d’agents agressifs, retrait et fluage).

2 Structure et morphologie des constituants

Le gel de CSH est l’hydrate principal du ciment Portland. Il est responsable de la struc-

turation de la pâte de ciment durcie. Il est composé de particules solides (composition

(C aO)x (SiO2)(H2O)y où les valeurs de x et y sont dépendantes de la teneur en calcium

et en silicates dans la phase aqueuse, Viallis-Terrisse (2000) [148]). Il présente une grande

surface spécifique (caractéristique des gels colloïdaux) et une porosité d’environ 28 %.

La morphologie du gel serait peu influencée par le type de ciment utilisé ou le rapport

e/c, Baroghel-Bouny (1994) [15]. Les surfaces du gel de ciment sont très attractives. Elles

adhèrent entre elles et avec les autres éléments constitutifs dans le cas par exemple d’un

béton (sable, granulats, portlandite ...), ce qui explique le rôle de « colle » du ciment. De

nombreux modèles existent dans la littérature scientifique pour décrire sa structure et
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sa morphologie. Néanmoins, d’après Guénot-Delahaie (1997) [72], le modèle proposé par

Feldman (1968) [56] semble être le plus à même de justifier la plupart des comportements

différés du matériau cimentaire.

Eau absorbée physiquement!
Eau absorbée entre les feuillets!
Liaisons entre les particules!
Feuillets de C-S-H!

Saturé!

Sec!

Saturé!

Désorption!

Absorption!

Fig A.1. Représentation schématique de la microstructure du gel de CSH d’après [56].

3 Les pores du matériau cimentaire

Le matrice solide du ciment durcie est constituée par les produits d’hydratation du

ciment dont l’agencement détermine le réseau poreux final. À la porosité de la matrice

que nous considérerons comme une donnée, s’ajoute la porosité de l’interface ciment/a-

cier appelée classiquement auréole de transition ou zone de transition interfaciale, de Sa

(2007) [47]. La pâte de ciment présente une porosité à différentes échelles d’observation

et varie en fonction des performance du matériau cimentaire recherché. On peut distin-

guer généralement deux familles de pores (le phénomène de bullage n’est pas pris en

compte) :

— la porosité capillaire : sa dimension caractéristique se situe dans la plage 0,01 - 50

µm. Il semble que les différences structurales entre des pâtes de ciment, de type

ou de rapports e/c différents, proviennent essentiellement des différences entre

les porosités capillaires [47] ;

— la porosité intrinsèque aux CSH : porosité intrinsèque aux hydrates (voir Fig.A.1),

sa dimension caractéristique, de l’ordre du nanomètre, est beaucoup plus faible

que celle de la porosité capillaire.

À la porosité de la matrice que nous considérerons comme une donnée, s’ajoute la po-

rosité de l’interface ciment/acier appelée classiquement auréole de transition ou zone

de transition interfaciale (de Sa (2007) [47]). À l’instar des bétons cette auréole de transi-

tion existe aux interfaces hydrates/granulats, nous supposons qu’une même zone existe

entre le tubage et le ciment, et le ciment et la formation rocheuse.
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4 L’eau dans le ciment

L’eau introduite lors de la fabrication est présente sous de multiples états dans le

ciment durcie. L’étude de ces formes à fait l’objet de nombreuses classifications suivant

que les approches du problème soit structurale ou énergétique. Toutefois, dans l’optique

de rester synthétique et de ne pas rentrer dans les détails qui n’intéressent pas directe-

ment notre étude. Nous retiendrons la classification simplifiée suivante :

1. l’eau chimiquement liée : celle qui participe à la réaction d’hydratation pour don-

ner principalement le gel de CSH ;

2. L’eau de sorption : il s’agit principalement des premières couches de molécules

d’eau soumises au champ des forces superficielles d’origine électrique. La distinc-

tion entre les termes de chimisorption et de physisorption tient principalement à

la forme de la liaison : mise en commun des électrons de valence dans le premier

cas, simple force électrique (du type Van der Waals) dans le second. Le diamètre

d’une molécule d’eau étant de 0,1 nm, l’eau chimi- et physisorbée n’interviendra

pratiquement pas lors d’un séchage à 50% HR. On peut prévoir en revanche un

changement dans le mécanisme de séchage du ciment, lequel se traduit par une

augmentation significative du coefficient global de diffusion, lorsque les pores de

l’ordre du nanomètre entre en phase de séchage. En effet, l’énergie fournie est alors

beaucoup plus important pour vaporiser l’eau physisorbée ;

3. L’eau libre : il s’agit de l’eau qui n’est plus dans le rayon d’action des forces superfi-

cielles. Elle se trouve donc principalement dans les pores capillaires et les macro-

pores.

5 Différence entre l’eau évaporable et non évaporable

Le séchage du matériau se limite par définition à l’eau évaporable. Pour cela, on défi-

nit l’eau non évaporable par l’eau résiduelle dans la structure, correspondant à la valeur

limite de la courbe de désorption en h=0 % d’humidité relative. Par conséquent, l’eau

évaporable correspond à :

• l’eau libre ;

• l’eau de sorption la moins liée (physisorption) ;

réciproquement, l’eau non évaporable correspond à :

• l’eau chimiquement liée ;

• l’eau de sorption fortement liée (chimisorption).
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6 Les différentes formes de retrait après prise

La pâte de ciment très jeune (en phase plastique) et la pâte de ciment jeune, en tant

que matériau poreux (en phase de durcissement), sont caractérisées par divers phéno-

mènes de retrait qui résultent, d’une part, de processus se déroulant au sein même du

ciment, et d’autre part, de l’interaction avec l’environnement. Ces diverses déformations

volumiques peuvent être classées en quatre catégories d’après Aïtcin (1998) [3] et Acker

(2001) [2] :

1. Le retrait chimique est une conséquence directe de l’hydratation du ciment.

2. Le retrait thermique est la contraction accompagnant le refroidissement de la

pâte de ciment qui fait suite à la réaction d’hydratation exothermique. Cependant

les propriétés mécanique évoluent très vite au jeune âge, Bourissai (2010) [30], en

particulier le module élastique. Il en résulte des contraintes résiduelles d’origine

thermique dans la pâte de ciment durcie.

3. Le retrait endogène apparaît surtout avec les pâtes de ciment présentant un rap-

port eau/ciment (e/c) faible et une teneur élevée en fines. Dans ces conditions, le

ciment prélève de telles quantités d’eau lors de l’hydratation du béton jeune que

des pores remplis d’air se forment rapidement. Ce phénomène d’auto-dessiccation

entraîne des pressions capillaires qui conduisent à un retrait rapide dans toute la

masse du béton.

4. Le retrait de séchage ou de dessiccation est la déformation volumique créée par

le séchage à la surface de la pâte de ciment. Le moteur de la dessiccation est un

déséquilibre hydrique : après la prise, l’humidité relative est plus élevée au sein de

la pâte de ciment que dans l’air ambiant.

grains de ciment + eau!
ciment hydratés + "
larges pores (capillaires) saturés!

ciment hydraté + !
pores fins !

RETRAIT CHIMIQUE! RETRAIT PLASTIQUE 
(par évaporation)!

RETRAIT ENDOGÈNE (par autodessiccation)"
RETRAIT DE SÉCHAGE (par évaporation)!
RETRAIT THERMIQUE!

Fig A.2. Les différents types de retrait, image tirée du site http://www.cstc.be
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7 Le séchage : causes et conséquences

Le but de cette partie est qu’à travers une revue bibliographique, nous présentons

et expliquons les principaux mécanismes responsable du séchage de la pâte de ciment.

Nous préciserons les hypothèses simplificatrice qui sont habituellement faite sur le ma-

tériau, et nous en ferons apparaître les limites pour ce type de modélisation. Nous ten-

terons de situer notre approche dans le cadre générale de la mécanique des milieux po-

reux [? ]. Une telle approche fait apparaître très clairement, au niveau des équations d’état,

les différents couplages mécaniques, physiques, et chimique, à l’échelle du matériau.

Comme nous l’avons présenté au chapitre 1, la gaine d’étanchéité est amenée à être

exposée, au cours de l’injection, à une humidité relative environnante inférieure à celle

régnant au sein du matériau. Il en résulte un déséquilibre hygrométrique qui se traduit

par un mouvement de l’eau de l’intérieur du matériau vers l’extérieur conduisant au sé-

chage de celui-ci. En outre, le séchage s’accompagne généralement d’effets structuraux,

du fait du gradient de déformation induit. Au vu des conséquences potentielles, Il nous

paraît essentiel de connaître les principaux mécanismes du séchage.

7.1 Mécanisme du séchage

Physiquement, le séchage met en jeu des phénomènes complexes intimement cou-

plés les uns aux autres et qu’il est difficile d’aborder au niveau microscopique vu la com-

plexité du réseau poreux, voir Benboudjema (2002) [20] et Patel (1985) [116]. Il est possible

de classer les phénomènes de transport de l’eau en deux grandes familles :

1. diffusion en phase liquide (de type Darcy) tant qu’il y a encore continuité de la

phase liquide ;

2. diffusion en phase gazeuse (de type Fick) pour la vapeur d’eau.

Bien que le mécanisme moteur du séchage soit le gradient d’humidité relative, lié

à la phase vapeur, l’eau liquide est également concernée. L’équilibre thermodynamique

entre les phases vapeurs et liquides doit être en effet maintenu. Le séchage fait intervenir

de multiples mécanismes complexes, qui se produisent de façon plus ou moins couplés,

Coussy (2004) [44]. Les phénomènes de perméation, diffusion, adsorption-désorption, condensation-

évaporation sont en effet mis en jeu dans le matériau cimentaire.

Ajouté à la modification des caractéristiques locales i, la non uniformité de la teneur

en eau dans le matériau (via des gradients) génère des contraintes, et induit localement

des effets de structure particulièrement important : le fluage de dessiccation structu-

ral, d’après Granger (1996) [67], Acker (1988) [1] et Bažant (1986) [18]. Il en résultera, suivant

i. L’importance du séchage tient au fait que l’humidité à l’intérieur du matériau modifie considérable-
ment ses propriétés physico-chimique, d’après Patel (1985) [116] (hydratation, porosité etc...) et mécanique
(module d’Young, coefficient de dilatation thermique ; retrait de dessiccation ....).
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certains cas, un endommagement, une fissuration de peau (voire en volume), et une dé-

cohésion aux interfaces pour le matériau.

7.2 Mécanisme du retrait de dessiccation

Le départ de l’eau présente initialement dans les pores du béton induit une défor-

mation du squelette solide. L’origine de cette variation dimensionnelle ne fait pas au-

jourd’hui l’unanimité de la communauté scientifique (Aïtcin et al. 1998). Néanmoins, les

expériences de retrait de dessiccation montrent que la distribution des pores et les ca-

ractéristiques du gel CSH ont une influence prépondérante sur la déformation de retrait

de dessiccation. Trois principaux modèles microstructuraux proposent un mécanisme

pour le retrait de dessiccation : le modèle de Swenson (1968) [139], le modèle de Feldman

(1968) [56] et le modèle de Munich Wittmann (1973) [157]. Toutefois, il semble que le retrait

de dessiccation ne résulte pas d’un mécanisme unique, mais plutôt de la combinaison

de plusieurs mécanismes.

Les trois principaux mécanismes proposés pour les valeurs usuelles de l’humidité

relative (plage 50-100 %) sont liés aux effets de :

• la pression capillaire : elle résulte de l’équilibre liquide-vapeur dans la porosité

capillaire du béton. La diminution de l’humidité relative au sein du béton (du fait

du séchage) induit une diminution de la pression de l’eau liquide, provoquée par

la vaporisation de celle-ci. La coexistence des phases liquides (eau) et gazeuses

(vapeur d’eau et air sec) entraîne la formation d’un ménisque à l’interface li-

quide/gaz, et donc l’apparition de tensions capillaires. Elles entraînent alors la

contraction du squelette solide et provoque ainsi le retrait de dessiccation ;

• la pression de disjonction : l’eau associée à la pression de disjonction est en équi-

libre avec l’humidité relative environnante. Une diminution de l’humidité relative

entraîne un départ de cette eau. Il se produit alors une diminution de l’épaisseur

de la couche d’eau absorbée dans la zone d’adsorption empêchée et donc une

diminution de la pression de disjonction. Il en résulte alors une déformation du

squelette solide qui correspond à la déformation de retrait ;

• la variation de l’énergie surfacique solide : l’énergie surfacique des particules de

gel CSH créée des contraintes de traction en surface et des contraintes de com-

pression au sein du solide. Lorsqu’il y a absorption, les tensions surfaciques di-

minuent et s’il y a désorption, les contraintes induites augmentent, provoquant

une contraction du solide et donc une déformation de retrait.
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7.2.1 Effet de la pression capillaire

Le mécanisme de retrait de dessiccation par pression capillaire s’explique à partir

des équations de Kelvin et de Laplace. L’obtention de ces équations nécessite plusieurs

hypothèses :

• l’eau capillaire forme une phase, c’est-à-dire un milieu continu ;

• la vapeur d’eau est un gaz parfait ;

• l’eau capillaire est homogène et incompressible ;

• la vitesse de chacun des points est nulle ;

• l’eau capillaire n’est soumise à aucune force extérieure à distance significative

(gravité, force de Van der Waals, force électrique due aux ions en présence ...) ;

• la pression du gaz g (air sec + vapeur d’eau) est égale à la pression atmosphérique

patm ;

• l’eau est en équilibre avec l’atmosphère ambiante (pas d’évaporation, de conden-

sation ou d’écoulement).

7.2.2 Équation de Kelvin et de Laplace

L’équation de Kelvin exprime l’équilibre entre la phase liquide et la vapeur d’eau. Les

potentiels chimiques de la vapeur d’eau et de l’eau liquide sont alors égaux :

(A.1) µv =µl

En choisissant un état de référence particulier, on obtient alors l’équation de Kelvin i :

(A.2) pc = pg −pl = ρl RT ln(h)

Mv

La pression capillaire pc s’exprime donc simplement par la pression de gaz pg - la pres-

sion de liquide pl . Pour se faire une idée, on peut faire l’application numérique suivante,

pour une température de 360 ◦K et une humidité relative de 0,45%, on obtient pc = 130

MPa. Ce calcul met en évidence l’intensité élevée de la pression capillaire dans les pores.

8 La carbonatation

La carbonatation est un phénomène naturel que subit tout matériau à base de ci-

ment. On appelle carbonatation la réaction du CO2. La carbonatation des matériaux à

base de ciment est un phénomène qui n’altère pas leurs propriétés, bien au contraire : la

résistance mécanique et la dureté augmentent, la perméabilité au gaz et aux liquides di-

i. La démonstration de la de loi de Kelvin se trouve dans les principaux ouvrages de référence.
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minue, les hydroxydes solubles sont transformés en carbonates. Cependant, dans le cas

des puits pétrolier (et plus généralement dans le cas des béton armés dans le génie civil),

la carbonatation de l’annulaire de ciment mis place supprime l’immunité dont bénéfi-

cie le tubage. La diminution du ph rend le milieu corrosif pour l’acier, et la formation de

produits de corrosion peut apparaître, générant un état de contraintes supplémentaire à

l’interface en la fragilisant d’autant plus. De plus, comme dans le cas du séchage, des va-

riations des conditions hygrométriques peuvent provoquer un retrait de carbonatation.

Le phénomène de retrait est un facteur très important dans la pratique, car il entraîne

souvent l’apparition de fissures et des décollements aux interfaces qui peuvent nuire à

la durabilité de la structure. Dans ce contexte, la fissuration même tardive, favorisera le

transport d’agents pathogènes au sein de la structure, par exemple le long d’un puits

d’injection.

8.1 Chimie de la carbonatation

On appelle carbonatation la réaction de neutralisation des bases par le CO2 présent

dans le milieu. Les bases présentes dans le ciment hydraté sont essentiellement l’hy-

droxyde de calcium Ca(OH)2 (portlandite) et les silicates de calcium hydratés, représen-

tés par la formule CSH. Les réactions chimiques de carbonatation peuvent être représen-

tées par les équations (A.3) et (A.4) :

C a(OH)2 +CO2 → C aCO3 +H2O(A.3)

C-S-H+CO2 → C aCO3 +SiO2 +H2O(A.4)

Les équations (A.3) et (A.4) décrivent le mécanisme réactionnel de carbonatation de

Ca(OH)2 sans toutefois décrire toutes les étapes intermédiaires de la réaction. En re-

vanche, on retiendra que la carbonatation du ciment s’accompagne d’une libération

d’eau dite liée (voir Fig.A.1) de structure.

9 Conséquences physiques

La réaction de carbonatation de Ca(OH)2 entraîne une augmentation du volume. Si

l’on tient compte que des produits solides, l’augmentation de volume de Ca(OH)2 est de

11% en moyenne pour chaque nouveau composé formé, d’après Houst (1989, 1994) [78,79]

et Wittmann (1973) [157].

La distribution de la taille des pores d’une pâte de ciment durcie est modifiée par la

carbonatation. La pâte de ciment durcie montre une réduction significative du volume

des pores après carbonatation, selon les constatations de Houst (1989) [78]. On parle d’ef-

fet de colmatage ou de cicatrisation.

Écoulements et rupture en milieu poreux déformable : application au stockage géologique de CO2



146 Le ciment

Fig. 6. SEM (BSE) images of fractured samples, reacted at 30 MPa confining pressure, a temperature of 80 °C in the presence of 10 MPa supercritical CO2. Note the development of a carbonated front adjacent to the fracture planes and the
healing of the fractures after 2–3 months. a) Sample PCEM-1, after 1-month of reaction showing a carbonation front with a thickness of ~120 to 150 μm. The fracture plane did not show any healing at this stage. One of the most striking
features is the presence of a highly porous area adjacent to the carbonated area. b) Sample PCEM-2, after 2 months of reaction showing a carbonation front of 130 to 230 μm thickness plus healing of the fracture plane in several few areas. This
sample also displays a porous zone just beyond the carbonation front. c) Sample PCEM-3, after 3 months of reaction showing pervasive carbonation, with the fracture plane healed over 80% of its area. It is difficult to measure the carbonation
front width in this case, as this does not occur as a distinct zone, as in the other cases.
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Fig A.3. Images obtenues par MEB d’un échantillon ayant pris sous une pression de confinement
de 30 MPa et une température de 80 ◦C puis fendu. L’échantillon est ensuite baigné sous une
atmosphère de CO2 avec une pression de confinement de 10 MPa. On peut observer que la surface
libre obtenue par fendage créée un front de carbonatation. Après de 3 mois de carbonatation, un

début de cicatrisation apparaît, d’après Liteanu (2011) [97].

La réduction de la porosité entraîne une augmentation globale de la résistance mé-

canique. La calcite qui s’est formée consolide la structure de la pâte de ciment durcie.

En effet, le carbonate de calcium formé par la carbonatation de Ca(OH)2 est un excellent

liant. La résistance à la compression et à la flexion des structures à base de ciment port-

land conservé dans une atmosphère de CO2 peut augmenter jusqu’à 30 % par rapport

aux même structures cimentaires (béton, mortier,...) conservés en atmosphère exempte

de CO2. L’augmentation de la résistance est d’autant plus marquée que le rapport eau/-

ciment est bas, Thiery (2005) [144] et Houst (1994) [79]. Il semblerait toutefois que tous les

auteurs, par exemple Rimmelé (2010) [128], ne s’accordent pas sur le fait que la carbo-

natation s’accompagne d’une augmentation globale de la résistance. On notera tout de

même que les conditions d’humidité relative ambiante peuvent considérablement in-

fluencer les résultats dans un sens ou dans l’autre.

9.1 Mécanisme du retrait de carbonatation

Comme nous venons de l’expliquer dans la section précédente, la carbonatation de

Ca(OH)2 entraîne une augmentation des volume des solides en moyenne de 11%. Il peut
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sembler donc à première vue contre intuitif que cette réaction entraîne un retrait et non

un gonflement. Pourtant toutes les expériences mettent en évidence un retrait. Afin d’ex-

pliquer cette apparente contradiction, la littérature nous donne diverses explications sur

ce phénomène, en particulier trois.

Powers (1962) [120] indique que les cristaux de portlandite commencent par se dis-

soudre dans l’eau, puis sous l’effet de gradients hydrauliques et diffusifs, les ions Ca2+

peuvent migrer vers les espaces vides partiellement désaturés du réseau poreux. C’est

dans ces pores libres que les ions calcium pourront former des carbonates de calcium

dont l’expansion s’effectue librement sans exercer de contraintes dans la pâte de ciment.

Les contraintes initialement imposées sur les cristaux de portlandite, se trouvent alors

relâchées et la compressibilité de la pâte de ciment hydratée est augmentée. La disso-

lution de la portlandite fait disparaître certaines liaisons chimiques, tandis que la préci-

pitation des carbonates de calcium en crée d’autres. C’est donc le réarrangement de la

microstructure qui semble occasionner un retrait volumique. Toutefois, il apparaît égale-

ment que les matériaux cimentaires dépourvus de portlandite présentent aussi un retrait

de carbonatation non-négligeable. De ce fait, la carbonatation d’autres hydrates que la

portlandite est manifestement impliquée dans le retrait de carbonatation.

Comme on peut le remarquer dans l’équation de la réaction, la formation de carbo-

nates s’accompagne d’une libération de l’eau de structure chimiquement liées aux CSH.

Cette observation fait l’objet d’une hypothèse formulée par Swenson (1967) [138], où le re-

trait de carbonatation ne serait pas uniquement dû à la carbonatation de Ca(OH)2, mais

s’expliquerait également par la déshydratation, et par la polymérisation du gel de silice

formé après carbonatation des CSH. Groves (1990) [71] ajoute qu’au cours de la carbona-

tation, le transfert du calcium des zones internes vers les zones externes des CSH peut

également conduire au retrait de carbonatation du matériau.

Enfin, la dernière explication avancée est que le retrait de carbonatation correspon-

drait à une forme de retrait de dessiccation associé à la libération d’eau de structure par

carbonatation. Par exemple, Swenson (1967, 1968) [138], [139] signalent que le transfert de

l’eau libérée est freinée par la présence d’une enveloppe de CaCO3 autour des cristaux

de portlandite. Ce qui crée un gradient de teneur en eau à travers la couche de carbo-

nates entre l’interface Ca(OH)2 – CaCO3, et les pores où l’humidité est plus facilement

évacuée. Pihlajavaara (1968) [119], [118] observe sur matériaux carbonatés une augmenta-

tion de la teneur en eau évaporable par séchage à 105 ◦C. On peut aisément imaginer

que cette eau relâchée au niveau du réseau poreux, peut rentrer en compte dans la solu-

tion interstitielle, et contribuer au transport d’agents potentiellement nuisibles pour la

structure.

Le phénomène de retrait de carbonatation est très complexe. Malgré sa mise en évi-

dence expérimentale, ses causes et conséquences sont encore mal comprises. Le fait que
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le retrait de carbonatation se manifeste par une fissuration en surface du matériau n’est

pas prouvé, mais que cela soit la conséquence d’un ensemble de phénomènes physico-

chimiques est plus probable. La compréhension des mécanismes sous-jacents du retrait

de carbonatation sont encore méconnus.

9.2 Caractéristique de l’environnement

Il existe évidemment une étroite corrélation entre la concentration en CO2 de l’atmo-

sphère environnant le matériau et l’aptitude de celui-ci à se carbonater. Les épaisseurs

carbonatées sont évidemment plus élevées dans les ambiances les plus riches en CO2.

La vitesse de carbonatation du matériau cimentaire dépend principalement de la faci-

lité avec laquelle le dioxyde de carbone de l’environnement pénètre à l’intérieur de la

matrice cimentaire. L’hygrométrie de l’environnement extérieur est donc déterminante,

puisqu’elle conditionne le taux de saturation du milieu et donc la place laissée pour le

transfert du CO2. C’est elle qui est la source des transferts hydriques de dessiccation ou

d’humidification du matériau.
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