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� Ã� ��
 ��� ��
 ������� ��� ��
������� �� 6�&�����$7&��
&��� 6��� ��

�
� 
�
 ���� �	
	���
���
�
� ��� ��������

�� -����
���� ���
� �
 ���� C̃� ������� �
 ���� C̃ �̌ �����
��
� �

�
 ���� �	��0
�������
�� ����

���
��� �� ��
���
��� �� �� ��
��
�
 2�� �� 5���&

� �
 ������
�� ��
������ ��	������� �� ����
�
�
� ���
�
���� �� �	��
��
� �

�
 3 �
� �����
�

���	� ��� %�
 ��
� .��/� ��������#� ��
�
�	� 
�
 ��� �
8���
��� �
 

�����
��
� ����

�������� �
8���
�
� �
��� ��� �������� ���
�
��� �����
�� �� �����

�� ����
�
�
�� ��
������
� 
������
� ��� �� �
8���
�
 �� ,����
� 9
� �� :��
��
� �� ������ �� ���
�	
	���
���
�
� ��
� 

�����

� ��� ����
�
�
� �� �
�
 ����0��
8���	��� �� �
�
 3 �����
�
��

���� �����	�� ; ��
 ��
� �� ���� ��� t0������ �1 t ��� �
 �����

 �
�
�� ; �� ��


��� �� 
� 3 ��
�� �
� 	���� ��	�
�� ��� �����
	�	� �� ��� ����
�
�
�� 6������
��

��� 

�����
��
� ���� 
�������� ����
��
���� ��� ������0�
�

6��� 	���
�
� ��� �� ��
�� ��� ��
�	���
��� �� ��� 
��
�
�	�� ��
� �
� 
�������
������� ��� 	������� ��������
����� �� �
 �
�
 ������
�
� �
��� ��� 
��
�
�	� ��

-����
��� �
 ����� C̃, B̃, �� B̃C ���
� ����� �� �
 ����� C̃ ,̌ B̃, �� B̃C ������� �����



������� �� �	 �
��� 
�

��� ������ 	
 ������� 	� 
� 
�������� �
� �� ���� C̃� � ���� ������� 	�
�� �
���
�����
���� ��
� �� 
�������
� ������ �� 	�
� ����
�� ��
��� ���� !��
��� ������� �
� ��

���� C̃ �̌ ���� ������� 	�
� �
��� ����
�� �� 
�
�� 	� ��	�
���� ���� 

����	
�� 
��

"��� 
� 
�������� ��
� ����	��� ��� ���
����� 	
 
������� ���
�	���� �� #�����$
������ ���
 	�
% �����&���� �
������������� ��� ����
��� �����
�� ��
� 
� ������
��
� ����� ������ 	� �� 	�
���������� 	� !�����'��	� (
� ��� 
�� ����
���� �����
	�� ���������� �� 	�� ��
��
�� 	� ���������� 	�������� )�
� ��
	���� �
� ��� �������$
��� 	� �� 	�
���������� 	� !�����'��	 	�� ���������� * ����� 	�����
��� 	�
����� ��
�
��$
���
#
���� �� ��������� ��
� 	�
������ ���
���� 	� 
���� 	�
���������� �
�
��� 	�
% ��������(
�� (
� ��
� ����� �����	
���� �
 
������� ���
�	��� ���� 
��	
��
* (
���� #�������������� 	�+������� 	�� ����
��� 	� ���� )�,�����-.,�
�,�� �
��
�
 
������� / ���
 	�
% �����&���� �
�������������� 
� (
� ��� 
�����%� �� ���
���
(
� ��� ������ 0� � � (
���� #�������������� 
�� �� 	��� 	�����#
�� �
����� �� ������
	� 
� 	������ 

"� ������
��� 
����(
��
�� ���� ������ 	� 
�� #��������������� ��������� 
��
����
�� 	�� �(
����� ������
��(
�� #���������� ��
� ��� ���������� * ����� 	�����
���
	�
������ �� 
�� �
��� ��
� ��� ���������� �
��$
���
#
���� ����� (
� ��
���
�� ���
$
����� #��������
�� ���
 ���	� ��
� 
�� ���������� 

��� ������ 	� 
� ������� ���� ������� 	� ������
�� ��
��� ����� �� �� ����� ���� �������
	� ������
�� �� 
�
�� 	� ��	�
���� ���� 

����	
�� ��

�� 
������� ��� 
����&������ ��	����	��� 	�� 	�
% ���
�	���� �� ������ ����
	�
	�� �������� 
�
��(
����� ���������� 
���
������� ��������� 	��� ��� #��
��� 	�
��%���� 1��� �� �2��� )�
� 
�����3��� ��� 	��������� 
�� 
�����

����� �� 
�4$
�
�� 
����	��(
�� 	������ 
� 
�	�� ������(
� (
� ��� �
% �������� 
�
��(
�����
���������� 
���
������ 
� (
� ��� ����������� ���� �
% �������� ���������� 
��$
�
������ )�
� 	������ ����� 
�� 
���
���������� 	�� �������� 
�
��(
����� ������$
���� 
���
������ �� ����� 	� 
�4�
��� 
����	��(
�� ��
� ��������� (
�� ����&�� 	�
��%���� ����� 
���
���������� ��
� ������ 	� 	��������� �� ������ 	��%���������
��	
���� ��� �������� 
�
��(
����� ���������� 
���
������ 	��� ��
� ��� #��
��� 	�
��%���� 1��� �
 �2���� �� 	��� 	�	
��� 	��� ��
� 
�� #��
��� ����
�������� 	� 
��
��������� ��2��� ��� �� ���#
�
� ����� ��
����� 
���
���������� ��
� ������ �
���
	���
	��� ��� �������� ���������� 
���
������ (
� ���� ��#�������(
��� �����
����
����� 
� ���
���� 	� 5��(
�� ���� )�
� ��
	���� ��� �������� 
�
��(
����� ������$
���� 
���
������ (
� ���� �
��� �����
���� 6 
� 	�� ���
����� ���������� ��� (
��� ���
�� � (
�
� ������ 1�� 	��� ��
� #��
�� 	� ��%���� "� ��
�� ��
� ��� ��
������
��
� ��
� ��� #��
��� 	� ��%���� �2��� �� 1��� 

�� 
������� � ���� ������� 	�
� ����
�� ��
��� ���� 

����	
�� �
�

�� 
������� ��
��
�� ����
	� 	�� �������� 
�
��(
����� ���������� 
���
�������
���� 	�
� ����� 	� �
� ��&� 	�+����� !� ���
���� ����
���� 	� 
� 
������� ����
�
(
� �� ����� #��������
� 	�� �������� 
�
��(
����� ���������� 
���
������ �����
��
�� ���#
�
�� ��� ����������� 	��� ��
� ��� #��
��� 	� ��%���� ��
� ������� 
�
���
����� ��
� 
�������� �� ������� 	�� �
������� 1���� ��&� ���� * �����������(
� 



�� �� �����	
�����

���� �� ��		�
��� 
�� ����� ���� 
� 
��	����� 	��� 	��� 
����� ����	� �� ��������
���� 
����������� �� �������� ��� ��� ��
������ 
� 
������ ��� ��
��	��������
�������� ��� �
������ 
�

�������� 	
�������� 
����������� ��
� 	����� �������
���� ������� 
�� 
��������
�� ��
���
���� ��� 
�� ������ ���������
���

�� 
��	���� ��� 
������ ���� ����

� �� 
���� �� ����
���� �����

������	
 ���


�� 
��	���� ���� �� 
��

�����  
���� ��!�� �� ���� 
� ���� ��� 	���	�
��"�� 	��#
���
���



�������� 	

���������� 	� ���
�����

�� �������� ��� �����		� ��		��
����


�� ��		��
��� �� ��	���� �

�� ������ �� 	���
�� ��
 ���� ������

�
 ��
����
 
 ���� ��� �
 ����
��
� �
� �����
���� ���
��
��
� � �
 �
����
 �
 �
��

����
� �� �������
��
� 
���� ������
� � 
�� ���!

� �
�� �
 ��
����
� "� ����
��

���
##
�� ��� �
� ������� �
 ������
 �
� �
��������� �
 ����
� $����
����
�� 
!
� ��


%������� !
�� �
 ��#
��
 �
� ��
#���� "� #
������
 
���� �
� $����
� �
 ��%
�
��
�
� �&���#
� �
 �
���
� 
� �
� ��
������ �
 '
����
��� ��(�� ��
 �
���
 ����
��
����
�
� 
��
#��
� �
���
��
#
�� �������� 
�� 
���� 
)
����
�

�� ������	
���� 
���
�	
���

*��� 
)
������ �
�� �
��
 �
����� ��
 �&�����
 �
� ������� �
 ��#���
����

���#��
��!
 ��� �
���� 
�����
� �
�� �
��
 ����
� + 
��
���
� �
 ����!
 �
�� ,��� ��-�
���� �
 ���������� ���� �����
� ��� �
� �
$
� 
�%��
��
� �
 ��.��
� �
� �
 ����
� *���
��##
�/��� �
� ��
 �
#
���
 �#����
��
 �
 !��
���
��
 0 �
�� ����
 �
 ����
 �

�
��
 ����
� �� ������ 1�
�� 
���
 ���������2 ��$��(
 �� 
���
� �
���
�� "� ������

���3���� �� ������ ������� ������ �� �
��
 � �� ���#
�� �
 Z�

���� �	�
�
���� ����
����� "� ����
��
 �
�� �
 �
�
$�
��
 �
� �����
���� ���
�
��
��
� 
� ������
 �
� �
�������� ,��� 4
������ 5�6 
� 5�7-�

���������� 	�5� 8�
 	������
� �������� 1�� �� 	����
�2 λ = (λ1, . . . , λ�) �

� 
���
� n ≥ 0 
�� ��
 ����
 (��
 ��������
��
 1
� �
�� �
�$
2 � 
���
�� ������
#
��
������.� ���� �
 ��##
 
�� n� +
� 
���
�� λi ���� �
� 	���� �
 λ� � := �(λ) 
�� �

�
�
����� 
� n 
�� ��� 	
���� ��� 
�� 
���� ���� |λ|�

����
 �
������� λ = (λ1, . . . , λ�) �
�� 9��
 �
����
���
 �
� ��� ���
����� ��

������� 0 � 
�� �� ��
$�
##
 3����(� � $
���
 ��#���� �
 n �
�
�� 
!
� λi �
�
� ���
�
 i��� ��$�
� +
� ��
$�
##
� �
 :
��
�� ���� �
����
���� ��� 
� ���!
����� .�
�/
��
�
"� ���
%
 �
� �
�
� ���!
�� �
� ���������
� �
�����
��
� �
������
�� ��
�� 
��
���
��
 �
 �
�
 
� �
� � $
���
 �� ��
$�
##
 
�� �
 �
�
 (1, 1)� 8� 
%
#��
 
�� �����
� $
���
 �
�� �
 :�$��
 5�5 ����
������

���� ��
��
 �
�
 v = (i, j) �
�� �
 ��
$�
##
 �
 :
��
�� � ��
 �
������� λ 1
!
�
i ∈ {1, . . . , �(λ)} 
� j ∈ {1, . . . , λi}2� �� ��(��� � ������� �� v ��##
 � 
��
#��

�
� �
�
� u �� ��
$�
##
 �
 :
��
�� �
 λ �
��
� ��
 u ���� ��� �
 #9#
 ��$�
 
� �
�����
 �
 v �� �
��
� ��
 u ���� �
�� �
 #9#
 ������
 
� 
� �
���� �
 v� +
 �
�
����

��������� hv �
 �
 �
�
 v 
�� �
 �
����
� �
 � ���
��
 �
 v 1!��� �
 :�$��
 5�5� 
�
�
���
2� +
 #�����
��
#��
 �
� ���$�
��� � ���
��
� �
 �
 �
������� λ 
�� ���� H(λ)�
4� t 
�� �� 
���
� ������
#
�� ������.� �� ���
 Ht(λ) �
 #�����
��
#��
 �
� ���$�
���
� ���
��
� ��� ���� �� #������
 
���
� �
 t� + ���
��
 �
 v 
�� 	�����	��� �� v = (i, i)

��



�� �� ������	�
�� �	 �
	
	�
��

1
2
3
5 1
7 3 1

124610
1346812

������ ���� �� ��������� �� 	�����
 �� �� ���
�
���
(6, 5, 3, 2, 1, 1, 1)� 
�
 ��������
 ���������
� �
 ��� ������� �������
�����

����

������� ��� v �����
���
 � �� ��������� ���������� �� λ� ���� �� ������� ���
 ��
	����� ���� � ����
��� �� ����� �� ���	�� �� λ �

 �� ���
 ����� ����� �����
 ���
 
��
��������� �� 	�����
 ���
 �� ��
 ����
 �

 ���

�
�� ��� �� ��
� (1, 1)� �� ��������
�� ��
� �� ����� �� ��� �� �

 �� 
��
���� �� ���	��� ��
�� D(λ) ! ���

 ��

� ��
���"�� ���������
 ����������
� #� ����
� ��� δλ �� ���"�� (−1)D(λ)�

#� ���
 ��$��� ��� ���
�
��� λ ��� 
� �������� �� ���������� %� (i, i) �

 ���
��
� �� �� ��������� ���������� �� ��������� �� 	�����
 �� λ� �� ��$��
 αi �����
�
��
 �� ���"�� �� ��
�
 
�
���
 ���
 �� i��� ����� �� ��������� �� 	�����
 �� λ �



���
����
 � ����
� �� �� ��
� (i, i)� #� ��$��
 βi ����� �
��
 �� ���"�� �� ��
�


�
���
 ���
 �� i��� ������� �� ��������� �� 	�����
 �� λ �
 

���
����
 �����

�


�� �� ��
� (i, i)� #� �

���� ����
 � λ �� ��
����

(
α1 . . . αD(λ)

β1 . . . βD(λ)

)
� ������� ��������

�� ���������� #� ���
 ����
 ����$�� ��� �� ��
�
��� �� 	��"����
 ����� ���
�
���
�����
���
� ��

� ���
�
����

	
����
��� &�&� %� λ �

 ��� ���
�
���� 
� �����
��� λ∗ �

 �� ���
�
��� ���
 ��
��������� �� 	�����
 �

 �� 
'��
����� �� ��������� �� 	�����
 �� λ ��� ������

� �� ��������� ����������� (� ������� �

 ����� ���
 �� 	����� ��& �����

��
�

λ λ∗

������ ���� ��
 ���������
 �� 	�����
 �� �� ���
�
��� λ =
(6, 5, 3, 2, 1, 1, 1)� �
 �� 
� ���)����� λ∗ = (7, 4, 3, 2, 2, 1)�

*� �

 ��
� �� ����$�� ��� 
� ��� ���
�
��� λ ����


(
α1 . . . αD(λ)

β1 . . . βD(λ)

)
�����

��
�
��� �� 	��"����
� ����
 ����� �� 
� ���
�
��� ���)����� λ∗ �



(
β1 . . . βD(λ)

α1 . . . αD(λ)

)
�

���
 �� ��� 
��
� t �

 �� ��
��� 

���
����
 ��
�
� $���

	
����
��� &�+� %��
 λ ��� ���
�
���� #� ��
 ��� λ �

 �� t����� 
� �
 
�������


� ������ �������� ��������� �� λ ���

 �� ���
���� ��
��� �� t ��� ����
��
 
����
�
Ht(λ) = ∅��



�� �������	��
� ��
��
�	��� ��

��������� 	��
 �� �
�� ���
 �� ����� �����������
 λ ��� �� t����� �� �� ���������
�� ������ �������� ��������� �� λ ����� ����� � t�  ��� �������� ��� P �������!��
��� ���������� ��������� �� ��� P(t) �� ����������!�� ��� t�������

��������� ��� �� ��"������ ������� ���� ����� �� λ ���� #��� ������� ���� 	��

�� $�%��  ��� ���� ���������� �� ���� ����� ��!�� ��� �� �����!�� �����&� �� �����
������ ������� ��� �� !������ �&�������� �� ��������� �� '������ �� λ
 ��� ��� �� ��
�������� �� ��������� �� '������ ��� �����!�� �� �����
 �� �������� ��� ���(���� ��
��������� �� '������ ����� ���������� )� �	�
���� ���� ��!�� ��� ��� ���!�� ��
������ *���� ������ �� ��!�� ���� ������ ���������� �� t����� � ����� ��������� ��
�� ����� ���������

���������� +��� ,��� λ ��� ���������� )� t��	�� �� λ ��� �� ��������� T (λ) �!�����
� ������ �� λ �� ���������� ���� �� ��������� �� '������ �� λ ���� ��� ��!��� ��
�������� t
 �� �� �������� ����� ��������� (������ �� ����� �� ������ ���� ������� ��
���� ��!����

λ T (λ)−→ −→ −→Étape 1 Étape 2

	�
��
 ���� )� ������������ �� 3����� �� �� ��������� λ =
(7, 6, 4, 2, 1, 1, 1)� -� ����
 ��� ��!��� ����� ���������

���������� ��� �� ��������� T (λ) ��� !��� ��"��� ��� �� ��������� ���������� ��
������ ��� �� ������� �� ����������� ��� ��!��� .���� 	��
 �� �
�� ���� ��� ������/�
-� �����������
 ����� ��� ����� �� �������� ��������� t ������������� !�(����������
��& ��!��� �� �������� t
 �� t����� T (λ) ����� ��������� λ ��� �����#�� �� t������

���� ���	
� ��
�����	�
�� 0� �������� ���� �� ��������1� ��� ������� !�������
��� ��� ������ �������������

,� E ��� �� �����!�� ������� ���� ����� ������ h : E → N ����� ��� ��� ��������
En := {x ∈ E, h(x) = n} ������ "���� ���� ���� ������ n .��� �&����� ��� ����������
������ �� ���� �������� �����/
 �� ����������� �� �������� an ��� �������� En .����
�� ��� ��� ����������
 an ��� �� ���!�� �� ���������� �� �������� n/� 2��� �������� ���

�� ����� ��� �����!�� �� �������� �&����������� an
 ���� �� ���� ��������� �������
�������� �� 
���� 
���������� E(x) �������� � E
 ��� ��� ��"��� ����� ����� �� �����
�������� 3

.4/ E(x) :=
∑
n≥0

anx
n.

��������� ��� ��� ������ ������������ ���� ��� ������ ���������
 �� �� �� ������
�� ������� ��� �� ������� ������� E(x) �� �� ����� ����������� x0
 ����� ��������
�� �� ������������� ��� � ������ ��& ��������� �� ����������� �� �� ���������� ��
��� ������� ��������� ����� ��� �� E �� F ���� ���& �����!��� ��������
 �� ����� ��
����� ������ ������������ ���������� � �� ������� ���(����� ��� �����!��� E �� F ��
��� �� ������� ��� ������ ������������ ���������� � �� ������������� ��� �������� ��
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��

E �� �� F � ����� �	�	�
 ��� 
�
 
����
 �����������
 
	�� �� 	���
 �	��������
 ���
	� ���� 
	����� ����
�	���� ��� ���	��	
���	� �����
��� ��
 	����
 ���	� �	�
�����
�� ��� ������	� �	����	���

� 
�� 
� 
���� ����������� �

	�����

�� E(x) �
� ��� 
���� �	���

� �� n �� ������� 	� �	�� [xn]E(x) 
� �	������� ��
xn ���
 
� ����
	������� �� ���
	� �� E(x)�

 	�� ��
��
�� ��� 
���� ������������ �� ��
���
�
 ���!	��
 	�� ��� ����
	����
�
�� ��
��
 ������ " ������ �� 
��#���

�	� ��
 �	�������
 an " 
����
�
���	� �� ��
���	�

�� ���������� 
�� 
�
 an �� ��

��� ��� 
� ���!	�� 
���	
���� �� $
��	
��%�����&��'
(����� 
�
�� ������� ���� ������� ��
 �#!��
�������)� *
 ������� ��������� ��
 ���

�	��� ��	�	
 �� ���
����� �	���
 ��
 ���!	��
 �� 
� 
������ �	���� �	�
�
��� +��,
�	�� ��� ���
������	� �
�
 �	��
����

-� ���� ��
��
�� ����
����� 
� 
���� ����������� ��
 �������	�
 ��������
�

�������� .�/	 �� ����� ��	���
���� ��� 
��
�
��	� ���	
���� ��
 ��		�� 
�� �����


������	 �����	
� �

(.)
∑
λ∈P

x|λ| =
∏
i≥1

1

1− xi
.


�����
��
���	 -� �	��� ��� ��� ������ �	����� 0�� �������	� �
� 
� �	���1
������	� �� k1 ����
 �� �	��
 1� �� k2 ����
 �� �	��
 2� k3 ����
 �� �	��
 3� �� ���
�
�� 
����� 2� 
���� ����������� ��
 �������	�
 �	�� �	���
 
�
 ����
 
	�� �� �	��
 i

(���� i �� ������) �
� 1 + xi + x2i + x3i + · · · = 1

1− xi
��� ��
��
 ������� �

3	�
 �� ��	��	�
 �	�� �����
�� ��� 
� ��	�
��	 η �� ������	�� ��� �
� ��� �	���
�	��
���� �� �	��
 1/2 (�	�� +��,)� �
� ������ �	�� �	�� �	���� �	��
�#� �� �	��
�

���������� ��������� " 1 �	���

(4) η(x) = x1/24
∏
k≥1

(1− xk).

-� �	�
���� �	�� ��� ����� �	����	� η �
�� �� ������� �� �	��
����� x1/24 ���
�

������
� �� 
� �	����	� ����������� ��
 �������	�
�

 	�� �

�
���� 
��������� ��
 
����
 �����������
� �	�
 �	��	�
 �� �#���
� ����1

���
�
 ����� 
� �5�� �������
 ��

 ��� 
� ������ �� �� ���� ��� 
���� ����������� �
�
���
 
���
��

�������� .�6	 ���
 n �	 �	
��� 
���
��� ���	������ ��� 
��
�
��	� �� n �	 
��
�

���
�	�
�� ��
 �	 �����
��	 ���� ���	������ ��� 
��
�
��	� �� n �	 
��
� ��
������


�����
��
���	 2� 
���� ����������� ��
 �������	�
 �� ����
 ��
������
 �
� 7

(8)
∑
λ∈P

λ ��� � ����� �	��	
����

x|λ| =
∏
i≥1

(1 + xi).

2� 
���� ����������� ��
 �������	�
 �� ����
 �������
 �
� 7

(/)
∑
λ∈P

λ ��� � ����� 	���	���

x|λ| =
∏
i≥1

1

1− x2i−1
=

∏
i≥1

1− x2i

1− xi
=

∏
i≥1

(1 + xi).
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�� �������	��
� ��
��
�	��� ��

��������	
 ��� ��	
 �� 
�
 ���
���	�� �� 	��
� ��
 
� ���
��� �� ������� �	�
����
���	 �����
��� �	��� ��
 ���� �	
�����
� 
� ��� �	 ����� ��		� �	 ��	���� ���

�� ��	
���	���	�
 ����	� ������ ��� ������� �� 
����
 ��	������
�
� ���	���	
� ��
	��
� ��
 �������
 ��
� �� ������� �	� ����� ����
���	 ��	 ���� ��� ������� ��	
�� �
�
��� ���	����
 �� �����
�����	���	�� �� �� ������ ��� ������� �� 
����
 �
� ������

�� 
���� ��	� �	 ��
��
��

���� ��� ���	
��
� ���� �� �
��� ��� �������� ���
 ���
�	��	
 �
� �� 

��������	� �� 	����	 �� 
!���	 
�� �	 ��
���� "� d �
� �	 �	����� �� S �
� �	 
��
#
�	
����� �� Zd� �	 ������ 
�� �� ��
��� Zd ���
 ��
 ��	
 S �
� �	� 
���� $	��
v0, v1, . . . , vk �� ���	�
 ��	
 Zd ����� ��� ��
 ��%���	
�
 
�	
�
�����
 vi+1 − vi ����
i ∈ {0, . . . , k−1} ��������		�	� & S ����� '��� ��()*�� +	 ��� ��� �� 
!���	 ��������

& v0 �� �� 	�
���� & vk� ���
 	��
 �	����

�	
 ��	
 
���� �! 
� �� 
�
 �, d = 2�
-��� �.��
 �� 
!���	
 
�	� ����
 �� 
 
�		�
 / ��
 
!���	
 �� -.
0 �� ��
 
!���	

�� 1��20�	�

���������� (�3� 4	 ������ �� �
�� �� �������
 n �
� �	 
!���	 
�� �� ��#

��� Z2� ���
 (1, 1) �� (1,−1) 
���� �	
����� �� ��
� 
����	5�	� �	 (0, 0) �� 
�
�����	�	� �	 (2n, 0)�

(0, 0) (14, 0)

	�
��
 ���� 4	 ������� �� 
!���	 �� -.
0 �� ��	����� 7�

6���
��� �������
 
����	������
 
�	� �	 ����
���	 ���
 ��
 
!���	
 �� -.
0
��	 
� �������� ���	 �	��	�� & '��� 7���
�
� 8�)9*�� �������	
 
������	� ��� ��
	����� �� 
!���	
 �� -.
0 �� ��	����� n �
� �� n���� ����
� �� ��	���� �� ��$	�

��� cn :=
1

n+ 1

(
2n

n

)
�

���������� (�:� 4	 ������ �� ��	���� �� ��	����� n �
� �	 
!���	 
�� ��
��
��� Z2� ���
 (1, 1)� (1, 0) �� (1,−1) 
���� �	
����� �� ��
� 
����	5�	� �	
(0, 0) �� 
� �����	�	� �	 (n, 0)�

(0, 0) (9, 0)

	�
��
 ���� 4	 ������� �� 
!���	 �� 1��20�	 �� ��	����� 9�

; ���	
��� ��
 
!���	
 �� -.
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!���	
 �� 1��20�	 
�	� �	 ����
���	 ���
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 ����� '��� 7���
�
� 8�<:*�� =���	��	�� 
�	��������	�
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���#
�� �	 	� 
�		��� ��
 �������
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����� �
��
�#&#���� 
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�������	 
��

�� �� ����� ��	
�����
 
����� ���������
�� 
�
�
�
 ����� 
� ���	� ���		�����



�� �� ��������	�
 �� �	����	�


n� ������� �� ��	
�� �� �
�	��� �� ������� �� �������� n� �� ���� ���������
�������� �� ����� ����������� �� ��� �
�	���� ��� ��� �

���
∑
n≥0

∑
γ ������ �� �	
����

�� 
	������ n

xn =
1− x−√

1− 2x− 3x2

2x2
.

�� ������	
���� 	
��������

���� ��������� ���� ����� ������� �������� ������� �� ��	
�������� ����
�����
��� ������ ������ ��� �� ������ �� ������� ���� ��������� ������ �� �� ���� ! "�� ��#�

���� ������� �� ����
��� ��� ������� �� $�%���� ���� �� �
&�� �'����� ���(
���� �� �� ��	
�������� ����
������ ��  ����� ���������� ��������	��� ���� ����  ��	�
�������� ��� $�%���� �� )*+, ���� "��# �
��� ��� �������� ������� �� $�%����  ������
��&! ������ ! ����� ��������

-��� S = {s1, . . . , sn} �� ����	
�� .��� /��� �� ����� ��� ���	���� �� S ����
������� ��� ����������	� 0�� 	������ M = (mst)s,t∈S �� ������ n × n �� ! 1������
���� N ∪ {∞} ��� �� 
������ �� ���� 1���.� ��� ��������� ���1����� �

2 ���� ���� ����������� s �� t ���� S� mst = mts 3
2 mst = 1 �� �� �����	��� �� s = t�

���������� 4�*� 0� ������ W ��� 
� 
������ �� �� ��� ������ ��� �� ����	
�� .��
�� ����������� S = {s1, . . . , sn} �� �� �� �%���� ��� 	������ �� $�%���� M = (mst)s,t∈S
����� ��� �� ������ W ��	���� �� ������������ ��	����� ��� ��������� (st)mst = e
���� ���� ����������� ��� ����������	��� ��������� s �� t ���� S ��5 �� � ���� e
�'���	��� ������ �� ������ W �� -� ��� ����� ������������ �%����� �� ������ (W,S) ���
������ �� 	�	���� 
� 
�������

6�	������� ��� �� (W,S) ��� �� �7��8	� �� $�%����� ��� ����������� s ∈ S ����
��� ��1��������� /� ����� �� ���� ����� ������ ��� ��������� ���� ��  ��	� sts · · · =
tst · · · � �
���� �9�� �� �'������� �7��� mst ��		� �������� 3 ����� ���� �������	���
�������� ��������	 
� ���		� ����� mst ≥ 3� :���� mst = 2� �� � ����� ��� ��������


� ����������� ������ ������� ��� ������ �������� 
� ���		��� :���� mst = ∞� ����
�����.� ��'�� �'7 � ��� �� �������� ����� ��� ����������� s �� t�

;� �%���� ���  �<�� ��	��� �� ��		��� �� ����������� �� �7��8	� �� $�%����
! �'���� �'�� ����
�� �� ��.��� �� 
�������� 
� 
������ Γ ������� ! �� �7��8	�
�� $�%���� �W,S� ��		� ����� �� ����
� �7��� S ���� ����	
�� �� ��		���� ��
���� �
���� ������ �� ����������� ��������� �s, t� �1�� mst ≥ 3� ��� ��=�� ����� ���
��		��� s �� t �1�� ��� ��������� mst� -� mst = 3� �� �'��������� ����� ��� �'����������
��� �� ��� ��� �� ���� �������� >� ������������ �� ������		�  ������� �� ��������������
�� ���% ����������� ��� ��		����� � �� ���� ��	���	��� ��� ����������� ��� �'���
��� �'��=�� ����� ��%� �'����������� �� ��� ������		�� � ���	�� ����� ������ ! $�%����
�� ������.�� ! �'���� �� ���������� ��� ��� ������		�� ��� ������� �� $�%���� .����

���� ������� 	��������� �� ���	��� �%�	��� �� ������ �� $�%�����

	
��
�� 4�)?� -��� n �� ������� �� ������ �7	������� Sn ��� �� ������ ��
$�%����� -�� ����������� ���� ��� �������������� �� ��  ��	� (i, i + 1) ���� i ∈
{1, . . . , n − 1}� �� ���� si �� ������������� (i, i + 1)� ��� ��������� ���� �� ��  ��	�
s2i = e ���� i ∈ {1, . . . , n − 1}� sisi+1si = si+1sisi+1 ���� i ∈ {1, . . . , n − 2} ��
sisj = sjsi ���� i ∈ {1, . . . , n− 1} �� j 	= i + 1, i− 1� @�������������	���� ���� ���
������� ����� ��% ���8
��� �� ���� ������'�� ������8�� �� ������ �7	������� ��		�



�� ������	
���� 	
�������� ��

�� ������ �� 	�
���� ������ �
� ��� �����
����� s1, . . . , sn−1� �� ���� (An−1, S) ��
����	
� �� ��
���� �������� ��� ������

� �� ��
���� ��� ����� ���������� ����
�� ������ ����

s1 sn−1

An−1

s2

������ ��	� �� ������

� �� ��
���� �� ������ ��
��������

����� ����� �� ����	
� �� ��
���� (W,S)� ������ ���
��� w ∈ W ���� � ������
��

� �� ������� �� ����������� �� S� !�� ����� ��������� �� ������� ��� �������
��� ������� �� ��� �� ��� �������	�
 �� � ���
��� w� "���������
��� # ���� 
�� ��
�
�������� w ��
���� �� ����������� ��� ������� �� ���
��� �� ����� �� ��
�����
�� ����� ����� � �����
� 
�������
��
� # w� $��� �� ����� �� ������� �� ������ ���
���
���� �� W ���� �� %��
� w &�� ��������'� �� ��� �
��������� ���� �� %��
� w &��
����'�

(��� w ∈ W � �� ��
����� �� ������� �(w) �� w ��� �� �������� 
���
��� �� �����
�
�������� &�� 
��' w = sa1 . . . san �)�� sai ∈ S ����� ��� � ���
��� �������������
# w ��� w� !�� �
�������� w ��� ���� ����	�� �� ���� %��� ������ ��� �
���������
�� �������� 
���
��� �� � ���
��� ������� w� *� ��� ����� ��
�����	�	�
 ����	��

���� �
�������� �������� � ����
+�� �� ������ ��� �
��������� �������� �� w ��� ����
R(w)� !� �������� ��������� �� ������� ��� ������� �� ��
����� ����� ���� �� ��

�� �����	
� �� ,����
��� &)��� -�� .����	
� /�/��0'� ��� ��� ����� �
�������� ����
R(w) ���� 1��� �+����� �� � �
����� ������ ����� �� � ��������� ��� ��� ��������� ��
�������


���
�� ����� ��� ���
���� �� ������ ��
������� A2 ��2�� ���� � 3
�
��� ���4
��
������ ��� ����
��������� �������� ���)����� {e, s1, s2, s1s2, s2s1, s1s2s1, s2s1s2}�
"�
������� �� �� )���� �� �� ��2������ �� �� ������� ��� ���
 �
��������� ��������
s1s2s1 �� s2s1s2 ������������� �� 
1
� ���
���� # ��)��� �� ������������� (13)�

5��� � �)��� �������� ��� ��� ��� ���������� ��� ���� +������� ��� ������� ��
��
����� ��� �� ����	���� +������� &���������� �� � ������� �� �� �� ����������
���������� ��� �� ��������� ���������� �� � ����� %��+�� �� �� � ����� �� 6��������'�
(��� ��� ����� ���� ������� �� ��� �������� ���� ���)����� �� ������� ��������� #
-�� ��0�

���� ��	
��
	 �
 �����
	 

 ��
�
�
�	 �
 ���������� 7� � ����� ��� ����
�� ����� �� ����� ��	�� � �8������ ��� ������������ ��������� ��� ����	
�� �� ��������
�� 
1
� �� ������ ���� �� ��� ���� �� ���� �9�� �� 
����
�������� 5��� ����
+������ ��� # �������� �������� ��2������� ����� ��� ��� �������� ��� ���� ���� ������
���� �� ������

$��� ���� �� ����������� V ��� �� ������ ��������� ���� 
��� �� ������� ����
����� 〈, 〉� �� α ��� �� )������ �� V � "�������� ��� �� �����	�
 ����
	�� � α ��� ��
����
������
� ������� sα �� V ��� ������� �� )������ α ��� ������ −α �� ��� 2
�
��� ��������� ����������� 5��� ������� 
��������� �� ��2������ ��� ����	
�� ��
��������

���������� ����� !� ������� �� ��
	
�� �
	 Φ ��� �� ����
+�� 2�� �� )�������
��� ���� �� V &������� ��� ��
	
��' )���2��� ��� ���������� :



�� �� ������	�
�� �	 �
	
	�
��

��� φ ∩ Rα = {α,−α} ���� ����	 �
���	 α ∈ Φ 

���� sαΦ = Φ ���� ����	 �
���	 α ∈ Φ�

�� �	 ����� ���� ���� �����	 �	 �
���	� (α, β) ∈ Φ2� �� 

2〈α, β〉
〈β, β〉 ∈ Z� �	 ������	 �	

�
���	 	�� ���������	��
���
� ��

���� �
��	���� �����	�	�� ��	 �	� ������	� �	 �
���	� ���� ���	�� �������� ����
��
�	�	�� �
� �
��
� 	� ������� ���� ��
����	� �	� 
��� �	� �	 !�	 �	��������	�� "	
����� �	� ������	� �	��	��	�� 
���� �#����	 	� �
 �
�
������
���� �	� �����	� ����
������� �
� �	� ��$	%����� �
� �	�%��� ���� �
�
�������� �
� �	� &	��	��� ��� ���� �	�
������ �%	� �	� ��$	%����� '� �����
�	 ���� ��� �� ��	� ���� ���� 	���	 �	� ������	�
�	 �
���	� ���� 	� �	� �����	� �	 ��%	�	� ����� ���� �#	� ������ �
� ���� �
� ��
������
�� �� �
��	 �	 �	��	 �(��	� )��� ���� �	 �	��	���	�	�� ��� �	� ������	� �	
�
���	�� ���� �	�&����� �	 �	��	�� * +�� ��� ��,�

������� -�./� ���� V �#(��	���
� &	�����	� �	 Rn+1 ����� ����	 �#	��	� �	 �	�
&	��	��� (x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 &����
�� �#���
���� x1+ · · ·+xn+1 = 0� '� ��������	
�	 �����	��	� �	 Φ �	 V ����	 �#	��	� �	 �	� &	��	��� �	 V * ���������	� 	�����	�
	� �	 ����	

√
2� �	 �����	��	� �	 Φ 	�� �� ������	 �	 �
���	� ��� �����
�����
�(���	�

������ ��	 ��� �����	 �	 0	�� 	�� �	 �����	 ���������	 �&��� "�������� -�.1��

2� 	�� 
���� ����� �	 �	 ������ �� 
�
����	 �	� ������	� �	 �
���	� ����� �	�
�������� �� ������� ����� ���� 3��	�� �	 �4�	 �5�	 &���*�&�� �	� ������	� �	 ��%	�	�

6�	� ��	 �	 �5�	 3��� �
� �	� ������	 �	 �
���	� ���� &���*�&�� �	� ������	� �	
��%	�	� ������ ���� �#	� ������� �	�	��
�� �
� �
 ��������� ���� 	� ���� ������
�����	�	�� ��	 �	 ���� �	� �����	��	� �	� �	� ��������� 
6�	� �#�� 	��
�	 	������	�
���� &����
�� �	� ���������� 
�
����	� * �	��	� �������
�� �	� ������	� �	 �
���	� �����

2� 	�� * ���	� ��	 �	� ������	� �	 �
���	� 
6�	� ������� 	� ��������� �	�� ����
����	 �	� ������	� �	 �
���	� ����� �	�&	�� 4��	 ��
������� 2� 	� 	%���	 	%
��	�	��

�	�� �
����	� �����	�� �	� ���	� Ã�� B̃�� B̃� �̌ C̃�� C̃� �̌ B̃C�� 	� D̃� 
 
���� ��	 �	�� ���	�

����
����	� ��� 	%�	������	��� Ẽ6� Ẽ7�Ẽ8�F̃4�F̃4 �̌G̃2� 	� G̃2 �̌ )��� �
 �	��������� �	
�(
��� �	 �	� ���	�� ���� �	�&����� �	 �	��	�� * +��� 7��	����	 .,�

8
����
�� 
 ������ �
�� ��� 
�����	 +��, ��#�� 	�� ����� �	 �	 �����
���	� 
�%
������	� �	 �
���	� 
6�	� �
 ������	 ���	����
��
�	 �	 0	�� ���� �	� ������	� �	
�
���	� ���� R� ��� �	�� 	��	��4�	 4��	 �����	 ����	 ���� 9

�:�
∏

α∈R+

(exp(α/2)− exp(−α/2)) =
∑

w∈W (R)

ε(w) exp(wρ),

�; �
 ����	 ����	 ��� ���� �	� ����	��� �� �����	 �	 0	�� W (R)� ε 	�� �
 ����
���	
	� ρ 	�� �� &	��	�� 	%������	 ��� ���	�� �	 W (R)� )��� �	 �	� �	 �	 �
��(	� �	
������� ����	 ��� �#	��	� �	 �	� �
���	� ������&	� R+� 	� �#	%���	���	��	 	�� ��	
	%���	���	��	 ����	��	�

���� �	 ������� �
� ��� �
 ������	 �����
�	 ����&�	 �
� 8
����
�� +��� <(���
���	 =�.,� �
� ��� 	%��	����� �������	 �	� ������� ��	 �����	 �	 0	��� �	� ������	�
�	 �
���	� ��
��	���� �
 �������� s(w) 	� �	 ��	� uα� ��� ���	����	�
�	�� �����	���
�
�	� �	 �����	���� ���� 4��	 �����	�� �	�	��
��� �	��	 ������	 ���� 	�� ����	 �
�
8
����
�� �#
 �����
����	 ���� �	 ��� �	�% ������	� �	 �
���	� 
6�	� 	� ��&	��	�

�� ��� �����	�� �
�� �
		�� 
���� ��
���� ��
�
��� ��� ���� ��� ����� �
�� ������� ��� ���������

����� �� �����
�� 
��
�
���
�� �� ���	���



�� ������	
���� 	
�������� ��

�������������	
 �� �
� 	������� ���	������������ 	�� �����
��� �� ����
 ���	 ��
	 ��	
��	
 ���	�
� ��������������� �������� �	� 	�������	�� �� �� �������� ���	����� ����� �
1
 �� ���� ��
��� ��
� ���� ������� ����� 
�� �
�		���� ������� �� �� �������� η ��
 ���!��� ������ �
 ���������� "�" #�� ����� �
�		���� �	� �� �����	��� ��
� ���
��
�� $�� ������� ��������� R �� ���� �
� 	%	���� �� ������	&� '�
	 (�%��	 ����
��� ���������� 
� ���� �(�� �� ������������ ��
������(� �� �� ������� ��	 ���������	
��������	� )� ���� 	��� ������� ��
	 �� ������ ���	 �� �������� 	
�(����

���� �����	
�� ��
���

����� �
������� '�
	 ��������	 �� �������� ���

�� ������
����� �
� ��	�����	 ������������� �������	� *�� ������
 �� ������� ������+
���� ��	 ��	�����	 �	� ���	 (�	��
 �� ��
	 ��
	 ���������	 �� �����	�� �
���
�	 ��+
�������	 	��	 ��������� � ������
	��(����

���������� ,�"-� .� �������� ��	
��������
 �	
���� #��
������� ������ ���

��

 �� ��������	 ��������% ������� 	��& �	� 
� ��
��� (E,≤) ��� �
� E 	��� 
� ��	�����
�
�� ��
�� �������� ≤ (������� ��	 ���������	 	
�(����	 /

#��0���(���& ��
� ��
� ������� x ∈ E
 x ≤ x 1
#����	���(���& ��
� ��
	 ��	 �������	 x
 y �� z �� E
 	� x ≤ y �� y ≤ z ����	 x ≤ z 1
#����	%������& ��
� ��
	 ��	 �������	 x �� y �� E
 	� x ≤ y �� y ≤ x
 ����	 x = y�

	
��
�� ,�"2�
#�& $���	����� ��	 ����	 �
�� �� ������� ���		��
� ≤ �	� 
� ��	���
#��& $���	����� ��	 ����	 �
�� �� �� �������� < ���	� ��	 
� ��	���
#���& $���	����� {3, 5, 7, 8, 9, 21, 45} �
�� �� �� �������� 3��(�	�4 �	� 
� ��	���
#�(& $���	����� ��	 �������	�����	 ���
���	 �
 ���
�� 	%������
� �
�� �� �������
������ �	� 
� ��	���

5� (E,≤) �	� 
� ��	�� �� 	� x �� y 	��� ��
� �������	 �� E
 �� ����� x < y 	�
x ≤ y �� x 	= y� 6� ��� �
� y ����	� x 	� �� � x < y �� �
��� �����	�� ��	 ���������
z �� E ��� �
� x < z < y� 5� y ��
(�� x
 �� ��� �
��� % � 
�� 	���
��� 
� �����	
�	�

����� x �� y�
$��	�
� E �	� ��� #�
 ���������� ���&
 �� ������ ��	 ��������	 �� ��
(���
��	 ��

��	 �������	 �� E 	
7	��� � ������ �� ������� 
���
� �� ��	�� (E,≤) #��	 �
���	
��������	 	��� �����
�	 ��� ��0���(��� �� ����	���(���&� )��� ������ �� �����	�����

� ��	�� ��� 
� ������
 �� 
���	���� 
� �����
 ����� ����� 	
�� / ��	 	�����	 �

������ 	��� ��	 �������	 �� E
 �� 	� x �	� ����� � y �� 	� x �	� �� ��		�
	 �� y
 ����	
x ≤ y #(��� 
� ������� ���	 �� 8��
�� ,�,&�

3 5 87

21
9

45

������ ���� $� ��������� �� 9�		� �
 ��	�� �� ��������� ,�"2 #���&�

.� ������� x ��
� ��	�� (E,≤) �	� ������� #��	�����(����� ������� & 	���
�����	�� ��	 ��������� y �� E ��� �
� y < x #��	�����(����� x < y&�

 ��	 ��������� ,�"2 #���&
 ��	 �������	 3
 7 �� 5 	��� ������
�� $�	 �������	 21
�� 45 	��� ������
�� $�������� 8 �	� � �� ���	 ������� �� �������� ����
 9 ���	�
�� ������� �� ��������

'�
	 ��������	 �� ���������� ��� 
�� ��������� ���	 
���� ���	 �� 	
����



�� �� ������	�
�� �	 �
	
	�
��

���������� ����� ���� (E,≤) 	
 ���
�� �

 ����

 
�� 	

 �	��
 ������

��
x1, . . . , xn �
 E �
��
 �	


x1 ≤ · · · ≤ xn.

��
� ����
���
 ���� ������ �� �	��
 3, 9, 45 
�� 	

 ����

�  � �	��
 8, 45 
�
�� ���
	

 ����

�



�������� 	

�������� 	� 
��� 
����������������

�� ������ ��� �� ��	
�
� �� ��
�
�
��������������

�������������

������� ��� �	 
�������
 ����� �������
������

�� ������	
����


��
 ���������
 ��� �������� ����� �	�� ��� �� �������� η �� ���� ��� �
� ���
����� ��������� �� ����
 1/2 �!"��� ����� 
��� #

�$� η(x) = x1/24
∏
k≥1

(1− xk),

�% x �
� �� ���&�� ������'� �� ������ 
���������� ���!����� ( ) ����
 
����
����

����� ��������� �!��"!� ���
 ���� �� ��
�� �� �� �*�������+ �� ���
 �� 
�
 ������!�!

���������
 ��� 
��� ���
 ( �� ��!
���� �� ������� x1/24, ����� �������� -��� �� �.��
����������� �� ���&��������, ��� ���� �
� �� ����������� ��/
 ��������� ����!� ( ��
�������� 0!�!������� ��
 ���������
 �1������
 ����� �2��+ 3������ �� �!����������� ��
��4��� ��
 ���

����
 �����/��
 �� ���� �� η �
� ��/
 �������, !���� ����! ��� ����
������� ( �� ������� ���&�� �� ���
����
 ���!��

����
, ( �� ���
 �� ���&��������
�� �� �*!���� ��
 ���&��
, ����� ��� �'����� �� �!�/&�� ���-������ �� 5�*���
��� ������, ��� �'�����, ���
����� 6�
7 
�� �� 
�-���+ �� 2889, ���
 ���� !����
�� �� �*!���� �� :��&��0;<����� 
�� ��
 -��0�
 
����=
4�!������
 �� �*4
���� ��

���������
 6��7, 
� ��
�� �� > ��� �� ��� �&���� �� ������� 
������� #

�?�
∏
k≥1

(1− xk)z−1 =
∑
λ∈P

x|λ| ∏
h∈H(λ)

(
1− z

h2

)
,

�% z �
� �� ���&�� ������'�, P �
� �1��
��&�� ��
 ���������
, �!"�� �� ����0���*�
2+) �� �*������ ��!�!����, �� H(λ) �
� �� �����=��
��&�� ��
 ���0����
 �1!������

�� �� ��������� λ+

�� 288$, �� �!����������� � !�! ���!������� ���!���������� �� 0!�!����
! ���
��� 6��7, �� ��4�� �� ���' �����
 ���������', �1�� ��������� �1�� �����'�� ���

��0!&�����, �� �1����� ��������� �1�� �����'�� ���
 ���&��������+ �� ����� 0!�!����=

�����, ��� � �!���� �� ���&���
�
 �����������
 �� ���&�������� �� �� �*!���� ��

���&��
, ����� ��� ������� ��
 !������
 �����!�
, ��� ������������� �� �� ���-��=
���� �� 5�*���, ���
� ��1�� ��@������ �1�� �!
����� �A ( B�
���� 6��7+ 5� �������
�?� � ��
���� !�! ���!�����!� �� 0!�!����
!� ��C!������� ��� ��&�� �� ��� �� 28)	
6��7 �� �����
��� ��
 ���������
 �����
, �� ������� �� ����*4 ���� ��
 ��������
 ��
:�*�� �� �� ������ �� 
����� ������0����+

�� ���
 ��
 ���&���
�
 �����������
 ����!�
 ��� ��� ���
 
�
 �������
 6��� ���
��7, ���
� ��� ��� ��� �� D� ���
 6��7, �1�������! �?� � ��

� !�! �����
!� ���
 6��7

��
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 � �� ��������� �� 
��
 ���� ���� �������

�
 ��������
 �������	��� 
�
 ����������
 
� ���������� ���� � �� ����� 
���	

��
 ���� ���� 
����� ��� �����

	�� ������� ��� �� ����� 
� �����
�
 
� �����	�
������	��� 
�
 ������
� 
� ���
	��� 
�
 ����	�	��
 
� n ����� �� ������ ��	� 
�
��������
 
 �������
 ����	���
 
� t ������ �� 
��
���	� �� ���
	��� 
�
 ����	�	��
 
�
n ����� �� ������ 	���	� 
� ��������
 
 �������
 ����	���
 
� t �

!� ������ 
�� � "�� 
� #$% ��	�	
� 
 ��� ���� ��� ���
	�� ���&������ 
	'������

 ��� �	����	�� ����� ��
 t(����
 �� �����	�
 �������
 
 ���	��
 
�� � )������ *	�
�� +������ 
��
 ���� ������ 
�
 ����������
 
� ��������� ����� ��������
 ����
��� ��
 t(����
 ��� ��� 	�	�	������� 	����
�	�
 �� ,$-. ��� /�0����� �� �����	�

�
 �����
�����	��
 ���� ���
	�� �����	�
 ������&��
 
� ������ 
�����	��� #��	� ��
1�2�	�	�� 3�,.%� 1 ����� ����� "�� ��	�	
� � 	
���	�� 
� 4��
����
 ���� �� 
�
�&�� 
�
���	��
 An� ���� n 	���	� ����� 5��
 ����	
������ �� 
���	��	
��	�� ��	�	
�� 
��
 ����

�����
���
 �� ���� Ãt� ���� t �� ���	�� 	���	� ��
	�	6� �� 
 ���	� 
� �� ���	&��

�	����� 7

#,.% η(x)t
2−1 = c0

∑
v

x‖v‖2/(2t) ∏
i<j

(vi − vj), ���� c0 :=
(−1)(t−1)/2

1!2! · · · (t− 1)!
,

�8 ‖.‖ �
� �� ����� ����	
	���� �����	���� �� �8 �� 
���� ����� 
�� ��
 t(�����

v := (v0, . . . , vt−1) ∈ Zt ���
 ��� vi ≡ i ��
 t �� v0 + · · · + vt−1 = 0� "�� ��	�	
�
��
�	�� ��� ���	��	�� 
� �� �	����	�� 
�
����	����� 
� ���� ���� ����
6����� ��
������ 
� 
��	�� �� ��� 
���� 
�� ��
 ����	�	��
 9 �� �	�
	 ������ #$% ���� ���
 ��

���	��
 	���	�
 ��
	�	6
 t� 5�� �� 
�	��� 	� ��	�	
� �� �������� 
� �������	��	�� ����
������� ��� #$% �
� ���	2�� ���� ���� ������ �������� t � :� 6�	� ����������� �
�

��� �� 6������ 
� ��
����	�� x(t2−1)/24 
��
 η(x)t
2−1 
	
����	� ������������� 
��
 ��

������ ���
��� �� �	����	�� �
� ����	�����

;���� �������� 
���&�� 	���
	������� ��� ���
�	��� ��	 � ��� 	�	�	������� ��
��
��� "�� ��	 �<�� 
��
 ���� 5����&�� =�-� 7 ���� �� ��	�	
�� 
�
 
���	��	
��	��
 
� ��
6������ 
� 4��
����
 
��
 
 �����
 ����
 ���� 
������	� #�� �������% 
� ��������

������������
 ����	����	��
 
� ��	

����
 
� �� 6����	�� η > ;���� ���
�	�� �
� �

�� ��
� 
� �� ����	���� 
��
 ������ �� 
���� ��� �����
� ��
	�	�� ���� ��
 ����
 C̃

�� C̃ˇ �	�
	 ���� ����� �� �� ����� ��� �� 
�	��� ���� ��
 ����
 B̃ �� B̃C� 1��
 �� ��



� ���� C̃t� t ≥ 2 ����� �� ���	��� �� 6������ 
� 4��
����
 
 ���	� 7

#,,% η(x)2t
2+t = c1

∑
v

x‖v‖2/(4t+4)
∏
i

vi
∏
i<j

(v2i − v2j ),

�8 c1 :=
(−1)�t/2�

1!3! · · · (2t+ 1)!
� �� �� 
���� ����� 
�� ��
 t(�����
 v := (v1, . . . , vt) ∈ Zt

���
 ��� vi ≡ i ��
 2t+2� !� ����	&�� 
	?����� ���� 
������	� �� �������� 
� #$%
��	 �������	
���	� #,,% �
� 
� 
������	� ���� ����� ����	����	�� ������	� ����� �� ����

�
 ����	�	��
 λ� ! �� 
�
 
��� ��
�����
 ��	��	���� 
� �� ����	��� �
� �� �����&��

�	�����

�������� @�,	 ���� ���� �����	 
����	
	 z� ��	
 �	� ��������� 	� �	� ������

����� �	 �� �	
���� �� �� � �	 ���	����	�	�� �	 ������ ������� �

#,3%
∏
k≥1

(1− xk)2z
2+z =

∑
λ∈DD

δλ x
|λ|/2 ∏

h∈H(λ)

(
1− 2z + 2

h εh

)
,



�� �������	���� 
�

�� �� ����� ��	
� ��	 ��� ��	
�
��
� � ��	
� ���
�
�
�� �������� λ ����	 ���
��

��
 ����� δλ ��
 ���� � 1 �	�����
�����

 −1� �� �� ��		� �� ��	��� �� λ ��
 ��

����� ���	� �	�����
�����

 �����	��� �
 εh ���
 −1 �� h ��
 �� ��
����	 ��� ��		�
���
� ���� �
	��
���

 �� ������ �� �� �����
��� �	�
������ �� λ �
 1 ��
�
�

�� ��������	 �
���
	 
��� 
����	� �	 �������	 	�� �����
��	� ���� 	� ��	 ���	��
����� ���	��	 ����	 � �	� ����
���� 
���	���� �	 ��� � 	���	 
�	��	��
	 �	� �	��	���
�

��������� ���� ���� 	� 
	� ���

	� �	 
��������� (λ, μ)� �! λ 	�� �� (t + 1)����	
������������� 	� μ 	�� �� (t+1)����	 � 
���� ��������	� ����
�	�" #�	
$�	� 
	��	�
�	����$�	� � 
��
�� �	� 	��	��
	� 2t+2����
���� 	� �	� 
����	��� ���$�	��	� 
����
��
�
	� �� ���

	 (λ, μ) ���� 
	��	��	�� �	 �������	� 
	 %������	 &"�' ����	�����
��� �����	�� �	 
�
(�)���
��� 	�� ����� ���	�����	�" *�	 ���	����� 	���	 
	� ���

	�
(λ, μ) 	� 
	� 
��������� � 
���� ��������	� ����
�	� ���� 
	��	� �
��� ������
�� 
	
%������	 &"�"

+	 �����	��	� �


�������� 
	��	�� ,��	 ������	� ���	��	�	�� �� %������	 &"�"
-	
	������ ���� �	������ ��� 
����	�� ���$�	�	�� ��� ����� ��	���	 	

	�" �� 
�	����	
	�� 
����
���	 �(�

	���$�	 ������� �����	�
������ �� �(
	 .�� B� �	 
� /��	��	
/����
	 �����������	 �	� �$�	��	� �$�� � �	 �����	��	� �����$�	��	� 	� ������	 �	�
�	
���	�������� �� ����
	 �(�����$�	� ���� 
�� 	0	�

	 ���� -��
���	 ' �� ��
��
	

��� ���� 	���	� 
�����/ n 1

��&�
∑
λ∈DD

|λ|=2n

∏
h∈H(λ)

1

h
=

1

2nn!
.

�� �	����	� $�� 	�� 

�� �
�����$�	 	� $�� 	�� /����
�	 ���� 
	 %������	 &"23
����	������ 	�� �� 
�	� ���
�	���� 	���	 
� /���

	 �	� /����
	� �	 4������
� 	�

�(
	� C̃t �
��� ���� 	���	� t ≥ 2�� �	

	 �	� /����
	� 	� �(
	� B̃t �
��� ���� 	���	�

t ≥ 3�� 	� �	

	 �	� /����
	� 	� �(
	� B̃Ct �
��� ���� 	���	� t ≥ 1�"
5�.�� 
� ��������	 ����� 
	 %������	 &"2& ����	������ 	�� ��	 ���
�������� ����

�������	 �6 � 7������ ��� � �	
�� � �	� $�	������ �
����$�	� �	 ������	 �	� �����	�
����	����� 
� ������

��� �	 �	������ �	� ��	8��	��� fk(s)� �! 
��� � ����� 1∏

n≥1

(1− xn)s =
∑
k≥0

fk(s)x
k.

-	 ���
���	 ���������	 ����	 ����" +��� 
� �	����� 2� ���� ��

	
��� 
	� ��.�
������� 	� 
	� ��������� ����	����� 
	� t����	� 	� 
	� 
��������� �������������	� 	�
� 
���� ��������	� ����
�	�" �� �	����� & 
���	��	 �	� ���	������ 	���	 
	� /���

	�
����	�������	� �	 
��������� 	� �	������ �	��	��� �	 Zt� ����� $�	 
	��� 
��
������
$�	 ���� �

��� 	0

����	�" 9
�� 
�������	��� 
	 
������
�	 &"� ��������� ��	 ����
�	

	 ���	����� 	���	 
	� �	��	��� ��	���	�� �	
���/� ��

�$��� ���� ���� 	� 
	� ���

	�
�	 (t + 1)����	� ���� 
��� 	�� ������������� 	� 
�����	 � 
���� ��������	� ����
�	�"
�	� 
������
�	� &"2:&"& ���� ������ � 
� 
�	��	 �� %������	 &"�� ������ $�	 
	 
��
�����
�	 &"; 
���	��	 
� /����
	 �	� �$�	��	� �(�

	���$�	� ��&�� 	� ��	 ����	0���

	���	 
� /����
	 �	 4������
� ���� 	� �	�����	� ��	������ �	 4������
� 	� �(
	� B̃

	� B̃C� ���� �� �����	 ���� 
	 %������	 &"23 $��	

	� ���� ����	� ������
���	� 
��

	 %������	 &"�" �	 ��8�	�	�� �	������� ����	���� ���� ����
��� �� � 7������ 	��
����� ���� 
	 
������
�	 &"<" +��� 
� �	����� ;� ���� �������� ��	 ������
�������
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����� ���	�
� �� ��
����
� �� ���� C̃ˇ �������	� ������ �� ���������� ��� ����
��� 
� (2t)�
��� �����
��!���� " �� 
� ���������� ��� ��� ���� ��� #�!�
���� �����

� (2t)�
��� �� 
������ $�
���� �������� ��
���� � �� ����$� �� ������	� ����
� � 
�	�
���� ��� 
� ���������� ���" ����� %��  � 
�� �%���
�  ��� ������� 
��� 
� ���������� ���� &�'�" ��� ���	���� 
� 
������� ��� %��
%�� %�� ���� ��
��	��%�� ��� 
�  �
���� (�

�� ����� �� �	
����
 �� t�����


)�� ����� 
����  �
����" t � � �� ������  ���
��	��� �� ���� '*��

���� ��� ��������� ����� ��
 t�����
 �� ����	��
 �������
 ��������
� +�� 
�

�� �$��� #� ��� ��� 
�  ���� �� �� ���
���� ����� #�!�
���� �  �� �� ,��- . ���*
 �� ��� �	#
� �� t�
��� �$��� )�'������ ����� /
�" ��� 
�		��0�� ���
 ���
�����
�� 
���� #�!�
�����

1��� λ �� t�
��� 2 ��� ��'��  �� 
� $�
���� φ(λ) := (n0, n1, . . . , nt−1) 
�		�
 ���� +�� ��	������ 
� 
� � (i, j) �� λ ��� (j − i) 	���
� t� +�� ��	������ 
��  � 
� 
� � �� 
� 
�
���� ���'���� 0 �� 
� 	3	� 	������" �� ��� ����
�� 
�
������		� �� �
���� 
� ��������� �	�
�� ��� t
������� �$��� 4����� ��� 
����  �� ��
5�� 
� � � � ���� �������  � �

�  � ����$� . 
� ������ ����� 
���� �� ������		�
������ �� t��� ��� � ���� �	#
� �� 
� � (i, j) �� ������		� ������ �� t��� ��� 
 ��� ��� ��� t(r − 1) ≤ j − i < tr ���� �� ������ ��
���� r � � ����
� ��� �����
 ��
� � ���%���� ��� r� +�� ��'��  �� ni 
�		� 
� �
� ����� ������ ��
���� r ��
 %��

� ������ ���%����� ��� r 
�������� ��� 
� � �*�� �� ���%����� ��� i�

r = 1

r = 0

r = −1

r = −2

r = 3

r = 2
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������ ��	� �� ������		� ������ �� 3��� ��� �� 3�
��� λ =
(7, 5, 3, 1, 1)� �� 
� � �*�� ��  ��� �������� � 6� � �
� n0 = 3"
n1 = −2" �� n2 = −1�


��
���� ��� �,��-�� ���������	��
 φ ��	 �
� �����	��
 �
	�� ��� t
����� �	 ���

���	���� ���
	���� ����	��� n = (n0, n1, . . . , nt−1) ∈ Zt� ��	�������
	 n0+· · ·+nt−1 = 0�
	���� ��� �� n = φ(λ)� ����� �

���� |λ| = t‖n‖2
2

+ b · n =
t

2

t−1∑
i=0

n2
i +

t−1∑
i=0

ini,

�� b := (0, 1, . . . , t − 1)� ‖n‖ ��	 �� 
���� ��������

� ��
�
���� �� n� �	 b · n ��	

�� ������	 �������� ��
�
���� �� b �	 n�



�� ����� �� �	
����
 �� t�����
 ��

��� �������	 �� 3
���� λ = (7, 5, 3, 1, 1) 
� �� ������ ��� ��������� φ(λ)� (3,−2,−1)�
�� ���� ������� ��� 7 + 5 + 3 + 1 + 1 = 17 = |λ| = 3

2
(9 + 4 + 1)− 2− 2.

���� ��� t���	�� 
������
������� ����������	 ���� �� ������  �� 
��������

!��� ����
������� 
� P(t) ��� �������� ������������� 
��� ��� ������� 
� ��� ��������

�� �"��� C̃ �� C̃ �̌ #��� 
��������� ��� t������ ��	����
����
� ����� ��� �������� λ

� P(t) ������������ λ = λ∗	 �$ λ∗ ��� �� ��������� ���%����� 
� λ &���� '�������� ���(�
#��� 
������� ��� SC(t) �!�����)�� 
�� t
����� ����
���%����� �� ��� �t/2� �� ����
����
 ������ ��������� �� ����  t/2�

������ ���� *� ��������� ����
���%����� λ = (7, 5, 3, 2, 2, 1, 1)	 ���
��� ����� �� 3
�����

	�
�
��
�
� +�+� �� ����	� �
� �����	��
 ��������	�� φ1 �
	�� ��� ���	�	��
� λ ∈
SC(t) �	 ��� ���	���� ���
	���� n ∈ Z�t/2�, 	���� ��� �� φ1(λ) := n� ����� �

&�,( |λ| = t‖n‖2 + c · n, ���� c :=

{
(1, 3, . . . , t− 1) ���� t ����,

(2, 4, . . . , t− 1) ���� t ������.

-� �������� ��� ��� ����������� 
������ 
� .��	 /������� &0�1(2	 �� 
���������
�!����� 
!�� t
���� ����
���%���� λ ��� φ1 ����� ����� �� ������� 
��� ��� �����

������ ���� ��� �t/2� 
����3��� ����������� 
� φ(λ)�

��� �������	 �� 3
���� ����
���%���� λ 
� �� ������ ��� ��������� φ(λ) = (3, 0,−3) 4
�� ����������� 
� ���� ��� ����� ��� φ1 ��� �� ������� (−3)�

5�� ���
� ���� ������� 
�� (2t)
����� ����
���%����� ���� �6������ 
��� �� ��

������7� 1���

���� ��� t���	�� �� �
	�����
� � �
	�� �����
���� ��������� #��� ������
����� )����� 
!��� ����� ����
������� 
� P(t) 
��� ����� ������ 
� 87���3�� +���
9��� μ0 ��� ���������  ����� 
���������� #��� ������ 9&μ0( �� 
�������� 
� �������

����� 
� μ0	 ��� ��� �� 
�������� 
� ������� 
��� ������ ���� ���� ��� 1 ≤ i ≤ �(μ0)	
�� i��� ����� ��� 
������ 
� i ������ ���� �� 
����� &���� �� ������ ��+ ��

������(�

μ0 S(μ0) μ−→ −→
������ ���� *� ������������ 
� �� ���������  ����� 
��������� 
��

)���� μ = (5, 3, 1, 1)	 �)�����  ������ 
� μ0 = (4, 1)�

������
�
� +�1 &.��2(� #��� 
��������� �� ���	�	��
 � ���	� ���	�
�	�� �����
��
μ ����� 
� μ0 ����� ����� �� ��������� 
��� �� 
�������� 
� ������� ��� �)����
�� �%������ μ0

i �����  �� i��� ������� 
� 9&μ0( ���� ���� ��� 1 ≤ i ≤ �(μ0)� #���



�� �� �����	
� �
 
��
 �
���������������

�������� ��	 DD 
�����
�
� ��� ��	������� � ��	�� ���������� ����
��� �� ��	 DD(t)

��� ���������
�
� ��� t���	���

������ ��� 
�����
�
� DD ���� ����� ��	� ����� ��

� 
�����
�
� ��� ��	�������
μ = (μ1, . . . , μ�) ��

�� ��� μi = μ∗

i +1 ���	 ���� 
�� i ∈ {1, . . . , D(μ)}� �� ��	
�� ��
�������� �� �	�������� ��
� �� �	����� ��	 
� ���� ��� 
�� ��	������� � ��	�� ����������
����
��� ���� ������
��� ��

�� ���� 
�� ��������� �� �	������� ���� �� 
� ��	
�(
β1 + 1 . . . βD(λ) + 1
β1 . . . βD(λ)

)
�

�� ���	�� ����	�� 
� ��������� �� ��� ��
��
� ��	����� ��� ��	������ � ��	�� ����
������� ����
��� μ ��	��� 
�� �	��	����� ���������� �

���	��� ���� 
� �� �	� !�"� ��
��� ��	��� ���
�� �
�� ��	� ���� 
� #$��	�
� %�&' �� 
� (�

� "�% )

* �� 1 ≤ i, j ≤ D(μ)� �
�	� 
�� ����� (i, j) �� (j, i) ��� 
� 
�
� 
�� ���	 ������		��
* �� 1 ≤ i ≤ D(μ)� �
�	� 
� 
�� ���	 ������		� �� 
� ���� (i, i) ��� 
� ����
� ��
��

� �� 
� ���� (i, D(μ) + 1)�

* �� D(μ) + 1 ≤ i �� 1 ≤ j ≤ D(μ)� �
�	� 
�� ����� (i, j) �� (j, i+ 1) ��� 
� 
�
�

�� ���	 ������		��

2

25

6
6

10

������ ��	� +

���	����� ���	 μ = (6, 6, 5, 3, 2)�


����
����� %�,� �� ������ �	� 
������
	 φ2 �	��� ��� �������
	� μ ∈ DD(t) �� ���

�������� ���	����� φ2(μ) := n ∈ Z�(t−1)/2�, ����� ��� �

-&./ |μ| = t‖n‖2 + d · n, ���� d :=

{
(2, 4, . . . , t− 2) �
�� t ����,

(1, 3, . . . , t− 2) �
�� t ������.

0 �������� 
� 1	��������� %�, ��� ��� ����������� ��	���� �� 2��� 3�4������ "5�
�� ���������� 
��
� � ���� t���	� � ��	�� ���������� ����
��� μ ��	 φ2 ��

� �����

� ������	 ���� 
�� ��
�������� ���� 
�� �(t− 1)/2� ��	���	�� ��
�������� �� φ(μ)�
(��������� -&./ �	������ ��� 	�
������ n0 = 0� �� ni = −nt−i ���	 1 ≤ i ≤ t − 1
���� 2��� 3�4������ "5� �� ���� ��
��
 �

������

1�	 ���
�
�� 
� 3���	� � ��	�� ���������� ����
��� μ = (5, 3, 1, 1) �� 
� �� �	� !�%�
� �	����� ��������� φ(μ) = (0, 2,−2) 6 ����� ��� �
� � ��	 φ2 ��� 
� ������	 (−2)�

���� ��� ���	
��� �
�
��
��	� ������ ���� SC(t)×DD(t)� ���� ���� �������
�	��� 
��������� ��	 
�� ����
�� �� t���	�� ���� 
�����
�
� SC(t) × DD(t)� ����
������� �� ��	����
��	 ��
��
�	 
� ��������  ���	��	��� �� ��� ��4���� 7��� (λ, μ) ��
�
�
��� �� SC(t) ×DD(t)� 8� ������ 
� ����� �� (λ, μ) ��

� |λ|+ |μ|� �� �� ����
ht 
� ��������  ���	��	���

-&9/ ht(q) :=
∑

(λ,μ)∈SC(t)×DD(t)

q|λ|+|μ|.

���� ��
�	���� 
��������	 
��������� ��� 
� �	�
��	 ��� ���� ���	� �������	��
�� #$��	�
� %�& ��� 
� ��
��
 -��	 ��� 
�:��� ����	
�������/ ��� ����
����
����
�� #�:
�	 �� h2(q), h3(q), h4(q)� ���� 
�� �	�
��	� ��	
�� ��
�
����� ��;�����	



�� ��� ���	�
� �� ����
������������ �� ���� ˜C ��

���� ���� �� �� 	
���

� ��������
�� ��� �������� �����
��� 
���
���� ���� ���� �
��
t = 2, 3, 4�

����������� ���	 ��������� 	
�����
 
	� ������
 ��
� ��
� 
���
� t ≥ 1 �

���� ht(q) =
(q2; q2)∞
(q; q)∞

(qt; qt)∞(q2t; q2t)t−2
∞ ,

�� (a; q)∞ :=
∏
j≥1

(1− aqj−1) 
	� �� q��������
��
 �������
 �����
�


�������
����	 ��� 	
���

�� ��������
��� �� SC(t) �� �� DD(t) �
�� ����
�
����� ��

�  ��!�" ��
� �#����� � ��� �������

� �
$������ ���
� �� ���
�� �� t�
%
�� ����
�
�� ���&
�� ��� t ��� 
���
�� �� 	
���

� ��������
�� ��� t'�
��� ���
'
�
������� ��� ��
�� (

∑
λ∈SC(t)

q|λ| =
(−q; q2)∞(q2t; q2t)

(t−1)/2
∞

(−qt; q2t)∞
,

����
� ��� �� 	
���

� ��������
�� ��� t'�
��� � ����� �
��
����� �
�&���� ��� (

∑
μ∈DD(t)

q|μ| =
(−q2; q2)∞(q2t; q2t)

(t−1)/2
∞

(−q2t; q2t)∞
.

)�*�� � ������
�� �����
��� (−qt; q2t)∞(−q2t; q2t)∞ = (−qt; qt)∞" ����
��
�� ��� ����
	
���

�� ��������
��� �
��� (

ht(q) = (−q; q)∞
(q2t; q2t)∞
(−qt; qt)∞

(q2t; q2t)t−2
∞

=
(q2; q2)∞
(q; q)∞

(qt; qt)∞(q2t; q2t)t−2
∞ ,

�� ��
 ���&�
� �� ��
��
��� �#���#�� �
�� t 
���
�� +
��� �� ������ ���� �� ��� t ��
�
��� ������� 
����
���" �
�� �� �
����
�� ��� ���� �� ����
�� 
�
� �

�� ��� �	
��
� �� ���
��	����	���	� �� ���� C̃

�� &�� �� ����� ����
� ��� �� ���
����� �� ,#�
�-�� ���� �� �������
� ��
&���

��� �� ��
����� ( 
� ���� �� �� 	
����� �� .���
���� ���� �� �/�� C̃t" ���� ��������

� �������� �� �
��� ��� ��� �������� �����
��� ��� ��� �
��� ��� ��� �
����� ��
(t+1)'�
���" �� ����
�� ����� ���� SC(t+1)" �� �� ���
�� ���� DD(t+1)� 0
�� �� 	�
��"
�
�� ���
�� ��

� &��

� ����� &
����

� ϕ ���
�	�
���� �����
��� ��
��
���� ��� �
��
���
�� ����
����� +��� �
�� ��������� �����&�
� �� ,#�
�-�� ���1 �� ��������#� ��2
�
'����
�� �
�� �
�� ���
�� t ≥ 2� 3� �������� �� �
�/�4�
��
�� �
�� ���������
��
�� ��������� �� ���
�
�� �� �� �#�
�-�� �
�� �
�� �
�&�� �
������ t� 5���
��"
��� &
����

� ��������� ����� ��� �
����� (λ, μ) �� SC × DD" �� ��� ����
�

�� �
����� �
��
����� �
�&���� �� �

�� |λ|+ |μ| �
�� ��������� �� �
������ �� ������ ��
,#�
�-�� ���� %
�
�� ��� �
�� �� ������� 6����" ��� ���� ����
�

�� λ �� μ �� �
��
���� �����
���� � 7��� ��� (t+ 1)'�
����
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� �
 
��
 �
���������������

���� �� ���	
���
 ϕ 	
��	 ����	� �	 (t + 1)�
��	� 	� �	
�	��� ��	
��	��

�	������� ���� ���� �	 
������

	� �� ��

��	 ��	 t ≥ 2 	�� �� 	���	� ����

���������� ���� �� (λ, μ) 	�� �� ���
�	 �

���	���� � SC(t+1) × DD(t+1)� ��
�����	 
�� Δ ���������� ��� ���	
�
�� ��
�
����� ����������� �	 λ 	� μ� 	� 
��� ����
i ∈ {1, . . . , t}� �� ������ �

��� Δi := max ({h ∈ Δ, h ≡ ±i− t− 1 !�� 2t+ 2} ∪ {i− t− 1}) .
"	 �	�!	 i − t − 1 	�� 
���	�� ���� �� ��������� 
�����	��	 
��� �	 ��� �#

��	��	!$�	 Δ �	 �����	�� ����� ���!	�� ������ � ±i− t− 1 !����� 2t+ 2�
%�� 	�	!
�	� 
��� λ = (7, 5, 3, 2, 2, 1, 1)� μ = (5, 3, 1, 1) 	� t + 1 = 3� �� �

Δ = {13, 8, 7, 2, 1}� Δ1 = 8� 	� Δ2 = 13 �&��� '����	 ��� �

1
7

13
2

8

λ μ

	�
��
 ���� (����� �	 Δ� Δ1 	� Δ2 
��� �� ���
�	 (λ, μ) ∈ SC(3) ×DD(3)�

(�!!	 λ ��	�
	���&	!	�� μ 	�� ����)���*����	 ��	�
	���&	!	�� � 
���� ���)
�����	� ���$��	� � �
����	 �	 �	� �����	��� �����	��	� 
�����
��	� 	�� �!
���	 ��	�)

	���&	!	�� 
���	 � "� �����������	 �	 ��	��	!$�	 Δ 
	�!	� ���� �	 ������	 ��	�)
�	!$�	 �	� �����	��� �����	��	� 
�����
��	� �	 λ ����� ��	 ��	��	!$�	 �	� �����	���
�����	��	� 
�����
��	� �	 μ� (	 +������� �	�� 
	�!	� ����� �	 �	���������	 �	 !���,�	
�����	 �	� �	�� 
��������� λ 	� μ� "	 �
���,!	 ���&��� !����	 ���	� +���� ������	 �	�

��������� ���� ����	� �	�� �	� (t+ 1))���	�� �� 	�� ��-���� �	 �����.��	 �	� 	���	��
Δi 
��� �	����&	� �	� �	�� 
��������� λ 	� μ �	� ���� ��	 �����.��	 �	� �����	���
�����	��	� 
�����
��	� !���!��	� ���� �	��� �����	� �	 ������	��	� !����� 2t + 2
	�� ��-���� �

���������� ��/� 0�

	���� ��	 �	� $�*	������ φ1 	� φ2 ��� ��� �����	� �	�
	�)
��&	!	�� ���� �	� %��
�������� ��� 	� ��1� 	� ����� (λ, μ) �� ���
�	 �

���	���� �
SC(t+1) ×DD(t+1)� 2� ������ ϕ(λ, μ) := n = (n1, . . . , nt) ∈ Zt ��!!	 ���� �

3 �� (t+ 1) 	�� �!
���� ����� n2i ��	�
	���&	!	�� n2i+1 	�� �� i),!	 ��!
�����	
�	 φ1(λ) ��	�
	���&	!	�� φ2(μ) 4

3 �� (t+1) 	�� 
���� n2i ��	�
	���&	!	�� n2i+1 	�� �� i),!	 ��!
�����	 �	 φ2(μ)
��	�
	���&	!	�� φ1(λ) �

�������
 ���� ���� t ≥ 2 
� ������ �� ����� e := (1, 2, . . . , t)� ������������� ϕ
����� SC(t+1)×DD(t+1) �� Z

t ��� 
�� ��������� ����� �
� �� ϕ(λ, μ) := n = (n1, . . . , nt)�
����� �� � �

�56 |λ|+ |μ| = (t+ 1)‖n‖2 + e · n = (t+ 1)
t∑

i=1

(
n2
i + ini

)
.

�� �
���� �� �������� �
������ ��� ������� ��
� ��
� ������ i ∈ {1, . . . , t} �

�5� t+ 1 +Δi = σi((2t+ 2)ni + i),



�� ��� ���	�
� �� ����
������������ �� ���� ˜C ��

��

���� σi :=

{
1 si ni ≥ 0,

−1 si ni < 0

��� ���	
��� �� 
��
�� �� 3�
���� �λ, μ� �� �� ������ ��� ��������� ϕ(λ, μ) =
(−2,−3) � �� �� � 31 = |λ| + |μ| = 3(4 + 9) + 1(−2) + 2(−3)� �� 
���� Δ1 = 8�
Δ2 = 13� �� � ��!� "�� 3 + Δ1 = 11 = − (6n1 + 1)� �� 3 + Δ2 = 16 = − (6n2 + 2) .

��������	�
��� # 
����� �� �� � !������� �� ��� �		 ���� �� 
�������� "��
ϕ ��� ��� $�%�
����� �� ���� "�� 
��
�� ������ ��� ���� $�%�
����� φ1 �� φ2� ����
 ��$��� ��&�� �� ��� ��'���� �� ��		�� ��� ����  "������� ��(� �� ��)� ���� ���"������
�� � 
� ���$��	��� ��	
��
 t 
�� t+ 1� *� ����� ����� �����	��� + 	������ ����� 
�
"�� ��� �� 
����� ��'
��� �� ����� �, ��-	��

.��� (λ, μ) �� 
��
�� �� SC(t+1) × DD(t+1)� !���� n = (n1, . . . , nt) ��� �	���

�� ϕ� �� i �� ������ �� {1, . . . , t} � �� ���� n′ = (n′

0, n
′
1, . . . , n

′
t) ����
�
����	���

n′′ = (n′′
0, n

′′
1, . . . , n

′′
t )� �/�	��� �� λ ����
�
����	��� μ� 
�� φ� ����� "�� hλ,�� �����


�
����	��� hμ,��� �� �������� �/ "����� �� �� 
��� ��, �� �� λ ����
�
����	��� μ��
0� 
����� ���� 
������� �/�� ���	�� 
� 
�� �� �/�
���� ��� ����� $�%�
����� φ� φ1 ��
φ2 ��� ��� ���� 
��������� λ �� μ� ���1� 
�� ��2 ����� ���� + ���	����� ����� ���
������
����� ��������� 3

4 (t+ 1) ��� 
��� �� �	
��� �
4 i ��� 
��� �� �	
��� �
4 ni ��� ����
��	��� 
������� ����
��	��� � ������ �� ����
• ��� 1 � t+ 1 ��� 
���� i = 2j + 1 ��� �	
���� n2j+1 > 0�

���� 
� 
��� �� � !������ �� ϕ �������� "�� n2j+1 = n′
t+1
2

+j+1
� ��� � !������ ��

φ ����� �� 
������
,� ����� �� 
�������� �� n′
t+1
2

+j+1
�	
��"�� "�/�� ������ ���� ��

������		� ��� (t + 1)�� ����� �� λ ��� ����� �/����
� 	���	�� � ����
 � ≤ D(λ)��
����� "�� t+1

2
+ j ���� ��
�� + �� !� �� 
���� ������ ���� �� � ���� n′

t+1
2

+j+1
� 5�		�

λ ��� �����
��%��� �� �� 
��� �� � ����� "�� 3

hλ,�� = 2

[
(t+ 1)(n′

t+1
2

+j+1
− 1) +

t+ 1

2
+ j + 1

]
− 1

= (2t+ 2)n2j+1 − t− 1 + (2j + 1).

6� 
����
������ �� � hλ,�� ≡ 2j + 1 + t + 1 	�� 2t + 2 � �� 
�� 	���	���� �� ��

���� �������� �/ "����� 
���
�
��� ��� 	���	��� ���� �� 
����� �� 
�������
�� 7����
hλ,�� = Δ2j+1 �� ���


Δ2j+1 = [(2t+ 2)n2j+1 + (2j + 1)]− t− 1.

• ��� 2 � t+ 1 ��� 
���� i = 2j + 1 ��� �	
���� �� n2j+1 < 0�
���� n2j+1 < 0� �� � 
���� ���� n2i+1 = n′

t+1
2

+j+1
= −n′

t+1
2

−j
� ���
 n′

t+1
2

−j
> 0� 5����


�������� �	
��"�� "�� t+1
2

− j − 1 ��� ��
�� �� $��� �/��� ����� �/����
� 	���	��
�� ���� �� � ���� n′

t+1
2

−j
� 5�		� λ ��� �����
��%��� �� �� � 3

hλ,�� = 2

[
(t+ 1)(−n′

t+1
2

+j+1
− 1) +

t+ 1

2
− j

]
− 1

= −(2t+ 2)n2j+1 − t− 1− (2j + 1).



�� �� �����	
� �
 
��
 �
���������������

�� �� ���� ����	
� ��� 
��� �� ��� 1� �� ������� �

Δ2j+1 = − [(2t+ 2)n2j+1 + (2j + 1)]− t− 1.

• ��� 3 � t+ 1 ��� ���
� i = 2j + 1 ��� �����
� n2j+1 = 0�
���� �� ��� � ��� 
� �������
 
�����

� �
�������� ����� � ±(2j+1)+t+1 mod 2t+2�

��� Δ2j+1 = (2j + 1)− t− 1� �� ����� ��� ��� �����!�����

• ��� 4 � t+ 1 ��� ���
� i = 2j ��� ���
� n2j > 0� "���� !���� ��
 
�#������ 
� ϕ�
�� ��
������ ��������� ��� μ �� n2j = n′′

t+1
2

+j+1
� $�
 
�#������ 
� φ� ����� ������%���


� n′′
t+1
2

+j+1
�������� ����� �&���� 
��� �� 
���
���� 
�� (t + 1)�������� �� μ �	�


��	� ���	��
� ��	���
 � ����
 � ≤ D(λ)�� ��

� ��� t+1
2

+ j ���� ������ �� ���� ��

���� 
��	�� ��	� 
� �����	 n′′

t+1
2

+j+1
� ����� μ ��� �	� ��������	 � ����� �����	
���

����
���� �	 �	 ������ ��� �

hμ,�� = 2

[
(t+ 1)(n′′

t+1
2

+j+1
− 1) +

t+ 1

2
+ j + 1

]
− 2

= (2t+ 2)n2j+1 − t− 1 + (2j).

��	��� 	��� ���	� hμ,�� ≡ 2j + t + 1 ��� 2t + 2 � �� 
���� 
�	����� ��������� ���
������
� ��	� �� 

���� �� 
�	����	
��  �	


hμ,�� = Δ2j = [(2t+ 2)n2j + (2j)]− t− 1.

• ��� ���� �	� 
���	��� � �
� �����	� 
!�
�	 "��� ������� �� ��	�#�� ����
����
� �	 ��� ������ 
�� ���
���	��� �	 ��������	� ��� 
������ t+1 ��� ������� 
�� �$
��
�� λ �� μ ��	� �	��������� ��� ��%	����	 �� ϕ� �

&� ������ �� �!���#�� ���
���	� 	��� ������ �� ������� '�
�
���	� 
� ����

������	 ��
������ �����	�� �� 
� ��(�
���	 ��
������� �� ϕ� ��� ��� �
�� ����
�
��� 
� ���
������	 �� ϕ� )� 	��� %��	� �	 ��
���� n = (n1, . . . , nt) ��	� Z

t� �
���
(λ, μ) = ϕ−1(n) �����'��� 
�� ���������� �����	��� �

* �� ���� 
�� ni ��	� ����� � +���� �
��� 
�� ��������	� λ �� μ ��	� ������ ����
����� �

* �� �	 ��� ni ��� ���
 � 1� �
��� �	� ��� ���� ��������	� λ �� μ� �	 '�	
���	 �� 
�
������ �� t+ 1+ i� 
�	���	� �	� 
�	����� ��������� ���	
���
� ���
� � t+ 1+ i
��� ��� �������� �������� 
�	����� � t+ 1± i mod 2t+ 2� �

* �� �	 ��� ni ��� ���
 � −1� �
��� �	� ��� ���� ��������	� 
�	���	� �	� 
�	�����
��������� ���	
���
� ���
� � t+1−i ��� ��� �������� �������� 
�	����� � t+1±i
mod 2t+ 2� �

* 
� �������� �� (n1, . . . , ni + 1, . . . , nt) �� ni > 0 ������
������	� (n1, . . . , ni −
1, . . . , nt) �� ni < 0� ��� ���
� � 
� �������� �� (n1, . . . , ni, . . . , nt) ��	� 
����

�
�	 �(���� ��	� �	� ��� ���� ��������	� �	� ������� ���	
���
� �� 
�	�����
(t+1)(2ni−1)+ i ������
������	� (t+1)(−2ni−1)− i�� �,���	� ��� 
�� �(���
���� �� '���� ���	� ��	�#�� �	����� ���	� ��		�� 
� ����
���� �� ��������	�
�����
�	(������ �� � ����� �����	
��� ����
��� �� λ �� μ��

-	 ���� ��������� ����	 '��� 
�� ���� ���������� �	������������ �����	� "���
�������� �� 
� �����#�� �� �� 
� ���	�#���

-	 ���� ����%�� ������ 
�� ���������� ���� 
� 
���
� (λ, μ) ∈ SC(3)×DD(3) �� 
�
.����� /�0� -	 � n1 = −2� �� �
 1 � ���� 
�	������ ���������� ���	
���
�� 
�	����� �



�� ��� ���	�
� �� ����
������������ �� ���� ˜C ��

3− 1 ������ 6� ��� 	�
� 2 �� 8
 �
 � n2 = −3 � �� �� � � ���� ��
�����	 ���������	
���
������	 ��
����	 � 3− 2 ������ 6� ��� 	�
� 1� 7 �� 13


�������� �
��� �� � � ����	 ��
	����
��	 ���������	 � �� ��	�������
 �����	���
�������
�� �� ϕ−1� ��� ��
� 
��	 	����� ���	 ����

�� �� 
� ���� ��	 � ����� ��
	 Δ � �� !��	 �
 �
���� ���� � i + t + 1 mod 2t + 2 ��
�
 �
���� ���� � −i+ t+ 1 mod 2t+ 2

��� "� h > 2t+ 2 ��������
� � Δ� ����	 h− 2t− 2 ��		�

���� "� �
 	��	#�
	��$�� %
� �� N 	���	!��� ��	 ���� ���������	 �������
��	 �� �� ��� �
�� 
� ��
���
� ����
 �����
� ���� � &��� ������ 2t+2� ����	 ���	� ���
	��$�� Δ ���

������ �� (t+ 1)#����	 (λ, μ) ∈ SC(t+1) ×DD(t+1)


' 
������� ��	 ���������	 (i) �� (ii) �� �� (������� �
�� �����
� )��� ����%��	
���� �� ������ (λ, μ) ∈ SC(3)×DD(3) �� �� *����� �
�� ��
� ���
	��$�� ��	 ��
�����	
���������	 ���
������	 �	� {13, 8, 7, 2, 1}


+
 �����	�
� 
���� $�,�����
 ϕ� �� �
 %��
� vi = (2t + 2)ni + i ���� 1 ≤ i ≤ t�
�
 ���� ��������� �� 	���� ��
	 �����
���� �� -����
��� �� ���� C̃ ��� ��� �
�
	���� 	�� ��	 ������	 (λ, μ) ∈ SC(t+1) × DD(t+1) ��� 
�
 ���	 	�� ��	 �������	
���
����	 
 +
 ��
	����
��� ��� ���
� �� !���� 	����
�� .

�/� 
∏
k≥1

(1− xk)2t
2+t

= c1
∑
λ, μ

x|λ|+|μ| ∏
i

((2t+ 2)ni + i)
∏
i<j

(
((2t+ 2)ni + i)2 − ((2t+ 2)nj + j)2

)
= c1

∑
λ, μ

x|λ|+|μ| ∏
i

σi(t+ 1 +Δi)
∏
i<j

((t+ 1 +Δi)
2 − (t+ 1 +Δj)

2).

�(������
	 ��� σi �	� ���� � 1 ���	���������
� −1 	� ni ≥ 0 ���	���������
� 	�
ni < 0 
 

���� ������	
���
� ��� 

��
������ 0������ 	����
�� �� �� ������ �� 12��#
�3�� �
� ��
	�	�� �
 �
� 	�����%�����
 ��	 ���� �������	 ���	�
�	 ��
	 �� ���$��
�� ������ �� �/� � �� ��
�3�� � �� �����	 
� ����
��
� ���	 ��	 �
����	 Δi ��� ���	
��
�������
� �� ��
�3�� � �� �����	 
� ����
��
� ���	 �� ���		�	 �� ��
����
��
������ 2t+ 2 
 4�
	 �� $��� 
��	 ���
	 $�	��
 �� �� 
����
 	����
��� ��� ����� ���
��%
�� ��
	 5��6� ���	 �
������
� ���� ��	 �
����	 ������	


	
��
����
 �
��� 7
 �
	��$�� %
� ���
����	 A �	� �
 �������� 2t+ 2��	�
���

	� �� 	������
� 	� �� 	���	!��� ��	 ��
�����
	 	����
��	 .
�� −1,−2, . . . ,−2t− 1 ��������

�
� � A �
��� ���� ���� a ∈ A ��� ��� a 	= −1,−2, . . . ,−2t − 1� �
 � a ≥ 1 �� a 	≡
0 ��� 2t+ 2 �

���� 	��� b > a ≥ 1 ���� �
����	 ���	 ��� a ≡ b mod 2t+2
 "� b ∈ A� ����	 a ∈ A


"��� A �
 �
	��$�� 2t+2#�������
 7
 �����
� a ∈ A �	� 2t+2���
���� 	� ����
���� �
���� b > a ��� ��� a ≡ b mod 2t+2� b /∈ A �i.e. a �	� ������� ��
	 	� ���		�
�� ��
����
�� ������ 2t + 2 
 0��
	��$�� ��	 �����
�	 2t + 2#�������� �	� 
���
max2t+2(A)
 �� �	� ����� ��� ��%
����
 ��	 �
	��$��	 �������	 ��� A �	� �������
�
�� ��
�3�� �
���� ��� max2t+2(A)




�� �� �����	
� �
 
��
 �
���������������

������� ����� ����	�
��� {25, 20, 19, 14, 13, 9, 8, 7, 3, 2, 1,−1,−2,−3,−4,−5}
�	
 �� ��	�
��� 6���
���
� ��	 ���
��
	 6�
���
��� 	��
 25� 20� 19� −1 �
 −2�

���	 ������	 
��
��� �� ��

� 	�����
� ���
 �� ������ �	
 �������� � ����� ��
���� ��

� �� !� 
��	 ���	 �� ��	 �����

����� ����� ���� ���� ����	
�� 2t+2�
�	��
� A� ��������� �������� ��� ������� �

"� #
∏

a∈max2t+2(A)

a+ 2t+ 2

a
= −

∏
a∈A,a>0

(
1−

(
2t+ 2

a

)2
)
.

	
���
�������� $�

� 2t+ 2 �	
 �� ��
��� ����� �� � %

1 · 2 · · · (2t+ 1)

(−2t− 1) · · · (−2) · (−1)
= −1.

���	 ������	 ���� ������ %

−
∏

a∈A,a>0

(
1−

(
2t+ 2

a

)2
)

=

1

(−2t− 1)
× 2

(−2t)
× · · · × (2t+ 1)

−1
×

∏
a∈A,a>0

(a− 2t− 2)

a
× (a+ 2t+ 2)

a
,

�
 �� ��	��
�
 	���	��
 �� 
���	�����
 ��	 
��
�	 ���	 �� ������
 ��&�� � �� �������
�
"���# ��	 ��	�
���	 ��
���
	� �

'�	��
��	� ��
�� 	
��
���� �� (
�� �� )���� ��� ���������� 	�� �� ��
��� ���*�����	
����������	 �� ������ (λ, μ# �������		��
 ���	 "��#� ��	 ���� ��

�	 	�����
	 	��

���� �
���	 ��
��
�������	 *�� �������
 ��� �� 	��
� � �+��
��� ����
� �����������

���
 (λ, μ) �� ������ �� SC(t+1) × DD(t+1) ���� λ �� μ ��� ����� �
 	��
 Δ
����	�
��� ��	 ��������	 ���*�����	 ����������	 �� λ �
 μ� � ���
�� ��*��� �� ���

��,��� ��	 ��
���	 Δi �� �� '�,��
��� ��-� .� ����
� ��� h11 �����
��
 
���
�� ��
Δ� ���	 ��
��	 ��		� (λ′, μ′) ∈ SC(t+1) × DD(t+1) �� ������ ��
��� �� 	�����
��

���*����� ���������� �� �������� h11� .� ��
� Δ′ ����	�
��� ��	 ��������	 ���*�����	
����������	 �� λ′ �
 μ′� �
 �� ���	��/�� ��	 ��
���	 Δ′

i �		����	�

13
7

1

8
2

→ 7
1

8
2

������ ���� 0 ����1�� �� ���
��
 (λ, μ) ∈ SC(3) ×DD(3)� 0 ����
��
�� ������ �		���� (λ′, μ′)�

'��	 �����
��� �� �� ,���� ���� ���	 ����	 t+1 = 3� Δ = {13, 8, 7, 2, 1}� Δ1 = 8
�
 Δ2 = 13� .� � ��		� Δ′ = {8, 7, 2, 1}� Δ′

1 = 8 �
 Δ′
2 = 7�



�� ��� ���	�
� �� ����
������������ �� ���� ˜C ��

����� ����� �� i0 ��� ���	�
�� �	���� ��� 
�� Δi0 = h11� 
���� ����
���� ����
	��

��� ������� �

����
∏
i

σi(t+ 1 +Δi)

σ′
i(t+ 1 +Δ′

i)

∏
i<j

(t+ 1 +Δi)
2 − (t+ 1 +Δj)

2

(t+ 1 +Δ′
i)
2 − (t+ 1 +Δ′

j)
2

=

(
1− 2t+ 2

h11

)(
1− t+ 1

h11

)(
h11

h11 − 2t− 2

2h11

2h11 − 2t− 2

)(
h11 + t+ 1

h11 − t− 1

)
×

∏
j 
=i0

(h11 +Δj + 2t+ 2)(h11 −Δj)

(h11 +Δj)(h11 −Δj − 2t− 2)
.

�����	
��

��� 	
��
�
������ ���� ������� 
���
���
 ���(
1− 2t+ 2

h11

)(
1− t+ 1

h11

)
=

(
h11

h11 − 2t− 2

2h11

2h11 − 2t− 2

)−1

.

���������� ��� ��
��� ���� 
��
���
�� ��� ��� �
�
��
��������� 
�
 ��� �� 
���
�
���� �
���� �������� �� ����� ��
����� 	��
 ������
�
 ����� ���� � ��
���� ���
������������ ��
 ��� ���
�
� Δi �� �� ����
���
�� �� �� ���� !
���� ��� ����

��
�

��
������ 	��
 ���� i 	= i0� �� � Δi = Δ′

i �� �
��
 σi = σ′
i� "� �#��� �� ����

�� 
��� ��� ������� �� ���!
������ ��� ���!���
� ������

�� �

��
����� 2t+2 ��

���� $�
� �#���� ��
 ����� ����
���
�� ��� Δi0 � %� �� ����
� ��� &

∏
i

σi(t+ 1 +Δi)

σ′
i(t+ 1 +Δ′

i)

∏
i<j

(t+ 1 +Δi)
2 − (t+ 1 +Δj)

2

(t+ 1 +Δ′
i)
2 − (t+ 1 +Δ′

j)
2

=
σi0(t+ 1 +Δi0)

σ′
i0
(t+ 1 +Δ′

i0
)

∏
j 
=i0

(t+ 1 +Δi0)
2 − (t+ 1 +Δj)

2

(t+ 1 +Δ′
i0
)2 − (t+ 1 +Δj)2

.

%� ���� ��
������� 
���


� �� �'�� �
�
� �� ���!��
�� �
��������� (��� ������
������ ) ����
��
�
 �
�
� ��� ��
���� �� �����
 �� h11 = Δi0 �

* +
 h11 > 2t + 2� ����� �� ,���
��� ���- �
� �� �

�� �� ��
� ��� h11 − 2t − 2
����
�
��� ) Δ� �� ���� ����
�
��� ����
 ) Δ′� .
��
� Δ′

i0
= Δi0 − 2t− 2� /���

�� ���� �� � σi0 = σ′
i0
��

σi0(t+ 1 +Δi0)

σ′
i0
(t+ 1 +Δ′

i0
)
=

h11 + t+ 1

h11 − t− 1
.

0
��������� �� ���� 
���


� �� �
���
� ��
 ��� j 	= i0 �� ��
�
���� ��� 
����
��

���
���1�� ���
 �1���

 �����

* +
 t + 1 < h11 < 2t + 2� ����
�� �� ����
�
�� ��� Δi0 �� �� ,���
��� ���- �
��
�� ��
� ��� h11 = t + 1 + i0 �� σi0 = 1� /��� �� ���� ����� �� ����

�� ��
����� ����

� �� ���!���
 �!��� ) ±i+ t+1 ��� 2t+2� �� � Δ′

i0
= i0− t−1 =

h11 − 2t− 2� �� σ′
i0
= 1� .
��
�

σi0(t+ 1 +Δi0)

σ′
i0
(t+ 1 +Δ′

i0
)
=

h11 + t+ 1

h11 − t− 1
,

��� �� ����� �� �
���
� ��
 ��� j 	= i0 ���� $�
� 
���

� �� �� �$�� ���
�
� ���
���� �� ��� �
��������



�� �� ����	
�� 
� ���� ������������	����

� �� 0 < h11 < t + 1� ��� �� 	
���
��� 	�� Δi0 �
 �� �������� ���� ���� �� ���

��� h11 = t+ 1− i0 �
 σi0 = −1� ���� �� ���� �� � Δ′

i0
= i0 − t− 1 = −h11 �


σ′
i0
= 1� �� ��� ������ ��� �

σi0(t+ 1 +Δi0)

σ′
i0
(t+ 1 +Δ′

i0
)
= − t+ 1 + h11

t+ 1− h11

=
h11 + t+ 1

h11 − t− 1
.

��  ���� �!"� 	� ���	��
 ��� ��� j 	= i0 ����
 # ������� ���
	��
����
 ���$�
����� �������
 ���

(t+ 1 +Δ′
i0
)2 = (t+ 1− h11)

2 = (h11 − t− 1)2.

�
����� ���"� ���� ��� ����� 	
���

	� ��� ����������	�� 
	 ���	
� ���	������

E �
��� �

�!%� E :=

(⋃
j 
=i0

{h11 +Δj, h11 −Δj − 2t− 2}
)

∪ {h11 − t− 1, h11 − 2t− 2, 2h11 − 2t− 2}.
�� ��
��� �	 �	
��� �	������ 2t+ 2��
����� H� ��� ��� E = max2t+2(H)� �	 
�����
�
	 �
����	������ H>0 �
��
�� �� ��� �����	�� �
�
�
�� ��� 
	����	��	� �� t �� ���
�
	��
��� ��� �	�
��� �� �� �
��� h11 + τmm� 
� 1 ≤ m ≤ h11 − 1� �� τm ��� � �� ! 1
�
 m ��� �	� �
	 ���� ��������� ��
	�
���� "i.e. m ∈ Δ# �� ! −1 �
	
	�

�����	
��

��� &��� ���
��� ��� �'�����(�� E ��
 �� max2t+2(H) 	'�� ��)
���(�� H� �� ��
 ��� 	
���
��� ��*���
 	� ���
��� ��� E ���
���
 2t+ 1 
�
���
��
��� �+���� 	� ��� 
�
���
� ���
 	��
���
� 	��, # 	��, ��	��� 2t + 2� �
 ��'�����
	� ��� 
�
���
� �'��
 
-�� # 0 ��	��� 2t + 2� .+����� 	� ��� ������


� ���
 	��
����
������� ���
	��
�� 	� �� 	
���
��� 	�� Δi ����� �� �
���
��� ��/�� 0� ��
���
�'�����

 	� H ��
 ���
	��
� ��� 	
���
��� 	�� �����(��� 2t + 2 ������
� ����� ��
�
���
��� ������

1� ���
� # ���
��� ��� �'�����(�� H>0 �
 ��� �'�����(�� H ′ ����
�
�
 	�� 
�
���
�
	� ��  ���� h11+τmm� ���� 1 ≤ m ≤ h11−1� ���
 �	��
������ 2��� ������3��� ���
������� �'��������� H>0 ⊂ H ′� ���� �� (�
� ���� ���������� 
��
 	'�(��	 ��� ���

�
���
� 	� E ���
 ����� 	�� 
�
���
� 	� H>0� 4�� ���� ��
� �� ���
 	
����� 
��� ���

�
���
� 	� H>0 # ���
�� 	� ���, 	� E 5 ���� ��
���
���
� # ���
�� 	� �+���� 
�
���

x 	� E� ���� ������ 	
����� 
��� ��� 
�
���
� 	� H>0 ��� ���
 	��� �� �6�� ������
	� ���-������ ��	��� 2t+2 ��� x� 1� ���
��� ����� # ���
��� ��� ��� 
�
���
� ���

����� 	��� H ′� .���� E ���
���
 �,��
����
 �� 
�
���
 ��� ������ 	� ���-������
�����(�� ��,���

 ���� �� ������ 	� ���-������ 	� 0�� �� ���� ����� (��� ���
�
 ���
H>0 ⊂ H ′�

���
 i �� ���
� 	��� �� 	������� �����	����� 	� h11 ��� 2t + 2� �
 
������� h11 =
2k(t + 1) + i� ���, ��� ������
 �� ���	���� � �� (��� i ∈ {1, . . . , t}� �� (��� i ∈
{t + 2, . . . , 2t + 1}� 7� �� �� 
���
�� ��� ��� �� ������� ���� �� �����	 ������
 6
��


�	�
 	� �� �6�� ����$���

�'
�
���
 x := h11− (t+1) 	� E ��
 �
���
����
 ����
� �� �
 ��������
 �� k > 0�
�� ��� �������� ����� ��� ��� ��
���� �����
����
 # H>0 �
 

��
 	��� �� �6�� ������
	� ���-������ ��	��� 2t+2 ��� x ���
 �,��
����
 ��� ��
���� h11−(t+1), h11−3(t+
1), . . . , h11− (2k−1)(t+1)� .+���� ��
��� m ∈ {(t+1), 3(t+1), . . . , (2k−1)(t+1)}



�� ��� ���	�
� �� ����
������������ �� ���� ˜C ��

����� ��� ��� 	
������ 
�������� ��������	� 
� λ 
� μ� �� ��� ����������� �	�� �����
��� h11� 
� � 

�� τm = −1� ������ h11−m ���������� � H ′� �
�� ������ 
�� �������
m ��������
�����

���	����� x := h11−2(t+1) 
� E ��� ����������� �
����� �� �� ���	����� �� k > 0�
�� ��� ���	���� ��� 	�� ������� ����������� � H>0 �� ����� 
��� 	� ���� �	���� 
�
�
�������� �

�	
 2t + 2 ��� x �
�� ���������� 	�� ������� h11 − 2(t + 1), h11 −
4(t + 1), . . . , h11 − 2k(t + 1)� ������ ������ m ∈ {2(t + 1), 4(t + 1), . . . , 2k(t + 1)}
����� ��� ��� 	
������ 
�������� ��������	� 
� λ 
� μ �� ��� ����������� �	�� �����
��� h11� 

�� 
� � τm = −1� ������ h11 −m ���������� � H ′�

���	����� x := 2h11 − 2t − 2 
��� E ��� ����������� �
����� �� �� ���	����� ��
k > 0� �� ��� ���	���� ��� 	�� �	������ ����������� � H>0 �� ����� 
��� 	� ����
�	���� 
� �
�������� �

�	
 2t + 2 ��� x �
�� ���������� 	�� ������� 2h11 − 2(t +
1), 2h11 − 4(t+ 1), . . . , 2h11 − 4k(t+ 1)� ��� �	������ ������������� �
�� � H ′ �
��
��� 
�� 
��� ����
�� ���������� ������������� ������ ������ m ∈ {(2k− 2)(t+1)+
i, (2k − 4)(t + 1) + i, . . . , i} ��� ��� 	
������ 
�������� ��������	� ����������� �	��
������ ��� h11 
������ 	�  ������� !�"#� 

�� �
�� ��
�� τm = 1 �� ����� 	�� �������
2h11 − 2(t + 1), . . . , 2h11 − 2k(t + 1) ������������� �
�� � H ′� $������������ 	��
������� m ∈ {2k(t+1)−i, (2k−2)(t+1)−i, . . . , 2(t+1)−i} �� �
�� ��� 
�� 	
�������

��������� ��������	�� ��	
� 	�  ������� !�"#� �� �
�� �	�� ������ ��� h11� 

�� �
��
��
�� τm = −1 �� ��� �
�������� 	�� ������� 2h11−4k(t+1), . . . , 2h11−(2k+2)(t+1)
������������� �
�� � H ′�

�
�� 	�� ������ �	������ x 
� E� �
�� 
��
�� � �
����� 
��������� 
��� ���� %�
�
�� �&����
�� 	� 
�����
� ���	�
����� 
� Δt+1−j ��� 2(t+1)� �
�� 
'���
�� 
� '���
Δt+1−j = 2�(t + 1) + j� 
� '��� Δt+1−j = 2�(t + 1) − j (��� 
�)����
� 
� Δt+1−j*�
� �
������ �
�� �� �����
�� ��� 	� ������� ���� 	� ���
�
 �
����� ���� ������ 
�
������� ����	�����

���	����� x := h11+Δt+1−j = 2(k+ l)(t+1)+ i+ j 
� E ��� ����������� �
������
�� ��� ���	���� ��� 	�� �	������ 
� H>0 ��� �
�� 
��� 	� ���� �	���� 
� �
��������
�

�	
 2t+2 ��� x �
�� ���������� 	�� ������� 2(k+�)(t+1)+ i+j, 2(k+�−1)(t+
1)+ i+ j, . . . , i+ j� ���	����� y := h11−Δt+1−j−2(t+1) = 2(k− �−1)(t+1)+ i+ j

� E ��� ����������� �
����� �� �� ���	����� �� k > � �� ��� ���	���� ��� 	�� �	������

� H>0 ��� �
�� 
��� 	� ���� �	���� 
� �
�������� �

�	
 2t + 2 ��� y �
��
���������� 	�� ������� 2(k − �− 1)(t+ 1) + i− j, . . . , 2(t+ 1) + i− j, i− j (	�������
i − j �� 
����� ���� �
���
��� ��� �� �	 ��� �
�����*� ������ 
� ��� �	������ ���
����� 
��� H ′ �
�� 	���� 
�� 
��� ����
�� ���������� ������������� ������ ������
m ∈ {j, 2(t + 1) + j, . . . , 2�(t + 1) + j} ��� ��� 	
������ 
�������� ��������	� 
� λ

� μ (
������ 	�  ������� !�"#*� 

�� 
� � τm = 1� ��� �
��������� 	�� �������
2k(t+1)+ i+ j, . . . , 2(k+ �)(t+1)+ i+ j ������������� �
�� � H ′� $������������
����� 
�� ������� m ∈ {2(t + 1) − j, . . . , 2k(t + 1) − j} 
� m ∈ {2(� + 1)(t +
1) + j, . . . , 2k(t + 1) + j} ����� ��� 	
������ 
�������� ��������	� (�� ����� 
� 	�
���� �������� 
� 
� 	� 
�)����
� 
�� Δt+1−j*� ����� τm = −1� $
�� 	�� �������
2(k− 1)(t+1)+ i+ j, . . . , i+ j �� 2(k− �− 1)(t+1)+ i− j, . . . , 2(t+1)+ i− j, i− j
�
�� �
�� 
�� �	������ 
� H ′� �� ��� �	+� 	� ������ 
� 	����	���
� H>0 ⊂ H ′�

,�)�� �
�� 
��
�� ����)�� ��� 	�� �	������ 
� H ′ ������������� ����� � H>0�
�� ��� ���� �� ����� 
� ������� ����	����� ��� ������� 
�� ������ 
� 	� ������ 
�
	����	���
� H>0 ⊂ H ′ ��� �� ���� ��� ������	����� �

-���������� �
�� �
��
�� 
��
����� 	� 	���� ��������



�� �� ����	
�� 
� ���� ������������	����

����� ����� �� �� ������ (λ, μ) 	��	
����� 
 SC(t+1)×DD(t+1) �� (n1, . . . , nt) :=
ϕ(λ, μ)� 	��
� ����	���� ����	��� ��� ��
���� �

����
∏
i

((2t+ 2)ni + i)
∏
i<j

(
((2t+ 2)ni + i)2 − ((2t+ 2)nj + j)2

)
=

δλδμ
c1

∏
h∈Δ

(
1− 2t+ 2

h

)(
1− t+ 1

h

) h−1∏
j=1

(
1−

(
2t+ 2

h+ τjj

)2
)
,

�� δλ �� δμ ���� ������ �	�� �� �	
	�
	��� ��� �� ��	���
� �� �� �� τj ��� ����� �	��

�� ����� �����

�����	
��

��� 	
��
� ��� ��� �� ����� ��� �
�������� ��� �� ������ �

�������
����������� �� ������ (λ, μ)� �� ���������� � ������ 
���� �� �� �
�������� �

������
���������� �� ����  ����� ��� ���� h11 ∈ Δ� �!�� �
���� ��� ���" ������ ��
�
������
#��� �� ���� ���� ������ P �� ������  ����� �� ���� ��� �� ��������� ϕ� ����
������������ P �� ��� �������� ���������� ��� ������� Δi� �� �� �$�� ����%�� ���
������� ���� �!��� 
������ ���� &

P =
∏
i

σi(t+ 1 +Δi)
∏
i<j

((t+ 1 +Δi)
2 − (t+ 1 +Δj)

2).

'� ��������� ��� ��������� ��� ��
�%���� �� 	���� ���(� ���� �
)������� �� �� �$��
����%��

P ′ :=
∏
i

σ′
i(t+ 1 +Δ′

i)
∏
i<j

((t+ 1 +Δ′
i)
2 − (t+ 1 +Δ′

j)
2).

	� 	���� ���( ���� ������ ����� �� ������� ���

��*�

P =

(
h11

h11 − 2t− 2

2h11

2h11 − 2t− 2

h11 + t+ 1

h11 − t− 1

) ∏
j 
=i0

(h11 +Δj + 2t+ 2)(h11 −Δj)

(h11 +Δj)(h11 −Δj − 2t− 2)

×
(
1− 2t+ 2

h11

)(
1− t+ 1

h11

)
× P ′.

+���� �� 	���� ���, ���� ������ ��� �
�������� E �
)�� ���� ���� ��� �
��������
max2t+2(H) �
�� ������ �������� 2t + 2-������� H� �!�� �� ����-�������� �� ���

�
����� �������� H>0 := {h11 − τmm, 1 ≤ m ≤ h11 − 1}� +����� ���� ���!��� ����
��������� �� 	���� ���� ���� ������� ���(

h11

h11 − 2t− 2

2h11

2h11 − 2t− 2

h11 + t+ 1

h11 − t− 1

) ∏
j 
=i0

(h11 +Δj + 2t+ 2)(h11 −Δj)

(h11 +Δj)(h11 −Δj − 2t− 2)

= −
h11−1∏
j=1

(
1−

(
2t+ 2

h11 + τjj

)2
)
.

	

������� ��*� ��!���� ����� &

P = −
(
1− 2t+ 2

h11

)(
1− t+ 1

h11

) h11−1∏
j=1

(
1−

(
2t+ 2

h11 + τjj

)2
)

× P ′.

.���������� ���� ������� ��� �
�������� ��� �� �������� �� Δ �� ����������� �� ����
���� λ �� ���� ���� μ� �

������ ���������� �� ����  ����� ��� ����� /� 0 � D(λ) +
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D(μ) ������ ���� 	���� 
�	�

��	�� �� 	
�	��� ��� ������ ����� ���� � ������
�����
���� ����� −� ���� �������� �� ��
�� δλδμ� �� 	�� �� ���� 	�

������ � ��� ��
�������
λ �� μ ������ ���� ������ ���� 	� 	�� Δi = i− t− 1� ���
 ���� 1 ≤ i ≤ t� �� ����� �∏

i

σi(t+ 1 +Δi)
∏
i<j

(
(t+ 1 +Δi)

2 − (t+ 1 +Δi)
2
)
=

∏
i

i
∏
i<j

(
i2 − j2

)
=

1

c1
,

�� ���� 
�������� ��� c1 ��� ������ ����  !!"� �

���� ��� �� �	 
���
� �� �������� ���� #��� ������� ����
���� ������
�

�� 
������� �������� ��� ��
� �� ��
 �� ����� 	���� ����� ���������� �� $
��
%�� &�!�

�������� &�!'	 ���������� 	
������ �	� ��
��
� ��
� ��
� ������ ����
��� t �

 ()"
∏
n≥1

(1− xn)2t
2+t =

∑
λ,μ

δλδμx
|λ|+|μ|

×
∏
h∈Δ

(
1− 2t+ 2

h

)(
1− t+ 1

h

) h−1∏
j=1

(
1−

(
2t+ 2

h+ τjj

)2
)
,

�� 
� 	���� ����� 	
� 
�	 ��
�
�	 (λ, μ) �� ���������	� ���� λ �
�������
�
� �� μ �

����	 ��	������	 ��
�
��	�


�����
��
���	 *
+	� � �� ,�
���� �� -�	������ �� �.�� C̃  !!" ����� �����
����� &�!/� ����������  ()" ��� ��
���� �� �� ����� ��
�� ��
 ��� 	������ (λ, μ) ∈
SC(t+1) ×DD(t+1) �� �� t ��� �� �����
 ������,� #��� ������ ����
�
 ��� �� �
�����

Q :=
∏
h∈Δ

(
1− 2t+ 2

h

)(
1− t+ 1

h

) h−1∏
j=1

(
1−

(
2t+ 2

h+ τjj

)2
)

�������� �� �� 	����� (λ, μ) ����� ��� �� 	����� �� (t + 1)0	�
��� 1� �2��� �����
(λ, μ) ∈ SC × DD� �� ���� Δ ���������� ��� ����

�� �
��	������ �� λ �� μ� 3�
����
� ���
� ��� Q �������� � ����� ��� Δ �� �����,���� ��� �
��� 
.���
%��� ��  ���"
�� �� 4���
��� &�!5� 6��
 	���� ���� �2�	����� �� 
����������� ��
 ������
�� ��
��������� Q 	= 0�

6
���%
������ ���� h > 2t + 2 �� ������� �� Δ� 7� j := h − 2t − 2 ������� ���
��� �������
 ������

� �
��	������ ���
� �� ��
�� 	�

��������� � j ���� �� ��	���
�
����� �� Q ��������
��� ��
 ��������� �� τj� �� �
��
����  ��" ��� ���	 ��
���� ��

Δ�

�����%������� ���� k, k′, i ��� �����
� ������,� ���� ��� 1 ≤ i ≤ t� 7� (2k +
1)(t + 1) + i �� (2k′ + 1)(t + 1) − i ����
�������� ���� ���� � Δ� ���
� ��
 ���

�	�

��	� ��������� ��������� �� �
��
���� ������� ���� �� �
���%
������ t+1+ i ��

t+1−i ����
�������� ����� ���� ���� � Δ� -��� ���
�� �� ��
�� 1−
(

2t+2
(t+1+i)+(t+1−i)

)2

��������� 	� ��� 	���
���� Q 	= 0� 8���� (2k + 1)(t+ 1) + i �� (2k′ + 1)(t+ 1)− i ��
������� ��� 9�
� ���� ���� ��� �������
� ������

�� �
��	������ �� Q ��� ��� ���� ��
�
��
����  �" ��� ���	 �����,���� ��
 Δ�

$
����%������� �� Δ 	������� ��� ��������� �� t+1� ���� ������ h �� ���� ������
�� 	�� �������
� ������

�� �
��	������� 7� h = t+ 1 �� h = 2t+ 2� ���
� �� �
����

�
����� �� Q ��������� 7����� h− 2t− 2 ������
����� ��� � Δ ��
 ���������� �� h�
�� �� ��
�� 	�

��������� � j = h − 2t − 2 ���� �� ��	��� �
����� �� Q ���������
8���� Δ �� ���� 	������
 �� ��������� �� t+ 1�



�� �� �����	
� �
 
��
 �
���������������

����� �� ����	
�� �
�� ������ �� Q 	= 0� ���	� (λ, μ) ��� �� ������ �� (t+1)���	��

������ �� ��	���� ���� 	���� ������� ���	 ���� �����	 t �� �� ����� ��	�� ��	 ���
������� �� SC ×DD


 ��	 ��	����	 ����� �	����� ���� ��������� �� �	!����� �� ���"�#������$ ���	
!$�$	�����	 ���� % ���� ��� ����	�� ������&�� t
 '��� �� ���� ���� ���� ��	���� ��
�� ��	���� �������� ����	 (��� )
������ ��
��*� +

����
∏
k≥1

1

1− xk
= exp

(∑
k≥1

xk

k(1− xk)

)
,

���	 	$$�	�	� �� �#�$ !���,� �� ���� ���� �� ��	��

���� exp

(
−(2t2 + t)

∑
k≥1

xk

k(1− xk)

)
.

���� m �� �����	 �������
 -� ���.����� Cm(t) �� xm ���� �� �#�$ !���,� �� ����
��� ���"�#���� �� t� !	/�� % ����� ���� ����� �� ���.����� Dm(t) �� xm ���� �� �#�$
�	���
 -� ��	���� ���� $���� $������ ���	 ���� �����	 t ≥ 2� ���� ��� ���� $!�������
������� ���	 ���� ����	� ������&� t� �� 
�� ��#� ����� �$�����	�����
 �

���� (λ, μ) ���� SC × DD� �"��� Δ ����� �������� �� ���!���	� �0$
��		��
�	���������
 1��� �$������ ��	 2Δ �0�������� ��� $�$����� �� Δ ��������$� ��	 2

1����� 
�� ���� ������� �������	 ��2���������� % (λ, μ) ��� ��	������ ν ∈ DD ����
���!���	� �0$
��		�� �	��������� 2Δ� ����� ������	$ ����������
 �-� ��2�������$ ������
�� ���� 
�0��� ��	������ % ��	�� ���������� �����$�� ��� ���
������ �$��	���$� ��	
��� ���!���	� �0$
��		�� �	���������
�

λ μ ν

7
1

8
2

16
14

4
2

������ ���� 3&����� �� �����	������ �� ν


	
���
�� �
�4� �� ��������� ν 	���	
��� |λ|+ |μ| = |ν|/2� δλδμ = δν� ��

����
∏
h∈Δ

(
1− 2t+ 2

h

)(
1− t+ 1

h

) h−1∏
j=1

(
1−

(
2t+ 2

h+ τjj

)2
)

=
∏
h∈ν

(
1− 2t+ 2

h εh

)
,

�
 �� �������� ��� εh �	� ���� � −1 	� h �	� �� �������� ��������� ����� ��	� 	�����

	���������� �� ��		�	 �� �� ��������� ���������� �� ��������� �� ������	 �� ν� ��

� 1 	����� �� ��� τj ���� 1 	� j ���������� � Δ �� −1 	�����



�� ��� ���	�
� �� ����
������������ �� ���� ˜C ��

��������	�
��� ��� ���� ���	
���� �����

�
� ���� 
		
�
���� ������� ���
�
��
�
��� �� ν �� δν � �� ��
�� �
��
�� 
�
 
���� ��
����
� ����� ���� �� �������� ���
�
�������� ��� �� ��	��� ��
�
	���� �� Δ� �� �
������ ��� ��
�
�� �
 ��� ����
�
��� λ ��
μ ���� ������ ���� �
���� �
 λ �� μ ��� ��� �
��� ���� ������ Δ1 > Δ2 > · · · > Δ� ���

�
	���� �������
�� �� Δ� �� ���� 
��
���� ν = (ν1, ν2, . . . , νk�� ���� ������ 	������
��
 ��
�
 ��
����� !

����

(
1− 2t+ 2

Δ1

)(
1− t+ 1

Δ1

)Δ1−1∏
j=1

(
1−

(
2t+ 2

Δ1 + τjj

)2
)

=
∏
h

(
1− 2t+ 2

h εh

)
,

�" �� �����
� �� �#�
 ���
� ����� ��� ��� ����� �� �� ����  ����� ��� 
$������ ��
��
%
����� �� ν� &���� 
 ��
�
 ��� ����� �������� ���� 
����
� �� �
���������

���� ������ hν,i,j �� ��� ���� ��
$����� �� �� ���� (i, j) ���� ν� '��
� ��� ����
( �
��
� ��� ��
���� �� ���
�
�� �� ����� ���� ! �� �
�� ���� ��� ��� �� �
� �����
��
��
����� �� �
�� ���� �� ������ ���� �� ����
 �� )��*�� 	�
� ��� ��� �� �
� ������
�� �
�� ���� �� �� ������ ��� ���� �� ����
 �� )��*���

)������ �� �
��
�
�� �� ν� �� � hν,1,1 = 2Δ1 �� D(ν) = � = #Δ� &�		� ν ���
��� ����
�
�� ( ����� �
��
����� �����
��� �� ������ �
���� 	����� $�� hν,1,�+1 = Δ1�
+
��


��,�

(
1− 2t+ 2

Δ1

)(
1− t+ 1

Δ1

)
=

(
1− 2t+ 2

hν,1,1 εhν,1,1

)(
1− 2t+ 2

hν,1,�+1 εhν,1,�+1

)
.

��
� i ���� {2, . . . , �}� &�		� ν ��� ��� ����
�
�� ( ����� �
��
����� �����
���
���� ����� hν,i,1 = hν,1,i ��� ������ �
����� -�� ���������
�� �� ν� �� � hν,i,1 =
νi − i+ ν∗

1 = Δi +Δ1� &�		� εhν,i,1
= −εhν,1,i

� �� ���
��� !

��.� 1−
(

2t+ 2

Δ1 +Δi

)2

=

(
1− 2t+ 2

hν,i,1 εhν,i,1

)(
1− 2t+ 2

hν,1,i εhν,1,i

)
.

��
� i ���� {� + 1, . . . ,Δ1}� ���� 
��
���� i = � + i′ ���� i′ ���� {1, . . . ,Δ1 −
�}� �� ���� ������ ∇Δ1−� > . . . > ∇2 > ∇1 ��� ���
��� ����� 1 �� Δ1 ��� ����
��� �� $�
 ��������
������ ��� ( Δ� -�� ���	���� ���� �� /
 ��� ���� ���� �����
(∇4,∇3,∇2,∇1) = (6, 5, 4, 3)� &�		� ν ��� ��� ����
�
�� ( ����� �
��
����� �����
���
���� ����� hν,i,1 = hν,1,i+1� -�� ���������
�� �� ν� ���� ����� νi− i = −∇i′ � �� ����
hν,i,1 = νi − i+ ν∗

1 = Δ1 −∇i′ � &�		� εhν,i,1
= −εhν,1,i+1

� �� �� �
��
� $�� !

��0� 1−
(

2t+ 2

Δ1 −∇i′

)2

=

(
1− 2t+ 2

hν,i,1 εhν,i,1

)(
1− 2t+ 2

hν,1,i+1 εhν,1,i+1

)
.

�� �����
� �� ��,�� ��.� �� ��0� ��� ���� ��� i ∈ {1, . . . ,Δ1} ����� ������	���
����� ��� �� � !

Δ1−1∏
j=1

(
1−

(
2t+ 2

Δ1 + τjj

)2
)

=
�∏

i=2

(
1−

(
2t+ 2

Δ1 +Δi

)2
)

Δ1−�∏
i′=1

(
1−

(
2t+ 2

Δ1 −∇i′

)2
)
.

�

�� '1
���	� ��2 �
����� *��
��	��� ��� ���� '1
���	�� ��23 �� ��24�



�� �� ����	
�� 
� ���� ������������	����

���� �������	 
����

����	 �� 
�
��
����	 
�� ����	 B̃ �� B̃C� ����
������� ��� 	�
�	�
� �

��������� �� �������
 ���� ��
����
�
��� 
�
���
 t = −1
���� ���� ���
 �� ������
 ���
��


�
�� ������� ����� 
�� 
�
�
�
  ��� 
� !"#�� �$
�� ����
 
���
 ��� �
� 
��������� λ % 
���� ��������
� &

��'�
∏
n≥1

(1− xn) =
∑
λ

(−1)#{parts of λ}x|λ|.

(�����
� ��


���� �� ���� ������	�
 )�����
 �
� �	�
��
� ��� 
����� �
 ��)��
�
%  ��� *�������+ '����!#� ∑

λ∈P
|λ|=n

∏
h∈H(λ)

1

h2
=

1

n!
,

	�� 

�� ,��
 
�����
 ������
�� 
� ��������� �� ����
�
������
 �
 -�������.
/��
���
�� 
� 	�� 0��
 �� �1�
 ��
������ ���� �� ������
 �
� �

���
�������� ��
2���

 �
 *��
�
� �
 �+

 A ��
 2���

 �+�����	�
�� 3
 �
��
 )�����
� 
� 
� 
����4
+��� �
� ��
5��
��� ���� �
 �������
 ��� 
� ��������� ����� �"�� �� 

�� ������
 �

�������� �������� 	�� 

�� ,��
 �� ����
 ��
 ������� �	�
����
��� ��� ��������� �

	�� 
�� 
�
��	�� 
�� �
 ���������
�� �� �1�� ������ 	�� 
�� �
 �������� �� 2���

 �

*��
�
� �
 �+

 Bn �
��� n ≥ 2��

�������� ���"	 ���� ���� ���
�� 
��
�
� n� �� � �

��6�
∑
λ∈DD

|λ|=2n

∏
h∈H(λ)

1

h
=

1

2nn!
.

7� �
 �������
�� 
�� ��� �� 
�
��
 �
 �
��
 )�����
 	�� ������
 �
 �������
 ���� ���

��
 
�� ����� ��
 �����	�
��
 �
�����
 
��� ���
��
 �� *��������
 8��! �� ���
���

��������

�� �������� ����	���� ������� 9� 
�� % �
���	�
� 	�
 �� �� ���
 fλ �
 �����

�
 ����
��� �
 :���2 �
 )���
 λ� �� )�����
 �
� �	�
��
� ���� 

��
� �
 �������

��6� ���� �� )���
 �������
 &

��"�
∑
λ∈DD

|λ|=2n

fλ =
(2n)!

2nn!
.

;
 �
���
 �
 �����
 
�� ����� �
 
������ �
� n 
�
��
�� �����
� ��
���� ��


��
����� �����
 )������
��
�� 	�� 
�� �
 �����
 �<����������� ���� 
���� =�
 �� 2���


�+�����	�
 S2n� *
��
 )�����
 ��"� 
�� % ���
��
� ��
� �
��
 	�
 �<�� ����
�� 
���
�
 2���

 �+�����	�
 ��� �� ����
�
������
 �
 -�������./��
���
� &

�8>�
∑
λ∈P

|λ|=2n

fλ = #{����������� �
 S2n}.

9� 
�� % ���
� 	�
 �� ����
�
������
 �
 -�������./��
���
� �
 

��
� 
��� ��
�� ����� 
�� ���
��
�
��� �
 �����
� ��"�� ��� �<���2
 �
� ����������� ���� 
�����
=�
� 
�� �� ����
�
������
 �
 -�������./��
���
� �<
�� 
�� �<
��
���
 �
� 
���
�
(T, T ) ��
� T �� ����
�� �
 :���2 �+��� 
��� )���
 ��
 
�������� % 
���� ��������
�
������
�� ���� 2������
�
��� ��
 	�
����� �����
��
 
�� �
 �
 �
����
� 	�
��
 
��
�� 
�����2
 
�� �� ����
�
������
 �
 -�������4/��
���
� �
� ���
�
� (T, T ′) �
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�������� �� 	
��� ���
 ��� T �� T ′ 
�� �
�� �
��� λ� ���� λ ��� �������
� �� 2n �
����
 ��
������
 �
�����
�

��� ������ �������� �� �
������� ���������� �� ���� ���� ���������  ��� 
������
��� ��� ��
 ������ �
���
�
������
 �� !���� "��� ��������#� $� �
���
�
������ �
��
�%&�����
� �'�(� �� ��
��������� �����)�� ��� ���
����
�
 
��
 �
���
 *��
�

+���������� �
�
 �
��
�
 ���
����� �� ��
����� 
������� ��� ������� �� ���� 
��)
������� ����� ��
 �
�����
 �� ,���
���� �� �-��
 �.��
 C̃� B̃� �� B̃C�

�������� ��/0	 ��� �������� �	�
����� 
��
������� 
���	���� ��	��� 
	 �����
���� ��� �

��� �� ����	�� 
� ���
����
 �11� �� ���� C̃t ��	� ��	� ������ t ≥ 2  

���� �� ����	�� 
� ���
����
 �� ���� B̃t ��	� ��	� ������ t ≥ 3 �

η(x)2t
2+t = c1

∑
v

x‖v‖2/8(2t−1)
∏
i

vi
∏
i<j

(v2i − v2j ),

�! �� ����� ����� �	� ��� t�	����� v := (v1, . . . , vt) ∈ Zt ���� "	� vi ≡ 2i −
1 ��
 4t− 2 �� v1 + · · ·+ vt = t2 ��
 8t− 4  

����� �� ����	�� 
� ���
����
 �� ���� B̃Ct ��	� ��	� ������ t ≥ 1 �

η(x)2t
2−t = c2

∑
v

x‖v‖2/8(2t+1)(−1)(v1+···+vt−t)/2
∏
i<j

(v2i − v2j ),

�
�� c2 :=
(−1)(t−1)/2t!

1!2! · · · (t− 1)!
, �� �! �� ����� ����� �	� ��� t�	����� v := (v1, . . . , vt)

����������� # Zt ���� "	� vi ≡ 2i− 1 ��
 4t+ 2�


�����
��
���	 2
��� ��
 ���#
��
 

�� 
��������
 � �����
 �����
��
 ���

�� ������ �� 3#�
�4�� ��1� �
�
 ����
�
 
�������� ��� �%���#�
� 
�� ��
 ����
� 5�

��
������� u := −t − 1/2 ���
 �1/�� �� �� �� �
�
������� ��� ��
 ������
 ����4��

�

�����
 �� u� �
�
 ��
��
�
 �%��
�� ��� �� ��
���� ���
 �� �6�� ��
�� 
%������
�
�� �
���
 ��
 �������
�
 λ� � �%�������
� �� �����
 ��� �� �
��������� ��
 �� ��
�


���������� �� ��

�
 �� �� ����
���� �-��� ��� �
������ �%������� ����� � 2u − 1�
5� �����
��� ��
 �����
 ���#�����
 ����
���
 ��� 7����
 ��1�8��1' ����
 �� 
��

�����
�� �� ��� �������
� ����
��� � ϕ� 
� ���� ��
�
 ������� �� �
����� �� ,���
����
�� �-�� B̃u �
�� �
�
 ��
 ������
 u ≥ 3� 7� � �� ���

������� 
%�������� �
�� �� �-��
B̃C�� �� �9������� �� 
��
������
� � := t−1/2 �� �� �
�
������� ��
 ������
 ����4��
 ��
� ≥ 1� 7�
 �������
�
 ��� �������

��� ��
�
 ������������� 

�� ��
 (2�+1))�
��
� �

���� ���	
�
	� 
��	 �������� 
� � �����	�� &����
�
∏
n≥1

(1− xn)s =
∑
k≥0

fk(s)x
k.

:

���� � ���
���� �� �
-�� �� �
�
�������
�
 
�� ��
 ���4���
 �� 7�� �� ��
�����

������ "��� 3#�
�4�� $�/;(�

�������� ��/1 �"��(�	 $��� k �� m 
�	% ������� �������� ���� "	� m ≥ max(k, 4)�
&���� fk(m

2 − 1) 	= 0�

<������
�
 ��� �%��
��� 
������� m > 1 ���
 �� �#�
�4�� �� :

���� �
��  ���
�������� ��� �� �
�����
� m ≥ 4 �
��  ��� �������� �
��� ���� � ��� �������� ���
=�� "��(� 2� �#�
�4�� � ��� ��.�� ��� =�� ���
 "��� 3#�
�4�� 1�'( �� �� ����4��

��������
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�������� ���� ������	 ���� k �� ������ 	�
���� �� s �� ���
�� ���� ��� ���

s ≥ k2 − 1� ����
 (−1)kfk(s) > 0�

�	
� �	 
�
� ���� �� �� ��� �� �	
� �
 ���� �	�
�� ������

�
� �� � ��!
�"
� ���#� $ �%	��� �� � ���"
� ��#� &	��
��
������
�
�� �� ��%�
 �%�
 �'���
� ���
�
 �	� �	��������� �� � ���"
� �����

�������� ����	 ���� k �� ������ 	�
���� �� s �� ���
�� ���� ��� ��� s > k − 1�
����
 (−1)kfk(2s

2 + s) > 0�


�����
��
���	 �%	��"� �� � ���"
� ��#� �
 ���� ������

fk(2s
2 + s) =

∑
λ∈DD,|λ|=2k

W (λ),

�( W (λ) := δλ
∏

h∈H(λ)

(
1− 2s+ 2

h εh

)
�

)
 
��	
� H(λ)≤ ���������*�
�
� H(λ)>� �� 
����!�
��
'�� ��� ��
+�����
�%�������� ��� �	��� �
 ������� ���������*�
�
� �������
�
� 	� ������� �� �	 ��	+�!

	�� ���
���	�� �� λ� �
 	

W (λ) = δλ
∏

h∈H(λ)

(
h− εh(2s+ 2)

h

)

= δλ
∏

h∈H(λ)≤

(
h− (2s+ 2)

h

) ∏
h∈H(λ)>

(
h+ (2s+ 2)

h

)

= δλ(−1)#H(λ)≤
∏

h∈H(λ)≤

(
2s+ 2− h

h

) ∏
h∈H(λ)>

(
h+ 2s+ 2

h

)

= (−1)k
∏

h∈H(λ)≤

(
2s+ 2− h

h

) ∏
h∈H(λ)>

(
h+ 2s+ 2

h

)
,

�( �	 ���
�"�� �+	���� ��� �
� ��
�����
�� �� (−1)#H(λ)≤ = (−1)kδλ� ,�

� |λ| =
2k� �	 ��
�����
 2s + 2 > 2k �
������ ��� ��� ���- ���
���� �������� ��
� ������.��
/�
�� (−1)kW (λ) > 0 �� �� ������	� �%�
����� �

�� �� ��	 
� �
�� C̃ˇ

0��� ����*�
� �	
� ����� ������
 �
� .��
��� �� �1�� 0�2�	��*!32��
2�* ����

�� �1�� C̃ �̌ 4	�����
� ��� �	
� �� �1��� �
� ��� .��
���� �� &	���
	�� �%����� ����
�	 .��
� ���*	
��� ���� ���� t �
���� ��������� �� �+	� $ 2 5

�6#�

(
η(x2)t+1

η(x)

)2t−1

= c2
∑
v

x‖v‖2/8t ∏
i<j

(v2i − v2j ),

	*�� c2 �	 ��
��	
�� ���
�� �	
� �� � ���"
� ���7� �� �( �	 ��

� ����� ��� ���
t!������ v := (v1, . . . , vt) ∈ Zt ���� ��� vi = 2i − 1 mod 4t� 0��� 
�
���
� ��� �	
+�
��	���	���
 ���*	
���
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�������� ����	 ���� ���� �����	 
����	
	 z� �	 ���	����	�	�� ������� 	��
������	 �

����

(∏
k≥1

(1− x2k)z+1

1− xk

)2z−1

=
∑
λ∈SC

δλ x
|λ| ∏

h∈H(λ)

(
1− 2z

h εh

)
,

�� �� ����	 ����	 ��� �	� ���������� �����
�������	� λ � δλ 	�� ���� � 1 �� �	 
����
�	 ����		 �	 λ 	�� �	 �����	 ����	� 	� −1 ����� � 	� εh 	�� ���� � −1 �� h 	�� ��

�����	�� �����	��	 ����	 
��	 ����
�	�	�� �� �	���� �	 �� ��������	 ����
����	 ����

�	 ��������	 �	  	��	�� �	 λ 	� � 1 �����!

��	
�� 
� 
� ������ ��� 
� ���� ��� ���� ��

� 
� �������� ��� � ������� 
�


�	
���	�� 
�  ��
���

 �����	�� �� �!�� C̃ "̌ �� ���
	��� ��� #	$���	�� ���� �����	��
����� 	
���	�� �� ������ 
� t%����� ����%���$�&����" ��	� �	��
����� �� ������ 
�
����	�	��� ����%���$�&����� '�(�" �� ��&����� 
� ��
!�)�	�
	�� ������ 
� ����
����

���� ��� t��	
�� ��
	��	�������� *��� ���� �� ����&�����" t ���� �� ���	��
(+��
,����
��� ��� 
�� 
�(�	�	��� 
�� t%����� �� 
�� ����	�	��� ����%���$�&���� ���

��� 
������ 
��� 
� ����&����� ���� -��� �

��� ���
	�� �
�� ����	������ 
��� ��
����&����� 
�� �����	���� 
� ��

�� ����	�	����
-��� ������� ���� 
��#��
 ��������� 
�� .�	�� ��	������ �������#
� 
�� 
��%

&����� 
��������� 
���� ����	�	�� ����%���$�&��� λ ��� ������� ��	������� 
���%
�	��� ���	�	.� 	���	��� *� �
��" �	 Δ ��� �� �����#
� (�	 
����	��� 	���	��" �
���
	
 �+	��� ��� ��	��� ����	�	�� ����%���$�&��� ��	 � Δ ����� �����#
� 
���������
��	��	��
��� /��� �	��+ �������
�� 
�� ����	�	��� ����%���$�&����" ���� ����� ��%
���
��� #���	� 
�����
�� ����� ���	�� 
� 
��&���� 
�������� ��	��	��
��


���
����
 ���0	 1�	� λ ��� ����	�	�� ����%���$�&���" �� ��	� (i, j) �� ����
�

����	��� ��
� ��� 1 ≤ i, j ≤ λ1� 2� 
�(�	� 
� �����	�� �����	��	 ����������	 hi,j 
�

� ���� (i, j) ����� �

���� hi,j = λi − i+ λj − j + 1.

-1-3
-1-2

-4
-4-2 -5

������ �	�	 ��� 
��&����� 
��������� &�����
	���� 
�� ����� ��	 ����%
����	������ ��� 3 
� ����	�	�� λ := (4, 2, 1, 1)� ��� ����� &�	���� ����

�� ����� ����������� 3 
� ����	�	�� 4 
�� 
	&��� ���&�� 
�
	�	���� 
��
������ ������

-����� ���" ����� λ ��� ����%���$�&���" 
������ 
� ���� (i, j) ������	��� ��

	�&����� 
� 5������ 
� λ" �
��� 
�� ���	��� 
� 
��&���� 
�������� &�����
	��� ��

� 
��&���� 
�������� ��6��	
���� 1	 
� ���� (i, j) ��������	��� ��� �� 
	�&����� 
�
5������ 
� λ" �� ��
��
 
	���� ������ ��� hi,j ��� 
������� 
� ���#�� 
� ����� u ��

��
��� u ��������	���� ��� �� 
	�&����� 
� 5������ 
� λ �� ���" �� #	�� u �� ������
��� 
� ���� 
	&�� �� 3 &����� 
� (i, j)" �� #	�� u �� ������ 
��� 
� ���� ��
����
�� �� 
������ 
� (i, j)� -����� ����	 ���" ����� λ ��� ����%���$�&���" ������ ���

��&����� 
��������� ��	��	��
�� &�����
	���� ������%3%
	�� 
�� 
��&����� 
���������
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�� 
� ���� ������������	����

����������	� 
	� ���	� (i, i) ��	� 1 ≤ i ≤ λ1
 ���� ������	�� �	 ����� ���� �������
�����	� �	 �	��	 ��������

����� ����� ���� λ ��� �	
������ 	�������
����� �� �������
��� Δg ��� ��������
�� �������
� ������

�� �
�����	��� ����
	������� ���� i �� �����
 ���	�
 ��� ���
1 ≤ i ≤ 2λ1 − 1 = h1,1� ��� ���� �
��
����� ����	���� ���� ��
����� �

��� �� ���� i �� ���� −i 	��	
����� Δg�
���� �� i 	��	
�����  Δg 	��
� −i ��! 	��	
����� �	��

�����	
��

��� ���� �������� ���� 
�����
 ���
� ���� i �� 	���	� ������ �	�
��	 1 ≤ i ≤ λ1� ��������� ��	 i 	� −i �������	��	�� ���� 
	��  Δg� 	� !����
(j1, j1) ��	��	����	�	�� (j2, j2)
 �� ���	 
	 �����	�� 
����	��	 ���������	 ����������	
����	  i ��	��	����	�	�� −i
� "���� �� �����	�� 
����	��	 ����������	 
	 �� ���	
(j1, j2) 	�� ����	  #

�$$
 hj1,j2 = λj1 − j1 + λj2 − j2 + 1 =
hj1,j1 + hj2,j2

2
= 0.

%	�� 	�� ��	 ������
������ ��� hj1,j2 	�� �	 ���
���� ��� �������� 
� ���
����
 
���
	��	���	 ��� ��
	� "����� ���
 	�� ����!�	�

&� ' � 
��� Δg 	����	�	�� λ1 	���	�� �	����(� ������� ���� 
�!������ 
���	 ���)
��	�� 
����	��	 ����������	
� ��� ���� ���� 
�*��	��� ���� �	� �����	��� 
����	��	�
����������	� 
�������	�� ������	�	�� �	 ���� 
	 �� 
�������	 ���������	
� ��� ���� ����

	 ���	�� ������	 ��(���	��	 �� ����	  h1,1� 	� �	� 	���	�� �����(��� �� ��������� ���
�
"����� ��� �	 �������	 
	� ������� 
	 �����+�	�� �� ��	� i �� ��	� −i �������	��  
Δg� �

,� �	�� �������	� ��	 ���� �� ��������� ����)���-����	 λ = (4, 2, 1, 1) 
	 ��
.����	 $�/� ��	��	���	 {7, 1,−3,−5} 
	 �	� �����	��� 
����	��	� ���������	� ������)
����	� ����!	 ��	� �	� ���������� 
� �	��	 ��)
	�����

���� ��� ��	�
���� ���
� (2t)�
�
�� �����
��	����� �� ��� ��
���
� �����
���
� 
�������� ���� �	 ��������+	 ���� �����
������ ��	 ��-	����� ���������� �	�
(2t))���	� ����)���-������

���
�


�� ���0� ���� λ �� (2t))���	 ����)���-����� 1��� ���� i ∈ {1, . . . , t}�
���� 
�!������� #

�$2
 Δ2i−1 := max ({h ∈ Δ, h ≡ ±(2i− 1)− 2t mod 4t} ∪ {2i− 1− 2t}) .
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3
1

7
5
2
1

4
2

3
1

1

�
���� ���� 3	 6)���	 ����)���-���� (5, 4, 2, 2, 1)� ,� � Δ1 = 5�
Δ3 = 9� 	� Δ5 = −1

�

���� λ �� (2t))���	 ����)���-���� 
��� ��	��	���	 
	� �����	��� 
����	��	� ����)
�����	� 	�� Δ� 	� !���� φ(λ) := (m1, . . . ,m2t) ��� ����	 ��� φ� 4���	���� ��	 φ1(λ)
	�� 
����5� �� 1���������� ��� �	� ��	 φ1(λ) := (mt+1,mt+2, . . . ,m2t)�



�� �� ��� �	 
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�

�������� ����	 ���� t ≥ 1 �� ������	 �� 
���� 
� ������� d := (1, 3, . . . , 2t−1)�
�����
������� φ1 ��

� ��� φ1(λ) := n = (n1, . . . , nt) ��� ��� ��������� ����� SC(2t) ��

Zt ����
��� �

���� |λ| = 2t‖n‖2 + d · n = 2t
t∑

i=1

(
n2
i + (2i− 1)ni

)
.

�� �����	 
� ��
����� �������� ��� ��
��
� ���� ���� ������ i ∈ {1, . . . , t} �

��	� σi(4tni + 2i− 1) = 2t+Δ2i−1,

�� σi ��� ���
 � 1 �� ni ≥ 0 �� � −1 ������


�����
��
���	 
� �
�� ��� φ1(λ) ���� ��� ��������� ��� ��� ����������� ���
����� �� ���� ������� 	�� ��  !�"
 ��� ���� #���� �� ���� �	����� 
!���
���� ��	� #���� ��
$%���&'� ��(� 
)) ���� 
#�� t+1 ��') 
�� )
� 2t �� ��� )
������� * )
��� ����������
���� ��� #���� +
))� ��� ���  
 )���#� �� �� �%���&'� #���� �!��� ����� )������ ��
 !
����� ��  
 ��������� φ ���  �� )
�������� 
���������"����� �

,� ��)���
��  !�-�') � ��  
 .�"��� ���� �� �����
�� ��� �� 6����� 
 )��� �'
"�
)
� φ1  � #������ (−1, 1, 0)� �� ���  �� �� 
����� ��	� ���� #���/����

�������� ���(	 0� '
��&�� 
�
 �"�� * �� ��!� �� )
��� )���  
 +�'
���� ��12�
� 3 
 ����� ������������ 
� �%���&'� )��������� ���� λ �� (2t)����� 
���������"���
�� /-��� Δ  !����'� � �� ���  ��"����� �!�������� )�����)
 ���

��� 4 �� )��� 3 
#��� �
�� Δ *  
 ���� �� ��'��� ������ �"
 * 2i−1−2t mod 4t
�� �� ��'��� ������ �"
 * −(2i− 1)− 2t mod 4t�

���� �� h > 4t 
))
������ * Δ� 
 ��� h− 4t 
))
������ * Δ�
����� �� �� ���������'� � /�� �� N #���/�  �� ���- )��)������ ��� �� ����� �� ��

�������� )
� �!������ )
��� 
 ��� �!���  !����'� � ���  ��"����� �!�������� )����
��)
 �� �!�� (2t)����� 
���������"���

,� ����#
�� vi = 4tni + 2i− 1 )��� ���� ������ i ∈ {1, . . . , t}� �� )��� ��') 
���
 
 ��''� �
��  
 ���'� � �� 5
����
 � ��1� )
� ��� ��''� ���  �� (2t)������

���������"��� "�6�� * ����� ��������� φ1 �� * ��	�� ,� ��� ��
��  !�"
 ���

����
‖v‖2
8t

= |λ|+ (2t− 1)(2t+ 1)

24
,

)��#��
�� �� ����� ���� � �'�����  � �
����� �� '��� 
���� x1/24 �
��  
 ���'� � ��
5
����
 �� 7� 
 ������� *

��(�

(∏
i≥1

(1− x2i)t+1

1− xi

)2t−1

= c2
∑

λ∈SC(2t)

x|λ| ∏
i<j

(
(2t+Δi)

2 − (2t+Δj)
2
)
,

�8  � )������ �
��  � '�'��� �� ������ )���� ���  �� ���) �� �!������� �������� i < j
�� � ��� i �� j ������ �')
��� �� ��')��� ����� 1 �� 2t− 1� 0
�� ����  � )
�
"�
)%�

���#
���  �� )������� ��  
 ���'�
∏
i<j

��#���� 
���� 9��� �����)����� �� ����� '
��&���
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 �� �
 ������ �� �����	�� ����� ���� �� ��	 
�
��
���	�� �� ������ 
� ������
� ����� ���� ������� �������� �� ���
��	 
��� ��

�
��� 
� 
���	� 
� ����� �� �� 
�
� 
������ ��� 
��� �� ������ 
� ������
� �� �
���� ������ ������ 
� !�

� �� � ��� ��� ����
���� 2t"��
���	��

!� �	��	�#�� ���� �$��	��� ��		� ������	��� ��	 
� %���� ��� ���������� ��� ��
��
��� 
&�������� ����������� 
� �� ���	�	��� ��	�"���'�#��� �����������	 
��� �����
(��	 λ �� (2t)"���� ��	�"���'�#�� ��� ��
�� 
��	 �&����
��� 
� ���#����� 
&��������
����������� ��	 ��	� Δ� )��� 
���	��� ��� h1,1 �� ���#���� 
� �� ���� #���
� �������
����������� *� ������
��	 ��		� 
������� 
��� �� 
��#��

� 
� +������ 
� λ� ����
��	����� , ������� �� (2t)"���� ��	�"���'�#�� ��� ���� 
���	��� ��� λ′� )���

���	��� ����� ��� Δ′ �&����
��� 
�� ���#����� 
&�������� ����������� 
� λ′� �	 ����
�����
����� ��� ��
���� Δ′

i ��� ��� ���	 �������� ��� �� ��-��	��� ���.�

1
5

9
13 →

1
5

9

������ ��	� / #������ �� 6"���� ��	�"���'�#�� λ� / 
���	�� �� 6"����
λ′ ���������
��	�

���� �&�0�
��� 
� �� +�#��� ��� ��"
������ ���� ����� Δ1 = 5�Δ3 = 9� �	Δ5 = 13�
�� ����� Δ′

1 = 5� Δ′
3 = 9� �	 Δ′

5 = 1
)��� 
��	���� 
���	����	 �� ��

� �����#�� �� !�

� �� � 1 ��� 
��0 �������

���	 
��� ��
��������


���� ���2� �� i0 ��� ���	�
�� �	���� ��� 
�� Δi0 = h11� 
���� �	 
 �

�32�
∏
i<j

(
(2t+Δi)

2 − (2t+Δj)
2
)(

(2t+Δ′
i)
2 − (2t+Δ′

j)
2
)

=
h1,1 − 2t

h1,1

h1,1

h1,1 − 2t

∏
j 
=i0

h1,1 −Δj

h1,1 −Δj − 4t

h1,1 +Δj + 4t

h1,1 +Δj

.

�
������������ 4��
����
��	� ��	��� ���

h11 − 2t

h11

h11

h11 − 2t
= 1.

4��� ������� �32�� ���� �0�
����� ��� ������������ ��� ��� ��
���� Δi 
� ��
����������� 
� �&������� ���������� 
� ���#���� h1,1� 5�

� ���� ����� Δ′ = Δ \
{h1,1}� ���� 	��	 j 	= i0� �� � Δj = Δ′

j� 6���� �� ���� 
�0�
�
 
�� ������� 
�
���#������� 
�
��� 2t 
�� ���#����� 
&�������� ����������� ��� ���	 �	�� 
�
�-�
��� ��		� ����������� ��	 Δi0 � 7� �� 
�
��	 
��� ��� 8

�3 �
∏
i<j

(
(2t+Δi)

2 − (2t+Δj)
2
)(

(2t+Δ′
i)
2 − (2t+Δ′

j)
2
) =

∏
j 
=i0

(2t+Δi0)
2 − (2t+Δj)

2

(2t+Δ′
i0
)2 − (2t+Δj)2

.

)��� �����
����� 
���	����	 	���� ��� 
����
��	 
� �� ������ 
� h1,1 = Δi0 �



�� �� ��� �	 
��� ˜Cˇ 
�

� �� h1,1 > 4t� ����	 
����
	 �� �������� ���� ����� h1,1−4t �	� ��		� ��� ��������

�������� ���������� 
� λ� �� 
��� Δ′

i0
= h1,1 − 4t 
����
	 �� �������� ����

���� �� � ����	 �

� ��
∏
j 
=i0

(2t+Δi0)
2 − (2t+Δj)

2

(2t+Δ′
i0
)2 − (2t+Δj)2

=
∏
j 
=i0

(2t+ h1,1)
2 − (2t+Δj)

2

(h1,1 − 2t)2 − (2t+Δj)2

=
∏
j 
=i0

h1,1 −Δj

h1,1 −Δj − 4t

h1,1 +Δj + 4t

h1,1 +Δj

.

� �� 2t < h1,1 < 4t� ��� 
�!������ 
� Δi0 � �� � Δi0 = h1,1 = 2t + i0� "����
	
�� �������� ���� ���� 2t − i0 ���	� ��	 ��� �������� 
�������� ���������� 
�
λ� 
��� Δ′

i0
= i0 − 2t = h1,1 − 4t� #� �$�� ������ ��� 
��	 �� ��	 �����
���

���
��� % � &��
� �� 0 < h1,1 < 2t� ��� 
�!������ 
� Δi0 � �� � Δi0 = h1,1 = 2t − i0� "��� λ′ ��
�������� �� ��� �������� 
�������� ���������� ����� % 2t − i0 mod 4t �� ���
�������� 
�������� ���������� ����� % 2t+i0 mod 4t� �� � 
��� Δ′

i0
= i0−2t =

−h1,1� #� !� 
� �� ����'� �	� �� �$�� ��� 
��	 ��	 ��	 �����
���	�
�

#� ����� 	��'��� �	� ���������� ���� ��	 (2t)(����	 ����(���)����	 
� #���� ��* �

����� ���*� ���� ��� ����� 	
���

	� ��� ����������	�� 
	 ���	
� ���	������

E �
��� �

� �� E :=

(⋃
j 
=i0

{h1,1 −Δj

2
− 2t,

h1,1 +Δj

2
}
)

∪ {h1,1 − 2t}.

��
�� 
� ��
��� �	 �	
��� �	������ 2t��
����� H ��� ��� E = max2t(H)� �	 
�����

�� �
����	������ H>0 �� ��� �����	�� �
�
�
�� ��� 
	����	��	� �� t �� ��� �
��
��

��� �
	������ ���������� �� �� ����
��� �
�
		� �� λ�  ��������

	 �� h1,1�

�����	
��

��� +����
������� �����	 ���� ����� ���	 ��	 �������	 
� Δ
	��� ������	� ���	 ��	 �������	 
� E 	��� 
�	 ������	 ������,	� +��� ������� ���
����	��-�� E �	� �� max2t(H) 
��� ��	��-�� H� �� �	� ����		���� �� 	�.	��� ���

�!������ 
�	 ��	��-��	 �������	 
� '���!�� ��� E �������� �/�������� 2t − 1
�������	� ��� ���	 	�	 �������	 	��� 
�	�����	 ��
��� 2t �� �������� 
� 	�	 �������	
���	� ���� % 0 ��
��� 2t 0 ��	 ����	 ���������	 
�������� 
���������� 
� �� 
�!������

�	 ���-��	 Δi�

1����	 
��� H>0 �� 	��	(��	��-�� 
�	 �������	 ��	���,	 
� H� �� �����	 H ′

����	��-�� 
�	 ��������	 
��������	 
� �� �����
�� ������� 
� λ� % ���/������� 
�
h1,1� 2� ���	 ��	�� % ������� ��� H>0 = H ′� 3�� �����
�� ���4�
� ���	�	�������
����� 
��	 �� ����'� 
� #���� ��* � % ���	����� ��� ���� ���� 
������ ���	 ��	
�������	 
� H>0 % ������ 
�	 �������	 
� E �� 
� '���!�� ��� ��	 �������	 	��� ��		�

�	 �������	 
� H ′ ��� ���������������� 1��	 �����	��	 �����
��� ��� ��� ���4�
�
���	 	������ ��� �����	� �� ������ 
� ��������	 
��������	 ��������	��	� ��������	
����� ���� Δ ����	��-�� 
�	 ��������	 
��������	 ����������	 
� λ �� Δg ����	��-��

�	 ��������	 
��������	 ����������	 ��������	��	 
� λ�

�� 	��� ��� 5��� #���� ��*6 ��� 	� �� �
)���� {−1,−2, . . . ,−t+1} % ����	��-��

�	 ��������	 
��������	 
� �� �����
�� ������� 
��� t(����� �� ��	����� �	� �� ��(
	��-�� t(�������� +�� ���	������� H ′′ := H ′∪{−1,−2, . . . ,−2t+1} �	� �� ��	��-��



�� �� ����	
�� 
� ���� ������������	����

2t��������� 	�
� �����
� ���������� �� ��
� 
� �� �
�� �
 �����
� �

 H 
� H ′′ ��� �
�
���
� 
��
���
� ������
��� ������
�� 	�
� �
��� �� �� �����
� �

 �
� ����
���
x �
 E ���� �
� ����
��� ������
� �
 H ′′�

	�
� ������
�� x := h1,1−2t �
 E� ����� ��� �

�
�� �
 ����
��
 �
����� �� ���

�
�
 h1,1�

�
 ��
� h1,1 > 4t� ���� �
 ���� ��� �� �
����

 �� !� h1,1 − 4t 
�� �
��� 
�

����


� ����

��
 ���������
� 
� ���� (h1,1 + h1,1 − 4t)/2 = h1,1 − 2t �������
�� "
H ′� #
� ����
�� 
�� �
 ��
� ������� ���� �� �����
 �
 �����

��
 ���
�� 2t ����
H ′� ��� h1,1 ���������
�� ��� " H ′�

�
 ��
� 4t > h1,1 > 2t� ���� �
 ���� ��� �� �
����

 �� !� 4t−h1,1 ���������
��
��� " Δ� #���
 4t−h1,1 
�� ������

� " h1,1� ��� �
 $
��
 �� %� h1,1−4t �������
��
" Δg� 
� ���� (h1,1 + h1,1 − 4t)/2 = h1,1 − 2t �������
�� " H ′ &
� 
�� ������� ����
�� �����
 �
 �����

��
 ��� �
 ���
 ���
�
��'�

�
 ��
� 2t > h1,1 > 0 
� ���� �
 ���� h1,1 − 2t 
�� ������
�
�� ������� 
���
 0 
�
−2t 
� �������
�� " H ′′�

	�
� �
� ����
��� (h1,1 + Δj)/2 
� (h1,1 − Δj − 4t)/2� �

� ��� ���� �������
�
�
����� �
 ����
 �
 Δj�

(� Δj > 0� ����� 
� ������
��
�� Δj < h1,1� �� � ���� Δj ∈ Δ� 
� (h1,1+Δj)/2 
��

� ����
�� �
 H ′� #
� ����
�� 
�� ������� ���� �� �����
 �
 �����

��
 ���
�� 2t
���� H ′� )� 
*
�� �� �� �
����
 �

 (h1,1 +Δj)/2 + 2t 
�� 
� ����
�� �
 H ′� �����
�� 
� ���
�� �

 Δj + 4t ∈ Δ� �
 �
� �����
��� �� ���������� �
 Δj�

	�
� (h1,1 −Δj − 4t)/2� �� ��
� ��
� " ��
�
�
 �������

� �

� ����
�
 ��
� Δj + 4t > h1,1� ���� �
 ��� −(Δj + 4t) �������
�� " Δg �����+� ��

���������� �
 Δj 
� �
 $
��
 �� %� 
� ���� (h1,1 −Δj − 4t)/2 �������
�� " H ′�
�
 ��
� Δj+4t > h1,1� ���� �
 ��� �� � ��
�����
�
�� −2t < (h1,1−Δj−4t)/2 <

0 
� ���� (h1,1 −Δj − 4t)/2 �������
�� " H ′′�
$
 ���� �

 �
� ����
��� ���
�� ������
� ���� �

�� �����
� �
 �����

��
� ����

H ′′ �
 ���
�
 �
 �� ���
 ����+�
 �

 ���� �
 �
� ����+�
�
(� Δj < 0� �
� ���
� ���
�
��� &
� ������� ���
����� �
 ��� �, Δj ���������
��

��� " Δg ��� h1,1 
�� ��
� �
��� �

 Δj 
� ���

� �����

' �
��
��
�� �
 �����
�
�

 �
� �

� ����
��� (h1,1 +Δj)/2 
� (h1,1 −Δj − 4t)/2 �������
��
�� " H ′′� $

��
����������� �
 ���
�
�� ��
�
 �
� �

� ����+�
� 
������
� ����
��
��

�

����� ��� � ������ λ �� (2t)�	�
� �����	����
�� �� (n1, . . . , nt) ∈ Zt ���� ���

λ = φ1(n)� ���
����� �������� ��� ��
���� �

&-.'
∏
i<j

(
(4tni + 2i− 1)2 − (4tnj + 2j − 1)2

)
=

δλ
c2

∏
h∈H(λ)

(
1− 2t

h εh

)
,

�� �� 
������� ��� �� �
����� ���� �� ����
� �� 
��	�� ��
�� ��
 ��� 	������ �������
�

�
������ i < j ���� ��� i �� j ������ 	���
�� ���
� 1 �� t�

�����	
��

��� $� ��

�
 
�� ��+� ��������
 " �
��
 �
 $
��
 ��/%� #�
�� "
�
��
 ����
 �
 �� ��

�
 �
 01���+�
 �� . �

 ��
� ������� 
�
 ���
��
��
 �
� �

�����
 ����

��
� ���������
� �
 �� ��������� λ� 
� �
�������� " �1��

 ��� �
 ��
���
��
��
 ����

��
 ���������
 �
 ��
� �����
 ����


�� #�������
�
�� " �
 �
� �

����
 ���� �
 $
��
 ��/%� �� ��2 � ��� �
�
�
 �

�
 ����������� 3 �� �
�����
 ��
4�
��
����

��
 ���

 �
 �� ���
 (1, 1) �
 λ� 5�
� ������ ��� P �
 �
���
 ��
�1
 �
 &-.'�



�� �� ��� �	 
��� ˜Cˇ 



�� ���� ��������� �	 
�������� φ1 
��� ��	�������� P �� �� 
������ ��� ��
����� ���
���
��� Δi� �� �	 ���� �	����� ��� ������� ���� 	���� ��	
�� ���� �

���� P =
∏
i<j

(
(2t+Δi)

2 − (2t+Δj)
2
)
.

�� ������	�� ��� ����� ���	����� ��� ������ 
�����	�� �� �����  ! "� �� ��#���

��$� P ′ :=
∏
i<j

(
(2t+Δ′

i)
2 − (2t+Δ′

j)
2
)
.

�� �����  ! " ���� 	����� 	���� ���

��%� P =
h1,1 − 2t

h1,1

h1,1

h1,1 − 2t

∏
j 
=i0

(
h1,1 −Δj

h1,1 −Δj − 4t

h1,1 +Δj + 4t

h1,1 +Δj

)
× P ′.

&	�����	��� �� �����  ! ' ������ ��� �(�����
�� E ����� ���� �	
� ��
 ��
max2t(H) �� ���������� H ���
 ��� ������
� ����
��� ���
 ����
����
 ��� ���������
���������� ��� ����� �� �� �������� ������� �� λ� � �������
��� �� h1,1� �� ��������
����� ��  ���� 
�!
 ���� ���
��� ���

�	"�
h1,1 − 2t

h1,1

h1,1

h1,1 − 2t

∏
j 
=i0

h1,1 −Δj

h1,1 −Δj − 4t

h1,1 +Δj + 4t

h1,1 +Δj

= −h1,1 − 2t

h1,1

∏
h

(
1− 2t

h2

)
,

�# �� ������
 � ����
� ���
� ��� ��� ��������� ���������� �� �� �������� ������� ��
λ� � �������
��� �� h1,1�  � ������ ����
 �� ������
 �������
 � ������ ����� ����
�
�
����������� ���� �� ����� $

�	%� −
∏
h

(
1− 2t

h εh

)
,

�# �� ������
 ���
� ��

� ���� ��� ��� ��������� ���������� �� 
��
�� ��� ����� ��
��������� ���������� ����� �� (1, 1)�

�� � ���� ���
�� ���

�&'� P = −
∏
h

(
1− 2t

h εh

)
× P ′,

�(�� ��� �)��� �����
���� ��� �����������
 ���� �� ������
�
 � �����
�
 (���� �������
 ����� �������
����
 �� �*��
���
 �� ���������� ��+

������ �� ����
 �� �� ����(�� ����� �(��� �������� ����� , ���� ����
����
 D(λ)
�
���� ���� �� ����������� ��� �-����� ��� �
���� ����� ���� � ��������
��� ����
����� −� �� ��� �������� �� 
���� δλ� �
 ��� �� ��� �� ���� ���������� � ��� ���
�
���
λ (���� .��� �� ���� Δi = i− 2t ���� 
��
 i ������ 
�� ��� 1 ≤ i ≤ 2t− 1� �
 ����

�&!�
∏
i<j

(
(2t+Δ′

i)
2 − (2t+Δ′

j)
2
)
=

∏
i<j

(i2 − j2) =
1

c2
.

�

/��� ���(��� ��������� ���
��� �� 0-������ 
�12�



�� �� ����	
�� 
� ���� ������������	����

������ �� ��	
���� 
���� �� ���������	 �� 
���
	��� φ1 � ������	�	� �� ��
�

������ ���� �� 	��� C̃ �̌ �	 �� �	������	 �� ����� ��� � �� ���	!� ��� ���! 	��	 ��	��!
t ≥ 2 "

�# �

(∏
i≥1

(1− x2i)t+1

1− xi

)2t−1

=
∑

λ∈SC(2t)

δλ x
|λ| ∏

h∈H(λ)

(
1− 2t

h εh

)
.

$� ��� ��!	�	��� λ ��	 ��	��
����%���� ���!� �� ���	�������
�� �� ��� ���%���!�
������!!�� �� 
���� ��	���� �	!�
	����	 �� ������� �� �� ���%����� �!��
����� ��	 ��
�&�� ��� 
���� ��� ���%���!� ������!!�� �� 
���� ��	���� �	!�
	����	 �� ������ �� ��

���%����� �!��
������ '� �������	 ��� �� �!����	
∏

h∈H(λ)

(
1− 2t

h εh

)
�������� �� λ ��	 ���

��!	�	��� ��	��
����%��� ��� ����	 ��� �� (2t)�
�!�� �� (�!���� �# � ��	 ���
 )���
��
���! 	��	 ��	��! t ≥ 2 �� �� ����� ��!	� ��! 	��	�� ��� ��!	�	���� ��	��
����%�����

��*�� �� �&�� �!%����	 �� �����+�����	� ��� 
���� ������� ���� �� �!��)� ��
,-��!.�� ���/ ��!��	 �� 
��
��!�� �

���� �������� 	

���	
���� �
 �����	���	
���� 	�� 	�
��� 
�
��� 0� ����
�� �
� �������� �����
�	���� �� ,-��!.�� �� �� 1!���.!����	� �� �����	 z = −1�
���� �
	����� ��� ���)���� �2�!������ ���! �� 	!���� �!����	 �� 3�
�
�� 
� ��� �	��	
��������!� ������� ��! 4�� ���� 5��6 "

�#��
∏
i≥1

(1− xi)3 =
∑
λ∈SC

δλ x
|λ| ∏

h∈H(λ)

(
1 +

2

h εh

)
.

7��2�.�����	� � �����	�! �� ,-��!.�� �� 8� �� 	-��!.�� ���)��	 (��	 �� ����
��	!� ��� (�!����� �� ��
������ ���� ��9�!��	� 	�����

��	
���� ����� ��� �������� �	�
����� 
� ����	��� ���� ��	��� ������������ ���
�� �������� ���� �

��� ��� ����	��� 
� ���
����
 ���� �� ���� C̃ť ��	� t ≥ 2  
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∏
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∏
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(v2i − v2j )
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∑
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(−q)|γ|/2〈γ〉(x)N ,

�D N ��� 
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��E�
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γ∈DD

(−q)|γ|/2DN〈γ〉,
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∑
λ∈DD

δλ x
|λ|/2 ∏

h∈Ht(λ)

(
y − yt(2z + 2)

εh h

)
=

∏
k≥1

(1− xk)(1− xkt)t
′−1

(
1− xkty2k

)(2z+1)(zt+3(t−1)/2)
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∏
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� ��� ������ ,�� ����/ �������� �����*���� ������0��� 
�� ���
��*���� �� 0 �� ��������� 
�� ��� ��*���� �� 1� 8����� �
����� w �� W 
���
9��� ��
������� 
�� ��� ����� (bi)i = · · · b−2b−1b0b1b2 · · · � ���� ����� ��
�����������
�)��� 
�� ������� +� �:��� 
��� ������ ������ ��
���� k *��� 
� ����� (bi+k)i ���
����� ��� ��
����������� �� w� "� �������
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 ��
�
���� �� w ��� 
� ���
� �����
(ci)i = · · · c−2c−1c0c1c2 · · · ��

� ��� &

#{i ≤ −1, ci = 1} = #{i ≥ 0, ci = 0}.
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,.?/ ψ : λ �→ w
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���� ����� Cλ�
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�� ������ ��� ������� �� v �� �� ��	���  ��� �� ��
�)�� *� ��%��� f(v) �	��� �� �	�
���	�� �� v ���� ���
�� 	� ��)���� ��� ������� 0 �� 1�
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 �� 0 ���
 x40x5 ��� �� ������ ������������
 �� 1
���
 x1� ���� �� ��
� V �
� 
��	������� �� ��

�
 �� �� �	������� ��	��	���� �� λ�
�� ��
� V ∗ �����
���� �� ������ �����
� �� 1 ����
 x2 �� �� 0 ����
 x4� ���� V

∗
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��
 �� �� �	������� ��	��	���� �� λ�
�

�� �����	��� �	� �� ����� ��������� ���
 ������ �� �������� �� 
��	� ��������	��
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� ��	 �
� ����������� �����
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	���� ��� �� 
��	� ��������	�� ��� 
	���� ��	 � ��� ������ ���
 �� ����
�
�� ��  ����
	�	�� !�" ��� ��

	 ���
 #��$��

����� %�%� ���� t = 2t′ + 1 �� ������ 	�
���� ��	
��� ����
���� 
���
��� �
�
������� �

�&'�
∑

λ̃∈DD(t)

δλ̃ x
|λ̃|/2 =

∏
k≥1

(1− xk)(1− xkt)t
′−1.

�����	
��

��� (� ���� ��	�	
�� �� �������
	�	�� �� �	����)��� ��
 ����	�
�	��
 � ����
 �	
�	����
 �������
 �� �� ����� %�! �	� ���� �����	� *

�&+�
∑
λ∈DD

δλ x
|λ|/2 =

∑
λ̃∈DD(t)

δλ̃ x
|λ̃|/2 ×

∑
λ0∈DD

δλ0 xt|λ0|/2 ×
(∑

λ∈P
xt|λ|

)t′

.

�� ������ PD ����
����� ��
 ����	�	��
 � ����
 �	
�	����
� �� � ��

	 *∑
λ∈DD

δλ x
|λ|/2 =

∑
λ∈PD

(−1)#{parts of λ}x|λ| =
∏
k≥1

(
1− xk

)
.

,	�
	 �������	�� �&+� ���� -��� �����	�� *

∏
k≥1

(
1− xk

)
=

⎛⎝ ∑
λ̃∈DD(t)

δλ̃ x
|λ̃|/2

⎞⎠×
∏
k≥1

(
1− xkt

)×(∏
k≥1

1

1− xkt

)t′

,
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	 ��� 
��
	�� ���� t ��	� �� ����� %�!� ��	 
��
	�� � �������

��� �������	
��	�� �� /������� !�' �	0������ �� ����� �� /������� %�'�

����� %�1� ������ t = 2t′ �� ������ 	�
���� 	
��� λ ��� 	
������� � 	
��
 ��
������

�������
� �� ����
 (λ̃, λ0, λ1, . . . λt−1) 
�� ��
�� 	
� Ω� ��
 	��	�����
 
���
���
 
���
�������
 �

��� δλ = δλ̃δλ0δλt′ �
���� ���� v ��� �

� �� λ0 �� 
��� V �
 �

� �� λ ��� �
� �
����������� 


�����
� v� �
 �

� v �
� 
���������� 
� ��

�
 �� �
 ��
���
�� 	�����	
�� �� λ0 
� �
�

�������� 
� V �
� 
���������� 
� ��

�
 �� �
 ��
���
�� 	�����	
�� �� λ�

����� ���� v = (j, k) ��� �

� �� λi� 
��� 1 ≤ i ≤ t′�  ����
 v∗ = (k, j) �
 �

� ��
λt−i = λi∗ �� V �� V ∗ ��
 �

�
 �� λ ��� 
��� �
����������� 


�����
 � v ��
v∗� �� V �
� 
���������� 
� ��

�
 ���
	���������� �� ��

��
� �� �
 ��
���
��
	�����	
�� �� λi� 
���
 V ∗ �
� 
���������� �� ��

��
 ���
	���������� 
� ��

�
�
�� �
 ��
���
�� 	�����	
�� �� λ�
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�

λ λ̃ λ0 λ1 λ2 λ3

������ ��	� �� �������	
�
�� �
 �
���
���� �
 �� ����
�
�� � ����	
�
	�
���
	 ������
	 λ = (9, 8, 8, 6, 5, 3, 3, 1) ���� t = 4�

�����	 ��
 �
	 �
���
��
	 ��
� �
 �
��
 ��� 	
 �����
�� ���	 �
	 �����
���	 (i)

� (iii)� �� ����
���

�� �� �����
��� (iii) ����
���
 ���� i = t′ ���	 �		��
 ��
 ���	
�� ����
�
�� �������������
 λt′ � �� ��	
�
�� � ��
 ��	
 v ��� ������� � �� �
������

��
��
���
 �
 λt′ !	��
��
�
�� �� �
		�	� 	��� �� 	��
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�
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	� �� �#�
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���� ��'� ���� t = 2t′ �� ������ 	�
���� 	���
 �� � �

!(�"
∑

λ̃∈DD(t)

δλ̃ x
|λ̃|/2 =

∏
k≥1

(1− xk)(1− xkt)t
′−1

1− xkt′ .

�
������������ )� �
�� ��
�
	
� �� �������	
�
�� �
 �
���
���� ���� ���
�
�
� *

!(�"
∑
λ∈DD

δλ x
|λ|/2 =

∑
λ̃∈DD(t)

δλ̃ x
|λ̃|/2 ×

∑
λ0∈DD

δλ0 xt|λ0|/2

×
(∑

λ∈P
xt|λ|

)t′

×
∑

λt′∈SC
δλt′ xt|λt′ |/2.

�� ��
�
	���

!(+"
∑

λt′∈SC
δλt′ xt|λt′ |/2 =

∏
k≥1

(1− x(2k−1)t′) =
∏
k≥1

1− xkt′

1− xkt
,
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�
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 �� �
	��
��
�� �
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�
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	� ��
 �
�
��
�� ��
� � 
�	
���
 �
	
�
��
��	 �
 �� &���
 (λ̃, λ0, λ1, . . . , λt−1) ∈ SC(t) × P t� �
�	 ��
 λt−i−1 = λi∗ ����
0 ≤ i ≤ t − 1 !�0 ���	 ����
���	 ��
 λi∗ 
	� �� ����
�
�� ��������
 �
 λi"� ��
����
���

�� 	
 t = 2t′ + 1 
	� 
���
�� ����	 �� ����
�
�� λt′ 
	� �������������
 !��
�
1
���
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3
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	 δλ ��� εh 	��	
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�� �
 Ω�


���� "�%� ���� t �� ������ 	�
����� 
��� λ ��� 	
������� 
������������� �� ����

(λ̃, λ0, λ1, . . . , λt−1) 
�� ��
�� 	
� Ω� ��
 	��	�
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���
���
 
��� �������
 �

��� �� t = 2t′ + 1 �
� ��	
��� 
���
 δλ = δλ̃δλt′ � �� t �
� 	
��� 
���
 δλ = δλ̃�
���� �� t = 2t′ + 1 �
� ��	
��� 
��� v ��� �

� �� λt′ �� 
��� V �
 �

� ��� ���
�
� �
����������� 
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���
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� �� 
�������� 
� V �
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���� �� t� ���� i �� ������ �
�

{1, . . . , t′}� ���� v = (j, k) ��� �

� �� λi� �������
 	
� v∗ �
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� (k, j) ��
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�
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	���������� �
�����
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�� �
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���� "�-� ���� t = 2t′ �� ������ 	
��� !� 
 �

.%+/
∑

λ∈SC(t)

δλ x
|λ| =

∏
i≥1

1− xi

1− x2i

(
1− x2it

)t′
.

���� t = 2t′ + 1 �� ������ ��	
��� !� 
 �

.%%/
∑

λ∈SC(t)

δλ x
|λ| =

∏
i≥1

1− xi

1− x2i

(
1− x2it

)t′ 1− x2it

1− xit
.



�� �� �����	
��	 �

 �
 �������	
�
�� �� �
��������

��������	�
��� �� t = 2t′ + 1 ��� �����	
 �� �
����������� �� ����������
���� ��	��� ��
�	�	� �

����
∑
λ∈SC

δλ x
|λ| =

∑
λ̃∈SC(t)

δλ̃ x
|λ̃| ×

(∑
λ∈P

x2t|λ|
)t′

×
∑

λt′∈SC
δλt′ xt|λt′ |.

�� ������� �� ��������� �� �������� �
�
	��	��� ��� ��	������� �� �����
�� ��� t ���	 �� �	���� �� �� � �� ����!	�
 �� ����� ��"
	���� 
���� #�� ��

��	���	 ��	�� �� ���$	� �� �	���� �� ���� ����� ��� �	
����� �

�� ��� ����	
���

���� �	��� � �
 ���������
��� �� ��

������

%��� ����� �������
 ���� ��������� ��� �	��	�
�
� �� �� �
����������� �� ������&
���� 
��$���� ���� �� ������� �	
�
����� ���	 �
�
	�����	 ��� '(
�	!��� )�* �� )�+,�
-��� �� �
������� �������	� ������������
 ���� ��� ��	����� ��� 
#��		�� ���	 ���
��	������� ����&���.���
�� �� / ��	�� ���������� ���$�
���

���� ��� �	����	� ����	
���

��� �� ����	��� ���� -��� �	������ ��� ��
'(
�	!�� ,�*
 #�� ��	� �� ����� �
�
	������� �� '(
�	!�� )�*
 �� ���� �� �
�������
�������	� �������������

��
��
 �� �������
 ���� ���� λ ��� ��	������ / ��	�� ���������� ���$�
���
-��� ������0��� ��	 �	�����	��	 ���1�	������

��2� δλx
|λ|/2 ∏

h∈Ht(λ)

(
y − yt(2z + 2)

εh h

)
�� ��������� �� �
����������� �� ���������� �� λ� 3�1��� Ω(λ) = (λ̃, λ0, λ1, . . . , λt−1)�
%���	!� �� ����� ,�) ���
 �� � δλ = δλ̃δλ0 �

���� Bi �� �����&�����$�� ��� �������	� ��
#��		�� �� Ht(λ) �	������� ��� �����
�� λ #�� ���� ������#������ ������
�� / ��� ���� �� λi
 ���	 0 ≤ i ≤ t− 1� %���	!�
�� �	��	�
�
 ����� �� �� �
����������� �� ���������� �� ����	!� �� ����� ,�) ����
 ��
� �

��4�
∏
h∈B0

(
y − yt(2z + 2)

εh h

)
=

∏
h∈H(λ0)

(
y − y(2z + 2)

εh h

)
.

���� v = (j, k) ��� ���� �� λi
 ���� 1 ≤ i ≤ t′� -����� v∗ = (k, j) �� ���� ��
λ2t′+1−i = λi∗ �� ������ V �� V ∗ ��� ����� �� λ #�� ���� ������#������ ������
��
	������������� / v �� / v∗� 5�	 �� ����� ,�) �����
 ��� ��� ���1 ����� ��	�� V �� V ∗

��� ��	�������� �� ������� �� �� ��������� �	�������� �� λ
 �� �����	� ��� ��	��������
�� ������ �� ����� � �� ���������� �� � ���� �(
y − yt(2z + 2)

εhV
hV

)(
y − yt(2z + 2)

εhV ∗ hV ∗

)
= y2 −

(
yt(2z + 2)

hV

)2

= y2 −
(
y(2z + 2)

hv

)2

,

�6 �� ��	��!	� 
�����
 �	������ �� ���� #�� hV = thv ����	!� �� �	��	�
�
 ����� �� ��
�
����������� �� ����������� 7��������	 ����� 
�����
 ���	 ������ ��� ����� V �� Bi

����� �

��*�
∏

h∈Bi∪Bt−i

(
y − yt(2z + 2)

εh h

)
=

∏
h∈H(λi)

(
y2 −

(
y(2z + 2)

h

)2
)
.
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������ ��

�� ��������� 	
��
 	
��
 �� �� ��������� 	��� �� �� ������������� �� ����������
 ��
���� �������� 	��� ����� ���� �

δλx
|λ|/2 ∏

h∈Ht(λ)

(
y − yt(2z + 2)

εh h

)
= δλ̃x

|λ̃|/2

× δλ0xt|λ0|/2 ∏
h∈H(λ0)

(
y − y(2z + 2)

εh h

)

×
t′∏
i=1

xt|λi| ∏
h∈H(λi)

(
y2 −

(
y(2z + 2)

h

)2
)
.

�� ���� ������ �� 	�
� ��� � ���� �� ������� ����� �����!�� ������� ��� ������ ���
���������� " ����� ���������� ��� ����# $���� �� ������������� �� ���������� ���
 �%����&�
 �� ���� ����� �������� �� ���� ����� ����� �� ������� �� ����� ������# ��
������� ��� ∑

λ̃∈DD(t)

δλ̃x
|λ̃|/2 =

∏
k≥1

(1− xk)(1− xkt)t
′−1

�'���!� �� ����� (#(
 ����� )�� �� ������ ���∑
λ0∈DD

δλ0xt|λ0|/2 ∏
h∈H(λ0)

(
y − y(2z + 2)

εh h

)
=

∏
k≥1

(
1− xkty2k

)2z2+z

�'���!� �� *����!�� +#� �����)�� �&�� t �������� ��� z �� x �������� ��� xty2#
��,�
 �� ������!�� ����� ���⎛⎝∑

λ∈P
xt|λ| ∏

h∈H(λ)

(
y2 −

(
y(2z + 2)

h

)2
)⎞⎠t′

=

(∏
k≥1

(
1− xkty2k

)(2z+2)2−1

)t′

�'���!� �� -������ �� .�/����&01/���/�& 	�� �����)��� �&�� x �������� ��� xty2 ��
z ��� (2z + 2)2#

2� �� ����� ����� ���� )�'" &���,�� )�� 2z2 + z+ t′ ((2z + 2)2 − 1) = (2z+1)(zt+
3(t− 1)/2) ���� �������� �� ����&�# �

1� ���� �����)��� )�� ����)�� �'�� ����� y = t = 1
 �� ������&� �� *����!�� +#�
	�� )�� %����,� ����� ������ �'����������� �� �������������� )�� �'�� � �����3���
 ��
����)�� �'�� ����� y = 0
 �� ������&� �� ����� (#(# 4����
 �� �������� )�� �� *���0
�!�� (#� ���,� ������ ��� -������� �� 5�������� ������������ ��� �� *����!�� +#�
�� �� -������� ����������� ��� t0����� " ����� ���������� ��� ���� λ �&�� ����� δλ#

6��� �� �����
 ���� ����������� )���)��� �����)������ �� *����!�� (#� ��� ���
���������� " ����� ���������� ��� ����
 ���� �� �7�� &���� )�� �� )�'� -��� 8�� ���
��� ���������� 9��:# 6��� �� )�� ����
 t = 2t′ + 1 ��� �� ������ ������ ������-#

���������� (#� 	z = −1 ���� �� *����!�� (#��� �� � �

	
;�
∑
λ∈DD

δλ x
|λ|/2y#Ht(λ) =

∏
k≥1

(1− xk)(1− xkt)t
′−1(1− (xty2)k)1−t′ .



�� �� ������	
�� �	� 
� ���
��
�	�	
� �� 
	��
��

�

���������� ���� �z = −1, y = 1 ���	 
� �
������ ����� ��������� 	
�����
 
	�

������
 �

����
∑
λ∈DD

δλ x
|λ|/2 =

∏
k≥1

(1− xk).

�� ���� ��������� ��� ��� ��������� �� DD �� �� δλ� ���� �	� ������
��� � �� ��

���������� ���� �z = −1� y =
√−1 ���	 
� �
������ ����� �� � �

����
∑
λ∈DD

δλ x
|λ|/2(−1)#Ht(λ)/2 =

∏
k≥1

(1− xk)
∏

k ������ ≥1

(
1− xkt

1 + xkt

)t′−1

.

	
���
�������� !� �"��� z = −1 �� y =
√−1 ���	 
� �
������ ���� ���	

�#�����	 $∑
λ∈DD

δλ x
|λ|/2(−1)#Ht(λ)/2 =

∏
k≥1

(1− xk)(1− xkt)t
′−1(1− (−1)kxkt)1−t′

=

∏
k≥1

(1− xk)(1− xkt)t
′−1

∏
k ����≥2

(1− xkt)t
′−1

∏
k ������≥1

(1 + xkt)t
′−1

=
∏
k≥1

(1− xk)
∏

k ������≥1

(
1− xkt

1 + xkt

)t′−1

.

�
���������� ���% �y = 1 ���	 
� �
������ ����� ��������� 	
�����
 
	� ������
 �

��&�
∑
λ∈DD

δλ x
|λ|/2 ∏

h∈Ht(λ)

(
1− t(2z + 2)

εh h

)
=

∏
k≥1

(1− xk)(1− xkt)(z+1)(2zt+2t−3).

���������� ���� �y = 1 �� '�������	�� ��	 '��('����	 �� z +1 ���	 
� �
��)
���� ����� �� � �

��*�
∑
λ∈DD

δλ x
|λ|/2 ∑

h∈Ht(λ)

h∈Δ

1

h
=

−1

2t

∏
k≥1

(1− xk)
∑
m≥1

xtm

m(1− xtm)
,

�� ��
	 ����
���	 �

 Δ 
	� ��
�	
���
 �
	 ����


�	 �
	 ��

��
	 ���������
	 �
 λ�

���������� ���� �2z + 2 = −b/y� y → 0 ���	 
� �
������ ����� �� � �

�� �
∑
λ∈DD

δλ x
|λ|/2 ∏

h∈Ht(λ)

bt

h εh
= exp(−tb2xt/2)

∏
k≥1

(1− xk)(1− xkt)t
′−1.

	
���
�������� !� �"��� 2z + 2 = −b/y� �� y → 0 ���	 
� �
������ ���� 
�
���#�� +��'
� ������� �"�'������ 
� ���#�� +��'
� �� �� ��

,��	 
� ���#�� ������ 
� �����
∏
k≥1

(1−xk)(1−xkt)t
′−1 �-�	� ��	 ������� .
 ��	��

� �"������
∏
k≥1

(
1− (xty2)k

)2tz2+4zt−3z+3t′
� /���� y → 0� �� � $

lim
y→0

∏
k≥1

(
1− (xty2)k

)3t′
= 1.



�� ��� ����	
���

���� �	��� � �
 ���������
��� �� ��

������ ��

�� ��������� 	
��
 ���� ������� ������ �∏
k≥1

(
1− (xty2)k

)2tz2+4zt−3z
= exp

(
−(2tz2 + 4zt− 3z)

∑
k≥1

(xty2)k

k(1− (xty2))k

)

= exp

(
−tb2

2

(
xt +O(y2)

))
−→
y→0

exp

(
−tb2xt

2

)
,

�� O(y2)
 ������� ��� ��������� �� ������
 ��� �� ����� ��� ���� ���� 0 ����� y → 0

�� �� ���������� ��������� �

���������� ��� 	t = 1 ���� �� !��������� ������

	""�
∑
λ∈DD

x|λ|/2 ∏
h∈H(λ)

b

h
= exp(b2x/2).

	
���
�������� �� #$��� t = 1 ���� �� !��������� ����
 ���� ������� �����%
���� ���

	"&� δλ
∏

h∈H(λ)

εh = (−1)|λ|/2.

�� �������� �������� ����� �� �������� x ��� −x� �
���������� ���'� ���������	�
 ��	 ���
���
�	 �� b2nxtn ��
	 �� ���������� �����

���� ���� �
���� ��	���� n� �
 � �

	&��
∑

λ∈DD, |λ|=2tn

#Ht(λ)=2n

δλ
∏

h∈Ht(λ)

1

h εh
=

(−1)n

n!tn2n
.

�� ��������� ���� �� ����� ���� ����� ���$������ �� �� ������� �������� � λ ∈
DD, |λ| = 2tn �� �� t%���� �� λ ��� ����� (���� t = 1
 �� �������� �� )������
�*���������� ��� �������� 	�
� +�,�� - 	"&��

���������� ���.� ���������	�
 ��	 ���
���
�	 �� b2nxtn+m ��
	 �� ������
����� ����� ���� ���	 �
����	 ��	����	 n �� m� �
 � �

	&��
∑

λ∈DD, |λ|=2tn+m

#Ht(λ)=2n

δλ
∏

h∈Ht(λ)

1

h εh
=

(−1)nct(m)

n!tn2n
,

�� ct(m) �	� �� 
����� �� DD t�����	 �� ����	 m�

�� ��������� ��� �� ����� ���� ����� ��������� � λ ∈ DD, |λ| = 2tn �� �� �����
�� t%���� �� λ ��� m�

���������� ���"� ���������	�
 ��	 ���
���
�	 �� xtny2n(z + 1)2n−1 ��
	 ��
����� �� ���� ���� ���� �
���� ��	���� ������ t� �!�"����� 	��#�
�� �	� #���$�� �

	&/�
∑

λ∈DD,|λ|=2tn

#Ht(λ)=2n

δλ
∏

h∈Ht(λ)

1

h εh

∑
h∈Ht(λ)

h εh =
3(−1)n

(n− 1)!tn2n
.



�� �� ������	
�� �	� 
� ���
��
�	�	
� �� 
	��
��

�

����� �����	� �
� �� ���	�
�� ���� 	�
 ���������
 � ����
 ��
������
 ����	��
 �� 	�
�����	� ��
 �������
 �������
 ����� ����		���� ������ ����� t = 1� 	� ����		���� �� !

� ������ � ∑

λ∈DD,|λ|=2n

δλ
∏

h∈H(λ)

1

h εh

∑
h∈H(λ)

h εh =
3(−1)n

(n− 1)!2n
,

�� ��� �
� �� ���� ����"�	��� � 	� �����	� 
#��	������� ��
 �������
 � $� �� �����%

����� ��� 
�&�� � �!'�� �� �
∑

h∈H(λ)

h εh = 3n ���� �����
 	�
 ���������
 λ ∈ DD �"��

|λ| = 2n�

���� ��� �	
�� �
�
������
��� �	 ��
����� ���� (��
 ���"��
 ��

� ���%
	�
�� 	� )*���+�� $�,� �� 	� �������
����� �� -���	�.��� ���� ����"�� ��� 
���%

��	�
����� �� 	� �����	� �� �#�� (�/��
�"%0/���/�" ���� C̃ ���
 	� ��
 �1 t �
�
�����

�������� �� '	 ���� t = 2t′ �� ������ 	�
���� 	���
 �� ������		����� 
������

�
� ������� 	��� ���
 ������
 ���	����
 y �� z �

�'$�
∑
λ∈DD

δλ x
|λ|/2 ∏

h∈Ht(λ)

(
y − yzt

h εh

)

=
∏
i≥1

(1− xi)(1− xit)t
′−1

1− xit′

(
(1− y2ixit)zt

′−1+t′

1− yixit′

)z−1

.


�����
��
���	 -� ����"� �
� 
���	���� � ��		� �� )*���+�� $� � 2��� λ ���
��������� � ����
 ��
������
 ����	��
� (��
 ���	�
��
 	� �������
����� �� -���	�.���
���� ����
������ 	3�4���

���

�'�� δλ x
|λ|/2 ∏

h∈Ht(λ)

(
y − yzt

h εh

)
.

5�4��
 Ω(λ) = (λ̃, λ0, λ1, . . . , λt−1)� 63���+
 	� -���� ��� ���� �� � δλ = δλ̃δλ0δλt′ �
2��� Bi 	� ��	��%��
���	� ��
 	��
����
 �3�������
 �� Ht(λ) ���"����� ��
 ��
�


�� λ ��� 
��� ������������� �

�����
 � ��� ��
� �� λi� ���� 0 ≤ i ≤ t− 1� 63���+

	� ��������� ����� �� 	� �������
����� �� -���	�.��� �� �3���+
 	� -���� ��� ���� ��
����� ���	���� ���� i = t′� �� � 7

�'��
∏
h∈B0

(
y − yzt

εh h

)
=

∏
h∈H(λ0)

(
y − yz

εh h

)
,

��

�'8�
∏
h∈Bt′

(
y − yzt

εh h

)
=

∏
h∈H(λt′ )

(
y − yz

εh h

)
.

2��� v = (j, k) ��� ��
� �� λi� �"�� 1 ≤ i ≤ t′ − 1� (����
 v∗ = (k, j) 	� ��
�
�� λ2t′+1−i = λi∗ �� �����
 V �� V ∗ 	�
 ��
�
 �� λ ��� 
��� ������������� �

�����

��
�����"����� � v �� � v∗� 9�� 	� -���� ��� ������ ��� ��
 ���4 ��
�
 ����� V �� V ∗



�� ��� ����	
���

���� �	��� � �
 ���������
��� �� ��

������ ��

��� ����������� �� 	���
�� 	� �
 	�
�
�
�� �������
�� 	� λ� �� ��
���� ��� �����������

� 	����� 	� ����� ���� 	�
�
�
��� �� 
 	
�� �(

y − yzt

εhV
hV

)(
y − yzt

εhV ∗ hV ∗

)
= y2 −

(
yzt

hV

)2

= y2 −
(
yz

hv

)2

,


� �
 	������� ��
���� ��
����� 	� �
�� ��� hV = thv 	�
���� �
 ��
������ ����� 	� �

	��
��
����
� 	� �������

	�

�� ��������� ����� 	������� ��
���� �
�� �
���� ��� �
��� V 	� Bi �
�� 
 ����� �

�!"�
∏

h∈Bi∪Bt−i

(
y − yzt

εh h

)
=

∏
h∈H(λi)

(
y2 −

(yz
h

)2
)
.

�� ������� 
�
�� �
 ��
������ ���� 	� �
 	��
��
����
� 	� �������

	 
���� ��� �!#��
�!$� �� �!"� �
�� �
����� ��� �

�!%� δλ x
|λ|/2 ∏

h∈Ht(λ)

(
y − yzt

h εh

)
= δλ̃x

|λ̃|/2 × δλ0xt|λ0|/2 ∏
h∈H(λ0)

(
y − yz

εh h

)

×
t′−1∏
i=1

⎛⎝xt|λi| ∏
h∈H(λi)

(
y2 −

(yz
h

)2
)⎞⎠× δλt′xtλt′/2

∏
h∈H(λt′ )

(
y − yz

εh h

)
.

�� �
�� �
��&� 	� �!'� ��� 
 ���� �� �
��
�� ����
���� �����	���� ��� �
���� ���
�
�����
�� ( �
��� 	��������� 	
� ����� )
��� �
 	��
��
����
� 	� �������

	 ���
 �*������� 
� ���� 
�
�� �������� �� �+�� 	�
�� �
��� �� ��
	��� 	� ��
��� �������

�� ������� ��� �

�!!�
∑

λ̃∈DD(t)

δλ̃x
|λ̃|/2 =

∏
i≥1

(1− xi)(1− xit)t
′−1

1− xit′ ,

	�
���� �� ����� ,�$� �� ���
�	 ��� �

�-..�
∑

λ0∈DD

δλ0xt|λ0|/2 ∏
h∈H(λ0)

(
y − yz

εh h

)
=

∏
i≥1

(1− y2ixit)(z
2−3z+2)/2,

	�
���� �� /&�
���� '�- 
������� 
��� 2t+2 �����
�� �
� z �� x �����
�� �
� xty2�
�� ��
������ ��� �

�-.-�

⎛⎝∑
λ∈P

xt|λ| ∏
h∈H(λ)

(
y2 −

(yz
h

)2
)⎞⎠t′−1

=
∏
i≥1

(1− y2ixit)(z
2−1)(t′−1),

	�
���� �
 �
����� 	� 0�1�
�
�2�1
��1
� 
�������� 
��� x �����
�� �
� xty2�
3�4� �� ��
������ �� 	������ ����� ��� �

�-.5�
∑

λt′∈SC
δλt′xtλt′/2

∏
h∈H(λt′ )

(
y − yz

εh h

)
=

∏
i≥1

(
(1− y2ixit)z/2+1

1− yixit′

)z−1

,

	�
���� �� /&�
���� '�5, 
������� 
��� x �����
�� �
� xty2 �� z �����
�� �
� z/2�
6� ����
������� 	�� ������ �����
���� �
����� �
 ������� �



�� �� �������	�� 
�� �� 
��	��	����	� 
� �������		


�� ���������� ��� 	
����		��
�� �� �������	
���
��� ������ �� �������� ������
���� �� 	
� ��� ��� ��� ���	��
� ���� �� ��
 �� �����
� ���� 	� �������� ���� ��
� 
	 ��
��� 	� ��� ����
 	� �� ����
�	
��� t� y �� z �� ���
��� ! ��������� 	� �������� "�#��
$��������� �� ������� z = 0 �� y = 1� ��  
�� �� ������� z = 1� �� �������� 	�
%���� ��& '���� 	� ��� z = 1� 
	 �
��� ��� ��
����� �(�� �
 ��� �
)�
	�� �� ���
*��
��� 	� ����� ! ������ ����� �	��� ��
������� ��� 	�� t������ ! ����� �
��
�����
��� 	���+�

�� ����� ��
������� ���	���� ������������ �� �� ���������

���������� ��#, 'z = −b/y � y → 0 ���� 	� �������� ���-+� �� � �

'�,"+
∑
λ∈DD

δλ x
|λ|/2 ∏

h∈Ht(λ)

bt

h εh
= exp(−bxt′ − tb2xt/2)

∏
i≥1

(1− xi)(1− xit)t
′−1

1− xit′ .

	
���
�������� .� */��� z = −b/y� �� y → 0 ���� 	� �������� ���-� 	�
��� �� ������ ���
��� �/�������� 	� ��� �� ������ �� '�,"+�

0��� 	� �1�� ���
�� 	� �����
∏
i≥1

(1− xi)(1− xit)t
′−1

1− xit′ �
��� ��� ���
*�� .� ��
	
����

'",+� ���� ������� ���
�� 2(
(1− y2ixit)zt

′−1+t′

1− yixit′

)z−1

= exp

(
−(z − 1)(zt′ − 1 + t′)

∑
k≥1

(xty2)k

k(1− (xty2))k

)

× exp

(
(z − 1)

∑
k≥1

(xt′y)k

k(1− (xt′y))k

)

= exp

(
−tb2

2
xt − bxt′ +O(y)

)
−→
y→0

exp

(
−tb2xt

2
− bxt′

)
,

�� O(y)� �����	
 ��
 
������

 �� ��
���� �
� �
 ����� ��� ��
� ���
 0 ���
� y → 0�
�� �� ���������� 
��

���� �

��
��������
� �� ��
 �� t �
� �
 �
���� ������� ��
��� ���������� ��
 �������
�

��

 �� ������� �������
�� ���� ����
�� �
� ������� ������� ��
 �������
 
� 
�����
��
 ��
��  ��
 ������
 ���
����
� !
 �����
� ����
��
� �� ��
����� 
����
��

���������� "�#$ ��������� ��
 �������
�
 �� bnxtn/2 ��

 �� ���������� "�#%��
�� � �

�$%"�
∑

λ∈DD,|λ|=tn

#Ht(λ)=n

δλ
∏

h∈Ht(λ)

t

h εh
= [xt′n] exp(−xt′ − txt/2).

�� ����	
��	
�� ����� �� ��
 t = 2� �� ���	
�� �

�$%&�
∑

λ∈DD,|λ|=2n

#H2(λ)=n

δλ
∏

h∈H2(λ)

2

h εh
= [xn] exp(−x− x2) :=

cn
n!
,



�� ��� ����	
���

���� �	��� � �
 ���������
��� �� ��

������ ��

�� cn ��� �� �����	 
��
 � Hn(−1/2)� �� Hn(x) ��� 
� n���� ��
����� �� ��	����� ��

cn ��������� 
� 	�
����� �� 	
��		���� �������� ���	 n ≥ 2 �

����� cn = −cn−1 − 2(n− 1)cn−2.

�� �	
��
 ��
�
	����
 �	 

���	
 ��	 �
	��	 ��
	�
	 ����
	 ���	�
��	� �	 ����
��
���
�
�	� ��	���	�
� cn � ��

�
 �	 ��	��
	����� 	� 
	
�	� �	 ����	 ��
 �	� ��

�
���� �
��

� ���
���
	� ������	��

���� ���� ��	�
��
���
�	� �� ����
��� ����� �� �
������
 �	� �
��
��
�� �	
�� ���������
��� �	  �

�	!��� �	� ��

�
���� ��
�"��������	� ��	� ���� �� �	�
���
�
����	�
	# ���� ������� �
���	
 �	�� ����
�����
���� �� $%��
&�	 '�() ��	� �	��
��
��&

	� �������	�
��
	� y 	
 t * �+ y 	�
 �� ����
	 �����	�	 ,�	����,�	 	
 t
	�
 �� 	�
�	
 ���
 ���� �	 �
	��	
 ���# 	
 �����
 ���� �	 �	�����

�������� )�((	 ���� t = 2t′ �� �����	 ���	� ���	 ���� 
�� ����	�� ����
����

y �� z� 
� �
��
�������� ������� ��� ��
��
� �

���-�
∑
λ∈SC

δλ x
|λ| ∏

h∈Ht(λ)

(
y − yzt

h εh

)

=
∏
i≥1

1− xi

1− x2i

(
1− x2it

)t′
(1− y2ix2it)(z

2−1)t′ .


�����
��
���	 . ����	��# �� �
	��	 	�
 �������
	 � �	��	 �� $%��
&�	 )��#
���� 	�
 ��� ���� �����	� /��
 λ ��	 ��

�
��� ��
�"��������		� 0� ����	��	 ��



���1�
�	
 ��	��
	����� 2

���3� δλ x
|λ| ∏

h∈Ht(λ)

(
y − yzt

h εh

)
.

4����� Ω(λ) = (λ̃, λ0, λ1, . . . , λt−1)� 5���
&� �	  	��	 )�- ���# �� � δλ = δλ̃�
/��
 Bi �	 ���
�"	��	���	 �	� �����	�
� ���,�	

	� �	 Ht(λ) �
��	���
 �	� ���	�

�	 λ ,�� ���
 ������,�	�	�
 �������	� � ��	 ���	 �	 λi# ���
 0 ≤ i ≤ t− 1�
6�
 �	  	��	 )�- �����# 	
 �
7�	 �� �8�	 
������	�	�
 ,�	 ���� �� �
	��	 ��

$%��
&�	 )��# �� ��
�	�
 ���
 
��
 i 
	� ,�	 0 ≤ i ≤ t′ − 1 2

���9�
∏

h∈Bi∪Bt−i−1

(
y − yzt

εh h

)
=

∏
h∈H(λi)

(
y2 −

(yz
h

)2
)
.

0� �
����	 ���
� �� �
��
��
� ���� �	 �� ���������
��� �	  �

�	!��� ����� ,�	
���9� ���
 ���

	
 ,�	 2

����� δλ x
|λ| ∏

h∈Ht(λ)

(
y − yzt

h εh

)
= δλ̃x

|λ̃| ×
t′−1∏
i=0

⎛⎝x2t|λi| ∏
h∈H(λi)

(
y2 −

(yz
h

)2
)⎞⎠ .
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� ����%	 �	 ���-� 	�
 ��
	�� 	� ������
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� �
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	 ��
 
��
	�
�	� ��

�
���� ��
�"��������	�� :���	 �� ���������
��� �	  �

�	!��� 	�
 ���	�
��	#
�� �	�
 ���
� 
���
�
	 �	 �;
� �
��
 ����	 �� �
����
 �	 �	�� 
	
�	��



�� �� ������	
�� �	� 
� ���
��
�	�	
� �� 
	��
��

�

�� ������� ��� 	


����
∑

λ̃∈SC(t)

δλ̃x
|λ̃| =

∏
i≥1

1− xi

1− x2i

(
1− x2it

)t′
,


������ �� ����� ���� �� �����
 ��� 	


����

⎛⎝∑
λ∈P

x2t|λ| ∏
h∈H(λ)

(
y2 −

(yz
h

)2
)⎞⎠t′

=
∏
i≥1

(1− y2ix2it)(z
2−1)t′ ,


������ �� ������� 
� ����������������� ����� �!� ���� x �������! ��� x2ty2" ��
 �� ������� ����� �������

�

#���� ����  ��  ���
 �� ���� y = 0" ���� ���������� �� ����� ���" ���� �� ��
���$�� ��� ���! 
� ��������� �� %&!����� '����

���������� ���' 
z = −b/y" y → 0 
��� �� %&!����� ������ �� � �


��'�
∑
λ∈SC

δλ x
|λ| ∏

h∈Ht(λ)

bt

h εh
= exp(−b2t′x2t)

∏
i≥1

1− xi

1− x2i

(
1− x2it

)t′
.

	
���
�������� (� )*��� z = −b/y �� �� ������� ���
�� y ���� 0 
��� ��
%&!����� ����" �� �+�! ,���&� 
� 
�-.� 
������ �*�������� ����� 
� 
��'��

/��� �� ���! 
����" �� �����
1− xi

1− x2i

(
1− x2it

)t′
����� ��� ��
�)!� 0� ����� 
��� 1

�*������ ������� ������ (� ��������� 
�.�"  ���
 y → 0" �� ���� !����� 	∏
i≥1

(1− y2ix2it)(z
2−1)t′ = exp

(
−((z2 − 1)t′)

∑
k≥1

y2kx2kt

k(1− (y2kx2kt)k)

)
= exp

(−t′b2x2t +O(y2)
)

−→
y→0

exp
(−t′b2x2t

)
,

�2 O(y2) ��� �� �����  �� ���
 ���� 0  ���
 y → 0� �

���������� ���� 
�������� ��� ���3������ 
� b2nx2tn 
��� �� 4��������� ���'��
�� � �


����
∑

λ∈SC,|λ|=2tn

#Ht(λ)=2n

∏
h∈Ht(λ)

1

h
=

1

n!2ntn
.

�� ���
����� ��� �� ����� ���� ����� 5��� !����� ���� �� ����� �������� 	 λ ∈ SC"
|λ| = 2tn �� �� t����� 
� λ ��� ��
��

	
���
�������� (*������ �� ���3����� 
� b2nx2tn 
� �&���� 
�� �+�!� 
� 4��
�������� ���' 
���� 
���������� ��!,����! �������� 	


��6�
∑

λ∈SC,|λ|=2tn

#Ht(λ)=2n

δλ
∏

h∈Ht(λ)

t

h εh
=

(−1)nt′n

n!
.



�� ��� ����	
���

���� �	��� � �
 ���������
��� �� ��

������ ��

��������� 	
�� ��

� λ ��� �
�������
�
��� ����
�� �� ��� ����
�
�� ���	
�����
����������� ��� �
������ ��

� �� ��

� �� ��
��� ��� ����
�
�� ���	
����� �����
������� ��� ����� � |λ| = 2n� ���� ��� ���� ������ �� �����	
����� 
� ��������
���
������ �
� ��� ������� ��
� ��� 	
��� � � 
� ��
��� ���� �� ����
�
� ���	
����� �����
�������� �� ���� δλ = 1�

��

� t ��� ����� �
�
�� ��� ����
�
�� ���	
����� ����������� �� λ ����� 
�


������ ������ �� t� ������ �� 
�� ���� (i, j) � ��
� ����
�
� ���	
���� 
� 

������
������ �� t� �� ���� (j, i) ��� ��������� �� �� ���� (i, j) �� � �
��� ��
� ����
�
� ���	
����


� 

������ ������ �� t� ������ �� � ε(i,j)ε(j,i) = −1� ����
∏

h∈Ht(λ)

εh = (−1)n� �� ��

���������� �����
��� �
���������� �� ! "��
����� ��� ���#������ �� b2nx2tn+m ���� ����
� ��� �$���

�
 ���������� �� %&� �� � �

"''(&
∑

λ∈SC,|λ|=2tn+m

#Ht(λ)=2n

∏
h∈Ht(λ)

1

h
=

sct(m)

n!2ntn
,

�� sct(m) ��	 
� ����
� �� t���
�� ��	����������� �� ����� m�

)� ����������� 
��������� � 
�� �������������� ��
� t �
���� �
 *����+
� %� ��

	
����
� �� (� ���	 t = 2t′+1 �� ��	��
 �����
� ���
 	��� ����
�� ����
����

y �	 z� 
� ����
�������	 ������	 ��	 ��
��
� �

"'',&
∑
λ∈SC

δλ x
|λ| ∏

h∈Ht(λ)

(
y − yzt

h εh

)

=
∏
i≥1

1− xi

1− x2i

(
1− x2it

)t′ 1− x2it

1− xit

(1− y2ix2it)(tz
2+z−t−1)/2

(1− yixit)z−1
.

��
����������� ��

� ���� ��� ��
- ��� ����������� �� ���
.� ��� ��
������
� ����� �
 *����+
� ��'� /��� λ 
�� ��������� �
�������
�
���� )� ��

���� ���
�����0��
�� ���-�������� 1

"''2& δλ x
|λ| ∏

h∈Ht(λ)

(
y − yzt

h εh

)
.

3�-��� Ω(λ) = (λ̃, λ0, λ1, . . . , λt−1)� 4����+� �� 5�

� ��, "�&� �� � δλ = δλ̃δλ0 �
/��� Bi �� 

��������
��� ��� ����
�
�� ���	
����� �� Ht(λ) ���.����� ��� �����

�� λ 	
� ���� ������	
�
��� ��������� � 
�� ���� �� λi� ��
� 0 ≤ i ≤ t− 1�
��������� 	
� λt′ ��� �
�������
�
��� 6�� �� 5�

� ��, "��& �� �� ��������� "���&

�� �� ����
�������� �� 5�����7���� �� 
����� 	
� 1

"''8&
∏
h∈Bt′

(
y − yzt

εh h

)
=

∏
h∈H(λt′ )

(
y − yz

εh h

)
.

6�� �� 5�

� ��, "���&� �� ��9�� �
 
:
� ��������
��� 	
� ���� �� ���
.� �

*����+
� ��'� �� ������� ��
� ��
� i ��� 	
� 0 ≤ i ≤ t′ − 1 1

"' ;&
∏

h∈Bi∪Bt−i−1

(
y − yzt

εh h

)
=

∏
h∈H(λi)

(
y2 −

(yz
h

)2
)
.



�� �� ������	
�� �	� 
� ���
��
�	�	
� �� 
	��
��

�

�� ������� 	�
�� �	 ��
���
�
 ���� �� �	 �
�
��
����
� �� �������

� 	���� ���
����� �� ����� �
�� �
����� ��� �

����� δλ x
|λ| ∏

h∈Ht(λ)

(
y − yzt

h εh

)
= δλ̃x

|λ̃| ×
t′−1∏
i=0

⎛⎝x2t|λi| ∏
h∈H(λi)

(
y2 −

(yz
h

)2
)⎞⎠

×
∑

λt′∈SC
δλt′xt|λt′ | ∏

h∈H(λt′ )

(
y − yz

εh h

)
.

�� �
�
 �	���� �� ����� ��� 
����� �� �
��	�� ��
�	���
 ��
�
����� ��� �
����
��� �	�����
�� 	��
 �
�!���
��" #
��� �	 �
�
��
����
� �� �������

� ��� ��!����$�%

� ���� 	�
�� �

����� �� �&�
 ��
�� �
��� �� ��
���� �� ��
�� ������"

�� ������� ��� �

�����
∑

λ̃∈SC(t)

δλ̃x
|λ̃| =

∏
i≥1

1− xi

1− x2i

(
1− x2it

)t′ 1− x2it

1− xit
,

��	��'� �� ����� (")" �� ���
�� ��� �
��
 �	� ����� ��	��'� �	 *
����� �� +�,�	�
$ 
�,
��,
$ 	������
� 	$�� x �����	�
 �	� x2ty2" �� ��
���'�� ���

���-�
∑

λt′∈SC
δλt′xt|λt′ | ∏

h∈H(λt′ )

(
y − yz

εh h

)
=

∏
i≥1

(
(1− y2ixit)z/2+1

1− yixit′

)z−1

,

��	��'� �� .�

�'�� -"�( 	������
 	$�� x �����	�
 �	� xty2 �� z �����	�
 �	�
z/2" �

/ �
�$�	�% ��	�� y = 0% 
� ����
�$� �� ����� (")" 0� 
����% ��	�� t = y = 1
�� ��� ��
� �����	�� z �	� 2z% �
�� ����
�$
�� �� .�

�'�� -"�(% �� ��� �
������ ��
�
� �� �
�
�	���	��
� �
��
 	� .�

�'�� ("�1"

���������� ("�� �z = −b/y % y → 0 �	�� �� .�

�'�� ("�1�� �� � �

���(�∑
λ∈SC

δλ x
|λ| ∏

h∈Ht(λ)

bt

h εh
= exp(−bxt − tb2x2t/2)

∏
i≥1

1− xi

1− x2i

(
1− x2it

)t′ 1− x2it

1− xit
.

	
���
�������� 0� 23	�� z = −b/y% �� y → 0 �	�� �� .�

�'�� ("�1% ��
������ �	���� ��$���� �3	������� �� ������ �	���� �� ���(�"
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���� �	��� � �
 ���������
��� �� ��

������ ��

���� �� ��	
 ��
�	� �� 	����
∏
i≥1

1− xi

1− x2i

(
1− x2it

)t′ 1− x2it

1− xit
����	 ��� �
���
� ��

�	������	 ����� �
�� �
��
�� 
����� �

(1− y2ix2it)(tz
2+z−t−1)/2

(1− yixit)z−1
= exp

(
−(tz2 + z − t− 1)/2

∑
k≥1

(xty2)k

k(1− (xty2))k

)

× exp

(
(z − 1)

∑
k≥1

(xt′y)k

k(1− (xt′y))k

)

= exp

(
−tb2

2
xt − bxt′ +O(y)

)
−→
y→0

exp

(
−tb2xt

2
− bxt′

)
,


� O(y)� ������� ��� �
	�	�
�� �� ������� ��	 �� 	����  �� 	��� ���� 0  ���� y → 0�
�	 �� �
�
������ �������	� �

���������� !�"# �t = 1 �	 b = 1 ���� �� $
�
������ !�"%�� �� � �

�&"'�
∑
λ∈SC

δλ x
|λ| ∏

h∈H(λ)

1

h εh
= exp(−x− x2/2).

(
	
��  ������ �
�� �� �
��
�� ��� ��������� �� ��)�� �
��� ���� �� ������ ��
$
�
������ !�"!� ��
 ��	�
� �&"'� ���	 *	�� �
����
� + �� 	��� �
���� ,
��	�
� )
�
-
��	���� ������	� ����� ���	 ��� ���	�	�
�� ��
�� ��� �.����� /��� 0 ��	�
� �&�&�1��
 �� ���	 *	�� ��
��
� �� �	������	 ����)
��	2�� �� 3
4���
�-5�2���	��-6��	2 �

�&"7�
∑
λ∈P

x|λ| ∏
h∈H(λ)

1

h
= exp(x+ x2/2).

���������� !�"8 �$
������ ��� �
�9����	� �� bnxtn ���� �� $
�
������ !�"%��
�� � �

�&"%�
∑

λ∈SC,|λ|=tn

#Ht(λ)=n

δλ
∏

h∈Ht(λ)

1

hεh
= [xtn] exp(xt − tx2t/2).

�� �� ��	
 t = 1� �� ��
�
�
 �

�&"#�
∑

λ∈SC,|λ|=n

δλ
∏

h∈H(λ)

1

h εh
= [xn] exp(−x− x2/2) :=

an
n!

.
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	 ��
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	 (an)n∈N 	��
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�	���
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��� �
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��


	�����

 ���� n ≥ 2 �

�&"8� an = −an−1 − nan−2.
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�� + ���	� ���	���	�� �
�4�
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 W �� ������ �� ����
��� �� ������
 w ∈ W ��
 ��
 ���������� �	��
�����

���� ���� � ������ ��� �� ���� �� ���
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�
�� w ���
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� ������ ��
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�� /�� ������
� ���������
 #����
�
�.� �����������

��
���������
 ���� �� #��
��
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� ���� �����
� ��������
/�  �
 ����#���� �� '�( �
��
 ���
� ��� ��� #����
���� ��#�������� �
 ��4���
�� ����
����� ������
 #-#��������
 ���������
 #����
�
�. w ∈ W ���
 �	���������
�) #���

5 ���� 6���,� �(wk) = k�(w) ���� 
��
 ��
��� ����
�. k� ��#� ��
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�� �#�	������ ���� R(w) ��
� '�	� �����
� ��
������	�� �
���� �
�	� �� ��
�������� �
� ��� 	�������� �� 
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���	� w �������	� w = s1s2s1 ����� ���
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��� ��� ��� !	 � �
��� L(Hs1s2s1) = {s1s2s1} ��	��� "��
R(w) = {s1s2s1, s2s1s2}�
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�� ���
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����������	� i1 � u � im ��	� 
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�� �� ������ i ≺c j ���� H ��

� �
�
sai = saj  

���� �����	
� �
����	���
� �
� 
����
�
��� 
� ����
��� �
�����
�
��

��
��
�
�� ������������ ,�	� �� ��������$�� 	��� -��	� (W,S) �	 ����.�� ��
������� "��
��	"��� ,��������� 	��� �

�	� 	��� ��	��	���� ��� 
�� �
���	�� ����
/��	�� 	��� �

�	� ����� �����	 �� ��-	�� �	� 	����

� ��������	 ��� 
�� ����
��
��	��� "�� 	��� ���	� ����
�� 
� �
!�
�� ��
	���	�
�� 0	�����

���	� ���
�	�� 

����
�����1���	�� ��� �
�1����� ��� ��
����	� �	��� 
�� ���	�� �������� �� ��	����� �
�	
����
���	�� ����� ��
� � �� 2��� ���� ��	� ��	� �	 ��	����� �
�� ��	���
 �
���
��	����	�� �
$�����
�	� *��+� &��	���	�� 	���� ������$� �	 ������ �� �
3���� ���

�	���"�� �
��������� ����� ���� 	���� ��� �	��������� ��� 	��� �	����	� ����


�	����
� ��� ����
���� ���
�"��� �
�	 ��� ������ ��	� �	 �	�"�� ����������


��������� )�4	 5��� H := Hw 

����
���	� �
�	 ��� �	�	 	�����������	�
������ w = sa1 . . . sa� � '� �
!�
�� ��
	���	�
� Hc �� H ��� 

���"������ i �→ sai ��
�	� ��
����	 ≺c ��� 
�� �	����� {1, . . . , �}� �������� ��� ��
����	� �� ���������� ��
�$�%	� ≺c �� H� ��	�� "�� ��� 	����

�� ��
����	� ��-	��� ����� �����

�� ���� �$�"�� ��	������� s� ��	������	� 
� ���	� ��	���
 a �� 
� ���	� ������

b �� 
� �$�%	� Hs ����� 

����� ������
 ≺ � 5� a ��� ��	���
 ��	� 
� ����� H� ��
b ��� ������
 ��	� H� �� �� a 	= b� �
��� �	 �1���� �	� 	����

� ��
����	 b ≺c a�

��� ���� �$�"�� ����
� (s, t) �� ��	�������� ��
� "�� mst ≥ 3 ��	 �������
���� s
�� t ��	� �����	��� � ��	������	� 
� ���	� ��	���
 a �� 
� ���	� ������
 b ��

� �$�%	� H{s,t} ����� 

����� ������
 ≺ � 5� ��� ���� ���	�� �	� ��� ���"������
��6���	��� �

�	 ��� ���"���� s �� 

����� ��� ���"���� t � �
��� �	 �1���� �	�
	����

� ��
����	 b ≺c a�


������ )�)	 ���� 
� ��������� �� ������� 
�	����� ����
���	� 
��� ���� 7
��	��������� ��	������	� 
� ��� w = s2s1s0s6s5s3s2s4s5s3s6� '
����
���	� Hw �� ��
�
3���� ��
�	���"�� Hc

w ��	� �������	��� ��	� 
� ������ 8�8�

�������� )�9	 '� �
3���� ��
�	���"�� Hc 	� ����� ��	 ��	���
 ��� �	 ������
�2�� �� 	��� ���	��	� 
� ��
����	 ≺c ��� ���	��������� :	 �6��� ��	� �� ���� ���
���	�� �� Hc ��������	� 2��� �	 ��
����	 ���� �����2����

'� ��-	����	 �����	�� ���	� 	�����

���	� 
� ��-	����	 ��� �������$����� ��
������ ��� �
3����� ��
�	���"����



�� �������	 
�
��
������ ���������� 
���������	 �� ����������	 ��

s0s1s2s3s4s5s6

Hc
w =Hw =

j

i

������ ���� �� ���������� �� 	
 ����
�� ���������
�� ��	 
����	
��������	 �� ���������	 �����	������� 

� ��
�����	 ���
����	 �
� ��
	

���	 
��
���	 �
�	 �
 ��������� �� Hc

w� ��������
���� �����
� �
�
��
�
� ����� i �� �
	 �� ��
�
� ����� j �� �

� �����	 �
� 
�� 
����
	
��	���� j ≺c i�

	
����
��� �� � !����� Hc
1 �� Hc

2 ��
� ����
��	 ���������
�	� "�	 ��
� ����
��	
���������
�	 	��� ���������� 	��� ���	�� 
�� ��������� f : Hc

1 �→ Hc
2 �
� ���	����

������
��
#� �� �
 ���
���� ≺c$ ���	�%&%���� �
� 	� �� ���� ai '��	����������� bi( �����%
�
��
#� �
 ����� i �
�	 Hc

1 '��	����������� Hc
2($ 
���	 ai = bf(i) ) �� �
� 	� i �� j

	��� ��
� �����	 �� Hc
1$ 
���	 i ≺c j ⇔ f(i) ≺c f(j)�

����� ��*� 	���
� H1 �� H2 ��
� ��������
��� 	� �� ������ 

 ������������ ϕ
�� ������ ��������
� ������
����� �
��� H1 �� H2� ����� ϕ ��� �
��� 

 ������������

�
��� Hc
1 �� Hc

2�

	
����
��
���� ���	�������	�� �� ��	��	 ϕ ���	���� ��	 ������	 �� �
���
%
���� �� �����
���� ��
� �����$ 
��	� �
� ������
��
#� �� ��	 ���
����	 �� ��
����
�� ��
��
+��� ,� ������ ���� #�-�� & �
 ��������� ��	 ����
��	 ���������
�	 �
� ϕ ���	����


		� �
 ���
���� ≺c ����� Hc

1 �� Hc
2� �

"���� Hc ���	� �
	 
� ��	��$ �� �� ��
� �
	 ��		���� 	�� ��
#�
��� �� .
		��
/�
�����	$ �� �
��0�� 
�
��#
�$ �� ������ �� ��������� �� Hc ����� ��
�� ��
��
#�
��� �� .
		� �� H$ 

�
�� �� 
��
�� ��	 
����	 ��������	 �����	���
�� ��	
��
�����	 ���
����	 �������	 �
�	 �
 1�������� ��2�

/�
	 
����	 �
�����
�� ������
�� �� ��� �� ����
�� ���������
�� "��	������	
�� 	�	�0�� �� "������ 'W,S( �����	����
�� 

 ��
#�
��� �� "������ ����
��� Γn

������ �
�	 �
 3�#
�� 4�5� �� ��
#�
��� �� Hc ��
� '�� ����( ���� ���	����� �����
��
�� ��
�� 	
� 
� ��������$ �����
������� 

� ��
#�
���	 �� .
		� ��	 ����������	
�� W �
� 	��� ��
�
���	� !
� �� ��������$ ��
�
� ��
+�� Hs ��
� 
� #����
��
� s
��
� ���� �
� ����� ��
�� 
� �������

0 1 n2

m01 m12 mn−1n

n− 1

������ ���� �� ��
#�
��� �� "������ ����
����

!�Hc �	� �
 ����
�� ���������
� ��
� ����������$ 
���	 �
 ������ |Hc| �	� �� �
����
�
�� ����	����� �� 	�	 �����	� 6�
�� ����� 
� 	�
	%��	����� I ⊂ S$ ��
	 �������	 Hc

I

��
� ����	����� ��	 �����	 �� Hc ���� ������
���� �	� �
�	 I� "����
������� & �

��������� �
 ��	�� HI $ ����	����� Hc

I �� �������� �
	 ��	 ���
����	 ≺c ����� ��	
�����	 '�
 �
�	�� �� �	� ������ 
�� ���	 �
� ���� �� ��
� �
	 ������� ����� ���
����
�
� ��
�	�������(�

�
 �����	����� 	
��
��� ���
	��� ��
��
�� �
 ������ �� ����
�� ���������
� �	�
���������� �
�	 ����
�� ��	 �������	 "7"�



�� �� �����	
� �
��������	
 ����	���	
 �����
�
���

����������� ���	 ������ w1 �� w2 ���	 
���� �� 
� 
�� w2 ��� ������
���

� ��

������� ���� � �� ����
��� ���
���� �� 
�� w1� �
��� Hc
w1

�� Hc
w2

����

���
������ �� ���� �� 
� ��������� ����


�������
����	 ���� w3 �	 
�� ��
����	�� � ��


������ ���� � w2 	� �	�
�
	 w3 ���� 
� �������	 ������
	 �	 w1� ��	
���	
	�� Hw3 �	 w3 	�� ���
����	 �
��	
���	
	�� Hw2 �	 w2 ������� ���� �����������  � !� �	 �	

	 ��" ��
� ���
�	
����� �
��� 	#���	 
� ���
������
	 	���	 Hc

w2
	� Hc

w3
����	����� ������
	���	 	� ��

�	������ ≺c� $� ��
� �
%� ���� �	 
����	� �
	 Hc
w1

	� Hc
w3

���� ���
����	� ��
�

����	� �� ������������

&�
� �
������� ��
� ���'��� �
	 w1 	� w3 �	 ��(��	�� �
	 ��
� �������	 ��)
����
	 ��
��	� 	� ��
� �������� w1 = sw 	� w3 = ws� ��	� 
� �������	
� s ∈ S 	� w

�	 	#��	������ &�
� 
������� �
	 �� �	�

������ ����
����	 f := (�, �− 1, . . . 2, 1)�
�* � > 1 	�� �	 ��
'�	 �	 �������	
�� ��
������ �	 
�� w1� 	�� 
� ���
������
	
	���	 Hc

w1
= Hc

sw 	� Hc
w3

= Hc
ws�

�	 +��� �
	 f ���� 
�	 '�,	����� 	�� �

������ -������� �
	 f ����	��	 ������
	)
���	� ���� i 
� 	���	� ��
���� 	���	 1 	� �� ��
� ������ ai ������
	���	 �
 ����� i
���� Hc

w1
	� bi ������
	���	 �
 ����� i ���� Hc

w3
� .� �	
� 
����	� �
	 bf(i) = ai�

.� �������
	 �	
# ���� �� i = 1� ����� ai = s� .� � f(i) = � ��� ��/������ �	 f � 	�
bf(i) = b� = s� �� i 	= 1� �� � f(i) = i − 1� .� Hc

w1
= Hc

sw 	� Hc
w1

= Hc
ws �
����
	

�
	 ���� ��� ai = bi−1� 0��� bf(i) = ai�
-������� 
����	���� �
	 f ����	��	 �� �	������ ≺c� ��	��)�)���	 �
	 �� 1 ≤ i, j ≤ �

���� �	
# ������ �	 Hc
w1

� �� � i ≺c j ⇔ f(i) ≺c f(j)� �� i = j� �� �	������ i ≺c i ��	��
��� ����/�	 ���� Hc

w1
� 	� �� �	������ f(i) ≺c i ��	�� ��� ����/�	 ���� Hc

w3
� ������

��
� 
������� ��
� ���'��� �	 �	�� ���	��� ���	�� 1 ≤ i, j ≤ � �	
# ������ ���������
�	 Hc

w1
�	�� �
	 i ≺c j� �
������� �
	 i = 1� .� � ����� f(1) = � 	� f(j) = j − 1�

�� �	������ 1 ≺c j 	�� ���	�����	
	�� ����/�	 ���� Hw1 � ��� ���� �	 �� ������
�����
�	 Hw1 � �� ���,�
�	 �
	 �	� �	������� �	 �� +��
	 j′ ≺c i

′ ��	� i′ < j′� 0	
# ��� ����
� �������
	� �
����� �� 1 	� j ��� �� 
1
	 ����
	��	 �
 ����

2 �� 1 	� j ��� �� 
1
	 ����
	��	� �� ��/������ �	� �	������� �	 ��
�	��
�	 �	
���3�	 ��
� ���
�	 �
	 j ����	����� � �� ��	
���	 ���
��	��	 �	 s ���� w� 	�
�
��� ��� � ��� �	 �������	
� �
� �	 ��


�	 ��� ��	� s 	� �
� �������� �����
�	��	 ���
��	��	 �	 s ���� w � .� 	� ���
�� ���� �
	 �	 ����� j − 1 �	 Hw3

� ��
� ����
	��	 s 	� 	�� 
���
�� ���� Hw3 � 4�

	 ���
��	 ����� �	 ����� �
� ��
� ����
	��	 s 	� 	�� 
�#�
�� ���� Hw3 � ������	 (i) �	 �� 0�/������ ��5
�	 Hc

w3
��
� ���
�	 �
	 �� �	������ � ≺c j − 1 	�� ���� Hc

w3
� 	� ���� �
��� �

f(1) ≺c f(j)�
2 �� 1 	� j ����� ��� �� 
1
	 ����
	��	� ����� ��� ��/������ �	� �	������� �	
��
�	��
�	� �	 ���3�	� j 	�� 
���
�� ���� Hw1 ���
� ��
� �	� ������ �
� ���
�� 
1
	 ����
	��	 �
	 �
�� 6����� j− 1 	�� �
��� 
���
�� ���� Hw3 ���
� ��
�
�	� ������ �
� ��� �� 
1
	 ����
	��	 �
	 �
�� 4�

	 � 	�� 
�#�
�� ���
� ��
�
�	� ������ �	 Hw3 �
� ��� s ��

	 ����
	��	� ������	 (ii) �	 �� 0�/������ ��5
�	 Hc

w3
��
� ���
�	 �
	 �� �	������ � ≺c j − 1 	�� ���� Hc

w3
� 	� ���� �
��� �

f(1) ≺c f(j)�
�
������� 
����	���� �
	 j = 1� .� � f(i) = i− 1 	� f(1) = �� �� �	������ i ≺c 1
��	�� ��� ����/�	 ���� Hw1 ��� i > 1� 4	��	 �	������ � ���� ��� �,�
��	 ���� Hc

w1

���� �	 ������	 (i) �
 (ii) �	 �� 0�/������ ��5 �	 Hc
w1

� .� �������
	 ���� �	
# ���
�
����� ������
	��	 �	 i�



�� �������	 
�
��
������ ���������� 
���������	 �� ����������	 ��

� �� i � s ����� 	
����

�
 ����� �� �� �	���
 ��� i ��
 ������� ���� Hw1 
 �

���� ��� i− 1 ��
 ������� ���� Hw� �� �� �	���
 ������
���� ����� ����
���
�� ������
��� �� ������ ��
�� ��� ���� ��������� ����������� �� s ���� Hw3

����
������� ��� ���� � f(i) = i − 1 ≺c � = f(1) ���� Hws = Hw3 
 ���� �����
���� Hc

w3
�

� �� i � ��� 	
����

� ���	���
� �� s
 ����� ��

� 	
����

� �� �����
� ��� ����
s � �
 i ��
 ������� ���� Hsw ����� ��� ����
� ��� ��
 ��

� 	
����

�� ����
���� ������ ��� �� ����
��� f(i) ≺c f(1) ��
 �	�� 	� ���� Hws
 �
 ���� �����
���� Hc

ws = Hc
w3
�

!� �
 �� �� i �� j ����
 	"�� � 1
 �� �	�� � ���	���
����
 ��� �� ����
���
i − 1 ≺c j − 1 ��
 �	�� 	� ���� Hc

w3
� ���� 
������ �� ������ �� ���� �����


i ≺c j ⇒ f(i) ≺c f(j)�
#��� ���
��� �� ���� �������

 ��� �$��� ���
���
���� �� ��� ��� f(i) �


f(j) �
 ��� �$��� ��"����
� �����������

 �� �� �	
����� ���� ��� ���� ����
���� ���
�� ��� f ��
 %��� �� ������������ ��
�� Hc

w1
�
 Hc

w3
�

&��������

 �� w1 �
 w3 �������
 �� ���� ���� �	����"� �'������ "�����

���� 	������� w1 = sa1sa2 · · · sa� �
 w3 = saksak+1

· · · sak−1
���� k ∈ {2, . . . , �}�

!� �
������
 �� ��� ��	����
 �� ���
�� �������������
 ��� ��� ��(
���� �'�
���������� Hc

w1
= Hc

sa1sa2 ···sa� 
 H
c
sa2sa3 ···sa1 
 . . . , H

c
sak ···sak−1

= Hc
w3

���
 
��
��

�����������
�

)	�������
 ��
�� %�
 ��
 �� �����
	����� ��� 	�	���
� �#� �� 
����� �� ��(
����
�'���������� �����������
�� #��� ����
 ���� ����� %����� �� �	 ��� �������"�� �����
���*�� �
 ����� ���*�� ������� ���� �� ���������
 ���� ��� ��(
���� �'�����������

���������� +�,-� �����
 H �� ���������
 �
 Hc �� ��(
��� �'���������� ���

m �� ��
��� �
���
����
 ����
�. �
 �����
 i1, i2, . . . , im ��� ��
����� �� ��
 ��� i1 ≺c

· · · ≺c im ��
 ��� �������� ���� Hc �� ��� ����
���� ik ≺c ik+1 ���
 ���� H
c ���� 
���

k ∈ {1, . . . ,m− 1}� /� �	�
���� �� ��

� �����*�� ��
 m� 0�� �����*�� ��
 
�	
�� ��

��� ��� ��
���� ij ���
 ���
���
��

0�� �����
��
��� ��
 .������ ���� �� &�"��� 1�2�

1
2

34
5

w = s1s2s3s1s2

Hc
w =

	�
��
 ���� )��� Hc
w
 1 ≺c 2 ≺c 4 ≺c 5 �
 4 ≺c 5 ≺c 1 ≺c 2 ���


���� �����*��� ������� ���
���
�� �� ���"���� 2
 %��� �������� �����

������	�� ��� �$��� ����
��

���������� +�,,� ���
 H �� ���������
 �
 �����
 s, t ���� "	�	��
���� 
��� ���
mst ≥ 3� ������	���� ��� �����*�� ������ i1 ≺c · · · ≺c im ���� Hc ���� m ≥ 3 
����
��� sai1 = sai3 = · · · = s �
 sai2 = sai4 = · · · = t 3��� m ����
 ��� �	�����������

	"�� � mst4� 0�� 
���� �����*�� ��
 ����������� �	����� �� ��� ������ �����*��� �������
i1 ≺c u1 ≺c · · · ≺c ud ≺c im ���� Hc ���
 
����� ��� ���� 
��
 � ∈ {1, . . . , d}
 �� �
u� ∈ {i2, . . . , im−1}�



�� �� ������	
 ����
������	 ���
�����	 �����	�	
�


������� ����� ���� 	� 
	��
�� 
�	������
� �� 	� ���
�� ���� 	� 
�
����� ������
1 ≺c 2 ≺c 4 ≺c 5 ����� ��� 
�	������
� 
������ 
�� �� � �
��� 1 ≺c 2 ≺c 3 ≺c 5�  �

�
����� ������ 4 ≺c 5 ≺c 1 ≺c 2 ��� 
�	������
� 
�������

���� 	� �
���� ��
� ���
���� 	� 	�!!� �
������ �
� !����� �
� 	�� 
�
������

�	������
�� 
������� "������� ���
��		�!��� �
� 
	��
��� 
�	������
�� 	� ������ ��

����� 
������ ��
� �!��	�!����

����� ���#� ��������� ���	
 ��	�
� ��� ������ ������� i1 ≺c · · · ≺c im ��

������� m ≥ 3 ���� �� ���	
����
 H� 
�

� ��� 
��� 
�� ��	�
� ij ��	��
 �	�
	��
��
�
 ��� sai1 = sai3 = · · · = s �
 sai2 = sai4 = · · · = t� �
��� ��

� ������� ����	�����
�� 
��
 ��� �������� ��������	�����
 �������� ��
 ��
	���	��� ������� ���� Hc�

	
���
�������� $��� i1 ≺c · · · ≺c im 
�� ��		� 
����� 
������ ���� H� $
��
������ ��� 	��%�
��� �
��	 � ��� 
�� 
�
����� ������ i1 ≺c · · · ≺c ik ≺c u1 ≺c · · · ≺c

ud ≺c im ���� Hc� ��
� 
� ������ k ∈ {1, . . . ,m − 1}� ���
 u1 	= ik+1� ��
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�!!� ik ����� ��� 
� ����� !���!�	 (���� H) ���!� ��
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�������� ���������� �+��	"� 
� �	��������� 
�� �� H
�+��� ��� 
+����
����� �+��  
 ���� &�&� �� �,�� �	#����� 	���� ����� ��
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��� w� ����� ��	�
 ��
�
����
 ����
��� �� ���
� ���� ���� ��
� w� �������
� ���
�	��
�� ��� �
��������
 ����� w ∈ Ãn−1 ��� ����
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 ���� Ãn−1 ��
� ��"	�� �� �


����	� s0 
��������� ���� ����

�� #$
��%�� ���& ��� ��	�� ���� 
�
��
�� �� Ãn−1 ��
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�������� ���*� �� � ACPC
0 (q) = 1� ACPC

1 (q) = 1 + q �� ���� n ≥ 2�

���+� ACPC
n−1 (q) = (2q + 1)ACPC

n−2 (q)− qACPC
n−3 (q).

�� ������� ���� �
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����������� ��� ���� ���� 
� ����� ����������� !

ACPC(x) = x
1− qx

1− (2q + 1)x+ qx2
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��� -� |Hsi | = |Hsi+1
|+1 !� "	� !�������
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����� ACPC
n−1 (q) = ACPC

n−2 (q) +
n∑

m=2

2m−2qm−1ACPC
n−1−m(q),

�; 
�	� ����
� ACPC
−1 (q) = 1 �!� "	� ��� �
 �!!��� ���! ACPC

0 (q) = 1 ACPC
1 (q) = 1+q

�� �� �������
 �� �
!	���
!� ����
�	� ���+���
(

!���� ����� ���! n ������!
 ��� n− 1 ��

� 6

���-� ACPC
n−2 (q) = ACPC

n−3 (q) +
n−1∑
m=2

2m−2qm−1ACPC
n−2−m(q).
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���5 ÃCPC
n−1 (q) = Pn−1(q) +

2n − 2

1− qn
q2n,

�� Pn−1(q) 	
� �� ���
���	 �	 �	��� n 
���
���
��� ���� n ≥ 4 �

���/ Pn(q) = (3q + 1)Pn−1(q)− (2q + 2q2)Pn−2(q) + q2Pn−3(q),

��	� P1(q) = 1 + 2q + 2q2� P2(q) = 1 + 3q + 6q2 + 6q3� 	� P3(q) = 1 + 4q + 10q2 +
16q3 + 14q4� �	 ���
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 ������	� �� 
���	 ����������	 �

P (x) :=
∞∑
n=1

Pn(q)x
n =

x(1 + 2q + 2q2 − (2q + 2q2)x+ q2x2)

(1− qx)(1− (2q + 1)x+ qx2)
.
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Pn−1(q) = (2n − 2)qn + nqn−12n−2

+
n−2∑
i=0

i �=0 ��

n−1∑
j=i+1
j �=n−1

qn−1+i−j2n−2+i−jACPC
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Pn−1(q)− 2qPn−2(q) = 2qn + 2n−2qn−1 + ACPC
n−2 (q) +

n−2∑
i=2

2i−1qiACPC
n−2−i(q).�����
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n−2∑
i=2

2i−1qiACPC
n−2−i(q) = 2q

(
ACPC

n−2 (q)− ACPC
n−3 (q)− 2n−3qn−2

)
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Pn−1(q)− 2qPn−2(q) = 2qn + (2q + 1)ACPC
n−2 (q)− 2qACPC

n−3 (q),��"#�
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�� 
� )
��	 �������	 �

��"�� Pn−1(q) = 2qPn−2(q) + 2qn + ACPC
n−1 (q)− qACPC

n−3 (q).
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���
����
 /�.,� ���� H �� 
����
�
�� 
� ���
 C̃n� 0� ��� ��
 H 
�� �� ���
������ �1�� 
����
 �� 
���
	 j ∈ {1, . . . , n− 1} �
� ��
 ����
� �
� ���������� ����
��
�
���
�� ��	���
� 2

(�) �1
����
�
�� H{t,s1,...,sj} 
�� �1
����
�
�� �� ��� sjsj−1 . . . s1ts1 . . . sj−1sj�
(��) �� j 	= n − 1� 
��	� �� �1
����
 �
� �
 ����� 	�&�	
��� �
	 sj+1 
��	
 �
� �
��
������ 	�&�	
���� sj 3 
� �� j = n − 1� 
��	� �� �1� 
 �
� �
 ����� 	�&�	
��� u

��	
 �
� �
�� ������ 	�&�	
���� sn−1�

(���) �1
����
�
�� H{sj ,sj+1,...,sn−1,u} 
�� 
��
	�
�� �� �� ����	��
 �� ����� 	�&��
	
��� sj�

ts1s2s3s4s5s6s7u ts1s2s3s4s5s6s7u ts1s2s3 s9s10u. . .

(pic gauche) (pic droit) (pic gauche-droit)

������ ���� 4� ��� �
�� 
� �� ��� �	���� 
� �� ��� �
�� 
��	����
+
�� �
 ��� �
�� 
� �� 
 j = 3�

�������� /�..� 	
�� n ≥ 2 �� �����
� �� ������� w �� �

��� �� �
����
 ��
���� C̃n ��� ��� �� �� ��������� �� ��� �
� �� �����
� ������������ �������� �� ���
���
��
����
�� 
������� w ��������� ��� ��� �

�� �
�����
�� ���������  

��� ������ ����
����
 ����
��� �� ���� ��� �
�� ���� w� 
�
�!� w ��� �� �
� ����
���� �� |wt| = |ws1 | = · · · = |wsn−1 | = |wu| ≥ 2� 
�



�� ��� ���	�� �
��� �
�
� �� ���
��� ��

��� w ��� �� �	��
�	� �� �	� 
���
 ���
	�
��� (ts1s2 · · · sn−1usn−1 · · · s2s1)∞�
���� ������ |ws1 | = · · · = |wsn−1 | ≥ 2 �� |wt| = |wu| = |ws1 |/2 ������
�
�
��
���	� � 	� �
�� w = sisi+1 · · · si−2si−1 	� �
�� w = sisi−1 . . . si+2si+1� �	�� ��
i ∈ {0, . . . , n}� 	� 	� � �	�� s0 = t �� sn = u��
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�� ��� 
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�� ��� �������
� 

 �
������� 

 ��
��
� ��� �

���
�� ��� 

� �
������� 

 ��		��������� �
� ���	
��� �����%��� �� ���������
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��� -� w 
�� �� 	�� ���
����� 
��� �
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�� �������� ��
	���� 

�� %���� ���� �
 ���� �� ��
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 ��

���� �
� 	��� ���
������ 
� ���
 Ãn−1� 0���
���� ��
 ���� ����.��� t = s0

� u = sn� ���� {ik, ik + 1, . . . , i�} �� ���
�.���
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 �
��
 ��

|wsik

| = · · · = |wsi�
| ≥ 2 
� ∀j ∈ {0, 1, . . . , n}, |wsj | ≤ |wsi�

|� ��������� ��


i� ≤ n− 1� ����� � �� 	���	����� 

 |wsi�
| 
� �
 %��� ��
 w 
�� ���
������ �� �

|wsi�
| = |wsi�+1

|+1 
� �� � � 

�� �����1������ ���� Hc ' �� 1�
� |Hc
si�
| = |Hc

si�−1
|�

�� 1�
� |Hc
si�
| = |Hc

si�−1
| + 1� 2� �1��
�� �� 1�
� ��
 �)���3�
 �����
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	���
��
 �	� H ����
����� � �� ������� ������� ������ ���

���� ���
� � ��
� �	� w �
� 	� 
�	
 ��� �	 ��� ��!�� ��
�����	�

(ts1s2 . . . sn−1usn−1 . . . s2s1)
∞
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����� ��
������
�� #� ���� si �
�
�����"����� sj�
�� �
����
� �
�
�����"����� ��
���
�� ����
� �� w� $�	
 
	���
��
 �	� �� ��	%����
����
� �
� si−1� �� �	� ���� i ≥ 1 ��� ��
 �& �� 
������ ����
� �
� si+1 �
� 
'���
��	�
�� ��	� ���� (�
� �
�	"� �� �����
� 
������
���

)� sj /∈ {si−1, si+1}� Hc �������� ����

��
����� 	�� � �*�+�� �'����
��	� ���"�%�
�� ����	�	
 , ������	��� ��
 �����
 �� Hc

{si−1,si} �	 ���

 	�� 
������� �� ��	"�
�	
�
�� �*�+�� ���
� ��	% �����
 
���
����
 si�

)� sj - si−1� ���

 ���"��� ��
���
� ����
� �� w �
� �	 .��� si �	 .��� si−2 ���
 w
�
� 	� �������� ���
� Hc �
��� 	�� ��
 ��	% ��
��
 / �	 // �� �� 0��	
� 1�1�

si

si−1

si

si−1

w = sisi−1 · · · sisi−1 w = sisi−1 · · · si−2si−1

(forme I) (forme II)

������ ���� 2�
 ��	% ��3�	
�
 �'����
��	�
 ��

�.��
 �	��� sj = si−1�

4��
 �� ��
 /� Hc �������� 	�� � �*�+�� �'����
��	� ���"�%� �� ����	�	
 4 ����� 
�	��� ��
 �����
 �� Hc

{si−1,si} � �����
 ��
 ��
 ��	% �
����
�
 �� ��
 ��	% ��
���
�


����
�
 �� w ���
 �����
 ��

�
������� 
��� ����	
�
 ���
 �� 0��	
� 1�1� � ��	�*���
��
 �� 5*��
��� 6�71� w ���
� ��
 ���� 4��
 �� ��
 //� Hc �������� 	�� � �*�+��
�'����
��	� ���"�%� �� ����	�	
 3 ������	��� ��
 �����
 �� Hc

{si−1,si}� �����
 ��
 ��


��	% �
����
�
 �� �� ��
���
� ����
� �� w ���
 �����
 
��� ����	
�
 ���
 �� 0��	
� 1�1�
� �
������ ��
 �� 5*��
��� 6�71� w ���
� ��
 ��� � ����
 �	� si = u� �� ���
 ��
��
 w 
���
���� ����

)� sj - si+1� ���

 ���"��� ��
���
� ����
� �� w �
� �	 .��� si �	 .��� si+2� ���
�
Hc �
��� 	�� ��
 ��	% ��
��
 /// �	 /8 �� �� 0��	
� 1�6�

4��
 �� ��
 ///� Hc �������� 	�� � �*�+�� �'����
��	� ���"�%� �� ����	�	
 3 �� 
����	��� ��
 �����
 �� Hc

{si,si+1}� �����
 ��
 �� �
����
� �� ��
 ��	% ��
���
�
 ����
�


�� w ���
 �����
 
��� ����	
�
 ���
 �� 0��	
� 1�6� � ��	�*��� ��
 �� 5*��
��� 6�71�



�� ��� ���	�� �
��� �
�
� �� ���
��� ��

si

w = sisi−1 · · · sisi+1

si

si+1

w = sisi−1 · · · si+2si+1

(forme III) (forme IV)

������ ��	� ��� ���� ��	
���� ���
���
���� ����
���� ����� sj = si+1�

w ����
 ��� ��� � ��
�� ��� si = s0 = t �� ��� si+1 = sn = u� �� ����
���
����
�
�

� ����
 ��� ��

���

� ��� i ≥ 1� ���� �� ������� ����
�
�

�� w ��

���

 �� �

���� �� ��� !"� w ��

���

 �� �
#
�������
� ���� ��������� ��� H �����

��
 � ����� ��� 
��
� ���
���� ���
��
���

��� �
�� $���%��� ���

�� �� $���%��&���

� ��'�
� ���� (�� ��'�


�� )�*+� ����
���&
���
� �
 H ��
 �� �
� $���%�� 
� ��
�
� �� ��
��� ��

�� j ∈ {1, . . . , n−1} ��

���
���

��� ����


��� �� �� ��'�


�� ,�-*� .��
� ��� ���/��
 �� �����
�� ���� |wsj+1

|�
��� *� 0
 |wsj+1

| = 0� ����� Hc ���

��
 ��� ����

�� k ≺c � 
���� ��� k �
 � ��
��

���������� ��� sj ������ ���� ��
 
����
�� ���� �� ����� " �� �� #
$��� 1�2
�
&������� � 3� ������������ w ����
 ��� ����

��� -� 0
 |wsj+1
| = 1� ����� Hc ���

��
 ��� �&�%�4�� ���
���
��� ���/��� �� ���&

$���� 3 
���
����
 ��� ��
�
� ����
 ���� �

���

� sj �
 sj+1 �/�
� �� �����
"! �� �� #
$��� 1�2 �
&�������� �5 ��� ��
�
� 
���
���� ���
 ��
����� � 6
��
�
w ����
 ��� ��� � ��
�� ��� j = n − 1� 7�
� �
 j = n − 1� ����� ��
����


�� �� ��
 ��

���

�� �
 w ��
 �� �� ����� usn−1sn−2 . . . s1ts1 . . . sn−1

�� sn−1sn−2 . . . s1ts1 . . . sn−1u ����
 ��
 
����
�� ���� �� #
$��� 1�2� ����� "!! �
��� )� 0
 |wsj+1

| = 2� ������ ����� �� ��
 ���
��
 ����� �� ��������
�� ���
����������� �� t, s1, . . . , sj−1 �
 ����� ���������� �� sj ���� w ��
 ��
�����
�
�� �8�� ��
��������
 ��� ���� ��� ��
� ��
�����
� ���� �����
 �� ����/��
��� 
��� ��� $�����
���� sj+2, sj+3, . . . , sn−1, u ������
����
 ����
����
 ����
��
� ���� w� ��� ���� ����������� �� sj+1 �
 �� ����
��� ���������� �� sj+2

������
 ��� �&�%�4�� ���
���
��� ���/��� �� ���$���� 3 �/�
� �� ����� "!!!
���� �� #
$��� 1�2 �
&�������� �5 ��� ��
�
� ��������� ���
 ��
����� � �� ��

���8�%� w ��8
�� ���� � ��
�� ��� j+1 = n− 1� 7�
� �
 j+1 = n− 1� �����
��� ���� ����������� �� sn−1 �
 ��� ���� ����������� �� u ������
 ��� �&�%�4��
���
���
��� ���/��� �� ���$���� 4 ������9��
 � �� ����
��� ���������� �� u�
3� ������������ w ����
 ��� ����

0
 H ��
 �� �
� ���

� �� �8�� ��
��������
 ��� ���� ��� �
�� $���%�� ������
���
����
 �
 �����
 �� ���
��� ��� w ����
 ��� �#� � ��
�� ��� w ���

 ��� ��� ����
������ ��
/��
�� : ts1s2 . . . sn−1usn−1 . . . s1 �� s1s2 . . . sn−1usn−1 . . . s1t� �
 ��

������
���� �� ����


�� �� �

0
 H ��
 �� �
� $���%�&���

� ��
��
 j, k ∈ {1, . . . , n−1} ��� ���� ��
���� ��

���
������
� ���� �� (�� ��'�


�� )�*+� ���� ��� ���/��
 �� �����
�� ���� j �
 k�



��� �� ������	
 ����
������	 ���
�����	 �����	�	
�


sjt s1 sj+1

(forme V)

sjt s1 sj+1

(forme VI)

sn−1t s1 u

(forme VII)

sjt s1 sj+1

(forme VIII)

������ ��	� ��� ������	
�� ��

���� ����	������� ��� ���� ��������

�� j 	= k − 1� �� ���� ������	
 ��� ��	� �� ��� ��� ���� ������� � ������ ��
|wsj+1

| 	��� �����
 �� ��	
��� ��� w 	���
 ��� �	 �����	
 ��� ���� �� ��� j =
n − 1 	���
 ��� ����� �� �����!� ��� ��"	�
��	� �� j �
 k#� �� j = k − 1� ����� w
��
��$��
 ��#� �
 ���	� �	� ��� ���% $����� ���&�	
�� ' sjsj−1 . . . t . . . sjsk . . . u . . . sk
�� sksk+1 . . . u . . . sksj . . . t . . . sj�

(�����������	
� ������ ��
 w ��
��$����	
 �	� ��� 
���� ��	��
��	� ��#� � #� ��
��# ��
 �� ���������
��	 �����
� ���	 �����	
 ���� )	 ���
� �� ��

��� ����	������
�� ����������	
 ��������	��	
 	� ���
 ��� ��	
�	�� �	� ����
��	 i ≺c j 
���� ��� i
�
 j ���	
 �� ���� �
����

�� *� ����� Hc ��	
��	
 �	� �+���,	� ����	������ ��	&�%�
�� ��	����� 3 �������	
 �� ��� ���	
� ��������� �����
��		�	
 � Hc

{t,s1} �� Hc
{sn−1,u}�

)	"	� Hc 	� ��	
��	
 ��� �� �+���,	� ����	������ ��	&�%� �� ��	����� 4 ' ���� &��	

�����
���	
 �� �� ��"	�
��	 ��� ��	��
��	� ��# �
 ��#� �
 ���� ��� ��
� w ��
��$����	

� #� �� ���� ����&� ��� ���� �� 
��� Ã ���
� &��� �� �&��� �� "	 �� �� ����&� ��
-����!�� .�/0#� �


�����
��� .�12� ���� n ≥ 2� �� ���	
�� �� 
����	�� ��������	�
 ��	����
 �

�/31# C̃CPC
n (q) = ACPC

n+1 (q) +
2n

1− qn+1
q2(n+1) +

2n

1− q2n
q2n.

�
� ��
��	
��� �
 C̃CPC
n (q) ���� ���	�
�
�� ���	��	��
� �
 ���	��
 
����
 n(n+ 1)

�	 n 
�� 	���	�� 
� 2n(n + 1) �	 n 
�� ��	�� �� ����
� ��
��
 ��
 ��	� �� ���	�� �
 n�
�� ���	��	�	�� ����
��
 � �� �����
�� n+ 1�

��������
����� 4�
�	� ��� ��� �	��� ��� ��� �����	
� ��	
 ��� �%�������	�
�����
�� ��
��$�	
 ��� ��	��
��	� ��#� � # �� ��# �� -����!�� .�11 ��	
 ���5��	
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�� ������� 
���� �� �

� ����
 �� �/31# ��������	� ��% �����	
� ��� ��	
 ���
�%�������	� �����
�� ��
��$�	
 ��#� )	 ���
� ��� �����	
� ��	
 �	  �5��
��	 �&�� ACPC

n+1

�����!� ��� ���������� �� ��%�
�� ��� 
���� An+1 �
 C̃n�
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 	� ������ h ≥ 2� �� ! � 2n �������
 ���
 
	� h = |wt| = |ws1 | = · · · = |wsn−1 | =
|wu|� "� �#��� ��	� �$�
	� %�������	� t, s1, . . . , sn−1� �� ! � ��	� ��

�������
 ��	�
w & si �������� �'��� �	 ���(
 si+1 ��	� �$�
	� i = 0, 1, . . . , n − 1� �) �*�� � ��
�
s0 = t �� sn = u� +� �������� %���������� ��
 �������
 ��� ���� ��
 �������
�����

���	���
 
���
���� ��� �
� ���� �%��� ,∑

h≥2

2nqh(n+1) =
2n

1− qn+1
q2(n+1).

-'�� �� ��������� 
	� �� ������ �*���	������
 �� �$�
	� %�������	�� �� ��	�
���
����� 
	� �� ���%	�	� �*	� ������� ���� ��
 �����

���
 ���	���
 
���
���� ���
���� .��� 	� �	������ �� 2n� �� �� ! � ���������� 2n �������
 ��	� �$�
	� ���%	�	�
��

���� ���
 ��	� �����(��
 ������
 �� w ��	'��� .��� �	 ���� sisi+1 �	 ���� sisi−1

��	� ��	� i ∈ {1, . . . , n− 1}� �	 ���� ������ ts1 �	 ���� usn−1)� ���� ����� �� �����∑
h≥1

2nq2nh =
2n

1− q2n
q2n,

�� ���� ������� ������
/�
�����
� ��	
 ���	'��
 �� ������������ +�
 ���0�����
 ��

2n

1− qn+1
q2(n+1) +

2n

1− q2n
q2n


��� 	��������� �������
	�
 1 , ������ �� �� ���%	�	� n+ 2� �� 
	��� ��
 ���0�����

�
� �� �� ����� &

(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−2

, 2n, 0, 2n, 0, . . .).

+� ������� �
� �� ��	
 ����� ����	� �	������ �� n + 1 �� 2n� 
	� �
� n(n + 1)

� n �
� ������� �� 2n(n + 1) 
� n �
� ����� /� �� �.�� ����(�� 
	� ���
 �� ���	'�
�� �� �����
����� 2��3� �� ��	� 	����
�� ��43� ��	� �#���	�� 	�� ���	������ 
	� n
��	� ���	'�� 
	� ACPC

n+1 (q) �
� 	� ���!���� �� q �� ��%�� n + 1 ���� �� ���0�����
�������� �
� 2n� 5�6�� , ���� �� , ������ �� ����������� �������� �	 ��	
 ���� , ��
���%	�	� n + 1� ����� [qn]ACPC

n+1 (q) �
� �� ������ �*�������
 ��� �� ���%	�	� n
�� �!�� An+1� �� �
� ��� �	� �*���(
 �� +���� 2��7� -��
�� �� ����������� ��������
���������� , �� ���%	�	� n+ 1� �

8�	
 ��	'��
 ���	��� �� ���� �� ���������
����� �� �*��	�������� ��
 �������

��� �� �!�� Bn� ���� �� ���%����� �� ������� �
� ������� ��9��

�	
�

4

t s1 sn−1

Bn

s2

������ ��	� +� ���%����� �� ������� �	 �!�� Bn�


�����
��� 2���� ���� n ≥ 3 �� ������	 
�� �
������ ��� �� ���� Bn ����

���� ��� ��� ��� ����������� �������� ���� 
�����

�� ������ ���������� �������� ��

�
�� ��� ����	 �� �����������

BCPC
n (q) = ACPC

n (q).
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� ��� 2w 
�� �� 	�� ���
�����3� ���� 
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�����
��
 t1 
� t2 ���
��
�� ���� w 
� ��
 �� �� �
	����
 ���� w t1 
� t2 ��� s0� 
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��������  �5 � ���� n ≥ 3 �� ������	 
� ���
��� w �� ������ �� ������� ��
���� B̃n+1 ��� ��� �� �� �����
��� ��� ��� �� 
������ ������������ �������� �� ���
����
��������� �������� w ��������� ��� ��� ����� ���������� ���������  

��� ������ ���������� �������� �� ���� ��� ���� ���� w� ��
�!� w ��� �� 
�� ���������� ��� ��� |ws1 | = · · · = |wsn−1 | = |wu| ≥ 2� ��
|wt1 | = |wt2 | = |ws1 |/2 ��� ������������ |ws1 | ��� ������ ��

��� w ��� �� ���� 
�� �� 
�� ��"�� ���������� (t1t2s1s2 . . . sn−1usn−1 . . . s2s1)
∞

���� ������ t1 �� t2 ���� ��������� # ��

����� ��� ��� |ws1 | = · · · = |wsn−1 | ≥
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�� ��� &

��� !� �����
 �������
�� �������� �� ���� ��
 #��� ���� w� �
� ���	
��� �����0
#��� $�%�

��� 5� w ���)�
�� ���� 	�� ���
����� �
 �
�
 C̃n� ����
� �� � �������� ��
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 �
	����
	
�� (t, t, . . . , t) → (t1, t2, t1, . . .) �� (�
� �
 �
	����
	
��
(t, . . . , t) → (t2, t1, . . .)� .� 	*	
 ��
�)
 ��
 ���� �
 �
�
 C̃ 	����
 ��


|wt1,t2 | = |ws1 | = · · · = |wsn−1 | = |wu|
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���������	 
�� |wt1,t2 | �	� �� ��
��� ������������ �� t1 �� �� t2 ���	 w��
�� |wt1,t2 | �	� �
����� �� �� 	����	�� 
�� ���� � �����
�� �� ��
�����
���
(t, t, . . . , t) → (t1, t2, t1, . . .) ��� ��	 �� �� �����
�� ������� ��
�����
��� �	�
	�
����
���� ���	 ������	 ��	������� ��� 
����� ��	 � t1 �������� ����� ��
����	 s1 ���	 w �� s1 �������� ����� �� ����	 s2 ���	 w� ���	 ���	 ��	 ��	� ��
���� ������� ��� � �!�"�� ��������
�� �����#� ���	 Hc �� �������� 3 �
��� 

���� ����	 ��	 
����� �����	 	������	 � �� ���
���� �� �� �������� ���������� ��
t1 ���	 w ���	� 
�� �� ���
���� �� �� �������� ���������� �� s1� �$�� �#�
����
	� t1 �������� ����� s1 �� 	� s1 �������� ����� s2� ����	 �� ���
���� �� �� ��������
���������� �� s1 �� �� ���
���� ���������� �� t1 ���	������� ��� � �!�"�� ����� 
���
�� �����#� ��

��%��� & �� �������� ���������� �� s1�� '��	�� |wt1,t2 | �	�
����� �� ��

� w �	� ���������� |wt2 | = |wt1 | = |ws1 |/2� (�� ����� �#���		���
w 	���	)��� ����

*���������� ���	 �����	 
������ 
�� ���
� ��	 
����� )�
����	 ��	�����	 �� +�,�
��	 �#���		���	 �������	 ��	 ���
���	 -$- ������� ����.�� �� ��������� ���� /� � �
���# ��		�������	 �

-�	 0� w �	� �� 	��	 
�� �� (t1t2s1s2 . . . sn−1usn−1 . . . s2s1)
∞� 
�� �	� �� 
��

��.�� �������
�� ���	 ��
��� t1 �� t2 ������� ��

����� ��� 
�� �� 
���	 ��
���������� �������� �� 
���	 ���# )��	� 1� 
2
� ��	3������� �� ��	 
�� ���	
�� ���� C̃ �
��� & �� ��������� ����

-�	 4� Hw �	� �� �
����
��� ���
� ��	 ��	 	������# ��������	 & ���# �� ����
C̃n ���	 ��5�����	 ���	� 
�� �� 	��� ��	 -$-� & ���#������� �� ���# 
�� 	���	)���
�� ��������� ��� ��� 	��� ���� �� �������� 2(n+2)�� ���	 �� ������	 ��	 ���	
�� ������	 ���� ��� �� ������ �	� ���	 	�
������ & ����� �� ���� C̃n�

6������
��
���� ���	 ��	 ���
���	 w ���� ��	 �#���		���	 �������	 w 	���	)���
��� ��	 ����	 ���������	 ���� ��� �� ��� 	��� -$-� 7� �5��� Hc

w �� �������� ��	 ��
�������� i ≺ j ����� 
�� i �� j ����� �� 
2
� ���
������ 1� ��8���� ��������
�� Hc

w

�������� ��	 � �!�"��	 ��������
��	 �����#�	 �� �������� 9 	����
��� 	� ��	 �����	
�
���
��	 ��� ���� ���
����� sn−1 �� u : �� Hc

w �� �������� ��	 �� � �!�"�� ��������
��
�����#� �� �������� ; ��� 
2
� ������ 
�� ���� �� <!����
� =�44 ��	�� ��������� �

����������� =�4>	 ���� n ≥ 3 �� ������	 
�� �
������ ��� �� ���� Dn+1 ����

���� ��� ��� ��� �������������� �������� ���� 
�����

�� ������ ���������� ����������

����� �
�� ��� ����	 �� ������ �� � DCPC
1 (q) = 1 + q� DCPC

2 (q) = 1 + 2q + q2�
DCPC

3 (q) = 1 + 3q + 5q2 + 4q3� �� ���� n ≥ 3 �

�0;9� DCPC
n+1 (q) = (2q + 1)DCPC

n (q)− qDCPC
n−1 (q).

�� ������ �� ������ ������������� �� � �

DCPC(x) :=
∞∑
n=0

DCPC
n+1 (q)xn =

(1 + q)− xq(1 + q) + x2q2(1 + 2q)

1− (2q + 1)x+ qx2
.
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�� w �	� ��		� �� ����
��	����� ������� ���� ���
��� -$- w′ �� ���� B̃n+1 ����

�� �� ���������� u ���������� ��	 ���	 w�� -��������� ������	 �� <!����
� =�4=�
��	 	���	 ���	 ���
���	 -$- 	��� ���# ���� ��	 ����
��	�����	 �������	 	���	)��� ��
��������� ��� ����� �!����
� ��� �� ��
�������� ��	 �� u� � �� �5��� 	� w 	���	)���
��� �� ���� ����	 u ���� ���������� ���	 w�
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n+1 (q) = (1 + 4q + 4q2)ACPC

n−1 (q)− (2q + 3q2)ACPC
n−2 (q).
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1− q2(n+1)
q2(n+1) +
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(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
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, 2(n+ 1), 2n+1, 0, . . .).



�� ��� ���	�� �
��� �
�
� �� ���
��� ���

�� ������	 	
� �	 ��

 �	��� ����
� �
�����	 �	 2(n + 1) 	� 2n + 1� �
� 	
�
2(n + 1)(2n + 1)� �� 
����
��� ������ 
�	 ���
����� 

� n ��

 �	��	� �	 �����	�
�
	 DCPC

n+2 (q) 	
� 
� �������	 	� q �	 �	��� n+ 2 	� �	 ��	���	�� �������� 2n+1�
���
�� �� ����������� ����	��	 	����	�	��  �� ����
	
� n+ 3� �

���� �� ���� D̃n+2� �� 
��
����� 	
� !����	�� 
�������	 �
� ������	��	
 	� ���	
D̃n+2 ��
� �	 �
� 	
� �	 �� ���������
������ ���
 �� "������� ����������	 � 
�	 "���	
�

	# ��$��	��	�  ��

	 �	
 
����%����
 �
 ��������	 �	 &��	�	� �	 �	 ���	�

s1

t1

t2

u1

u2

sn−1D̃n+2

������ ��	� �	 ��������	 �	 &��	�	� �
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��� ������ ���������� �������� �� ���� ��� !��� ���� w� ��
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�� ���������� |ws1 | = · · · = |wsn−1 | ≥ 2� �� |wt1 | = |wt2 | = |wu1 | =
|wu2 | = |ws1 |/2 ��� ������������ |ws1 | ��� ������ ��

��� w ��� �� ���� 
�� �� (t1t2s1s2 . . . sn−1u1u2sn−1 . . . s2s1)
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����� ���������� ���� ������ t1 �� t2� u1 �� u2 ������� ��

����� ��� ��� w
������ |ws1 | = · · · = |wsn−1 | ≥ 2� �� |wt2 | = |wt1 | = |wu1 | = |wu2 | = |ws1 |/2	
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q2(n+1),

�$ Qn+2(q) ��� �� �����%
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���.� Qn+2(q) = (2q + 1)Qn+1(q)− qQn(q).
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Qn+2(q) = (1 + 4q + 4q2)DCPC
n+1 (q)− (2q + 3q2)DCPC

n (q).
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DCPC

n (q) �

(1 + 4q + 4q2)DCPC
n+1 (q)− (2q + 3q2)DCPC

n (q)

= (2q + 1)
[
(1 + 4q + 4q2)DCPC

n (q)− (2q + 3q2)DCPC
n−1 (q)

]
− q

[
(1 + 4q + 4q2)DCPC

n−1 (q)− (2q + 3q2)DCPC
n−2 (q)

]
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�� �� ����
�� ���� w 
�� ������������
 �� 
� �
��
�
�� �� ��
 ��� �
 ������

�������
��
� ������
� �
 �
� �����	�������� ������
� w
�� � ��		��� ���	�
� ���
�� 
� ���
 ��
 ���� �
� �������
��� �		������
�� ���� w�� !� 	��������
�� �� � � �� ���"�

#�� ������
��� ��� ��� �
 ���� 	�� ������������
��


�����
��
���	 0��
 w ∈ WCPC �
 ���
 w ��� �� ��� ����������� �����
���
0�������� ��� w �� ���
 �	� ) ������
 ����
�
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� ���� ��W � ��� �����
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���

�
� ������������ ��
��
���
 WCPC∩��W � 
�� ���� �� ����
� �� ����
�� w �		����
��
� WCPC∩��W � �� 
� �
��
�
�� �� ��
 ��� �
 ���� �
 �!�����
��
� "#�"��
� �
 �
�
��"��	�������� ������
� �����
 �
� �
�
 "��������� �������
� $ 	��� ���� �������
��
s ���� supp(w)� |ws| = 1� 
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� !�
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���	 ����	
 w �	� �	��
�
��	 ���� s �	 ��	���
��� �����
�	�	

� supp(w) �
 w �	� ���������	 �����
� �� w� �������	� 
��
 ������� ��� |ws| ≥ 2�
��	������	� �	 ����
��� ���
���� w′ = sw1 �� w ��� �����	�� ��� s� ����� w �

s ��	
 ��� �	��
�
��	�� w′ ��
 ����� 
����������	 ���	� �	��
�
��	�  � �
��� ����� w
��
 ��� w′ ��������	� � �	 �
���	
 �� w′�  ����!� "��#� �	 �
���	
 �� w ��
 �	�
�	��
�
��	 �� �
 ���
���	
 �� $%w& ��
 ��
�	��������� �� ��� ���	�'� ��� $%w& �	�
�


� ������ �� �(���	 �� ��� �������� )��
����� ���� � w′ 	��� �����
 �� ���� ���
w′ ��
 ������
�	
 � �����
�
��	 ��!� � �	 ��
 sw2s�  �	� �	 ����
��� ���
����
�� w ��
 ������
�	
 � �����
�
��	 ��!� � ssw2� �� ��� ��
 �	 ��	
�����
��	 ����

� �����
!�� ���
������	
 �
��	���	
 �����
�
�* �� w� )�	��� �	 � |ws| = 1� +	
��	���!�� ����� ����������	
 w′� ����� $%w′& ��
 ��
�	��������� �	 ���
 �	
��	�
��� ��� 
��� 
�� ��	���
���� �� supp(w′),supp(w) �����
�	
 ���� s�
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���� �����
����� 	��� �
� ���
� ��������
��  �	� �� ��������(�� 	���
�	�����	� 
�� �	��
�
��	� ��� ��	� 
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�	 
���� 
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��� 	��� ��'	����	�

%012& WCPCI(q) :=
∑

w∈WCPC∩I(W )

q�(w).

�������� ���1	 %��� �
� �&	
� A� B� 
� C̃� �
� �
������� �������
� ���� ������
�
	��� ���� n ≥ 2 $

%013& ACPCI
n (q) = BCPCI

n (q) = ACPCI
n−1 (q) + qACPCI

n−2 (q),

C̃CPCI
n (q) = ACPCI

n+1 (q),


� ACPCI
0 (q) = 1� ACPCI

1 (q) = 1+q� �� ����
� �� 	
�� "��"��
� �� '��"���� ���������"

�������
 $

ACPCI(x) :=
∞∑
n=1

ACPCI
n−1 (q)xn = x

1 + qx

1− x− qx2
.


�����
��
���	 4����
�
� ACPCI
n (q) = BCPCI

n (q) = C̃CPCI
n−1 (q) �����
� �����
�-

��	
 �� 
� $������� ����� ���
 w �	� �	��
�
��	 ��� �	 
��� An �
 '��	� w 
��	�
�� ��� ���������
��	� �����
��� �� sn �����
��	
 � supp(w)� ��� 
� 5(���!�� �����



��� �� ������	
 ����
������	 ���
�����	 �����	�	
�


sn−1 ������������ ��	 
 supp�w�
 �� ���� w �	� ���� 
 sn ��������� ���� ��� ������
��	����� ������� ����� ���������� ��� �� An−2� �� sn ������������ ��	 
 supp�w�

w �	� ����	 ��� ���������� ��� �� ���� An−1� ���� ������� �� �������� �� ����������
��� �� !� "������� ����������� 	� ������� ��#�� ��$ ���%��&��	 ���		�&��	
 �� �����	���
��� � �� ��	 ������	 ��������	 ACPCI

0 (q) �� ACPCI
1 (q)� �

'� �����������
 	� q → 1
 ���	 �������	 �� ������ ������������	 ��� �� ����
An−1
 &�� �	� ���� �� (n+ 1)���� ������ �� (���������

�������� )�*)	 ���� ��� �	
�� D �� B̃� ��� �����
��� ��
������ ���� ��������


��� n ≥ 3 �

���+� B̃CPCI
n−1 (q) = DCPCI

n (q) = DCPCI
n−1 (q) + qDCPCI

n−2 (q),

��),� DCPCI
n+1 (q) = qACPCI

n−3 (q) + (1 + 2q + q2)ACPCI
n−2 (q),

�� DCPCI
1 (q) := 1� DCPCI

2 (q) = 1+ 2q+ q2� DCPCI
3 (q) = 1+ 3q+ q2� �� ������ ����


������ �������� �� �����
�� ��������
��

DCPCI(x) :=
∞∑
n=0

DCPCI
n+1 (q)xn =

1 + (2q + q2)x

1− x− qx2
.


�����
��
���	 - �������
 ��������� B̃CPCI
n−1 (q) = DCPCI

n (q) �������� �� ��
.����&�� )�**� ���� ������� ��),�
 /$��	 w ��� ���������� ��� �� ���� Dn+1

�� w ��� �� 	�	 �������	�����	 �������	� �� s1 ���������� 
 supp�w�
 �����0	 ��
1%���0�� )�*2
 s2, t1, t2 ��������������� ��	 
 supp�w�
 �� w �	� ���� 
 s1 ���������
���� ��� ���������� ��� �� ���� An−3� �� s1 ������������ ��	 
 supp�w�
 w �	� ��
�������	����� ������� ����� ���������� ��� �� An−1 ���������� ���� t1
 t2
 t1t2 ��
����� ���� ������ ��),��

'� �����	��� ����
 ���	 ������	 �������� �� �������� �� ���������� �� ���&������
���+� 	�� ��	 �����3��	 DCPCI

n (q) �� ��� �������� �� ���������� �����&���� ��	 ���
���3��	 ACPCI

n (q) 4 �������� &�� ���	 ������	 ����/�� ��#�� 
 ��� � ��� �� �5��
����0�� &�� ���	 ������	 "��� ���	 �� ������ �� �� �����	����� )�2+�� !� "�������
����������� ������� ��	 ���%��&��	 ���		�&��	
 �� �����	��� �� �������� �� ����������
���	 �� 	������ ������� �� ���+�
 ���	� &�� ��	 ������	 ��������	 ������	 ���	 �� �%���
�0��� �

�� q → 1
 ���	 �������	 �� ������ ������������	 �����&������ ���������� ����
��������	 �� ���� Dn+1
 &�� �	� ���� ��� 	���� �� ���� (�������� ���� ��	 ���$
������	 ��������	 	��� � �� ��

�������� )�*6	 �� �	
� Ã� �� �����
�� ��
����� ��� ������� 
��� n ≥ 2 �

��)�� ÃCPCI
n (q) = ÃCPCI

n−1 (q) + qÃCPCI
n−2 (q),

�� ÃCPCI
0 (q) := 1� ÃCPCI

1 (q) = 1 + 2q� �� 
���� ���� 
������ �������� �� �����
��

��������
��

ÃCPCI(x) :=
∞∑
n=1

ÃCPCI
n−1 (q)xn = x

1 + 2qx

1− x− qx2
.


�����
��
���	 ���� w ��� ���������� ��� �� ���� Ãn−1 �� 	��� w ��� ��
	�	 �$���		���	 �������	� �� s0 ���������� 
 supp�w�
 ��� �� 1%���0�� )�*2
 sn−1 ��
s1 ��������������� ��	 
 supp�w�
 �� w �	� ���� 
 s0 ��������� ���� ��� ����������



�� ��� ���	�
��	�� �
����
����� ���������� �	��
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��� �� ���� An−3� 	
 s0 ��
��
��
��� �
� � supp�w�� w ��� ��� 
������
�� ��� ��
���� An−1� ���
 �����
� � �
 ���
�
�� �

ÃCPCI
n−1 (q) = qACPCI

n−3 (q) + ACPCI
n−1 (q).

�� ��
�
�
�� ���
� ���� ������� �
������ �
 �����
�� �����
��
�� ÃCPCI(x) �� ����
�
��

�� �
� xn� ��
� �� ����
�� ��� n ≥ 2 �� �� ��
�
�
�� �
 �����
�� �����
��
��
ACPCI(x) � ����� �
�� �� !"���#�� $�%&� '
 ���
�
�� �� ���������� �($(� ������
�
�
��������� �� ���)�����
�� �� ÃCPCI(x) ���� ����� �� ��
��
�� �
�
�������� �

�������� $�%*� +� 
 
���
 �
 ���
�
��

qnÃCPCI
n−1 (1/q2) = Ln(q),

�, Ln(q) ��� �� n���� �����-�� �� '��
�� ��� �����-��� ��
�� ��.�
� �)��
�
������
�
� ���
� �
 ��
�� /((&$0$ �
�� 1��2� �

�($0� Ln(q) = 2−n[(q −
√

q2 + 4)n + (q +
√
q2 + 4)n].
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�
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�
�� ��� ���
�� �����
��
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���
�� $�%4� �� ���� D̃� �� 	 
	 ��
	���� 
���	��� ���� n ≥ 4 �

�($%� D̃CPCI
n+2 (q) = D̃CPCI

n+1 (q) + qD̃CPCI
n (q),

	��� D̃CPCI
4 (q) = 1 + 5q + 6q2 + 4q3 + q4 �� D̃CPCI

5 (q) = 1 + 6q + 10q2 + 6q3 + q4�
���
 ������
 �� �
�
 �	
��
�� 
	 �������� �����	����� �

D̃CPCI(x) :=
∞∑
n=2

D̃CPCI
n+2 (q)xn = x21 + 5q + 6q2 + 4q3 + q4 + x(q + 4q2 + 2q3)

1− x− qx2
.

�������������� 	�
� w ��� 
������
�� �� ���� D̃n+2 �� .)��� w ��� �� ���
��������
�
��� ����
���� 	
 s1 
��
��
��� � supp�w�� �
� �� !"���#�� $�%0� s2� t1 ��
t2 ��
��
��
������ �
� � supp�w�� �� w ��� ��
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D̃CPCI
n+2 (q) = qDCPCI

n−1 (q) + (1 + 2q + q2)DCPCI
n (q).
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�
�
�� ��� �
�����

�
�

���� �

	
 q → 1� ���� � ������ �� ��� �� ��
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 �� �����%�
 	�+,�

�� ������	 
	� �
�����	� ����

1
�� �
��
 �
�����" ���� �
��
���� �
� ���2�
���� 
� ������
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 ������
 �
� 
����
�
� $���
�
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���� ���� n ≥ 1 �	 
	��
�� 
�
	�
���
 �
� ������������	� ������
� ������
	��
��� ��	� �
 ���
 An 
�� �	 ��	���
 ��� ��������
� {s1, s2, . . . , sn}�

���
	� L 
� L′ �
�� ��	���
� ��� �	 ���
 ������
� Σ� ���� �� 	����	� �
�
��������	� �����	�
�! ���
��
� �
� ���������	 �������
��
	! ��� �
� ��	���
� "

��� L ∪M 
�� �� ������� �
� �
�� ��	���
� L 
� M ��	 �� 	��
 ����� L+M��
���� LM 
�� �
 ���
��� 

 ������������� �
 L 
� M # ��
�� �
 ��	���
 ������� �
�
���� �
 �� $���
 uv! ��
� u ��	� L 
� v ��	� M � %	 	��
 L1 := L! ���� ����
n ≥ 2! Ln := LLn−1 
� L0 = {ε}�

����� L∗ :=
∞⋃
n=0

Ln 
�� �������
 �� ��	���
 L�
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����	� ������&�
� �
����
	��	� �
� ��	���
� �����		
��
L 
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� �� ������� �	
�� ���� �
������� ��� ��� �
��� ��� ����������
� �� ������� �	
�� ���� �
������� ��� ���� ��� ���������� ��� ��� �� ��� �������
����� �	�������� ������	� ��� (ε+ 1)(01)∗(ε+ 0)�

� �� ������� �	
�� ���� �
������� ��� ����� ��� ��������� ��� �� ��� 
���
� �� ������� �	
�� ���� �
������� ��� ���� ��� ��������� ��� �� ��� 
�� �
����� ��
 !	����� "�#$ �� �!������ ��	�	�����

� %��� n �� ������� �� ������� ������	 ��� �	������������ �	������ �
	�	�����

&'& ���� �� �(�� Ãn ��� ��������� �
����� ��  !	����� "�#) �� �!������ ��	�
�	�����

%� L ��� �� �������� �� �	
��� �� ����� ������	��
� ����� *

�#"+� L(q) :=
∑
v∈L

q|v|.
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�� ��� �	���� �	�	�������� �� �������� ���������� �� ��������� ��
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�����0�� ��� ���
	���� N
��	��������� ��� �� ���� ����� ���
���0�� F ∈ Q(x) �	��
��� ��� ���������� ��������� *

� �� -������� ����� ���������� 1 F 2
� �� �	��� -������� x ���������� 1 F 2
� �� f �� g ������������� 1 F � ����� f + g �� fg ( ������������� ����� 2

� �� f ���������� 1 F �� ��� �� ����� �������� ���� ����� �� �	��� -�������
1

1− f
��� ���� F �
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���� /�� �!����� ��� ��	������� ������������ ��	������ ���� �� 5	
������ ��6 ���
�������� ���������� �� ���������� ��� ��� -�������� N������������� ��� ��� ��	�������
�� �� 5	
������ ���� &��������� ��� ������ �� �� �(�� �
��� ��� ���	� 1 -����������
�� �����/��� �� ������ �� ���� ������ ������� ��� ��������� 
���� /�� �
�� ���������
����������� �
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� �
��� 7� ������ �� ���0������ ������ ������������ ��� ��������
����������� .��� �� ��	������� ��� ���� ����� /�� ������� ��� ��������� 
���� �� /��
���� ����������� ������� ���� �� ������� �������� ���� 	������ ��� 	�	����� &'&� ���
��������� 
��� ��� 	�	� ���������� ���� �� �������� -��� ��� 8�&�����! �� '���� ����
9��: �� #$+6� ������������ ���� �������� �� ������ ���� ��� �	����� �� ���������
;�� .������ ���� 9��: �� #$+< �� =����� ���� 9��: �� #$"# ��� ������� -�������	
�� �	������	 �!	���/������ ����� ������� &���� �!	���� ���� ������ ���� ��� ����� ��
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� Q ��� 	� ������
� ���� ����
� ������
� ��� ����
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��	������ �

� δ ��� 
� �����	�� 
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 �!���� 	�� ������������ "�����
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#� A := (Σ, Q, δ, i0, F ) ��� 	� �	������ ���� �� 
	� ������� �� ����$�� ��%������
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�� p ���� q �� �� ��	
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�� u
�������� ����� CCtu,r ��	 ���
���� �� u ��������� �	 �� 
��� Btu,r := Faux�
But,r := Faux� �	 CItu,r := Citu,q� �� �� ������ CCtu,q �� 	������ 
�� u ���
�������� ����� CCtu,r ��	 ���
���� �� u ��� ��������� �	 �� 
��� Btu,r := Faux�
But,r := Faux� �	 CItu,r := Citu,q�

���������� E ′
r ��	 ���� � ���������� E ′

q ���� ������ �� ��

���� 	��� ���
���
��� ���	 �� 
������� ���
����	� �� �����	� 
�� �
�� s� �	 ������ ��
����	� 	��� ��� ���
��� (t, s) 	��� ��� t ���	 �� ������	��� �� �����	��	 
��
�
�� s �	 	��� ��� CCst,r ���	 �� �������� mst− 1�  ��� �� ��� �! �� s ��� 
���	
��"	�� ����	� � CCst,r ��	 ��������� ����� �� ���
�� (t, s) ��	 ����� �������� ����
E ′

r�
#� � ����	����	 $�� �� ������� r� �� r ��	 ���� � �� �	�	 r′ ���� 
�����	

���� ����	���	�� ����� �� ��

���� ���	�	 r �	 �� ����	� ��� ��"	� 
��	��	 ��
q �	 �����	 
��� r′ �	����	�� 
�� s� �� ���� �� ����	� ��� ��"	� 
��	��	 �� q �	
�����	 
��� r �	����	�� 
�� s�

%� 
�������� ��	 $�� ��� �� �� 
��	 ����� ����� ������ $�� ���	�	� ��&����	��
'� �&�	� �� ��( � ����� ������ $�� ����������� Eq �	 E

′
q� �� ( � �� ������ $�� ��

�������� Bst� ��� �� 
��
��	 ������ 
������ ��� ���) 
������� �	 �� ( � �� ������
$�� �� ������� �� 	(
�� CCst �	 CIst� ��� ���	 �� ��������� �� 
��� mst − 1 
��
����	���	��� �� ����	���	��

*��� 	������� �� ����	���	��� �� ����	���	�� �� �� ���	� 
��� ���� ��$��� ��� �	�	�
$���)� %� ���	 ��� �	�	� q 	��� ��� ���) �����	���� ���
��	�� ���	 
���$��� +

, 
��� 	��� ��� ���
��� �� ������	���� (s, t) �
�� mst ≥ 3� �� �����	���	��� ��
�� ������ CCst,q� ���� �������� �� � ��

���� 	��	�� ��� ��		��� ����������� �	
�� �� ������ CIst,q ��	 �� �������� ��-������� �� ����� � mst − 1 �	 �� ���	���	

�� �� -��	��� ss �� tt .

, �� �� ���
�� (s, t) �

��	���	 � E ′
q �	 ����	 
�� ��������� ����� �� ������ ���	����

CIst,q �������� 
�� t �� ��	 
����

���������� 	
 ��
����
�


����	���	� ����� ����	���	 
���$� ��� 
��
���	�� ���
��	��� �� r ��	 �� �	�	 ��
����	���	� ��&����	 �� 
��	�� ��� w ��	 �� ��	 �� S∗� �	 ����� � δ̄(i0,w) = r�
����� +

��� �� ��	 w ��	 �����	� �	 ���������� Eq ��	 ���������� ��� ��		��� �� S 	����� ���
�� ��	 ws ���	 	������� �����	�

���� ���������� E ′
r ���	���	 �� ���
�� (s, t) �� �	 ��������	 �� �� ��	 ws ��	 ����/


����	 � �����	�	��� 
��� � �� ��	 ���	����	 ��� ������ ��	�����	� �� t �	
�� s �� �������� mst� �� ���
�� (s, t) ��	 �������� �� �	 ��������	 �� �� ������
��	�����	� �� s �	 t �� �������� mst − 1 
�����	� � �����	�	��� 
��� ���� w
��	 ����� �� ������ ���	���� CIst,r�

�����  ��� CCst,r� ��� ��		��� ���������� ���	 	��	�� �� ����	 �� �� ������ ��
�����	���� 0�� ��		�� s ��	 ��������� ���� CCst,r �� �	 ��������	 ���� �� ��
����	���	��� �� ���	�	 r� �� ��		�� s � �	� ����	�� � �� -��� � CCst,r �	 � CIst,r�

��
� ���	 (s, t) �� ���
�� �� ������	���� �� �����	��	 
��� �� ��	 w ��	 ����/

����	 � �����	�	��� 
��� � �� ��	 �� �� -���� w1CCst,r �
�� w1 ∈ S∗� �	
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�� �� ��� w ��� ��������
� � ����������
 
��� � �
 ��� �� �� ����� w3w4w5

���� w3 �� w4 ��� ���� ���
���� �
������
� �� ������� s �� t" ����� |w5w3| ≤
|DCist,r|�

����� !� �� 
��� r ∈ F " ����� w ������
�
� � �
 �����
� ����������
� 
���
���
�
����������� !� r /∈ F " ����� w 
� ������
�
� 
�� � �
 �����
� $%$�

������ &
 �����" �� w ��� �
 ��� �� S∗ �� ��� δ̄(i0,w) = P " ����� w 
���� 
��
������ �� w 
� ������
�
� 
�� � �
 �����
� %$�

 � 
��
����� (iii) ��� ��������� ���
��� �� ��
��������
 �� ���������� ' �
 
�
��(���� ��� ������� ������
��� ����
 ��)�� �� ���" �� �
��� �
� ������ ������
���

 �� 
��
������ (i), (ii), (iv), (v), (vi) �� 
�����
� 
�� �������
�� ��� �� ��
�����
�� ��� w� $�� ��
� 
��
������ ��
� ����*��� �� w ��� �� ��� ����� !�
�
" 
��� ������
�
w = w′u" ���� w′ �
 ��� �� S∗ �� u �
 ��
�������� +���
� q := δ̄(i0,w

′)" 
��
��*
����
 �
 � ����� δ(q, u) = r�

+��� 
�����
� ���)��� (i)� %�� ��
������ �� �������
��" ���
���)�� Eq ��
���
�
��� ������� s ������ ��� �� ��� w′s ���� ������� %�� ��
��������
 ��� ���
�����
� ������
�� ������ q" �� �� ��� r 
���� 
�� �� 
���� 
�� ��
������" �� ������ u �

�����
� � Eq�
 � ��� w = w′s ��� ��
� ������" �� �� 
���" ���
���)�� ��� ������� t ������ ��� wt
���� ������ ��� ���� � Eq 
���� �� u �� ������ �
 �(���� ���� ��� ��
�������� ��� 
�
�������
� 
�� ���� u" ���� ��������
� ���
���)�� Er� $��� 
����� (i)�

%�����
� ���
��
�
� (iv)� !��� (s, t) �
 ���
�� �� ��
�������� 
� �������
�

���  ���
������ �� �������
�� 
��� ������ ��� w′ ��� ��������
� � ����������


��� � �
 ��� w′

1CCst,q" �� ��� ����� �����
������
 ��� ���������
!� u ��� �
 ��
������� ��,���
� �� s �� �� t �� ��� u ������� ���� s �� t" �����

w = w′u ��� ��������
� � ����������
 
��� � w1CCst,q �� �
 
��� w1 = w′
1u" ��

����� �����
������
 ��� ��������� -� 
���" 
�� ��
��������
 �� ����������" �
 �
CCst,q = CCst,r�

!� u ��� �
 ��
������� ��,���
� �� s �� �� t �� ��� u 
� ������� 
� ���� s 
�
���� t" ����� �� w ��� ��������
� � ����������
 
��� � �
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��� �
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�� ��
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����������" ��
� �� ���" CCst,r = ε�

!� u ��� �
 ��
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� �� s �� �� t �� ��� u ������� ���� s ���� 
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�
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1CCst,qu" �� ��
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������
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�
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1CCst,qu�  � 
��� ���
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��� �� s �� �� t ��� ��� ���
 ��� w = w1C
��� ����� ����" �� �
 � )��
 ��
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�
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��� �� �������	
 	� ����	
�
 �������	�	
� ��	�
	�	
� ����������


�� ��������� (i)	 
� ���� 
�� w ��� �
�������� � ����������� ���� � w′
1CCst,qs� 
��

����� ������������� ���� �������� ��� ��������� �� ����������� �� 
�� ���� ��� ���
������������ �� ���������� CCst,r = CCst,qs ������� �� ������ �� (iv)	


� ������ �� (vi) ����� ���� ��������� � ����� �� (iv)� � ������ 
�� ���� ������
����������� �� 
�� �� ����� ������� �� ������ �� �� ������ u� �� �� �� �������� ��� ���	
������ ���������� 
�� ��� ������� ���������� ���� ��������� ��� ���� ������ 
�� ����
���������� ��� ���� ������ � �� ���� ���� �� ������ �������� CIst,r �� ���� �� ������
�������� CCst,r ���� ��� ��� � ������ ��� ������� �� ��� ��������� ���� s �� t	

���� �������� (ii)	 !�������� 
�� �� ������ (s, t) ����������� � E ′
r	 "��� ���

���� �����#��� ������� �� ������������ �� ����������	 $� #��� �� ������ (s, t) �����%
����� ����� � Eq	 "��� �� ���� ��� ������������ �� Er� �� �� ������ 
�� u �������
���� s	 &�� ��������� �� ���������� �� ��� w′s �������� � ����������� ���� ���
������ ���������� �� s �� t �� �������� mst	 '���� ����� �� ��� �� w′su ��� u ���%
���� ���� s	 $� #��� �� ������ (s, t) ��� ��� 
�� CCst,q ��� �� �������� mst − 1 �� ��
������� ��� t� �� ��������� (iv) ��(� ��������� ���� ������ 
�� ws ��� �
�������� �
����������� ���� � w1CCst,qs	 
� �������
�� �� ���� �� ������� ���������	

���� �������� ���������� (v)	 !�������� ��� ���#����� 
�� w �� ���� ��� &'	
'���� w′ ��� &' ��� ��������� �� ����������� ���� ��� ������� �� ��������	 $�
#��� w ����� ��� ������� �� 
�� ��� ����� ��� �� ��������� (i)� �� #��� �� ��� w = w′u
��� �
�������� � ����������� ���� � �� ��� ���������� ��� ������ ���������� ��
t �� s �� �������� mst� �����%�%���� 
�� u ���������� � E ′

q	 )��� ���� �� ���� ���
������������ �� ����������� �� ���������� ������� �� ������ q ��� �� ������ u �#�����
�� ������ �� 
�� ��� ��� �������������	

���� �������� ��� (vii)	 !�������� 
�� r ���� �� ���� *���	&�� �� ��������� (iii)�
�� ���� 
�� �� ��� w ��� ���������� ����������� ������ ������ ���������� �� s �� ��
t �� �������� mst ����� ���� ��� ���� �� ��� w	 
� ����� ������ 
�� ���� ��������
w �� ������������ � �� ������� '&' ������ ����������� ���� �������� �����
�� �� w

�� �� ������ ��� ������� �� #��� ��� &'	 
� ����������� ��� ��� ������� �� E ′

r ����
������ 
�� ���� �� ���� ��������� ��� ������ �� �������� mst − 1 � s �� �� t ��
��������� ��� s �� ������ ��� �� ����� �� ����������� �� ��������� ��� ���� s +��

�� � ���� �,�� 
�� CCst,r ���� ����- ���� �� ���������� t 
�� �� ������ �� ��#��
�� ���	 &�� �� ��������� (vi) +�� ���� ��� ��������� �� ����� ��������-� �� ���� 
��
���� ���� ������ �� ����������� (s, t) �� ��������� ���� �� ��� w ��� �
�������� �
����������� ���� � CIst,rw2D� �� ����� ������������� ��� ��������	 &�� ��*������
��� ����� *���� �� ����������� �� � ����� DCIst,r ≥ mst−1	 '��� ������ 
�� ���� ��
���� ���� �� ��������� ��� ��������� �����
���� ����� ��� ������ stst . . . �� ��������
mst	 
� ��� w ���������� ���� � �� ������� '&' �� r ��� �� ���� *���	 .�����������
�� ������ r ����� ��� *���� ��� ��� ���������� ��%������ ����� ��� ����*��� �� �� ����*�
����� 
���� �������� �����
�� �� w ����� ��� &'	

/�*�� �� ��������� (viii) ��� ��������� �� �����
���� 
�� �� ���� ����� ���������
���� ������ ����� ���� ��� ������������� �� #��� �� ���� � ������ ���� ���� q ��� ������

�� ����� ��� ���� Eq �� ���� �� ��� �� ��� w ����� ��� ������ ��� (i)� �� #��� ��
���� � ������ ���� ���� q ��� ������ s 
�� ��� �� �������� ���������� ���� ������ ��
E ′

q� �� ���� �� ��� �� ��� w ����� ��� &' ��� �� ��������� (ii)	
�

"� �� 0������� 1	23� �� ���� ������� ��������� �����������	
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