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Introduction

Aujourd’hui, les réseaux sont omniprésents. Lexemple d’internet est le plus fla-
grant mais le mot réseau évoque immédiatement de multiples domaines. Dans le
domaine énergétique, les réseaux électriques forment un ensemble d’infrastructures
capables d’acheminer I'énergie des centrales vers les consommateurs. En médecine,
les réseaux neuronaux décrivent comment l'information circule a travers les neu-
rones via les synapses. D’ailleurs, cette structure intéresse les informaticiens qui cher-
chent a I'imiter, notamment dans le domaine de l'intelligence artificielle. En écolo-
gie, domaine pourtant éloigné de I'abstraction, ce concept intéresse les chercheurs.
L'ONU a d’ailleurs reconnu I'importance cruciale du développement durable des ré-
seaux écologiques. Les exemples foisonnent et nous n’avons méme pas encore parlé
des réseaux sociaux si populaires actuellement.

Dans ce travail, on s’intéresse al’étude d’équations différentielles sur des réseaux.
A partir d’équations différentielles sur chaque aréte du réseau et de conditions de
transition a chaque nceud, on discutera des questions récurrentes de la théorie des
équations aux dérivéees partielles (existence, unicité, stabilité, ...). A ma connais-
sance, G. Lumer [59] fut le premier a s'intéresser a ce genre de probleme. Dés lors,
I'intérét pour ces problemes se multiplia. De nombreux auteurs ont contribué a une
littérature désormais importante. Parmi ces auteurs, on peut citer W. Woess [76], S.
Nicaise [65], E. Yanagida [80], ...

Le travail de J. von Below dans [7] constitue la base de ce travail de these. Dans
cet article, une équation caractéristique pour le spectre de problemes aux valeurs
propres est donnée. Il y est décrit comment le spectre dépend du graphe sous-jacent
au réseau et des longueurs des arétes.

Nous donnons maintenant les axes majeurs de la these qui est découpée en cinq
parties. On commencera avec une introduction qui pose les bases de I'étude d’équa-
tions différentielles sur les réseaux avec les différentes notations, définitions et pre-
mieres propriétés. La deuxieme partie s'inscrit dans la continuité des articles [3], [5]
et [6]. En effet, on trouve dans cette partie une réponse compléte a une conjecture
présente dans [3]. Dans la troisiéme partie, on fera une étude plus approfondie des
valeurs propres de multiplicité infinie. La quatriéeme partie généralise le résultat de
[17] concernant I'asymptotique des valeurs propres. La derniére partie s'inspire du



X Introduction

travail de Yanagida dans [80] et traite le probleme de la stabilité des solutions sta-
tionnaires pour certains probléemes de réaction-diffusion.

De nombreux problemes physiques se raménent a la résolution d’'une équation
ou d'un systeme d’équations dans lequel intervient le Laplacien. En électromagné-
tisme, I’équation donnant le potentiel électrostatique V' créé par une distribution vo-
lumique de charge p est AV = p/ey (équation de Poisson). En thermodynamique,
I’équation donnant la distributivité de la température T dans un solide en régime
stationnaire est AT = 0 (équation de la chaleur). L'équation des ondes Au — 6—12 u;r=0
apparait en électromagnétisme ou en acoustique. Le grand axe de ce travail est de
résoudre ce genre d’équations sur un réseau.

La deuxieme partie a fait 'objet d'une publication dans Results in Mathematics
sous le titre "Some remarks on the eigenvalue multiplicities of the Laplacian on infi-
nite locally finite trees" coécrit avecJ. von Below et ]. A. Lubary tandis que les résultats
de la troisieme partie ont été soumis au journal Operators and Matrices.



Chapitre

Notations

Au-dela des notations indiquées dans chaque chapitre, nous utiliserons les nota-
tions suivantes. Pour une introduction détaillée a la théorie, on pourra consulter [20],
[35] ou [75] dans lesquels les terminologies et les exemples sont 1égion.

Un graphe est noté I' = (V,E,€) ol 'ensemble des sommets est V = V(I'), 'en-
semble des arétes est E = E(I') et la relation d’incidence est € c V x E. Le degré
d’'un sommet v est noté y(v) = card {e€ E | v € e}. On distingue les sommets du bord
Vp ={v; € V| y; = 1}, les noeuds de ramification V, = {v; € V | y; = 2} et les nceuds
de ramification essentielle Vs = {v; € V | y; = 3}. On appelle aréte de bord une aréte
incidente a un sommet du bord.

Dans un graphe non orienté, une aréte de E est donnée par une paire non ordon-
née de sommets qui sont connectés par cette aréte. Par exemple, e = {v;, v} définit
I'aréte liant v, a v, dans la Fig.[L.1]

v \%

1
FIGURE 1.1 — A gauche une aréte non orientée et a droite une aréte ayant une source
vy et un puits v,

1

Dans un graphe orienté, les éléments de 'ensemble E des paires ordonnées de
sommets de V qui relient les sommets entre eux sont également appelés arcs. Dans
I'exemple de la Fig.[1.1} I'aréte orientée e quitte le sommet v, et arrive en v,.
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On distinguera les arétes sortantes et les arétes entrantes. L'aréte e = (v, v;) est
une aréte sortante du sommet v; et entrante du sommet v;. De plus, v; est appelé la
sourcede e et vj le puits de e.

On dit que v; et vy, sont adjacents s’ils appartiennent a la méme aréte. On note
alors v; ~ vy. Une aréte pour laquelle la source et le puits sont confondus est appelée
une boucle. Dans une boucle, un sommet est donc adjacent a lui-méme. On dit qu'un
graphe posséde des arétes multiples s'il existe deux sommets reliés par au moins deux
arétes distinctes dans la méme direction. Dans ce travail, les graphes seront supposés
simples, c’est-a-dire qu’ils ne contiennent ni boucle ni aréte multiple.

VI v,

1

FIGURE 1.2 - A gauche une boucle et a droite le cas d’arétes multiples

On définit le degré y(v) d'un sommet v par y(v) = #w € V(') : v ~ w}. On pose
I'abréviation y; = y(v;). On introduit également le degré interne d'un sommet v par

Y’ (v) =y(w) - #{we V, | vest adjacent a w}.
Définition 1.1. On définit :
Ymin =min{y() | ve V},

Ymax =max{y(v) | ve V}.

Un graphe est dit localement fini si V(I') est dénombrable et pour tout v € V(I),
Y (v) < co. Sauf mention contraire les graphes seront supposés uniformément locale-
ment finis (ULF ), c’est-a-dire y ;,4x < 00.

Dans un graphe orienté, on appelle chemin de v a w un ensemble ordonné fini
d’arétes (ey,---,e;) tel que v est la source de e, w est le puits de ¢; et le puits de e;
est la source de e;;1 pour i allantde 1 a / — 1. Le sommet v est alors appelé la source
du chemin (v, w) et le sommet w est appelé le puits du chemin (v, w). On dit qu'un
chemin (v, w) est un circuit si v = w. La longueur d'un chemin est le nombre d’arétes
le composant.

Dans un graphe non orienté, la notion correspondante d'un chemin est celle de
chaine. Une chainereliant v a w est une suite d’arétes (e1,---,e;) telleque ve e;, w e
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FIGURE 1.3 — Exemple d’'un chemin et d'un cycle

e; et e; et e;+1 possédent un sommet en commun pour i allantde 1a /—-1. Dansle cas
d’un graphe non orienté, un cycle est une chaine dont les extrémités sont identiques.
Un graphe est connexe si pour toute paire de sommets distincts (v, w) il existe une
chaine de v a w. Tous les graphes considérés seront supposés connexes. Un arbre est
un graphe non orienté, connexe et qui ne possede pas de cycle.

Un graphe est dit biparti s’il existe une partition de son ensemble de sommets
en deux sous-ensemble U et V telle que chaque aréte ait une extrémité dans U et
I'autre dans V. Un graphe qui n’est pas biparti est simplement appelé non biparti. 1l
existe une caractérisation purement géométrique des graphes bipartis. Un graphe est
biparti si et seulement s’il ne contient pas de cycle de longueur impaire. On appelle
graphe complet bipartiun graphe dans lequel chaque sommet de U estrelié a chaque
sommetde V. Onle note K, ,,, ou n estle nombre de sommets dans U et m le nombre
de sommets dans V. Dans la Fig. on donne I'exemple du graphe complet biparti
Ky

FIGURE 1.4 - Le graphe K, »

On peut considérer chaque graphe comme étant un graphe topologique connexe
de R™, c’est-a-dire que les sommets sont plongés dans R et que 'ensemble des
arétes est donné par une collection de courbes rectifiables :

EX)={n;:[0,1;] > R™| jeN}
ou chaque e; = 7;([0,/;]) a ses extrémités dans V(I'), deux sommets peuvent étre

rejoints par un chemin composé d’arcs de E(I') et deux arétes distinctes satisfont
ejnepc V() et card (ejnep) <1.Onnote f; le parametre de longueur d’arc du coté
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ej. A partir de maintenant, nous identifions le graphe I' avec son réseau associé :

G=Un,;(10,4;1).
JeN
Pour v € N*, G est appelé un € -réseau si chaque 7 € €" ([0, /;],R™). Ce qui im-
plique que G muni de la topologie induite est un espace connexe et localement com-
pact dans R,
La structure d'un graphe orienté est entierement définie par les coefficients d’ad-
jacence et les coefficients d’'incidence.

Définition 1.2. On définit 'opérateur d’adjacence :

o = (eip)iperny: RV — RVD

avec

- 1 si v; et vy, sont adjacents,
ih 0 sinon.

Pour un graphe simple, deux sommets v; et v, déterminent de facon unique
I'aréte e; les joignant. On peut donc poser :

ssiesNV ={v;, v},
1 sinon.

s(i,h) :{

Lorientation de I" est donnée par les facteurs d’incidence :

1 sizj(lj) =
dij: -1 Siﬂj(O):Ui,
0 sinon.
7(0) est appelé le nceud initial de e; et 7 (I;) est appelé le nceud final de e;.

Les matrices d’adjacence et d’incidence de 1'exemple de la Fig. [1.5|sont respective-
ment

00100 -1 0 1 0 O
0O -1 1 0 O
0 01 01 0 1 0 o0 -1
g=11101 1|et=
0O 0 1 -1 0
00101
01110 o o0 0 -1 1
0O 0 -1 0 1

On donne également quelques exemples de graphes infinis. On définit la grille I';,, de
la facon suivante : son ensemble de sommets est V(I';;) = Z™ et la relation d’adja-
cence est définie par

m
i=1
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v

5
FIGURE 1.5 — Exemple pour le calcul des matrices d’adjacence et d’'incidence

Le graphe dénombrable I'j;, dans lequel chaque sommet est de degré 2m est un graphe
uniformément localement fini de méme que les graphes de Képler K3, plan recouvert
par des hexagones, et K3, plan recouvert par des triangles.

Nous allons maintenant expliciter les conditions de continuité aux nceuds. Pour
une fonction u : G — R, nous posons u; = uon;:[0,/;] — R et on utilise les abrévia-
tions suivantes :

-1 0
uj(Ui) = u](n] (Vi))r a]u](vl) = a_t]u](t]) n]_.l(l}i).

Nous utiliserons les conditions de continuité suivantes :
Vv €V, ejnes=1{vit = ujv;) = us(v;). (L.1)
De plus, a chaque sommet, nous utiliserons les conditions classiques de Kirchhoff :

VieN,Zdijajuj(v,-):O. (1.2)
JeN

Cette condition généralise la condition de Neumann sur un intervalle a une condi-
tion de transition aux sommets dans un réseau.
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Chapitre

Multiplicité des valeurs propres sur les
graphes localement finis

2.1 Introduction

On étudie des propriétés des fonctions harmoniques et bornées sur les réseaux
infinis localement finis. D’'importants travaux ont été réalisés dans ce sens par J. von
Below et parJ. A. Lubary. On s’attache ici a prouver une conjecture présente dans [3].
Cette conjecture annonce que les arbres localement finis vérifient la proposition sui-
vante : soit les fonctions harmoniques bornées sont constantes soit elles forment un
espace vectoriel de dimension infinie, sous une hypothése concernant les longueurs
des arétes du graphe considéré.

Un deuxiéme résultat montre que I'on peut construire des graphes localement
finis contenant des cycles sur lesquels les fonctions harmoniques forment un espace
vectoriel de dimension finie non trivial.

2.2 Définitions et notations

On reprend ici les définitions et notations du préambule. Maintenant, on donne
de nouvelles définitions.

Définition 2.1. On définit I’ opérateur suivant :
PI) = (pin)ipen : RV - RVD
avec

_ -1
Pin= eihls(,',h)-
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On rappelle les conditions de continuité aux nceuds :
VvieVr,ejnes=1vit = uj(v;) = us(v;). 2.1)
Et les conditions classiques de Kirchhoff:

VieN,) d;ijdjuj(v;) =0. (2.2)
jeN

Finalement, nous définissons I'opérateur laplacien A sur un €2-réseau G par

== (o))
dont on choisit comme domaine de définition :

(D) =6(G) ={ue€(G)|VjeN:u;e€*(0,1]), u satisfaisant 2:2)} .
Le probléme aux valeurs propres s’écrit alors

0#ue€eGNL®G) et 0iuj=—Au; pour jeN, (2.3)

2.3 Les harmoniques

On cherche les fonctions harmoniques sur un réseau G, c’est-a-dire les solutions
de Au = 0. Une fonction continue u : G — R est appelée harmonique si, sur chaque
aréte ej, u est de la forme t; — at; + b; et satisfait la condition de Kirchhoff (2.2).
Lensemble des fonctions harmoniques sur G est noté #(G). Chaque élément de
#€(G) est entierement déterminé par ses valeurs aux sommets :

x=(x)ien, Xi=u(vy).
Nous avons également besoin de la pente sur les arétes e; :

o uj(l;) —u;(0)

ji= ,J EN.
lj
D’ou, I'égalité (2.2) s’écrit :
VieN:) dija;j=0. (2.4)

JjeN
En utilisant la définition de 'opérateur 22(I'), I'égalité précédente équivaut a :

VieN: ) pinxn=xi Y. Pin
heN heN
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ou encore,
Zx:=Diag(?M)e) '2[M)x = x.

D’apres [62], 'opérateur Z est compact si et seulement si I' est fini, et borné si I' est
uniformément localement fini. En général, la valeur propre 1 n’est pas simple et sa
multiplicité dans [*°(V(I)) vérifie :

m(1,Z,1*°(VI))) =dimA(G) N L7(G) = m(O,A,CgI%(G) NL*(G)).

On pose les définitions suivantes, extraites de [3].
Définition 2.2.

M(0;T) =dim A#(G) N L (G).

En analyse complexe, le théoreme de Liouville pour les fonctions harmoniques
affirme qu'une fonction harmonique et bornée est constante. On utilise donc la dé-
nomination réseau de Liouville de la facon suivante :

Définition 2.3. Un réseau G est appelé un réseau de Liouville si
M@O;T)=1.

On cite deux premiers résultats issus de [3]. Le premier permet de voir que le
caractere Liouville se préserve sous une réduction du graphe.

Définition 2.4. Un viaduc dans un graphe I' est un chemin 7 de longueur minimale
2 dans I joignant deux sommets distincts u et v tel qu’il n'y ait pas d’autre chemin
joignant u et v ayant un sommet dans I'ensemble V () \ {u, v}.

Définition 2.5. On définit le graphe réduit I';,; d'un graphe I en le construisant de la
facon suivante. Introduisons les opérations :

(I) On supprime les arétes dans I' incidentes aux sommets du bord.

(II) On supprime chaque chemin 7 non borné d’'un c6té dans I' dont les nceuds de
ramification V; () sont de degré 2 dans I'.

(ITII) On remplace chaque viaduc 7 dans I' par une unique aréte de longueur ¢, ou ¢
est la somme des longueurs de toutes les arétes de 7.

On répete (I) et (II) jusqu’a ce qu’il ne reste plus de sommet de degré 1 et qu’il ne
reste plus de chemin non borné d'un co6té. Alors on applique (III) de telle sorte qu’il
ne reste plus de sommet de degré 2. Le graphe résultant de ces opérations est appelé
le graphe réduit I',.; de T

Exemple2.1. On donne des exemples de réduction de graphe :
— Le graphe réduit de la Figure 2.1 est un unique sommet.
— Le graphe réduit de la Figure[2.2]est lui-méme.
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Théoreme 2.1. |3] Un grapheT est un réseau de Liouville si et seulement siT .4 est un
réseau de Liouville.

Le deuxieme résultat est un principe du maximum.

Théoreme 2.2. [3] Si une fonction harmonique atteint son maximum en un point de
G, alors elle est constante.

Démonstration. Puisqu'une fonction harmonique est affine par morceaux, elle at-
teint son maximum en un sommet v de G. D’apres les conditions de Kirchhoff, u(w) =
u(v) pour tout w ~ v et par connexité on obtient le résultat. O

On en déduit que si #V (I',.4) < oo alors I" est un graphe de Liouville. Le deuxieme
résultat permet également de donner quelques premiers exemples de réseau de Liou-

T T I LT LT
| L o

FIGURE 2.1 — Un premier exemple de graphe Liouville

2i-2 2i 2i+2

2i-1 2i+1 2i+3

FIGURE 2.2 — La bande 3-réguliere B

Exemple 2.2. Les exemples suivants sont des réseaux de Liouville :

a) Ladroite réelle I'y munie des sommets V(') = Z et de la relation d’adjacence :
eir=1leli-k|=1.

b) SoitI labande infinie dessinée dans la Figure[2.1] La pente s’annule sur chaque
sommet du bord, donc une fonction harmonique bornée sur I' nous donne une
fonction harmonique et bornée sur I'; de I'exemple précédent. Donc ce réseau
est un réseau de Liouville.

¢) Labande infinie 3-réguliere B dessinée dans la Figure[2.2]
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Démonstration. Pour les deux premiers exemples, le résultat est évident. On donne la
preuve pour la bande 3-réguliere. Soit # une harmonique bornée sur B. On note S(u)
son symétrique par rapport a I’axe médian dessiné en pointillé. Les deux fonctions
u+ S(u) et u— S(u) sont des harmoniques bornées. Si u+ S(u) =0 ou u—S(u) =0
alors u est constante. En effet, dans le deuxieme cas, on obtient une harmonique sur
'y qui est constante. Tandis que dans le premier cas, xp;+2 = 4X2; — X2i—2,1 € Z et u est
alors une fonction non bornée.

Supposons donc que v := u+ S(u) # 0 alors v — S(v) = 0 et v est constante. On a
alors u+ S(u) =2a < (u—a) + S(u— a) = 0. Donc u est constante. Ce qui prouve que
B est un réseau de Liouville. O

2.3.1 Lesarbres

7

FIGURE 2.3 — Larbre généalogique Tj

Il est intéressant dans un premier temps de voir un exemple d’arbre qui ne soit
pas un espace de Liouville. Ceci a été fait dans [3]. On répete ici la construction. On
appelle arbre généalogique 'arbre T dessiné dans la Figure [2.3|ol1 chaque aréte est
de longueur 1. Soita e R, f € [%, 1). On définit une fonction continue u dépendant de
a et f par récurrence de la facon suivante :

te€[0,1],
u () =agt avec a1 = «,
upj(t) = azjt+uj(l) avec azj = fa; pour 281 < j <2k

upj+1(8) = azj1t+uj(l) avecazjr; =(-p)a; pour 2k-1 < j <2k

ou j,keN*.
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La fonction u est bornée puisque I'on obtient 'inégalité suivante pour tout n € N* et
t€[0,1]

- lal
lun(D)] < lal ) p*=—<

k=0 1-p
On note que u;(vy) =0 et u’1 (v9) = a. La fonction u est donc une fonction continue,
bornée et vérifie les conditions de Kirchhoff en chaque sommet sauf en vy. De plus,
chaque choixde € [%, 1) nous donne une fonction de ce type linéairement indépen-
dante des autres.
On note Ty(a, B) I'arbre T, avec le choix (a, ) pour les fonctions u précédentes. On
colle deux copies de T en leur sommet de bord ,voir Figure et on vérifie que ce
graphe n’est pas de Liouville.

- __ = - . —

FIGURE 2.4 - Exemple d'un arbre non Liouville

En effet, avec le choix (—a, ) pour la copie gauche et le choix (a, ) pour la copie
droite, on obtient une fonction continue, bornée et qui vérifie la condition de Kirch-
hoff au sommet de degré 2 dans la Figure Larbre vérifie méme M (0; T) = oo.

On pose maintenant une condition sur les arétes :

inf{l; | j €N} > 0. (2.5)

Dans [3], une condition suffisante pour qu’un arbre soit de Liouville est donnée. On
rappelle ce résultat.

Définition 2.6.

longueur de I'arc e

L(F):inf{ | e,feE(F),enf;é(Z)}.

longueur de I'arc f
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Théoreme 2.3. [3] Supposons qu'un arbre uniformément localement fini T sous la
condition (2.5) satisfasse

1

L(Typq) > —m——.
red Ymin(Treq) — 1

Alors l'équivalence suivante est vérifiée :
M(0;T) =00 V(Treq) = 0.

Etdonc l'arbre T est de Liouville si et seulement si son arbre réduit a un nombre fini de
sommets.

Ce résultat a été démontré en construisant explicitement une infinité d’harmo-
niques linéairement indépendantes. Sans la condition (2.5), on peut avoir des arbres
X, vérifiant M(0;Z,) = n pour tout n = 2. En effet, pour cela il suffit de considérer un
graphe X, formé de n chemins non bornés d'un co6té I'y dont leur sommet final est
un nceud de degré n comme dans la Figure

FIGURE 2.5 - Le graphe X4

Sur chacun des chemins I'y, on multiplie successivement les longueurs des arétes
par un facteur 0 < A < 1 donné en commencant a vy. Les fonctions harmoniques
bornées u sont alors entierement déterminées par n — 1 pentes parmi les n pentes
sortantes de v, et par la valeur u(vy).

Une question naturelle est posée dans une conjecture de [3]. Sous la condition
(2.5), pour les arbres, peut-on avoir un nombre fini de fonctions harmoniques indé-
pendantes ? La réponse est non et on prouve l’alternative suivante :

Théoreme 2.4. Soit T un arbre uniformément localement fini satisfaisant (2.5). Alors
soit T est un réseau de Liouville soit M(0; T) = oo.

Démonstration. Onnote 1 la fonction harmonique constante égale a 1 sur T. On sup-
pose que m(0, T) = 2. On construit une suite de fonctions harmoniques bornées et
linéairement indépendantes. Par hypothese, il existe une fonction 1y définie sur T,
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harmonique, bornée et non constante sur T;.4. A partir de 1y, on va construire u; sur
T telle que (u, up, u1) soient indépendantes. Puis on montrera en itérant la construc-
tion que I'on a une infinité de solutions indépendantes sur T.

Soit kp une aréte dans T,.4 sur laquelle 1y n'est pas constante. Soit a la pente de
Up sur kp. On a donc ag # 0 et on pose vy := 7m(0). Dans T4, On choisit vy comme
source et on définit I'orientation définie sur les autres sommets v; par

y; =card{jeN|d;j=1}=1
et

y; =card{jeN|d;j=-1}=y; - 1.

1

Soit 7 un chemin non borné d'un c6té dans T;,,; commencant a v, tel que sur chaque
aréte de 7, les pentes de u, soient non nulles. Un tel chemin existe grace a la condi-
tion de Kirchhoff (2.2). On note (a;) ;>0 la suite des pentes de u sur 7.
D’apreés la condition et comme i, est bornée, on a

lim a; =0.

1—00
Soit i1 := min{j > 0: a; # ao}. On pose a;, 1 := a;;. Soit k;; ; 'aréte ou la pente de
up vaut a;, 1. On pose v;, := m;,1(0). On note k;, 2,--- ’kiw(vl-l)—l les autres arétes sor-
tantes a v;,.
Par la condition de Kirchhoff (2.2),

Y(l}il)_l
Z ail,j = 75 0.

j=1,ai1,j¢0
Doncil existe n,me {1,---,y(v;,) — 1} tels que,

n?f m’ ail,n¢07 et ail,m?fo-

Soit T;, ,, et T}, m les sous-arbres obtenus en coupant T;.4 en v;, qui contiennent k;,
et ki, m respectivement. On définit alors uy € A(Treq) N L (Treq) :

u1| = u0| —up(viy)1,
Til,n Til,n
diyn ®iy,n Uo (Vi)
u Y, 1o it 1
|Ti1,m “il,m |Ti1,m ail,m

On prolonge u; de fagon continue et constante sur 7. Il est évident que u; ainsi défi-
nie sur T est affine par morceaux, bornée, continue et vérifie (2.2).
Montrons que (1, ug, u1) sont indépendantes : soient A, 1p, 11 € R tels que

/11+7Lou0+ﬂtlu1 =0.
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FIGURE 2.6 — Construction d'une harmonique indépendante

On obtient facilement I'égalité A = 1y = 0 puisque u; s’annule sur kj et donc égale-
ment A =0.

Supposons maintenant que pour p = 2, uy, -+, Up-1 € A (Treq) N L™(Treq) sont non
constantes et que ces fonctions 1, u, - -+, t;,—1 sont linéairement indépendantes avec
les indices iy et supports T;,_, et T;_ , comme au-dessus pour 1 <« < p—1. Onrépete
la construction ci-dessus en incluant ug et 7 =I'g et on pose i, :=min{j > i, 1:a; #
@i, ,}, @i, = a;,. Soit k,-p,l I'aréte sur laquelle 1y admet comme pente @i, et po-
sons v;, := 7;,1(0). Les autres arétes sortantes a vi, sont notées k,-pyg, .o ,lc,-p,y(,,ip)_l.
La condition de Kirchhoff permet d’écrire

Ywi,)-1
Z a,-p,j = (Xip_l ?f 0.
j=1

Donc il existe n,me {1,--- v y(i,) -1} tels que n # m, @i,n#0eta;,m#0. Soit Ti,n
et T, m les sous-arbres obtenus en coupant Tyeq €n Vi, qui contiennent kip, n et kip,m
respectivement. On peut maintenant définir u,, € #(Teq) N L*°(Treq) €n posant

Mp| = M0| —up(vi,)1,
ip,n Tip,n
Xip,n Qip,n uo(vi,,)
u = Uo +—1,
P a; a;
Tip,m ip,m Tip,m ip,m
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et en étendant u,, par 0 en dehors de Ti,netTi, m. Il reste a voir que 1, ug, -+, up sont
linéairement indépendantes. Pour A, Ag, -+, A, € R tels que A1 + Agup + -+ Apup =
0, par construction et hypothése de récurrence, nous obtenons successivement A =
Ao =...=Ap_1 =0, en évaluant sur les arétes k; _, pour x = 1---p — 1. Finalement,
Ap=0. O

Le théoréme|2.4|reste vrai pour les graphes possédant un nombre fini de circuits.

Corollaire 2.1. Un graphe infini uniformément localement fini I' ayant un nombre
fini de circuits et vérifiant la Condition (2.5) est un réseau de Liouville ou bien vérifie
M(0;T") =c0.

Démonstration. Par hypothese, I' est constitué d’'un graphe fini noté F contenant
tous les circuits de I" et d'un nombre fini d’arbres T1,..., T}, avec {v(’;} =V(T)) NV (F).
On peut supposer que pour tout i € {1,...,m}, le sommet v est de degré 1 dans T;.
Si m = 0 alors M(0;T) = 1. Supposons donc que m = 1. Si I'un des arbres T} vérifie
M(0; Ty) = oo alors M(0;T) = co puisqu'une harmonique sur T définit une harmo-
nique sur I' en ’étendant de facon constante.

Supposons maintenant, grace au Théoreme 2.4} que tous les arbres T sont de Liou-
ville. Si toutes les fonctions u € A#(I') N L*°(I') sont constantes sur chaque aréte inci-
dente a vé dans T; pour tout i € {1,...,m}, alors M(0;T’) = 1.

S’il existe une fonction u € A (I') N L°°(I') avec une pente non nulle sur I'aréte inci-
dente a v(’f dans Ty pour un k € {1,...,m} alors la méme construction que dans la
preuve du Théoreme 2.4 montre qu'il existe des fonctions harmoniques non
constantes sur Ty. Cependant la restriction de u a T ne satisfait pas la condition de
Kirchhoff en v(])C € V(T) dans Ty. Ceci est impossible et permet de conclure que I' est
un réseau de Liouville. O

On essaie de généraliser ce résultat. On commence par la définition suivante :
Définition 2.7. Soit r = 2. On dit que G, Gy, -+, G, recouvrent un graphe G si:

- Ye€ E(G),ee U;_ E(G)),

- YveV(G),veu;_ V(G).

Avec cette définition, le corollaire s’écrit de la facon suivante. Si I'on recouvre
un graphe G par un nombre fini d’arbres Liouville de telle sorte qu’il n'y ait qu'un
nombre fini de circuits alors G est Liouville. On se demande donc naturellement s’il
est possible d’étendre ce résultat. Si on recouvre un graphe G par un nombre fini de
réseaux de Liouville alors G est-il lui-méme de Liouville ? La réponse est négative et
un contre-exemple est donné ultérieurement dans la Figure[2.9] Cependant la ques-
tion suivante reste ouverte. Si on recouvre un graphe G par un nombre fini d’arbres
Liouville alors G est-il Liouville ?

Soit G un graphe recouvert par deux arbres T; et T». A partir d'une harmonique
bornée sur G, on cherche a obtenir une harmonique sur 77 ou sur 7». On comprend
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alors la difficulté du probléme puisque I’on cherche a prouver I'existence d’une solu-
tion d'un probleme différentiel sur un sous-domaine. Pour illustrer ceci, on dessine
I', comme recouvrement de deux arbres dans la Figure[2.7

FIGURE 2.7 - Le graphe I', recouvert par deux arbres

Les deux arbres ('un en traits pleins, 'autre en traits pointillés) sont Liouville
puisque leur graphe réduit est restreint a un point. Pour corroborer le fait que cette
question pose probleme, on donne I'exemple suivant :

Proposition 2.1. Il existe un réseau G localement fini mais pas uniformément locale-
ment fini tel que G n'est pas Liouville et chaque sous-arbre de G est Liouville.

Démonstration. Définissons le graphe H de la maniere suivante : numérotons les

sommets de H par V(H) = U v® o1 le k-ieme étage est défini par:
k=0

vi® ={uP1<i<2f.

Les arétes sont définies par les regles d’adjacence suivantes :



18  CHAPITRE 2. Multiplicité des valeurs propres sur les graphes localement finis

(@) Il n'y a pas d’aréte entre deux sommets du méme étage ou d’étage dont les
indices ont une différence d’au moins deux.

(b) Entre le k-ieme étage et le (k+1)-ieme étage on pose des arétes pour avoir un
graphe complet biparti. La longueur de ces arétes est 2.
(k)

(c) Les arétes sortantes a v;”* sont notées eg.k; pour 1< j <2k,

On colle maintenant deux copies de H en ajoutant un sommet vy comme indiqué

dansla Figurepour obtenir le graphe G. On définit une fonction qui a pour pente
k i

H (—) sur les arétes entre le k-ieme étage et le (k+1)-ieme. Cette fonction vérifie

i=1

donc les conditions de Kirchhoff a chaque nceud et est bornée puisque

k i
YT (%) 2¥ < 00. Donc G n'est pas Liouville.
k i=1

On montre maintenant que les sous-arbres de G sont Liouville. Soit T un sous-arbre
de G. Le graphe réduit T}.4 ne peut pas contenir d’arbre dont chaque sommet est de
degré 4 d’apres les relations d’adjacence de G. Larbre T,.; contient donc au maxi-
mum un arbre dont chaque sommet est de degré 3. S’il n'en contient pas, Ty, est
uniquement constitué d’'un sommet. S’il en contient un, on considére u une har-
monique bornée non constante sur T,.4. La fonction u admet alors dans son sup-
port un chemin de longueur infinie sur lequel la suite des pentes notée («;) jen Vérifie
djpq = % > 0 ce qui est incompatible avec I'ordre de croisssance de la longueur des
arétes de G.

FIGURE 2.8 - Le graphe G
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2.3.2 Des multiplicités finies

Un premier exemple

On prouve maintenant que les multiplicités finies peuvent étre atteintes pour des
graphes contenant des circuits. Le premier exemple est justement le graphe G décrit
précédemment dans lequel on peut fixer les longueurs des arétes égales a 1.

Lemme 2.1.
M(0;G) =2.

Démonstration. On choisit]’orientation de la Figure[2.8] C’est-a-dire que dans chaque
copie de H, chaque aréte est orientée en choisissant le sommet de I"étage inférieur
comme neceud initial. Soit # une harmonique bornée sur G. Soit a la pente de u sur

I'aréte allant de vy a vio). Il suffit de montrer que pour tout k = 0 et pour tout i, j, la
(k)

pentede usure; j vaut 22‘,f+1 caril y a2k x 25*1 arétes entre le k-iéme étage et le (k+1)-
ieme étage. On note ag“? la pente sur egc;. Les conditions de Kirchhoff en vio), vil), vé”
et la continuité en 1152), UéZ), v:_(f), vf) nous donne
M o) +al)=a,
) alf+afl e of)vall =af etall +of)+of) +al ~of)
0) 1) 0) 1)

(iii) a) ta; . =a,+a, pourl<i=<4.

J

1,j
En sommant, on obtient aio)l = ag =3

Supposons par récurrence que toutes les pentes entre le (k-1)-ieme étage et le k-ieme

étage sont égales pour 1 < x < k—1. Elles valent donc 2#“_1 Ecrivons la loi de Kirchhoff

en vik“) et vg”l). Ilya 2k+2 arétes sortantes et 2¢ arétes entrantes. Nous obtenons

donc:

2k+2

2k+2
(k+1) _ ok (k) (k+1) _ ok (k)
Y ay;=2"ay) et Y @y =2"ay,.
j= Jj=1

Par continuité, nous avons agk{ +a (lkfl) =a 3'2 + “;(gk;l)

En sommant sur j, on obtient finalement a(lkf = a(lk;. Par symétrie, cela donne que

toutes les pentes sortantes de vik) sont égales. D’apres la loi de Kirchhoff en vik),

pour tout 1 < j < 2k+2,

2k+1

a
Z a(lk). = _/C
=2
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Donc ces pentes valent 22+“+1 et donc M(0;G) = 2. O

En suivant cette idée, on construit maintenant un graphe uniformément locale-
ment fini vérifiant M(0, G) = 2. Puis on en déduira un graphe vérifiant M(0,G) = n
pour tout n = 2.

Un exemple ULF

Construction

Dans un premier temps, on utilise une infinité de copies du graphe Kj » pour construire
le graphe G satisfaisant M(0; G) = 2.

Définissons un graphe H comme suit. On numérote les sommets de H par V(H) =
LJ v ot le k-ieme étage est noté

k=1

y® :{vl(.k)llsiszk}.

Les arétes de H sont définies d’apres les regles suivantes :

(@) Iln'y a pas d’aréte entre deux sommets du méme étage ni entre deux sommets
d’étage dont les indices ont une différence d’au moins 2.

(b) Pour k = 1, les relations d’adjacence entre le k-ieme étage et le (k + 1)-ieme
étage sont définies par 287! copies de K45 entre p® " et

Yok iy
(k+1) . (k+1)  (k+1) . (k+1) kel N
Vyisg Ui oy Vg1V, pourl=i=2%", voir laFlgure
k)

i

(c) Les 4 sommets sortants de vl(. sont notés ei.k]? pourl < j<4.

Appelons les sommets de K, » par les nombres 2 a 7 comme indiqué par les som-
mets gras dans la Figure[2.9] Ensuite collons deux copies de H a un Kj » en identifiant
4 et5 avec vil) et vél) respectivement et en identifiant 6 et 7 avec vil) et vél) respecti-
vement. Finalement, ajoutons un nceud 1 et une aréte entre 1 et 2 et une autre aréte
entre 1 et 3 pour obtenir le graphe G, voir la Figure Toutes les arétes dans G ont
une longueur de 1. Chaque aréte est orientée en choisissant le sommet incident d’in-
dice le plus bas comme nceud initial. Les arétes entre les sommets {1,2,3,4,5,6,7,8}
sont notées a; ;. Nous obtenons un graphe vérifiant ymax(G) = 6 qui est donc unifor-
mément localement fini.

Calcul des multiplicités

Théoreme 2.5. G est un graphe infini localement fini vérifiant (2.5) et

M(,G) =2.
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FIGURE 2.9 - Le graphe G vérifiant M(0; G) = 2.

Démonstration. On considere une fonction harmonique quelconque sur G. Soit a;;
ses pentes sur les arétes a; ; et agc} ses pentes sur les arétes e;k]? . Nous montrons que
les fonctions harmoniques s’annulant au sommet 1 sont bornées et forment un es-
pace vectoriel de dimension 1.

Les conditions de Kirchhoff aux sommets 1,2, 3 etla condition de continuité aux som-

mets 4,5,6,7 nous donnent
(i) a;z+aiz=0,
(ii) @24+ @25+ age+ @27 = @12 €t @34 + A35 + A36 + A37 = A13,
(iii) ajp+az;=az+az; pourd<i<7.
En sommant la relation (iii) sur i, on obtient a2 = a3 = 0. Par continuité as; = as;

pour 4 < i <7. Les conditions de Kirchhoff aux sommets 4,5 et la condition de conti-
nuité en UEZ) donnent

4 4

: 1 1

(iv) Zlcrg; =2ay, et Zlaé} =295,
J= J=

M o
1,j T @24 =y ;

En sommant la relation (v) sur j, on obtient a24 = a»5. Ce qui nous donne, grace a la
relation asy + @5 + o + a27 = 12, la relation suivante

v) a +azs pourl<j<4.

Q=24 = Q25 = —A26 = —A27,
et par continuité et symétrie de G

@ =034 =a35 = —A36 = —A37.
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Nous prouvons maintenant que le choix de @ détermine un unique élément de #(G)
s’annulant au sommet 1. En utilisant les formules ci-dessus et la symétrie de G, il suf-
fit de considérer seulement le graphe H. On procede par récurrence sur k. On sou-
haite montrer que chaque pente entre les étages V® et V**! vaut 5. En sommant
toutes les conditions de Kirchhoff sur le k-ieme étage, nous avons

2 4
al) = a(k)
Efai-Ei

2

Pour k =1, la continuité en v; D —

1= (Dpour1<]<4

impose la relation suivante a

Et les conditions de Kirchhoff en v(z) et v(z) imposent

4
(2) 1 (2) €8]
Z 2ay 7, Z @, =2ay,,

(3)

et par continuité en v, () (1) (2)

— 1)
it =a0ta) 4 pour 1 < j<4. Ensom-

4,j
mant cette relation sur j, nous obtenons agli = aglfl et d’une maniere analogue a(l)

@) _ 4@ 2
1= Qaj €L =
Il reste @ montrer que ocg”l = a%. En sommant toutes les relations de Kirchhoff aux

sommets v(g) . vf) on obtient

4 4
ZZ (3) Za(Z) (2) zza(Z) 4a§1)1,

(3) (3

, NOUS avons o

a%. Ceci montre o (2) j pour 1=j=<4.

et aux sommets v o Ug
3 & (3) (2) (1)
Z Z =2 Z @, = 4a
i=5j=1

La condition de continuité aux sommets du 4-iéme étage donne pour 1 < j <4:

a® (2) 1) 3 2 1)

@yt T =g+ 0y, T a5
(3} +al)+al) = a(gj +afy+a),
o +06(12;)+a§11 o +a;2;+a§1;,
ool af) of) ]l

En sommant ces 16 équations, on a I'égalité suivante

Y al¥+4 z a® +16a) = Yy o) +4 z o) +16al),
i=1j=1 i=5j=1
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et finalement agli = a(lli. Lhypothése de récurrence est donc vraie au rang k = 1.

Par récurrence, supposons que les pentes entre le k-ieme étage et le (x+1)-ieme étage
sont toutes égales pour 1 < x < k — 1. Alors, toutes les pentes entre les sommets de
Iétage V=D et ceux de I'étage V¥ valent 27%+1q, et d’apres les conditions de Kirch-
hoff en vgk), la somme des 4 pentes sortantes a vl(.k) sont égales (pour tout i). On suit
la méme preuve que dans le cas k = 1.

Par continuité en vl(.k+2) pour 1 <i <4, nous avons

(k) (k+D) _ (k) (k+1)
Aty =0t a:z,myj.
(k) _ (k) 4 () _ k) :
En sommant, ;= azk—1,4’ et en conséquence, “1,]' = aZk_l,S—j pourl < j <4.1lreste
a sommer les conditions de Kirchhoff en vi’”z), oo vflk+2) et répéter 'opération pour

obtenir
k) _ (k) a

al,j - 2k—1,5_]' = Z_k

pour 1=<j=<4.
Ce qui montre que chaque fonction u € #(G) est entierement déterminée par sa
valeur au sommet 1 et par la pente a = ay4. De fait, M(0; G) = 2. O

Un exemple général

Nous construisons maintenant un exemple de graphe uniformément localement
fini sur lequel les fonctions harmoniques et bornées forment un espace vectoriel de
dimension m.

Pour m = 2, on considere m copies de H, notées Hy,---, Hy,. Collons chaque H;
sur une étoile a 3 branches en identifiant les sommets vi” et UEZ) avec deux sommets
dubord deI’étoile. Le sommet du bord restant est identifié a un nceud de ramification
vo de degré m. Le graphe obtenu est appelé H™. 1l est uniformément localement
fini car il satisfait ymax(H™) = max {6, m}. Lorientation donnée a H™ est induite par
'orientation donnée dans chaque H; et le sommet v, est supposé étre une source.

Corollaire 2.2. M(0; H™) = m.

Démonstration. Nous montrons qu'une harmonique u € /#(H™) est entierement
définie par ses valeurs en vy et par m — 1 pentes sur les arétes incidentes a vy. Soit
ai,...,an les pentes de u sur ces arétes. D’apres la condition de Kirchhoff en vy, on

obtient a,,, = —Z;?;l aj.
Dans Hj, on utilise les méme notations que pour H. Soit v;,; le sommet défini dans la
Figure|2.10, et on note a1 la pente de u sur I'aréte entre vy ; et v}l). Les conditions de

Kirchhoffen vy, vil), vél) et les conditions de continuité en vﬁz), e vf) conduisent a

1) a1 =an+am,
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FIGURE 2.10 — Le graphe H>.

4 4

. 1 1

(i) ann =) ai)} et ap=), azé)},
j=1 j=1

(iii) aq + af} =a2+ aél’} pour 1=<;j=<4.

En sommant sur j la derniere identité, ona ay; = a2 = % Comme dans la preuve du
lemme précédent, chaque pente de u entre le k-ieme étage et le (k + 1)-ieme étage
dans H; vaut ijz. Soit 1 < i < m— 1, on définit w® 1'unique harmonique sur H”
vérifiant w® (vy) = 0 et dont les pentes sur les arétes incidentes a vy valent a; = 1,

am=—leta;=0pour j¢{i,m}. Onen déduit

m—1
u=uwy)l+ Y a;w?e(1,w?, . w™ ),
i=1

ce qui montre le résultat puisque les fonctions 1, wW,... w1V sont linéairement
indépendantes. O

2.4 Les graphes périodiques

Les graphes périodiques dont la définition est issue de [10] forment une classe
importante de graphes uniformément localement finis. Le groupe Aut(G) désigne les
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Hy

FIGURE 2.11 — Les harmoniques indépendantes sur H>

automorphismes du graphe G. Dans la définition suivante, on prend les notations
standards de la théorie des actions de groupe.

Définition 2.8. T est un réseau périodique de groupe de translation G = @ | Zb; <
Aut I', de noyau N, de cellule F et de rang m si :

I' est connexe,

— N et F sont des sous-graphes finis et connexes de T,
- VN =VD),

{b;,1 < i < m} est une base de G,

m
F=Nu|JNPbiet E(F)° =ED),
i=1

Vg, heG:g#h= V(N8 NV(N" =g.

Référencés dans [76], les résultats de G. Choquet et J. Deny dans [33], de J. L.
Doob, J. L. Snell et R. E. Williamson dans [36] et de S. Sawyer dans [70] démontrent
que les graphes périodiques sont des graphes de Liouville en adoptant des raisonne-
ments probabilistes. Une preuve combinatoire de ce résultat reste donc souhaitable.

Dans [3], une preuve combinatoire a été trouvée pour certains graphes pério-
diques.

Théoreme 2.6. Les réseauxT,,, K> et K3 sont des réseaux de Liouville.

De multiples tentatives ont été testées sur des graphes périodiques "simples".
Une premiere approche a été d’essayer de se ramener au cas I',, en utilisant une
astuce.

Exemple 2.3. Le graphe périodique I" dessiné a gauche dans la Fig. est Liouville.
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FIGURE 2.12 — Un graphe périodique I" dont le noyau est complet

Démonstration. Evidemment, pour un graphe périodique, le noyau n’est pas unique.
Dans le graphe T', on choisit comme noyau le graphe complet a 4 sommets, noté Kj.
On a vu qu'une harmonique u est définie par les valeurs de u aux sommets. On crée
une application ¢ allant des fonctions harmoniques et bornées sur I" vers 1'espace
des fonctions harmoniques et bornées sur I'; de la facon suivante : pour tout u har-
monique sur T, la valeur en un sommet de I'; de ¢(u) est donnée par la moyenne
des valeurs de u sur le noyau de I' comme indiqué sur la figure la notation X
désignant la moyenne }L(xl + X2 + X3 + X4).

Montrons que la fonction ¢(u) appartient bien a #(I'2). On prend les notations de
la Fig. ou les a;, b;, c;, d; et x; désignent les valeurs aux sommets d'une harmo-
nique. Il s’agit simplement de montrer que 4% = é@+ b + ¢ + d. Ecrivons les lois de
Kirchhoff

day =ar+as+ag+ X,
4b; :b2+b3+b4+x2,
4c1 =cCr+c3+Ccy+ X3,
4d, :d2+d3+d4+X4.

En outre, la somme des pentes sortantes de chaque noyau est nulle. En particulier,

nous obtenons a; + b; + ¢; + dj = X1 + X2 + x3 + x4. On obtient donc 16X = Z‘i*:l a; +

b; +c;+d;cest-a-diredx=da+b+c+d.

De plus, 'application ¢ est linéaire et de norme 1. On montre qu’elle est injective. Par

I'absurde, supposons qu'il existe une harmonique © de norme 1 telle que la moyenne

de u sur chaque noyau de T soit nulle. Pour tout € > 0, il existe un sommet v; ot u
1

prend une valeur x; > 1—e¢. On choisit € = . Comme la moyenne de u sur chaque

noyau est nulle, il existe un sommet v; dans le noyau contenant v; tel que x; :=
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u(v;j) < 0. Comme le noyau est complet, v; et v; sont adjacents. La pente sur I'aréte
liant v; & v; orientée vers v; est supérieure a %. Comme le degré de v; vaut 4, il existe
une aréte liant v; a un sommet vy sur laquelle u a une pente supérieure a % On ob-
tient u(vy) = 1. Ce qui contredit le fait que u est de norme 1, une harmonique ne
pouvant pas atteindre sa norme en un sommet.
Lapplication ¢ étant injective, on en déduit que I' est un graphe de Liouville.

O

Le but est alors d’étendre ce raisonnement a tout graphe périodique. Cependant,
lorsque le noyau n’est pas complet, il n’apparait pas de facon aussi évidente de créer
une injection. Concernant la poursuite de cette recherche, j'essaierai donc de mon-
trer le résultat pour les graphes périodiques ayant un noyau complet avant de m’at-
taquer au cas général.

Une autre idée qui a été exploitée est la suivante. On peut également caractériser
le fait qu'un graphe périodique soit Liouville par la méthode suivante : soit ¢y, -+,
les translations induites par la périodicité d'un graphe G. On définit :

T; . AD)YNL®T) — A T)NL>®T)
u —Tiu:=uod;

Si pour tout 1 < i < m, T; est I'identité alors 'ensemble des valeurs aux som-
mets d'une harmonique bornée sur G serait fini. Ceci étant impossible, on obtien-
drait alors que tout graphe périodique est Liouville. Sans succés, il a été essayé d’'uti-
liser le théoreme d’analyse fonctionnelle suivant qui permet de caractériser I'identité
en regardant le spectre :

Théoréme 2.7. Soit X un espace de Banach, T : X — X un opérateur linéaire borné.
On suppose les deux hypotheses suivantes :

— T estinversible etsup,,7 || T" ||< K < oo,
— Lespectrede T vérifieo(T) = {1}.

Alors T est l'identité sur X.

Les hypotheses se vérifient aisément sauf pour montrer que T; + id est surjectif.
On souhaite écrire chaque fonction harmonique bornée v sous la forme v = (T +

id)u, ce qui donne formellement u = Z (=T)"v. 1l s’agit alors de montrer que u est
n=0
bornée, ce qui constitue la difficulté dans ce probléeme.
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Chapitre

Les valeurs propres de multiplicité
infinie sur les arbres

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on montre que sur un arbre infini uniformément localement
fini, si une valeur propre admet une infinité de fonctions propres indépendantes
alors 'espace propre associé contient un sous-espace isomorphe a ¢°°(N). On ob-
tient également les inclusions suivantes pour le spectre dans le cas d'un arbre ou
chaque aréte est de longueur 1 :

T 2
[0,00) > S(T) > [0,00)\ (E +nZ) .

Par le biais d’exemples, nous montrons que ces inclusions sont optimales.

Il a été montré dans [6] que les valeurs propres du Laplacien sur un arbre uni-
formément localement fini sont positives et que si un arbre T admet uniquement
un nombre fini de sommets de bord alors le spectre du Laplacien vaut exactement
[0,00). De plus, les valeurs propres sont de multiplicité finie pour tout graphe véri-
fiant #V,4(G) < oo . Dans [5, Thm. 8.6] il a été montré le résultat suivant

Théoreme 3.1. (5] Soit T un arbre uniformément localement fini avec au plus un
nombre fini de sommets du bord. Les assertions suivantes sont alors équivalentes :

(@) L€ (0,00): M(A4; T) =00

(b) YA€ (0,00): M(A; T) =00

(€) #Vegs(T) =00

De plus, pour cette classe d’arbres, tous les arbres vérifiant Vegs = V; ont le méme
spectre et chaque nombre réel strictement positif est une valeur propre black hole,
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c’est-a-dire que I'espace propre contient un sous-espace isomorphe a ¢*°(N), voir
[4] . En fait, chaque valeur propre de multiplicité infinie d'un arbre uniformément
localement fini est une valeur propre black hole.

3.2 Une condition nécessaire et suffisante pour lexis-
tence d’'une valeur propre black hole

Pour une parfaite compréhension du théoréme on rappelle la construction
faite par J. von Below et J. A. Lubary dans [4] d'une infinité de fonctions propres
associées a tout A € (0,00) dans le cas d'un arbre infini T vérifiant #V,(T) < oco et
#V,5s(T) = oo.

Théoréme 3.2. [4] Soit T un arbre uniformément localement fini vérifiant#Vy(T) < oo
et #V,s5(T) = 00. Alors pour tout A € (0,00), M(A; T) = oo.

Démonstration. Soit B le plus petit sous-arbre connexe de T tel que V,(T) < V(B).
Le graphe B est alors un graphe fini et il existe une infinité de sommets de V,(T) en
dehors de B. On suppose que u est nulle sur B et que u s’annule sur chaque chemin
joignant un sommet de V(B) aux nceuds de V,(T) les plus proches de B. On trouve
un nombre fini d’arbres connexe et deux a deux disjoints T1,---, T} tels que

Vp(T;) = @. Supposons que Vj,(T) = @ et que u(vg) = 0 ou vy est un nceud de rami-
fication pour T. On définit vy comme source et pour les autres sommets on définit
l'orientation par y;/ =1, y; =v;—1. On choisit des pentes y1, -+, ¥/y(y,) € R telles que

Y Y
D wi=0, ) ly;l>0.
j=1 j=1

Alors il existe une unique fonction u € 6?(S) sur I'étoile dont le nceud de ramification
est v vérifiant la loi de Kirchhoff en vy et telle que pour tout1 < j <7y,

diuj =—Au;j dans [0, 1],
u(VO) = O)
doj0juj(vo) =y;.

On étend u a T par récurrence : supposons que 1'on fixe la valeur de u en v;_ et la
dérivée en v;_; sur une aréte e; incidente a v; Alors la valeur de u en v; et la déri-
vée ¥ en v; sur I'aréte e; sont entierement déterminées. On choisit alors les autres
pentes sortantes de v; de facon a ce que u soit bornée de la facon suivante :

yY(w;)
vii= )Y Wi ¥ij=Kijyy avec0<K;; <1pour2 < j<y(v;).

j=2
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Il existe alors une unique fonction u € € 2(S;) sur I'étoile dont le nceud de ramifica-
tion est v; vérifiant la loi de Kirchhoff en v; et telle que pour tout1 < j <7y,

Oiuj = —Au; dans [0, 1],
uj(vi) = u (vy),
d,-jajuj(vi) =Y.

Cette fonction u est alors une fonction bornée associée a A et puisqu’ily aun nombre
infini de nceuds de ramification essentielle, il y a un nombre infini de fonctions
propres linéairement indépendantes. O

Théoreme 3.3. Soit T un arbre uniformément localement fini et A € [0,00). Alors
M(A; T) = oo si et seulement si l'espace propre dans C€IZ<(T) N L>®(T) contient un sous-
espace isomorphe a {*°(N).

Démonstration. Supposons que M(A; T) = co.

a) Si T contient un nombre fini de noeuds de ramification essentielle alors toutes
les multiplicités sont finies. Ceci vient du fait que T est alors un graphe fini F et

un nombre fini de chemins non bornées d'un c6té I'y liés a F par son sommet
du bord.

b) Si Vess = Vi et #14,(T) < oo alors le résultat est prouvé dans [4, Thm. 3.2]. Dans ce
cas, toutes les valeurs propres sont des black holes. T contient une famille dé-
nombrable { Hi|k € Z} d’arbres disjoints isomorphes a H graphe dessiné dans la
Figure[3.1] La construction dans la preuve du théoréme[3.2]permet de construire

FIGURE 3.1 — Larbre H

une fonction propre uy associée a A dont le support est dans Hy pour tout k € Z
et pour tout A € [0,00) telle que uy s’annule en vy correspondant a hy. Alors,
pour chaque (xi) ez = x € £°°(Z), on associe la fonction propre u = ®(x) asso-
ciée a A en définissant

VkeZ:u|Hk:xkuk

et on étend u par 0 aux autres nceuds de T. L'application ¢ est injective grace
au fait que les Hy sont disjoints deux a deux.



32

CHAPITRE 3. Les valeurs propres de multiplicité infinie sur les arbres

0 0 -1 0 1 0 -1 0 0

C)

d)

e)

FIGURE 3.2 — Une fonction a support compact pour cos VA=0

Si#{ve V,(T)|y°(v) =3} <ooalors T est constitué d'un arbre fini F connecté a
un nombre fini de chemins non bornés d'un c6té I'y dont chaque nceud peut
posséder des arétes supplémentaires. On appelle ces arbres 74,...,T . Si

cos VA #0, alors la valeur et la pente au nceud initial déterminent entiérement
la fonction propre ce qui permet de conclure que M(A; T) < co. Supposons
donc que cosv'A = 0. Alors une fonction propre s’annule en chaque nceud ad-
jacent aux sommets du bord, donc aux sommets de degré = 3 dans chaque
Tk. Par hypotheése, un de ces arbres 7 contient un nombre infini de nceuds de
ramification essentielle notés w; en suivant I'orientation de I'y dans 7. Voici
pourquoi :

Si #{w,-ly(w,—) > 4} = 00, alors c’est vrai en utilisant des paires de sommets du
bord en tant que support bien choisi pour un cosinus. Alors, en augmentant
F avec un sous-graphe fini convenable contenant un nombre fini de w; avec
Y(w;) = 4, nous pouvons supposer que Ty contient seulement des nceuds de
degrés 3, 2 ou 1. Mais alors le support d'une fonction propre ne peut pas conte-
nir de paires de nceuds w; et w;4; de distance impaire. Alors, d’apreés la multi-
plicité infinie, il doit y avoir un nombre infini de paires différentes de nceuds de
ramification w; et w;;; de distance paire. Ceci conduit a un nombre infini de
fonctions propres linéairement indépendantes u; de support compact comme
dans la Figure Nous avons une injection linéaire @ : /> — C€IZ<(T) N L>®(T)
donnée par ®(a) =) jen Ak Uk POUT @ = (Ak) ken € €°°.

Si #{ve V,(T)|y°(v) =23} = co et cos VA # 0 alors la méme construction que
dans la preuve du théoreme3.2|fonctionne.

Il reste 2 montrer la propriété dans le cas #{v € V,(T)|y°(v) = 3} = co et cos VA =
0. S’il existe au moins trois fonctions propres linéairement indépendantes sur
un sous-graphe X de T alors il existe une fonction propre ayant son support
dans X et s’annulant sur une aréte donnée dans X puisque la multiplicité sur
chaque aréte est au moins 2. Ceci conduit a des supports irreducibles de fonc-
tions propres qui ont au plus deux fonctions propres linéairement indépen-
dantes. Sous I'hypothese M(A; T) = oo, il existe une famille {X;| k € N} de sous-
arbres irréductibles et de fonctions propres correspondantes linéairement

indépendantes {uy € c1_51"3((T) N L®(T)| k € N} telles que chaque uy a son support
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dans 2 et |ugllo < ﬁ, et tel que X possede une aréte que tous les autres
n’'ont pas. Alors pour chaque a = (a) ken € €°°,

Q)= ) arug
keN

définit un élément de €5 (T) N L°(T). De plus, @ : £*° — €Z(T) N L™(T) est
linéaire et injective par construction.

O

3.3 Le cas spécial ou les longueurs valent un

Les valeurs propres dépendent fortement des longueurs des arétes en général
mais dans le cas ou les arétes ont toutes une longueur égale, tout nombre réel en
dehors d'un ensemble dénombrable est valeur propre dans un arbre uniformément
localement fini.

Théoreme 3.4. Soit T un arbre uniformément localement fini dont chaque aréte est
de longueur 1. Alors

T 2
[0,00) > S(T) > [0,00)\ (E + nZ) .

Démonstration. La premiere inclusion provient de [5, 6]. Pour la deuxieme inclusion,
soit A tel que cos v/A # 0, on peut suivre la construction d'une fonction propre dans
[5, Thm. 8.4]. Par hypothése, sur chaque aréte k; incidente a un sommet du bord, en
donnant la valeur au nceud de ramification et une pente nulle sur le sommet du bord,
on définit la restriction d’'une fonction propre u; sur cette aréte. De plus a chaque
nceud de ramification v, il existe au moins un nceud de ramification adjacent. Alors,
la procédure d’itération citée marche aussi dans le cas présent. O

Notons que les deux inclusions sont optimales. Pour les arbres uniformément lo-
calement finis avec un nombre fini de sommets du bord [0,00) = S(T). Tandis que
pour le peigne infini Z;, i.e. Z, ci-dessous sans les arétes du bord incidente aux som-
mets 1 et 2, $(Z) = [0,00)\ (£ +7Z)*, voir [5, Ex. 8.2].

En fait en ajoutant une simple aréte ou en doublant exactement lalongueur d'une
aréte, on passe du spectre minimal au spectre maximal.

Exemple 3.1. Soit Z, I'arbre obtenu en ajoutant dans I'; a chaque sommet une aréte
telle que chaque sommet du graphe obtenu a soit un degré 1 soit un degré 3 comme
dans et telle que la longueur d’'une aréte a une longueur 2 tandis que toutes les
autres ont une longueur 1.
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FIGURE 3.3 - Les arbres Z, et Z,

Soit Z I’arbre obtenu en divisant dans Z, 'aréte de longueur 2 en deux arétes de
longueur 1. Le calcul du spectre ponctuel nous donne alors le résultat suivant :

S(Z) =S(Z) 2 10,00\ (27w + 72)°.

la deuxieme inclusion vient du Théoreme Pour cos VA = 0, Z, admet des fonc-
tions propres de support compact dans le sous-graphe indiqué en gras dans[3.3] Ceci
permet de conclure que $(Z,) = $(Z,) = [0,00) alors que $(Z;) = [0,00)\ (5 + nZ)Z.

Revenons au Théoreme sous I'’hypotheése que les longueurs des arétes sont
égales. On peut généraliser dans le cas d'une infinité de sommets du bord en pre-
nant en compte le role spécial des valeurs propres de la forme cos /A = 0. En fait, ces
nombres exceptionnels proviennent de la procédure d’itération de la preuve avant le
théoréme (3.3|et de 'équation 6? uj+ Auj =0 sur une aréte de bord e; de longueur 1
sous une condition de Dirichlet in-homogeéne au nceud de ramification et une condi-
tion de Neumann au sommet du bord. Pour cos v'A = 0, il n’est pas toujours possible
d’étendre une fonction propre partiellement définie sur e;.

Théoreme 3.5. Soit T un arbre uniformément localement fini dont chaque aréte est
de longueur 1. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(@ L€ 0,00\ (2+72)*: MA;T) = o0

(b) YA€ 0,00\ (2+7Z)*: MA; T) = oo

© #{veV,(D]y°(v)=3} =00

Démonstration. Dans un premier temps, notons que S(7") 2 [0,00)\ (% + JTZ)Z par le
Théoreme Pour conclure (a) = (c), observons que pour les arbres T avec un
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nombre fini de nceuds internes satisfaisant y°(v) = 3, la valeur propre A a une mul-
tiplicité finie, puisque cos VA # 0 et T a la forme spéciale indiquée dans c) dans la
preuve du Théoréme|3.3

I reste a montrer (c) = (b). En fait, on peut suivre la construction dans la preuve
de [5, Thm. 8.4]. Lhypothese #{v € V;(T)|y°(v) = 3} = co garantit que la construc-
tion récursive dans la preuve citée conduit a un nombre infini de fonctions propres
linéairement indépendantes. O

On donne un exemple pour montrer que ce résultat ne peut marcher ni dans le
cas des valeurs propres de la forme cos v/A = 0 ni pour les arbres sans la condition (c).

) ) O
HIRRN

FIGURE 3.4 — Le graphe G

Exemple 3.2. Soit G I'arbre de la ﬁgure Pour A =0, a chaque sommet du bord, la
pente s’annule et donc chaque fonction harmonique bornée sur G donne une har-
monique bornée sur I'; et est donc constante. Dans le cas général, on a

1 sil=0,
M) =<{2 sicosVA#0,
oo sicosvVA=0.

Remarque 3.1. Pour les arbres possédant des arétes de longueur ¢ > 0, les valeurs
. Yo s 2 P ~ PR T
exceptionnelles s'écrivent (3 (% +7Z))". Le Théoreme 3.4 peut étre généralisé par la

formule

[0,00) > S(T) > [0,000\ | — (§+nz)2
) ) ]ENgi 2 .

Si —A est remplacé par le laplacien canonique

Ag = (u-—» (!?6?14]-)].6'\'),

sous des conditions de continuité en V; et sous les conditions de Kirchhoff

VieN: Z dijfiajuj(vi) =0,
JjeN

alors les Théorémes etrestent vrais et les zéros de cos VA jouent le méme role
qu’au-dessus.
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Chapitre I

Comportement asymptotique des
valeurs propres sur les graphes finis

4.1 Introduction

Je rappelle les travaux de H. Weyl concernant I’asymptotique des valeurs propres.
Soit QO un domaine borné de R” et A la k-iéme valeur propre du laplacien avec des
conditions de bord de Dirichlet alors :

472

(vymes;, (Q))?/"

oll v, est le volume de la boule unité dans R". On travaille ici a trouver une telle
formule de Weyl dans le cadre des réseaux. Les opérateurs elliptiques sur les ré-
seaux ont été étudiés par plusieurs auteurs. On peut citer par exemple [14] et [56].
Dans [17], il a été prouvé une formule de Weyl concernant les valeurs propres d’opé-
rateurs elliptiques sur des réseaux finis sous des conditions de Kirchhoff de la forme
Zﬁ.vzl dijcijojuj(v;) + p;u(v;) = 0. Cette formule de Weyl s’écrit :

Ak ~ CQ K™ avec C(Q) =

-2
A
Jim =5 == (Z _dxf)

ou A estla k-ieme valeur propre comptée suivant les multiplicités algébriques. Dans
[15, Chap. 20], la méme formule est obtenue sous une condition de Kirchhoff dyna-
mique Z;V:l dijcijojuj(vy) + pju(v;) = Ao;u(v;) pour le cas consistant. Motivé par
ces deux articles, on prouve cette formule dans le cas dynamique sans I’hypothése
de consistance. Les conditions dynamiques ont leur origine dans la modélisation en
neurobiologie. Dans ce sens, dans [21], H. Camerer donne un modéle décrivant la
propagation de I'information dans un neurone.
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4.2 Conditions de transition et opérateurs elliptiques

On reprend les notations standards de la théorie des graphes qui ont été présen-
tées dans le préambule. Nous allons rappeler les conditions de continuité aux nceuds.
Nous imposons la condition de continuité suivante :

VvieViiejnes={vi} = u;j(v;) = us(v;). 4.1)

De plus, a chaque sommet, nous imposons une condition de Kirchhoff généralisée
qui intervient dans le probléme aux valeurs propres (4.5) :

N
Z dijcijojuj(vy) +pju(v;) =Ao;u(v;) pourl<i<n 4.2)
j=1

avec les poids ¢;; > 0 et les termes de potentiels p; € R. La condition de Kirchhoff est
indépendante de I'orientation choisie. Cette condition est dite non dynamique si o =
0 et dynamique si o; # 0 pour un indice i € {1,---, n}. Dans la suite, nous utiliserons
également la notion de continuité fractionnée c’est-a-dire :

El(pEC",Vv,-EVr:vieejzuj(vi):aij%, 4.3)

ou chaque «a;; est supposé strictement positif. Sur chaque aréte, nous considérons
un opérateur elliptique différentiel de la forme :

Lj=a;0%+b;d;+q;
ou les coefficients aj, b, q; sont continus et réels vérifient
(leCZ([O;lj]) etaj =6 >0pourtoutl <j<N. (4.4)
Les opérateurs L; définissent I'opérateur :
N
L=(u— (Ljuj)nx1): €°(G) — j]j[l%[o, ;]

sur un €2-réseau.
Nous considérons le probleme spectral suivant :

0#Zu etLjuj=—-Auj pourl<j<N,

o (4.5)
Zdijc,-jéjuj(v,-)+p,-u(v,-):ﬂtaiu(vi) pourl<i<n. )
j=1
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Pour s’attaquer a ce probléme, il est commode d’écrire les opérateurs sous la forme
d’opérateurs de Sturm-Liouville :

1
76j(pj6juj)+qjuj:—/luj (4.6)
J

sur I'intervalle [0, /;]. Pour cela, on applique la transformation suivante :

Xj bj(&;)

pi(x;)
pj(x;)) :njexp(fo aj(éj)déj)'rj(xj) S Rt

aj(xj)

avecle parametre nj vérifiantn; > 0. D’apres [16] et [15, Chap. 18 et 22], il est possible
d’écrire ce probleme différentiel sous la forme algébrique Fy = —AGy qui mene au
résultat sur 'asymptotique dans le cas S-hermitien. Dans le cas général, nous verrons
qu'une approche d’analyse complexe est plus adaptée au probléme. Nous écrirons
qu'une valeur propre doit étre une racine d'une fonction holomorphe. La premiere
difficulté est d’écrire le probléeme différentiel comme un probleme aux valeurs
propres matriciel comme dans [17].

4.3 Calcul des valeurs propres dans le cas du Laplacien
canonique

Pour situer le probleme, on traite un premier exemple dans lequel on calcule les
valeurs propres du Laplacien sur un graphe comportant peu d’arétes. Sur un triangle

U3

FIGURE 4.1 — Un premier exemple

dont les trois arétes sont de longueur un, on donne I'orientation et les notations de la
Fig.[4.1] Les solutions de Au = —Au pour A > 0 s’écrivent sur chaque aréte de la facon
suivante :

u;(x)=a; cos(\/Zx) + b; sin(\/zx) pourl<i<3.
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La variable x désigne le parametre de la longueur d’arc sur chaque aréte et on peut
utiliser la méme variable sur chaque aréte sans crainte de confusion. Les conditions
de continuité aux nceuds impliquent :

11(0) = us (1) © a; = a» cos VA + by sin VA,
u1(1) = u3(0) < as = a; cos VA + by sinva,
us(1) = us(0) < a» = as cos VA + by sin vVA.

Les conditions de Kirchhoff impliquent :

u’l(O) = u’z(l) & by =—apsinvVA+bycos VA,
u’l(l) = u’3(0) & by =—a; sinvVA+ by cosVA,
uz (1) = uy(0) © by = —ag sin VA + b3 cos VA.

SicosvVA=1, 'espace des solutions est engendré par (cos VAx,sin VAx).
Si cosvA = —1, il 'y a pas de solution non nulle. Supposons donc que sin VA # 0. A
partir des conditions de continuité, nous obtenons les trois égalités suivantes :

b _al—(lzCOS\/Z
2 sinvVa

by — as — aj cos VA
! sinvi

b _Clz—d:),COS\/Z
¥ sinv/A

On incorpore ces valeurs dans les conditions de Kirchhoff afin d’obtenir le systeme
suivant :

as + asz =2ay cos VA,
ay+as =2ascosVA,
a, + a; =2ascosVA.

La valeur A est donc valeur propre du probleme différentiel si 2cosv/A est valeur

011
propre de la matrice |1 0 1| c’est-a-dire —1 ou 2. Finalement, les valeurs propres
1 10

vérifient cosvVA = 1 ou cos VA = —%. Dans [7], le calcul des valeurs propres et des
multiplicités géométriques a été effectué. Ce calcul a été généralisé aux multiplicités
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algébriques. Nous rappelons le calcul des multiplicités algébriques fait dans [18] qui
donne une solution générale au probleme de valeurs propres. Les auteurs ont traité le

N
cas spécial du Laplacien canonique A = (u — (6? uj) )N . : C12<(G) - H C([0,1]) sous
X ]:1

ul\rlle condition de Kirchhoff de la forme suivante :

Z d,-jcijajuj(u,-) =0,pourl<i<n.

j=1

Théoreme 4.1 ([18]). Pour le laplacien canonique sous condition de continuité aux
sommets et sous des conditions de Kirchhoff classiques, nous avons :

1 sid=0,
mg(cos(VA, Z) sisinvA#0,
maA) =4 N—n+2 si cosvVA=1, (4.7)
N-n+2 si cosV A =-1,T biparti,
N-n si cosV A =-1,T non biparti,

ot my(x,<) désigne la multiplicité algébrique de x en temps que valeur propre de la
matrice of et Z = Diag[€el™ 1€ et € = (Cis(i.ny€in)nxn-

4.4 Ecriture matricielle

En suivant les transformations dans [7] [15], le probléme aux valeurs propres
est équivalent au probleme différentiel matriciel - ci-dessous ot figure la
matrice d’adjacence du réseau. Nous rappelons que le produit d’' Hadamard de ma-
trices de méme taille est défini par (a;r) * (b;x) = (a;rbix). Posons g = (0;),x1 et dé-
finissons la matrice diagonale ayant 0 comme diagonale principale par Diaglo] =
(0ik0i)nxn- Le vecteur colonne dont les coefficients sont égaux a 1 est noté e et on
note également e* le vecteur transposé de e. Comme dans [16], une transformation
de Liouville du probleme (4.6) est donnée par

ri(s) o [ri(s)
T'j J

\/ d ,K-:f L= q
¢x) f pie™ o \ pj(s)

Uj(¢j) = \/E] \ PiepT () u(x;).

On pose a(x;) = \/Kjy/pj(xj)rj(x;) et on note A = (e;yKsi n)nxn. Sur chaque
aréte, I’équation est maintenant de la forme

2

dé,zU](éj)"‘Q]((f])U](g])—_AU](ﬂf]) pour ¢ € [0, Kj] (4.8)
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ou

rj(xp)a;(x)q;(x;)
pj(x;)

N7 P B B2/ pixj) g . P/

Q) = a; ()& ()2 (5]' i\ Ty @ (%) + a;(xj) .
Lopérateur sur chaque aréte est maintenant un opérateur de Schrodinger. Mais les
conditions de transitions changent brutalement : la condition de continuité (4.1) de-
vient une condition de continuité fractionnée de la forme (4.3) avec

aij=\/Kjy/pjwdrjv;).

On note «f = (e;,a; sti,h)) nxn- De plus, les conditions de Kirchhoff prennent mainte-
nant la forme

N N N
Z dijC,-jajUj(vi) = Z dijbijUj(U,‘) +A Z dl-zjhijUj(Ui) pourl<si<n (4.9)
=1 =1 =1

ou les b;; sont réels et dépendent de K; et des valeurs aux nceuds de
cj 1) o;
aij \ pjvi) Yiaij
(einbisiin)nxn €t F = (ejnhigi n)nxn €t la matrice de conductivité € = (e;,C;si,n)-
Pour x € [0, 1], on définit

rj,0;rj,pj,0ijpj,Pi,cij, de plus on a C;j = et h;j = . On pose % =

1+disgi,n
tin(x) = Ks(i n — Xdis(i,h))

et les matrices
U (x) = Uin(X)nxn,  2x) = (Qin(X) nxn
par
Uin(x) = einUsgi,m (tin(xX)),  Qin(x) = €inQs(i,ny (Lin(x).

Le probleme aux valeurs propres (4.5) est alors équivalent au probleme matriciel sui-
vant:

U;n € C2([0,1]) pourtoutl<i,h<n (4.10)
ein=0=>U;;,=0 4.11)

K2 5w Y" + QxU =-\U dans [0;1] (4.12)
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dpeC”, U0)=pe xoA (4.13)
(€ * &V« (0)e = (B +U(0))e+ LA +U(0)e (4.14)
WU'x)=U1-x) Vxel[0,1]. (4.15)

En utilisant un argument de perturbation, voir [47], concernant le comportement
asymptotique, on peut supposer que Q = 0 puisque les valeurs propres )L% du Lapla-
cien canonique A et celles de A%*Q de A + 2 vérifient une inégalité de la forme

| ART2 =A% 1= cst | 2 oo
On traite d’abord le cas K; =--- = Ky = K.
Lemme 4.1. Supposons K; =---= Ky = K. Alors les deux cas suivants sont possibles :

soit A satisfait sin(v/AK) =0,
soit A vérifie I'équation caractéristique

G(N) = det(<€ « AV & of' — cos(VAK) Diagl(€ * # "V « of e -

sin(vVAK)
VAK

Démonstration. La solution U au probleme différentiel s’écrit

Diag[(%B * </ )e] — g sin(VAK) Diag[( * .szi)e]) =0. (4.16)

U (x) = cos(xVAK) (0) + M%’(O).
VAK

Supposons que sin(v'AK) # 0, alors on obtient

VAK

U'0) = ————
sin(\/%K)

(021(1) — cos(VAK)pe* .Qi) . (4.17)

Alors en insérant (4.17) dans (4.14) et en utilisant (4.14), on obtient le résultat. O
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En utilisant un argument présent dans [17] [55], la suite des valeurs propres
{Ak, k € N} croit quadratiquement en module et vérifie
Akl
0< lim — <
k—oo k2 *
et asymptotiquement, on peut supprimer la matrice 8. On sépare le probleme en
deux parties en distinguant le cas (U (v;)) nx1 = 0ducas (U(v;)) nx1 # 0. Si (U (V7)) nx1 =

0, alors sin(v/1) = 0 et (4.10)- (4.15) s’écrit maintenant :

U;n€C?(0,1]) pourtoutl<i,h<n (4.18)
ein=0=>U;,=0 (4.19)
K2 " = —\U dans [0;1] (4.20)
U (0) =0 4.21)
€« TV« 0)e=0 (4.22)
U'x)=U1-x) VYxelo,1]. (4.23)

Ce probléme est un probleme aux valeurs propres bien posé qui correspond au pro-
bleme différentiel suivant :

" _

i —Auj pourl=<j<N,

0#u et Su
X
N ocij :
Zd,-]——ajuj(v,-):o pourl<i<n. (4.24)
j=1 K;
u(v;))=0 Vie{l,---,n}.

Pour une fonction u : G — C, on note les valeurs aux sommets

n(u) = (u(vi))nxi-
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Nous comptons maintenant les fonctions satisfaisant le probléme ci-dessus. Posons
C2(G):={ueC(G)|Vje(l, -+, N} u; € C*([0,1]), u vérifie @.24)}, Tju; := Ki?u;.' et

N
T:CG)n{ulnw) =0} — []C0,1])
j=1

On définit x := min {k e N | ker(T + AD**! = ker(T + AD)¥} et E°(A, T) := ker(T + ADX.
Iy a dim¢ E°(A, T) fonctions linéairement indépendantes satisfaisant le probleme.
De plus, d’apres [18], pour K =1,

N-n+1 sicosﬂzl,

dimc E°A, T)={ N-n+1 sicosvA=-1etT biparti,
N-n si cosVA =—1etI non biparti.

Si (U(vi))nx1 # 0, la définition de la multiplicité algébrique pour le probleme -
est plus difficile. On réécrit le probleme avec 2 = %8 =0:

UihECZ([O,l]) pourtoutl<i,h<n (4.25)
ein=0=>U;;,=0 (4.26)
H 2 w9 = —\% dans [0;1] (4.27)
IpeC”, U0)=pe xoA (4.28)
(€« HV x U (0)e= MA +U(0))e (4.29)
U'x)=U1-x) VYxe[0,1]. (4.30)

L'équation caractéristique correspondant avec(4.25) - (4.30) s’écrit

G = det(‘é « XV % of ' — cos(VAK) Diag[(€ * & TV  of el

- % sin(vVAK) Diag[ (7 * J)e]) =0. (4.31)
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En choisissant des parametres 77; convenables, on peut toujours supposer que le
rayon spectral de Z = Diag[(€ * # Y * of)e] ™ (€ * # "V x /") vaut 1. Nous don-
nons la définition suivante et nous montrons qu’elle étend la définition de la multi-
plicité algébrique donnée dans le cas non dynamique.On note par m(zy, f) 'ordre de
zp en tant que zéro de la fonction complexe f.

Définition 4.1. On définit les multiplicités algébriques du probléme (4.25)-(4.30)
comme suit :

dimc E(A, T) +m(A,9) -1  si sin(vVAK) =0 et 9(A) =0,
mg(A) ;=< dimc E€(A, T) si sin(vVAK) =0et¥9(1) #0, (4.32)
m(},9) si sin(vVAK) #0.

L'équation caractéristique pour le laplacien canonique avec o = 0 s’écrit :
G = det(cg —cos(VA) Diag[cge]) = 0. (4.33)

Proposition 4.1. Pour le laplacien canonique sous condition de continuité aux som-
mets et sous des conditions de Kirchhoff classiques, si o =0, la définition[4.] mene au
méme calcul des multiplicités algébriques.

Démonstration. SiA#0,

N-n+1 sicosvi=1,
dimc EA, T)={ N-n+1 sicosvA=-1etT biparti,
N-n si cos VA = —1 et non biparti.

Posons
$(A) := det(€ — A Diag[€el).

On remarque que 11, (cos VA, Diag[€e]l"1€) = m(cos V', ¢) et ¢(A) = ¢p(cos v'A). Pour
sinvA # 0, ¢p(cos V) = ¢ (cos VA) = --- = ¢ (cos vVA) = 0 et pK+D(cosVA) # 0 est

équivalenta 9 (1) =---=9® 1) =0 et @*+D (1) #0.

D’oil, m(1,%4) = m(cos VA, ¢) = my(cos VA, 2).

En appliquant le théoréme de Perron-Frobenius comme dans [15] pour sinv/A = 0,

mg(cosVA, Z) < 1 et nous obtenons ¢(cos VvA) =0, ¢’ (cos V) # 0 est équivalent a

GA)=9"(A)=0et¥4"(A) #0. O

La définition |4.1| étend la définition classique du cas non dynamique au cas dy-
namique.
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4.5 Comportement asymptotique

Dans le cas consistant, c’est-a-dire quand les poids ¢;; coincident avec p;(v;)
alors d’apres [14] et [15], les valeurs propres sont réelles. Dans les autres cas, des va-
leurs propres complexes peuvent apparaitre et 'on connait I'ordre de croissance. Par
exemple, en reprenant le graphe de 1'exemple avec une condition de Kirchhoff
donnée par les coefficients

0 1/2 1/2
¢ =13/4 0 1/4].
1/6 5/6 0

Pour le Laplacien canonique, il existe alors des valeurs propres non réelles puisque
% admet des valeurs propres complexes. Nous rappelons le résultat de [17] a propos
du cas non dynamique.

Théoreme 4.2. |17] Dans le cas non dynamique, c’est-a-dire o = 0, sous les hypotheses
imposées aux coefficients (4.4), les valeurs propres du probleme (4.5) avec c;; > 0 véri-

fient

-2
Ak Akl . RAx

lim — = lim = lim = —d 4.34

k1—>oo k2 k—oo kZ k1—>oo k2 (Z \/d_] x]) ( )

ot les valeurs propres sont comptées selon leur multiplicité algébrique.

Nous allons voir que dans le cas dynamique, le comportement asymptotique est
le méme. D’abord, on traite le cas du laplacien canonique.

Théoreme 4.3. Supposons que K1 =--- =Ky =1 eto; #0 pour touti del a n. On
suppose également 2 = 9B = 0. Sous les hypotheses (4.4), l'asymptotique des valeurs
propres du probleme (4.5) avec c;j > 0 est donnée par

Akl = N2 k% +0(1). (4.35)

ot les valeurs propres sont comptées suivant leur multiplicité algébrique.

Démonstration. On développe le déterminant
A(z) :=%(z%) = P(zsin z, cosz)

ou

n-l  n-j .
P(X,Y)=anoX"+ ) X' ) aj;Y" (4.36)
j=0 i=0
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On pose g(z) = ano(zsin(z))". Appliquons le théoréme de Rouché au domaine
|zsin(z)| < A pour A suffisamment grand pour compter le nombre de valeurs propres
satisfaisant sin v/A # 0. Notons que {z:|zsin(z)| = A définit des courbes simples. Ces
courbes admettent une composante connexe dans la bande jz -3 <Rz < jo+ 7
pour tout j suffisamment grand. Cette composante connexe est notée I'j. On définit
aji;=0pourtouti>n—j.Surl}y,

2

2 A
|cosz|” < 1+—2.
|z]

Alors, si |z]| > A, |cosz| < v/2. Notons que
n-1 n—j )
1g(2) —A(z)| = | )_ (zsinz)! ) aji(cosz)'|.
j=0 i=0

Posons M = max]| aj,il. Alors, pour |z| > A,
L]

(\/z)n+l -1 An -1
V2-1 A-1°

1g(2) —A(2)| =M

Choisissons

M (\/z)}’l+l -1
lanol  v2-1

et on obtient

A=1+

lg(2) — A(2)| < |g(2)].

Alors A et g ont le méme nombre de zéros comptés avec leur multiplicité dans I';.
A admet n zeros dans I'; pour tout j suffisamment grand et il n’y a pas de zéros en
dehors de |zsin(z)| < A. On note que A est une fonction paire. Les racines de A de
partie réelle négative n’interviennent pas dans la loi asymptotique pour les valeurs
propres.

On ordonne les zéros de A suivant leur module et on considere les sous-suites
(Znk+i)ken, pour i = 1---n, des zéros de A tels que z,j.; sont a l'intérieur de I'y. pour
i de 1 a n et k suffisamment grand. Définissons x; par les conditions x; > 0 et |(k7 +
ixg)sin(km +ix;)| = A. On remarque que |z,k+; — k7| < x;. Donc nous trouvons que
Xk ~ k_f:r

Ilya n—m(km,A) valeurs propres dans I'y satisfaisant sin VA #0.

Si T est biparti, m(km,A) = 2, et dim¢ E(A, T) = N—n+1 par [18].
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~

km

FIGURE 4.2 —La courbe |zsin(z)| = A

SiT n’est pas biparti, m(2km,A) =2, m((2k+1)m,A) =0 et

N-n+1 i A=1
dimc E°(A, T) = " s% cos \/_ (4.37)
N-n si cosvAl=-1.

Alors, avec la définition[4.1} dans tous les cas, nous avons N valeurs propres dans I'x
dont le diametre est uniformément borné. On en déduit I'égalité (4.35).

Sur la courbe |zsin(z)| = A, les parties imaginaires sont décroissantes en % Les va-
leurs propres ont alors une partie imaginaire bornée et le méme comportement asymp-
totique est alors valable pour les parties réelles des valeurs propres. De plus, la suite
des valeurs propres n"admet pas de point d’accumulation fini. O

Théoréme 4.4. Pour o # 0, sous les hypotheses imposéees aux coefficients (4.4), les
valeurs propres du probleme (4.5) avec c;j > 0 vérifient

-2
Ak Akl . RAp
lim — = lim = lim = —d
k1—>oo k2 k—oo ]CZ k1—>oo k2 Z \/d_] i
ot les valeurs propres sont comptées selon leur multiplicité algébriques.

Démonstration. Si des coefficients o; s’annulent, posons m := #{o;|o; = 0}. On dé-
veloppe le déterminant et on applique le théoreme de Rouché a la courbe définie
par |(zsin(z))" ™ (cos(z))"| = A pour A suffisamment grand pour compter les valeurs
propres comme dans le théoreme précédent. O

On peut se passer de I'hypothese K; =--- = Ky = 1 de la facon suivante.
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Corollaire 4.1. Supposons que o # 0 . Sous les hypotheses (4.4), 'asymptotique des
valeurs propres du probléme (4.5) avec ¢;; > 0 est donnée par

j=1 0 a]

=2
Ak Ml R (b
i e i e i T\ L

ol les valeurs propres sont comptées suivant leur multiplicité algébrique.

Démonstration. Le raisonnement est le méme que dans [17]. Si tous les quotients
K/ Ky, sont rationnels, alors le probleme aux valeurs propres en question est équi-
valent a un probleéme o1 les K; sont constants ce qui meéne a des longueurs d’arétes
constantes. On voit cela en découpant les arétes de facon convenable en ajoutant
des sommets artificiels et en imposant la continuité et des conditions de Kirchhoff
consistantes a ces sommets. Par le cas précédent, I'équation reste valable ou la

constante de Weyl vaut maintenant 7> ( jV: 1 K j) .

Dans le cas général, on fixe les matrices € et < et considérons la constante de Weyl
W =limp_ % comme une fonction en les variables Kj,---, K. Les zéros de ¢ dé-
pendent continiment des matrices €, o etKy, -, Ky. Donc W également. Sur 'en-
semble des vecteurs rationnels dense dans (0,00)", la fonction vaut

N 2
W(Kl,"',KN):ﬂZ(ZKj) )
i=1

Par continuité, nous obtenons le résultat. O

Remarque 4.1. Les arguments s’appliquent également pour une condition de Kirch-
hoff plus générale de la forme

N
Z d,-jcl«jaj uj(v,-) +piu(v;)) = f(M)ou(v;))pourl<i<n
j=1

ol f est polynomiale. Dans ce cas, I'équation caractéristique s’écrit :

@A) := det (cg x AV % of ' — cos(VAK) Diag[(€ * & TV x of)e]
_ sin(vVAK)
VAK

Remarque 4.2. Le cas d’existence de valeur propre négative arrive déja dans le cas
de graphes assez simples. Par exemple, dans [18], on considére le circuit C3 ou les
arétes sont toutes de longueur 1 sous des conditions de Kirchhoff données par la

(1) Diag[ (7 @i)e])

nxn
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matrice C = et des conditions de continuité fractionnée données par A =

WA O
Wi O =
O Gl |wW

01 2
2 0 1].Ilexiste alors une valeur propre négative A = —0,52597.
1 20
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Chapitre

Etude de la stabilité

5.1 Introduction

Les modeles de diffusion en une dimension qui décrivent I’évolution de la concen-
tration d'une substance sont décrites par une équation de réaction-diffusion définie
sur un intervalle. Kolmogorov, Petrovsky, Piskounov et Fisher, en 1937, ont modélisé
I'invasion d'un gene dans une population par une équation de la forme

0,u= D0 u+ R(u),

ou R(u) = ru(l —u) et D est le coefficient de diffusion. Cette équation est appelée
équation KPP en référence a Kolomogorov - Petrovsky - Piskounov. Lorsque R(u) =
—u(u—-1)(u+1), cest 'équation de Newell - Whitehead - Segel qui décrit un phé-
nomeéne de convection. L'équation de Zeldovich avec R(u) = —u(u—1)(u — a) ot
0 < a < 1 est employée en théorie de la combustion et R(u) = u? — u® en est le cas
dégénéré. Si I'objet d’étude est maintenant un réseau constitué d'un nombre fini de
fils connectés par des sommets alors on peut voir ce domaine comme un graphe to-
pologique. Une question essentielle dans I'étude des équations de réaction-diffusion
est la question de la stabilité. On étudie la stabilité de solutions stationnaires non
constantes dans certains porblémes de réaction-diffusion. Le premier résultat ob-
tenu dans ce sens est dii a Chafee [29]. Pour le probléme suivant

iu—a—2u+f(u)
t 0x? '

Uion=2"01n=0
ox  ox 7



54 CHAPITRE 5. Etude de la stabilité

il n'y a pas de solution stationnaire stable non constante. Le méme résultat apparait
pour les conditions de bord suivantes :

u,1=u(ll,1
O_u(o t)—a—u(l t)
ox ' ox U

5.2 Etude de la stabilité

On reprend les notations des chapitres précédents. Notamment, on rappelle que
les coefficients d; ; désignent les coefficients d’'incidence. Sur un graphe fini, on consi-
dere le probléme suivant :

u€ 6(Gx [0,00) NE>(G x (0,00)),
atuj = 6j(aj0juj) +f(uj);
N (5.1)

J
Vv, eV, ejnes=1{vi} = uj(v;) = us(vy).

(K): dijaj(vi)ajuj(vi)=0,
=1

Dans ce probléme, on suppose que la fonction f € C!(R) et que les fonctions a j véri-
fient

aj>0, ajeC([0,1;]). (5.2)
On étudie la stabilité des solutions stationnaires (c’est-a-dire constantes en temps)
non constantes du probleme (5.1) ; ce qui est une question essentielle de la théorie
des systemes de réaction-diffusion. On donne la définition de la stabilité au sens de
Lyapunov:

Définition 5.1. Soit (u;, up, - - -, u,,) une solution stationnaire de (5.1). On dit que I'équi-
libre est stable si pour toute > 0, il existe § > 0 tel que toute solution v = (v, v2,: -, Un)

de avec
|vi(x,0) —u;(x)| <o, pourtouti=1,2,---,N
satisfait
|lvi(x, 1) — u;(x)| <€, pourtouti=1,2,---, N et pour tout > 0.

Dans le cas contraire, la solution stationnaire est dite instable.
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Lexistence d'un équilibre stable non constant est assurée pour de nombreux pro-
blemes. Nous donnons I'’exemple suivant qui démontre, de plus, I'intérét des réseaux.
Hale et Raugel [45] et Yanagida [79] ont étudié le probleme suivant

0
Eu:Au+f(u) dans Q

ol (2 est un voisinage tubulaire d'une courbe lisse, sous des conditions de Neumann.
Pour construire un voisinage tubulaire d'une courbe, considérons les droites perpen-
diculaires en chaque point de cette courbe. A moins que la courbe soit une droite, ces
droites s’intersectent. Toutefois si 'on regarde dans une bande étroite autours de la
courbe, les portions de droites ne s’'intersectent pas et forment une bande sans trou.
Cette bande est appelé voisinage tubulaire.

Le probléme peut se résumer a un probléme en une dimension :

6, .19
ot d(x)dx
iu(o t)—iu(z H=0
ox 7 oax

ol x est le parametre de la longueur d’arc et d(x) représente la largeur de Q2 autours
de la courbe lisse. Dans le cas ou d(x) est une fonction réguliere, le probleme a été
étudié dans [32]. Dans le cas ol d(x) est constante par morceaux, le probleme a été
étudié par Yanagida dans [80]. Dans ce cas précis, on considére un graphe avec m
arétes. Pour 1 < i < m, posons

(d(x)%u) + f(w) pour x € (0,1)

d(x) =d; pour x € (a;_1, a;)

et0=qap<a; - <amy=1. Supposons que d; >0 pour tout 1 < i < m. Le probleme se
réécrit alors comme un systeme de réaction-diffusion constitué de m arétes alignées
e; de longueur [; = a; — a;—; et de largeur d;. De facon plus générale, c’est-a-dire
sans cette condition d’alignement, Yanagida a considéré le probleme suivant sur tout
graphe fini

mwzﬁw+ﬂw)

N

Y dijdj0juj(v) =0 (5:3)
j=1

VvieVr : ejnes={vi} = uj(v;) = us(v;).

avec d; > 0 pour tout 1 < j < N. Si le graphe G contient des arétes adjacentes avec la
méme largueur d, alors on peut les réduire en une unique aréte ou une boucle.

J. von Below et J. A. Lubary ont considéré dans [19] le probleme le cas ou
f(uw) = nsinu sous la condition d; = 1 pour tout j. Un important résultat égale-

ment énoncé dans ce papier concerne le cas cubique balancé : pour f(u) = u— u3,
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il n'existe pas de solutionnaire stable non constante pour des réseaux analytiques.
Dans notre cas, nous essayons d’étudier I'existence ou non d’une solution station-
naire non constante et stable pour le probleme sur tout graphe, si le terme de
non-linéarité est fixé. On reprend pour cela des outils utilisés par Yanagida.

Introduisons 'espace Hy(G) = {u € Cx(G) : u; € H'(0,1),V 1< i < N} oul'indice
K désigne un espace de fonctions dans lequel les conditions de Kirchhoff sont satis-
faites. On définit de facon similaire 1'espace H12<(G). Dans la suite, u désignera une
solution stationnaire du probleme (5.1). Pour étudier la stabilité de u, on analyse le
probléeme aux valeurs propres suivant :

$€€(G) NI HA([0,1;])
0j(a;0;¢)+ ] ()¢ =-Ap;

dijaj(vj)0jpj(vi) =0 (5.4)
=1

]
Vv eV, i ejnes={vi} = ¢j(v;) = ds(vy).

Sur chaque aréte, on note 'opérateur L;(¢p;) =0;(a;0;p;) + f'(u;)¢p;. Ces opérateurs
induisent I'opérateur suivant :

L: HZ(G) — €(G)
¢= ((Pj)lsjsN'—’ (Lj(,bj)le-

Les propriétés de 'opérateur L sont cruciales et le premier lemme prouvé dans [80]
montre que I'opérateur L est auto-adjoint.

Lemme 5.1. Lopérateur différentiel L est un opérateur différentiel auto-adjoint pour
le produit scalaire suivant

l

N .
<L((P)»'W>=z:l OJqubj(xj)t//j(xj)dxj.
]:

Démonstration. D’apres [41] et [24], 'opérateur L est local, c’est-a-dire L(u(x)) =
L(v(x)) implique que u = v dans un voisinage de x, et L est fermé. On montre que
L est symétrique :

N l; i
<L@Py> = Zfojaj(ajaj%)%dxﬁfojf'(uj)sbjw]'dxj
=1
]N 1 lj lj ,
= Zl[“jwf'aﬂbj]oj —fo “jajsbjaj%dxﬁfo f'ujdjyjdx;
]:

N ol .

:z:l—‘/(; aj6j¢jajodxj+](; f(uj)(PjIdex]'
j=

=<, Ly) >.
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Les fonctions ¢ et y vérifient les conditions de Kirchhoff, ce qui justifie que
N T ’
2 lajwio;djlg = 2 lajpi0y ]y =0.
j=1 j=1

O

Cette propriété permet d’exploiter des résultats d’analyse fonctionnelle et notam-
ment le principe de Courant-Fischer utilisé dans la proposition suivante, voir [43] :

Proposition 5.1. Les valeurs propres du probléme (5.4) sont réelles. De plus, il existe
une valeur propre minimale simple notée A i, dont une fonction propre ¢ i, peut
étre prise positive sur G. Cette valeur propre minimale peut étre calculée de la facon
suivante :

N l; ) l; , )
Z(/(; aj(ajv]-) dx]'—f(; f(u]')l)jdx]')

Jj=1

veH}(G),v#0

)

N lj

2
Z vjdxj
j=140

ot la fonction v vérifie la condition de continuité a chaque sommet. On note que cet
infimum est atteint seulement par C¢pp,;, oti C est une constante arbitraire non nulle.

Le quotient utilisé dans la définition de A,,;, est appelé quotient de Rayleigh, et
on le note
>

lj 2 lj ! 2
l(j(; a,—(ajvj) dx]'—j(; f(uj)vjdxj)
J:

R(v)= i j 2
vidx;
sl

La valeur propre A,,;, donne une information essentielle pour I’étude de la stabilité.

Lemme 5.2. (/80]) Soit u une solution stationnaire. Si la valeur propre minimale du
probleme (5.4) satisfait A i, <0 alors u est instable.

Démonstration. Soit v une solution vérifiant |v;(x, t) — u;(x)| <€ et v > u sur G. La
fonction w = v — u vérifie
0

a—tw:a—tv:LU:Lw+O(w2)
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ou O(w?) = (O(wf), O(wg), - O(wjzv)). On en déduit :

0
5 < W, Pmin> =< Lw+O0W?),Pmin>

=< w,Lppmin > +0(w?)
=—=Amin < W,Pmin > +O(w2)-

Comme w=v—-u>0, ¢ppyin>0etA,;, <0,on obtient

Amin
a_t < W, Pmin>= _T < W, Gmin >.

Ce qui démontre 'instabilité de la fonction u. O

On se pose la question suivante : quels problemes de réaction-diffusion ne pos-
sedent pas de solution stationnaire non constante stable 2 Une réécriture du quotient
de Rayleigh donnera de précieuses informations pour des fonctions v bien choisies.
En effet, en choisissant v = (vj)1<j<n = (@(uj))1<j<n avec ¢ de classe C? sur R,
on obtient v € H}((G). Comme v; € C?([0,1 j1), on peut intégrer par parties le terme

folj a;jdjv j)zdx ;j dans le quotient de Rayleigh. En utilisant les relations de Kirchhoff,
le quotient de Rayleigh s’écrit alors :

3 | a0+ 0jai0;05+ £ vy vy,
j=1

R(v) =-

N lj

2
Y vidx;
j=170

Comme v; = ¢(u;), on obtient :

0j(p(u) =0ujp (uj.

O3 (p(up) = 05u; (w)) + @u))*p" (u).
Comme u est une solution stationnaire, on peut également écrire :
2
ajajuj = —f(uj) —ajajajuj.

Pour v = (¢(u}))1<j<n, le quotient de Rayleigh devient donc :
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N l;
Y. [ (a0t + £ wpiptu) - Flup'tup) ot ds;
=1

R(v)=-

N lj
2
Z vjdx]-
j=170
Eton pose:

Fi(@) (1) = —f(0¢' 00 + ' (D p(1)*.

Ainsi, on obtient :

N
> OJFj(wMuﬂdx] Z (0, 0" ptup s,
i=1

R(U):_ N [l

Z (p(u]) dx] Z (p(u]) dx]
j=1 j=1

Pour f fixé, on cherche donc ¢ telle que pour tout 1 < j < N, Fj(¢)(f) = 0sur u;([0, [;])
afin de prouver que les solutions stationnaires non constantes sont instables. Pour
avoir R(v) < 0, il suffit donc que ¢ satisfasse les inégalités différentielles f'¢?— f¢'¢p =
0 sur R et p¢” = 0 sur R. En effet, puisque 'on a la condition a; > 0 pour tout 1 < j <
N, la deuxieme terme de I’égalité précédente sera négatif. On peut citer un premier
critéere qui a été donné dans [19] :

Lemme 5.3 ([19]). Si une solution stationnaire u € c€IZ<(G) de (5.4) satisfait

N -l
Z f]f(uj)dxj >0,
j=170
ou
Zl f (u])uzdx] > Z f](u])u]dx],
j
alors u est instable.

Remarque 5.1. Tout polynome de degré 1, de degré 2 de signe constant, de la forme
(x—x0)%, ay (x—x1)*1 + ay (x — x2)*2 avec k, et k, pairs et a ap = 0 vérifient f f" = 0 sur
R.

On incorpore la fonction ¢(x) = (x — xo)* dans le quotient de Rayleigh afin d’ob-
tenir le résultat suivant :



60 CHAPITRE 5. Etude de la stabilité

Lemme 5.4. S'’il existe des constantes xy et ¢, un entier k > 0 et un polynome positif Py
tel que

x p
k(t)dt)
o+1 t_xo

f(x)=(x—xo)k(C+f

et P,(Ck_l) (x0) =0 alors f est un polynome et le probleme (5.1) n'admet pas de solution
Stationnaire non constante stable.

Démonstration. Dans le cas ol k est un entier impair, la fonction f vérifie f' = 0 sur
R et on obtient le résultat grace au lemme précédent. Dans le cas ou k est un entier
pair, k = 2p, en choisissant ¢(x) = (x — xo)”, on obtient facilement f'¢? — f¢'¢p =
(x — x0)%*=2p,. = 0. D’ot1 'on déduit que R(v) < 0 et donc toute solution stationnaire
non constante est instable. O

On illustre finalement ce lemme avec la proposition suivante :

Proposition 5.2. Le probleme (5.1) ne possede pas de solution stationnaire non
constante stable si f possede l'une des propriétés suivantes :

1. f est un polynome de degré 2.

2. f0) =X copr1 (X = %0)2 P+ Cop (X = %0)*" + X g1 (X — %0) 2T+
sixgeR,2n<2p;+1,2n=2qj+1,c2p;+1=0 el Crq;+1 < 0.

3. f estun polynome de degré 3 et son coefficient dominant est positif.

4. f(x) = (x— x5 (x— x)*2 avec ki et ko qui ne sont pas pairs simultanément.

5 f(x)=-(x- x)* (x = x2)%2 avec ky et k, impairs.

Démonstration. 1. Les polynomes de degré 1 et ceux de degré 2 de discriminant
négatif vérifient ff” = 0, ainsi que les polynomes de degré 2 possédant une
racine double. On considére alors les polynomes de la forme a(x — x;) (x — x2)
avec x; < X». Pour a < 0, on choisit ¢(x) = (x — x)? et on obtient f'p? — f¢'¢p =
a(x — x2)*(x1 — x2) > 0.

Pour a > 0, on choisit ¢(x) = (x—x;)? et on obtient f'¢*— f¢'p = a(x—x1)* (x,—
x1)>0

2. Il suffit de choisir ¢(x) = (x — x¢)?". On obtient

Fl o=@ =) cop1@pi+1-2n)(x—X0)*"2Pi+ Y Crg.41(2q+1-2n) (x—x0) > 2.
i j

Chaque terme des sommes est positif d’apres les hypotheses. On en déduit que
f'9?> - f@'p =0etdonc R(v) <0.
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3. Soit f(x) = a(x — x1)(x — x2)(x — x3) avec a > 0 et x; < xp < x3. En choisissant
@(x) = (x—x2)%, on obtient f'p?— f¢'¢p = a(x—x2)*Q(x) avec Q(x) = x> —2x,x +
X1X2 + X2 X3 — X1 X3 et le discriminant de Q vaut 4(x, — x;) (x2 — x3) <O0.

Les polynomes de degré 3 avec une racine triple vérifient ff” = 0 et les poly-
nomes de la forme (x — x1)%(x — x,) sont traités dans le cas 4.

4. On suppose x; < X2. Si k; et kp sont impairs, R(v) < 0 pour ¢(x) = (x — xy)katke

car alors on a f’(p2 — @' =ky(x2— x1)(x— xp) k21 (x — xp) k1 +2ke—1,

Si k; est pair et ko impair, R(v) < 0 pour ¢(x) = (x — xl)k1 car alors on aura
F'o? = fo'p = ka(x — x1)%%1 (x - 2)%271, On a le méme résultat pour k; impair et
k, pair.

5. Pour f(x) = —a(x— x)*1(x = x)k2 avec x; < x, et ky et k» impairs, on choisit
@(x) = (x — x0)17%2 et les calculs sont les mémes que dans le premier cas de 4.
O

Remarque 5.2. Pour le point 2, sous I'hypothese n = 1, u = x; est une solution sta-
tionnaire constante qui vérifie f(u) = f'(u) = 0. Cet équilibre est alors évidemment
instable car il suffit de choisir une fonction vérifiant ¢¢” = 0 et ¢¢" non identique-
ment nulle, par exemple ¢(x) = x°.

Remarque5.3. Les fonctions du type ¢ (x) = (x—x1)% (x—x,)*2 vérifient p¢” = 0 seule-
ment si x; = x, car

X" (x) = (x — x)*F 72 (x — x) 2272 Q)
ol1 Q(x) est un polynome dont le discriminant vaut kj ko (k1 + ko — 1) (x1 — Xx2)2.

Proposition 5.3. Soit u est une solution non constante du probleme (5.1) pour f(x) =
—x(x—x1)(x—x2) ot x1 <0 et xo > 0. Si u est stable alors u(G) c [x1, x].

Démonstration. Supposons qu'il existe j et t € [0, ;] : u(#) < x;. On pose :

B (x—x1)3 pour x < x;
)= { 0 sinon.
La fonction ¢ est de classe C? et par hypothese, (¢(u i))1<j<n est non identiquement
nulle. Le calcul donne : f’(,o2 —fo'p=(x- x1)8 ((2x] — x2)t — x1%2) = 0 sur | — o0, x1]
car x; <0.
D’autre part, supposons qu'il existe j et 7 € [0, [;] : u(f) > x». On pose :

(x— x2)3 pour x = x
0 sinon.

p(x) = {
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La fonction ¢ est de classe C? et par hypothese, (¢(u}))1<j<n est non identiquement
nulle. Le calcul donne : f’(p2 —fo'p=(x- %2)8((2xp — x1)t — x1x2) = 0 sur | x,00] car
X2 = 0.

]
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