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Résumé

La premiére partie de cette these porte sur ’étude de la marche aléatoire sur le
tore T¢ := R?/Z? définie par une mesure de probabilité SL4(Z).

Pour étudier le Théoreme Central Limite et la loi du logarithme itéré, nous ap-
pliquons la méthode de Gordin qui consiste a se ramener a des martingales. Pour
cela, nous utilisons un résultat de Bourgain, Furmann, Lindenstrauss et Mozes nous
permettant de résoudre 1’équation de Poisson pour des points ayant de bonnes pro-
priétés diophantiennes.

Dans la deuxiéme partie, nous étudions la marche sur R\ {0} définie par 'action
de SL4(R) et nous montrons un résultat de vitesse de convergence dans le théoreme
de renouvellement de Guivarc’h et Le Page.

Mots clés : Marches aléatoires, méthode de Gordin, équation de Poisson, Théo-
reme Central Limite, produits de matrices aléatoires, théoréme de renouvellement.

Abstract

The first part of this thesis deals with the random walk on the torus T¢ := R%/Z4
defined by a probability measure on SL4(Z).

To study the Central Limit Theorem and the Law of the Iterated Logarithm,
we apply Gordin’s method. To do so, we use a result proved by Bourgain, Fur-
mann, Lindenstrauss and Mozes to solve Poisson’s equation at point’s having good
diophantine properties.

In the second part, we study the walk on R?\ {0} defined by the action of
SL4(R) and we prove a result about the rate of convergence in Guivarc’h and Le
Page’s renewal theorem.

Keywords : Random walks, Gordin’s method, Poisson’s equation, martingales,
Central Limit Theorem, products of random matrices, renewal theorem.
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« 1l observait les poissonniers ouvrir les bétes d’un coup vif, plonger les
mains entre les tripes et les visceres, en retirer des morceaur, en couper
d’autres, emballer les uns, jeter les autres ... Un vertige le prit. Il n’aurait
pu dire si ¢’était la vue et ['odeur de cette boucherie qui lui soulevaient le
ceeur ou si cette nausée profonde naissait d'une épiphanie étrange, d’un
parallélisme choquant entre le travail de ces hommes et son propre métier
de chercheur. Depuis des semaines a présent, il évidait les archives, les
documents, conservait les paragraphes, en excluait d’autres, éventrait des
manuscrits moisis pour qu’ils lui fournissent quelque chose de comestible.
1l se sentit soudain bien humble au milieu de cette féte foraine de nageoires

et d’écailles. » )
MELANIE SADLER,

Comment les grands de ce monde se promenent en bateau
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Conventions

Tous les espaces topologiques (considérés) sont munis de leur tribu borélienne
et les mesures (considérées) sur ces espaces sont elles-mémes boréliennes.

Si f est une fonction continue sur un espace topologique X, on note supp f
son support. De méme, si v est une mesure borélienne sur X, on note supp v son
support.

Les espaces d’opérateurs sont munis de la norme subordonnée a celle de I'espace
vectoriel sur lequel ils agissent.

Si f est une fonction a valeurs complexes sur un ensemble X, on note

[ flloe = sup [f ()|
zeX

Si f est une fonction a valeurs complexes sur un espace métrique (X, d) et si
v €10, 1], on note
) — sup ) = )
TA£Y d(ZL’, y)7
Par ailleurs, on note C%7(X) 1
que 'on munit de la norme || . |,.
Pour n € R7, nous notons
Cp ={z € Cl[R(2)| <n} et C; = {z € C||R(2)| < n}
Pour A, B C R, nous notons A @ iB = {a+ibla € A, b € B} et en particulier,
si ACR, alors AR ={z € C|R(z) € A}

Pour f € L'(R), nous notons f la transformée de Fourier-Laplace qui est définie
pour z € C tel que l'intégrale est absolument convergente par

= /R f(x)e **dx

Alors, si f € L(iR), la formule d’inversion de Fourier devient : pour presque
tout z € R,

et [ flly = [[flloc +m(f)

’ensemble des fonctions y—holderiennes sur X

1 ~ i
— ; §x
r)=— 1€)e~"d
fla) = 5- [ Fag)erag
De la méme maniere, pour une mesure complexe p ayant une variation totale
finie et pour z € C tel que l'intégrale est absolument convergente, nous notons

i) = [ e du(a)

Alors, i est également la transformée de Fourier-Laplace de p définie au sens
des distributions et nous avons pour tout x € R et toute fonction f € S(R),

po f@) = [ fla—y)duly) = 5 / ¢S f(i€)fi€)dé



Chapitre 1

Introduction

1.1 Marches aléatoires

Soit X un espace topologique et G un groupe localement compact, dénombrable
a l'infini agissant contintiment sur X. Soit p une mesure borélienne de probabilité
sur G.

On peut définir une chaine de Markov sur X en notant, pour un point x € X,

XO = T
1.1.1
{ Xn+1 = gn+1Xn ( )

ol (g,) € G est une suite de variables indépendantes et identiquement distribuées
de lois p.

Soit & un point de X. A une suite (gn) € GY nous pouvons associer la suite
(T, 1%, ..., Gn .. 17, ...) € XN et nous notons P, la mesure sur X" image de p®N
par cette application.

Nous notons P l'opérateur défini pour toute fonction continue et bornée f sur
X et tout x € X par

Pf@) = | Flow)nlg) = [ FX)ALA(X,))

C’est un opérateur positif, qui vérifie P1 =1 (et donc ||P|l = 1) et qui préserve
les fonctions continues et bornées sur X. Un tel opérateur sera appelé par la suite
opérateur de Markov-Feller.

Par ailleurs, pour toute fonction continue et bornée f sur X, tout x € X et
tout n € N,

Prf@) = [ fgrdp(o) = [ FGIAR.((X,))
Ou nous avons noté p*™ la puissance de convolution n—ieme de la mesure p.

1
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1.2 Marche sur le tore

Dans cette these, d est un entier supérieur a 2. Nous nous intéressons dans
un premier temps au cas ou I' est un sous-groupe de SL4(Z) agissant sur le tore
X := T?¢ = R?/Z¢ muni de la mesure de Lebesgue que nous noterons v par la suite.

Nous voyons facilement que les points rationnels de T? ont une I'—orbite finie
car un élément g € I' étant a coefficients entiers, il ne peut pas faire croitre le
dénominateur d’un point rationnel (ni décroitre car ¢! est encore a coefficients
entiers).

Nous aurons besoin de faire une hypothese garantissant que le groupe engendré
par le support de la mesure est assez gros. Soit H un sous-groupe de G := SLy(R).
Nous dirons que 'action de H sur R est fortement irréductible si H ne stabilise
pas d’union finie de sous-espaces-vectoriels propres de R? et qu’elle est prozimale si
H contient un élément ayant une valeur propre strictement dominante en module.
Nous dirons simplement que H est fortement irréductible (resp. proximal) si son
action sur R? I’est. De méme, nous dirons qu’une mesure est fortement irréductible
et proximale si son support engendre un groupe ayant ces propriétés.

Par ailleurs, nous dirons qu’une mesure borélienne de probabilité p sur G a un
moment exponentiel si il existe € € R7 tel que

°d <
[ llglldp(g) < +oc

Ces hypothese permettent notamment de garantir que l'opérateur P a un rayon
spectral strictement plus petit que 1 dans l'orthogonal des fonctions constantes
dans L*(X, v) (voir Furmann et Shalom dans [FFS99], mais aussi par exemple Gui-
varc’h dans [Gui06] ou encore Bekka et Guivarc’h dans [BG15]). Nous dirons dans
ce cas que P a un trou spectral dans L*(X, v). Et nous avons alors que pour toute
fonction f € L*(X,v), il existe une fonction g € L*(X, v) telle que

f=g-Pg+ [ fav

En particulier, sous ces hypotheses, la loi des grands nombres et le théoreme
central limite sur le tore sont déja connus pour presque tout point de départ (voir
par exemple [GL78, BIS95] et [DL03]) la variance étant donnée par la formule

o2(f) = /X Fdv — /X (Pg)2dv (1.2.1)

On définit une application mesurable X — M!(X) (Pensemble des mesures
boréliennes de probabilité sur X) en notant v, = v (la mesure de Lebesgue sur
T si z & Q4/Z% et v, la mesure équidistribuée sur T,z si z € Q?/Z? (ou T, est
le sous-groupe de G engendré par le support de p).

Bourgain, Furmann, Lindenstrauss et Mozes ont montré dans [BFLM11] le
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Théoréme 1.2.1. Soit p une mesure de probabilité sur I' = SL4(Z) ayant un
moment exponentiel et dont le support engendre un groupe agissant fortement ir-
réductiblement et proximalement sur RY.

Alors, pour tout point x € X, toute fonction continue f sur X et pour p®N—pt

(9n),

1 n—1

=3 FX) o [ S,

n =0 n——+o0o
ot les Xy, sont définis dans [’équation (1.1.1).

Nous nous intéressons donc ensuite au comportement de la somme

n—1

> (£ = [ gave)
k=0
Pour cela, nous verrons dans le chapitre 4 que le théoreme de [BFLM11] permet
d’avoir une vitesse de convergence en fonctions de propriétés diophantiennes du
point de départ x dans le cas ou la fonction f est holderienne (on munit le tore de
la métrique quotient définie par une norme sur R9).

Nous verrons ainsi le

Théoréme (4.3.4). Soit p une mesure de probabilité sur I' = SL4(Z) ayant un
moment exponentiel et dont le support engendre un groupe agissant fortement ir-
réductiblement et proximalement sur RY.

Alors, pour tout v € 10,1] il existe 5y € RY tel que pour tout B € RY et tout
B €10, B[ nous avons que pour tout point irrationnel x € T¢ tel que l'inégalité

d (m, p> < e~ Bd
q

n’a qu’un nombre fini de solutions g € Q1/Z%, et pour toute fonction y—hdélderienne

[ sur le tore, en notant o*(f) € Ry la variance définie par 'équation (1.2.1) on a
que, avec la notation définie dans l’équation (1.1.1),

1 n—1

7n 2 (P00 = [rav) o N (0.07)

(Si o* =0, la loi N(0,0%) est une masse de Dirac en 0).
De plus, si o®(f) # 0 alors

lim inf 20 (X0 = JFdY) o Bieo (F(X) = J fdv)

\/2n02(f)lnlnn \/QnJQ(f)lnlnn

et, si o®(f) = 0 (voir le chapitre 3 pour une condition sur le support de p garantis-
sant que cela ne peut pas étre le cas si f n’est pas constante), alors pour v—presque
tout x € X, la suite (X3 f(Xx) — [ fdv), est bornée dans L2(P,).

=1
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Remarque 1.2.2. Les points rationnels ayant une orbite finie, le TCL est facile a
étudier pour eux puisque cela revient a considérer une chaine de Markov irréduc-
tible et apériodique sur un espace d’états finis. En particulier, si x est rationnel,

alors
1 n—1

L 2
£ = [ fdve) S N (0,03 )
=2 ( )
ou v, est la mesure de probabilité stationnaire portée par 'orbite de x et

o*(f,r) = /)(92 — (Pg)*du,

avec ¢ la fonction de L*(X, v,) telle que

fzg—Png/fdvx

dans L3(X, v,) (cette fonction g existe d’apres le théoréme de Perron-Frobenius).

Remarque 1.2.3. Notre hypothese diophantienne est tres faible puisqu’elle est véri-
fiée par exemple pour presque tout point x ou encore dés que x a une coordonnée
algébrique. Elle s’explique car les points rationnels ayant un comportement par-
ticulier, on imagine qu’'un point tres proche d’eux se comportera plus mal qu'un
point éloigné. Techniquement, nous en avons besoin a un certain point pour garan-
tir que la convergence dans la loi des grands nombres est assez rapide mais nous
ne savons pas si elle est nécessaire.

Remarque 1.2.4. En considérant ’équation (1.2.1), on remarque que la nullité de
la variance est une condition « presque-partout » et on ne peut pas en déduire une
information pour tout point x car notre méthode est fondée sur la recherche d’une
fonction g telle que f = g — Pg—+ | fdv mais nous ne connaissons pas la régularité
de la fonction g que nous construisons. Cependant, dans le cas ou le support de
p n’est pas inclus dans une classe d'un sous-groupe de SL4(Z) dont 'action sur le
tore n’est pas ergodique, alors I’équation (1.2.1) et la proposition 3.0.5 nous disent
que si 0?(f) = 0 alors ||g|l2 = || Pg]|2, la fonction g est constante presque partout
et donc f — [ fdv est nulle presque partout. Comme cette fonction est continue,
elle est nulle partout et f est donc constante. Dans lautre cas (si le support de
p est inclus dans une classe d’'un sous-groupe dont I'action n’est pas ergodique),
nous ne pouvons faire le méme type de raisonnement que si nous avons un moyen
d’assurer que la fonction g est continue.

Une premiere remarque pour démontrer ce résultat est que si f est une fonction
continue sur X qui s’écrit f = g — Pg ou g est continue sur X alors

n—1 n—1

> f(Xk) = 9(Xo) — 9(Xa) + Y 9(Xpp1) — Pg(Xy)

k=0 k=0
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et M, = S5 9(Xp11) — Pg(X}) est une martingale & accroissements bornés. On
bénéficie donc de tous les résultats classiques pour les martingales.

On appelle équation de Poisson 1'équation f = g — Pg + [ fdv d’inconnue
g. La méthode consistant a résoudre ’équation de Poisson pour étudier la suite
(025 f(Xy)) s’appelle la méthode de Gordin. Cest la stratégie employée pour
démontrer, grace au trou spectral, le TCL pour presque tout point de départ que
nous avons déja évoqué.

Nous avons déja vu que sous nos hypotheses, pour toute fonction f € L2(X,v),
il existe une solution qui est encore dans L?(X, v). Cependant, nous aimerions plus
de régularité dans le cas ou la fonction f est elle-méme réguliere.

Il ne peut pas exister de fonction continue g telle que f = g — Pg + [ fdv
en général car cela impliquerait que f ait la méme intégrale contre toutes les
mesures stationnaires (en particulier, on aurait que f(0) = [ fdv). Cependant,
nous démontrerons le théoréme en montrant que pour une fonction holderienne f
sur le tore, on peut résoudre I’équation de Poisson sur I’ensemble des points ayant
de bonnes propriétés diophantiennes (voir le chapitre 4). Par ailleurs, la solution
que nous construisons ainsi n’est pas bornée mais est dominée par une fonction
u: X — [1,400] que nous appelons fonction de dérive et qui vérifie I'équation

Pu<au+b

pour un certain a € ]0,1[ et b € R. Cette équation signifie que si u(x) est grand
alors en moyenne, u(gx) est bien plus petit que u(z) ou autrement dit, que la
solution g que nous construisons n’est pas bornée mais que la chaine passe tres
peu de temps aux endroits ou g est grande. Ce contrdle sera suffisant pour notre
étude.

Le premier chapitre de cette partie consiste en une étude de l'induction des
chaines de Markov par des temps d’arrét, celle des fonctions de dérive et par la
démonstration du théoréme central limite et de la loi du logarithme itéré pour les
martingales a différences dominées par une fonction de dérive.

Dans le deuxieme chapitre, nous étudierons la nullité de la variance et nous
verrons une condition garantissant que pour toute fonction f, la variance dans le
théoreme central limite s’annule si et seulement si f est constante.

Enfin, dans le troisiéme chapitre, nous résoudrons I’équation de Poisson pour
les points du tore ayant de bonnes propriétés diophantiennes et nous en déduirons
le théoreme 4.3.4.

1.3 Le théoréme de renouvellement dans R?

Nous avons vu dans la premiere partie que la vitesse de convergence dans la
loi des grands nombres est liée aux propriétés diophantiennes du point de départ
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considéré et donc aux moments ou la trajectoire passe proche des points rationnels.
Nous voulons donc étudier le comportement de la chaine au voisinage de 1'orbite
d’un point rationnel. Pour se restreindre dans un premier temps a un modele
simplifié, nous identifions un voisinage de 0 dans le tore a un voisinage du point 0
dans R

Cela nous meéne donc & étudier le théoréme de renouvellement dans R? (d > 2)
pour la chaine de Markov définie par une mesure borélienne sur G = SL4(R).

Soit p une mesure borélienne de probabilité sur SLq(R) et soit z € R?\ {0}.
Nous définissons une marche aléatoire sur R? \ {0} partant de x par

X() = T
Xn+1 = gn+1Xn
olt (g,) € SLg(R)YN est une suite de variables aléatoires iid de loi p.

Si p a un moment d’ordre 1! et si son support engendre un sous-semi-groupe
fortement irréductible et proximal de SL4(R) (ce que nous supposerons toujours),
alors un résultat de Furstenberg énoncé dans [Fur63] (voir aussi [GR85]) montre
que, si || . || est une norme sur R?, alors pour tout z € R¢\ {0},

1
- — ®N
nllgn gl o de= [ [ wllarldplo)du(@) >0 o —ps (13.1)

oll v est une mesure borélienne de probabilité P—stationnaire sur P(RY) (unique
dans ce cas-1a d’apres [GR85)).
Cela montre en particulier la transience de la marche dans R?\ {0}.

Etant donnée une fonction f continue & support compact sur R?, nous étudions
la fonction

(x — Gf(r) = +zj:OIEC,;f(Xn)>

La transience de la marche aléatoire et la compacité du support de f montrent
que cette fonction est bien définie et méme continue sur R?\ {0} (la série converge
uniformément sur tout compact de R?\ {0}) et nous voulons en étudier le com-
portement en 0. Ce comportement est ce que nous appelons le renouvellement par
analogie avec la situation dans R.

Guivarc’h et Le Page ont étudié ce probleme dans [GL12]. Ils montrent que si
T,, le sous-semi-groupe engendré par le support de p, stabilise un cone convexe non
trivial dans R? alors il existe deux mesures de probabilité stationnaires ergodiques

1. c’est-a-dire que fG In ||g||dp(g) est finie.
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11 et vy sur S et espace des fonctions continues P—invariantes est de dimension
deux, une base en étant donné par deux fonctions pq, ps telles que p; +po = 1 et
Dilsupp v; = 055 ot 0 est le symbole de Kronecker; au contraire, si 7, ne stabilise
pas de cone de RY, alors il existe une unique mesure P—invariante v sur S¢ 1,
les fonctions constantes sont les seules fonctions continues P—invariantes et nous
notons alors p; la fonction constante égale a 1.

Dans les deux cas, nous notons Il I'opérateur défini pour toute fonction f €
C°(R%) & décroissance polynomiale a 'infini > et tout € R%\ {0} par

o f (x sz (HfL’H> /Sd /| H - L 4uy) (1.3.2)

ou, r € {1,2} est le nombre de fermés T,—invariants sur la sphere.

Et alors, nous avons le

Théoréme ([GL12]). Soit p une mesure borélienne de probabilité sur G = SLy4(R)
ayant un moment exponentiel et dont le support engendre un sous-groupe fortement
irréductible et proxrimal de G.

Alors, pour tout v € R%. et toute fonction continue f sur R? telle que

()] et sup |[v]|”|f(v)| sont finis
veR4\ {0} |vl]" veER

on a que

x—0

ot A, et 1y sont donnés par les équations (1.3.1) et (1.3.2).

Dans la deuxieme partie de cette these nous étudierons la vitesse de convergence
dans le théoreme précédent et nous démontrerons le

Théoreme (5.2). Soit p une mesure borélienne de probabilité sur G = SL4(R)
ayant un moment exponentiel et dont le support engendre un sous-groupe fortement
irréductible et proximal de G.

Pour tout v > 0 assez petit et tout compact K de R?, il existe C, e € R tels que
pour toute fonction f a support dans K, y—hdélderienne sur R? et avec f(0) = 0
et tout € R4\ {0},

fo- Lo

p

C

1 + |1Il ||x|||a||f||’¥

ou X\, et Ily sont donnés par les équations (1.3.1) et (1.3.2).

2. il existe v € R} tel que sup,cpa ||z||7]f(x)| est fini.
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Chapitre 2

Induction des chaines de Markov et
fonctions de dérive

Résumé

Dans ce chapitre, nous étudions 'induction des chaines de Markov par des temps
d’arréts. Le but étant de montrer des relations entre ’opérateur initial et ’opérateur
induit qui nous permettent de passer facilement d’une chaine a l'autre.

Puis, nous introduirons un type de fonctions, que nous appellerons fonctions de
dérive et nous utiliserons ces fonctions pour démontrer une loi des grands nombre,
un théoreme central limite et une loi du logarithme itéré pour les suites de différences
de martingales dominées par ces fonctions la.

Sommaire
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2.1 Induction des chaines de Markov

Dans ce paragraphe, nous étudions I'induction des chaines de Mar-
kov par des temps d’arrét et nous démontrons la proposition 2.1.5
qui nous permettra, dans le paragraphe 5.2, de résoudre I'équa-
tion de Poisson pour certaines fonctions sur le tore a l'aide du
théoréme de renouvellement dans R?.
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2.1.1 Définitions

Soit (X,) une chaine de Markov sur un espace borélien standard X. Nous
définissons un opérateur de Markov sur X en posant, pour toute fonction borélienne
positive f et tout point x € X,

Pf) = [ FO0)AR((X0) = Enf (X)

Soit 7 : XN — N U {co} une fonction mesurable. Nous disons que 7 est un
temps d’arrét si pour tout n € N, 'ensemble {7 < n} est mesurable par rapport a
la tribu engendrée par les n 4 1 premiéres coordonnées de X,

Etant donné un temps d’arrét 7, tel que pour tout z € X, P, (7 est fini) = 1,
nous pouvons étudier la chaine de Markov (X;n),en ot 7" est défini par

{ LG =0 k
Tk+1((Xn)) _ ’rk((Xn)) +7(67 ((Xn))(Xn))

ot ¥ est le décalage sur X
Nous notons @) 'opérateur de Markov associé a (X« ), c’est 'opérateur défini
pour toute fonction borélienne positive f sur X et tout point z € X par

Qf(x) = [ FX)APLA(X,))

Finalement, nous définissons deux autres opérateurs sur X en notant, pour
toute fonction borélienne positive f sur X et tout point x de X,

Rf(e) = [ FX0) 4o FXm) AP (X)) (2.1.1)

Sty = [ FX)dR((X,) (212

Définition 2.1.1 (Temps d’arrét #—compatible). Nous disons qu'un temps d’ar-
rét 7 est §—compatible si pour tout x € X, P,({r = 0}) = 0 et pour P,—pt
(X,) € XN 7((X,)) = 2 implique que 7(0(X,,)) = 7((X,)) — 1.

Exemple 2.1.2. En général, si 7 est un temps d’arrét et n € N, le temps d’arrét
min(7,n) n’est pas #—compatible.

Exemple 2.1.3. Soit Y un sous ensemble borélien de X et 7y le temps de premier
retour dans Y :

7v((X,)) =inf{n e N*; X,, € Y}

Alors, Ty est —compatible.
De plus, 7¢ comme nous l'avons défini correspond au temps de n—iéme retour
dans Y (et n’est pas #—compatible pour n > 2).
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Pour z € X, nous notons u(z) = E,7y et nous dirons que Y est fortement
Harris-récurrent si u est finie sur X. Cela implique en particulier que pour tout x
de X, 7y est P,—ps finie.

Par ailleurs, pour toute fonction borélienne positive f et tout x € X, nous
avons que

Qf@0=:Aﬁﬂﬁﬁf< )P, ——EZE,f ey

= ZIE F X)) Iye(X1) . Tye (X 1) Ty (X))

+ZOOPMYC Py (F) () = S (PMy ) PMY(f)(@)  (213)

n=1 n=0

Otu nous avons noté My (resp. My) Uopérateur de multiplication par 1y, (resp.
1y). Nous pouvons également calculer

Rf(x) = /{T<m}f<xo>+- # FOG )P, = 3B f(X

+ZE F(X)Lye(X1) .. Dye(X)

o)+ ZOO (PMyo)"(f) () = 2(PMyc)”(f>(x) (2.1.4)
et finalement,
Sf(z) = /{} PGP, = [ F(X0)1y(X)dB, = PMy f(x) (2.1.5)

Et donc, en remarquant que My + My. = 14, nous obtenons que (R + Q)f =
(la+ RP)f, RSf = Qf, (P = S)Qf = PMy:Qf = Qf = Sf et (P —S)Rf =
PMy<Rf =Rf — f.

Notons que P,Q, R, S, P—S,Q — S et R— I; sont des opérateurs positifs donc
les calculs que nous avons effectué font bien sens puisque f est supposée positive.

Exemple 2.1.4. Un exemple de temps d’arrét {9—compatible qui n’est pas un
temps de retour dans un sous-ensemble récurrent est le temps de premiere réflexion
pour la marche réfléchie sur R, étudiée par exemple dans [PWO06].

La proposition suivante généralise les relations que nous venons de voir dans le
cas des temps de retour a tout temps d’arrét §—compatible.
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Proposition 2.1.5. Soit X un espace borélien standard et (X,) une chaine de
Markov sur X. Soit T un temps d’arrét 0— compatible tel que pour tout x € X, T
est P,—ps fini.

Alors, pour toute fonction borélienne positive f sur X, nous avons

(R+Q)f = (Ia+ RP)f
(I.+PR)f = (14 + S)Rf
(Ia+5)Qf = (S+ PQ)f

RSf=Qf

Remarque 2.1.6. La premiére et la troisieme relations peuvent également s’écrire
(dans le cas ou les fonctions Rf, RPf, Qf, PQf et SQf sont bien définies)

R(Is—P)f=Us—Q)f et (I4— P)Qf = S(la— Q)

et on voit que les opérateurs R et S permettent de lier la chaine initiale et la chaine
induite.

Remarque 2.1.7. La deuxieme équation s’écrit (dans le cas ou les fonctions Rf,
PRf et SRf sont bien définies)

f=(la—P)Rf + SRf

Ainsi, si f est telle que SRf = 0, la fonction Rf est solution de 1’équation de
Poisson. Nous utiliserons cela pour résoudre ’équation sur le tore pour un certain
type de fonctions dans la proposition 5.2.1.

Démonstration. Soit f une fonction borélienne positive sur X et z € X.
En utilisant la propriété de Markov et la #—compatibilité de 7 nous avons que
pour tout n € N*,

Eﬂcf(Xn)]l{T2n} = Empf(Xn—l)]l{T2n}

et donc,
+o0
n=0

+oo
n=1
De plus, comme 7 est §—compatible,

J Ly BFCORBAK)) = [ F(X0) -4 f(K)dBL((X,)
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Donc,

f(@)+PRf(x) = f(x) + Rf(X1)dP,((Xn)) + Rf(X1)dPy((Xn))

{r=1} {r>=2}

= f(x) + SRf(x) + . X)) 4+ f(Xr ) dP (X))

= SRf(2) + [ f(Xo) + -+ F(X,1)dBo((X,) = SRf(2) + Rf(2)

Par ailleurs, par définition de S, [,y f(X1)dP.((X»n)) = [i—1y f(X7)dPL((X,))
et donc

SF(@) + PQI() = [ Ly (F(X0) + QF(X1)) + L f(Xo)AP((X.))
= 5Qf(x) + Q/(x)

Finalement, pour tout n € N*,

E,S Xn_]lTn:/ X,
J( X)L gron) {T:n+1}f( +1)

Donc,
RSf E ZSf n—1 ]l{’r>n} — ZE Sf n— 1)]]-{7'271}

_ZEf n+1 ]]-{7' n+1}—Qf() L

Une application de ces méthodes est le

Lemme 2.1.8. Soit X un espace borélien standard et (X,,) une chaine de Markov
sur X.

Soit v une mesure borélienne de probabilité P—invariante sur X et 7 un temps
d’arrét 60— compatible tel que pour v-pt x € X, P (1 < +00) = 1.

Alors, pour toute fonction borélienne positive f sur X, nous avons que

/dey:/XSRfdy

Démonstration. D’apres la proposition 2.1.5, f+ PRf = Rf +SRf. Donc si f est
telle que Rf € LY(X,v), comme v is P—invariante, nous obtenons le lemme.

Si f ¢ LY(X, ), nous allons obtenir le lemme en approchant SRf.

Premiérement, nous supposons que f est bornée. En général, Rf ¢ L'(X,v)
donc nous 'approchons avec une suite de fonctions intégrables.

Plus précisément, pour n € N*, nous notons R, l'opérateur défini comme R
mais associé au temps d’arrét min(n, 7) (qui n’est pas f—compatible en général).
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C’est a dire que pour toute fonction borélienne positive f sur X et tout x € X,

min(7,n)—1

k=0

Comme {min(7,n) = 1} = {7 = 1} pour n > 2, opérateur S associé¢ a
min(7,n) ne dépends pas de n pour n > 2.

Comme min(7,n) n’est pas #—compatible, nous ne pouvons pas utiliser la pro-
position 2.1.5, mais nous avons, pour n = 2, que

min(700,n)—1

PRnf(x) = E:v Z f(Xk—i-l)

k=0

= SR, f(z) + Y [(Xpp)dP,
{r>2} k=0
min(7,n+1)—1
TZ k=1

Et, comme f bornée, pour tout =z € X, |R,f(x)| < nl|/f|le et donc R, f est
intégrable puisque v est de probabilité. Nous avons donc

[ SBuf = jdv = [ PRof = Ruifav = [ Ruf = Rocrfdv
= [ FX) Lo dB(X,)) v (2)
Donc, comme pour v—presque-tout = € X,
nl_igloon(T >n)=1-P,(1 < +00)=0

nous avons que

‘/SRnf—fdy

< |1 fllo /XIP’J;({T > n})dv(z) — 0 (par convergence monotone)

et nous obtenons le lemme espéré pour toute fonction bornée.

Si f n’est pas bornée et est positive, nous prenons une suite croissante de
fonctions bornées qui converge vers f et nous avons une fois encore le résultat
espéré par convergence monotone. O

Exemple 2.1.9. Si 7 est le temps de retour dans un sous-ensemble fortement
Harris-récurrent Y, alors l'opérateur S devient, pour toute fonction mesurable
positive f et tout point  de X, Sf(x) = P(f1y)(z). De plus, pour toute mesure
P—invariante v et toute fonction f € LY(X,v), telle que Rf est v—p.s. finie, nous

avons que [x SRfdv = [y Rfdv.



2.1. Induction des chaines de Markov | 15

Et donc le lemme précédent nous montre que

ARfdu:/deu

En particulier, avec f = 1, nous obtenons que [y Erdr = v(X). C’est le lemme
de Kac ([Kac47]) pour les systémes dynamiques.

2.1.2 Application a I’étude des mesures invariantes

Dans ce paragraphe, X est un espace borélien standard muni de sa tribu bo-
rélienne et toutes les mesures considérées sont boréliennes. Nous supposons qu’il
existe (au moins) une mesure de probabilité P—invariante sur X.

Nous fixons également un temps d’arrét §—compatible 7 tel que pour tout =
de X, E,7 est finie.

Lemme 2.1.10. Soit v une mesure borélienne finie non nulle P—invariante sur
X. Alors, S*v est une mesure borélienne finie non nulle QQ—invariante sur X.
De plus, R*S*v = v et S*v est absolument continue par rapport a v.

Démonstration. Premierement, pour toute fonction borélienne positive et bornée
fsur X et tout z € X, Sf(z) < Pf(x).

Donc, [Sfdv < [ Pfdv = [ fdv puisque v est P—invariante et f est bornée.
Cela montre que S*v est une mesure finie et absolument continue par rapport a v.

De plus, nous avons vu dans le lemme 2.1.8 que pour toute fonction borélienne

positive f sur X, [ SRfdv = [ fdv et donc R*S*v = v.

Ensuite, nous devons montrer que S*v(X) > 0. Mais, si S*v = 0, alors v =
R*S*v = 0 et cela contredit notre hypothese. n

Lemme 2.1.11. Soit p une mesure borélienne non nulle QQ—invariante sur X.
Alors, R*u est une mesure borélienne non nulle et P—invariante sur X.
De plus, S*R*u = p et p est absolument continue par rapport a R*p.
Finalement, si QR(1) est borné sur X, alors R*j est une mesure finie si et
seulement si p est.

Remarque 2.1.12. La condition (QR1 bornée sur X est raisonnable.

En effet, en utilisant les mémes notations que dans la remarque 2.1.3, nous
appelons Y linéairement récurrent si sup, .y E,7y est fini.

Dans ce cas, R1(z) = E,7y et QR1(r) = E,R1(X,,) < sup,cy E,7y puisque
que pour tout z € X, P,(X,, € Y) =1 par définition de 7y.

Démonstration. Pour montrer que R*i est une mesure, nous devons juste prouver
qu’elle est o—additive.
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Soit (A,,) une famille de sous-ensembles boréliens de X disjoints deux-a-deux et
soit n € N. Comme R est un opérateur linéaire, nous avons que | R<]1UZ:0 Ay )dp =
o) R14,dp, donc, R*jv est finiment-additive. Mais, d’apres le théoreme de
convergence monotone, le membre de gauche de cette équation converge vers
J R(1ya, )dp et cela montre que R*p est o—additive.

De plus, pour toute fonction borélienne positive et bornée f sur X, nous avons
que f < Rf, donc pu(f) < u(Rf) et u est absolument continue par rapport a R*u
et R*u(X) > 0.

Par ailleurs, la proposition 2.1.5 montre que pour toute fonction borélienne
positive f, Rf + Qf = f + RPf. Appliquant cela & f = 1, pour une partie
borélienne A, et prenant 'intégrale contre u, nous obtenons que [ R1 4+ Q1 4dp =
[ 144 RP1,4dpu. Mais, p est (Q—invariante donc si p(A) est finie, nous obtenons
que [ Rl dp = [ RP14dp. Si p(A) est infinie, le résultat est toujours vrai car
J R dp = p(A) = Q*u(A) = [RP14dp = +o00. Done, pour toute ensemble
borélien A, R*u(A) = P*R*u(A) ce qui montre que, R*u est P—invariante.

Comme RS = () d’apres la proposition 2.1.5 et comme nous avons supposé que
la mesure u est (Q—invariante, nous obtenons directement que S*R*u = p.

Pour montrer le dernier point du lemme, supposons que la fonction (z
QR(1)(x)) est bornée sur X.

Si R*p est finie alors p aussi puisque p(X) < R*u(X).

Réciproquement, si p est une mesure finie, remarquons que puisqu’elle est
()—invariante, nous avons que

R'u(X) = [1a(R'w) = [ Rldu = [ QR4 < |QR1|wepu(X) < 400
Donc R*u est bien une mesure finie sur X. O]

Nous avons vu dans les lemmes précédents que les opérateurs R et S agissent
sur les mesures invariantes. Comme ce sont des opérateurs linéaires positifs et
comme ’ensemble des mesures invariantes est convexe, il est naturel de montrer
que ces opérateurs préservent aussi les points extrémaux de ce convexe ; ces points
extrémaux étant ce que nous avons appelé les mesures ergodiques (dans un certain
sens puisque R et S ne préservent pas les mesures de probabilité).

Corollaire 2.1.13. Soit (X,,) une chaine de Markov sur un espace métrique com-
plet séparable et T un temps d’arrét 0—compatible tel que pour tout x € X, E, 7 est
finie.

Définissons P, ), R et S comme précédemment et supposons que QQR1 est
bornée sur X.
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Alors, S* et R* sont des bijections réciproques entre [’ensemble des mesures
finies P—invariantes et celui des mesures finies QQ—invariantes qui préservent l’er-
godicité.

Démonstration. Nous avons deja vu dans les lemmes 2.1.10 et 2.1.11 que S* (resp
R*) envoie les mesures finies non nulles P—invariantes (resp. ()—invariant) sur
les Q—invariantes (resp. P—invariantes) et que ces opérations sont mutuellement
réciproques.

Ainsi, il ne reste plus qu’a voir que I'image par S* ou R* d’une mesure de
probabilité ergodique est encore ergodique (apres renormalisation). Pour faire cela,
nous utilisons la linéarité de S* et R* et le fait que les mesures ergodiques sont
les points extrémaux de l'’ensemble des mesures invariantes pour une chaine de
Markov sur un espace métrique complet séparable.

Soit v une mesure borélienne finie non nulle et P—ergodique sur X. Nous
supposons sans perte de généralité que v est une mesure de probabilité. Nous avons
vu dans le lemme 2.1.10 que S*u est une mesure finie non nulle ()—invariante.

Supposons que S*v = S*v(X)(tuy + (1 — t)pa) ol py et pe sont deux mesures
de probabilité Q—invariantes et ¢ € [0, 1].

Alors, nous avons que v = R*S*v = S*v(X)(tR*puy + (1 — t)R*uz). Mais v est

ergodique donc s R*j11 = mR*Mg. Et, en appliquant S* une fois encore,

R*pa(X) -
nus obtenons que v; = vy, et donc, S*u est (Q—ergodique.
De méme, si p est une mesure borélienne de probabilité (Q—ergodique alors R*u

est P—ergodique. O

2.2 Fonctions de dérive

Dans ce paragraphe, nous étudions un type de fonctions qui nous
permettra de controler les excursions de chaines de Markov.

Soit (X)) une chaine de Markov sur un espace borélien standard X.

Nous allons étudier un type de fonctions que nous appelons « fonctions de
dérive » et qui nous permettront de controler la chaine de Markov. Ces fonctions
sont étudiées par de nombreux auteurs et notre principale référence est le livre de
Meyn et Tweedie [MT93] (voir aussi [GM9I6]).

Le but de ce paragraphe et de voir ce que I'on garde des résultats de Meyn et
Tweedie quand on enléve I'hypotheése d’irréductibilité (qui n’est pas satisfaite sur
le tore pour la marche qui nous intéresse).

Définition 2.2.1 (Fonctions de dérive). Soit u : X — [1, +00] une fonction boré-
lienne et C' un borélien de X.
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Nous dirons que (u,C') est une fonction de dérive si u est bornée sur C' et si il
existe une constante b € R telle que

Pu<u+ble

Souvent, nous dirons simplement que u est une fonction de dérive en sous-entendant
I’ensemble C'.

Remarque 2.2.2. Dans la littérature, on appelle fonction de Lyapunov une fonction
mesurable positive v telle que Pv < v et notre condition de controle de la dérive
est un relachement de cette condition.

Remarque 2.2.3. Meyn et Tweedie ne supposent pas que la fonction u est bornée sur
C mais ils font '’hypothese que C' est un petite-set ce qui leur permet de démontrer
a posteriori que I'on peut remplacer C' par un borélien sur lequel u est borné.

Comme nous supposons que Pu < u + bl s, nous pouvons nous intéresser aux
fonctions boréliennes f telles que, sur 'ensemble {u < 400},

|f| <u— Pu+ble (2.2.1)

Nous verrons par la suite que nous controlons treés bien la suite des (P™f) (ou plus
exactement, les séries dont les termes généraux font intervenir les P" f puisqu’alors
les sommes de termes de la forme P"(u — Pu) sont télescopiques).

Nous définissons donc, pour p € R7,

e { FiX SR [ est borélienne et il existe M € R tel que }

Vo € X, |f(2)| < M (u(z) — Pu(z) + ble(z)'/”

ou nous avons noté X, := {z € X | u(z) < +o0}.
Et, pour f € £, nous notons

Iflle = inf {M € RlVz € X, | f(x)] < M(u— Pu+blc)""}

Remarque 2.2.4. L'espace (E,||.|gr) est un espace de Banach et si la fonction
u — Pu + bl ne s’annule pas, on a alors que

) ar
| fller = (feu)?u u(z) — Pu(z) + b]lc)

De méme, nous notons, pour p € [1, 400,
F7i={f : X — R|f est borélienne et IM, Vo € X, |f(z)| < Mu(x)""}
et, pour f € FP,

|/ ()]

I7llzz = sup 2 oyt
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Remarque 2.2.5. Le parametre b joue peu de role dans notre étude des fonctions
de dérive. De plus, si b < b < 0" et Pu < u + bl, alors on a également que
Pu<u+ble <u+b"le. Et alors, I'espace EP défini avec 0 et celui défini avec O’
sont les mémes et les normes sont équivalentes et de méme pour F?. Les espaces
définis avec b et b’ pourraient ne pas étre les mémes par exemple si u — Pu + bl o
s’annule sur X,,.

Un premier exemple d’utilisation du controle de la dérive est donné dans le

Lemme 2.2.6 (Théoréme 2.1 de [GMI6]). Soit u une fonction de dérive, T un
temps d’arrét et f € EL, alors pour tout v € X,

< (0o + 88, 5 10050 ) 151

k=0

k=0

Deux cas particuliers importants sont quand 1 € £} et u € £L. Nous allons les
étudier dans les deux lemmes suivants.

Lemme 2.2.7. Soit u une fonction de dérive telle que 1 € E} et soit 7¢ le temps
de retour en C' (voir l'exemple 2.1.3).
Alors,

supE,7¢ < +o0
zeC

Réciproguement, soit C' un borélien de X et notons 7¢ le temps de retour en C'
et u(x) = E,7¢. Supposons que

supE,7¢ < 400 et lim sup Py(r¢=1)=0
zeC M=+o00  gex
Egro>M
Alors, il existe un ensemble borélien C" tel que (u,C") est une fonction de dérive
etleé,.

Démonstration. Nous supposons que 1 < u — Pu + bl ¢, nous notons 7¢ le temps
de retour en C' et alors, d’apres le lemme précédent,

Tc—1 Tc—1

k=0 k=0

et comme u est bornée sur C, nous obtenons la premiere partie du lemme.
Réciproquement, calculons

Pu(x) = /{ - Tc — 1dP, + o) Ex, 1cdP,
TCZ TC=

-1 +/{  UX)AP (X)) € u =1+ 0P (70 = 1)
To=1
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ou nous avons noté b = sup, .- E,7¢.

Soit M tel que

1
sup Pyt =1) < —

et notons X, = {u < M}. Alors,

1 1
Pu<u—1+b]1XM+§=u—§+b]lxM

ce qu’il fallait démontrer. O]

Lemme 2.2.8. Soit u une fonction de dérive.
Les assertions sutvantes sont équivalentes
— Il existe a € [0,1] et b € R tels que Pu < au + bl
— La fonction u appartient a ’espace E}.
Dans ce cas, nous dirons que u est une fonction de dérive exponentielle.

Démonstration. Premiérement, si a € [0,1] et b € R sont tels que Pu < au + bl
alors (1 —a)u < u— Pu+ blc et done, u € EL.

Réciproquement, si u € &, alors en écrivant u < ||ul|e1 (v — Pu+ bl¢) nous
obtenons, comme ||ul[¢1 # 0, que

Pué(l— >U+b]lo

[ulles
ce qui termine la preuve. O

Dans le lemme suivant, nous montrons que ’espace £F est inclus dans les espaces
de fonctions intégrables par rapport aux mesures stationnaires de la chaine de
Markov originale.

Lemme 2.2.9. Soit u une fonction de dérive et soit v une mesure borélienne de
probabilité P—invariante sur X telle que v(u < +00) = 1.
Alors, Uopérateur identité défini de EL(X) dans LP(X,v) est continu.

Démonstration. (cf. le lemme 3.8 de [BQ13])

Soit f € EF, v € X et n € N*, alors, par définition de &, [f|P(z) < || f][%r (u —
Pu +b)(zx), et donc,

1 n—1

L5 pr ) < 02 4 Pt ) < 1y Late) +)

n 2o

Mais, alors, d’apres le théoreme ergodique de Chacon-Ornstein (voir par exemple
le théoreme 3.4 du chapitre 3 du livre de Krengel [Kre85]), il existe une fonction
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P—invariante f* qui est positive et telle que [ |f|Pdv = [ f*dv et, pour v—presque
tout = € X,
1 n—1

=3 PHfP@) = (@)

Mais, puisque u est finie v—p.s., nous obtenons que f*(z) < b||f||’£5 pour v—presque
tout z € X. Et donc, f* € L*(X,v) C LYX,v) puisque nous avons sup-
posé que v est une mesure finie. Cela montre donc que, f € LP(X,v) et que
£l erxay < OV fller. =

Pour terminer cette section, nous faisons une remarque sur la résolution de
I’équation de Poisson dont nous ne nous servirons pas vraiment dans cette these
mais qui montre que I’on peut résoudre 1’équation de Poisson pour la chaine origi-
nale lorsque 'on sait la résoudre pour la chaine induite. C’est la méthode utilisée
par Glynn et Meyn pour résoudre 1’équation de Poisson dans le cas ou ’ensemble
C' est un petite-set (ce qui implique essentiellement que I'opérateur induit @ est
quasicompact dans L*(C)).

Remarque 2.2.10. Soit 7y le temps de retour dans un ensemble fortement Harris-
récurrent Y (voir 2.1.3) et @, R et S les opérateurs associés. Nous notons u(z) =
EIT Y-

Soit f € &L et supposons que I'on puisse résoudre 1’équation de Poisson associée
a Rf pour 'opérateur induit ). C’est a dire qu’il existe une fonction g définie et
bornée sur Y telle que g — Qg = Rf sur Y, alors § = Rf + Qg est bien définie sur
X car, par définition de 7y, pour tout z € X, P, (X, € Y) = 1.

De plus, d’apres le lemme 2.2.6, pour tout z € X,

19(2)] < lglloe + [I.fllez (u(x) +b)

Et cela montre que g € F.. Enfin, cette fonction g est solution de 1’équation de
Poisson. En effet, nous pouvons faire le calcul suivant en utilisant les relations de
la proposition 2.1.5 :

(Ig—P)g= (Ia— P)Rf+Qg) = (Iag— P)Rf + (Ia — P)Qg
(Ig—=SR)f+S(Ia—Q)g= f+S(g— Qg — Rf)
f

Ot les calculs sont autorisés car tous les termes apparaissant sont finis quand u
est finie.
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2.3 La loi des grands nombres, le théoréme central limite
et la loi du logarithme itéré pour les martingales
dominées par des fonctions de dérive

Dans cette section, nous démontrons trois des résultats classiques
de probabilité pour des suites de différences de martingales domi-
nées par une fonction de dérive. Ces résultats étant connus pour
des martingales a accroissements bornées, nous montrons que nous
pouvons les étendre car le controle par la fonction de dérive revient
a travailler avec des fonctions comme si elles étaient bornées.

En particulier, nous verrons que le théoreme central limite et la
loi du logarithme itéré pour les martingales sont valides dés que
I’'on peut assurer la convergence de la variance : ce sera I'objet du
corollaire 2.3.9.

Remarque 2.3.1. Dans cette section, nous faisons souvent des hypotheses telles que
« f € &P pour un certain p > 1 ». Le lecteur ne doit pas prendre peur devant
de telles hypotheses puisque les fonctions u que nous pouvons construire dans les
exemples viennent en famille, on peut les perturber un peu et donc si f est dominée
par une fonction de dérive, alors il en existera une autre qui dominera fP.

Avant d’énoncer et de démontrer le corollaire 2.3.9, nous énongons un certain
nombre de lemmes qui nous serviront également dans I’étude de la marche sur le
tore.

Premierement, nous étendons la loi des grands nombres pour les martingales
de Breiman (énoncée dans [Bre60]) pour des fonctions mesurables f € EP pour un
certain p > 1 : ce sera la proposition 2.3.5. Pour cela, nous aurons besoin du

Lemme 2.3.2. Soit u une fonction de dérive, x € X, et a € R, alors,

sup " Pk(u— Pu)(x)

neN k=0 (k + 1)a UI(:E)

Démonstration. Le calcul est direct en utilisant que pour tout x € X et tout n € N,
P™u(x) est positif :

n Pk(u—Pu)(x) - n 1 i n 1 .
,; (k+ 1)~ n ];) (k + 1)aP u(z) — kzj) WP u(z)

=3 (G )P () — g P

< ul) .
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Avant de démontrer la loi des grands nombres, le théoréme central limite et la
loi du logarithme itéré, nous prouvons que le « terme de bord » f(X,)/n ne joue
pas de role : c’est-a-dire qu’il revient au méme d’étudier

1 n—1 1 n—1

fo ethf ni1) — Pf(Xn).

Ainsi, de la loi des grands nombres pour les martingales, nous pourrons déduire
la loi des grands nombres pour des fonctions s’écrivant f — Pf. De méme, avec la
normalisation convenable, nous pourrons obtenir le théoreme central limite et la
loi du logarithme itéré pour des fonctions s’écrivant f — P f a partir de ces résultats
pour des martingales.

Lemme 2.3.3. Soit u une fonction de dérive et p > 1. Alors, pour toute fonction
fe&r, tout x € X tel que u(x) est fini et tout € € )0, p,

f(Xn)

nl/(p—e)

— 0P, — p.s. et dans L'(P,)

Remarque 2.3.4. Nous utiliserons ce lemme avec p > 1 pour pouvoir prendre p—e =
1 et p> 2 pour prendre p — e = 2.

Démonstration. Avec les notations de 1’énoncé, calculons pour un n € N,
B (X1 < I lepBat(Xn) — Pu(X,) + b= | flleg P"(u — Pu+)
Et donc, en supposant sans perte de généralité que || f|ler = 1, on a

s ENP ¢ Pu-Pu)

kz:% (k + 1)p/(p=<) = kz%] (k + 1)t+e/(p—2) Z 1+€/ p—e)
1
PER p——
= nlt+e/(p—e)

ol nous avons utilisé le lemme 2.3.2 pour contrdler la premiére somme.
Ainsi, pour tout z € X tel que u(z) est fini,

= (X)L
kz::OEI ((lg+ 1)1];(19—8))

est finie ce qui termine la preuve du lemme. O

Proposition 2.3.5. Soit u une fonction de dérive et p € |1,400[. Pour toute
fonction f € EP et tout x € X tel que u(x) est fini,

1 n—1

- > f(Xep1) = Pf(Xy) = 0 P, — p.s. et dans LP(P,)
k=0
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Démonstration. Pour un entier n, nous notons M, = S-775 f(Xp1) — Pf(X4).
Alors, M, est une martingale d’espérance nulle et

Eu| Mot — M = Eo| f(Xoia) = PAX)P <227 P (P ()
< 27|l P — Putb)

Ainsi,
i i £9 prHi(y — Pu 4 b)
Z ]E |Mn+1 - n|p < 217 1||f||85 Z np
- 1 n=1

+<>01
<2”‘1I|f||sfz< +bZ )

Et donc, en utilisant la loi des grands nombres pour les martingales (voir le théo-
réme 2.18 de [HH80]), nous obtenons que £ M,, — 0 P,—p.s. et dans LP(P,). [

Lemme 2.3.6. Soit u une fonction de dérive exponentielle (voir le lemme 2.2.8)
et p € |1, +o0l.

Soit ¥ : N — R, une fonction décroissante qui converge vers 0 en 4o00.

Alors, pour toute fonction f € EV et tout point x de X tel que u(x) est fini,

17L1
*Z%D f(Xx) =0 P, — p.s. et dans LP(P,)

"o

Démonstration. Nous pouvons supposer sans perte de généralité que || f|ler = 1.
Nous notons a € [0,1] et b € R tels que Pu < au +b.
Premieérement, nous remarquons que pour tout z € X,

If(2)]P <u(x) — Pu(z) +b < (1+b)u(x)
La convergence dans LP est alors facile a voir en remarquant que

=

1n1

py\ 1/p n—1
NID ) 1Z¢ (B F(X0)P)”

1/p n—1 1/p
(l—l-b) Z¢ ( ))/

l/pn 1
“*b S b0 ulo) + /(1 - )

et puis en utilisant le lemme de Cesaro.
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Pour étudier la convergence presque siire, dans un premier temps, nous allons
montrer que pour tout = tel que u(zx) est fini,

|<bﬂ+bﬂ@

[ alr P, —ps. (2.3.1)

1 n—1
limsup — > [f(X
n n k=0
En effet, pour r €]0, 1], nous notons u,(x) = u(z)". Et alors, par concavité de la
fonction (t — t"),
Pu, < (Pu)" < (au+b)" <a"u, +b

ce qui veut dire que u, < ﬁ(ur — Pu, +b). Et donc, avec r = 1/p,

1= 1+ b)l/r ot
k=0

(14 b)t/p 1 0t
= 1_7611/13” Z U1 /p(Xi) — Puyp(Xi) + b

(1+0b)/P (14 b)t/r1nt
< 1 — al/p < (z) + b> + T—al? n kzz;)ul/p(Xk-&-l) — Puyp(Xy)

n

De plus, par définition, u} p=UE E! et donc, d’apres la proposition 2.3.5,

1 n—1
— Z U1/p Xk—i—l) Pul/p(Xk) — 0 Pr — p.s.

et cela démontre I'inégalité (2.3.1). Ainsi, presque stirement, il existe un ng tel que
pour n = ny,
1l b(1 +b)/P

*Z|f 271/1,

Et donc, pour n tel que \/n = ny,

n

n—1 vn]— n n—1
321# L) < L0 ; LD S
(1+

k=v/n]
b(1 +0)"/7 ((0)
<2
T \n T (V)
Et comme v converge vers 0, cela termine la preuve du lemme. [

En utilisant les mémes idées que dans la preuve de la proposition 2.3.5, nous
pouvons démontrer le
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Lemme 2.3.7. Soit (u, C) une fonction de dérive telle que pour un certain § € R,
Pu<u—0+blg et soit p> 2.

Alors, pour toute fonction g € EP, tout point x € X tel que u(x) est fini et tout
e € R, nous avons que

1 n—1
n Z E, ((g(Xk+1) - P9<Xk))2]1|g(Xk+1)—Pg(Xk)|>g\/ﬁ) — 0
k=0
et
n;l %Ex (lg(Xn-l—l) - Pg(Xn>| ﬂ‘g(Xn+l)*Pg(Xn)|>s\/ﬁ) est ﬁme

De plus, il existe 6 € R tel que
—+00 1
4
>, 3l ((9(Xn11) = PoX) L ig(x, 1) Po(x,) <o)
n=1
est finie.

Remarque 2.3.8. Si u est une fonction de dérive exponentielle (voir le lemme 2.2.8),
alors, en notant a € [0, 1[ et b € R, tels que Pu < au + blg, on a que pour z tel
que u(z) est fini,

Pu(z) < au(z) + blo(z) < ulz) — (1 —a) + ble

Otu nous avons utilisé que pour tout x € X, u(x) > 1. Et la fonction u vérifie
I’hypothese du lemme.

Démonstration. En utilisant 'inégalité de Markov nous avons que

P*(E (9(X1) — Pg(Xo))") ()
E, (h(XkHv Xk)Q]}"h(XkJrlek)‘?E\/ﬁ) < cp—21,(p—2)/2

ot nous avons noté h(z,y) = g(x)—Pg(y) pour z,y € X tels que u(z), u(y) < +oo.
Mais, E, [((9(X1) — Pg(Xy))"] € €L, puisque nous avons pris g dans EP.
Et donc, pour une certaine constante C', nous avons que

1 n C n—1 .
ﬁZEI (h(XkJrl)Xk)2]1|h(Xk+1,Xk)|>e\/ﬁ> < W ZP (U—P'U/‘i‘b)(l')
k=1 k=0
C bC

u(z) +

< - - -
= n1+(P*2)/25p*2 n(P*Q)/Qgp*2

Et le terme de droite converge bien vers 0 quand n tends vers l'infini puisque nous
avons pris un point x ou u prends une valeur finie.
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Remarquons maintenant que

Eq |9(Xni1) = Pg(Xa)["
Eq (l9(Xa41) = PO Ly, Py isevin) < (;\/ﬁ)p—l

et, en notant p’ = min(p, 4), nous avons que

Ez ‘g(XnJrl) — Pg(Xn)‘p
(0y/n)t
Ainsi, chacune des deux sommes que nous devons étudier est dominée par une
constante multipliée par

By ((9(Xnt1) = PO(X0) Lig(x, 1) Po(xn|<ovin) <

“+oo 1 ,
> s (|9(Xn+1) - P9<Xn)|p>
n=1

De plus, comme 0 < § < u(z) — Pu(z) + bl¢, nous avons que si g € &P, alors
g e 85/. Et, une fois encore, nous avons alors que pour une certaine constante C,

E. (l9(Xn1) = Po(Xa)[”") < C2|lglleg P™(u — Pu + b)(x)
Et nous pouvons conclure grace au lemme 2.3.2. O]

L’importance du lemme 2.3.7 vient de ce qu’il est la premiere étape pour obtenir
le théoréme central limite et la loi du logarithme itéré comme nous allons le voir
dans le

Corollaire 2.3.9. Soit u une fonction de dérive telle que Pu < u — 0 + blo pour
un certain 0 € R et soit p > 2.
Soit g € EP et x € X un point tel que u(z) est fini.

S
1 n—1

— > P(g")(Xi) — (Pg(Xy))?

" k=0
converge dans L(P,) et presque-sirement vers une constante 0*(g, ), alors
1 n—1

= 9
Vi 5

Ou nous avons noté N'(0,0) la masse de Dirac en 0.
De plus, si 0(g,x) # 0 alors,

S0 9(Xkr1) — Pg(Xi) _
\/2n02(g, z)Inln(n)

(Xi1) = Pg(Xp) ——= N(0,0°(g,2))

lim sup

et

lg(X — Pg(X
hmmfzk:og( k1) — Pg(Xy) — _1ps.

\/2n02(g, x)Inln(n)
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Démonstration. Le théoreme central limite vient de celui de Brown (cf [Bro71])
puisque la « condition de Lindeberg » est satisfaite quand la fonction g est dominée
par une fonction de dérive comme nous ’avons vu dans le lemme 2.3.7. C’est pour
cela que nous avons nommé ainsi les « fonctions de dérive ».

La loi du logarithme itéré est donnée par le corollaire 4.2 et le théoreme 4.8 de
Hall et Heyde dans [HH80] puisque I'hypothese du corollaire est vérifiée d’apres le
lemme 2.3.7. O

Ce corollaire montre que le TCL et la loi du logarithme itéré se déduisent de la
loi des grands nombres pour des martingales dominées par des fonctions de dérive
(et donc aussi, pour des fonctions s’écrivant g — Pg d’aprés la remarque que nous
avons faite apres le lemme 2.3.3).



Chapitre 3

A propos de la nullité de la variance

Dans ce chapitre, nous étudions des conditions garantissant que
la variance apparaissant dans le théoreme central limite et la loi
du logarithme itéré ne peut pas s’annuler.

Soit G un groupe localement compact agissant mesurablement sur un espace
borélien standard (X, v) en préservant la mesure de probabilité v.

Nous supposerons toujours ici que 'action de G sur X est v—ergodique c’est-
a-dire que toutes les fonctions mesurables G—invariantes sont constantes v—pp.

Soit p une mesure borélienne de probabilité sur G et P l'opérateur de Markov
associé.
Pour toute fonction f € L*(X,v), on a, d’aprés I'inégalité de Jensen,

1513 = [ | [ ftom)nto)| avta) < [ [ 1rtonPavaaots)
< [ |f(@)Pdv(a) = 1£13

et donc, l'opérateur P est continu sur L*(X,v) et |[P|lz < 1. 1l est clair que
|P|l2 =1 car P1 =1.

Dans notre étude du théoreme central limite, la variance pour une fonction f
sera toujours donnée par

a*(f) =llgllz = I1Pgl3

olt g € L3(X,v) sera une fonction que 'on aura construite telle que f — [ fdv =
g — Pg (dans L*(X,v)). 1l est donc important de savoir si il existe des fonctions
g € L*(X,v) non constantes telles que || Pglla = [|g]|2-

Cette question a été traitée par exemple par Furman et Shalom dans [FS99] ou
ils montrent que si la mesure p est apériodique, c’est-a-dire si son support n’est

29
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pas inclus dans une classe a gauche d’un sous-groupe propre de G alors, il n’existe
pas de fonction non constante f sur X telle que ||Pflls = || f]|2-

Nous montrons ici que l'existence de telles fonctions est en fait équivalente
a l'existence d’'un sous groupe H de G pour lequel l'action sur X n’est pas
v—ergodique et d'un élément g € G tel que suppp C Hg. C’est l'objet de la
proposition 3.0.5.

Si p est une mesure borélienne de probabilité sur G, nous notons p la mesure
réfléchie. C’est la mesure définie pour toute partie borélienne A de G par

= /G La(g~")dp(9)

Remarque 3.0.1. Remarquons que comme la mesure v est G—invariante, nous
pouvons calculer pour toutes fonctions fi, fo € L*(X, v),

J BPtidv= [ | filg) f@dn@dplo) = [ [ Al hls ()
= /XflpﬁdeV

L’opérateur P; est donc I'adjoint de P, dans L*(X, v).

Remarque 3.0.2. Dans notre définition de l'opérateur P,, nous avons fait agir a
gauche I’élément g. Ainsi, si p;, p2 sont des mesures boréliennes de probabilité sur
G, pour toute fonction f € L?(X,v), et tout z € X, nous avons que

o) = [ Pnflon)dnilo) = [ [ F(9:012)d01(01)dpa(92) = Py S (@)

Et P, P,, est donc l'opérateur associé¢ a la mesure py * p;. Cette inversion n’a
aucune conséquence dans le reste de cette these (puisque nous ne convolerons pas
des mesures différentes) mais il faut faire attention dans ce paragraphe a ce que la
mesure associée a l'opérateur P*P est la mesure p * p.

Remarquons d’abord que pour toute fonction f € L?(X,v),

IFB = IPSIE = [ £) = (PFR@)AvY) = [ F)(1a= P'P)f(y)av(y)

ol P* est l'opérateur adjoint de P dans L*(X, v).
Par ailleurs, nous avons vu que || f||> = ||Pf]|* = 0

Lemme 3.0.3. Soit G un groupe, S C G et S™' = {g7'|g € S}.
Alors, le sous groupe de G engendré par SS™1 est le plus petit sous-groupe H
de G tel qu’il existe g € G avec S C Hg.
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Démonstration. Premierement, soit H un sous-groupe de G et g € G. Si S C Hg
alors SS~! ¢ Hgg 'H = H.

Réciproquement, soit H un sous-groupe de G contenant SS~! et soit g € S.

Alors, pour tout h € S, on a h = hg~'g mais hg~! € H et donc h € Hg. Cela
montre donc que S C Hg.

Ce que 'on a donc montré c’est que pour tout sous-groupe H de G, on a
I'équivalence entre « SS™' C H » et « il existe g € G tel que S C Hg ». Et cela
prouve le lemme car le sous-groupe de G engendré par SS~! est par définition le
plus petit sous-groupe de G contenant SS~!. O

Lemme 3.0.4. Soit G un groupe localement compact dénombrable a l'infini agis-
sant de maniere mesurable sur un espace borélien standard X en préservant la
mesure de probabilité v.

Alors, pour toute fonction mesurable f sur X,

Gy ={9€G| [flgz) = f(x)v—pp}
est un sous groupe fermé de G.

Démonstration. Il est clair que G est un sous-groupe de G.
Notons maintenant, pour 7 € Z et € € R,

A ={zeX| f(z) € lie, (i + e[}
Alors, pour tout g € G,
(9€ Gy) & (VieZVe e R} v(g ' AiAA; ) = 0)
En effet, pour tout g € G,
{x e X | f(gz) # f(2)} = Uiez Unen Ai,l/nAg_lAi,l/n

Soit (g,) € G} une suite convergeant vers un élément g de G. Alors, pour tout
ensemble borélien A de X,

lim v(g,'AAg'A) =0

n—-+00

(voir la premieére remarque du paragraphe 1.6 dans [Aar97]).
De plus, nous avons également que

g 'AAA C gt AAgTT AU g TAAA
et donc, pour tout i € Z et tout € € R,
v(g A AA L) = lim (g A AAL) =0

n——+oo

et g € Gy, ce qu’il fallait démontrer. O
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Proposition 3.0.5. Soit G un groupe localement compact agissant mesurablement
et ergodiquement sur un espace borélien standard (X, v) en préservant la mesure
de probabilité v.

Alors, pour toute fonction f € L*(X,v), les trois assertions suivantes sont
équivalentes

—IPfllz =11l

— Pour v—presque tout x € X et p x p—presque tout g € G, f(gz) = f(x).

— 11 existe un sous groupe H de G et un élément g € G tels que f est

H—invariante presque partout et supp p C Hg.

Remarque 3.0.6. Il ne peut exister une fonction f € L?*(X,v) non constante et
telle que || Pfll2 = || fll2 que si supp p est inclut dans une classe a droite d’'un sous
groupe de G dont l'action sur X n’est pas v—ergodique.

Remarque 3.0.7. Si G = SL4(Z) agissant sur le tore X = T9¢/Z muni de la mesure
de Lebesgue v.

Si suppp C Hg et f € L*(X,v) est H-invariante alors, pour v—presque tout
point z du tore, f(z)— Pf(z) = f(x)— f(gz) et done, si f — Pf est holderienne et
g est hyperbolique, alors le théoreme de Livsic sur les difféomorphismes hyperbo-
liques des variétés compactes montre que la fonction f elleeméme est holderienne.

Démonstration. Premiérement, remarquons que
[ [ 1f(g2) = f@)Pd(o s p)(g)dv(a) = [ 20 (@) = 2R(F@)P* Pf(x))du(x)

= 2|73~ 20 ( [ TP Pav)
=2|[f1l = 2IIPf3

et donc les deux premiers points sont équivalents.

Le second point et le lemme 3.0.4 entrainent que f est invariante presque par-
tout par le sous-groupe engendré par (supp p)(supp p) . Or d’apres le lemme 3.0.3,
ce sous-groupe est le plus petit sous-groupe H de G tel qu’il existe ¢ € H avec
supp p C Hg. Et donc le second point entraine le troisieme.

Enfin, si il existe un élément g de G et un sous-groupe H tels que f est
H—invariante presque partout et suppp C Hg, pour v—presque tout z € X et

tout v € supp p, f(yz) = f(gz) et donc,
Pf) = [ F3e)dp() = Fga)

Ainsi, en utilisant la G—invariance de la mesure v, on a que

| 1Pr@) ) = [ 1f(gn)Fav(e) = [ |f@)Pdv(a)

et le troisieme point entraine donc le premier. ]
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Corollaire 3.0.8. Soit G un groupe localement compact agissant mesurablement
et ergodiquement sur un espace borélien standard (X,v) en préservant la mesure
de probabilité v. Soit p une mesure borélienne de probabilité sur G.

Soit g € L*(X,v) telle que v ({z € X|sup,, P"g*(z) < 400}) = 1 et notons
f = g— Pg. Supposons que ||g|l2 = ||Pgl|l2 alors pour v—presque tout x € X, la
suite (X720 f(gk - .. 1)) est bornée dans L2(P,).

Si de plus g est dans L*(X) alors pour v—presque tout x € X, la suite
(025 f(gr - .. quz)) est bornée dans L=(P,).

Démonstration. D’apres la proposition précédente, si ||g|| = ||Pg||, alors il existe
un élément v € G et un sous-groupe H de G tel que suppp C Hy et g est
H—invariante.

Et donc, pour v—presque tout z € X et p—presque tout g; € G, g(g1x) =

g(yx). En particulier, Pg(z) = g(vyx) et donc, f(x) = g(x) — g(yx).
Ainsi, pour v—presque tout z € X et p®"—presque tout (g;) € G",

n—1
> gk .qiz) = Zg 1) — g(VGk - - - 1T)
k=0
n—1
=g9(x) = 9(gn ... 12) + >_ 9(grt1--- 017) — 9(VG - - - 1)
k=0

=g(x) — g(gn - - 1)

Et cela montre le corollaire dans le cas ou g est bornée. Par ailleurs, en utilisant
la formule précédente, on trouve que

o 2

)| dp™((9:) = g(2)* + P"(¢°)(x) — 29(x)P"g(x)

(2)” + P"(g*)(z) + 2lg(x) [/ P"(9%)(x)

<glx
< 4sup P*(g”)()

91$

ou nous avons utilisé I'inégalité de Jensen pour dire que |P"g(x)| < \/Pmg?(z). O

L’exemple suivant est une illustration dans un cadre explicite du corollaire
précédent.

Exemple 3.0.9. Soient

2 1 0 1
A:<1 1>etB:<—1 0)

Alors, le sous-groupe de SLy(R) engendré par A et B est fortement irréductible
et proximal et la mesure de Haar v sur le tore T? = R?/Z? est ergodique.
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Soit P = %5,4 + %5BA-

Guivarc’h a montré dans [Gui06] que P a un trou spectral dans L?(T?, v).

Soit d la distance induite dans le tore T? = R?/Z? par la norme euclidienne
canonique sur R?. Et soit ¢ la fonction définie pour x € T?, par g(z) = d(z,0).

Alors, pour tout x € T?,

1 1
Pg(z) = §d(Ax, 0) + Ed(BAx’ 0) = d(Az,0) = g(Ax)
et, d’apres la formule de changement de variable, comme det A = 1, on a que

/\Pg \dy /|gAa:]d1/ /|g |dV

De plus, si on note f = g — Pg, alors pour tout z € X, tout n € N et tout
1y .. € {A, BAl™ nous avons que
(g ) gn) { ) Y q

g(gn+1 . ~9133) = Q(Agn . -glﬁ)

et donc,
n—1
E:f 1) = g(x) — g(gn - 012) + > 9(grs1--- 1x) — g(Agr, . .. 1)
k=0

=g(x) — g(gn - .- g17)

et on trouve donc que pour tout x € X, la suite (X725 f(gx ... g17)) est bornée

dans L*(P,).



Chapitre 4

Application a la marche sur le tore

Résumé

Ce chapitre est consacré a I’étude de la marche aléatoire sur le tore définie par
une mesure de probabilité sur SL4(Z). La loi des grands nombres est connue grace
a un résultat de Bourgain, Furman, Lindenstrauss et Mozes dans [BFLM11] qui
permet d’avoir une vitesse de convergence dépendant des propriétés diophantiennes
du point de départ et nous utiliserons cette vitesse pour démontrer le théoreme
central limite et la loi du logarithme itéré.

Sommaire
4.1 Le théoreme de Bourgain, Furmann, Lindenstrauss et Mozes . . 38
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4.2 Controle diophantien le long d’une trajectoire . . . .. .. ... 45
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Soit H un sous-groupe de SLg(R). Nous dirons que I'action de H sur R? est
fortement irréductible si H ne stabilise pas d'union finie de sous-espaces-vectoriels
propres de R? et qu'elle est prozimale si H contient un élément ayant une valeur
propre strictement dominante dont 1’espace propre associé est une droite.

Si on suppose en plus que H est un sous-groupe de SL4(7Z), alors son action
passe au quotient en une action sur le tore T¢ = R4/Z4. De plus, si H agit de
maniére fortement irréductible et proximale sur R¢ alors tout a € Z?\ {0} a
une H—orbite infinie et donc, d’apres le critére énoncé dans la proposition 1.5 du
livre [BMO00] de Bekka et Mayer, 'action de H sur T¢ est ergodique.

Soit désormais p une mesure de probabilité sur I'. Nous définissons une marche
aléatoire sur X := T¢ en notant, pour z € X,

XO = T
Xn+1 - gn+1Xn
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ott (g,) € SLqg(Z)N est une suite de variables aléatoires iid de lois p.

On munit le tore de la métrique quotient définie par la norme euclidienne
canonique sur R?. Cest-a-dire que si z,y € TY,

d(a.y) = inf 7 =5 -]

Ou 7 (resp. 7) est un représentant dans R? de x (resp. y).
Dans ce contexte, Bourgain, Furman, Lindenstrauss et Mozes ont démontré le

Théoréme 4.1 ([BFLMI11]). Soit p une mesure de probabilité sur T' := SLy(7Z)
dont le support engendre un groupe agissant de maniére fortement irréductible et
prozimale sur R? et ayant un moment exponentiel .

Notons

o= [ [ mlgalldv(@)dp(g) > 0
I JP(RY)

ou v est l'unique® mesure de probabilité p—stationnaire sur P(RY).

*

Alors, pour tout € € R, il existe une constante C telle que pour tout x € T,
tout a € Z%\ {0} tout t €10,1/2] et tout n € N avec n > —C'Int, si,

| 0z (a)| > 2t|all

alors, x admet une approzimation rationnelle p/q € Q/Z% vérifiant

d (a:, p) e M=o ep gl <t7¢
q

En particulier, cela montre, que si z est irrationnel, alors pour tout a € Z\ {0}
et tout t € ]0,1/2], il n’y a qu'un nombre fini de n tels que |p*™ % d,(a)| > 2t/ al|
ce qui montre que pour tout point irrationnel  de T? et tout a € Z% \ {0},

L mwd () —
LT 0a(a) =0
Et donc, en utilisant le critere d’équidistribution de Weyl, cela montre que pour
toute fonction continue f sur T¢ et tout point irrationnel z € T,

lim P f() :/fdy (4.0.1)

n—-+4o0o

1. Il existe € € R tel que
/ lgll*dp(g) est finie
SLq4(Z)

2. Le fait que A1 existe et est strictement positif et 'unicité de la mesure stationnaire viennent d’un
résultat de [GR85].



| a7

ou v est la mesure de Haar sur le tore et la vitesse de convergence dépend de
propriétés diophantiennes de z (cf. le corollaire C' de [BFLMI11]).

Dans ce chapitre, nous voulons dans un premier temps expliciter la vitesse de
convergence dans (4.0.1) en fonctions des propriétés diophantiennes de z et puis
utiliser cette vitesse pour démontrer la loi des grands nombres, le théoreme central
limite et la loi du log-itéré pour un point de départ ayant de bonnes propriétés
diophantiennes.

Dans la premiere section, nous reformulerons le théoreme 4.1 en une version
qui sera plus facile a manipuler pour nous. Le prix a payer est que ’on ne pourra
plus traiter que des fonction holderiennes sur le tore. Ce sera la

Proposition (4.1.6). Soit p une mesure de probabilité sur T dont le support en-
gendre un sous-groupe fortement irréductible et proximal et ayant un moment ex-
ponentiel.

Alors, pour tout y,0 € 10, 1], il existe des constantes C,Cy, Cy € R telles que
pour toute fonction strictement croissante ¢ : Ry — R avec ¢(t) = 1+ %, tout
z € T? et tout n € N,

W, (p™" % b, v) < Cp(n)hy ()

ot hy, est la fonction définie pour v € T¢ par

1
hy(x) = sup —————
ol2) placat/ze P(q)d(x, p/q)

Finalement, la fonction 1 est définie par

W(t) = (971(e)

et W, est la distance de Kantorovich définie entre deux mesure de probabilité ¥, 0,

sur le tore par
[ gavs~ [ rav,

Puis, nous montrerons qu’il existe une fonction u, qui domine la fonction h,
et telle que Pu, < auy, + b pour un certain a € 10,1 et b € R. Cela veut dire
que, en moyenne, u,(gx) est bien plus petit que u,(x) et cela nous permettra de
démontrer, grace aux résultats du paragraphe 2.3, le

—Co

W, (¥1,92) = sup
feco(Te)
IFl,<1

Théoréme (4.3.4). Soit p une mesure de probabilité sur I' ayant un moment ex-
ponentiel et dont le support engendre un groupe agissant de maniére fortement
irréductible et prozimale sur RY.
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Alors, pour tout v € 10,1] il existe 5y € R% tel que pour tout B € R et tout
B €10, Bo| nous avons que pour tout point irrationnel x € T tel que l'inégalité

d <x, p) < e~ Bd
q

n'a qu’un nombre fini de solutions p/q € Q?/Z%, on a que pour toute fonction
y—hélderienne f sur le tore, en notant o(f) = [ ¢* — (Pg)?dv on g € LA(X,v)
est telle que f — [ fdv =g — Pg?, on a

1 n—1

=3 (10 = [ fav) SN (0.0%(1)

k=0

(Si a* =0, la loi N'(0,0%) est une masse de Dirac en ).
De plus, si o(f) # 0 alors

Yo f(Xe) — [ fdv . Yo f(Xy) — [ fdv

= —1 et limsup =
\/Qnaz(f) Inlnn \/2m72(f) Inlnn

et, si o*(f) =0 (voir le paragraphe 3 pour une condition garantissant que cela ne
peut pas étre le cas si f n’est pas constante), alors pour v—presque tout x € X, la
suite (X72y f(Xg) — [ fdv), est bornée dans L(P,).

4.1 Le théoréme de Bourgain, Furmann, Lindenstrauss et
Mozes pour les fonctions holderiennes

Nous commencons par un rappel sur la distance de Kantorovich
entre des mesures de probabilité et puis nous éoncons le théoreme
de Bourgain, Furman, Lindenstrauss et Mozes en utilisant cette
distance.

4.1.1 Distance de Kantorovich sur le tore

Nous notons X le tore T¢ = R?/Z? muni de la métrique quotient définie par
une norme sur R?

Si ¥ et ¥ sont deux mesure de probabilité sur X, on peut utiliser la distance
en variation totale :

el 02) = sup | [ g~ [ fav,
fec?(X)
[[flleo<1

3. Une telle fonction g existe car 'opérateur P a un trou spectral dans L?(X, ) comme nous I’avons
vu dans l'introduction de la these.
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Cette distance n’est pas du tout adaptée a notre étude puisque la mesure p*" * d,
est toujours atomique (et méme a support fini si p l’est) et on a donc, pour tout
z € T? et tout n € N,

dvar(p*n * 5:v7 V) =2

Cependant, on peut aussi calculer la distance entre ¢, et ¥ vues comme formes
linéaires sur l'espace C*7(X) des fonction y—hélderiennes sur X. On fait donc la

Définition 4.1.1 (distance de Kantorovich).

Soient 11,95 deux mesures boréliennes de probabilité sur un espace métrique
compact (X, d).

Pour v € ]0, 1], on définit la y—distance de Kantorovich entre 9, et ¥5 par

[ rao,— [ rav,

Remarque 4.1.2. Nous renvoyons lecteur a [Vil09] pour plus de détails sur cette
distance.

W7(1917 192) = sup
fFECOV(X) (I flly<

Sur le tore, la distance de Kantorovich entre une mesure et la mesure de Haar est
fortement liée a la décroissance des coeflicients de Fourier de la mesure considérée.
En fait, nous pouvons montrer le

Lemme 4.1.3. Pour tout v € ]0,1], il existe une constante C' ne dépendant que
de v et d (et de la norme choisie sur R?) telle que pour toute mesure borélienne
de probabilité ¥ sur le tore T et tout t € R, si W, (d,v) > t alors il existe
a € 24\ {0} tel que |9(a)| = CtC|al| ot nous avons noté v la mesure de Lebesgue
sur le tore.

Pour démontrer ce lemme, nous aurons besoin d’un résultat de Jackson et
Bernstein a propos de la vitesse avec laquelle on peut approcher en norme infinie
une fonction holderienne par des fonctions régulieres.

Pour r» € N*, nous définissons 'espace de Sobolev

H = {f c L*(T%)

S 1F@l + fal)? < +oo}

acZ

Lemme 4.1.4 (Jackson, Bernstein). Soient v € ]0,1] et r € [1,400].
Alors il existe une constante C' € R telle que pour toute fonction f € C%7(T?),
il existe une suite (f,) € H" (TN telle que pour tout n € N*,

C
[ fav = [ fadv, 1 = falloe < N1l et 1l < Clflloen
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; 4
Démonstration. Pour y € R/Z, on note ky,(y) = (%) et pour un point

y = (y1,...,yq) € T% on note K,,(y) = 1%, km(y;). Finalement, on note I, =
1/4 -1
(/114 k() dy)

Définissons, pour = € T¢,

I¢ y—x
(1) = I 2) Kon(y)dy = 2 | K d
F) = [ @ 2Ky = 3 [ ) Ko ()
Alors,
=) = | T = o+ 20) K01
(-1/4,1/4]4
<1821, | TKn(y)dy < 12 f [ TR (y)d
w2 [1f 15 g [yl Ko (y)dy < 15,2777 f 1l 014 [yl K (y)dy
<AL Sll [ (e ) Kn(y)dy
[0,1/4)¢
<SEL2N [y ha(y)dy
[0, 1/4]
ou on a utilisé dans le derniere inégalité que
B Ky =L [y (y)dy
(0,1/4]¢ [0,1/4]
Notons,
1/4 1/4 (2 4
Ty =2 Y ke ( dy:2/ <Sln me)> dy
0 sin(my)

Alors, en utilisant que pour tout ¢ € [0,7/2], 2 < sin(¢) < t, on trouve que

1 w/4 1 w/4 1

iy A Y7 (sin(2rmy)) dy < Iy < ?/o Y7 (sin(2rmy))* dy == 2—4Lm77

par ailleurs,

mm /2 y—4 mm /2
Lo = [ (55) i) 5L = o [Ty sing) dy

et donc,

Ly, =< m3~7
d’ou

Ty XM
et finalement,

1/4 J
o [k = 2
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et donc, ce que nous avons montré, c’est qu’il existe une constante C' telle que
pour toute fonction f € C%(T?),

C
Il ne reste donc plus qu’a voir que

Hfm”HT < CHfHoode

Or, il est clair que pour tout a € Z¢,

[fn(@)] < 1| fllos

et, en utilisant que f,, = f * K,, et que K,, est un polynéme trigonométrique
de degré au plus Om* pour une certaine constante C' comme on peut le voir en
développant

2 —2immy 2immy ) —2immy 2immy
o (1) (sm( 7rmy)> <e e > iy (e e )

sin(my) eIy — iy 1 — e2imy

4
) m—1 )
— 64z7ry ( 2 : e2z¢rky>

k=—m

on a que pour ||a| > Cm?*, K,,(a) = 0.
Et cela montre que

1/2 1/2
Hmewz(Z(HHGH)”Ifm(a)IQ) <( > (1+||aH)2’”) [paips

A lla]|<Cm4
< (1+Cm*)"(Cm*) 2 f| oo
ce qu’il fallait démontrer. O

Démonstration du lemmme /J.1.3. Par définition de W, (9, v), il existe une fonction
f € Co(T?) telle que ||f]l, < 1et | [ fdd — [ fdv| > t.

Soit r € N* tel que - cz4\ 0} % =: C, est finie.

D’apres le lemme 4.1.4, il existe une suite de fonctions (f,) € H" (TN telle que

Alors,

‘/fndﬁ—/fndu 2‘/fd§—/fdy —‘/(f—fn)dﬁ—/(f—fn)dy
20

2t =2/f = fallw >t — —

ny
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mais,

s sn]-

Y R@de)] < Y |Fa)ia)

a€Z4\ {0} a€Z4\ {0}
[ fallzer 5 [9(a)]
< = o7z V()] < [ fallar G sup
B T+ a7 b Tl
J
< CnC’Cr sup | (CL)‘
aczavoy lall
et donc, R
[¥(a)] -

sup
sczavioy llall ~ CCn€

1
donc, en prenant n = L(%) /WJ + 1 nous avons que t — 2% > t/2 et il existe

une constante C” telle que

100

aezZd\{0} llall

ce qui termine la preuve du lemme. O
Avec le lemme 4.1.3, nous obtenons directement un corollaire du théoreme 4.1.

Proposition 4.1.5 ([BELM11] reformulé pour la distance de Kantorovich). Soit
p une mesure de probabilité sur I' ayant un moment exponentiel et dont le support

engendre un sous-groupe agissant de maniere fortement irréductible et prozimale
d
sur R®.

Alors, pour tout e € R et tout y € ]0, 1], il existe une constante C' € R, telle
que pour tout n € N et tout t €10,1/2] avec n > —C'lnt et tout x € T?, si

W, (p™" % 6,,v) 2t

alors, il existe p/q € Q)74 avec |q| < Ct=C tel que

d (l', p) g 6—()\1—£)n
q

La proposition précédente montre que si nous fixons un v € R et si la distance
entre p*" x 0, et v est plus grande que e™ 7", alors = est bien approché par des
rationnels : le p/q construit vérifie ¢ < Ce“™ et donc,

(/\1—5)/70
(i (l" ) < (& ()\1 E)H < <O>
q q
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Nous allons renverser cela pour, étant donnée une condition diophantienne ¢, trou-
ver une vitesse de convergence.

Nous fixons donc une fonction strictement croissante ¢ : Ry — [1, +00[.
Pour x € X, on note

o) ! (4.1.1)

olx)= sup ——F—= 1.

p/acat/zt p(q)d (z,2)

Ainsi, un point M —diophantien est un point pour lequel A, est fini avec le choix

de p(t) = tM et donc si ¢ croit plus vite que tout polyndéme, v(h, < +00) = 1.
Remarquons également que h, étant semi-continue inférieurement (puisque
c’est la borne supérieure de fonctions semi-continues inférieurement), elle est mino-
rée sur T¢ et atteint son minimum qui est donc nécessairement strictement positif.

Proposition 4.1.6. Soit p une mesure de probabilité sur SLq4(7Z) ayant un moment
exponentiel et dont le support engendre un groupe agissant de maniere fortement
irréductible et proximale sur RY.

Alors, pour tout ,0 € 10, 1], il existe des constantes C, Cy, Cy € R telles que
pour toute fonction strictement croissante ¢ : Ry — R avec pour tout t € R,
o(t) = 1+1t2, tout v € T? et tout n € N,

W, (0™ 5 8,,) < Cu(m)hy ()’
ot hy est la fonction définie dans I’équation (4.1.1) et ¢ est la fonction définie par

v(t) = (o7 ()

Remarque 4.1.7. L’hypothese de croissance sur ¢ n’est pas restrictive puisque
d’aprés le théoréme d’approximation diophantienne de Dirichlet, si p(t) = o(t'+1/9),
alors la fonction A, ne prend que des valeurs infinies.

—Cy

Remarque 4.1.8. Si nous prenons p(n) = n* | alors nous avons ¥(n) = e~*" pour
un certain £ € R% et cela montre que pour un point diophantien générique, la
vitesse de convergence est exponentielle.

Nous aurons besoin par la suite que la somme des 1 (n) soit finie et nous pren-
drons donc 9 (n) = n~'" pour un certain a € R*. Cela nous permettra donc
d’étudier tous les points € T? tels que I'inéquation

d (x, p) < e~ BY
q

n’a qu'un nombre fini de solutions § € Q?/74 ou 3, B seront des constantes dé-
pendant de Cj et donc de p.
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Démonstration. Soit Cy, Cy,C € [5, +00[ que nous fixerons plus tard.
Soient z € X et n € N.
Nous notons C} la constante donnée par la proposition 4.1.5.
Si Cyp(n)h,(x)? > 2, alors l'inégalité est vérifiée car | P"f— [ fdm||oo < 2|| ]| co-
On peut donc supposer que Ctp(n)hy(x)° < 2.
Soit ¢t = £4)(n)hy(z)’. Alors, t < 1 et

_Cylnt=—Cyln <§@/}(n)h¢(x)5) < —CyIn (b(n)) = CoColn o~} (7

car Chy(x)/5 > 1 puisque C' > 5 et hy(x) > 1.
Or, par hypothése ¢ est strictement croissante et ¢(t) > 1 + t* et donc,

P H(s) < Vs

et donc, Inp~1(e“1") < Cin/2 et donc, —Cylnt < C,CCyn/2 < n si Cy et C)
sont assez petits (dépendant de Cy).
On peut donc appliquer la proposition 4.1.5 pour trouver que si

W, (p™" % 6,,v) 2t

alors, il existe p/q € Q?/Z% avec q¢ < Cat~ tel que

d (x, p) Le ™
q

c
ainsi, comme on peut toujours supposer que Co ( ) ’ <let CyCy <1, 0n a que

5
C

15 (W)C SC (Cj@))cz =C2 (2)0 (7 (™)

et
2\ 2 )"
M <z —p/al ™ < p(a)he(2) < ¢(g) <C¢(n)> - (C@/}(n))
et donc,
v(n) < e
or,
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ce qui amene une contradiction si C7 < A, Cy est choisi assez petit et C assez
grand.
Et donc, il n’existe pas de n € N et de z € X tels que Ctp(n)h,(z)° < 2 et

W5 5 be,0) 2 L CUlm)g(a)’

d’otl, pour tout n € N et tout = € T?,
W, (P % 85, v) < C(n)hy ()’

ce qu’il fallait démontrer. n

4.2 Controle diophantien le long d’une trajectoire

Dans cette section, nous allons voir que, si z € T? vérifie une cer-
taine condition diophantienne, alors tous les gx, avec g € SLy(Z)
aussi. Et puis, nous en déduirons un controle de la vitesse de
convergence dans la proposition 4.1.5.

Nous avons vu dans la proposition 4.1.6 que pour tout point irrationnel z de
T4, p*™ x 0, converge pour la distance de Kantorovich vers la mesure de Haar sur
le tore. De plus, la vitesse de convergence dépend de la maniere dont x peut étre
approché par des points rationnels.

Pour étudier le théoreme central limite, on aura besoin de controler la vitesse
de convergence de p™ * 9, pour tout point y de Gz ; le probleme étant que la
fonction h, peut y prendre des valeurs arbitrairement grandes.

Cependant, I'ensemble des points ou A, est finie est invariant pour I'action de
' comme nous pouvons le voir en notant que si z € T4, r € Q?/Z% et g € T, alors,

_ _ 1 _
”ng("L‘:g lr) > d(ngr) = d(g[L‘,gg 17,,) > md(xvg 17”)

et g7'r est un rationnel de méme dénominateur que r (puisque g~! est & coefficients
entiers) et cette estimation montre donc que pour tout g € T',

ho(g) < llg™ [y (2)

Dans cette section, nous allons montrer que nous pouvons obtenir beaucoup mieux
que cette premiere majoration. Nous allons en effet voir que pour tout point irra-
tionnel x du tore, en moyenne, gx est moins bien approché par des rationnels que
x.

Pour cela, nous commencons par montrer que, en moyenne, gz est plus loin de
0 que x. C’est I'objet de la proposition 4.2.2 pour laquelle nous aurons besoin du
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Lemme 4.2.1. Soit p une mesure de probabilité sur SLy(Z) ayant un moment
exponentiel et dont le support engendre un sous-groupe fortement irréductible et
proximal.

Pour 6 € R% et x € T\ {0}, on note

Alors, il existe ng € N, § € R, a € [0,1] et b € R tels que pour tout x € T4\ {0},
P"ys(z) < aug(x) + b

Démonstration. La preuve se fait en remontant la situation & R? car on sait que
sous les hypotheses du lemme, le premier exposant de Lyapunov est strictement
positif.

Si la mesure n’est pas a support compact, il faut faire attention car rien ne
permet de garantir que si on prend deux points x et y dans R? dont I'image par ¢
est proche dans le tore alors leur image est également proche dans R?. Mais comme
la mesure a un moment exponentiel, nous contrélons bien les éléments de supp p*”
ayant une trop grande norme et nous pourrons conclure.

Soit € € R et T € B(0,e) C T% On choisit un représentant = de T dans la
boule de centre 0 et de rayon e de R%. Alors,

Prus(@) = [ d(g7,0) o™ (g)
:/Gﬂugugid(ﬁ, 0)_5dﬂ*n(9)+/G]1||g||>id(gf70)_5dﬂ*"(9)
= /G]l||gu%|lgxll“5dp*”(g) + /G 11> £ d(g7,0)~°dp™(g)
< [ gzl ap™(9) + [ gy p g™ 1Pl dp (o)

_ 7élnw *10 — *n
< lz|| 6(/(;6 =1 dp (g)+/G]l”gH>2%||g Y|odp (g))

De plus, il existe dy € R telle que pour tout 0 € |0, 0] il existe C,t € R, tels que
pour tout n € N,

s lesl i
sup e 0 dp™(g) < Ce™*
zeRN\{0} /G

Nous ne démontrons pas ici ce résultat mais plus tard, dans le lemme 8.2.3.
Et donc, on trouve que pour tout x € B(0,¢) \ {0},

Prus(@) < us@) (O + [ 10 497007 (9) )
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soit donc ng tel que Ce™™ < 1/4 et € tel que

/1||gu>1 lg~HI1°dp™™ () < 1/4

(un tel € existe (quitte a diminuer la valeur de d) car p a un moment exponentiel).
On obtient donc, que pour ce choix de ng et de €, pour tout T € B(0,¢) \ {0},

1
PMygs(z) < Qu(;(x)

Par ailleurs, si T est dans le complémentaire de la boule, alors,

Prus(e) = [ d(gm,0)%dp™(g) < d(w,0) [ g™ P (9)
e’ / lg~1I°dp™(g)
G
et cela termine la preuve du lemme. O

Dorénavant, nous fixons d tel que la fonction us vérifie P™us < aus + b pour
un certain ng € N*, a € [0, 1] et b € R. Soit a; € ]a, 1] tel que a; "a < 1.

On note
no—1
Up = Z a;"Pru
k=0
et alors,
no—1 no—1 1
Pug = Z a; kpk+1 — ay Z a;kpku(;—i—af("of )PnoW
k=0 k=1
no—1 ( 3
—k pk —(no—
<ar Y ay"Prus+a; "™ (aus + )
k=1

< aqug(z) + bay (no=1)

Par ailleurs, comme
o) [ gl o™ (9) < Prus(a) = [ llgzl~dp™ () < us(a) [ llg™Idp™(9)

la fonction u ue nous avons construite est encore équivalente a ||z 0 ou plus
0
précisément s
Uo (.CC) UO(I')

0< inf ———=— < sup

< .
ceP0 d(1,0) 0 pemiiyy d(,0)0 T °

Ce que nous avons donc montré c’est donc la
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Proposition 4.2.2. Soit p une mesure de probabilité sur SLq4(7Z) ayant un moment
exponentiel et dont le support engendre un sous-groupe fortement irréductible et
proximal.

Alors, il existe 6 € R, a € [0,1[, b € R et une fonction uy sur T, tels que

. uo() Uo(2)
0< inf ———=< T <
zEl'JrTld\O d(l’, 0)_6 xeﬁl‘g\%ﬁ} d(ZE, 0>_5 e

et
Pug < aug+b

Comme évoqué précédemment, cette inégalité Puy < aug+ b veut dire que si x
est proche de 0 alors le terme dominant dans aug(x) + b est aug(x) (par exemple
si ug(z) > £2% alors Pug(z) < %ug(2)) et done, Pug(z) < ug(z) ce qui veut dire
que, en moyenne, ug(gx) est plus petit que ug(x) ou autrement dit, gx est plus loin

de 0 que z.

Nous allons a présent nous servir de cette fonction u, pour en construire
d’autres permettant de voir que si x est bien approché par des rationnels, alors gx
est moins bien approché que x. Nous ne savons pas construire une telle fonction
qui soit en plus finie sur les irrationnels.

Ce que nous allons faire, ¢’est donc, pour une condition diophantienne ¢ fixée,
construire une fonction u,, telle que Pu, < au,+b et telle que u,, est finie seulement
sur les points vérifiant la condition diophantienne .

Pour () € N*, on note X I'ensemble des éléments primitifs de éZd /7% cest-a-
dire I’ensemble des éléments de éZd /Z% qui ne sont pas dans %Zd /7% pour q < Q.

Alors, X¢ est SLy(Z)—invariant : en effet, si p € X¢ alors gp € éZd/Zd car
g est a coefficients entiers et gp ne peut pas étre dans un %Zd /74 avec q < Q car
sinon x = ¢~ lgx v serait aussi.

Soit ¢ : N — R* une fonction strictement croissante. Pour x € T4\ {0}, on

note
1

up(r) =1+ Y > uolw — 1)

QeN* SO(Q)(S reXg

cette fonction u, est propre (elle est positive et semi-continue inférieurement)

De plus, elle traduit des propriétés diophantiennes de .

En effet, par définition de h,(x), nous avons que, pour une certaine constante
Ch ne dépendant pas de ¢,

ho(2)’ < Coug()
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et réciproquement, si ¢’ : R — R est une autre fonction croissante telle que

¢'(Q) € O(p(Q)Q™ /) alors,
(2QY
us@@) Z Q < (Q))

QeN*

et donc, si hy(z) est finie, u,(z) I'est également.

Ainsi, controler u,(x), c’est controler les propriétés diophantiennes de z et
réciproquement.
Cela prends tout son sens grace au

Lemme 4.2.3. Soit ug la fonction donnée par le lemme précédent.
Soit ¢ : N — R une fonction croissante et telle que

>

— p(n)

d

< 400

Pour x € T?, on note

0=+ 3 oy B

QEN* reXg

Alors, u, est une fonction de dérive exponentielle : c’est-a-dire qu’il existe
a€l0,1] et b € R tels que
Pu, < auy, +b

Remarque 4.2.4. 11 faut penser que ¢ est une fonction qui croit tres rapidement
(on aura p(n) = 5" et donc 'hypothése de sommabilité sera toujours vérifiée et
modifier ¢ par un polynoéme ne change essentiellement pas les points ou u, prend
des valeurs finies et donc il est essentiellement équivalent de dire que u,(z) est fini
ou que hy(x) Dest.

Démonstration. Rappelons que Puy < aug + b.
Et donc, si on note, pour Q € N* et 2 € T¢\ Q?/Z4,

ug(z) = > uo(zr —r)

TEXQ

nous avons, en utilisant que SL4(Z) agit par permutation sur Xg, que

PuQ(:v):/ > uglgz —r)dplyg /Zuo x —r))dp(g)

reXq reXq
= > Pug(z—r)<a ) uplz —r)+bXg]
’I‘GXQ TGXQ

< aug(z) + bQ*



50 | Chapitre 4. Point de départ diophantien

ot nous avons utilisé que |Xg| < Q%

Et donc,

Qd
P(uy, <1+ ——Pug(r) <auy(r) +1—-a+b
Q%[%]* Q) ? Q%[%* e(Q)°
Finalement, nous pouvons établir la vitesse de convergence de p*" * §, vers la
mesure de Lebesgue sur le tore avec la fonction u, dans le

Corollaire 4.2.5. Sous les hypothéses de la proposition J.1.0, pour tout v € |0, 1],

et tout M € R, il existe une constante o € R7 telle que pour tout B € R et

tout 8 € )0, Bol, il existe une constante C' telle que, en notant p(n) = eB"E, on a

que pour tout x tel que
up(r) < 400
C
h (I)6/3

W’y(p*n *(533,V> < W @

En particulier, pour toute fonction f y—hdolderienne sur le tore, il existe g € }"350
(voir le paragraphe 2.2) telle que,

=g Pg+ [ fdv sur {u, < +o0} et llgllzs, < CColfI

Remarque 4.2.6. Nous énoncons ce corollaire avec hi/ 3 et non pas avec hg comme
dans la proposition 4.1.6 car nous aurons besoin par la suite que la fonction g que
nous construisons soit dans l'espace F> pour appliquer le corollaire 2.3.9 et il est
plus simple de faire cette modification ici que de chercher a montrer que uf; est
encore une fonction de dérive exponentielle.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la proposition 4.1.6 en remarquant que dans
ce cas, il existe une constante C' telle que pour tout n € N*|

C h ($)6/3

W’Y(p*n *5I7V> < nl+M ¥

et donc, pour une certaine constante C’ ne dépendant pas de ¢,

3
(Z W, (p™" * g, V)) < C"h@(:c)‘s < C'Couy(z)

et alors on peut noter
= ZP”(f—/fdu)
neN
en remarquant que par définition de la distance de Kantorovich, pour tout n € N
et tout x € X,

@) = [ g < IFIW G ) 0
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4.3 Théoréme central limite et loi du logarithme itéré

Dans ce paragraphe, nous utilisons les résultats du paragraphe pré-
cédent et du premier chapitre pour démontrer le théoreme central
limite et la loi du logarithme itéré.

Comme nous savons a présent, grace au corollaire 4.1.6, que les fonctions holde-
riennes s’écrivent f = g — Pg+ | fdv ou g est dominée par une fonction de dérive
exponentielle finie sur les points mal approchés par des rationnels, nous allons vé-
rifier la validité de 'hypothese de type loi des grands nombres du corollaire 2.3.9
qui nous permettra d’obtenir le théoreme central limite et la loi du logarithme
itéré. Nous ne savons pas démontrer la loi des grands nombres pour des fonctions
de L23(X) c’est pourquoi nous serons obligés de repasser a la fonction f pour
utiliser la vitesse de convergence donnée par le résultat de Bourgain, Furmann,
Lindenstrauss et Mozes.

Pour montrer I’hypothese de convergence presque-siire de la variance nécessaire

pour utiliser le corollaire 2.3.9, nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 4.3.1. Sous les hypothéses du corollaire .2.5.

Pour touty € 10, 1] et tout n € RY., il existe By € R tel que pour tout 5 € 10, B[
et tout B € R%, en notant ¢(q) = eBY | nous avons que pour toute suite (fn) de
fonctions y—hdolderiennes sur le tore telles que [ f,dv =0,

2
B [5.f° € O (o) s 1)
et,

4
E, €0 <n2+nu¢(x) max Hfﬂ]i)

kelo,n]

:Z::fk(Xk>

Ou les constantes impliquées ne dépendent ni de n, ni de x et ni de la suite (f,).

Remarque 4.3.2. Ce qu’il y a derriere ce lemme, c¢’est un type d’inégalité de Burck-
holder qui nous dit que si les (Y;) sont des variables aléatoires réelles iid bornées
et d’espérance nulle, alors pour tout r» € N,

n—1
> Vi

k=0

T

E cO (n’”/2>

Démonstration. Nous pouvons supposer sans perte de généralité que n < 1/2 et on
choisit a € R’ avec a > 2/n—1. On note ¥(n) = n~ et d’apres le corollaire 4.2.5,
il existe une constante C' telle que pour tout n € N et tout x € X,

C
Wv(ﬂ*n % 0g, V) < ﬁu@(x)



52 | Chapitre 4. Point de départ diophantien

—C,
ot p(q) = B est telle que (n) € O ((cpl(ecm)> 0) avec Cy et C les
constantes données par le corollaire 4.2.5.
De plus, pour n € N, nous notons

n—1
Sn =D fi(Xy)
k=0

Dans un premier temps, nous allons montrer que

E, |S,> € O (nu¢( ) Jnax, | f |l ) (4.3.1)
En effet, en utilisant que pour tout k,l € N*, [ frdv = 0 et donc
! c ! b
P < 3l ellng (@), et Plug(e) < ugle) + ——
nous pouvons développer
n—1k—1
E,S? = ZE fo(Xe) + 2> 0> By fo(Xi) fi( X))
k=0 1=0
n—1k—1
—ZPkfk+QZZPl FiP* 7 i) ()
k=0 1=0
n—1k—1
< n max, ||fk||2 +23 3 PP fl) (@) filloo
k=0 1=0
n—1k—1 C b
< Il +2 3 3 S (o) + 1 ) Il Ll
k=0 i=0 ( l—a

ce qu’il fallait démontrer car o > 1 et puisque par définition de u,, nous avons
que u,(z) > 1.
De la méme maniere, nous pouvons maintenant développer

4 4 B

_;s [ AR, fo (X S3+Z< ) (Fa(X)) 807

Nous notons donc

Ap =By fu(X,)S2 et By =3 <:> B, [(fa(Xn)) Sh ]

k=2
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Alors, nous avons que

B,| <6 2 E.S2+4 5 E.|Sn :
Bl < 6 max [ fillocEe Sy + 4 max || fullooBa|Sn| + max [ fiflo
et donc, d’apres 'inégalité (4.3.1),
B, €O (n%( )J?[%ﬁi] ||fk||§> (4.3.2)

Pour traiter le terme A,,, nous notons p(n) = n — |n"] (et méme simplement p
pour alléger les notations). Alors, nous pouvons développer

g;()an X,)(S, — S,)ks3H
X, + z ( >E Fu(X0) (Sn — S, 5+

Nous notons chacun de ces deux termes AL et A2. Alors, nous avons que

C

Al — |E Pn—p+2 X 3 g—
A3 = [E. O R e 1T

||fn||’yEwu(Xp—l)|Sp|3

C _
< Wan”vHSpHioPp tug ()
C _ b
< 1) 1 £l 11 Spll2e <ap 1+1_a> up(z)
3—na 1+n
€ O (7o) s 1) € O (17, (o) s 151
De plus,
3 _
A2 <Y (k)an”ooHSn — Syl Ea|Sp)* "
P
or,
n—1
||Sn - SpHoo < Z pr”oo < (n —p) sup ka’”oo
k=p kel0o,n—1
et

E,[S:] < (E.IS.?)"

et donc, d’apres I'inégalité (4.3.1), comme 1 < 1/2, nous avons que

A e O (n”"u@(ff) ax ||fk||§>
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et donc nous avons démontré que

kejo,

A, =0 (nH"u@(x) max ||fk||4> (4.3.3)
Finalement, en réunissant les inégalités (4.3.2) et (4.3.3), on obtient que

EolSonlt = EulSuf' + O (nlﬂuw(x) o ||fk||4)

ke[o,n]

et en itérant cette relation, nous trouvons que

B[Syl = O (n2+"u¢<x> o ka|r4)

kelo,n]
ce qu’il fallait démontrer. O

Nous pouvons a présent démontrer la convergence presque-siire de la variance
dans le

Lemme 4.3.3. Soit p une mesure borélienne de probabilité sur SLy(Z) ayant un
moment exponentiel et dont le support agit de maniere fortement irréductible et
prozimale sur RY.

Alors, pour tout v € 10, 1] il existe By € R tel que pour tout 5 € 10, B[ et tout
B e R, en notant p(q) = quB, nous avons que pour toute fonction y—hdolderienne
f sur le tore, en notant g la solution de l’équation de Poisson définie dans fsw et
donnée par le corollaire /.2.5 nous avons que pour tout v € X tel que u,(z) est
ﬁni7

1 n—1

=3 P(9°)(X5) — (Pg(X0))* / & — (Pg)dv P, — p.s. et dans L'(P,)

Démonstration. Premiérement en utilisant les inclusions des espaces de fonctions
holderiennes de différents exposants et le moment exponentiel de la mesure p, on
peut supposer sans perte de généralité que v est assez petit pour que 'opérateur
P soit continu sur 'espace des fonctions y—hoélderiennes sur le tore.

Nous prenons n € ]0,1/2[ et fy le parametre donné par le lemme précédent.
Alors, pour tout B € R’ et tout 3 € ]0, 5[, nous notons, pour tout n € N,
p(n) = eB” et 1 la fonction donnée par le corollaire 4.2.5 qui vérifie, quitte a
augmenter [y, que Y., ¥(n) < +o0.

Remarquons dans un premier temps que pour toute fonction holderienne f
sur le tore, la fonction g donnée par le corollaire 4.2.5 est de carré intégrable par
rapport a la mesure de Lebesgue. Nous pouvons voir cela comme une conséquence
du lemme 2.2.9 ou, plus simplement, utiliser que sous nos hypotheses 'opérateur
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P a un trou spectral dans L*(X, v) comme nous ’avons vu dans I'introduction de
cette these. Nous utiliserons d’ailleurs ce trou spectral dans la preuve de ce lemme.

Pour démontrer le lemme, nous supposons sans perte de généralité que [ fdv =
0 et utilisons que f = g — Pg pour écrire que

(@)= 3 3 P ~ (Pl = 3 PG — (oK)~ (5
zlnzlp (30 = 060~ & S0P+ 2 3 F(a5)

D’apres la proposition 2.3.5, et en utilisant que u est une fonction de dérive et que
€ F2, nous trouvons que pour tout z tel que u(zx) est fini,
1= 1
—ZP )(Xi) — ¢*(X) — 0 dans L'(P,) et P, — p.s.
" k=0

Par ailleurs, la loi des grands nombres nous montre que pour tout point x irra-
tionnel (et donc en particulier pour tout z tel que u(z) est fini),

1= 1
Z (X)) — / f*dv dans L'(P,) et P, — p.s.
X

De plus, si p: N — N est une fonction croissante convergeant vers +o0o que nous
déterminerons plus tard, nous avons que

p(k)—1 +o0
g(x) = ; P'f(z)+ > P'f(x)

I=p(k)
et donc,
1 7= 1 1 n—1p(k)—1 1 7= 1 +4oo
o 2 S (X0 ~3 2 FXRP (X + =30 3 F(X)P(Xy)

k=0 1=0 k=0 1=p(k)
Or, d’apres le lemme 4.3.1 appliqué a la suite de fonctions

p(n)—1

3 fPlf—/fP’fdu
k=0

nous avons que

4

o (n2+nu<x> a1 )

ke[0,n]

i kzo ( (X0) P f(X) /fP’fdy)
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et, pour tout k € [0,n],

p(k)—1
f

>, P
=0

p(k)—1
< A2 XS 1P < IfIRIPIE™
1=0

v

donc,

4

= O (n**u(a) | IS PIE™)

Z_j kzo ( (X0) P F(X) /fP’fdu)

donc si p(n) ~ 6 Ilnn avec 6; tel que é; In||P|, < 1 — 7, nous avons que pour n

assez grand,
Hsz(n) < ernnlPlly — o In|Plly

et donc,
= LOR 4
S Y S (WP - [ PP )| < +oc
n T k=0 1=0
Ce qui montre, que
1 7= 1p(k
= Z F(Xo)P (X)) — / FPLfdy = 0 Py-p.s. et dans LY(P,)
k=0 1=o

De plus, en utilisant le trou spectral dans L*(X,v) et le lemme de Césaro, on a

que
1 n— lpk‘) 1

+o0o

Y /fP’fdy%Z/fPlfdy
k=0 1=0 1=0

Nous allons montrer que le terme %ZZ;& Z;;O;(k) f(X) P f(X}) converge vers 0.

Or, en utilisant la proposition 4.1.6, nous avons que

1 n—1 +oo

<=0 > FX)IP (X))

TV k=0 1=p(k)

1| &=
ﬁzz (Xe)P'f(Xy)

1 n—1 +oo
<=3 3 I leCeDhp(Xi)° I f 1l
k=0 I=p(k)
' n—1 +oo

gi
n

S

V(e (Xe) £

(]

k=0 I=p(k)

pour une certaine constante C”.
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Or, (1(n)) est sommable et donc,

+o00
lim > ¢()=0
k—+o00 I=p(k)

U

De plus, par définition de wu,, hfo/ € F, et donc, d’aprés le lemme 2.3.6,

1n 1 400
=33 (Dhe(Xi)* - 0 P, — p.s. et dans L'(P,)

" =0 1=p(k)

Ce que nous avons démontré, ¢’est donc que

1n1

—ZP )(Xi)—(Pg(X3))?* — — /f du+22/fPlfdy P,-p.s. et dans L'(PP,)

"o

et nous n’avons plus qu’a remarquer que
+0oo
—/fzdy +2 Z/fPlfdy = /—(g — Pg)* +2(g — Pg)gdv
1=0

= / 2g° — 2gPg — g* + 2gPg — (Pg)*dv

= / g° — (Pg)*dv
ce qu’il fallait démontrer. O

Théoréme 4.3.4. Soit p une mesure de probabilité sur SLy(Z) ayant un moment
exponentiel et dont le support engendre un sous-groupe fortement irréductible et
proximal.

Alors, pour tout v € 10,1] il existe 5y € RY tel que pour tout B € R et tout
B €10, B[ nous avons que pour tout point irrationnel x € T tel que l'inégalité

d (x, p) < e B
q

n’a qu’un mnombre fini de solutions p/q € Q4/Z¢, on a que pour toute fonction -
hélderienne f sur le tore, en notant o(f) la quantité définie dans le lemme /.3.3
on a )

1 &

=3 (100 = [ av) SN (0.0%(0)

" k=0

(Si a* =0, la loi N(0,0%) est une masse de Dirac en 0).
De plus, si 0(f) # 0 alors

Yhco f(Xi) — [ fdv _ : Yico f(Xi) — [ fdv

1 et limsup

=1
\/2n02(f)lnlnn \/Znaz(f)lnlnn

lim inf
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et, si o*(f) =0 (voir le paragraphe 3 pour une condition garantissant que cela ne
peut pas étre le cas si f n’est pas constante), alors pour v—presque tout x € X, la
suite (X025 f(Xg) — [ fdv), est bornée dans L2(P,).

Démonstration. C’est un corollaire direct du lemme 4.3.3 et de la proposition 2.3.9.
La condition sur la nullité de la variance vient du corollaire 3.0.8 en remarquant
que si Pu, < au, + b, alors, pour tout n € N,

Plu, <ad"u, + ——
v Y 1—a

et donc, pour tout x vérifiant la condition diophantienne, sup,, P"(g*)(x) est fini.
Et par ailleurs, v(z|u,(zr) < 400) = 1. O
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Chapitre 5]

Introduction et résultats

Résumé

Dans ce chapitre, nous énoncons le théoréme de renouvellement dans R? avec
la vitesse de convergence dans le cas d’une mesure sur SLg(R) ayant un moment
exponentiel et dont le support engendre un sous-groupe fortement irréductible et
proximal.

Nous démontrons par ailleurs ce théoréeme en utilisant les résultats des chapitres
suivants.

5.1 Préliminaires

Comme expliqué dans l'introduction de cette theése, nous avons voulu étudier
la marche sur le tore au voisinage d’une orbite finie. Pour cela, nous modélisons la
marche aléatoire avant qu’elle ne quitte le voisinage considéré par une marche sur
le produit de R? et d’un ensemble fini (comme dans le reste de la theése, nous avons
fixé un entier d > 2). Cela nous mene a étudier le théoreme de renouvellement dans
R? et c’est I'objet de cette seconde partie.

Soit p une mesure borélienne de probabilité sur SLy(R) et soit z € R\ {0}.
Nous définissons une marche aléatoire sur R? \ {0} partant de x par

XO = T
Xn+1 = gn+1Xn
otl (g,) € SLg(R)N est une suite de variables aléatoires iid de loi p.

Nous rappelons que nous disons qu’un sous-groupe de SLy(R) agit de maniere
fortement irréductible et proximale sur R? si il ne stabilise pas d'union finie de sous-
espaces vectoriels non triviaux et s’il contient un élément ayant une valeur propre
strictement dominante en module dont I’espace propre associé est une droite.
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Si p a un moment d’ordre 1' et si son support engendre un sous-groupe
fortement irréductible et proximal de SL4(R), alors un résultat de Furstenberg
(voir [Fur63] et [GR85]) montre que, si || .|| est une norme sur R, alors pour tout

r € R\ {0},
1
l o ®N
~n g, gzl = A, ._/G/P(Rd) In gzl dp(g)dv(z) > 0 p™ —ps  (5.1.1)

oll v est une mesure stationnaire sur P(R?) (qui est en fait unique dans ce cas-1a
comme nous le verrons dans la proposition 6.1.5).
Cela montre en particulier la transience de la marche dans R¢\ {0}.

Etant donnée une fonction f continue sur R¢, telle que pour un certain o € R%,

|/ ()]

< +ooet sup [[z]|*|f(z)| < +oo,
z€RY

sup
zcRd HxH

nous étudions la fonction

(IHGf ZE f(X ) (5.1.2)

La transience de la marche aléatoire et les hypotheses sur f montrent que cette
fonction est bien définie et méme continue sur R?\ {0} (la série converge unifor-
mément sur tout compact de R\ {0}) et nous voulons en étudier le comportement
en 0. Ce comportement est ce que nous appelons le renouvellement, par analogie
avec la situation dans R (voir par exemple [Bla48]).

Guivarc’h et Le Page ont montré dans [GL12] que si T}, le sous-semi-groupe
engendré par le support de p, stabilise un cone convexe non trivial dans R? alors il
existe deux mesures de probabilité stationnaires ergodiques 14 et v, sur la sphere
S9! et l’espace des fonctions continues P—invariantes est de dimension deux une
base en étant donné par deux fonctions pi, ps telles que p1+p2 = 1 et pilsuppr, = di;
ot § est le symbole de Kronecker ; au contraire, si T), ne stabilise pas de cone de R?,
alors il existe une unique mesure invariante v sur S41 et on note p1 la fonction
constante égale a 1 sur la sphere.

Dans les deux cas, nous définissons un opérateur sur ’ensemble des fonctions
continues sur R? & décroissance polynomiale & ’infini? en notant, pour une telle

fonction f et x € R4\ {0},

o f (a ZpZ (Hﬂd!) L. /| H . () (5.1.3)

1. c’est-a-dire que fG [1n||g|l|dp(g) est finie.
2. Il existe v € RY tel que sup,cpa ||]|*]f(x)| est finie.
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ou, r € {1,2} est le nombre de fermés T,—invariants sur la sphere.

Ils ont ensuite montré le

Théoréme 5.1 (Guivarc’h - Le Page dans [GL12]). Soit p une mesure borélienne
de probabilité sur SLy(R) dont le support engendre un sous-groupe proximal et
fortement irréductible.

Alors, pour tout v € R%. et toute fonction continue f sur R? telle que

sup /)] et sup ||v||”|f(v)| sont finis
veR4\ {0} v veRd

on a que

z—0
Ou A,, G et Ily sont définis dans les équations (5.1.1), (5.1.2) et (5.1.3).

Ce théoreme montre en particulier que si f est une fonction holderienne sur
R? & support compact et telle que f(0) = 0 alors la fonction (G — /\%HO) f peut se
prolonger en une fonction continue en 0.

Et donc la continuité de G f en 0 est équivalente a celle de Il f.

En particulier, dans le cas d’un unique fermé invariant sur la sphere, on a que

00 du
hmZP”f = b L s

:):HO

et dans le second cas, on a seulement une limite « directionnelle » : pour tout

z € R\ {0},

I T +00 du
I Pt (-2 / / dvs ()2
i St =5 3o (i) 7 L st

En particulier, la fonction G f ne peut pas se prolonger par continuité en 0 en
général.

Exemple 5.1.1. Si T, ne contient que des matrices ayant toutes leurs entrées
positives, alors il stabilise le cone C des vecteurs dont toutes les coordonnées sont
positives et il stabilise également son opposé —C. Ainsi, en considérant une fonction
impaire f qui est réguliére et strictement positive sur C, on voit que GG f n’a aucune
chance de pouvoir étre prolongée par continuité en 0.

Nous voudrions connaitre le module de continuité de Gf en 0 et pour cela,
nous voulons étudier la vitesse de convergence dans le théoréeme de renouvellement
de Guivarc’h et Le Page. Pour simplifier I’étude, nous allons nous intéresser a
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(G — /\%HO) f ce qui nous permettra de ne pas faire de distinction selon le nombre
de fermés T,—invariants sur la sphere (et nous verrons dans la proposition 8.3.3
que c’est plus qu'une astuce de calcul). Ainsi nous n’aurons plus qu’a étudier le
module de continuité de Ilpf pour connaitre celui de Gf et comme nous avons
une formule simple a manipuler pour Il f, il deviendra tres facile de trouver des
conditions nécessaires et suffisantes pour que G'f soit prolongeable en une fonction
continue en 0 et, le cas échéant, d’en étudier le module de continuité.

Une étude analogue a été faite dans [BDP15] par Buraczewski, Damek et Pr-
zebinda ; cependant, leur résultat suppose que T, soit en réalité (conjugué a) un
sous-groupe de R™ x O(d) et qu’une certaine propriété diophantienne soit réalisée
par la projection sur R, de la mesure p. IIs montrent leur résultat en se ramenant
au cas de la dimension 1 (c’est pourquoi ils ont besoin d’une hypothese diophan-
tienne qui est nécessaire dans ce cas la (voir par exemple [Car83]); I’équivalent
de cette hypothese sera toujours vrai pour nous comme nous le verrons dans le
chapitre 7).

Notre étude (et celle de Guivarc’h et Le Page) se place dans le cas opposé ou
le groupe engendré par le support de la mesure p contient un élément ayant une
valeur propre strictement dominante associée a un espace propre de dimension 1
(c’est notre hypothese de proximalité).

Plus précisément, nous montrerons le

Théoréme 5.2. Soit p une mesure borélienne de probabilité sur SLy(R) ayant un
moment exponentiel et dont le support engendre un sous-groupe fortement irréduc-
tible et proximal.

Alors, pour tout v > 0 assez petit et tout compact K de R?, il existe C,a € R
tels que pour toute fonction f € COV(R?) a support dans K et vérifiant f(0) = 0
et pour tout v € R,

1 C
(6= 5m) 10| < e el

Ou N, G et 11y sont définis dans les équations (5.1.1), (5.1.2) et (5.1.3).

Dans la premiere partie de cette these, nous avons défini une marche aléatoire
sur le tore et nous avons vu que son étude (et notamment la résolution de I’équation
de Poisson) faisait intervenir ’étude de la chaine au voisinage d'une I ,—orbite finie
A que nous pouvons identifier & un voisinage de {0} x A dans R¢ x A.

C’est pourquoi nous nous intéressons désormais au renouvellement sur le pro-
duit de R? et d’'un I',—ensemble fini A sur lequel la marche définie par p est
irréductible et apériodique et nous considérerons des fonctions f holderiennes sur

R% x A.
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Remarquons que si Gf(x,a) = Y729 P"f(x,a) admet une limite finie g(a)
quand z tend vers 0 alors (I; — P)g(a) = f(0,a) et donc g est une solution
de Iéquation de Poisson pour f restreinte & A (en particulier, on trouve que si
Gf(z,a) admet une limite finie en (0,a) alors Y- ,c5 f(0,a) = 0).

Remarquons également que pour toute fonction f € CO(RY x A) telle que
Suea f(0,a) = 0 et tout @ € A, 302 P"f(0,a) est définie puisque la marche
aléatoire sur A est irréductible et apériodique.

Nous modifions un peu 'opérateur Iy pour prendre en compte la dépendance
en A et nous notons, pour toute fonction continue sur R? x A a décroissance
polynomiale & I'infini?, tout z € R?\ {0} et tout a € A,

Iy f(z,a) |A| > sz ( |m||> /Sd 1/ | dyz( ) (5.1.4)

a’eA i=1

Remarquons ici que si > ,ca f(0,a) = 0 et pour tout a € A, f(.,a) est hélderienne
en 0, alors la limite en 0 de Il f(z,a) est bien définie (seulement radialement si
r=2).

Nous allons démontrer le

Théoréme 5.3. Soit p une mesure borélienne de probabilité sur SLy(R) ayant un
moment exponentiel et dont le support engendre un sous-groupe fortement irréduc-
tible et proximal I', de SL4(R).

Soit A un I' j—ensemble fini non vide tel que la marche aléatoire sur A définie
par p est irréductible et apériodique.

Alors, pour tout v > 0 assez petit, il existe des constantes C' € R et o € RY
telles que pour toute fonction f sur RY x A telle que

- i (o) = f(y,0)]
I = sup (el (04 )

TFY
acA

< +00,

et telle que pour tout a € A,

lim f(z,a) =0et Y f(0,a)=0

T—r00
acA

Nous avons que pour tout a € A,

lim (G — 1H0> Z P"f(0,a)

z—0 p

3. Tl existe v € R tel que sup(,, ,yepraxa |2]|%[f(z)] est fini
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Par ailleurs, pour tout x,y € R\ {0} et tout a € A,

< Cuwo(x, )| f1ly

T

ou Iy est lopérateur défini dans l'équation (5.1.4) et nous avons noté, pour x,y €

R\ {0},

2
— 2 Y
\/““”5’3” In Jlyll? + | % - gl
(1+ [ [l [|[) (L + [T [Jy]I])

Remarque 5.4. La définition de la fonction wy peut paraitre étrange mais nous
verrons que c’est une sorte de distance conique sur R? : on écrase le voisinage de
0 et le voisinage de l'infini. Le lecteur peut se référer au paragraphe 8.4 pour plus
de détails.

Remarque 5.5. L'hypotheése sur f est que lim, f(.,a) = 0 et qu'il existe une
constante C telle que pour tout z,y € R? et tout a € A,

WolT,Yy) =

)= S < 0 (i o)
(L + Nzl + llyll)
en particulier, les fonctions holderiennes & support compact sur R? x A vérifient
cette condition. Par ailleurs, en faisant tendre y vers l'infini, cette équation im-
plique que pour tout z € R%,

NS
(1 + [J[)7

Et donc ces fonctions décroissent polynomialement & l'infini.

Nous ne nous intéressons pas seulement a des fonctions a support compact car
la condition que nous avons imposée sur f deviendra trés naturelle apres avoir
identifié¢ R?\ {0} et S¢~! x R dans le chapitre 8.

Remarque 5.6. Comme dit précédemment, ce qui nous intéresse, c¢’est surtout la
continuité de la fonction G f mais il est facile d’étudier celle de Iy f et d’en évaluer
un module de continuité.

[f(2)] <

Pour démontrer ce théoreme, nous étudierons la famille analytique d’opérateurs
(voir le chapitre 8) sur C%7(S%"! x A) définie pour z € C avec |R(z)| assez petit,
une fonction f € C®7(S47! x A) et un point (z,a) de S¥1 x A par

P(z)f(z,a) :/Ge_zln

En effet, nous verrons dans le chapitre 8 que la vitesse dans le théoreme de renou-
vellement est liée au controle de (I; — P(z))~! sur axe des imaginaires purs.

i f(gx, ga)dp(g)
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Pour obtenir un contrdle de ||(1;— P(it)) ™" || co.(si-1xa) quand ¢ est grand, nous
reprenons dans le chapitre 6 la méthode développée par Dolgopyat dans [Dol9§]
pour les opérateurs de Ruelle et nous montrons la proposition 6.2.1 qui lie ||(1; —
P(it)) 7| aux propriétés diophantiennes des logarithmes des rayons spectraux des
¢léments de IT',.

Ensuite, nous montrerons que dans un sous-groupe fortement irréductible et
proximal de SL4(R), on peut construire des éléments pour lesquels le logarithme du
rayon spectral a de bonnes propriétés diophantiennes. Ce sera I’objet du chapitre 7
et plus particulierement du théoréme 7.3.7.

5.2 Application a la résolution de I’équation de Poisson

Dans cette section, nous retournons a 1’étude de la marche sur le
tore en montrant que ’'on peut « localement » résoudre I’équation
de Poisson. C’est ce type de résultat qui a motivé notre étude de
la vitesse dans le théoreme de renouvellement.

Dans I’étude de la marche sur le tore (ou plus exactement de la résolution de
I'équation de Poisson) une question naturelle est : 'image de I; — P est-elle fermée
dans C°(T¢) ? Ot méme a-t-on seulement que

(T4 N (I; — P)CY(T9)  (I; — P)C*(T%)?

Savoir cela nous permettrait de démontrer le théoreme central limite, la loi du
logarithme itéré et I'inégalité des grandes déviations pour toute fonction d’intégrale
nulle contre toutes les mesures invariantes puisque ces fonctions sont précisément
I'adhérence de 'image de I;— P (voir notamment la proposition 1.1 du paragraphe
5.1 de [Kre85]).

Nous ne savons pas répondre a cette question, mais nous allons montrer dans
la proposition suivante que pour des parties fermées Y bien choisies, on a que

C* (T N (I; — P)CY(Y) C (I; — P)C°(T?)

ol nous avons noté C°(Y) I'ensemble des fonctions continues sur le tore dont le
support est inclut dans I’ensemble Y.

Proposition 5.2.1. Soit p une mesure de probabilité sur SLy(Z) dont le support
est fini et engendre un groupe I', fortement irréductible et proximal.

On note T, le sous-semi-groupe engendré par le support de p.

Alors, pour toute I',—orbite finie A du tore, il existe ¢ € R tel que, en
notant B(A,¢) le e—voisinage de A dans le tore, on a que pour toute fonction
fecC™(X)n (I;— P)CYB(A,¢)), il existe une fonction bornée g € C°(T?\ A)
telle que f = g — Pg sur T¢\ A.
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De plus, si T, ne stabilise pas de cone convexe strict dans R?, alors la fonction
g peut se prolonger en une fonction continue sur T et si non, il existe une fonction
f holderienne et d’intégrale nulle contre toutes les mesures stationnaires et telle
que ’équation de Poisson admet une solution g définie sur T¢\ A qui ne peut pas
se prolonger par continuité a T¢.

La preuve de ce théoreme vient de ce que pour de telles fonctions, nous avons
une formule donnant la fonction g (voir la proposition 2.1.5 et la remarque 2.1.7)
et que la régularité de cette solution de ’équation de Poisson peut étre étudiée
avec le théoreme de renouvellement.

Démonstration. Soit ¢ tel que si 7 est le temps de retour dans le complémentaire
du e—voisinage de A, alors

E.e® est finie sur T¢\ A et sup  [E,e®" est fini
€T d(x,A)>e
Un tel € existe d’apres la proposition 6.3 de [BQ11] (on prend ici pour u la fonction
uq définie dans la preuve du lemme 4.2.3 o () est tel que A C Xg). Par ailleurs,
on peut toujours supposer que
€ su < inf  d(a,b) — 2
S loll <, dnf  d(a.b)
(Cela permet de voir que si x est dans le e—voisinage de a € A, alors pour tout
g € supp p, gx n'est pas dans le e—voisinage de a’ pour un o’ # a).
Soit s une fonction réguliére sur le tore telle que pour tout z € T¢,

Ipac2) <s(x) < 1pay

et s(z) ne dépend que de la distance de x a A.
Et on note, pour z € T¢,

400
Rof(r) = Z(PMS)"(f)(x), Sof(x) = PMy_f(x) et Qs = RS,
n=0

ou, M (resp. Mj_s) est 'opérateur de multiplication par s (resp. 1 — s). Nous
renvoyons les lecteurs aux équations (2.1.3), (2.1.4), et (2.1.5) ainsi qu’a la pro-
position 2.1.5 pour des justifications de ces définitions. Il faut voir que la fonction
s ne sert qu’a éviter de multiplier par la fonction indicatrice du e—voisinage de
A (et donc utiliser la définition usuelle avec le temps de retour 7) pour que nos
opérateurs préservent les fonctions holderiennes.

Ces opérateurs sont bien définis puisque pour toute fonction continue f sur le
tore,

+00 +oo
|R.f(z)| < Z ]Ez|f(Xn)|]lB(A,E)(X1) e ]lB(A,s)(Xn) < 1 flloo Z P.(1 > n)
n=0 n=0
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Alors, nous affirmons que R, f est solution de I’équation de Poisson et qu’elle vérifie
les hypotheses de continuité du théoreme.
Premierement,

(L= P)Rof = (Is— PM, — PMy_)R,f = f — S,R.f

et, par hypothese, il existe une suite (g,) € C°(T%)N telle que pour tout entier n,
supp g, C B(A,¢) et g, — Pg, converge uniformément vers f.
Ainsi,
SR f = hqgn SSRS(Id - P)gn - hgbn Ss(Id - Qs)gn =0

Ou la derniere inégalité vient de ce que, par définition, pour toute fonction g avec
suppg C B(A,¢), Ss9 = Qs9 = 0.

Cela montre que la fonction R, f est bien solution de ’équation de Poisson.

Par ailleurs, R,f est continue sur T¢\ A puisque la série qui la définit converge
uniformément sur tout compact de T¢\ A et il ne nous reste donc plus qu’a en
étudier la continuité en A.

Pour cela, nous identifions le e —voisinage de A dans T? avec le e—voisinage de
{0} x A dans R? x A, nous identifions la restriction de f & B(A,¢) a une fonction
holderienne sur B(0,¢) x A que nous prolongeons en une fonction holderienne a
support compact dans R? et nous notons 3 la fonction (ne dépendant que de ||z|)
image de le fonction s par cette identification.

Nous notons P Popérateur de Markov associé & la marche aléatoire définie par
p dans R? x A et Rg, S; les opérateurs définis comme R, S;.

Alors, pour tout x € B(0,¢) et tout a € A,

R.f(x +a) = Rsf(x,a)

Ainsi, nous voudrions applique le théoréeme de renouvellement pour étudier la
continuité de Rz f en (0, a). Pour cela, remarquons que

+
8

3
I
=)

En effet, pour tout n € N,

n—1 n—1
Rs — P"Rs =Y P¥(I;— P)Rs = > P*(I; — S;R;)
k=0 k=0

et R,f est continue sur R?\ {0} x A et a support compact (puisque p est a
support fini et donc pour tout = dont la norme est assez grande, P,(7 = 1) = 1)
donc lim,, P"Rsf = 0 (puisque la marche est transiente sur R% x A).
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Remarquons également que puisque A est une I',—orbite finie, la mesure équi-
distribuée sur A est P—invariante et donc,

> f0,0) =3 fla)=

a€A a€A

Enfin, la fonction R;f est continue sur R¢ \ {0} x A. En développant S:R:f, en
utilisant que p est a support compact, que f est § sont holderiennes et que le temps
de retour dans le complémentaire de B(0, €)X A a un moment exponentiel, on peut
montrer que la fonction S;R; f est holderienne & support compact dans ]Rd\{O} xA.
On peut donc appliquer le théoreme de renouvellement 5.3 a la fonction f SsR; f
et cela termine la preuve de la premiere partie de la proposition : la fonction R, f
est bornée et si supp p ne stabilise pas de cone convexe strict de R?, elle peut se
prolonger en une fonction continue sur T¢.

Au contraire, si T, stabilise un céne convexe dans R?, on note

o(z) = (nu) D

ou p; est une fonction holderienne P—invariante et non constante sur la sphere
(et donc g ne peut pas se prolonger par continuité en 0). Et alors, en utilisant que
Pp1 = p1, on a que

o(x) — Py(a) = [ p (wﬁu) (o(llel) = o(lyal)) do()

et la fonction g — Pg peut donc se prolonger en une fonction holderienne sur R? a
support dans un petit voisinage de 0, on peut donc la faire passer en une fonction
holderienne sur le tore d’intégrale nulle contre toutes les mesures invariantes et
telle que 1’équation de Poisson n’a pas de solution continue. O

5.3 Démonstrations

Dans ce paragraphe, nous démontrons les résultats énoncés précédemment a
partir de ceux démontrés dans des cadres plus généraux dans les chapitres suivants.

Démonstration du théoréme 5.2 da partir de 5.5.
Soit v €]0,1] et K un compact de R?. Alors, il existe une constante Cj telle
que pour toute fonction f, y—hélderienne sur R et & support dans K,

@)~ 1) _

sup (14 [|2[))"(1 + [lyll) — < Gollfll,
z,yeRI\ {0} | |

7Y
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On peut donc appliquer le théoreme 5.3 pour trouver des constantes C, « telles que
pour toute fonction f, y—holderienne et a support dans K et tout z,y € R?\ {0},

‘(e . jn) Fa) - (G _ jn) F)| < Clfllwolz, 5)°

lim (G - )\11'[0) fly) =0

y—0 P

Or, nous avons également que

lim wo(z, ) !
im =
yo0 Y = T

ce qui montre le théoréeme 5.2. O

I3

Démonstration du théoréeme 5.3

Ce théoreme est une application directe du théoreme 8.1.1.

En effet, en notant X = S x A et H = {I;,9} ot ¥ est I'application antipo-
dale sur la sphere et identité sur A, on a que H agit par isométries sur X x A et
(X x A)/H, que l'on identifie au produit cartésien de I’espace projectif et de A est
bien (p, 7, M, N)—contracté au dessus de A (voir I’exemple 6.1.4). De plus, dans le

llgz|l

chapitre 7, nous avons vu que le cocycle o défini sur G xP(R?) par o(g, X) = In Tl

pour z € X \ {0} était également dans ZM (P(R?)) et le résultat de Furstenberg
mentionné plus tot dans I'introduction de cette partie montre que o, > 0.

Par ailleurs, nous avons vu dans le théoreme 7.1 que pour tout ¢, € R il existe
des constantes C| L telles que pour tout ¢ € R avec |t| > t,

1(Za = P(it)) || < Clel*”

Cela montre donc que l'on peut effectivement appliquer le théoreme 8.1.1 a
toute fonction f vérifiant les hypotheses du théoreme puisqu’une telle fonction
s'identifie & une fonction f de CY(X x R) telle que Y, 4 limy_oo f(z,a) = 0 et
lim,_, 400 f(2,a) = 0 grace a Papplication (z,t) — e'z de S ' x R — R4\ {0}. [



Chapitre O

Perturbations unitaires des
opérateurs de Markov

Résumé

Dans ce chapitre, nous étudions la perturbation des opérateurs de Markov issus
d’actions de groupes par des noyaux de module 1 donnés par des cocycles. Le but
étant de démontrer la proposition 6.2.1 qui montre que si 'opérateur perturbé a une
valeur propre proche de 1, alors le cocycle est proche d’un cobord.
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Soit p une mesure borélienne de probabilité sur R ayant un moment exponentiel
et une dérive \ = [ ydp(y) > 0.

Dans [Car83], Carlsson a montré que la vitesse du renouvellement était liée au
probleme de trouver une constante [ € R, tel que

lim inf |¢|"
t—+o0

1—/ e"tydp(y)‘ > 0.
R

71
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Cette condition est liée aux propriétés diophantiennes des points p—génériques
(voir par exemple [Bre05] ot une hypothése un peu plus forte mais du méme type
est étudiée).

Notamment, si un tel parametre existe, alors la vitesse dans le théoreme de
renouvellement est polynomiale. Si on peut méme prendre [ = 0 (ce qui est no-
tamment le cas, d’apres le lemme de Riemann-Lebesgue, quand la mesure p est
étalée '), alors on peut méme avoir une vitesse exponentielle (cf. [BGO7]).

Dans ce chapitre, nous avons un groupe G agissant contintiment sur un espace
métrique compact (X,d), une fonction ¢ : G x X — R (qui sera en fait un
cocycle) et nous étudions la famille d’opérateurs P(it) définie pour tout ¢t € R,
toute fonction continue f sur X et tout = € X par

Pt f() = [ 770 f(ga)do(g)

Ce qui correspond a la propriété diophantienne pour les mesures sur R est donc
I'existence d'un [ € R, tel que

1
lim sup — || (14 — P(it))7!|| est finie.
t—+oo |t|
Ou la norme est prise dans un certain espace de Banach (qui pour nous sera un
espace de fonctions holderiennes).

Pour cela, nous adaptons un résultat de Dolgopyat démontré dans [Dol98] pour
les opérateurs de Ruelle. C’est 'objet de la proposition 6.2.1 qui est le but de ce
chapitre.

Le groupe G sera toujours un localement compact et dénombrable a I'infini.
De plus, nous le ferons agir sur un espace métrique compact (X, d).

Pour une mesure borélienne de probabilité p sur G nous noterons P (ou parfois
P, pour insister sur la mesure p) 'opérateur de Markov sur X associé a p. C’est
I'opérateur défini, pour toute fonction continue f sur X et tout x de X, par

Pf() = [ flgx)dnly)

Si G agit continiiment sur X, on voit, en utilisant le théoréme de convergence
dominée, que cet opérateur préserve 'espace des fonctions continues sur X.

6.1 Préliminaires

Afin de pouvoir énoncer prorement la proposition 6.2.1, nous in-
troduisons dans cette section plusieurs notions techniques.

1. Une des puissances de convolution de p n’est pas singuliére par rapport a la mesure de Lebesgue.
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6.1.1 Actions contractantes

On suppose que 'ensemble X fibre de maniere G—équivariante au dessus d'un
G—ensemble fini A. C’est a dire que 'on a une application continue 75 : X — A
qui est G—équivariante : pour tout x de X et tout g de G,

Ta(g9r) = gma(®)

Définition 6.1.1 (Action contractante). Soit G un groupe localement compact,
dénombrable a l'infini, N : G — [1, +oo[ une fonction sous-multiplicative sur G
et soit (X, d) un espace métrique compact muni d’une action continue de G.

On suppose que X fibre de maniere G—équivariante au dessus du G —ensemble
fini A.

Soient p une mesure borélienne de probabilité sur G et v, M € R}

On dit que X est (p, v, M, N)—contracté au dessus de A si

1. Pour tout g € G et tout x,y € X,

d(gz, gy) < MN(9)Md(z,y) (6.1.1)

/GN(g)M”de(g) est finie (6.1.2)

3. pour un certain ng € N* on a

d(gz, gy)?
Ssu 7(1 *700 < ]_
m,yGI;( /G d(ﬂfa 9)7 P (g)

TFY
7a(z)=mA(y)

oll ma : X — A est la projection G—équivariante.

Remarque 6.1.2. Si X est (p,y, M, N)—contracté au dessus de A, alors P préserve
'espace C%7(X) des fonctions y—Holdériennes sur X.

Remarque 6.1.3. Cette notion est utilisée par exemple par Bougerol et Lacroix
dans [BL85] pour étudier les marches aléatoires sur l’espace projectif mais la défi-
nition que l'on a donnée, avec cette généralité, est tirée de [BQ15] auquel le lecteur
peut se référer pour plus de détails.

Nous aurions pu définir N(g) comme étant le maximum de d(gx, gy)/d(x,y)
(en supposant que ce maximum est toujours fini) car cela définit bien une fonction
sous-multiplicative sur G; cependant, dans les applications, il y a une fonction
naturelle V associée a G.

Exemple 6.1.4. Notre principal exemple sera le cas ou G est un sous-groupe
fortement irréductible et proximal de SL;(R), p est une mesure de probabilité sur
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G qui a un moment exponentiel et dont le support engendre G et X est le produit
cartésien de I'espace projectif P4(R) (qui est contracté d’apres le théoréme 2.3 du
chapitre V' de [BL85]) et d'un G—ensemble fini A muni de la distance discréte
(pour tous s,s" € A, d(s,s') =0sis=s" et 1sinon).

Remarquons que la suite (u,) définie pour tout n € N par

d(gz, gy)”
U, =  su dp*™
:v7y£( /G d(z,y)" F)
Ay
ma(z)=mA(y)
étant sous-multiplicative, si X est (p, 7, M, N)—contracté au dessus de A, alors il
existe des constantes C,0 € R telles que pour tout n € N et tous les z,y € X

tels que ma (z) = ma(y),
/(}d(g:c,gy)”dp*”(g) < Cre d(x,y)" (6.1.3)

Remarquons par ailleurs que si v’ € ]0,~] alors la fonction ¢t — 7'/ est concave
sur [0,Diam(X)] et donc si l'espace X est (p,7, M, N)—contracté, il est aussi
(p,7', M, N)—contracté.

Soit X un espace métrique compact et P un opérateur positif sur C°(X). L opé-
rateur P est dit équicontinu si il est a puissances bornées et si pour toute fonction
[ € CY(X), la suite (P"f)nen est équicontinue. Le lecteur peut se référer a [Rau92)]
pour un rappel de propriétés des opérateurs équicontinus que nous allons utiliser
ici.

Proposition 6.1.5. Soit G un groupe localement compact dénombrable a l'infini,
N : G — [1,+00[ une fonction sous-multiplicative sur G et soit p une mesure
borélienne de probabilité sur G.

Soit (X, d) un espace métrique compact muni d’une action continue de G qui
est (p,v, M, N)—contracté au dessus d’'un G—ensemble fini A.

Alors, lopérateur de Markov P associé a p est équicontinu dans C°(X).

De plus, si la marche aléatoire définie par p sur A est irréductible et apériodique,
alors il existe une unique mesure de probabilité v sur X qui soit P,—invariante.
Et 1 est l'unique valeur propre de P de module 1, [’espace propre associé étant une
droite.

Avant de démontrer ce théoréme, nous rappelons un résultat sur les chaines de
Markov données par l'action d’un groupe sur un ensemble fini.

Lemme 6.1.6. Soit G un groupe topologique agissant sur un ensemble fini A et
soit p une mesure borélienne sur G telle que la marche aléatoire sur A définie par
p est irréductible et apériodique.
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Alors, va, la mesure équidistribuée sur A, est l'unique mesure P,—stationnaire
et l'opérateur P, a un rayon spectral strictement plus petit que 1 dans l'orthogonal
des fonctions constantes dans L2(A,vy).

Démonstration. D’apres la théorie des chaines de Markov a espaces d’états finis
(ou en d’autres termes, le théoreme de Perron-Frobénius), il suffit de remarquer
que la mesure v est stationnaire. ]

Démonstration de la proposition 6.1.5. L’équicontinuité de P dans l'espace C°(X)
se prouve comme dans le cas d'un sous groupe de SL;(R) agissant sur P(R?) traité
dans [BQ14]. Nous la montrerons en détail dans la preuve de la proposition 6.1.12
ou l'espace est seulement localement contracté.

Soit désormais une fonction f € C%(X) et un complexe de module un A € U tel
que Pf = \f.
Pour tout z,y € X tels que ma(z) = ma(y),

N'(f(@) = ) = P"f(2) = P"f(y) = [ flg) = Flaw)dp™(g)

Mais l'espace est contracté au dessus de A et |A\| = 1 et donc, on obtient que pour
tout z,y € X avec ma(x) = wa(y), f(z) = f(y). Donc les vecteurs propres de P
dans C%(X) associés a des valeurs propres de module 1 s’identifient & des fonctions
sur A mais comme comme nous avons supposé que la chaine de Markov définie
par p sur A est irréductible et apériodique, nous avons que les vecteurs propres
associés a des valeurs propres de module 1 de P dans C°(X) sont des fonctions
constantes (cf le lemme 6.1.6). En utilisant les propositions 3.2 et 3.3 de Raugi
dans [Rau92], cela montre que la mesure v est unique, que 1 est une valeur propre
simple et qu’il n’y a pas d’autre valeur propre de module 1. O

Nous pouvons a présent étendre a notre contexte le théoreme 2.5 du chapitre V'
du livre de Bougerol et Lacroix [BL85] qui montre que quand I’espace est contracté,
I'opérateur a un trou spectral dans I’espace des fonctions holderiennes d’intégrale
nulle contre la mesure stationnaire. C’est l'objet de la

Proposition 6.1.7. Soit G un groupe localement compact dénombrable a l’infinz,
N : G — [1,+00[ une fonction sous-multiplicative sur G et soit p une mesure
borélienne de probabilité sur G.

Soit (X, d) un espace métrique compact muni d’une action continue de G qui
est (p,7y, M, N)—contracté au dessus d’un G—ensemble fini A sur lequel la marche
aléatoire définie par p est irréductible et apériodique.

On note e~ A €10,1[ et Ca € [1,+00] tels que pour toute fonction f sur A et
tout entier n € N,

< Cae ™[ oo

i fsms

.
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ot va est la mesure équidistribuée sur A (voir le lemme 6.1.6 pour ['existence de
KA, CA)
Soit v l'unique mesure de probabilité P,—invariante sur X (donnée par la pro-
position 6.1.5).
Alors il existe des constantes k,Cy € R ne dépendant pas de Ca telles que
pour tout n € N,
Py -1,

< —RKn
O (X) X C(OCYAe

ot nous avons noté 11, l'opérateur d’intégration contre la mesure v.

Remarque 6.1.8. On quantifie I'hypothese de trou spectral dans L>°(A, va) puisque
I'on se laisse la possibilité d’étudier une famille (A;, ;) de G—ensembles finis sur
lesquels P a un trou spectral uniforme.

Remarque 6.1.9. Cette proposition peut étre vue comme un corollaire de la quasi-
compacité de P dans C%7(X) que nous montrerons dans la proposition 6.1.12 et
du fait que, dans C°(X), 1 est la seule valeur propre de module 1 et son espace
propre associé est l’ensemble des fonctions constantes sur X. Cependant, une fois
encore, ce qui est intéressant dans cette énoncé, c’est la dépendance entre le trou
spectral dans L>®(A,v4) et celui dans C%7(X).

Démonstration. Soient f € C%7(X), x,y € X tels que ma(z) = ma(y) et n € N.
Alors, pour tout n € N, on peut calculer

P f(@) = P"f ()] < mo(f) [ dlgz.gy)dp™(g) < mo(F)Cre " d(r, )"

ou on a noté C1,d les constantes données par 'equation (6.1.3).
Cela montre que pour tout n € N,

mo (P ) < Cre™"m, (f)

On rappelle que 'on a noté v 'unique mesure de probabilité P—invariant sur X
(donnée par la proposition 6.1.5).

De plus pour tout z € X et tout entier n non nul, on note v, la mesure définie
par

[ e@)ava(y) = 1A] [ Lrawimmane®)dv(y)
et aussi pour toute fonction f € C%7(X),
fi@) = [ P@)duy) et fi (@) = P'f(@) - (@)
Alors, pour tout z,y € X,

3 (y) — my(f3)Diam(X) < f3'(2) < f3'(y) + my(f5)Diam(X)
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ou nous avons noté Diam(X) le diametre de X.
Alors, en intégrant par rapport a y et en utilisant que [x f3'(y)dv.(y) = 0, on
obtient que
1/5 loo < Diam(X)7m,(fy') = Diam(X)"m, (P" f)

et comme,
P f(x) = P"(P"f)(x) = P"(f3 + [{)(x) = P" f3(x) + P" ()

on a les inégalités

’Pﬂ”f(x)— /;f?(a)dVA(a) < 1/l +

P fi(x / fi'(a)dva(a
< Diam(X)"Cre ™" m, (f) + Cae™ KAnHPnflrLHoo
< (Dlam( )7C1e™"" + Cae HA”) 11

Et finalement, d’apres le théoreme de Fubini,

[ Fr@dvata) = [ f@)av(y)
A X
Cette derniere égalité termine la preuve du lemme puisqu’on a aussi que

m. (P f) < Cre”""m,(f)
Et donc,

HPan /fdl/ CC’ e o 01672671 + CAGH{A”) ”fH’Y

on note donc £ = 3 min(d, ka) et Co = (1 + C)Cy + 1. O

6.1.2 Actions fibrant au dessus d’une action contractante

Dans ce paragraphe, nous étudions le cas ou I’espace est seulement
localement contracté et nous essayons de retrouver les résultats du
paragraphe précédent.

Pour étudier 'action de SLy4(R) sur la sphére et non pas seulement sur 1'espace
projectif, la notion de contractivité ne suffit plus (puisque la spheére n’est pas
contractée vu que les points x et —x restent a distance fixe). C’est cependant la
seule obstruction puisque l'involution 6 de la sphere qui envoie tout point x sur
—2x commute a l'action de G et donc, en notant H = {I;,0}, on a Iidentification
S?1/H ~ P? et I'espace projectif, lui, est bien (p,~y, M, N)—contracté (si p a un
moment exponentiel et supp p engendre un sous-groupe fortement irréductible et
proximal de SL4(R)) comme on I'a déja noté dans 'exemple 6.1.4.
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C’est pourquoi, on considérera plutot un G—espace métrique compact X sur
lequel agit un groupe fini H dont 'action commute a celle de G et tel que le

quotient (muni de la métrique quotient) est contracté. Mais le lecteur peut toujours
penser que G = SL;(R), X =S H = {I;,0} et X/H = P%.

Notre premiere étape est de retrouver ’équivalent du lemme 6.1.5 et de la
proposition 6.1.7.
Pour cela, nous utiliserons le

Théoréme 6.1.10 (Ionescu-Tulcea et Marinescu [ITM50]). Soit (B, ||.||g) un es-
pace de Banach et P un opérateur continu sur B.

Si il existe une norme || . || sur B telle que lapplication identité entre les espaces
(B, |- 1l5) et (B,]|.]|) est compacte et deux constantes r, R € R, telles que pour
tout vecteur f € B,

I1Pflls <rliflls+ RIS

Alors, le rayon spectral essentiel de P dans (B, || .||5) est majoré par r.

Exemple 6.1.11. Dans nos exemples, (B, || . ||g) sera un espace des fonctions hol-
deriennes muni de sa norme d’espace de Banach et || . || sera la norme uniforme.

Proposition 6.1.12. Soit G un groupe localement compact dénombrable a l'infinz,
N : G — [1,+00[ une fonction sous-multiplicative sur G et soit p une mesure
borélienne de probabilité sur G.

Soit (X,d) un espace métrique compact muni d’une action continue de G et
d’une autre action d’un groupe fini H qui commute a celle de G et telle que X/H
est (p,v, M, N)—contracté au dessus d’'un G—ensemble fini A.

Alors, il existe C',8' € R% tels que pour toute fonction f € C*V(X) et tout
entier n € N,

my(P"f) < O (7 m, () + | fl|oc)

En particulier, P est équicontinu sur C°(X) et le rayon spectral essentiel de P dans
C%(X) est strictement inférieur a 1.

Démonstration. Nous ne démontrons pas cette proposition ici, une preuve en sera
apportée dans un cadre plus général (I'opérateur P étant notamment perturbé par
un cocycle) dans le lemme 8.2.4. [

Finalement, nous étudions les valeurs propres de module 1 de P dans C°(X).
Pour cela, nous commencons par étudier les mesures P—invariantes sur X et puis
nous verrons que, contrairement a ce qui se passait dans le cas ou l'espace est
contracté, il peut y avoir en général des valeurs propres de module 1 distincte de
1 ou méme des fonctions P—invariantes non-constantes.
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Cette étude nous permettra de comprendre pourquoi, pour le théoréeme de
renouvellement, nous devons mettre une condition de cone convexe non-fixé par le
support de la mesure.

Lemme 6.1.13. Soit G un groupe localement compact dénombrable a l'infini, N :
G — [1,+oo[ une fonction sous-multiplicative sur G et p une mesure borélienne
de probabilité sur G.

Soit (X,d) un espace métrique compact muni d’une action continue de G et
d’une autre action d’un groupe fini H qui commute a celle de G et telle que X/H
est (p,7y, M, N)—contracté au dessus d'un G—ensemble fini A sur lequel la marche
aléatoire définie par p est irréductible et apériodique.

Alors, il existe au plus [H| fermés invariants minimauz (pour laction de T),)

que l'on note Ay, ..., \,. Chacun est associé a une mesure P—invariante v; avec
suppy; = A;.
De plus, pour tout x € X et p®N—presque toute suite (g,) € GN, la suite
1 n—1
= Z 5gk--.g1x
" k=0

converge vers une mesure ergodique v; et si on note, pour i € [1,1],

pi(z) = p" ({(Qn) :L:E:;%...m R VZ}>

on a que la fonction p; est continue, P—invariante, Y;p; = 1, p; = 0;; sur A; (ou
0;; est le symbole de Kronecker).
Enfin, pour toute fonction continue f sur X et tout x € X,

1l .

Démonstration. Soit A un fermé invariant minimal (il en existe car X est compact)
et soit h € H. Alors, hA est encore un fermé invariant puisque les actions de G et
H commutent. De plus il est également minimal car h est inversible.

Cela montre que, HA est encore un fermé P—invariant. Mais cette fois, il est
aussi H—invariant et donc mg(HA) est un fermé invariant de P comme opérateur
sur C%7(X/H). Or ce fermé est unique car P est contractant sur X/H et T, agit
transitivement sur A (voir la proposition 6.1.5) et donc cela montre que HA est
unique et donc qu’il y a au plus |H| fermés invariant et H agit transitivement sur
eux.

On a donc au plus |H| fermés invariant minimaux, on les note Ay, ..., A, et on
note A leur réunion.
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Mais, nous avons vu dans la proposition 6.1.12 que P est équicontinu et en
utilisant les propositions 3.2 et 3.3 de [Rau92], on obtient qu’il y a au plus r
fonctions continues P—invariantes pi,...p, formant une famille libre, et comme
chacune est constante sur chaque A;, on peut toujours supposer que p; = ¢; ; sur
A;. Ainsi, en notant v; la mesure P—invariante sur A;, on a que pour toute fonction

fe (X)),
lim S Pr) = Yo pi(e) [ fan

_)
n—-+oo n, =0
Il ne reste donc plus qu’a voir que p; est bien la fonction que nous avons définie.

Premierement, le fait que %ZZ;& dg,..q1z converge ps pour tout x € X vers
une mesure ergodique dépendant continiiment de x est une conséquence de 1'équi-
continuité de P et des propositions de Raugi déja mentionnées.

Et le fait que la fonction p; que nous avons définie est P—invariante vient
aussi de ces propositions (voir aussi I’égalité 2.11 de [BQ14]). Nous pouvons donc
conclure par unicité des fonction pq,...,p,. O

6.1.3 Marche ralentie

Soit G un groupe. Si p est une mesure sur G, il nous sera utile d’introduire la
mesure associée a la marche ralentie :
1 1
Pe = 559, + ol (6.1.4)
Le principal intérét de cette mesure est que (supp ps"),en est une suite croissante.
Mais en plus, on a aussi que pour tout A € C,

1
My~ P, = 5((2A = DIa— F))

donc les valeurs spectrales de P, et celles de P, sont liées (en particulier, pour
A =1, on trouve que Iy — P,, = 3(I4 — P,)).
Le lemme suivant montre que cette mesure garde d’autres propriétés de p.

Lemme 6.1.14. Soit G un groupe localement compact et dénombrable a l’infini
et p une mesure borélienne de probabilité sur G.

Soit (X,d) un espace métrique compact muni d’une action continue de G et
d’une action d’un groupe fini H qui commute a celle de G et telle que X/H est
(p,7v, M, N)—contracté au dessus d’un G—ensemble fini A sur lequel la marche
aléatoire définie par p est irréductible et apériodique.

Alors, X/H est également (pe,y, M, N)—contracté au dessus de A.
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Démonstration. 11 est clair que les deux premieres propriétés sont vérifiées par pe.

Pour tout n € N, on a que
1 & (n
*n o *k

k=0
Et donc, pour tout z,y € X tels que x # y et ma(x) = ma(y) et tout n € N,

/G Wdﬂ?(g) = 2171 > <Z> /G de*k(g)

k=0

1 & (n 1+4+e\"
< — ok
X 2n2<k’>016 \Cl< 2 ) D

k=0

De la méme maniere, on montre le

Lemme 6.1.15. Soit G un groupe topologique et p une mesure borélienne de

probabilité sur G.

Soit (B, | . ||s) un espace de Banach et r : G — GL(B) une représentation telle
GxB — B
(9:0) = r(g)b

On note P, lopérateur b — [ r(g)(b)dp(g).

On suppose qu’il existe un opérateur continu Ny sur B et C, k € R tels que pour

tout entier n, || P} — Nol|s < Ce™"", alors pour tout n € N,

n 1+e™\"
IP" — Nolla < € ( )

que est continue et [g ||7(g)||dp(g) est finie.

2

\ J) ’ Y 1 1
ou P,, est l'opérateur associ€¢ d pe = 50¢ + 5p.

6.1.4 Perturbation des opérateurs par des cocycles

Dans ce paragraphe, G est toujours un groupe localement compact agissant
sur un espace métrique compact (X,d) qui fibre de maniére G—équivariante au
dessus d’'un G—ensemble fini A.

Nous allons étudier a présent un certain type de perturbation des opérateurs
de Markov venant d’une action d’un groupe sur un ensemble. Pour cela, on fait la

Définition 6.1.16 (Cocycles additifs). Soit G un groupe topologique et X un
espace métrique muni d’une action mesurable de G.

On dit qu'une fonction continue o : G X X — R est un cocycle additif si pour
tous g1, 92 € G et tout z € X,

0(9291,%) = 0(92,917) + (g1, x)

Parmi les cocycles, on appelle cobords ceux donnés par o(g,z) = ¢(gz) — ¢(x) ou
¢ : X — R est une fonction continue.
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Dans cette theése, comme nous ne considérerons que des cocycles additifs, nous
parlerons simplement de cocycle en sous-entendant 1'additivité.

Remarque 6.1.17. Soit o un cocycle (additif). Alors, I'opérateur défini pour toute
fonction f € C°(X) et tout x € X par

P(it)f(x) = [ 7709 f(gz)do(g)

est continu dans C°(X) et pour toute fonction f € C°(X), tout = € X et tout
entier n € N, on a

P(it) f(z) = /G e 6T f(gx)dp(g) et || P(it)" flloo < || fllos

C’est pour avoir cette égalité que nous considérons des cocycles et non pas des
fonctions quelconques sur G x X.

Comme nous allons nous interesser a des chaines de Markov sur des espaces
contractés (et donc a des fonctions holderiennes), nous cherchons des conditions
pour que P(it) préserve les fonctions holderiennes sur X.

Pour un cocycle o et g € G, on note

Osu =sup|o(g,x)| et o4 = su
pl9) = suplo(g o)l et ouplg) = sup
ma(z)=ma(y)
TH£Y

Alors, pour tout x,y € X avec z # y et ma(z) = ma(Yy),

7-1 le—ita(g,w) _ e—itff(g,y)‘

Ainsi, si o14,(g) est finie pour tout g € G, alors Papplication (z — e~ #7(9:7)) est
Holderienne.
On note, pour M € R,

sup oLip(9) et sup 7sur(9)
gec N(g)M — gea N(g)V

ZM(X) = {a est un cocycle continu sont ﬁnis}

et, pour o € ZM(X), on note

oLip(9) eswr(s)
= sup et |0|oo = sup
gcG N(g)M 7] gec N(g)M

(6.1.5)

(7]

La proposition suivante est une extension a notre contexte du corollaire 3.21
de Guivarc’h et Le Page dans [GL12].
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Proposition 6.1.18. Soit G un groupe localement compact dénombrable a [’infini,
N : G — [1,+00] une fonction sous-multiplicative sur G et soit p une mesure
borélienne de probabilité sur G.

Soit (X,d) un espace métrique compact muni d’une action continue de G et
d’une autre action d’un groupe fini H qui commute a celle de G et telle que X/H
est (p, o, M, N)—contracté au dessus d'un G—ensemble fini A sur lequel la marche
aléatoire définie par p est irréductible et apériodique.

Soit o € ZN (X /H). Alors il existe Co, 02 € R telles que pour tout t € R, tout
entier n € N et toute fonction f € C*(X), on ait

m (P (it) f) < Co ([ flloo(1 + [¢]) + € m, (f))

En particulier, lopérateur P(it) a un rayon spectral essentiel inférieur ou égal d
—39
e %,

Démonstration. Soit f € C%(X) et z,y € X tels ¥ # y et mpomg(r) = maoma(y).
Pour tout n € N*, on a que

|[P(it) f(z) —P"(it) f (y)| = \ L e f(ga) — e f(gy)ap™(g)
< [ 15(92) = Fg)l 4o (9) + Il [ |e770) = e7009)| dp(g)

<oy mo (1) [, A )

12Nt o] d,y) [ N (g)dp™ (o)

Premierement, on note que comme N est sous-multiplicative, nous avons que

/G N(g)"™dp*(g) < ( /G N”M(g)dp(g)y

De plus, comme H est un groupe fini, il existe dy € R’ tel que pour tout
z,y € X, si d(x,y) < dy, alors d(z,y) = d(ma(x), ma(y)).

Ainsi, pour tout ¢ € 0,1] et tous z,y € X tels que 0 < d(z,y) < edy et
wa o mH(z) = A 0 TH(Y), On a

I(z,y) : = /G d(gz, gy)"dp™(g)

= /G ]ld(gm,gy)édod(gaja gy)’y + ]ld(gm,gy)>d0d<gx> gy)’de*n<g)

= /G ]ld(gz,gy)gdod(g/]THx> QWHQ)V + ]ld(gx,gy)>dod(gx7 gy)ﬁdp*n(g)

< Cre " d(w,y) + d@.y) [ Latgean>a M N (9] (g)

< (Ole“s" + M7 /G Lyngvs1eN (Q)VMdp*”(g)) d(z,y)"



84 | Chapitre 6. Perturbations unitaires

Ainsi, si ng est tel que C1e™ < 1/4, comme [ N(g)"™dp*™(g) est fini, on peut
choisir ¢ tel que

/c; Ly (g1 M7N(g)Mdp™(g) < 1/4
Et donc, pour ce choix de £ et ng, on a que pour tout x,y € X tels que 0 <
d(z,y) < edy et ma o m(T) = A 0 TH(Y),
1

/Gd(ga:,gy)”dp*"” (9) < §d(w,y)”

Cela montre que pour tout z,y € X avec ma omg(z) = ma omu(y) et d(z,y) < edo
et toute fonction f € C%7(X),

[Pro(it) f(x) — P (it) f (y)]
d(z,y)?

Mais comme on a aussi, pour z, y tels que ma oy (z) = maomu(y) et d(x,y) = edy,

[Pro@it) f(z) = Pro@@) f(y)l _ 21 flloo
d(x, y) = (edo)

< Smal5) + Il 1o, ([, N 9)dot) )

on obtient que pour toute fonction f € C*7(X),

i (P(i0) < (1) + (s + 2Pl (f, Vo)) ) 11

En simplifiant les notations, ce que ’on a montré, c’est qu’il existe ng € N* et une
constante C' € R, (dépendant de ny) tels que pour toute fonction f € C%(X),

m(PPO(it) ) < () + OO+ 8D

En itérant cette inégalité, on trouve qu’il existe des constantes Cy, 02 € R telles
que pour tout n € N et toute fonction f € C%7(X),

my (P™(it)f) < Co (€7 my(f) + (1 + [0],)]1f]]oc)

Cela montre, en utilisant le théoréeme de Ionescu-Tulcea et Marinescu (que nous
avons rappelé dans le théoréme 6.1.10), que opérateur P(it) a un rayon spectral
essentiel inférieur & e=%2. O

6.1.5 Régularité inférieure des mesures boréliennes sur les espaces
métriques

Guivarc’h a montré (cf. [BL85]) que si p est une mesure borélienne de pro-
babilité sur SLy(R) ayant un moment exponentiel et dont le support engendre
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un sous-groupe fortement irréductible et proximal de SL4(R), alors il existe une
unique mesure P—invariante v sur P(R?). De plus, il existe AT, C' € R tels que
pour tout z € P(R?) et tout r € R,

v(B(z,r)) < Cr®"

(le lecteur peut se référer au chapitre 12 de [BQ15] pour une preuve de ce résultat).

Cette propriété de régularité supérieure de la mesure v veut dire que v n’est pas
trop concentrée au voisinage des points. En effet, si v avait un atome z(, on aurait
que pour tout AT € R%, liminf, ,o+ v(B(zo,7))/r?* > liminf, o+ v(xo)/r+ =
+00.

Ici, nous aurons besoin d’utiliser la régularité inférieure de la mesure v : a
plusieurs reprises, nous aurons besoin du fait que la mesure d’une boule de rayon r
est minorée par une puissance de r. Comme cette propriété ne peut pas étre valide
pour tous les points (cela impliquerait en particulier que le support de v serait
P(RY) ce qui est faux en général), on est amenés A faire la

Définition 6.1.19. Soit (X, d) un espace métrique compact et v une mesure de
probabilité sur X.

Soit A e Ry et t,7 € R}.

On dit qu'un point = € X est (A, t) — v—régulier a l’échelle r si

v(B(z,r)) = trt
Nous dirons de méme qu’un point est (A, t) — v—régulier a toutes les échelles si

e Br)

>t
r€l0,1] ra -

Enfin, nous dirons qu'un point est A — v—régulier a ’échelle r si il est (A, 1) — v-
régulier a ’échelle r.

Remarque 6.1.20. Si X a une dimension de Hausdorff inférieure & A alors on a
(cf. [Rud87]) que

v ( U {z € X]|z est (A,t) — v — régulier a toutes les échelles}) =1

*
teR?,

Par abus de langage, si my : X — X est un revétement et v est une mesure de
probabilité sur Xy, on dira que = € X est A — v-régulier a I’échelle r si m(z) Uest.
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6.1.6 Décomposition en types

Dans ce paragraphe, nous rappelons comment généraliser la dé-
composition d’une fonction sur R en somme d’une fonction paire
et d’une fonction impaire.

Soit H un groupe fini. Pour une représentation unitaire irréductible £ = (p, V)
de H, on munit End(V) du produit scalaire de Hilbert-Schmidt défini pour A, B €
End(V) par

<A, B>HS =trA*B

Et de la norme |.|gg correspondant.

Soit (X, d) un espace métrique compact sur lequel agit par isométrie le groupe
H (cela implique en particulier que H préserve ’espace des fonctions holderiennes
sur X).

L’action de H sur X produit une représentation de H dans C°(X) définie pour
heH, feC'X)etzeX par

po(h)f(z) = f(h~"2)

On note H un ensemble de représentants de classes d’isomorphisme de représen-
tations unitaires irréductibles de H. C’est un ensemble fini.
Pour £ = (p,V) € H, f € C°(X) et z € X, on note

dimV
|H]

F(z,6) = S f(hta)p (6.1.6)

heH

Alors, nous avons (voir le théoreme 8 de [Ser78]) que pour tout z € X,

=3 trf(a, €) (6.1.7)

¢cH

Cependant, nous aurons besoin de la relation d’équivariance suivante : pour tout
x € X et tout h € H,

dimV ne 7 N
H] Z f((h )P(h) = f(z,§)p(h)

h'eH

fhw,€) =

Ainsi, pour toute fonction f € C°(X), tout z € X, tout & € Het tout h € H, on a

[f(h, ) s = |f(2,)|us

et la fonction (z — |f(z, &)|ns) s'identifie donc & une fonction continue sur X /H.
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La norme | . |gg permet de définir une norme uniforme sur les fonctions bornées
de X a valeurs dans End(V). On note donc, pour une telle fonction,

Il = sup (@)l

De méme, on peut définir les fonctions hélderiennes de X dans End(V) et on note
donc

o7 (X, End(V)) = {f € C*7(X, End(V¢)) Vo € XVh € H f(ha) = f(x)p(h)*}

(Pour simplifier les notations, nous noterons généralement cet ensemble CS’V(X)
ou méme, Cg”).

Et nous avons donc le

Lemme 6.1.21. Soit H un groupe fini agissant par isométries sur un espace mé-
trique (X, d).

N Alors, lespace C%(X) s’injecte dans een Cg’V(X, End(V)). De plus, pour & €
H, la projection sur Cg’V(X) est donnée par l’équation (6.1.6) et lapplication réci-
proque est donnée par [’équation (6.1.7).

6.2 Controle de la résolvante de ’opérateur perturbé

6.2.1 Enoncé de la proposition

Nous pouvons a présent énoncer la proposition 6.2.1, objet de ce
chapitre.

On reprends les notations des sections précédentes.

Soit 0 : G x X — R un cocycle H—invariant. On note, pour ¢t € R, P(it) (ou
parfois P,(it) pour insister sur la mesure p) I'opérateur défini, pour toute fonction
continue f sur X et tout x de X, par

P(it)f(x) = [ e "0 f(gz)dp(g)

Si pe = 30e + 3p, on notera simplement, P (it) = P, (it) I'opérateur associé a la
marche ralentie.
Enfin, on définit

o], —sup  sup (702 —0(g.9)]
M T

geG  zyeX N(9>Md(1‘a y)
THY

A (®)=mA(Y)
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Nous avons vu dans le paragraphe 6.1.4 que si [0],, est fini et si (g — N(g)*?) est
p—intégrable alors P(it) préserve les fonctions y—Holdériennes sur X.

Le but du chapitre est d’étudier les propriétés de P(it) en fonction de celles
de P. Un premier cas particulier est quand e " est un cobord : e #(@:®) —
o(gz)p(x)~! on ¢ est une fonction y—Holdérienne a valeurs dans 1’ensemble U
des complexes de module 1. Car en effet, dans ce cas la, 'opérateur P(it) est
conjugué a P par la multiplication par ¢ et ces deux opérateurs ont donc les
mémes propriétés spectrales. En particulier, P(it) admet 1 pour valeur propre (le
vecteur propre associé étant ¢~1).

Nous allons voir que 'on peut en fait obtenir une réciproque partielle de ce
résultat. La proposition suivante montre que si I; — P(it) n’est pas bien inversible
(la norme de I'inverse est grande) alors e~*? est proche d’un cobord.

Proposition 6.2.1. Soit G un groupe localement compact dénombrable a l'infini,
N : G — [1,+00[ une fonction sous-multiplicative sur G et soit p une mesure
borélienne de probabilité sur G.

Soit (X,d) un espace métrique compact muni d’une action continue de G et
d’une autre action par isométries d’un groupe fini H qui commute a celle de G et
telle que X/H est (p,y, M, N)—contracté au dessus d’un G—ensemble fini A sur
lequel la marche aléatoire définie par p est irréductible et apériodique. Nous fixons
un ensemble H de représentants de classes d’isomorphismes de représentations
unitaires irréductibles de H.

Soit v unique mesure P—invariante sur X/H donnée par la proposition 6.1.5.

Alors, pour tout v > 0 assez petit, tout aq,f € R, il eviste ay € Ry, tel que
pour tout A € Ry tel qu’il existe un point v € X/H qui soit A — v-régulier a
léchelle 2= (voir la définition 6.1.19) on a qu’il existe L,C € R, tels que pour
tout t € R avec |t| = 2, on a que si

1(Za = P(it) " Hleosx) = Cle|™

alors il existe £ € H et une fonction f € Cg’V(X) avec || flloe < 1 et my(f) < CJt|
telle que pour tout point x de X dont la projection sur X/H est A — v-réguliére a
léchelle |t|~2, on ait

et

ou l'on a noté
n(B,t) = [Bn|t|]

et pe est la mesure associée a la marche ralentie (voir le paragraphe 6.1.3).



6.2. Controle de la résolvante | 89

Remarque 6.2.2. Notons que dans la conclusion de la proposition, c’est bien la
mesure p, qui apparalt et non pas la mesure p elle-méme. Cela ne changera rien
a notre étude puisque cette mesure a les mémes moments que la mesure p et son

support engendre le méme groupe.

Remarque 6.2.3. On aurait envie de poser ¢(x) = \/dilmtrf(x) car alors, on aurait

que

—ito(g,z) o 2d *n(B,t) < 1
/G\e plgz) — ()| dp (9) <

Et donc si ¢ ne s’annulait pas sur X, le théoreme impliquerait que e serait
proche du cocycle ¢(z)¢(gz)™! qui est bien un cobord (multiplicatif). Cependant,
notre contrdle sur |f(z)|gs ne nous donne aucun controle sur |¢(x)|.

—ito

6.2.2 Démonstration

La démonstration repose sur une série de lemmes adaptés de ceux de Dolgopyat
pour les opérateurs de Ruelle.

Le premier point est de lever la difficulté technique qui vient du fait que seule-
ment X/H est (p,v, M, N)—contracté au dessus de A et non pas X tout entier.
Pour cela, nous allons utiliser la décomposition en type vue dans le lemme 6.1.21
et le fait que G préserve cette décomposition puisque les actions de G et H com-
mutent. Comme on a aussi supposé que o est H—invariant, on pourra étudier notre
opérateur P(it) dans chaque Cg’W(X).

Il faut également remarquer qu’il y a un équivalent de la proposition proposi-
tion 6.1.18 dans l'espace Cg”(X).

La proposition 6.1.18 suggere qu’il faille renormaliser la norme dans C%(X)

pour étudier P(it). Cest pourquoi, on fait la

Notation. Sous les hypotheses de la proposition 6.2.1, on note Cy la constante
donnée par la proposition 6.1.18 (que I'on peut supposer sans perte de généralité
plus grande que 1).

Soit t € R avec |t| = 2. Alors, pour toute fonction f € C%7(X), on note

11 = s (11 520

De la méme maniere, on définit la norme | . || pour les fonctions de Cg 7(X).

Remarquons que pour tout f € C%7(X),

I lly < f1ly < (1 +2Ca[E) [l

done (C™(X), |- |l,) et (C®"(X),]|l.|ls) sont isomorphes. Et de plus, P(it) est
mieux controlé en norme | .|| comme le montre le
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Lemme 6.2.4. Sous les hypothéses de la proposition 6.2.1, pour tout t € R avec
[t] > 2 et tout n € N,
PGty ) < 2C,

Remarque 6.2.5. Ce lemme est encore vrai dans 1’espace Cg 7(X).

Démonstration. Soit f € C*7 telle que || f|| ) < 1. D’aprés la proposition 6.1.18,
pour tout n € N, on a

m, (P (it) f) 1 -5 —25
— L —— (14 |t +2C|tle ") < 1+ C. "< 20
Sl o (1+ [£] + 2Caftle™™") <1+ Che )

De plus, on a toujours
[P (it)" flloo < I flloc <1

et donc,
[P (i) < 2Cy

ce qu’il fallait démontrer. O

Pour as, A, o et £ fixés, nous allons étudier I’hypothese :

Pour toute fonction f € Cg’V(X) de norme || fj¢ < 1, il existe
un point xg € X qui est A — v-régulier a I'échelle |t|7*2 et n €
H(ay, 3,€) : 0, [ B1n|t|]] tels que
1

Pulit)" f (o) lrs < 1= s

Lemme 6.2.6. Sous les hypotheses de la proposition 6.2.1, pour tous o, 3 € R7
il existe ay € RY tel que pour tout A € RY, il existe L, C, tels que pour tout t € R

avec [t| > 2 et tout £ € ﬁ, on a que si Uhypothése H(ay, 3,€) est vraie alors
1(Za = P(it)) " leonx) < Cltf*

Démonstration. Soient € € H et f € Cg’W(X) une fonction telle que || f||x) < 1.
Par hypothese, il existe n € [0,n(5, |t|)] et un point zy € X dont la projection
sur X/H est A — v-réguliere a I'échelle |t]~*2 tels que

1

’PgL(it)f(mONHS <1- |t|7a1

Nous allons montrer dans un premier temps que cette majoration en un seul point
xo peut s’étendre en un contréle de la norme infinie de P*(it)f pour un certain
m puis nous verrons que cela entraine alors le résultat.
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Premierement, en utilisant I'inégalité triangulaire, nous avons, pour tout m,n €
N avec m > n et tout x € X,

P20 @)ls = | [ €70 Pu(it) flg)dpz(g)|
< [ 1Pt f92)|usdpi™ " (9) = P2 P2 (i) flus (@)

De plus, comme o est H—équivariant et que les actions de H et G commutent, on
a aussi, par définition de CS’V(X), que pour tout m € N, la fonction |P(it) f|us
est H—invariante (cf. le lemme 6.1.21). Elle passe donc au quotient par l'action de
H et on a, d’apres la proposition 6.1.7,

PP (g0 s(a) < [ IP2GOF@)sdvly) + CoCae P2t}

De plus, en utilisant le lemme 6.2.4 et 'hypothese que || f||¢) < 1 et que Cy > 1,
on peut calculer

VB2 1y = | P20 f o + e (PRGE)S) < 1+ Co (14 [ o + ¢~ m ()
g 1+ CQ<2’t‘ -+ 26762n02’t|>
< 5G]t

De plus, comme n < f1n|t|, on a également

ennm < en,@’ln|t\’t| < Ml—i—ﬁn

Et donc, on obtient que pour tout m € N plus grand que f1n [t] et tout z € X,
Pit)” f ()l < [ P2 () sy (y) + 5CoCACHe™ 0"

De plus, si Z est une partie mesurable de X/H et Mz = sup, 4 | P2 (it) f(2)|us,
alors,

J e PP T W)rsly) < May(Z) + (Z) <1+ (Mg~ )(2)

En prenant Z = B(mu(xo),r) olt on a noté r = (1/(10CZ|t|*1+1))Y/7, on obtient
que

sup [Fe (i) f(@)lns < [P (i) f (mualo)) s + 1P () fllydl(w, maa (20))”
1

<1
2t

+5C5 [t =1 —

e
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et en prenant s assez grand pour que [t|7%2 < (1/(5C%[t|**+1))Y/7, nous avons que
[t|~** < r et donc, comme z est A — v—régulier a 'échelle |t|72,

v(Z) > [t| =2
et donc,

/X/H | Pe(it) f(y) | msdr(y) < 1— W

En résumé, on trouve que pour tout m € N plus grand que 51n |¢|,

Pa(it)™ fll oo < 1 § 5C,CaC2e=rm |1 +Bx 6.2.1
2

B Q‘t’al—s—agA

Pour simplifier les notations, on note az = a; + axA.
Soit m = Kn(f,|t|), alors

1" (i) loo < 1 + ACCEC p [t Hom K

- 2f¢es
et donc pour K assez grand (on rappelle que [t| > 2), on a que

1
Aftfos

[P (i) flloo < 1

De plus, pour [ € N plus grand que m, en utilisant la proposition 6.1.18, on
trouve que,

1 1
Pl it < || P (it - —6(l—m) P™ (it
202|t|m7( e(l )f) || e (Z )f” + 2|t|6 m’Y( e (Z )f)
1 1 =0l 14| KBS 2
<1- — t 4C5 |t
4|t|a3+2’t‘6 |‘ 2‘ ’

1

4bes
Donc en prenant [ = Lm = K Ln(p, |t|), ou L € N est assez grand, on a que
1

——m, (PL(it)f) <1—

202’t|m’7( e(,l )f) 8‘t|a3
Comme par ailleurs,

1
[ Pe(it) flloo < [1PE"(it) 1l e

ce que 'on a montré, c’est que sous les hypotheses du théoréme, si H(aq, 3, §) est
vraie, alors pour toute fonction f € Cg”(X) telle que || f]j@) < 1,

1
8[t|

1Pe(it) flly < 1
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Et donc, dans Cg’V(X),
1(Za = Pe(it) "l < 8t

De plus, comme

1
(I — Z P(it)*(I; — Ps(it)") ' et 5(Jd — P(it))™' = 2(I; — P.(it)) ™",
on peut calculer

1a = PG 00,1100 22 1PEit) || (g — Po(it)) |y < 2C518b%

Enfin, comme pour toute f € Cg’V(X),

[l < 1Flly < (U4 2G[ED[1 )

on a que dans Cg’V(X),
1(Za = P(it) " Iy < (1+ 2C5[t))16C, |t

et, comme et comme [ est majoré par le produit de In|t| et d’une constante, on a
le résultat espéré pour o > 1 + as. H

Nous avons vu dans le lemme 6.2.6 ce qu’il advenait si, sous les hypotheses de
la proposition 6.2.1, pour toute fonction Holderienne f il existait un point xq et
un entier n tels que |PX(it) f(zo)|us soit loin de 1. Nous allons maintenant étudier
I’autre alternative. C’est a dire le cas ou il existe une fonction Holderienne f telle
que pour tout x € X, |P2(it) f(x)|ms reste proche de 1 assez longtemps.

Commencons par le cas extréme ot nous n’avons pas simplement que |f(z)| et
| Pe(it) f ()| sont proches de 1 mais nous avons que pour tout x € X, |Po(it) f(x)| =
|f(x)] = 1. Alors, pour tout z € X, Po(it)f(x) est une moyenne de nombres
complexes de module 1 et donc, pour tout x € X et po—pt g € G,

717D f(gx) = Pe(it) f(x) (6.2.2)
En particulier, puisque par définition pe(e) > 0, nous obtenons que pour tout

r e X, '
fla) = e ") f(x) = Po(it) f ()

et cela montre que pour tout = € X et pe—pt g € G,

efito(g,a:) _ f(l’)

f(gz)
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et donc, €7 est un cobord (multiplicatif).

Dans le lemme suivant, nous quantifions ces arguments pour le cas ou on n’a
pas |Pe(it) f(z)| = | f(x)] = 1 mais seulement |P(it)f(x)|,|f(z)] = 1 — s pour un
certain s qui sera choisi petit par la suite.

Lemme 6.2.7. Sous les hypotheses de la proposition 6.2.1.
Soit{ € H, f e Cg’V(X) une fonction telle que || f|loo < 1 et soient x un point
de X et L € N*.

Soit s tel que 1 — s < |f(x)|ms, |PE(it) f(z)|gs, alors on a que

|70 (gz) = (@), dpit(g) < 2%

Démonstration. En développant I'expression suivante, nous pouvons calculer,
. ) 2 N
I(2) s = [ |79 f(ga) = PE(it) f(a)],  dpi(o)
= P;|flfs(x) + [P (it) f () |5s — 2| Pe(it) f (%)
1 |Pl(it) f()[fs < 25
Ainsi,

He) () - PE (@), < [ 70 (o) - PH ()],

* [
g dre(9) < 2s

e

Cela montre, en utilisant que pe(e) > 1/2, que

‘f(l‘) - PeL(Zlf)f(x)’HS < V2Ll

Et donc, en utilisant 'inégalité triangulaire, on obtient que

([L]ee2 p(go) = f(a)f,; do: (9>)1/2 <VI@)+ [f@) = RS @)]
< V2 4 V2ItTs < V243

ce qui termine la preuve du lemme. O

Lemme 6.2.8. Sous les hypothéses de la proposition 6.2.1.

Pour tout aq, (8 il existe ¢ ay tel que pour tout A il existe o, ' tels que pour
tout 0 € ZM | et tout £ € H st l’hypothese H(a4, f',€) nest pas vérifiée alors il
existe une fonction hélderienne f € C (X)) avee || fll@) < 1 telle que pour tout
point x € X dont la projection est A — U-réguliére a échelle [t|=*2, on a

1

|f(x)|as =1 — W
et , 1
70 f(92) = £(@)] g d0H9) <

Je
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Démonstration. Fixons oy, as, 3, A et prenons «; € R% dont nous spécifierons plus
tard la valeur.
Si 'hypothese H(o, 5,€) n’est pas vérifiée, alors il existe f € Cg’“’(X) avec
| flle) < 1 telle que pour tout n € [0,n(53,t)] et tout point € X A — v-régulier a
Iéchelle [t|~*2,
1

| Pe(it)" f(2)|ns 2 1 — T
En appliquant le lemme précédent, on trouve donc que

—ito(g,x) 2 *n(f,t) 2n(6,t)+3 8
/G ‘6 f(gm) B f(a:)’HS dpe S ’t‘all < ’t‘aﬁ—ﬁlnz

Et cela montre donc le lemme si on prends o > 1n2+ a4 + 3 puisque nous avons
par hypothese que [t| > 2. ]

Les lemmes 6.2.6 et 6.2.8 montrent la proposition 6.2.1.



Chapitre 7

Propriétés diophantiennes dans les
groupes linéaires

Résumé

Dans ce chapitre, nous montrons que les logarithmes des rayons spectraux des
éléments des sous-groupes fortement irréductibles et proximaux de SLg4(R) ont de
bonnes propriétés diophantiennes.

Nous montrons également une propriété de régularité inférieure de la mesure
de probabilité stationnaire sur I’espace projectif pour la marche définie par ’action
de SL4(R). Nous verrons en effet que la mesure est inférieurement réguliere a une
certaine échelle en les points fixes attracteurs des éléments proximaux de SLg(R).

Cela nous permettra de controler, dans le théoréme 7.1, Popérateur P(it) défini
dans le chapitre 6 et intervenant dans 1’étude du théoreme de renouvellement dans
le chapitre 8.

Sommaire
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Dans SL4(R), I'application qui a une matrice associe son rayon spectral n’est
pas un morphisme de groupe (pour d > 2).

Dans un sous-semi-groupe Zariski-dense I' de SL4(R), on peut construire des
suites d’éléments (g,,) et (h,) pour lesquelles on controle bien la différence entre le
logarithme du rayon spectral de g, h,, et la somme de ceux de g, et h,, (voir [Qui05]).

Dans ce chapitre, nous quantifions cette construction pour prouver un résultat
technique qui permettra de valider les hypotheses de la proposition 6.2.1 et de

96
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démontrer ainsi le théoreme 7.1 qui permet de contrdler 'opérateur de Markov
perturbé.

Plus précisément, en étudiant le renouvellement dans R (voir [Car83]), nous
constatons que la vitesse dépend d’une condition diophantienne et nous allons
démontrer que son équivalent est toujours vérifié dans SLy(R) pour les mesures
fortement irréductibles et proximales ayant un moment exponentiel. Ce sera la

Proposition (7.3.7). Soit p une mesure borélienne de probabilité sur SLy(R) ayant
un moment exponentiel et dont le support engendre un sous-groupe fortement ir-
réductible et proximal.

Alors, il existe o, 3 € R% et p € N* tels que

lim inf [b|* /
b—*+oo G
ot nous avons noté A\i(g) le logarithme du rayon spectral de g et

n(B,b) = [51nb]]

cibM(g) _ 1’2 dp 7B (g) > 0

Nous rappelons qu'un élément g de SLy4(R) est dit proximal si il admet un point
fixe localement attracteur dans P(R?).

PR

tion que nous avons vu apparaitre dans I’étude de I'opérateur perturbé, dans le

Corollaire (7.2.3). Soit p une mesure borélienne de probabilité sur SLy(R), forte-
ment irréductible, prozimale et admettant un moment exponentiel.

Soit v l'unique mesure de probabilité stationnaire sur P(RY) (I’existence et |'uni-
cité de v sont montrées dans la proposition 6.1.5).

Alors, pour tout M € R, il existe ng € N, A € R et t € R tels que pour tout
n € N avec n > ng,

P ({g € G‘g est proximal et v (B (V;“, e_M”>) > e—AM"}) >1—etn

ou ng est le point fize localement attracteur de g dans P(R?) et nous avons muni
P(R®) de la distance usuelle (voir l’équation (7.1.1)).

Ces deux résultats nous permettront de démontrer le

Théoréme 7.1. Soit p une mesure borélienne de probabilité sur SLy(R) ayant
un moment exponentiel et dont le support engendre un sous-groupe I' fortement
irréductible et proximal.

Soit (A,va) un I'—ensemble fini non vide muni de la mesure de probabilité
uniforme sur lequel la marche aléatoire définie par p est irréductible et apériodique.
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Soit o : T x S — R le cocycle défini pour g €T et x € S par

et soit, pour t € R, P(it) l'opérateur défini sur C°(ST! x A) par

P(it)f(e,a) = [ ™70 f(gr, ga)do(g)

Alors, pour tout v > 0 assez petit et tout tg € R7, il existe C, L € R, tels que pour
tout t € R avec |t| > to,

1(Za = P(it) " oo (s2-1xa) < CIHI"

Démonstration. C’est une utilisation directe du lemme 7.2.4 et de la proposi-
tion 7.3.7 que l'on peut appliquer (avec la mesure p, = %5,3 + %p) grace aux
lemmes 7.1.1 et 7.1.7 (remarquons que l'on peut supposer sans perte de géné-
ralité que p = 1 puisque cela revient a changer P(it) en PP(it) et un contrdle de
(I;— PP(it))~! donne un contrdle de (I;— P(it))~' comme nous I'avons déja utilisé
dans le preuve du lemme 6.2.6). O

7.1 Notations et préliminaires

Nous commencons par fixer des notations qui seront utilisées dans
le reste de la section.

7.1.1 Eléments proximaux de SLy(R)

Soit (V,]|.]|) un R—espace-vectoriel de dimension finie d muni d’une norme
euclidienne et d’une base orthonormée (ey, ..., eq).

On définit une distance sur P(V) en notant, pour X = Rz, Y = Ry € P(V),

[z Ayl
d(X,Y) = (7.1.1)
|||yl

Ot nous avons étendu le produit scalaire de V & A%V en imposant que la base
(e; A €j)1<icj<i SOit orthonormée.

On définit également un accouplement entre P(V) et P(V*), en notant, pour
X=RzxeVetY =RypeV

s, vy = PO e gy
lellllzll yrev+
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o Y+ ={Y"=Ry € Y|p(y) =0}

Nous renvoyons le lecteur au chapitre 9 de [BQ15] pour une preuve du lemme
suivant qui montre que nous sommes bien dans le cadre développé dans le cha-
pitre 6.

Lemme 7.1.1. Pour tout g € G et tout X,Y € P(R?),
d(9X,gY) < |lg|*"d(X.Y)
De plus, il existe C € R tel que pour tout X,Y € P(R?) et tout g € G,
|0(9,X) = 0(9.Y)| < Cllg]|“d(X,Y)
ou on a noté, pour X = Rz € P(RY),

lg|
o(g, %) = n 1221

]l
et donc, avec les notations du chapitre précédent, o € Z5(P(R?)) ou nous avons
noté N(g) = [|g|.

Un élément g de SL(V) est dit prozimal si il admet un point fixe localement
attracteur dans P(V). De maniere équivalente, un élément proximal est un élément
qui admet une unique valeur propre de module maximal et dont 1’espace propre
associé a cette valeur propre est une droite. Dans ce cas, cette valeur propre est
réelle. On constate également qu’un élément g est proximal si et seulement si ‘g
est proximal dans V*.

Si g est proximal, on note V;r € P(V) l'espace propre associé a son unique valeur
propre de module maximal et V= € P(V*) la classe définie par le supplémentaire
g—invariant de V" (ou encore, le point fixe localement attracteur de ‘g dans V*).
Dans la suite, nous noterons toujours v; un représentant de V; dans V et o
un représentant de V= dans V* et nous nous arrangerons toujours pour que nos
formules soient valides pour tout choix de représentant.

Pour tout g € G, on note Ai(g),...,Ai(g) les logarithmes des modules des
valeurs propres de g rangés en ordre décroissant et comptés avec multiplicité. Si g
est proximal, nous avons par définition que gv; = 51(9)6’\1(9)11; ou g1(g) € {£1}.

Pour un élément g € SL(V), on choisit une décomposition de Cartan g = kyayl,.
C’est-a-dire que kg, 1, € O(V) et a, est une matrice diagonale

r1(9) 0

0 ko)
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ou les k;(g) sont les valeurs singuliéres de g, vérifient k1(g) = -+ = kq(g) et sont
donnés par .
[ A g
ki(9) = T
| A gl

oll nous avons noté A’g I'endomorphisme défini par I'action de g dans A’V muni
du produit scalaire hérité de celui de V : c¢’est-a-dire que

ANglog A Av) = (gur) A=+ A (guy)
De plus, nous notons

kalg) _ 1A% gl
K12(9) = =
rilg)  llgll?
Finalement, pour un élément g € G dont on a choisi une décomposition de

Cartan g = kya4l,, on note

M M M x
x, =keer, X, =Rz, y'= ‘1 €} et Y," =Ry,

Lemme 7.1.2. Soit V = R? muni d’une norme euclidienne, g un élément de

SL(V), X =Rz € P(V), Y = Ry € P(V*).

Alors,
1.
m lgz| m
5(X7Y;] ) < g(S(X,Y!-] )_'_"11,2(9)
gl
2. .
M gl M
5(Xg ’Y) < < 6(Xg ’Y) + /{/1,2(9>
gllllell
3.

d(gX, X))6(X,Y") < k12(9)

Démonstration. La norme étant supposée euclidienne, nous pouvons supposer sans

perte de généralité que g est la matrice diagonale (k1(g), ..., kq(g)). Nous écrivons
x = 1 + x5 avec 11 € Vect(ey) et x5 € Vect(es, ..., eq).
Alors,

gr) = fﬁ(g)l’l et ng2|| < H2(Q>HQ32H

et donc, en utilisant que x1(g) = ||g||, nous avons que

|2
]

Bl g || |24
< < + K12(9)
lglll=ll ~ (=]

Finalement,

= d(X, Vect(ey, ..., eq)) = 6(X,Y")
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et cela montre la premiere inégalité.

La deuxieme inégalité se démontre comme la premiere en travaillant dans l'es-
pace dual.

Finalement, la derniere inégalité vient de ce que

XTI = o ol < malg) ~ %)

Ultérieurement, nous aurons a controler la décomposition en valeurs singulieres
de produits d’éléments de G. Pour cela, nous utiliserons le

Lemme 7.1.3. Pour tout p € N, p > 2, tout € € |0,1/4], pour tout g1,...,9, € G

avec k1o(gi) < €%, 0(X)! Yo") > 2¢ et 5(Xé\f,Ygﬁl) > 2e, nous avons que

K12(91) - - K1,2(9p)

/<;1(gp .. .gl) Z 5p*1/<;1(gp) - ml(gl), /<5172(gp .. .gl) < 01
et,
M My o F12(9p) m my - F12(91)
AXy g Xpl) < T2 d(yy Yo < R

Démonstration. D’apres le lemme 7.1.2, nous avons que pour tout (g;) € GP et
tout z € R4\ {0}, en notant X = Ruz,

gp - - g1zl Z 9pllllgp—1 - - gr2l|6(gp-1- .. 1 X, Yy)")
|

>
> lgpll - Ngallllzllo(gp—1 - - 1 X, Yg) - 6(X, YT

Par ailleurs, en prenant x orthogonal a Y", nous avons que pour tout [ € 1, pl,

[+1

d(gl,1 S ng Ym) = /

gl

3

en effet, cela est vrai pour [ = 1 par hypothese et par récurrence, nous avons que
pour tout | € [1,p — 1],

K1.2(91) < ! 2« !

/]

digi... X, X)) <

et donc,

l [+2
g .. 1 X, Y ) =2e|2— =
(Gr-- - X, Y, ) 6( l—|—1> ¢

Cela montre donc, que

lgp - - 1|

b —1
= Sllgpll - llgnlle”
| ]| 27°F
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et ainsi,

P o,
K1(gp---g1) 2 §€p tr1(gp) - Ralgn)

De plus, en utilisant la sous-multiplicativité de la fonction r1k9 et que £12(g;) < 3,
on trouve que
Ka(gp - g1)k1(gp - - - g1) 4

B ) N =

< e R a(gp)
p
Enfin, en utilisant toujours le lemme 7.1.2, on a que

o P,
5(X7 Y9p~~-g1) +“1»2(9p---g1) > 5819 1

et donc,
m P 5,1 4 42 D 5 8 3
5(X, }/jl]p-..{h) 2 §€p — ]?ffp = §€p <1 — ﬁé‘
et donc,
K12(gp---91) _ 2 FK12(9p)
d(gy. .. X, XM )< SR <o
% Ko S SO0V S pT- s
et donc,

M M p “1,2(910) 2 “1,2(910)
d(Xgp---yl’ Xgp) < p+1 c ;9(1 _ 863/]93)

< /%'1,2(9)< P, 2e >

€ p+1  p(1—83/p3)
2e

Ce qui montre la troisiéme inégalite puisque pour € € ]0,1/4] et p > 2, SR S
1
p+1°
Pour avoir le contréle de d(%’;ngl, Y;T), nous pouvons faire les mémes calculs
dans 'espace dual. O

Le lemme suivant nous permettra de montrer, en connaissant la décomposition
en valeurs singulieres d'un élément g de G, que cet élément est proximal et d’avoir
un contréle sur son espace propre associé a sa valeur propre dominante Vg+ et son
supplémentaire g—stable V.

Lemme 7.1.4. Pour tout € € ]0,1/4] et tout élément g de G, si k12(g) < &% et
6(Xéw, ng) > 2¢ alors g est proximal et

AV X3 < 9 s v <
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De plus,
2k2(g)
€

M > 51 (9)8(X Y] et gy, | <

Démonstration. Les trois premiéres inégalités viennent du lemme 13.14 de [BQ15].

Pour montrer que la norme de g restreint a Vg< est controlée par ko(g), on
remarque que d’aprés le lemme 7.1.2, pour tout # € R?\ {0}, en notant X = Rz,
on a que

or, pour X € V=, on a que

H1,2(9)

§(X, Y™ < d(VE, Y™ <
(7g) (g g) c

et donc, pour tout x € V= \ {0},

lgz|] < (g (1+1> < 2ka(g)

] 2 2

et nous obtenons ainsi la derniére majoration du lemme. O]
A partir de maintenant, nous notons, pour g € SL4(R) et X = Rz € P(RY),
gl

el
Lemme 7.1.5. Pour tout € € |0,1/4], et tout élément g de G, si k12(g) < €* et
d(X),Y,") > 2e, nous avons que pour tout X € P(R?) avec 6(X, V") > 2,
6(<X V)| yalo)

Vi)
De plus, pour tout X,Y € P(R?) avec §(X,V,7),6(Y,V,") > 2,
1.2(9)
454

Démonstration. Nous notons v, , o5 tels que V" = Ruf et VS = Rop;.
Alors, d’apres le lemme précédent,

o9, X) = (7.1.2)

(9, X) —M(g) —In 3

d(gX,gY) <

S(VHVE) = 20 — om2l9) o 5q 2y 3,

€

DN W

Pour z € R?, nous pouvons écrire

. vy (2) ot
T o) T e )
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et donc, comme gv = el(g)ekl(g)v;,

xr = ——=v, - 780;@) v+>
o=l o o~ 2

Mais,  — ig((?)v; €V~ et donc, d’apres le lemme 7.1.4,
Vg

< <
Hg <$_ vy () Ug+> <) |, _ #@) o < kalg) 2|z
g (vF) € vy (vF) e o(VGH V)
Ainsi, si z # 0,
0(X, V) < llgzl 6(X, Vi)
)\1(9)7 1 _ < Al(g) r g 1
avec
_ oY) o o5 (x) o) et flul < 1 4ka(g)
T eM @o(X, V<)||$|| ps(vf) ? S eM0(X, V) e

Or, toujours d’apres le lemme 7.1.4, €M) > 2||g||e et donc,

4k (g) . 2r12(9)
MOS(X, VS)e ~ e25(X, Vo)

Ainsi, pour X avec §(X, V<) > 2¢, on a que

Jul < 129 < .
« 5(X, V<)
In(1 — [|ull) < (g, X) = Ai(g) — 5(‘”’7‘%) < In(1 A+ [[ul])

et on obtient ainsi ce qu’il fallait démontrer en utilisant que

g3 72

Finalement, pour tout X,Y € P(R?) avec §(X, V,<),6(Y, V") > 2,

A gAYl _ ka@)ra(@lzllllyll _ milg)ralg) 46V Vy)?
< < )
lgz||llgyll gz ||l gyl e=29) §(X,V)o(Y, VS)

< f‘ﬁLz(g)
4e4

d(gX,gY) =

]
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7.1.2 Généricité au sens de la mesure des éléments proximaux

Avant tout, nous rappelons que si p est une mesure borélienne de probabilité
sur SLy(R) ayant un moment d’ordre 1!, alors il existe A,...,A\q € R, appelés
exposants de Lyapunov de p, vérifiant que A\; +-- -+ Ay = 0 et pour tout i € [1,d],

1 ,
glnH /\Zgng1||_>)\1++)\z,0®N—ps

De plus, si le support de p engendre un sous-groupe fortement irréductible et
proximal, alors Ay > Ay (voir [GR85]).

Nous aurons besoin dans la suite de produire des éléments g de SLg(R) dans
le support de p™ et ayant de bonnes propriétés. Pour cela, nous utiliserons le

lemme suivant dont le lecteur peut trouver une démonstration dans le chapitre 12
de [BQ15].

Lemme 7.1.6. Soit p une mesure borélienne de probabilité sur SLy(R) ayant un
moment exponentiel et dont le support engendre un sous-groupe proximal et forte-
ment irréductible. Alors, pour tout ¢ € R, il existe t € RY. et ng € N tels que pour
tout n € N avec n > ng, on a que pour tout x € P(R?) et tout y € P((R?)*),

p*n({geG

o ({g € G‘é(az,y’;) > 2@’5”}) >1—c ™

1
—ki(g) — N

n

Vi e [1,d],

< 5}) >1—e

7" ({9 € Gld(gr,all) < eMideml) > 1 — ot
P ({ge GP(a) y) =27} ) > 1— e
P ({g€ GPplg,y) =2} ) > 1— e
P ({ge G yp) =20} 21—
De plus, nous avons, avec le lemme 7.1.1, le

Lemme 7.1.7. Soit p une mesure de probabilité sur G ayant un moment exponen-
tiel et dont le support engendre un sous-groupe fortement irréductible et proximal
de G. Notons, pour g € G, N(g) = ||g]

Alors, il existe v € R% tel que P(R?) est (p,~,2d, N)—contracté.

Démonstration. Nous renvoyons a [BL85] pour une preuve de ce résultat. ]

1. fG In ||g||dp(g) est finie.
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7.1.3 Un lemme de régularité des mesures face a la convolution

Nous commencons par un lemme technique que nous utiliserons ultérieurement
et qui donne une forme de régularité des mesures sur SLy(R) vis-a-vis de la convo-
lution. Avec le langage que nous avons développé dans le chapitre précédent, ce
lemme montre que pour toute mesure borélienne de probabilité sur SLy(R) ayant
un moment exponentiel, il existe un parametre A tel que pour tout n assez grand,
tous les points de supp p*" sont A—réguliers a I'échelle e~ 2" sauf un ensemble de
mesure exponentiellement petite.

Lemme 7.1.8. Soit p une mesure borélienne de probabilité sur SLy(R) ayant un
moment exponentiel.

Alors, pour tout ti,ty € RY, il existe ng € N et t3 € R tels que pour tout
n € N avec n = ng, nous avons

(fo<a

o (B(g, e’””)) > e’t3"}) >1—e "

Démonstration. Soit € € R% tel que [g | g]|°dp(g) est fini et fixons un n € N.
D’apres 'inégalité de Markov, on a, pour tout M € R,

o ({gecllol = ) <evm [glapmio) < (= [ lalldote))

et donc, en notant €, = {g € G‘||g|| < eM”}, on a que

o () < (e [ lgllant9))”

Par ailleurs, il existe une constante C(d) ne dépendant que de la dimension d et

g1, .- 9. € €2, tels que
L

Q, C U B(gi, e " /2)
i=1
et L < C(d)eM+2)¢n Notons, pour K € R
={oe o, g}|p"(Blg.e7"/2)) > e—K"} et Q= |J Blg,e""/2)

g€eGp,
Alors, pour h € Q,,, il existe g € G,, tel que d(g,h) < e 2" /2 et donc,
B(h,e ") D B(g,e "*"/2)

et ainsi,
P (B(h,e™™")) = p"(B(g,e " /2)) = e "



7.2. Points réguliers dans ’espace projectif | 107

Finalement, comme p est une mesure de probabilité, nous avons que
L= (@) 4 7 (@) + 7 (1 9,)

mais, par définition,

o (Qn \ Qn) < Le Kn

Et donc, pour tout n € N,

P @) = 1= (M [ lgldplg)) — Le

-1 (esM /G HgHEdp(g)) — C(d)efnetreen

ce qui prouve le lemme car nous pouvons prendre K et M aussi grands qu’on le
veut. [

7.2 Points réguliers dans ’espace projectif

Dans ce paragraphe, nous étudions la régularité inférieure de la
mesure stationnaire sur l'espace projectif en les points fixes des
éléments proximaux génériques au sens de la mesure.

Dans notre étude de la perturbation des opérateurs de Markov sur des espaces
compacts (le chapitre 6), nous utilisions une hypothese de régularité des points
considérés par rapport a une mesure stationnaire.

Nous rappelons que étant donné un espace métrique (X, d) muni d’une mesure
borélienne v, nous disons qu'un point x de X est A — v-régulier a 1’échelle r ou
reRl et AcRy,si

v(B(z,r)) = r®

Nous allons a présent montrer que dans le cas d’un sous-groupe fortement
irréductible et proximal de SLy4(R), les points fixes des éléments proximaux sont
réguliers.

Pour commencer, il nous faut énoncer le

Lemme 7.2.1. Soit p une mesure borélienne de probabilité sur G dont le support
engendre un sous-semi-groupe T, fortement irréductible et proximal.

Alors il existe une unique mesure borélienne de probabilité v sur P(R?) qui soit
P,-stationnaire.

De plus, pour tout élément proximal g € T,, on a V; € supp V.
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Démonstration. L’existence et I'unicité de la mesure de probabilité stationnaire v
viennent de [GR85].

Pour démontrer la fin du lemme, notons que pour tout élément proximal g € T),,
il existe X € suppv tel que X ¢ Vg<. En effet, si non, on aurait un g € T, tel que
suppv C V= mais cela est impossible car nous avons supposé que 7T}, est fortement
irréductible.

Par ailleurs, pour tout élément proximal g € T, et tout X ¢ V.=, on a que

an N ‘/;]+
et comme supp v est fermé et 7T,—invariant, cela montre que V;L € supp v. O

Nous pouvons maintenant démontrer la régularité inférieure de la mesure de
probabilité stationnaire dans la

Proposition 7.2.2. Soit p une mesure borélienne de probabilité sur SLy(R), ayant
un moment exponentiel et dont le support engendre un sous-groupe fortement ir-
réductible et proximal.

Soit v l'unique mesure de probabilité stationnaire sur P(R?).

Alors, pour tout m € N*, et tout ¢ € RY assez petit, on a que pour tout g € G
avec K1(g) < e et 6(X),Y") > 2¢, g est provimal et

v(B(V,", (k12(9)/e)™) =

0U Nous avons noté

(™ (B(g,7)))"

[\DM—

r =k (g)—(l-‘rd)m

Démonstration. Soit € € 10,1/4] et g € G tel que k1(g) < & et §(XM,Y,™) > 2e.
D’apres le lemme 7.1.4, g est proximal. De plus, en utilisant la p—stationnarité
de la mesure v on a que pour tout m € N,

VB #12(9)") = [ Lo eyt (X)dr(X)
= [ bty (B (B)d(X)
:/Xp*mn ({n|nx € BV, ki2(9)™)}) dv(X)
> [ o™ ({B0X € B r1a(9)™)}) dv(X)

Or, nous avons vu dans le lemme 7.1.5 que si X € P(R?) est tel que §(X,Y;") > 2e,
alors

m m m KL?(Q) m—1 51,2(9) "
il X V) =l XV < gy < (2
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ol nous avons utilisé que gV" = V*.
De plus, si r € )0, 1] alors pour tout A4, ..., h, € B(g,r) nous avons

lg™ = bl < llg = Pallllgl™ ™ + P lllg™ ™" = bz - ]| < m(2l|g )™

et donc,

K m
- XV g = 47X, ) < 2l (22)

Et donc, si 7 = x1(g)~ 9™ alors, en utilisant que x1(g) = ||g||, K2(g) = K1(g)* ¢

(puisque #1(g) - - a(g) = Let k1(g) = Kalg) = -+ = Ka(g)), k12(9) = ralg )/m( );

on a que
1 (k12(9)\" (14dym L ( 1 )m
_ ) 2
m <8ngs4 mal9)” 8et

et on peut toujours supposer que € est assez petit pour que pour tout m € N*,
L(&H) ™™ > 1.

Nous obtenons ainsi que, pour tout hy, ..., h, € B(g,r),
+ f<~'1,2(g) " /11,2(9) "
d(hm...th,V;])<2<4€4> << i

Ainsi, pour tout X € P(R?) tel que 0(X,Y;") > 2e,

P ({hlha € BV,!, (k1al9)/e)™)}) = (0 (B (g,7)"

ce qui prouve, que pour tout g € G tel que 5(Xé”, Y") = 2¢ et k12(g) < €%, nous
avons que

V(B (s1.2(0)/e)™) = (0 Blg, )" v ({X € PRY|6(X, ¥;") > 2¢})
("™ Blg, )" (1= (2)°)

ou nous avons utilisé la régularité supérieure de la mesure v (voir le chapitre 12
de [BQ15]) pour dire que pour une certaine constante c et si £ est assez petit,

v(X[0(X,Y,)") > 2¢) > 1 — (2)". O

VoWV

Corollaire 7.2.3. Soit p une mesure borélienne de probabilité sur SLy(R), ayant
un moment exponentiel et dont le support engendre un sous-groupe fortement ir-
réductible et proximal.

Soit v l'unique mesure de probabilité stationnaire sur P(R?).

Alors, pour tout M € N*, il existe ng € N, A € R et t € R" tels que pour tout
n € N avec n = ng,

P*n ({g € G‘g est pmximal et v (B (‘/51+76_M”)) > e_AMn}) >1- e—tn
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Démonstration. Soient m € N, 0 < e < (A; — Ag)/4 et A = A\ — Ay — 3e. D’apres
la proposition 7.2.2, on a que pour tout n assez grand et tout g € G tel que
k12(g) <e et O(X) Y = 2e7°n,

m

—men 1 *T — 1T€ mn
v(Blg,e ™) = 5 (9" (Blg, e QrtIttomny)

En particulier, si on prend m > M /e, alors

1

V(Blg,e ) > 5

(07 (B(g, e Ouratrmn) )™
Pour conclure, nous utilisons que de tels éléments g avec 0(X é” JY') = 27"
et r12(g) < e sont génériques d’apres le lemme 7.1.6, comme les éléments

pour lesquels nous avons une bonne minoration de B(g, e~M1Fe)(+dmn) Q’apreg le
lemme 7.1.8. ]

Maintenant, nous utilisons cette propriété de régularité pour passer d'une condi-
tion dans la proposition 6.2.1 ou 'action de G sur X intervient a une condition
ou seul le groupe G intervient.

Lemme 7.2.4. Soit p une mesure borélienne de probabilité sur G, ayant un mo-
ment exponentiel et dont le support engendre un groupe fortement irréductible et
proximal.
Soient X = ST x A et o : G x P(RY) — R le cocycle défini pour g € G et
X =Rz € P(RY) par
lg||
(g, X)=1In iz
que l'on étends a X en notant, pour (z,a) € X, o(g, (z,a)) = o(g,Rx).
Soit v l'unique mesure P,—stationnaire sur X/H ot nous avons noté H =
{14,9} ou ¥ est linvolution de X qui est l’application antipodale sur S41 et I'iden-
tité sur A (Uexistence et l'unicité de v sont données par la proposition 6.1.5).

Pour tout o, ty, ta,t3, 5, A € RY, il existe ap, C, L € R, tels que pour toutt € R
avec |t| = to, si
I(Za = P(it)) " {lcomsi-1xay = ClH"

Alors,

, 2 1
/G ]l{ g est prozimal et ‘G_QZ‘A“)Q(Q) - 1‘ dp*n(ﬁ,t) (g) <

S fe
Vg+ est A—v-régulier a [’échelle |t|~*2 ‘ ’

ot nous avons noté n(fB,t) = |Bln|t|].
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Démonstration. Quitte a remplacer o par oy = tgo/2 et t par 2t/t;, on peut
supposer que |t| > 2.

Notons que H étant isomorphe a Z/27Z, ses représentations unitaires irréduc-
tibles sont de dimension 1 et la décomposition du lemme 6.1.21 n’est que la dé-
composition en partie paire et partie impaire.

Alors, en appliquant la proposition 6.2.1, pour tout oy, 8,A € R, il existe
s, C, L tels que si

1(Za = P(it)) " Hleon(si-1xa) = Clt]"

alors, il existe &€ € H et une fonction f € CS’W(X) avec || fllo < C et my(f) < CJt]
telle que pour tout point x de X dont la projection sur X/H est A — v-réguliere
a I’échelle [t|~*2, on ait

()] =

et

—ito(g,z) _ 2 *n(B,t)
JoleT o (gm) = £ O00) <

ou l'on a noté
n(B,t) = [Bn|t|]

et pe est la mesure associée a la marche ralentie (voir le paragraphe 6.1.3).

Le principe de la démonstration est de faire dépendre le point x dans I'intégrale
du point ¢ tiré selon la mesure p"®Y pour pouvoir prendre z = V;r car alors
gX =X et o(g, X) = Mi(9).

Pour cela, nous allons dans un premier temps obtenir un contréle valable pour
tout point x et tout point g sauf sur un ensemble de mesure exponentiellement
petite, choisir le x que 'on veut et puis réintégrer le résultat. Le prix a payer pour
cela est de passer de o a .

Notons pour simplifier les notations n = n(/3,t).
On note, pour t,t3 € R’ dont nous déterminerons les valeurs ultérieurement,

. + s . \ 1972 —
G = { geG |9 est proximal, V* est A — v-régulier a I'échelle [t|~*2 et }

p*n<B(g76—t2n)) > e—tgn

Alors, pour tout g € G,, et tout « qui est A — v-régulier a I’échelle ||,

/G ]lhEB(g,e*Q”)

efita(h,x)f(hx) _ f(:l:)‘Q dp*(h) < 1

e
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Et donc, en utilisant 'inégalité triangulaire, on obtient que

= o (Blg,e=m) le—i“’(g’”ﬂm ~ 1@
) 1/2
(g 100 10 0700)

‘ ( /
B(g,e~t2m)

+/Cltlemmp(B(g, emtem)

1/2
efito(g,x)f(g‘r) . efita(h,x)f<hx) ‘2 dp*n(h)>

<
ol nous avons utilisé que, pour h € B(g, e "), nous avons que
|e7170) f(ga) — e 100 f(ha)| < |e7 0P — 100D | £(ga)| + |f(ha) - f(g2)]
<

<2ptClo(g,x) — o(h,z)[" + m,(f)d(hz, gz)”
< CI’t|€7t2'Yn

Pour une certaine constante C’ dépendant de o (pour plus de détails, nous ren-
voyons au calcul dans la preuve de la proposition 6.1.18).

Ainsi, nous obtenons que pour tout g € G,, et tout point x qui est A —v-régulier
a Déchelle |t|72,

t37L/2

=700 f(ga) — f(a)] < 1 e VOt

Notons maintenant, pour z = (u,a) € S ! x A,

= H f(uv a)f(_u> CL)

acA

Cette fonction est donc H—invariante et de plus, on a que pour tout x dont la
projection sur I’espace projectif est A — v-réguliere a 1’échelle [t|~*2,

ef2it|A\a(g,z)(‘0(g$ ‘ Z Z ‘ —ito(g,x ghx) (hilf)‘

a€A heH
tgn/z
/ —ta2yn
< 2|A| (|t| 7 +/C"|t|e~t27 )

Mais, maintenant, nous pouvons utiliser que par définition de G,,, V;’ est A — v-
régulier a 1’échelle |t|~** et donc, nous obtenons que pour tout g € G,

‘6—2zt\A|>\1 1’ o V* )| = ’ 2it|A|A1(9)¢1<%+) _ 901(Vg+)‘

t3n/2
< 2/A| (It\“ /Ol mn)
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ol nous avons identifié ¢ a une fonction sur I'espace projectif.
Et cela montre, en utilisant que [p(V,")] > 2-2Al que pour tout g € G,,,

n/2

Ainsi, nous obtenons que

3n/2
/G]lGn(g —21\A|t/\1 1‘ dp*”ﬁt)(g) 21+2\A||A| (\t|a /2_|_ C'|t|e~ tﬂn)

Par ailleurs, on note Cy = 2'2AI|A| et

Gl .= {g € G’g est proximal, V;r est A — v-régulier a 1’échelle |t|_0‘2}

Et alors, nous avons que

/Ga

Et donc, en utilisant le lemme 7.1.8, nous obtenons que pour tout ti,t,, il existe
t3 tel que pour tout n assez grand,
et3'n,/2

—22|A\t>\ (g9) _ *n(B3,t) —tovn —tin
/Gl e 1! dpg"""(g) < Ca (sz +/C'[tle" ) +2e7"

Et donc, en prenant t; et t5 assez grands ce qui impose une valeur de t3, puis en
prenant oy assez grand, et en utilisant que |t| > 2, on obtient que

1
Jo e

t|
ce qu’il fallait démontrer. O

e~ 2lAlN () _ 1]2dp2”(5 Ng) < [ [e7IAlnG 1\ dpz 00 (g)+2p™ (GI\G,)

Gn

_22\A|t)\1 1‘ dp*n (B,t) (g) <

7.3 Propriétés diophantiennes des longueurs de
translation

Dans ce paragraphe, nous démontrons que pour des mesures sur
SL4(R) dont le support engendre un sous-groupe fortement irré-
ductible et proximal, les logarithmes des rayons spectraux vérifient
une hypothese diophantienne du méme type que celle utilisée par
Carlsson dans [Car83] pour I’étude du renouvellement dans R.

Soit p une mesure borélienne de probabilité sur G = SL4(R). Pour g € G, nous
notons A;(g) le logarithme du rayon spectral de g. Comme pour le renouvellement
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dans R, I’étude du renouvellement dans R nécessite une hypotheése diophantienne.
Cependant, nous allons montrer ici, en utilisant que ’on peut bien contrdler la
différence entre A\j(gh) et A\i(g) + A1 (h), que cette hypothese est toujours vérifiée
par les mesures admettant un moment exponentiel et dont le support engendre un
sous-groupe irréductible et proximal.

Premiérement, nous allons donner une estimation de la différence entre A (gh)
et A1(g) + A1(h) quand g et h sont des éléments proximaux de G étant en position
générique I'un par rapport a l'autre.

Lemme 7.3.1. 1] existe ¢1,cy € R tels que pour tout € € |0,¢4] et tout g,h € G
avec K1(g), k12(h) < e, (X Y") > 2¢, (X, V) = 2e, S(X),Y™) > 2 et
O(X),Y") = 2, on a que

n 5(Vh+a Vh<)5(‘/g+a ‘/Yg<)
5(‘/;_7 Vh<)5(vh+7 ‘/g<)

A1(g) + Ai(h) — Ai(gh) —

g3 g3

<o (’%2(9) . ’fl,z(h)>

Remarque 7.3.2. 11 faut bien voir que d’apres le lemme 7.1.6, il y a beaucoup
d’éléments g et h vérifiant les hypotheses du lemme dans le support de p*"

Démonstration. On prend pour commencer ¢; = 1/4 et cg = 1.
Premierement, d’apres le lemme 7.1.3,

h h
o) < 12O g xany < 2] oy gy v < 12
et donc,
3
k12(gh) < et et (5(Xgh, g’}’?) 2e(1 —¢) > 5
3
on note &’ = 3¢ et on a donc que d(X), Y1) > 2¢' et k12(gh) < § (%) 3 < ef3

Ainsi, d’apres le lemme 7.1.4, gh est proximal et

kia(gh) = 2K12(9)
p +
19 e

AV, V) < d(V), X )+d(Xgh,XM) +d(XM V.5 <

g

et de méme,

K12(gh)

g’ 15

AV, Vo) <d(Vyg,, Yo ) +d(Yy, Y ) +d(Y,", Vi) <

g

3 + 22 32

et donc,
SV, Vig) = 22 — 36 = 2¢(1 — 3¢/2) >

Do M
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On note donc £”

= 5 et alors, §(V,",Vy5) > 2" et k12(gh) < 64c1™ done, en
supposant que ¢; <

, d’apres le lemme 7.1.5,

o(ViF, V) o 2/‘61,2(9h) o 2;@1,2(/1)5

+ <\ | S " ~ 7
6(‘/;h7 ‘/_qh> " e

o(gh,V;") — Mi(gh) — In

Et de plus, en utilisant la relation de cocycle, et le fait que par définition de V,t,
a(h,V;") = A (h), nous avons que

o(gh, Vi) = o(g,hV;}) + o(h,V;") = a(g, V") + i (h)
et finalement, nous avons, encore avec le lemme 7.1.5, que
(V" vy

g

o(VgH Vyo)

51,2(9)
23

<2

(9, V") = Mlg) —In

Cela nous permet d’obtenir que

OV Van)o(Vy", Vi)

9’9

5(»;;,‘;2)5(V2+,L;<)

k12(9) Y k12(h)

Ai(g) + Ai(h) = Ai(gh) —In 3 2

<2

Pour conclure, remarquons que

BV, Vo) = 8V, Vi) | < Vi, Vi) < 3% et 6(V,F, V) >

g g

DO M

donc, pour € assez petit, on a que, pour une certaine constante cs,

5(Vh+7 ‘/jqu) %1,2(gh) i 2K1,2(h)
S(ViF,Vis) g’ £

‘ln

C3 C3
< ;d(vh<7‘/g71,) < = (

De méme, on peut controler |Ind(Vy;, Vi) —Ind(V,H, V<) et obtenir ce qu'il fallait
démontrer. ]

Nous aurons besoin d'un résultat de continuité de la décomposition en valeurs
singulieres. Nous démontrons dans ce but, le

Lemme 7.3.3. Soit g un élément de G.
Alors, pour tout h € G,
d (XM XM < @2llg =Bl + m1a(9) . d (YY) < (2llg — Al + K12(9))
De plus, il existe des constantes cy,co € R telles que pour tout p € N*, tout
e €10,c1], tout élément g de G avec k12(g) < €* et 6(X),Y)") > 2e, tout r € R}
avec r < €2 (%Q(g))p et tout élément f € B(g”,r),
K1,2(9)

SXP YY) ze, dXY X)) <2 S8 Ay < 2'41726(9)




116 Chapitre 7. Propriétés diophantiennes

1 16
ki(f) = §5p 1,{1(9)17’ ’ﬁ,Q(f) < mﬁlﬂ(g)p

p p
d(Vi, V) < e mg(gl) et d(Vi, V) < C2R1’2(g)

€2p— 52])—1

Démonstration. Calculons de deux manieres différents g'lje;.
Premierement,

ri(h)z) = hilye; = g'lyey + (h — g)'lnes
= r1(g9)("lper,! lgel>xé” +u+ (h—g)le;

avec u tel que ||u|| < k2(g).
Donc,

ri(h)||xp" = (her,t lgen)x) || < Jri(g) — ki(R)] + [Jull + [lg — Al
< ka(g) +2[lg — A

et comme |[z;|| =1 = [lz}"||, on peut en déduire que

A XM = (|l Al || = | (22 = Clner,! Lyea)ad) A2l < K12(9>+2|\9H;Hh|\

Cela nous permet d’obtenir la premiere partie du lemme puisque pour tout g € G,

lgll = r1(g) > 1.
Pour le contrdle de d(Y;",Y;™), on fait la méme chose dans I'espace dual.

Pour démontrer la fin, notons que d’apres le lemme 7.1.3, nous avons que

1
Fi(9") 2 e kal9)s ma(ef) < Somrale)

et

d(Xé\g, XM) /{1,26(9) ’ d(}/;@?7 Ym) KI,Z(Q)

Ainsi, pour f € B(g*,r),

SXM YT 2 2 — d(XM, XM) — d(Yr, Y7m) — d(X M, XM — (v, Y

gP gP

> 9 — 2/i1,2(9)
€

—2(2r + r12(9"))
> e(2 — 6¢)
et donc, quitte a choisir un ¢; encore plus petit, nous avons que

(XY =€
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De plus,

k1(f) 2 ka(g?) —r > €p71/€1(g)p —gPt? > gpfllﬂ(g)p (1 K ?;)7)

Et en utilisant que k1(g) > 1 et € < ¢, nous avons que, si ¢; est assez petit,
ri(f) = e ra(g)?

De plus, en utilisant que x1(g)ka(g) = r1(A%g), on a que

R1(f)ra(f) < wi(gP)ma(g?)+ A2 g =N FI| < Ra(g”)Ra(g”)+ (k1 (g7) +ra (F)ILf =47

donc,

k1(g")k2(g") | kilg?) +ma(f), o 16 P p+2
mU2 T mUe 9" — £l € = r12(g)" < 1667+

52(1’—1)
et donc, si ¢; est assez petit, on a que r12(f) < (¢/2)% et donc, d’apres le
lemme 7.1.4 nous trouvons, que pour tout f € B(g”,r), f est proximal et

k12(f) <

AV, X M) < 2“1’26(f ) et dVE, Y < 2’{1’2;]( )

Ainsi, en utilisant que V7 = V,*, on trouve que

AV, V) <AV, XM+ d(X M, XM+ d(X mr2lg)”
(f’g)\(f7f)+(f7gp)+( g2p—1

gp7‘/g+> < Co

pour une certaine constante ¢y universelle.
En travaillant de la méme maniere dans ’espace dual, on peut obtenir les
mémes inégalités pour d(Vf<, V<) et terminer la preuve du lemme. O

Nous pouvons a présent évaluer la différence entre les logarithmes des rayons
spectraux d’éléments de G bien choisis. Nous aimerions prendre des éléments g et
h proximaux et étudier la différence entre le rayon spectral de gPgh et la somme
de ceux de g? et gh (comme dans [Qui05]). Cependant, comme nous ne prendrons
pas une mesure purement atomique sur SLy(R), nous sommes obligés de prendre,
non pas ¢g” mais une matrice dans un petit voisinage. C’est ce que nous faisons
dans le

Lemme 7.3.4. [l existe des constantes ¢, cq, c3 telles que pour tout p € N*, tout
e €10,¢1], tout g € G avec k12(g) < €° et 5(X]é4,Y;7m) > 2¢ on a que pour tout
h e G avec k1o(h) <&, 8(XM, V") = 2e, 6(X,1,Y)") = 2, 6(X)M,Y)™) > 2 et

g
tout f € G tel que ||gP — f|| < & (m%@)p, on a que
6(‘/g+a ‘/g<>5(gvh+a Vh<)
O(VH, Vit)a(gVy,!, Vi)

g

M(fgh) = M (f) = Ai(gh) —In 220 -

‘o ("61,2(9)” . %1,2(h)>
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De plus, si nous notons m, la projection sur Vg< parallelement a V;“. Alors, nous

avons que si d(gmg Xp", V") = 2e, d(X ), X3') > 2e et kia(h)ri(g) < 5¢°,

e’ o lné(%+a‘/g<)5(gvh+avh<) < k1.2(9)

csra(9)? [ OV ViVt V)| SO e

g

Démonstration. Nous voulons appliquer le lemme 7.3.1 & f et a gh. Pour cela, nous
allons dans un premier temps montrer que gh est proximal.
D’apres le lemme 7.1.3, nous avons que

h
raaloh) < 2012 o
et
h
agt X)) < 129 o gy vy < 2
d’ou,

3
O(Xgn Vo) = 0(X1 Vi) — d(Xgy, X') = d(Vi", Vo) > 2e(1 =€) > 5e
Et donc, pour c¢; assez petit, gh vérifie les hypotheses des lemmes 7.1.4 et 7.1.5
avec €' = ¢/2. Donc, gh est proximal et

K}LQ (gh) g e lil’g(h)
4e €

d(‘/ngrwthJr) = d(gh‘/ngrwgthJr) g

et

K12(h) n r12(gh)

AV ViE) < dlVig, Vi) + d(Yi, Vi) + d(ViE, Yim) < 22 :

%(9))”7

€

Par ailleurs, d’apres le lemme 7.3.3, pour f € G tel que ||g? — f|| < &2 (
nous avons que

S Y 2 e X)) <229 g v < 920)

de plus,
| » 16 »
ki(f) > 5¢ k1(9)?,  kia(f) < 261 K12(9)

et
K12(g)”
52p—1

K12(9)"
62p—1

et d(Vf<, ‘/"g<) < CQ
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Finalement,
SXILY) = S0, Y — d(X Y, XM — d(yr, v
> e (2 B 251,2(9) _ /11,2(h)>

€ €
e (2 — 32
(2-3<°)

et donc, en choisissant un ¢; assez petit, nous avons que 0(X }‘4 ,Yh) = e et de

méme, 5(X;’,”‘Z,Ym) > e. Ainsi, d’apres le lemme 7.3.1,

)+l g~ ST (a0, s

SV Va)s(Vor V)| g2 g2

g

Ce qui termine la preuve de la premiere partie du lemme puisque nous avons vu
des contrdles de d(Vy;, gVi"),d(V;", V,5),d(VS, V,E), d(Vis,, Vis).
Finalement, on a I'égalité

OV Vi)o(gVi, Vi) |y (v )i (gun
5(‘/;]+7 Vh )6(9Vh+7 ‘/g<> g<

h
s h)en (gur) — o (v ey (gur)
=[1+ — - (7.3.1)
23 (Ug )Sﬁg (gvr)
et, comme

<(vF <(ypF <(pF
'U;l_:(pi( Z)U;_‘FU}T 30g<( Z)U;_:SDg<< fJLr)/U +7Tg(vj—1i_)

v (vF) v (vF) o ()

et

<(gv) = Al(y)M <t < +
Pii(gvir) = 1) LTSl () + i (gm5(v))
g g

et donc,
g (v )en (gui) — ¢ (v )y (gu) = w5 (vy ) (9mgvy)

et donc, en remplagant dans I’équation (7.3.1), on trouve que
5(‘/9+7 ‘/g<>5(gvh+7 vh<>
5(‘/;]+7 Vh<)6(gvh+7 ‘/g<)

;(U;r)@lf (gﬂ-gvl—f)

= |1+e(g)e M L
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De plus, en utilisant que 7 v;" € V;f, on a que

() ralg) 2 N

lgmgui || < [I7eg Hlv7 | < [CPR{IES oy
3(V;+, V) =2
et donc, en utilisant que e*(9) > 2k,(g)e, on a que
le_xl(g)wj(vg)@(gﬂgfzf)‘ _ F12(9) !|909<||va+||!|90;f|lﬂvh I < 2(9)
on (vi)eg (o) e g (vg)eg (vl Set

De plus, on peut aussi calculer

s v Hex Hlgmgvi |
|5 (U;)Sf?g (Uh )l

<o) A< +
|‘Pg (Ug ) (gmgvy ) | _ 5(‘/;]—1—’ Vg<)5(g7Tth+, Vh )

i (v )5 (o)

lgmguy |
2 5(‘/;]+7 V;;<)5(gﬂgvh+7 Vh ) || gh ﬁ

1
> 60 VstV Vi el )
g e
Finalement, comme v} A v = v Amgv;l, on a
v Avt vl A mgv +
AVF Vi) = lg ZH I N il < Hﬂ-g:}_h I
[[og [[1vg HU 1wy | [onal
et donc, en utilisant I'inégalité (7.3.2), on trouve que
g (v5)¢er (gmgvp) 1
> SV, VNS (gmg Vit Vi) d(Vi, Vi)
i (v)es @i |7 llg~ g e
Pour conclure, on note que kq(g)...k1(g) = det(g) = 1 et rq(g) = [|lg7 || et

donc [lg~ |7 > Ki(g)'
De plus,

5(g7Tth+, Vh<> 5(977-9'%247 ygz) - d(gﬂ-gvfja gﬂ-gth) - d(vh<7 y}rln)
2e — [|g[lllmg (V3" 23") — d(Vis, yi)

25_2H1(9)W>26<1_W> > ¢
9 9 9

>
>

WV

Ft,

K12(9) B K12(h)
€ €

d(\V,FVih) > d(XM X%)—d(ﬁ,xy)—d(vhtx%) > 2% — >
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et donc, en utilisant que e @) > k1(g)™!, on trouve en regroupant les inégalités,
que

o) P (V)@ (gTguy ) e’
wr (vg)eg (vy) k1(g)?
Et nous obtenons donc ce qu’il fallait démontrer. O

Le lemme 7.3.4 nous a montré que si nous faisons de bonnes hypotheses de
proximalité et de transversalité sur des éléments g, h de G, alors nous avons un
bon controle de A\ (fgh) — A1 (f) — A1(gh) ou f est dans une petite boule autour de
gP. Nous allons maintenant utiliser le lemme 7.1.6 pour montrer que des éléments
génériques au sens de la mesure vérifient ces conditions et démontrer le

Lemme 7.3.5. Soit p une mesure borélienne de probabilité sur SLy(R) ayant un
moment exponentiel et dont le support engendre un sous-groupe fortement irréduc-
tible et proximal.

Soit v l'unique mesure de probabilité stationnaire sur P(R?).

Alors, il existe ng,p € N et c1,cp € RY tels que pour tout ap € R, il existe
A, cg € RY tel que pour tout n € N avec n > ng,

g,h et gh sont proximauz, V;, Vih et V;,; sont
PP ptP" g, h A — v-réguliers a l’échelle e=**P" et >e
e~ < [Ai(gh) — Mi(g) — Mi(h)] < emen

Démonstration. Nous notons, pour n € N et 7,1, € R7,

—c3n

*10 —tan > —t3n M my > -
g = [ geg|rmBlo.c) > e AXGLY) > 2
Vi€ {12} )gfii(g) - Ai‘ <n
alors, pour tout élément g € G,,,
I{Q(g) —(A1—=A2—2n)n
KJLQ g e < e
& k1(g)

Et donc, en notant € = e, on a que si 7n < A\; — Ay, pour n assez grand, g vérifie
les hypotheses du lemme 7.3.4. De plus, pour g € GG,, et p € N*, on note

SR YY) = 2e7m, §(X )Y > 2e7 }

D _
Hr(9) = { "€ G | dgm, XY > 20, d(X X)) > 20

ou m, est la projection sur V< parallelement a V.
Si p est tel que (p — 1)(A1 — Ay + 1) > A1 + 7, alors pour tout g € G, et tout

h € HE(g), le couple (g,h) vérifie les hypothéses du lemme 7.3.4 et nous avons

donc que pour tout f € B(gP, e PPi—re=mn),

d(‘/;]+7 ‘/g<)d(gvh+7 Vh<>

d(‘/;;a Vh<)d(gvh+> ‘/g<>

< 2026—17()\1—)\2—477)71

A(fgh) = A(f) = Au(gh) —In
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et
M < |In d(‘/;;+7 ‘/g<)d(gvh+, Vh<) < 03670\17)‘27777)”
C3 = d(‘/;;+7vh<)d(th+,‘/'g<) X
De plus, nous avons, d’apres le lemme 7.1.3, que
l€172(gh) < W < e~ (P (Mi—Az—dn)n
et

g g g

(XY =0
> 92 — 9~ (Mi=A2=3n)n

(X1 —d(Xh, X)) = d(Y v
e

Donc, d’apres la proposition 7.2.2; en choisissant m tel que m(\; — Ay — 4n) > s,
nous avons que

V(B(V.E, e ™) > u(B(VE, (kia(gh)/e)™) > + (57(B(gh, )"

g g

[\

Avec r = e~ (Matm(d+pn
Par ailleurs, si g1 € B(g,71) et hy € B(h,rs), alors

lgh — giha|] < ri||R|| + 72|91l
Et donc,
p " (B(gh,1)) = p*(B(g, e 2N Tmldthny) px=n(B(p e=2Mrtmldtny)

Et donc, en prenant la valeur de to = 2(A\; + n)(d + 1), cela montre que V;{L est
A — v-régulier a I’échelle e~*2P" pour un certain A € R,..

En faisant de méme pour VfJr et Vth (en utilisant les lemmes 7.3.1 et 7.1.3), on
obtient que Vf+ et Vf;h sont également A — v-réguliers a I’échelle e~*2P™ (quitte a
modifier la valeur de A).

Nous venons donc de montrer que, pour p tel que p(A; — Aoy — 4n7) > d\; + 5,
g, h et gh sont proximaux, V¥, V;* et Vi} sont

PPt ptt g,h A — v-réguliers a I'échelle e~ 2P" et
e= " < |Ai(gh) = M(g) — A(h)| < em”

> /G g, (9)p* @I (HE™) (9)p™™ (B(gP, e P12 T0m))dp*"(g)

Mais, d’apreés le lemme 7.1.6, nous avons que h € HP71(g) sauf sur un ensemble de
mesure exponentiellement petite (pour trouver la minoration de 6(gm, X}, ¥;™), on
peut raisonner comme dans la preuve de I'inégalité 13.38 du lemme 13.13 de [BQ15]
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pour montrer que X et Y, sont essentiellement indépendants et puis garantir
que Xp' € V& et d(V,S,Y;™) > 2e7™). Donc nous n’avons plus qu’a minorer

/ ]lGn (Q)P*pn(B(gp, €_p()‘1_/\2+77)n))dp>m(g)
G

Mais, en faisant de méme que précédemment, quitte a changer encore la valeur de
to, on trouve que pour une certaine constante cs et tout g € G,,,

p*pn(‘B(gp7 e—p()q—)\z—i-n)n)) > e—can

Et finalement, d’apres les lemmes 7.1.8 et 7.1.6, tout g appartient a G,, sauf un
ensemble de mesure exponentiellement petite et cela nous permet de conclure. [

Nous pouvons a présent démontrer une « version intégrée » du lemme 7.3.5.

Lemme 7.3.6. Soit p une mesure borélienne de probabilité sur SLy(R) ayant un
moment exponentiel et dont le support engendre un sous-groupe fortement irréduc-
tible et proximal.

Il existe o, B € RY et p € N* tels que pour tout ap € R, il existe A € R, tel
que

lim inf |b|* /
b—+oo GA2(h—2)

Ou nous avons noté, n(f,b) = [BInlb|| et, pour r € R,

A1 (gh)=A1(9)=Ai(h)) _ 1‘2 dp (B (g)dp*p"(ﬂ’b)(h) >0

G2 (r) == { (g9,h) € G

g, h et gh sont prorimauz et
V., Vi, V;,; sont A — v-réquliers a l’échelle r

Démonstration. Notons, avec les notations du lemme précédent, pour n € N,

g, h et gh sont proximaux, V", V;* et V} sont
G*:={ g,h A — v-réguliers a I’échelle e~ *2P" et

e " < |Ai(gh) — Ai(g) — M(h)| <e e

Nous choisissons a, § € R’ et nous fixerons leurs valeurs plus tard. Nous notons p
le parametre fourni par le lemme précédent. Pour b € R, nous notons n = |5 1n|b]].
Alors, pour b assez grand et tout (g, h) € G2,

[ < [Bl[ A (gh) = M(g) — Milg)] < o'

et donc, si > 1/cy, nous pouvons utiliser que

0 < inf u sup M
eeli) ol adety ol

N

< +00
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pour avoir que pour tout b assez grand en module et tout (g, h) € G,

A1 (gh)=A1(9)=Xi(g)) _ 1‘ — ]b||>\1(gh) _ )\1(9) _ >\1(g)| > |b|1—015

et donc, nous avons que pour tout b assez grand et uniformément pour tout (g, h) €

2
Gz,

eib(A(gh)=A1(9)=A(g) _ 1) > ’b‘l—r:lﬁ
Par ailleurs, d’apres le lemme 7.3.5,
p*pn(ﬁ,b) ® p*pn(ﬁ,b) (Gi) > e—cgn(ﬂ,b) > |b|—cgﬁ

et donc, si « est tel que a — ¢35 4+ 2(1 — ¢18) > 0, alors

lim inf |b|* /
b—+o0 GA2(b—22)

e0(A1(gh)=A1(9)=A1(h)) 1‘ dp Ao (g)dp*pn(ﬁ’b)(h) >0

ce qu’il fallait démontrer. O

Finalement, nous pouvons démontrer le contréle diophantien sur les logarithmes

des rayons spectraux dans les sous-groupes fortement irréductibles et proximaux
de SLd(R)

Proposition 7.3.7. Soit p une mesure borélienne de probabilité sur SLqy(R) ayant
un moment exponentiel et dont le support engendre un sous-groupe fortement ir-
réductible et proximal.

Alors, il existe o, B € RY et p € N* tels que pour tout oy € R, il existe A € Ry
tel que

M) _ 1’2dp*zm(ﬁ,b) (g) >0

.. @
lgm jgmf |5 / 1 g est prozimal
—rEoo G Vg+ est A—v-régulier ¢ ’échelle b—*2

avec M\ (g) le rayon spectral de g et n(5,b) = |S1n|b|].
Démonstration. Notons, pour r € R,
GA(r) := {g € G’g est proximal et V" est A — v-régulier & I'échelle 7“}

Supposons qu’il n’existe pas de tels «, 3, p. Alors, pour tout «, 3, p,

11m1nf|b| / Tgap-az

Zb)q 1’ dp*pn(,@ b) (g) O
En particulier, pour tout o, 8 € R7, et tout p € N,

lim inf |b|* /2 1 (-az)(gh) gibAi(gh) _ 1‘2dp*pn(ﬁ,b) (9)dp*P™ B0 ()

b—+oo

= lim inf |b\°‘/
b—+oo G

ezb)\l 1‘ dp*Qpn (B,b) (g) =0
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Mais, en utilisant 1'inégalité triangulaire, et en reprenant la notation G5* du lemme
précédent, nous avons que

Iy(B) : = (/GA,Z(b—O‘Z)
< ( /G Laa gpon (9)
P (/G Lo -az)(9)

et donc, pour tout «, 3,

1/2
e0A1(gh)=A1(9)=Ai(h)) _ 1’2 dp (5 (g)dp*pn(ﬁ’b)(h)>

) 2 1/2
eibAi(g) _ 1‘ dp*21m(67b) (g))

1/2

oii(e) _ 1‘2 dprn(Bh) (g)>

lim inf [b|*1,(5) = 0

ce qui contredit le lemme 7.3.6. O



Chapitre 8

Le théoreme de renouvellement

Résumé

Dans ce chapitre, nous relions, comme annoncé dans l'introduction, la vitesse
dans le théoréme de renouvellement avec le contrdle de la norme de (Iy — P(it))~!
dans les espaces de fonctions holderiennes.

Le but est de démontrer le théoreme 8.1.1 qui intervient dans la preuve du
théoreme 5.3.

Sommaire
8.1 Préliminaires . . . . . . . ... L L 126
8.2 Perturbations non-unitaires par des cocycles . . .. .. ... .. 129
8.3 Théoreme de renouvellement pour les fonctions régulieres . . . . 137
8.4 Théoréme de renouvellement pour les fonctions holderiennes. . . 145

8.1 Préliminaires

Etant donné un groupe localement compact et dénombrable a l'infini G agissant
continiiment sur un espace métrique X et un cocycle continu o : G x X — R (cf.
la définition 6.1.16), on peut définir une action de G sur X x R en posant

g-(x,t) = (9, t + o(g, 7))
Si p est une mesure borélienne de probabilité sur G, nous pouvons ainsi définir

une chaine de Markov sur X xR dont I'opérateur associé s’écrit, pour toute fonction
continue f sur X x R et tout (x,t) € X x R,

Pf(et) = [ flox.0)dplg) = [ flox.t+o(g.x))dn(9)

126
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Cet opérateur commute aux translations sur R ce qui implique en particulier que
pour toute fonction f € L>(X x R) et tout g € L'(R),

(Pf)*xg=P(f*g)

oll nous avons noté, pour toute fonction f € L>®(X x R), toute fonction g € L}(R)
et tout (z,t) € X x R,

frglet) = [ flewglt —u)du

Nous appelons noyau de renouvellement opérateur G = 329 P quand il est
défini.

Kesten a étudié dans [Kes74] les propriétés de I'opérateur G dans un cas ou X
est général ce qui lui permet de démontrer un résultat que Guivarc’h et Le Page
ont employé dans [GL12] pour obtenir le théoréme de renouvellement dans R¢
associé a la marche aléatoire définie par I'action de SL4(R) : ¢’est le théoreme 5.1
que nous avons rappelé dans I'introduction de cette partie.

Dans ce chapitre, nous étudions la vitesse dans le théoreme de renouvellement.
Nous ne le ferons pas dans le cadre tres général de Kesten mais directement dans
celui d'un groupe contractant un espace métrique compact.

Nous fixons donc un groupe localement compact et dénombrable a I'infini G et
une mesure borélienne de probabilité p sur G.

Soit X un G—espace métrique compact sur lequel agit un groupe fini H tel
que X/H est (p, v, M, N)—contracté au dessus d'un G—ensemble fini A sur lequel
la marche définie par p est irréductible et apériodique (voir le chapitre 6 pour les
définitions idoines). Pour simplifier les notations, nous notons simplement 7 pour
TAOTH.

Nous rappelons que pour nous, G = SL4(R), p est une mesure sur SLy(Z),
X =8""x A, X/H=P[R?) x A et A est une I',—orbite finie sur le tore.

Pour des raisons techniques sur lesquelles nous reviendrons dans la section 8.4,
nous introduisons la fonction w : (X x R)* — R, définie par

w((a: t) (JJ/ t/)) _ e_ulg\t I \/d(:L‘,l’/)Q + (e(t—tl)/Q _ e(t/—t)/2)2 si WA(:E) _ WA(:E/)
o 1 si non

et nous posons, pour v € |0, 1],

est fini

t _ / t/
Cgv“f — f c CO(X % R) Hf”%w — sup |f<l” ) f/(x/’ >|
(I,t)7(.r/,t/)EX><]R W(($7 t)? (‘r 7t ))’Y
(z,t)A(z’ 1)
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de la méme maniere, nous notons

[t—t'|2+d(z,x")? . o
WQ((ZL’, t)? ($/7t/)) = S AHEDAFRD) S1 WA(:E) o FA(I’)
1 si non

et nous définissons C2;7(X x R) comme C7(X x R).
Nous verrons dans la section 8.4 que pour toute fonction f de C%7, il existe des
fonctions pT(f),p~(f) sur A telles que pour tout = € X,
p(NEa@) = lim_fla,1) et p*(f)(male) = lim_f(z,?)

t——+o0

Nous rappelons que pour un cocycle o sur X et ¢ € R, nous notons P(it)
I'opérateur défini pour toute fonction continue f sur X et tout x € X par

P(it)f() = [ 770 f(ga)do(g)

Nous renvoyons le lecteur au chapitre 6 et plus précisément au paragraphe 6.1.4
pour plus de détails.
Nous allons démontrer le

Théoréme 8.1.1. Soit G un groupe localement compact et dénombrable da l'infini
et p une mesure borélienne de probabilité sur G.

Soit X un G—espace métrique compact sur lequel agit un groupe fini H tel que
X/H est (p,v0, M, N)—contracté au dessus d’un G—ensemble fini (non vide) A
sur lequel la marche aléatoire définie par p est irréductible et apériodique.

Soit o € ZM(X/H) eto, = g Jxm (g, x)dv(x)dp(g) ot v est l'unique mesure
P—invariante sur X/H donnée par la proposition 6.1.5. On suppose que o, > 0.

On suppose par ailleurs qu’il existe 7o € |0, 1] tel que pour tout v € |0,70] et
to € R%, il existe Cy, L telles que pour tout t € R avec |t| > 1o,

1(Za = P(it)) " lleonx) < Colt]*

Nous notons Iy Uopérateur défini pour toute f € CY(X x R) telle que p™(f) =0
par

+oo
of(a.t) = [ Nof(z,u)du

ot Ny est le projecteur sur l'espace des fonctions P—invariantes dans C°(X) et
nous faisons l'abus de notation Nof(z,u) = Nofu(z) avec f, = f(.,u).

Alors, pour tout v > 0 assez petit, il eviste o, C € R’ telles que pour toute
feCHX xR) telle que p*(f) =0=34cap (f)(a) et pour tout x € X,

din (6= 110) ) = T P (iralo)

neN
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De plus, (G — J%Ho)f €C (X xR) et

i)

Remarque 8.1.2. La fonction G f est bien définie sous les hypothese du théoreme
car la convergence dans la série définissant G'f est alors uniforme sur tout compact
de X x R.

< Ol f e

a,wo

Démonstration. Pour démontrer le théoreme, on utilise la décomposition donnée
par le lemme 8.4.3, le corollaire 8.4.5 et le lemme 8.4.6 O]

8.2 Perturbations non-unitaires par des cocycles

Dans cette partie, nous étudions l'inverse de 'opérateur I, — P(z)
et nous prouvons la proposition 8.2.1 qui montre qu’'un controéle
de la croissance de sa norme sur l'axe des imaginaires donne un
controle de la norme de l'opérateur et de ses dérivées dans un
voisinage de I’axe dont nous connaissons bien la forme.

Soit G un groupe topologique agissant sur un espace métrique compact (X, d)
et p une mesure borélienne de probabilité sur G.
Pour un cocycle 0 : G x X — R et g € G, nous rappelons que nous avons noté

|O'(g,(lf) _ U(gay)|
Osu =sup|o(g,x)| et o4 = su
pl9) = suplog, )| et ouplg) = sup
ma(z)=7a(y)

TFy

Et pour M € R, et N : G — [1, +0oo[ une fonction sous-multiplicative sur G,

. Osu (g)
i e s .
ZM(X) = {0 est un cocycle continu sur X|sup M et sup ——- sont ﬁnls}

gec N(g)M " gea N(g)V

et, finalement, pour o € Z} (X)),

ULIp(Q) easup(g)
ol. =su et |0 = su
b ye N(g) 7! se6 N(g)V
Nous notons C, := {z € C||R(z)| < ~v}. Pour z € C, et 0 € Z¥(X/H), nous
définissons I'opérateur P(z) sur C°(X) par

—

P()f(@) = [ e f(gr)dp(g)
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C’est un opérateur continu puisque pour toute fonction continue f sur X, tout
z € C, et tout v € X,

IPEI@)] < ke [ e 0= do(g) < 17l [ [N (0] do(o)
et Jo N(g)"™dp(g) est finie par définition de la contraction de I'action. Nous re-
groupons résultats principaux de ce paragraphe dans la

Proposition 8.2.1. Sous les hypotheses et notations du théoreme 8.1.1.

Pour tout v > 0 assez petit, il existe n,C, L,t € RY tels que (z — P(z)) définit
une fonction analytique de C, vers l’ensemble des opérateurs continus sur C*V(X).
De plus, pour tout z € [0,n[@iR et tout n € N,

1P(2)" ]l < C(L+ |2 )e=™@m

Enfin, en notant

1
Uz) = (I;— P(2))"' = —N,
()= a= PR = o
on a que (z — U(2)) (qui est définie a priori sur iR\ {0} ) peut se prolonger en une
fonction analytique d valeurs dans ['espace des opérateurs continus sur C°®7(X) et
définie sur
-1

D =42€C <R(2) <
n,C,L {Z |C(1 ¥ [Sz[)EH (2) 77}

et pour tout n € N et tout 2 € D, ¢ 1,

1T () < AL + [Sz) DY

Avant de prouver chacun des points de la proposition dans les lemmes suivants,
nous dessinons la zone D, ¢ 1.

{z € C’len“l <R(z) < 77}

FIGURE 8.1 — Forme de la zone D, ¢,r,
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Remarque 8.2.2. Cette proposition ne fait que généraliser la situation dans R quand
l'opérateur P(z) est la transformée de Fourier-Laplace p(z) de la mesure p. Dans ce
cas la, les mémes estimations peuvent étre obtenues sous I’hypothese « non-lattice
of type p » utilisée notamment par Carlsson dans [Car83].

Lemme 8.2.3. Sous les hypothéses de la proposition 8.2.1, si o, > 0 alors, il
existe n,t,C € R% tel que pour tout s € [0,7] et tout n € N,

sup efsa(g,ac)dp*n(q) < Ceftsn
zeX /G

Démonstration. Premierement, d’apres 1'inégalité de Jensen pour tout 0 < s < 7,

[eweagmg) < ([ emomapme)” = (i)

et de plus, comme o, > 0, le lemme 10.17 de [BQ15] et le fait que (avec leurs
notations mais en se rappelant que leur Py est ce ce que nous avons appelé P(—id)
et en utilisant leur égalité 10.32),

N(0) = / P'(0)1dv(z) = —0, < 0
X
nous montrent qu’il existe n,¢,C' € R tels que

sup P(n)"1(z) < Ce™™

ce qu’il fallait démontrer. O

Lemme 8.2.4. Sous les hypotheses de la proposition 8.2.1, pour tout v > 0 assez
petit, il existe n € RY tel que la fonction (z — P(z)) est analytique de C, dans
Iespace des opérateurs continus sur C*7(X) et il existe t € R% et C € R tels que
pour tout z € C, avec R(z) = 0, toute fonction f € C*V(X) et tout n € N,

IP()"flly < C (e my () + (L + 12Dl

Remarque 8.2.5. Cette preuve est tres proche des calculs de la proposition 6.1.18.
La difficulté vient ici de ce que le noyau avec lequel nous perturbons notre opérateur
n’est plus de module 1.

Démonstration. Pour voir que (P(z)) est une famille analytique d’opérateurs, nous
renvoyons au lemme 10.16 de [BQ15].
Soit 7y assez petit et n € RY.
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Calculons, pour z € C,, f € C*(X), x,y € X avec 7a o Tu(z) = 7a © TH(Y)
et n € N,

[P(2)"f(2) = P(2)" ()]
< /G ‘e—za(gw)f(gl.) _ e_z"(g’y)f(gy)’ dp*n(g>
< /G e_%(z)a(g,ﬂf)|f(gx) — f(gy)| + ||f||C>o ‘e—za(g,x) _ e—za(gﬂ/)’ dp*"(g)
(8.2.1)

Mais, nous avons, en utilisant la définition de [0],, et [0] (cf. 'équation (6.1.5)),

que, pour tout € € R*,

e20(9w) _ e—za(g,y)’ < 2177 2| R 9) (0 (g)) |0 (g, ) — olg,y)|
<272 [0]L, N (g) M OHRED (In([o] o N (g)M))lf7 o]}, d(z, )
< Cel2| N (g)M O o] o], d(z, y)

ol on a noté C. tel que pour tout = € [1, +oo|, z < C.e™ /2177,
Et donc,

[ |t — o] an(g) < Clzlfoclo] (e, 0) [ N (o) O (g)
(8.2.2)

M

Par ailleurs,

[ e fga) — Fgm)ldp™(g) < molf)loll, [ N(9)d(gz, 9y)'dp™(9)
(8.2.3)
De plus, soit dy € R tel que si d(z,y) < dy alors d(z,y) = d(muz, Tay). Alors,
pour tout ¢’ € R% et tous z,y tels que 0 < d(x,y) < €'dy, nous avons que

In(z,y) : = /G N(g)"d(gz, gy)’dp™(g)
< /G N (g)M”lld(gxgyKd d(gz, gy)"dp™(g)
+ / M 49, gy o (g, 9y) Y dp™ (9)
< /G N(g)""d(gmuz, gray) dp™ (g)
+ /G N(g)"Myrn (g1 M N (g)d (2, y) dp™ (g)

< (W T g

M [ N@M g dp™(9))  (8:24)
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Or, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, et en utilisant la contraction de X/H,

d(gmaz, gmay)’
B = [ N(gysodomts )
(@,y):= | Ng) Jrmr )7 (9)

z. grey)? 1/2
< ([ ¥arapi) | IR )

G d(z,y)*
< Gt ([ NG apte))” (8.2

Nous pouvons & présent choisir n tel que |/Ca,e™02"/* < 1/4[0] et alors, pour
n tel que

et/ / N(g)""dp(g) <1,
G
nous trouvons, avec I’équation (8.2.5), que
d(gmaz, gTHY)" 1
Jn , :/ N Mn ) d %N <
(@) = | N9) (e, mmy) 7 (9) Toln

De plus, ce n étant fixé, nous pouvons prendre ¢’ € R tel que

M [ N(@MO D Ly jedp™ (g) < 1/4[0]

et cela montre, avec les équations (8.2.1), (8.2.2), (8.2.3) et (8.2.4), que pour tout
f € C%(X), tout x,y € X avec ma o g (z) = 7a 0 ma(y) et d(x,y) < £'dy,

|P(2)"f(z) — P(2)"f(y)| 1 o
d(z,y)? < imv(f) +2HfHoo|z|[a]oo[a]M/GN(g) ( )dp (9)

Par ailleurs, si d(x,y) > €'dy, alors

E ol N0/ a0

Ce que l'on a montré, c’est donc que pour tout v,n7 > 0 assez petits, il existe
n € N* et une constante C' (dépendant de n,o et p) tels que pour tout z € C, et
toute fonction f € C%7(X),

[P (2)f(z) = P"(2) f(y)] <2

n 1 n
my(P(2)"f) < 5y (f) + Ce™(1+ 2] flloo
Comme par ailleurs, d’apres le lemme 8.2.3, on a que pour R(z) > 0,

1P(2)" flloo < ||f||oosg§/ce%(Z"’(g’z)dp*”(g) < O f e R

on obtient les inégalités voulues en itérant ces relations et on renvoie a [ITM50]
pour une preuve que l'on peut prendre une constante C' ne dépendant ni de n ni

de z. O
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Une famille d’opérateurs (P(z)) est dite méromorphe en zq si il existe N € N
tel que la famille ((z — 29)V P(z)) est analytique sur un voisinage de 2.

Nous allons a présent utiliser une version du théoreme de Fredholm analytique
valable pour les opérateurs quasi-compacts que nous énoncons dans le

Théoréme 8.2.6. Soit (B,||.||s) un espace de Banach.

Soit || . || une norme sur B telle que la boule unité de B pour la norme || .||g est
compacte pour || . ||.

Soit U un ouvert connexe de C.

Soit (P(z)).cu une famille analytique d’opérateurs définie surlU telle qu’il existe
r € [0,1] et une fonction (z — R(2)) d valeurs réelles tels que pour tout vecteur
fEB, ettout z€ U,

1P(2)flls < llflls + R(2)[|.f]]

Alors on a lalternative suivante
— L’opérateur 1, — P(z) n’est inversible pour aucun z € U.
— La fonction (z — (I; — P(2))™") est méromorphe sur U.

Démonstration. La preuve est la méme que celle de I'alternative de Fredholm clas-
sique en remarquant que d’apres le théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu (que
nous avons rappelé dans le théoréme 6.1.10) on a un contrdle uniforme en z sur le
rayon spectral essentiel de 'opérateur P(z). ]

Lemme 8.2.7. Sous les hypothéses de la proposition 8.2.1, la famille ((I; —
P(2))™"):cc, est une famille méromorphe d’opérateurs continus qui est méme ana-
lytique sur |0, n[@®iR.
De plus, on peut choisir n tel qu’il existe C,t tels que pour tout z € |0,n[ @ 1R
et tout n € N,
1P(2)" ]l < O+ [o])em™@m
Enfin, si o, # 0 et sin' est assez petit, on peut écrire, pour z € B(0,7') \ {0},
1
(Id - P(Z))_l = 7N() + U(Z)
0%

ot Ny est l'opérateur de projection sur [’espace des fonctions P—invariantes et

(U(z2)) est une famille analytique d’opérateurs continus sur C°7(X) définie sur
B(0,7').

Démonstration. Pour tout z € [0, 7] &R, tout n € N et toute fonction f € C°(X),
nous avons d’apres le lemme 8.2.3

[P(2)" flloo < ||f||oos1€1§/ce—%@ff(w)dp*n(g) < O|| s
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Et donc, pour toute fonction f € C%?(X), et tout n € N, (on peut supposer
sans perte de généralité que les constante ¢ données par les lemmes 8.2.4 et 8.2.3

sont les mémes et idem pour les constantes C'), d’apres le lemme 8.2.4 appliqué a
P™(z)(P™(z)f) puis a P"(z)f, on a que

1P(2)2" fll < C (e ™| P (2) flly + (1 + [2D P (2) Flloc )
(e7™Cma(F) + (1 + 2D)e™™ [ flloo) + Ce™™ O™ (14 [2])] £l)

C
C*(L+ 2D flly (7™ + =™

NN N

ce qu’il fallait démontrer.

De plus, le lemme 8.2.4 montre que le rayon spectral essentiel de P(z) est unifor-
mément majoré par e’ sur C, et donc, nous pouvons appliquer le théoréme 8.2.6
pour montrer que la famille (I; — P(z))~" est méromorphe sur C, puisque nous
venons de démontrer que (I; — P(2))™! est bien défini sur |0, 7] & iR.

Par ailleurs, cela prouve que (I; — P(z))~! n’a pas de pole dans ]0, n[@®iR.

Enfin, nous renvoyons au lemme 3.2 de [BL85] ou au lemme 10.17 de [BQ15]
pour le développement de (I; — P(z))~! au voisinage de 0. En effet, en adaptant
I'argument, on trouve qu’il existe (N(2)), (U (z)) familles analytiques d’opérateurs
continus définies au voisinage de 0 et une fonction analytique A telles que pour
tout z # 0 dans un voisinage de 0 dans C,

1

I;— P(z)) ' = ———N U
Ce qui termine la preuve du lemme puisque A et N sont analytiques, A\(0) = 1,
N(0) = —o, # 0 et N(0) est le projecteur sur ker(l; — P). O

Lemme 8.2.8. Sous les hypothéses et notations de la proposition 8.2.1
On note )
Uz)=U;—P R—,
(9) = (= P) ™ = =Ny

Alors, pour tout v,n > 0 assez petits, il existe C, L tels que pour tout z € C avec

—1

Ca+[32)E R(z) <n

et tout n € N, on a que
U™ ()]l < O™ k(1 4 |2|)EFDEHD

Démonstration. Premiérement, on note que d’apres le lemme précédent, U(z) est
bien défini sur un voisinage B(0,7’) de 0.
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De plus, pour toute fonction holderienne f, tout z € C, et tout x € X, on a
que

P()f(@) = [ olg)e ) f(ga)do(g)
Et donc, en faisant les mémes types de calculs que dans le lemme 8.2.4, on trouve
que pour une certaine constante C; € R, et tout z € C,,

I1P'(2)[l, < Cr(1+]2])
Donc, pour toute fonction f € C%7(X),
1(a = PC)flly 2 [1(1a = PS2)fll; — R(2)] sup 1P ()01
2 [(Ia = P(S2)) flly — CLIR(2) (1 + [2D] £l

Ainsi,
. _ Cx
i MW= PEML e M= PN i 4 (o))
FecOR BN [0} 171l FECO(X)\{0} I1F 1l

Mais, par hypothese, pour z € C avec |z| > 77/,

o = Pl 1 o1
P YT D [(7a = P2) T, = o1+ [2)*

Donc, pour z € C,, avec |z| = 7' et

<0
S Gt )

|R(2)

nous obtenons que,

ce = PR 1
= L
FECOT(X)\{(0} 11 2Co(1 + |z[)

Cela montre, en utilisant que P(z) a un rayon spectral essentiel strictement infé-
rieur & 1, que I; — P(z) est inversible et que

I(Za = P(2)) 7 I, < 2Co(1 +|2)*

Nous venons donc de montrer qu’il existe une constante C telle que pour tout
z € C, avec

1
R —
RIS G

on a que U est analytique en z et

(), < C+ ]2
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De plus, d’aprés le lemme 8.2.7, si 2 € C, avec R(z) > 1/C(1 + |z[)*™, alors
on a que pour tout n € N,
1P(2)" ||y < C(L+|z])e REm
et donc,

C(l+|z]) _ C(+]z) o C2(1+ |z])E+?
1 —e R = tR(z) t

I(Za = P(2)) "l <

Et cela montre que la fonction U est analytique sur |0, n[@iR.
Nous avons donc montré que pour 7 assez petit et tout z € C avec

—1

—C(l T <R(z)<n

on a que pour une constante C’,
U (), < C'(1+[)"

Pour conclure, on peut faire comme Gelfand et Shilov dans la preuve du théo-
reme 15 de [GC64] pour avoir le controle des dérivées de U sur un domaine
Dn,C”,L“”l' D

8.3 Théoréeme de renouvellement pour les fonctions
régulieres

Dans cette partie, nous démontrons un théoreme de représentation
du noyau de renouvellement appliqué aux fonctions régulieres et
nous en déduisons le théoreme de renouvellement avec sa vitesse
pour ces fonctions-la.

Soit v € R*%. Pour f € C°(X x R), nous notons

t)— f@,t)]
m =su su et £z ’
ve(f) tE]RI? %I/EX d(z, 7'

x#x’

ma(x)=ma(z')

et
£ l.00 = supsup ™| f(,1)]
rzeX teR

de plus, nous notons

£l = [[flly00 +mqe(f)
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Enfin, nous définissons
ETF(X x R) = {f € CF(R,C°(X ‘Vm € [0, K| £™|..e est ﬁnle} (8.3.1)

ou nous avons noté

Et, pour f € E7*(X x R),

£l = ma 171

Si f € £7%(X x R), alors nous notons, pour z € X et £ € R,
Fl,€) = [ el nat
R

Alors, il est clair que a £ fixé, f (x,€) est une fonction holderienne sur X.

De plus, R
o |
o (0:6) = [ (it )t

Et, en intégrant par parties, on trouve que pour tout £ € R et tout m € N,
& fla,€) = (=)™ [ et 5o (@ tyat
R
et donc, si f € EVF(X x R), alors

(L+ €)1 (. )] /\f:z:t|dt+/|f (z,t)|dt < 2| £, k/e At g

de méme, si mp o () = A © TH(Z'),

~

(1 +161)1F@.6) = Fla'. &) < 2l e,y [ e at

of nous avons démontré le

et donc, comme on peut faire pareil avec les fonctions el

Lemme 8.3.1. Soient k,l € N. Il existe une constante C' telle que pour toute
fonction f € EYF(X x R) et tout £ €R, on a

| of

¢!
Nous retrouvons ainsi les propriétés usuelles de la transformée de Fourier qui
échange régularité et décroissance a I'infini.

LAY
‘s €[

(-,€)

Y

Avant d’aller plus loin, montrons que la convolution par des fonctions £7*
régularise les fonctions de £7'°. Comme nous n’aurons pas besoin de ce résultat en
toute généralité, nous le montrons avec une fonction particuliere de £7°F.
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Lemme 8.3.2. Soit, pour k € N, ¢ la fonction définie pour t € R par

or(t) = the g, (1)

Alors, pour tout v € 10, 1] et tout k € N, il existe une constante Cy, telle que pour
toute fonction f € E70(X x R),

Pk41 * f € g%k(X X R)

et
| or1 * vak: Ck”f”%

Démonstration. Les propriétés usuelles du produit de convolution nous disent que
comme @41 € CF(R), la fonction f * ¢,y est bien k—fois dérivable et sa dérivée
k—iéme est continue (puisque f est continue) et pour tout z € X, tout t € R et
tout m € [0, k]

(g * /)T (2,1) = o)+ f(x,1)

or,
m Ui my (k4 1)! o
e =3 (7)o e e e
Ainsi,
m s mey (K4 1)! _ u
(ore )™ ) =3 ()t G [t = e a

et donc, si z, 2’ € X sont tels que ma o T (z) = mA © TH(Z),
Tmasra = | (Qror * D™ (@) = (s # )™ (1)

m k+1' =l ,—7lt—u U
\Z< >k+1—)l)/ uF e A, 7)Y f 0l du

m k+ ) Y|ul, k+1-m —u
N 7 d
< ) (k+1-=1) / e ©

ou l'on a utilisé que pour tout v, w € R,

<e” 7|t‘dx a:

v|—|v+w w
elvl=lrrwl « ol

de méme,

Jmaa = | x )™ @] < ol floe ™"

pour une certaine constante Cj ,, et cela termine la preuve du lemme. O
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Nous pouvons maintenant montrer une version du théoreme de représentation
du noyau de renouvellement dans la

Proposition 8.3.3. Sous les hypothéeses et notations de la proposition 8.1.1, pour
tout v > 0 assez petit, il existe une constante K telle que pour toute fonction
fe&rE(X xR), tout v € X et tout t € R,

¥ 1 1 , ~
> Prfant) = Tof(n,d) + 5 [ €U (=ig) fla. )a

Ou U est Uopérateur défini dans la proposition 8.2.1 et nous avons fait l'abus de

notation U(~i€) [ (x,€) = U(=i€) fe(x) avee J; = J(..€).
Démonstration. Pour s € R’ , on note P I'opérateur défini par
&f@¢%=Lf*W”V@%t+0@wD@Mﬂ

Nous allons montrer d’abord que si f est positive, alors

ZP” (z,t) = lim ZP" (x,t)
n=0

s—>0Jr

et puis que

= 1 4 -
> Prfla,t) = o= [ el = P(s — i) f(w,€)d
n=0 T JR

Pour montrer la premiere égalité, notons que

L e—sa(g,x)f<g_($’ t)>dp*n<g) = /G e_sa(g7x)(]la(g,x)<0 + ﬂo(g,x)>0)f<g'(x> t))dp*n(g)

Et le théoreme de convergence monotone prouve que

lim Z/ g(g 33)>0f( (SU t dp*n Z/ ]l o(g,r) >0f (LU t))dp*n( )

s—07F

Par ailleurs, le lemme 8.2.3 et I'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev montrent que
pour tout x € X,

p™(g € Glo(g,x) < </6WQWWU<C€

et donc le théoréeme de convergence dominée prouve que 'on a

lim Z/ —solg o(g)<of(g-(z,))dp™ (g Z/ o(gw)<0f (g-(z,t))dp™(g)

s—0t
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ce qui termine la preuve de la premiere égalité.
De plus

—+00

> P2ft0) = 3 [0 a4 ote. )0 o)

n=0

1 +""/ —sa(gx)/ $t+0(90) f(ga, €)dedp™ (g)
gﬁ/ ’“Z/ ~i07(09) Fga, €)dp™ (g)d€

27r/ thZPs—zf flx,€)de

1

= /R ¢ (1 — P(s —i€)) " fa, €)de

et ce calcul prouve la deuxieme égalité.
Par ailleurs, on a noté U(z) la famille d’opérateurs définie par

(I;— P(2) ' = LNO +U(z)

Op%

et nous avons vu dans la proposition 8.2.1 que (U(z)) est une famille analytique
d’opérateurs continus sur C%7(X).
Et donc,

i€t

/Rezft([d_P(s—ig))ilf(%E)dg = /R se_ 1€

or, pour toute fonction continue f sur X, d’apres le lemme 6.1.13, on peut écrire

Nof(z sz /dez

~

~ d .
Nof(w, )5+ [ 05 —i6) . )¢
p

ou les p; sont des fonctions P—invariantes et v; sont des mesures stationnaires. Et
donc,

1 etét
or ool s>d5——
—Zpl / / fly, t+u)e**dudy;(y)

= Nof(x t+u)e *"du
0

y £)dédy;(y)
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ou nous avons utilisé que

+oo .
— = / e (570
s — 1€ 0

et done, pour toute fonction f € LY(R) telle que f € L(R),

gt oo
‘@Sf45f@ﬁﬁzzﬁ+ eﬂf@e“““f@ﬁmmlzzw/+ e~ f(t + u)du

Cela montre, en utilisant la définition de Ily, que

tim L[ Nfe9ds = [N udu = Ty (e, )

s—0+ 2T JR 5 — 1€
)N
d’ou,

ZP” x,t) iHof(m t) + lim ;AeigtU(s—ig) f(x,€)de

s—0t

et comme, a £ fixé nous avons, d’apres la proposition 8.2.1, que

U (s — &) F (2, ) oo < U (s = i) 11 F (2, )l < O+ ED M f (2, €l

et comme f € £K(X x R), on peut conclure avec le théoréme de convergence
dominée et le lemme 8.3.1 en prenant K = L + 3. m

Corollaire 8.3.4. Sous les hypothéses et notations de la proposition 8.2.1, pour
tout v > 0 assez petit, il existe des constantes C, K telles que pour toute fonction
fe &K tout x,2’ € X et tout t,t' €R on a

KG—;HQf@ﬁ—<G—;HQf@%U

A/ [t—=t' |2 +d(x,z")? . -
woazat%<xﬁt®)::{ e - S ral@) = ma(2)
1

< Ol flly.ewol(2, ), (1))

o1,

st non

Remarque 8.3.5. En faisant tendre ¢’ vers +00 et en utilisant le lemme de Riemann-
Lebesgue et la proposition 8.3.3 pour voir que sous les hypotheses du corollaire

lim (G — —TI)f(z,¢) = 0

t'—+o0 Op

on trouve que pour toute fonction f € E75(X x R), tout x € X et tout t € R,

Gf(x,t) — “Tof(x, )] <

o, (1+ ’t‘) ||f||’YK
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Démonstration. D’apres la proposition 8.3.3,

(6= ) 1w = 5 [ ev(-ionf(ae)as

Op

~

et donc, en intégrant par parties et en notant ¥ (z, &) = U(—i) f(z,£), on trouve
que, pour tout ¢t € R*,

eigt
(G = T f(w0) = 5 [ S0 (e, e

o R —12
et donc, pour tout z, ' € X tels que mp o T (x) = ma o T(2') et tout t,t’ € R*,

Iz b2 ¥) = (G — ~TIo) f(z,t) — @—imﬁ<®

Op
it

=1/€€2w e - - [ S o
t —1

" " " / dé-
_/< t/2>w(l’,£)—/Ret/2 (w (53,5)—1#(33,5))%
et donc,
i€t it/ 1
et V)< [ |G~ G [0 0lae + g [1060.6) — (e O] ag

or, en supposant que |t'| > |[t| > 1, on a que

. et
ezﬁt ezﬁt

t2 t/2

|t2 _ 2c:/2|
t2¢42

X

|It A ald
S e

+1¢ (2 +1€])

et comme par ailleurs, pour tout ¢ € R avec [¢t| > 1

1 < 2
[t = 1+t
ce que 'on obtient, c’est que
et 4t — /|

W(I §)d€ <

J

Par ailleurs,

W ACRDITUCERINE

12 t'2 (T+1eh(+|¢

4d(z,y)”
(T+1th(+ |

e L. =0 ) e < 5 foma (e
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Il ne reste donc plus qu’a étudier I'intégrabilité de ||¢"(.,€)|,. Or,

W2, 8) = =U"(—i€) f(x,€) — 2V (—i€) f (x, &) + U(—i&) f"(x,€)

et, d’apres la proposition 8.2.1 il existe une constante C' telle que pour tout m €
{0,1,2},
[T (=il < C™Fimi(1 + [g) Do

et comme par ailleurs, d’apres le lemme 8.3.1 pour tout k£ € N, il existe une
constante C' telle que pour tout [ € {0, 1,2},

l

cela montre qu’il existe des constantes C, K telle que pour toute fonction f €
(X x R), tout z,2" € X tels que 74 o mu(z) = ma 0 mu(2’) et tout ¢,¢' € R*
avec [t|, |[t'| > 1,

o
agt

||f vk
L L

(z,8)

[t —t| +d(x,a")"
v, K /
(T4 ) (T +[2'])

[(z, ¢, 2", 1) < C||f

(8.3.2)

Nous pouvons maintenant utiliser que pour des constantes C.,C, on a que pour
tout ¢, € R et tout x, 2’ € X,

t—t'| + d(z, ') it — ¢'| + d(z, ')\ It =t + d(a, )2
u+mu+wn<'«u+mm+ww><cq( OHWU+WD)

Pour montrer que I'inégalité (8.3.2) vaut aussi quand |t| < 1, nous allons utiliser
que tous les objets utilisés se comportent bien avec les translations.

En effet, si f € £E7%(X x R) et si nous notons pour s € R f,(t) = f(t — s) alors
pour tout x € X et tout ¢ € R,

(G — S 1) f(a.t) = (G — ~T) (1 + 9)

O'p Up
et
1 fsllve < €5 fllm

et dong, si |t| < 1, nous prenons s € [—10,10] tel que 1 < [t + s| < [t/ + s| et nous
avons que pour une nouvelle constante C,

\/|t —t'|? + d(x, 2')? !
(L+ D)+ [¢])

(@, t,2", )] < ACe™ | ]l (

ce qu’il fallait démontrer. O
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8.4 Théoréme de renouvellement pour les fonctions
holderiennes.

Jusqu’a présent, nous avons démontré le théoreme de renouvellement seule-
ment pour des fonctions tres régulieres alors que nous sommes intéressés par des
fonctions qui seront simplement holderiennes sur R

Pour faire cela, nous allons régulariser nos fonctions en les convolant par des
fonctions régulieres et puis utiliser des théorémes taubériens pour récupérer le
résultat.

C’est la méthode déja utilisée par exemple dans [BDP15]. Et nous nous appuie-
rons comme eux sur le théoréme de reste dans le théoréme taubérien de Frennemo
(voir [Fre65] et 'annexe A).

Nous allons donc définir une nouvelle classe de fonctions régulieres sur X x R
avec lesquelles nous pourrons travailler.

Exemple 8.4.1. Sur R? nous nous intéresserons aux fonctions ayant pour module
de continuité (une puissance de)

[l = yll
L+ [z (1 + flyl})

W' (r,y) = (

En utilisant I'application @ : S* x R — R\ {0} qui envoie (x,t) sur e‘z et que
nous utiliserons pour identifier R?\ {0} & S¢ x R, notre fonction w s’écrit

etz — et/x’H
(1+et)(1+et)

w'((2,1), (1) =

or,
! ! / ! 2 !
'z — "o’ ||? = e + e — 2e' (x, 7)) = (et —é' ) + etz — 2|
— ottt ((e(t—t’)/Q N e(t’—t)/2)2 + ||5E _ x'||2>
ainsi,
o2 ot)2 -
/ Ny —¢ I
W ((@,0), (1)) = 77 etuet,m(x,x/)z 4 (=112 _ glt—0)/2)
par ailleurs, comme
%
< €_|t‘/27

1+ et
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cela nous conduit a définir, si (X,d) est un espace métrique quelconque et si
(2,1), (', V) € X X R,

w((m Zf) (ml t/)) _ e_\t|—;\t ‘ \/d(l’, :C’)z + (e(t—t')/2 — 6(15'—15)/2)2 si ﬂ'A(I‘) — 7TA(.13,)
B 1 si non

Et nous notons
CZ(XXR) = fGCO(XXR) sup |f<l',t)—f(x,t)|

(@), thexxr wW((z,t), (2, t))7
(z,t)# (2’ ,t")

est fini

Le lemme suivant montre que les fonctions de C} se prolongent en des fonctions
continues sur X x R.

Lemme 8.4.2. Soit f € CI(X x R). Alors, il existe p*t,p~ € L>®(A) telles que
pour tout x € X et tout t € R,

(2, t) = p" () (ma@)] < 27| fllsw et |f (2, 8) = p~ (f)(ma(@)] < 2677 fllye

(nous rappelons notre abus de notation : nous gardons la notation wa pour la
fonction wa o TH)

Démonstration. Nous ne faisons la preuve que pour p~ car elle est identique pour

pt.

Pour tout x € X et tout ¢, € R, nous avons que
|f(l‘,t) . f(x,t’)| < 677”‘2“‘ ‘e(tft')/2 _ e(t/—t)/Z‘ ||fH'y,w

Donc, d’apres le critere de Cauchy pour les fonctions, pour tout =z € X, (¢ +—
f(x,t)) admet un limite en —oo.

Nous pouvons donc noter p~(f)(x) = lim;, ., f(x,t) et alors, par définition
de C?, pour tout (z,t), (2',t') € X x R,

[f(z,t) =p~ (M@ < [f(2,t) = f(, )] + [ f (2" 1) = p~ () ()]
< N lhww((, 8), (1)) + [ f (2’ 1) = p~ (f)()]

et done, en faisant tendre ¢’ vers —oo, nous trouvons que pour tout ¢ € R et tout
x,r’ € X avec mp o mg(x) = ma o mg(Z'),

[fa,t) = p~ ()] < TV f]

et cela montre que p~(f)(x) = p~(f)(z') et, pour tout t € R_,
[f(@,t) —p~ () @) < [ fllye
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Pour t € R, nous avons que

[f(@,t) =~ (N)(@)] < 2l flloe < 26" f |0
et cela termine la preuve du lemme. O

Dans la suite, nous aurons besoin d’une fonction ¢ sur R qui soit réguliere et
telle que

lim ¥(t) =1 et tLieroow(t) =

t——o00

L’espace des fonctions de C)(X x R) telles que p=(f) = 0 = p™(f) étant de
codimension finie, cette fonction 1 nous servira a expliciter les projections sur cet
espace et sur un supplémentaire.

Nous noterons donc a partir de maintenant,

o(t) = \/127 / T e 2y (8.4.1)

Le choix de cette fonction la est purement arbitraire mais permet de simplifier les
calculs ultérieurs.

Dans le premier lemme, nous montrons que la projection d’une fonction de
CH(X x R) sur les fonctions telles que p*(f) = 0 = p~(f) est & image dans 'espace
EMY(X x R) que nous avons défini par I'équation (8.3.1).

Lemme 8.4.3. Pour tout y € |0, 1] il existe une constante C' ne dépendant que de
7 telle que pour toute fonction f € C27(X x R), en notant

p(o,t) = fz,t) = p~ (N)@)e(t) — p* () () (1 = 1p(t))

ot ) est la fonction définie par (8.4.1).
Alors, on a que p € EY°(X X R) et

lellvo < Cllf 1l

Démonstration. 11 est clair que la fonction ¢ est continue sur X x R.
De plus, en utilisant que

1 2
—u®/2 .
— [ e du =1,
\/27T/IR

on trouve que pour tout £ € R et tout z € X,

(@, )] < |f(2,) = p~ (N@eE) + | £(z,8) = o (@)1 = ¥ (1))
1F 1y (€70() + e (1 = ¥(t)))

<
<
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et donc,
Mo, 1) < || f e (710(t) + 170 (1 — (1))

et donc, il existe une constante C' ne dépendant que de ~ telle que
sup e”fip(w, )] < Ol [l

de méme, pour x, 2’ tels que ma o T (x) = mA 0 TH(Z),

|90<x7t) - QO(I'/,t>| - |f((lf,t) - f(.T/,t)l < e_’Y't‘d(xux/)’YHfH%w
et cela termine la preuve du lemme. O

Lemme 8.4.4. Sous les hypothéses du théoréeme 8.1.1, pour toute fonction f €
Co7(X x R), pour tout v € X et tout t,t' € R,

+oo +oo
S P'f(x,t) = > P'f(z,t)
n=0 n=0

<O flla (1 =1)"
Démonstration. Soient f € C7'(X x R), z € X et t,t' € R. Alors,

I(t,t' x): =

+00 +00
Z P"f(x,t) — Z P"f(x,t)
n=0 n=0

+00
<Y [ If(gw.t +ol(g.2) = fgw.t' + olg.x))ldp™ (9)
n=0
+o00
<l X [ lgot +0(g,2), 9o, + rlg,) o™ ()
n=0
+oo
< F o etz — o=b/2]" / oltHa(g.0)l /21 o (g:2)l/2 g yn
1£ ]l | | > Je " (9)

par ailleurs,

)2 _ =072 | =t 1/2 _ o ltt1/2) — olitlf2 ’6|t—t/| _ 1‘ <elt1 1

et donc,
: ot _ [ SS [ alttolem)l/2 m
1(t8,2) < | fllog [ = 1] Y [ ettali2agng)
n=0
t—t/ 7 IR
<l =T =173 PPl 1)
n=0

avec ¢(z,t) = e /2. Pour démontrer le lemme, il ne reste donc plus qu’a voir que
la série dans I'inégalité précédente est majorée uniformément en x,¢t. On aimerait



8.4. Fonctions Hélderiennes | 149

appliquer le théoreme de renouvellement (qui montre que la somme considérée a
des limites finies en £o0 et est donc bornée) a la fonction ¢ mais on ne peut pas
encore le faire car elle n’est pas assez réguliere, nous utilisons donc deux fonctions
régulieres et qui dominent ¢.

Or,
+o0 +oo +oo
> /G e 1Dl dp ™ (g) <7 Pror(a,t) + Y Plos(x,t)
n=0 n=0 n=0

ou on a noté

2 +o0
it) = ——=c" [ e Pdu ot pu(t) =

V2T t

2 t 2
e"yt/ e 2 du
\Y4 2 —00
pour avoir que
e1(t) = Tr_e" et o(t) = e "1g, (1)

Alors, le théoreme de renouvellement déja démontré pour les fonctions régulieres (le
corollaire 8.3.4) et le lemme de Riemann-Lebesgue nous disent que

—+00

“+oo
tggrnoo;:‘;P”gol(x,t) =0et tEI_nOOT;P"gol(x,t) = Nol/Rgpl(t)dt

Et donc, 3720 P"p; est bornée. De méme pour Y129 P, et cela termine la
preuve du lemme. [

Pour z,z" € X tels que ma o mg(x) = ma o ma(2’) et t,#' € R, nous notons

;o Al Py d P
wolle: 1), (@ 1)) = = a1l

Corollaire 8.4.5. Sous les hypothéses du théoréeme 8.1.1, il existe des constantes
C, K,a € R% telle que pour toute fonction f € C27(X x R) telle que p™(f) =0 =
p~(f) pour tout x, 2’ € X et tout t,t' € R,

(G — 1) f(a1) — (G — ~T0p) f(a! 1)

o, o

< Ol fllywwo((z, 1), (2,¢))
de plus, pour tout x € X,

lim (G — Ty f(z, 1) = 0

t—=o0 Op

Démonstration. Soit, pour k € N, et t € R, ¢y (t) = the "1g, (¢).
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Alors, nous avons déja vu dans le lemme 8.3.2 qu’il existe une constante Cj
telle que pour toute fonction f € E79(X x R), f * op1 € EVF(X x R) et

1F % rsalle < Crll Fllvo

En particulier, pour toute fonction f € C%?, d’apres le lemme 8.4.3,

1 * il < Cellflly e

De plus,

i * (G — 1) (1) = (G — —TIo)(f * iy (1)

o, o

et donc, en prenant k assez grand, le corollaire 8.3.4 montre que

! ! 1 1 !/ !
I(k,x,t, 2"t f) = ¢k+1*(G—;Ho)f(9fat)—<Pk+1*(G—*Ho)f($>t)

P Op
< CCrwo((x, 1), (@', )| f 1l
Et comme par ailleurs,

KG—1mv@w—@—jnmmmm<owmdwﬂ—0
P

Op

o

nous pouvons conclure avec le corollaire du théoréeme de Frennemo énoncé dans
I’appendice A. m

Nous pouvons maintenant traiter les fonctions de C}(X x R) qui s’annulent
en +oo. Cet ensemble contient par exemple les fonction holderiennes sur A X
R? & support compact et valant 0 en (a,0) pour tout a € A. Cependant, nous
aimerions traiter des fonctions ne s’annulant pas en (a,0) quitte & supposer que
> aca f(a,0) = 0. Cest pourquoi nous démontrons le

Lemme 8.4.6. Sous les hypothéses du théoréme 8.1.1, il existe une constante C'
telle que pour tout p € L®(A) avec Y ,ca pla) = 0, pour tout z,2’ € X et tout
t,t' € R,

1 1 ;o

< / !
- . < Oplloowo((z, 1), (', 1))

ou nous avons noté
f(@,t) = p(ra o mu(2))y(t)
et ¥ la fonction définie par ’équation (8.4.1).
De plus, si ¥y ,cap(a) =0, alors pour tout x € X,

lim_ (G - Oln()) fa,1) = EP%MA(@)

p
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Démonstration. Comme P commute a la dérivation, nous avons que

+00 oo T
I A M
n=0

Or, d’apres la proposition 8.3.3,

ZPqu ‘/ NP (o )ds 4 o [ U (i)l €
or,

Frle) =~ er [ Nof'(a,s)ds = ~Nof (w,u)

u

donc,

> P ) = A Nof )+ o [ U (=igp(a)e /g
o ’ o, T 2 Jr

p

Cela montre que

ZP" x,t) / Nof(x,u)du — —/ / e“uU (—if)p(x)e ¢ 2dedu

De plus, en notant Ny = U(0) et V(2) tel que U(z) = Ny + 2V (2), nous avons que
le deuxieme terme (qui ne dépend que de 74 o mg(x)) est la somme de

1

+00
il i€u ,—€2/2 —
S Nip@) [ [ e agau = —Nip(a)e(t)

et de
1 oo o i | 2
27 [ [ e =iV (=igpla)e s dgdu = 217T [ eV (=ip(a)e < ag

(pour voir cette égalité, nous dérivons des deux cotés) Et donc, finalement nous
trouvons que

1 .

Z P"f(z,t) / Nof(z,u)du + Ny f(z,t) — o / e’gtV(—iﬁ)p(x)e_fz/ng
m JR

et donc, d’apres le lemme de Riemann-Lebesgue et par définition de IIj,

lim (G - iHO)f(xat) = tEEnoo le(xat) = le(:L‘, —OO)

t——00 Up

Il ne reste donc plus qu’a voir que

JWf@a—awzzizpﬂﬂonwH@»
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Pour cela, notons que ces deux fonctions sont solutions de ¢ — Pg = f et comme
la marche sur A est irréductible et apériodique, il existe une constante C' € R telle
que pour tout a € A,

Niple) = 3 Ppla) +
Or,
5 Nipla) = 3 3 Pola) + AIC = [AJC

acA acA n=0
et done, C' = 0 puisque Yoen Nip(a) = 0 = Ypen $1% Pp(a).
Enfin, d’apres la proposition 8.2.1,

[V (=ieplare e < lpllo [ CL+ [€l)Pe g
R R

ida

[V (=igpla)e 12| < pllC [ (1 [€)e P2
R R

ce qui termine la preuve du lemme (car p(x) ne dépend que de la projection du
point x sur A). O
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Annexe A

Restes dans le théoreme taubérien
de Wiener

Dans cette section, nous étudions un théoreme de reste dans le
théoreme tauberien de Wiener.

Le but de cette section est 1’étude du probleme suivant : étant données deux
fonctions f, ¢ pour lesquelles on connait la vitesse de décroissance de |f * ¢| en
I'infini, peut-on obtenir la vitesse de décroissance de | f].

Le premier résultat dans ce sens est un corollaire d’un théoreme tauberien de
Wiener qui dit que si f est bornée, ¢ est intégrable, la transformée de Fourier-
Laplace de ¢ ne s’annule pas sur iR et si f * ¢ converge vers 0 en 400, alors pour
toute fonction intégrable g sur R, f % g aussi converge vers 0 en +oo.

L’intérét de ce type de résultats pour nous est que dans I’étude de la vitesse du
théoreme de renouvellement, on pourra toujours régulariser les fonctions étudiées
(ce qui est nécessaire pour notre méthode de passage par la transformée de Fourier)
tout en gardant une vitesse de convergence.

Définition A.1. Soit f une fonction uniformément continue sur R.
On dit qu'une fonction w : Ry — R, continue en 0 et avec w(0) = 0 est un
module de continuité uniforme pour f si pour tout =,y € R,

[f(z) = f(y)] < w(z —yl)

Le théoréme suivant est une adaptation du second théoreme de L. Frennemo
dans [Fre65].

Théoréme A.2. Soit k € N*.
Soit i la fonction sur R définie par oy (x) = z¥e g, (z)
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Alors, il existe une constante C' ne dépendant que de k telle que pour toute
fonction uniformément continue et bornée f sur R et tout x € R,

o< 0, (o () + =+ 06 vt supe s e - 0))

ot wy est un module de continuité uniforme (que l'on suppose croissant) de f.

Lemme A.3. [l existe une constante C' telle que pour toute fonction intégrable et

uniformément continue f sur R,
v
-V

ot wy est un module de continuité uniforme (croissant) de f.

sup |f(z)| < C inf wy (3/) + sup

z€R VER*

Démonstration. Ce lemme n’est qu’une reformulation du lemme 1 de Frennemo
dans [Fre65] en utilisant que si f est uniformément continue et si wy est un module
de continuité uniforme de f que I'on suppose croissant, alors

— b fO— @) < suwp wila— ) <wp(1/V) =

r<t<z+1/V r<t<z+1/V

Démonstration du théoréme A.2. Pour s € R, soit u, la fonction définie par ug(t) =

flt)emat=r,
Alors, pour tout t,t' € R,

u(t) = ua(t')] = e3P (£(0) = F() + F(E) (e 2O — e3P
<w(t =) + |rf||w|t—t\ig§\u|efu /

Et donc, la fonction u, est uniformément continue. Comme par ailleurs, elle est
intégrable, on a, d’apres le lemme, pour tout V' € R7 et tout ¢,s € R,

[F ()] = us(t)]
1 2 14 .
<C <wf (V) N ||fJoo sup afe” 2 sup ‘/_vez& < |€|> ng
Par ailleurs, Frennemo montre que
Vo
sup ‘/ 61,57— ( |§|> (5)
T -V

et cela termine donc la preuve du théoreme. O

C(1+V)esupe gy % f(t — )]

t'eR
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Soit (X, d) un espace métrique compact et v € |0, 1]. Pour (z,t), (z/, ') € X xR,
on note

o A lt= P+ d(, )2
wo((z,1), (2", 1)) = (L4 )1+ [t])

Corollaire A.4. Soit (X, d) un espace métrique compact et v € 10, 1].
Pour tout k € N, il existe une constante C, € Ry et un o € R tels que pour
toute fonction f continue et bornée sur X x R telle que

F(,t) = fla, )] < (1 = 1) C(f), [Ifllee < CLF)

et
|90k * f(:)j,t) — P * f(l‘/, t/)| < C(f)w((x, t)? (xlvt,))
Alors,
|f(l’,t) - f(:L‘/,t/)| < Cko(f)w((x>t)v (x/’ t/>)a

Démonstration. Pour z, 2’ € X et s € R, on note
foars(t) = fz,1) = f(2 1+ 5)
Alors, pour tout ¢, € R,
| foars(t) = fows(E)] = [f(x,t) = f(&', 0+ 5) = fa,t) + f(a", ¥ + 5)|
< 20 (e‘t*t/‘ — 1>ﬂY

et

’(pk * ffE,JB',S(t)‘ = ’(pk * f(ﬂ?,t) — Pk * f(.T/,t + 5)’ < C(f)w((x, t)? (.T/,t + S))
Et donc, d’apres le théoreme de Frennemo,

fows(B)] < CO() ( nf 23V 1)1+ 2

VERY V
+(1+V)rsupe lw((w,t — 1), (ot — 1/ + s>>>

t'eR

or, pour tout t,t’ € R,
/
1 < 1+ |t
T+ t—t = 1+

et donc,

sup e Plw((z,t — 1), («/,t —t' + 5)) < w((x, 1), (2, t + 5))supe (1 + |¢/])
#€R t'e€R



Ainsi, on a que, pour une nouvelle constante C' ne dépendant pas de f,

: 1 k /
Ve%lr}-fi‘—oo[ W + (1 + V) W((C(],t), (l’ U+ S))

| foars (D) < CC(f)
En notant désormais, pour un certain 6 € R% a déterminer ultérieurement,
V =w((z,t), (2, t +5))7°
on trouve que, pour une nouvelle constante C' ne dépendant pas de f,

[f(2,2,5)(0)] < CCO(f) (& + (1+ w™)'w) < CO(f)w"
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pour ¢ assez petit et une certaine valuer de « (et oul nous avons utilisé que w est

borné sur X x R).
Cela termine donc la preuve du corollaire.

]
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