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Introduction

A la fin des années 60, Shelah commenca a tenter, pour une théorie 1" du premier
ordre quelconque, soit de donner les différentes classes de modeles de T (& isomor-
phisme pres), soit de vérifier qu'une telle classification était impossible, ce qui était
considéré comme vérifié lorsqu’on parvenait a prouver que T avait ”suffisament” de
modeles (2} modeles de cardinal A pour tout A suffisament grand). Dans le premier
cas, on dit que la classe des modeles de T a un théoreme de structure; si une classi-
fication est impossible, la classe des modeles vérifie un théoreme de non-structure.

Il introduisit alors la notion fondamentale de stabilité, ou une théorie est dite
stable lorsque aucun de ses modeles ne contient une famille infinie d’éléments qui
constituent un ordre linéaire, ainsi que plusieurs notions développées principalement
dans ce contexte, comme la déviation, 'indépendance et les types réguliers. Rappe-
lons que A est indépendant de B sur C' si pour tout uplet fini a € A, tp(a/B U C)
ne dévie pas sur C', et qu'un type p défini sur A est dit régulier s’il est stationnaire
(c’est-a-dire que sur tout ensemble B qui contienne A, il n’a qu'une seule exten-
sion non déviante) et orthogonal a toute extension déviante (ce qui signifie que des
réalisations de chacun de ces types seront toujours indépendantes sur la réunion de
leur domaine de définition).

Au début des annés 70, Zilber posa les fondements de la théorie de la stabilité
géométrique en énoncant la conjecture de trichotomie, selon laquelle la prégéométrie
associée a un ensemble fortement minimal est soit dégénérée (ce qui signifie que
acl(A) = [J,eq acl(a)), soit un espace vectoriel, soit interprete un corps algébrique-
ment clos.

Hrushovski parvint a construire un contre-exemple : plus précisément, il construi-
sit des ensembles fortement minimaux qui ne soient pas localement modulaires et
dans lesquelles aucun groupe infini n’est définissable. Cependant, il montra ensuite
avec Zilber qu’en ajoutant plusieurs propriétés topologiques a I'ensemble étudié, il
devenait alors possible de démontrer la conjecture.

Les types réguliers généralisent les ensembles fortement minimaux, et la notion
de p-cloture induit une prégéométrie sur I'ensemble de leurs réalisations. Dans une
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théorie stable, lorsque p est un type localement modulaire (ce qui signifie que deux
uplets @ et b dont chaque élément réalise p seront indépendants sur cl,(a) N cl,(b),
c’est-a-dire sur l'intersection de leurs p-clotures), on a d’importantes conséquences
structurelles.

Une premiere possibilité est que p soit trivial, auquel cas la géométrie correspondante
sera dégénérée, ce qui revient a dire que cl,(A) = (J,c 4 clp(a) : connaitre la p-cloture
des singletons suffit a connaitre la structure globale de ’ensemble.

Lorsque p n’est pas trivial, d’apres [4] il existe un groupe abélien type-définissable
G dont le type générique est équivalent a p, et la géométrie (p/F,cl,) (on E est
la relation d’équivalence pour laquelle aEb lorsque cl,(a) = cl, (b)) sera alors soit
projective (lorsque p est modulaire) soit affine (lorsque p ne 'est pas) sur un corps
gauche.

Ce résultat ne s’applique initialement qu’aux types localement modulaires ; mais on
va voir qu’il est possible de I'étendre a une autre catégorie de types a priori plus
large.

On appelle courbe plane sur p un type g(z,y) qui soit p-minimal, de p-poids un

et pour lequel x et y sont des réalisations de p; et on dira que p est k-linéaire si,
pour toute courbe plane, la base canonique est de p-poids au plus k.
La k-linéarité permet de se ramener, comme c’est fait dans [6, Chapitre 5.3] en
utilisant les germes de fonctions, a l'action d'un groupe G p-minimal et p-régulier
de p-poids k sur un ensemble X p-minimal et p-régulier de p-poids un : on applique
ensuite le théoreme de classification de Hrushovski ([5], voir aussi [7, Chapitre 3.7]),
selon lequel

— Soit k =1, auquel cas G est abélien et agit de facon réguliere

— Soit k = 2, X a une structure de corps et GG correspond au groupe des trans-

formations de X

— Soit k = 3, il existe un corps K tel que X = P!(K) et le groupe G correspond

au groupe PSLy(K) des transformations linéaires rationnelles

D’emblée, ce théoreme signifie que lorsqu’un type est k-linéaire, il est au plus 3-
linéaire. En outre, la structure obtenue continue a vérifier la k-linéarité; or il est
facilement vérifiable qu’on ne peut avoir de structure de corps définissable qui soit
k-linéaire, ce qui signifie qu’on est forcément dans le cas k = 1.

Par conséquent, un type k-linéaire sera toujours 1-linéaire ; et d’apres notre définition,
la modularité locale est équivalente a la 1-linéarité : ce qui signifie que des que 'on
a un type k-linéaire, on connait plus ou moins la géométrie associée.

Néanmoins, cette démonstration n’est valable que dans le cas des théories stables.

Dans les années 80, Shelah [8] a défini un nouveau type de théories, plus large que
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celui des théories stable, qu’il a appelées les théories simples. L’objectif de cette these
est d’étendre une partie du résultat de Hrushovski au théories simples et de prouver
qu'un type régulier k-linéaire doit étre 1-linéaire, et par conséquent localement mo-
dulaire : cela nous permettrait d’adapter aux théories simples la démonstration de
Hrushovski, et donc de déterminer la géométrie associée a la structure.

On peut en effet partiellement retrouver le résultat sur les types localement modu-
laires ; les seules différences sont que le groupe G de type générique équivalent a p
sera borné par abélien et presque hyperdéfinissable, et qu’il faut compléter I’ensemble
pC par certains hyperimaginaires pour obtenir la géométrie.

Etendre le résultat sur la linéarité aux théories simples nous permettrait alors
de caractériser la géométrie des structures associées aux types linéaires de la méme
facon que dans le cas stable ; cependant, on ne peut cette fois pas adopter exactement
la méme approche, vu que la classification de Hrushovski n’est pas généralisable au
cas simple. En effet, on ne sait pas en général qu'un groupe p-minimal de p-poids un
est borné par abélien par borné, et on ne peut pas, pour k£ > 1 récupérer un corps
interprétable ; or ¢’est la conjonction de la k-linéarité et de I'existence d’'un corps qui
permettait d’aboutir a une contradiction.

Néanmoins, soulignons que dans le cas d’une théorie w-catégorique, il a été montré
dans [9, Partie 3] que lorsqu’on a un type régulier k-linéaire, il est 1-linéaire ; auquel
cas, la méme démarche permet de conclure.

On va dans le chapitre 1 commencer par définir les premiers éléments avec lesquels
on travaille, a savoir les imaginaires et hyperimaginaires, et a détailler leurs propriétés
en suivant 'approche de [10]. Nous définirons également de maniere plus précise la
k-linéarité et montrerons le résultat selon lequel la modularité locale et la 1-linéarité
sont équivalents ; enfin, nous verrons que 1’on peut étendre un type k-linéaire tout en
conservant la linéarité (ou notre nouveau type est k’-linéaire, avec k' distinct mais
dépendant de k).

Dans le chapitre 2, on suivra [1-3,9] pour obtenir, & partir de Iexistence d'un
type k-linéaire, une action de groupe en travaillant dans une théorie simple, suivant
ainsi la méthode employée de Hrushovski. Dans un premier temps, nous commen-
cerons par définir les ensembles presque hyperdéfinissables, qui nous permettront
d’aller au-dela des hyperimaginaires et d’utiliser les presque hyperimaginaires, avant
de se restreindre aux groupes presque hyperdéfinissables et de voir quelles propriétés
spécifiques ils vérifient ; on en profitera pour définir un type particulier de tel en-
semble, qu’on appellera quasidéfinissable. Par la suite, nous verrons en deux temps
comment l'on peut, a partir d'une p-configuration, former une action de groupe;
il suffira alors de montrer que la k-linéarité permet de former une p-configuration
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pour obtenir le résultat. On pourra finalement remarquer que le groupe obtenu sera

quasidéfinissable, nous permettant d’utiliser les résultats obtenus auparavant.
Enfin, dans le chapitre 3, on passera aux principaux résultats de la these; nous

commencerons a démontrer les résultats qui nous permettent d’aboutir au théoreme

principal de la these, qui est une version affaiblie de celui dans le cas stable, puisqu’il

n’est applicable que pour k < 3.

On commencera par montrer le résultat suivant :

Theoreme. 3.2.2 Soit H un groupe presque quasidéfinissable de type générique p
réqulier k-linéaire dans une théorie simple.
Si k < 3, alors H est borné par abélien par borné.

Ce résultat intermédiaire est particulierement intéressant car c’est le seul ou I'on
doit utiliser I’hypothese k < 3; si 'on parvenait a le généraliser a toute valeur de k,
on aurait alors la démonstration complete.

Nous commencerons ensuite la démonstration du théoreme principal :

Theoreme. 3.3.7 Soit p un type régulier k-linéaire dans une théorie simple. Lorsque
k<3, alors k =1.

La premiere étape importante de la démonstration consiste a réduire le probleme :

Proposition. 3.3.1 Soit H un groupe p-minimal presque quasidéfinissable tel que
SU,(H) =n > 1, et soit x un élément générique de X.

On suppose également que H et X sont tous deux p-internes et p-minimauz, et que
laction de H sur X est fidéle par indépendance.

Alors Cy(x) est un sous-groupe presque quasidéfinissable de H qui vérifiera
SU,(Cr(z)) =n—1.

En outre, si @' € X est générique sur x et si C est la composante p-connexe de
Cy(x), alors X' = 2'¢ est p-minimal avec SU,(X') = 1.

En appliquant suffisamment souvent cette proposition, on pourra ainsi se ramener
a un groupe de rang 2 agissant sur un ensemble de rang 1. Ensuite, on montrera qu’il
ne peut pas exister de sous-groupe normal :

Proposition. 3.3.2 Si N est un sous-groupe de H presque quasidéfinissable p-
conneze et si SU,(N) =1, alors Ny(N) est d’indice non borné dans H .

Le reste de la démonstration consistera alors a construire un groupe normal, et
a montrer ainsi le résultat par 'absurde.



Chapitre 1

Eléments hyperimaginaires et
k-linéarité

Dans un premier temps, il nous faut définir tout ce que nous allons utiliser par
la suite. Nous allons commencer par définir les imaginaires et d’importantes notions
qui s’y rapportent, comme 'indépendance pour les éléments ou la simplicité pour les
théories. Une fois cela fait, nous introduirons les éléments hyperimaginaires, auxquels
nous étendrons autant que possible les résultats trouvés auparavant : ces hyperima-
ginaires surgissent naturellement du fait que, comme on le verra, une base canonique
dans une théorie simple correspond a un hyperimaginaire. Enfin, nous acheverons
en définissant la notion de k-linéarité ainsi que quelques notions essentielles pour
pouvoir la définir, avant de montrer que si 'on étend un type k-linéaire, on conserve
la linéarité, méme si l'indice peut étre différent.

1.1 Eléments imaginaires

Commencons par définir rapidement les imaginaires; on expliquera ensuite quel
est le cadre général dans lequel on travaille.

Définition 1.1.1. Soit M un modele d'une théorie 7" dans un langage du premier
ordre L. Pour toute relation d’équivalence @-définissable E, on ajoute au langage un
prédicat Pg(x) ainsi qu'une fonction g : MIEl s Mp (qui envoie en élément sur
sa classe déquivalence) ot, si E est une relation d’équivalence sur des n-uplets, on
définit |E| = n. On forme ainsi le langage £°7; on va en parallele former M®? ["union
disjointe des domaines M g qui correspondent aux classes d’équivalence d’uplets dans
M modulo E. On appellera alors les éléments du modele M original éléments réels;

9
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tous les autres seront les éléments imaginaires.
On peut en outre définir la théorie T comme étant la théorie de M dans le
nouveau langage £.

Remarquons qu’avec cette construction, on peut étendre tout modele A de T en
un modele N de T°; et que de plus, M® est une sous-structure élémentaire de
N pour la théorie T si et seulement si M est une sous-structure élémentaire de
N pour la théorie T.

Enfin, notons que tout automorphisme d’un modele M s’étend de maniere unique
en un automorphisme de M*9.
On peut maintenant décrire le modele dans lequel on travaillera par la suite.

Définition 1.1.2. Soit x un cardinal plus grand que tous les ensembles de parametres
qu’on veut considérer. On définit C le modeéle monstre comme un modele x-saturé
et fortement k-homogene de la théorie complete du premier ordre 7'; un tel modele
monstre existe en cardinal suffisamment grand.

On prendra alors C° la construction eq du modele monstre.

Tout modele qu’on considerera par la suite sera alors une sous-structure élémen-

taire de C°? de cardinalité inférieure a « ; tout ensemble de parametres sera également
un sous-ensemble de C® de cardinalité inférieure a k, et tout uplet sera de longueur
inférieure a x et issu de C°?. Dorénavant, on supposera que tout a lieu dans ce modele
monstre.
Par la suite, on notera les sous-ensembles de C* comme A, B, C, ..., les éléments de
C® comme a, b, c, ... et les uplets de C? comme a, b, ¢, .... De plus, pour A un ensemble
et a un uplet, le type tp(a/A) correspondra au type dans C, et pour un énoncé ¢
avec des parametres dans C°, on notera = ¢ au lieu de C*? = ¢. Enfin, automor-
phisme signifiera automorphisme de C°?, et un A-automorphisme correspondra a un
automorphisme qui stabilise chaque élément de A.

Définition 1.1.3. Soit A un ensemble de parametres.
1. Un élément a est définissable sur A s’il est fixé par tout A-automorphisme.
2. Un élément a estalgébrique sur A s’il a un nombre fini d’images par A-automor-
phismes.
3. Un ensemble X est A-invariant s’il est stable par tout A-automorphisme.
4. Deux ensembles X et Y sont A-conjugués s’il existe un A-automorphisme qui
envoie I'un sur l'autre.
On note alors la cloture algébrique de A, notée acl(A), 'ensemble des éléments

algébriques sur A, et la cloture définissable de A, dcl(A), est 'ensemble des éléments
définissables sur A.
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Remarque 1.1.4. Cela revient a dire que a € dcl(A) s'il existe une formule ¢(x) a
parametres dans A dont a soit la seule réalisation.

De méme, a € acl(A) s’il existe une formule ¢(z) & parametres dans A satisfaite par
a qui ait un nombre fini de réalisations.

Pour commencer, nous allons définir plusieurs notions de base, a savoir la division
et la déviation ; de la, nous pourrons définir 'indépendance, une notion majeure, et
vérifier les propriétés vérifiées par celle-ci dans ce contexte.

Définition 1.1.5. Soit / un ensemble totalement ordonné. Une suite (ordonnée)
infinie (a; : @ € I) d'imaginaires est dite indiscernable sur un ensemble A, ou A-
indiscernable, si pour tout n < w et 19 < 11 < ... < iy et Jo < 71 < ... < g, deux
sous-suites de I, on a tp(a;,a; ...a;, /A) = tp(aj,a;,...a;, /A).

Si tp(ag/A) = p, on dit que (a; : i € I) est une suite de type p.

Définition 1.1.6. Soit £ < w. Une formule ¢(z,a) se k-divise sur A s’il y a une
suite (@; : 7 < w) d’éléments qui réalisent tp(a/A) telle que {¢(Z,a;) : © < w} soit
k-inconsistante, c’est-a-dire que tout sous-ensemble fini de taille k soit inconsistante.
Une formule se divise sur A §’il existe k < w pour lequel elle se k-divise.

Un type partiel 7(Z) se k-divise sur A s’il existe une formule ¢(z), que 7(Z) implique,
qui se k-divise sur A (de méme, un type partiel se divise s’il implique une formule
qui se divise).

Un type partiel 7(z) dévie sur A si on an < w et des formules ¢o(7), ..., ¢, (Z) telles
que 7(Z) implique \/,., ¢;(Z) et que chaque ¢; se divise sur A.

Si A C Betp(z) € S,(B)ne dévie pas sur A, on dit que p est une extension non-
déviante de pj4.

Fait 1.1.7. [10, Lemme 2.2.2]
1. La division tmplique la déviation.

2. Sim et n sont deux types partiels qui dévient sur A, c’est aussi vrai de w\V 7'.

3. Sipk q et q se divise (ou dévie) sur A, alors p se divise (ou dévie) aussi sur
A.

. @ se k-divise sur A si et seulement si il se k-divise sur tout a € A fini.

B

5. Dans notre définition de la déviation, on peut choisir la suite (a; : i < w)
comme indiscernable sur A.

6. Un type partiel w(z) se k-divise (ou dévie) sur A si et seulement si il y a une
conjonction finie ¢(z) de formules dans m qui se k-divise (dévie) sur A.
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7. Aucun p € S,,(A) ne se divise sur A.

8. Soit AC BCC. Sitp(a/C) ne se divise pas (ne dévie pas) sur A, alors il ne
se divise pas (ne dévie pas) sur B, et tp(a/B) ne se divise pas (ne dévie pas)
sur A.

9. tp(a/A,a) se divise (ou dévie) sur A si et seulement si a ¢ acl(A).
Proposition 1.1.8. [10, Lemme 2.2.3] Soient A C B et 7(z) un type partiel sur B

qui ne dévie pas sur A. 1l y a un type complet p € S(B) qui étend w et ne dévie pas
sur A.

On peut maintenant définir la notion d’indépendance, ce qui nous permettra
également de définir la simplicité pour les théories : par la suite, on se placera exclu-
sivement dans ce contexte.

Définition 1.1.9. Un ensemble A est indépendant de C' sur B, ce qu’on note
A | ,C,sitp(a/BC) ne dévie pas sur B pour tout a € A.
Une théorie sera dite simple des lors que I'indépendance est une relation symétrique.

Définition 1.1.10. Soient ¢(z, §) une formule et k£ < w. On va définir inductivement
le rang D(., ¢, k) sur les types partiels comme suit :

1. D(w(z),¢(Z,9),k) > 0 si w(x) est consistant.
2. D(n(z), (7, 7), k) >n+1silyabtel que D(m(Z)Ad(T,b), 6, k) > n et ¢(z,b)

se k-divise sur le domaine de 7.

Proposition 1.1.11. [10, Proposition 2.3.8] Si la division ou la déviation est symé-
trique, alors D(m, ¢, k) < w pour tous les types partiels (x), toutes les formules
o(z,9), et tout k < w.

Proposition 1.1.12. [10, Proposition 2.3.9] Soient A C B et p € S(B). Alors il y
a équivalence entre :

1. p ne dévie pas sur A.

2. p ne se divise pas sur A.

3. D(p, ¢, k) = D(pa, ¢, k) pour toutes les formules ¢ et tout k < w.
On notera D(a/A, ¢, k) le rang D(tp(a/A), ¢, k).

On peut maintenant exprimer un ensemble de propriétés que satisfait I'indépen-
dance dans une théorie simple.
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Theoreme 1.1.13. Propriétés de l’indépendance [[10] ,Théoréme 2.3.13] Sup-
posons que T est simple, et soient A C B C C des ensembles.
La division et la déviation sont équivalentes, et :

1. Existence : Si p € S(A), p ne dévie pas sur A.

2. Extension : Tout type partiel sur B qui ne dévie pas sur A a une complétion
qui ne dévie pas sur A.

5. Réflexivité : B |, B si et seulement si B C acl(A).

4. Monotonie : Sip et q sont des types partiels avec p = q et si p ne dévie pas sur
A, alors q ne dévie pas sur A.

Caractere fini : D \LA B si et seulement si J\LA B pour tout uplet fini d € D.
Symétrie : D |, B si et seulement si B |, D.
Transitivité - D |, C si et seulement si D |, B et D | ,C.

Caractére local : Pour tout p € S(A) il y a Ay C A avec |Ag| < |T| + |Z| tel
que p ne dévie pas sur Ag.

NS =

Introduisons maintenant la notion de suite de Morley : celles-ci se réveleront un
outil pratique pour exprimer des propriétés vérifiées dans les théories simples.

Définition 1.1.14. Une suite (a; : ¢ € I) est indépendante sur A, ou A-indépendante,
sia; | ,(a;:j <4) pour tout i € I.

Définition 1.1.15. Soient A C B et p € S(B) qui ne dévie pas sur A.

Une suite de Morley dans p sur A est une suite B-indiscernable (a; : i < w) de
réalisations de p, telles que tp(a;/Bag...a;—1) ne dévie pas sur A pour tout i < w.

Si A = B, une suite de Morley dans p sur A est simplement appelée suite de Morley.
Ainsi, une suite de Morley correspond a une suite A-indiscernable A-indépendante
de réalisations de p.

Lemme 1.1.16. [10, Lemme 2.4.6] Si p ne dévie pas sur A, il y a une suite de Morley
dans p.
Theoreme 1.1.17. [10, Théoreme 2.4.7] Il y a équivalence entre :
1. T est simple.
La déviation (ou division) satisfait la symétrie.
La déviation (ou division) satisfait la transitivité.

La déviation (ou division) satisfait le caractére local.

D(.,¢,k) < w pour toutes les formules ¢ et tout k < w.
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6. Une formule ¢(z,a) ne dévie pas (et ne se divise pas) sur A si et seulement
st pour une suite de Morley I dans tp(a/A) l'ensemble {p(Z,a’) : @’ € I} est
consistant.

A partir de ces définitions, on peut établir le théoreme d’indépendance : pour
commencer, nous allons devoir définir les types forts de Lascar.

Définition 1.1.18. Soit A un ensemble de parametres. Le groupe des automor-
phismes forts de C sur A est le sous-groupe de Aut4(C) engendré par tous les auto-
morphismes fixant un modele M O A. On le notera Autf4(C).

Deux uplets @ et b ont méme type fort de Lascar sur A s’ils sont conjugués par un
automorphisme fort sur A.

Il est clair, vu la définition, que I'égalité de types forts de Lascar sur A est une
relation d’équivalence : on notera la classe d’équivalence de a par Istp(a/A); cela
signifie que Istp(a/A) correspond a l'orbite de a par Autf4(C).

A partir de 1a, on peut donner le théoreme d’indépendance, qui se révelera souvent
utile par la suite.

Theoreme 1.1.19. Théoréme d’indépendance [10, Théoreme 2.5.20]
SiB |, C, tp(b/A, B) et tp(c/A, B) ne dévient pas sur A, et
Istp(b/A) = Istp(¢/A), alors il existe a = 1stp(b/A, B)Ulstp(¢/A, C), avec a L,B.C.

1.2 Eléments hyperimaginaires

Maintenant que l'on a défini les notions utiles dans le cas le plus basique, on va
étendre ces définitions a un cas plus général et introduire les éléments hyperimagi-
naires. Une fois qu’on aura défini ceux-ci, on va généraliser la plupart des définitions
et propriétés spécifiques des imaginaires aux hyperimaginaires.

Rappel. Si Z et y sont deux uplets de méme longueur o (éventuellement infinie),
une relation d’équivalence E(Z,7) est type-définissable sur A si elle est donnée par
un type partiel 7(z, ) sur A.

On supposera en général que 7 est clos par conjonction finie.

Remarque 1.2.1. Si E est une relation d’équivalence type-définissable sur un type
partiel 7, on peut étendre E en une relation d’équivalence type-définissable E’ définie
sur C, en posant

E'(z,9) = [E@ g An@) Ax@)] V=7
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Définition 1.2.2. Une relation d’équivalence E type-définissable est dénombrable si
a (c’est-a~dire la longueur des uplets x et y) et le type partiel définissant E le sont;
E est finitaire si a est fini.

Lemme 1.2.3. [10, Lemme 3.1.3] Si E(Z,y) est une relation d’équivalence type-
définissable, alors pour un ensemble I d’indices il y a des relations d’équivalence
dénombrables type-définissables { E;(z;,y;) 11 € 1}, avec T; C T et y; C y pour tout
i €1, tel que = E(z,7) si et seulement si = E;(Z;,5;) pour tout i € I.

Définition 1.2.4. Soit F(z,y) une relation d’équivalence type-définissable. Si a est
un uplet de bonne longueur, on note la classe de a modulo £ comme ag , et on
appelle cette classe un élément hyperimaginaire de type E. Un hyperimaginaire ag
est dénombrable ou finitaire si £ est.

MPhEed est M complété par tous les hyperimaginaires dénombrables modulo les rela-
tions d’équivalence type-définissable sur &.

En particulier, toute suite, et méme ensemble, d’éléments réels ou imaginaires

est un élément hyperimaginaire. On note que tout automorphisme d’un modele M
s’étend de maniére unique en un automorphisme de M"?,
Néanmoins, malgré des définitions similaires, la construction heq ne permet pas de
poser un nouveau cadre de maniere aussi propre que la construction eq : en effet,
I'inégalité entre deux hyperimaginaires propres n’est pas une relation fermée, donc
MP"e4 ne peut pas étre une structure du premier ordre.

Remarque 1.2.5. Si F4(7,7) est type-définissable sur un ensemble A, on peut
type-définir une relation d’équivalence F' sur @ par

FzX,9Y)e [ X =Y Etp(A) NEx(Z,9)]VIX =Y AT =17

Toute classe modulo E4 correspond alors a une classe modulo F' avec un uplet ayant
pour seconde coordonnée A. En outre, par construction, dcl(A, ag,) = dcl(A, (aA)r) ;
si F, A et T sont dénombrables, alors F' aussi.

Définition 1.2.6. Soit A un ensemble (contenant éventuellement des hyperimagi-
naires).
1. La cloture définissable (hyperimaginaire) de A, notée dcl(A), est I'ensemble des
hyperimaginaires dénombrables qui sont fixés par les A-automorphismes.

2. La cloture algébrique (hyperimaginaire) de A, notée acl(A), est I'ensemble des
hyperimaginaires dénombrables qui ont un nombre fini d’images par les A-
automorphismes.
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3. La cloture bornée (hyperimaginaire) de A, notée bdd(A), est I'ensemble des
hyperimaginaires dénombrables qui ont un nombre borné d’images par les A-
automorphismes.

On dit de deux ensembles A et B qu’ils sont interdéfinissables, interalgébriques, ou
interbornés, si on a respectivement dcl(A) = dcl(B), acl(A) = acl(B), ou bdd(A) =
bdd(B).

Remarques 1.2.7. 1. Tout élément hyperimaginaire est interdéfinissable avec
une suite d’hyperimaginaires dénombrables.

2. Si a est un élément imaginaire dans bdd(A), la compacité implique qu’il est
dans acl(A).

3. Si a est un hyperimaginaire non dénombrable fixé par tout A-automorphisme,
on dira tout de méme que a € dcl(A) (et de méme pour les clotures algébriques
et bornées). En ce sens, A C dcl(A) C acl(A) C bdd(A).

4. Si ag € bdd(A), alors par compacité, pour toute formule ¢(z,y) € E(z,y) il

existe ¢(Z) € tp(a/A) et un ny < w tel que Ao, [(Z:) A —d(Z:, Z5)] soit
inconsistant.

Définition 1.2.8. Un opérateur de cloture cl(.) est une application de 1’ensemble
des sous-ensembles de C vers lui-méme qui satisfait :

- ACcl(A)

— Si A C B, alors cl(A) C cl(B)

— cl(cl(A)) = cl(A)
On dit que cl(.) est finitaire si cl(A) = [J{cl(Ap) : Ap C A fini}

On voit facilement que les clotures définissables, algébriques, et bornées sont des
opérateurs de cloture. Cependant, ils peuvent ne pas étre finitaires (en revanche,
leurs restrictions aux éléments imaginaires 1'est).

Définition 1.2.9. :
Si 7 et 7’ sont deux types partiels avec 7 F 7’ et 7' - 7, on dira que w et 7’ sont
équivalents, ce qu'on note T = 7’.

Définition 1.2.10. Soit E une relation d’équivalence type-définissable. Un E-type
partiel est un type 7(x) invariant par E, ¢’est-a-dire que des que 'on a E(a, a’), alors
= 7(a) si et seulement si = m(a’).

Un type partiel w(Z) sur un hyperimaginaire ap est un type partiel sur des parametres
A, tels que pour tout ag-automorphisme o on ait 7(z) = o(7(z)).

Un ensemble X d’hyperimaginaires du type E est hyperdéfinissable s’il est donné par
un E-type partiel.
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En particulier, un type sur un hyperimaginaire agr peut contenir des parametres
) y y

qui ne sont pas dans ag. En fait, aucune formule dans un type sur ag n’a besoin

d’étre invariante par chaque ag-automorphisme.

Remarque 1.2.11. Si 7 et n’ sont deux types partiels équivalents sur le méme
ensemble d’éléments réels ou imaginaires, et si les deux sont clos par implication, alors
m = 7'. Cependant, deux types équivalents sur le méme ensemble hyperimaginaire
ne sont vraiment égaux (c’est-a-dire qu'’ils contiennent les mémes formules) que s’ils
sont représentés sur le méme ensemble de parametres réels ou imaginaires.

Lemme 1.2.12. [10, Lemme 3.1.13] Si () est un type partiel sur ag et ag € dcl(B),
il existe un type partiel ™' sur B équivalent a .

Définition 1.2.13. Soient E et I des relations d’équivalence type-définissables sur
@. Alors tp(ag/ BF) est le type partiel sur b qui consiste en la réunion de de tous les
types partiels

'Y (E,7) ANF(F,0) A (@, 7)]

qui sont vrais en a (la notation Jzp(x) correspond a {Jzp(x) : ¢ € p‘}).
Soit m un E-type partiel. On dit qu'un hyperimaginaire ap réalise 7 si |= 7(a) : c’est
indépendant du choix du représentant a pour ag.

Pour qu'un hyperimaginaire ap satisfasse un type partiel 7, il est d’abord néces-
saire que 7 soit un E-type. Clairement, tp(ag/br) est un E-type partiel sur bp.

Lemme 1.2.14. [10, Lemme 3.1.15] Si ag et bp sont des hyperimaginaires, alors
a* = tp(ag/br) si et seulement si il y a un automorphisme de C fizant la F-classe
de b et envoyant la E-classe de a sur la E-classe de a*.

La proposition suivante montre que, de méme qu’un ensemble fini d’éléments
imaginaires peut étre vu comme un seul élément imaginaire, un ensemble borné
d’hyperimaginaires peut étre vu comme un unique hyperimaginaire.

Proposition 1.2.15. [10, Proposition 3.1.16] Soit a un élément hyperimaginaire ;
on suppose a € bdd(B). Il existe alors une relation d’équivalence type-définissable F’
telle que l’ensemble des B-conjugués de a sur B soit interdéfinissable avec Bpr. En
particulier, il est dans dcl(B).

Corollaire 1.2.16. Si a € dcl(b) , il y a alors une relation d’équivalence type-
définissable E telle que a et bg soient interdéfinissables.
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Définition 1.2.17. Soit A un ensemble de parametres (contenant éventuellement des
hyperimaginaires), et E une relation d’équivalence type-définissable sur A. On note
SE(A) Despace des E-types partiels sur A, et on la munit de la topologie suivante :
pour toute formule ¢(x) sur A I'ensemble [¢|g de tous les types partiels dans Sp(A)
consistants avec ¢ est un ensemble fermé de base.

Par conséquent, si ¢(z) et ¢(x) intersectent les mémes E-classes, alors [¢|g et [¢]g
sont égaux.

Cela signifie en particuler qu'il est possible que [¢]g et [-¢]g soient égaux.

Dorénavant, on ne fera pas de distinctions dans les notations entre éléments réels,
imaginaires, et hyperimaginaires. Ainsi a, b, ¢, ... dénoteront des éléments hyperima-
ginaires (qui peuvent étre des uplets d’éléments réels, ou imaginaires), et A, B, C, ...
dénoteront des ensembles (de taille plus petite que ) d’hyperimaginaires.

Définition 1.2.18. Une suite ordonnée infinie (a; : i € I) d’hyperimaginaires est
indiscernable sur un ensemble A, ou A-indiscernable, si pour tout n < w et ig <
i < o < iy et jo < j1 < ... < j, deux suites de I, on a tp(a;,a;,...a;, /A)
tp(aj,aj, .-aj, /A).

Si tp(ag/A) = p, on dit que (a; : i € I) est une suite de type p.

Remarques 1.2.19. 1. En général, on ne considérera pas de suites indiscernables
finies.

2. Si A est un ensemble réel ou imaginaire, cela correspond bien a la définition
usuelle.

3. Si(a; : i € I) est une suite A-indiscernable et J est un ensemble ordonné
quelconque, il y a alors une suite A-indiscernable (a : j € J) avec

tp(aioai1'”ain/A> = tp(ajoajla]n/A)

pour tout ig < i1 < ... <1, dans [ et jo < j1 < ... < j, dans J.
4. Si I est une suite infinie A-indiscernable, alors elle est indiscernable sur bdd(A).
5. Si I est indiscernable sur bg, alors il existe un b’ avec E(b, V'), tel que I soit

indiscernable sur ¥'.

Maintenant qu’on a établi les notions de base pour les hyperimaginaires, on va
voir qu’on peut étendre la notion d’extension déviante a ceux-ci, puis on établira les
propriétés fondamentales qu’elle vérifie dans le cadre des hyperimaginaires.

Définition 1.2.20. Soit 7(z, b) un type partiel sur ab. On dit que 7 se divise sur a
s'il y a une suite a-indiscernable (b; : i < w) de type tp(b/a) telle que A,_ 7(Z,b;)
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soit inconsistante.
On dit que 7 dévie sur a s’il implique une disjonction finie de formules qui se divisent
toutes sur a.

Lemme 1.2.21. [10, Lemme 3.2.2] La division et la déviation sont bien définis pour
des types sur des hyperimaginaires.

Démonstration. Considérons des hyperimaginaires a C b et un type partiel 7(z, b)
sur b.

Soit B un ensemble imaginaire avec ab € dcl(B), et m5(Z) un type partiel sur B avec
7p(Z) = 7(z,b). Si B’ est un autre ensemble avec ab € dcl(B’) et mp/(Z) est un type
partiel sur B’ équivalent a 7(z,b), alors mp se divise sur a si et seulement si 7p se
divise sur a, donc cette définition de la division est indépendante de I’ensemble de
parametres sur laquelle on suppose 7 défini.

Et comme on n’utilise 7 que par rapport aux formules qu’il implique dans la définition

de la déviation, celle-ci est aussi clairement indépendante du choix de domaine pour
. 0

Lemme 1.2.22. [10, Lemme 3.2.3] Un type partiel 7 se divise sur un hyperimaginaire
a si et seulement si il existe un uplet a d’éléments réels, avec a € dcl(a), tel que
se divise sur Q.

Démonstration. Si 7 se divise sur a = ag (avec a un uplet réel) et soit la suite
a-indiscernable I qui correspond : alors la remarque 1.2.19 5 que I'on a vue plus haut
sur les suites indiscernables signifie qu’on peut choisir a tel que I soit a-indiscernable.
Du coup 7 se divise sur a : c¢’est ce qu’on voulait démontrer. Il

Ces deux lemmes signifient que les propriétés de la division et de la déviation
données dans le cas des imaginaires peuvent étre adaptées au cas des éléments et
ensembles hyperimaginaires.

Lemme 1.2.23. [10, Lemme 3.2.4] Un type partiel m sur b ne se divise pas sur a si
et seulement si, pour toute suite I a-indiscernable avec b € I, il existe ¢ = m tel que I
soit ac-indiscernable. En particulier, tp(c/b) ne se divise pas sur a si et seulement si
pour toute suite I a-indiscernable avec b € I il y a un ab-automorphisme qui envoie
I sur un J ac-indiscernable.

Corollaire 1.2.24. Sitp(a/bcd) ne se divise pas sur be et tp(b/ed) ne se divise pas
sur ¢, alors tp(ab/cd) ne se divise pas sur c.
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De méme qu’avant, une suite de Morley dans un type 7 sur a est une suite infinie
a-indiscernable (b; : ¢ < w) de réalisations de 7 telles que tp(b;/a, b; : j < i) ne dévie
pas sur a pour tout ¢ < w. Dans le cas d'une théorie simple, pour tout type partiel
m sur a, il existe une suite de Morley dans 7 sur a.

Proposition 1.2.25. [10, Proposition 3.2.7] Soit T' simple, a,b des hyperimaginaires,
et w(x,b) un type partiel sur b. Il y a alors équivalence entre :

1. w(z,b) ne dévie pas sur a.

2. m(x,b) ne se divise pas sur a.

8. Nico, m(2,b;) est consistant pour toute suite de Morley (b; - i < w) dans tp(b/a).
4

. Iy a une suite de Morley (b; : i < w) dans tp(b/a) telle que \,_, m(x,b;) soit
consistante.

Définition 1.2.26. Soit ®(z,y) un type partiel, et considérons § = y...yx.
Un type partiel ¥(y) est un k-témoin d’inconsistance pour ® si (V(y) A\, ®(z, vi))
est inconsistant.

Définition 1.2.27. Pour tout type partiel ®(x,y) et tout k-témoin d’inconsistance
U(y) pour ®, on définit le rang D(-, P, ¥) sur les types partiels comme suit :
— D(m,®,¥) > 0 si 7w est consistant.
— D(m,®,¥) > n+ 18l existe des (b; : ¢ € w) satisfaisant ¥ et
D(m(x) A ®(x,b;), ®, V) > n pour tout i < w.
Comme plus haut, on notera D(g/A, ®,¥) = D(tp(g/A), P, V).

Les propriétés que vérifiaient 'indépendance pour les imaginaires peuvent étre
étendues quasiment telles quelles aux hyperimaginaires.

Theoreme 1.2.28. Propriétés de l’indépendance[l0, Théoreme 3.2.8] Suppo-
sons que T est simple, et soient A C B C C' des ensembles.
La division et la déviation sont équivalentes, et :

1. Emistence : Si w est une type partiel sur A, alors m ne dévie pas sur A.

2. Extension : Tout type partiel sur B qui ne dévie pas sur A a une complétion
que ne dévie pas sur A.

5. Réflexivité : B |, B si et seulement si B C bdd(A).

4. Monotonie : Si 7 et ' sont des types partiels avec = 7' et ™ ne dévie pas sur
A, alors ' ne dévie pas sur A.

5. Caractere fini : D \LA B si et seulement si J\LA B pour tout uplet finid € D.
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6. Symétrie : D |, B si et seulement si B |, D.
7. Transitivité : D |, C si et seulement si D | Bet D | ,C.

8. Caractére local : Pour tout type partiel w(z) sur A il y a Ag C A avec |Ag| <
|T| 4 |z| tel que p ne dévie pas sur Ay.

9. Si a est un élément hyperimaginaire modulo E, alors a J/A B si et seulement
51
D(a/A,®,V) = D(a/B,®,V) pour tout type partiel E-invariant ®, tout k < w,
et tout k-témoin d’inconsistance W pour P.

Démonstration. L’existence, l'extension et la monotonie se vérifient comme pour
les imaginaires ; la caractere fini est évident d’apres la définition.

Pour la réflexivité, rappelons que si B C bdd(A) et (B; : i < w) est A-indiscernable,
alors il est bdd(A)-indiscernable. Réciproquement, si B ¢ bdd(A) et B = by, alors il
y a un nombre non borné de E-classes de méme type que B sur A. Par conséquent,
le type partiel E(X, B) C tp(B/B) se divise sur A.

La symétrie découle de l'existence d’une suite de Morley et de la caractérisation
donnée dans la proposition 1.2.25; la transitivité découle de la symétrie et du corol-
laire qui dit que si tp(a/bed) ne se divise pas sur be et si tp(b/cd) ne se divise pas sur
¢, alors tp(ab/cd) ne se divise pas sur c¢; le caractére local découle de la neuvieme
propriété.

Maintenant, prenons a un hyperimaginaire modulo E.

Supposons qu’on ait a 4 B : alors cela signifie qu'il existe a' € a, tel que tp(a’'/AB)
se divise sur A, et donc qu’il existe une formule ®, k < w et ¥ un k-témoin d’in-
consistance pour lesquels D(a'/A, ®, V) # D(d'/B,®, V), ce qui, par définition, est
absurde.

Supposons réciproquement que a | A B.

Fixons une formule ®, £ < w et ¥ un k-témoin d’inconsistance, et soit a un uplet
réel tel que a = tp(a/A) et que D(a/A, &, V) = D(a/A, @, V) = n. Il y a alors un
hyperimaginaire o’ |= tp(a/A) avec ' = a; on peut alors supposer a = a’ et a | B

Par conséquent, D(a/B,®, V) = n; et comme a = tp(a/B), on a vérifié la derniere
propriété. U

Lemme 1.2.29. [10, Remarque 3.2.9] Si T' est simple, alors pour tout type complet
p(x) € S(A) et tout type partiel ®(z,y) il existe un type partiel ©(y) tel que pour
tout a il existe une extension non-déviante de p sur A, a qui contienne ®(T,a) si et
seulement si = (a).
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Définition 1.2.30. Soit A un ensemble d’hyperimaginaires. Le groupe des A-auto-
morphismes forts est le sous-groupe de Aut(C) engendré par tous les automorphismes
qui fixent un modele M avec A C dcl(M); on le note Autf(C).

Deux hyperimaginaires a et b ont le méme type de Lascar fort sur un ensemble A, ce
qu’on note Istp(a/A) = Istp(b/A), s’il y a un A-automorphisme fort qui envoie a sur

b.

Remarque 1.2.31. [10, Remarque 3.2.11] Si Istp(a/A) = Istp(b/A) alors il y a une
suite My, ...., M,,_1 de modeles avec A C dcl(M;) pour tout i < n, et des éléments
hyperimaginaires a = ag, ay, ..., a, = b tels que tp(a;/M;) = tp(a;r1/M;) pour tout
1 < n. En particulier, deux hyperimaginaires ont le méme type de Lascar fort sur
un modele si et seulement si ils ont méme type. De plus, si a et b sont des classes
modulo une relation d’équivalence type-définissable E, alors Istp(a/A) = lstp(b/A)
si et seulement si il y a deux uplets réels a et b avec ap = a, by = b, et Istp(a/A) =

Istp(b/A).

Lemme 1.2.32. [10, Lemme 3.2.12] L’égalité des types forts de Lascar est une rela-
tion d’équivalence type-définissable sur les hyperimaginaires.

Lemme 1.2.33. [10, Lemme 3.2.13] Deux hyperimaginaires a et b ont le méme type
de Lascar fort sur 'ensemble A si et seulement si ils ont le méme type sur bdd(A).

Lemme 1.2.34. [10, Lemme 3.2.14] Supposons Istp(a/A) = Istp(b/A) et a |, b. 1l
y a alors un modéle M avec A C dcl(M) et M |, ab tel que tp(a/ M) = tp(b/ M).

Theoreme 1.2.35. [10, Théoreme 3.2.15] Soient A, B et C' des ensembles avec
B J/A C, et supposons que b et ¢ sont des hyperimaginaires avec

bl B, c¢|] C et lstp(b/A)=lstp(c/A).

Il existe alors a |, BC' qui réalise Istp(b/AB) Ulstp(c/AC).

On sait que lorsqu’on a une théorie stable, tout type fort est stationnaire et a
une base canonique, notée cb(p), qui est un imaginaire ayant deux caractéristiques
principales :

1. Un type ne dévie pas sur sa base canonique et un type restreint a sa base
canonique est stationnaire.

2. Si une extension non-déviante ne dévie pas sur un sous-ensemble du domaine
et si la restriction de cette extension a ce sous-ensemble est stationnaire, alors
la base canonique du type est contenue dans la cloture définissable de ce sous-
ensemble.
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On va maintenant voir qu’on peut étendre cette notion de base canonique aux théories
simples : elles correspondront alors a des hyperimaginaires.

Dans un premier temps, on va voir comment reconstruire une relation d’équivalence
a partir d’une qui soit génériquement donnée.

Lemme 1.2.36. [10, Lemme 3.3.1] Soit R une relation type-définissable réflexive
symétrique sur un type partiel ™ génériquement transitive, c¢’est-a-dire telle que dés
que a,d’,a” |= m avec @’ | a" et R(a,d’) et R(a,a") sont vérifiés, alors R(a',a")
est vrai aussi. La cloture transitive E de R est aussi une relation d’équivalence type-
définissable. En outre, E(a,b) est vrai pour a,b |= 7 si et seulement si il existe ¢ =7
avec ¢ | betc |, a tel quon ait R(a,c) et R(b,c) réalisés.

Définition 1.2.37. Soient p et ¢ des types forts de Lascar : on écrit p ~¢ ¢ si p et ¢
ont une extension non-déviante commune sur I'union de leurs domaines. On définit
~ comme la cloture transitive de ~y.

Si p = pa(x) est un type sur un ensemble borné fermé A, on définit une relation =,
sur tp(A) par A =y A’ si et seulement si ps ~o par, et on note ~ sa cloture transitive.

Les relations ~q et /2 sont des relations clairement symétriques et réflexives par

définition ; ce qui implique alors que ~ et = sont des relations d’équivalence. Par la
suite, on fixe un ensemble borné fermé A et un type p4 sur A : on considerera la
relation ~ correspondante (puisque notre définition dépend clairement de ces deux
parametres).
De plus, au vu de la définition et du théoreme 1.2.35, la relation = est une relation
type-définissable génériquement transitive : 'application du lemme 1.2.36 signifie que
la relation d’équivalence = est elle aussi type-définissable. On peut donc considérer
A~ comme un élément hyperimaginaire.

Theoreme 1.2.38. [10, Théoreme 3.3.6]
1. pa ne dévie pas sur Ax.

2. paja. est un type fort de Lascar.

3. Si q est un type fort de Lascar sur B tel que pa et q aient une extension non
déviante commune, alors A~ C dcl(B).

4. Siq € S(B) etpa et q ont une extension non déviante commune, alors Ax C

bdd(B). -

1l s’ensuit que A~ est une base canonique de la ~-classe de py.

Définition 1.2.39. Si pa est un type de Lascar fort sur A, la base canonique de pa,
noté cb(pa), est dcl(Ax)
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Cela correspond bien a la définition de la base canonique dans le cas d’une théorie
stable.

Définition 1.2.40. Soient A un ensemble d’hyperimaginaires et m un E-type partiel
sur A. Alors 7 est finiment satisfaisable dans A si pour tout formule ¢(z) € il y a
un hyperimaginaire a € A tel que = ¢(a).

Encore une fois, pour A constitué d’éléments réels, cela correspond a la définition
usuelle.
Remarquons en outre qu’'un E-type partiel 7 finiment satisfaisable dans A ne dévie
pas sur A.

Lemme 1.2.41. [10, Lemme 3.3.11] Supposons tp(ag/A) finiment satisfaisable dans
A : c’est alors un type fort de Lascar.

Theoreme 1.2.42. [10, Théoréme 3.3.12] Soient p un type fort de Lascar sur A et
(a; i < w) une suite de Morley dans p. Alors tp(ay/a; : i < w) est un type fort de
Lascar, et p ~g tp(a,/a; : i < w). De plus, l'extension non déviante commune est
réalisée par a,.

Corollaire 1.2.43. Soient p un type fort de Lascar et (a; : i < w) une suite de
Morley dans p. Alors cb(p) € dcl(a; i < w).

Par la suite, on va fréquemment utiliser des groupes pour parvenir aux résultats
qui nous intéressent. On va donc rapidement définir les notions les plus utiles et
donner quelques propriétés utiles qui sont vérifiés dans le cadre des théories simples.
Soit G un groupe hyperdéfinissable sur @, c’est-a-dire un groupe dont le domaine
et le graphe de la multiplication sont des ensembles hyperdéfinissables (modulo la
méme relation d’équivalence type-définissable).

Définition 1.2.44. Soit A un ensemble de parametres. On note Sg(A) I'ensemble
des types sur A comprenant le type partiel z € G.

On dit qu'un élément g est générique a gauche pour G (ou dans G) sur A si pour
tout élément i | g dans G ona hg | A, h. Un type p € Sg(A) est dit générique a
gauche si ses réalisations le sont.

On définit de meéme la notion de généricité a droite.

Proposition 1.2.45. [10, Lemme 4.3.4] Soit g un élément générique a gauche pour
G sur A.

1. Si h € dcl(A) NG, alors tp(hg/A) est générique a gauche pour G.

2. Si B C A, alors tp(g/B) est générique a gauche pour G et g | , A.
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5. 8iBD Aetsig | B, alors tp(g/B) est générique a gauche pour G.
4. tp(g~'/A) est générique a gauche pour G.

5. Un type est générique a gauche pour G si et seulement s’il est aussi générique
a droite.

Remarquons que la notion de rang que ’on a définie plus haut peut étre étendue
aux hyperimaginaires.

Définition 1.2.46. Pour tout type partiel ®(Z,y) et tout k-témoin d’inconsistance
U(y) pour @, on définit le rang stratifié Dg(-,®, V) sur les types partiels comme
suit :
— Dg(m,®, V) > 0 si 7 est consistant avec G
— Dg(m,®, V) > n + 1 ¢'il existe des (b; : i € w) dont toutes les sous-suites de
longueur k satisfont W et g,h € G tels que Dg(m A ®(g -2 - h,b;), P, V) > n
pour tout ¢ € w.
On notera Dg(g/A, @, V) = Dg(tp(g/A), ©, V).

Il est alors évident que Dg(g/A, ®, W) = Dg(hgh' /A, ®, V) pour tout h, ' € GN
A. Contrairement a [10] on stratifie des deux cotés, ce qui est en fait nécessaire pour
démontrer le fait suivant (dont la preuve dans [10] utilise la stratification bilatere).

Proposition 1.2.47. [10, Théoreme 4.3.7] Il existe un type générique pour G sur A.

1.3 Internalité, analysabilité et modularité locale

Pour l'instant, on a étudié tous ces types partiels de maniere isolée : on va dans
cette partie considérer des familles de types partiels et étudier les relations possibles
entre ces familles, qu’on notera II et X. Cela nous permettra en particulier d’intro-
duire la notion de caractere étranger, qui permet plus ou moins d’étendre la notion
d’indépendance a un type et une famille de types.

Définition 1.3.1. Une famille ¥ de types partiels est A-invariante si elle est inva-
riante par tout A-automorphisme.

Définition 1.3.2. Soit ¥ une famille de types partiels A-invariante. Un type partiel
m sur A est interne dans Y, ou X-interne, si pour toute réalisation a de 7 il existe
B D Aavec B | ne des types & de X basés sur B, et des réalisations ¢ de 7, telles
que a € dcl(Be).

On dit que 7 est finiment engendré sur ¥ s’il existe B 2O A tel que pour toute
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réalisation a de 7 il y a des types ¢ de X basés sur B, et des réalisations ¢ de o telles
que a € dcl(Be).

Enfin, 7 est presque X-interne, ou presque finiment engendrée sur 3, si on a respec-
tivement les mémes définitions avec bdd(B¢) qui remplace dcl(Be).

Remarque 1.3.3. Dans le cas d’un élément imaginaire, la compacité implique qu’on
peut remplacer la cloture bornée par la cloture algébrique, et on peut alors se conten-
ter d’un uplet fini & de types dans ¥ et d'un uplet fini ¢.

Lemme 1.3.4. [10, Lemme 3.4.5] Si ¥ est A-invariant, © est un type partiel sur A
et B D A, alors m est Y-interne sur A si et seulement si il est X-interne sur B. On
a aussi cette équivalence pour le caractére presque interne.

Corollaire 1.3.5. [10, Corollaire 3.4.7] Supposons que A C B et que tp(a/B) ne
dévie pas sur A. Alors tp(a/B) est X-interne si et seulement sitp(a/A) est X-interne.

Lemme 1.3.6. [10, Lemme 3.4.8] Supposons que 11 et ¥ sont des familles A-invari-
antes de types partiels telles que tout type dans 11 soit Y-interne, et soit ™ un type
partiel Il-interne sur A. Alors w est Yi-interne. Cet énoncé reste vrai si on remplace
interne par presque interne ou par (presque) finiment engendré.

Remarquons que, dans une théorie simple, si internalité et génération finie ne
sont pas forcément la méme chose, ce sont deux notions relativement proches :

Proposition 1.3.7. [10, Proposition 3.4.9] Supposons que m soit un type partiel sur
A qui est presque Y-interne pour une famille X de types sur A : 7 est alors presque
finiment engendré sur 3.

Définition 1.3.8. Soient 7 un type partiel sur A et ¥ une famille A-invariante de
types partiels. On dit que 7w est analysable dans ¥, ou Y-analysable, si pour tout
alE=mona (a i< a) € dcd(A, a) tels que tp(a;/A,a; : j < i) soit X-interne pour
tout i < a et @ € bdd(A,a; : i < ).

Un type complet p € S(A) est étranger a ¥ si pour tout a = p, tout B \LACL, et
toutes réalisations ¢ d’extensions éventuellement déviantes de types dans X sur B,
on a toujours a |, ,C.

Cela nous permet de définir les types réguliers, qu’on utilisera plus tard.

Définition 1.3.9. Un type est régulier s’il est non borné et qu’il est étranger a
toutes ses extensions déviantes.

On peut relier 'internalité et le caractere étranger comme suit :
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Proposition 1.3.10. [10, Proposition 3.4.12] Si ¥ est une famille A-invariante de
types partiels et tp(a/A) n'est pas étranger a X, alors il existe ag € dcl(Aa) \ bdd(A)
tel que tp(ag/A) soit Y-interne.

Lemme 1.3.11. [10, Lemme 3.4.13] Soient p un type sur A et ¥ une famille A-
mwvariante de types partiels. p est alors étranger a ¥ si et seulement s’il est étranger
a tout type X-analysable.

Lemme 1.3.12. [10, Lemme 3.4.14] Soit ¥ une famille A-invariante de types par-
tiels. Alors lstp(a/A) est Y-analysable si et seulement si pour tout B O A, soit
Istp(a/B) est borné, soit il n’est pas étranger a 3.

Proposition 1.3.13. [10, Proposition 3.4.15] Soient ¥, %' des familles A-invariantes
de types partiels, et m un type partiel sur A.

1. Si B2 A et m est X-analysable sur A, alors w est X-analysable sur B.

2. Si w est Y-analysable et tout type dans X est X' -analysable, alors m est Y-
analysable.

3. m est Y-analysable sur A si et seulement si pour tout a |= 7 il existe une suite
(a; : 1 < ) telle que a € bdd(A,a; : i < «) et tp(a;/A,a; : j < i) est presque
Y -interne pour tout 1 < a.

Maintenant, on considerera P une famille de types @-invariante : on va d’abord
introduire la notion de P-cloture, puis nous étudierons la modularité locale.

Définition 1.3.14. Un type partiel 7 est co-étranger a P si tout type dans P est
étranger a .

La P-cloture clp(A) d'un ensemble A est la collection des hyperimaginaires a telles
que tp(a/A) soit P-analysable et co-étrangere a P.

Un type p est P-manimal 8’il est étranger a tous les types qui sont co-étrangers a P.

Pour un singleton, on notera cl, plutot que clg,). Remarquons que si 7 est un
type partiel analysable dans une famille ¥ dont tout élément o est co-étranger a P,
alors 7 est co-étranger a P.

Proposition 1.3.15. [10, Lemme 3.5.3] Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. tp(a/A) est étranger a tous les types P-analysables qui sont co-étrangers a P.

2. a ] ,clp(A).

5. a L, dcl(aA) Nclp(A).

Si tp(a/A) est P-analysable, alors a |, clp(A) si et seulement si tp(a/A) est P-
minimal.
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Corollaire 1.3.16. La P-cloture est un opérateur de cloture (a l’exception qu’on a
en général clp(A) de cardinalité k).

En particulier, bdd(clp(A)) = clp(A), et lintersection de deux ensembles P-clos
est également P-clos. En outre, tp(a/dcl(aA) Nclp(A)) est étranger a tous les types
P-analysables qui sont co-étrangers a P.

On va maintenant donner les propriétés basiques qui sont vérifiées par la P-
clotire.

Proposition 1.3.17. [10, Lemme 3.5.5] i B | , C, alors clp(B) | clp(C).

Clp(A)

Proposition 1.3.18. [10, Lemme 3.5.6] Soient A C B N C qui satisfait clp(B) N
clp(C) =clp(A). Si D |, BC, alors clp(BD) Nclp(CD) = clp(AD).

Corollaire 1.3.19. Supposons que tp(a/A) et tp(b/A) sont P-internes, ab |, B, et
que a et b sont indépendants sur clp(aAB)Nclp(bAB). Alors a et b sont indépendants
sur clp(aA) Nclp(bA).

Proposition 1.3.20. [10, Lemme 3.5.8] Supposons a € clp(b) et b | A. Alors
clp(cb(a/clp(A))) = clp(cb(b/clp(A))).

Proposition 1.3.21. [10, Lemme 3.5.9] cb(a/clp(A)) C clp(cb(a/A)).

Définition 1.3.22. On dit que P est localement modulaire si pour tout A et pour tout
a et b dont les types sur A sont P-internes, a et b sont indépendants sur clp(ad) N
clp(bA). Une théorie est monobasée si la famille de tous les types est localement
modulaire.

Remarque 1.3.23. Si P est la famille de tous les types, on aura clp(a) = bdd(a).
Et en outre, pour tout a, B dans une théorie monobasée, on aura

bdd(cb(a/B)) = bdd(a) N bdd(B).

Proposition 1.3.24. [10, Lemme 3.5.13] Si P est localement modulaire, tp(a) est
P-interne et tp(a/A) est P-minimal, alors cb(a/A) C clp(a) pour tout ensemble A.

Corollaire 1.3.25. Supposons P localement modulaire et tp(a) P-interne. Si A C
clp(a), alors cb(A/clp(B)) C clp(A) pour tout ensemble B.

Proposition 1.3.26. [10, Proposition 3.5.17] P est localement modulaire si et seule-

ment si pour tout couple de modéles M < N et tout uplet a de réalisations de types
dans P sur M tel que tp(a/N) soit P-minimal, on ait cb(a/N) C clp(aM).

Corollaire 1.3.27. Une théorie est monobasée si et seulement si tout type réel
tp(a/A) est basé sur bdd(a). En particulier, dans une théorie monobasée, tout type
finitaire est basée sur un ensemble fini.
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1.4 k-linéarité

L’objet de cette these étant d’étudier quels résultats on peut déduire de la k-
linéarité, il nous faut commencer par la définir. Commencons par introduire plusieurs
notions intermédiaires.

On va commencer par donner les définitions et propriétés du rang de Lascar, puis les
étendre rapidement au rang de Lascar local correspondant a un type p.

Définition 1.4.1. On notera On™ la classe des ordinaux auquel on adjoint le symbole
oo (ou pour tout ordinal o, on aura o < 0o et o + 00 = 00 + @ = 00).

Définition 1.4.2. Le rang SU, aussi appelé rang de Lascar, est la plus petite fonction
depuis la collection de tous les types (avec les parametres dans le modele monstre C
déja défini) sur On™t qui satisfasse pour tout ordinal « :

SU(p) > o+ 1 8’1l existe une extension déviante ¢ de p avec SU(q) > «.

Il est clair que SU est invariant par automorphisme, que ¢ - p implique SU(p) >
SU(q), et que SU(p) = 0 si et seulement si p est borné.
En outre, si ¢ étend p et SU(p) = SU(q) < oo, ¢q est alors une extension non
déviante de p. Enfin, si SU(p) < oo et a < SU(p), alors p a une extension ¢ telle
que SU(q) = a, par minimalité du rang SU.

Lemme 1.4.3. [10, Lemme 5.1.4] Si q est une extension non-déviante de p, alors

SU(p) = SU(q).

Theoreme 1.4.4. Inégalités de Lascar [10, Théoreme 5.1.6]
1. SU(a/bA)+ SU(bJA) < SU(ab/A) < Su(a/bA) & SU(b/A).
2. Supposons que SU(a/Ab) < oo et SU(a/A) > SU(a/Ab) ® a.
Alors SU(b/A) > SU(b/Aa) + «.
3. Supposons que SU(a/Ab) < oo et SU(a/A) > SU(a/Ab) + wn.
Alors SU(b/A) > SU(b/Aa) + wn.
4. Sia ] b, alors SU(ab/A) = SU(a/A) ® SU(b/A).

Pour la suite de cette section, on fixe p un type régulier sur @, et on va maintenant
"adapter” le rang SU pour donner une définition de celui-ci qui dépende de notre
type régulier p.

Définition 1.4.5. Le rang SU, relatif a p est la plus petite fonction depuis la col-
lection de tous les types (avec les parametres dans le modele monstre C déja défini)
sur On™ qui satisfasse pour tout ordinal «

SUp(a/A) > a+ 1 ¢l existe B O Aetb = pavec b | B tel que a f b et
SU,(a/bB) > a.
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Remarque 1.4.6. Pour un type p-interne, le rang SU, est égal au p-poids.

On peut également "adapter” les résultats correspondants aux Lemme 1.4.3 et
Théoreme 1.4.4 a ce rang SU, spécifique.

Propriétés 1.4.7. [9, Fait 1.1]

1. SU,(q) = 0 si et seulement si p est étranger a ¢, ce qui est équivalent a dire que
q est co-étranger a p; ainsi, SU,(A/B) = 0 si et seulement si SU,(a/B) = 0
pour tout a C A fini.

2. Les inégalités de Lascar restent vraies pour le rang SU,. En particulier, pour
H < G des groupes hyperdéfinissables, on a

SU,(H) + SU,(G/H) < SU,(G) < SU,(H) & SU,(G/H)

En effet, si g € G est générique, alors g est également générique dans gH, et
gH est générique dans G/ H.

3. Si A C B, alors SU,(a/A) = SU,(a/B) si et seulement si SU,(¢/A) = 0 pour
tout ¢ € cb(a/B).

Cette notion de rang SU, nous permet de redéfinir les notions de p-minimalité
et de p-cloture, ainsi que leurs analogues pour les groupes, de maniere plus facile a
manipuler.

Définition 1.4.8. Un type ¢q est p-minimal 8’1l est étranger a tous les types qui sont
co-étrangers a p, c’est-a-dire qu’il est étranger aux types de SU, rang nul : ce qui
revient a dire qu'un type ¢ est p-minimal si toutes ses extensions déviantes ont un
rang SU, plus petit, d’apres la proposition 1.4.7.3.

Remarque 1.4.9. La p-cloture d’'un ensemble A, notée cl,(A), est I'ensemble des a
tels que tp(a/A) soit p-analysable et SU,(a/A) = 0.

En effet, la p-cloture de A, d’apres la définition qu’on a vue, est I’ensemble des
hyperimaginaires a tels que tp(a/A) soit p-analysable et co-étrangere a p : la propriété
1.4.7 1 implique alors que SU,(a/A) = 0, et réciproquement.

Rappel. A \LB C' implique que cl,(A) \LCIP(B) cl,(C).

Si cly(A) Nel,(C) = clp(B) pour BC ANCet D | , AC, alors

cl,(AD) Ncl,(CD) = cl,(BD).

Propriété 1.4.10. Tout type ayant un rang SU, ordinal a une extension p-minimale
du méme rang SU,. Plus précisément, si p = tp(a/A), alors tp(a/dcl(Aa) Ncl,(A))
convient.
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Ayant défini la minimalité d'un type, on peut maintenant donner la définition de
la k-linéarité, ainsi que quelques propriétés.
Rappelons avant tout qu'un type régulier p sur A est localement modulaire si deux
uplets @ et b de réalisations de p sont indépendants sur cl,(Aa) N cl,(Ab).

Définition 1.4.11. Soit p € S(@) un type régulier. Une courbe plane sur p corres-
pond & un type Lascar fort p-minimal ¢ = Istp(z,y/A) de p-poids 1 ot = et y sont
des réalisations de p sur A, avec

wy(z/A) = wp(y/A) = wy(z,y/A) = 1;

ce qui implique que cl,(z, A) = cl,(y, A).
La base canonique de cette courbe correspondra a la base canonique du type Lascar
fort q.

Définition 1.4.12. Soient p un type régulier sur A et £ < w. On dit que p est
k-linéaire si des que ¢(x,y) est une courbe plane, alors SU,(cb(q)/A) < k.
Un type est pseudolinéaire s’il est k-linéaire pour un k£ < w.

Remarque 1.4.13. ¢ étant clairement p-interne, SU,(¢) = w,(q), ¢’est-a-dire que
le le rang SU, de ¢ est le méme que son p-poids.

Lemme 1.4.14. [9, Lemme 2.1] Soit p € S(A). Il y a équivalence entre :
1. p est localement modulaire
2. p est 1-linéaire

3. Pourtout B2 Aeta,bl=p, sibecl(Ba)ilyacecl(B) avec SU,(c/A) <1
et b € cly(Aac).

Démonstration. (1) = (2) Si p est localement modulaire, B O A et a,b = p avec
SU,(ab/B) =1 et que tp(ab/B) est p-minimal, on peut remplacer B par une suite
de Morley dans Istp(ab/B) et supposer que B\ A est composé de réalisations de p.
Alors ab et B sont indépendants sur cl,(abA)Ncl,(B), comme le sont leurs p-clotires ;
comme ab |, cl,(B) par p-minimalité, on a que cb(ab/B) C cl,(abA) N cly(B).
Or,
2> SU,(ab/A) = SU,(cl,(abA)/A)
= SU,(cl,(abA)/cl,(abA) N cl,(B)) + SU,(cl,(abA) Ncl,(B)/A)
> SU(ab/B) + SU,(cb(ab/B)/A)

et on en déduit que SU,(cb(ab/B)/A) < 1.
(2) = (3) Il suffit de prendre les A, B, a, b qui sont donnés, et de poser ¢ = cb(ab/B).
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(3) = (1) Considérons deux uplets a et b de réalisations de p. On va raisonner par
récurrence sur le rang SU,(b/A).

Supposons d’abord que cl,(Aa) N cl,(Ab) # cl,(A) : il existe alors un élément ¢ dans
cl,(Aa) N cl,(Ab) \ cl,(A) pour lequel cl,(Aa) N cl,(Ab) D cl,(A,c) et qui vérifie
SU,(b/c, A) = SU,(b/A) — 1 : il suffit alors d’appliquer I'hypothese de récurrence.
On suppose maintenant que cl,(Aa) N cl,(Ab) = cl,(A).

Soit SU,(b/A) =1 et b € b avec SU,(b/A) = 1, alors si b ¢ cl,(Aa), on aura b L,a
et donc que cl,(Ab) J/Clp )

Mais puisque cl,(Aa) N cl,(Ab) = cl,(A), cela signifie que 'on a bien
Clp(AB) L cly(Aa),

clp(Aa)Ncl, (Ab)

cl,(Aa) en passant aux p-clotures.

ce qui est le résultat attendu.

Supposons désormais b = b'b pour un b non vide; par hypotheése de récurrence, ab
et O/ sont indépendants sur cl,(Aab) N cl,(AV) =: C.

Toujours par récurrence,

cl,(Aa) Necl,(Ab) = cl,(A) et a | b
clp(4)
Si C = cl,(A), alors
ab | O, dou a | V, etalors a | b
clp(A) clp(A)b clp(A)

par transitivité.

Sinon, choisissons ¢ € C' avec SU,(¢/A) > 0, un ensemble D | ab, et

cly(A)

dEplAD avec ¢ f d, dou d € cl,(ADc) C cl,(ADV).
AD

Comme ¢ | , @ par I'hypothese de récurrence pour a et V,onab € cl,(Aac), et donc
b € cl,(ADad).
Or il existe par hypothese

d ecy(ADa) avec SU(CJ/A)<1 et becl,(Add)

Comme b ¢ cl,(Ac') C cl,(ADa), on en déduit que d € cl,,(Abc’). Comme d ¢ cl,,(Ab),
on a ¢ € cl,(Abd) C cl,(ADb).
Par conséquent, on peut en conclure que

¢ € cl,(ADa) N cl,(ADb) = cl,(AD)
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On a donc b € cl,(ADd) C cl,(ADV), ce qui contredit 'indépendance de b et b sur
A et donc sur AD. O

1.5 Préservation de la pseudolinéarité

Vu les résultats que 'on souhaite démontrer au cours de la these, il nous arrive
souvent de partir de types pseudolinéaires pour construire des structures sur lesquels
nous travaillons par la suite.

Le résultat suivant nous permet de vérifier que 1'on conserve dans de telles circons-
tances le caractere pseudolinéaire, et nous donne méme une borne du nouveau k telle
que la structure qu’on a construite soit k-linéaire.

Theoreme 1.5.1. Soit p un type régulier k-linéaire sur &.

On considére un type Lascar fort ¢ = lstp(Z,y/E) , avec T = p™|g (on utilisera
ici cette nmotation pour signifier que les éléments de ['uplet © sont n réalisations
indépendantes de p sur E), y = p, ety € clp(Z, E); on suppose de plus que q est
p-minimal (c’est-d-dire que T,y |, cl,(E)).

Dans ce cas, on peut majorer la taille de la base canonique :

wy(cb(q)) < k™.

Démonstration. Supposons d’abord que I’on considere un type Lascar fort ¢ comme
dans ’énoncé qui soit en outre droit, c’est-a-dire que l'on ait y € cl,(E).

g étant p-minimal, on a y |, cl,(E) ce qui signifie que y € E : par conséquent,
cb(q) = .

On aura alors wy(cb(q)) = wy(y) =1 < k™.

On va maintenant montrer par récurrence sur n le résultat souhaité dans le cas
d’un type non droit, c’est-a-dire que la taille de la base canonique d'un tel type
Lascar fort est inférieure ou égale a k™.

Notons d’abord que I'on sait que y ¢ cl,(E) et y |= p qui est régulier : par conséquent,
y = rple

Pour n = 1, on considére donc un type g = Istp(x, y/E), pour lequel = |= p|g,y =
ple ety e cly(z, E).

Vu qu'ils réalisent tous deux p|g, on aura wy,(z/E) = w,(y/E) = 1; et comme on
sait que y € cl,(x, E), alors on a également que

wy(w,y/E) = wyy/z, E) + wy(x/E) =0+ 1= 1.
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g est donc bien une courbe plane : et x et y étant des réalisations de p, c’est une
courbe plane sur p, et par k-linéarité de celui-ci, on déduit que w,(cb(q)) < k.

Considérons un type Lascar fort p-simple non-droit ¢ = lIstp(z,y/E), ou 'on
note T = (r1,...,7,11), avec T = p" Vg, y | plg et y € cl (7, E), et enfin
z,y L, clp(E); on suppose I'énoncé vérifié pour z de taille inférieure ou égale a
n

-----

que n1 | E, 21, ...,x,,y, dot Pon déduit la relation x,,44 J/Exl, ey Ty Y.
On va maintenant vérifier que bdd(c) = bdd(c), ou ¢ = cb(1,....,x,,y/E) et ¢ =
cb(xq, ..., i1, y/E), en montrant successivement que chacune des bases canoniques
est incluse dans la cloture bornée de I'autre.

On a vu plus haut que z,41 | 1,...,2,,y, E : cela implique que

Tn+1 l/ E.

L1,y---Tn,Y,C

Or puisque, par définition, z1, ..., xp,y J/c E, on peut en déduire que

E \L Liyeees Tp+1,Y 5
c

et cette relation d’indépendance signifie que ’on doit avoir ¢ C bdd(c).
Par ailleurs, puisque x1, ..., Ty i1,¥y Lc, E, on aura en particulier que

L1yeees Tny Y J_, E7
/

C

similairement, on aboutit a I'inclusion ¢ C bdd(¢’).
On considere maintenant le type ¢’ = lIstp(x1, ..., z,,y/FE) ; notons & = 1, ..., T,.
Celui-ci vérifie bien les hypotheses du lemme :
— 21, .., 1, = M| puisque x4, ..., 1y, g1 P
— Le type ¢’ a été choisi tel que y = p.
— On sait déja que y € cl,(z, E) = clp(T, xpi1, E).
Par ailleurs, y LiE Tyt o cela signifie que y \LiE z,E, x,.1, et alors

Y J./ Clp(‘%v Tnt1, E)

clp(Z,E)

d’apres la proposition 1.3.17. Puisque y € cl,(z, E), cette relation d’indépen-
dance implique bien que y € cl,(z, E).
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— ¢ étant p-minimal, on sait que Z,y | ,cl,(E), et T = T, 2,41 : il est donc
évident que T,y |, cl,(E).
Puisqu’en plus on a |Z| = n, on peut appliquer I'hypothese de récurrence : dans ce
cas de figure,
wy(c) = wy(e) <k < k"

Supposons a présent que y J//Zl ... Tnt1; ON TIOtETA T = T1,...,T,. On va étudier
le type r = Istp(z,41,y/E"), on l'on note £’ = cl,(E,2) Nbdd(E, zyi1, T, y) et ¢(T)
la base canonique de ce type, qui est contenue dans cl, (£, Z).

Commencons par vérifier que ce type r, tel qu'on ’a défini, correspond bien a une
courbe sur p.
— D’apres notre définition de g, on sait que Zz,41 = p™*Y|g, ce qui signifie que
Tni1 | plEz; et puisque B C cl,(E, T), on en déduit que z,,4+1 = plp.

— D’autre part, y = p et y ¢ cl,(E,Z) (puisque y j/rl pTnt1); on a donc

aussi y = p|g.

— On sait déja que y € cl(E,Z,2,41) : or E C E' et £ € E' d’apres notre

définition de E’, impliquant que cl,(E, Z, xp41) C cl,(E', xy11).

— Enfin, la p-minimalité de r découle de notre construction de E’.

En effet, par définition, on sait que £’ C cl, (£, z), donc que cl,(E’) C cl,(E, Z) ;
de méme, on aura que £’ C bdd(E, z,41,Z,y), d’ou

5o Lns

bdd(z,s1,y, E') C bdd(E, rp41,,T,y).

Par conséquent, cela signifie que bdd(z,41,y, £') Ncl,(E') C E'; on a donc la
relation d’'fndépendance 41,y |, bdd(2y41,y, E) Nl (E).
Or d’apres la proposition 1.3.15, cela signifie que Istp(x,.1,y/E") = r est un
type p-minimal.
Le type r correspond donc a une courbe plane sur p, et ce dernier étant k-linéaire,
on en déduit que
wy(e(®)) = wy(cb(r)) < k.

Par conséquent, il existe B | ¢(Z) et g(z) = (

pendantes de p sur B telles que ¢(z) C cl,(B, g(x)),

On peut choisir B LC@ E,Z : ainsi, on aura B | E,
Définissons maintenant les types ¢; = Istp(Z, ¢;(Z

cl,(E, B)Nbdd(E, B, T, g;(T)).

Vérifions que ces types vérifient bien les hypotheses du lemme.
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— Comme plus haut, 1, ..., z, = p™|p puisque 1, ..., 2, Tpp1 = p" Y|y initia-
lement.
Or on a choisi B de facon a avoir B | FE, T ; et puisque d’apres notre définition,
E; Ccl,(E,B), alors w1, ...,x, =

— Les ¢;(Z) ont été choisi comme des réalisations de p.

— Puisque g(Z) témoigne du p-poids de ¢(Z) sur B, alors il en découle que
cl,(g, B) = cl,(¢(2), B).
En particulier, pour tout 1 <14 <1, on a que ¢;(Z) € cl, (B, c(Z)).
D’autre part, ¢(Z) € cl,(E,Z); ces deux résultats nous permettent de conclure
que ¢;(z) € cl,(E,B x) C cl,(E;, &) (puisque d’apres la définition, il est clair
que E; O E,B).

— Comme plus haut, on a construit F; de maniere a obtenir un type p-minimal.
Par définition, on sait que E; C cl,(E, B), donc que cl,(E;) C cl,(E, B); de
méme, on aura que F; C bdd(FE, B,z gz( ), d’ott

bdd(z, ;(Z), E;) C bdd(E, B, 7, g;(Z)).

Cela signifie que bdd(z, ¢;(Z), E;) Ncl,(E;) € E;; on a donc la relation d’indé-
pendance Z, g;(Z) |, bdd(Z, g:(Z), E;) N cl,(E;).

Il suffit alors d’ apphquer a nouveau, la proposition 1.3.15 : d’apres celui-ci,
puisque T, g;(Z) | , bdd(yc g:(Z), E;) Ncl,(E;), ¢; est bien p-minimal.

Il est donc possible d’appliquer 'hypothese de récurrence : on aura ainsi
wy(cb(g)) < k™.

Par la suite, on notera cb(g;) = ¢;.

D’apres nos définitions, on a pour tout 1 < ¢ < [ que z,¢g;(Z )J/ E;, donc que

g:(x) J/ - E;; et puisque l'on sait déja que g;(7) € cl,(E;, T), on a 1’1nclu810n g:(Z) €
cl (cz,f)

De plus, on a vu plus haut que ¢(z) C cl,(¢:1(2), ..., 0i(Z), B).

D’apres nos définitions, on a x,,1,y Lc %) E % : on en déduit que y |

T
(), xnt1
et comme que y € cl,(z, E) = clp(i,xnﬂ, E) on en déduit que y € cl,(¢(Z), Tp41).

En regroupant ces trois résultats, on déduit que

y € clp(c(T), 2ni1)
QCIP( 1( )» 7gl( ) B wn—‘—l)
Ccl,((Z,e1), ..y (T, 1), By wpy1) = cly(cay ..o, ¢, T, B)

ou on rappelle que T = x1,...,Ty11 = T, Tpi1.
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D’apres notre choix de B, on sait que I'on a I'indépendance B | FE, I ; cela signifie

que z |, B.
— 11 est alors évident que z, E | EE,B et donc, d’apres la proposition 1.3.17,

que cl, (7, E) J/dp(E) cl,(E, B).
Puisque I'on sait que 7,y € cl,(z, E), ona 2,y | 5 cl,(E, B).
Clp
Et ¢ étant p-minimal, cela signifie que z,y |, cl,(E) : on aboutit alors a
T,y | pch(E, B).
— Comme z | E, on peut aussi en déduire que = | cl,(E, B).

A fortiori, on aura donc z | | (Ber.c) cl,(E,B) : on en déduit d’abord que

cl,(z,B,cq, ..., ) J/Clp(Bqu)clp(E, B), puis que 7,y \I-/clp(B,cl,...,cl)Clp(E’B)

(on sait en effet que y € cl,(z, B, c1, ..., c1)).
Le premier de ces deux points signifie que la base canonique de ¢, définie comme
cb(Z,y/FE), est égale a cb(z,y/cl,(E, B)); le second point implique que

cb(z,y/cl,(E, B)) = cb(z,y/cl, (B, c1, ..., cr)).

Par conséquent, par définition d’une base canonique, cb(q) C bdd(F); et simul-
tanément, cb(q) = cb(z,y/cl, (B, c1,...,ca)) C cl,(B,cy, ..., ).
Puisque 'on a £ | B, on doit également avoir cb(q) | B : par conséquent,

wy(cb(q)) = wy(cb(q)/B)
< wy(e,...,eq, B/B)  (puisque cb(q) € cl,(B,c1, ..., 1))
= wy(c1, ..., 1/ B) < wpler) + ... + wy(e) < LE* < k"

0J

Corollaire 1.5.2. Soit p un type régulier k-linéaire sur &.

On considére un type Lascar fort ¢ = lstp(z,y/E) , avec tp(x) et tp(y) p-internes,
p-minimauz, tels que y € cl,(z, E), avec T | E ety | E, et vérifiant w,(Z) =n et
wy(y) = 1. La taille de la base canonique est alors magjorée de la méme facon :

wy(cb(q)) < k™.

Démonstration. Puisque T et y sont p-internes, il existe un ensemble C' tel que
7,y | C, et des uplets 7’ = p™ |, v |= plc tels que 7 € cl, (7', O) et y € cl,(y/, C).
On peut supposer C, 7',y J/ij. Par transitivité on obtient C' | FE,Z,y et donc
C L7y Comme wy(z) = {up(a_c/E,C) =n et wy(y) = wy(y/E,C) =1, on a
nécessairement ¥’ | E,C ety | E C.
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En posant E' = cl,(E,C)Nbdd(E, C,7',y'), cela signifie que tp(z’,y'/E") est une
courbe plane, et on peut appliquer le théoreme précédent pour obtenir I'inégalité

wy(ch(Z',y'/E)) < k™.

On va voir que pour tout a,b on a toujours cl,(cb(cl,(a))/cl,(b)) C cl,(cb(a/b)).
Notons ¢ = cb(a/b) ; par définition des bases canoniques, alors a J/C b. Mais d’apres la
proposition 1.3.17 cela signifie que cl,(a) | ( )clp(b) ; cette indépendance implique

C P C

alors cb(cl,(a)/cl,(b)) C cl,(c) = cl,(cb(a/b)), le résultat attendu.
En travaillant sur C', on obtient ainsi

wp(cb(cly(Z', 4, C)/clp(E)) /C) < wp(cb(T, '/ E') [C) < wp(cb(,y/E)) < k™.

Or puisque z,y J/E C, et que tp(Z,y/F) est p-minimal, tp(z,y/E,C) lest aussi et
T,y J/E,C cl,(E,C). Ainsi, Z,y |, cl,(E,C) et cb(z,y/E) = cb(z,y/cl,(E, C)).
Puisque & € cl,(7/,C) et y € cl, (v, C), et comme cl,(E,C) = cl,(E") par construc-
tion, on aboutit a I'inégalité

wy(eb(Z, y/E)/C) = wy(cb(Z,y/cl,(E')/C) < wy(cb(chy ('3, C) [l (E")) /C) < k™.
Or, E | C et donc cb(z,y/E) | C. Ainsi

wy(ch(T,y/E)) = wy(cb(z,y/E)/C) < k"



Chapitre 2

Quasidéfinissabilité et action de
groupe

Dans cette partie, on va développer ce sur quoi on a travaillé auparavant. On
va d’abord étendre la notion d’élément hyperimaginaires définis plus haut, et définir
les éléments presque hyperimaginaires ; on définira également les ensembles associés,
qu’on appellera presque hyperdéfinissables. Dans une seconde partie, on étudiera le
cas particulier des groupes presque hyperdéfinissables, avant de s’intéresser a un type
d’ensemble entre ’hyperdéfinissable et le presque hyperdéfinissable : les ensembles
quasidéfinissables. Enfin, de facon similaire au cas des théories stables, on verra que
I'on peut, a partir de 'existence d’un type k-linéaire, prouver ’existence d’une ac-
tion de groupe sur un ensemble; en effet, on peut a partir d’'un tel type définir une
configuration de groupe, ce qui, en utilisant les notions de fragmentés génériques et
de polygroupes fragmentés, permettra d’établir 'existence de cette action, que 1’on
exploitera dans la suite de la these.

La démarche adoptée pour aboutir a cette action de groupe, dans les sections 2, 3 et
4, est principalement tirée de [9)].

Dans cette partie, la plupart des démonstrations reprennent celles données dans les
articles ou livres originaux, a I’exception de la derniere section.

2.1 Ensembles presque hyperdéfinissables

On va d’abord définir la notion d’ordre partiel dirigé ; celle-ci nous permettra de
définir les presque hyperimaginaires ainsi que la presque hyperdéfinissabilité. Dans
cette partie, on va s’appuyer sur Uarticle [2]; néanmoins, on ne va pas adopter la

39
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notation «/f présenté dans l'introduction, les énoncés apparaitront donc sous une
forme différente.

Définition 2.1.1. Soit [ un ordre partiel dirigé. Un ensemble hyperdéfinissable I-
graduel (sur un élément hyperdéfinissable a) est une famille d’ensembles hyperdéfi-
nissables (définis sur a) X; = {X; : ¢ € I} croissante selon I, c¢’est-a-dire que
1 <j=X; CXj.

On peut se contenter d’écrire X = | J,.; X;; la décomposition de X est sa gradation.
On n’indiquera pas 'ordre [ s’il est clair dans le contexte.

La gradation doit étre vu comme essentielle a la structure de X : on redéfinit les
propriétés classiques sur X en incorporant comme condition leur compatibilité avec
la gradation.

Définition 2.1.2. Soit X; et Y, des ensembles graduels et f: [ — J.

Alors X est f-graduellement inclus dans Y, ce qu’on note X; Cy Yy, si X; C Y
pour tout i € I.

On peut simplement écrire X; C Y.

X est f, g-graduellement égal 2 Y, noté X =;, Y lorsque X C; Y et X D, Y.

Si I = J, il est possible de trouver un f qui convienne dans les deux sens; on écrira
X =; Y plutot que X =5, Y.

Comme plus haut, on pourra se contenter de le noter X =Y.

Par la suite, pour les ensembles hyperdéfinissables graduels, égal signifiera gra-
duellement égal.

Définition 2.1.3. Soit {X“ : o < A} et {Y*: o < A} deux familles d’ensembles
I-graduels.

On dit que X7 = Y7 uniformément s'il existe f : I — I tel que X* =; Y pour tout
a < A

On définit également les intersections infinies "naturellement” :

Définition 2.1.4. Soient (X*: a < \) des ensembles I-graduels.
On définit leur intersection (), X* comme 'ensemble /-graduel

()X =) X7

On adapte également la notion de relation d’équivalence pour y incorporer la
notion de gradation :
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Définition 2.1.5. Une relation d’équivalence hyperdéfinissable I-graduelle avec f
sur un ensemble est un sous-ensemble I-graduel de E? qui est réflexif, symétrique et
f-graduellement transitif, c’est-a dire que :

— a R; a pour tout 7 € I et a dans I'ensemble.

—a R; b= b R; a pour tout i € I et a,b dans I'ensemble.

—a R bAD R; c= a Ry c pour a, b, c dans I'ensemble et 7 € 1.

Pour R une relation d’équivalence graduelle, et X un ensemble hyperdéfinissable,
on peut alors définir

Xpg, ={b:3a € X tel que b R; a};
et pour un ensemble [-graduel X; dans cet ensemble, on définit
XI,R = ((X’L)RZ 11 € I)

Les premieres définitions et propriétés que l'on va donner seront valables méme en
dehors du cas d’une théorie simple, mais c’est dans ce contexte que ces structures
restent le plus utiles.

Commencons par la définition des anti-cliques :

Définition 2.1.6. Une Ry-anti-clique est une suite (a¢ : £ < «) telle que —(ag Roac)
pour tout £ < ¢ < a (0 correspond a un élément de 7).

On va s’en servir pour définir les relations d’équivalence :

Définition 2.1.7. Une relation d’équivalence Ry (I,0)-presque hyperdéfinissable est
une relation d’équivalence I-graduelle avec f sur un ensemble X hyperdéfinissable tel
que la taille d'une Ry-anti-clique dans toute R-classe soit bornée (ou R correspond
a la réunion des R;).

On peut maintenant définir les éléments presque hyperimaginaires, ainsi que les
ensembles presque hyperdéfinissables :

Définition 2.1.8. Une relation d’équivalence presque hyperdéfinissable est une rela-
tion d’équivalence (I, 0)-presque hyperdéfinissable, pour un ensemble ordonné dirigé
I et un élément 0 € I.

Une classe modulo une relation d’équivalence (I, 0)-presque hyperdéfinissable est ap-
pelée un presque hyperimaginaire.

Un ensemble (I,0)-presque hyperdéfinissable est un ensemble hyperdéfinissable quo-
tienté par une relation d’équivalence (1, 0)-presque hyperdéfinissable ; cela correspond
clairement a un ensemble dont tout élément est presque hyperimaginaire.
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Exemple 2.1.9. [2, Lemme 1.33] Soit ¢ un élément hyperdéfinissable et X un en-
semble hyperdéfinissable.

On définit une relation d’équivalence sur X en disant que a Ry b s’ils sont dans une
suite c-indiscernable, et on pose R, le n-ieme itéré de Rj.

Ry est alors une relation hyperdéfinissable, et par conséquent la cloture transitive
R =/ R; est une relation d’équivalence w-presque hyperdéfinissable sur c.

Elle coincide avec I’égalité des types forts de Lascar sur ¢, ayant autant de classes et
étant aussi fine.

De plus, R est la relation d’équivalence presque hyperdéfinissable bornée la plus
fine sur ¢; c’est-a-dire que si R’ est une relation d’équivalence bornée (I,0)-presque
hyperdéfinissable avec f sur ¢ et a Ro» b, alors a R},,,(O) b.

Dorénavant, on se restreindra uniquement aux théories simples.

Définition 2.1.10. 1. Soient R = R; et R’ = R/, des relations d’équivalence
graduelles sur les ensembles X et Y respectivement, ou X et Y sont hy-
perdéfinissables graduels.

Soit une relation hyperdéfinissable f sur X x Y et la fonction induite f(z) =
{y € Y = f(z,y)}) graduellement hyperdéfinissable ; f permet alors de définir
une multi-application partielle f : X/R — Y/R' graduellement hyperdéfinis-
sable si :

a) il existe j € J tel que pour tout x € X il y ait un nombre borné d’éléments
o € () avee f(x) € U, var.

b) pour tout i € I il existe j € J tel que f(zg,) C f(x)r pour tout z € X.
Si un seul vy, suffit, alors f définit une application partiellé graduellement hy-
perdéfinissable; si f(x) # @ pour tout x € X, alors f définit une multi-
application totale graduellement hyperdéfinissable.

2. Deux multi-applications graduellement hyperdéfinissables f et f’ sont graduel-
lement égales s'il existe j € J tel que f(z) C f'(z)r, et f(x) € f(z)r, pour
tout z € X.

Remarque 2.1.11. Si une relation d’équivalence graduelle R est sur un ensemble
hyperimaginaire modulo une relation d’équivalence hyperdéfinissable F, on peut in-
corporer E dans R et supposer que R agit sur des uplets réels.

Définition 2.1.12. Deux presque hyperimaginaires ar et bg ont le méme type
(éventuellement de Lascar fort) sur un hyperimaginaire ¢, ce qu’on note ar = bg
( respectivement ap =5 bg) s'ily a d’ € ag et I € by tels que tp(a’/c) = tp(b'/c)

(respectivement Istp(a’/c) = lstp(b'/c)).
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Ils sont indépendants sur ¢, ce qu’on note ag \Lc br, s’il existe a’ € agr et V' € by tels
que a’ | V.
Cela coincide avec les définitions des hyperimaginaires : deux presque hyperima-

ginaires ont les méme type (de Lascar fort) sur ¢ si et seulement si ils sont conjugués
par un c-automorphisme (fort).

Lemme 2.1.13. [3, Lemme 1.8] On suppose que R est définie sur & (par la suite,
on supposera que c’est le cas dés que l'on ne mentionne pas de paramétres).
Il y a équivalence entre :

1. R est une relation d’équivalence presque hyperdéfinissable.

2. Il y a une relation définissable symétrique et réflexive R’ plus fine que R (c’est-
a-dire plus fine qu'un des R;) telle que dés que ag \ch pour des hyperimagi-
naires b, c, il y a a'R'a telle que a \ch.

3. 1l y a un cardinal K et une relation définissable symétrique et réflexive R plus
fine que R telle que dans une R-classe il n’y a pas k R'-classes disjointes.

4. Il y a un cardinal k et une relation définissable symétrique et réflezive R’ plus
fine que R telle que parmi k éléments R-équivalents, il y en a deux qui sont
R'-équivalents.

La relation R’ définie dans les points 2,3 et 4 sera appelée un témoin de la presque
hyperdéfinissabilité de R.

Cela nous permet de donner une caractérisation ”du premier ordre” de I'indépen-
dance pour les presque hyperimaginaires :

Lemme 2.1.14. [3, Lemme 1.9] Soit R’ qui témoigne que R est presque hyperdéfi-
nissable. On écrit p(x,y) = tp(ab/c) et p'(x,y) = p(xr, Yre)) ot R est la relation
telle que pour tout x,y € X, on ait x =g y st et seulement si il existe z € X tel que
r =pr 2 =R Y.

Alors ar | _br si et seulement si p'(x,b) ne se divise pas sur c.

Démonstration. = Prenons o’ € ag et b’ € by avec d \ch’.

Notons que ag J/C b’ et que donc on peut choisir ' € ap ; et de méme a’ J/C br, donc
on peut aussi choisir &’ € b d’apres le lemme 2.1.13.

Prenons maintenant b” =, b de telle facon qu’on ait a’ J/C 'y,

Alors b € by, donc 0" € by et = p'(d', V"), et par conséquent p'(z, ") ne se divise
pas sur ¢. Comme par construction b’ =, b, cela reste vrai pour p'(x,b).

< 1l existe @’ | b avec p/(d/,b), ce qui signifie qu’il existe a” € al et V' € bpe

C
avec p(a”,b"). Alors af | bf : comme un c-automorphisme envoie a”b” sur ab, on a

ar \I/CbR' O
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On va maintenant voir parmi les propriétés de I'indépendance celles que ’on peut
conserver dans le cas des presque hyperimaginaires (quitte a les adapter un peu).

Remarque 2.1.15. Notons que dans nos définitions, on a considéré le types de
presque hyperimaginaires exclusivement sur de ”simples” hyperimaginaires.
Supposons que l'on parvienne a modifier notre définition pour autoriser a considérer
un type sur un presque hyperimaginaire.

Soit @ un uplet infini : on définit alors le type p = tp(a/ag) avec E la relation
d’équivalence presque hyperdéfinissable pour laquelle aFEb lorsque pour tout 4 sauf
un nombre fini, on a a; = b; (c’est-a~dire le type d’'un élément imaginaire sur un
presque imaginaire qui le contienne) : considérons maintenant I’ensemble des types
T = pU {.CE'Z 7£ ai}.

La famille des types m; est alors finiment consistante, mais inconsistante : on ne
pourra donc pas définir de type sur un hyperdéfinissable sans perdre la compacité
sur 'espace des types. Par conséquent, on ne considerera que des types sur des
hyperimaginaires.

Proposition 2.1.16. Propriétés de l’indépendance
1. La symétrie reste vraie (c¢’est évident vu la définition).

2. On ne peut avoir la transitivité telle quelle (puisqu’on ne prend pas de types sur
un presque hyperimaginaire), mais on peut légérement adapter notre définition.
a) Supposons que ag chdeR et bp \J/CdR. Alors apbp J/c dr et ap J/CbR.
b) ag chdR si et seulement si ag \ch et ap J/bc dp.

3. Le caractere local peut étre étendu depuis le caractére local pour un représentant
quelconque.
4. Le caractere fini est vérifié dans le cas des presque hyperimaginaires.

5. L’extension, comme le caractére local, est vu comme extension sur un repré-
sentant.

6. Si deux éléments sont indépendants sur un élément, ils sont également indépen-
dants sur la cloture bornée de cet élément.

La démonstration de ces résultats est donné dans [3], entre le lemme 1.9 et la
définition 1.11.
On va a présent définir un équivalent des suites de Morley, puis adapter aux presque
hyperimaginaires le théoreme d’indépendance.

Définition 2.1.17. Une suite indiscernable (éventuellement de Morley) pour ag sur
c est une suite de la forme (a;z : @ € I) ou (a; : i € I) est une suite indiscernable
(éventuellement de Morley) sur ¢ pour un a’ € ag (c’est-a-dire dans tp(a’/c)).
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Theoreme 2.1.18. Théoréme d’indépendance [3, Fin de la section 1]
Supposons que agr \L (1R, quUe ;R JJ bir pour i € {0,1}, et que bop = bg.

1l eziste alors un élément b pour lequel br \LCQOR,alR et tel qu’on aura bragr =.
boraor et brair =. biraig.

Démonstration. On supposera que ¢ = bdd(c).

Etant donné que 'on a byp =% by g, il existe deux représentants de ces classes ayant
méme type fort sur ¢; on peut supposer que by et by sont ces représentants (quitte a
renommer les classes), et donc que by =15 b;.

Puisque agr L air, on peut egalement considérer que ag L a; (notons que pour
I'instant, il n’y a aucune relation entre les couples (ag, aq) et (bo, by) ; raison pour
laquelle on peut supposer que c’est (ag, a;) qui satisfait cette relation).

On choisit maintenant ay € agr et by € bor vérifiant ag | _b.

Or il existe by =, bo tel que bf J/c,ba ag : par transitivité de 'indépendance, by | _ay.
De plus, by =4, by entraine b” Rby et Istp(by/c) = lstp(bg/c) (en effet, ¢ = bdd(c)).
De méme, on trouve aj € aig et by € bip tels que b] | _aj et by =, by.

Enfin, on choisit ag, by =, ao,b” avec ao,b’”i,caO a1 et al,b”’ =.q a1,0] avec

/11 "
agy, by Lcal ag.
Alors par tran51t1V1te de l'indépendance, a; J/ a1 puisque ag \L a1 ; ce qui nous
donne alors af J/ ag, & nouveau par transitivité.

Ui " /11

De plus, on a ajp = aOR Apps g = a1r = ajp et by’ | ag et bf \L alf
On applique alors le théoreme d’ 1ndependance pour trouver b J/ ag, af avec

1 —lst /11 11 —lst; /1
b,ay =2 by, ay et b,al =P b a

Ce b satisfait alors les conditions de I’énoncé.

2.2 Groupes presque hyperdéfinissables

A partir de maintenant, on considerera que l'on travaille exclusivement dans un
groupe G presque hyperdéfinissable, ce qui signifie que G est de la forme G*/R, ol
G est un ensemble hyperdéfinissable et R est une relation d’équivalence presque
hyperdéfinissable sur G°.

Dans ce cas, on peut définir le produit - comme une fonction graduelle de

G'/R x G*/R — G®/R, tel qu’on I'a défini en 2.1.10. En particulier, si on considere
2,y € G°, x -y est un sous-ensemble hyperdéfinissable.

D’autre part, si 24/R est presque hyperdéfinissable dans G®/R, alors il existe une
fonction, qu’on appellera g, qui vérifie pour tout i € Ix que X; - X; C Xy(;).

Nous allons maintenant qualifier les sous-ensembles d'un ensemble presque hyper-
définissable. Notons que dans la définition suivante, les sous-ensembles ne seront en
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réalité hyperdéfinissables ou presque hyperdéfinissables que par rapport a G, et non
de maniere absolue.

Définition 2.2.1. |2, Definition 1.36] Un sous-ensemble de G est dit hyperdéfinissable
dans G 'l est de la forme X°/R C G°/R ot X? est un sous-ensemble hyperdéfinis-
sable de G°.

Il est dit presque hyperdéfinissable dans G s7il est de la forme X?/R o, encore une
fois, X? est un sous-ensemble presque hyperdéfinissable de G?, tel que pour tout i il
existe j avec X! C U, 9a(X8)r,-g, pour une famille (gq, g, : o < 1) d’éléments de G°.

Par la suite, on omettra de mentionner "dans G”, bien qu’il s’agisse d'un abus
de langage, dans la mesure ot on ne définit I'hyperdéfinissabilité (ou la presque
hyperdéfinissabilité) que par rapport au groupe G : un sous-ensemble peut parfaite-
ment étre hyperdéfinissable dans G sans étre hyperdéfinissable. De plus, on parlera
des sous-ensembles sans noter le quotient par R pour simplifier ’écriture.

Nous allons a présent étendre la notion de généricité : d’abord aux éléments presque
hyperimaginaires, puis aux types partiels.

Définition 2.2.2. Un élément presque hyperimaginaire agr est générique sur A si
pour tout g € G tel que ar |, g, 0ona (g-a)r | g, 4.

Les éléments génériques, dans le cadre des presque hyperimaginaires, conservent
leurs propriétés habituelles.

Définition 2.2.3. On appelle 7(z/A) un type partiel sur A un ensemble de formules
a parametres dans A non contradictoires.
Un presque hyperimaginaire ar réalise un type partiel s’il existe un o’ Ra tel que
= 7(a’/A). Par la suite, on notera Sg(A) I'ensemble des types partiels consistants
sur A qui étendent le type partiel 2 € GP.

Définition 2.2.4. Considérons maintenant un type partiel 7(z/A) € Sg(A).
On dit que 7 est générique si Vg € G, 3h = g-n(x/A)g tel que h | g, A.

Il nous faut également étendre la définition de rang stratifié pour prendre en
compte le caractere partiel des types considérés, ainsi que les propriétés qu'il vérifie.

Définition 2.2.5. Soient k < w et ®(x,y), U(y1, ..., yx) des types partiels dans G.
W est un k-témoin d’inconsistance pour @ si (V(y) A A\, #(x,:)) est inconsistant.
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Définition 2.2.6. Soit ¥ un k-témoin d’inconsistance pour ®(xg,,y), c’est-a-dire le
type partiel {z : 32'(zRox’ A ®(2’,y))} (on suppose que z € Xj).

On définit le rang local Dg(m,®, ¥) pour 7 un type partiel étendant = € X, par
Dg(m,®,¥) > n+1¢'lly aune suite (¢ : [ < w) dont toute sous-suite de longueur k
satisfait U et un couple (g, h) € G® tel que Dg(m(x)A®((g-z-h)r,, ), ®, ¥) > n pour
tout [ < w. Par ailleurs, le rang local vérifie en toute circonstance que Dg(7, @, ¥) >
0.

Pour un type m(x, A) sur A et un n < w, la condition Dg(7(x,Y),®, V) > n
est fermée en Y (en effet, on a initialement I’ensemble tout entier, qui est fermé,
et en raisonnant par induction, on considere a chaque augmentation du rang une
intersection d’ensembles).

Ce rang local satisfait de plus plusieurs propriétés.

Propriétés 2.2.7. 1. Finitude : Tout Dg(—, P, V) est fini.

2. Ultramétrie : Si 7(z) bV, ., ma(x) (o1t la disjonction est éventuellement infi-
nie), alors Dg((m, @, V) = sup, Da(m A 74, P, V).

3. Invariance par translation : Dg(m(x), ®, V) = Dg(n((g - = - h)g,), P, ¥) pour
tout g,h € G et i € I.

4. Si p(z) € S(A) implique que x € G°, alors Dg(p,®,¥) = Dg(p(xg,),
pour tout i € I; et sip € S(A) étend p(xg,), alors Dg(p, @, ¥) = Da(p/,
pour tout @ et W.

5. Le rang local témoigne de la division : Supposons que p € S(A soit étendu en
un type complet ¢ € S(B), ou A C B. Alors le type partiel g(zg,) ne se divise
pas sur A si et seulement si Dg(p, @, V) = Dg(q, P, V) pour tout @, W.

Cela revient & dire que, sionax € G’ et A C B, alors zp | B st et seulement
si Dg(tp(x/A), ®, V) = Dg(tp(x/B), P, ¥) pour tout ¢, V.
Ici, p(xg,) correspond & dire signifie que Jy [yR;x A p(y)].

Démonstration. 1. On rappelle que 1'on travaille dans une théorie simple.
Il existe un &', qui dépend de ® et U, tel que 'ensemble {®((z -z - 2')g,, u1) :
[ <K'} soit inconsistant avec A, - ;0 V(Uig, s Yip_y)-
En effet, on pourrait sinon par compacité trouver g,a,h € G® et (¢; : | < v*)
tels qu'on ait = A\, o o W(cps ) A Njcpr @9 a - h)ry, ).
On a alors un v qui implique 'existence d’une famille (a, : a < v) avec
(9-a-h)r=Uac, taro-
On considere 0 et 1 deux ééments de I, avec 0 < 1. Pout tout [ < v, soit
a; €1 g-a-h (€, correspond a ’appartenance dans Ry ) tel que 'on ait ®(aj, ¢;) @ il
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existe alors a < vetly < ... < l_y < v" pour lesquels \,_, Ro(al,, a;,). Chaque
Ry-classe intersectera alors {a] : | < v} en au plus k éléments, et comme v
est infini, les @; forment une anticlique, ce qui contredit notre choix de v.

Si Dg(m,®, V) > n pour tout n < w, on obtient par compacité un arbre de
taille |T'|7, ot la racine est notée 7 est les w successeurs d'un noeud 7 sont notés
D((gy-x-hy)Rys Cyp1) pour I < w, olt (¢, : | < w) est une suite indiscernable sur
les parametres précédents dont toute k-sous-suite satisfait W ; cet arbre a des
plus des branches consistantes.

On en déduit quune branche se divise sur tout sous-ensemble de taille |77 de
son domaine ; ce qui contredit la simplicité.

. D’apres la définition, il est évident que I'on aura

Dg(m, @, V) > sup, Dg(m A 7o, ®, V).

Montrons par récurrence sur n que si Dg(m, &, W) > n, il existe alors « tel que
De(m A 7o, @, %) > n.

Pour n = 0, c’est évident : le rang local est par définition toujours positif.
Pour n = k+ 1, il suffit de considérer une suite (¢; : | < p™ +w), qui existe par
compacité ; comme D(m A ®((g -z - h)g,, P, V), on peut appliquer I'hypothese
d’induction a chaque rang local Dg(m(z) A®((g-x - h)gy, c1), D, V).

On choisit alors un a < g qui apparait infiniment souvent : il devra alors
vérifier D (m A 7o, @, V) > Dg(m, @, V), ce qui nous donne 'égalité voulue.

. Il suffit de vérifier I'inégalité

Dg(n(),®,9) > Dg(n((g- - h)r,), ®, ©);
celle-ci impliquera en effet que
Dg(ﬂ<$), P, lII) > DG(W((gil ’ (g CX h)Rz ’ hil)R£)7 P, \IJ)

Pour cela, on va montrer par récurrence que si Dg(7((g-z-h)g,), ®, V) > n+1,
alors Dg(m(x), ®, W) > n+1: c’est suffisant puisqu’on a vu que le rang stratifié
est toujours fini.

Supposons donc que l'on ait Dg(n((g -« - h)g,), P, V) > n+ 1; dans ce cas, il
existe (¢/,h') € GP et une suite (¢; : | < vT) telle que

De((Fy(y €ig-a-hAT(y) AW (Y €1 g -a- AP, ), P, V) >n

Nyadoncunjetg’ € g g eth”e; h=' h tels que vy € ¢"-y-h". On
peut par conséquent écrire que

DG(Hy(y Cig-r: h A 71-(y) N CI)(((g’ : g_l)R]‘ "y (h_l ’ h‘/)Rj)RO7 Cl))v P, \Ij) 2> n,
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et on peut trouver deux familles (g, : @ < v) et (h, : o < v) vérifiant ((¢’ -
gil)R]‘ "y (hil ’ h/)Rj)RO7 Cl) C Ua<u(ga Y- hoc)Rov Cl))a ce qui nous amene a

Da@yly € g-aw-h Am(y) AR (G- y-ha)ry ), @, W) > n.

a<v

Ce qui est égal a sup,., Da(3y(y €; g-2-hAT(Y) AP(ga - Y- Pa)rys 1)), P, V)
d’apres la propriété ultramétrique.

Or il existe une infinité de [ distincts pour lesquels le méme « convient : ¢’est
avec cet oo qu’on travaillera a présent.

On applique alors I'hypothese de récurrence pour en déduire que Dg(m(y) A
(I)(<goz "y ha>Roa Cl)v o, \Ij) > n.

Cela implique alors que Dg(m, ®, W) > n+1, ce qui complete la démonstration.

4. La premiere assertion est un cas particulier de l'invariance par translation
(excépté que dans ce cas, il n’y a méme pas de translation).
Pour la seconde, on peut montrer par induction que Dg(p, ®, V) > Dg(p/, @, V)
de par le fait que p’ est une extension de p. Soit maintenant a = p’; il existe
b = p avec aR;b. Mais dans ce cas, on a que p = tp(b/A) F p'(xR,), et par
symétrie, on a l'autre sens de l'inégalité.

5. = Supposons que q(xg,) ne se divise pas sur A. Il existe alors un type complet
¢ € S(B) qui I'étende et ne se divise pas non plus sur A; posons p' = q|’ A
(c’est-a-dire la restriction de ¢’ aux parametres de A). On aura alors que
Da(q',®,¥) = Dg(p', @, V), et affirmation précédente permet alors de con-
clure.
< Si q(zg,) se divise sur A, il existe alors ®(x,b) € q(z) tel que ®(zg,,b) se
divise sur A. On peut alors trouver un entier k, un type partiel ¥ tels que
U(y) A N\j<i, (zg,, y1) soit contradictoire et une suite A-indiscernable (¢; : [ <
vT) dans tp(b/A) dont toute k-sous-suite satisfait W. Il existe dans ce cas un
a < v pour lequel il existe une infinité de [ vérifiant

DG(Qa (I)v ‘I,) < DG(p A q)(va)vq)a \Ij) = DG<p/\ @(%,Cl),q), \I])
< DG(p A q)((ea * X foz)RovCl)yq)a \I!) < DG(pyq)vqj) -1

O
Le rang stratifié peut étre utilisé pour caractériser les types génériques.

Proposition 2.2.8. [10, Lemme 4.1.9] Soit 7w(z) un type partiel sur A qui étende le
type partiel x € G°. Les propositions suivantes sont équivalentes :
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1. 7 est générique pour G.

2. Dg(m,®, V) est mazimal parmi les types possibles dans Sg(A), pour tous les
types partiels @ et tous les témoins d’inconsistance W pour ®.

3. Pour tout g € G, le type partiel g - ™ ne dévie pas sur &.
4. Pour tout g € G, le type partiel g - ™ ne dévie pas sur A.

Démonstration. L’équivalence 1. < 2. est [3, Corollaire 2.9]. Si 7 est générique
pour G, alors pour tout g € Gily a h |=g-7g avec h | g, A. Ainsi g - 7 ne dévie
pas sur &, ce qui montre 1 = 3.. L'implication 3. = 4. est triviale. Enfin, supposons
4., soit g~ € G générique sur A, et h |= g~ - mavec h |, g. Alors gh |= 7, et

DG(W>(I>1 \Il) > DG(gh/A7q)a \Ij) > DG(gh/h>A7(D7 \Ij)
= DG(g/h7A7(I)7 \Ij) = DG(Q/Aa (I)7\Ij) = DG(Ga (I)yllj)

pour tous les types partiels ® et tous les témoins d’inconsistance ¥ pour ®. Donc on
a 2. ([l

Définition 2.2.9. Un sous-groupe H presque hyperdéfinissable de G est dit dindice
borné dans G si |G : H| < k.

Pour tout ensemble A, la composante A-connexe de G, qu’on note GY, est I'intersec-
tion de tous les sous-groupes de GG presque hyperdéfinissables sur A d’indice borné.
G est connexe sur A s’il n’a pas de sous-groupe presque hyperdéfinissable propre sur
A qui soit d’indice borné.

Définition 2.2.10. Un sous-groupe presque hyperdéfinissable H de G est localement
connezxe si, pour tout G-conjugué et conjugué par automorphisme K de H, on a soit
H = K, soit leur intersection est d’indice non borné dans H.

Proposition 2.2.11. [2, Fait 2.17] Pour tout sous-groupe presque hyperdéfinissable
de G, il existe un unique sous-groupe presque hyperdéfinissable minimal localement
connexze H'® commensurable avec H ; on Uappelle la composante localement connexe

de H.

Définition 2.2.12. On appelle dg g () le type partiel qui signifie que le rang local
de x est au moins n; il correspond a {—n(z) : Dg(n(z), @, V) < n}.

Lemme 2.2.13. [2, Lemme 2.4] Soit X = X°/R un sous-ensemble presque hy-
perdéfinissable de G.

Posons p = N\, . do, w,n, une conjonction de types partiels de cette forme.

Alors pour tout paire ©, ¥, on aura Dg(X; A p, ®, V) constant pour tout i > 0.
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Démonstration. Il suffit de prouver que
DG(Xl A D, qD? w) = DG(XO A D, (I)J w)

pour tout ¢ > 0 et pour tout paire ¢, V.

Soit ¢ = X; A p qui soit tel que Dg(c, ®,v) = Dg(Xo A p, @, V).
On sait que X; C Uaa.Xo.ba, et on peut supposer que ¢ i ab.
Alors ¢ € a,.d.b, pour un « et pour d € Xy. Par conséquent,

D¢(tp(d), @k, Vi) > De(tp(d/anby), @i, Vi) = Da(tp(c/aqba), P, Vi)
= D¢ (tp(c), r, W) > ng.

On a donc d = p, pour tout k < w, d’ott on déduit :

De(Xo Ap, @, V) > De(tp(d), @, V) > De(tp(c), @, V)
= DG(Xi Ap, @, \IJ)

Proposition 2.2.14. [2, Lemme 2.8] Soit X;/R C G un ensemble presque hy-
perdéfinissable ; X est un R-ensemble.

On suppose qu’il existe f : I — I tel que, dés que x,y € X; et que © | y, on ait
x_l.y - Xf(,-).

On pose H? = X; - X,;.

Alors H = H°/R est un sous-groupe presque hyperdéfinissable de G.

Lemme 2.2.15. Si R est une relation d’équivalence bornée (I,1)-presque hyperdé-
finissable avec f au-dessus de ¢ et si Uon a a =" b, alors a Ry b.

Démonstration. C’est une application directe de la propriété vue dans ’exemple
2.1.9 : en effet, dans une théorie simple, on sait par le théoreme d’indépendance que
si 'on a des éléments a, b qui vérifient le méme type de Lascar fort, il existe ¢, d tels
quea | ¢, b | detc | d. Par conséquent, si a =5 b, cela implique que aRsb, et le
lemme mentionné nous donne bien que a Ry b (puisque 3 < 22). U

On va dans la proposition suivante utiliser la notion de stabilisateur d'un type;
commencons donc par la définir.

Définition 2.2.16. Soit p un type dans Sg(A). On définit

Si(p) = {a € G*: 3, |= p tels que (br | ag) A(a € (' -bHgr)},

puis S(p) = | Si(p). Enfin, on pose Stab(p) = S(p)*.
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Proposition 2.2.17. On suppose que A = bdd(A) et qu’en outre, si on ac € (a-b)g,,
alors b et ¢ ont méme rang local sur a.
Alors Stab(p) est un sous-groupe presque hyperdéfinissable.

Démonstration. Il y a pour tout ¢ un ¢’ tel que S;(p) C S1(p)r, C Sy (p) : il existe
en effet ' tel que (0'-b~")p, C((V'-b " )r,)r, € (V-0 )R,

Supposons a présent que a |, a’ solent dans Sj(p).

On choisit b,0’ = p qui témoignent du fait que a € S;(p), et ¢, | p qui témoignent
de a' € S;(p).

Alors

D(;(tp(CI/A), P, lIj) = DG(p7 P, \Il) = DG(tp(C/A)v P, \Ij)
= D¢(tp(c/d'A),®,¥) = Dg(tp(d'c/a’ A), @, ¥)
= D¢(tp(d'/d’A), @, V),

/ / A /
et donc ¢ | , a. De méme, on aura b J/AaR.
D’apres le théoreme d’indépendance, on peut supposer que b, = ¢y, et que

/ /
| agr,dy.
A

On aura dans ce cas a-a’ C (/-0 ")g, (¢ - ¢ ), € (V- ¢ )g, pour un ¢’ € I, et
a-a C Si/ (p) (notons que ‘\[{A ag, ay implique cg \.LA ag, d’p).

On applique alors la proposition 2.2.14 pour obtenir le sous-groupe presque hy-
perdéfinissable Stab(p) = S(p)*.

Proposition 2.2.18. [2, Proposition 2.12] Soit H < G un sous-groupe presque hy-
perdéfinissable sur un ensemble A.

1. Soit g € H, et p =1stp(g/A). Alors Stab(p) < H, et il est d’indice borné si et
seulement si g est générique dans H.

2. Soit K un sous-groupe uniformément presque hyperdéfinissable de H défini sur
bdd(A), et [H : K] < oc.
Supposons de plus qu’il existe i tel qu’on ait g € HY générique pour H sur A.
Alors Stab(Istp(g/A)) C K.

3. Soit (K* : a < \) des sous-groupes uniformément presque hyperdéfinissables
de H définis sur bdd(A), et [H : K% < oo pour tout . Supposons de plus qu’il

existe i tel qu’on ait g° € H? générique pour H sur A pour tout 3 < \. Alors
Stab(Istp(g” /A)) C K uniformément.
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4. Pour tout i € I, Stab(lstp(g/A)) est uniformément unique pour tout g € H?
générique, ce qui signifie que tous les choix d’un tel g donnent des sous-groupes
uniformément égauzx de H, et ce sous-groupe unique est sur A. C’est également
un sous-groupe normal graduel de H dans la mesure ot tous ses conjugués
groupes-théoriques dans H sont uniformément égauz.

Démonstration. 1. Stab(p) C H, et c’est un sous-groupe.
Si g est générique, alors Stab(p) contient des génériques de H indépendants, et
est donc d’indice borné.
Réciproquement, si Stab(p) est d’indice borné, il doit contenir des éléments
génériques, et donc S(p) doit également en contenir. Mais alors il existe g = p
et h € S(p) tels que h soit générique sur g et que h- g |= p, d’ou on déduit que
p est générique.

2. Soit p = Istp(g/A) générique dans H et K < H un sous-groupe presque hy-
perdéfinissable avec f d’indice borné dans H, défini sur bdd(A).
Les translatés a droite de K induisent alors une relation d’équivalence bornée
bdd(A)-presque hyperdéfinissable sur les réalisations de p. En appliquant le
Lemme 2.2.15, il y a I’ € I qui dépende uniquement de f tel que p(z) | = €
Kl/ - g.
Par conséquent, il existe [1,l, € I qui ne dépendent que de f et de I’ et tels
que S1(p) C K, et Stab(p); < Kj,. On a donc Stab(p) < K graduellement.

3. Dans la démonstration précédente, les indices dépendent uniquement de 7 et
de la fonction qui témoigne de la presque hyperdéfinissabilité de K ; comme la
famille est uniformément presque hyperdéfinissable, on peut étendre le résultat :
Stab(Istp(g?/A)) C K uniformément.

4. L’unicité uniforme découle des propriétés précédentes. Ce sous-groupe unique
est de plus uniformément graduellement égal a chacun de ses conjugués modele-
théoriques sur A, il est donc sur A.

En considérant les conjugués groupes-théoriques, le méme argument implique
qu’il est normal.

0

Lors de la construction du groupe, un type d’ensemble plus précis que presque hy-
perdéfinissable va naturellement apparaitre ; lors de la suite de notre démonstration,
c’est ces ensembles sur lesquels nous nous appuierons.

On va donc définir ces nouveaux ensembles, a mi-chemin entre les hyperdéfinissables
et les presque hyperdéfinissable, puis étendre autant que possible les définitions et
propriétés propre aux ensembles hyperdéfinissables a cette nouvelle classe.
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Définition 2.2.19. Un élément presque hyperimaginaire est quasi-imaginaire s’il est
interborné avec un élément hyperimaginaire sur des parametres indépendants.

Un ensemble est quasidéfinissable s’il ne contient que des éléments quasi-imaginaires ;
cela implique entre autre que tout sous-ensemble presque hyperdéfinissable d’un en-
semble quasidéfinissable sera lui-méme quasidéfinissable.

Définition 2.2.20. On dit qu'un sous-groupe est presque quasidéfinissable lorsqu’il
s’agit d'un sous-groupe presque hyperdéfinissable d’'un groupe quasidéfinissable.

Cette définition nous permettra, lorsqu’on travaillera avec les quasi-imaginaires,
d’éviter ’abus de notation mentionné plus haut.

Remarque 2.2.21. On n’a défini les types que sur des parametres hyperimaginaires,
non sur les presque hyperimaginaires ; mais ici, puisque chaque élément peut étre as-
socié a un élément hyperimaginaire (quitte a rajouter des parametres indépendants),
on pourra travailler sur les quasi-imaginaires (en les remplacant par leur cloture
bornée).

On pourra ainsi associer un rang SU,, et la notion de p-minimalité sera transposable
aux ensembles quasidéfinissables.

Par la suite, on ne mentionnera pas ce rajout de parametres indépendants.

Proposition 2.2.22. Soit H < G un sous-groupe presque quasidéfinissable avec
SU,(H) = k. On considére un type q(x) un type p-minimal qui étende x € H avec
SU,(q) =k, ot k <w. Alors q(x) est le translaté d’un type générique de Stab(q) sur
des parameétres indépendants, et donc SU,(Stab(q)) = k.

Démonstration. Prenons a, b deux réalisations de ¢ indépendantes sur B = dom(q) ;
alors
2k = SU,(a,b/B) = SU,(a,ab™"/B) = SU,(a/B,ab™") + SU,(ab™"/B)
< SU,(a/B,ab™") + k.

Ainsi, SU,(a/B,ab™") > k.
Comme tp(a/B) est p-minimal, cela signifie que a |, ab™'; et la méme méthode
implique que b |, abt.
Ces deux résultats nous donnent ab™' € S(q).
Comme tp(a/B,b) est une extension non-déviante de que ¢ et tp(ab='/B,b) est
une extension non-déviante de tp(ab~'/B), la p-minimalité de ¢ implique celle de
tp(ab™/B).
De plus, pour tout &, ¥, on aura

Dg(q,®, %) > Dg(Stab(q), ®,¥) > Dg(ab™ /B, ®,¥) = Dg(ab™'/(B,b), ®, V)

= DG(G'/(B’ b)v o, \Ij) = DG(G/B7 P, \II) = DG(Qu P, \Ij)
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Par encadrement, on en déduit que tp(ab~'/B) est générique dans Stab(q). O

Définition 2.2.23. Soient G' un groupe quasidéfinissable et p un type régulier. On
dit qu'un sous-groupe presque hyperdéfinissable H de G est p-conneze lorsque son
type générique est p-minimal.

Une p-composante connexe d’un sous-groupe presque hyperdéfinissable H est un sous-
groupe de H simultanément p-connexe, localement connexe, de méme rang SU, que
H, et minimal avec ces propriétés.

Il reste a vérifier ce qu’il en est de l'existence et de 1'unicité des composantes
p-connexes.

Theoreme 2.2.24. Soient G un groupe quasidéfinissable, H un sous-groupe presque
quasidéfinissable, et p un type régulier. On suppose que SU,(H) < w. Alors H a une
unique composante p-conneze.

Démonstration. Soit h un type générique de H.

Posons A = cl,(@) Nbdd(h), et ¢ = Istp(h/A). Alors ¢ est p-minimal et vérifiera
SU(q) = SU(H).

Posons HP la composante localement connexe de Stab(q) : ¢’est un sous-groupe hy-
perdéfinissable de H. D’apres la proposition 2.2.22, le groupe Stab(q) est p-connexe
et SU,(H?) = SU,(H). Comme H? est commensurable avec Stab(p), c’est aussi vrai
pour HP, et HP est bien une composante p-connexe.

Considérons maintenant H* une autre composante p-connexe.

Soient h € HP et h* € H* des éléments génériques indépendants. Alors hh* est
générique dans H? H*, ainsi que p-minimal, puisque hh* € dcl(h, h*) et que ce der-
nier l'est. De plus,

SUL(H) > SU,(hh*) > SU,(hh* /h*) = SU,(h/h*) = SU,(h) = SU,(H).

Par conséquent, H? H* est p-minimal, et H? comme H* y sont d’indice borné (c’est-
a-dire qu’il est recouverts par un nombre borné de translatés a droite de HP, et par
un nombre borné de translatés a gauche de H™).

Cela signifie que H? N H* est d’indice borné dans H? et dans H* : ces deux sous-
groupes sont bien commensurables, et égaux comme il par minimalité connexité
locale. 0

2.3 De la p-configuration au fragmenté générique

On va définir les notions de p-configuration et de quadrilatere algébrique ; et apres
avoir donné la définition des fragmentés génériques, on va voir que I'on peut en faire
surgir un a partir d’une p-configuration.
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Définition 2.3.1. Un hyperimaginaire a est quasi-fini s’il est dans la cloture définis-
sable d'un uplet réel fini.

Définition 2.3.2. Soit p un type régulier sur @. Un 6-uplet (ai, as, asz, 1, T2, x3)
forme une configuration de groupe par rapport a cl,, ou p-configuration, si

1. Chacun des a; est dans la p-cloture des deux autres
2. z; € cly(ajzg) pour {3, j,k} ={1,2,3}

3. Tout autre paire ou triplet est indépendant

4

. tp(aiaza3xixem3) est p-analysable, p-minimal, et chaque coordonnée a un rang
SU, non-nul

On parle de quadrilatére algébrique si

1. a; € bdd(ajai) pour {i,7, k}={1,2,3}

2. x; € bdd(a;xy) pour {i,7,k} = {1,2,3}

3. Tout autre paire ou triplet est indépendant

4. a = cb(zxj/ax) pour {i,j,k} = {1,2,3}
Il est p-minimal si Istp(ayasazzzox3) Vest.

On peut visualiser ces conditions par le diagramme suivant, ot les lignes indiquent
la dépendance

3]

a2 €2

a3 €3

Proposition 2.3.3. [9, Proposition 1.1] Si (a1, as, as, x1, x2, x3) est une p-configura-
tion, alors, aprés avoir augmenté le langage avec des paramétres A indépendants de
la configuration, il existe un quadrilatére algébrique p-minimal (af,afy, af, 'y, x5, x%)
avec cly,(al) = cly(cb(zzy/cly(a;))) C cly(a;) et cly(z;) = cly(a}) pour {i,j, k} =
{1,2,3} (sur A). Si la configuration initiale est quasi-finie, ¢’est aussi vrai de A et
de la nouvelle configuration.
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Démonstration. Construisons d’abord une p-configuration (a}, a, a}, 1, 24, %) sur
des parametres indépendants A avec cl,(a;A) = cl,(a}A) et cl,(2;A) = cl,(z;A) pour
i =1,2,3 et telle que z} € bdd(Adjz),) pour {i,j,k} = {1,2,3}.

Soit a' un élément qui réalise Istp(a; /azr1z2) indépendamment de ayazzixy. Iy
a donc a?z? tels que Istp(ajasaszizars) = Istp(ala®azzizox®).

Remarquons que as | aszre implique que cly(agzy) | L I)Clp(agl'g) et donc que
Cp xr

cl,(asxs) J/dp(ml) cl,(azzs). Cela nous donne que cl,(a*z?) |
que

cly(z1) Clp(a3$2) , et donc

cly(a*z®) N cl,(azzs) = cly(zy).

Soit 2! = cb(z1/a’azze2®) € bdd(a?azzyx®). Alors z; € cly(azzs) implique
que 71 € cly(2!). Par ailleurs z' est définissable dans une suite de Morley dans
Istp(xy/a*azxez?), dont les éléments sont dans

cly(a*z®) N cly(azzs) = cly(zy),

donc z! € cl, (7).
Comme a' est indépendant de la configuration de groupe originale et que 2® €
cly(a'zs) et a® € cly(a'as), le 6-uplet (a1, az, aza’®, x*, x22®, x3) forme une p-configura-
tion sur cl,(a') dont les ensembles ont la méme p-cloture (sur cl,(a')) que les en-
sembles originaux et qui en plus vérifie que z' € bdd(aza?, x923). On peut aussi
remplacer la classe cl,(a') par le sous-ensemble cl,(a') N dcl(a'arazaza®ctzox3as).
On peut remarquer que cette construction ne modifie pas x3 : on peut donc appli-
quer la méme méthode (en échangeant les indices 1 et 3) pour obtenir un ensemble
de parametres A et une configuration de groupe (a?,a3,ay, %, 29, 29) sur A avec

cly(a;A) = cl,(alA) et cly(x;A) = cl,(x?A) pour i = 1,2, 3, et tels que
2] € bdd(ajry) et a3 € bdd(aday).

Par la suite, on inclura A dans le langage, et on omettra le .

Soit zf = cb(za/a1asxix3) € bdd(ayaszixs). Puisque o C cly(ajas), on a que
xg € cly(xh). Réciproquement, comme 7, est définissable dans une suite de Morley
dans Istp(za/a1azzi23), dont les éléments sont dans cl,(a1x3) N cly(aszy) = cly(z2),
on a x4y € cly(x2). De plus,

Ty | azr; et xp € bdd(zqaz), donc x; € bdd(zhas);

de méme, on a x3 € bdd(xhay).
Comme aq, az et x9 sont indépendants, ay, az et 2, le sont aussi par p-minimalité
de tp(alv (13)-
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Alors ax3 ¢I,2 asri, de méme ao Lxg a,rs, et ap Lm,z asxy ; le théoréme d’indépen-
dance implique alors l'existence d'un aj |, a1z3azz: qui véalise Istp(ag/azzah) U
2

Istp(az/azz12h). Cela signifie alors que ay | a4, et donc que a3 | ajasazzizams.
Il y a alors ajz} et alzi tels que

Istp(ayagasrvhas) = lstp(ajayasz vhrs)

= Istp(a1a3a3212573)

On pose a} = a1ai, dy = ag, ay = azai, v} = v12l, et 25 = x32}. Ces éléments ont la
méme p-cloture que les anciens sur cl,(ad), ils forment donc une p-configuration. De
plus,

~ 1 € bdd(azzh) et 23 € bdd(ajxh), dott ) € bdd(ajx))

— 3 € bdd(ay2%) et z1 € bdd(aiz}), d'ott ¥4 € bdd(a)x})

~ 24 € bdd(ayaizrizs) = bdd(ajz}) et

7y € bdd(alazzizl) = bdd(aj))

De plus, 25 € bdd(ajzy) C bdd(aya)z)) : comme zjx} |
bdd(cl,(a), z}).
De méme, on a 2} € bdd(cl,(a}), z%).
On ajoute alors dcl(a)ahalrrhrhal) Ncly(al) au langage.
Remarquons que si p est quasi-fini, on ajoute par ce procédé un nombre quasi-fini
d’éléments.

Maintenant, prenons a; = ch(2z} /cl,(a;)) pour {i,j,k} = {1,2,3} (ce qui signi-
fie de plus que af = cb(z}z}/ay)).
Alors aj € cly(aj); comme z’; J/xk . Clp(ai) et que 2 € bdd(zjcl,(a;)), on obtient
!, € bdd(z}al). Z
De plus, x; | dja, ot 2} | cl,(a}a;) par p-minimalité, et donc z | aj'afay.

Par conséquent, x;:c; " a;’a;’ et

! /
cly(al) ayas, on a T3y €

ay = cb(zéx;/ag) = cb(acgw;/a;’a;'ag) C Cb(x;x;xﬁg/a;'a;'a’k')
C bdd(ch(zjx)/ajajay), cb(2}x)./aiafay))

= bdd(cb(zjz),/a}), cb(z)xy /aj)) = bdd(a]ay)

Enfin, comme 2z} |, cly(af), on a cly(z}z)) J/dp () cl,(a}),
k2 K2

donc =z, | )Clp(ai) ; comme cly(a}) C cl,(al) = cly(a;), on a

clp(a

cb(zjzg/cly(a;)) C cly(al).
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Réciproquement, posons ¢; = cb(x;zi/cly(a;)) : alors z \LCZ_ a;, d’ou

clp(zjar) | clpla;) et $;x;c L cly(a));
clp(ci) clp(ci)
Comme cl,(¢;) € cly(a;) = clp(a;), on a af = cb(zjx) /cly(a;)) C cly(ci).
On obtient ainsi un quadrilatere algebrique sur les parametres A ; et sur A" = cl,(A)N
dcl(Adfahafa)alay), il est en outre p-minimal (et garde la méme p-cloture). Comme
a1a2a3T1T2x3 | A, et que ayasa3x;ToT3 J/A A’ par p-minimalité, on a bien

a102a3T1T2T3 i/ A/. [l

Définition 2.3.4. Un type partiel m sur A a lindépendance définissable si m(x) A
x |,y est un type partiel sur A.

Pour pouvoir définir les fragmentés génériques, il nous faut commencer par rappeler
la définition des actions génériques de [1] :

Définition 2.3.5. Soit 7(z,y, z) un type partiel ayant trois variables hyperimagi-
naires. On dit que 7 définit des fonctions génériques partielles bornées, ou que c’est
une action générique, si :

1. m [y, 7 [, et ™ [, ont I'indépendance définissable.
2. m(z,y, z) implique que x,y, z sont deux a deux indépendants.

3. Pour tout f,a il y a un nombre borné de b tels que 7(f,a,b), ce qui signifie
que 7(f,a, z) est un type borné (éventuellement inconsistant). On notera f(a)
I’ensemble de ces éléments b.

On note Germ(m) = 7 [, Arg(w) = 7 [, et Val(r) = 7 [, & savoir les fonctions,
arguments et valeurs de m (on utilise la notation Germ(m) car on cherche a étendre
la notion de germe dans le cas stable aux théories simples).

De plus, pour f € Germ(w), on notera Gr(f)(y,z) = n(f,y, 2)

Remarque 2.3.6. Il n’est en fait pas nécessaire d’exiger que Val(m) ait I'indépen-
dance définissable, car cela découle du fait que Germ(n) et Arg(m) lont.
Définition 2.3.7. Soit 7 une action générique.

1. 7 est triviale si w(z,y, z) implique que (z,vy, z) sont indépendants.

2. 7 est inversible si toute fonction envoie au plus un nombre borné d’arguments
sur une meme valeur.

3. m est bien définie si une fonction assigne au plus une valeur a chaque argument.
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4. Dans le cas ou 7 est bien définie, on dit qu’elle est bien inversible si toute
fonction qu’elle induit est injective.

5. m est compléte si pour tout f € Germ(rw), Gr(f) est un type fort de Lascar sur
f

6. 7 est réduite si elle est complete et si des que Gr(f) et Gr(g) ont une extension
non déviante en commun, alors f = g.

7. m(x,y, 2) et w'(2', y, 2) sont isomorphess’il y a une bijection (hyper)définissable

¢ : Germ(m) — Germ(n') telle que Gr(f) = Gr(¢(f)) pour tout f € Germ(rw).

Remarque 2.3.8. Si une action générique m n’est pas complete ou réduite, on peut
construire sa complétion réduite © qui satisfait aussi 5 et 6 comme suit :

7(f 2, y) = {(cb(zy/a),z,y) :F 7(a,z,y)}

Définition 2.3.9. Un type partiel 7(z,y, z) est un fragmenté générique si c’est une
une action générique qui vérifie

1. Arg(m) =7 [, est un type Lascar fort..
2. m est complete.

3. 7 est réduite.

4. 7 est inversible et vérifie 7 = 71,

5. m=Tom

ou la composition de deux fragmentés génériques (ou de deux actions génériques) est
définie par

7 om={(ab,x,2) :E= Jy[r(a,z,y) N7 (b,y, 2)] et {a,b, z} sont indépendants}.

Puisque Germ(m) et Germ(n') ont I'indépendance définissable, Germ/(m) x Germ (')
I’a aussi : on peut donc définir I'indépendance de a, b, x, ce qui signifie que 7’ o 7 est
bien défini.

Définition 2.3.10. L’inverse m' est défini comme 7 (z,y,2) = 7w(x,2,y) : la
condition 6) implique donc que 7 (z,y,2)" " .= Arg(7)(2).

Fait 2.3.11. [9, Corollaire 1.1 Si (ay, as, ag, x1, T2, x3) est une p-configuration, alors
sur certains parameétres A indépendants de la configuration, il y a un fragmenté
générique T, tel que xy ait la méme p-cloture que certaines des réalisations de Arg(rw),
et ag ait la méme p-cloture que certaines des réalisations de Germ(w), sur des pa-
rametres indépendants. St la configuration est quasi-finie, alors A et w le sont aussi.
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Démonstration. On applique la proposition 2.3.3 pour ajouter des parametres
indépendants A au langage et obtenir ainsi un quadrilatere algébrique p-minimal
(af, dy, af, o, ohy, a%) avec cly(a;) = cly(cb(z;xy/cly(a;))) C clp(a;) et cly(z;) = cly(a))
pour {i,j,k} = {1,2,3}; dans le cas quasi-fini, on peut prendre A fini. D’apres

[1, Corollaire 4.8], en posant my = Istp((a4a|x}), on obtient un fragmenté générique

T =T," omy sur A.

Par construction, si azy = my et a’zy = m avec a Ly a, et f = cb(zz/ad’), alors
fezlEnm f | a, f | d, et toute paire parmi a,d’, f est interbornée sur le troisieme.
En particulier, a | d', et cl,(aad’) = cl,(fa').

Il est facile de voir que Istp(fzz) est p-minimal pour tout fzz = . O

2.4 L’action de groupe

On va maintenant définir les polygroupes fragmentés avant de voir que I'on peut
associer a partir d'un fragmenté générique un polygroupe fragmenté. A partir de ce
fragmenté générique, on pourra ensuite démontrer 1’existence de 1’action de groupe
qui nous intéresse.

Définition 2.4.1. Un polygroupe fragmenté générique est un type partiel P muni
d'une fonctio ! : P — P et d’'une multi-fonctio * : P x P — P qui est définie
pour toute paire indépendante a un nombre borné non-nul de valeurs pres, les deux
hyperdéfinissables et satisfaisant :

1. Indépendance générique : Si f,g € P sont indépendants avec h € f * g, alors
h] feth ] g

2. Associativité générique : Si f,g € P sont indépendants, alors (f % g) * g =
f * (g *h) en tant qu’ensembles.

3. Inversion générique : Pour tout couple f,g € P indépendant, on a h € f * g si
et seulement si f € h* g~ ! si et seulement si g € f~1 * h.

Theoreme 2.4.2. [1, Théoreme 3.9] Soit m un fragmenté générique. On pose P =
Germ(w), et pour f = cb(xy/f) € P soit f~1 = cb(yx/f). Alors la composition
monm = m induit une multi-fonction hyperdéfinissable x : P x P — P, telle que
(P71 %) soit un polygroupe fragmenté générique.

L’inversion étant facile & manipuler, on va I'omettre par la suite dans la notation.

Theoreme 2.4.3. [9, Théoreme 1.1] Soient m un fragmenté générique, et (P,x) le
polygroupe fragmenté générique associé. Il y a alors un élément e € P et un fragmenté
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générique T hyperdéfinissable sur e, qui donne un polygroupe fragmenté générique
(P, %) sure, tel que :

~ Si f e P et fzy, fiy = 7, alors bdd(y) = bdd (i)

~ Si f,g € P sont indépendants au dessus de e et h,h' € f%§, alors bdd(h) =

bdd(h')

De plus, pour tout d € P il existe un f € P tel que f € dcl(f) et f € bdd(e, f) (et
de méme pour x,y) : T est un “recouvrement borné” de w (ainsi, si w est quasi-fini,
alors T lest aussi).

Démonstration. Commencons par montrer le résultat suivant.

Lemme 2.4.4. Pour tout e € P il existe f € P et xo,x,y0,y tel que {e, f,x} soit
indépendant et exxg, eyyy et fry réalisent m.

Démonstration. Prenons exxy = 7. Alors

ro Lz, x| e et lstp(x)=Ilstp(xg).

Par le théoreme d’indépendance, il existe y | e qui réalise Istp(z/z) U lstp(z/e).
Il existe donc f’ et yo tels que f'zy et eyyo réalisent 7. On choisit alors f = Istp(f'/zy)
avec f Lmy exoyo.

On a finalement e | fz, ce qui suffit a la preuve. O

On peut noter que ef sera indépendant de chacun des x, xq, v, yo. Désormais, on
fixera e.

Définition 2.4.5. Soient & = (2, 20), 7 = (y,v0) et f = (of, f. fo).

On définit une multiaction générique partielle Ty comme suit :

To(f,&,9) si {e, f,x} est indépendant et exxo, eyyo, fxy, of 2o, foroy = .

On écrira § € f(Z) pour (f,#,§) = 7. Remarquons que pour tout (x, ), le lemme
2.4.4 nous donne § = (y,yo) ainsi que f, ol of = cb(x,yo/e, f) € Toxm = 7 et
fo=cb(zo,y/f,e”") eTom =7, tels que (f,Z,7) = 7.

Soient 7 la complétion réduite de 7, et (]5, %) le polygroupe générique fragmenté
associé du théoreme 2.4.2.

Notons que of € e f et que fo € f * et de plus, Arg(m) = Arg(w) = T..
Commencons par montrer que f*g # & pour tout f \Le g.
Considérons fZ§ et §i'Z qui réalisent 7. Comme Istp(g/e) = Istp(/e), que § L. f
et que 7/ Leg, le théoreme d’indépendance nous permet de supposer que 'on a

7 =1 J/e f g. Posons maintenant

h=cb(zz/efg) € gx fNgo* of
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ho = cb(zoz/efg) € hxe ' Ngx* fo
oh =cb(xzg/efg) €exhn ggx* f

D’apres leur définition, on devra avoir hiz = 7o; on dira que ZgZ témoigne que
he f x ¢. De plus, comme * a un nombre borné de valeurs, ce sera également le cas
de *.

Il est clair que U =(fh fY of Y. 7w étant réduit, f € cb(zg/f) pour tout § €
f (Z), et on n’a pas changé les clotures bornées en appliquant la complétion réduction.
En particulier, un élément de Germ(7) est borné sur un élément de Germ(m) : on le
notera toujours f , J,... De plus, on ne change pas la cloture bornée sur e en ajoutant
le tilde : c’est-a-dire que bdd(e, z) = bdd(e, #) et bdd(e, f) = bdd(e, f).
L’indépendance et l'inversion génériques découlent des propriétés correspondantes
pour *; reste seulement a vérifier I’associativité générique.

Prenons {f,f], /~1} indépendants sur e, 7% qui témoigne que k € gkf et #'Z'a qui
témoigne que [ € hik.

#(k,—, —) est un type de Lascar fort réalisé par % et i'%’, et

¥z ] fg, #% Lih, fg L ih.
E E k

On peut appliquer le théoreme d’indépendance et supposer que 7z = 7'Z’ J/ f glh
On prend maintenant

m = cb(yu/egh), om = cb(yug/egh), mg:= cb(you/egh)

et on obtient [ € m* f et m e iL>T<§. Le produit associé a * est donc bien génériquement
associatif.

(]5, %) est ainsi bien un polygroupe fragmenté générique.

Si g, ¢ € f(&),alors y, 4/ € f(x) N folax); comme {f, fo,y} sont indépendants sur &
et que = € f~1(y), 30 € fy''(y), on a

f(x) | folxo), donc o' | 3 et par conséquent v € bdd(y).
Y Yy

De meéme, y;, et yo sont interbornés. On a donc vérifié la premiere propriété du
théoreme.

Sih,h/ € f*g, alors h,W' € f+gNgo* of.
Alors g\|/fe et h | f impliquent que h | ef, et donc h\|/f of :
donc {f,o f,h} sont indépendants et f |, of, d’'ot

gl of et fgl ofgo-
h h
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Donc b | , I, et alors b’ € bdd(h). Les caracteres interbornés de gh et oh’, ainsi que
de hg et hy, se vérifient de la méme fagon. On en déduit la seconde propriété. O

Remarque 2.4.6. Les germes et arguments de 7 sont bornés sur e avec leurs ana-
logues sur 7, qui sont définissable au dessus d’eux pour 7. Comme Arg(m) est un
type Lascar fort, cela implique en particulier que SU,(Arg(n)) = SU,(Arg(7)) pour
tout type régulier p. Par ailleurs, les rangs de Lascar locaux de P et P sont bien
définis. Ainsi, pour tout f,g € P indépendants et h € f* g, on a :

SU(f) = SUL(f/g) = SUy(h/g) = SU(h) = SU(h/ [) = SU,(g/ f) = SUp(9)-
De plus, SU,(P) = SUP(P), car f et f sont interbornés.

Maintenant que l'on a pu se ramener a un polygroupe fragmenté générique
intéressant, on va voir comment faire apparaitre 'action de groupe. Avant cela, nous
allons définir une propriété plus forte que la fidélité.

Définition 2.4.7. On dit qu’une action est fidéle par indépendance lorsque, si x € X
est générique sur f,g € G et fo = gz, alors f = g.

Theoreme 2.4.8. [9, Théoreme 1.2] Soit m un fragmenté générique. Il y alors un
groupe G presque hyperdéfinissable agissant transitivement et fidélement par indépen-
dance sur un ensemble presque hyperdéfinissable X . St m est quasi-fini, ¢’est aussi le
cas de G et X. De plus, un élément générique de G est interborné avec une réalisation
de Germ(m) sur des paramétres indépendants, et c’est aussi le cas pour un élément
générique de X avec une réalisation de Arg(r).

Démonstration. On peut supposer que 7 satisfait les conditions du théoreme 2.4.3.
Définissons f ~q f' §'il existe g, h tels que g | ff' et f,f € g*h.

On appelle ~; le i-eme itéré de ~g, et ~ sa cloture transitive.

~p est hyperdéfinissable, et ~ graduellement presque hyperdéfinissable.

De plus, f ~ f" implique que f € bdd(f’), et * induit une application * : P/~ X
P/~ — P/~ telle que (P/~, %) soit un fragmenté presque hyperdéfinissable.

On type-définit alors sur P? les relations (f,g)R;(f’,¢') s’'il y a des h,h’ chacun
indépendant de ff'gg’ sur e tels que (f *h)o, N (f' *xh')~, et (g*h)o, N (g *xh'),
soient non vides.

Alors R = \/ R; est une relation d’équivalence graduellement presque hyperdéfinis-
sable, dont on notera la classe (f, g)g comme [f, g].

Notons que pour tout f’ | fg, il existe ¢’ tel que [f,g] = [f’, ¢].

La multiplication [f, g] * [g, h] = [f, h] est bien définie, et permet de considérer P?/R
comme un groupe presque hyperdéfinissable G.
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De plus, P/~ se plonge dans G par f/ ~+— [f % g, g] pour tout g | f (et I'image est
indépendant du choix de g) : I'image de P/~ correspond exactement aux éléments
génériques de G (on se réfere au [3, Théoreme 4.1]).
On a ainsi défini le groupe G' du théoreme : reste maintenant définir un ensemble
Xp, une relation d’équivalence graduellement presque hyperdéfinissable R' = \/ R!
sur Xp, et une action transitive et fidele par indépendance de G sur X := X,/R/,
telle qu'un élément générique de X soit interborné avec une réalisation de Arg(m)
sur des parametres indépendants.
Posons d’abord X, = P? x Arg(nw), et définissons (f, g, 2)Ri(f', ¢',2") s'il existe
h,h’ € P chacun indépendant de ff'gg'xa’, tels que
— h(z) et B/(2') sont bien définis et ont une intersection non triviale
= (hxg)x [Ty (W xg) % [
Au vu de la définition, il est clair que toute relation R. est réflexive et symétrique :
il reste a vérifier que R =/, R; est transitive.
Supposons que (f, g,2)R;(f', ¢, " )R.(f",g",x"), et soient hh' et kK’ les témoins res-
pectifs.
Prenons y € h(z) NA'(2) et ¥ € k(x) NE'(2); on peut aussi supposer que
yhh! | f"g"2" et que y'kK L fghh'zy.
1F'99'za 1y e
On a alors yh' |, y'k; et comme {z',h', k} est indépendant, 2'y'y témoigne que
[:=cb(y'y/Wk)en kL.
De méme, z"y'y témoigne de ce que h” := cb(x"y/lk") € I x k', et y € h(x) N A" (z").
Par associativité générique, on a alors

(hxg)x f=h o (W g)x f7~ (L k) % g) x f7
~ (U (kxg)) x fh D (ke g) = 7
L (K g") 770 o (L (K 5 g)) 5 S
~ ((l % k/) >I<g//) *f”_l ~ (h//*g/l) >kf//—l

ot Ix((kxg)* f/=1) ~ 1*((K xg")* f"~') est obtenu en multipliant (k*¢") x f~! ~
(K" % ¢g") = f’~1 par | & gauche, et les équivalences ~ sont vérifiées graduellement
(c’est-a-dire qu’elles sont vérifiées modulo ~; avec j qui dépende seulement de ). Par
conséquent, (f, g, )R (f",qg",2") graduellement. On notera la classe d’équivalence de
(f,g9.x) comme [f, g,z].

On définit une action de G sur X par [f,g] * [g, h, x| = [f, h, z].

Montrons d’abord qu’elle est bien définie : supposons qu’on ait

fgl =119 et g, h,x] =g, h 2]
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Il y a donc k, k' chacun indépendant de ff'g¢g’,
le(fxk).N(f'«xK)e et I"e(gxk)on(g xk),

et m, m’ chacun indépendant de gg'hh’zz’, avec
m(z)Nm' () #@ et (mxh)xg  ~(m'*xh)xg "

On peut supposer kk’ Lff/gg/ hh'zx" et mm’ | gg'hh xx' f f'EE .
Alors [ et [ sont indépendants de f f'gg’hh/xx'mm’, et
((m*h)x f ) xl~ (m*xh)x(f'*l)~(mxh)*k
~(mxh)x (g *l)~((mxh)* (g ")«
~((m xR g R U~ (m/ * W) * (g % 1)
~ (M s B sk~ (M W) * (f 71 *1)
~ ((m s B) o Y x
d’ott (m*h)* gt~ (m'*h')* g et donc [f,h,x] = [f, }, 2]
Remarquons au passage que
(If, 9] % [g. h)) * [h, ke, ] = [f, h] = [, b, 2] = [, K, ]
= [f, 9] * g, k. 2] = [f, g] = ([9, h]  [1, k. z]),
il s’agit donc bien d’une action.
Pour tout f,g, on aura [f, f,z| = [g, g, x]; et le paragraphe précédent implique que
[f,g] = [f', ¢'] implique que [f,g,z] = [f’, ¢, z] pour tout z. On a donc une applica-
tion v : Arg(m) — X en posant v(z) = [f, f, ] pour tout f.

Lemme 2.4.9. Si v(z) = v(z'), alors bdd(z) = bdd(z’).

Démonstration. Supposons que [f, f,z] = [f, f, 2], comme en témoigne gg’; on

peut supposer que f | xa’.
On choisit h € ((g* f)* fH-N((¢ * f) x f~')~ : alors

grfr~hxfr~gxf
Comme ¢ | fza', on obtient h * f J/fxx’, d’out

xx' | f,hxf et xza' | g (et donc x| gg)

Siy € g(x)Ng'(a'), alors z € g~ (y) € g~'(g'(2)), d'ott @ € bdd(gg's'), et x | , 99’
implique que z € bdd(z’) ; par symétrie, on a également z' € bdd(z). d
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Lemme 2.4.10. [f, g, x] est interborné avec x sur [f, g].

Démonstration. Comme bdd([g, g, z]) = bdd(z), cela découle directement de ce
que [f,g, 2] = [f.g]*[g,9,2]. O

Définition 2.4.11. Un point = € X est générique pour l'action si g x x | ¢ pour
tout g | z dans G.

L’image de tout point par un élément générique de G est générique dans X, donc
il y a bien des points génériques.
Supposons maintenant que [f, g, x| est générique; en gardant [f,g] fixé, on peut

choisir fg tel que f | [f,g,x].
Soit h | fgx tel que y € h(x) soit défini. On a alors [f, h * g,y] = [f, g, x]; comme

hxg | gfr,onalf,h*gyl LIf h=*gl.
Par généricité, [f, hxg] est indépendant de [hxg, f]x[f, hxg,y] = [h*g, h*g,y] = v(y) :
un point générique de X est donc interborné avec une réalisation de Arg(m) sur des
parametres indépendants.

Pour la transitivité de 'action de G sur X, prenons x | 2’ dans Arg(rw).
Iy aalors h | k' avec h(z) N W (z') # @;sig | hWzx' et ¢ € W'~L % (h % g), alors
If,g,x] = [f, ¢, 2] pour tout f | gg'hh'zx’.
Or, comme G * [f,g,z] 2 [G,g,x] et que [f, f,z] = [g,9,x], on en déduit que G *
[f,g,2] 2 [G,G, x], et G agit transitivement sur X.
(Néanmoins, cela ne signifie pas que P agisse transitivement sur Arg(m))

Enfin, supposons que [f,g] | [g,h,z] et que (g,h,z)R(f, h,x), avec kk' qui en
témoigne, ainsi que y € k(z) N K (z).
On peut supposer z | fgh; comme k | fghz, on en déduit que = | fghk : comme
(k«h)xgt = (K«h)* ft onak' € bdd(fghk) et = | kk', dou k = k' =
cb(z,y/k, k"). L’action est donc fidele par indépendance.

Enfin, notre construction préserve la quasi-finitude, dernier point a vérifier du
théoreme. 0

2.5 La k-linéarité induit une action de groupe

On a prouvé que l'on pouvait, a partir d'une configuration de groupe, faire ap-
paraitre un groupe et une action associée; on va voir que la k-linéarité nous permet
de déduire une action de groupe, en s’appuyant sur le théoreme 2.4.8 : c’est cette
action que I'on étudiera dans la suite de la these.

Theoreme 2.5.1. [9, Théoreme 2.1] Soit p € S(D) un type régulier k-linéaire avec
k > 1 et non-trivial. Il existe alors un groupe p-connexe presque hyperdéfinissable
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G avec SU,(G) = k qui agit transitivement et fidélement par indépendance sur un
ensemble presque hyperdéfinissable génériquement p-minimal X de rang SU, = 1.
Si p est quasi-fini, alors G et X aussi, et il n'est besoin que d’un nombre fini de
parametres.

Démonstration. Par k-linéarité, is existe z1,x2 = p et ag = cb(zy1a/a3) avec
SU,(as) = k et tp(x122/as) p-minimal de rang SU, = 1.

Si k =1, on peut les choisir tels que x; ¢ cl,(as) et xg ¢ cl,(as) par non-trivialité ;
sik>1etx €clylas) ou zy € cly(as), alors tp(x1z2/a3) est basé sur z1 ou sur o,
donc k = 1, ce qui contredit I'hypothese. On a donc toujours 1, x5 ¢ cly(as).

SicC \Las T122 est un ensemble fini avec SU,(a3/C) = 0, on en déduit zqz- J/ag cl,(O)
par p-minimalité.

Comme z1x9 | l,(C) d’apres la propriété 1.4.10, on a

Cly(C)Ndel(z122C) ¢
asz = cb(z1x2/as) = cb(z122/cl,(C)) C cl,(C) N del(x122C);

donc si p est quasi-fini, ¢’est aussi vrai de as.
Prenons xza; = Istp(zias/x2) avec x3a; J/ZQ rya3. Alors z1x5 € cly(z2a1a3), d'ont

SUP(ZE1$3/G1G3) S SUp(mlexg/alag) = SUp<Z'2/CL1a3) S 1.
Comme d’autre part, on a
SU,(z123/aras) > SUy(x1/aras) = SU,(x1/az) = 1.

On a donc SU,(z1x3/a1a3) = 1. Remarquons que chacun des x1,xq, x5 doit étre
indépendant de ajas.
Soit ay = cb(z123/a1a3) : puisque p est k-linéaire, SU,(az) < k.

Or, zy € cly(zra3) N cly(xsay), done zixs J/az) ajaz implique xjxe | NCE et

clp(aras
comme a; | x5 et que a; \sz x1as, on obtient a; | wjxsas3, et donc a; LQB 1% et
T1X9 Las cly(arazaz) par p-minimalité.

Or on sait que SU,(a1a3) = SU,(a1)+SU,(a3) = 2k (puisque a1 =57 ag et ay L, as
et que l'on a pris au début a; tel que SU,(a3) = k) ; comme 'on sait également que

asz = cb(zyx2/cly(arazas)) € cly(aras), on peut en déduire I'inégalité
SUy(araz) > SUp(aas3) =2k et donc  SUp(a1) + SUp(az/ar1) > 2k.

Puisque SU,(a1) = k, cela nous donne alors SU,(as/ay) > k.
Mais on sait d’apres la k-linéarité que SU,(az) < k, et par définition du rang SU,), il
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est clair que SUy(ag) > SU,(az/a1). Par conséquent, ces inégalités larges sont toutes
des égalités.

Similairement, SU,(az/a3) =k et a1 € cly(azas).

(a1aza3712923) forme ainsi une p-configuration sur cl,(@) N del(aazazzx223).

En appliquant le fait 2.3.11, on obtient un fragmenté générique m, tel que z; ait
la méme p-cloture qu’'une réalisation z de Arg(m) et az la méme p-cloéture quune
réalisation f de Germ(m) sur des parametres A indépendants. Si la configuration est
quasi-finie, c’est aussi vrai de A et .

Le théoreme découle alors du théoreme 2.4.8; comme les éléments génériques de
G et X sont interbornés sur des parametres indépendants avec des réalisations de
Germ(m) et Arg(m), respectivement, on obtient

SUL(G) = SU,(f) = SUp(as) =k

SU,(X) = SU,(z) = SUy(z1) =1
G est p-connexe et X est génériquement p-minimal. O

Remarque 2.5.2. Les éléments génériques de G ou X sont, respectivement, inter-
bornés avec une réalisation de Germ(w) ou de Arg(w) (d’apres le théoreme 2.4.8), et
ces réalisations sont d’apres la définition 2.3.5 des hyperimaginaires.

Comme tout élément de G ou de X est, sur des parametres indépendants, un trans-
laté (éventuellement déviant) d'un élément générique, le groupe G et l'ensemble
X sont quasidéfinissables. En particulier, comme c’est souligné dans [9, Remarque
2.2], la notion de SU-rang et SU,-rang, ainsi que de p-cloture, ont un sens pour
les éléments de G et de X, et on peut travailler sur la cloture borné d’un ensemble
quasidéfinissable (en rajoutant des parametres indépendants, cette cloture devient
une cloture hyperimaginaire).
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Chapitre 3

Etude de la linéarité

Dans cette partie, on va enfin développer ce qui a été fait dans le cas stable dans
[6, Chapitre 5, Proposition 3.2|, et tenter de montrer que dans le cas simple, on peut
au moins partiellement déduire la linéarité de la k-linéarité.
Avant cela, on va commencer par définir le centralisateur approximatif, et étudier
différentes fagons d’aboutir a un ensemble borné par abélien par borné. Ensuite, on
montrera un résultat annexe : si l'on a un ensemble 2 ou 3-linéaire, tout groupe
presque quasidéfinissable de rang SU, un devra étre borné par abélien par abélien.
Cela nous permettra enfin de parvenir au résultat principal, qui est que pour k < 3,
la k-linéarité implique, comme dans le cas des théories stables, la 1-linéarité.

Dans tout le chapitre, la théorie ambiante est simple.

3.1 Centralisateurs et centre approximatifs

Par la suite, soit G un groupe hyperdéfinissable, ou encore quasidéfinissable sur
@. Commengons par donner la définition du centralisateur et du centre approximatif.

Définition 3.1.1. [10, Définition 4.4.9] Soient H et K deux sous-groupes de G
hyperdéfinissables.

Pour g € G, on note Ck(g) le sous-groupe des éléments dans K qui commutent avec
g. Si K et g normalisent H, alors Cx(g/H) est ’ensemble des éléments k dans K
avec [k, g] € H. C’est un sous-groupe de K, le centralisateur de ¢ dans K modulo
H.

Le centralisateur approximatif de K dans H est

Cx(H)={h € H: |K/Cg(h)| est borné},
et le centre approzimatif de G est défini comme Z(G) = Cq(G).

71
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Il vérifie les propriétés suivantes :

Proposition 3.1.2. [10, Proposition 4.4.10, Remarque 4.4.11] et [2, Démonstration
du Corollaire 3.3] Cg(g) et Z(G) sont des sous-groupes hyperdéfinissables (ou qua-
sidéfinissables, si G Uest) de G ; de plus Z(G) est borné par abélien.

Par ailleurs, on peut caractériser 'appartenance au centre approximatif.

Proposition 3.1.3. g € Z(G) si et seulement s’il existe un élémenty € G générique,
avec y | g, qui commute avec g.

Démonstration. Si g € Z(G), cela implique que Cg(g) est d’indice borné dans G
par définition ; et donc il existe y € Ci(g) générique dans G indépendant de g.
Réciproquement, si y € G est générique avec y | ¢ et qui commute avec g, alors

y est générique dans G sur g. Comme y € Cg(g), ce dernier est d’indice borné dans

G, et g€ Z(G).

Cela nous permet d’obtenir le résultat suivant :

Theoreme 3.1.4. [2, Corollaire 3.3] Z(G) est d’indice borné dans G si et seulement
sl existe deux éléments génériques indépendants qui commutent.

Le caractere borné par abélien par borné d’un ensemble peut donc étre déterminé
de maniére relativement aisé, puisqu’on sait déja que Z(G) est hyperdéfinissable.

Corollaire 3.1.5. G est borné par abélien par borné si et seulement s’il existe deux
éléments génériques indépendants qui commutent.

Nous allons terminer cette section avec un résultat indépendant, qui ne sera pas
utilisé par la suite dans la démonstration du théoreme principal de la these : On va
voir que si les centralisateurs génériques d’un ensemble sont tous ”suffisament gros”,
I'un d’entre eux doit étre borné par abélien par borné.

Proposition 3.1.6. Soit un groupe G avec SU(G) = n dont tous les centralisateurs
génériques sont de SU-rang n — 1. Alors un de ces centralisateurs est borné par
abélien par borné, ou bien G/Z(G) est borné par abélien par borné.

Démonstration. On prend un élément g générique dans G, et x € G générique
principal sur g. Posons y = 29, alors y est aussi générique principal sur g. Comme
dcl(z, g) = del(y, g) et x | g, on en déduit que y est générique dans G sur g.
D’apres I'énoncé on a SU(Cg(x)) = SU(Ce(y)) = n — 1, ce qui implique que
SU(z%) = SU(G/Cq(x)) =1 : en effet, d’aprés 1.4.7, on a

SU(Ce(z)) + SU(G/Cg(x)) = SU(G).
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On prend h € Cg(y) générique; alors y € Ci(h).
De plus, puisque h € Cg(y) générique, et comme SU(Cg(y)) = n — 1, on doit avoir
SU(h/x,y) =n — 1, ce qui donne I'inégalité

n—1=8U(h/y,x) < SU(h/x) < SU(h) < SU(G) =n.

Il y donc deux cas a étudier :
= Soit SU(h/x) =n —1:alors SU(h/z,y) =n—1,donc h | y.

Soit 9/ tel que v/ =5 y et y \Lx y'; alors il existe b/ tel que b,y =% h, y; on
aura ainsi entre autre h' |y’
Le théoreme d’indépendance nous donne alors h” qui réalise simultanément
Istp(h/y, x) et Istp(h'/y', ) et vérifie b |y, v
Alors h" € Cg(y) N Ca(y') (puisque h et h' sont respectivement dans Ce(y)
et Cq(y')) et SUR"/y,y") = SU(R"/x) = SU(h/x) =n — 1 : par conséquent,
Ce(y) et Ca(y') sont commensurables.

Soit (g;)iew une suite de Morley en Istp(g/x) avec gy = g, et posons y; = z%.
La suite (y;) est alors indiscernable sur z, impliquant que y; = Istp(y/z) (et
d’apres notre définition, yo = y); en outre, on sait que y; J/zyg, ce qui si-
gnifie que C(y:)'° = Ca(yo)' (ot H'® correspond a la composante localement
connexe de H définie en 2.2.11) puisque Cg(y;) et Ci(yo) sont commensurables
d’apres le paragraphe précédent.

9i

Ory; = ygo et gy 'g; € G est un élément générique : on en déduit que

Calyo)" = Caly)" = Calyl *)' = (Calyo))™ *".

Ainsi, les g5 'g; sont dans Ng(C(y0)'), et par conséquent Ng(Cg(y)*) est d’in-
dice borné dans G.

Soit (y; : © < w) une suite de Morley en Istp(y); comme y est générique princi-
pal, on peut la choisir telle que y; est générique principal sur (y; : j < i) pour
tout ¢ < w, et en particulier normalise C’G(y]-)lC pour j < 1.

Puisqu’on sait que SU(Cg(yo)) = n — 1, il existe m < n tel que si N =
Njem Ca(y;)', alors N N Cg(y,,)" est d’indice borné dans N (on construirait
sinon une suite descendante de n+ 1 sous-groupes de SU-rang distincts et dont
le premier terme serait un sous-groupe de SU-rang n — 1, ce qui est impos-
sible).

Considérons le sous-groupe H = (1;_,, Ng(Ca(y:)') : il normalise N et est
d’indice borné dans G.

Prenons un élément générique z dans N N Cg(y.,) : ce sera aussi un élément
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générique de N (puisque NNCeq(y.m) est aussi d’indice borné dans N) et il com-
mutera évidemment avec y,,. Donc z |y, et puisque y,, est générique dans
G (comme élément d’une suite de Morley en Istp(y), qui est générique pour G),
on a par la proposition 3.1.3 que z € Z(G), d’ot on déduit que N N Z(G) est
d’indice borné dans N.

Sim =1, alors N = Ce(y)', donc Z(G)NCgx(y) est d’indice borné dans Ce(y)
(qui est commensurable avec sa composante localement connexe); puisque
Z(G) est borné par abélien, cela implique que Cg(y) est borné par abélien
par borné.

Sinon, Cg(ym) - Ca(y;)' est de SU-rang n et donc d’indice borné dans H pour
tout j < m. Rappelons que H et y,, normalisent C¢(y;)". En conséquence,

Cri(Ym/Ca(y;)') = {h € H : [h, ym] € Ca(y;))"} 2 Cu(ym) - Caly;)™

est un sous-groupe d’indice borné dans H.

Ainsi, ., Cr(ym/Ca(y;)") = Cu(ym/N) est générique dans H, ainsi que
CH(ym/Z(G)> -

Or [G : H] est borné, donc Cy(ym/Z(G)) est générique dans G, et on trouve
g € G générique sur y,, avec [¢, ym] € Z(G). Comme y,, est générique, G/Z(G)
est borné par abélien par borné d’apres le corollaire 3.1.5.

Soit SU(h/x) = n : on doit alors avoir SU(h) = n, et donc h | x et h est un
élément générique de G, d'on SU(Cg(h)) = n — 1 par hypothese.

Ce(h) étant un groupe et y € C(h), on a y©e™ C Cg(h); et on sait aussi, vu
que y € 2, que y©e C 2% Donc

yee C Cu(h) Na.

Ce qui signifie que SU(ye™ /x, y, h) < SU(2%/x,y,h) = 1.

— Soit SU(y“e™ [z y. h) = 0 : cela implique que y € Z(Cg(h)), done que
|Cq(h) : Cq(h,y)| est borné, et donc que SU(Cg(h,y)) =n — 1.
Mais alors, on a également que |Ci(y) @ Ca(h,y)| est borné, et finalement
que h € Z(Cs(y))). Puisque h est générique dans Cg(y), on a que Z(Ca(y))
est d’indice borné dans Cg(y). Ainsi Cg(y) est borné par abélien par borné
d’apres la proposition 3.1.2.

~ Soit SU(ye™ [z, y, h) = 1.
Prenons y' € y“¢® qui soit tel que SU(y'/x,y,h) = 1 : alors ¢ € 29 et
SU(y /z) < SU(z%) = 1, done SU(y'/x,y,h) = SU(y'/x), ce qui signifie
que y |y, h.
Comme h | x,on ay x | h,cequiimplique en particulier que v’ | h.
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Or, comme on I'a vu plus haut, 3 € y©¢") C Cg(h) : donc ' et h commutent.
Et puisque h est un élément générique de G, la proposition 3.1.3 nous conduit
ay € Z(G).

De plus, on a clairement que y € y'“, ce qui signifie que l'on a également
y € Z(G).

Par définition du centre approximatif, on aura alors SU(Cg(y)) = n, ce qui
est absurde.

]

3.2 Groupe pseudolinéaire de rang un

On va maintenant commencer a proprement parler de la démonstration du résul-
tat principal de la these, a savoir qu'un type régulier k-linéaire avec &k < 3 est
nécessairement localement modulaire.

La premiere étape de la preuve consiste a étudier le comportement d'un groupe G
quasidéfinissable p-interne p-minimal de rang SU,(G) = 1, et montrer qu’il devra
étre borné par abélien par borné.

Tout d’abord, vérifions I'existence de deux "bonnes” familles de génériques :

Lemme 3.2.1. Soit p un type réqulier k-linéaire sur &, et H un sous-groupe de G
presque quasidéfinissable p-interne p-connexe avec SU,(H) = 1. Il y a alors un n
vérifiant n < k pour lequel

1. Il existe deux n-uplets de génériques indépendants a,b dans H tels que l'on ait
I’égalité
ap-aj-as-az---a,_; =by-by-b5---b, sin estpair
ou  ay-aj-as-as-ccAup_q =0by by b3---b; sin est impair
pour un x générique sur a,b.
2. Pour tout m < n et deur m-uplets de génériques indépendants a et b dans H

tels qu’on ait un x générique sur a,b pour lequel

ap-aj-as-az---a,,_; ="0b7-by-b5---by, sim est pair

ou Qo aj Q- Az Qpmoy = b7 by b3---b; sim est impair,
on aura que cly(ag, ..., am—1) = clpy(br, .., by).
Démonstration. Considérons n minimal tel qu’il existe

SUp(Cb($, Co - zh C1-X:Cy- e Cn/dp(CO> 7071))) =n
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avec ¢y, ..., Cp, ¢ des génériques indépendants de H : on va montrer que ce n existe et
que n < k.

Remarquons d’abord que si (cg,...,c;) = ¢ et x sont de k + 2 éléments génériques
indépendants, alors z ainsi que co -2~ ¢y -2 - cy-- -, sont génériques, et donc p-
internes p-minimaux de SU,-rang 1; de plus z | ¢c.

Sico -zl e x-co ¢ € cly(C), puisque x est générique sur cl,(c), alors

ch(z,co a7 e ey epfel, (@) =co Tt e ey,
qui est de SU,-rang 1 < n.
Sinon, ¢y -z~ ' ¢y - T ey - ¢ est générique sur cl,(¢), et
) 0 4 Y

SU,(z/cl,(€)) = SUy(co- a7 ¢y ca- - cp/cly(€)) = 1.
En outre, il est clair qu’on a
SUy(w,co a7 ey a-eg--cp/cl,(€) = SU,(z/cl, () = 1.

Et par ailleurs, Istp(z, co 27 ¢y x o - - - ¢, /cl,(€)) est p-minimal par une application
directe de la proposition 1.3.15.
D’apres le corollaire 1.5.2, la k-linéarité de p implique alors que

SU,(cb(z, ¢ - a7 tey ey cr/cly(e))) < k.

On a ainsi prouvé 'existence de n, et par minimalité, n < k.
Maintenant, on va prouver que ce n particulier satisfait les assertions de 1’énoncé.

1. Notons ¢ = (cg,...,cn) et A=cb(z,co a7 1 2o c,/cly(0)).

Supposons que ¢ € cl,(A) et notons B = cb(z,¢; - x - ca---cp/cly(cq, .. c)).
Cette base canonique est la méme que cb(z ™!, ¢;-x-ca - ¢, /cly(cy, ..., ). En
notant y = 2%, on peut donc réécrire B = cb(y, 1.y t-ca /el (e, .y 0)) 5
comme y reste générique dans H, par minimalité de n on sait que SU,(B) >
n—1.

Comme par ailleurs il est clair que SU,(B) < n, il doit s’agir d’'une égalité, et
de 1a on déduit, puisque B C cly(cy, ..., ¢,), que cl,(B) = cly(cy, ..., ¢,). Or on
sait que x, co-x 7 e - -y J/A cl,(¢); cela entraine x, ¢1-x-cy -+ - ¢, J/ACO cl,(¢),
et par conséquent, B € bdd(A, ¢). 7

Par ailleurs, cl,(A, ¢p) = cl,(A) puisque ¢y € cl,(A).

Cela implique que cl,(A) = cl,(¢), et donc que SU,(A) = n + 1, contredisant
I'hypothese. Ainsi ¢y ¢ cl,(A), et donc ¢ | A.

En refaisant ce raisonnement, en 'appliquant cette fois a la base canonique
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C = cb(z,(co- a7t -1 1) /ely(co, ..., cn 1)), on obtient par la méme
démarche que ¢, | A.
Prenons une famille de génériques indépendants (dy,...d,) = d qui vérifient
c=Pdete | | d
»L Aﬂ?
Puisque co- 271 ¢ -z -y -+ ¢, € bdd(A, z), on a alors
Co.xfl.cl.a:-.cg.wfl...cn:do.ajil.dl.x.d2.$71...dn’

ce qui nous donne

-1 1

— — —_1\n .
dolco.x l.cl.];...cn_l.x( 1) = dlxd2$dncn .

Notons a¢ = dalco,ai = ¢;,bj = dj et b, = d,c;t pour 1 <i,j < n:on peut
réécrire directement 1'égalité comme ag - aj - ag - a5 ---ay._; = by - by - b5 --- b,
lorsque n est pair.

Lorsque n est impair, on multiplie les deux termes de ’égalité par = a droite
pour parvenir a ag - aj - @ - @3 -+ Gp_1 = by - by - b - - - by

Or, z est générique sur ¢, et donc x | ¢. Par p-minimalité, on a = | cl,(¢) et
ziinsi x| ¢, Aetx ‘L,A c. Alors ¢ \LAJ c{ implique ¢ J/A r,detc \LAﬂx; comime
d=a.C, on a aussi d \LA x, et x \LA ¢d par transitivité. Enfin, | A implique
x| Aed.

En partic.ulier ¢ AJ. Or, ¢g | A et donfz dy \L'A; comme ¢ | Ado, alors dy
est générique sur A, ¢. Donc ag est aussi générique sur A, ¢, vérifiant alors

ap | A,¢ : on a par conséquent que ag | ay,...,0n-1, €t @ = (ag,...,an-1)
forme bien une famille de génériques indépendants.
On montre par la méme méthode que b = (by,...,b,) est une famille de

génériques indépendants (en utilisant cette fois la relation ¢, | A plutét que
co | A).

Enfin, z | A, ¢, d implique d’apres la définition de @,b que x | @,b : on a bien
que z est générique sur a, b.

2. Supposons que lon ait un m < n et deux familles a = (ag,...,am,_1) et
b= (by,...,by) de génériques indépendants ainsi qu'un élément z générique
sur a, b satisfaisant les conditions de 1’énoncé.

Considérons alors la courbe tp(x,ag - af - as - af - - -afjf)_l/clp(a)) (ou a
respond a a?,_, lorsque m est pair et a a,,_; lorsque m est impair).
Quitte a multiplier par ! & droite si m est pair, on a I’égalité

(z)
o1 COT-

cb(x,ap-aj -as--- afff)_l/clp(d))

=cb(z,ap- 27" a2 -ay- a7t agm 1 /cly(@));
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et on sait que SU,(cb(x, a0 271 a1 -x-ag- a7 ap_1/cl,(a))) >m —1 par
minimalité de n (rappelons que m < n).

Comme on a toujours SU,(cb(z,ap-af-asy - -- agff)_l/clp(&))) < m, il s’agit d’une
égalité.

Enfin, on sait que

cl,(cb(z,ap - ai - ag - - af,f)_l/clp(d))) Ccly(a);

cette inclusion est alors une égalité.
De méme, en mulipliant par z a gauche et, si nécessaire, par x~
aura

L& droite, on

cb(w, by - by - b3 -+ - b /el (D))

=cb(z,by -2 -by a7 b3z b/l (b))

=cb(z b cx-by-at by a by /el (D))

=cb(y, by -yt by yby-yte by /el (b)),
A nouveau, SU,(cb(y, by by-y-bs-y~t by, /cl, (b)) > m—1 par minimalité
de n. L'inégalité SU,(cb(x, b7 -by- b5 - - - b%)/clp(l;))) < m est en fait une égalité.
Comme on a également

cly(cb(x, b7 - by - 0% -+ b /el (D)) C cl,(b),

on conclut de méme que

Clp(cb(x, by - by - by - - b%)/dp(g))) = Clp(g)-

Et comme z est générique sur a, b, on a les relations d’indépendance

f,a()'aif‘@"'ag)qig et x7a0'a:f'a2"'a$rf11\L&7
a b
ce qui implique d’apres la proposition 1.3.17 que
x,ap-aj-as--- aqull cl(ab) et w oag-af-ay--- afﬁll cl,(a,b),
clp(a) clp(b)

ce qui nous conduit finalement a

ch(x,ag - ab - ay---al), el (@) = cb(x, aq - af - ay---al | Jel, (@, b))
= cb(z,a9-af -ag--- ag)_l/clp(l;))

= ch(x, b% - by - bE - b /el (b)).

Cela signifie donc que cly(a) = cl,(b).
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Le n que 'on a défini satisfait donc bien les conditions de I’énoncé. Il

Theoreme 3.2.2. Soit p un type réqulier k-linéaire sur &, et H un sous-groupe de
G presque quasidéfinissable p-interne p-conneve avec SU,(H) = 1. Si k < 3, alors
|H/Z(H)| est borné.

Démonstration. En appliquant le lemme 3.2.1, on sait qu’il existe n < k = 3, deux
familles @ = (ag, ay, ..., an_1) et b = (b1, ..., b,) de génériques indépendants, ainsi que
x générique sur a, b, qui vérifient les points 1 et 2 du lemme 3.2.1. On peut en outre
choisir le n minimal vérifiant ces propriétés; on va alors montrer pour chaque valeur
de n que H est borné par abélien par borné.

Soit n =1 : ap = b7.
Puisque x est générique sur ag, by, il existe

__Istp
Y=ah T avec y | x
ao,b1

tel que ag = bY. On aura alors que b} = ag = bY, donc b"fy1 = by ; comme de plus
2y~ ! est générique sur by, et puisque l'on sait déja que by est générique, on a alors
deux éléments génériques indépendants qui commutent : ce qui implique que H est
borné par abélien par borné d’apres le corollaire 3.1.5.

Soit n =2 : ag-af = by - bs. B
Puisque x est générique sur a, b, il existe

/ :lstp /
o= avec ' | w.

[yl

Ql

)

/ ! . ’ ;. — 7
On a alors ag - a¥ = by - by. De plus, r = 2’x~! est générique sur a, b, x, et on peut
réécrire 'égalité comme ag - (a])® = (b})" - be. Remarquons que

r |z doncque x| ag,al, bl by;

ag,a1,b1,b2 a0,a1,b1,b2

et puisque x | ag,ay, by, be, on en déduit que = | ag,af, b, bs.
D’apres le point 2. du lemme 3.2.1, on a cl,(ag,a1) = cly(b1,ba) et cly(ap,af) =
cl, (b7, ba).

Siaj,ay | r, on note que a] est générique sur r et donc sur & ; en posant a’ = af
et b = a; on obtient @’ = b'", se ramenant ainsi au cas n = 1 , en contradiction avec
la minimalité de n.
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Par conséquent, H étant p-connexe de SU,-rang 1, on aura r € cl,(ay,a}). Cela
implique que a; et af ne seront pas tous deux dans cl,(ag, b2), car si ar, a] € cl,(ag, ba),
cela signifierait que r € cl,(ag, ba), ce qui est absurde.

Remarquons que r [ af,a; signifie que a] est un élément générique de H (sur aq, et
sur 7). De méme, b} est générique sur by et sur 7.
De plus, rappelons que z est générique sur @, b, r et qu'on a 1'égalité

ap - (af)* = (b1)" - ba.

Siay € cly(ag, be), on peut donc remplacer a; par a] et by par b}, et ainsi supposer
ar ¢ cly(ag, be). Alors

SUp<a0) < SUP(CLO,bg) < SUp<a0,a1,b2) < SUp(ao,al,bl,bg)
OI' nous savons que
SUp<(10, ai, bl, bg) = SUp(ao, al) = SUp(ao) + S’Up(al) =1 + 1=2.

La premiere égalité découle de ce que cl,(ag,a;) = cl,(by,ba) (ce qui est vrai méme
si on a remplacé a; et by, puisqu’on a vu qu’on avait aussi cl,(ag, aj) = cl, (b7, bs)),
la seconde de l'indépendance de aq et a;; enfin, tous les éléments étant génériques
dans H, ils vérifient tous SU,(a;) = SU,(b;) = SU,(H) = 1.
Cela signifie donc que notre inégalité peut se réécrire 1 < SU,(ag,b2) < 2, et donc
SU,(ag,by) =1 : ainsi, cl,(ag) = clp(bs) puisqu'ils sont tous deux de rang 1.
Par ailleurs, il en découle que SU,(ag, a1, bs) = SU,(ag, b2) + SU,(a1/ag, bs). On sait
donc que a; | ag, be, ce qui entraine a; | x,ap, by ; il existe par conséquent (a}, b))
tels que

a b =R gy by et a} | ai,b.

—aop,b2,x
ag,b2,z

Alors on a I'égalité ag - af* = b* - by, et SU,(a}/ag, a1, b1, by, x) = 1. De méme,

SUp(b&/ao,al,bl,bg,I) = SUp(bll/ao,bQ) = SUp(bl/ao,bg)
= SUp(ao,bl,bg) — SUp(a07b2> =2-1=1.

Maintenant,
—x x /—x Iz
b]. . aO . al — b2 — b]. . a,o . al ;

ce qui donne
ag’ - (Vb )" a0 = (aj - ay )"
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~ _ 7 _ s s s ’ oy s _p1 ~
Posons a = (a} - a; ') et b= (b} - by'). On rééerit cette égalité en ;™ -b-af = a.
Remarquons que b est générique sur les autres éléments :

SUP(E/GO’ ar, bl’ bQ"T) = SUP(bi : b;l/a(), al»bla b2,$) = SUp(bll/aoa ay, b17 bg,l’) = 17

de méme, a est générique sur ag, ay, by, b12, T. .

Puisque SU,(H) = 1, on a que af est générique sur a,b : en effet, comme z

T ~ 7 . -1 ~ 7 _ R -1
est générique sur ag, a, b, si aj € cl,(a,b), alors z7! est générique sur ag,af et on
pourrait se ramener au cas ou n = 1 comme on ’a fait plus haut.
—1 . , o, s~ 7 . N

Il suffit alors de poser y = af = pour obtenir I’égalité a = bY, ce qui nous ramene
encore une fois au cas n = 1.

On considere enfin n =3 : ag - aj - ag = bf - by - bF.

Supposons que bg [ as, by : cela entraine que SU,(ag, be, bs) = SU,(as, by) < 2, et
par conséquent que SUp,(ag, a1, b1/as, b, bs) > 1; et & étant générique sur a, b, cette
inégalité reste vraie en le rajoutant dans les parametres.

Il existe donc ay, a), b] qui vérifient

1o __lstp

! / / .
101 =y by sz @05 01, b1 et ag,a, by | ao,a1,by;

az,bz,b3,x

/
ag, a

[P NN Fad / I N x
on a SU,(ag, a},by/a,b,x) > 1 ainsi que ay - afF - ag = b7 - by - b3. Alors
—T x x -1 _ g/—=x / lx
bl ° ao N al — bQ ° 3 ° a2 — b1 N ao N CLl 9

ce qui donne
(by b1 )" =ag - (d) - ar') g

Maintenant, soit a} = a; € cl,(az, by, b3), soit @ = aja; ' est générique sur @, b, et en
particulier sur aj.
De méme, soit b) = by € cl,(as, b, bs), soit b= Vb, ! est générique sur a,b, et en
particulier sur ay.
Si on a simultanément a; = a} et by = b}, cela entraine que ag = af, ce qui est
absurde.
Si 'une de ces deux égalités est vraie, on s’est ramené au cas n = 1; si aucune n’est
vraie, 1'égalité peut étre écrite a - a* = b - ag, Ce qui nous ramene au cas n = 2;
dans les deux cas, on aboutit & une contradiction.
On a donc by | as, bs.

Puisque z est générique sur a, b, il existe

1 __lstp /
T = avec x| w.
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Alors r = 2’z est générique sur a,b, z et on a 'égalité
ag - (ay)” - az = (b7)" - by - (b5)".
A partir de ces deux égalités, on peut alors déduire que
(a0 - af - az)™" - (ag - (a7)" - az) = (b - ba - b3) ™"+ ((b1)" - bz - (b))
et donc

ay' - (art - al)®ag =0b3" byt (bt bY)T - by - (D).

1

On conjugue par 2" (qu’on notera %) ; en posant & = ay' - a} et b = b;' - b}, on

aboutit finalement a
y

~a¥ -1 7bY r
a2—b3 'b2'b3.

Comme on 'a déja vu, la minimalité de n = 3 > 1 implique que r € cl,(bs, b}).
Il en découle que ((12, bg, b3, T’) - Clp(ag, bQ, b3, bg) - Clp(gl, B, as, bg, bg, bg), d’ol on
déduit que SU,(bs, by, b/a, ag, by) > SU,(ag, by, bs, ) — SU,(, ag, by).
Or, SU,(ag, by, b3, ) = 2 4 SUp(ag,by) car on sait que bs | as, by et on a choisi
r | a,b. Comme par ailleurs SU,(a, ag, ba) < 1+ SU,(as, by), on obtient que

SUp(bg, bg, 5/&, ag, 1)2) Z SUp(CLQ, bg, bg, 7") — SUP(&, as, bg) Z 4—-—3=1s1 a9 J'/ b2
>3 — 2 =1 sinon.

Cette inégalité signifie qu’on peut trouver, apres avoir rajouté = dans les parametres,
des éléments b5, b, by tels que

/71 gn __lstp 7 1r TR/ 7 r
by O by =2 ba, by et BB | by, b,
&,ag,bQ,I

vérifiant SU, (b5, v, by /a, as, by, x, bs, b, b}) > 1. Par conséquent, on a
~a¥ —1 76y
a' =y b2 b,
ce qui nous donne en posant z = by 1'égalité
-1 7z r -1 Jr1z .
by b7 by =05 by

on note que z est générique sur tous les parametres car z € cly(bs, x) et bs, b, b €
C1p<b1, bg, ’f’).
Les indépendances

2 | b0 b etz | bs, b b}

bs,b.b; bbby
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impliquent

z, bgl N N PN 4 et z, bgfl 070y | bs, b, by
bs,b,b; bl b7 by

et donc
cb(z, by L-b%-b5 /bs, b, b5) = cb(z, b3 t-b*-b} /bs, b, b, by, b bly) = cb(z, b3 t-b%-by /by, U, bY).

Or, b=0b71 e cl,(by, ) ; si on avait B\LT by, cela impliquerait que b = b1 .y €
cl,(r) et donc 77 € cl,(r), ce qui est absurde vu que r | by. Donc by € cl,(r,b), et

SU,(bs, b,b3) > SU,(bs,r,b) > SU,(bs, r,by) = 3.

Cela signifie que b3,5 et D5 sont trois éléments génériques indépendants.
La démonstration du point 2. du Lemme 3.2.1 nous donne que

cb(z, b3t - b7 - by /bg, b, b3) C cl,(bs, b, b)

et a SU, rang 3; c’est également le cas pour ch(z, b} ! Y by /b, v, b%), ce qui nous
amene a |’égalité
cl, (by, b, 05) = cL, (b, i, B,

ce qui contredit SU,(by, o', by /bs, b, b5) > 1. O

3.3 De la 2- et la 3-linéarité a la linéarité

Etant donné un type régulier k-linéaire non (k — 1)-linéaire p, le théoreme 2.5.1
nous donne un groupe quasidéfinissable p-interne p-connexe G avec SU,(G) = k
qui agit transitivement et fidelement par indépendance (voir définition 2.4.7) sur un
ensemble quasidéfinissable p-interne p-minimal X avec SU,(X) = 1. Si k > 1, nous
allons d’abord voir que G possede un sous-groupe presque quasidéfinissable p-interne
p-connexe H avec SU,(H) = 2 et qui agit fidelement par indépendance sur un sous-
ensemble presque quasidéfinissable p-interne p-minimal X’ C X avec SU,(X') = 1,
ce qui nous permettra de travailler avec des groupes de SU,-rang 2. Ensuite, nous
verrons qu'un tel groupe ne peut pas avoir de sous-groupe p-connexe normal de SU,-
rang 1, si p est pseudolinéaire. Enfin, nous démontrerons le résultat principal par
I'absurde, en prouvant qu'un groupe de SU,-rang 2 doit étre résoluble et que cela
contredit la k-linéarité.
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Proposition 3.3.1. Soit G un groupe quasidéfinissable, et H un sous-groupe presque
quasidéfinissable avec SU,(H) = k > 1 qui agit sur un ensemble presque qua-
sidéfinissable X avec SU,(X) = 1. On suppose également que H et X sont tous
deux p-internes et p-minimauz, et que l’action de H sur X est transitive et fidéele par
indépendance. Si x est un élément générique de X, alors Cy(x) est un sous-groupe
presque quasidéfinissable de H avec SU,(Cy(x)) = k — 1. En outre, si ' € X est
générique sur x et C est la composante p-conneze de Cy(x), alors X' = 2'C est
p-minimal avec SU,(X') = 1.

Démonstration. Soient g € H générique sur x et

9’ =bdd(z,z9) 9 avec g' \L g-
bdd(z,z9)

Alors 29 = 29, et ¢'g~! € Cy(x).

Supposons que SU,(z?/x) = 0 : cela implique que ¢ € cl,(z); comme g est
générique sur z, on a g | x,z9. Alors g | x, 29, ¢, d’ou on déduit que gj/g/av.
Et comme ¢ satisfait le méme type que ¢ sur x, on a ¢ | x,29 : on parvient
donc a g,¢" | x. Puisque l'action est fidele par indépendance, on a g = ¢, et
g € bdd(z,29) C cly(x), ce qui contredit la généricité de g sur x.

Par conséquent, SU,(x9/x) =1 : auquel cas,

SU,(g/z,29) = SUY(g, 29 /x) — SU, (27 /x) = SU,(g/x) — SU, (27 /z) = k — 1.
Par ailleurs,

SU(9,9'/x) = SU(g, 4,2 /x) = SU,(g, 4 [7,27) + SU, (27 | x)
=25U,(g/z,29)+1=2k—1, et
SUL(g,9'/x) = SUy(g,9'g™ " Jx) = SU,(g/x) + SU,(d'g™ " /g,2) < k + SU,(Cy(x)).

On en déduit que SU,(Cy(z)) > k — 1.

Mais on a vu plus haut que SU,(27/x) = 1 pour g générique sur z, ce qui entraine que
x9 # x (ce qui est aussi conséquence de la fidélité générique). Donc Cy(x) n'est pas
générique dans H, et SU,(Cy(z)) < k par p-connexité. On parvient donc a 1'égalité
SU,(Cu(x)) =k — 1.

Par ailleurs, si C' est la composante p-connexe de Cy(x), il est clair que SU,(C) =
SU,(Ch(z)=k—1>1.

On sait que x est générique, et que 2’ est générique sur x; pour g € C' un élément
générique sur x,x’ on aura que g j/x’x, @'9 (sinon, 2’9 € cl,(x,2’) et on peut trouver

g | g tel que 2'9 = 2’9, contredisant la fidélité par indépendance).
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Cela implique que SU, (2" /x,2") > 1, puisque tp(g/z, ") est p-minimal.
Et dans ce cas X' = 2/° C X est p-minimal et vérifie SU,(X’) = 1, puisque c’est
vrai pour X. O

On remarque que 'action du sous-groupe C' sur X reste transitive et fidele par
indépendance.
Ensuite, on montre qu’il n’y a pas de sous-groupe normal.

Proposition 3.3.2. Soit G un groupe quasidéfinissable, et H un sous-groupe de
G avec SU,(H) = 2 qui agit transitivement et fidélement par indépendance sur un
ensemble Y avec SU,(Y') = 1. On suppose que H et'Y sont p-internes p-minimautz,
ou p est un type réqulier k-linéaire avec k < 3. Si N est un sous-groupe de H presque
hyperdéfinissable p-connexe avec SU,(N) = 1, alors Ny(N) est d’indice non borné
dans H.

Démonstration. Supposons que ce ne soit pas le cas : la composante localement
connexe N qui est commensurable & N, est aussi quasidéfinissable d’apres la pro-
position 2.2.11; si h normalise N, il doit également normaliser N, et Ny (N') est
encore d’indice borné dans H. D’apres [2, Lemme 2.14], la propriété que le conjugué
(N')* soit commensurable, et donc égal, & N, est type-définissable en x. Le nor-
malisateur Ng(N') est donc presque quasidéfinissable ; en remplagant N par N et
H par Ny (N') on peut supposer que N est normal dans H.

Puisque N est p-interne, p-régulier avec SU,(NN) = 1, on peut également, d’apres
le théoreme 3.2.2, remplacer N par Z (N) qui est un sous-groupe caractéristique
presque hyperdéfinissable borné par abélien, d’indice borné dans N.

Soit y € Y un élément générique, et C' la composante p-connexe de Cy(y). Alors
N N C est borné; en effet, soit n € N N Cy(y) générique et n' € Cy(n) générique
sur n, y : alors n’ est générique dans N sur n,y, et ¥ est générique dans Y sur n, y.
Comme n stabilise y™, la fidélité par indépendance implique n = 1.

Comme le sous-groupe dérivé N’ est borné, les quotients N = N/N' et C' =
(CN'")/N' restent quasidéfinissables ; par ailleurs C' est borné par abélien et agit sur
le groupe abélien V.

On va maintenant étudier 'anneau R des endomorphismes de N engendré par
I'action de C' (et on va utiliser une notation additive pour mettre en valeur le caractere
d’anneau de R), c’est-a-dire les endomorphismes de N de la forme

n—=nt+.-4n"

pour cq,...,cs € C'; ce n’est possible que parce que N est un sous-groupe normal.
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Lemme 3.3.3. Si limage d'un v € R, notée Im(r), n'est pas générique dans N,
alors elle est borné.

Démonstration. Soit n générique dans N sur les parametres A utilisés dans r.
Puisque Im(r) n’est pas générique, r(n) |, n par p-minimalité et il existe

A !/
n' =pad(Arn)) N avec n | n
A,r(n)

Alors n —n' est générique sur A, et r(n —n') = 0 : ce qui signifie que Ker(r) est
d’indice borné dans N, et que Im(r) est borné. O

La collection des 7 € R ayant une image bornée forme un idéal bilatere I'; et p
étant régulier et N p-connexe avec SU,(N) = 1, 'anneau R/I n’a pas de diviseur de
0.

Notons que pour tout ¢ € ?, la conjugaison par ¢ n’est pas dans I puisqu’elle est
inversible (on identifie ¢ € C' avec 'endomorphisme = — 2¢ dans R).

Lemme 3.3.4. Sic € C est générique, alors c ¢ 1+ 1.

Démonstration. Sinon, on a ¢ — 1 € I, donc Im(c — 1) est bornée dans N d’apres

la définition de I. Comme I'ensemble des commutateurs [N, ¢| = Im(c— 1) est borné,

c’est aussi vrai de [N, ] pour tout ¢ € ¢N’, puisque N’ est borné, et donc Cn ()

est d’indice borné dans N.

Il existe alors n’ € N générique sur y, ¢ qui commute avec ¢ .

Mais dans ce cas y* € Y est générique sur y, ¢ et
(yn )C :ync :yC’I’L — (yc)n :yn’

ce qui contredit la fidélité par indépendance. 0

Rappelons qu’on a supposé que C' = Z (C); on en déduit, grace au corollaire
3.1.5, que les centralisateurs dans C' d’éléments génériques sont d’indice borné ; cela
signifie que I’on peut choisir ¢y, .. ., c,, ¢ dans C' qui forment le début d'une suite de
Morley générique, et qui commutent entre eux. On pose alors I'endomorphisme

S
Te!X > Zxclci;
i=0
et pour n € N générique, on pose le type

q = Istp(c, me(n)/cly(n, co, ..., C5)).

Il est p-minimal par construction et r.(n) € cl,(¢c,n, co, ..., cs).
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Lemme 3.3.5. ¢ € cly(rc.(n),n, ¢, ..., Cs).
Démonstration. Dans le cas contraire, ¢ | r.(n),n,co,...,cs, et on peut trouver
une continuation (d; : j < w) de la suite (co, ..., ¢, ¢) avec

(c,dj:j<w) | re(n),n,co,...,cs

et
d; | Istp(c/re(n),n, o, ..., ¢s)

pour tout j < w. Alors (¢,dj : j < w) est une suite de Morley générique dans C
d’éléments qui commutent, et les endomorphismes

S
(.
rq. X > zdici
J
i=0

correspondent & 7, sur n. Comme n% est générique sur (n,c, co, . . ., Cs, dj:j<w)et
que
de (ndw) = de (n)dw = Tc<n>dw = rc(ndw)a

tous les 74, et r. correspondent sur un sous-groupe d’indice borné dans N.

Par conséquence, la différence r. — 74, est dans I pour tout j < w.

Or (co,...,¢s,¢,dj 1 j < w)/I est un domaine intégral commutatif, et le polynome
Yoo Y'¢; = r. n’a qu'un nombre fini de solutions. Par conséquent, ¢ + [ = d; + I
pour tout j < w.

Or ¢~ 'dy est générique dans C, et on a vu plus haut dans le lemme 3.3.4 qu'il n’est
pas dans 1 + [ : on aboutit alors a une contradiction. 0

Cela signifie que le type ¢ que 1'on a défini correspond a une courbe plane; par
ailleurs, si (d; : j < w) est une suite de Morley en Istp(c/cl,(n, co, ..., ¢s)), alors
(dj,rq;(n) : j <w) est une suite de Morley dans ¢.

Lemme 3.3.6. ¢; € cl,(d;j,r4;(n) : j <w) pour 0 <7 <s.

Démonstration. Posons

1 dy &3 - d 1 dy - dé_l ray (1) d6+1 s
1 dy & -~ di 1 dy - d7' org(n) &t o &
S | =7 oet : . . . | =T
1 d, di - d; 1odg - dit rg(n) dift - dE

Alors re; =mi et r = [[oc; e (djr — dj).
Comme dj_ldj/ ¢1+1, onaurady —d; ¢ I pour j<j, douré¢l.
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Si un ¢; était générique sur (d;,74,(n) : j < w), alors pour un

/ /
¢ =pad(d;ra;(n)j<w) G AVEC € L q
(dj,ra; (n)j<w)

1 1

on aurait v = r; = r¢, dou rdc;
. /-1 TP
lemme 3.3.4 puisque c'c; * est générique. O

=ret de; € 1+ 1, ce qui contredirait le

Les résultats qui précédent nous permettent d’achever la preuve de la proposition
3.3.2 : en effet, on sait par définition que

(dj,rg;(n) 1 j <w) L o, .-, Cs,

cb(c,re(n)/clp(n,co,...,cs))

et on a vu que les ¢; sont dans cl,(d;, 74,(n) : j < w); cela signifie qu’ils sont dans la
p-cloture de la base canonique, et donc cette base canonique doit étre de SU, rang
au moins s + 1 (puisqu’ici on a s + 1 tels éléments indépendants).

Comme on peut faire ce raisonnement pour toute valeur de s, cela contredit la k-
linearité pour toute valeur de k, ce qui termine par ’absurde la démonstration de la
proposition 3.3.2 (ici, on aurait pu se contenter d’étudier le cas ou k£ < 3, mais on a
démontré un résultat plus général). U

Nous pouvons enfin démontrer le théoreme principal.

Theoreme 3.3.7. Soit p un type régulier k-linéaire dans une théorie simple. Lorsque
k<3, alors k= 1.

Démonstration. On va supposer que p n’est pas (k — 1)-linéaire et k£ > 1, et mon-
trer que 'on parvient a une contradiction.

D’apres le théoreme 2.5.1, il existe un groupe G avec SU,(G) = k qui agit transiti-
vement sur un ensemble X avec SU,(X) = 1, tel que G et X sont tous deux qua-
sidéfinissables p-internes et p-minimaux. Cette action est de plus fidele par indépen-
dance, c¢’est-a-dire que pour ¢,¢ € G avec g # ¢ et x € X générique sur ¢,¢" on a
gr # g'x.

En appliquant autant de fois que nécessaire la proposition 3.3.1, on peut se ra-
mener a l'action d'un groupe H p-interne p-connexe presque quasidéfinissable de
SU,-rang 2 agissant transitivement et fidélement par indépendance sur un ensemble
p-minimal presque quasidéfinissable Y de SU,-rang 1.

De plus, pour tout y € Y générique, la composante p-connexe C' du stabilisateur
Cr(y) est de SU,rang 1, et donc bornée par abélien par bornée d’apres le théroeme
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3.2.2; par minimalité de la composante p-connexe on a alors C' = Z (C), et C est
borné par abélien.

D’aprés la propostion 3.3.2, pour un élément générique h € H, on a SU,(CNC™) =
0 par p-minimalité : sinon, la composante localement connexe de C' serait normalisée
par un sous-groupe d’indice borné dans N.
Par conséquent, les inégalités de Lascar nous donnent que SU,(C"C) =2 , et C"C
est générique dans H.
Si a, by, ¢y dans C sont trois éléments indépendants génériques sur h, alors a” - by est
générique dans H et ¢ - a” - by est indépendant de ¢y sur h.
Il existe alors d, b1, c1 =pad(egarve,n) @ Do, Co avec SU,(c1/coa"bg, h) = 1.
Par conséquent co - a® - by = ¢; - d" - by, et

a"-b=c-d",

oﬁb:bo~b1_1 etc:cgl-cl.
En outre, ¢ et d sont deux éléments génériques indépendants de C' sur h, donc
SU,(c-d"/h) = 2.
Cela signifie que a et b doivent étre des éléments génériques indépendants de C' sur
h.

Soient z et y deux éléments génériques indépendants de Cx(a, b, ¢, d).
C est égal a Z (C), donc est abélien par borné; le centralisateur de a,b,c,d est
donc d’indice borné dans C, donc des génériques dans ce centralisateur seront aussi
génériques dans C.
x et y seront donc des génériques indépendants dans C, et z = x - h -y sera générique
dans H sur a,b,c,d. De plus,

a-b=a"" - b=a" - =(a"-b)Y=(c-d)VW=c-dV=c-d"=c-d
Choisissons z* € H avec

* *
2" Zpdd(abed) 2 et 2 | =
a,b,c,d
Alors r = z*7 'z est générique dans H sur a,b,c,d,z. De plus, a® -b = c-d*, et
a®-b" = c" - d?. On aura donc

clad b=F=c"-a"- 1.

r

En posant b/ =b-b"" et ¢ = c¢- ¢, on obtient que

z z

a’- b =c-a”,
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ol a est générique dans C et z est générique dans H sur a,l, .
. / / N
Si 2’ =pad(ap,e) 2 avec 2/ J/a z,alors a® - b = -a*, dou

7b,7cl
’
z z
bla — C/ — b/a
et a®-a commute avec b, ou 'on définit «” = a - a~

On remarque que z est générique dans H sur a”, V.
De plus, comme b, 7, a, z et 2z’ sont indépendants, on aura a”* | ¥

Lemme 3.3.8. SU,(a") > 0 et SU,(b') > 0.

Démonstration. Si SU,(a") =0, alors a” | a, 2,2’ par p-minimalité.
1

—z 1z 2271

/
=a

. . _ . =1 _ . —
On aura en particulier a” La 2’27+ : mais alors a=** J/a 2'z71, et puisque 2’271 est

générique dans H, on aura a € Z(H), et donc SU,(Z(H)) > SU,(a) = 1, ce qui est
absurde par la proposition 3.3.2.

La méme méthode appliqu‘ée & ¥, b, r donnerait b € Z (H), ce qui permet de vérifier
que SU,(V') > 0. a

Notons N la composante p-connexe de Cy (V).
On aura alors
SUp(N) = SU(Cu (b)) = SU(a"*/V) = SU(a™)
> SU,(a"*/z) = SU,(a"/z) = SU,(a") > 1.

Si SU,(N) = 2, alors b/ € Z(H), ce qui contredit SU,(b') > 0 : cela implique que
SU,(N) = 1.
Soit 2" € H avec
Z” =bdd(a” V') Z et 2" J/ zZ.
a’ b
Comme z est générique sur a”, b, I'élément h = 2"~'z est générique sur a”, b, et
a"”" € Cy (), et donc a”* € Cy (') N Cy (V)" Dans ce cas,

1> SU,(Cu(b) N Cr ()" > SU,(a"* /¥, h) = SU,(a"* /b') > 1.

On en déduit que la composante p-connexe de Cg(b') N Cy (V)" est commensurable
avec N et avec N".

La composante localement connexe N de N est dans ce cas normalisée par I’élément
générique h, et Ny(N') est d’indice borné dans H : cela contredit la proposition
3.3.2.

Cette contradiction acheve la preuve. 0

Remarque 3.3.9. On n’a utilisé I’hypothese & < 3 que dans le théoreme 3.2.2 :
parvenir a étendre ce résultat pour toutes les valeurs de k permettrait de démontrer
que tout type régulier pseudolinéaire est en fait 1-linéaire dans les théories simples.
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Résumé : Dans le cadre des théories stables, il a été prouvé qu’une courbe pseudolinéaire était toujours,
spécifiquement, linéaire (ce qui correspond dans ce cadre également & localement modulaire) : on peut
alors caractériser la géométrie de 1’ensemble associé, qui est soit projective (avec le type associé a la
courbe non-trivial et modulaire), soit affine (quand le type est non-modulaire) sur un corps gauche;
lorsque le type associé est trivial, la géométrie est dégénérée.

Cela nous permet donc de déduire de la simple pseudolinéarité d'un type la structure de ’ensemble
sous-jacent : cette these étend ce résultat au cadre des théories simples, ce qui nous permettra a nouveau
de déterminer la géométrie de I'ensemble (quelques distinctions seront a apporter pour prendre en compte
la simplicité de la théorie), mais en se restreignant au cas ou k < 3.

Mots clés : Théories simples, k-linéarité, hyperimaginaires, indépendance, déviation, types réguliers

Study of linearity in simple theories

Abstract : In the context of stable theories, it has been proven that a plane curve which is pseudolinear
must be linear; it is then possible to deduce the geometry of the associated set, which is either projective
(when the type associated to the plane curve is non-trivial and modular), or affine (when the type is
non-modular) on a division ring; if the associated type is trivial, the geometry is degenerate.

This means we can infer, from a type’s pseudolinearity, the structure of the underlying set ; this thesis
extends this result to the context of simple theories, allowing us to determine the set’s geometry (with
several differences to account for the fact that the theory is simple and not stable) if we restrict ourselves
to k < 3.

Keywords : Simple theories, k-linearity, hyperimaginaries, independance, forking, regular types
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