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DUALITE ET PRINCIPE LOCAL-GLOBAL SUR LES CORPS DE FONCTIONS

Résumé

Dualité et principe local-global sur les corps de fonctions

Dans cette thése, nous nous intéressons a l'arithmétique de certains corps
de fonctions. Nous cherchons a établir dans un premier temps des théorémes de
dualité arithmétique sur ces corps, pour les appliquer ensuite a I’étude des points
rationnels sur certaines variétés algébriques.

Dans les trois premiers chapitres, nous travaillons sur le corps des fonc-
tions d’une courbe sur un corps local supérieur (comme Q,, Q,((¢)), C((¢)) ou
C((¢))((u))). Dans le premier chapitre, nous établissons sur un tel corps des théo-
rémes de dualité arithmétique « & la Poitou-Tate » pour les modules finis, les tores,
et méme pour certains complexes de tores. Nous montrons aussi I’existence, sous
certaines hypothéses, de certaines portions des suites exactes de Poitou-Tate cor-
respondantes. Ces résultats sont appliqués dans le deuxiéme chapitre a ’étude du
principe local-global pour les algébres simples centrales, de 'approximation faible
pour les tores, et des obstructions au principe local-global pour les torseurs sous
des groupes linéaires connexes. Dans le troisiéme chapitre, nous nous penchons
sur les variétés abéliennes et établissons des théorémes de dualité arithmétique
« & la Cassels-Tate ». Cela demande aussi de mener une étude fine des variétés
abéliennes sur les corps locaux supérieurs.

Dans le quatriéme et dernier chapitre, nous travaillons sur les corps des frac-
tions de certaines algébres locales normales de dimension 2 (typiquement C((z,y))
ou F,((z,y))). Nous établissons d’abord un théoréme de dualité en cohomologie
étale « a la Artin-Verdier » dans ce contexte. Cela nous permet ensuite de montrer
des théorémes de dualité arithmétique en cohomologie galoisienne « a la Poitou-
Tate » pour les modules finis et les tores. Nous appliquons finalement ces résultats
a ’étude de 'approximation faible pour les tores et des obstructions au principe
local-global pour les torseurs sous des groupes linéaires connexes.

Mots-clefs : corps de fonctions, dualité arithmétique, groupe de Tate-Shafarevich,
Poitou-Tate, Cassels-Tate, tores, groupes linéaires, variétés abéliennes, principe
local-global, torseurs, groupe de Brauer, obstruction de Brauer-Manin, approxi-
mation faible, cohomologie galoisienne, corps locaux supérieurs, anneaux locaux
de dimension 2.
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Abstract

Duality and local-global principle over function fields

In this thesis, we are interested in the arithmetic of some function fields. We
first want to establish arithmetic duality theorems over those fields, in order to
apply them afterwards to the study of rational points on algebraic varieties.

In the first three chapters, we work on the function field of a curve defined
over a higher-dimensional local field (such as Q,, Q,((t)), C((¢)) or C((¢))((w))). In
the first chapter, we establish "Poitou-Tate type" arithmetic duality theorems over
such fields for finite modules, tori and even some complexes of tori. We also prove
the existence, under some hypothesis, of parts of the corresponding Poitou-Tate
exact sequences. These results are applied in the second chapter to the study of
the local-global principle for central simple algebras, of weak approximation for
tori, and of obstructions to local-global principle for torsors under connected linear
algebraic groups. In the third chapter, we are interested in abelian varieties and we
establish "Cassels-Tate type" arithmetic duality theorems. To do so, we also need
to carry out a precise study of abelian varieties over higher-dimensional local fields.

In the fourth and last chapter, we work on the field of fractions of some
2-dimensional normal local algebras (such as C((x,y)) or F,((z,y))). We first esta-
blish in this context an "Artin-Verdier type" duality theorem in étale cohomology.
This allows us to prove "Poitou-Tate type" arithmetic duality theorems in Galois
cohomology for finite modules and tori. In the end, we apply these results to the
study of weak approximation for tori and of obstructions to local-global principle
for torsors under connected linear algebraic groups.

Keywords : function fields, arithmetic duality, Tate-Shafarevich group, Poitou-
Tate, Cassels-Tate, tori, linear algebraic groups, abelian varieties, local-global prin-
ciple, torsors, Brauer group, Brauer-Manin obstruction, weak approximation, Ga-
lois cohomology, higher-dimensional local fields, 2-dimensional local rings.
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Introduction

1 PRINCIPE LOCAL-GLOBAL SUR LES CORPS DE
NOMBRES

Cette thése porte sur les points rationnels des variétés sur certains corps de
fonctions. Mais pour comprendre les motivations, il convient de rappeler briéve-
ment le cas classique des corps de nombres.

1.1 Principe local-global et obstruction de Brauer-Manin

« On donne une équation diophantienne a un nombre quelconque d’inconnues
et a coefficients entiers rationnels : on demande de trouwver une méthode par la-
quelle, au moyen d’un nombre fini d’opérations, on pourra distinguer si [’équation
est résoluble en nombres entiers rationnels. »

David Hilbert, Congrés International, 1900.

Le dixiéme probléme de Hilbert demande de trouver un algorithme détermi-
nant si une équation diophantienne a des solutions entiéres. C’est en 1970, aprés
les travaux de Davis, Putnam et Robinson, que Matjasevich démontre qu’un tel
algorithme n’existe pas. Il est alors naturel de se demander s’il existe un algo-
rithme permettant de déterminer si une équation diophantienne a des solutions
rationnelles (non nécessairement entiéres). Autrement dit, étant donnée une va-
riété algébrique sur un corps de nombres, peut-on déterminer si elle posseéde des
points rationnels 7 Cette question, qui est au coeur de la géométrie arithmétique,
reste ouverte de nos jours. Le principe local-global est 1'un des principaux outils
qui ont été développés pour 'attaquer.

Soient K un corps de nombres et X une K-variété algébrique. Soit 2k 'en-
semble des places de K, c’est-a-dire ’ensemble des valeurs absolues non triviales
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sur K a équivalence preés. Pour v € g, on note K, le complété de K par rapport a
v. Il est clair que, si V posséde des points rationnels, alors V' posséde des K,-points
pour chaque v € Q. Il est alors naturel de se poser des questions a propos de la
réciproque :

Définition 1.1. Soit F une famille de K-variétés. On dit que la famille F vérifie
le principe local-global (ou le principe de Hasse) si tout élément de F ayant des
K, -points pour tout v € Qg a en fait des points rationnels. Autrement dit :

Ve F, [] V(K #0=V(EK)#0.

VEQK

L’un des premiers exemples non triviaux de famille vérifiant le principe de
Hasse est donné par le célébre théoréme de Hasse-Minkowski :

Théoréme 1.2. (Minkowski 1890, Hasse 1924)
Toute quadrique dans P vérifie le principe local-global.

Ainsi, le principe local-global est toujours vérifié en degré au plus 2. Voici un autre
exemple classique, aussi dii a Hasse, qui découle de la théorie du corps de classes :

Théoréme 1.3. (Hasse 1924)
Soient L/K wune extension cyclique et wy, ...,w, une K-base de L. Pour chaque
a € K*, I’équation normique :

Npjg (w4 ... + pwyn) = a
définit une K-variété qui vérifie le principe local-global.
Ce théoréme est en fait un corollaire de 'axiome du corps de classes global.

Depuis les travaux de Hasse, le principe local-global a été¢ établi pour un
certain nombre de familles de variétés. Mais de nombreux contre-exemples ont
aussi été trouvés. L’un des plus célébres, qui montre que le principe de Hasse est
faux pour les courbes cubiques dans P2, est dii & Selmer :

Théoréme 1.4. (Selmer 1951)
Soit V' la courbe de IP’(%Q définie par équation

37 + 4y® 4+ 52° = 0.
Alors V(R) # 0 et V(Q,) # 0 pour tout premier p, mais V(Q) = 0.

Ainsi, si d’aprés le théoréme 1.2 le principe local-global est toujours vrai en degré
au plus 2, le théoréme précédent montre que le principe local-global tombe en
défaut deés le degré 3. Voici un autre contre-exemple classique, qui est le pendant
du théoréme 1.3 :

10
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Théoréme 1.5. (Hasse 1934)
Soient K = Q et L = Q(v13,V17). Soit wy,ws,ws,ws une K-base de L. Alors

[’équation normique :
NL/K(xlwl —+ ToWo + T3Ws + ZE4W4) = —1
définit une K-variété qui ne vérifie pas le principe local-global.

En tenant compte des contre-exemples précédents, il est alors naturel de
chercher & comprendre les obstructions au principe local-global. Pour ce faire, il
convient d’introduire le groupe de Brauer (cohomologique) de V', que 'on notera
Br V : ¢’est par définition le groupe de cohomologie étale HZ(V,G,,). Ce groupe
coincide avec le groupe de Brauer au sens des algébres d’Azumaya sur V lorsque V
est supposée quasi-projective lisse. En particulier, si V' = Spec K, le groupe Br K
classifie les K-algébres simples centrales & équivalence prés. Ce groupe est bien
compris grace a la théorie du corps de classes. En effet, 1la théorie du corps de classes
local fournit pour chaque place v € Q2 un morphisme injectif inv,, : Br K, — Q/Z.
Ce morphisme est un isomorphisme dés que v est finie (ie K, est un corps p-adique).
Lorsque v est réelle (ie K, = R), le morphisme inv, identifie Br K, a %Z/Z, et
lorsque v est complexe (ie K, = C), le groupe Br K, est trivial. Le groupe Br K
peut alors étre calculé grace a I'un des théorémes principaux de la théorie du corps
de classes global, a savoir la suite exacte de Brauer-Hasse-Noether :

ZUEQK invy,

0—=Br K —@,cq, Br K, Q/Z 0.

Revenons maintenant au cas ot V est une K-variété quelconque. Considérons
un modéle lisse V de V' sur un ouvert non vide U du spectre de 'anneau des entiers
de K. En notant A g 'anneau des adéles de K, on dispose de I’ensemble des points
adéliques de V :

ViAg) = lim  [[ V) x [ v
[l]f/%ﬁ[@] veQR\U' ve(U)M
On peut alors définir un accouplement, dit de Brauer-Manin :
BM :V(Ag) xBrV — Q/Z

((pv)veﬁlma) = Z iHVU(p;k)Ck)
vEQK
ou p¥ : Br V — Br K, est le morphisme induit par p, € V(K,) par foncto-
rialité contravariante du groupe de Brauer. En injectant diagonalement V(K)
dans V(Ag), la suite exacte de Brauer-Hasse-Noether montre alors que V(K)
est contenu dans l'orthogonal V (Ag)P" de Br V pour 'accouplement BM. Cela
permet de définir une obstruction au principe local-global :

Définition 1.6. (Manin 1970)
Soit F une famille de K-variétés. On dit que ’obstruction de Brauer-Manin
est la seule obstruction au principe local-global pour les éléments de F si :

VYV e F,V(Ag)" £ 0= V(K) #0.

11
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Il existe des K -variétés pour lesquelles I'obstruction de Brauer-Manin n’est pas
la seule obstruction au principe local-global. Par exemple, dans [Sko99|, Skorobo-
gatov exhibe une surface bielliptique V' sur Q telle que V(Ag)®" # 0 et V(Q) = 0.
Malgré cela, il existe d’importantes familles de K-variétés pour lesquelles la seule
obstruction au principe local-global est bien 'obstruction de Brauer-Manin. Dans
|CT03], Colliot-Théléne conjecture que la seule obstruction au principe local-global
pour les K-variétés propres, lisses, rationnellement connexes est ’obstruction de
Brauer-Manin. L’un des résultats les plus célébres dans ce sens est dii a Sansuc :

Théoréme 1.7. (Sansuc 1981 - [San81|)

L’obstruction de Brauer-Manin est la seule obstruction au principe local-global
pour les (compactifications lisses de) K-espaces principaur homogénes sous des
K -groupes linéaires connexes.

Pour prouver ce résultat, Sansuc fait appel & un théoréme de dualité arithmétique,
le théoréme de Poitou-Tate, qui fait 'objet du paragraphe suivant.

1.2 Théorémes de dualité arithmétique

La plupart des théorémes de dualité arithmétique pour la cohomologie ga-
loisienne des groupes algébriques commutatifs sur des corps p-adiques ou sur des
corps de nombres ont été annoncés par Tate dans les années 1960. Les groupes
algébriques concernés sont divers : les groupes finis, les tores, les variétés abéliennes.

Commencgons par le cas (plus simple) des corps p-adiques. Fixons K un corps
de nombres et v une place finie de K.

Théoréme 1.8. (Tate 1957-1962)
Soit G = Gal(K,/K,) le groupe de Galois absolu de K.

(i) Soient F un G-module discret fini et F' = Hom(F, K, ) son dual de Cartier.
Pour 0 < r <2, le cup-produit induit un accouplement parfait de groupes finis :

H'(K,,F) x H*"(K,, F') = Br K, ~ Q/Z.

(11) Soient T un K,-tore et T son module des caractéres. Pour 0 < r < 2, le
cup-produit induit un accouplement :

H'(K,,T)x H*"(K,,T) = Q/Z

qui met en dualité parfaite :

o le complété profini de H'(K,,T) et le groupe discret de torsion H2(KU,T) ;

o les groupes finis H'(K,,T) et H(K,,T) ;

e le groupe discret de torsion H*(K,,T) et le complété profini de HU(KU,T).
(iii) Soient A une variété abélienne sur K, et A* la variété abélienne duale. Alors

il existe un accouplement canonique :

A(K,) x HY(K,, A" — Q/Z
qui met en dualité parfaite le groupe profini A(K,) et le groupe discret de torsion

H'(K,, AY).

12
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Pour pouvoir énoncer des théorémes de dualité arithmétique sur les corps de
nombres, nous avons besoin d’introduire les groupes de Tate-Shafarevich :

Définition 1.9. Soit M un Gal(K /K)-module discret. Pour r € {1,2}, on définit
les groupes de Tate-Shafarevich :

1" (K, M) = Ker (H’"(K, M) =[] H’"(KU,M)> :

’UEQk

Théoréme 1.10. Soit G = Gal(K/K) le groupe de Galois absolu de K.

(i) (Dualité de Poitou-Tate pour les modules finis, 1962-1967)
Soient F un G-module discret fini et F' = Hom(F,K ") son dual de Cartier. Il
existe un accouplement parfait de groupes finis :

(K, F) x HI2(K, F') — Q/Z.

(i) (Dualité de Poitou-Tate pour les tores, 1962-1967)
Soient T un K-tore et T son module des caractéres. Pour r € {1,2}, il existe
un accouplement parfait de groupes finis :

" (K,T) x II*7"(K,T) — Q/Z.

(11i) (Dualité de Cassels-Tate, 1962-1964)
Soient A une variété abélienne sur K et At la variété abélienne duale. Alors il
existe un accouplement canonique :

I (K, A) x IITY(K, A) — Q/Z

dont le noyau G gauche (resp. o droite) est le sous-groupe divisible mazimal de
1Y (K, A) (resp. IITY(K, AY)).

Expliquons maintenant briévement comment on peut étudier 'obstruction de
Brauer-Manin et obtenir le théoréme de Sansuc (théoréme 1.7) pour les espaces
principaux homogeénes sous des tores a ’aide du théoréme précédent. Pour ce faire,
on se donne un K-tore T" et un K-espace principal homogéne V' sous T tel que
V(Ag)B £ (). On veut alors montrer que V(K) # (. Les espaces principaux ho-
mogenes sous 1" sont classifiés a isomorphisme prés par le groupe de cohomologie
H'(K,T), et un espace principal homogéne W sous T a un point rationnel si, et
seulement si, sa classe [W] dans H'(K,T) est triviale. Par conséquent, le groupe
[T (K, T) mesure exactement I'obstruction au principe local-global pour les tor-
seurs sous 7', et il contient [V] puisqu’on a supposé V(Ag) # 0. L’idée consiste
alors a comparer I’accouplement de Brauer-Manin :

BM :V(Ag) xBrV — Q/Z
a l'accouplement de Poitou-Tate :

PT - IIY(K,T) x II*(K,T) — Q/Z

13
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du théoréme 1.10(ii). Pour ce faire, Sansuc construit un sous-groupe B(V) de Br V/
contenant I'image de Br K et un morphisme B : III*(K, T) — B(V)/Br K tel que
pour tout 3 € II?(K,T) et pour tout (p,), € V(Ag), on ait :

PT([V],8) = BM((ps)s, B(B)).

En choisissant (p,), € V(Ag)P', on obtient que pour tout § € I2(K,T), on a
PT([V],5) = 0. I suffit alors d’appliquer la dualité de Poitou-Tate pour les tores
(théoréme 1.10(ii)) pour obtenir que [V] = 0, autrement dit que V(K # 0.

Pour terminer ce paragraphe, remarquons que la dualité de Cassels-Tate (théo-
réeme 1.10(iii)) permet aussi d’obtenir des résultats concernant le principe local-
global pour les torseurs sous des variétés abéliennes :

Théoréme 1.11. (Manin 1971 - [ManT71])

Soient K un corps de nombres et A une variété abélienne sur K. Supposons que
1Y (K, A) soit fini. La seule obstruction au principe local-global pour les espaces
principaur homogénes sous A est l'obstruction de Brauer-Manin.

La finitude du groupe IIT' (K, A), qui est conjecturée depuis le début des années
1960 et qui est étroitement liée & la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, est
utilisée pour affirmer que I'accouplement du théoréme 1.10(iii) :

I (K, A) x IIY(K, A') — Q/Z

est non dégénéré. Elle est connue pour certaines courbes elliptiques (par exemple
[Rub87] et [Kol88|).

1.3 Approximation faible

Le principe local-global permet d’étudier I'existence de points rationnels sur
les variétés algébriques sur les corps de nombres. Une fois que 1'on sait qu’une telle
variété a des points rationnels, il est naturel de se demander si elle en posséde
« beaucoup ». C’est pourquoi on introduit la notion d’approximation faible.

Soient K un corps de nombres et V une K-variété lisse géométriquement
intégre telle que V(K) # 0. Pour v € Qg, on munit V(K,) de la topologie v-
adique. On munit ensuite V(Kq) = [[,cq, V(&) de la topologie produit. On
remarquera que V(Kq) = V(Ag) lorsque V' est propre d’aprés le critére valuatif
de propreté.

Définition 1.12. On dit que V wvérifie 'approrimation faible si l’ensemble
V(K) est dense dans V(Kgq).

Supposons désormais que V' est un K-tore, que 'on notera plutot 7'. Afin
de comprendre le défaut d’approximation faible pour 7T, il convient de compléter
I’énoncé du théoréme 1.10 avec une suite exacte a 9 termes qui permet de mieux

14
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controler les groupes de Tate-Shafarevich de T'. Pour simplifier, supposons que K
est totalement imaginaire et considérons un K-tore T de module des caractéres T.
Soit Qﬂ I’ensemble des places finies de K. Pour chaque groupe abélien A, on note
Aiors le sous-groupe de torsion de A ; si de plus A est un groupe topologique abélien
(éventuellement muni de la topologie discréte), on note aussi A" son complété
profini et AP le groupe des morphismes continus de A dans Q/Z.

Théoréme 1.13. (Tate 1962-1967)
On rappelle que K est supposé totalement imaginaire. Il existe une suite exacte a
9 termes :

0— H(K,T)" —P%(T)" H2(K,T)?
HY(K,T)P <———PY(T) HY(K,T)

|

H*(K,T) —=PX(T)tors — (H*(K, T)P ) ors — 0,
ot P (T') désigne un certain produit restreint des H'(K,,T) pour v € Q.

En utilisant le théoréme 1.10(ii) ainsi que la derniére ligne de la suite exacte
précédente, il est alors possible d’insérer le défaut d’approximation faible pour un
tore dans une suite exacte, similaire & la suite duale de Cassels-Tate :

Théoréme 1.14. (Voskresenskii, Sansuc 1981 - [San81])
1l existe une suite exacte :

0—T(K)— [] T(K,) = IZ(T)” — MW(T) - 0,

ou T2 (T) désigne le sous-groupe de H*(K, T) constitué des éléments dont la res-
triction a H*(K,,T) est triviale pour presque tout v € Qi et T(K) ladhérence de
T(K) dans [],cqr T(K,). Les groupes 12 (T) et IOY(T) sont finis.

A Paide de cette suite, il est ensuite possible de comprendre les obstructions a
I’approximation faible pour les tores sur K.

2 PRINCIPE LOCAL-GLOBAL SUR LES CORPS DE FONC-
TIONS : RESULTATS CONNUS ANTERIEUREMENT

Soient k un corps et X une courbe projective lisse géométriquement intégre
sur k. Soit K = k(X) le corps des fonctions de X. Peut-on obtenir des résultats

similaires & ceux du paragraphe précédent en remplacant les corps de nombres par
le corps K7
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Commencons par le cas classique ol k = I, est un corps fini de caractéristique

p. Dans cette situation, les places de K = F,(X) sont en bijection avec les points
de codimension 1 de la courbe X. C’est un fait bien connu en arithmétique que le
corps K a un comportement trés similaire aux corps de nombres, si ce n’est que
K est de caractéristique positive et qu’il n’a pas de places réelles. Ainsi, dans le
théoréme 1.8 :
e l'assertion (i) reste valable si l’'on suppose l'ordre de F' premier avec p,
e les assertions (ii) et (iii) restent valables telles quelles (théorémes 1.2.3 et I11.7.8

de [Mil06]).
De maniére similaire, dans le théoréme 1.10,
e l'assertion (i) reste valable si ’'on suppose l'ordre de F' premier avec p,
e les assertions (ii) et (iii) restent valables telles quelles (théoréme 1.2 de [GA09]).
Ces théoréemes de dualité permettent d’établir des analogues des théorémes de
Sansuc (théoréme 1.7) et de Manin (théoréme 1.11) : si G est un K-tore ou une
variété abélienne sur K dont le premier groupe de Tate-Shafarevich est fini, 'obs-
truction de Brauer-Manin est la seule obstruction au principe local-global pour les
K-espaces principaux homogénes sous G qui sont déployés par une extension de
K de degré premier a p.

Lorsque k n’est pas un corps fini, comme ’ensemble Qx des places de K
(c’est-a-dire ’ensemble des classes d’équivalence de valuations discrétes sur K)
n’est plus en bijection avec 'ensemble X des points de codimension 1 de X, il
est possible de définir le principe local-global de deux maniéres différentes :

Définition 2.1. Soit F une famille de K-variétés.
(i) On dit que la famille F vérifie le principe local-global algébrique si :

wWeF [] V(K #0=V(K)+#0.

VEQ K

(i) On dit que la famille F vérifie le principe local-global géométrique si :

wWeF [[ V(K,)#0=V(E)+0.

veX @)

Remarque 2.2. La terminologie introduite dans la définition précédente n’est pas
standard.

Bien siir, si une famille de variétés vérifie le principe local-global géométrique,
elle vérifie aussi le principe local-global algébrique. Mais la réciproque est fausse :
par exemple, les espaces principaux homogénes sous des C((t))(u)-tores rationnels
vérifient le principe local-global algébrique mais pas le principe local-global géo-
métrique (|[HHK15] et [CTH15]). Ainsi, les méthodes développées pour étudier le
principe local-global algébrique et le principe local-global géométrique sont (pour
I'instant) radicalement différentes.
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Le principe local-global algébrique a d’abord été étudié par Harbater, Hart-
mann et Krashen dans les articles [HHK09], [HHK14| et [HHK15] & Paide de
techniques de patching lorsque k est un corps de valuation discréte complet et
X posséde un modéle projectif régulier. Ils ont en particulier montré le principe
local-global algébrique pour les espaces principaux homogénes sous des K-groupes
linéaires connexes rationnels lorsque le corps résiduel de k est algébriquement
clos de caractéristique nulle ([HHK15]), ainsi que pour les espaces principaux
homogénes sous certains K-groupes linéaires simplement connexes lorsque k est
équicaractéristique (JHHK14]). Les techniques de patching ont par la suite été uti-
lisées par Colliot-Théléne, Parimala et Suresh pour établir le principe local-global
algébrique pour les formes quadratiques en au moins 3 variables et pour les espaces
principaux homogénes sous certains groupes réductifs ([CTPS12|).

Parlons maintenant plus en détail du principe local-global géométrique. Ce
point de vue a d’abord été adopté par Harari, Scheiderer et Szamuely pour étu-
dier le cas ou k est un corps p-adique ([HSz16] et [HSSz15]), puis par Harari et
Colliot-Théléne pour étudier le cas ou k = C((¢)) (|[CTH15|). Dans les deux situa-
tions, les techniques utilisées sont de nature cohomologique et elles sont inspirées
des méthodes décrites dans le paragraphe 1 dans le cas des corps de nombres. En
particulier, elles s’appuient sur des théorémes de dualité arithmeétique.

Placons-nous d’abord dans le cas étudié par Colliot-Théléne et Harari, c¢’est-
a~dire le cas ou k = C((t)). Le corps K, qui est le corps des fonctions de la
C((t))-courbe X, est alors de dimension cohomologique 2.

Définition 2.3. Soit M un Gal(K/K)-module discret. Pour r € N, on appelle
r-iéme groupe de Tate-Shafarevich de M le groupe :

II"(K, M) = Ker | H'(K,M) - [ H"(K,,M)

vex @)

Colliot-Théléne et Harari démontrent alors un théoréme de dualité « & la Poitou-
Tate » sur le corps K :

Théoréme 2.4. (Colliot-Théléne, Harari, 2014 - [CTH15])

Soit X une courbe projective lisse géométriquement intégre sur k = C((t)) de corps

des fonctions K. Soit G = Gal(K/K).

(i) Soient F' un G-module discret fini d’ordre n et F' = Hom(F, u,,). Alors il existe
un accouplement parfait de groupes finis :

YK, F) x (K, F') = Q/Z.

(ii) Soient T un K-tore et T son module des caractéres. Alors on a un accouple-
ment :

1Y (K, T) x (K, T) — Q/Z,
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qui est non dégénéré modulo le sous-groupe divisible mazimal de TI?(K, T), ainst
qu’un accouplement :

1Y (K, T) x (K, T) — Q/Z,
qui est non dégénéré modulo le sous-groupe divisible mazimal de 1I1*(K,T).

Colliot-Théléne et Harari appliquent ensuite le théoréme précédent a I'étude des
obstructions au principe local-global géométrique pour les K-espaces principaux
homogénes sous des groupes linéaires connexes : en particulier, ils montrent que,
comme sur les corps de nombres, ces obstructions sont toujours controlées par
le groupe de Brauer d’un tel torseur. Plus précisément, soient V' un K-espace
principal homogéne sous un k-groupe linéaire connexe, et )V un modéle lisse géo-
métriquement intégre de V' sur un ouvert non vide U de X. Posons :

V(Ag) = lim J[ V(K,)x [] V0,

U'CU yex\U’ velUM)

ou O, désigne le complété de I'anneau local de X en v. Alors on peut définir
exactement comme dans le paragraphe 1.1 un accouplement de Brauer-Manin :

BM : V(Ag) x Br V — Q/Z.

On vérifie a 'aide de la loi de réciprocité de Weil que V(K) est contenu dans 1'or-
thogonal de Br V pour BM. Colliot-Théléne et Harari montrent alors le théoréme
suivant, qui est I’analogue du théoréme de Sansuc (théoréme 1.7) :

Théoréme 2.5. (Colliot-Théléne, Harari, 2014 - [CTH15|)

Soit X une courbe projective lisse géométriquement intégre sur k = C((t)) de
corps des fonctions K. Soient G un K-groupe linéaire connexe et V un K-espace
principal homogene sous G. Si l'orthogonal de Br'V pour l’accouplement BM est
non vide, alors V' posséde un point rationnel.

Finalement, Colliot-Théléne et Harari s’intéressent aussi a I’approximation faible
pour les tores sur K et établissent une suite exacte analogue a la suite duale de
Cassels-Tate (théoréme 1.14) :

Théoréme 2.6. (Colliot-Théléne, Harari, 2014 - [CTH15|)
Soit T un K-tore. Il existe une suite exacte :

0= T(K)— [[ T(K,) — O (K,T)° - (K, T)” -0,

ou I2(T) désigne le sous-groupe de H*(K, T) constitué des éléments dont la
restriction o H?(K,,T) est triviale pour presque tout v € XU et on T(K) est
Vadhérence de T(K') dans [],cya) T(K,). De plus, le défaut d’approzimation faible

[Loexo T(K,)/T(K) est toujours fini.
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Passons maintenant aux travaux de Harari, Scheiderer et Szamuely. Ils étu-
dient le cas ol k£ est un corps p-adique. Le corps K, qui est le corps des fonctions
de la k-courbe X, est alors de dimension cohomologique 3. En définissant comme
avant les groupes de Tate-Shafarevich, Harari et Szamuely démontrent alors un
théoréme de dualité « a la Poitou-Tate » sur le corps K :

Théoréme 2.7. (Harari, Szamuely, 2013 - [HSz16])

Soient k un corps p-adique et X une courbe projective lisse géométriquement intégre

sur k de corps des fonctions K. Soit G = Gal(K/K).

(i) Soient F un G-module discret fini d’ordre n et F' = Hom(F, u2?). Alors, pour
chaque r € {1,2,3}, il existe un accouplement parfait de groupes finis :

" (K, F) x II*™"(K, F') = Q/Z.

(i1) Soient T un K-tore et T" son tore dual, ¢’est-a-dire le tore dont le module
des caractéres est le module des cocaractéres de T'. Alors on a un accouplement
parfait de groupes finis :

' (K, T) x I*(K,T'") — Q/Z.

Forts de ce résultat, Harari et Szamuely se penchent sur les obstructions au principe
local-global géométrique pour les K-espaces principaux homogénes sous des tores :
en particulier, ils montrent que, si V' est un tel torseur, 'obstruction n’est plus
contrdlée par le groupe de Brauer Br V' comme pour les corps de nombres ou les
corps de fonctions de courbes sur C((¢)), mais par le groupe :

HY(V,Q/Z(2)) = ling HY(V, u?).

Plus précisément, soient 7' un K-tore et V' un K-espace principal homogéne sous
T. Soit V un modele lisse géométriquement intégre de V' sur un ouvert non vide
U de X. Posons :

VAg)=lim [ V(K)x J[ V),

U'CU yex\U' ve(U)M)

ott O, désigne la complétion de 'anneau local de X en v. Etant donné que, pour
chaque v € X il existe un isomorphisme canonique :

inv, : H3<Kv7 @/Z(2>> = %QH%KMN%Q) = Q/Z7
on peut construire un accouplement analogue a ’accouplement de Brauer-Manin
pour les corps de nombres :
BM : V(Ag) x H(V,Q/Z(2)) - Q/Z
((Po)v, @) = Z inv, (pyav).

veX (1)
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La loi de réciprocité de Weil garantit que V(K) est contenu dans l'orthogonal de
H3(V,Q/Z(2)) pour I'accouplement BM. Harari et Szamuely montrent alors le
théoréme suivant, qui est 'analogue du théoréme de Sansuc (théoréme 1.7) dans
ce contexte :

Théoréme 2.8. (Harari, Szamuely, 2013 - [HSz16])

Soient k un corps p-adique et X une courbe projective lisse géométriquement intégre
sur k de corps des fonctions K. Soient T un K-tore et V un K-espace principal
homogéne sous T. Si lorthogonal de H*(V,Q/Z(2)) pour l'accouplement BM est
non vide, alors V' posséde un point rationnel.

Par ailleurs, dans Particle [HSSz15|, Harari, Scheiderer et Szamuely s’intéressent
aussi a 'approximation faible pour les K-tores. Ainsi, ils insérent le défaut d’ap-
proximation faible dans une suite exacte analogue a la suite duale de Cassels-Tate
(théoréme 1.14) :

Théoréme 2.9. (Harari, Scheiderer, Szamuely, 2013 - [HSSz15])
Soit T un K-tore de tore dual T". Soit T(K ) l'adhérence de T(K) dans [ [, v T(Ky).
(i) 1l existe une suite exacte :

0= T(K)— [] T(K,) - (K, T)” - (K, T) -0,

ou 12 (K, T") désigne le sous-groupe de H*(K,T") constitué des éléments dont
la restriction a H?*(K,,T') est triviale pour presque tout v € X,

(1) L’ensemble T(K) est dense dans ||, .y T(K,) si, et seulement si, 12 (K, T") =
(K, T").

(i4i) Il existe une partie finie S de X1 telle que T(K) est dense dans [Toexans T(Ky)
si, et seulement si, 112 (K, T") est fini.

Remarque 2.10. Avec les notations du théoréme précedent, le groupe I (K, T")
peut étre infini.

3 PRINCIPAUX RESULTATS DE LA THESE

3.1 Corps de fonctions de courbes sur des corps locaux su-
périeurs

Les corps locaux supérieurs ont ét¢ introduits par Kato dans les années 1970
afin de généraliser la théorie du corps de classes local. Nous adoptons ici une
définition légérement plus générale que celle de Kato :

Définition 3.1. Les corps 0-locauz sont, par définition, les corps finis et C((t)).
Un corps d-local est un corps de valuation discréte complet dont le corps résiduel
est (d — 1)-local.

Remarque 3.2. Il est parfois commode de dire aussi que C est un corps —1-local.
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Exemple 3.3. Les corps 1-locaux sont les corps locaux usuels et C((¢9))((¢1)). Les
corps Q,((t2))..-((ta)), Fy((t1))...((ta)) et C((to))..-((t4)) sont d-locaux.

Le but des trois premiers chapitres de cette thése est d’étudier I'arithmétique
des corps de fonctions de courbes sur des corps locaux supérieurs. Voici les deux
questions centrales que I'on se pose dans ce contexte :

(1) peut-on établir des théorémes de dualité ?
(2) peut-on comprendre les obstructions au principe local-global géométrique et &
I’approximation faible ?

Cela nous aménera a travailler en grande dimension cohomologique puisqu’un
corps d-local est de dimension d + 1, et donc le corps des fonctions d’une courbe
sur un corps d-local est de dimension d + 2.

Dans la suite de ce paragraphe, on se donne un entier d > 0 et un corps d-
local k. Pour chaque ¢ compris entre 0 et d, on note k; le corps i-local associé a k :
autrement dit, k; = k et k; est le corps résiduel de k;,; pour chaque ¢. On suppose
que kp est de caractéristique nulle, de sorte que k est de la forme k' ((t2))...((tq))
pour un certain corps p-adique k' ou bien k = C((ty))...((t4)). On fixe une courbe
projective lisse géométriquement intégre X sur k de corps des fonctions K.

Dans la suite de cette section, on dira « principe local-global » au lieu de «
principe local-global géométrique ».

Dualité pour les groupes linéaires

Dans le premier chapitre de la thése, on cherche & établir des théorémes de
dualité « de type Poitou-Tate » pour des groupes linéaires abéliens sur K. Nous
commencons par le cas le plus simple, celui des modules finis. En définissant les
groupes de Tate-Shafarevich comme dans la définition 2.3, on obtient le théoréme
suivant :

Théoréme A. (Théorémes 2.4 et 2.7 du chapitre 1)
Soit G = Gal(K/K). Soient F' un G-module discret fini d’ordre n et F' =

Hom(F, pf?(dﬂ)).
(i) Pour 0 <r <d+ 3, il existe un accouplement parfait de groupes finis :

" (K, F) x I (K, F') — Q/Z.

(i1) On a une suite exacte & 3(d + 3) termes :
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0— H(K, F)

PY(F) — H*2(K, F')P

0~ HO(K, F")P ~——— PH2(F) — H™*2(K, F)
ot P (F) désigne un produil restreint des H"(K,, F') pour v € XU,

Remarque 3.4. Le théoréme précédent reste valable pour le corps « —1-local »
C, a condition de choisir d = —1 (cf remarque 3.2).

Nous nous intéressons ensuite aux tores : ¢’est 1a que nous établissons les prin-
cipaux résultats du premier chapitre de la thése. La situation est nettement plus
compliquée que sur les corps de nombres ou les corps de fonctions d’une courbe sur
C((t)) ou Q,, puisque l'objet qui va jouer le role de dual d’un tore n’est plus un
faisceau, mais un complexe de faisceaux qui est construit & partir des complexes
motiviques (cf [Blo86], [Gei05]). Nous aurons donc besoin de travailler de ma-
niére systématique avec ces complexes et devrons faire appel a certains théorémes
difficiles et récents qui les concernent, en particulier la conjecture de Beilinson-
Lichtenbaum qui découle de la conjecture de Bloch-Kato (cf paragraphes 1.2.8 et
1.2.9 de [Gei05]). En notant A le quotient d’un groupe abélien A par son sous-
groupe divisible maximal et A, la limite projective des A/nA pour n € N*| les
principaux résultats sont résumés dans le théoréme suivant :

Théoréme B. (Théorémes 3.10, 3.22 et 3.24 du chapitre 1)

Soit T un K-tore. Soient T son module des caracteres et T =T @ Z(d), o Z(d)
est le d-ieme complexe motivique.

(i) On a des accouplements parfaits de groupes finis :

YK, T) x HIH2(K,T) - Q/Z et IN"YK,T)x HI2(K,T) — Q/Z.

(i1) Soit L une extension finie déployant T. Supposons que 11%(L,G,,) est nul.
On dispose alors d’une suite exacte a 7 termes :

I3 (K, T)P 0

|

HY(K,T)) —P"T), — H*?(K,T)P

|

HWYK, T)P <———PY(T) HY(K,T)
ot PT(T) désigne un produit restreint des H"(K,,T) pour v € XU, et une suite
exacle a 8 termes :
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pd+1 (T)

HY(K,T)P

(HO(K, T)n)P =P (T)tors H*(K,T)

H*"(K,T) PHHT) —— (lim T (K*))” —=0,
ot P"(T) désigne un produit restreint des H"(K,,T) pour v e X,

On clot le premier chapitre en établissant des théorémes de dualité pour les
complexes a deux termes de tores. Etant donné un nombre premier ¢, on note A{(}
le sous-groupe de torsion ¢-primaire de A pour chaque groupe abélien A.

Théoréme C. (Théoréme 4.17 et corollaire 4.18 du chapitre 1)

Soit G = [Ty — To] un complexe de deux K-tores placés en degrés —1 et 0. Soient
Ty et Ty (resp. Ty et Tg) les modules de caractéres (resp. cocamcteres) de T et Ts.
Notons G le cone de Ty — T}, oo Ty = Th ® 7(d) et Ty = Ty ® Z(d).

(i) On suppose que k est de la forme k'((t2))...((ta)) avec k' corps p-adique. On a

alors un accouplement parfait :

(K, G)tors x II4+2(K, G) — Q/Z.

(i) On suppose que 'un des morphismes Ty — Ty ou Ty — T} est wmgectif. On a
alors un accouplement parfait :

I (K, G) x 114+ (K, G) — Q/Z.

De plus, si T2 — T est injectif, alors YK, G) est de torsion de type cofini
et T (K, G) est fini; si Ty — Ty est injectif, alors II'(K,G) est fini et
(K, G) est de torsion de type cofini.

(i1i) Soit ¢ un nombre premier. On suppose que le morphisme Ty — Ty est injectif
ou que k est de la forme k'((t2))...((tq)) avec k' corps p-adique et £ # p. On a
alors un accouplement parfait :

I12(K, G){(} x III4(K,G){¢} — Q/Z.

En particulier, ce théoréme, qui sera utile pour étudier les obstructions au principe
local-global sur le corps des fonctions d’une courbe sur C((¢)), permet d’obtenir
une dualité pour les groupes de type multiplicatif, puisque tout groupe de type
multiplicatif est quasi-isomorphe & un complexe de tores [T} — 1] avec Ty = Ty
injectif.

Applications arithmétiques

Dans le deuxiéme chapitre de la thése, on cherche a appliquer les théo-
rémes A, B et C a I'étude du principe local-global et de I'approximation faible.
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Dans un premier temps, nous nous interrogeons a propos de l'annulation du
groupe I1*(K,G,,). Autrement dit, le principe local-global vaut-il pour les al-
gebres simples centrales sur K7 Cette question est d’autant plus intéressante
que les suites exactes du théoréme B(ii) ne sont valables que sous I'hypothése
M1*(L, G,,) = 0 pour L une extension finie de K déployant le tore étudié.

Théoréme D. (Théorémes 1.2 et 1.13 et exemples 1.15 et 1.17 du chapitre 2)

Pouri € {0,1,...,d}, soit O, Uanneau des entiers de k;.

(i) Si X est de genre 0, alors IN*(K,G,,) est nul.

(ii) Supposons que ki est un corps p-adique et que X est une courbe sur k de la
forme Proj(klz,y, z]/(P(x,y,2))) ot P € Olz,y,z] est un polynome homo-
géne. Supposons aussi que Proj(kolx,y, 2]/ (P(x,y,2))) est une courbe lisse et
géométriquement intégre, ot P(x,y,z) € kolx,vy,2] désigne la réduction de P.
Alors II*(K,G,,) = 0.

(iii) Supposons que kg = C((t)) et que X est la courbe elliptique sur k d’équation
y? = 2®+ Az + B avec A, B € ky. Supposons de plus que la courbe elliptique sur
ko d’équation y?> = 23 + Az + B admet une réduction modulo t de type additif.
Alors III*(K, G,,,) = 0.

(iv) Soit p un nombre premier impair. Si k = Q,((t1))...((ta—1)) avec d > 1 et X
est la courbe elliptique d’équation y* = z(1 — z)(x — p), alors II*(K,G,,) # 0.

(v) Si k= C((t1))...((tgs1)) avec d > 0 et X est la courbe elliptique d’équation
v =z(1 —z)(x —t1), alors III*(K,G,,) # 0.

Remarque 3.5. Si k£ est un corps p-adique, Harari et Szamuely ont montré que
I*(K,G,,) est toujours nul en utilisant la dualité de Lichtenbaum entre le groupe
de Picard et le groupe de Brauer de la courbe p-adique X.

Dans un second temps, nous cherchons & comprendre le défaut d’approxi-
mation faible pour les tores sur K. Nous montrons notamment que, si T est un
tore et T désigne le complexe introduit dans le théoréme B, alors le défaut d’ap-
proximation faible de 7" est controlé par le groupe II%2(K, T) constitué des élé-
ments de H¥2(K,T) dont la restriction a H4*2(K,, T est nulle pour presque tout
v € XM, L’une des principales difficultés rencontrées est la non finitude du groupe
2K, T).

Théoréme E. (Théoréme 2.4 et corollaire 2.7 du chapitre 2)

Soit T un K-tore de module des caractéres T. Soit T =T ® Z(d).
(i) On a une suite exacte :

0= T(E)— [[ T, — (WE2(K,T))P — (I (K,T))” -0,
veXx @)

ou T(K) désigne l'adhérence de T(K) dans [[,cxa) T(Ky).

(i) L’ensemble T(K) est dense dans [],cya) T(K,) si, et seulement si, les groupes
II2(K, T) et 42K, T) coincident.

(i4i) 1l existe une partie finie S de XY telle que I’ensemble T(K) est dense dans
HUEX(l)\S' T(K,) si, et seulement si, le groupe de torsion 142K, T) est de type
cofini.
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(iv) 11 existe une partie dénombrable S de X telle que Uensemble T(K) est dense
dans [ exans T(Ky) si, et seulement si, le groupe de torsion HI¢2(K,T) est
dénombrable.

Dans un troisiéme et dernier temps, nous étudions le principe local-global
pour les torseurs sous des groupes linéaires connexes. Dans le cas k = C((¢)), en
utilisant le théoréme C et les techniques d’abélianisation de la cohomologie de
Borovoi, nous améliorons les résultats obtenus précédemment par Colliot-Théléne
et Harari :

Théoréme F. (Théoréme 3.9 du chapitre 2)

Soit X une courbe projective lisse géométriquement intégre sur k = C((t)) de corps
des fonctions K. Soit H un K-groupe réductif conneze. Posons H = H xx K et
pourve XV, H = H xx K, et H, = H, X g, Ky. Soit :

Ker(Br(H) — Br(H)) H Ker(Br(H,) — Br(H,))

BUH) = Ker | i Bi(R) = Br(iD) Im(Br(K,) — Br(H,))

veXxX (@)
L’accouplement de Brauer-Manin induit un accouplement :
YK, H) x B(H) = Q/Z

qui est non dégénéré a gauche et dont le noyau a droite est le sous-groupe divisible
mazimal de G(H).

Remarque 3.6. Dans [CTH15|, Colliot-Théléne et Harari obtiennent la non dé-
générescence a gauche de l'accouplement précédent. Mais ils ne déterminent pas
le noyau a droite. Le théoréme 2.5 est en tout cas une conséquence du théoréme
précédent.

Dans le cas général ou k est un corps d-local avec d > 1 tel que k; est de
caractéristique nulle, nous montrons a l’aide du théoréme B que 1'obstruction au
principe local-global pour un espace principal homogéne V' sous un K-tore est
contrdlée par le groupe :

H™(V,Q/Z(d + 1)) := hﬂHdH(V, Mi@(d-}-l)).

Plus précisément, si 7" est un K-tore et V' est un K-espace principal homogéne
sous 1', on peut construire un accouplement analogue a celui de Brauer-Manin :

BM : V(Ag) x H"*(V,Q/Z(d + 1)) — Q/Z,

ou V(Ag) est défini comme dans la section 2. L’ensemble V(K) est contenu dans
I'orthogonal de H*2(V,Q/Z(d + 1)) pour I'accouplement BM. On montre alors :
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Théoréme G. (Théoréme 3.1 du chapitre 2)

Soient k un corps d-local avec ki de caractéristique nulle et X une courbe pro-
jective lisse géométriquement intégre sur k de corps des fonctions K. Soient T' un
K-tore et V un K-espace principal homogene sous T'. Si l'orthogonal du groupe
H*2(V,Q/Z(d + 1)) pour I'accouplement BM est non vide, alors V posséde un
point rationnel.

Pour terminer, nous obtenons aussi des résultats partiels concernant les espaces
principaux homogénes sous des K-groupes réductifs.

Dualité pour les variétés abéliennes

Dans le troisieme chapitre de la thése, nous cherchons a établir des théorémes
de dualité pour les variétés abéliennes. Nous traitons d’abord le cas ot k = C((1)) :

Théoréme H. (Théorémes 2.3, 2.12 et 2.22 et corollaire 2.25 du chapitre 3)

On suppose que k = C((t)).

(1) Soient L = C((t0))((t1)), Or = C((to))[[t1]] et A une variété abélienne sur L.
Soit A! sa variété abélienne duale. Les groupes HY(L, A) et (H(L, AH™M)P sont
1somorphes modulo divisibles. Plus précisément, on a une suile exacte :

0— (Q/Z)™N — HY(L,A) — (H°(L,AYMP = 0,

ot m(A) est un entier naturel compris entre 0 et 4dim A dépendant de la géo-
métrie de A. L’entier m(A) est nul si, et seulement si, la variété abélienne sur
C((to)) apparaissant dans la réduction du modéle de Néron A de A modulo t; a
réduction purement additive. Lorsque la fibre spéciale de A est connexe, le noyau
de HY(L, A) — (H°(L, AY™)P est un groupe contenant H (L, A) :== H'(Op, A)
qui peut étre décrit explicitement : on le note H} (L, A).

(11) Soit A une variété abélienne sur K, de variété abélienne duale A'. Soit Z
Uensemble des v € XU tels que m(A x i K,) = 0. On suppose que, pour toute
place v € XW\ Z, la fibre spéciale du modéle de Néron de A X i K, est connere,
et on pose :

' (K, A) := Ker | H'(K,A) » [] H'(K..4) |,
veXx @)
I, ,(A) = Ker | H(K,A) —» ] H'(Ky, A)/H) (Ko, A) x [ B (K., 4) | .
veX(W\Z veZ

Notons que II'(K, A) C I} (A). Alors, pour chaque nombre premier (, il
existe une dualité parfaite de groupes finis

YK, A){¢} x LI (AH{¢} — Q/Z

nrs

ainsi qu’un accouplement I (K, A)xIITY (K, A') — Q/Z dont le noyau a gauche
(resp. o droite) est constitué des éléments de ' (K, A) (resp. 1T (K, AY)) qui
sont divisibles dans 1L (A) (resp. IIIL (A")).

nrs nrs
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Nous obtenons aussi une vaste généralisation du théoréme précédent au cas ou

k= C((t0))--((ta))-

Dans la suite du troisiéme chapitre, nous étudions le cas ou k est un corps
p-adique (ou plus généralement un corps de la forme £'((t))...((tq)) avec k' corps
p-adique). Nous établissons une dualité pour les variétés abéliennes sur k((t)) ana-
logue a la partie (i) du théoréme H, puis nous obtenons un théoréme de dualité
globale pour les variétés abéliennes sur K analogue a la partie (ii) du théoréme
H. Ce dernier résultat est le théoréme le plus important du chapitre 3 de la thése,
mais ’énoncer maintenant rallongerait excessivement cette introduction.

3.2 Corps des fractions d’anneaux locaux henséliens de di-
mension 2

Le corps des séries de Laurent a deux variables sur un corps k est par défi-
nition le corps des fractions de 'anneau local k[[z,y]], qui est de dimension 2. Il
est contenu strictement dans k((z))((y)). Le but du dernier chapitre de la thése
est d’étudier son arithmétique lorsque k est algébriquement clos, un corps fini, un
corps p-adique, C((t)) ou encore un corps local supérieur.

Dans la suite de ce paragraphe, on fixe un corps k et une k-algébre Ry commu-
tative, locale, intégre, normale, hensélienne, excellente, de dimension 2, de corps
résiduel k. On suppose de plus que Ry ®y, k est intégre. On note my 'idéal maximal
de Ry et Xg = Spec Ry \ {mp}. On note aussi K le corps des fractions de Ry. Pour
simplifier, nous ne parlerons dans cette introduction que du cas ou k est un corps
algébriquement clos de caractéristique nulle ou un corps fini.

Dualité d’Artin-Verdier

Le premier résultat que nous obtenons est une dualité de type Artin-Verdier
sur le schéma X, lorsque k est algébriquement clos :

Théoréme I. (Corollaire 1.27 et théoréme 2.4 du chapitre 4)

Sotent j : U — Xy une immersion ouverte avec U non vide et F' un schéma en

groupes fini étale sur U de n-torsion.

(i) Supposons k algébriquement clos de caractéristique 0. Soit F' = Homy,(F, uy,)
le dual de Cartier de F. Il existe alors un accouplement parfait de groupes finis :

H"(U,F') x H*"(Xo, jF) — Z/nZ.

(ii) Supposons que k est fini de caractéristique p premicre an. Soit F' = Hom(F, u®?).
1l existe alors un accouplement parfait de groupes finis :

H™(U, F') x H*" (X, iF) — Z/nZ.

La démonstration de (i) repose notamment sur I'é¢tude des singularités de la nor-
malisation de Ry dans une extension finie de K.
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Dualité de Poitou-Tate

Nous utilisons ensuite le théoréme I pour établir des théorémes de dualité de
type Poitou-Tate pour les modules finis et les tores. Pour ce faire, on introduit les
groupes de Tate-Shafarevich :

1" (Ko, M) = Ker | H" (Ko, M) = [ H (Ko M)
veXél)
pour chaque Gal(Ky/Kj)-module discret. Dans le cas des modules finis :

Théoréme J. (Théoréme 2.5 du chapitre 4)

Soit F un Gal(Ky/Ky)-module discret fini d’ordre n.

(i) Supposons que k est algébriquement clos de caractéristique 0. Soit F' = Hom(F), )
le dual de Cartier de F. On a un accouplement parfait de groupes finis :

I' (K, F) x II*(K,y, F') — Q/Z.

(ii) Supposons que k est fini de caractéristique p premiére an. Soit F' = Hom(F, u£?).
Pour chaque r € {1,2,3}, on a un accouplement parfait de groupes finis :

" (Ko, F) x I*" (Ko, F') — Q/Z.
Dans le cas des tores :

Théoréme K. (Théoréme 2.8 du chapitre 4)

Soit T un Ky-tore de module des caractéres T et de tore dual T'.

(i) Supposons que k est algébriquement clos de caractéristique 0. On a des accou-
plements parfaits de groupes finis :

1Y (Ko, T) x II12(K,, T) — Q/Z,
(K, T) x I12(Ky, T) — Q/Z.

(i1) Supposons que k est fini de caractéristique p. Pour chaque premier { différent
de p, on a un accouplement parfait de groupes finis :

I (Ko, T){¢} x II2(Ky, T"){l} — Q/Z.
Finalement, nous obtenons aussi une dualité pour les complexes & deux termes de
tores dans le cas ou k est algébriquement clos de caractéristique 0.

Principe local-global

Les théorémes précédents permettent alors d’étudier ’obstruction au principe
local-global pour les Kj-torseurs sous des groupes linéaires connexes. Considérons
d’abord le cas ou k est algébriquement clos de caractéristique 0. Soient G un
Ky-groupe linéaire connexe et V' un torseur sous G. Notons V un modéle lisse
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géométriquement intégre de V' sur un ouvert non vide U de X et considérons

I’ensemble :
V(Ag):=lm [[ vE)x [ v

U'cU
U'40 vEXo\U' ve(U")M)

Dans ce contexte, il est encore possible de définir un accouplement de type Brauer-
Manin :

BM : V(Ag,) x Br(V) — Q/Z,

tel que V(K)) est dans l'orthogonal de Br(V'). On montre alors :

Théoréme L. (Théoréme 3.2 du chapitre 4)
Si Lorthogonal de Br(V') pour Uaccouplement BM est non vide, alors V a un
point rationnel.

Cela répond affirmativement & la question posée par Colliot-Théléne, Parimala et
Suresh a la fin de Particle [CTPS16].

Supposons maintenant & fini. Soit V' un Kjy-espace principal homogénes sous
un tore. On suppose que V devient trivial dans une extension finie de Ky de
degré premier a p. Dans ce contexte, on peut construire un accouplement de type
Brauer-Manin :

BM : V(Ag,) x H*(V,Q/Z(2))non—p — Q/Z,

tel que V(K) est dans l'orthogonal de

H(V,Q/Z(2))non—p = € H*(V,Q/Z(2)){¢}.

L#p

On montre alors :

Théoréme M. (Théoréme 3.4 du chapitre 4)
Si Uorthogonal de H*(V,Q/Z(2)) non—p pour laccouplement BM est non vide, alors
V' a un point rationnel.

Cela permet notamment d’étudier le principe local-global pour les espaces princi-
paux homogeénes sous des tores stablement rationnels :

Théoréme N. (Proposition 3.5 du chapitre 4)

Supposons k fini de caractéristique p et considérons un tore stablement rationnel
T sur Ko. Soit V un espace principal homogéne sous T tel que V(Ag,) # 0 et qui
devient trivial sur une extension finie de Ky de degré non divisible par p. Alors V'
vérifie le principe local-global.
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Approximation faible

Pour terminer, nous nous intéressons a ’approximation faible pour les tores
lorsque k est algébriquement clos de caractéristique nulle :

Théoréme O. (Théoréme 3.7 du chapitre 4)
Supposons k algébriquement clos de caractéristique nulle. Soit T' un Ko-tore de

module de caractéres T. On note T'(Ko) l'adhérence de T(Ko) dans [] _ o T'(Ko)-
0

On a la suite exacte :

0 T(Ko) > [] T(Kon) — (IIZ(Ko, T))” — (IIT*(K,,T))” — 0.

vEXél)

Ainsi, T(Ko) est dense dans [ _ o) T(Koy) si, et seulement si, I12(K,, T) =
0

12 (K, T) Dans tous les cas, il existe une partie finie S de Xél) telle que T'(Ky)

est dense dans Hvexg”\s T(Kou)-

4 ANALOGIES

Pour aider le lecteur, nous ajoutons le tableau ci-dessous, qui résume les
analogies entre les différents corps. Plus précisément, des corps qui sont dans la
méme colonne se comportent de maniére semblable vis-a-vis des théorémes de
dualité arithmétique et du principe local-global. La dimension cohomologique est
indiquée sur la premiére ligne du tableau.

1 2 3 4 d+2
Q(é)
F(z)| F,() I, (1)) () (1)) ((£2)) () Fy((£1)).((ta))(x)
! ! Qy () Qp((1)) () Qp((t2))..-((ta)) (z)
Clz) | C(®)(x) | C((to))((t1))(x) C((to)lg(éél))))((((tz)))()@,y)) FS(((t(;)))-(E(td)))()((x,y)))
— ¢(2))(x,y ¢((t1))...((ta=1))((z,y
Fol(z9) | Fol(z,9)) Qp((z,9)) Qp((t2))..-((ta-1)) (2, y)
C(z,y) | C((1)((z,y)) C((to))((t) (. y)) | C((to))-.-((ta-1))((x, y))
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Corps. Lorsque L est un corps, on notera L° sa cloture séparable. Si de plus L est
un corps de valuation discréte complet, on notera L™ son extension non ramifiée
maximale.

Dimension. Lorsque Z est un schéma noethérien et ¢ un entier naturel, on notera
Z® Tensemble des points de codimension i de Z. En particulier, Z(© désignera
I’ensemble des points génériques de Z, que I'on confondra parfois avec I’ensemble
des composantes irréductibles de Z.

Groupes abéliens. Pour M un groupe topologique abélien (éventuellement muni
de la topologie discréte), n > 0 un entier et ¢ un nombre premier, on notera :

o M,,.s la partie de torsion de M.

e M la partie de n-torsion de M.

e M{(} la partie de torsion (-primaire de M.

® Myon—¢ = €D, ., M{p} ot p décrit les nombres premiers différents de /.

MO = @ M/ le complété pour la topologie ¢-adique de M.

M*" le comglété profini de M.

M, la limite projective des M /nM. Le groupe M, coincide en fait avec le com-
plété profini si M /nM est fini pour tout n.

T, M la limite projective des M.

Mg, e sous-groupe divisible maximal de M.

M = M /My, le quotient de M par son sous-groupe divisible maximal.

MP le groupe des morphismes continus M — Q/Z.

On dira qu'un groupe abélien de torsion est de type cofini si son sous-groupe de
n-torsion est fini pour tout n > 1. Un groupe abélien de torsion de type cofini qui
est en plus de torsion /-primaire est isomorphe a la somme directe d’'un /-groupe
abélien fini et d’une puissance finie de Q;/Z;.

Faisceaux. Sauf indication du contraire, tous les faisceaux sont considérés pour le
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petit site étale. On fera souvent appel a des catégories dérivées de faisceaux : on en-
tendra toujours par 1a la catégorie dérivée des faisceaux étales sur le schéma consi-
déré. Pour F un faisceau sur un schéma X, on note Homx (F, —) (ou Hom(F, —) sil
n’y a pas d’ambiguité) le foncteur qui & un faisceau G sur X associe le groupe des
morphismes de faisceaux de F' vers GG. De méme, pour n > 0 et pour F' un faisceau
de Z/nZ-modules sur un schéma X, on note Homx z/,,z(F, —) (ou Homgnz(F, —)
il n’y a pas d’ambiguité) le foncteur qui & un faisceau de Z/nZ-modules G sur
X associe le groupe des morphismes de faisceaux de F' vers GG. Ainsi :

Homy (F, —) : Faisceaux sur X — Groupes abéliens

Homx 7/z(F, —) : Faisceaux de Z/nZ-modules sur X — Groupes abéliens.

On remarquera que les foncteurs dérivés de Homyx (F, —) et de Homx 7,7 (F, —)
sont différents. On notera Ext’y (F, —) (resp. ExtY 7,7 (F, —)) les foncteurs dérivés
de Homy (F, —) (resp. Homx 7,z (F, —)).

Cohomologie. Par convention, pour F' et G des faisceaux sur un schéma X et r
un entier strictement négatif, on pose Ext’y (F,G) = H"(X, F) = 0.

Complexes. Soit A une catégorie abélienne. Lorsque Ay, A;, As ..., A, sont des
objets de A munis de morphismes A;;; — A; pour 0 < ¢ < n — 1, on notera
[A, — An—1 — ... = Ag] le complexe ou tous les termes en degrés strictement
inférieurs & —n ou strictement positifs sont nuls et ot A; est placé en degré —i
pour 0 < i < n. Lorsque f*: A®* — B*® est un morphisme de complexes, on notera
[A®* — B*] le cone de f°. Lorsque A® est un complexe de faisceaux sur un schéma
X, on notera H"(X, A®) son r-iéme groupe d’hypercohomologie.

Corps locaux supérieurs. Les corps 0-locaux sont par définition les corps fi-
nis et le corps C((t)). Pour d > 1, un corps d-local est un corps complet pour
une valuation discréte dont le corps résiduel est (d — 1)-local. On remarquera que
cette définition est plus générale que la définition standard (que 'on retrouve par
exemple dans le paragraphe avant le théoréme 1.2.17 de [Mil06]). Lorsque k est
un corps d-local, on notera ko, ki, ..., kq les corps tels que kg est fini ou C((t)),
ky; = k, et pour chaque i le corps k; est le corps résiduel de k;1. On rappelle
le théoréme de dualité sur un corps d-local k : pour tout Gal(k®/k)-module fini
M d’ordre n premier & Car(k;), on a un accouplement parfait de groupes finis
H"(k, M) x H™"'"(k, Hom(M, p24)) — H¥(k, u®4) = Z/nZ. Ce théoréme est
énoncé et démontré dans [Mil06] (théoréme 1.2.17, p. 38) lorsque ko # C((¢)). 11
se prouve exactement de la méme maniére dans ce dernier cas : en effet, il suf-
fit de procéder par récurrence a l'aide du lemme 1.2.18 de [Mil06], I'initialisation
étant réduite a la dualité évidente H"(k_y, M) x H "(k_y,Hom(M,Z/nZ)) —
HO(k_y,Z/nZ) = Z/nZ pour le corps “—1-local” k_; = C.

Groupes de Tate-Shafarevich. Lorsque L est le corps des fonctions d’'une va-
riété projective lisse géométriquement intégre Y sur un corps et v € Y on
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note L, (resp. L") le complété (resp. le henselis¢) de L par rapport a v et O,
(resp. O") T'anneau de valuation de L, (resp. L"). On rappelle que, si G est
un L-schéma en groupes localement de type fini, le théoréme d’approximation
de Greenberg implique que H(L" G) = HY(L,,G) pour i > 0 (voir le lemme
2.7 de [HSz05]). Cet isomorphisme reste vrai si ¢ = 0 et G est fini étale. Par
ailleurs, si M est un Gal(L*®/L)-module discret (ou plus généralement un objet de
la catégorie dérivée des Gal(L®/L)-modules discrets), le r-iéme groupe de Tate-
Shafarevich de M est, par définition, le groupe " (L, M) = Ker(H"(L, M) —
[Toeyw H"(Ly, M)). Il sera aussi utile d’introduire, pour chaque partie S de Y, le
groupe I5(L, M) = Ker(H"(L, M) — [, eyang H (Ly, M)), ainsi que le groupe
IHZJ(La M) = Usgx(n, S finie IHQ(L, M)

Groupe de Brauer. Lorsque Z est un schéma, on note Br(Z) le groupe de Brauer
cohomologique H*(Z,G,,). Si Z est une L-variété géométriquement intégre pour
un certain corps L, on note Bri(Z) le groupe de Brauer algébrique Ker(Br(Z) —
Br(Z xp L?)) et Bry(Z) le quotient Ker(Br(Z) — Br(Z xp L?))/Im(Br(L) —
Br(Z)). Finalement, si L est le corps des fonctions d’une variété projective lisse géo-
métriquement intégre Y sur un corps [, on notera 5(Z) le groupe Ker(Bry(Z) —

HUGY(U Bral(Z XL Lv))'

Tores algébriques. On dit qu'un groupe algébrique 7" sur un corps L est un tore
si T'xj, L* est isomorphe a GJ, pour un certain » > 0. On rappelle que le foncteur
T—T= Homyps o (T X L*, Gy, 1¢) établit une équivalence de catégories entre les
tores algébriques sur L et les Gal(L®/L)-modules qui, en tant que groupes abéliens,
sont libres de type fini. On note T := Hom(7T', Z) le module des cocaractéres de 7.
Si T est un tore sur L, on appelle rang de T la dimension d’un sous-tore déployé
maximal : c’est aussi le rang de HO(L,T). Par ailleurs, on dit qu'un tore T sur
L est quasi-trivial s’il est isomorphe & R4,.G,, pour une certaine L-algeébre finie
séparable A.
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Théorémes de dualité pour les
corps de fonctions sur des corps
locaux supérieurs

0 INTRODUCTION

0.1 Contexte et motivation

Les premiers théorémes de dualité arithmétique portant sur la cohomologie
galoisienne de certains corps ont été annoncés dans les années 1960 par John Tate.
Ces résultats, qui se sont avérés depuis particuliérement utiles pour étudier de pro-
fonds probléemes arithmétiques comme le principe local-global ou I'approximation
faible, concernaient la cohomologie de corps de petite dimension cohomologique
ayant de fortes propriétés arithmétiques : les corps p-adiques et les corps de sé-
ries de Laurent a coefficients dans les corps finis dans le cadre local, les corps
de nombres et les corps de fonctions de courbes projectives lisses sur des corps
finis dans le cadre global. Ces théorémes ont été assez facilement généralisés dans
le cas local a certains corps de dimension cohomologique quelconque (finie), les
corps locaux supérieurs, & condition que les corps résiduels successifs soient de
caractéristique nulle. Par contre, une telle généralisation s’avére nettement plus
difficile dans le cas des corps globaux et ce n’est que trés récemment, & partir de
l'article [SvHO3| de Scheiderer et Van Hamel, que nous avons été témoins d’un
regain d’intérét pour des études dans cette direction.

Deux grandes méthodes se sont développées ces derniéres années afin de com-
prendre le principe local-global et I'approximation faible sur les corps globaux
de dimension cohomologique quelconque. D’une part, dans les articles [HSz16] et
[HSSz15]|, Harari, Scheiderer et Szamuely étudient certaines obstructions cohomo-
logiques au principe de Hasse (théorémes 5.1 et 6.1 de [HSz16]) et & 'approximation
faible (théorémes 3.3 et 4.2 de [HSSz15]) pour le corps des fonctions d’une courbe
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projective lisse sur un corps p-adique, c¢’est-a-dire un corps de dimension cohomo-
logique 3, en établissant préalablement des théorémes de dualité arithmétique type
Poitou-Tate pour les tores (théorémes 4.1 de |HSz16] et 2.9 de [HSSz15]). Cette
méthode a ensuite été utilisée par Colliot-Théléne et Harari dans [CTH15] pour
étudier les corps de fonctions sur C((t)). D’autre part, dans une série d’articles
parmi lesquels nous pouvons notamment citer [HHK14|, Harbater, Hartmann et
Krashen ont utilisé des techniques de patching afin d’étudier le principe de Hasse
pour le corps des fonctions d’une courbe sur un corps a valuation discréte com-
plet possédant un modéle projectif, intégre et normal. Ces techniques ont par la
suite été utilisées par Colliot-Théléne, Parimala et Suresh pour établir le principe
local-global pour l'isotropie des formes quadratiques (théoréme 3.1 de [CTPS12|)
et pour les espaces homogénes sous certains groupes réductifs (théoréme 4.3 de
|CTPS12|). Une différence essentielle distingue les résultats obtenus par les deux
méthodes précédentes : s’il est vrai que dans les deux cas on étudie le corps des
fonctions d’une courbe projective lisse sur un corps local, la premiére méthode
tient uniquement compte des places provenant d’un point de codimension 1 de la
courbe, alors que la deuxiéme tient compte de toutes les places provenant d’un
point de codimension 1 d’'un modéle entier de la courbe.

Dans ce premier chapitre de la thése, nous allons utiliser la méthode déve-
loppée par Harari, Scheiderer et Szamuely pour généraliser leurs résultats a des
corps de fonctions de courbes projectives lisses sur un corps local supérieur, ce qui
fournit un cadre unifié permettant de traiter simultanément les corps de fonctions
sur un corps fini, un corps p-adique ou C((t)). L’étude de tels corps pose un cer-
tain nombre de difficultés supplémentaires et permet de mettre en évidence des
phénoménes nouveaux. D’une part, elle demande a gérer la dimension cohomolo-
gique quelconque, alors que les travaux de Harari, Scheiderer et Szamuely ainsi
que les travaux postérieurs de Colliot-Théléne et Harari concernent uniquement
des corps de dimension cohomologique au plus 3. Rappelons que, d’un point de
vue cohomologique, 'objet qui joue le réle du dual d’un tore est son module des
caractéres en dimension cohomologique 2 et son tore dual en dimension cohomo-
logique 3. Nous verrons que la situation est nettement plus compliquée a partir
de la dimension cohomologique 4, puisque le dual d’un tore n’est plus un faisceau
mais un complexe de faisceaux défini a partir des complexes de Bloch. Nous au-
rons donc besoin de travailler de maniére systématique avec lesdits complexes et
devrons faire appel a certains théorémes difficiles et récents qui les concernent, en
particulier la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum qui découle de la conjecture de
Bloch-Kato. D’autre part, contrairement au cas étudié par Harari, Scheiderer et
Szamuely, pour les corps de fonctions sur des corps locaux supérieurs, il n’y a pas,
en général, d’annulation du deuxiéme groupe de Tate-Shafarevich de G,,, et nous
avons donc affaire a des groupes de Tate-Shafarevich infinis.

Pour terminer ces généralités, insistons sur le fait que, comme dans les articles
de Harari, Scheiderer et Szamuely et contrairement a ceux de Harbater, Hartmann
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et Krashen, tous les résultats que nous obtenons tiennent uniquement compte
des places provenant d’un point de codimension 1 de la courbe projective lisse
considérée. Notons finalement que nous n’étudierons pas les phénoménes liés a la
caractéristique p, qui s’avérent particuliérement difficiles a traiter (voir paragraphe
0.4).

0.2 Notations supplémentaires

Faisceaux. Pour F' un faisceau sur un schéma X, on note Hom(F,—) (ou
Hom(F, —) s’ il n’y a pas d’ambiguité) le foncteur qui a un faisceau G sur X associe
le faisceau étale U — Homy (F|y, G|v). De méme, pour n > 0 et pour F un faisceau
de Z/nZ-modules sur un schéma X, on note Homy 7,7 (F, —) (ou Homy 7 (F, —)
s'il n’y a pas d’ambiguité) le foncteur qui a un faisceau de Z/nZ-modules G sur
X associe le faisceau étale U — Homy z/nz(F v, Glv). Ainsi :

Homyx 7/yz(F, —) : Faisceaux de Z/nZ-modules sur X — Groupes abéliens

Homy 7,7 (F, —) : Faisceaux de Z/nZ-modules sur X — Faisceaux sur X.

On remarquera que les foncteurs dérivés de Hom y (F, —) et de Homy 7,7 (F, —)
peuvent étre différents. On notera Exty (F, —) (resp. Ext’ 5,7 (F, —)) les foncteurs
dérivés de Hom y (F, —) (resp. Homy 7,7 (F, —)).

Cadre. Dans toute la suite, d désignera un entier naturel fixé (éventuellement
nul), k£ un corps d-local et X une courbe projective lisse géométriquement in-
tégre sur k. On notera X Iensemble de ses points de codimension 1 et K son
corps des fonctions. Pour v € X(®) on notera aussi k(v) le corps résiduel de
X et v. Lorsque kg est fini, on supposera que le corps ki est de caractéristique O :
autrement dit, ou bien kg = C((¢)), ou bien d > 1 et k; est un corps p-adique.
Lorsque M est un objet de la catégorie dérivée des Gal(K*®/K)-modules discrets,
on notera souvent I11"(M) au lieu de II" (K, M).

Remarque 0.1. En fait, on peut aussi prendre d = —1, en décrétant que C est
un corps —1-local.

N

Cohomologie a support compact. Pour j : U — X une immersion ouverte
et F un faisceau sur U, le r-iéme groupe de cohomologie & support compact est,
par définition, le groupe H! (U, F) = H"(X, jiF). On notera aussi RI'.(U, F) le
complexe RI'(X, j1.F), dont le r-iéme groupe de cohomologie est le r-iéme groupe
de cohomologie a support compact de F. De méme, lorsque F* est un com-
plexe de faisceaux sur U, on notera H}(U,F*) le groupe d’hypercohomologie
H"(k,Rf. ) F*) = H (X, 5 F*), on f désigne le morphisme propre X — Spec k.

Remarque 0.2. Comme nous ne supposons pas que le faisceau F est représentable

par un schéma en groupes fini étale, nous n’affirmons pas que H.(U,F) est le
groupe H' (Y, jiF) pour toute compactification lisse Y de U.
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0.3 Organisation du chapitre

Ce chapitre est composé de quatre parties. La premiére section permet d’éta-
blir quelques résultats préliminaires et la deuxiéme est consacrée a des théorémes
de dualité arithmétique de type Poitou-Tate pour les modules finis sur K (théo-
rémes 2.4 et 2.7).

Les théorémes principaux sont établis dans la troisiéme partie. En particu-
lier, nous montrons un théoréme de dualité arithmétique pour les tores en nous
ramenant aux théorémes analogues pour les modules finis :

Théoréme 0.3. (théoréme 3.10)

Soit T un K-tore. On note T le module des caractéres de T, T le module des
cocaractéeres de T et T =T ® Z(d), ot Z(d) est le d-ieme complexe motivique. On
a alors des accouplements parfaits de groupes finis :

IIYT) x THH+2(T) - Q/Z et TN T) x T2(T) — Q/Z.

Nous établissons ensuite des parties de la suite exacte de Poitou-Tate associée a
un K-tore T sous '’hypothése cruciale qu’il existe une extension L de K déployant
T telle que IT*(L, G,,) = 0 (théorémes 3.22 et 3.24).

Dans la quatriéme et derniére section, nous établissons un théoréme de dualité
pour les complexes a deux termes de tores sur K (théoréme 4.17 et corollaire 4.18).

0.4 Quelques remarques sur ’hypothése Car(k;) =0

Comme indiqué dans les notations, nous supposerons que k; est de caractéristique
nulle. En fait, dans le cas ou k; est de caractéristique positive p, la plupart des
résultats de ce chapitre restent valables & condition d’ignorer les phénoménes de
p-torsion, comme cela est expliqué en remarque a la fin de chaque partie. Par
contre, I’étude des phénoménes de p-torsion reléve d’une grande difficulté, puisque
la dualité locale (théoréme 2.17 de [Mil06]) tombe en défaut.

Plus précisément, dans la littérature, les seuls résultats qui pointent vers une telle
dualité locale sont dus a Kato ([Kat79| pour les corps 2-locaux, [Kat00] en géné-
ral). Dans les deux cas, Kato établit une dualité uniquement pour le module fi,r,
et pour ce faire, il a besoin de munir les groupes de cohomologie & valeurs dans 1,
d’une structure supplémentaire (une topologie dans le cas 2-local, une structure
plus compliquée en général).

Placons-nous dans le cas ou k est 2-local pour simplifier. Si 'on veut générali-
ser la dualité de Kato a n’importe quel module galoisien sur k, il est naturel de
munir les groupes de cohomologie d’une structure supplémentaire, par exemple
une topologie. Cette topologie devrait vérifier que les morphismes d’un groupe
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de cohomologie a valeurs dans p,- vers Q/Z qui sont continus pour cette topo-
logie coincident avec les morphismes continus pour la topologie de Kato. Mais
construire une telle topologie est difficile. En effet, la maniére classique de le faire
consiste & voir les groupes de cohomologie comme des groupes de cohomologie de
Cech et & munir les cochaines d’une topologie (voir le paragraphe 4 du chapitre VI
de [Sha72]). Pour ce faire, on munit généralement £* ou k** d’une topologie qui
étend celle de k et qui est (au moins) compatible avec la multiplication. Comme
I'isomorphisme naturel entre k* /k*? et {x @ o' /x € k*}/{¢ ® (71/¢P = 1} fait
intervenir une racine p-iéme, la topologie sur k** doit probablement vérifier la
condition supplémentaire suivante : il est possible de choisir localement une racine
p-iéme continue. Il semble extrémement difficile de construire une telle topologie,
aussi bien que de trouver une autre structure que 1’on pourrait mettre sur les
groupes de cohomologie et qui permette d’aboutir.

En outre, si I'on suppose pouvoir établir une dualité locale dans ce contexte, il y a
une deuxiéme difficulté qui se pose : puisqu’il faut munir les groupes de cohomo-
logie locaux d’une structure supplémentaire, il n’est pas du tout évident que cette
structure serait compatible avec la suite spectrale de Hochschild-Serre nécessaire
pour établir une dualité type Artin-Verdier (voir la section 2).

0.5 Quelques rappels sur les complexes de Bloch et la coho-
mologie motivique

Dans larticle [Blo86], Bloch associe a chaque schéma Y séparé de type fini sur un
corps E et & chaque entier naturel ¢ un complexe noté (Y, -). Lorsque Y est lisse,
on note Z(i) (resp. Z(i)zar) le complexe de faisceaux z°(—,-)[—2i] sur le petit site
étale (resp. sur le petit site de Zariski), et pour chaque groupe abélien A, on note
A(7) (resp. A(i)zar) le complexe A @ Z(i) (resp. A ® Z(i)zar), qui coincide avec
le complexe A @Y Z(i) (resp. A @ Z(i)za:) puisque chaque terme de Z(i) (resp.
Z(1)zar) est un faisceau plat. Ce dernier fait sera utilisé de maniére récurrente dans
la suite.

On rappelle sans preuve les propriétés fondamentales du complexe Z(i) dont nous
aurons besoin dans la suite :

Théoréme 0.4. (Propriétés du complexe Z(i))

Soit Y un schéma séparé lisse de type fini sur un corps E. Soit i > 0.

(1) Il existe un quasi-isomorphisme de complezes de faisceauz étales Z(1)[1] = G,,.

(ii) Le complexe Z.(i)zar €St concentré en degrés < i.

(11i) Soit a la projection du site étale de Y sur le site de Zariski de Y. On a alors
un isomorphisme Q(7) zor = R, Q(7).

(v) (Geisser-Levine) Pour m inversible dans E, on a un quasi-isomorphisme de
complezes de faisceauz étales Z/mZ(i) = p2.

(v) (Nesterenko-Suslin, Totaro) On a un isomorphisme KM(E) = HY, (E,7Z(i) zar),
ot KM(E) désigne la K-théorie de Milnor de E.
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(vi) (Conjecture de Bloch-Kato, prouvée par Rost-Voevodsky) Pour m inversible
dans E, on a un isomorphisme KM(E)/mKM(E) = H'(E,Z/mZ(i)).

(vii) (Congjecture de Beilinson-Lichtenbaum) Pour chaque j < i+ 1, on a un
isomorphisme Hl, (Y, 7(i)z0r) = HI(Y, Z(1)).

Zar

Démonstration. (i) Corollaire 6.4 de [Blo86].

(ii) Lemme 2.5 de [Kah12].

(iii) Théoréeme 2.6 ¢) de [Kah12].

(iv) Théoréme 1.5 de [GLO1].

(v) [NS89] ou [Tot92].

(vi) Le théoréme a été prouvé par Rost et Voevodsky dans les articles [SJO6] et
[Voell]. On pourra aussi aller voir une esquisse de preuve dans ’exposé [Riol3].

(vii) Suslin et Voevodsky ont démontré que la conjecture de Bloch-Kato implique
la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum en supposant la résolution des singula-
rités dans [SV00]. L’hypothése de résolution des singularités est supprimée dans
|GLO1]. Le cas de la caractéristique positive est traité dans [GLOO].

O

Remarque 0.5. e Les assertions (ii) et (vii) montrent que, pour tout corps E,
on a H(E,Z(i)) = 0.

e Le complexe Z(i) peut aussi étre construit lorsque Y est un schéma lisse sur le
spectre d’un anneau de Dedekind, et dans ce cas, les propriétés (i), (ii), (iii),
(iv) et (vii) restent vraies (on pourra aller voir [Gei05] et [Gei04]). Cela nous
sera utile pour pouvoir appliquer ces constructions lorsque Y est le complété de
I’anneau local de X en un point de codimension 1.

Pour terminer, on rappelle aussi que, lorsque Y est un schéma lisse sur un corps,
on dispose d'un accouplement Z (i) @Y Z(j) — Z(i+j) pour chaque couple d’entiers
naturels (7, j) (voir par exemple [Tot92]), et on prouve la propriété suivante, bien
connue des experts, pour laquelle on n’a pas trouvé de référence adéquate :

Proposition 0.6. Soit n > 0. Soit | un corps de caractéristique 0. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) cd(l) < n.

(ii) Pour toute extension algébrique L de l, on a H""*(L,Z(n)) = 0.

(ii’) Pour toute extension finie L de l, on a H" (L, Z(n)) = 0.

Démonstration. Supposons (i). Soit L une extension algébrique de . Comme
H™2(L,Q(n)) = 0, on dispose d'une surjection H" (L, Q/Z(n)) — H"**(L, Z(n)).
Or H"(L,Q/Z(n)) = lim H™ (L, u®™). Puisque hypothése (i) impose que
cd(L) < n (proposition 14 du paragraphe 1.3.3 de [Ser02|), on déduit que le
groupe H""Y(L,Q/Z(n)) est nul, d’ou (ii).

Supposons (ii). Soit p un nombre premier. Soit L, le sous-corps de I° fixé par un
p-Sylow de Gal(I°/l). Comme L, contient toutes les racines p-iémes de l'unité de (°,
on a H"Y(L,, Z/pZ) = H"*'(L,, u5™). Or, d’aprés les théorémes 0.4(ii) et 0.4(vii)
(conjecture de Beilinson-Lichtenbaum), on a H""'(L,,Z(n)) = 0, ce qui entraine
que H" 1 (Ly, ") = pH"?(Ly, Z(n)) = 0. On en déduit que H"*'(L,, Z/pZ) = 0,
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ce qui implique (i) d’apreés le corollaire 1 de la section 1.3.3 et la proposition 21 de
la section 1.4.1 de [Ser02].
Pour terminer, montrons que (ii’) implique (ii). Soit L une extension algébrique
de [. Pour chaque extension finie L’ de [ contenue dans L, on a par hypo-
these H""2(L/,Z(n)) = 0. En passant & la limite inductive sur L', on obtient
H™2(L,Z(n)) = 0, ce qui achéve la preuve.

m

Remarque 0.7. Sil est un corps de caractéristique p > 0, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) cd(l) < mn.

(ii) Pour toute extension algébrique L de [, on a H"**(L,Z(n))non—p = 0.

(ii’) Pour toute extension finie L de [, on a H" (L, Z(n))non—p = 0.

La preuve est tout & fait analogue.

1 QUELQUES RESULTATS PRELIMINAIRES

Dans cette partie, nous allons présenter deux résultats préliminaires nécessaires
pour la suite. D’une part, il sera utile de disposer de reformulations dans le langage
des catégories dérivées du théoréme de dualité sur un corps local supérieur et de
la dualité de Poincaré :

Théoréme 1.1. (Dualité sur un corps local supérieur et dualité de Poin-

caré)

Rappelons que nous avons supposé Car(ky) = 0. Soit m > 0.

(i) Notons G = Gal(k®/k) et T'c le foncteur qui & un G-module discret M associe
M. Soit M* un compleze de G-modules discrets de m-torsion borné inférieu-
rement. On a alors un isomorphisme dans la catégorie dérivée :

RHome z/mz(M®, Z/mZ(d))[d + 1] = RHomgnz(RTCeM®, Z/mZ).

(11) Soit X une k®-variété projective lisse de dimension x. Soit F un faisceau
constructible de m-torsion sur un ouvert non vide U de X. On a alors un iso-
morphisme dans la calégorie dérivée des groupes abéliens :

RHOMG 1,z (F, i) = RHOMz iz (RT (U, F), Z/mZ)|—2x].

Démonstration. (i) D’aprés le théoréme de dualité sur un corps local supérieur
(théoréme 2.17 de [Mil06]), pour chaque G-module discret M de m-torsion, on
a un isomorphisme :

EXtG 2/mz (M, i) 2= Homg jmz (H™ " (k, M), Z/mZ). (1.1)
De plus, on dispose des suites spectrales :

Extg g mz (H ' (M), pin) = BxtG (M, 1), (1.2)
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H*(k, H'(M*®)) = H*""(k, M*). (1.3)
Comme Z/mZ est un Z/mZ-module injectif, (1.3) induit une suite spectrale :

HomZ/mZ(HdH_s(k, H™Y(M*)),Z/mZ) = Homz/mz(H”Hl_s_t(lf7 M?*),Z/mZ).
(1.4)
Comme pour chaque s le morhisme naturel

Xt gz (H ™ (M), i) — Homg iz (H*' = (k, H™'(M*)), Z/mZ)
est un isomorphisme, on déduit des suites spectrales (1.2) et (1.4) que :
BXs iz (M, 159) 2 Homz ma(HEH 7 (b, M), ZfmZ). (15)

Toujours parce que Z/mZ est un Z/mZ-module injectif, la suite spectrale
ExtSZ/mZ(HtngM’,Z/mZ) = BExt®™(R[¢M*, Z/mZ) dégénére, d’o :

Homg,,z(H* " (k, M*), Z/mZ) = H"~*'RHomg /7 (RTUcM*®, Z/mZ)
~ H"RHomz/mz(RUgM®, Z/mZ)[—d — 1].

En utilisant (1.1), on a donc des isomorphismes :
HTRHOHIGVZ/mz(M., /ubgld) = HTRHOHIZ/mzdRrgM., Z/mZ)[—d — 1]
Reste alors a contruire un morphisme dans la catégorie dérivée :

RHome 7/mz(M®, %) — RHomg,pz(RCeM*®, Z/mZ)[—d — 1]

induisant les isomorphismes précédents. Pour ce faire, on remarque que RI'¢ M*®
RHome z/mz(Z/mZ, M*®), ce qui fournit un morphisme :

RHomg z/mz (M*, p2") — RHomg 7 (RU ¢ M, RHome 7/mz(Z/mZ, p?)).

Comme k est de dimension cohomologique d + 1, on obtient que le complexe
RHome z/mz(Z/mZ, 1) est quasi-isomorphe a un complexe :

.= Homdcjzi/mZ(Z/mZ, pehy — HodeZ/mZ(Z/mZ, peh = H (ke p8h — 0 — ..,

ou HomiG’Z/mZ(Z/mZ, 124 est un groupe abélien placé en degré i et H ! (k, u29)

[

est placé en degré d + 1. En tenant compte de I'isomorphisme H+1(k, u&?) =
Z/mZ, cela permet de construire un morphisme :

RHome 7/mz(Z/mZ, ") — Z/mZ|—d — 1].
Par composition, on obtient donc un morphisme dans la catégorie dérivée :
RHomg z/mz(M*, u2%) — RHomypz(RL¢M®, Z/mZ)[—d — 1]
induisant les isomorphismes :
H™RHomg 7/mz(M*, 1% 2 H'RHomy,,z(RCeM*®, Z/mZ)[—d — 1].

C’est donc un isomorphisme dans la catégorie dérivée.
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(ii) C’est I'isomorphisme 3.2.6.1 de 'exposé XVIII de |Gro72a].
0

Remarque 1.2. L’assertion (i) reste vraie lorsque Car(k;) # 0 a condition de
supposer que m est premier avec Car (k). L’assertion (ii) reste vraie en remplagant
k® par n’importe quel corps séparablement clos de caractéristique premiére a m.

D’autre part, nous aurons besoin du calcul d’un groupe de cohomologie, analogue
au lemme 1.1 de [HSz16] :

Lemme 1.3. Soit U un ouvert non vide de X. Alors H*4(U,Z(d + 1)) = Q/Z.

Démonstration. Avant de commencer la preuve, rappelons que la dimension coho-

mologique de X pour la topologie de Zariski est 1, et que la dimension cohomolo-

gique de X = X x;, k° pour la topologie étale est 2.

e Calculons d’abord H¥*(X,Z(d + 1)). Le triangle distingué Z(d + 1) — Q(d +
1) - Q/Z(d + 1) — Z(d + 1)[1] fournit une suite exacte de cohomologie :

H™3(X,Q(d+ 1)) = H™(X,Q/Z(d + 1))
— H"NX,Z(d+1)) = H™(X,Q(d + 1)).

Rappelons que, si a désigne la projection du petit site étale de X sur le petit
site de Zariski de X, alors le morphisme Q(d + 1)z,, — Ra.Q(d + 1) est un
isomorphisme. Par conséquent, pour r > 0, H"(X,Q(d + 1)) = H}, (X,Q(d +
1)zar), qui est nul pour r > d+2 puisque Q(d+1) est concentré en degrés < d+1
et X est de dimension 1. On en déduit un isomorphisme :

HTY(X,Z(d + 1)) = HP(X,Q/Z(d + 1)) = lim H(X, pp™).

m

Dans la suite spectrale de Hochschild-Serre H (k, H*(X, u24t1)) = H™+s(X, u&at1),
les termes de gauche sont nuls dés que r > d 4+ 1 ou s > 2. Cela induit un iso-
morphisme :

HF (X, ) 2 HV (e, 2K, p40)) 2 B (e, HA(K, ) @ ).
Or Papplication trace du théoréme de dualité de Poincaré fournit un isomor-
phisme H*(X, ) = Z/mZ. Comme k est d-local, cela impose des isomor-
phismes :

H (X, ™) =2 H Y (k, i) =2 Z/mZ,

m

ce qui permet de conclure que H**(X,Z(d+ 1)) = Q/Z.
e Notons Z = X \ U et écrivons maintenant la suite exacte de localisation :

H™3(Z, ¢ 7(d + 1)) = HTY (U, Z(d + 1))
— H"Y X, Z(d + 1)) — HY"(Z,i*Z(d + 1)),
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ou i : 4 — X désigne I'immersion fermée. Or, pour r > d + 1, en notant
iy : v = X Timmersion fermée pour v € X on a :

H'(Z,7Q(d+ 1)) = @ H" (k(v (d+ 1))

vEZ

~ P H(OFQd+1))
veZ

>~ P H},, (0}, Q(d+1)zar)  (théoreme 0.4(iii))
veEZ

= @ Hgar(k(v)7 ZT) (d + 1)ZCL7">
veZ

=0 (théoréme 0.4(ii)).

Cela fournit un isomorphisme H™ " (Z,¢*Z(d + 1)) & H"(Z,7*Q/Z(d + 1)) =
H"(Z,Q/Z(d+1)) dés que r > d+1 et ces groupes sont nuls dés que r > d+2. On
obtient donc un isomorphisme : H4*4(U, Z(d+1)) & H™*(X,Z(d+ 1)) 2 Q/Z.

[

Remarque 1.4. Si p = Car(k;) > 0, on a H* (U, Z(d 4+ 1))non—p = (Q/Z)non—p-

2 MODULES FINIS

Dans cette section, nous allons traiter le cas des Gal(K*/K)-modules finis. C’est le
cas le plus simple, il ne fait pas intervenir les complexes de Bloch, et il sera essentiel
dans la suite puisque, afin de traiter les tores ou les groupes de type multiplicatif,
nous nous ramenerons toujours a des modules finis. Dans cette section, tout reste
analogue au cas ou k est un corps p-adique traité dans les articles [HSz16] et
[HSSz15]. Notre premier but consiste a établir un théoréme de dualité de type
Poitou-Tate sur le corps K.

Proposition 2.1. (Dualité globale d’Artin-Verdier pour les modules finis)
Soit U un ouvert non vide de X. Soit F un schéma en groupes fini étale abélien
sur U et notons F' = Hom(F,Q/Z(d + 1)). On a alors un accouplement parfait
de groupes finis pour chaque r € 7 :

H'(U,F') x H{7 7' (U, F) = Q/Z.
Démonstration. Soit m > 0 tel que F est de m-torsion. Posons G = Gal(k®/k) et
U = U xy k*, et notons F la restriction de F a U. La finitude de H"(U, F') et
HI3=(U, F) découle des suites spectrales de Hochschild-Serre :
H*(k,H'(U,F) = H*(U,F)
H*(k, H(U, F) = H:*'(U, F)
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via la finitude de H*(k, Ht(U,]_-J) et de H*(k, H.(U,F). Par ailleurs, on a des
isomorphismes :
RHomy,z,/mz(F, Z/mZ(d + 1)) = RUgRHomg .., (F, Z/mZ(d + 1))
>~ RI'¢RHomg, /7 (RT.(U, F), Z/mZ(d))[—2

1.6)

1.7)
1.8)
1.9)

ou la ligne (1.6) découle d’une suite spectrale de Grothendieck (voir le corollaire
10.8.3 de |Wei94]), la ligne (1.7) découle de la dualité de Poincaré (voir théoréme
1.1), la ligne (1.8) découle d’une autre suite spectrale de Grothendieck, et la ligne
(1.9) découle du théoréme de dualité locale sur le corps d-local &k (voir théoréme
1.1). Cela fournit un isomorphisme

EXtf; 7z (F, Z/mZ(d + 1)) = Exty @ 3(RU(U, F), Z/mZ). (1.10)

(
]
(
= RHOHlez/mZ (RFC<U, 7), Z/mZ(d)) [—2] (

En calculant les tiges de Exty; ;7 (F, Z/mZ(d+1)) et en observant que Z/mZ est
un Z/mZ-module injectif, on remarque que le faisceau Exty; ), (F, Z/mZ(d+1))
est nul pour ¢ > 0. Par conséquent, la suite spectrale :

H(U, Batyy 57 (F, Z/mZ(d +1))) = Bxtyy . (F, Z/mZ(d + 1))
fournit un isomorphisme de faisceaux :
Ext&z/mz(f, Z/mZ(d+ 1)) = H (U, Hom(F,Z/mZ(d + 1))). (1.11)

Par ailleurs, comme Z/mZ est un Z/mZ-module injectif, le groupe Ext ., (M, Z/mZ)
est nul quels que soient le Z/mZ-module M et I'entier s > 0. On en déduit que

la suite spectrale Ext,,(H'RT.(U, F),Z/mZ) = Exty) ,(RU(U,F),Z/mZ)
dégéneére, fournissant ainsi un isomorphisme :

Extyy o (RT.(U, F), Z/mZ) = Homg,mz(HI (U, F), Z/mZ). (1.12)
Les isomorphismes (1.10), (1.11) et (1.12) permettent de conclure. O

Dans tout le reste de cette section, on se donne un Gal(K*/K)-module discret
fini F, ainsi qu’'un schéma en groupes fini étale abélien F sur un ouvert non
vide Uy de X tel que F' = F Xy, SpecK. On note ' = Hom(F,Q/Z(d + 1)) et
F' = Hom(F,Q/Z(d+1)). Comme F est fini étale et comme k est de caractéristique
0, on remarquera que le faisceau F’ est localement constant a tiges finies sur Uy et
donc qu’il est représenté par un schéma en groupes fini étale (voir la proposition
V.1.1 de [Mil80]). Pour U ouvert non vide de Uy, on définit :

Dy (U, F) =Ker | H'(U,F) - [] H (K., F)

veXx @)

D'(U,F) = Im(H' (U, F') — H"(K, F")).
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Proposition 2.2. Soit r € N. Il existe un ouvert non vide Uy de Uy tel que, pour
tout ouvert non vide U de Uy, on a D"(U, F') = HI"(F").

Démonstration. Le groupe D"(Uy, F) est fini et, si V' C U sont des ouverts non
vides de Uy, alors D"(V, F) C D" (U, F) par fonctorialité contravariante de la co-
homologie a support compact. Par conséquent, il existe U; un ouvert non vide de
Uy tel que D" (U, F) = D"(Uy, F) pour chaque ouvert non vide U de Uj.

Montrons que D" (U, F) = II"(F). Pour ce faire, donnons-nous = € D" (Uy, F).
Pour chaque ouvert non vide U de Uy, on a x € D"(U, F) et donc, comme la suite
H{(U,F) = H"(U,F) = @,cx\v H" (Ko, I) est exacte (proposition 3.1(1) et co-
rollaire 3.2 de [HSz16]), on a = € Ker (HT(K, F) = @oexw H"(KU,F)). Cela

étant vrai pour chaque ouvert U de Uy, on déduit que = € III"(F'), ¢’est-a-dire que
D (U, F) C II"(F).

Considérons a présent x € II"(F). Il existe U un ouvert non vide de U; et T €
H"(U, F) tels que Z s’envoie sur z par H" (U, F) — H"(K, F). Comme z € III"(F),
on a i € Ker (H”(U, F) = @uexrw HT(KU,F)> = Im(H'(U,F) — H'(U,F)).
Par conséquent, x € D"(U, F) = D" (U, F) et UI"(F) C D" (U, F).

Finalement, on a D" (U, F) = III"(F') pour chaque ouvert non vide U de U;. I

Proposition 2.3. Soit r € N. Pour chaque ouvert non vide U de Uy, on dispose
d’une suite exacte :

P B (K., F') = H(U.F)—D'(UF) 0.
veX )

Démonstration. Soit U un ouvert non vide de U. D’aprés la proposition 4.3.c)
de [CTH15|, pour chaque ouvert non vide V de U, on dispose d'un diagramme
commutatif :

Doy H YK, F') — HI(U, F)

| |

Doexvy H 1K, F') —= H (V. F).

Cela permet de définir un morphisme @, o) H 'Ky, F') — HI(U,F'), et la
suite exacte de localisation montre que @, o H (K, F') — HI(U,F') —
D" (U, F') — 0 est un complexe. Reste donc & montrer que :

Ker(H] (U, F) = D'(U,F')) CIm( @ H (K, F') = H.(U,F")).

veX @)

Considérons donc o € Ker(H. (U, F') — D" (U,F')). Pour V C U, on a un dia-
gramme commutatif dont la premiére ligne est exacte :

HI(V, F) —=H{(U,F') —= Deny H"(k(v), F')

L L (1.13)

H' (K, F') — @, ey H' (K., F),
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le morphisme vertical H" (k(v), F') — H"(K,, F") étant obtenu par composition :
H™(k(v), Fy= H(O" F') - H"(K" F') = H"(K,, F).

La fleche H"(O" F') — H"(K" F') s’identifie en cohomologie galoisienne a la
fleche d’inflation H"(G,/I,, F'"*) — H"(G,, F'), ot G, = Gal(K"*/K") et I, est
le sous-groupe d’inertie. Or le module galoisien F” est non ramifié en v (puisque
v € Up) et donc F"F» = F’. Comme la projection G, — G, /I, admet une section,
on en déduit que H"(O" F') — H" (K" F') et H"(k(v), F') — H"(K,, F') sont
injectifs.

Prenons pour V' un ouvert non vide de U tel que 'image de o dans H"(V, F’) est
nulle. En exploitant le diagramme précédent (1.13), on voit alors que « provient
d’un élément & de H.(V, F') dont I'image dans H"(V, F’) est nulle. Par conséquent,
o provient de B, x\y H™Y(K,, F"), ce qui prouve I'inclusion Ker(H’ (U, F') —
D'(U,F")) € Im(D,exo) H (I, ') = H (U, F)). O

Théoréme 2.4. (Dualité de Poitou-Tate pour les modules finis)
On rappelle que F' = Hom(F,Q/Z(d + 1)). Soit r € Z. On dispose d’une dualité
parfaite de groupes finis :

1" (F) x 43" (F') — Q/Z.

Démonstration. Sir < 0 ou si r > d+ 3, le résultat est immédiat par dimension
cohomologique. On suppose donc 0 < r < d + 3.

A Tlaide de la proposition 2.3, pour U ouvert non vide de Uy, on dispose des deux
suites exactes :

@ v (K, F) = HP (U, F) — DU, F) = 0,

vex @)

0— Dy, (U,F)—» H'(UF)— [ H'(K,,F).
veX (@)
Or (B,exmy H?(Ky, F')P = [[yexa) H (K, F) d’aprés le théoréme de dua-
lité locale sur un corps (d + 1)-local et HI*3—(U, F\P = H"(U,F) d’aprés le
théoréme 2.1. En utilisant la proposition 4.3(f) de [CTH15], on en déduit que
D3 (U, F')P = DT, (U, F). En passant a la limite inductive sur U et en utilisant
la proposition 2.2, on obtient IIT43~7(FP = 1" (F). O

Dans le reste de cette section, nous cherchons a établir une suite exacte de type
Poitou-Tate sur le corps K.

Proposition 2.5. Soient r € {1,2,....,d+ 1} et v € Uél). Alors :

(1) H"(O,,F) est un sous-groupe de H"(K,, F),

(ii) H277(O,, F') est un sous-groupe de H?7"(K,, F'),

(iii) H™(O,, F) et H277(O,, F') sont les annulateurs l'un de Uautre dans l’ac-
couplement parfait :

H"(K,, F) x H*"*7" (K, F') = Q/Z.
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Démonstration. Notons G, = Gal(K}/K,), I, = Gal(K;/K]") et g, = Gal(K]" / K,) =
Gal(k(v)®/k(v)). La suite exacte 1 — I, — G, — g, — 1 est scindée et I, est de
dimension cohomologique 1. La suite spectrale de Hochschild-Serre fournit donc

des suites exactes courtes :

0— H(9,,F) — H(G,,F) = H '(g,, H'(I,, F)) — 0,

0 — H™* (g, F') = H"77(G,, F') — H™ " (g,, H' (1, F')) = 0.

Comme H"(O,,F) = H"(g,, F) et H*>7(0,, F) = H¥**™"(g,, F'), on obtient
(i) et (ii). De plus, le théoréme de dualité locale sur k(v) montre que :

H (g, H'(1,, F)) = H Y (g,, F(-1)) =2 H"* " (g,, F")".

On en déduit que % = |[H*277(0O,, F)|.

Par conséquent, pour obtenir (iii), il suffit de montrer que 'accouplement H" (K, F') x
H2 (K, F') — Q/Z est nul sur H"(O,, F) x H27"(0O,,, F'). Mais cela découle
de la trivialité de H42(0,, Q/Z(d+1)) = H***(g,,Q/Z(d+1)) = 0 (par dimension
cohomologique). O

Dans la suite, on notera P"(F') le produit restreint des groupes H"(K,, F') pour
v € XU par rapport aux groupes H"(O,, F) (pour v € Uél)) : c’est un groupe
abélien que I'on munit de la topologie produit restreint. Ainsi, P"(F') est muni
d’une structure de groupe abélien localement compact. On remarque aisément
que P°(F) = [[,cxo H(K,, F). Comme, pour chaque v € Uél), le corps k(v)
est de dimension cohomologique d + 1, on a H™?(O,,F) = H™2(k(v),Fy) =
0, ce qui entraine que P*™2(F) = @, o) H**(K,, F). On remarquera que la
proposition 2.5 montre que la dualité locale induit un accouplement parfait de
groupes localement compacts :

Pr(F) x PY27(F') — Q/Z
pour chaque entier 7.

Proposition 2.6. Soit r € {1,2,...,d + 2}. On a une suite exacte :
H (K, F) — P (F) —> H™2" ([, )P
ot le morphisme PT(F) — H27"(K, F")P est défini par :

(fo) = (f' = ) (for o),

veX (1)
pour (f,) € P*(F) et f' € H*> (K, F").

Démonstration. Pour chaque ouvert V. C Uy, on dispose d’'une suite exacte de
groupes finis :

H[(V,F) = H'(V,F) - @ H'(K,,F)— H™\(V, F).
veX\V
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Soient U et V deux ouverts de Uy tels que V C U. Comme d’aprés le lemme 2.2
de [HSSz15| un élément de H"(V, F) provient de H"(U, F) si, et seulement si, son
image dans H"(K,, F) provient de H"(O,, F) pour chaque v € U \ V, on obtient
une suite exacte :

H'(UF)— @ H(K..F)o @ H'(0,,F)— H(V,F).

veX\U veU\V

Or HIY(V, F) & H427"(V, F)P d’aprés la proposition 2.1 et lim,, H(V, F') =
H2=r(K | F'). Par conséquent, en passant & la limite projective sur V, on obtient
un complexe :

H'(U,F)— ] H (K, F)x [[H (O, F) = B> (K, F)".
veX\U velU

Montrons que ce complexe est en fait une suite exacte. Pour ce faire, choisissons

un élément (fy)yexm € [lpex\v H (Ko, F) X [,y H(Oy, F) dont 'image dans

H2=7 (K, F')P est nulle. Pour chaque ouvert V de U, le diagramme commutatif :
e H (5o F) Tl HY(Op, F) —— HH20 (K, /)P

|

Doexvv H (Ko, F) & Derny H'(Ov, F) H{+H (V. F)

montre que l'image de (f,)vex\v est nulle dans H. "' (V,F). Cela impose que
I'image réciproque Ey de (f,)vex\v dans H"(U, F) est non vide. Comme pour
W C Vona Ey C Ey et comme le groupe H"(U, F) est fini, U'intersection
My Ev est non vide. On en déduit que (f,),cxa est dans I'image de H" (U, F) —
[Toex\o H' (Ko, F) X [,y H(Oy, F) et donc que la suite

H'UF)— [[ H (K, F) x [[ H(O,, F) = B> (K, F')"

veX\U velU
est exacte. Il suffit alors de prendre la limite inductive sur U. O

Théoréme 2.7. (Suite exacte de Poitou-Tate pour les modules finis)
On rappelle que F' = Hom(F,Q/Z(d + 1)). On a une suite exacte & 3(d + 3)
termes :

0 PO(F) — H™2(K, F'\P

|

HY(K, F)

H(K,F)

Hd+1 (}{7 F/)D - Pl(F)

0<~—— HYK, F')P «——PH2(F) < H2(K, F)
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Démonstration. Le morphisme P2(F) — HO(K, F')P est surjectif car la fleche
duale est injective. De plus, la premiére ligne est duale de la derniére. On déduit
donc de la proposition précédente que toutes les lignes sont exactes.

Les fleches verticales H™ (K, F')P — H3-"(K, F) sont définies par la composée :

HY3 (K, P — I3 (FYP =2 7 (F) — H"(K, F).

Pour vérifier 'exactitude au niveau de ces fléches, il suffit de voir que la suite duale
de :
0 — H_[d+3—r(F/) N HCH_S_T(K, F/) N ]P;d+3—r(F/>

est encore exacte. D’aprés le lemme 2.4 de [HSSz15], il suffit donc de vérifier que
I'image I de H¥3~"(K, F’) dans P4T3-"(F") est discréte. Fixons U un ouvert de Uj.
D’aprés le lemme 2.2 de [HSSz15], tout élément de I N ([[,cx\y H 7" (K, ') %
[Tyer H*7(O,, F')) provient de H*3="(U, F’), qui est un groupe fini. On en
déduit que le groupe TN ([],cx\g H2 7 (Ky, F') X [1yey HP77(O,, F')) est fini,
et donc I est discret dans P43 (F). O

Remarque 2.8. Les théorémes 2.4 et 2.7 restent valables lorsque £ = C a condi-
tion de choisir d = —1.

Remarque 2.9. Si on ne suppose pas que k; est de caractéristique 0, toutes les
propriétés de cette section restent valables a condition de supposer que F' est
d’ordre premier & Car(ky).

3 TORES

Avant d’entrer dans le vif de cette section, établissons le lemme suivant, qui sera
utile a de nombreuses reprises :

Lemme 3.1. Soient Y un schéma de Dedekind de dimension y € {0,1} et M
un faisceau sur'Y localement isomorphe & un faisceau constant libre de rang fin.
Soient i >0 et r > i+ y+ 1. Alors le groupe H" (Y, M @ Q(i)) est trivial.

Démonstration. Soit m : Z — Y un morphisme fini étale de degré n déployant
M avec Z connexe (voir le théoréme X.5.16 de [Gro70]). Comme H"(Z,Q(i)) =
HY.(Z,Q(7) zar) et Q(7) zar est concentré en degré < i, le groupe H"(Z,Q(i)) est
trivial car r > ¢+dim Z. Un argument de restriction-corestriction montre alors que
H"(Y,M ® Q(7)) est de n-torsion. Mais ce groupe est aussi uniquement, divisible.
Il est donc nul. ]

Fixons maintenant a un élément de {0,1,2,...,d+ 1} et f un Gal(K*/K)-module
qui, comme groupe abélien, est libre de type fini. Notons 7' = Hom(7', Z). Soit T un

faisceau défini sur un ouvert Up de X, localement isomorphe a un faisceau constant
libre de type fini et étendant 7. On pose 7 = Hom (T, Z). Soient T = T ®@" Z(a)|[1]
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et T =T ®“Z(a)[1]. On dispose alors d’un accouplement dans la catégorie dérivée
des faisceaux étales sur Uy :

T (TeYZ(d+1-a)1]) = Z(d+ 1)[2],
qui induit grace au lemme 1.3 un accouplement en hypercohomologie :
H'(U,T)x H3 (U, TV Z(d+ 1 — a)) = HFY U, Z(d + 1)) = Q/Z (1.14)

pour chaque ouvert non vide U de Uy. De plus, comme on a un morphisme naturel
Q/Z(d+1—a) = Z(d+ 1 — a)[1], (1.14) induit aussi un accouplement :

H'(U,T) x H*?7(U, T @¥ Q/Z(d + 1 — a)) — Q/Z. (1.15)

On notera dans la suite T, = T @™ Q/Z(d + 1 — a), T =1Tx" Z(d + 1 - a),
Ti=T"Q/Z(d+1—a) et T =T @“Z(d+1—a). Cest le complexe T' qui nous
intéresse, mais parfois il sera plus facile de travailler avec le faisceau 7.

Remarque 3.2. Lorsque a = 1, les complexes T et T sont quasi-isomorphes & des
tores.

Nous cherchons a établir un théoréme de dualité de type Poitou-Tate pour le
complexe T'. Pour ce faire, I'idée consiste a se ramener au cadre de la section pré-
cédente en travaillant avec T}, qui est une limite inductive de faisceaux localement
constants a tiges finies, plutot qu’avec le complexe T.

Théoréme 3.3. (Artin-Verdier pour les tores)
Soit r € Z. Soit U un ouvert non vide de Uy. Pour chaque nombre premier [,
Paccouplement (1.15) induit un accouplement parfait de groupes finis :

(H" (U, THHY x HF2 (0, 7)1l = Q/ 2.

Démonstration. Soit [ un nombre premier. Pour chaque entier naturel n, on dispose
du triangle distingué :

T =T —=Tz/I"Z%a)1] — T[],
d’oui des suites exactes :
0— H Y U,T)/I" = H (U,T®Z/I"Z(a)) = mwH"(U,T) = 0.
En passant a la limite inductive sur n, on obtient une suite exacte :

0—H N UT)®Q/Z — h—n}HT(U:T@’ Z/"Z(a)) = H"(U, T)il} = 0.

Par conséquent, pour chaque entier naturel m, on a un isomorphisme :

(lim H"(U, T ® Z/1"Z(a))) /1™ — H" (U, T){1}/1".
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En passant a la limite projective sur m, on obtient :

(@HT(U T o z/1"7%(a)Y = 1 (U, T{1}V. (1.16)

D’autre part, on remarque que 7 ® Z/I1"Z(a) s’identifie a un faisceau localement
constant & tiges finies, qui est représentable par un schéma en groupes fini étale
d’aprés la proposition V.1.1 de [Mil80], et que :

(T ® Z/1"Z(a)) = Hom(T @ pio, uo™') = T @ pip*1 = = 1T,
A T’aide de la suite exacte :
0= pnT; =T, — T =0,
on obtient une suite exacte :
0 — H&2 (U, T) /1" — HE3 (U, nTy) — in HEP (U, T) — 0.

Les groupes apparaissant dans la suite précédente étant finis, en passant a la limite
projective sur n, on obtient une suite exacte :

0—>Hf+2*’"(U, 7;)( _)LH(H?, r( 7ln7~;> %lgllanH’r(U, 7;) 0

Le groupe l'gln i HIH3=7(U, 7;) étant sans torsion, on obtient un isomorphisme :

HIP? (U, T) O {1} = (L HI (U, )) {1}. (1.17)

Comme H"(U,T ® Z/1"Z(a)) et H*3"(U,;»T;) sont duaux pour chaque entier
naturel n d’aprés le théoréme 2.1, les isomorphismes (1.16) et (1.17) permettent
d’obtenir un accouplement parfait de groupes finis :

(H" (U, T{I}HD x H*>"(U, T)O{1} - Q/Z.

Remarque 3.4. De méme, on a des accouplements parfaits de groupes finis :

(HT(U7 T>{l})(l) X Hg+3_T(U7 7~—)(l){l} - @l/Zlv
(H"(U, DN x HF (U, T} = i/,

Soit v € XM, D’aprés le lemme 3.1, on a
H*(K,,Q(d+1)) = H"(K,,Q(d + 1)) = 0.

Par conséquent, le morphisme T' @Y T — Z(d+ 1)[1] (dans la catégorie dérivée des
faisceaux étales sur K,) induit un accouplement :

H"(K,, T)x H"*7"(K,,T) - H*(K,, Z(d+1)) = H*(K,,Q/Z(d+1)) = Q/Z.
(1.18)

02



CH. 1. - THEOREMES DE DUALITE POUR LES CORPS DE FONCTIONS SUR DES CORPS LOCAUX SUPERIEURS

Proposition 3.5. (Dualité locale pour les tores)
(i) Pourr = a, laccouplement (1.18) est un accouplement parfait de groupes finis.
(i) Pour chaque entier naturel n, on a des isomorphismes de groupes finis :

WHO (K, T) = (H2(K,, T) /n)P = (H (K, T3 /n)P,
le premier étant induit par (1.18) et le deuzieme par le morphisme T, — T[1].
(11i) L’accouplement (1.18) induit un accouplement parfait entre un groupe profini
et un groupe discret de torsion :
HY(K,,T)" x H** (K, T) - Q/Z.

Démonstration. (i) Pour chaque n > 0, on dispose des triangles distingués :

T®Z/nZa) =T =T — (T ® Z/nZ(a))[1], (1.19)
T—T—T®Z/mLAd+1—a) — T[], (1.20)

ce qui fournit un diagramme commutatif a lignes exactes :

0——H"YK,,T)/n HY(K,,T ® Z/nZ(a))

| -

0— (,H"3 (K, T))P —= H"*2 (K, T ® Z/nZ(d + 1 — a))? — ...
ZHY(K,,T)

|

.. — (H*?*%(K,,, T) /n)? —0.

0

Ici, la fleche verticale centrale est induite par la dualité locale pour les modules
finis sur le corps (d + 1)-local K, : ¢’est un isomorphisme d’aprés le théoréme
1.2.17 de [Mil06]. Les deux autres fléches verticales sont induites par (1.18). On
déduit que la fleche verticale de droite est surjective.

Montrons maintenant que les groupes H*(K,, T) et H*>~%(K,, T) sont finis. Si
L est une extension finie de K, de degré ng déployant 7, comme H*"' (L, Z(a)) =
H2=4(L,Z(d + 1 — a)) = 0 d’aprés la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum,
un argument de restriction-corestriction montre immédiatement que H*(K,,T)
et H42~¢(K, T) sont de ng-torsion. Ainsi, le groupe H*(K,,T) = n,, H*(K,,T)
est un quotient du groupe fini H(K,, T ®Z/n¢Z(a)) et est donc fini. On a aussi
H2~(K, T) = H*?~%(K,,T)/ng. Comme ,,, H*(K,, T) — (H*?~%(K,,T)/no)"
est surjectif, on déduit que Hd+2_“(KU,T) est fini. Nous avons donc prouvé
pour l'instant que H*(K,,T) et H*?>~%(K,,T) sont finis et que le morphisme
HY(K,,T) — (H%"? (K, T))P est surjectif.

Montrons maintenant que le cardinal de H4+27(K,, T) est supérieur ou égal a
celui de H*(K,,T). Pour ce faire, remarquons que les triangles distingués (1.19)
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et (1.20) fournissent le diagramme commutatif & lignes exactes :

0 H 10K, T)/n —= HH'(K, T @ Z/nZ(d + 1 — a)) — ...

| -

0 — (, H"Y(K,,T))" H""W(K,,T ® Z/nZ(a))?

o —— H (K, T) ——0

|

o —— (HY(K,, T)/n)P ——0.

Par conséquent, le morphisme vertical de droite est surjectif. En choisissant n =
no, on déduit que l'ordre de H27¢(K,, T) est supérieur a ordre de H*(K,,T).
On a donc bien un accouplement parfait de groupes finis :
H*(K,,T) x H"*~*(K,,T) — Q/Z.

(ii) La propriété (i) fournit immédiatement des isomorphismes ,H*(K,,T) =
(HH2=(K,,T)/n)P. Montrons que H**2~%(K,,T)/n = H*'"%(K,,T})/n.
De facon tout a fait analogue a (i), on dispose d’un diagramme commutatif &
lignes exactes :

00— H*" Y (K,,T)/n HYK,,T ® Z/nZ(a)) ———— ...

| -

0 (H2(K,, )P — H20(K, T Z/nZ(d + 1 — a))® — ..
WHY (K, T) 0

|

. — (H* (K, T;)/n)? —0.

La fleche , H*(K,,T) — (H"*'=%(K,,T;) /n) est donc surjective. L’exploitation
du diagramme commutatif :
WH (K, T) —— (H*(K,, T) /n)"
(HCH'I_“(KU, Tt)/n)D
permet alors de conclure que la fleche H*'=%(K,, T,)/n — H*?* (K, T)/n

est injective.
Par ailleurs, la suite exacte courte de complexes

02T —>TQd+1—a) =T, —0
fournit une suite exacte de cohomologie

(K, T}) — H*?(K,,T) —» H"*(K,, T ® Q(d + 1 — a)).
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D’aprés le lemme 3.1, H2- “(KU,T ® Q(d + 1 —a)) = 0. Par conséquent,
I'application H4*+1~ a(Kv, T,) — H*?=%(K,, T) est surjective. On en déduit que
la fleche H*'=(K, T;)/n — H?%(K,,T)/n est injective et surjective, donc
un isomorphisme.

(iii) Le premier diagramme de la preuve de (i) montre que les applications

HYK,,T)/n — (,H"3 %K, ,T))"
sont des isomorphismes. En passant a la limite projective sur n :
HOH I, T)™ 22 (HH (K, T)iors) -

Or d’aprés le lemme 3.1, les groupes H*2 (K, T ® Q) et H3=(, T ®
Q) sont nuls. On en déduit que le groupe H3 (K, T) est isomorphe a
H¥*? (K, T @ Q/Z) : il est donc de torsion et on a :

H YK, T)" 2 H*"3 (K, T)".

Proposition 3.6. Soit U un ouvert non vide de Uj.

(i) Le groupe II1*(T') est d’exposant fini.

(ii) Pourr >0, les groupes H™(U,T;) sont de torsion de type cofini.

(111) Pour r >0, les groupes H. (U, 7~Z) sont de torsion de type cofini.

(iv) Les groupes H3=4(U,T) et H4=¢(U, T) sont de torsion de type cofini.

Démonstration. (i) Soit L une extension finie de K déployant T. Comme la conjec-
ture de Beilinson-Lichtenbaum impose que H**'(L,Z(a)) = 0, un argument de
restriction-corestriction montre que H*(K,T') est d’exposant fini.

(ii) Soit r > 0. Remarquons d’abord que 7; est un faisceau de torsion, et donc
H"(U, 7}) est de torsion. De plus, la suite exacte de Kummer fournit une surjec-
tion H" (U, T;) — »H"(U,T;) pour chaque entier naturel n. Comme H" (U, ,T;)
est fini pour chaque n, on déduit que H" (U, 7~;) est de torsion de type cofini.

(iii) La preuve est tout a fait analogue a celle de la propriété (ii).

(iv) Les groupes HH3=9(U, T @ Q(d+1—a)) et H*4=9(U, T @ Q(d+ 1 —a)) sont
nuls d’aprés le lemme 3.1. Par conséquent, les suites exactes :

H™279(U,T)) — H™ (U, T) —» H* (U, T @ Q(d + 1 — a)),

Hd+3_a(U, 7;) N Hd+4_a(U, 7-) N Hd+4_a(U, 7‘ ® Q(d +1 - G))

fournissent des surjections H~(U, T0) — H3(U, T) et H*3 (U, T) —
H¥4=e(U T). On en déduit que H3=4(U,T) et H*4~%(U, T) sont de torsion
de type cofini via (ii).

]

Pour U ouvert non vide de Uy, posons D274(U, T) = Im(H?(U, T)) —
Hi+2— Q(K,T)) et D3 Q(U, T) = Im(Hng?’ a( ) — H4+3— a(K T)) D’aprés la
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proposition précédente, les groupes H2274(U, T;) et H¥3=4(U, T) sont de torsion
de type cofini. De plus, le morphisme H3=¢(U, T) — H*3%(K T) se factorise
par H*3=(U,T). On en déduit que les groupes D2=4(U,T;) et D3=4(U, T)
sont de torsion de type cofini.

Proposition 3.7. Pour chaque nombre premier [, il existe un ouvert non vide Uy
de Uy tel que, pour tout ouvert U C Uy, on a :

DU, T) {1y = DUy, T {1y = T2(T,){13,
DU, T){1} = D (U, TH{I} = WD) {1},

Démonstration. Montrons d’abord que la restriction H*3~¢(K" T) — H*3(K,,T)
est un isomorphisme. On remarque que, pour v € XM, on a un diagramme com-
mutatif :

Hd+3_a(K1]}, T) - Hd+3_a(KU, T)

T |

Hd+2fa(K5L’ j’;:) - Hd+27a(Kv, ﬁ)
Comme les groupes H42~ (K" T ® Q), H*3 (K" T ® Q), H*?(K,, T ® Q)
et HI3-(K,, T®Q) sont nuls d’aprés le lemme 3.1, on déduit que les fléches ver-
ticales sont des isomorphismes. De plus, pour chaque n > 0, le faisceau T® Z/nZ
est représentable par un schéma en groupes fini étale et donc le morphisme
H2~o(Kh T © Z/nZ) — H**~%(K,,T ® Z/n7Z) est un isomorphisme (lemme
2.7 de [HSz05]). On en déduit que la fleche H2~(Kh T,) — H*>~%(K,,T}) est

aussi un isomorphisme. Il en est donc de méme de la restriction H43-¢(K" T) —
Hd+3fa(Kv’ T)

Fixons maintenant un nombre premier [. Pour des ouverts V' C V'’ de U, par fonc-
torialité contravariante de la cohomologie & support compact, on a D4+2=¢(V/, 7}) C
D2V ) et DH3=4(V, T) C DH3=4(V', T). Or, grace a la proposition pré-
cédente, on sait que D24(U, T;) et DH3-4(U, T) sont de torsion de type cofini.
Par conséquent, d’aprés le lemme 3.7 de [HSz16], il existe un ouvert non vide U;
de U tel que, pour tout ouvert V C Uy, on a D24V, T) {1} = D*2-+(Uy, T) {1}
et DH3=¢(V, T){1} = DH?*=%(Uy, T){l}. Une chasse au diagramme analogue a
la preuve de la proposition 2.2 permet alors d’établir que DUy, TH{1} =
12T ){1} et DH270(Uy, T){U} = I =(T) {1}

U

Remarque 3.8. La proposition précédente impose en particulier que Hld“_f( ~t)
est de torsion de type cofini. Via le lemme 3.1, on a un isomorphisme I12-9(T}) =
[19T37(T). Cela prouve que II4T37%(T) est aussi de torsion de type cofini.

Proposition 3.9. Soit U un ouvert non vide de Uy. La suite

P ‘YUK, T) - HFP (U, T,) = DU, T;) — 0

veXx @)

est exacte.
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Démonstration. Soit m > 0 un entier. On sait que T représente un faisceau loca-
lement constant libre de type fini sur U, et donc, comme k est de caractéristique
0, le faisceau T ® Z/mZ(d + 1 — a) est localement constant a tiges finies sur U. Il
est donc représentable par un schéma en groupes fini étale d’aprés la proposition
V.1.1 de [Mil80], et grace a la proposition 2.3, on en déduit une suite exacte :

P B UK, T 9 Z/mZ(d+1 - a)) — HEP? (U, T @ Z/mZ(d + 1 - a))
veXx @)

— DU T @ Z/mZ(d+1—a)) — 0.
11 suffit alors de passer a la limite inductive sur m. O]

Théoréme 3.10. (Dualité de Poitou-Tate pour les tores)
On rappelle que a € {0,1,....d+ 1}, T =T @V Z(a)[1] et T =T @ Z(d + 1 — a).
On a un accouplement parfait de groupes finis :

II%(T) x MI4+3-4(T) — Q/Z.
Remarque 3.11. Le groupe IHd+3_“(T) peut étre infini. Dans la section 1 du
chapitre 2, on s’intéresse a la finitude de III**3~¢(T) lorsque a = 1 ou a = d.

Démonstration. Fixons [ un nombre premier. Pour U ouvert de U;, on pose
D, (U, T) = Ker(H*(U,T) — [l,exo H*(K,,T)). D'une part, on a la suite
exacte :

0 — DL U, T} = H (U, TH{1} — [] H (K., T){1}.

veXx @)

Comme [, vy H*(K,, T){l} est d’exposant fini d’aprés la conjecture de Beilinson-
Lichtenbaum, son sous-groupe divisible maximal est trivial, et donc le sous-groupe
divisible maximal de H*(U, T ){l} est contenu dans D% (U, T ){l}. De plus, comme
H*(U, T){l} est de torsion de type cofini, si z € H*(U, T){l} est divisible, il existe
pour chaque entier n > 0 un élément divisible z,, de H*(U, T ){l} : I'élément z,, ap-
partient alors a D% (U, T){l}. Cela montre que z est divisible dans D% (U, T){l}
et donc que le sous-groupe divisible maximal de H*(U,T){l} est contenu dans
celui de D%, (U, T){l}. On en déduit une suite exacte :

0— Da,(U {1} - H(U {1} - ] H'(K..T){1}.

veX @)
D’autre part, d’apres la proposition 3.9, on a la suite exacte :
@ Hd+1_a(Kv, Tt) N Hg+2_a(U7 7;) N Dd+2_a(U, 7;) 0.
veX (1)

Comme HI27%(U, 7;) est un groupe de torsion de type cofini, elle induit une suite
exacte :

P HH' (K, T,) — HH>9(U,T;) — DH2(U, T;) — 0.

veXx @)
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Avec la proposition 4.3 de [CTH15], on obtient donc un diagramme commutatif a
lignes exactes :

O—>Dgh(Uv T){l} Ha(Uv T){l} HUeX(l) Ha(K1)7T){l}

| | |

0 —— (DH2-o(U, T){1})P —— (H (U, TO{})P —— (B, ex vy HH 19Ky, To){1})P
D’apres la proposition 3.5, la fléche verticale de droite est un isomorphisme. De
plus, on a H+2=o(U, TH){1} = H*?> U, T)D{1}, et donc le morphisme verti-
cal du milieu est un isomorphisme d’aprés le théoréme 3.3. On en déduit que
D (U, T{I} = (Dé+2-2(U, T;){1})P. Comme II1%(T) n’admet pas de sous-groupe
divisible non nul d’aprés la proposition 3.6, en passant a la limite sur U et en
utilisant la propriété 3.7, on obtient que :

L (T){1} = (2 (T,){1})P = (Ls=(T){i})".

Corollaire 3.12. Les groupes I1*(G,,) et I14T2(Z(d)) sont divisibles.

Démonstration. Prenons T = G,, dans le théoréme 3.10, de sorte que T' = Z(d).
e D’aprés le théoréme de Hilbert 90, on a IIT'(G,,) = 0. Par conséquent, II19t2(Z(d)) =
0, et II1%"2(Z(d)) est bien divisible.
e D’aprés la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum, on a III¢4TY(Z(d)) = 0. Par
conséquent, I112(G,,) = 0, et III*(G,,) est divisible.
[l

Nous voulons maintenant établir une suite exacte de type Poitou-Tate pour les
tores.

Proposition 3.13. Soit v € Uél). )
(i) L’image de H*(O,,T) dans H*(K,,T) et Uimage de H**~%(O,,T) dans
H¥2=9(K,, T) sont annulateurs ['un de lautre dans ['accouplement parfait :

HYK,,T) x H** %K, T) —» Q/Z.

(i1) Supposons que a = 1. Alors Hd+2((9v,7~’) sidentifie a un sous-groupe de
H¥*2(K,,T) et son annulateur dans l’accouplement parfait :

(K, ,T)" x H"(K,,T) —» Q/Z
est HY(O,, T)", qui s’identifie a un sous-groupe de H°(K,,T)".
Démonstration. (i) Considérons I'unique accouplement
[,]: H(O,,T) x H**(0,,T) = Q/Z
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qui fait commuter le diagramme :

Ha(ov,T) % Hd+27a(om7~’) —>@/Z

| |

HY(K,,T) x H®"> %K, T)—Q/Z.

Soit (x,y) € H*(O,,T) x H*>%(O,,T). Comme H*(O,, T ® Qa)) =
H (k(v),i*(T ®Q(a))) ot k(v) est le corps résiduel de O, et i : Spec(k(v)) —
Spec O, est 'immersion fermée, un argument similaire a celui du lemme 3.1
montre que H**(0,, T®Q(a)) = 0. On en déduit que H*(O,, T) est de torsion.
Soit donc n > 0 tel que nx = 0. L’élément x provient alors de x,, € H*(O,, T®
Z/nZ(a)). Si y, est I'image de y dans H¥?>~%(O,,T ® Z/nZ(d + 1 — a)), on
remarque que [x,y] = [T, Yn]n, ol 'accouplement

[, Jn s HY(O,, T ® Z/nZ(a)) x H*27%(0,, T @ Z/nZ(d + 1 — a))
— H¥2(0,, Z/nZ(d + 1)) — H"(K,,Z/nZ(d + 1)) = Q/Z

est induit par T ® Z/nZ(a) @ T @ Z/nZ(d + 1 — a) — Z/nZ(d+1). Cet accou-
plement est nul car H42(0,,Z/nZ(d+ 1)) = 0. On en déduit que [z,y] = 0, et
donc que [.,.] = 0.

Reste & montrer que, si t € H*(K,,T) est orthogonal a Im(H*2%(0,,T) —
H+2=o(K,, T)), alors t € Im(H*(O,,T) — H*(K,,T)). Considérons donc t €
H%(K,,T) orthogonal a Tm(H*?*~*(0,,T) — H?>%(K,,T)). Fixons n > 0.
L’image de ¢ dans H*(K,,T ® Z/nZ) est alors orthogonale a H**'=%(0,, T &
Z/nZ) C H*'=%(K,,T ® Z/nZ). Grace a la proposition 2.5, on déduit qu’elle
est dans H*(O,,T ® Z/nZ).

Considérons maintenant le diagramme commutatif & lignes exactes :

H(O,,T) —= H*(O,, T ® Z/nZ) —= H**'(O,, T)

| | |

HYK,,T)—= HYK,,T)— HYK,,T ® Z/nZ) — H*"(K,,T)
Montrons que la fléche verticale de droite est injective. Pour ce faire, remarquons
que le diagramme suivant est commutatif a lignes exactes :

HG<OU7T® Q) ﬁHG(OU,T(gQ/Z) ﬁ.HuJ’_l(OU?T) ﬁHCH_l(Ov)T@Q)

| | | |

HO(K,, T © Q) —= Ho(K,, T & Q/Z) —= H**\(K,, T) — H*\(K,, T © Q)
Or H*'(0,, T®Q) = H*(K,, T®Q) = 0 d’apreés le lemme 3.1 et le morphisme
H*(O,, T ®Q/Z) - H*(K,,T ® Q/Z) est injectif d’aprés la proposition 2.5.
Une chasse au diagramme prouve alors que H*™(O,,T) — H™(K,,T) est
injectif.

Cela prouve qu’il existe ¢, € Im(H*(O,,T) — H*(K,,T)) tel que t — ¢, €
nH*(K,,T). On en déduit que I'image de ¢ dans le groupe fini

Coker(H*(O,,T) - HY(K,,T))
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est divisible. Elle est donc nulle puisque H*(K,,T) est d’exposant fini via la
conjecture de Beilinson-Lichtenbaum et un argument de restriction-corestriction.

(ii) Pour montrer que H?(O,, T) s’identifie a un sous-groupe de H*2(K,,T), il
suffit de remarquer (en utilisant le lemme 3.1) que :

Hd+2(0v,7~i) — Hd+1(ov>7~;)7
Hd+2(KU’T> — Hd+1<KU’Tt)’

et que la restriction H*(0,, T ® Z/nZ) — H*(K,, T ® Z/nZ) est injective
pour chaque n > 1.

Comme dans (i), on montre que I'accouplement H°(O,, T)" x H*?(0,,T) —
Q/Z est nul. Fixons maintenant n > 0 et considérons ¢ € H°(K,,T)/n ortho-
gonal & ,H*2(0,,T). L’image de t dans H°(K,,T ® Z/nZ) est alors ortho-
gonale & H™'(0,, T ® Z/nZ) C H"YK, T ® Z/nZ)) et appartient donc a
H°(O,, T ® Z/nZ). Ecrivons le diagramme commutatif & lignes exactes :

0—— HYO,, T)/n— HY(O,, T @ Z/nZ) — H'(O,,T)

| | |

0— HYK,,T)/n— H(K,,T ® Z/nZ) — H'(K,,T)
Le morphisme H'(O,,T) — H'(K,,T) s’identifie & un morphisme d’inflation
en cohomologie galoisienne : il est donc injectif. De plus, H°(O,, T ® Z/nZ) —
H(K,,T ® Z/nZ) est injectif. Une chasse au diagramme permet alors d’établir
que H°(O,,T)/n — H°K,,T)/n est injectif et que t € H°(O,,T)/n, ce qui
achéve la preuve.

O
Remarque 3.14. Dans la preuve précédente, pour montrer que [.,.] est nul, on
ne peut pas simplement dire que [.,.] est a valeurs dans H4"3(0,, Z(d + 1)) car on

ne sait pas s'il existe un accouplement Z(i) ® Z(j) — Z(i + j) sur O, (qui n’est
pas une variété sur un corps).

Dans la suite de cette section, on supposera que

(H3.15) a =1, c’est-a-dire T = T @ Z(1)[1] est quasi-isomorphe & un tore et
T =T ®“Z(d).

Pour chaque r > 0, on notera P"(T) le produit restreint des H"(K,,T) pour
v € XU par rapport aux H' (K,,T) = Im(H"(O,,T) — H"(K,,T)), muni de sa
topologie naturelle. De méme, on notera P’ (7" le produit restreint des H" (K, T)
pour v € X par rapport aux H' (K,,T) = Im(H"(0,,T) — H"(K,,T)), muni
de sa topologie naturelle. Il convient de munir ]P’dJrQ(T)WS d’une topologie qui
n’est pas induite par la topologie produit restreint sur Pd+2(T). Pour ce faire,
remarquons que, pour chaque n > 0, le groupe ,P*2(T) est le produit restreint
des , H¥2(K,,T) par rapport aux ,H*2(0,,T) C ,H*?(K,,T). Nous pouvons
donc le munir de sa topologie produit restreint. La topologie sur Pd+2(T tors =
liglnIP’d”(T) sera alors tout simplement la topologie limite inductive.
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Remarque 3.16. Pour v € Uél), le lemme 3.1 montre que H*2(0,, T ® Q) et
H3(0,, T®Q) sont nuls. En notant 4, : {v} < X P'immersion fermée, on obtient
donc un isomorphisme :

H™3(0,,T) = H"(0,,T;) = H*(k(v),iyT;).

Comme k(v) est de dimension cohomologique d+ 1, on en déduit que H*3(0,, T)
est nul. On a donc : ) 3

]P)d+3(T) _ @ Hd+3(Kv, T)

veXx @)

De plus, les groupes H*2(K,, T ® Q) et H*3(K,, T ® Q) sont nuls d’aprés le
lemme 3.1. Donc : . .

Pd+3(T) — @ Hd+2(KU7Tt)

veXx @)

et P43(T") est un groupe de torsion.
Corollaire 3.17. On rappelle que l'on a supposé (H 3.15). La dualité locale induit
un accouplement parfait P'(T) x P*YT) — Q/Z et un isomorphisme P°(T), —
(PH2(T) 10r) P
Démonstration. La premiére affirmation découle immédiatement de Dassertion
(i) de la proposition 3.13. Quant a la seconde, on remarque que, pour chaque
n > 0, P°(T)/n s’identifie au produit restreint des H°(K,,T)/n par rapport aux
H°(O,, T)/n puisque H*(O,,T)/n C H*(K,,T)/n. On déduit de I'assertion (ii)
de la proposition 3.13 que P°(T')/n = (,P***(T))". En passant a la limite projec-
tive sur n, on obtient I'isomorphisme P°(T), — (P2(T);0,5)". O
Proposition 3.18. On rappelle que 'on a supposé (H 3.15).
(i) On a une suite exacte :

HYY(K,T) = P™2(T)ors — (HY(K, T)\)P = HI(K,T) —
= PHT) = (lim , T(K*))” — 0.

(ii) Supposons que II*(T) est fini. Alors on a une suite exacte :
HY(K,T) — PYT) - H"Y (K, T)P.

Démonstration. (i) Soit m > 0. On rappelle que, dans notre contexte, T’ ® Z/nZ
désigne T'® Z/nZ(1)[1]. On dispose d’un diagramme commutatif :

lim HAYK, T ® Z/nZ) — lim PHAYT ® Z/nZ) — lim HYK, T ® 7Z/nZ)P —— ...

| | l

HAF2(KT) — s 2Ty —— > (HO(K, T)A)P ——> ..

. d+2 = : d4-2 (T : —1 D
‘..—>11_rr>1nH (K,T@Z/nZ)—)h_rr)lnIF’ (T®Z/nZ)—>h_r>nnH (K, T®Z/nZ)” ——0

| | |

e ———————— HIT3(K,T) PA+3(T) —————— lim H~Y(K,T®Z/nZ)P ——0

ou les morphismes sont définis de la maniére suivante :
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o fléches verticales :
o les morphismes

lim (K, T ® Z/nZ) — H™ (K, T)

lim H*(K, T ® Z/nZ) — H™ (K, T)

sont induits par le triangle distingué T3 T — T ® Z/nZ — T. Ce sont
des isomorphismes puisqu’ils s’insérent dans des suites exactes :

H*YK,T® Q) — lim H*Y(K,T ® Z/nZ) — H*(K,T) - H"(K,T ® Q)

H(K,T® Q) — lim H*(K,T ® Z/nZ) — H(K,T) - H"(K,T ® Q)

et HHY(K, T ® Q), H**(K,T ® Q) et H*3(K,T ® Q) sont nuls (lemme
3.1).

o le r)norphisme lim PHYT @ Z/nZ) — PH2(T )0, est surjectif étant donné
que HHYK,, T ® Z/nZ) — ,H™*?(K,,T) (pour v € XM et n > 0) et
HYYO,, T ® Z/nZ) — H*2(0,,T) (pour v € U et n > 0) sont
surjectifs.

o le morphisme lim H(K,T®Z/nZ)” — (H°(K,T),)" est obtenu a partir
des morphismes H(K,T)/n — H°(K, T®Z/nZ) par dualisation et passage
a la limite sur n. Or ce dernier morphisme s’insére dans la suite exacte :

0 — HY(K,T)/n — HK,T ® Z/nZ) — H' (K, T) — 0.
Comme H'(K,T) est d’exposant fini, cela impose que

lig(H*(K,T ® Z/nZ)?) = (H(K,T)A)"

n

est un isomorphisme. )
o le morphisme lim P*(T' ® Z/nZ) — P***(T') est un isomorphisme puis-
qu’il s’identifie au morphisme

P H (K, TeQ/Z)~ @ H(K,T).

veXxX @) veX ()

e premiére ligne :
o toute la ligne est obtenue a partir du théoréme 2.7 par passage a la limite
inductive : ledit théoréme impose donc qu’elle est exacte.
e deuxiéme ligne :
o les morphismes H*2(K,T) — P™2(T),0ns et HH3(K,T) — PH3(T),0,s
sont induits par les restrictions.
o le morphisme P“2(T),0. — (HO(K,T)A)" est le dual de HO(K,T), —
PY(T), (voir le corollaire 3.17).
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o les morphismes (HO(K, T),)P — H*3(K,T) et P*3(T) — lim ™ YK, T®
Z./nZ)P sont les seuls qui font commuter le diagramme.
Une chasse au diagramme permet alors de conclure que la deuxiéme ligne est
exacte.
(ii) Nous sommes dans le cas a = 1, ce qui impose que T et T sont quasi-
isomorphes a des tores. Pour chaque ouvert non vide V' C U, on dispose d’une
suite exacte :

HYV,T) = H\(V.T) =~ @ H'K!T)— HAV,T).
veX\V

Pour v € X, on a un isomorphisme H'(K,,T) = H'(K" T) (on pourra aller
voir le corollaire 3.2 de [HSz16] ou le lemme 2.7 de [HSz05|). Par conséquent, on
obtient, pour chaque ouvert non vide V' de U, une suite exacte :

H\(V,T) = H'(V.T)—» @ H'(K,T)— H(V.T).

veX\V

Soient maintenant U et V deux ouverts de Uy tels que V' C U. D’apreés le
lemme de Harder (corollaire A.8 de [GP08]), un élément de H'(V,T) provient
de H' (U, T) si, et seulement si, son image dans H'(K,, T') provient de H'(O,,, T)
pour chaque v € U \ V. On obtient donc une suite exacte :

- P H (K. T)o @ H(O,T)— HAV.T).

veX\U veU\V

Soit m > 0 le degré d’une extension déployant T'. Le groupe H'(K,,T) étant
de m-torsion pour v € XM il en est de méme de HY(O,,T) pour v € Uy, et on
obtient une suite exacte de groupes finis :

HY(U,T)/m— @ H (K. T)® @ H' O, T) = oHAV,T).

veX\U veU\V

Grace a la proposition 3.7, choisissons V' assez petit pour que D?(V, T){l} =
[1%(T){l} pour chaque nombre premier [ divisant m, et montrons que pour un
tel nombre premier le groupe H2(V, T){l} est fini.

On sait que le groupe H2(V,T){l} est de type cofini et qu’il s’insére dans une
suite exacte :

0 — Ker(H2(V, T) — H*(K,T)) — HXV,T) = D*(V,T) = 0.

Le groupe D*(V,T){l} étant fini (puisqu'on a supposé la finitude de II1%(T)),
il suffit donc de montrer que Ker(HZ(V,T) — H*(K,T)) est d’exposant fini.
Considérons alors un morphisme fini étale V > V de degré m avec V in-
tégre déployant 7. Notons K le corps des fonctions de V. Comme V est ré-
gulier, le morphisme H2(V,T) — H?*(K,T) est injectif (voir la proposition
[1.4.5.3 de [Tam94|), et un argument de restriction-corectriction montre que
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Ker(H*(V,T) — H?*(K,T)) est de m-torsion. De plus, le théoréeme de Hilbert
90 impose que, pour chaque v € X \ V, le groupe H'(K,,T) est de m-torsion.
Par conséquent, la suite exacte @,cx\y H'(K,,T) — HZ(V,T) — H*(V,T)
permet de conclure que Ker(H?(V,T) — H*(K,T)) est de m*-torsion, ce qui
établit la finitude de H2(V, T){l} pour chaque premier [ divisant m.

En utilisant la remarque 3.4 et en observant que H(V, T){I} est de type co-
fini, on obtient une injection ,, 12(V, T) = [1,, H(V, TY{I}P, d’out une suite
exacte :

H(UT)/m— @ H(K,T)o @ H'(0,T)—[[HE (V. T{1}".

veX\U veU\V llm

Comme H™' (K, T) est de m-torsion via la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum
et un argument de restriction-corestriction, en passant a la limite projective sur
V' comme dans la proposition 2.6, on déduit la suite exacte :

H'UT)—~ [] H'(K..T)x [[ H (O, T) = H* (K, T)".

veX\U velU

Il suffit alors de passer a la limite inductive sur U pour conclure.
m

Lemme 3.19. On rappelle que l'on a supposé (H 3.15). Soient V C U deuz ouverts
non vides de Uy. Soit o € H*2(V,T). Si, pour chaque v € U\ 'V, limage de o
dans H™2(K,,T) provient de H™*(O,,T), alors a provient de H*™2(U,T).

Démonstration. Comme Hd+2(V,7~’ ® Q) est nul d’aprés le lemme 3.1, on a une
surjection HHY(V, T @ Q/Z) — H¥2(V,T). On en déduit que H*2(V,T) est de
torsion. Soit donc n tel que « est de n-torsion et choisissons «,, € HL(V, T®
7./n7Z) relevant . Pour v € U\V, soit o, , 'image de a,, dans H4Y (K, T®Z/nZ).
Par hypothése, pour chaque v € U\ V, 'image de o, , dans H*?(K,, T') provient
de H™2(0,,T). Comme H™2(0,, T ® Q) = H**(K,, T ® Q) = H"(K,,T ®
Q) = 0 d’aprés le lemme 3.1, on dispose d’un diagramme commutatif :

lig HHO,, T @ Z/mZ) —= H*(0,, T)

| |

fig HOL(K,, T & ZmE) = (K, )
On en déduit qu’il existe un multiple m de n tel que, pour chaque v € U\V, 'image
de an,, dans H*(K,, T ® Z/mZ) provient de H*'(O,, T ® Z/mZ). D’aprés le
lemme 2.2 de [HSSz15], cela entraine que I'image de a,, dans HY(V, T ® Z/mZ)
provient de H™Y (U, T ® Z/mZ), d’ot le résultat. O

Lemme 3.20. Le groupe 111472(Z(d)) est nul si, et seulement si, le groupe NI*(G,y,)
l’est ausst.

Démonstration. Pour chaque entier naturel n > 0, la conjecture de Beilinson-
Lichtenbaum fournit un diagramme commutatif a lignes exactes :
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H (K, ) HT(K, Z(d)) = H*2(K,Z(d))

| | |

O I H?}EX(U Hd+1(K’U’ M%d) E—— HUEX(U Hd+2(K’U7 Z(d)) $ HueX(l) Hd+2(KUﬂ Z(d))

On en déduit que [T (u®4) = | T1972(Z(d)). Comme I11972(Z(d)) est de torsion
d’aprés la remarque 3.8, on obtient avec le théoréme 2.4 :

I (Z(d)) 2 lim T (5%) 2 limg T ().

Y

Or, par un argument tout a fait analogue a celui qui précéde, on a I1%(pu,) =
11%(G,,). Par conséquent, :

II*2(Z(d)) 2 (lim , 11%(G,)”.

On en déduit que la partie divisible de II1%T2(Z(d)) est nulle si, et seulement si, la
partie divisible de II1?(G,,) est nulle (en fait, les parties divisibles de IIT%%(Z(d))
et I11*(G,,) sont non canoniquement isomorphes). Or :

e d’aprés le théoréme 3.10 avec a = 1, le dual de II192(Z(d)) est I*(Z(1)) =
I!(G,,). Ce dernier groupe est trivial par Hilbert 90. Donc II4"(Z(d)) est
divisible.

e d’aprés le théoréme 3.10 avec a = d, le dual de I11%(G,,) est 119" (Z(d)). Ce
dernier groupe est trivial par la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum. Donc
1%(G,,) est divisible.

D’ou le lemme. []

Remarque 3.21. Plus généralement, si a # 1, on prouve que [I1+3~¢(Z(d+1—a))
est nul si, et seulement si, II1*"(Z(a)) 'est.

Théoréme 3.22. (Suite exacte de Poitou-Tate pour les tores)

Rappelons que nous avons supposé (H 8.15), c’est-a-dire que T = T @ Z(1)[1] est
quasi-isomorphe a un tore et T = T Q" Z(d). Soit L une extension finie déployant
T. Supposons que UI%(L,G,,) est nul. On dispose alors d’'une suile exacte a 7
termes :

[I7é+3 (T)D

|

HY(K,T)) —P"T), — H*?(K,T)P

|

HY(K,T)

Hd'H(K, T)D -~ P! (T)

Remarque 3.23. (i) La nullité du groupe I11*(G,,) est étudiée dans la section 1
du chapitre 2. Elle est en particulier établie dans les trois cas suivants :
e X est la droite projective ou une conique sur k (théoréme 1.2 du chapitre 2);
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e ky est un corps p-adique, X est une courbe de la forme Proj(k[x,y, 2]/ (P(z,y, 2)))
oit P € Oy, [r,y, 2] est un polynéme homogéne, et, en notant P la réduction
de P modulo l'idéal maximal de Oy,, le schéma Proj(ko[z,y, 2]/(P(z,y,2)))
est une courbe lisse et géométriquement intégre (théoréme 1.13 du chapitre
2);

e ko = C((t)), X est la courbe elliptique sur k d’équation y* = z* + Az + B
avec A, B € ko, et la courbe elliptique sur ky d’équation y?> = 2® + Az + B
admet une réduction modulo ¢ de type additif (théoréme 1.13 du chapitre 2).

Toujours dans la section 1 du chapitre 2, on exhibe des exemples ou I11*(G,,) # 0

dés que k n’est pas un corps p-adique (exemples 1.15 et 1.17 du chapitre 2).

Dans le cas ou k est p-adique, on rappelle que Harari et Szamuely ont montré

que I1%(G,,) est toujours nul (démontration de la proposition 3.4 de [HSz16]).

(i) Plagons-nous dans le cas on T = G,, et ou K est tel que II1*(G,,) # 0.

D’aprés le lemme 3.20, le groupe de torsion de type cofini II1%%(Z(d)) est non

nul. De plus, comme on le verra dans la preuve du théoréeme 3.22, la suite

PY(G,)p — HI2(K,Z(d))P — II2(Z(d))P — 0 est exacte. Par conséquent,

le morphisme P°(G,,), — H2(K,Z(d))P n’est pas surjectif. Ainsi, la suite du

théoréme 3.22 est fausse dans ce contexte. Cela met en évidence I'importance

de hypothese II1*(L, G,,) = 0.

(#11) Le groupe III%3(T') est étudié a la fin de la section 1 du chapitre 2. On montre
en particulier qu’il est nul si k£ est un corps p-adique et fini si &k = C((¢))((¢1)).

Démonstration.  Comme I1*(L,G,,) = 0, un argument de restriction-corestriction
montre que II1?(T) est d’exposant fini. Comme ¢’est un groupe de torsion de
type cofini, on en déduit qu’il est fini. La proposition 3.18 permet alors d’établir
I’exactitude de la derniére ligne.

e On dispose de la suite exacte :

0 — MI™(T) — HYXK,T) = PY2(T) ors. (1.21)

Comme I11*(L,G,,) = 0, le lemme 3.20 montre que II19"?(L,Z(d)) = 0. Un
argument de restriction-corestriction permet donc de conclure que III4T2(T) est
d’exposant fini. Ainsi, IIT42(T) = II14+2(T), et le théoréme 3.10 permet alors
d’obtenir que II%2(T)P = IIIY(T). En combinant cela au corollaire 3.17, on
déduit que la suite duale de (1.21) s’écrit :

PY(T), — H™2(K,T)P — 1IY(T) — 0. (1.22)

Pour montrer I'exactitude de cette suite, il suffit d’établir que le morphisme
H2(K,T) — P™2(T)4,,s est strict, c’est-a-dire que son image I est discréte.
Pour ce faire, on fixe U un ouvert de Uy et on remarque grace au lemme 3.19 que
tout élément de TN ([T,ex\p nH (Ko, T) X [Ter n H 2 (O0, T)) S PH2(T) 101
provient de H*2(U, 7') Ce dernier groupe est de torsion de type cofini. Par
conséquent, I N ([T,cx\gnH(Ky, T) X [1yep nH™?(Oy, T)) est de n-torsion
et de type cofini, donc fini. Par définition de la topologie de IP’d“(T)tOTS, I est
discret, et la suite (1.22) est exacte.
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e La proposition 3.18 fournit une suite exacte
HY2(K, T) = PY2(T)10ps — (HY(K,T)\)P — II43(T) — 0. (1.23)
D’apres le corollaire 3.17, la suite duale s’écrit :
0 — MI**3(T)P — HY(K,T), — PY(T), — H*(K, T)P. (1.24)

Pour montrer son exactitude, il suffit de montrer que les morphismes dans
(1.23) sont stricts (lemme 2.4 de [HSSz15]). On a déja vu que le morphisme
HHA2(K,T) = PH2(T),4ps est strict, et le morphisme (HO(K, T),)P — II43(T)
est strict de maniére évidente puisque ITI%*3(T') est discret. Reste donc a mon-
trer que P2(T),0ns — (HO(K,T)A)P est strict. Le groupe localement compact
]Pd“(f)tors est muni d’une topologie qui en fait une réunion dénombrable d’es-
paces compacts, et, le groupe (H°(K,T),)P étant localement compact, I'image
J de PH2(T),5.s — (HO(K,T)\)P est localement compacte car elle est fermée
dans (H°(K,T),)P. Comme le morphisme P*2(T)y,, — J est surjectif, on
déduit du théoréme 5.29 de [HR79| que c¢’est un morphisme strict. Cela impose
immédiatement que Pd+2(T)toTs — (H°(K,T)\)P est strict, et donc la suite
(1.24) est exacte.

]

Théoréme 3.24. (Suite exacte de Poitou-Tate pour le dual d’un tore)

Rappelons que nous avons supposé (H 3.15), c’est-a-dire que T = T @V Z(1)[1] est
quasi-isomorphe & un tore et T = T QL Z(d). Soit L une extension finie déployant
T. Supposons que II1?(L,G,,) est nul. On dispose d’une suite exacte o 8 termes :

P (T HY(K,T)"
(HO(K,T))P ~——PH2(T),, H**(K,T)

HH3 (K, T) PH(T) —— (lim ,T(K*))” —=0.

Démonstration. e L’exactitude des six derniers termes découle de la proposition
3.18.
e Remarquons que la suite de groupes d’exposant fini :

0— MIYT) — H'(K,T) — PY(T).

est exacte. En utilisant la nullité de IIT*(L, G,,), le lemme 3.20 et le théoréme
3.10, on remarque que sa suite duale s’écrit :

PHYT) — HY(K,T)P? — HI*(T) — 0.

Pour vérifier son exactitude, il suffit de montrer que le morphisme H'(K,T) —
PY(T) est strict, c’est-a-dire que son image est discréte. Pour ce faire, on fixe U
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un ouvert de Uy et on remarque grace au lemme de Harder (corollaire A.8 de
|GP08|) que tout élément de IN(T[,cx\p H' (Ko, T) X [,cy H'(Oy, T)) € PY(T)
provient de H(U, T). Comme P*(T") est d’exposant fini n et H'(U,T)/n est fini,
on déduit que I N (T[,ex\g H' (Ko, T) X [[,er H'(O,, T)) est fini. Cela entraine

que I est discret et donc que la suite P(T) — HY(K,T)P? — II“*(T) — 0
est exacte.
0

Remarque 3.25. En combinant les deux théorémes précédents, on retrouve, dans
le cas ot k est p-adique, la suite 4 9 termes du théoréme 2.9 de [HSSz15| a condition
d’utiliser la remarque 3.23.

Remarque 3.26. Supposons k; est de caractéristique p > 0. Dans ce cas :
e le théoréme 3.3 et la remarque 3.4 restent valables pour [ # p.
e l'assertion (i) de la proposition 3.5 donne un accouplement parfait de groupes
finis :
H (Ko, Thnon—p X H? (K, T)non—p = Q/Z,
’assertion (ii) reste valable pour n non divisible par p, et assertion (iii) donne

un accouplement parfait :

lim H*(K,, T)/n x H3~ Ky, T)yon—p — Q/Z.

e concernant la proposition 3.6, le groupe I1%(T') est d’exposant fini et les groupes
H™(U, Tt)non—ps H" (U, Tt)non—ps H379U, T )non—p €t H(U, T )pon—p sont de
torsion de type cofini.

e la proposition 3.7 reste vraie pour [ # p.

e concernant la proposition 3.9, on a une suite exacte :

@ Hd+1_a(Kva ﬁ)non—p — Hg+2_a(U7 ﬁ)non—p — Dd+2_a(U7 ﬁ)HOU_p — 0.

veXx )

e le théoréme 3.10 fournit un accouplement parfait de groupes finis :

HI(T ) non—p X md+3_a(T>non—p — Q/Z.

4 (GROUPES DE TYPE MULTIPLICATIF

Soit a € {0,1,...,d + 1} fixé. Soient T} et T, deux Gal(K*/K)-modules qui,
comme groupes abéliens, sont libres de type fini. Notons T1 = Hom(Tl,Z) et
Ty = Hom(T, Z). Posons aussi Tj = Ty @ Z(a)[1 | et Ty = T, ®@" Z(a)[1]. Comme
dans les sections précédentes, introduisons T} = T1 QLZ(d+1—a), Ty = Ty Q"
Z(d+1—a), Ty, = T) @" Q/Z(d+1—a) et Ty, = To @“ Q/Z(d+ 1 — a), ainsi que
T = Ty @ Q/Z(a)[1] et Too = T @* Q/Z(a)[1]

Considérons maintenant un morphisme p : T2 — T1 Un tel morphisme induit
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des morphismes p : 17 — 15, p : T, — TZ, p Tg — Tl, Pt - Tgt — Tu et
pr » Ty — Ty Soit G = [T7 — Ty] le cone de p, de sorte que I'on a un triangle
distingué T} — Ty — G — Ti[1]. Soit G = [TQ — Tl] le cone du morphisme g, de
sorte que 'on a alors un triangle distingué 75 — T — G — TQ[ ]. On notera aussi
Gy = [T, — Ty le cone de p; et G, = [Tgt — Tu] le cone de py, et on remarquera
que 'on a des triangles distingués :

G-GRQ—=G, —»G[l] et G—-GoQ— G — G[1].

Donnons-nous maintenant ’f] et ’f'g des faisceaux définis sur un ouvert Uy de X,
localement isomorphes a des faisceaux constants libres de type fini et etendant
respectivement T, et TQ, ainsi qu'un morphisme 7, — 7; étendant p. Notons
7. = Hom(71,Z) et T; = Hom(Tg, Z), ainsi que T} = T1 @~ Z(a)[1] et T =

Tz @ Z(a)[1], et introduisons T; = T; @Y Z(d+ 1 —a), Ty = T @V Z Z(d+1 - a),
Ti = i@ Q/Z(d+1—a) et 75 E@LQ/Z(d—i—l a). Le morphisme 73 — 7; induit
des morphismes 7, — 7Tz, Ti = Ta, Ts = T1 et Ta; — T1y. Soient G = [T1 — T2 et
G = [T — T, de sorte que Pon a des triangles distingués 77 — 75 — G =Tl }
et T = 71 = G — T5[1]. On notera aussi G; = [Ty, — Ta] et Gy = [Ta; — Ti4l, €

on remarquera que l'on a des triangles distingués :
G-GQ—=G —G[l] e G6-G60Q—G —G[l].

Remarque 4.1. Soit ® un groupe de type multiplicatif sur K. Il existe deux tores
T, et Ty s’insérant dans une suite exacte 1 — ® — 177 — T, — 0. On en déduit
que ® est quasi-isomorphe au complexe [T} — Ts|[—1].

Remarque 4.2. Lorsque a = d = 1, on remarque que G[1] est le complexe [T} —
T]], ou T et T, désignent les tores duaux de T} et T respectivement.

Dans la suite, nous cherchons a établir un théoréme de dualité type Poitou-Tate
pour GG. Comme dans la section 3, le dual de GG qui apparaitra dans le théoréme sera
le complexe G. Cependant, pour le prouver, il sera utile de faire appel au complexe
G, qui peut étre approché par des modules finis auxquels on peut appliquer les

théorémes de la section qui leur était consacrée.

Lemme 4.3. (Définition de l’accouplement)
On dispose d’accouplements naturels :

GY"G = Zd+1)2] e GYG—Z(d+1)72
qui, dans le cas ot Ty = 0, coincident avec les accouplements :
Ty Q¥ Ty — Z(d+ D[] et T @% T — Z(d+ 1)[1],

définis au début de la section 3.
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Démonstration. Nous allons construire le premier accouplement, le deuxiéme étant
tout a fait analogue.

Remarquons que [T} — T3] @Y [Ty — T}] s’identifie au complexe :
o (—Id2p)®(pRId) v A =Y (R - R
T ® TQ(M)(Tl @ T1) @ (To ® Ty) . Ty ® 7).

On vérifie aisément que le diagramme suivant commute :
7@ Th L Tt
s |
T, 2Ty 7
ce qui permet de définir un morphisme [T} — T3] @Y [Ty — T3] — Z[1]. On a donc
des morphismes :

G "G = ([T) —» Th) @ Z(a)[1]) @ ([Ty — T1] @“ Z(d + 1 — a))
— Z[1] @“ Z(a)[1] @ Z(d + 1 — a) — Z(d + 1)[2].

On en déduit en particulier des accouplements :

H™(U,G) x HI?*7(U,G) — Q/Z,
H'(K,,G) x H*"'"(K,,G) = Q/Z,

pour chaque ouvert non vide U de Uj,.

Proposition 4.4. (Artin-Verdier dans le cadre fini)
Pour r € Z, on a un accouplement parfait de groupes finis :

H"(U,G @Y 2/nZ) x H*'="(U,G @ 2/nZ) — Q/Z.

Démonstration. En remarquant que Z/nZ @ Z/nZ s’identifie au complexe [Z —
Z ® Z — 7] ou la premiére fléche est donnée par x +— (nz, —nz) et la deuxiéme
par (x,y) — n(z +y), on peut définir un accouplement Z/nZ @ Z/nZ — Z[1] en
envoyant (x,y) € Z ® Z sur x + y € Z. Cela permet de définir un accouplement :

(G @ Z/nZ) &% (G @V Z/nZ) — Z(d + 1)[3],
d’ot un accouplement
H"(U,G ® Z/nZ) x H*""(U,G ® Z/nZ) — Q/Z.

En exploitant les triangles distingués 7, @ Z/nZ — T, @“Z/nZ — GR“ZL/nZ —
T @Y Z/nZ[1] et To @V Z/nZ — T, @ Z/nZ — G Q% Z/nZ — T, @ Z/nZ[1]
et en faisant appel a la proposition 2.1, on dispose d’'un diagramme commutatif a
lignes exactes de groupes finis :

H"(U, T, @ Z/nZ) H™(U, T, @ Z/nZ)

- - |

H"(U,G ® Z/nZ) — ...

HIF?="(U, Ty @ Z/nZ)P —— HIH*7(U, T2 @ Z/nZ)P —— HIH'"(U,G @ Z/nZ)P —— ...
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o —— H™ YU, T; @Y Z/nZ) H™ (U, T; @ Z/nZ)

|- |-

oo —— HIP(U, T @V Z/nZ)P —— H1 (U, Ty @V Z/nZ)P.
On en déduit que la fleche verticale centrale est un isomorphisme. O]

Théoréme 4.5. (Artin-Verdier pour les groupes de type multiplicatif)
Soit r € 7. Pour chaque nombre premier [, on a un accouplement parfait de groupes

finis :
H™(U,G{1}" x HI* (U, )1} — Q/Z.

Démonstration. Pour chaque entier naturel n, on dispose des triangles distingués :
G—G—GaYZ/ITZ — G[1],
G—G—Gevz/" — Gl
On en déduit des suites exactes de groupes finis :
0— H YUG) /" — H UG Z/I"Z) — 1nH"(U,G) — 0,
0 — H"(U,G) /1" — HI*"(U,G @ Z)I"Z) — 1n H (U, G) — 0.

En passant a la limite inductive dans la premiére suite et a la limite projective
dans la deuxiéme, on obtient des suites exactes :

0— H (U, G) ® Q)% — lim H'(U,G @" Z/1"Z) — H"(U,G){l} = 0,

0— HI*7(U,6)Y — lim (U, G @ Z/1"Z) — lim i HIF(U,G) — 0.

En remarquant que H" (U, G) ® Q;/Z; est divisible et que Hm HH3="(U, G) est
sans torsion et en utilisant la proposition 4.4, on obtient alors des isomorphismes :

HT(U, g){l}(l) ~ (@ Hr—l(U’ g ®L Z/an))(l) ~ (hg HgH_Q_T(U, g~ ®L Z/an)D)(l)

> (lim H>~ (U, & Z/I"L){1}° = HE* (U, 6)O1)P.

]

Lemme 4.6. Soit | un nombre premier. Supposons que le morphisme Ty — Ty est
injectif et que KM(L){l} est d’exposant fini pour toute extension finie L de K,.
Alors le groupe H* 7 (K,, G){l} est d’ezposant fini.

Démonstration. Notons Q le conoyau de T) — T, de sorte que 'on a un quasi-
isomorphisme G = Q ®%Z(a)[1]. On peut alors trouver un Gal(K*/K)-module fini
F et un Gal(K*®/K)-module sans torsion de type fini M s’insérant dans une suite
exacte de Gal(K*®/K)-modules 0 — F' — @) — M — 0. On en déduit une suite
exacte :

HYK,, F @“Z(a)) - H* YK, G) = H(K,, M ®" Z(a)).
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Le groupe H*(K,, F @ Z(a)) est bien siir d’exposant fini. De plus, si L est une
extension finie de K, de degré e telle que Gal(K*/L) agit trivialement sur M, on
a, pour un certain entier naturel n, un diagramme commutatif :

HY(K,, M ® Z(a)) =2— H(L, Z(a))"

\ lCor
HY(K,,M ® Z(a))
L’isomorphisme de Suslin-Nesterenko-Totaro s’écrit H(L,Z(a)) = KM(L). Par
conséquent, I'hypothése impose que H*(L,Z(a)){l} est d’exposant fini, et on en
déduit immédiatement que H*(K,, M ® Z(a)){l} et H* '(K,, G){l} le sont aussi.
O]

Proposition 4.7. (i) Supposons que le morphisme Ty — T} est ingectif. Alors les
groupes H* Y (K,,G) et H* Y (K" G) sont d’exposant fini.

(ii) Soit I un nombre premier. Supposons que KM (L){l} est d’ezposant fini pour
toute extension finie L de K,. Alors le groupe HY(K,, G){l} est d’exposant

fini.

Remarque 4.8. L’hypothése sur la K-théorie de Milnor est toujours vérifiée
lorsque a = 0, ainsi que lorsque k; est un corps p-adique et [ # p. En effet, le mor-
phisme H* Y(L,Q/Z(a)){l} — H*(L,Z(a)){l} est surjectif et, si ki est p-adique
et [ # p, le groupe H* (L, Q/Z(a)){l} est fini d’apres la proposition 1.16(i) du
chapitre 3.

Démonstration. (i) A I'aide du triangle distingué :
Ker(Ty — T3)[1] - G — Coker(T7 — T3) — Ker(T7 — T3)[2], (1.25)
on obtient une suite exacte :
H*(K,,Ker(Ty — Ty)) = H* Y(K,,G) — H* Y(K,, Coker(T} — T3)).
Comme nous 'avons déja vu plusieurs fois, le groupe
HY(K,,Ker(Ty — T3)) = H*(K,, Ker(T) — Ty) @ Z(a)[1])

est fini. De plus, le morphisme Ty — T étant injectif, le conoyau de T; — T
est fini. Un argument de restriction-corestriction prouve alors que le groupe
H Y (K,,Coker(Ty — T)) est d’exposant fini. On en déduit que H* (K, G)
est d’exposant fini. On prouve exactement de la méme maniére que H (K" Q)
est d’exposant fini.

(ii) En notant Im(Ty — T3) = Im(T} — T3) ® Z(a), le triangle distingué (1.25) se
réécrit :

1y — Im(Ty — 1Ty)] — G — Im(Ty — T) = Ty] — [T — Im(T7 — T3)][1],
d’ol une suite exacte :

H*YK,, [Ty = Im(Ty = T3)]) = H* YK,,G) — H* (K, [Im(T} = T3) = T3)).
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D’aprés (i), le groupe H* Y (K,,[T1 — Im(T; — Ty)]) est d’exposant fini, et

d’aprés le lemme 4.6, H YK, [Im(Ty, — Ty) — T5]){l} Vest aussi. On en

déduit que H* (K, G){l} est d’exposant fini.

]

Proposition 4.9. (Dualité locale pour les groupes de type multiplicatif)
(i) Le morphisme naturel H*='(K,, G)" — (H*2~%(K,,G))P est injectif.
(i1) Supposons que le morphisme Ty — T} est wngectif. On a alors un accouplement

parfait :

HY(K,,G)" x H"**(K,,G) — Q/Z.

Démonstration. (i) Soit n > 0 un entier. On dispose d'un diagramme commutatif
a lignes exactes :

H* YKy, T\ @ Z/nZ) ——— H* YKy, T2 ® Z/nZ) ———— H* Y K,,G ® Z/nZ) —— ...

H*2=0(Ky, Tt @ Z/nZ)P —— H2=(K,, Ty ® Z/nZ)P —— HIH~%(K,,G® Z/nZ)P —— ...
o ———> H*(Ky, Th Q Z/nZ) ————— > H*(K,, T2  Z/nZ)
o — HIH1=a(K, T @ Z/nZ)P —— HIt1-a(K, Th @ Z/nZ)P.
Le lemme des cing fournit alors une dualité parfaite de groupes finis :
HYK,,G®Z/nZ) x H*(K,,G ® Z/nZ) — Q/Z.

On a alors un diagramme commutatif a lignes exactes :

0——H"YK,,G)/n H" YK, GRZL/nl) —— ...

| !

0— (,H*?**(K,,G))P — HH' (K, G ® Z/nZ)P — ...
HY (K, G)

l

.. — (H™' (K, G) /n)P —0.

Par conséquent, la fleche H* (K, G)/n — (,H*?>%(K,,G))? est injective. Il
suffit alors de passer a la limite projective sur n. 3 . 3 )
(ii) Les triangles distingués Ty — Ty, — G — Ti[l] et Ty, — 17 — G — Ty[]]

fournissent des suites exactes :
H" YK, T\) = H YK, Ty) - H (K, G) —
— HY(K,,Th) — H'(K,,T),
H? (K, Ty) — H"? (K, T\) — H*?(K,,G) —
— HU379(K,, Ty) — H3 (K, T).

(1.26)

(1.27)
Exploitons ces deux suites :
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e Comme H*(K,,T;) et H*(K,,Ty) sont finis et H* '(K,,G) est d’exposant
fini d’aprés la proposition 4.7, la suite (1.26) impose que la suite

H YK, T,)" - H YK, G)" - H(K,,T\) - H*(K,,T))

est exacte. De plus, H* (K, T)" = H*" Y(K,,Ty)" — H* '(K,,G)" est un
complexe.

e Les groupes de la suite (1.27) étant discrets de torsion, on obtient une suite
exacte

Hd+3_a(KU,T1)D—>Hd+3_a(Kv,T2)D—)Hd+2_a(Kv,é)D
N Hd+2fa(KU7T1)D N Hd+27a<K’U,j;2)D.

On obtient alors un diagramme commutatif :

H" YK, T))" H YK, Ty)" H"YK,,G)" —— ...

- - |

Hd+3_a(Kv, f1>D Hd+3_a(KU, T2>D Hd+2_a<Kv, G)D
H*(K,,T)) HY(K,,T5)

- -

R Hd+2_“(Kv, Tl)D - Hd+2_a(Kv, T2)D

ol la premiére ligne est un complexe dont les quatre derniers termes forment
une suite exacte, la deuxiéme ligne est exacte, et les isomorphismes proviennent
de la proposition 3.5. On en déduit que le morphisme vertical central est un
isomorphisme. On en déduit que "accouplement :

HYK,,G)" x H**(K,,G) - Q/Z

est parfait.

On définit :

Dd+3_a(U, g~) _ Im(HéH'?’_a(U, g~) N Hd+3_“(K, é)),

Dd+2—a(U’ g~t> = Im(Hg+2_a(U7 g~t) — Hd+2_a(K7 ét))7

DH2-(U, G @ Z/nZ) = Im(H*>~(U,G @ Z/nZ) — H*>~%(K,G @ Z/n7Z)).
D*(U,G) =Im(HY(U,G) — H*(K, GQ)),

DY U,G) = Im(H YU, G,) — H YK, Gy)),

D YU,G®Z/nZ) =Im(HYU,G @ Z/nZ) — H* 1 (K,G ® Z/nZ)).

Lemme 4.10. (i) Le groupe HH3=4(U,G) est de torsion de type cofini.
(ii) Le groupe H427%(K,, G) est de torsion de type cofini pour v € XM,
(iii) Le groupe H™2=%(K" Q) est de torsion de type cofini pour v e X,

Si Ty — Ty est wnjectif, alors :
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(iv) Le groupe H*(U,G) est de torsion de type cofini.
(v) Le groupe H* Y (K,,G) est de torsion de type cofini pour v € XU,
(vi) Le groupe H Y (K" G) est de torsion de type cofini pour v e X,

Démonstration. (i) La proposition 3.6 montre que H43~%(U, T;) et H44=%(U, T3)
sont de torsion de type cofini. La suite exacte H*3~%(U, T;) — H39(U,G) —
H4=(U, T;) permet alors de conclure.

(ii) Les groupes H*2 (K, Ti ® Q(d+ 1 —a)) et H*3 (K, T, @ Q(d + 1 — a))
sont nuls. Par conséquent, les suites exactes :

H™' (K, Tyy) — HY (K, T)) = H** (K, Ty  Q(d + 1 — a)),

H"? (K, Ty,) — H* (K, Ty) — H" (K, T, @ Q(d + 1 — a))

fournissent des morphismes surjectifs H'=¢(K, Ty,) — H™? (K, T}) et

H2=0(K, Ty,) — H¥3~%(K,, T). On en déduit que les groupes H*2~(K,,, T})

et H3-9(K,,Ty) sont de torsion de type cofini. La suite exacte
Hd+2fa(KU7 Tl) N Hd+27a(Kv, é) N Hd+3fa(Kv7 T2>

permet alors de conclure.

(iii) La preuve est identique a celle de (ii).

(iv) Le triangle distingué Ker(7; — 73)[1] = G — Coker(T; — T2) — Ker(T; —
7>)[2] fournit une suite exacte :

Ha+l(U, Ker(ﬂ N 7~2)) N Ha(U, g) N }]‘I(U7 Coker(ﬂ —>75))

Comme 75 — ﬂ est injectif, le conoyau de T — T est fini, et donc le groupe
H(U, Coker(T; — 7T3)) est d’exposant fini. De plus, comme H*™ (U, Q/Z(a)) —
H"2(U, Z(a)) est surjectif, un argument de restriction-corestriction montre que
H™ (U, Ker(T; — Tz)) est de torsion. Par conséquent, H*(U,G) est de torsion.
Reste & montrer qu’il est de type cofini. Mais cela découle immédiatement de la
suite exacte :

0— H'(U,G)/n— H"(U,G @ Z/nL) = ,H*(U,G) — 0.

(v) Nous avons déja montré dans la proposition 4.7 que H*~ (K, G) est de torsion.
Le méme argument qu’en (iv) montre qu’il est de type cofini.

(vi) La preuve est identique a celle de (v).
[l

Corollaire 4.11. (i) Les groupes H*3=%(U,G) et D*3-%(U,G) sont de torsion
de type cofini.

(ii) Si Ty — Ty est injectif, les groupes H*(U,G) et D*(U,G) sont de torsion de
type cofini.

Démonstration. (i) La suite exacte D, x\y H2-o(Kh G — HF9(U,G) —
H+3=a(U, G) prouve que HIt3=(U, G) est de torsion de type cofini. On en déduit
que D43-%(U, G) est aussi de torsion de type cofini.
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(ii) La preuve est identique a celle de (i).

Lemme 4.12. Soit L = K, K,, ou K" pour un certain v € X1,

(i) Le morphisme H*2>~%(L,Gy) — H*3%(L,G) est un isomorphisme. En parti-
culier, III%2-9(G,) = MI13-4(3).

(i1) Supposons que Ty — Ty est injectif. Le morphisme HYL,G;) - HY(L,G)
est un isomorphisme. En particulier, II*~Y(Gy) = I%(G).

Démonstration. (i) On a des suites exactes :

Hd+2_a(L, é ® @) N Hd+2_a(L, ét) N ]{d—i-?)—a(L7 é) N Hd+3_a(L, é ® Q)’
H (LT © Q) — H (LG ®Q) » H (L, T, Q),
H®* (L, Ty ® Q) = H* (L, G @ Q) —» H*(L, Ty ® Q).

Or les groupes HA2 (L Ty @ Q), HH3 (L, Ty @ Q), H*3* (L, T, ® Q) et
H¥=e(L T,®Q) sont nuls d’aprés le lemme 3.1. On en déduit que le morphisme

Hd+2_a(L, ét) — Hd+3_a(L, év)

est un isomorphisme.

(ii) Il suffit de vérifier que H* (L, GRQ) et H*(L, G®Q) sont nuls. La nullité de
HY(L,G®Q) est ¢vidente (puisque H*(L, T, ® Q) et H* (L, T} ® Q) sont nuls
d’aprés le lemme 3.1). Pour montrer la nullité de H*~'(L, G ® Q), on considére
la suite exacte :

H*(L,Ker(T1®@Q — Th®Q)) — H* (L, GeQ) — H* (L, Coker(T10Q — Tr2Q)).

Le groupe H*(L,Ker(Ty ® Q — T, ® Q)) est nul d’aprés le lemme 3.1, et le
groupe H“’lgL, Co}<er(T1 ®Q — To ® Q)) est nul car 75 — T; est injectif (et
donc Coker(Ty — Tb) est fini). Cela entraine la nullité de H* (L, G ® Q).

]

Proposition 4.13. (i) Soit I un nombre premier. Il existe un ouvert Uy de Uy tel
que, pour tout ouvert non vide U de Uy, on a

Dd+37a(U7 G){l} _ /Dd+3fa<U1’ é){l} — IHdJrSfa(K, é){l};
DU, G){1} = DUy, G {1} = LH22(K., Gu) {1},

(i1) Supposons que Ty — Ty est ingectif. Soit | un nombre premier. Il existe un
ouvert Uy de Uy tel que, pour tout ouvert non vide U de Us, on a

Da(U7 g){l} = Da(U27 g){l} - ma(Kﬂ G){l}v
DU, G){I} = DUy, G){1} = T (K, Gy){1}.

76



CH. 1. - THEOREMES DE DUALITE POUR LES CORPS DE FONCTIONS SUR DES CORPS LOCAUX SUPERIEURS

Démonstration. (i) Comme D2~¢(Uy, G,) et DH3¢(Uy, G) sont de torsion de
type cofini d’aprés le corollaire 4.11, la preuve est tout & fait analogue a celle de
la proposition 3.7, a condition de montrer que les restrictions H*>~%(K" G,) —
H#2~(K, Gy) et H3=¢(Kh @) — H*3 (K, G) sont des isomorphismes.
On se contentera donc d’établir ce dernier résultat.

Pour ce faire, on remarque que, pour v € X, on a un diagramme commutatif :

Hd+37a<K1i}z’ é) . ]_Id+37a([('v7 é)

| T

HH?0(Kh Gy) —= HH? (K, Gy)
D’aprés le lemme 4.12, les fléches verticales sont des isomorphismes. De plus, la
fleche H¥2~(K" G,) — H*?~%(K,, G,) est aussi un isomorphisme puisqu’elle
s’'insére dans le diagramme commutatif & lignes exactes :

H2=0 (K Ty,) —— HH2=0(KP T,) ——= HH20(Kh G,) —— .

Hd+2—a(KU’ TQt) - Hd+2_a(Kv7 Tlt) - Hd+2_a(Kva ét) — ...
= HO30 (K] Ty,) —— HO30 (K] Ty

| J

. (K Ty, —— H3 (K, Ty,).

1%
IR

La restriction H*3 (K" G) — H¥3 %(K,,G) est donc un isomorphisme.
(ii) La preuve est tout a fait analogue.

Lemme 4.14. On a des suites exactes :

P B UK, GRZ/nZ) —» HY (UG ® Z/nZ) — DT (U,G @ Z/nZ) — 0,
veX @)
P B K, GeZ/nL) —» HT(U,G®Z/nZ) — D*"N(U,G & Z/nZ) — 0.

veXx @)

Démonstration. On montre uniquement la premiére suite exacte, la deuxiéme étant
tout a fait analogue. Pour ce faire, on remarque qu’en procédant exactement de
la méme maniére que pour les modules finis (voir proposition 4.2 et théoréme
4.4 de [HSz16]), il suffit de montrer que le morphisme H*?~*(O" G ® Z./n7) —
H4+2=o(K" G @ Z/n7Z) est injectif. Or on dispose d’un diagramme commutatif a
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lignes exactes :

Hd+2—a(01i]z’ 7~'2 ® Z/HZ) . Hd+2—a<0£l’ ‘7~1 ® Z/nZ) _ ..

Hd+2_a(K1’}, TQ ® Z/nZ) - Hd+2—a(K£L7 Tl R Z/HZ) —_ ..

. —— H**279(O" G © Z/n7) — H*3~(O" T @ 7/nZ)

|

. H*2(KM G @ Z/nZ) — H*3 (K" Ty @ 7/nZ),

et les deux fléches verticales de gauche admettent des sections qui font commuter
le diagramme :

Hd+2_a(01};l7 73 & Z/HZ) - Hd+2—a(01}}17 7~’1 ® Z/TLZ)

| T

H2=o(KM Ty @ Z/nZ) — H2~4(K! Ty @ Z/nZ).
Une chasse au diagramme permet alors de conclure que H4+2~¢(O" G ® Z/nZ) —
H¥?=¢(KM G @ 7Z/nZ) est injectif, ce qui achéve la preuve. ]
Lemme 4.15. On a des suites exactes :

P B UK, G — HEPT(U,G) — DU, G — 0,
veX (1)
P H (K., G) = H(U,G) — DU, G,) — 0.
vex @)

Démonstration. On montre uniquement la premiére suite exacte, la deuxiéme étant
tout a fait analogue. On a un diagramme commutatif a lignes exactes :

lig HMH1=9(K, Ty ® Z/nZ) — lig H=% (K, T ® Z/nZ) —> lim HOT =% (K, GQZL/nL) — ...

HIt1=o (K, Th)) ———— > HIH-a(K, Ty,) ——— > HI1=(K, G) ————> ...

o > lim  HH2=(Ky, Ty @ Z/nZ) —— lim  HH42~(Ky, T1 © Z/nZ)

o ——————— HAF270(K, T H2-0(K, Ty,).

1%

Le lemme des cinq permet alors d’établir que lim H*'-(K, G ® Z/nZ)
H**'=%(K,, G,). De la méme maniére, on prouve que lim | HH?= (U, GRL/nL) =
H+2=9(U,G,) et que limy HH2 (K G @ Z/nZ) = H¥? (K G,). Cela montre
que lim DU, G ® Z/nZ) = D*2~%(U,G,). En passant a la limite inductive
dans les suites exactes :

P v (K, GRZ/nZ) — HIP? (U, GRZ/nL) — D**~*(U,GRZ/nZ) — 0

veXx )
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on obtient la suite exacte voulue. O

Proposition 4.16. (i) Soit | un nombre premier. Soit U un ouvert de Uy. On a
une suite exacte :

P (K, GH{I} — HEP(U,§){I} — DU, G){1} — 0.

veX @)

(i1) Supposons T, = T) wngectif. Soit | un nombre premier. Soit U un ouvert de
Uy. On a une suite exacte :

P H (K, G){i} — H(U.G){I} — D*(U,G){I} — 0.

vexX @)

Démonstration. (i) On dispose d'un diagramme commutatif o, d’aprés le lemme
4.15, la premiére ligne est exacte :

D exoy HH(Ky, G){l} — HE29(U, G){1} ——=D29(U, G){1} —0

| | l

Bexy HH20(K,, G){1} —— HE+3-(U, G){l} ——DH3-9(U, G){I} —0
Il suffit donc de montrer que les morphismes verticaux sont des isomorphismes.
e On dispose de la suite exacte :

HdJrlfa(Kv’ é@@) - Hd+1fa<Kv7 ét) N Hd+27a(Kv’ é) N Hd+2fa(KU’ é@@)

Comme H2 (K, T) Q) = H**3 (K, Th®Q) = 0, on a H42 (K, G®
Q) = 0. Par conséquent, comme H*'=%(K,, G ® Q) est divisible, on obtient
un isomorphisme He+1-a(K, G,) = H¥+2-a(K,, G).

e On dispose de la suite exacte :

HS> (UG © Q) — HI(U,G,) — HY(U,G) - HY (U, Q).

Comme H3~4(U,T; ® Q) = H*H(U, T, ® Q) = 0 (d’aprés le lemme 3.1),
on a :

H*™ (U, ®Q) = 0.

De plus, Hf”‘“(Kv,é ® Q) = 0 pour tout v € X, Donc le groupe
HI3~(U,G @ Q) est nul. Par conséquent, comme H™? (U, G ® Q) est
divisible, on obtient un isomorphisme Hd+2=a(U, G,) = Hd+3-a(U,G).

e D’aprés le lemme 4.12, on a un isomorphisme ITI%2-%(G,) = II%3-%(G), d’ou
un isomorphisme DaH+2-a(U, G,){l} = De+3-a(U, G){I} d’aprés la proposition
4.13 puisque U C Uj.

(ii) En procédant exactement de la méme maniére, il s’agit de montrer que 'on

a des isomorphismes H*%(K,,G;) = H*Y(K,,G), HY(U,G;) = H&(U,G) et

DY U, G ){l} = D(U,G){l}. On les établit de la méme maniére que dans (i)
en remarquant que, comme les groupes H* (K, G) et H2(U, G) sont de torsion
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et les groupes H* 1(K,,G® Q) et H*(U,G ® Q) sont uniquement divisibles, les
morphismes H* Y K,,,G) - H* Y (K,,G®Q) et H(U,G) — H*(U,G®Q) sont
nuls.

O

Théoréme 4.17. (Dualité de Poitou-Tate pour les groupes de type mul-
tiplicatif )
On rappelle que a € {0,1,...,d + 1}.
(1) Soit I un nombre premier. On fait l'une des deux hypothéses suivantes :

(H4.17.1) le morphisme Ty — T est injectif,

(H 4.17.2) le groupe KM (L){l} est d’exposant fini pour tout corps (d+1)-local

L dont le corps résiduel est une extension finie de k.

On a alors un accouplement parfait de groupes finis :

Ie—1(G){I} x HI++3-2(G){l} — Q/Z.

(i1) Sous Uhypothése (H 4.17.1), on a un accouplement parfait de groupes finis :
(G x 274G — Q/Z.
Démonstration. (i) Pour U un ouvert de Uy, posons D% (U, G) = Ker(H* (U, G) —

[Toexo HY(K,,Q)). D’aprés la proposition 4.16, on dispose d'un diagramme
commutatif a lignes exactes (cf [CTH15|, proposition 4.3) :

Dy (U, G){1} He=H (U, G){1} [Toexo H* Ky, G){1}

l | l

0 — (DH3-9(U,G){1})P — (HI (U, {1} — (B ,ex ) HIH?9(K,, G){1})P
La proposition 4.5 impose que le morphisme vertical central est surjectif et
que son noyau est divisible. De plus, comme 1'une des hypothéses (H 4.17.1)
et (H 4.17.2) est satisfaite, la proposition 4.7 impose que H* '(K,, G){l} est
d’exposant fini pour tout v € X™®. On en déduit que le morphisme naturel
H"YK,, G){l} - H*'(K,,G)" est injectif. La proposition 4.9 montre alors
que le morphisme ], .oy H* 1Ky, G){I} = (B, cxy HH?*2(K,, GY{1})P est
injectif. Par conséquent le morphisme

DG UG} — (DH3-e(U,G){1})”

est surjectif et son noyau est divisible. En passant a la limite inductive sur U et
en utilisant la proposition 4.13, on obtient un isomorphisme :

0

I (G) {1} /Dy = () (1],

ot D est contenu dans le sous-groupe divisible maximal de III*7'(G){l}. Or

—D
[T4+3=e(G){l} est fini. Par conséquent D, est le sous-groupe divisible maximal
de II1*71(G){l} et on a un isomorphisme :

M 1(G){1} = (G) {1} -
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(ii) La méthode est similaire. Pour U un ouvert de Us, posons DRy, G) =
Ker(H™?~*(U,G) — [l exa H?%(K,, G)). D’aprés la proposition 4.16, on
dispose d'un diagramme commutatif a lignes exactes :

0 — DG (U, G){1} — H>7(U,G){1} —— [T exc) H7(K,, G){1}

| | |

0 —— (DU, GH{1})P —— (H(U, G{1})P —— (Bpex) H (Ko, G){I1H)P
La proposition 4.5 impose que le morphisme vertical central est surjectif et que
son noyau est divisible. De plus, ’hypothése (H 4.17.1) impose que le morphisme
vertical de droite est un isomorphisme d’aprés les propositions 4.7 et 4.9. Par
conséquent le morphisme D2-9(U, G){I} — (D(U, G){I})” est surjectif et son
noyau est divisible. En passant a la limite inductive sur U et en utilisant la
proposition 4.13, on obtient un isomorphisme :

I*2-(G) {1} /Dy 2= T (GY {1},

ou D; est contenu dans le sous-groupe divisible maximal de ITI42~¢(G){i}. Or

LH“(G){Z}D est fini. Donc D est le sous-groupe divisible maximal de ITI%+2-%(G) {1}
et on a un isomorphisme :

IIT+2-0(G) {1} = T (G){1} -

Comme Ty — T} est injectif, si Pon note Q son conoyau, G est quasi-isomorphe
a Q ®7Z(d+1— a). Par conséquent, la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum
(avec un argument de restriction-corestriction) permet d’établir que le groupe
Hld”*“(é) est d’exposant fini, ce qui achéve la preuve.

]

Corollaire 4.18. On rappelle que a € {0,1,...,d + 1}.
(i) Soit I un nombre premier. On fait 'une des deuz hypothéses suivantes :

(H 4.18.1) le morphisme Ty — Ty est injectif,

(H 4.18.2) le groupe K)1,_ (L){l} est d’exposant fini pour tout corps (d+1)-
local L dont le corps résiduel est une extension finie de k.

On a alors un accouplement parfait :

e (G){l} > WH1=2(G){1} — Q/Z.

(i1) Sous Uhypothése (H 4.18.1), on a un accouplement parfait :

I1°(G) x I4+2-9(G) — Q/Z.

Démonstration. Notons H = [Ty — T1][1] et H = [T} — Ty][—1]. En appliquant le
théoréme précédent & H au lieu de GG, on obtient :
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e sous (H 4.18.1) ou (H 4.18.2), un accouplement parfait :
< (H){1} x W+ (H){l} - Q/Z,
e sous (H 4.18.1), un accouplement parfait :
Id+1-a(H) x " (H) - Q/Z,
d’ou le résultat. O

Remarque 4.19. (i) Comme indiqué dans la remarque 4.8, ’hypothése (H 4.17.2)
est toujours vérifiée pour a = 0, ainsi que lorsque k; est p-adique et [ # p. Je ne
sais pas si elle est vérifiée dans d’autres cas.

(ii) Soit ® un groupe de type multiplicatif. Soient T3 et Ty deux tores s’insérant
dans une suite exacte 0 — ® — T} — Ty — 0, de sorte que ¢ s’identifie & G[—1].
On remarque alors que III'(®) est de torsion d’exposant fini et que II3(®) est
de torsion. On obtient donc des accouplements parfaits :

IIY(®) x II4+2(G) — Q/Z et MI2(®) x HI(G) — Q/Z,

et si 'hypotheése (H 4.17.2) est vérifiée pour a = d et un certain premier [, on a
aussi un accouplement parfait :

LB (@){1} x I4(G){I} — Q/Z.

(iii) Supposons que @ = 1 et que le morphisme 77 — Tj est injectif. On dispose
alors de trois accouplements parfaits :

0(G)gors x II442(G) — Q/Z,  TIY(G) x I*H(G) — Q/Z,
12(G) x HI4(G)iors — Q/Z.
(iv) Si Ty = 0, on retrouve la dualité parfaite ITII%(T}) x II4+3-a(T}) — Q/Z.
(v) Silhypothése (H 4.17.2) est vérifiée pour un certain premier [ et 77 = 0, on
obtient une dualité :

=1 (Ty) {1} x HI+4-a(Ty){l} — Q/Z.

Lorsque k; est p-adique et a = 1, cela prouve en particulier que le groupe
I11443(T}) est divisible. Toujours sous Phypothése (H 4.17.2), en prenant Ty =
Z(a)[1] et a l'aide de la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum et de 1’isomor-
phisme de Nesterenko-Suslin-Totaro, on obtient une dualité parfaite :

Ker [ KM(K) — [ KM(K,) | {} x T#-a(Z(d+ 1 - a)){I} — Q/Z.

veXx @)
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i) Les points (iv) et (v) permettent de comprendre mieux les groupes de Tate-

(vi

Shafarevich de Z(d) lorsque k; est p-adique :

e le groupe 1% (Z(d)) est nul d’aprés la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum.
e les groupes I1%%(Z(d)) et II19+3(Z(d)) sont divisibles d’aprés (iv) et (v).

e le groupe II1"(Z(d)) pour r > d + 4 est nul par dimension cohomologique.

(vii) Dans le paragraphe 3.2 du chapitre 2, le théoréme et le corollaire précédents

sont appliqués a I'étude du principe local-global pour les espaces principaux
homogenes sous un K-groupe algébrique linéaire connexe lorsque k£ = C((t)).

Remarque 4.20. Supposons que k; est de caractéristique p > 0. Dans ce cas :

le lemme 4.3 reste vrai.

la proposition 4.4 reste valable pour n non divisible par p et le théoréme 4.5
reste vrai pour [ # p.

dans la proposition 4.7, 'assertion (i) reste vraie; dans (ii) et (iii), il faut sup-
poser [ # p.

lorsque Ty — Ty est injectif, la proposition 4.9 fournit un accouplement parfait :

@Hu_l(va G)/nx H"* (K, é)non—p — Q/Z;
pin

elle donne une injection Jim HY(K,,G)/n — (H**~%(K,,G)non_p)” dans
le cas général.

concernant la proposition 4.10 et le corollaire 4.11, les groupes He+3-9(U, Q)non_p,
H‘HQ—“(KU, é)non—p, Hd+2_a(KZ}, é)non—p, H§+3—“(U, g)non—p ot DCH'B_“(U, g)nonip
sont de torsion de type cofini, et si Ty — T} est injectif, les groupes H(U, G)non—ps
H* YKy, Gnon—pr» H K", non—p, H (U, G)non—p €t D*(U,G)non—p sont de
torsion de type cofini.

le lemme 4.12 reste vrai, de méme que la proposition 4.13 si [ # p et le lemme
4.14 si n n’est pas divisible par p.

concernant le lemme 4.15, on a une suite exacte :

@ Hd+1_a(Ku; ét)non—p — Hf+2_a(U7 g~t>non—P — Dd+2_a(Uﬂ g~t)non—p — 0.
vex ()

e la proposition 4.16 reste vraie pour [ # p.
e le théoréme 4.17 fournit un accouplement parfait :

ma_l(G)nonfp X III~'d+3_a(CTY)nonfp — Q/Z

et son corollaire fournit un accouplement parfait :

I]’-Ia+1(G()non—p X HId+17a(G)n0n—p — Q/Z
le théoréme 4.17 fournit un accouplement parfait :
(G )non—p X 274G pon—p — Q/Z

et son corollaire fournit un accouplement parfait :

(G non—p x HI4H2=9(G) pon—p — Q/Z.
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Principe local-global pour les
corps de fonctions sur des corps
locaux supérieurs

0 INTRODUCTION

Dans ce deuxiéme chapitre de la thése, nous allons donner des applications au
principe local-global et a I’approximation faible des résultats obtenus dans le cha-
pitre précédent. Nous étudions notamment le principe local-global pour les algébres
simples centrales, 'approximation faible pour les tores et le principe local-global
pour les torseurs sous des groupes linéaires connexes sur le corps des fonctions
d’une courbe sur un corps local supérieur.

0.1 Notations supplémentaires

Nous gardons les notations du chapitre 1 :

Faisceaux. Pour F' un faisceau sur un schéma X, on note Hom(F,—) (ou
Hom(F, —) s’ il n’y a pas d’ambiguité) le foncteur qui a un faisceau G sur X associe
le faisceau étale U — Homy (F|y, G|v). De méme, pour n > 0 et pour F un faisceau
de Z/nZ-modules sur un schéma X, on note Homy 7,7 (F, —) (ou Homy 7 (F, —)
s'il n’y a pas d’ambiguité) le foncteur qui a un faisceau de Z/nZ-modules G sur
X associe le faisceau étale U — Homy z/nz(F v, Glv). Ainsi :

Homy 7/z(F, —) : Faisceaux de Z/nZ-modules sur X — Groupes abéliens

Homy 7 ,,7(F, —) : Faisceaux de Z/nZ-modules sur X — Faisceaux sur X.

On remarquera que les foncteurs dérivés de Hom y (F, —) et de Homy 7,7 (F, —)
peuvent étre différents. On notera Exty (F, —) (resp. Ext’ 7,7 (F, —)) les foncteurs
dérivés de Hom y (F, —) (resp. Homy 7,7 (F, —)).
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Cadre. Dans tout le chapitre, d désigne un entier naturel fixé (éventuellement
nul), k£ un corps d-local et X une courbe projective lisse géométriquement in-
tégre sur k. On note XV I'ensemble de ses points de codimension 1 et K son
corps des fonctions. Pour v € XM, on note aussi k(v) le corps résiduel de X
et v. Lorsque kg est fini, on suppose que le corps k; est de caractéristique 0 : au-
trement dit, ou bien ky = C((¢)), ou bien d > 1 et k; est un corps p-adique.
Pour chaque v € XM, on note K, le complété de K pour la valuation v et
O, son anneau des entiers. Lorsque M est un objet de la catégorie dérivée des
Gal(K*/K)-modules discrets, on note III"(M) (resp. II% (M), resp. I, (M)) au
lieu de HI"(K, M) (resp. LI (K, M), resp. I/, (K, M)) s’il n’y a pas d’ambigiiité.

Cohomologie & support compact. Pour j : U < X une immersion ouverte
et F un faisceau sur U, le r-iéme groupe de cohomologie & support compact est,
par définition, le groupe HI(U,F) = H"(X,jF). On notera aussi RI'.(U,F)
le complexe RT'(X, jiF), dont le r-iéme groupe de cohomologie est le r-iéme
groupe de cohomologie a support compact de F. De méme, lorsque F* est un
complexe de faisceaux sur U, on notera H! (U, F*®) le groupe d’hypercohomologie
H"(E,Rf.jF*) = H" (X, jF*), ou f désigne le morphisme propre X — Spec k.

Rappels de notations du chapitre 1. Lorsque F' est un Gal(K*/K)-module
fini, on note F' = Hom (F,Q/Z(d + 1)). Lorsque T est un tore sur K, on note

T (resp. T) son module des caractéres (resp. cocaractéres), T = T ® Z(d) et

T, = T ® Q/Z(d). De méme, si G = [T} — T3] est un complexe & deux termes de
tores (placés en degrés -1 et 0), on note G = [Ty — T4] et Gy = [Ty, — T4y

0.2 Organisation du chapitre

Ce chapitre est constitué de trois parties. Dans la premiére section, on étudie le
principe local-global pour les K-algébres simples centrales. On donne des exemples
de situations ou le principe est vérifié, ainsi que des exemples de situations ou le
principe n’est pas vérifié :

Théoréme 0.1. (théorémes 1.2 et 1.13 et exemples 1.15 et 1.17)

Pouri € {0,1,...,d}, on note k; le corps i-local associé a k et Oy, son anneau des

entiers.

(i) Si X est de genre 0, alors III*(G,,) est nul.

(ii) Supposons que ki est un corps p-adique et que X est une courbe sur k de la
forme Proj(klx,y, z]/(P(x,y,2))) ot P € Ok[z,y,z] est un polynéme homo-
géne. Supposons aussi que Proj(kolz,y, 2]/ (P(x,y, 2))) est une courbe lisse et
géométriquement intégre, ot P(x,y,z) € kolx,vy, 2] désigne la réduction de P.
Alors IT*(G,,) = 0.

(iii) Supposons que ko = C((t)) et que X est la courbe elliptique sur k d’équation
y? = 23+ Az + B avec A, B € ky. Supposons de plus que la courbe elliptique sur
ko d’équation y?> = 23 + Az + B admet une réduction modulo t de type additif.
Alors III*(G,,) = 0.
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(iv) Soit p un nombre premier impair. Si k = Q,((¢1))...((ta=1)) avec d > 1 et X
est la courbe elliptique d’équation y* = x(1 — z)(z — p), alors UI*(G,,) # 0.

(v) Si k= C((t1))...((tar1)) avec d > 0 et X est la courbe elliptique d’équation
y* =z(1 —z)(z — t1), alors I1*(G,,) # 0.

La motivation pour étudier cette question est double :
e d’aprés le théoréme 3.10 du chapitre 1, si T" est un K-tore, alors on a des accou-
plements parfaits de groupes finis :

IIYT) x HI+2(T) —» Q/Z et IHYT) x III2(T) — Q/Z;

il est donc naturel de se demander si les groupes III%2(T) et ITI*(T) sont fi-

nis de sorte que II4+2(T) = III9T2(T) et I2(T) = II?(T). 1l se trouve que
ces finitudes sont impliquées par la nullité de II1?(L,G,,). En effet, d’aprés le
lemme 3.20 du chapitre 1, le groupe II1?(L,G,,) est nul si, et seulement si, le
groupe II%2(L, Z(d)) Dest, et comme II%2(T) et II1%(T) sont de torsion de
type cofini, un argument de restriction-corestriction montre que les nullités de
I192(L, Z(d)) et I1*(L, G,,) impliquent les finitudes de II192(T)) et III%(T).
e les suites de Poitou-Tate des théorémes 3.22 et 3.24 du chapitre 1 sont exactes

sous I’hypothése que le principe local-global est vrai sur une certaine extension
finie de K.

Dans la deuxiéme section, nous nous intéressons a ’approximation faible pour
les K-tores (on se reportera & la définition 2.1 pour les définitions) :

Théoréme 0.2. (théoréme 2.4 et corollaires 2.6 et 2.7)

On rappelle que k est un corps d-local et que K est le corps des fonctions de la
k-courbe X. Soient S C X une partie finie et T un K-tore.

(1) On a une suite exacte :

ot T(K)g désigne l'adhérence de T(K) dans ]
(i1) On a une suite exacte :

T(K,).

veS

0= T(EK) — [] T(K,) - WE2T) - (T 0,

ot T(K) désigne ladhérence de T(K) dans [[,cyo) T(Ky).

(iii) Le tore T wérifie Uapprozimation faible si, et seulement si, IIH2(T) =
II1%2(T).

(iv) Le tore T vérifie 'approzimation faible faible si, et seulement si, le groupe de
torsion 142(T) est de type cofini. En particulier, lorsque 1I12(L, Z(d)) = 0
pour une extenston finie L de K déployant T, le tore T vérifie l'approrimation
faible faible si, et seulement si, III%2(T) est fini.
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(v) Le tore T vérifie Vapprozimation faible faible dénombrable si, et seulement si,
le groupe de torsion INE2(T) est dénombrable.

Remarque 0.3. La preuve de ce théoréme mélange les difficultés qui avaient été
rencontrées dans les articles |[HSz16| et [CTH15] : le groupe II1%*2(Z(d)) n’est pas
forcément nul, et le groupe ITI%2(T)) n’est pas forcément fini (ni méme de torsion
de type cofini).

Finalement, dans la troisiéme section, nous utilisons les théorémes de dualité
arithmétique du chapitre 1 afin d’étudier le principe local-global pour les K-espaces
principaux homogénes sous un groupe linéaire connexe. Dans le cas ou k = C((¢)),
nous appliquons les méthodes de Borovoi (|[Bor98|) et Sansuc ([San8l1]), ce qui
permet notamment de montrer que la seule obstruction est ’obstruction de Brauer-
Manin, alors que, dans certains autres cas, nous suivons la méthode de Harari et
Szamuely (|[HSz16]).

1 NULLITE DE III%(G,,)

Dans cette section, nous allons établir dans certains cas la nullité du groupe
[11%(G,,). Commengons par un lemme préliminaire :

Lemme 1.1. Les sous-groupes Ker (Br(X) — [[,cxo Br(k(v))) et II*(G,,) de
Br(K) coincident.

Démonstration. Le schéma X étant intégre et régulier, Br(X) est un sous-groupe
de Br(K). Il en est donc de méme de Ker (Br(X) — [,y Br(k(v))). Montrons
que ce sous-groupe coincide avec II1%(G,),).

Soit z € II*(G,,) C Br(K). L’image de = dans Br(K,) est nulle pour chaque
v € XM, Par conséquent, comme l'application résidu Br(K) — H'(k(v),Q/Z)
(qui est définie dans les paragraphes 1 et 2 de I'annexe du chapitre II de [Ser02])
se factorise par Br(K,), le résidu de = dans H'(k(v),Q/Z) est nul pour chaque v.
De la suite exacte :

0 — Br(X) = Br(K) —» €P H'(k(v),Q/Z)
veXx )
(exemple 111.2.22(a) de [Mil80], p. 106), on déduit alors que x € Br(X). Fixons
maintenant vy € X, On remarque que Br(O,,) s'injecte dans Br(K,,) puisque
O,, est intégre régulier. Comme l'image de x dans Br(K,,) est nulle, il en est de

méme de I'image de x dans Br(O,,) et donc de celle dans Br(k(vp)). Cela étant
vrai pour tout vy € XV, on obtient I'inclusion :

1*(G,,) € Ker [ Br(X) = [[ Br(k(v))

veXx @)

Réciproquement, soient y € Ker (Br(X) — [,cyo) Br(k(v))) et vo € X, D’aprés
le corollaire IV.2.13 de [Mil80] (p. 148), le groupe Br(O,, ) est isomorphe & Br(k(uvy)).
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On en déduit que I'image de y dans Br(O,,), et donc dans Br(K,,), est nulle. Cela
étant vrai pour tout vy € XM, on obtient I'inclusion :

Ker [ Br(X) —» [] Br(k(v)) | € II*(Gn).

veXx @)
]

Nous pouvons a présent énoncer un premier résultat concernant la nullité de

1%(G,,) :

Théoréme 1.2. Notons X = X X, k° et supposons que X = IP% (¢c’est-a-dire que
X est la droite projective ou une conique dans P2 ). Alors II1*(G,,) est nul.

Démonstration. Considérons N le noyau du morphisme Br(X) — [, . v Br(k(v))
et donnons-nous x € N. D’aprés le lemme 1.1, on a N = I11*(G,,). Le corollaire
3.12 du chapitre 1 permet donc de déduire que N est divisible, et on peut consi-
dérer, pour chaque entier n > 0, un élément z,, de N tel que = = nx,.

Remarquons maintenant que Br(X) = 0, puisque Br(X) s’injecte dans Br(k(X))

et Br(k(X)) = 0 d’aprés le théoréme de Tsen. On obtient donc une suite exacte :
Br(k) — Br(X) — H'(k,Pic(X)).

Or, comme X = P, le groupe H'(k,Pic(X)) est nul. On en déduit que z et z,

pour chaque n sont dans l'image de Br(k). Notons Z (resp. ,,) un élément de

Br(k) d’image = (resp. x,) dans Br(X). Fixons maintenant vy € X, et notons

no = [k(vo) : k]. Comme x,, € N, on déduit que I'image de z;,, par la composée :
Br(k) — Br(X) — Br(k(v)) <%= Br(k)

est 0. Mais un argument de restriction-corestriction impose que cette image est

aussi ngr,,. On en déduit que noz,, = 0, et donc z = ngzx,, = 0. Par conséquent,
N est nul. O

Remarque 1.3.

(i) En fait, dans la preuve précédente, on pourrait supposer que H'(k,Pic(X))
est d’exposant fini e au lieu de X = PL. En effet, dans ce cas, on prend pour &
(resp. #,,) un élément de Br(k) d’image ex (resp. ex,) dans Br(X), et on montre
exactement de la méme maniére que ex = ng(exy,) est nul. On en déduit que le
groupe divisible N est d’exposant e, donc nul.

(ii) Supposons que k est p-adique et notons J la jacobienne de X. On dispose
d’une suite exacte de modules galoisiens :

0 — J(k) = Pic(X) = NS(X) = 0

ott NS(X) est le groupe de Néron-Severi de X. On obtient alors une suite exacte
de cohomologie :

HO(k, NS(X)) — H'(k, J) — H'(k, Pic(X)) — H'(k, NS(X)).

Le groupe de Néron-Severi NS(X) est toujours de type fini. On en déduit que :
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e H(k, NS(X)) est de type fini et donc, comme H'(k, J) est de torsion, I'image
de H(k, NS(X)) — H'(k, J) est finie;

e H'(k,NS(X)) est d’exposant fini par un argument de restriction-corestriction.
Il suit que le groupe H'(k,Pic(X)) est d’exposant fini si, et seulement si,
H'(k,J) est d’exposant fini. Or H'(k, J) est isomorphe au dual de J(k) d’apres
le théoréme de dualité pour les variétés abéliennes sur un corps p-adique (co-
rollaire 1.3.4 de [Mil06|, p. 43), et J(k) est de torsion si, et seulement si, J est
triviale d’aprés le théoréme de structure de Mattuck ([Mat55], lemme 1.3.3 de
[Mil06], p. 41). Par conséquent, H'(k,Pic(X)) est d’exposant fini si, et seule-
ment si, il est nul. Je ne sais pas si cette équivalence reste vraie lorsque k n’est
pas p-adique.

Notons maintenant O, 'anneau des entiers de k£, 7 une uniformisante de Oy, et k le
corps résiduel de Oy. Pour obtenir la nullité¢ de I11*(G,,) dans des situations plus
générales (théoréme 0.1(ii)(iii) ou corollaires 1.11 et 1.12), nous allons procéder par
récurrence sur l'entier d > 0. Pour ce faire, nous allons commencer par établir la
propriété d’hérédité. Dans le cas ou kg est un corps fini, 'initialisation sera donnée
par le cas ot d = 1, c’est-a-dire le cas oil k est p-adique, et elle découlera aisément
des articles |Kat86] et |HSz16]. Dans le cas ou kg = C((t)), l'initialisation sera
donnée par le cas ot d = 0, c’est-a-dire le cas ou k = C((t)), et elle découlera
aisément de D'article [DT83]. Nous allons donc établir I'hérédité sous I’hypothése
suivante sur le corps k :

(H1.4) d > 1 si ko est fini et d > 0 si kg = C((t)), c’est-a-dire k n’est ni un
corps fini ni un corps p-adique ni C((t)).

Enoncons maintenant ’hypothése de récurrence :

(H1.5) (i) il existe un schéma intégre, projectif, lisse X de dimension 2 sur
Spec Oy, dont la fibre générique est X et dont la fibre spéciale, que
nous notons Xy, est intégre de point générique 1o,

(ii) il existe un entier naturel non nul e vérifiant la propriété suivante :

pour tout w € Xél), il existe un ouvert affine U, = Spec A, de

X contenant w et un point fermé v, de U, = U, Xo, k tels que
Vadhérence {v,} de v, dans U,, munie de sa structure réduite, est
réguliere, contient w et w est de valuation au plus e dans l’anneau de
valuation discrete Op—

{vw}w?

(iii) les groupes I?(k(ny),Z) et TII3(k(no), Z(1)) sont nuls.

Sous de telles hypothéses, on notera U,  la fibre spéciale de U, pour chaque
w € Xo.

Lemme 1.6. On suppose (H 1.4) et (H 1.5). Soient r € {0,1} et n > 1. II

existe un unique morphisme H™ ™Y (X, Z/nZ(r)) — H"(Xo,Z/nZ(r — 1)) faisant
commuter le diagramme :
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H(X, Z/nZ(r)) HY (K, Z/nZ(r))

| |

H" (X0, Z/nZ(r — 1))~ H"(k(no), Z/nZ(r — 1)),
ot le morphisme vertical de droite est le résidu en ng.

Démonstration.
e Unicité : La fléche :

H"(Xo,Z/nZ(r — 1)) — H"(k(no), Z/nZ(r — 1))

est injective d’aprés la discussion suivant le corollaire 3.4.2 de [CT95|. L’unicité
en découle immédiatement.
e Fxistence : Le cas r = 0 est évident puisque

H"(Xo,Z/nZ(r — 1)) = H"(k(no), Z/nZ(r — 1))

est un isomorphisme.

Concernant le cas » = 1, on remarque qu’il suffit de montrer que I'image de
la composée H*(X,u,) — H?*(K,p,) — H'(x(no),Z/nZ) est contenue dans
HY(Xy,Z/nZ). Soit donc x € H*(X, p1,). Ecrivons le complexe de Bloch-Ogus
(proposition 1.7 de [Kat86]) :

2K i) — @ H'(k(v),Z/nZ)oH (k(no), Z/nZ) — € H(k(w), Z/nZ(—

veXx ™ weXé1>

Comme z € H*(X, f1,), I'image de x dans @, vq) H'(k(v), Z/nZ) est nulle. On
en déduit que 'image de = dans H'(k(ny),Z/nZ) est contenue dans :

Ker | H'(k(no), Z/nZ) — @ HY(k(w), Z/nZ(-1)) | = H(Xo, Z/nZ).

weX((]1>
]

Remarque 1.7. On suppose (H 1.4) et (H 1.5). Sous de telles hypothéses, on
rappelle que U,, ¢ désigne la fibre spéciale Uy, X o, k de U,,. On remarque alors qu’'une
preuve tout a fait identique a celle qui précéde fournit un diagramme commutatif :

H™ YUy, Z/nZ(r))— H™Y(K, Z/nZ(r))

| |

H"(Uyo, Z/nZ(r — 1))~ H"(k(no), Z/nZ(r — 1)).

Lemme 1.8. On suppose (H 1.4) et (H 1.5). Soient r € {0,1} et n > 1. Soient
w e Xél) et ey la valuation de ™ dans Om,w‘ Le diagramme suivant :
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H™V (X, Z/0(r)) ——2 B (k(0,), Z/nZ(r))

H (X0, Z/nZ(r — 1) 2220 (s (w), Z/nZ(r — 1)),

dont les morphismes verticaux sont des résidus, est commutatif.

Démonstration. Le diagramme :
H Y X,Z/nZ(r)) —— H "YUy, Z/nZ(r))

l |

H"(Xo,Z/nZ(r — 1)) — H"(Uy o, Z/nZ(r — 1))
est commutatif puisque les diagrammes du lemme 1.6 et de la remarque 1.7 le sont
et la fleche

H"(Uyo, Z/nZ(r — 1)) — H"(k(no), Z/nZ(r — 1))

est injective. Il suffit donc de montrer la commutativité du diagramme :

H Y (U, 707 (1)) ——22) {1 (e(0y,), Z/nZ(r))

- -

H Uy o, Z/0Z(r — D)W ((w), ZnZ(r — 1)).

Notons A, le complété de A, pour la topologie m-adique. On remarque que, comme
O@,w est complet pour la topologie m-adique, le morphisme Spec (9@7“} — Uy,

s’¢tend en un morphisme Spec O@,w — Spec A,. En tenant compte de la compa-
tibilité des résidus avec la complétion et en remplacant v et w par leurs images a
travers le morphisme Spec Ogy,, — Spec A, on peut supposer que A, est com-
plet pour la topologie m-adique, et donc que le morphisme H" (U, Z/nZ(r —1)) —
H"(Uy, Z/nZ(r — 1)) est surjectif.

Soit © € H""'(Uy,,Z/nZ(r)). Notons yo = 6,y(z) € H"(Uyo, Z/nZ(r — 1)).
D’aprés ce qui précéde, yo se reléve en un élément y € H"(Uy,, Z/nZ(r — 1)).
En voyant y dans H"(K,Z/nZ(r — 1)) et © dans HY(K,u,) = K*/K*", on
pose z = yUm € H YK, Z/nZ(r)). Pour v € UYY, on remarque que du(2) =
v(m)Respwy(y) = 0 et donc z € H™*Y(U,, Z/nZ(r)). De plus, comme 7 est une
uniformisante de O,,, on a 6,,(2) = yo et donc, d’aprés le théoréme de pureté
cohomologique absolue de Gabber (théoréme 3.1.1 de 'exposé XVI de [ILO14]),
x—z provient de H" ' (U,,, Z/nZ(r)). Comme le morphisme H" (U, Z/nZ(r)) —
H™ Y (k(vy), Z/nZ(r)) se factorise par H ' ({v,}, Z/nZ(r)), on déduit la relation
5 (Resg(w,)(r — 2)) = ewRes.w)(dy(x — 2)) = 0. I reste donc a montrer que

duw(ReSk(w,)(2)) = ewResy(w) (05 (2)), ce qui découle immédiatement des calculs :

duw(Resk(w,)(2)) = 0w (Reskw,) (¥) UReSk(,) (7)) = ewRes.w) (y) = ewResiw) (05, (7))
[

Proposition 1.9. On suppose (H 1.4) et (H 1.5). Soit r € {0,1}. On a :
el - II"*(Z(r)) € H™(X, Z(r)).
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Démonstration. Soit x € I 2(Z(r)). Soit n > 0 tel que = est de n-torsion. La
suite exacte de Kummer et la nullité¢ de H'(K,Z) et H'(K,G,,) fournissent les
diagrammes commutatifs a lignes exactes suivants :

0 HY(K,Z/n7Z) H*(K,7) H*(K,7)

| | l

00— HUeX(l) Hl(va Z/TZZ) - Hyex(l) Hz(Kva Z) - Hyex(l) HQ(Kva Z)a
0 H(K, 1) H*(K, G, H*(K,G,,)

| | |

00— HveX(l) H2<va ,“n) - Hvex(l) H2<Kv> Gm) - HUGX(U HQ(Kw Gm)~

On obtient alors que II1Y(Z/nZ) = ,I0*(Z) et que II*(Z/nZ(1)) = ,T1I*(G,,).
Comme Z(0) & Z et Z(1)[1] & G,,, on en déduit que x € II"T(Z/nZ(r)).

Pour v € XU, comme I'image de z dans H™*'(K,,Z/nZ(r)) est nulle, 'image

de z dans H"(k(v),Z/nZ(r — 1)) P'est aussi, ce qui prouve que x provient de Z €
H™Y(X,Z/nZ(r)). Etant donné que H"+(O,, Z/nZ(r)) s'injecte dans H" ™' (K,, Z/nZ(r))
(voir I'annexe du chapitre IT de [Ser02]) et que H™ (O, Z/nZ(r)) — H" ™ (k(v),Z/nZ(r))
est un isomorphisme, on déduit que

€ Ker [ X, Z/nZ(r)) — [[ H™(k(v),Z/nZ(r))

veXx @)

Notons y l'image de & dans H"(Xy,Z/nZ(r — 1)). A I'aide du lemme précédent
et de ’hypothése (H 1.5)(ii), on déduit que ely € Ker(H"(Xo, Z/nZ(r — 1)) —
HwEXél> H"(k(w),Z/nZ(r —1))). Montrons que ely =0 :

o Sir =0, alors H(Xo, Z/nZ(-1)) — [],xm H*(k(w), Z/nZ(—1)) est injectif
et donc ely = 0. ’

e Sir =1, comme HY(Ox,,Z/nZ) — H'(k(w),Z/nZ) est un isomorphisme
et H' (Oxyuw,Z/nZ) — H'Y(k(n0)w,Z/nZ) est injectif, on déduit que ely €
I (k(no), Z/nZ). Or U1 (k(no), Z/nZ) = ,JI*(k(ny),Z) = 0 d’aprés 'hypo-
thése (H 1.5)(iii), et donc ely = 0.

Par conséquent, el € Ker (H™ (X, Z/nZ(r)) — H"(Xo,Z/nZ(r — 1))). Le théo-

réme de pureté cohomologique absolue de Gabber permet alors de conclure que elz

provient de H™ (X, Z/nZ(r)), ce qui prouve que tout élément de e! - III"2(Z(r))
provient de H™(X,Z(r)). Reste donc a montrer l'injectivité du morphisme

H™ (X, Z(r)) — H (K, Z(r)) :

e Si r = 0, on remarque que le morphisme H*(X,Z) — H?*(K,Z) s’identifie
au morphisme H'(X,Q/Z) — H'(K,Q/Z). Ce dernier est la composée de
HY(X,Q/Z) — H'(X,Q/Z) suivie de HY(X,Q/Z) — H'(K,Q/Z), et ces deux
morphismes sont injectifs d’aprés le théoréme 3.1.1 de I'exposé X VI de [ILO14].
On en déduit Uinjectivité de H*(X,Z) — H*(K,Z) .

e Sir =1, comme G,, = Z(1)[1], l'injectivité de H (X, Z(r)) — H" (K, Z(r))
est équivalente & l'injectivité de Br(X) — Br(K), qui découle du fait que X est
intégre et régulier.
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]

Théoréme 1.10. Supposons (H 1.4) et (H 1.5). En particulier, k n’est ni un corps
fini ni un corps p-adique ni C((t)). Soit r € {0,1}. On a 1" T(Z(r)) = 0.

Démonstration. Soit x € e!-TIT""2(Z(r)). D’aprés le corollaire précédent, on a x €
H™2(X,Z(r)). De plus, pour chaque v € XV, I'image de x dans H"*2(k(v), Z(r))
est nulle.

Soit w € X\, D’apres hypothése (H 1.5)(ii), la restriction H™ (X, Z(r)) —
H™2(rk(w), Z(r)) se factorise sous la forme H™2(X, Z(r)) — H™2({vy}, Z(r)) —
H™?(k(w), Z(r)). L'image de x dans H"*2(k(vy), Z(r)) est nulle. Comme {v,}
est régulier, la fleche H™2({v,}, Z(r)) — H™(k(vy), Z(r)) est injective et donc
I'image de = dans H""2({v,}, Z(r)) est nulle. Par conséquent, I'image de x dans
H™2(k(w),Z(r)) est nulle. Cela impose que 'image de z dans H""2(x(n), Z(r))
est en fait dans III"*2(k(no), Z(r)), qui est nul d’aprés hypothése (H 1.5)(iii). On
en déduit que

x € Ker (H™(X,Z(r)) — H " (k(no), Z(r))) .

e Sir =0, comme H*(Xy,Z) — H*(k(no),Z) est injectif, = est dans le noyau
de Ker (H*(X,Z) — H*(Xo,Z)). Ce dernier morphisme est injectif par pureté
cohomologique absolue et donc z = 0. Par conséquent, le groupe I11%(Z) est de
el-torsion et divisible, donc nul.

e Sir =1, comme on a un isomorphisme Br(Oy,,) = Br(x(n)) et une injection
Br(Ox,,) = Br(kK,,), on déduit que :

x € Ker | Br(K) — H Br(K,) x Br(K,,)

veXx @)

Soit n > 1 tel que x est de n-torsion. Alors :

v € Ker | HX (K, pa) = [ H* (Ko, pa) x H*(Kyp, 1)
vex®

D’apreés le théoréme 3.3.6 de [HHK14], cela impose que x = 0. On en déduit que
le groupe I13(Z(1)) est de e!-torsion, donc nul.
O

Le théoréme précédent nous permet & présent de passer a la récurrence :

Corollaire 1.11. (Cas ou k; est p-adique)

Supposons que d > 1 et que le corps ky est p-adique. Pour i € {1,2,3,...,d},
notons Oy, 'anneau des entiers de k; et m; une uniformisante de Oy,. Supposons
que, pour chaque i € {1,2,3,...,d}, il existe un schéma intégre, projectif, lisse X;
de dimension 2 sur Spec Oy, vérifiant les conditions suivantes :

o pour 1 <1 <d, la fibre générique X, et la fibre spéciale X, de X; sont intégres.
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e la fibre générique Xy de X; est isomorphe a X.

e pour 1 <i<d-—1, la fibre générique X, de X; est isomorphe a la fibre spéciale
XH—LO de Xiiq.

o la fibre spéciale X1y de X est géométriquement integre.

e il existe un entier naturel e vérifiant la propriété suivante : pour 1 <1 < d, pour
w e XZ%), il existe un ouvert affine U, de X; contenant w et un point fermé
vy de Uy, = Uy, X0, ki tels que l'adhérence m de v, dans U,,, munie de sa
structure réduite, est réquliere, contient w et m; est de valuation au plus e dans
l"anneau de valuation discréte Om,w'

Alors I*(Z) = I*(G,,) = 0.

Démonstration. Par récurrence, il suffit de montrer que, si K est le corps des fonc-
tions de Xy, alors II%(K,G,,) = [I*(K;,Z) = 0. La nullité de [1*(K;,G,,) est
prouvée dans la proposition 3.4 de [HSz16]. Il reste donc a vérifier que I1*( K1, Z)
est nul, ou, ce qui revient au méme, vérifier que 111 (K, Z/nZ) est nul pour tout
n > 0. Par dualité (théoréeme 2.4 du chapitre 1), cela équivaut & montrer que
N13(Ky,Z/nZ(2)) est nul pour tout n > 0, ou, ce qui revient au méme, montrer
que I3 (K, Q/Z(2)) est nul. Mais la fibre spéciale de X} étant géométriquement
intégre, si 'on note Ky son corps des fonctions, la proposition 5.2 de [Kat86] im-
pose que le groupe II3(K;,Q/Z(2)) est isomorphe au groupe II%(Ky, Q/Z(1)),
qui est nul d’aprés le théoréme de Brauer-Hasse-Noether car X est lisse. Cela
achéve la preuve. O

Corollaire 1.12. (Cas oa ky est C((t)))

Supposons que d > 0 et que kg = C((t)). Pour i € {1,2,3,...,d}, notons O,

Uanneau des entiers de k; et m; une uniformisante de Oy,. Supposons que, pour

chaque i € {1,2,...,d}, il existe un schéma intégre, projectif, lisse X; de dimension

2 sur Spec Oy, vérifiant les conditions suivantes :

o pour 1 <1 <d, la fibre générique X, et la fibre spéciale X, de X; sont integres.

e la fibre générique Xy de Xy est isomorphe a X.

o pour 1 <i<d-—1, la fibre générique X, de X; est isomorphe a la fibre spéciale
Xi+1,0 de Xiy1.

o la jacobienne de la fibre spéciale X1 a réduction purement additive.

o il existe un entier naturel e vérifiant la propriété suivante : pour 1 <1 < d, pour
w € XZ-%), il existe un ouvert affine U, de X; contenant w et un point fermé
vy de Uy, = Uy, X0, ki tels que l'adhérence m de v, dans U, munie de sa
structure réduite, est réguliere, contient w et m; est de valuation au plus e dans
Uanneau de valuation discréte Om,w'

Alors 11%(Z) = UI*(G,,) = 0.

Démonstration. Par récurrence, il suffit de montrer que, si Ky est le corps des
fonctions de X g, alors II*(Ky, G,,) = HI*(Ky, Z) = 0. La nullité de TI*(Ky, G,,)
provient de Particle [DT83] (on remarquera que ce résultat reste vrai méme si
I'errata [DT85] montre que le théoréme 1 de [DT83] est faux). D’aprés le lemme
3.20 du chapitre 1, cela entraine aussi que II1%(Ky,Z) est nul, ce qui achéve la
preuve. O
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Je ne sais pas a quel point la derniére hypothése des corollaires précédents est
contraignante, mais elle permet au moins de traiter les exemples qui suivent.

Théoréme 1.13. (Courbes constantes)

(i) Supposons que d > 1, que ky est un corps p-adique et que X est une courbe
de la forme Proj(k([z,y, z]/(P(z,y,2))) ot P € Okz,y,z] est un polynome
homogeéne. Supposons aussi que Proj(kolx,y, 2]/(P(z,vy, 2))) est une courbe lisse
et géométriquement intégre. Alors IN*(Z) = II*(G,,) = 0.

(ii) Supposons que d > 0, que ko = C((t)) et que X est la courbe elliptique sur k
d’équation y? = x® + Ax + B avec A, B € ky. Supposons de plus que la courbe
elliptique sur ko d’équation y* = x> + Az + B admet une réduction modulo t de

type additif. Alors 11*(Z) = UI*(G,,) = 0.

Démonstration.

(i) Pour i € {1,2,...,d}, soit X; = Proj(O,|x,y, z|/(P(x,y,2))). Pour chaque 1,
le schéma X; étant dominant sur Oy,, il est plat. De plus, le critére jacobien
permet de vérifier immédiatement que X, o est lisse sur le corps résiduel de k;.
Par conséquent, pour chaque i, &; est lisse sur Oy,.

Toutes les hypothéses du corollaire 1.11 sont évidemment vérifiées sauf peut-étre
la derniére. Fixons donc un certain ¢ € {1,2,...,d} et soit w un point fermé de
la fibre spéciale X, o. Supposons sans perte de généralité que w est dans 'ouvert
Spec(Oy, [z, y]/(P(x,y,1))) de &;, et choisissons U, = Spec(Oy, [z, y]/(P(x,y,1))).
Le point w est alors le noyau d’un morphisme ev,, : k; 1]z, y]/(P(z,y,1)) — kf ;.
Notons b et ¢ les images respectives de x et y dans k£ ;. Soient A une exten-
sion finie de k;_; contenant b et ¢ et [ = A((m;)). Le noyau v du morphisme
kilz,y]/(P(z,y,1)) — kf qui envoie z et y sur b et ¢ respectivement est un point
fermé de la fibre générique U, de U, qui contient w dans son adhérence. On
vérifie aisément que l'idéal premier définissant w dans U,, est I'idéal engendré
par l'idéal premier définissant v dans U,, et par m;. Par conséquent, I'anneau des
fonctions de {v} est un anneau intégre ayant un unique idéal premier non nul,
engendré par 7, : c’est donc un anneau de valuation discréte d’uniformisante 7,
ce qui prouve la derniére hypothése du corollaire 1.11 avec e = 1.

(ii) La démonstration est analogue a celle qui précéde.
[

Exemple 1.14. La partie (ii) précédente s’applique par exemple & la courbe el-
liptique y* = 2% + ¢ sur k = C((¢))((m1))...((74)) pour d > 0.

Nous fournissons maintenant des contre-exemples a II1%(G,,,) = 0.

Exemple 1.15. Soit p un nombre premier impair, de sorte que 1 — p soit un carré

dans Q,. Prenons k = Q,((¢)) et considérons X la courbe elliptique d’équation

y*> = (1 — z)(z — p). Nous allons montrer que, dans ce contexte, II1*(G,,) # 0.

e D’aprés 'appendice de [CTPS12|, dans K, 1 — = est de valuation nulle mais
n’est pas un carré.

e Soit v € XM, Soit 7 une uniformisante de ©@,. Montrons que 1 — z est un carré
dans K,. En suivant les idées de [CTPS12|, plusieurs cas se présentent.
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(1) Supposons que v(1 —z) < 0. Alors v(z), v(1 — x) et v(z — p) sont égaux et
pairs. Ecrivons z = u/m* avec u € O et n > 0. L’équation de X impose que
—u est un carré dans O,. Par conséquent, 1 —x = % est un carré dans K.

(2) Supposons que v(1 —z) > 0. Alors v(z) = v(x —p) = 0 et v(1 — z) est pair.
En écrivant 1 —x = un®®, on remarque que x = 1l —un* et x —p = 1 —p—ur?"
sont des carrés dans K. Il en est donc de méme pour 1 — z.

(3) Supposons que v(1 —x) = 0. Si v(z) > 0, alors 1 — x est bien str un carré
dans K,. Si v(z —p) > 0, alors 1 —x =1 —p— (x — p) est aussi un carré. Il
reste donc a étudier le cas v(z) = v(z — p) = 0. Dans ce cas, les réductions de
x et y modulo I'idéal maximal de O, donnent lieu & des éléments b et ¢ dans
k(v) tels que b? = ¢(1 — ¢)(c — p) # 0. Pour montrer que 1 — x est un carré
dans K,, il suffit de montrer que 1 — ¢ est un carré dans k(v). Notons w la
valuation de k(v), B son anneau des entiers, kg son corps résiduel et 75 une
uniformisante de B. Plusieurs cas se présentent alors.

(a) Supposons que w(l —¢) < 0. Alors w(c), w(l — ¢) et w(c— p) sont égaux
et pairs. Ecrivons ¢ = u/7% avec u € BX et n > 0. L’équation Vériﬁéerar

L

2n
B

b et c impose que —u est un carré dans B. Par conséquent, 1 — ¢ =

est un carré dans k(v).

(b) Supposons que w(1—c) > 0. Alors w(c) = w(c—p) = 0 et w(1—c) est pair.
En écrivant 1—c = ur%’, on remarque que ¢ = 1—uns' et c—p = 1 —p—uns’
sont des carrés dans k(v). Il en est donc de méme pour 1 — c.

(¢) Supposons que w(1—c¢) = 0. Si w(c) > 0, alors 1 — ¢ est bien sir un carré
dans k(v). Si w(c—p) > 0, alors 1 —c =1—p— (c—p) est aussi un carré. Il
reste donc a étudier le cas w(c) = w(c — p) = 0. Dans ce cas, les réductions
de b et ¢ modulo I'idéal maximal de B donnent lieu & des éléments 3 et v
dans kg tels que 82 = (1 — v)(y — p) # 0. Pour montrer que 1 — ¢ est un
carré dans k(v), il suffit de montrer que 1 — v est un carré dans le corps
p-adique kp. Mais cela est montré dans 'appendice de [CTPS12].

Par conséquent, 1 — z € [T (Z/27Z).

e Soit z = (1 —z)Ut € H*K,Z/2Z). Pour chaque v € XM 1 — z est un carré
dans K, et donc z € I11*(Z/27). De plus, le ré¢sidu de z en 7y est Res(1 — z) €
k(1o)* /(o) *”. Ce résidu ne peut pas étre nul puisque 1 — z n’est pas un carré
dans K,,. Par conséquent, z # 0 et 5II1*(G,,) = II*(Z/2Z) # 0.

Plus généralement, si & = Q,((t1))...((ta—1)) avec d > 1, la courbe elliptique X

d’équation y* = z(1 — z)(z — \) ou A € {p, t1,...,t4_o} vérifie II1*(G,,) # 0. Bien

stir, on peut remplacer @, par n’'importe quel corps p-adique.

Remarque 1.16. Dans le cas ot k est un corps p-adique, on a I[113(G,,) = 0 quelle

que soit la courbe X, méme si elle a mauvaise réduction (voir la proposition 3.4
de [HSz16]).

Exemple 1.17.

e Pour k = C((t)) et X une courbe elliptique ayant bonne réduction (resp. mau-
vaise réduction de type multiplicatif), on a IIT*(G,,) # 0 : en effet, d’apres
[DT83], si J désigne la jacobienne de X, le groupe I1%(G,,) = H'(k,Pic X)
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s’'identifie au conoyau de Z — H'(k,J) et H'(k,J) est isomorphe a (Q/Z)*
(resp. & Q/Z). Ces résultats de [DT83| restent vrais malgré I'errata [DT85].

e Pour k = C((t1))...((ta+1)) avec d > 0, un raisonnement analogue a 'exemple
précédent montre que la courbe elliptique X d’équation y? = x(1 — z)(z — \)
avec \ € {ty,...,tq} vérifie [T*(G,,) # 0.

Remarque 1.18. Le groupe I11?(G,,) est-il une puissance de Q/Z? Je ne sais pas

répondre en toute généralité a cette question de Jean-Louis Colliot-Théléne, mais

la réponse est affirmative lorsque k est un corps p-adique ou C((¢)) :

e lorsque k est un corps p-adique, on a toujours I11%(G,,) = 0 d’aprés [HSz16];

e lorsque k est le corps C((t)), les résultats de [DT83] montrent que II*(G,,) est
le conoyau de Z — H*'(k,J) et que H'(k,J) est isomorphe a (Q/Z)" pour un

certain r € {0,1,...,2g} ou g est le genre de X, ce qui impose que II1*(G,,) =
Q/z)".

Complément : Finitude du (d+3)-iéme groupe de Tate-Shafarevich
du dual d’un tore

Soit 7" un tore sur K, déployé par une extension finie L. Notons 7’ (resp. T') son
module des caractéres (resp. cocaractéres), et posons T = T Q@ Z(d).

En tenant compte du théoréme 4.21 du chapitre 1, il est aussi intéressant d’étudier
le groupe IIT%3(T) : c’est le but de ce complément.

Proposition 1.19. Soit Y une courbe projective lisse géométriquement intégre sur

une extension finie | de k, de corps de fonctions L = 1(Y).

(i) Le groupe II143(T) est de torsion de type cofini.

(i) On a un isomorphisme T3 (T) = (1&171 1 (,7))P. En particulier, on a
19+3(Z(d)) = (l&nn I (11,))P, et ce groupe est nul pour X = Pi.

(iii) Supposons que ki soit un corps p-adique. Alors III3(T) est divisible. Il est
nul dés que lim TI'(L, pi,) = 0 ou dés que HY (1, H2(1(Y), Z(d))) = 0. Cette
deuxieme condition est automatiquement satisfaite lorque d = 1.

(iv) Supposons que ko = C((t)). Alors ILI3(T) est fini dés que 1I*(L,Z) = 0 ou
deés que H (1, H*(I(Y), Z(d))) = 0. Cette deuzieme condition est automatique-
ment satisfaite lorque d = 1.

Démonstration.

(i) Cela découle immédiatement du corollaire 4.11, du lemme 4.12 et de la propo-
sition 4.13 du chapitre 1.

(ii) D’apreés la preuve de la proposition 3.18(i) du chapitre 1, on a un isomorphisme
%3 (T) =2 lim | I12(T ® Z/nZ(d)). Tl suffit alors d’appliquer le théoréme 2.4
du chapitre 1 pour établir ITI%3(T") = (lim TIT'(,7))". Les autres affirmations
en découlent aisément.

(iii) Le groupe III9t3(T) est divisible d’aprés la remarque 4.19(v) du chapitre 1.
Il est donc nul dés que 'une des conditions suivantes est vérifiéé :
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e lim I (L, ) = 0 (d’apres (ii)).

o 1I19+3(L,Z(d)) = 0 (par restriction-corestriction).

La deuxiéme condition est bien siir satisfaite dés que H4"3(L,Z(d)) = 0. Reste
donc & montrer que H¥ (I, H*(I(Y), Z(d))) = H*3(L, Z(d)).

Soit U un ouvert affine de Y et écrivons la suite spectrale :

H"(1, H*(U,Z(d))) = H (U, Z(d)).

On remarque que :

e comme scd(l) =d+ 1, on a H'(I, H*(U,Z(d))) = 0 dés que r > d + 2.

e comme cd(U) < 1, le groupe H*(U,Z(d)) est uniquement divisible pour s > 2,
et donc H™ (I, H*(U,Z(d))) = 0 dés que s > 2 et r > 0.

e pour s > d + 2, le groupe H*(U,Z(d)) est uniquement divisible, et, comme
H*(U,Q(d)) = 0, on a une surjection H*~1(U,Q/Z(d)) — H*(U,Z(d)); on
en déduit que le groupe H*(U,Z(d)) est de torsion, donc nul.

Par conséquent, la suite spectrale fournit un isomorphisme :

H™ (1, HX(U, Z(d))) = H*3(U, Z(d)).

En prenant la limite inductive sur les ouverts affines U de X, on obtient un
isomorphisme :

H™ (1, HA(I(X), Z(d))) =2 H*3 (K, Z(d)).

Lorsque d = 1, ces groupes sont nuls d’aprés le théoréme de Hilbert 90.

(iv) Le cas on H™Y(I, H*(I(Y),Z(d))) = 0 se démontre de la méme maniére que
dans (iii). On se place donc dans le cas ou II*(L,Z) = 0. Comme ko = C((t)),
on a lim (L, p,) = lim (L, Z/nZ) = Jim oII%(L,Z) = 0. Un argument,
de restriction-corestriction permet alors de conclure.

]

Remarque 1.20. La nullité de IIT3(L, Z) a déja été étudiée avant ce complément,
dans les corollaires 1.11 et 1.12 et dans le théoréme 1.13.

2 APPROXIMATION FAIBLE POUR LES TORES

Soit T un tore sur K. Notons T (resp. T) son module des caractéres (resp. co-
caractéres), et posons T = T ®v Z(d). Nous voulons ici étudier les propriétés
d’approximation faible pour le tore T :

Définition 2.1. On dit que T vérifie approximation faible si T(K) est dense
dans [[,cxa T(Ky), ou le groupe T(K,) est muni de la topologie v-adique pour
chaque v et [],cvo) T(K,) de la topologie produit. On dit que T vérifie I’approxi-
mation faible faible (resp. Uapproximation faible faible dénombrable) s’il
existe une partie finie (resp. dénombrable) Sy de XM telle que, pour toute partie
finie S de XV n’intersectant pas Sy, le groupe T(K) est dense dans [Les T(Ky).

99



CH. 2. - PRINCIPE LOCAL-GLOBAL POUR LES CORPS DE FONCTIONS SUR DES CORPS LOCAUX SUPERIEURS

Nous allons voir que ces propriétés se lisent dans la “taille” du groupe IIIZ“(T) :
plus le groupe HIi“(T) est “gros”, plus on s’éloigne de la propriété d’approxima-
tion faible. Pour ce faire, rappelons que ’approximation faible est vérifiée pour les
tores quasi-triviaux. En effet, ces derniers étant lisses et K-rationnels, cela découle
du lemme d’approximation d’Artin-Whaples (théoréme XII.1.2 de [Lan02]) et du
théoréme des fonctions implicites pour les valuations ultramétriques (théoréme
I11.9.2 de [Ser92]).

Fixons maintenant une partie finie S de X1,

Lemme 2.2. Soit F' un Gal(K?®/K)-module discret fini. Pour r € {1,2,...,d+ 1},
on a une suite exacte :

H'(K,F) = [[ H"(K,, F) = TIE>7(F)P - T2 (F)P = 0,

vES

ot le morphisme [[,cq H' (K, F) — 1" (F")P est donné par

() = (F o S (s )

veES

et ot (.,.)y : H'(K,, F) x H27"(K,, F') — Q/Z est l’accouplement du théoréme
1.2.17 de [MiloG6].

Démonstration. D’aprés la proposition 2.6 du chapitre 1, on a une suite exacte :
Hd+2_T(K, F’) . IP)d—f—Q—r(F/) . H’I‘(K’ F)D .

En remarquant qu'un élément de [[ .o H"(K,, F)) peut étre relevé en un élément

de P27 (F") en rajoutant des zéros, on en déduit la suite exacte :

H.Ifé+2_r(F/) - HueS Hd—i—?—r(Kv’ F/) . HT<K, F)D .
En dualisant a I’aide du théoréme 1.2.17 de [Mil06], on obtient 'exactitude de :
H'(K,F) = [[ H (K., F) — T (F)P.
veS
Pour achever la preuve, il suffit de dualiser la suite :

0 — I (F) — TG (F) - @ H* (K, F).

vES

]

Lemme 2.3. Le groupe 1% (Z(d)) coincide avec le groupe II42(Z(d)) et est
donc de torsion de type cofini divisible.

Démonstration. Soit n > 0. D’aprés la proposition précédente, on a une suite
exacte :

HY (K, ) — [[ H (Ko, ) — TG ()P — T (24P — 0.

veS
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Or le morphisme H(K, p1,,) — HUES YK,, pn) est surjectif puisque G,, vérifie
'approximation faible, H' (K, pu,) = K*/K*" et KX" est ouvert dans K pour
chaque v € X, Donc THE™ (424) = T (u24). Comme les groupes 114 (Z(d))
et II19T2(Z(d)) sont de torsion (cf remarque 3.8 du chapitre 1) et comme la conjec-
ture de Beilinson-Lichtenbaum impose les égalités T4 (p®?) =, I14T2(Z(d)) et
IS (u24) = 11942%(Z(d)), cela prouve que II$™2(Z(d)) = T4 2(Z(d)). O

Théoréme 2.4. Rappelons que T est un tore et T =T @V Z(d).
(1) On a la suite exacte :

0= T(K)g — [[T(K.) = IIE*(T))” — (I**(T))” — o,

vES

ot T(K)g désigne l'adhérence de T(K) dans [],cq T(Ky).
(i) On a la suite exacte :

0= T(K)— [[ T(K,) — (WIE(T))P — (II4(T))P — 0,

vex®
ot T(K') désigne l'adhérence de T(K) dans [[,cxa T(Ky).

Démonstration. (i) Remarquons que, si T' est quasi-trivial :
o T(K)g=]l,es T(K,) puisque T vérifie 'approximation faible,
e le morphisme (IIT4Y3(T))P — (III*2(T))” est un isomorphisme d’aprés le
lemme précédent et le lemme de Shapiro,
e le dual de la suite exacte

0 — II*2(T) — WET) - P HP (K, T)

veS
est une suite exacte
[[7(x.)" = mE>(T)P — TH(T)” - 0
veS
ott le morphisme HI%(T)P — HI%2(T)P est un isomorphisme ; cela montre
que le morphisme naturel [], o T(K,) — IOE2(T)P (qui se factorise par

[L,es T(Ky)") est nul.
On en déduit que la suite

veS

0= T(K)g — [[T(K,) = (IIE*(T))” — (I*(T))” — 0

veES

est exacte des que T' est quasi-trivial. Par conséquent, pour prouver la proposi-
tion, nous pouvons remplacer 1" par un tore de la forme T X i Ty, ot m > 0 et
Ty est un tore quasi-trivial.

D’aprés le lemme d’Ono (lemme 1.10 de [San81]), on peut donc supposer qu’il

existe une suite exacte :
0O—F—>R—->T—0
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ol F' est un schéma en groupes fini commutatif sur K et R un tore quasi-trivial
sur K. On en déduit une suite exacte de Gal(K*/K)-modules :

0-T—R—F—0.
En tensorisant par Z(d), on obtient un triangle distingué :
T—R— F — T[],

puisqu’on a des quasi-isomorphismes :

Fe“7Z(d) = F ® Z(d) (2.1)

~ [ @ Z/nZ @ 7(d) (2.2)
>~ [ @ 7/nZ(d) (2.3)
> [ ®F ),z Z/nZ(d) (2.4)
>~ Foug, (2.6)
~ ' (2.7)

ou :

e (2.1) vient du fait que Z(d) est un complexe de faisceaux plats;

e (2.3) vient tout simplement de la définition de Z/nZ(d);

e (2.4) vient du fait que Z/nZ(d) est un complexe de Z/nZ-faisceaux plats;

e (2.5) vient du quasi-isomorphisme Z/nZ(d) = u%?;

e (2.6) vient du fait que pu®¢ est un Z/nZ-faisceau plat.

D’aprés le lemme de Shapiro et la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum, on
remarque que H' (K R) =0 et H*'(K,, R) = 0 pour v € X", On en déduit
une suite exacte :

0 — IIEHY(F') — THE(T) — HIL(R).

Montrons que le morphisme II%™(T) — IIE(R) est surjectif. Soit n I'ordre
de F. Soit z € 1% (R). Considérons le diagramme commutatif 4 lignes exactes
suivant :

Hd+2(K, T) Hd+2(K, R) Hd+2(K, F')

| | |

vas HMY Ky, F') — vazs H2(K,, T) - vas H2(K,, R) - vas H2(K,, F').
Comme ITI%(R) est divisible (d’aprés le lemme de Shapiro et le lemme 2.3)
et H2(K, F') est d’exposant fini, il existe 2/ € 1% (R) tel que x = na’ et
I'image de z' dans H 2K, F') est nulle. Par conséquent, z’ provient d’un élé-
ment y € H¥2(K, T). Soit z I'image de y dans [[,4g P[:d+2(KU,T). Son image
dans [],.q H*"*(K,, R) est nulle (puisque 2’ € II¢™(R)), et donc z provient
d’'un élément de vazs H¥Y(K,, F'), qui est de n-torsion. Donc nz = 0, et
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ny € IHd+2( ). Comme ny s’envoie sur x dans IHd+2(R) on déduit que le mor-
phisme II$™(T) — TI%2(R) est surjectif.
Nous disposons donc d’une suite exacte :

0 — IIEHY(F') — THE(T) — MIE(R) — 0.
En dualisant, on obtient la suite exacte :
0 — M4 (R)P — IE(T)P — g (F)P — 0.
On a donc un diagramme commutatif a lignes exactes :

R(K) T(K) HY (K, F)

| | |

Hves R(Kv> —>HUGST(Kv) —>Hves Hl(Kv7F)—>0 (2-8)

| l l

0—> ]_Hg+2(R)D - LH%—I—Q(T)D ]_Hg—&-l(F/)D

0

De plus, la colonne concernant le module fini F' est exacte d’aprés le lemme 2.2.
Comme R vérifie ’approximation faible, une simple chasse au diagramme montre
que le noyau Ker([[ .o T(K,) — II4H2(T)) est contenu dans I'adhérence de
T(K) dans [, ¢ T(K,). Montrons que 0 — T(K) — [[,.g T(K,) — HIE2(T)P
est un complexe.

Soient x € T(K), (zy)ves son image dans [[ .o 7T(/K,) et y son image dans
I1¢72(T)P. On remarque immédiatement que I'image de y dans IIE™ (F)? est
nulle, et donc y provient d'un élément z € IHd”(R) Comme F' est d’ordre
n, la famille (nx,),cs provient d'un élément (r,)pes € [[,cq B(K,). La nullité
du morphisme [] . R(K,) — — 42 (R)P montre alors que ny = 0. Or, ny
est 'image de nz par %™ (R)P — MI%2(T)P et le morphisme %2 (R)P —
IIT4H2(T)P est injectif. Donc nz = 0. Mais TII%™2(R) étant de torsion de type
cofini divisible, son dual est sans torsion. Donc z =0 et y = 0.

Cela permet de conclure a ’exactitude de :

0= T(K)g — [[T(K,) — (IE>(T))". (2.9)

veES

Reste donc & montrer 'exactitude de :

[[7(x.) — E>(1))” — (m**(1))” — o.

vES

Pour ce faire, remarquons que nous disposons d’une suite exacte :

0 — M*(T) — WE(T) - @ B (K, T),

veES
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d’oll une suite exacte duale :

[[7x.)" = WE>(T)P — (1) - 0

veS

d’apreés la proposition 3.5(iii) du chapitre 1. Or une chasse au diagramme dans le
diagramme commutatif a lignes exactes (2.8) montre que le conoyau de T'(K') g —
[I,cs T(K,) est de n-torsion. Par conséquent, en utilisant la suite (2.9), 'image
de [1,cs T(K,) — (ILIE2(T))P est aussi de n-torsion et elle coincide donc avec

Pimage de [],.q T(K,)" — II%™(T)P. On en déduit 'exactitude de
HT md+2(T))D N (HICHZ(T))D —0,
veSs

ce qui achéve la preuve.
(ii) En passant a la limite projective sur S dans la suite exacte de (i), on obtient
immédiatement I'exactitude de :

0—=T(K)— [[ T(K,) — ME>(T)".
veXx @)
Pour établir les derniers termes de la suite exacte, on procéde comme dans (i).

En effet, on vérifie exactement de la méme maniére que I’on peut supposer que
T s’insére dans une suite exacte :

0—-F—>R—->T—0,

ou F' est un groupe fini et R est un tore quasi-trivial. On remarque alors que
I'on dispose d’une suite exacte :

0— Hld-‘r? (T) N Hld-‘rQ @ Hd+2 _[(v7 T)

veXx @)

d’oll une suite exacte duale :

I 7" — mE>(T)P — mW*>(1)” — 0.

veXx @)

Or, comme R vérifie 'approximation faible, une chasse au diagramme dans :

R(K) T(K) HY(K, F) 0

| | |

HueX(l) R(Kv) - HueX(l) T(Kv) - Huex(l) Hl(Kva F) —0
permet de conclure que le groupe topologique (I, T(Ky)) /T(K) s’iden-
tifie & ([[,cxa H'(K,, F)) /HY(K,F), ou HY(K,F) désigne 'adhérence de
HY (K, F) dans [[,cxo H'(Ky, F) (muni de la topologie produit). C’est donc
un groupe compact et I'image de [[, .y T(K,) dans IIIZ2(T)P est fermée. On
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en déduit que cette image coincide avec celle de [, . vq) T'(£,)", ce qui impose
I'exactitude de :

I 7(x.) — mE>(1)” — m**>(1)” — 0.

vexX @)

]

Remarque 2.5. (i) La preuve précédente montre aussi que ([, yo) T(Ky)) /T(K)
est d’exposant fini. Cependant, ce groupe n’est pas forcément fini. Par exemple,
prenons K = Q,(t) et soit T' le tore dual du tore de la proposition 3.5 de
|[HSSz15|. D’apres la preuve de cette proposition, comme Q, n’est pas dénom-
brable, il en est de méme du groupe III3 (7). On en déduit que III3 (T)P est
infini, et comme III'(7) est fini, le théoréme 3.3 de [HSSz15] permet de conclure
que ([T,exw T(K,)) /T(K) est infini.

(ii) Pour montrer que 0 — T(K)g — [Les T(K,) — (II42(T))P est un com-
plexe, nous aurions aussi pu faire appel a un argument topologique comme dans
le lemme 9.5 et la remarque 9.8 de [CTH15].

Nous pouvons récrire la suite exacte (i) du théoréme sous une forme plus agréable :

Corollaire 2.6. Rappelons que T est un tore et T =T @ Z(d).
(i) On a une suite exacte :

0= T(K)g — [[T(K,) » WET) - (T 0.

(i) On a une suite exacte :

0=TE)— [ T, — mgﬂ(T)D — IIY(T) — 0.

Démonstration. Le corollaire découle immédiatement du théoréme et de la re-
marque précédents, ainsi que du théoréme de dualité 3.10 du chapitre 1. O

Le théoréme 2.4 nous permet finalement d’étudier les propriétés d’approximation
faible, d’approximation faible faible et d’approximation faible faible dénombrable
pour le tore T :

Corollaire 2.7. (Propriétés d’approximation faible des tores)

Rappelons que T est un tore et T = T Q" Z(d).

(i) Le toreT vérifie 'approzimation faible si, et seulement si, II2(T) = H_IZ“(T).

(i1) Le tore T wvérifie Uapprozimation faible faible si, et seulement si, le groupe de
torsion III%2(T) est de type cofini. En particulier, lorsque I1%2(L, Z(d)) = 0
pour une extension finie L de K déployant T, le tore T vérifie Uapproximation
faible faible si, et seulement si, III92(T) est fini.

(i1i) Le tore T vérifie Uapprozimation faible faible dénombrable si, et seulement si,
le groupe de torsion III%2(T) est dénombrable.
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Démonstration. (i) Cette propriété découle immédiatement du théoréme 2.4(ii).
(ii) Supposons que T vérifie 'approximation faible faible, et notons Sy une partie
finie de X telle que, pour chaque partie finie S de X n’intersectant pas So,
le groupe T'(K) est dense dans [ .o T(K,). D’aprés le théoréme 2.4(i), cela
impose que, pour une telle partie S, on a HI?’Q(T) = III9%(T), d’o11 une suite
exacte :
0 — Hld-‘r?(/fv) Hld+2 _> @ Hd+2 KU,T)

vESH

On en déduit que IITE2(T) est de torsion de type cofini.
Réciproquement, supposons que le groupe de torsion II1%+2(T') est de type cofini.

Montrons d’abord que IIT%2(T) g, = % (T)giy. Comme (T, ) T(K,)) /T(K)
est d’exposant fini, le théoréme 2.4(ii) fournit une suite exacte :

0— A — HI*2(T)P - (TP — 0,
oll A est un groupe abélien de torsion. On en déduit que :
LIS (T) P /(WIS (T) P ors 22 TH2(T) P /(T2 (T) ) s,

et donc que % 2(T) g, = II%2(T)giy, puisque III42(T) est supposé de tor-
sion de type cofini. Rappelons maintenant qu’il existe n > 0 tel que le groupe
(IT,es T(K,)) /T(K)g est de n-torsion pour toute partie finie S de X et
fixons un nombre premier [ divisant n. Comme ITI%2(T) est de type cofini
et IH2(T)gy = II%2(T) g, il existe une partie finie S; € X telle que
MIE2(T){1} = ME(T){I}. On en déduit que, pour chaque partie finie S de
X wintersectant pas Sy, on a II%2(T){1} = IMI%(T){l}. Grace au théoréme
2.4(i), on en déduit que

() 7)o

Cela prouve que T'(K) est dense dans [], ¢ T'(K,) pour chaque partie finie S de
X n’intersectant pas U”n S, et donc T vérifie 'approximation faible faible.

(iii) Supposons que ITI%2(T)) est dénombrable. Soit Sy ensemble des places v €
X® telles qu'il existe un élément de IIZ2(T) dont 'image dans H4*2(K,,T)
est non nulle. On sait que IIE(T) = Jgcyay g TIE(T). Comme II%2(T)
est dénombrable, il existe une suite (S;);>; de parties finies de X telle que

I142(T) = UZ.>1 I (T). On en déduit que T4 (T) C HI‘G’;S(T) et que

So € ;> Si- Par conséquent, Sy est dénombrable. De plus, pour chaque partie
finie S de X)) n’intersectant par Sy, on a II%2(T) = III4+*(T). Le théoréme
2.4(i) impose alors que T'(K) est dense dans [[, ¢ T(K,), et donc T' vérifie 'ap-
proximation faible faible dénombrable.

Réciproquement, supposons que T vérifie 'approximation faible faible dénom-
brable. Soit Sy une partie dénombrable de X (1) telle que, pour chaque partie finie
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S de XW n’intersectant pas Sp, le groupe T(K) est dense dans [] . T(K,).
D’aprés le théoréme 2.4(i), cela impose que, pour une telle partie S, on a
II%(T) = II42(T), d’ott une suite exacte :

0 — IM**(T) — WE(T) - P (K, T).

vESH

On en déduit que III42(T') est dénombrable.
[

Remarque 2.8. (i) Il existe des tores qui ne vérifient pas I'approximation faible
faible dénombrable. C’est par exemple le cas du tore de la proposition 3.5 de
|[HSSz15] (voir la remarque 2.5).

(ii) Je ne connais pas la réponse a la question suivante mais elle me semble inté-
ressante : existe-t-il des tores vérifiant 'approximation faible faible dénombrable
mais ne vérifiant pas 'approximation faible faible 7

3 APPLICATIONS AU PRINCIPE LOCAL-GLOBAL

3.1 Torseurs sous un tore

Dans cette section, on suppose que d > 0, c¢’est-a-dire que k (qui est de carac-
téristique 0) n’est pas C((t)). Soient T un tore sur K et Y un espace principal
homogéne sous 7. Soit ) un modéle lisse géométriquement intégre de Y sur un
ouvert non vide U de X et notons :

Y(Ag)=lim [ v(£)x J] ¥(0))

Vau veX\V veV (@)

ou O, désigne le complété de 'anneau local de X en v. Supposons que Y (Ag) # (.
Comme dans la partie 5 de [HSz16], on peut définir :

Hi (Y, Q/Z(d + 1)) = Ker(H*(Y,Q/Z(d + 1)) /Im(H*(K, Q/Z(d + 1))
— H H®2(Yy, Q/Z(d+ 1)) /Im(H**(K,,Q/Z(d + 1)))

veX @
ou Yk, désigne Y X K,. On considére alors I’accouplement :
[, ] Y(Ag) x HF(Y,Q/Z(d + 1)) — Q/Z
(Po)o, ) = > invy(a(P,))

veX @)

ot inv, désigne I'isomorphisme H?(K,, Q/Z(d + 1)) = Q/Z du théoréme 1.2.17
de [Mil06]. D’aprés la loi de réciprocité de Weil (paragraphes 2 et 3 de ’annexe du
chapitre IT de [Ser02])), Y (K) est contenu dans I'orthogonal de H:(Y, Q/Z(d+1))
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par [.,.]. De plus, la quantité [(P,),, a] est indépendante du choix du point adélique
(P,)y. Cela permet donc de construire un morphisme

py : HIP(Y,Q/Z(d + 1)) — Q/Z.

On prouve alors exactement de la méme maniére que dans la partie 5 de [HSz16|
le théoréme :

Théoréme 3.1. On rappelle que ['on a supposé que d > 0. Si py est trivial, alors

Y (K) # 0.

Démonstration. (Esquisse)
Comme K est de dimension cohomologique d+ 2, la suite spectrale de HochSchild-
Serre :

HP(K,HY(Y,Q/Z(d +1))) = H"™(Y,Q/Z(d + 1))
induit un morphisme
H™Y K, H\(Y, Q/Z(d +1))) — H*(Y,Q/Z(d + 1)) /Tm(H***(K, Q/Z(d + 1))).
De plus, on montre exactement comme dans le lemme 5.2 de [HSz16] que :
H'\Y,Q/Z(d+ 1)) 2 T,.

Comme les groupes H (K, T ® Q(d)) et H*2(K,T ® Q(d)) sont nuls d’apres le
lemme 3.1 du chapitre 1, on a des isomorphismes

HYYE, H'(Y,Q/Z(d + 1)) = H™N(K,T,) = H (K, T),
d’ott un morphisme :
HY2(K,T) - H*(Y.Q/Z(d + 1)) /Im(H** (K, Q/Z(d + 1))).
En passant aux éléments localement triviaux, on obtient un morphisme

7 I(T) — HEP(Y,Q/Z(d + 1)).

En procédant exactement comme dans la proposition 5.3 de [HSz16|, on peut mon-
trer que, si o est un élément de II192(T'), [Y] désigne la classe de Y dans ITI'(T)
et PT(.,.) : IIIY(T) x HI*2(T) — Q/Z désigne accouplement du théoréme 3.10
du chapitre 1, alors py(7(«)) = PT([Y],«) au signe prés. Ainsi, grace au théo-
réme 3.10 du chapitre 1, on déduit que si py est trivial, alors [Y] = 0 et donc
Y(K) # 0. O

Remarque 3.2. Dans le théoréeme précédent, il suffit de supposer que la compo-
sée :
(T & HP2(Y,Q/Z(d +1)) 2 Q/z

est triviale pour conclure que Y (K) # (.
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3.2 Torseurs sous un groupe réductif

Casd=0

Dans cette section, on suppose que k = C((t)) (et donc que d = 0). Nous allons
suivre de prés les méthodes développées par Borovoi dans 'article |[Bor98| afin
de montrer que, pour chaque K-groupe linéaire réductif connexe H, il existe un
accouplement non dégénéré BM : III'(H) x B(H) — Q/Z. En fait, un tel accou-
plement a déja été étudié dans la partie 10 de Particle [CTH15] : les méthodes
utilisées dans ce dernier, fondées sur les revétements spéciaux, permettent d’établir
la non-dégénérescence a gauche mais pas la non-dégénérescence a droite.

Considérons H un groupe réductif connexe sur K, et notons H*®® son sous-groupe
dérivé et H*° le revétement universel de H®®, qui est semi-simple simplement
connexe. Soit 7' un tore maximal de H. Notons 709 I'image réciproque de T
par le morphisme composé¢ p : H* — H* — H et G = [T — T] le cone
de T — T. Pour L une extension de K, on définit la cohomologie galoisienne
abélienne de H par Hl (L,H) = H"(L,G). On rappelle que, dans la section 3
de [Bor98|, Borovoi a construit, pour chaque extension L de K, des morphismes
d’abélianisation :

ab} :H(L) — HS (L, H)
aby :HY(L,H) — H} (L, H).

Dans la suite, nous nous intéressons au morphisme abi avec L = K et avec L = K,
pour un certain v € X, Commencons par montrer qu’il est injectif.

Théoréme 3.3. (Cas particulier de la conjecture de Serre II)

Rappelons que nous avons supposé que X est une courbe sur k = C((t)). Supposons
de plus que H soit semisimple simplement connexe.

(i) Pour chaque v € XV l'ensemble pointé H'(K,, H) est trivial.

(11) L’ensemble pointé H' (K, H) est trivial.

Démonstration. (i) On pourra aller voir le théoréme 4.7 de [BT87].

(ii) D’aprés le théoréme 10 de [Lanb2]|, le corps C((t)) est C;. En utilisant en
plus le théoréme 6 de [Lan52| complété par [Nagh7|, le corps K est un corps
C5 de caractéristique 0 et son extension abélienne maximale est de dimension
cohomologique au plus 1. La partie (v) du théoréme 1.2 de [CTGP04| permet
alors de conclure.

]

Corollaire 3.4. On rappelle que 'on a supposé que X est une courbe sur k =

C((2))-
i) Pour chaque v € XU, le morphisme d’abélianisation abl est injectif.
Ko ]
(i) Le morphisme d’abélianisation aby est injectif.
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Démonstration. La preuve découle du théoréme précédent par un dévissage suivi
d’'un argument de torsion. Elle est tout a fait analogue a celle du corollaire 5.4.1
de [Bor9g]. O

Quant a la surjectivité des morphismes d’abélianisation, elle découle des travaux
de Gonzalez-Avilés (|[GA12]) :

Théoréme 3.5. On rappelle que l'on a supposé que X est une courbe sur k =
C((2))-

(i) Pour chaque v € XD le morphisme d’abélianisation ab}(v est surjectif.

(i4) Le morphisme d’abélianisation ab. est surjectif.

Démonstration. Rappelons que le corps K (resp. K, pour v € X)) est de type
de Douai (voir définition 5.2 de [GA12]) d’aprés le théoréme 2.1(a) de [CTGP04],
puisque K (resp. K,) est un corps de caractéristique 0 de dimension cohomologique
2 dont I'extension abélienne maximale est de dimension cohomologique au plus
1 et I'exposant et 1'indice coincident pour les algébres simples centrales sur des
extensions finies de K (resp. K,) (voir p. 350 de [Par10] ou le théoréme 5.5 de
[HHKO09]). Cela permet de déduire la surjectivité des morphismes d’abélianisation
du théoréme 5.5(i) de [GA12], puisque nous sommes en caractéristique 0. O

Nous allons voir que les propriétés que nous venons d’établir concernant les
morphismes d’abélianisation permettent d’étudier I’obstruction au principe local-
global.

Soit Y un espace principal homogéne sous H tel que, pour chaque v € X, on
a Y(K,) # 0. Comme avant, on considére ) un modéle lisse géométriquement
intégre de Y sur un ouvert non vide U de X et on note :

Y(Ag):=lim ] Y(K,)x [] ¥(©.)

VCU yex\v vevV D)

ou O, désigne le complété de 'anneau local de X en v. On peut alors définir un
accouplement de type Brauer-Manin :

L] Y(Ag) x BY) = Q/Z,

et on remarque que, pour « € B(Y), la valeur de [(P,),a] ne dépend pas du
choix du point adélique (P,) € Y(Ag). Comme on dispose d’un isomorphisme
canonique B(Y) — B(H) (voir le lemme 5.2(iii) de |[BvH09|), cela permet de
définir un accouplement, :

BM : II'(H) x B(H) = Q/Z
(Y], a) = [(P), o]
ou (P,) € Y(Ak) est un point adélique quelconque.

D’autre part, le noyau du morphisme 79 — T étant fini, le corollaire 4.18(ii) du
chapitre 1 fournit un accouplement parfait de type Poitou-Tate :

PT : IITY(G) x II}(G) — Q/Z.

110



CH. 2. - PRINCIPE LOCAL-GLOBAL POUR LES CORPS DE FONCTIONS SUR DES CORPS LOCAUX SUPERIEURS

De plus, nous disposons d’isomorphismes permettant de comparer les deux accou-

plements précédents :

e d’aprés le corollaire 3.4 et le théoréme 3.5, les morphismes d’abélianisation in-
duisent une bijection ab' : IIT'(H) — IY(G),

e d’aprés le corollaire 2.20 et le théoréme 4.8 de [BvH09], on dispose d’un isomor-
phisme B : B(H) — IITY(G).

Le lemme suivant montre que les accouplements de Brauer-Manin et de Poitou-

Tate sont compatibles :

Proposition 3.6. On rappelle que l'on a supposé que X est une courbe sur k =
C((t)). Le diagramme :

BM : IMY(H) x DB(H)——Q/Z
ab? lB
PT: IIIIL(G) x ml(é)—u@ﬂz.

est commutatif au signe pres.

Avant de passer a la preuve du lemme précédent, introduisons les notations sui-
vantes, calquées de article [HSz08] :

Notation 3.7. Lorsque Y est une variété lisse géométriquement intégre sur K et
Y un modele lisse géométriquement intégre de Y sur un ouvert non vide Uy de X :
o Y — Spec K et ¥ : Y — U, sont les morphismes structuraux,

Y désigne Y xx K°,

KD(Y) = [K*(Y)* = Div(Y)] = 7<1R7Y G,,[1] dans la catégorie dérivée,
KD'(Y) = [K(Y)*/K** = Div(Y)] = [G,, = 7<1R7Y G,,][1] dans la catégorie
dérivée,

KD(Y) = 71 RG],

e KD' (V) =[G, = <1 R7YG,,][1].

On rappelle que H' (K, KD'(Y)) = Bry (V) d’apreés le lemme 2.1 de [HSz08).

Démonstration. Soient [Y] € II'(H) et « € B(H). On notera aussi a I'image
réciproque de a par 'isomorphisme B(Y) — B(H). Soit Uy un ouvert non vide de
X tel qu’il existe :

e )V un modéle lisse géométriquement intégre de Y sur U,

e 1 (resp. H*?) un schéma en groupes réductif (au sens du chapitre XIX de
|Gro70]) sur un ouvert non vide de Uy étendant H (resp. H*¢),

un morphisme H9 — H étendant H* — H,

T (resp. T©9) un tore sur Uy étendant T (resp. T¢)),

un morphisme 79 — T étendant 709 — T,

un morphisme 79 — H() ¢tendant T — H*,

un morphisme 7 — H étendant T — H,

un morphisme H Xy, YV — )V étendant 'action H X Y — Y de H sur Y,

et tel que le diagramme :
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T(sc) . T

L

H(sc) — N

est commutatif. On adopte en outre les notations suivantes :

o T et T(s0 désignent les modules de caractéres de T et 79,

o G=[T09) 5 T]et G =[T — T,

e U désigne un ouvert de Uy tel que a se reléve en un élément oy € HH(U, KD'(Y))
et tel que ab'([Y]) s’étend en un élément de H'(U,G),

e &y désigne la classe du morphisme naturel KD'(Y) — G,,[2] dans le groupe
Exty (KD'(Y)), Gm[1]),

o C(H) =[KD'(H) — KD'(HE))|[-1] et C(T) = [KD'(T) = KD'(T))][-1],

o Extj(KD'(Y @ H),Gu[1]) = Ext(KD'(Y),Gu[1]) @ Extj, (KD (H),G,,[1]) et
HYNU,KD'(Y®H)) = H (UKD (Y)) ® H{(U,KD'(H)).

On dispose d’un diagramme commutatif d’accouplements :
Exty (KD'(Y),Gul1])  x H (U KD'(Y))

H3(U,G,) —=Q/Z

Exty(KD'(Y xu H),Gull]) x  HX(U,KD'(Y xu H)) — HE (U, G) == Q/Z

Exty(KD'(Y ®H),Gn[l]) x  H(UKD'(Y&H) — H(U,Gn) —=Q/Z
Ext; (KD'(H),Gn[1])  x HYU,KD'(H)) H3U,G,) —Q/Z
Ext;(C(H),Gn[l])  x HYU,C(H)) H3U,G,) —Q/Z
Exty(C(T),Gnll])  x H(U,C(T)) H(U,Gy) — Q/Z
Ext};(G, G[1]) x HY(U,G) H}(U,G,,) == Q/Z
HY(U,G) x HY( ‘(‘] g) H}U,G,,) = Q/Z

ou les morphismes verticaux sont induits (du haut vers le bas) par :

e le morphisme KD'(Y) — KD'(Y xy H) induit par le morphisme Y xy H — Y
qui étend l'action de H sur Y,

e le morphisme naturel XD'(Y) & KD'(H) — KD'(Y xy H) induit par les projec-
tions,

e la projection KD'(Y) & KD'(H) — KD'(H),

e le morphisme naturel C(H) — KD'(H),
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e le morphisme naturel C(H) — C(T),

e le morphisme G — C(7) le morphisme induit par 7 = [G,, — 7/ G,] —
KD/ (T)[~1] et par T = [G,, — 77 "G, — KD/ (TE)[=1] (les identifica-
tions T 2 [Gpy — 77 Gy et TGO =[Gy, — 777G,y découlent du lemme de
Rosenlicht),

e laccouplement G @ G — G,,[1].

De maniére analogue a la proposition 3.3 de [HSz08|, on peut montrer que :

BM([Y], (Oé)) = gy Uay.
De plus, I'article [BvHO09] établit que l'isomorphisme
HI(K, G) — Bxth (KD'(Y), G1]

envoie ab'([Y]) sur —Fy, ot By désigne I'image de &y dans Extj (K D'(Y),G,,[1])
(théoreme 5.5 de [BvH09]), et que les morphismes KD'(V)® KD (H) — KD'(Y xy
H), C(H) — KD'(H) et G — C(T) deviennent des isomorphismes sur la fibre
générique (lemmes 5.2, 4.3 et 4.2 de [BvH09]). Donc, quitte a diminuer U, on en
déduit que :

PT(ab'([Y]), B(a)) = £& U ay = £BM([Y], (@)).
O

Remarque 3.8. Pour établir la proposition 3.3 de [HSz08|, on a besoin de donner
une autre construction du morphisme BM([Y],.) a l'aide du lemme du serpent
(lemme 3.1). Dans notre situation, dans la preuve précédente, pour montrer que
BM([Y], (@) = & Uay, il convient de remarquer que la méme construction marche
méme si le morphisme Br(K) — @, .o Br(K,) n’est pas injectif et son conoyau
n’est pas isomorphe & Q/Z : en fait, la loi de réciprocité de Weil (paragraphes 2
et 3 de 'annexe du chapitre II de [Ser02])) fournit un morphisme Coker(Br(K) —
DB, cxw Br(K,)) = Q/Z, et cela nous suffit.

Théoréme 3.9. (Obstruction au principe local-global)
On rappelle que l'on a supposé que X est une courbe sur k = C((t)) et que H est un
groupe réductif connexe sur K = k(X). L’accouplement BM : 1II'(H) x B(H) —

Q/Z induit une bijection 11" (H) = B(H)D.

Démonstration. Cela découle du lemme précédent, du corollaire 4.18(ii)~ du cha-
pitre 1, et du fait que ab' est une bijection et que B : B(H) — III'(G) est un
isomorphisme. O

Remarque 3.10. Comme la cohomologie d'un groupe unipotent sur un corps de
caractéristique 0 est triviale, en quotientant par le radical unipotent, on voit que
le théoréme précédent reste valable pour un groupe algébrique linéaire connexe
quelconque.
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Corollaire 3.11. On rappelle que l'on a supposé que X est une courbe sur k =
C((t)). Soit H un groupe linéaire connexe quelconque sur K. La seule obstruc-
tion au principe local-global pour les K-espaces principaur homogenes sous H est
Dobstruction de Brauer-Manin associée & B(H).

Remarque 3.12. e Ce corollaire découle uniquement de la non-dégénérescence a
gauche de l'accouplement BM : les résultats de l'article [CTH15] étaient donc
déja suffisants pour I'établir.

e Il est probable que les mémes techniques permettent d’étudier les espaces ho-
mogenes a stabilisateurs connexes.

Casd=1

Dans cette section, on suppose que k = C((t1))((t2)) (le cas ou k est p-adique a

été traité dans la partie 6 de [HSz16]). Soit H un groupe réductif sur K tel que

H*¢ est quasi-déployé. On suppose de plus que :

e le groupe II1%(Z) est nul,

e le groupe H est déployé sur une extension finie galoisienne L de K (ie H posséde
un tore maximal qui devient déployé sur L) telle que II1*(L, G,,) = 0.

Remarque 3.13. (i) L’hypothése IIT*(L, G,,) = 0 implique que I1*(G,,) = 0,
mais la réciproque est fausse. En effet :
e si IT*(L,G,,) = 0, un argument de restriction-corestriction montre que
1%(G,,) est d’exposant fini; comme il est divisible, il est nul;
e pour voir que la réciproque est fausse, il suffit de choisir K = C((t1))((t2))(x)
et L la cloture galoisienne d’une extension finie L' de K telle que IITI*(L, G,,) #
0 (cela est possible grace a I’'exemple 1.17).
De méme, si IIT%(L,Z) = 0, alors II1?(Z) = 0, mais la réciproque est fausse.
(i) Les nullités de I1%(Z) et de I1*(L,G,,) = 0 ont été étudiées dans la section
1.

Soit F un espace principal homogéne sous H tel que E(Ag) # (). Comme dans
la partie 3.1, on peut construire un morphisme pgr : HE(E,Q/Z(2)) — Q/Z.
Exactement de la méme maniére que dans la partie 6 de [HSz16], on peut montrer
le théoréme suivant :

Théoréme 3.14. On rappelle que 'on a supposé que X est une courbe sur k =
C((t1))((t2)). Si H*® n’a pas de facteur Eg et si pg est le morphisme trivial, alors
E(K) # (. Si H* est de type Eg et si pp est le morphisme trivial, alors E posséde
un zéro-cycle de degré 1.

Remarque 3.15. (i) La preuve fait appel a I'invariant de Rost. En particulier,
on utilise les deux résultats suivants :
e pour H’ un groupe semi-simple simplement connexe absolument presque
simple quasi-déployé sur un corps K’ de dimension cohomologique au plus
3, si H' n’est pas de type Es, le noyau de I'invariant de Rost H'(K’, H') —
H3(K',Q/Z(2)) est trivial (théoréme 5.3 de [CTPS12]);
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e pour H' un groupe semi-simple simplement connexe absolument presque
simple quasi-déployé de type Eg sur un corps K’ de dimension cohomolo-
gique au plus 4, tout torseur sous H' représentant une classe du noyau de
I'invariant de Rost H'(K', H') — H?*(K', Q/Z(2)) admet un zéro-cycle de
degré 1 (|Che94], [Chel0], [Sem16]).

(ii) La nullité de IIT(Z) est utilisée pour établir un résultat analogue a la proposi-
tion 6.2 de [HSz16], ou plus précisément pour montrer 'injectivité du morphisme
H¥*(K,Q/Z(2)) — [l,exm H*(K,,Q/Z(2)) : le noyau de H3(K,Q/Z(2)) —
[Toexo H*(K,,Q/Z(2)) est isomorphe a III*(Z(2)), qui est nul si, et seulement
si, IT%(Z) Pest d’aprés une variante du lemme 3.20 du chapitre 1.

(iii) La nullité du TI%(L,G,,) permet de calculer la cohomologie des tores quasi-
triviaux. Plus précisément, dans la partie 6 de [HSz16|, on a besoin de considérer
une z-extension (suite exacte (37)) faisant intervenir un tore quasi-trivial Q. Il
se trouve qu’avec le choix que nous avons fait du corps L, on peut supposer que
le module des caractéres de @ est un Z[Gal(L/K')]-module libre (proposition 3.1
de [MS82]). Comme III*(L, G,,) est nul, cela permet d’établir avec le lemme de

Shapiro que IT13(Q) et II3(Q) sont nuls.

Cas d>1

Dans cette section, on suppose que d > 1. Soit H un groupe réductif sur K tel
que H*¢ est quasi-déployé. Soit L une extension finie galoisienne de K telle que
H contient un tore maximal déployé sur L. On suppose que I[II1*(Z(2)) = 0 et que
m1*(L,G,,) = 0.

Remarque 3.16. La nullité¢ de I11*(L, G,,) a été étudiée dans la section 1.

Soit E un espace principal homogéne sous H tel que E(Ag) # (). Comme dans la
partie 3.1, on peut construire un morphisme pg : HA (B, Q/Z(d + 1)) — Q/Z.
On peut alors montrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.17. On rappelle que l'on a supposé que d > 1.

(i) Si pg est le morphisme trivial et si H* ne contient que des facteurs de type
A, avecn <5, B, avecn <6, C,, avecn <5, D, avecn <6, 'D;, Eg, B, Fy,
G, alors E(K) # 0.

(i) Sid =2, pg est le morphisme trivial et H* est de type Eg, alors E posséde
un zéro-cycle de degré 1.

La preuve est trés similaire a celle du théoréme 6.1 de [HSz16] mais présente
quelques différences que nous signalons dans la suite.

Démonstration. (Esquisse)

e Comme le noyau de l'invariant de Rost d’'un groupe semi-simple simplement
connexe absolument presque simple quasi-déployé de type A, avec n < 5, B,
avec n < 6, C, avec n < 5, D,, avec n < 6, 1Dy, Eg, E;, Fy ou Gy est tri-
vial (théorémes 0.1 et 0.5 de |Gar01|) et comme tout torseur dans le noyau de
I'invariant de Rost d’un groupe semi-simple simplement connexe absolument
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presque simple quasi-déployé de type FEg sur un corps de dimension cohomo-
logique au plus 4 a un zéro-cycle de degré 1 (|[Che94|, [Chel0], [Sem16]), on
montre la propriété suivante exactement de la méme maniére que la proposi-
tion 6.2 de [HSz16] : sous les hypothéses de (i), le noyau de H'(K, H*®) —
[T,ex H'(K,, H*)) est trivial; sous les hypothéses de (i), tout torseur sous
H*¢ représentant un élément de Ker(H' (K, H*) — [],cxa) H'(K,, H*)) pos-
sede un zéro-cycle de degré 1. Dans la preuve de ces résultats, I'injectivité de
H*(K,Q/Z(2)) = [l exo H*(K,, Q/Z(2)) découle de la nullité de ITI*(Z(2)).

On considére une z-extension de H :
1-Q—H, - H—1.

C’est une extension centrale de K-groupes réductifs, () est un tore quasi-trivial
dont le module des caractéres est un module libre sur 'anneau Z[Gal(L/K)],
et le sous-groupe dérivé H:* de H, est H*. Comme H, est réductif, on dispose
aussi d’une suite exacte 1 — H* — H, — H,/H*® — 1 ou H,/H"*® est un
tore. On prouve alors de la méme maniére que le lemme 6.4 et la proposition
6.5 de [HSz16] le résultat suivant : le morphisme naturel d’ensembles pointés
1Y (H,) — III'(H) est un isomorphisme, et le noyau du morphisme naturel
d’ensembles pointés 1Y (H,) — I (H,./H*¢) est trivial. Pour ce faire, il est
nécessaire de montrer que ITI%(Q) est nul : cela découle immédiatement du lemme
de Shapiro, du fait que Q est un Z[Gal(L/K)]-module libre et de la nullité de
1%(L, G,,). On notera E, un torseur sous H, représentant I'image réciproque de
E par l'isomorphisme III'(H,) — IIT'(H), et Y un torseur représentant I'image
de E, par IITI'(H,) — II'(H,/H*).

On note T (resp. T,) un tore maximal de H (resp. H.). On note T (resp.
T Pimage réciproque de T (resp. T.) dans H* (resp. H¢). On note finale-
ment G = [T09) — T et G, = [T¥*? — T.]. Le lemme 6.7 de [San81| fournit
un isomorphisme H'(E,Q/Z(1)) = H'(H,Q/Z(1)) et donc un isomorphisme
HY(E,Q/Z(1)) = Hom (T/T(9,Q/Z) d’apreés la proposition 6.7 de [CTOS].
Comme TC¢) — T' est injectif, on obtient ainsi un isomorphisme :

H'(E,Q/2(d + 1))  Homy(T/T, Q/Z(d))
~ {°RHom, ([T¢9) — T, Q/Z(d)).
On a alors un morphisme naturel H°(G,[-1]) = H'(E,Q/Z(d + 1)) induit par
Paccouplement [T — T(9)] @ [T(9) — T] — Z[1] construit dans la preuve du

lemme 4.3 du chapitre 1. Comme le conoyau de 7' — TG9) est fini, Gy[—1] est
concentré en degré 0, et on a une suite exacte :

HYYK, [T — T6O] @ Q(d)[—1]) — HHY(K, Gy[—1]) — H™2(K, G[—1])
— H"2(K [T — TG @ Q(d)[—1]).

Montrons que H*!(K, [T — T(9)@LQ(d)[—1]) est nul. Pour ce faire, on dispose
de la suite exacte H4" (K, Ker(T — T6)) QL Q(d)) - H(K, [T — T)] QL
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Q(d)[-1]) = H"*(K, Coker(T — T9) @& Q(d)[—1]). Le troisiéme terme est
nul car Coker(f —T (SC)) est fini. Quant au premier, il est divisible et le lemme
4.1 du chapitre 1 montre qu’il est d’exposant fini. Il est donc nul, et a fortiori le
groupe H (K [T — T @Y Q(d)[—1]) I'est aussi.

On montre de méme que H+2(K, [T — TGo] @ Q(d)[—1]) = 0, et on obtient
donc un isomorphisme :

H*"N K, G[-1]) = H(K, G[-1)),

qui permet de construire par composition un morphisme :

H"(K,G[-1]) — H"(K, H(E,Q/Z(d + 1))).
En composant avec le morphisme
H"Y K, H'(E,Q/Z(d+1))) — H**(E,Q/Z(d + 1))/H*(K, Q/Z(d + 1)),
on obtient un morphisme :
H"YK,G) - H*(FE,Q/Z(d + 1))/H™*(K,Q/Z(d + 1)).

En passant aux éléments localement triviaux, cela induit un morphisme :
M*YG) — HEP(E,Q/Z(d + 1)).

De méme, on a des morphismes :
Y(G.) = Hi™ (B, Q/Z(d + 1)),

LHd—i—Q((HZ/Hsc)N) N H1%+2(K @/Z(d + 1))
En exploitant le diagramme commutatif :
H_[d+2((HZ/Hsc)~) mdﬂ(éz) [11e+1 (é)

| | |

HE(Y,Q/Z(d + 1)) — HI(E,, Q/Z(d + 1)) =—— H{(E,Q/Z(d + 1))

lpy lPEZ lpE
Q/Z Q/Z Q/Z,
on voit que, si le morphisme I (G) — I (G.) est un isomorphisme,
alors la composée IM2((H,/H*)~) — HI(Y,Q/Z(d + 1)) 2 Q/Z est
nulle, et donc d’aprés la remarque 3.2, le torseur Y est trivial : le noyau de
1Y (H,) — IIIY(H,/H*¢) étant trivial et le morphisme d’ensembles pointés
I1'(H.) — II'(H) étant un isomorphisme, on en déduit que le torseur E est
trivial. I suffit donc de montrer que le morphisme I (G) — I (G.,) est
un isomorphisme.
Pour ce faire, on écrit le triangle distingué G — G, — Q[1] — G[1]. Comme Q
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est quasi-trivial, le lemme de Shapiro et la conjecture de Beilinson-Lichtenbaum
imposent que H™'(K,Q) = H*'(K,,Q) = 0. De plus, en utilisant toujours
le lemme de Shapiro et le fait que @ est un Z[Gal(L/K)]-module libre, on a
I1%2(Q) = II%2(L, Z(d))™ pour un certain m, qui est nul d’aprés le lemme
3.20 du chapitre 1 puisque IT1%*(L,G,,) = 0. Par conséquent, le morphisme
1% (G) — HI%(G.) est bien un isomorphisme, ce qui achéve la preuve.

]

Remarque 3.18. Dans le cas d = 2, on n’a pas besoin de supposer que I1I*(Z(2)) =
0. En effet, comme IIT*(L,G,,) = 0, un argument de restriction-corestriction
montre que I[11%(G,,) = 0, et donc, en vertu du lemme 3.20 du chapitre 1, IIT*(Z(2))
est automatiquement nul. En particulier, dans ce cas, il suffit de supposer que le
corps L vérifie les hypothéses du corollaire 1.11 ou du corollaire 1.12.
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Variétés abéliennes sur les corps
de fonctions de courbes sur des
corps locaux supérieurs

0 INTRODUCTION

0.1 Contexte et motivations

Dans le premier chapitre de la thése, nous avons établi des théorémes de
dualité arithmétique pour les modules finis, les tores et les groupes de type mul-
tiplicatif sur des corps de fonctions de courbes sur des corps locaux supérieurs.
L’objectif de ce troisiéme chapitre de la thése est d’obtenir aussi des théorémes
de dualité pour les variétés abéliennes. Commencons par rappeler briévement les
résultats portant sur ces derniéres dans le cas classique des corps p-adiques et des
corps de nombres.

Dans le cadre local, Tate montre en 1958, dans I’exposé [Tat58|, qu’étant don-
née une variété abélienne A sur un corps p-adique k de variété abélienne duale A?,
il existe un accouplement canonique HY(k, A) x H'(k, A') — Br(k) = Q/Z qui met
en dualité parfaite le groupe profini H%(k, A) et le groupe de torsion H'(k, A?).
Dans le cadre global, en généralisant des travaux de Cassels pour les courbes el-
liptiques, il construit pour chaque variété abélienne A sur un corps de nombres
K de variété duale A® un accouplement III'(K, A) x III'(K, AY) — Q/Z puis
annonce au Congrés International des Mathématiciens de 1962 (|Tat63]) la non-
dégénérescence de ce dernier modulo divisibles. Ici, IIT* (K, A) désigne le groupe de
Tate-Shafarevich constitué des classes d’isomorphismes de torseurs sous A triviales
dans tous les complétés de K. Des résultats analogues ont aussi été établis pour
les variétés abéliennes sur F),((u)) et sur F,(u) (Remarque 1.3.6 et Théoréme 1.6.13
de [Mil06]).
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Avant cette thése, trés peu de résultats étaient connus (du point de vue de la
dualité) pour les variétés abéliennes sur des corps de fonctions de courbes définies
sur des corps infinis. En fait, & ma connaissance, on ne disposait que de résultats
pour les variétés abéliennes sur C((u)) et C(u) : cela remonte a des travaux de
Ogg dans les années 1960 (|Ogg62]). Le but de ce chapitre est donc d’établir des
théorémes de dualité, analogues & ceux de Tate rappelés ci-dessus, pour les variétés
abéliennes sur les corps de la forme k((u)) et k(u) avec k = Q, ou k = C((?)),

voire avec k = Q,((t1))...((tq)) ou k = C((t1))...((ta))-

Remarque 0.1. Il est vrai qu’on peut déja trouver des résultats similaires pour
les variétés abéliennes sur Q,((t1))...((t4)) dans [Koy00|, mais I'article en question
contient un grand nombre d’erreurs et soit le théoréme principal soit la principale
proposition permettant de le prouver semble erroné (voir la remarque 5.19).

0.2 Notations supplémentaires

Faisceaux et cohomologie. Soit » > 0. Pour F' et GG deux faisceaux fppf sur
un schéma X, on note Ext’y(F,G) (ou Ext"(F,G) s’il n’y a pas d’ambigiiité) le
faisceau associé pour la topologie étale au préfaisceau 7' — Exty, (F,G). On
rappelle qu’avec cette définition, la formule de Barsotti-Weil garantit que, si A est
une variété abélienne sur un corps k, alors la variété abélienne duale A! représente
le faisceau Ext, (A, G,,) (voir par exemple le théoréme II1.18.1 de [Oor66]). Par
ailleurs, en mimant les notations pour les groupes abéliens, on pose, pour F' un
faisceau sur un schéma X et [ un nombre premier, H" (X, T)F) = Hm H (X, nF)
et H"(X, F{l}) = hﬁ% H" (X, nF).

Cadre. Dans tout le chapitre, d désignera un entier naturel fixé (éventuellement
nul), k& un corps d-local et X une courbe projective lisse géométriquement intégre
sur k. On notera K son corps des fonctions. Lorsque ko est fini, on supposera que
le corps ky est de caractéristique 0 : autrement dit, ou bien ky = C((¢)), ou bien
d > 1 et ky est un corps p-adique. Lorsque M est un Gal(K*/K)-module discret,
on notera parfois III" (M) au lieu de II" (K, M).

Cohomologie & support compact. Pour j : U — X une immersion ouverte et
F un faisceau sur U, le r-iéme groupe de cohomologie & support compact est, par
définition, le groupe H! (U, F) = H" (X, )i.F).

0.3 Organisation du chapitre
Ce chapitre est constitué de 7 sections.

La premiére partie permet de faire quelques rappels et d’établir quelques ré-
sultats préliminaires. On y étudie notamment la cohomologie des tores sur le corps
d-local k.

120



CH. 3. - VARIETES ABELIENNES SUR LES CORPS DE FONCTIONS DE COURBES SUR DES CORPS LOCAUX
SUPERIEURS

La deuxiéme partie porte sur les variétés abéliennes sur C((¢o))((¢1)) et sur
C((t9))(t). Voici les principaux résultats obtenus :

Théoréme 0.2. (théorémes 2.3, 2.12 et 2.23 et corollaire 2.25)

(i) Supposons que k = C((to))((t1)) et que A une variété abélienne sur k. Soit A® sa
variété abélienne duale. Les groupes H'(k, A) et (H°(k, AY)™M)P sont isomorphes
modulo divisibles. Plus précisément, on a un morphisme naturel H'(k, A) —
(H°(k, AYMP qui s’insére dans une suite ezacte :

0— (Q/Z)™A — HY(k, A) — (H°(k, AHYMP — 0,

ot m(A) est un entier naturel compris entre 0 et 4dim A dépendant de la géo-
métrie de A. L’entier m(A) est nul si, et seulement si, la variété abélienne sur
C((to)) apparaissant dans la réduction du modéle de Néron A de A modulo t; a
réduction purement additive. Lorsque la fibre spéciale de A est connexe, le noyau
de HY(k, A) — (H°(k, AY™MP est un groupe contenant H' (k, A) qui peut étre

décrit explicitement : on le note H! (K, A).

(i1) Supposons que k = C((to)). Soit A une variété abélienne sur K = k(X), de
variété abélienne duale A®. Soit Z I'ensemble desv € X tels que m(Ax g K,,) =
0. On suppose que, pour toute place v € X \ Z, la fibre spéciale du modéle de
Néron de A x i K, est connezxe, et on pose :

1
Hlnrs

(A):=Ker | HNK,A) » [ H'(K.,A)/H), (K, A) x [[ H'(K., 4) |,
veX(\Z veZ

I, (A") == Ker | H'(K,A") —»  [] H'(Kv, A")/H,, (K, A") x [ H' (K., A%
veXMW\Z veZ

On remarquera que ' (K, A) C IIIL (A) et que T (K, AY) C TIT}, (A?). Alors,

pour chaque nombre premier {, il existe une dualité parfaite de groupes finis :

[T (K, A){€} < T, (A {6} — Q/Z

nrs

ainsi qu’un accouplement I (K, A)xIITH (K, AY) — Q/Z dont le noyau & gauche
(resp. & droite) est constitué des éléments de TUI'(K, A) (resp. 1N (K, AY)) qui
sont divisibles dans 111}, (A) (resp. I, (A?)).

nrs nrs

Remarque 0.3. L’énoncé précédent est moins général que les énoncés qui seront
démontrés dans la suite : il est en fait possible d’affaiblir I’hypothése de connexité
des fibres spéciales des modéles de Néron. On remarquera aussi que ’hypothése ne
concerne que les places de mauvaise réduction.

Les parties 3 et 5 sont consacrées a une généralisation de (i) du théoréme 0.2
aux variétés abéliennes sur le corps d-local k (sans supposer que k = C((t0))((t1))).
Plus précisément, elles permettent de construire un accouplement entre la coho-
mologie d’une variété abélienne et la cohomologie d'un certain faisceau qui lui est
associé puis :
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e de démontrer que ledit accouplement induit toujours une dualité parfaite modulo
divisibles (corollaires 3.1 et 5.4 et théorémes 3.5 et 5.7),

e de déterminer quand c¢’est un accouplement parfait (sans quotienter par les sous-
groupes divisbles) (corollaire 3.17, théorémes 3.18, 5.18 et 5.22 et proposition
5.20),

e de calculer dans certains cas les noyaux a gauche et a droite de 'accouplement
(théorémes 3.25 et 5.30).

Les parties 4 et 6 sont consacrées a une généralisation de (ii) du théoréme
0.2 aux variétés abéliennes sur le corps K = k(X) lorsque k n’est pas forcément
C((tp)) (théoréemes 4.8, 6.9 et 6.15 et corollaires 4.9 et 6.16).

Finalement, dans la septiéme partie, on s’intéresse a la finitude du premier
groupe de Tate-Shafarevich d’une variété abélienne sur K = k(X).

1 PRELIMINAIRES

1.1 Groupes de torsion de type cofini

Dans ce chapitre de la thése, nous étudierons souvent la structure des groupes de
cohomologie par des arguments de comptage. Ainsi, les lemmes qui suivent, qui
ne sont que des exercices d’algébre élémentaire, seront utilisés trés souvent sans
référence explicite. On rappelle qu'un groupe abélien de torsion est de type cofini
si son sous-groupe de n-torsion est fini pour tout n > 1.

Lemme 1.1. (Théoreme 25.1 de [Fuc70])
Soit A un groupe de torsion de type cofini. Pour chaque nombre premier (, il existe
un groupe fini Fy et un entier naturel vy tels que A{l} = Fy & (Q¢/Zy)™.

Lemme 1.2. Avec les notations du lemme précédent, pour tout entier naturel non
nuln, on a :

‘HA‘ Tove (M)
A~ LI
l

Ici, ve(n) désigne la valuation (-adique de n.

Lemme 1.3. Soient A et A’ deux groupes de torsion de type cofini. Si |, A| = [, A’
pour tout entier naturel n, alors A et A’ sont (non canoniquement) isomorphes.

1.2 Caractéristique d’Euler-Poincaré

On rappelle briévement la définition de la caractéristique d’Euler-Poincaré :

Définition 1.4. (Caractéristique d’Euler-Poincaré)
On rappelle que k est un corps d-local. Soit F' un Gal(k®/k)-module fini. La ca-
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ractéristique d’Fuler-Poincaré de F est :

o0

(b F) = T 117k, F)

r=0

Cette quantité est bien définie car H"(k, F') est fini pour chaque r > 0 et k est de
dimension cohomologique finie (égale & d + 1).

Proposition 1.5. Soit F' un Gal(k®/k)-module fini.
(i) Si kg est fini et d > 2, alors x(k, F) = 1.
(11) Si ko= C((t)), alors x(k, F) = 1.

Démonstration. (i) Notons x le corps résiduel de k et procédons par récurrence

sur d.

e Supposons que d = 2. On dispose de la suite spectrale de Hochschild-Serre
H"(k, H*(k", F)) = H"*(k, F'), qui dégénére en une suite exacte longue :

o= H (5, HY(K", F)) — H"(k, F) — H Yk, H'(K"", F)) — ...

On a donc x(k, F) = % Or H°(k™ F) et H' (K" F) ont méme
cardinal puisque Gal(k®/k™) = Z (cela découle aisément de la proposition
1.7.7(1) de INSWO08|). Par conséquent, d’aprés le théoréme 1.2.8 de [Mil06], on
a x(k, H(k", F)) = x(k, H (k" F)), et donc x(k, F) = 1.

e Soit d > 2 et supposons que la proposition soit vraie pour tout corps (d —
1)-local. Comme avant, la suite spectrale H"(k, H*(k"", F)) = H"*(k, F)
dégénére en une suite exacte longue :

. = H(k, HY(E™  F)) — H"(k,F) — H (s, H'(K"", F)) — ...

On a donc x(k, F) = % Par hypothése de récurrence, on a 1’égalité
X(x, HY (k" F)) = x(k, H' (k"", F)) = 1, et donc x(k, F) = 1.
(i) L’énoncé est vrai pour d = 0 puisque Gal(C((¢))*/C((¢))) = Z. On procéde
ensuite par récurrence comme dans (i).

O

1.3 Tores algébriques

Dans ce paragraphe, nous allons calculer le sous-groupe divisible maximal de
H"(k,T) pour T un k-tore et r un entier naturel. Pour ce faire, on commence
par rappeler le lemme d’Ono, qui sera utilisé a de nombreuses reprises :

Lemme 1.6. (Lemme d’Ono - théoréme 1.5.1 de [Ono61])

Soient | un corps et T un tore sur l. Il existe un entier naturel non nul m, des
l-tores quasi-triviaux Ty et R et un [-schéma en groupes fini commutatif F tels que
l’on ail une suite exacte :

0—-F—=R—T"x;Ty— 0.
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Cas ot ko = C((t))
Nous nous plagons d’abord dans le cas, plus simple, ou ky = C((¢)).

Lemme 1.7. Pour chaque entier naturel non nul n, l'ordre de H'(k, u,,) est nd*1,
Démonstration. On procéde par récurrence sur d. Pour d = 0, le lemme est claire-
ment vrai. Supposons-le prouvé pour un certain d, et considérons un corps (d+ 1)-
local k avec ky = C((¢)). En notant « le corps résiduel de k, on a une suite exacte
(paragraphe 2 de l'annexe du chapitre II de [Ser02]) :

0 — H(k, i) = H"(k, ) — H(k,Z/nZ) — 0.

Comme k est d-local, 'hypothése de récurrence impose que |H'(k, u1,)| = nt, et
donc |HY(k, i) = n|H (K, pi )| = n¢2. O

Proposition 1.8. Soient T un tore sur k et p son rang. On a alors pour chaque
entier naturel non nul n :
TR,

[T(k)/n|

Démonstration. e Le lemme 1.7 implique que :

WCnB) )
ConlR)/n] ~ [H eopta)] — T o))

Cela montre que la proposition est vraie pour T' = G,,, et donc aussi pour tout
tore quasi-trivial d’aprés le lemme de Shapiro.

e On se place maintenant dans le cas général, ou T" est un tore quelconque. Soient
m un entier naturel non nul et 7j un tore quasi-trivial sur k tels que ’on ait une
suite exacte :

0= F—>R—->T"x,1Ty,—0

avec F' un schéma en groupes fini commutatif sur k£ et R un tore quasi-trivial
sur k. Notons pg le rang de R. En passant a la cohomologie et en appliquant le
lemme de Shapiro et le théoréme de Hilbert 90, on obtient une suite exacte :

0 — F(k) = R(k) = T(k)™ x Ty(k) — H'(k, F) — 0.

Comme F est fini, les groupes F (k) et H'(k, F) sont finis. On déduit alors du
lemme du serpent que :

( [T (K)| )m o ok [ B(k)|
T(k)/n] To(k)/n|  |R(k)/n|

Or nous avons montré que “T"T(Og% = n~UPrR=PM) ot % = n~%~r_ puisque

Ty et R sont des tores quasi-triviaux de rangs respectifs pr — pm et pg. On en

1nT (k)| —dp_
déduit que TRy a] = "

[]
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Proposition 1.9. Soit T un tore de rang p sur k. On a alors pour chaque entier

naturel non nuln :
1T (k)|

’T(k>tors/n‘ N

Démonstration. e La propriété est évidente pour T = G,,. Elle est donc aussi
vraie pour tout tore quasi-trivial.

e On se place maintenant dans le cas général. Soient m un entier naturel non nul
et Ty un tore quasi-trivial sur k tels que 'on ait une suite exacte :

p

0—F—>R—->T"x,Ty—0

avec F' un schéma en groupes fini commutatif sur k£ et R un tore quasi-trivial
sur k. Comme F'(k®) est fini, on déduit une suite exacte :

0— F(ks)tors — R(ks)tors — Tm(ks)tors X TO(kS)tors — 0.
En passant a la cohomologie, on obtient 'exactitude de :

0 — F(k)iors — R(E)iors — T(k) .. X To(k)iors — H (K, F(E*)ors)-

tors

Or F(k*)iors est fini. Donc il en est de méme du groupe H'(k, F'(k%)iors), €t il
existe une suite exacte :

0= F(k)tors = R(E)tors = T(k)prns X To(k)iors = Q — 0,

tors

ol () est fini. On déduit du lemme du serpent que :

( W T (K)| )mx |nTo(k)] [n R(F)]
|T

(K)tors/nl | To(K)tors/n a | R(K)iors /|
Or, en notant pg le rang de R, nous avons montré que % = nPRTPT et
InRE)  _  p A TR p
Rersm = 17" On en déduit que Ty =

]

Remarque 1.10. Comme T'(k);ors est un groupe de torsion de type cofini, on
déduit de la proposition précédente que T'(k)iors = F @ (Q/Z)” pour un certain
groupe abélien F' dépendant de T tel que, pour chaque nombre premier ¢, la torsion
(-primaire de F' est finie. On peut en fait montrer que F' est fini. En effet, six € F
et L est une extension finie galoisienne de k déployant 7', on remarque que x
est divisible dans T'(L);,rs. Par conséquent, [L : k|x est divisible dans T'(k)ops.
Comme [L : k|lx € F, on déduit que z est de [L : k]-torsion, ce qui montre que F'
est d’exposant fini, donc fini.

Proposition 1.11. Soit T' un tore de rang p sur k. Soit r > 1. On note ¢, 4 = 0
sir=1celc,qg= (djl) si r > 1. Il existe un groupe abélien fini F' (qui dépend de
r et de T') tel que :

H"(k,T) =2 F @ (Q/Z)r*.

De plus, si T = Gy, (ou si T est quasi-trivial), alors F' = 0.
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Démonstration. On procéde en deux étapes :

(A) Montrons d’abord la proposition pour T" = G,, en procédant par double ré-
currence sur d et r. Pour d = 0, la proposition est vraie par le théoréme de
Hilbert 90 et par dimension cohomologique. Supposons-la donc vraie pour un
certain d > 0, et considérons k un corps d + 1-local.

e Pour r =1, on a bien H'(k,G,,) = 0 par le théoréme de Hilbert 90.
e Pour r = 2, si 'on note k le corps résiduel de k, on a pour chaque n > 1 la
suite exacte (voir le paragraphe 2 de I'annexe du chapitre II de [Ser02]) :

0 — H*(k, i) — H*(k, ) — H'(k,Z/nZ) — 0.

Comme H?(k, pn) = nH?*(k, Gy, H*(k, ) = nH*(k,Gp) et |H (k,Z/nZ)| =
ndtl d’aprés le lemme 1.7, on obtient que |, H?(k, G,,)| = n®"|,,H?(k, G,,)| =
a2 = ("), On en déduit que H?*(k,G,,) = ((@/Z)(d;2
lemme 1.3.

e Supposons que l'on ait montré que H"(k,G,,) = (Q/Z)(djz) pour un certain
r > 2. On a alors la suite exacte :

) d’apreés le

0 — H "k, pn) — H (K, pn) — H (K, Z/nZ) — 0.

Par hypothése de récurrence, les groupes H' (k, G,,), H"(k,G,,) et H ' (k,G,,)
sont divisibles, et donc on a H" ™ (k,u,) = H 'k, G,,), H T (k, p,) =
WH YK, G,,) et H (k,Z/nZ) = H" (K, j1,) = nH" (K, G,,). On en déduit, tou-
jours a l'aide de I'hypothése de récurrence, que |, H " (k, G,,)| = n(H)+H() =
d+2

n(3), et donc que H Yk, G,,) = (Q/Z)Gﬁ).

Cela achéve la démonstration de la proposition pour T' = G,,. Le lemme de
Shapiro montre alors que la proposition est vraie pour tout tore quasi-trivial.
(B) On se place maintenant dans le cas général. Soient m un entier naturel non

nul et Ty un tore quasi-trivial sur k tels que 'on ait une suite exacte :

0—Fy—>R—>T"x,Ty —0

avec Iy un schéma en groupes fini commutatif sur £ et R un tore quasi-trivial
sur k. Notons pg le rang de R. En passant a la cohomologie, on obtient une suite
exacte :

H"(k,Fy) — H"(k,R) — H"(k, T)™ x H"(k,Ty) — H" " (k, Fp).
Comme Fj est fini, on déduit du lemme du serpent que :

(\nHT(/f,T)I )m WH"(k, To)| _ [H"(k, R)|
|H" (k,T)/nl |H"(k, To)/nl — [H"(k, R)/n]

Par conséquent, comme le rang de Ty est pg — mp :

|"HT(I€’ T)| — ncr,d(—PR-l-mP)nCr,d'pR — pMCrd P
|H"(k,T)/n| ’
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et on a % = n4?. On en déduit que H"(k,T) = F & (Q/Z)*** pour
un certain groupe abélien F' tel que, pour chaque premier ¢, la partie {-primaire
de F' est finie. Soit L une extension finie galoisienne de k déployant 7T'. Alors,
comme H"(L,G,,) est divisible, un argument de restriction-corestriction montre
que tout élément de [L : k|F est divisible. Par conséquent, [L : k]F = 0, et F
est fini.

[]

Proposition 1.12. Soit T' un tore de rang p sur k. On a alors pour chaque entier
naturel naturel non nuln :

’nHl(va<ks)tor8)’ _ o (d+1)p
|HY(k, T(k*)iors) /7|

Démonstration. Pour T = G,,, on a H'(k,ju,) = oH'(k, G (k*)iors), €t donc
HY(k, G (k%) tors) =2 (Q/Z)%+! d’apreés le lemme 1.7. La formule est donc vraie pour
les tores quasi-triviaux. En procédant comme dans les propositions précédentes,
on obtient le résultat désiré. O

Cas ou k; est un corps p-adique

On se place maintemant dans le cas ou kg est un corps fini de caractéristique p, et
on rappelle que 'on a supposé que k; est un corps p-adique.

Lemme 1.13. Pour chaque entier naturel non nul n, lordre de H(k, u,) est :

nd . ‘Nn<k1)| . p[kl:QP}UP(”)'

Démonstration. En procédant exactement comme dans le lemme 1.7, on a I'égalité
|H(k, p1,)| = n?=* - |H (K1, p1,,)|. En utilisant alors le théoréme 1.2.8 de [Mil06] et
la dualité de Tate sur k;, on obtient :

|H1(k7/1%)‘ = ndil' ‘H()(kla,un)’ : ’H2(k'17,un)‘ _p[klep}vp( = n |/,Ln(k1)‘ pkl ‘QpJup(n )
]

Proposition 1.14. Soit T un k-tore de rang p.
(i) Pour chaque entier naturel non nul n, on a :

[nGm (k)| ~d b Qlup(n).
[Gu(R)/n| ~
(i) Pour chaque entier naturel n non divisible par p :
[ -
[T(k)/n]

(111) Si d =1 (c’est-a-dire k est p-adique), alors pour chaque entier naturel non
nuln :
| T( )‘ —nP .pf[k:(@p] dirnT-vp(n).

|T(k)/n|
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Démonstration. Pour (i), il suffit d’appliquer le lemme 1.13 et de remarquer que

|t (B)| = |pin(k1)|. Pour (ii) et (iii), les preuves sont analogues a celle de la propo-
sition 1.8. N
Remarque 1.15. On a % = 1 pour tout tore T et tout entier naturel n

non nul puisque T'(k)ors €st fini.

Proposition 1.16. Soit T" un k-tore de rang p.
(i) Pour r € N, i€ Z, { un nombre premier différent dep ett €N, on a :

|H"(k, Qe/Ze(i)) /0]

1 SInon,

o H" (k, Qe /Z(3))] { o) sirefiit)

W H (b, Qy/Z,(0))] [ p(OFCDm) g e (4,64 1)
|H"(k, Qu/Zy(1))/p"] pt(fj)[h@”] sinon.

(ii) Pour r € N, i € Z, { un nombre premier différent de p ett € N, on a :

e 7 (K lim o T(R°) @ Z/CZ@) | (Do sir e fit1,i+2)
|H" (k,ling ¢ T(k*) @ Z/CZ(2)) /01

1 S1non.

(111) Sid =1 (ie k est p-adique), alors pourr € N, i € Z et t €N, on a :

|pt 2 (k, i e T'(K*) @ Z/pZ(3)))| { Pt —140i0)p+ora[kQpdimT) i £ 41 4 2}
sinon,

|H™ (, lim T (k%) @ Z/psZ(3))/p'| - plor1[k:Qp] dim T
ol Oqyp désigne le symbole de Kronecker.

Démonstration. Pour (i), on vérifie d’abord que la propriété est vraie dans le cas

oud=1:

e la vérification est évidente pour r € {0, 1,2} par dimension cohomologique;;

e pour r = 0, il suffit de remarquer que k£ posséde un nombre fini de racines de
I'unité ;

e pourr = 2, on se raméne au cas r = 0 grace a la dualité de Tate H?(k, Z/nZ(i))" =
Hk,Z/nZ(1 —1));

e pour r = 1, on exploite la caractéristique d’Euler-Poincaré sur k (théoréme 1.2.8
de [Mil06]) :

[HO(k, Z/nZ(i))| - |H?(k, Z/nZ(i))]

\H'(k, Z/nZ(i))] =[O : nO] .

Une fois la propriété prouvée pour d = 1, il suffit de procéder par récurrence sur d
grace a la suite exacte (paragraphe 2 de 'annexe du chapitre II de [Ser02]) :

0 — H"(ka_1,Q/Z(i)) — H"(k, Q/Z(i)) — H ™ (ka_r, Q/Z(i — 1)) — 0.

Pour (ii) et (iii), la preuve est analogue a celle de la proposition 1.11. O
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Corollaire 1.17. Fizons des entiersn > 1 et r > 3.

(i) On a :
lH?(k,G,,)| = pd . pl@-DkClop(n) lnH"(k,G,,)| _ p(‘j:})[kl:@p]vp(n).
| H?(k,Grm)/nl " |H(k,Gp)/nl

(11) Soit T un k-tore. Si p ne divise pasn ou sid=1 :

|nH2(va)’ :ndp |nHT(k’T)| -1
| H?(k,T) /] - H(RT) 0l

1.4 Variétés abéliennes

Réduction des variétés abéliennes

Soient [ un corps complet de valuation discréte a corps résiduel parfait A et A une
variété abélienne sur [. Notons A le modéle de Néron de A et Ag sa fibre spéciale.
Soit AJ la composante connexe du neutre dans Ag. On rappelle que Ag/AJ est un
groupe algébrique fini et qu’il existe une suite exacte :

0—=Ux\T— A) = B —0,

ou U est un groupe abélien unipotent, 7" un tore et B une variété abélienne. Dans
le cas ou [ est de caractéristique résiduelle nulle, U est une puissance de G,.

Définition 1.18. On dit que A a réduction purement additive si T = 0 et
B =0. On dit que A est a réduction scindée si la suite exacte 0 — T — AJ —
AS/T — 0 est scindée.

Théoréme 1.19. (Théoréme de Ogg - Théoréme 1 de [Ogg62])

Soient | un corps algébriqguement clos de caractéristique 0 et A une variété abé-
lienne sur I((t)). Soient A le modele de Néron de A et Ay la fibre spéciale de A.
Soit AY la composante conneze du neutre dans Ay. On considére la suite exacte
0= Ux;T — A} - B — 0 ou U est une puissance de G,, T est un tore
et B une variété abélienne. Soient r la dimension de T, s la dimension de U
et € = 1+ 2s. Alors HY(I((t)), A) = (Q/Z)*¥™A=< En particulier, le groupe
HY (1)), A) = (Q/Z)?4m A=< est nul si, et seulement si, la variété abélienne A a
réduction purement additive.

Remarque 1.20. Dans le théoréme précédent, lorsque I’on remplace [((¢)) par un
corps L complet de valuation dicréte de corps résiduel algébriquement clos de ca-
ractéristique p > 0, on a un isomorphisme H'(L, A)non—p = ((Q/Z)non_p)? ™A=

Définition 1.21. On appellera € l'entier de Ogg de A.
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Variétés abéliennes sur un corps fini

Soit F un corps fini de caractéristique p et de cardinal ¢. Soient ¢ un nombre
premier différent de p et ¢ un entier relatif. Le but de ce paragraphe est d’établir
la proposition suivante :

Proposition 1.22. Soit A une variété abélienne sur F. On note A{(}(i) le module
galoisien lim w A(F®) @ ZJUZ(7). Alors le groupe HO(F, A{(}(i)) est fini.

Démonstration. Supposons que H°(F, A{¢}(7)) soit infini. Cela signifie que le groupe
H°(F, A{¢}(i)) posséde un sous-groupe isomorphe a Q;/Z,, et donc que A(F*) pos-
séde un sous-module galoisien isomorphe & Qy/Z,(—i). Par conséquent, le module
de Tate T, A(FF*) contient Z;(—i) comme module galoisien. Comme le Frobenius
géométrique agit sur Z,(1) par multiplication par ¢!, on déduit que le Frobenius
géomeétrique sur T, A(F*) ®z, Q, posséde une valeur propre de module complexe
q'. Mais I'accouplement de Weil fournit un isomorphisme entre les modules ga-
loisiens Ty A(F?*) et H' (A" x5 F*,Zy) ®z, Z¢(1), et d’apres les conjectures de Weil
(théoréme IV.1.2 de [FK88|), les valeurs propres du Frobenius géométrique sur
HY (A xp F%, Zy) @37, Z4(1) @7, Q; sont de module complexe ¢g~*/2 : absurde ! Donc
HO(F, A{(}(i)) est fini. Pour établir la nullité de H'(F, A{¢}(z)), il suffit d’utiliser

A

le théoréme de dualité sur Gal(F*/F) = Z (exemple 1.1.10 de [Mil06]) :
H(F, A{CH(0)) 2 L HY(F, A © Z/C7(0))

=i HO(F, o A' © Z/CZ(—i — 1))7 = (lim o H(F, A0} (—i — 1))

et la finitude de H°(F, AY{¢}(—i —1)). O

Remarque 1.23. Ce résultat sera notamment utile dans la section 5 afin de dé-
terminer quand il y a un bon théoréme de dualité pour les groupes de cohomologie
d’une variété abélienne sur un corps de la forme Q,((¢1))...((ta—1))-

2 VARIETES ABELIENNES SUR LE CORPS DES FONC-
TIONS D’UNE COURBE SUR C((t))

2.1 Etude locale

Le but de cette partie est d’établir un théoréme de dualité pour les variétés abé-
liennes sur C((t))((t1)) (théoréme 2.3). Il s’agit d’un résultat analogue aux théo-
rémes de dualité pour les variétés abéliennes sur Q, et sur F,((¢)). En fait, c’est
essentiellement le "dernier" cas de corps local de dimension cohomologique 2 non
compris, et il se trouve qu’il pose certaines difficultés supplémentaires par rapport
aux cas déja connus.

On se place donc dans le cas ou k = C((ty))((t1)) (et alors d = 1). Soient
k = C((tp)) et A une variété abélienne sur k. Soit A’ sa variété abélienne duale,
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qui, d’aprés le théoréme de Barsotti-Weil, représente le faiscean Ext,(4,G,,) (on
rappelle que Ext; (A, G,,) est le faisceau sur le petit site étale associé a T +—
Exty, (F,G)). Comme Ext;(A,Gy) = 0 pour 7 # 1, on dispose d’un accouple-
ment A @Y A — G,,[1], d’ott un accouplement :
H"(k,A) x H""(k, A") — Br k = H*(k,Q/Z(1)) < Q/Z.

Lemme 2.1. Pour chaque entier naturel n et chaque entier r, le morphisme
H Yk, A)/n — (ZH*"(k, A))P est injectif et ,H"(k,A) — (H'""(k, A%)/n)P
est surjectif.

Démonstration. On remarque que Hom(,A, Q/Z(1)) = ,A". On en déduit que,
dans le diagramme commutatif :

0——=H"Yk,A)/n H"(k,,A) H'(k, A)

| l |

00— (nHer(k,’ At))D - HZfr(k’ nAt)D . (Hlir(kj At)/TL)D - O,
la fléche verticale centrale est un isomorphisme. Par conséquent, H"~*(k, A)/n —
(nH?*7"(k, AY))P est injectif et ,H"(k, A) — (H'7"(k, AY)/n)P est surjectif. O

Notons A le modéle de Néron de A et Ag sa fibre spéciale. On dispose alors d’une

filtration Ay 2 A§ D A} de Ay, ou :

e A est la composante connexe de I’élément neutre de A,

o ['= Ay/A} est un schéma en groupes fini,

o A} est dela forme U x T ot U est un groupe additif (c’est-a-dire une puissance
de G,) et T un tore,

o B = AJ/A} est une variété abélienne.

On note € 'entier de Ogg de B.

De méme, on note A* le modeéle de Néron de A* et Af sa fibre spéciale. On dispose

alors d’une filtration A} O A%* D Al* de A}, ou :

e AY* est la composante connexe de I'élément neutre de A,

o [* = A%/AY* est un schéma en groupes fini,

o Al* est de la forme U* x T* ou U* est un groupe additif et 7* un tore,

e B* = AY*/AL* est une variété abélienne.

On note €* I'entier de Ogg de B*.

Remarque 2.2. Ainsi, B, B* et toutes les variétés indexées par 0 sont définies
sur K.

Théoréme 2.3. On a une suite exacte :
0— (Q/Z)™™ — HY(k,A) — (H°(k, AH")P =0
avec m(A) =2 - (dim B + dim B*) — e — €*.

Remarque 2.4. La multiplication par n sur A? est étale puisque k est de carac-
téristique 0. Donc, d’apres le théoréme des fonctions implicites, le groupe nA*(k)
est ouvert dans A’(k). De plus, il est d’indice fini. On en déduit que H°(k, A"
coincide avec le complété profini de H°(k, AY).
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Démonstration. La surjectivité du morphisme H(k, A) — (H°(k, AY)™M)P découle
immédiatement du lemme précédent par passage a la limite inductive. Nous vou-
lons maintenant calculer son noyau N.

D’aprés la propriété universelle du modéle de Néron, on a 1’égalité A(k) = A(Ox),
ainsi qu’une suite exacte :

0— D — A(O) = Ao(k) — 0,

ou D désigne un groupe abélien uniquement divisible (paragraphe 3 de [LT5§]).
Le lemme du serpent impose donc que :

[Ak)/n| _ |Ao(x)/n]
RAR)| [aAo(K)]
Nous allons maintenant dévisser Aj.

e En exploitant la suite exacte 0 — AJ(k) — Ag(k) — F(k), le lemme du serpent
et la finitude de F'(k), on obtient que :

[Ao(k)/n| _ |AG(r)/n]
nAo()l W AG(R)|

e Comme H'(k,U) =0 et H'(k,T) = 0 (puisque d’une part H'(k,T) est d’ex-
posant fini d’aprés le théoréme de Hilbert 90 et d’autre part c’est un groupe
divisible car x est de dimension cohomologique 1), on a une suite exacte :

0 — U(k) x T(k) = AJ(k) = B(k) — 0.
Par conséquent :

[AS(R)/nl _ |B(k)/n| |U(k)/n] |T(x)/n|
WAS(R) B UK WT(s)]

Or :
o on a K/ _ g,

[nU (%)l
o comme X(k,,T)=1et H'(k,T) =0, on a ||Z(;()/:;L|| = \nHl%n = 1

o d’aprés le théoréme de Ogg, on a H'(k, B) = (Q/Z)*%m B=¢; ¢tant donné que

_ : [B(k)/n| _ 1 _ 1
OX</€7?1,B(1> _t 17 on Obtlent |nB(I€)| - ‘nHl(H,B” ~ p2dim B—e:*
n en dedult que .
|A(k)/n] _ |AG(k)/n| _ 1

WAR)] [ AY(k)]  p2dim B
On montre de méme que :

Ak)/n] 1
|nAt(k>| n2~dim B*—e*”
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On a alors :
W A(R)||H?(k, ,A)|
X kanA —
o) = AR Il F T, )
im0 )

|nH1(k7 A)’
. Al(k
= pdim BE% (par dualité sur k)
— p2(dim B4dim B*)—e—¢* A'(k)/nl
| H' (K, A)|

Comme x(k,,A) =1 (d’aprés la proposition 1.5), on en déduit I'égalité :
|nH1(k‘, A)| _ n2~(dim B+dim B*)_E_€*|At(/{7)/n|.

Par conséquent, |, N| = n*(dim B+dim BY)—c=<" " Cela étant vrai pour tout n, comme
N est de torsion de type cofini, on a N = (Q/Z)%(dim B+dim B)=e=¢" "co qui achéve
la preuve avec m(A) =2 - (dim B + dim B*) — € — €*. O

Remarque 2.5. Comme A et A’ sont isogénes (paragraphe 10 de [Mil86]), on a :

[A"(R)/nl _ [A(K)/n]
W AR [ A(K)]

pour tout n. Cela montre que 2 - dim B* — ¢* = 2 -dim B — ¢, et donc m(A) =
2(2-dim B —¢)

Corollaire 2.6. (i) Si A a bonne réduction, alors m(A) =4 - dim A — 2¢. Si de
plus B a bonne réduction, alors m(A) = 4-dim A, et il y a donc une suite exacte
de groupes de torsion de type cofini :

0 — (Q/Z)*4mA — H'(k, A) — (H°(k, AY")P —= 0.

(i) En général, on a un isomorphisme H(k, A) = (HO(k, AH)M)P.
(iii) Le morphisme H'(k,A) — (H°(k, A)™M)P est un isomorphisme si, el seule-
ment si, B a réduction purement additive.

Dans certains cas, il est possible d’expliciter le noyau de H'(k, A) — (H°(k, AH)™)P,
Pour ce faire, il convient d’établir quelques résultats préliminaires :

Lemme 2.7. Le morphisme naturel H'(Oy, A) — H'(k, A) est injectif d’image le
sous-groupe H' (k™ [k, A(k")) de H'(k, A).

Démonstration. Notons g : Spec k — Spec Oy, et i : Spec kK — Spec 0. Comme
=~ g, A (d’aprés la propriété universelle du modéle de Néron), il suffit de remar-
quer que :

HY (04, A) = H'(O4, 9. A) = H' (i, i*g.A) = H' (K" [k, A(K™))

ou le deuxiéme isomorphisme découle de la proposition 11.1.1 de [Mil06] et le
troisiéme de l'exemple 11.8.1.9 de [Tam94]. O
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Dans la suite, on notera |F'| ordre du groupe fini F'(x®).

Proposition 2.8. Soit ¢ un nombre premier ne divisant pas |F|.
(i) Les groupes A(K™) et AY(k™) sont (-divisibles.

(i1) Il existe un morphisme fonctoriel injectif

(TeH (O, A"))? = (lm H (K" [k, ¢ A'(K™)))".

Démonstration.

(i) Montrons d’abord que A(k"™) est (-divisible. Comme A(k™) = A(Ognr) et
comme il existe un morphisme surjectif A(k™) — Ag(k®) & noyau divisible, cela
revient & montrer que Ay(x®) est (-divisible. En exploitant la suite exacte 0 —
A} — Ay — F — 0 et le fait que ¢ ne divise pas |F|, on remarque alors qu’il
suffit de prouver que AJ(k*) est (-divisible. Mais cela découle immédiatement de
lexactitude de 0 - U x T — A) — B — 0. Donc A(k"™) est (-divisible.

D’aprés le paragraphe 1X.11.3 de [Gro72b], on a |F*| = |F|. On en déduit que ¢
ne divise pas |F*| et donc que le groupe A*(k™") est (-divisible.

(ii) D’aprés (i), on a une suite exacte :
0 — p AY(E") — AYK™) — AY(K™) — 0.

Comme o, H' (k™ [k, AY(k™)) et H' (K™ [k, AY(K™)) sont finis (puisque ce sont
des sous-quotients de H'(k,,A)), en passant a la limite projective, on obtient
une surjection Jim HY (k™ [k, o AY(K™)) — T,HY (K™ /K, AY (k™). En utilisant le
lemme 2.7, cela permet de réaliser (T,H*(k™ /k, AL(k"™)))P = (T,H*(O, A*))P
comme un sous-groupe de (lim HY (K™ [k, o AL(E™)))P. O

Lemme 2.9. On obtient un isomorphisme :
v HO(E™ [k, HY (K™ A0} — (lga HY (k" [k, o A (E")))P
par composition des isomorphismes naturels :
HO(K™ [k, HY (K", A) {6} = @Ho(knr/k,gv-Hl(k”T,A))

& lingo(km’/k,Hl(k"’",grA))
1> thO(k,nr/k’grAt(knr)D)
= (@ HY (K™ [k, ¢ A (E")))P.

Démonstration. Le premier isomorphisme est évident. Le deuxiéme découle du

fait que A(k"™) est (-divisible. Les deux derniers sont obtenus par dualité sur
Gal(k®/k™) = Gal(k"™" /k) = Z (voir exemple 1.1.10 de [Mil06]). O

Nous sommes maintenant en mesure d’introduire la définition suivante :
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Définition 2.10. Soit { un nombre premier ne divisant pas |F|. On appelle (-
groupe de cohomologie non ramaifiée symétrisé de A le groupe :

H, (ks A,€) = (1 0 Res) ™ (TLHY(Oy, A)P) € H' (k, A){¢}
ot Res : H'(k, A) — HO(k™ /k, H'(k™", A)) désigne la restriction et 1y I’isomor-
phisme du lemme précédent. Comme k est de dimension cohomologique 1, le mor-
phisme Res est surjectif et on a une suite exacte :

0 — H' (O, A){l} — k, A 0) = (T,HY (O, A)P = 0.

nrs(

Remarque 2.11. e Le /-groupe de cohomologie non ramifiée symétrisé de A est
bien défini quel que soit ¢ lorsque F' est trivial, c¢’est-a-dire lorsque Ag est
connexe.

e La suite exacte :

0 — HY (O, A){l} = H' (k,A0) = (T,H (O, A*))P —= 0

nrs

s’identifie & la suite exacte de groupes abstraits :

0 — (Qu/Ze)™ % = (Qu/Ze)™ — (Qu/Ze)™ M — 0.

Théoréme 2.12. Pour { premier ne divisant pas |F|, la partie {-primaire du
noyau de H'(k, A) — (H°(k, AYMP est HL (k,A,L).

nrs

Démonstration. Considérons le diagramme suivant :
lim HO(k™ [k, o H (k" A))

Res f1
H(k, A){0} ! limg HO(k™ [k, H (k™ A))
f3
x /
lim H'(k, o A)
fa lfs fo | =

(lim H'(k, - A"))?

fs

|
W

f7
(HO(k, AP (lim, H (k" [k, o A(K"7)))P

(HO(k"" [k, AL (k"))

otl le morphisme fg est obtenu par Composmon des isomorphismes

/

L FFO(K" /R, H (K g A4)) 5 T HO(K™ /e, e AL (7)) =5 iy (HF (K7 /K, o ALK )P
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provenant de la dualité pour la cohomologie du groupe profini Z. On vérifie aisé-
ment que ce diagramme est commutatif.

Soit maintenant x € ,»H'(k, A). Comme f, est surjectif, on peut relever z en
z € H'(k, i+ A). On remarque alors que f3(z) = f; '(Res(x)). Donc, par définition
de ¢, :

Jo(te(Res(x))) = fo(fe(fi ' (Res(x))) = fo(fe(fs(2)))
= fo(fs(f5(2))) = fa(f5(2)) = fa(z).

On en déduit que x € Ker(fy) si, et seulement si,
(Res(z)) € Ker(fy) = (T,H (O, A*))P.
]

Remarque 2.13. Pour ¢ divisant |F|, le noyau de H'(k, A) — (H°(k, AHM)P
ne contient pas forcément H'(Oy, A){(} : par exemple, si ¢ divise |F(k)| et A a
réduction purement additive, le groupe H'(Oy, A){¢} est non trivial alors que le
morphisme H'(k, A) — (H°(k, A)™)? est injectif. En fait, pour ¢ divisant |F|,
il semble difficile de caractériser la partie (-primaire du noyau de H'(k, A) —

(H°(k, AYMP . en particulier, il serait intéressant de déterminer si elle contient
forcément H'(Oy, A){l} aiv-

Pour alléger les notations dans la section suivante, nous noterons :

H,,(k,A) = @ H.,(k AL).

nrs
INF|=1

C’est le groupe de torsion dont la partie /-primaire est H} (k, A, () si ¢ ne divise
pas | F|, triviale sinon.

2.2 Etude globale

Supposons maintenant que k = C((¢)) (et donc que d = 0). Soient A une variété
abélienne sur K = k(X) et A’ sa variété abélienne duale. Le but de ce paragraphe
est d’établir un théoréme de dualité a la Cassels-Tate pour A : plus précisément,
nous voulons déterminer, sous certaines hypothéses géométriques et modulo divi-
sibles, le dual du groupe de Tate-Shafarevich TII'(A).

Pour chaque v € X, notons :

e A, le modéle de Néron de A sur O,,

e [, le groupe algébrique fini des composantes connexes de la fibre spéciale de A,,
e B, la variété abélienne qui apparait dans la filtration de la fibre spéciale de A,.
Notons aussi U 'ouvert de bonne réduction de A, de sorte que le modéle de Néron
A de A sur U est un schéma abélien. Soit A’ le schéma abélien dual.

Fixons maintenant un nombre premier ¢ et faisons ’hypothése suivante :
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(H 2.14), pour chaque v € X \ U, au moins l'une des deuz affirmations suivantes
est vérifiée :
e ( ne divise pas |F,|,
e B, a réduction purement additive.

Remarque 2.15. Etant donnée une variété abélienne A, 'hypothése précédente
est vérifiée pour presque tout f. Par conséquent, les résultats que nous allons
montrer sont vrais pour presque tout /.

Soit Z l’ensemble des v € XM tels que B, a réduction purement additive. Pour
chaque ouvert V' de U, on introduit les groupes suivants :

I,V A) = Ker | HY(K, A) —» [ H' (K., A) x [[ H' (K, A)/H, (K, A) |,
veX\V veV(®)

IH:Z’!’S(‘/? At) = Ker Hl(Ka At) — H Hl(Kv7At) X H HI(KM At)/Hérs(va At)
veEZ\V veX\(VUZ)

x H H1<KU7At)/H71r(K'UvAt)>
veV (@)

On note aussi :

mrlzrs(At) := Ker Hl(Kv At) — H Hl (Kva At) X H Hl(KU7 At)/H%rs(KwAt)
veEZ veX\Z

Iei, H} (K,, A) désigne H'(O,, A,) = H (K" /| K,, A(K")).

Remarque 2.16. e L’intersection Z N U n’est pas forcément vide.

e Bien s, le groupe I}, (A") contient :

T (A") :=Ker | HY(K, A") - [] H'(K.,, A"

veXx @)

ePourv € ZNV, on a H (K, A) = 0 et pour v € VI \ Z, le groupe
H} (K,, A){l} est contenu dans H} (K,, A"){¢}. On en déduit que :

nrs

1L, (A {0} = (J WL, (V. A){e}.

VCU

Fixons V' un ouvert non vide de U.

Lemme 2.17. (i) Pourr >0, le groupe H"(V, A) est de torsion de type cofini.
(ii) Le groupe H2(V,A) est de torsion de type cofini.
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Démonstration. (i) On note g : Spec K — V. On sait que A représente le faisceau
g. A sur V. On peut alors écrire la suite spectrale de Leray :

H'(V, Reg,A) = H™(K, A).

En calculant les tiges de R®g, A grace au théoréme 11.6.4.1 de [Tam94], on prouve
aisément que, pour s > 0, R*g, A est un faisceau de torsion. Comme V est quasi-
compact, cela entraine que H"(V, R*g.A) est de torsion pour r > 0 et s > 0. De
plus, H"(K, A) est de torsion pour r > 0. La suite spectrale entraine alors que
H"(V, A) est bien de torsion.

Reste a prouver que ,H"(V, A) est fini pour chaque n > 1. La suite exacte :

0, A—>A—>A—0.

montre que ,H"(V, A) est un quotient de H"(V, ,.A). Or ce dernier est fini. Donc
WH"(V, A) est fini, et H"(V, A) est de torsion de type cofini.
(ii) En utilisant le lemme 2.7 de [HSz05], on a une suite exacte :

Y @ HY(K,,A) = H:(V,A) = H*(V,A) — ...
veXM\V

Comme les H'(K,, A) sont de torsion de type cofini, grace a (i), on conclut que
H2(V, A) est de torsion de type cofini.
O

Lemme 2.18. I existe des suites exactes :
0 — HO(V, A") @z Qu/Z¢ — H'(V, A{l}) — H' (V. AN} — 0,
0— H'(V, )Y — HX(V,T,A) — T,H*(V, A) — 0.
Iei, HY(V, A{(}) et HZ(V, T, A) désignent limg H'(V, n A") et lim HZ(V, n A) res-

pectivement.

Démonstration. e En utilisant la suite de Kummer, pour chaque entier naturel r
on dispose d’une suite exacte :

0— H'(V,A)Y/t" — H'(V,w A" — o HY(V, A") — 0.
En prenant la limite inductive, on obtient la suite exacte :
0— HY(V,A") @z Q/Zy — H'(V, A{l}) — H*(V, AY{¢} — 0.
e Pour chaque entier naturel r on dispose d’une suite exacte :
0— HY(V, A)/t" — HX(V, i A) — o H2(V, A) = 0.
Par passage a la limite projective, on dispose d’une suite exacte :

0— H'(V, )Y — H*(V,T,A) — T,H*(V, A) — 0.
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Lemme 2.19. [l existe un accouplement canonique :
HY(V, A 0}) x H2(V, Ty A) — Q/Z
qui est non dégéneéré.

Démonstration. La proposition 2.1 du chapitre 1 fournit pour chaque » > 0 un
accouplement parfait de groupes finis :

H'(V,p A') x HX(V, r A) = Q/Z.
Il suffit alors de passer a la limite pour obtenir un accouplement non dégénéré :
HY(V, A0} x HX(V, T,A) — Q/Z.
O

De plus, d’aprés la formule de Barsotti-Weil et la nullité de Hom, (A, G,,), on a
un accouplement canonique A’ % A — G,,[1] qui induit donc un accouplement :

H'(V,A") x H\(V,A) = H}(V,G,,) = Q/Z.
Posons maintenant :

DYV, A) =Im(HX(V, A) - H'(V, A)) = Ker(H'(V, A) = P H'(K,,A)),

veX\V

Dy (V. AY) =Ker | H\(VA) = (D H\(K,AYe D H'(K,, A)/H, (K., AY)
veZ\V veX\(VUZ)

Ce sont bien stir des groupes de torsion de type cofini.
Lemme 2.20. (i) La suite suivante est exacte :
0— H'(V,A) — H'(K,A) —» [] H' (K", A).
veV (@)

(ii) L’application naturelle H'(V, A) — H'(K, A) induit un isomorphisme D'(V, A) =
T, (V, 4).
(iii) L’application naturelle H'(V, AY) — H'(K, A") induit un isomorphisme

'D;’LL'T'S(‘/v7 At) g H_I}LTS(V’ At)'
Démonstration. (i) Soit g : Spec K — V. La suite spectrale de Leray s’écrit :
H"(V,R°g,A) = H™(K, A).

Cela fournit alors une suite exacte courte :

0— HY(V,A) = H' (K, A) — H°(V,R'g.A).
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Soit P un ensemble de points géométriques tels que, pour tout v € V, il existe
un unique élément de P d’image v. On sait alors que R'g,A s’injecte dans
[I,cpusu*R'g. A (c’est le premier terme de la résolution de Godement). On en
déduit que H°(V, R'g. A) s’injecte dans [ ], . p u,u*R'¢. A(V) =[], cv (R'gsA)s =
[T,y H' (K", A). On obtient donc une suite exacte :

0— H'(V,A) = H'(K,A) - [[ H'(K", A).
veV (@)
(ii) Cela découle aisément de (i) et de la suite d’inflation-restriction :
0— Hy (K, A) = H(K,, A) = H(K}", A),

pour v € VD,
(iii) Cela découle aisément des suites exactes :

0— H'(V,A") —» H(K, A" » [ H'(K)" A",
veV @)

0— H), (K, A") = H'(K,, A") = H'(K]", A").
]

Afin d’établir un théoréme de dualité pour les groupes de Tate-Shafarevich, il
convient donc d’établir un théoréme de dualité pour les groupes D'(U, A) et

Proposition 2.21. [ existe un accouplement canonique :

Dy, (V. AN{E} x DYV, A){(} — Q/Z
qui est non dégénére.
Il convient d’établir préalablement le lemme suivant :

Lemme 2.22. La suite :

P =K, A = H(V,AY = D(V,AH)Y =0

veXWN\V
est exacte.

Démonstration. Nous disposons d’une suite exacte :

B HUK, A) - H(U A) - D'(U,A) —0,
veX(\V

d’on des suites exactes pour tout r :

B HK, A/ — H(U,A)/" = DU, A/l = 0.

veXMN\V
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En passant a la limite projective on obtient 'exactitude de :

P =K, A = H(V,AHY = DV, A 0.
veXM\V

[
Démonstration. (De la proposition 2.21)

e Rappelons que, d’aprés le lemme 2.19, nous disposons d’un accouplement non
dégénéreé :
HY(V, AY0}) x HA(V, T, A) — Q/Z,
d’ott un isomorphisme HY(V, AY{(}) — H*(V,T,A)P. On dispose aussi d’un
accouplement :
H'(V. A') x H (V. A) - Q/Z
qui induit pour chaque entier naturel n un accouplement :
wnHY (VA < Hy (V. A) /0" — Q/Z
d’oll un accouplement obtenu par passage a la limite :
HY (V, AN} x H(V, A)Y = Q/Z.

Ainsi on obtient un diagramme commutatif a lignes exactes (que 'on appellera
diagramme (1)) :
00— H°(V, A") ®2 Q/Zy — HY(V, A{(}) —— H(V, A){{} ——=0

| - |

0 (TeHZ (V. A))P (HZ(V,T,A)P — (H(V, A)9)P —0.
De plus, nous disposons aussi d’un autre diagramme commutatif & lignes exactes
(que Pon appellera diagramme (2)) :

0 —— Dy, (V, AN} —— H'(V, A){(} w

nrs

| | |

0——(DY(V, A))P —— (H(V, A))P —= D, e\ (H(K,, A))P,

ou W = @veZ\V Hl(Kva At){g} ® @ueX\(VUZ) Hl(Kva At){ﬁ}/H%m(Kv, At){g}'
La fleche verticale de droite est un isomorphisme d’aprés le corollaire 2.6(iii), le
théoréme 2.12 et 'hypothése (H 2.14),, et la fleche verticale centrale est surjec-
tive d’aprés le diagramme (1). Cela montre immédiatement que la fléche verticale
de gauche est surjective. Nous allons & présent calculer son noyau.

e Montrons d’abord que Ker(D} (V, A){¢} — (DY(V, A)D)P) est divisible. En
utilisant les diagrammes (1) et (2) et le lemme du serpent, on obtient :

Ker(Dyo(V, AN} —(D'(V, A)9)P) 2= Ker(H'(V, AN} — (H(V, A))P)
=~ Coker(H(V, A") @7 Qu/Zy — (T,H(V, A))P).
Or le groupe (T;H2(V, A))? est divisible (puisque T,H?(V, A) est un Z;-module

de type fini sans torsion), et il en est donc de méme de Ker(D} . (V, A){(} —
(DM(V, 4)0)P),
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e Remarquons maintenant que D'(V, A) est de torsion de type cofini. Cela entraine
que le morphisme naturel D*(V, A){¢} — DYV, A)® induit un isomorphisme
DYV, A){¢} = DY(V, A)¥. Ce groupe étant fini, le noyau de D} (V, A){(} —
(DY(V, A)ND est (D}, . (V, A){¢})giv, et on a bien un accouplement non dégé-
néré :

V, AY{l} x DYV, A){l} = Q/Z

TLTS(

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le théoréme suivant :

Théoréme 2.23. On rappelle que k = C((t)) et que K = k(X) est le corps des
fonctions de la courbe X. On rappelle aussi que A est une variété abélienne sur K
et que V' est un ouvert non vide de X contenu dans ['ouvert de bonne réduction de
A. On suppose (H 2.14),. Alors il existe un accouplement non dégénéré de groupes

finis :

Il (V, AY{e} x 1L (V, A){¢} — Q/Z.

nrs

De plus, TIL (V, AY) et 1L (V, A) sont de torsion de type cofini.

TL’V‘S(

Démonstration. La dualité découle immeédiatement de la proposition 2.21 et du
lemme 2.20. La nature des groupes I, (V, A") et III} (V, A) vient du lemme 2.20
et du fait que H'(V, A) et H'(V, A") sont de torsion de type cofini. O

Corollaire 2.24. On rappelle que k = C((t)) et que K = k(X) est le corps des
fonctions de la courbe X. On suppose (H 2.14),. Alors il existe un accouplement
non dégénéré de groupes finis :

I, (A{0} x I (A){¢} — Q/Z.

nrs

Démonstration. Pour V C V' deux ouverts de U, on remarque que I} (V, A){¢}

et IITL (V' A){¢} sont des sous-groupes du groupe de torsion de type cofini III} (U, A){¢}
tels que II. (V, A){¢} C I} (V' A){¢}. Comme toute suite décroissante de sous-
groupes d'un groupe de torsion de type cofini /-primaire est stationnaire (Lemme

3.7 de [HSz16]), on en déduit qu’il existe un ouvert non vide V4 de U tel que, pour

tout ouvert non vide V' de Vp, on a I} (V, A){¢} = 111} (Vy, A){¢}. Cela implique

que 1T, (Vi, A){} = IIT' (A){¢}.

Par ailleurs, on remarque que, pour V' C V' deux ouverts non vides de V{, on a un
diagramme commutatif :

0 — I, (V', A){¢} 4o — 1L, (V!, AY{} — 10}, (V' A){{} —=0

TlT’S(

~

0 ——= TIIL,  (V, A {0} sy —— TIIL,  (V, A {0} —— T, (V. A {6} —0

Comme T, (A){¢€} = Uycy, I0,,(V, A){€}, en passant a la limite inductive,
on obtient que I'injection naturelle IIT}  (Vy, AY){¢} — I}, (A"){¢} induit un iso-

morphisme I (Vo, AH){¢} = TIIL (A*){¢}. Par conséquent, d’aprés le théoréme

nrs( nrs
2.23, il existe un accouplement non dégénéré de groupes finis :

I, (A){¢} x T (A){¢} — Q/Z.
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On peut aussi obtenir un énoncé symétrique en A et A’ :

Corollaire 2.25. On rappelle que k = C((t)) et que K = k(X) est le corps
des fonctions de la courbe X. On suppose (H 2.14), et on note i : II'(A) —
1t (A) (resp. it : I AY) — TIIL (A?)) linjection canonique. Alors il existe un
accouplement non dégénéré de groupes finis :

I (A {6}/ () (U, (A){ Caw) x T (A){E} /i~ (I, (A){}aiw) — Q/Z.
Démonstration. 11 suffit de montrer que le diagramme :

0L, (A){¢} x  MHA){} ——Q/Z

] ! |
I (AN {¢} = HIL (A){ —=Q/Z

commute. On définit des accouplements CT et CT" par les diagrammes suivants :
CT: 1H1 ANy < MY (A){(}——Q/Z

| ; |

I (A7) {5} < I, (A){E}—>Q/Z

nrs

) H |

CT": rt(AH){ey  x {6} —Q/Z.
Pour établir le corollaire, il suffit de montrer que CT et CT' coincident. En
procédant comme dans le corollaire 2.24, on choisit un ouvert V de U tel que

DYV, A){¢} = HOI'(A){¢} et DYV, A"){¢} = II'(A"){¢}. Puis en procédant

comme pour la proposition 2.21, on a des diagrammes commutatifs :

0—— Dl(%f){f} Hl(V,LAW} Dy H' (Ko A){1}
0 — (D} (V, A)0)P — (HN(V, A))P — @,y (HO(K,, A)O)P,
0—— D\(V., TW} - H\(V, ff){e} e @,y H K AY {0}
0—— (D' (V, A)0)P — (HL(V, A)O)P — @, g (H(K,, A)D)P.

On vérifie alors aisément que CT est induit par j et que CT? est induit par jt. Il
suffit donc d’établir le lemme qui suit. O

Lemme 2.26. Soient r,s > 0. On a un diagramme commutatif au signe pres :

H'(V,A) x H(V,A") ——= HI*(V, A@Y A

T |

H"(V,A) x H:(V,A) — H'(V, Al AY).
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Démonstration. On note 7 : V — X I'immersion ouverte et on fait les identifica-
tions suivantes :

H!(V,A) = Hompx)(Z, j Alr]), H:(V,A") = Hompx)(Z, jA"[s]),
H"(V, A) = Homp(Z, Alr]),  H*(V, A") = Homp(Z, A'[s]),
HI*(V, A@" A') = Hompx)(Z, ji(A@" A)[r + ),

ou D(U) et D(X) désignent les catégories dérivées de faisceaux étales sur U et
sur X respectivement. La commutativité de (3.1) revient alors & montrer que, si
o € Hompx)(Z, jAlr]) et f € Hompx)(Z, jiA'[s]), alors le diagramme suivant
commute dans D(X) :

Z - JrA[r] (LAY JHZ)[r]
B lj!j*ﬁ
jiA!ls] = (A" @ iZ)[s] 2 (LA @Y LAY + 5.
Mais cette commutativité est évidente, ce qui achéve la preuve. O

Exemple 2.27. o Les variétés abéliennes ayant bonne réduction partout vérifient
les hypothéses des corollaires précédents. C’est par exemple le cas des variétés
abéliennes définies sur k.

e Supposons que X = P}  c’est-a-dire que K = C((¢))(u). La courbe elliptique
d’équation y? = 3 + u vérifie les hypothéses des corollaires.

3  VARIETES ABELIENNES SUR C((¢9))...((tq))

On suppose dans cette section que d > 2 et que k = C((ty))...((tq)). Soit A une
variété abélienne sur k de variété abélienne duale A’.
3.1 Dualité modulo divisibles

La formule de Barsotti-Weil impose que A* = Ext;.(A, G,,). De plus, Hom, (A, G,,) =
0. On dispose donc d’un morphisme dans la catégorie dérivée :

ARY Al = G[1],
induisant un accouplement :
H"(k,A) x H""(k, A" — H"(k,G,,) &2 H*(k,Q/Z(d)) = Q/Z.

On remarquera que pour obtenir I'isomorphisme H*"!(k, G,,) = H*(k,Q/Z(d))
il faut choisir un systéme compatible de racines de 'unité.

Lemme 3.1. Pour chaque entier naturel n et chaque entier r, le morphisme
H Yk, A)/n — (GHY'"(k, AP est injectif et le morphisme ,H"(k,A) —
(H="(k, AY) /n)P est surjectif.
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Remarque 3.2. Dans le lemme précédent (ainsi que dans toute la suite), lorsque
M est un Gal(k®/k)-module discret, on pose H*(k, M) = 0 pour s < 0.

Démonstration. On a un diagramme commutatif a lignes exactes :

00— H Y (k,A)/n H"(k,,A) WH"(k, A)

| | |

0—> (anHlfr(k7 At))D - Hd+177“(k.7 nAt)D - (der(k, At)/n)D . 0,
ol le morphisme vertical central est un isomorphisme d’aprés le théoréme 1.2.17 de
[Mil06] car , A* = Hom, (,A, Z/nZ(d)). On en déduit que le morphisme H" ' (k, A)/n —
(nH17 (K, AY))P est injectif et le morphisme , H"(k, A) — (H* " (k, AY)/n)P est
surjectif. O]

Notation 3.3. Pour r € Z, n € N* et M un Gal(k®/k)-module discret tel que
wH"(k, M) et H'(k, M)/n sont finis, on note A, (k,n, M) = Gk,

Proposition 3.4. Pour v € Z, il existe des familles d’entiers (Bre)e, (8L4)e

t . , .
( 3?[5)g et ( OZZOTS)Z indexées par les nombres premiers telles que, pour tout n € N*,

on a .

+(k,n, A) Hzﬁrm
+(k,n, AY) = Hzﬁw
)\0(]6,71,14(]{75),507,5) = HEBSOZ%U L)a

A (k n, At ks tors H Bézmé

Lorsque v > 1, les B4, les B, les Bi%° et les Bt 7S sont positifs. Pour r < 0, les
entiers B, et B o sont nuls.

Démonstration. Les deux derniéres égalités sont évidentes car A(k)iors €t A (k) iors
sont de torsion de type cofini. Montrons les deux premiéres. Pour r > 1, elles sont
évidentes, puisque les groupes H" (k, A) et H"(k, A") sont de torsion de type cofini.
Le cas r = 0 découle alors des formules suivantes (que 'on obtient grace a la suite
exacte de Kummer) :

d+1

x(k, nA) = H)\ (k,n, A)

d+1

x(k, nAY) = H)\ (k,n, AHC
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Théoréme 3.5. Pourr > 1, le noyau du morphisme surjectif H" (k, A) — (H*™"(k, AH))P
est un groupe de torsion de type cofini divisible.

Démonstration. Soit s € {—1,0,...,d + 1}. On calcule la caractéristique d’Euler-
Poincaré de ,, A pour chaque entier naturel n :

= X(k, nA)
- d+1

=TTk, ) T (e )V | (R, 4]
= r=s+1
s—1

=[] Ak, AV H|HT (ky n AV H (R, A) |V
r=0

s+1

=HM%%MH”IDMWAW”MTWW%MI |HE (k, AT /|

= | H*(k, A)|"

wmwws“IpHW%M%

¢

Oll Yor = Yoo o(—=1)+HB, + Zf;é(—l)d“’rﬁf,’z. Par conséquent, si s > 1 et si
N, désigne le noyau de H*(k, A) — (H*5(k, AY)™)P, on obtient :

|nH*(k, A)|
nNS — [Ys eve(n
| | ‘Hd s k. At /TL‘ H
D’aprés le lemme 1.3, cela prouve que N, est divisible. O

En reprenant les notations de la preuve précédente, on a alors :

Ns = @(QE/ZK)%’Q
l

et nous voulons calculer les v, = 32571 (=1)" 5+ 8, 4 320205 (—1)%+s~ "By - Avant
de passer a la suite, il est utile d’établir des équations reliant les différentes variables

. . t.t
que nous avons introduites (3., 81, 86%°, By s Vrie)-

Proposition 3.6. Soit £ un nombre premier. Les entiers (8,.), et (B8 ,), vérifient
les équations :

Yoo = Bre Vre{-1}U{1,2,...d -1} U{d+1}
Yoo = Bo%°
ﬁr,ﬂ—6d+1 0 Vr e {2,37...,d—1}

Bre— Bow = By — Biyie

t,tors

0, — Bd-&-l,é
Zf:(l)(_lyﬁr,é =0
\ Br,ézﬁfa,gzo Vr >d—+2
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Démonstration. D’apreés la démonstration du théoréme 3.5, on a pourr € {—1,0,1
1} la relation :

L= [ H" (ky A)| [ H (e, AT /| OV T pt ) e ) (3:2)

p

avec Yrp = S (1) B, + Zf;g(—l)d”*sﬁzl. Cela permet d’établir les ré-

sultats suivants :

(1) Soit r € {1,2,....d — 1} U{—1,d + 1}. L’équation (3.2) impose I'existence de
deux fonctions bornées h, g : N* — N* telles que, pour tout n € N*, on a :

(=1
vp(n —1)rt1 —1)N o, (n
1= (l |pﬁ7-,e w( )-h(n)> cg(n)=YT | |p( D™y evp(n)
P P

Par conséquent, v, = B3, 4.
(2) Dans le cas r = 0, I'équation (3.2) impose I'existence de deux fonctions bornées
h,g : N* — N* telles que, pour tout n € N*, on a :

1 = (H pﬁé‘)fvp ) ) cg(n)~t- Hp—vo,evp(m.
P

On en déduit que S5%° = o,
(3) On remarque que :

|HO(k, A") /n| = [ H"(k, A)| - Ao(k, n, A") ™

Par conséquent, dans le cas r = d, I’équation (3.2) impose I'existence de deux
fonctions bornées h, g : N* — N* telles que, pour tout n € N*, on a :

(—1)¢ (—1)d+t
1 = <Hp5d,zvp(n) . h(n)> .(Hp(ﬁé’,ZUT"SB(t),z)”P(”) g(n)) H p(*l)dﬂ’m,évp(”)_
p p

p

t,tors

On obtient donc que fay + 55, — Byly"" = Vae-
En exploitant (1), on obtient que :
e pour r € {2,3,....;d — 1}, Yy + Y10 = Bri + Brorp, et done By = B,
® Vi —Y-10= P et donc By — Boy = By, — Biyie
o v_1,=0, et donc Zfié(—l)’"ﬁ,.,g =0.
Avec (1) et (3), on a vgr10+Yar = Bat €+/8d2+ﬁ6g é’tors et donc ﬂt otors = Bat1.-
Finalement, la nullité de S, , et (¢ ¢ bour 7 > d+2 est une conséquence immédiate

du fait que k est de dimension cohomologlque d+ 1. O

Proposition 3.7. Pour tout premier {, pour tout entier r, on a 3,0 = 3.,. On a
- ntors t,tors 7

ausst By = By,
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Démonstration. Les variétés abéliennes A et A' sont isogénes. Il existe donc une
suite exacte 0 — F' — A — A' — 0 ou F est un schéma en groupes abélien fini. En
passant a la cohomologie, on obtient donc un morphisme H"(k, A) — H"(k, A")
de noyau et conoyau finis pour chaque r. Cela montre grace au lemme du serpent
que B, = B}, pour tout 7.

t,t N N
Pour montrer que 53?,2“ § = 0’,;”, on procéde de la méme fagon en remarquant que
'on a un morphisme A(k)ors — A'(k)iors de noyau et conoyau finis. O

Des deux propositions précédentes, on déduit :

Corollaire 3.8. Soit ¢ un nombre premier. Les entiers (B,.), vérifient les équa-
tions :

Brie = Bar1—re Vre{2,3,..,d—1}
Bie — Boe = Bae — Batie
6?[8 = ﬁd+1,£

Bre=0 Yr>d+2

3.2 Etude de 3y, et de B6%*

Pour chaque i € {0,1,...,d}, on considére A; (resp. A;, F;, U;, T;, B;) un schéma
en groupes commutatifs sur Spec O, (resp. sur Spec k;) tels que :

[ onaAd:Bd:A, FdZO, UdZOGtTd:07

pour i € {0,1,...,d}, B; est une variété abélienne,

pour i € {0,1,...,d}, A; est le modéle de Néron de B;,

pour i € {0,1,...,d — 1}, A; est la fibre spéciale de A;,,

pour i € {0,1,...,d}, F; (resp. U;, T;, B;) est le groupe fini (resp. le groupe
additif, le tore, la variété abélienne) apparaissant dans la filtration de A;.

On note aussi A_; la fibre spéciale de Aq, et F_1, U_1, T_1, B_; les parties finie,
unipotente, torique et abélienne apparaissant dans la filtration de A_;. De méme,
pour chaque ¢ € {0, 1, ..., d}, on considére A¥ (resp. Af, F*, US, T, B}) un schéma
en groupes commutatifs sur Spec Oy, (resp. sur Spec k;) tels que :
oonaAl=Bi=Al Fi=0,U;=0etT;=0,

pour i € {0,1,...,d}, B est une variété abélienne,

pour i € {0,1,...,d}, Af est le modéle de Néron de B,

pour i € {0,1,...,d — 1}, A} est la fibre spéciale de A7, ,,

pour i € {0,1,...,d}, EFj (resp. U, T, B}) est le groupe fini (resp. le groupe
additif, le tore, la variété abélienne) apparaissant dans la filtration de A}.

On note aussi A*, la fibre spéciale de Af, et F*,, U*;, T*,, B*, les parties finie,
unipotente, torique et abélienne apparaissant dans la filtration de A* ;.

Proposition 3.9. (i) On a A(k,n, A) = Ng(k_1,n, B_y) - [[Z", Mo(ky, 0, T)).

r=—1
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>\O(k717anfl(k71)t0'r*s)‘H;i;1,1 AO(kmn,Tr(kf)tors)
)\O(k:nvA(ks)tors)
duction scindée pour i € {1,...,d}, alors

(11) Le nombre est entier. Si B; est 4 ré-

)\O(k7n7A(k )tors) — >\0(k—17n B tors H )\0 kran T )tors)

r=—1

Démonstration. (i) Exactement comme dans le théoréme 2.3, on montre que :
Mo(k,n, A) = Ao(ka—1,n, Ba_1)Xo(ka—1,1, Ty—1)Xo(ka—1,n, Ug_1).
Comme Uy_; est unipotent, \g(kg_1,m,Uys—1) = 1, et donc :
Xo(k,n, A) = Xo(kg—1,n, Bg_1)Xo(kq—1,m, Ty_1).

Il suffit alors de procéder par récurrence.
(i) Comme A4(Oy) = A(k) et le morphisme A;(Of) — Ag_1(kq—1) est surjectif a
noyau uniquement divisible, on a Ao(k, 1, A(k*)tors) = Ao(ka—1, 7, Aa—1(K5_ )tors)-
On procéde maintenant par dévissage.
e Comme(0 — AY | — As 1 — F;_1 — 0est exacte, le morphisme AY | (kq_1)sors —
Ag_1(kg—1)iors est injectif & conoyau fini, et donc :

)\0<kd—17 n, Ad—l(kz_l)tors) = )‘O(kd—lv n, Ag_l(kfi_l)tors)'

e On a une suite exacte 0 — Uz q X Ty y — Ay, — By1 — 0. Comme
Ug—1(k5_1) et Ty_1(kj_,) sont divisibles, on en déduit P'exactitude de 0 —
Ta (kS Diors = AY (S Diors — Ba—1(k5_1)iors — 0. En passant a la coho-
mologie, on obtient une suite exacte :

0— Td—l(kd—l)tors — Ag_l(kd—l)tars — Bd—l(kd—l)tors — H1<kd—1’ Td—l(kfl_l)tors)'

Donc Aﬂ(kd 1,1, A (kd 1)1‘,07“5) divise )\O(kd 1,1, Td 1<kd 1)tors)/\0(kd 1,1, Bd 1(k§ 1)7&07"3)-
En procédant par récurrence, Ao(ka_1,1, AY | (k51 )tors) divise Xo(k_1, 7, B_1(k* | )iors):

Hr——1 Ao (K, 10, T (K7 ) tors)-
Si A = By est a réduction scindée, on remarque que la fleche By 1(kg—1)iors —
H'(kq_1, Ty 1(k5_{)tors) est nulle, et on a donc une suite exacte courte :

0— Tdfl(kdfl)tors — Agfl(kdfl)tors — Bd71<kd71>tors — 0.

Donc en procédant par récurrence, si B; est a réduction scindée pour i €
{1,...,d}, on obtient 1'égalité :

)\0(]{?,71,14(]{? )tors) — /\O(kj—lan B tors H /\0 kran T )tors)

r=—1
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Corollaire 3.10. Notons p, le rang du tore T, pour r € {—1,0,....,d — 1}. On a
pour tout premier { :

d—1
ﬁo}g = 2dz’mB,1 — Z TPr,
r=—1
d—1
0% = Bar1,e < 2dimB_1 + Z Pr-
r=—1

Si B; est a réduction scindée pour i € {1,...,d}, alors pour tout premier { :

d—1
10" = Basre = 2dimB_ + Y _ p,.

r=—1

Démonstration. Cela découle de la proposition 3.9, du corollaire 3.8, des proposi-
tions 1.8 et 1.9, et du fait que B_;(C) = (R/C)?dmB-1, O

Corollaire 3.11. On a 2dimB_, — X' rp, = 2dimB*, — X.°_' \rpr. Si B;
et B sont a réduction scindée pour i € {1,...,d}, alors 2dimB_; + Zf;l_l pr =
2dimB* | + 30" | pr.

Démonstration. Cela découle immédiatement du corollaire 3.10 et du lemme 3.7.
O]

Remarque 3.12. Plus généralement, la quantité 2dimB_; — Zf;l_l rp, est inva-

riante par isogénie.
3.3 Majorations des 3,, pour r > 1

Lemme 3.13. Les parties divisibles des groupes (@m H (kg_1, m AL K™)))P et
de HE (kg 1, A(K™ ) tors) sont (non canoniquement) isomorphes.

Démonstration. Fixons un nombre premier . Pour chaque entier naturel s, on a
une suite exacte :

0 — g AYK™) — AN K™ )iors — AN K™ )iors — AN K™ ) tors /07 — 0.
En notant Qs le groupe 5 A (K" )0r5, on a des suites exactes :

0 — g AYE™) — AYE™ )iors — Qus — 0, (3.3)
0— Qs — AYK™ ) tors — A (K™ )ors /07 — 0. (3.4)

La suite exacte (3.4) et la finitude de A*(k™);0rs/¢° montrent que, pour chaque
entier u, les deux groupes :

Ker(HU(kd*h Q€s> — Hu<kd717 At<knr)tm"s))a
COker(Hu(kd—la QES) — Hu(kd—h At(knr)tors))a
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sont finis. Par ailleurs, en exploitant la suite (3.3), on a un diagramme commutatif
a colonne exacte dont les fleches diagonales sont la multiplication par ¢° :

Hdiril (kd—l ’ At(knr)tors)

\

H kg1, Qps) H ka1, AY K™ )iors)

der(kid_l’ ZSAt(knr))

Hd_r(kd—la At(knr)tors)

\
Hd_T(kdfla Qfs) Hd_r(kdfla At(knr)tors)-
Il existe sp > 1 tel que, pour tout s > sg, le module galoisien A*(k™);,,.5/0% est

isomorphe a A" (k™ );,.5 /€. Par conséquent, il existe une constante entiére Cy, > 0
telle que, pour tout s > 0, les ordres des groupes :

Ker(H™" (kg_1, Qes) — H7 " (kg_y, AYE™ Viors)),
Coker(H " Y (kg_1,Qps) — HT ka1, AL (™ )iors)),
Ker(H¥" (kg_1,Qps) — H" " (kg_1, AL (K™ )iors)),
Coker(H " (kg—1, Qs) — H¥" (g1, A' (k™ )iors)),

sont majorés par C,. En particulier, les quatre groupes précédents sont de (Cj!)-
torsion. On en déduit que :

|Coker(H*™" (ka1 e A'("")) = ¢« H™" (K1, A" (K" )tors))| < lee H'™" (a1, A" (K" tors) /Cel,
[Ker(H" (kg_1, 6s AY(K™)) = s H" (kg1, AY (K™ )iors))| < Col H kg1, AYE™ )iors) /£5],
d’ou I'existence d’une contante D, telle que, pour tout s > 0 :
|Coker(HY " (kg1, ¢s AY(K™)) — oo H " (kg—1, A“(K™ ) ors))| < D,
[Ker(H " (ka_1, es AYE™)) = s H " (kgo1, A" )iors))| < Dy
On en déduit que les groupes :

Ker(lim H™" (kg-1, s A'(K")) = Y o H" (g1, A' (K™ )tors))

Coker(lim A" (kag—1, s A'(K™)) = T g HY" (g1, A" (K™ 1ors)),

sont finis. Cela montre que les parties divisibles de (lim_ H (kg_q, 6s AL™)))P et
de (lim_ s HO " (kg_1, AH(K™ )10rs))) P sont isomorphes. Pour conclure, il suffit alors
de remarquer que la partie divisible de (lim_H T (kg_1, ALE™ )iors) )P est iso-
morphe a celle de H " (kg_1, AL (k™ )tors), et donc & celle de H"(kg_y, A(K™ )iors)
car A et A’ sont isogénes. [
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Lemme 3.14. Pour chaque entier naturel r < d — 1, les parties divisibles de
groupes de type cofini H" (kq_1, H'(k"", A)) et H"(kg_1, AY [(k5_,)) sont (non
canoniquement) isomorphes. Pour r = d — 1 et r = d, les parties divisibles de
groupes de type cofini H" (kq_y, H* (k" A)) et H " (kg_1, AS_ (k5 )tors) SONE (nON
canoniquement) isomorphes.

[

Démonstration. Soit > 0. D’aprés [Ogg62|, on a un isomorphisme H!(k™" A) =
(lim A (k"))P. On calcule alors :

HY (kgoa, HNR, A)) = H (R, (i, AYE™)))
=~ hgl Hr(kid_l, mAthn'r‘)D)
~ thdir(kdfl,mAt(knT)>D

= (i H (kyoy, m A" (k™))"

Par conséquent, d’aprés le lemme 3.13, les parties divisibles de H" (kq_1, H* (k™ A))
et de HE " (kg 1, A(K™ Viors) = HU " (kg_1, Aq_1(k5_1)tors) sont isomorphes.
On remarque maintenant que 1’on a la suite exacte :

0— Agfl(kéfl) — Ag-1(kyy) — Faa(ki,) — 0,

ou AY | désigne la composante connexe du neutre dans Ay ;. Il existe donc un
Gal(kj_,/k4—1)-module fini F' tel que :

0— A?l—l(k;;—l)tors — Ag—1(k3_1)tors = F = 0.

On en déduit que les parties divisibles des groupes de torsion de type cofini
H (kg_1, Aa_1(k5_ 1 )tors) et H " (ka_1, AY_| (k51 )tors) SONt (non canoniquement)
isomorphes.

Supposons maintenant que » < d — 1. On a une suite exacte :

0 — Ug—1(kjy) x T(kg_y) = Ag_1(k3 1) = Baa(kg_1) — 0,

qui montre que AY | (k3_,) est divisible. On en déduit que A% (k5 )/AY (k5 tors
est uniquement divisible, et donc que H* " (kg 1, A% (k5 | )iors) est isomorphe a
H"(kg_q, AY | (k5_))), ce qui achéve la preuve. O

~

Lemme 3.15. Pour chaque entierr > 0, on a un isomorphisme H" (kg_1, A(k™))
H"(kg_1, Ag—1). De plus, les parties divisibles de H" (kqg_1, A(k"")) et H" (kq—1, Aq—1)
sont isomorphes.

Démonstration. Comme l'extension k™" /k est non ramifiée par définition, on sait
que A(E™) = Ag(Ognr) et que le morphisme A (Ognr) — Ag—1(k5_,) est surjectif
de noyau uniquement divisible. On en déduit que H" (ky_1, A(k™)) = H" (kq_1, Ag_1).
11 suffit alors d’exploiter la suite exacte 0 — Ag_l — Ay_1 — Fy_1 — 0 pour mon-
trer que les parties divisibles des groupes H" (kqy_1, A(k"")) et H" (kq_1, Aq—1) sont
isomorphes. ]
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Théoréme 3.16. On a, pourr > 2 :

d+1 )
@,eﬁ( . ) (Zpe_1+2d1mB_1>.

e>0

Pourr=1:
Bro <D (d+1—€)pey +2(d+ 1) dim B_;.

e>0
Démonstration. Procédons par récurrence sur d + r.

Pour d 4+ r = 0 (c’est-a-dire d = —1 et r = 1), le théoréme est évident.

Soit s > 0 tel que le théoréme est vrai pour r et d tels que r+d < s. Soient > 1 et
d > —1 des entiers tels que d+r = s+ 1. La suite spectrale H" (kq_1, H*(k"", A)) =
H"™5(k, A) dégéneére en une suite exacte longue :

o= H (kg1 A(K™)) — H"(k, A) — H" Ykg_y, H' (K", A)) — ...

Etudions les termes H" (kq_1, A(k™)) et H™ ' (kg_1, H' (k™ A)).

e D’aprés le lemme 3.15, la partie divisible de H"(ky_1, A(k™")) est isomorphe &
celle de H"(k4-1, A9 ). De plus, la suite exacte 0 — Uz—q x Ty_qy — AY | —
B;_1 — 0 montre 'exactitude de :

H"(kg_1,Ty 1) = H (kg_1, A5 ) — H"(ka_1, Ba_1),

_ |nH(ka—1,Ta—1)|

= TH Ghar Tir)/n] VOUL

et on a vu dans la proposition 1.11 que A\, (kg_1,n,Ty_1))

n(DPat i > 16t 1sir = 1.

e Supposons que r < d. Alors, d’aprés le lemme 3.14, la partie divisible de
H™Y(kg_y, HY (k™ A)) est isomorphe a celle de HE "+ (ky_1, AY ), et le groupe
H¥™ (kg 1, AY ) s’insére dans une suite exacte :

Hd_r+1(kd—17Td—1> — Hd_r—i_l(l{jd_l, Ag—l) — Hd_r+1<kd—1; Bd—l)?

ot Ag_pi1(ka—1,m,Ty1)) = n(2h)pa d’aprés la proposition 1.11.
e D’aprés le lemme 3.14, la partie divisible de H? (kg y, HY(k™, A)) est iso-
morphe a celle de H'(kq_1, AY (k5 | )iors). Lexactitude de la suite

0— Td—1<k2_1)t0rs — Ag_l(kj_l)tors — Bd—l(k:;_l)tors — 0
entraine l'exactitude de la suite :
Hl(kd—la Td—1<k2_1>tors) — Hl(kd—la Ag_l(kfl_l)tors) — Hl(kd—la Bd—l(kfl_l)tors)a

ot on a Ai(kg_1,n, Ty 1(k5_ )iors)) = na-1 d’aprés la proposition 1.12. Pour
calculer Ay (kq—1,n, By—1(k5_1)tors)), on remarque que l'on a une suite exacte :
0 — By_1(ka—1)tors Ba-1(k4-1) D

|

H'(kg—1,Bi—1) =— H" (ka—1, Ba—1(k3_1)tors)
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ou D = H% kg1, Ba_1(k$_{)/Ba_1(k5_)iors) est uniquement divisible. Donc, en
utilisant le corollaire 3.10, le nombre A\ (kg—1,n, Ba—1(k_1)tors)) divise la quan-
tité nzz;é 6pe*1)\1(k’d_1, n, Bd—l)-

e D’aprés le lemme 3.14, la partie divisible de H¢(kq_1, H'(k™", A)) est isomorphe &
celle de AY | (kg_1)tors- I'exactitude de la suite 0 — Ty_1 (k5 )tors — AY 1 (k5 tors —
Ba_1(k_1)tors — 0 entraine lexactitude de la suite :

0 — Td—l(kd—l)tors — A2_1(kd—l)tors — Bd—l(kd—l)tOTS7

ou on a légalité A\o(kg—1,n, Ty—1(k5_1)tors)) = nP4-1 d’aprés la proposition 1.9
et ou le nombre \g(kg_1,1, By_1(k5_|)tors)) divise nEico pe1t2dim By aprag e
corollaire 3.10.

On obtient donc, par hypothése de récurrence :

esir=1:
d—1 d—1
Bre < Z(d —€)pe—1 +2ddim B_y + pg_1 + Zpefl +2dim B_,
e=0 e=0
et donc :

Bre <Y (d+1—e)pe_y +2(d+1)dim B_;.

e>0

esil<r<d:

d a\ (&4
Bre < (7“) Pd—-1 + (7‘) (Z Pe—1 + 2dim B_1>
e=0

d d d—1
+ <r B 1) Pd—1 + (T B 1) (ZO Pe—1 + 2dim Bl)

d+1 .
57,’[ S ( . > <Zp€1+2d1m31> .

e>0

et donc :

e pourr =d :

d—1
Bae <pi-1+ <Z Pe—1 + 2dim B1>

e=0
d—1 d—1
+dpii+ Y _eper+ Y _(d—e€)pe_y +2ddim B_,
e=0 e=0

et donc :

Bae < (d+1) (Z pe-1 +2dim B_1> .

e>0
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e pourr=d—+1:

d—1
Bat1,e < pa—1 + Z Pe—1+2dim B_,
e=0

<N peor+2dim By

e>0
O

Corollaire 3.17. Si dimB_; = p_1 = po = ... = pg_1 = 0, alors fi%* = 0 et
Bre = 0 pour tout v > 0 et tout premier (.

Démonstration. Cela découle immédiatement du théoréme 3.16 et du corollaire
3.10. =

3.4 Nullité des 3,

Théoréme 3.18. Soit ¢ un nombre premier. Supposons que {fgs = 0. Alors
dimB,l =pP_1=pP0p=pP1 = ... =pPd-1= 0.

Démonstration. On procéde par récurrence sur d.

e Dans le cas d = 0, le théoréme est évident puisqu’on a 537;8 =2dimB_1 4+ p_4
d’aprés le corollaire 3.10.

e Supposons maintenant la propriété démontrée au rang d — 1. Montrons-la au
rang d. On suppose donc que k est d-local et que 63?[5 = 0. On a A(k)ors =
Aa(Op)tors = Ag_1(kq—1)tors puisque le morphisme Ay(Or) — Ag_1(kq_1) est
surjectif a noyau uniquement divisible. Par conséquent, 1'hypothése 3"[ * =0

entraine que la partie (-primaire de Ay 1(kg_1)iors est finie. Comme la suite

0= Ty 1(kS tors = AY (K5 Diors = Ba_1(k5_)tors — 0 est exacte, on a une
suite de cohomologie :

0— Td—l(kd—l)tors — Agfl(kd—l)tors — Bd—l(kd—1>tors — Hl(kd—lv Td—l(k(sifl)tors)'

On en déduit que la partie ¢-primaire de Ty _1(kq_1)iors €t le noyau du mor-
phisme By_1(kg_1){¢} — H (kg_1, Ty_1(k5_,)sors){¢} sont finis. Etant donné que
Mo(ka—1,m, Ty—1(k5_1)tors) = nPi-2 d’aprés la proposition 1.9, on en déduit que
pa—1 = 0. En utilisant que le noyau de By_1(kq_1){¢} — H" (ka_1, Ta_1(k5_{)tors) {0}
est fini et en remarquant que \j(kg_1,n, Ty 1(k3_|)iors) = nd-1 = 1 d’aprés la
proposition 1.12, on obtient que By_1(kq_1){¢} est fini. Par hypothése de récur-
rence, cela impose que dimB_1 =p_1 = py = p1 = ... = pq_2 = 0, ce qui achéve
la preuve.

UJ

Corollaire 3.19. (i) Soit ¢ un nombre premier. Supposons que Bay10 = 0. Alors
Brp = 0 pour tout entier r et tout premier p.

(ii) Supposons que dim B_1 = 0 et que p, = 0 pour tout entier r. Alors dim B*, =
0 et p; =0 pour tout r.
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Démonstration. (i) Cela découle immeédiatement du théoréme 3.18 et des corol-
laires 3.17 et 3.8.

(ii) D’aprés le corollaire 3.17, 441, est nul pour tout premier £. On déduit alors
du lemme 3.7 que 63“7( est nul pour tout premier £. Le théoréme 3.18 et le
corollaire 3.8 permettent donc de conclure.

m

Remarque 3.20. Plus généralement, la propriété quedimB_; =p_1 =pg= ... =
pi—1 = 0 est préservée par les isogénies.

3.5 Le noyau de H%(k, A) — (H°(k, AHM)P

Dans certains cas, il est possible d’expliciter le noyau de H%(k, A) — (H°(k, AH)™)P.
Pour ce faire, il convient d’établir quelques propriétés préliminaires :

Lemme 3.21. Pour chaquer > 0, on a un isomorphisme H" (O, Aq) — H" (K" [k, A(k™"))
faisant commuter le diagramme :

HT (O, Ag) —2%—~ HT(k, A)

l% Inf

H"(E™ [k, A(K™))

Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme 2.7. [

Proposition 3.22. Soit { un nombre premier ne divisant pas |Fy_1].
(i) Les groupes A(K™) et AY(k™) sont (-divisibles.
(i1) 1l existe un morphisme fonctoriel injectif

(T,H (Ox, A2))7 — (lim H' (K™ [k, o A' (™))

Démonstration. La preuve est analogue a celle de la proposition 2.8. O]

Lemme 3.23. On obtient un isomorphisme :
e HOGK™ b, HY K™, A){EY = (m B (R /K, o A' (™))
par composition des isomorphismes naturels :
HHE™ [k, HY (K™, AN = i HEH R [k, o HY (K™, A))
& %HH(/@"T’/;{;, HY (K™, A))
= liélHd‘l(km/k,grAt(k”’”)D)

= (W HY (K™ /k, 0 AY(K"7))) 7.
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Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme 2.9. O

Comme dans 2.10, nous sommes maintenant en mesure d’introduire la définition
suivante :

Définition 3.24. Soit { un nombre premier ne divisant pas |Fy_1|. On appelle
(-groupe de cohomologie non ramaifiée symétrisé de A le groupe :

m"s(k A E) (1’4 © §0>_1((T€H1(Ok’A2))D) C Hd(k7A>{€}

ot o H(k, A) — H¥Y(k™ [k, H' (k™ A)) désigne le morphisme induit par la

suite spectrale H" (K™ [k, H*(k"™", A)) = H"*(k, A). On a alors une suite exacte :
HY (O, Ad)

O(H1(Oy, R1g.A))

ot 6 : H71(Oy, R*g, A) — HY Oy, Ay) est le morphisme de bord provenant de la
suite spectrale H"(Oy, R°g.A) = H™5(k, A).

0—

{0y — HE (k, A 0) = (T,H (O, A5))P — 0

nrs

Théoréme 3.25. Pour { premier ne divisant pas |Fy_1|, la partie (-primaire du
noyau de H(k, A) — (H(k, AYMP est HE (k, A, 1).

nrs

Démonstration. La preuve est trés similaire a celle du théoréme 2.12. 11 suffit de
remarquer que le diagramme suivant est commutatif :

lig H (k" ks, o H (k™ A))

/ \

H(k, A){¢} lig HO (k7 /e, HY (K™, A))

\

lig H(k, ¢ A)

|

(lim H* (k, ¢ A"))P

14

(i, E (" /K, A1)
(HOG e, A1) )P
ot le morphisme lim HIZYE™ [k, HY (™ e A)) — lim H* (" [k, e AT (™))" est

obtenu par composition des isomorphismes

limg HH (K™ [k, HY (K™ 0 A)) = i HOHE [k, (0 AY(R)P)

(H°(k, A)®)

= i H (K" /K, o AY(K"7)) 7.
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Pour alléger les notations dans la section suivante, nous noterons :

HY (k,A) = @ Hi(k AL

nrs nrs
IA[Fq—1]=1

C’est le groupe de torsion dont la partie (-primaire est H? (k, A,{) si £ ne divise
pas |Fy_1], triviale sinon.

4 VARIETES ABELIENNES SUR C((tg))...((tq))(u)

Supposons dans cette partie que d > 1 et que k = C((¢y))...((tq)). Soient A une
variété abélienne sur le corps des fonctions K = k(X) de la courbe X et A’ sa
variété abélienne duale. Le but de ce paragraphe est d’établir un théoréme de
dualité a la Cassels-Tate pour A : plus précisément, nous voulons déterminer,
sous certaines hypothéses géométriques et modulo divisibles, le dual du groupe de
Tate-Shafarevich IIT!(A).

Pour chaque v € XU, on adopte des notations analogues a celles de la section 3.2
pour la variété abélienne A, = A xx K, sur le corps d + 1-local K, (on prendra
garde au fait que K, n’est pas d-local). Ainsi, on introduit les schémas en groupes
AyivAvis FoiyUpi, Typiy By pour @ € {0,1,...,d + 1} et les schémas en groupes
Apts Pyt Uy 1, Tyt By

Notons aussi U un ouvert de bonne réduction de A, de sorte que le modéle de
Néron A de A sur U est un schéma abélien. Soit A" le schéma abélien dual.
Fixons maintenant un nombre premier ¢ et faisons I’hypothése suivante :

(H4.1), pour chaque v € X \ U, au moins l'une des deuz affirmations suivantes
est vérifiée :
o [ ne divise pas |F, 4|,
o la wvariété abélienne B, _1 et le tore T, 1 sont nuls et les tores
Tyd,-- Ty sont anisotropes.

Remarque 4.2. Etant donnée une variété abélienne A, ’hypothése précédente est
vérifiée pour presque tout £. Par conséquent, les résultats que nous allons montrer
sont vrais pour presque tout /.

Soit Z I’ensemble des v € X tels que la variété abélienne B, _1 et le tore T, _4
sont nuls et les tores T}, 4, ..., T, o sont anisotropes. Pour chaque ouvert V' de U, on
introduit les groupes suivants :

HY(K,,A)

) B 1 1 (OB

L, (V. 4) = Ker | HY(K.A) = [ #' (8 A) < ] gz |
veX\V veV @)

HdJrl(Kv,At)
HII(K,, A |’

nrs

I (AY) == Ker | H*Y(K, A = [ H™(K,, A < ]

nrs
vEZ veXM\Z
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ou H! (K,, A%) désigne H'(O,, A,) = HY(K"™ /K,, A(K™)) et HI*}(K,, A") a été
défini dans la section 3.5.

Fixons V un ouvert non vide de U.

Lemme 4.3. (i) Pour r > 0, le groupe H"(V, A) est de torsion de type cofini.
(ii) Le groupe H2(V, A) est de torsion de lype cofini.

Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme 2.17. [
Lemme 4.4. 1] existe des suites exactes :
0 — HYV, A" @z (Q/Z){¢} — H™Y(V, A{e}) — H™(V, AY{t} — 0,

0— HY(V, A — H2(V,T,A) — T,H2(V, A) — 0.
Ici, H*Y(V, AHLY) et H2(V, T, A) désignent lim H™YV, A et Jm H2(V,mA)

respectivement.
Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme 2.18. [
Lemme 4.5. [ existe un accouplement canonique :
HY(V, A{}) x HT(V, T, A" — Q/Z
qui est non dégénéré.
Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme 2.19. [

De plus, d’aprés la formule de Barsotti-Weil et la nullité de Hom,, (A, G,,), on a
un accouplement canonique A’ @ A — G,,[1] qui induit donc un accouplement :

HY(V, A) x HTY(V, A") — HI(V,G,,) = Q/Z.
Posons maintenant :

DYV, A) =Im(H}(V, A) = H'(V, A)) = Ker(H'(V, A) = P H'(K,,A)),

veX\V

HdJrl(Kv,At)
HII(K,, AY)

veZ\V veX\(Vuz) TS

DIV, A = Ker | HYY (V. A" » P H'M (K, AYe P

nrs

Ce sont bien stir des groupes de torsion de type cofini.

Lemme 4.6. L’application naturelle H*(V, A) — H'(K,A) induit un isomor-
phisme D*(V, A) = 1} (V, A).

Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme 2.20. ]
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Afin d’établir un théoréme de dualité pour les groupes de Tate-Shafarevich, il
convient donc d’établir un théoréme de dualité pour les groupes D'(V, A) et
DLV ALY -

nrs

Proposition 4.7. Il existe un accouplement canonique :

DRV, AN{E} x DYV, A = Q/Z

nrs
qui est non dégénéré.

Démonstration. La preuve est analogue a celle de la proposition 2.21, a condition
d’utiliser les sections 3.3 et 3.5. O

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le théoréme suivant :

Théoréme 4.8. On rappelle que k = C((ty))...((tq)) et que K = k(X) est le corps
des fonctions de la courbe X. On suppose (H J.1),. Alors il existe un accouplement
non dégénéré de groupes finis :

I (A {¢} x TTY(A){{} — Q/Z.

nrs

Démonstration. D’aprés la proposition 4.7 et le lemme 4.6, on a un accouplement
parfait de groupes finis :

D (Vo AD{e} > L, (V, A){6} = Q/Z.

nrs

Pour V' C V' deux ouverts de U, on remarque que III. (V, A){¢} et LI} (V' A){¢}
sont des sous-groupes du groupe de torsion de type cofini IIT} (U, A){¢} tels que

arl (v, A){¢} C Il (V' A){¢}. On en déduit qu’il existe un ouvert non vide V; de
U tel que, pour tout ouvert non vide V' de Vy, on a I} (V, A){¢} = 11}, (Vp, A){(}.
Cela implique que IIT} (Vy, A){¢} = TI'(A){¢}.

Par ailleurs, on remarque qu’étant donnés deux ouverts non vides V" C V' de V4,
si x € DALV AY), alors :

nrs

e pour v € Z\ V', la restriction de z & H*(K,, A?) est nulle;

e pour v € (ZNV')\ V, la restriction de z a H¥*(K,, A") est dans I'image
de H1(0O,, AY), et donc dans HEFY(K,, A?), qui est nul car v € Z d’aprés la
section 3.3;

e pour v € X\ (V'UZ), la restriction de x & H¥(K,, A") est dans HIT1 (K, A);

nrs

e pour v € V' \ (V U Z), la restriction de z & H4"(K,, A') est dans I'image de
H¥*(0,, A", et donc dans HETH (K, AY).

nrs

Par conséquent, la restriction H* (V' AY) — H1(V, A") induit un morphisme
DLV AN — DALV, AY), et on a un diagramme commutatif :

nrs nrs

0 Dd+1(V/, At){g}div . Dd+1(V/, At){g} ém{f} —0

nrs nrs nrs

| | L~

0 Dd+1<V, At){f}dw o Dd+1<v, At){e} ﬁm{g} ——0

nrs nrs nrs

Comme T4 (AN {¢} = lig, DLV, AN {(}, en passant a la limite inductive,

nrs nrs
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nrs nrs

phisme D&+1(Vy, AN){¢} = 1¢+1(AY){¢}. On obtient donc un accouplement non

nrs nrs
dégénéré de groupes finis :

on obtient que la restriction DI (Vy, AN{¢} — MILTH(AY){¢} induit un isomor-

T4 (A?){¢} x TIL(A){(} — Q/Z.

nrs

]

Corollaire 4.9. On rappelle que k = C((ty))...((ta)) et que K = k(X)) est le corps
des fonctions de la courbe X. On suppose (H 4.1); et on note i* : TN AY) —
I (AY) Dingection canonique. Alors il existe un accouplement non dégénéré a
gauche de groupes finis :

I (AN {0}/ () (I (A { G ai) x TN (A){(} — Q/Z.

nrs

Démonstration. La preuve est analogue a celle du corollaire 2.25. O]

uestion : Quel est le noyau & droite dans 'accouplement précédent ?
y

5 VARIETES ABELIENNES SUR Q,((t2))...((tq))

On suppose dans cette section que d > 2 et que k = k'((t2))...((tq)) avec k' corps
p-adique, p étant un nombre premier fixé. Soit A une variété abélienne sur k.
On introduit, pour i € {1,2,...,d}, les notations A;, A;, F;, U;, T;, B; analogues a
celles du début de la section 3.2, de telle sorte que A; est défini sur Spec O,
et A;, F;,U;, T;, B; sont définis sur k;. On note aussi p; le rang du tore 7; pour
ie{l,..d}.

On note Ay la fibre spéciale de A;. La composante connexe du neutre A de A,
s’'insére dans une suite exacte :

0 — Uy X, To — A) — By — 0

ou Uy est un groupe abélien unipotent, Ty est un tore et By est une variété abé-
lienne sur kq.

Par ailleurs, si M est un module galoisien sur un corps E, ¢ un nombre pre-
mier difféerent de la caractéristique de E et ¢ un entier, on notera M{l(}(i) =
ligr oM ® Z/0Z(i). En tant que groupe abélien, il est isomorphe a M{¢}. Par
abus de notation, quand G est un groupe algébrique commutatif sur E, on écrira

G{(}(i) au lieu de G(E*){(}(i).

5.1 Dualité modulo divisibles

Posons (A = Ext; (A, Z/nZ(d)) pour chaque entier naturel n non nul et notons
A=lim o)A
Remarque 5.1. En tenant compte de la formule de Barsotti-Weil, il serait plus

naturel de considérer Ext} (A, Q/Z(d)) au lieu de A. Il se trouve en fait que ces
deux faisceaux coincident, comme le montre 'annexe & la fin de ce texte.
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La multiplication par n sur le faisceau de n-torsion Hom, (A, Z/nZ(d)) étant in-
jective, Hom; (A, Z/nZ(d)) est nul. Cela fournit un morphisme naturel dans la
catégorie dérivée (,,)A — RHom, (A, Z/nZ(d))[1], d’ott un morphisme :

A" A = Z/nZ(d)[1],
induisant un accouplement :
H"(k,A) x H*"(k, (wA) — H*™™(k, Z/nZ(d)) = Z/nZ.
En passant a la limite inductive sur n, on obtient un accouplement :
H"(k,A) x H""(k, A) — H™(k,Q/Z(d)) = Q/Z.
Lemme 5.2. Soit n € N non nul. On a l’égalité :
mA = Homy (o, A, Z/nZ(d)) = ,A' @ Z/nZ(d — 1)
et la multiplication par n sur A induit une suite ezacte de faisceauz :
0= mA—A— A0

Démonstration. La suite exacte courte 0 — , 4 — A — A — 0 induit une suite
exacte :

Hom, (A, Z/nZ(d)) — Homy (,A, Z/nZ(d)) = myA — m)A.
Comme Hom, (A, Z/nZ(d)) = 0, on en déduit que :
mA = Hom, (, A, Z/nZ(d)) = ,A' ® Z/nZ(d — 1).

Cela impose aussi que A = lim WAYQZ/nZ(d—1). Comme A'(k®),s est divisible,

cela montre immeédiatement que la multiplication par n sur A induit une suite
exacte de faisceaux :
0= mA—+A—=A—=0.

[]

Cela montre que (n)fl est la n-torsion de A. On notera donc par la suite ,A au lieu
de (n)/i.

Remarque 5.3. En fait, on a montré que A{¢} = A*{¢}(d — 1) pour chaque
premier /.

Corollaire 5.4. Pour chaque entier naturel n et chaque entier r, le morphisme

H Yk, A)/n — (oH'7(k, A\ est injectif et le morphisme ,H" (k, A) — (H*"(k, A)/n)P
est surjectif.
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Démonstration. On a un diagramme commutatif a lignes exactes :

0—— H™'(k, A)/n H (K, A) JHT(E, A)

| | |

0—> (an'H_T(/{, A))D - Hd'H_T(k, nA)D - (Hd_T(/{, A)/n)D — 0,
ou le morphisme vertical central est un isomorphisme d’aprés le lemme précédent
et le théoréme 1.2.17 de [Mil06]. On en déduit que le morphisme H"~*(k, A)/n —
(nH =7 (k, A))P est injectif et le morphisme ,H"(k, A) — (H* " (k, A)/n)"
surjectif. n

Notation 5.5. Pour r € Z, n € N* et M un Gal(k®/k)-module discret tel que
. . : nH (kM

WH"(k, M) et H"(k, M)/n sont finis, on note \,.(k,n, M) = W

Proposition 5.6. Pourr € Z, il existe des familles d’entiers (B,0)e, (BL0)e, (Bro)es

( 8?gs)g et ( ttom)g indexées par les nombres premiers telles que, pour tout n € N*,

on a .

(kyn, A) Hgﬁv eve(n

-(k,n, AY) = Heﬁf eve(n

(k,n, A) Hgmw
Xo(k,m, A(K®)ors) = H (B8 oe(n)
Xo(k, 1, ALK ) iors) H 086 el

Lorsque r > 1, les B, 4, les 5M, les By, les 55 les Bto”s et les Bt 7S sont positifs.

Pour r <0, les entiers B, B, et 55, sont nuls.

Démonstration. Les trois derniéres égalités sont évidentes car A(k)sors €6 A (k) iors
sont de torsion de type cofini. Montrons les deux premiéres. Pour r» > 1, elles sont
évidentes, puisque les groupes H" (k, A) et H"(k, A) sont de torsion de type cofini.

Le cas 7 = 0 découle alors des formules suivantes (qui découlent de la proposition
1.5) :

d+1

x(k,nA) = HA (k,n, AV,

d+1

x(k, nAY) = H)\ (k,n, AHC

]

Théoréme 5.7. Pourr > 1, le noyau du morphisme H'(k, A) — (H*"(k, A)M)P
est un groupe de torsion de type cofini divisible.
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Démonstration. Soit s € {—1,0,...,d + 1}. On calcule la caractéristique d’Euler-
Poincaré de ,, A pour chaque n :

(k,nA)
d+1
_H/\ ko, AV T T (R, A) Y [ H (k, A)CD°
r=s+1
— d—s
- H M (ks m, A)CD" H [H" (ky f AT HE (R, A)
= =0

=HAT</c,n,A><—””-HA (b, )V H G, )]V HO ) o]

r=0

PLHS (e, A) | D T 0T e,
L

= [ H*(k, A)|

Ol Yor = S0 (—=1) 418, + Zf;g(—l)d“_?"ﬁ:’g. Par conséquent, si s > 1 et si

N, désigne le noyau de H*(k, A) — (H%*(k, A)")P, on obtient :

InNs| =

’an(ka A)| _ H[ys,zvz(n)‘

[H=(k, A)/n] %

D’apreés le lemme 1.3, cela prouve que N, est divisible. O

En reprenant les notations de la preuve précédente, on a alors :

N, = P (Qi/ 20+,
¢

et nous voulons calculer les v, = Y2571 (=1)" 5+ B, 4 32020 (—1)4+5~ "By Avant
de passer a la suite, il est utile d’établir des équations reliant les différentes variables
que nous avons introduites (3., 55, 57, 5%, é:;om,%,g).

Proposition 5.8. Soit { un nombre premier. Les entiers (B,.), et (8},), vérifient
les équations :

( Yoo =Bre Vre{-1}u{1,2,..,d+1}
tors

Yo, = 0,0
BT,E = B;lkJrl,r’g Vr € {2, 3, ..., d—+ ]_}
51,5 - ﬂo,f = B;’é - 524_1’@

tors __ Q%
0,¢ _BdJrl,E

Zgi(l)(_lyﬁr,é =0
\ Bru=B, =0 Yr>d+?2

Démonstration. Exactement comme dans la démonstration du théoréme 5.7, on a
pour chaque r € {—1,0,1,...,d + 1} la relation :

L= o7 (e, A) V[ (e, A) fn] O T e
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avec g = S0 (1) B, 4 Zg;g(—l)d”’%;f. Cela montre immédiatement
que :
© Vo=l epourre{l,2 . ...d-1}U{-1,d+ 1},

tors __
® Poe = 0

® [ar = 7as car A est de torsion,
ce qui achéve la preuve. O

Remarque 5.9. Pour plus de détails, le lecteur pourra se référer a la preuve tout
a fait analogue de la proposition 3.6.

5.2 Etude hors de p

On fixe un nombre premier ¢ différent de p.

Conditions suffisantes pour la nullité des j,,

On proceéde de maniére similaire a la section 3. On commence par des énoncés
analogues & ceux des lemmes 3.14 et 3.15.

Lemme 5.10. Pour chaque entier naturel r el chaque entier i, les parties divisibles
de groupes de type cofini H"(kg_y, H' (k" A{l}(3))) et H " (kgy, AY {0}(d —
1 — 1)) sont (non canoniquement) isomorphes. En particulier, l'un est fini si, et
seulement si, ['autre [’est.

Démonstration. Soit r > 0. On a un isomorphisme
H' (K", A{0}(3)) = (lim g A"(R"") (=1))".
On calcule alors :
H" (kg H' (K™, A{0}(0))) = H" (kg (lim = A"(E"") (=1))")
=l B (i, 0 AR (—i)P)
= QHW(@_I, s ANE™Y(d — 1 — )P

= (lim H" (g1, 0 AY (K" ) (d = 1= 0)))".

Par conséquent, en utilisant un résultat analogue a celui du lemme 3.13 (dont la

preuve est identique quitte a introduire des décalages), les parties divisibles de
H (kar, HYOE™, A(R){E}6))) et de

HY" (kgoy, A" {03 (d -1 — 1)) = H " (kg_1, Ag_1 {€}(d — 1 — 1))

sont isomorphes.
On remarque maintenant que l’on a la suite exacte :

0— A2—1(kfl—1) — Ag1(kj_y) = Faa(kj_,) — 0,
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ou AY | désigne la composante connexe du neutre dans Ay ;. Il existe donc un
Gal(k}_,/kq—1)-module fini F tel que la suite suivante est exacte :

0—AY {0 (d—1—i)—= Ag 1 {{}(d—1—1i) = F{{}(d—1—1i) 0.

On en déduit que les parties divisibles des groupes de type cofini H4~"(ky_1, Ag_1{¢}(d—
1—14)) et H¥ " (kq_1, A% ,{¢}(d—1—1)) sont (non canoniquement) isomorphes. [J

Lemme 5.11. Pour chaque entier r > 0, on a un isomorphisme H" (kq_1, A(K™"){{}(i)) =
H (kv Aa1{0}(1).

Démonstration. Comme l'extension k™" /k est non ramifiée par définition, on sait
que A(k™) = Ag(Opnr) et que le morphisme Ag(Opnr) — Ag_1(k5_;) est surjectif
de noyau uniquement divisible par . On en déduit que H" (kq—1, A(K™){(}(i)) =
H"(kg—1, Aa—1{}(1)). O

On est maintenant en mesure d’établir la proposition qui fournit des conditions
suffisantes pour que les groupes de cohomologie de A{¢}(7) soient finis.

Proposition 5.12. Soient r un entier naturel et i un entier tels quer —i —1 &

{—1,0,1}. Le groupe H"(k, A{(}(i)) est fini.

Démonstration. Procédons par récurrence sur d.

Pour d = 0, c’est la proposition 1.22.

Soit d un entier naturel tel que la proposition est vraie au rang d — 1. Mon-
trons la proposition au rang d. La suite spectrale H" (kqs—1, H*(k"", A{{}(i))) =
H™(k, A{(}(i)) dégénére en une suite exacte longue :

e H kg, AGR™{0Y(6))) — H™ (k, A{OY(5)) — H™ kg, H' (K™, AL} (3))) — ...

Etudions les termes H" (kq_1, A(k"){}(7))) et H™ ™ (kq_y, H'(k™", A{L}(:))).

e D’aprés le lemme 5.11, la partie divisible de H"(k4—1, A(K""){(}(7))) est iso-
morphe & celle de H"(kg_1, AY {¢}(i)). De plus, la suite exacte 0 — Uy_1 X
Ty—1 — AY | = By_1 — 0 montre l'exactitude de :

H" (ka-1, Ta1{}(0)) — H" (kq-1, A7~ H{O}0) = H' (ka-1, Ba-r{0}(9)),

et on a vu dans la proposition 1.16(ii) que A\ (kg—_1,n, Ty—1{€}(i)) vaut 1 car r —
i—1¢{0,1}. Comme H"(kq_1, Ba_1{¢}(i)) est fini par hypothése de récurrence,
on conclut que H"(kg_1, A(K"){¢}(7))) est fini.
e D’aprés le lemme 5.10, la partie divisible de H™ ' (kq_y, H' (K™, A{¢}(4))) est iso-
morphe a celle de H " (kg_y, AY {0} (d—1—1)), et H" (kg 1, AY {0}(d—
1 —i)) s’'insére dans une suite exacte :
HdirJrl(k’d_l, Td_1{€}<d —1- Z))

|

H kg1, Ag 1 {0H(d — 1 =)

|

H¥ (kg 1, Bg_1{f}(d — 1 —1)),
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ot Ag—yi1(ka—1,n, Ty_1{€}(d — 1 —1))) = 1 d’aprés la proposition 1.16(ii) car
r—i—1¢{0,—1}. Comme H* " (ky_1, B4_1{¢}(d — 1 — 1)) est fini par hypo-
these de récurrence, on conclut que H ! (kq_y, H' (k" A{¢}(i))) est fini.

On en déduit que H"(k, A{¢}(i)) est fini. O

Remarque 5.13. De maniére tout & fait analogue, on peut montrer que :
e sipg=..=pg_1 =0, alors H (k, A{{}(i)) est fini quels que soient 7 et i;
® sipg=..=pgo=0,alors H'(k, A){¢} est fini;

e pour i # —1, le groupe HO(k, A{¢}(7)) est fini.

Nous pouvons a présent établir le théoréme suivant qui montre la nullité des 3, ,
sous certaines hypothéses.

Théoréme 5.14. Soit { # p un nombre premier.

(i) Pourr e {3,..,d+ 1}, on a B, =0.

(ii) Sipo=..=ps1 =0, alors By = 0.

(1ii) Sipy = ... = pa_o =0, alors By, = 0.

(iv) On a Zf:é(—l)sﬁs,z =0, Boy=— Zz;} epe et 56?;3 = 0.

Démonstration. (i) C’est un corollaire immeédiat de la proposition 5.12 car H" (k, A){(} =
H (ky A(R){}).

(i) C’est un corollaire immeédiat de la remarque 5.13 car H?(k, A){¢} = H?(k, A(k*){(}).

(iii) C’est un corollaire immédiat de la remarque 5.13.

(iv) La preuve est analogue a celles des propositions 5.8 et 3.9 et du corollaire 3.10

en utilisant la proposition 1.14 et la remarque 1.15, ainsi que le lemme 1.3.3 et
le corollaire 1.3.4 de [Mil06].
m

Corollaire 5.15. La quantité Zd_i ep. est invariante par isogénie. En particulier,

e=

elle prend la méme valeur pour A et Al.

Conditions nécessaires pour la nullité des §,,

Dans cette section, nous allons donner des réciproques partielles au théoréme 5.14.
Nous avons d’abord besoin de deux lemmes préliminaires.

Lemme 5.16. Soit : € Z\ {0,1}. Si H'(kg_1, AY_{}(7)) est fini, alors il en est
de méme de H'(k,, B.{(}(7)) et de H'(k,, A°{¢}(i)) pour 0 < r < d—1. En particu-
lier, cela est vrai si l’on suppose que H'(k, A{(}(i)) (au liew de H' (kq_1, AY_{(}(3)))
est fini.

Démonstration. 11 suffit de procéder par récurrence descendante en remarquant
H?(k,,T,{¢}(i)) est fini pour chaque r d’aprés la proposition 1.16(ii). O

Lemme 5.17. Supposons que H'(k,, A°{¢}(—1)) soit fini pour 0 < r < d — 2.
Alors pg = ... = pg—2 = 0.

Démonstration. Montrons par récurrence sur s que ps = 0
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e Par hypothése et d’aprés la proposition 1.22, les groupes H'(ko, AJ{¢}(—1)) et
H°(ko, Bo{¢}(—1)) sont finis. Il en est donc de méme de H' (ky, Ty{¢}(—1)). Donc
Po = 0.

e Soit s < d — 2 tel que pg = ... = p,_1 = 0. Montrons p, = 0. Le groupe
H'(kg, A{}(—1)) est fini. De plus, d’aprés la remarque 5.13, il en est de méme
de H(ky, Bs{(}(—1)) puisque pg = ... = p,_1 = 0. Donc H'(ky, T,{¢}(—1)) est
fini et p; = 0.

[

Théoréme 5.18. Supposons d > 2. Soit { # p un nombre premier. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :

(i) pa—1=pa—2=...=po=0;
(1t) Bay = Bi1p=...=Pae=0;
(ZZZ) Bae = 0.

Démonstration. L'implication (i) = (ii) a déja été prouvée. Montrons donc que
(it) = (4).

D’aprés les propositions 1.16(ii) et 5.12, les deux groupes H3(kq_1, Ty_1(k*){(}) et
H3(kg_1, B4_1(k*){¢}) sont finis. Il en est donc de méme de H3(ky_1, AY | (k%){(})
et de H?(kq_1, HO(K™, A(k*){¢}) d’aprés le lemme 5.10.

Par ailleurs, le groupe H?(k, A){¢} est fini car 85, = 0. Par conséquent, en exploi-
tant la suite spectrale de Hochschild-Serre, on déduit que H*(kg_y, H (k™" A(k*){(}))
est fini. Le lemme 5.10 montre alors la finitude de H? (kg 1, AY {{}(d — 1)).
Comme H%(ky_1, Ty 1{¢}(d—1)) est fini (proposition 1.16(ii)), on en déduit qu’il en
est de méme de H9 1 (ky_1, B4_1{¢}(d—1)) et donc de H42(ky_o, H' (k7" ,, B4_1{(}(d—
1))) (suite spectrale de Hochschild-Serre et dimension cohomologique de k4 o).
Toujours avec le lemme 5.10, on obtient la finitude de H'(kg_2, AY ,{¢}(—1)). Le
lemme 5.16 montre alors que H'(k,, A2{¢}(—1)) est fini pour r < d — 2, et avec le

lemme 5.17, on obtient py = ... = pg_2 = 0.
Reste a montrer que pg_1 = 0. Pour ce faire, on remarque que, d’aprés la remarque
5.13, le groupe H%(kq_1, Bq_1{¢}(d — 1)) est fini car py = ... = pg_» = 0. Comme

H%kg_1,Ty_1{¢}(d—1)) est aussi fini, il en est de méme de H%(ky_1, AS_{(}(d—1))
et donc de HO(kq_y, H'(k™, A(k®){(})) d’aprés le lemme 5.10. On en déduit la fini-
tude de H?(kq_1, H°(k™", A(k®){(})) (suite spectrale de Hochschild-Serre et nullité
de Ba4) et donc aussi celle de H?(kq_1, AY (k5 ,){¢}) (lemme 5.11). Le groupe
H'(kq_1, Bg_1(k5_,){f}) est fini car py = ... = pg_» (remarque 5.13). Il en est donc
de méme de H?(kg_1,Ty_1(k5_){(}), et ps_1 = 0 (proposition 1.16(ii)). O

Remarque 5.19. Placons-nous dans le cas ot k = Q,((¢)) (et d = 2). Dans
'article [Koy00|, Y. Koya construit un complexe C' de Gal(k®/k)-modules pour
lequel la multiplication par ¢* induit un triangle distingué (;sA) — C — C —
(esA)'[1] quel que soit l'entier naturel s. Son théoréme principal (théoréme 1.1)
implique que H?(k, C){¢} et H'(k,C){¢} sont finis quelle soit la variété abélienne
A sur k. De plus, sa preuve repose trés fortement sur la proposition 4.1, qui impose
que, pour chaque s > 0, on a |HY(k,C)/¢?| = |, H*(k,C)|. Cela montre que la
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fonction s — |HY(k, C')/¢%| est bornée. Or on remarque que :

GH\R,C) e HY(k,O)| |H (k, (- AY)| | H2(k, - A)

cH2 (ke A)|  TH Gk, (e AY)] B2 (k, o A)| | H (R, A)|
| H (k, A) /]
[HO(k, O) 0]

Par conséquent, H?(k, A){(} est fini, quelle que soit la variété abélienne A. En
utilisant le théoréme 5.18, cela impose que p; = 0 pour toute variété abélienne A.
Mais cela est clairement faux : par exemple, la courbe elliptique y? = 23 + 22 + ¢
vérifie p; = 1. On en déduit que, parmi le théoréme 1.1 et la proposition 4.1 de
[Koy00], au moins I'un des deux énoncés est faux. En particulier, la preuve du
théoréme 1.1 de [Koy00| semble erronée et difficile a rattraper.

5.3 Etude en p

Les résultats sont plus imprécis que dans le paragraphe précédent, puisque nous ne
savons pas calculer les parties p-primaires des groupes de cohomologie d’un tore.

Cas général
Voici une condition suffisante pour que les 3, , soient nuls :
Proposition 5.20. Supposons que :

dim B; =dim7; =dim7y = ... =dim7,;_; = 0.
Alors 8, , = 0 pour tout entier r.

Démonstration. La preuve est analogue a celle du théoréme 5.14. Elle est en fait
beaucoup plus facile ! O

Quelques précisions dans le cas d = 2

Dans ce paragraphe, on suppose d = 2.

Proposition 5.21. On a : %

Démonstration. On a H°(k,A) = A(k) = A3(O}). On dispose en plus d'une
suite exacte 0 — D — Ay(O) — Ai(k1) — 0, ou D est uniquement divi-
sible (car k; est de caractéristique nulle). Le lemme du serpent fournit alors des
isomorphismes , H%(k, A) = , H%(ky, A;) et H(k, A)/n = H°(ky, A;)/n. On ob-
‘ii}f&ﬁ%ﬁ' = '%fg,;ij{ﬁ'. Les suites 0 — A} — A} — F, — 0 et
0— U, x Ty — AY — B; — 0 montrent que :
[HO, A/ _ [y, A/
W HO(k, A)| [ HO(k1, AD)
_ |H (ky, T1) /n| [HO(ky, By) /]
W H (kT [ HO (R, By
F1:Qp]-(dim Ty +dim By) vy (n)

— nplp[k1 :Qp]-(dim T +dim By )-vp(n) ]

tient donc

_ nplp[
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ou la derniére égalité découle de la proposition 1.14(iii) et du théoréme de structure
de Mattuck (lemme 3.3 de [Mil06]). O

Théoréme 5.22. On a :
ﬁO,p - ﬁl,p + 62,;0 - B&p =0
ﬁom = —pP1 — [k‘l . Qp] (dlm T1 + dlm Bl),
St dim By = 0, alors 1, = B3, = 0.

Démonstration. Les preuves sont analogues a celle du corollaire 3.10 et a celle du
théoréme 5.18. [

Corollaire 5.23. On a dimU; = dim U;. En particulier, si A a réduction pure-
ment additive, alors il en est de méme de Al.

Démonstration. Comme A et A* sont isogeénes, on a [y, = By d'ot
p1+ [k Qpl(dim T + dim By) = pi + [k1 : Qp)(dim 77 4 dim BY).
On en déduit que :
p1+ [k : Q) (dim A — dim Uy) = p; + [k1 : Q,)(dim A* — dim UY).
Or, p1 = p} d’apreés le corollaire 5.15, et bien stir dim A = dim A’. Cela montre que
dim U; = dim U5 O

Remarque 5.24. Dans le corollaire précédent, on pourrait bien stir remplacer A
par n’importe quelle variété abélienne isogéne a A.

5.4 Le noyau de H(k, A) — (H"(k, A)M)P
Exactement comme dans la section 5.1, on peut montrer que :

Théoréme 5.25. Pour chaque v > 0, il existe un morphisme naturel surjectif
H"(k, A) — (H¥"(k, A)™)P dont le noyau est de torsion de type cofini divisible.

Il se trouve que, dans certains cas, il est possible d’expliciter le noyau de H(k, fl) —
(H°(k, A)™)P. Pour ce faire, il convient de poser A = g, A ol g : Spec k — Spec Oy,
désigne I'immersion ouverte, et d’établir quelques propriétés préliminaires :

Lemme 5.26. (i) Le morphisme naturel H' (O, Ag) — H'(k, A) est injectif d image
le sous-groupe HY (k™ [k, A(k"™)) de H'(k, A).

(i1) Le faisceau A est de torsion. De plus, pour chaque n > 1, on a Uégalité

(iii) On a un isomorphisme HY Oy, A) — H (k™ /k, A(k™)) faisant commuter le
diagramme :

Hd<0k7"zl) fies Hd(k7A)

l% Inf

HYE™ [k, A(k™))
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Démonstration. Les preuves de (i) et (iii) sont analogues a celle du lemme 2.7. Le
fait que A est de torsion est évident, et pour montrer que , A = , A5QZ/nZ(d—1),
il suffit d’écrire :

WA= 0.A) = 0. (GA'QZ/NZ(d-1)) = g, (L AYRZ/nZ(d—1) = , ASQZ/nZ(d—1).
]

Proposition 5.27. Soit { un nombre premier ne divisant pas |Fy_1| (mais pouvant
étre éventuellement égal a p).

(i) Les groupes A(k™) et HO(K™ A) sont (-divisibles.
(11) 1l existe un morphisme fonctoriel injectif
(TeH (Og, Aa))” — (G HY (K" [k, o A(K™)))" .

Démonstration. (i) On prouve que A(K™) et A'(k™) sont (-divisibles exactement

de la méme maniére que dans la proposition 2.8. De plus, on remarque que :
HO(]gnr,A) — @HO(/{Z”T,HA) ~ @HO(anr,nAt) — At(knr>torsa

car k" contient toutes les racines de I'unité. On en déduit que HO(k", A) est
(-divisible.

(ii) La preuve est analogue a celle de la proposition 2.8.
m

L’assertion (i) de la proposition précédente permet notamment d’obtenir un iso-
morphisme :

limg H (K" ke, HY (K™ A)) = Y HOH (R e, o HY (R, A)).
Comme dans la définition 3.24, nous sommes maintenant en mesure d’introduire
la définition suivante :

Définition 5.28. Soit { un nombre premier ne divisant pas |Fy_1| (mais éventuel-
lement égal ap). On appelle (-groupe de cohomologie non ramifiée symétrisé
de A le groupe :

Hy, (kA ) = (10 0) " (TH (O, Aa))P) € H (K, A){£}

ot ¢ : Hi(k,A) — H¥ (k™ [k, H'(k™", A)) désigne le morphisme induit par la
suite spectrale H" (K™ [k, H*(k™", A)) = H"**(k, A) et 1, l'isomorphisme composé :

HOH K [k, HY (R A)) {0} = T HEN (R [k o HY (B, A))
& lig HEV R [k, HY (K™ 0 A))
= lim HH R/, (e AR™)(1 = d))7)

= (m Y (K™ [k, o AK™))P.
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On a alors une suite exacte :

HYOy, A .
O A4) {6} — HL (kA 0) = (T,H" (O, Ag))” — 0
S(H2(Oy, R g, A))
ot 6 : H72(Oy, R'g.A) — HY(Oy, A) est le morphisme de bord provenant de la
suite spectrale H" (O, R°g.A) = H™"5(k, A).

Remarque 5.29. Soit ¢ un nombre premier différent de p et ne divisant pas
|F_1|. Supposons de plus que pg = p; = ... = pg_3 = 0. Dans ce contexte, on a
HY (O, Ag) {0} = HH(E™ [k, A(R")){€} = H kg1, Aa—1) {0} = H' (ka—1, Ag_){}-
Comme H'(kq_1,Ty_1){l} et H'(ky_1, B4_1){¢} sont finis (voir remarque 5.13 pour
la finitude de H'(ky_1, Bq_1){f}), la suite exacte 0 — Uz X Ty_y — AY | —
Bg1 — 0 impose que H'(kq_1,AY ){¢} est fini. Cela montre la finitude de
HY (O, Ag){{} et donc la nullité de T,H' (O, Ay). Par conséquent :

HY (kA 0) = Tm(HY(Oy, A) — H(k, A)){¢} = HZ (k, A){¢}

ou He (k,A) := Im(H*(O, A) — H%E, A)). Ainsi, il est vraiment nécessaire
de parler du groupe de cohomologie non ramifié symétrisé uniquement dans le
cas { = p. Mais il est quand méme utile d’introduire ce groupe quel que soit /¢
pour deux raisons : d’une part, dans le théoréme qui suit, c’est avec le groupe
de cohomologie non ramifié symétrisé qu’on identifie naturellement le noyau du
morphisme de la dualité locale; d’autre part, cela permet de donner des énoncés
vrais pour tout /.

Théoréme 5.30. Pour { premier ne divisant pas |Fy_1| (¢ventuellement égal G p),
la partie (-primaire du noyau de H(k, A) — (H°(k, A)")P est H (k, A,1).

nrs

Démonstration. La preuve est analogue a celle du théoréme 3.25. O]

Pour alléger les notations dans la section suivante, nous noterons :

HY (kA= @ Hy (kAL

nrs nrs
Z/\‘Fd,1 |=1

Cest le groupe de torsion dont la partie (-primaire est H! (k, A, ¢) si £ ne divise
pas |Fy_1], triviale sinon.

6 VARIETES ABELIENNES SUR Q,((t2))...((t4))(u)

On suppose maintenant que d > 1 et que k = k'((t2))...((tq)) avec k' corps p-adique,
p ¢étant un nombre premier fixé. Soient A une variété abélienne sur K = k(X) et
A= lim Extr (A, Z/nZ(d+1)) = lim WA'QZ/nZ(d). Le but de ce paragraphe est
d’établir, sous de bonnes hypothéses géométriques sur A, des théorémes de dualité
entre certains groupes de Tate-Shafarevich de A et A.

Pour chaque v € XM, on adopte des notations analogues a celles de la section 3.2
pour la variété abélienne A, = A xx K, sur le corps d + 1-local K, (on prendra
garde au fait que K, n’est pas d-local). Ainsi, on introduit les schémas en groupes
ApisAvis FoiyUpiy Ty iy By pour i € {0,1,...,d + 1}.
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6.1 Approche sans les groupes de cohomologie non ramifiée
symétrisés

On se donne un entier ry € {0,1,...,d + 1} et un nombre premier ¢ différent de
p = Car(ko) et on fait les hypothéses suivantes :

(H6.1) e sirg=d, alors les tores Ty, ..., T, 4 Sont anisotropes pour toute place
ve X,
o sirg=d+1, alors les tores T, ..., Ty 4—1 sont anisotropes pour toute
place v e XM,

Remarque 6.2. Ces hypothéses sont assez restrictives puisqu’elles portent sur
toutes les places v € X et pas uniquement sur les places de mauvaise réduction
(voir remarque 6.10). Dans le paragraphe suivant, on pourra s’affranchir de ces
hypothéses grace aux groupes de cohomologie non ramifiée symétrisés.

Soit maintenant U un ouvert non vide de X sur lequel A a bonne réduction, de
sorte que le modéle de Néron A de A sur U est un schéma abélien. Soit A=
lim Exty; (A, Z/nZ(d 4 1)). En procédant comme dans le lemme 5.2, on montre
pour chaque n > 0 que :

WA = Ext}, (A, Z/nZ(d + 1)) = Homy (oA, Q/Z(d + 1)) = , A" ® Z/nZ(d)
et que la multiplication par n sur A est surjective.

Lemme 6.3. (i) Pour r > 0, le groupe H" (U, A) est de torsion de type cofini.
(i) Pour r > 1, le groupe H. (U, A) est de torsion de type cofini.

Démonstration. La preuve est tout a fait analogue a celle du lemme 2.17. O]
Lemme 6.4. Pour r > 0, il existe des suites exactes :
0— H'(U, A) @2 (Q/Z){¢} — H (U, A{(}) = H™ (U, A){¢} — 0,

0— H'(U, A — H*YU, T,A) — T,H* (U, A) — 0.

Iei, H™ (U, A{L}) et HIYH(U, T, A) désignent lim H™ (U, i A) et lim  H2(U, . A)
respectivement.

Démonstration. La preuve est identique a celle du lemme 2.18. O
Lemme 6.5. Pour chaque r > 0, il existe un accouplement canonique :
H' (U, A{0}) x H*(U, T,A) = Q/Z
qui est non dégénéré.
Démonstration. La preuve est analogue a celle du lemme 2.19. ]
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La multiplication par n sur Hom (A, Z/nZ(d + 1)) est en méme temps injective
et nulle, donc Hom; (A, Z/nZ(d+1)) = 0. Comme de plus H¥3(U, Q/Z(d+1)) =
Q/Z (lemme 1.3 du chapitre 1), on a pour chaque n > 0, un accouplement :

H' (U, A)x H (U, A) — HIS(U, Z/nZ(d+1)) — HI(U,Q/Z(d+1)) = Q/Z.
En passant a la limite inductive sur n, on obtient un accouplement :
H' (U, A) x H**"(U, A) — Q/Z.
Posons maintenant, pour chaque » > 0 :
D" (U, A) = Im(H] (U, A) — H"(K, A)).
Ce groupe est de torsion de type cofini.

Lemme 6.6. Soit r > 0. Il existe Vo un ouvert non vide de U tel que, pour tout
ouvert V de Vi, le morphisme H"(V, A) — H" (K, A) induit un isomorphisme :

D'(V,A) 2 1I" (K, A).

Démonstration. On remarque que, si V. C V' sont des ouverts dans U, alors
D"(V,A) C D"(V', A). Comme D"(U,.A) est de torsion de type cofini, il existe
Vo un ouvert non vide de U tel que, pour tout V contenu dans Vj, on a :

D" (V, A) = D'"(Vy, A).
Un tel Vj convient. ]

Afin d’établir un théoréme de dualité pour le groupe de Tate-Shafarevich, il convient
donc d’établir un théoréme de dualité pour le groupe D" (U, A) :

Proposition 6.7. On suppose (H 6.1). On pose

DI U,A) = Ker(HYP 0 (U A) — [ H®P (K, A)).

vGX(U

1l existe alors un accouplement canonique :

Dro(U, A){£} x DE*0(U, A){(} — Q/Z
qui est non dégénére.
Il convient d’établir préalablement le lemme suivant :

Lemme 6.8. La suite :

@ Hro—l(Kv’A)(é) _)Hgo(U,A)(Z) %DTO(U,A)(K) =0

veXx @)

est exacte.
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Démonstration. On a A = hﬂn 2A, et done, en utilisant la proposition 2.3 du
chapitre 1, on a une suite exacte :

P H (K, A) - H(U,A) - DU, A) = 0.

veX )
Cela étant établi, la preuve est analogue a celle du lemme 2.22. O
Démonstration. (De la proposition 6.7)
Rappelons que, d’apreés le lemme 6.5, nous disposons d’un accouplement non dé-
généré : 3

HT27ro(U, A{}) x HPY (U, T,A)) — Q/Z,
d’oit un isomorphisme H*270(U, A{(}) — (HY(U,T,A))". On dispose aussi
d’un accouplement :
H270(U, A) x H(U, A) — Q/7Z
qui induit un accouplement :
H2ro(U, A){e} x H(U, A)Y — Q/Z.

Ainsi on obtient un diagramme commutatif & lignes exactes :

0—— Hd-s—l—ro(U7 A) R (@/Z){E} - ]_[d—s—Q—r()(U7 A{g}) — Hd+2—ro(U’ A){g} ——0

| 5 l

(TeH (U, A))P (H (U, TpA))P —— (HP (U, A) )P ——0
De plus, nous disposons aussi d’'un autre diagramme diagramme commutatif a
lignes exactes :

0 —= DEP(U, A){} —= HH270 (U, A) {0} — [, exy HF20(K,, A){¢}

| | |

0—— (DU, A)0)P ——— (H (U, A))P ——T] ex (H (K, A)W)P
En procédant exactement comme dans la proposition 2.21 et en utilisant les sec-
tions 5.1 et 5.2 ainsi que ’hypothése (H 6.1), on montre alors que I’on a un accou-
plement non dégénéré :

Dro(U, A){¢} x DE*(U, A){¢} — Q/Z.

Nous sommes maintenant en mesure de conclure :

Théoréme 6.9. On rappelle que k = k'((t2))...((ta)) avec k' un corps p-adique
et que K = k(X) est le corps des fonctions de la courbe X. Soit A une variété
abélienne sur K. On suppose (H 6.1). Alors il existe un accouplement non dégénéré
de groupes de torsion :

I (K, A) x 270 (K A),,. . — Q/Z.

non—p

De plus, TII™ (K, A) et 112770 (K, A) sont de torsion de type cofini.

175



CH. 3. - VARIETES ABELIENNES SUR LES CORPS DE FONCTIONS DE COURBES SUR DES CORPS LOCAUX
SUPERIEURS

Démonstration. Cela découle immédiatement de la proposition 6.7 et du lemme
6.6 en passant a la limite sur U. O

Remarque 6.10. e Les hypothéses de (H 6.1) concernent toutes les places de
X @ On ne peut pas restreindre ces hypothéses aux places de mauvaise réduction
de A puisqu’on ne sait pas si 'ouvert V5 du lemme 6.6 peut étre choisi égal a
U. Ce probléme vient en particulier du fait que le corps K est de dimension
cohomologique 3 et que, méme si v € XU est une place de bonne réduction, le
groupe H'(O,,.A) peut étre non nul!

e Méme si le théoréme est une dualité modulo divisibles, dans la preuve, on a
besoin d’une dualité locale qui n’est pas modulo divisibles. C’est pourquoi nous
sommes amenés a faire les hypothéses (H 6.1).

Remarque 6.11. Toute variété abélienne sur K vérifie les hypothéses du théo-

réme lorsque ry = 0. Dans ce cas, le théoréme affirme que la partie divisible de
I%+2(K, A) est p-primaire.

Exemple 6.12. Dans le cas ou k est p-adique et K = k(u), si on se donne
f(u) € K*, la courbe elliptique d’équation y? = z® + f(u) vérifie les hypothéses
du théoréme pour ry € {1,2}.

6.2 Approche avec les groupes de cohomologie non ramifiée
symétrisés

Soient ¢ un nombre premier (éventuellement égal & p) et U un ouvert non vide de
X sur lequel A a bonne réduction. Faisons I’hypothése suivante :

(H6.13), o sil +# p, pour chaquev € X\U, au moins l'une des deux affirmations
sutvantes est vérifiée :
o { ne divise pas |F, 4|,
o les tores Ty, 41, ..., Ty sont anisotropes.
e sil =p, pour chaque v € X \U, au moins l'une des deuz affirmations
sutvantes est vérifiée :
o { ne divise pas |F, 4|,
o les groupes algébriques T, q,...,T,1 et B, sont triviauz.

Remarque 6.14. Cette hypothése est nettement moins forte que ’hypothése de
la section précédente. Elle ne concerne que les places de mauvaise réduction et est
vérifiée pour presque tout /.

On note Z l’ensemble suivant :

e si( # p, alors Z désigne I'ensemble des v € X tels que les tores T, 41, ..., Ty 1
sont anisotropes,

e si ¢ =p, alors Z désigne 'ensemble des v € X1 tels que les groupes algébriques
Tyd, -, Ty et By sont triviaux.
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On introduit le groupe suivant :

md+1(A) — Ker HdJrl(K A _> HHd+1 KU,A H Hd+1(Kv,A>/Hd+1(K A)

nrs nrs
vEZ veX(W\Z

En procédant exactement de la méme maniére que dans la section 4, on peut établir
le théoréme et le corollaire suivants :

Théoréme 6.15. On rappelle que k = k'((t2))...((tq)) avec k' un corps p-adique et
que K = k(X) est le corps des fonctions de la courbe X. Soit A une variété abé-
lienne sur K. On suppose (H 6.13),. Alors il existe un accouplement non dégénéré
de groupes finis :

LI (A) {0} = T (A) {0} — Q/Z.

nrs

Corollaire 6.16. On rappelle que k = k'((t2))...((ta)) avec k' un corps p-adique
et que K = k(X)) est le corps des fonctions de la courbe X. Soit A une variété
abélienne sur K On suppose (H 6.13); et on note 1 : I (A) — II%1(A)

nrs

/////

groupes finis :
I (A) {0}/ (I (A){ ) x TIH(A){} — Q/Z.
Question : Quel est le noyau a droite dans ’accouplement précédent ?

Remarque 6.17. Dans le cas ol k est un corps p-adique, en utilisant le paragraphe
5.3, il est possible de remplacer ’hypothése (H 6.13),, par ’hypothése légérement
plus faible suivante :

« pour chaque v € X \ U, au moins 'une des deux affirmations suivantes

est vérifiée :

o ( ne divise pas |F, 4,

o la variété abélienne B, ; est triviale. »

7 QUELQUES REMARQUES SUR LA FINITUDE DES
GROUPES DE TATE-SHAFAREVICH

Le but de cette section est de donner, pour k = C((t)) ou k = Q,, des exemples de
variétés abéliennes sur K pour lesquelles on peut déterminer si le premier groupe
de Tate-Shafarevich est fini ou pas. Pour ce faire, nous allons utiliser le théoréme
3.1 de |Tat66], dont nous rappelons I’énoncé (adapté a notre situation) :

Théoréme 7.1. (théoréme 3.1 de [Tat66])

On rappelle que K est le corps des fonctions de X. Soit Y une surface réguliere sur
k munie d’un morphisme propre f Y — X a fibres de dimension 1. On suppose
que les fibres géométriques de f sont connezes, et que la fibre générique est lisse. Si

f admet une section, Br X est un sous-groupe de Br'Y et on a un isomorphisme
NIY(K,J) = BrY/Br X ou J désigne la jacobienne de la fibre générique de f.
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7.1 Casouk=C((t))

On se place dans le cas ou k = C((t)).

Cas ou Y est un produit

Soient C' une courbe projective lisse sur k telle que C(k) # 0 et Y = C x;. X.
On note Jo (resp. Jx) la jacobienne de C' (resp. X) sur k. D’aprés le théoréme
7.1, le groupe I (K, Jo x; K) est égal & Br Y/Br X. Par ailleurs, nous savons
que Br; Y = H'(k,Pic Y;) car Br k = 0. D’aprés la proposition 1.7 de [SZ14], le
morphisme naturel H'(k, Pic Cf) x H*(k,Pic X3) — H'(k,Pic Y%) a un noyau et
un conoyau finis. Ecrivons la suite exacte de modules galoisiens :

0 — Jeo(k) — Pic Oy = Z — 0.

0 — Jx(k) — Pic Xz = Z — 0.

On en déduit une suite exacte de cohomologie :

Z — H'(k,Jo) — H'(k,Pic Cf) — 0.

7 — H'(k,Jx) — H"(k,Pic X3) — 0.

Les noyaux des morphismes surjectifs H'(k, Jo) — H'(k, Pic C%) et H'(k, Jx) —
H'(k, Pic X7) sont donc finis. On en déduit que les parties divisibles de Br; Y/Br X
H'(k,Pic Yz)/H'(k,Pic Xz) et H'(k, Jo) sont égales. Par conséquent, d’apreés le
théoréme de Ogg (théoréme 1.19), si Jo n’a pas réduction purement additive, alors
YK, Jo xx K)ain # 0. La réciproque est vraie par exemple si X est de genre 0,
puisque dans ce cas, la partie divisible de Br Y7 est nulle d’aprés la section 2.9 de
SZ14].

Cas ou Y est de dimension de Kodaira —co

Soit Y une surface projective lisse sur k de dimension de Kodaira —oo. Le cas
ol Y est une fibration en coniques sur une courbe est inintéressant, puisque la
jacobienne de la fibre générique est triviale.

Supposons donc que Y est une surface de del Pezzo (cf section 24 de [Man86|) véri-
fiant les hypothéses du théoréme 7.1. On note J la jacobienne de la fibre générique
de Y — X. Soit L une extension finie de k telle que Y x L est rationnelle. Alors, par
un argument de restriction-corestriction, Br Y est fini, et donc III! (K, J) g, = 0.
Remarquons finalement qu’il existe bien des surfaces de del Pezzo Y vérifiant les
hypothéses du théoréme 7.1. Par exemple, il suffit de choisir Yy/C 1’éclatement de
P% en les points base d’un pinceau de cubiques et Y = Y; x¢ k puisque, dans ce
cas, Y est une surface jacobienne sur P}.
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Cas ol Y est de dimension de Kodaira 0

Dans ce paragraphe, nous allons étudier le cas ot Y est une surface projective
lisse minimale sur k£ de dimension de Kodaira 0. La classification de telles surfaces
montre que Y est un twist d’'une surface abélienne, une surface bielliptique, une
surface K3 ou une surface d’Enriques.

Surfaces abéliennes. Supposons que X soit une courbe elliptique et soit Y le
produit de X par une courbe elliptique E. Dans ce cas, Y est une surface abé-
lienne fibrée au-dessus de X. Si F n’a pas réduction purement additive, alors,
d’apres 1'étude menée dans le paragraphe 7.1, HI' (K, E X}, K)g, # 0. Le cas ou
E a réduction purement additive est plus difficile, puisque Br; Y/Br X est fini et
il faut donc s’intéresser au groupe de Brauer transcendant Im(Br Y — Br(Y x;k)).

Surfaces bielliptiques. Soit Y = (E; X, E;)/G une surface bielliptique, avec
E; et Ey deux courbes elliptiques et G un sous-groupe fini de E; agissant sur Fs
de sorte que Fy/G = P}. Le morphisme 7 : Y — FE;/G est alors une fibration
elliptique isotriviale, de fibre Fy. On prend X = FE;/G et on suppose que la
fibration a une section. Comme le genre géométrique de Y est nul, la dualité de
Serre montre que H?( X, Ox.) = 0, et donc que le groupe Br(Y x; k) est fini. De
plus, comme Alb Y = E;/G = X, on a une suite exacte :

0 = Pic Xy = PicYy = N =0

ou N désigne un groupe abélien de type fini. On déduit que Br; Y/Br X =
H'(k,Pic Yy)/H'(k,Pic X3) est fini. Cela montre que Br Y/Br X est fini, et il en
est donc de méme de IIT' (K, J) ou J désigne la jacobienne de la fibre générique
de .

Surfaces K3. Supposons que X = P}. Soient Yj une surface K3 sur C telle que
Y =Y, xck est une surface elliptique sur X avec une section. Onnote Y =Y x; k
et p =1g(NS(Yp)) = 1g(NS(Y)). Comme la variété d’Albanese de Y est triviale, le
groupe Bry Y est fini. Concernant le groupe de Brauer transcendant de Y, comme
BrY,2BrY,onaBrY =ImBrY — BrY). Or (BrY)u, = (Q/Z)**. Etant
donné que p < 20, on a Im(Br Y — Br Y)g, # 0. Le théoréme 7.1 permet alors
de conclure que I (K, J)gi, # 0 ot J est la jacobienne de la fibre générique de
Y — X. On remarquera que dans cette situation, la non nullité de I (K, J) 4,
n’est pas expliquée par le groupe de Brauer algébrique de Y.
Reste a rappeler qu’il existe bel et bien des surfaces K3 sur C qui sont des surfaces
jacobiennes :
e toutes les surfaces K3 avec p > 13 sont jacobiennes (lemme 12.22 de [SS10]) ;
e pour p < 13, dans la section 3.2 de [HS11|, Hulek et Schiitt construisent une
famille de surfaces K3 qui sont des surfaces jacobiennes et qui vérifient p > 10;
e d’aprés [CD89], la surface jacobienne d’une surface K3 elliptique est une surface
K3 de méme rang de Picard, et toute surface K3 avec p > 5 est elliptique.
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Surfaces d’Enriques. Si Y est une surface d’Enriques, c’est toujours une sur-
face elliptique, mais elle ne posséde jamais de section, ce qui ne permet donc pas
d’appliquer le théoréme 7.1.

Remarque 7.2. Si Y est une surface projective lisse sur k de dimension de Ko-
daira 1, alors Y est automatiquement une surface elliptique, mais pas forcément
jacobienne. Si Y est de type général, alors Y n’est pas une surface elliptique.

7.2 Casouk=0Q,

Soient p et ¢ des nombres premiers distincts. On se place dans le cas o k£ un corps p-
adique. Soient C' une courbe projective lisse sur k& telle que C'(k) # Qet Y = C'x ;. X.
On note Jo (resp. Jx) la jacobienne de C' (resp. X) sur k. Comme dans le para-
graphe précédent, on montre que la partie divisible de (Br; Y/Br X){¢} est tou-
jours triviale. En particulier, si X est de genre 0, alors III' (K, Jo X3 K){¢}4:, =0
(et ce résultat reste vrai si C(k) = () par un argument de restriction-corestriction).
Par contre, si Jo # 0, alors I (K, Jo X K){p}aiw # 0.

Question : Si X est de genre 0, est-ce que toute jacobienne J sur K vérifie
YK, J){(} i, =07

ANNEXE : LE FAISCEAU A

En tenant compte de la formule de Barsotti-Weil, il serait naturel de considérer
BExt'(A,Q/Z(d)) au lieu de A dans les sections 5 et 6. Il se trouve en fait que ces
deux faisceaux coincident. Pour le voir, il faut utiliser certains travaux de Breen :

Proposition 7.3. Soient | un corps de caractéristique nulle et X un [-schéma
séparé. Soit A un schéma abélien sur X. Soient r un entier différent de 1, i un
entier quelconque et n un entier naturel non nul.

(i) On a :

Euty (A, Q/Z(i)) = Exty (A, Z/nZ(i)) = 0.
(ii) Le faisceau Ext\ (A, Q/Z(i)) est de torsion.
(i1i) On a :

Bath (A, Q/2(3)) = g Fatl (A, Z/nZ(0)).

Démonstration. (i) e Montrons d’abord que le faisceau Ext'y (A, Z/nZ(i)) est nul.
e Pour r = 0, la multiplication par n est injective sur Hom y (A, Z/nZ(i)). Ce
faisceau étant de n-torsion, il est nul.
e Supposons r > 2. On a une suite exacte :

Exty (A, Z/nZ(i)) — Ext’ (A, Z/nZ(i)) — Extl (A, Z/nZ(0)).
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Or, en calculant les tiges de Ext’y(,.A,Z/nZ(i)), on voit immédiatement
que Ext'y(,A,Z/nZ(i)) = 0. Donc le faisceau Ext (A, Z/nZ(i)) est n-
divisible. Etant de n-torsion, il est nul.
On remarque alors que la nullité de Ext’y (A, Z/nZ(i)) implique que le fais-
ceau Ext’y (A, Q/Z(i)) est sans torsion pour r # 1. Or, comme Q/Z(7) est
de torsion, en utilisant les résultats de [Bre69| (en particulier la méthode dé-
crite dans le paragraphe 6 et le complexe 5.13), on déduit que le faisceau
Exty (A, Q/Z(i)) est de torsion. Cela achéve la preuve.
(ii) Cela découle de [Bre69] (en particulier la méthode décrite dans le paragraphe
6 et le complexe 5.13).
(iii) D’apres (i), on a une suite exacte :

0 — Ext! (4, Z/nZ(d)) — Ext' (4, Q/Z(d)) — Ext' (4, Q/Z(d)) - 0,

L’assertion (ii) permet alors de conclure.
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Dualité et principe local-global sur
des anneaux locaux henséliens de
dimension 2

0 INTRODUCTION

0.1 Contexte et motivations

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique 0, un corps p-adique,
ou encore C((¢)). Considérons Ky = k((x,y)) le corps des séries de Laurent a deux
variables sur k. On rappelle que K est le corps des fractions de k[[x,y]], un an-
neau local de dimension 2. Le corps K est strictement contenu dans k((z))((y))
et, contrairement a k((z))((y)), son comportement est similaire & celui d’un corps
global. Le but de ce dernier chapitre de la thése est d’obtenir des théorémes de
dualité arithmétique sur Ky (et ses extensions finies), puis de les appliquer a I’étude
des points rationnels sur les Ky-variétés algébriques. La principale difficulté que
nous devons gérer consiste a établir une dualité d’Artin-Verdier sur un tel corps
puisqu’elle demande de travailler avec des schémas singuliers (typiquement on doit
considérer la cloture intégrale de Cl[x,y]] dans une extension finie de C((x,y))).
C’est un phénoméne que 'on ne rencontrait pas dans les chapitres précédents
portant sur les corps de fonctions de courbes, puisque dans ces cas-la la dualité
d’Artin-Verdier découlait assez formellement de la dualité de Poincaré et d’un
théoréme de dualité pour le corps de base.

Les motivations pour se pencher sur une telle question sont multiples. Tout
d’abord, les corps de la forme k((z,y)) ont récemment intéressé plusieurs au-
teurs (Colliot-Théléne, Gille, Hu, Ojanguren, Parimala, Saito, Suresh...). Citons
notamment 'article [CTPS16], dans lequel Colliot-Théléne, Parimala et Suresh
introduisent certaines obstructions au principe local-global sur C((z,y)) et se de-
mandent si ce sont les seules pour les espaces principaux homogénes sous des
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tores. Nous répondrons affirmativement a cette question dans le présent chapitre.
Ensuite, les corps de la forme C((z,y)) interviennent de maniére importante dans
les travaux de Harbater, Hartmann et Krashen dans lesquels ils utilisent des tech-
niques de patching pour étudier le principe local-global sur certains corps de fonc-
tions de courbes (voir par exemple [HHK14|). Il est donc naturel de penser que, si
I’'on veut comprendre les résultats qu’ils obtiennent avec les techniques de dualité,
il convient de commencer par se pencher sur les questions de dualité pour C((z,y)).
Finalement, il est probablement nécessaire de comprendre le corps C((z,y)) avant
de s’intéresser aux corps de fonctions de surfaces complexes, pour lesquels rien
n’est connu actuellement du point de vue de la dualité arithmétique.

0.2 Rappels et notations supplémentaires

Faisceaux. Pour F' un faisceau sur un schéma X, on note Hom(F,—) (ou
Hom(F, —) s’ il n’y a pas d’ambiguité) le foncteur qui a un faisceau G sur X associe
le faisceau étale U — Homy (F|y, G|y). De méme, pour n > 0 et pour F' un faisceau
de Z/nZ-modules sur un schéma X, on note Homy 7 ,,7(F, —) (ou Homg 7 (F, —)
il n’y a pas d’ambiguité) le foncteur qui & un faisceau de Z/nZ-modules G sur
X associe le faisceau étale U — Homy z/nz(F|v, Glv). Ainsi :

Homy z/nz(F, —) : Faisceaux de Z/nZ-modules sur X — Groupes abéliens

Homx 7,7 (F, —) : Faisceaux de Z/nZ-modules sur X — Faisceaux sur X.

On remarquera que les foncteurs dérivés de Hom y (F, —) et de Homy 7,7 (F, —)
peuvent étre différents. On notera Exty (F, —) (resp. Ext’ 7,7 (F, —)) les foncteurs
dérivés de Hom y (F, —) (resp. Homy 7,7 (F, —)).

Tiges. Si F' est un faisceau sur un schéma X et v est un point de X, on note Fj
la tige de F' en v : c’est un module galoisien sur le corps résiduel de X en v.

Courbes sur un corps algébriquement clos. Soient k£ un corps algébriquement
clos de caractéristique nulle et Y une courbe projective réduite connexe sur k. La
normalisation de Y est, par définition, la réunion disjointe des normalisations des
composantes irréductibles de Y. Si Y est la normalisation de Y, le lemme 7.5.18(b)
de |Liu02] donne une suite exacte :

0— (k)" = PicY — PicY — 0,

pour un certain entier naturel ¢. De plus, toujours d’aprés le lemme 7.5.18(b) de
|[Liu02|, on a t = g — c+ 1 o ¢ est le nombre de composantes irréductibles de
Yoet p =3 cyu(my — 1), lentier m, désignant le nombre de points de Y qui
sont au-dessus de y. Par ailleurs, d’aprés le théoréme 7.4.39 de [Liu02|, le groupe
Pic Y est isomorphe a ZY g A, out A est un groupe abélien divisible tel que, si
I’on note g, le genre de la composante irréductible de Y de point générique v pour
chaque v € Y© ona ,A = (Z/nZ)Q'ZvEY“’) % pour chaque n > 0. Dans le cas ou
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k = C, le groupe A est isomorphe a (R/Z)Q‘Zvey(m % Comme k™ est divisible, la
suite exacte précédente est scindée, d’otu :

PicY = (k) @ z"" ¢ A,

Graphes. On utilisera notamment les notions de graphe biparti et nombre cyclo-
matique d'un graphe. Par graphe biparti on entend graphe de nombre chromatique
2 au sens du deuxiéme paragraphe du chapitre IV de [Ber63]. Le nombre cycloma-
tique est défini dans le premier paragraphe du chapitre IV de [Ber63].

0.3 Les corps étudiés

Soient k un corps et Ry une k-algébre commutative, locale, géométriquement
intégre (ie Ro®yk® est intégre), normale, hensélienne, excellente, de dimension 2 et
de corps résiduel k. Par exemple, Ry pourrait étre le complété ou I'hensélisé d’'une
surface complexe normale en un de ses points fermés. Soient K le corps des frac-
tions de Ry et my 'idéal maximal de Ry. Posons Xy = Spec Ry et Xo = Ap \ {mo}.
Le schéma &} est, en général, singulier, alors que X est un schéma de Dedekind
(non affine).

Supposons donnés X, un schéma régulier intégre de dimension 2 et un mor-
phisme projectif surjectif fy : Xy — X, induisant un isomorphisme entre fot (Xo)
et Xo. Si fo n'est pas un isomorphisme, la fibre spéciale f; '(mg) de fo est une
k-courbe en général réductible. Chaque v € (Xy)™® définit une valuation discréte
de rang 1 sur Ky. On note alors K, le complété correspondant de Ky et k(v) son
corps résiduel. Si v & f5 ' (myg), le corps k(v) est le corps des fractions d'un anneau
de valuation discréte hensélien de corps résiduel k. Si v € f5*(my), le corps k(v)
est le corps des fonctions de la composante irréductible de f; ' (mg) correspondant
av.

Dans le cas ot k est algébriquement clos de caractéristique nulle, le corps Ky
est de dimension cohomologique 2, et les k(v) sont de dimension cohomologique 1.
De plus, si v & f; '(mg), le groupe de Galois absolu de k(v) est isomorphe a 7 et,
d’aprés l'exemple 1.1.10 de [Mil06], pour chaque module galoisien fini F' sur k(v),
on a une dualité parfaite de groupes finis :

H°(k(v), F) x H'(k(v), Hom(F, k(v)**)) = Q/Z.
Dans ce contexte, la remarque 2.3 de [CTPS16] fournit une suite exacte :

0— Br Ky — @ Br Ky, — @ Q/Z — 0,

’L}G(X'())(1> UE(}%@)(Q)

a condition de remarquer que Uapplication résidu H*(Ko ., i) — H'(k(v),Z/nZ)
(définie dans I'appendice du chapitre II de [Ser02|) est un isomorphisme.
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Pour terminer, on rappelle aussi que, dans le cas ou k est séparablement
clos, I'indice et I’'exposant pour les Ky-algébres simples centrales coincident et que
la conjecture de Serre II vaut pour Ky. On pourra aller voir le théoréme 1.4 de
[CTGPO04].

0.4 Organisation du chapitre

Ce dernier chapitre de la thése est constitué de 3 parties. Dans la premiére
section, on établit une dualité de type Artin-Verdier sur le schéma X, dans le cas
ou k est algébriquement clos de caractéristique nulle. Plus précisément, on montre
le théoréme suivant :

Théoréme 0.1. (Corollaire 1.27)

Supposons que k soit algébriquement clos de caractéristique 0. Soient j : U — X,
une immersion ouverte avec U non vide et F un schéma en groupes fini étale
sur U de n-torsion et de dual de Cartier F' = Homy, (F, uy,). 1l existe alors un
accouplement parfait de groupes finis :

H"(U, F') x H*"(Xo, i F) — Z/nZ(—1).

Ici, Z/nZ(—1) désigne Hom(u,, Z/nZ), qui, quitte a choisir une racine primitive
n-iéme de l'unité, est isomorphe a Z/nZ. La preuve du théoréme fait I'objet de
la totalité de la premiére section. La principale difficulté consiste a comprendre
la cohomologie de G,, sur la normalisation de Ry dans une extension finie de son
corps des fractions, puisque cela demande de travailler avec des schémas singuliers,
méme lorsque Ry est régulier. Ces problémes sont résolus dans la proposition 1.8.

Dans la deuxiéme section, nous appliquons la dualité d’Artin-Verdier précé-
dente pour obtenir des théorémes de dualité de type Poitou-Tate pour les modules
finis et les tores sur le corps Ky lorsque k est un corps algébriquement clos, un corps
fini ou encore le corps C((t)). Les principaux résultats sont les théorémes 2.5 et 2.8.

Finalement, dans la troisiéme section, nous appliquons les théorémes de dua-
lité précédents pour étudier les obstructions au principe local-global et a I’approxi-
mation faible. Plus précisément, dans les théorémes 3.2 et 3.4, nous comprenons les
obstructions au principe local-global pour les torseurs sous des groupes linéaires
connexes sur C((x,y)) (par rapport aux places associées aux points de codimen-
sion 1 de Spec C[[z,y]]) ainsi que pour les torseurs sous des tores sur F ((x,y)),
C((t))((z,y)) ou Qu((z,y)). Ce sont précisément ces deux théorémes (3.2 et 3.4)
qui répondent & la question posée a la fin de I'article [CTPS16]. Ils impliquent
aussi la proposition suivante :

Proposition 0.2. (Proposition 3.5)

Soit k un corps fini de caractéristique p et considérons un tore stablement rationnel
T sur Ko = k((x,y)). Soit Y un espace principal homogéne sous T qui devient
trivial sur une extension finie de Ko de degré non divisible par p. Alors Y vérifie
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le principe local-global par rapport aux places associées aux points de codimension
1 de Spec k[[z,y]].

Remarque 0.3. Une proposition analogue a la précédente est vraie sur un corps
de la forme Q,(x) (corollaire 5.7 de [HSz16]), mais pas sur un corps de la forme
C((t))(x) (exemple 2.9 de [CTH15]).

A la toute fin du chapitre, dans le théoréme 3.7, nous nous penchons sur I’approxi-
mation faible pour les tores sur C((z,y)), C((t))((x,y)) ou encore sur Q,((x,y)).

Le lecteur remarquera que certaines preuves en fin de chapitre sont similaires
a des preuves pouvant étre trouvées dans la littérature, auquel cas elles ne sont
qu’esquissées.

1 DUALITE D’ARTIN-VERDIER

Dans toute cette section, on supposera que k est algébriquement clos de
caractéristique 0. Le but est de construire pour chaque entier r € Z et chaque
faisceau constructible F' sur un ouvert non vide U de Xy un accouplement :

AV Bxtp(F,G,,) x H*"(Xo, jiF) — Q/Z

(on j : U — X, désigne I'immersion ouverte) et de démontrer qu’il s’agit d’un
accouplement parfait de groupes finis. Nous allons suivre le méme schéma de preuve
que pour le théoréme classique d’Artin-Verdier sur les corps de nombres (voir la
section I1.3 de [Mil06]). Cependant, pour ce faire, il est nécessaire de commencer
par comprendre la cohomologie du faisceau G, sur les ouverts de Xj. Et cela est
nettement plus compliqué que dans le cas des corps de nombres parce qu’il faut
gérer les singularités de Aj. C’est une des principales nouveautés apportées par ce
travail.

Remarque 1.1. e Dansle cas Ky = C((z,y)), on pourrait penser que I’on n’a pas
besoin de gérer des singularités, puisque C[[z,y]] est régulier. Cependant, dans
la preuve du théoréme d’Artin-Verdier, on a besoin de pouvoir remplacer K, par
des extensions finies, et la cloture intégrale de Cl[x,y]|] dans une extension finie
de C((z,y)) est, en général, singuliére.

e Dans les articles [HSz16| et [CTH15| et dans le premier chapitre de cette thése,
la dualité d’Artin-Verdier ne posait pas trop de difficultés puisqu’elle découlait
assez formellement de la dualité de Poincaré et d'une dualité sur le corps de base.
C’est une différence majeure entre ce travail et les travaux antérieurs portant
sur les théorémes de dualité sur des corps de fonctions de courbes.

e Il y a trés peu de résultats dans la littérature de dualités a la Artin-Verdier dans
des cas ou il faille considérer des singularités. On peut citer la section 11.6 de
|Mil06], mais la situation considérée et les preuves sont trés différentes de celles
du présent chapitre.
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1.1 Préliminaire : deux lemmes d’algébre linéaire

Dans ce paragraphe, on établit deux lemmes d’algébre linéaire sur les graphes,
qui seront trés utiles par la suite.

Lemme 1.2. Soit A un groupe abélien. Soit I' un graphe fini connexe non orienté
biparti. On note V.=V, UV, l’ensemble de ses sommets et E ’ensemble de ses
arétes. Pour v € V', on note I(v) l’ensemble des arétes ayant v pour extrémité.

Soit (ay)vey € AV tel que :
S0 =Y .

veW IS

Alors il existe (z.)eer € AP tel que, pour tout v €V, on a :

5 Te = Qy.

ecl(v)

Démonstration. Considérons un sous-ensemble d’arétes £/ C E tel que le sous-
graphe IV de ' dont I'ensemble des sommets est V' et celui des arétes est E’ soit
un arbre connexe. En posant 2, = 0 pour e € E’, on se raméne & prouver le lemme
pour IV au lieu de I". On peut donc supposer que I' est un arbre.

On procéde alors par récurrence sur |V|]. Si [V| = 1, le résultat est évident. Soit
maintenant n > 1 et supposons le résultat prouvé dans le cas |V| = n. Supposons
que |V| =n+ 1. Soit I'" le sous-graphe de I obtenu en enlevant une feuille vy € V'
et 'unique aréte ¢y € E qui lui est incidente. Soit vy 'autre extrémité de e
et considérons la famille (by)ycv\(v,)} définie par b, = a, pour v &€ {vp,v1} et
by, = Gy, — ay,. Par hypothése de récurrence, il existe une famille (z.).e E\{eo) telle
que, pour chaque v € V' \ {vp}, on a :

Z Te = by,.
e€I(v)\{eo}
On pose z¢, = a,,. On a alors, pour tout v € V :
S o= a,
ecl(v)

]

Lemme 1.3. On reprend les notations du lemme précédent. Soit ¢ le nombre cy-
clomatique (ou premier nombre de Betti) de I'. On rappelle que ¢ = |E| — |V ]+ 1.
Pour v € V, on note N(v) l’ensemble des voisins de v. Lorsque S est un ensemble,

on note Xg le morphisme somme @, g A — A. On pose :

@A<F) = <@ Ker EN(’L))) N <@ Ker ZN('U)) - A.

veVy veEVL
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(i) Soit ey € E une aréte de I" telle que le sous-graphe de I' obtenu en enlevant
eg est connexe. Notons pgo @ p A — A la projection sur la composante indexée
par eg. Alors la restriction de pl, o ©4(T) est surjective et scindée.

(11) Le groupe © (") est isomorphe a A°.

Démonstration. (i) Procédons par récurrence sur c.

e Supposons que ¢ = 1. Soit I'" 'unique sous-graphe cyclique de I". On remarque
alors immédiatement que ©4(I') = ©4(I") = A et que p, |o,(r) s'identifie a
I'identité sur A.

e Soit ¢y > 1 et supposons le résultat prouvé pour ¢ = ¢y. Supposons que I’
est de nombre cyclomatique ¢y + 1. Comme I' est de nombre cyclomatique au
moins 2, il existe une aréte e; telle que le sous-graphe de I' obtenu en enlevant
les arétes ey et ey est connexe. Soit alors I le sous-graphe de I obtenu en
enlevant I'aréte e;. Par hypothése de récurrence, pg(;]@ A(c7) est un morphisme
surjectif et scindé. On en déduit immédiatement que pf |e, ) 'est aussi.

(ii) Procédons par récurrence sur c.

e Supposons que ¢ = 0, c’est-a-dire que I' est un arbre. Soit (x.)cep € ©4(T).
On remarque alors que, si f une feuille de I' et si e est 'unique aréte de T’
ayant f pour extrémité, alors ., = 0. Une récurrence simple sur le nombre de
sommets de I' permet donc de conclure que z, = 0 pour tout e € E, autrement
dit, que ©4(I') = 0.

e Soit ¢y > 0 et supposons le résultat prouvé pour ¢ = ¢y. Supposons que I’
est de nombre cyclomatique ¢y + 1. Considérons alors un sous-graphe 1" de
I', connexe, de nombre cyclomatique ¢y, obtenu a partir de I en enlevant une
aréte eg. On remarque alors immédiatement que ’on a une suite exacte :

0— @A(F/) — @A(F) — A

ot le morphisme © 4(I') — A est induit par la projection pgo. Par conséquent,
en utilisant (i) et ’hypothése de récurrence, on obtient des isomorphismes :

OAD) X Ou(I) B A A0

1.2 Reésolution des singularités

Soient K une extension finie de K et Ok la normalisation de Ry dans K.
Comme 'anneau Ry est local hensélien excellent de dimension 2, il en est de méme
de Ok (scholie 7.8.3(ii) de [Gro65] et proposition 18.5.9(i) de [Gro67]). On note
alors m l'idéal maximal de Ok et on pose X = Spec(Ok) et X = X \ {m}. On
notera aussi 7 = Spec K et g : n < X le point générique de X.

Considérons un morphisme de schémas f : X — X = Spec O vérifiant les
hypothéses suivantes :

o X est intégre régulier de dimension 2 et f est projectif;
o f:f1(X)— X est un isomorphisme;
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e f7'(m) est un diviseur a croisements normaux de X (au sens de la définition
9.1.6 de [Liu02]).

Un tel morphisme existe d’aprés [Lip78]. On pose alors Y = f~!(m) muni de la

structure réduite. Ainsi, Y est une k-courbe réduite qui n’est pas forcément irré-

ductible, mais dont les composantes irréductibles sont lisses. Pour v € 2\?(1)\)((1) =

Y© on désigne par Y, la k-courbe projective lisse correspondant & v. On note g,

le genre de cette derniére.

Par ailleurs, a la courbe Y on associe le graphe biparti I suivant :

e sommets : V = Vi UV;, ot Vi = YO est I'ensemble des (points génériques des)
composantes irréductibles de Y et V5 est ’ensemble des points fermés de Y qui
sont intersection de deux composantes irréductibles de Y ;

e arétes : I est Pensemble des couples (vq,v9) € Vi X V5 tels que vy € Yy, .

Soit cr le nombre cyclomatique du graphe I'. On pose finalement :

ny = 2 E gy + cr.
vERM\X (1)

A priori, la quantité ny dépend de f, mais nous verrons dans la suite qu’en fait
elle ne dépend que de X.

Remarque 1.4. Usuellement ce n’est pas le graphe I' qu’on associe a Y mais le

graphe I',¢q défini par :

e sommets : Vg = YO

e arétes : Ey4q est I'ensemble des couples (v, v5) € V2, tels que Y, et Y, s’inter-
sectent.

Le graphe I' est obtenu a partir de [',¢q est rajoutant un sommet sur chaque aréte.

En particulier, les deux graphes ont méme nombre cyclomatique.

1.3 Les modules A et T

On rappelle que, pour v € XM et w € YL(D , le corps k(Y,)w est isomorphe
a k((t)). Son groupe de Galois absolu est isomorphe & Z, et donc on a un isomor-
phisme naturel H'(k(Y,),Q/Z(1)) = Q/Z. On peut alors considérer le morphisme

naturel :
¢: P H'(*kM)Q/zZ1)—~ P Q/z,

veX W\ X M) weX (2

induit par les morphismes de restriction :
H'(k(Y,), Q/Z(1)) — H' (k(Y,)w, Q/Z(1)) = Q/Z,
pour v € YO et w e Y.V, On pose A = Coker ¢ et T = Ker 6.

Lemme 1.5. Le morphisme somme 3 : @, 3@ Q/Z — Q/Z induit un isomor-
phisme A = Q/Z.
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Démonstration. Le morphisme ¢ est induit par les morphismes :

o H' (k(Y,),Q/Z(1) = @ H'(k(Y,)w, Q/Z(1)).

weY, M

Or, d’apreés le théoréme 2.7 du chapitre 1 dans le cas d = —1, on a une suite exacte :

HY((Y,), Q/Z(1) ~2> @,y H' (k(Y,)u, Q/Z(1) —> Q/Z—0.  (4.1)

Cela montre immédiatement que > induit un morphisme surjectif :

A— Q/Z.

Reste & prouver qu'’il est injectif. Pour ce faire, on se donne o = () e 32 € Ker 3
et on considére le graphe biparti I'. Pour v; € Vi, on pose a,, = — Zwey<1)\v2 Q-
A

Pour vy € Vs, on pose a,, = a,,. Comme (a,,) € Ker ¥, on vérifie immédiatement

que :
Y=Y a

veVy veVy
De plus, le graphe I' est connexe d’aprés le principe de connexité de Zariski
(corollaire 5.3.16 de |Liu02]). Par conséquent, le lemme 1.2 montre qu’il existe
(7)ecr € (Q/Z)F tel que, pour tout v € V, on a:

Pour v; € V4, on considére la famille y,, = (Y, w) e définie par :

i yvl,w:OSin/Y;n;

® Yo =y siw €Y, \ Vo

® Yuw = Ty w) 8L (v1,w) € E.

On remarque alors que, pour chaque v; € Vi, on a ), 5@ Yu,w = 0. Par consé-
quent, la suite exacte (4.1) montre que y € Im(¢,,). Comme »_ . y, = a, on en
déduit que a € Im(¢) et ¥ induit bien un isomorphisme A — Q/Z. ]

Lemme 1.6. Le groupe abélien Y est isomorphe o (Q/Z)"x.

Démonstration. En reprenant les notations du lemme précédent et en utilisant la
suite (4.1), on remarque que 'on dispose d’une suite exacte :

0— @ Ker ¢, =T — 6 — 0,
veXM\ X )

ou :

O=Ker [Z: P Ker|Z: P Qz—-QzZ|—~ P Q/z

ve)?(l)\X(l) ’LUEYU(I) weXx ()
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e pour v € X \X(l), le morphisme ¢, s’identifie au morphisme :

H'(k(Y,),Q/Z(1)) - 6P H°(k.Q/Z)

wEYv(l)

induit par les résidus (dont on peut trouver la définition dans I'appendice du
chapitre IT de [Ser02]), et donc Ker ¢, = H'(Y,,Q/Z(1)) = (Q/Z)" ;

e le groupe abélien © est en fait ©g,z(I") et donc, d’aprés le lemme 1.3, il est
isomorphe & (Q/Z)°r.

On en déduit que T = (Q/Z)"~. O

1.4 Accouplement d’Artin-Verdier

Fixons un ouvert U de X non vide, ainsi qu’un faisceau constructible F sur U.
Soit j : U — X Pimmersion ouverte et posons H! (U, F') = H"(X, jiF') pour r > 0.
Par convention, H] (U, F) est le groupe trivial lorsque r < 0. Si D(U) désigne la
catégorie dérivée bornée des faisceaux sur le petit site étale de U, en identifiant
Exty (F, Gy,) = Hompy(F, Gy,[r]), on obtient un accouplement naturel :

AV Extl(F,G,,) x H> (U, F) — H}(U,G,,).

Remarque 1.7. Nous travaillons avec le corps K (au lieu du corps Kj) parce que,
méme si les extensions finies de K vérifient les mémes hypothéses que Ky et méme
si le théoréme 0.1 ne fait intervenir que le corps Ky, nous démontrerons le théoréme
0.1 en prouvant par récurrence qu’il est vrai pour toutes les extensions finies de
K. En fait, 'accouplement du théoréme 0.1 coincidera avec 'accouplement AV
dans le cas K = Kj une fois que 'on aura identifié¢ Ext;, (F,G,,) a H" (U, F’) et
H3(U,G,,) a Q/Z.

Montrons maintenant que H?(U,G,,) = Q/Z.

Proposition 1.8. (Cohomologie de G,,)
(i) On a une suite exacte :

0 — H*(U,Gy) = Br(K) — € Br(K,) = H*(U,G,,) — 0.

veUM®)

De plus, H"(U,G,,) = 0 pour r > 3.

(1) On a une suite exacte :

BrK - P BrK, —Q/Z—0

’UEX(U

ot le morphisme @, xa) Br K, — Q/Z est obtenu par composition du mor-
phisme @, x1) Br Ky = @ cve Q/Z induit par le compleze de Bloch-Ogus
suivi du morphisme somme ) : @, cv0 Q/Z — Q/Z.

(iii) Le groupe H3(U,G,,) est isomorphe a Q/Z.
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(iv) Le groupe Br X est isomorphe a (Q/Z)"x.
(v) Pour tout entier naturel non nul m, les groupes ,, Pic X et Pic X/m sont finis

et on a: .
| Pic X|

|Pic X/m|

Remarque 1.9. En particulier, nx ne dépend que de X.

nx

Démonstration. (i) On dispose d'une suite exacte de faisceaux sur U :
0— G,, = 9.G,, = Divy — 0,

o g : 7 — U désigne l'inclusion du point générique et Divy le faisceau des
diviseurs sur U (le lecteur pourra trouver sa définition dans I'exemple 11.3.9 de
|Mil06]). La suite exacte longue associée s’écrit :

.— H"(U,G,,) — H (U, 9.G,,) = H"(U,Divy) —

Si i, désigne 'immersion fermée Spec (k(v)) — U, on a Divy = @, ) tvs%,
et donc, comme i, est un morphisme fini :

H'(U,Divy) = @ H'(U,i,,Z) = € H'(k(v),Z
veUM) veUM)

Par ailleurs, pour s > 0, la tige de R°¢.G,, en un point géométrique 7 d’image
n est H¥(K*,G,,) = 0 et, pour v € U\ {n}, la tige de R*¢.G,, en un point
géométrique T d’image v est H*(K]",G,,), qui vaut 0 pour s = 1 d’aprés le
théoréme de Hilbert 90 et qui vaut 0 pour s > 1 parce que K" est un corps de
dimension cohomologique au plus 1 (exemple I1.3.3.c de [Ser02]). On en déduit
que R’g.G,, = 0. La suite spectrale de Leray :

H"(U, R°g.G,,) = H (K, G,,)

fournit alors des isomorphismes H" (U, 9.G,,) = H"(K,G,,). Par conséquent, on
obtient la suite exacte :

0 — H*(U,G,,) = Br(K) —» € Br(K,) = H*(U,G,,) —
veU@)

ainsi que la trivialité de H"(U,G,,) pour r > 3 puisque K est de dimension
cohomologique 2.

(ii) Le schéma X étant régulier, d’aprés la remarque 2.3 de [CTPS16], il existe
une suite exacte :

0-BrK— P Brk,—» P Q/Z—0. (4.2)
’UE.)E(D we)e(z)

On obtient alors une suite exacte :

Br K — P BrK,—»A—0,

veXx @)

ou A = Q/Z d’aprés le lemme 1.5.
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(iii) Avec (i), la propriété (ii) montre alors que :
e si U= X, alors H}(X,G,,) = H*(X,G,,) = Q/Z;
e si U # X, alors Br K se surjecte sur @, ;o) Br K, et donc H*(U,G,,) =
Cela permet d’obtenir une suite exacte :

H*(U,G,,) -+ P BrK, —Q/Z 0.
veX\U

Il suffit alors d’écrire la suite exacte de localisation (proposition 3.1.(1) de
|[HSz16]) :

0— H(U,Gy) = H*(U,Gy) - @ Br K, » H(U,G,,) — 0
veX\U

pour conclure que H2(U,G,,) = Q/Z.
(iv) D’aprés (i), on a une suite exacte :
0 — H*(X,Gy) = Br(K) - @D Br(K,) = H*(X,G,,) =0
veX (1)

En exploitant la suite (4.2), on obtient alors une suite exacte :

0-BrX— € Brk,—» P Qz—- HXG,) -
veX M\ X 1) weX (2)
Donc, d’aprés le lemme 1.6, on a Br X =71 = (Q/Z)"x.
(v) Sij: X <= X désigne Pimmersion ouverte et Divié le faisceau des diviseurs
de X a support dans Y = f~!(m) (c’est-a-dire le faisceau associé au préfaisceau
qui & un morphisme étale o : T — X associe le groupe des diviseurs de X a

support dans ¢~'(Y)), la suite exacte 0 — G,, = 5.G,, — Divy — 0 induit
une suite exacte longue :

0= 0p(X) = Ox(X)* - D Z — Pic X — Pic X - 0.
veY (0)

Comme Ox(X) = O est hensélien et la caractéristique résiduelle de K est
nulle, le lemme de Hensel montre que Ox(X)* est divisible. Par conséquent, le
morphisme Ox (X)* = @, .y Z est nul, et on a une suite exacte :

0— P Z—PicX - Pic X -0 (4.3)
veY (0)
et un isomorphisme : 3
O3(X) =2 O0x(X)~.
Cela entraine en particulier que le groupe O,g(é\? )* est divisible. Comme le
groupe de Brauer de X est trivial (d’aprés le corollaire 1.10 de [CTOP02]), la
suite exacte de Kummer 1 — u,,, — G,,, = G,,, — 1 fournit des isomorphismes :
mPic X = HY X, i) = HY(Y, ji,) = Pic Y,
(Pic ) /m = H(E, ) = HA(Y, i) = (Pic Y) /m.

X
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Nous devons donc calculer Pic Y. Comme cela a été rappelé au début du cha-
pitre, il existe un groupe abélien divisible A tel que ,, A = (Z/mZ)2’zvey(0> 9o
pour chaque m > 0 et :

Pic YV = (kX)t @ Z|Y(0)| @ A

En notant m, le nombre de points de la normalisation de Y qui sont au-dessus
de y pour chaque y € Y (k), lentier ¢ est égal & u — c+ 1 ol ¢ est le nombre de
composantes irréductibles de Y et =3 .y, (m, — 1). Dans notre situation,
m, = 2 si y est intersection de deux composantes de Y et m, = 1 sinon. Par
conséquent, en termes du graphe I', on a pu = |V3|, ¢ = |Vi| et t = |Vo| — |V1| + 1.
Comme les sommets de I' qui sont dans V5 sont tous de degré 2, on a |E| = 2|V3,

et donc la formule d’Euler pour les graphes montre que t = |Vo| — [Vi| + 1 =
—|V|+ |E] + 1 = ¢r. On obtient ainsi que :
Pic Y = (kX)) @z @ A. (4.4)

On déduit alors de (4.3) et (4.4) que, pour tout m > 0, les groupes ,,Pic X et
Pic X/m sont finis, et que :

mPic X mPic X
WPl X|_ v, InPie ] (dapres (4.3))

|Pic X/m| |Pic X /m]|
_ VOl _mPic Y]
|(Pic Y)/m|
= mV Ol e VOR2E @90 (qrapres (4.4))

]

Maintenant que nous avons prouvé que H3(U,G,,) = Q/Z dans la proposi-
tion 1.8, 'accouplement AV introduit au début de ce paragraphe 1.4 donne, pour
chaque entier r € Z, un accouplement naturel :

AV Ext](F,G,,) x H> (U, F) — Q/Z.
Dans le paragraphe suivant, nous allons démontrer le théoréme suivant, :

Théoréme 1.10. On rappelle que k est un corps algébriquement clos de caracté-
ristique 0, et que Ry est une k-algébre commutative, locale, d’idéal mazimal my,
géométriquement integre (ie Ro®ik® est intégre), normale, hensélienne, excellente,
de dimension 2, de corps résiduel k et de corps des fractions Ky. On rappelle aussi
que F' est un faisceau constructible sur un ouvert non vide U de la normalisation
X de Xo = Spec Ry \ {mp} dans une extension finie K de Ky. L’accouplement

AV . Ext}(F,G,,) x H> (U, F) = Q/Z
est un accouplement parfait de groupes finis.
Pour ce faire, on introduit le morphisme :

o (U, F) : Ext},(F,G,,) — H>"(U, F)”

induit par I'accouplement AV.
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1.5 Le cas d’un faisceau a support dans un fermé strict

A partir d’ici et jusqu’a la section 1.12, les preuves vont étre trés similaires a celles
du paragraphe I1.3 de [Mil06]. On commence par s’intéresser au cas ou le support
de F' est contenu dans un fermé strict de U.

Lemme 1.11. Supposons que F' est a support dans un fermé strict Z de U. Alors,
pour tout r > 0,

B Ext, (i3 F, Z) = Euty(F, Gy,),

veZ

ou, pour v € Z, i, désigne 'immersion fermée Spec(k(v)) — U.
Démonstration. Nous disposons d’une suite exacte de faisceaux sur U :
0— G,, = 9:G,, —» Divy — 0
avec Divy = @veml) 1y5Z. On obtient alors une suite exacte longue :
. = Ext} (F,G,,) = Ext,(F, g.G,,) — Exty;(F,Divy) — ... (4.5)

e D’une part, comme dans la preuve de la proposition 1.8, pour s > 0 le faisceau
R?g9,.G,, est nul. Cela implique que la suite spectrale

Exty (F, R°9.G,,) = Ext*(¢"F, G,,)

(obtenue & partir de la suite spectrale Exty;(F, R*¢.G,,) = Ext;"*(F,Rg.G,,) en
identifiant Ext,"*(F, Rg.G,,) avec Ext*(¢*F,G,,)) induit des isomorphismes
Exty (F, 9:Gy) = Extl (¢°F, G,,). Or g*F = 0. Donce Exty, (F, ¢.G,,) = 0.

e D’autre part :

Extp(F,Divy) = @ Ext}(F,i,.Z) = @) Ext(i,"F,Z) = (D Ext;(i," F, Z),

veU @) veU @) veZ

car i, /' = 0 pour v € Z.
Par conséquent, a I’aide de la suite (4.5), on obtient des isomorphismes :

P Ext, ' (iy . Z) = Ext,(F, G,)

vEZ

pour r > 0. O

Proposition 1.12. Supposons que F' est a support dans un fermé strict Z de U.
Alors o (U, F) est un isomorphisme de groupes finis pour tout entier r.
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Démonstration. Reprenons les notations de la démonstration précédente. Nous
avons des isomorphismes :

Exty,(F,Gy) = @D Bxt] ' (is F, Z) (4.6)
o~ vgé Extl\ (F5, Z) (4.7)
=~ végExt 2 (Fr,Q/2) (4.8)
= zéH’"‘Q(k(v), Hom(F%, Q/Z)) (4.9)

H[(U,F)= H'(Z,i"F) =@ H (v,iyF) = @ H" (k(v), F
veZ vEZ
ou (4.6) découle du lemme précédent, (4.8) découle de Pannulation de Ext;(_f) (F5,Q)

et Ext’,;(’vl) (Fy,Q), et (4.9) découle de la suite spectrale des Ext. A travers ces iso-
morphismes, ’accouplement :

Exty,(F,G,,) x H"(U,F) — H}(U,G,,) = Q/Z

s’identifie & 'accouplement naturel :

& B (k(v), Hom(Fy, Q/Z)) x @ H* " (k(v), Fy) — Q/Z,

veEZ veZ

qui est bien un accouplement parfait de groupes finis (exemple 1.1.10 de [Mil06]).
O

1.6 Changement d’ouvert

Nous allons maintenant voir que, si V' désigne un ouvert de U, alors o (U, F') est
un isomorphisme pour tout entier 7 si, et seulement si, o"(V, F'|y) Pest.

Lemme 1.13. Soit 0 — F' — F — F"” — 0 une suite exacte de faisceaux
constructibles sur U. Supposons que o (U, F") est un isomorphisme pour tout en-
tier r. Alors o (U, F') est un isomorphisme pour tout entier r si, el seulement si,
o’ (U, F) est un isomorphisme pour tout entier r.

Démonstration. Supposons que o (U, F’) est un isomorphisme pour tout entier r.
On a alors un diagramme commutatif & lignes exactes :

Exty; N(F, Gm) —— Bxt (F",Gm) ——— Ext{,(F, Gm) ——— Ext}; (F',Gm) —— Ext[;" (F”, Gpy)

T

(HE™ (U, F')P —— (HE™" (U, F"))P —— (HE" (U, F))P —— (H"(U, F'))P —— (HZ~"(U,F"))P
ou les fleches verticales sont données par les o”. Le lemme des cinq permet de
conclure que o (U, F') est un isomorphisme pour tout entier r. La réciproque est
analogue. O

1R
1R
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Proposition 1.14. Soit V' un ouvert non vide de U. Alors o (U, F') est un iso-
morphisme pour tout entier r si, et seulement si, o (V, F|y) Uest.

Démonstration. Nous disposons d’une immersion ouverte j : V < U et d’une
immersion fermeée i : U \ V — U, et donc d’une suite exacte de faisceaux sur U :

0— jj'F - F — i3 F —0.

D’aprés la proposition 1.12, o" (U, i,i*F') est un isomorphisme pour tout r, et donc,
d’aprés le lemme précédent, o (U, F') est un isomorphisme pour tout r si, et seule-
ment si, o (U, 1j*F') V'est.

Or Exty,(jij*F, G,,) = Extl, (7*F, G,,) et H7(U, j1j*F) = H'(V,j*F). A travers ces
isomorphismes, o (U, jij*F') s’identifie & o"(V, j*F'). On en déduit immédiatement
le résultat. O

Remarque 1.15. La proposition 1.12 et la démonstration précédente montrent
aussi que :

o Exty (F,G,,) est fini si, et seulement si, Ext}, (F, G,,) lest;

e pour r > 4, le groupe Exty,(F,G,,) est nul si, et seulement si, Ext{,(F, G,,) l'est;
o H' (U, F) est fini si, et seulement si, H.(V, F') lest.

Par ailleurs, la suite exacte :

@ H K, F)—» H(UF)— H(UF)—~ € H(K,F)

veX\U veX\U

montre que H" (U, F) est fini si, et seulement si, H. (U, F') 1'est.

1.7 Propriétés de finitude
Nous allons maintenant établir que H] (U, F) et Extj,;(F, G,,) sont bien finis.

Lemme 1.16. Soit m € N*. Pour tout r € N, les groupes H"(U,Z/mZ) et
Ext;(Z)mZ,G,,) sont finis.

Démonstration. Les suites exactes de faisceaux :

0—>Z—Z—Z/mZ—0
0= pum > G, =G, —0

fournissent des suites exactes longues :

. = Exty(Z/mZ,G,,) — H'(X,G,) = H'(X,G,,) — ...
o= H' (X ) = H' (X, G,,) = H(X,G,) — ...

Or, d’aprés la proposition 1.8, les groupes ,,H"(X,G,,) et H"(X,G,,)/m sont
finis pour tout » € N. Comme pu,, = Z/mZ, on en déduit que H" (X, p,,) =
H"(X,Z/mZ) et Ext'y(Z/mZ,G,,) sont finis. La remarque 1.15 permet alors de

conclure. n
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Proposition 1.17. Rappelons que U est un ouvert non vide de X et que I est un

faisceau constructible sur U. Soit r € N.

(i) Le groupe H. (U, F) est fini.

(11) Le groupe Ezt;;(F,G,,) est fini.

Démonstration. (i) Soit V' un ouvert non vide de U sur lequel F' est localement
constant. Considérons un morphisme fini étale V' — V tel que V' est connexe
et F'|y est constant. On remarque alors que V' est la normalisation de V' dans
une extension finie L de K. Si I'on note G = Gal (L/K), on dispose alors de la
suite spectrale de Hochschild-Serre :

HT(G7 HS(VlvF’V')) = HT+S(‘/7F’V)'

Or H*(V' F|y:) est fini pour s > 0 d’aprés le lemme 1.16. Par conséquent,
H"(V, F|y) est fini pour tout r > 0. La remarque 1.15 permet alors de conclure.
(ii) En reprenant les notations de (i), on a une suite spectrale :

H™ (G, Exts (Flyr, Gp)) = BxtiH(Fly, G).

Or Ext{. (F|v/,G,,) est fini pour s > 0 d’aprés le lemme 1.16. Par conséquent,
Ext}, (Flv,G,,) est fini pour tout r > 0. La remarque 1.15 permet alors de
conclure.

]

1.8 Annulation de H(U, F) pour r > 4
Lemme 1.18. On a H" (U, F) =0 pour r > 4.

Démonstration. Soit V un ouvert de U et écrivons la suite exacte de localisation :

.= H'(U,F) = H'(V,F) = Hj{, (U F) —

Le théoréme d’excision montre que :
Hj (U F)= € H(0
veU\V
Or, pour v € U \ V, on dispose de la suite exacte de localisation :
. — HYK! F)— H)(O!)F)— H (O}, F) —

Par dimension cohomologique, sir > 4, les groupes H" (K", F') et H"(O", F) sont
nuls. Il en est donc de méme du groupe H'(O!, F). Par conséquent, pour 7 > 4, la
restriction H" (U, F') — H"(V, F') est un isomorphisme. En notant g : Spec K < U,
on en déduit que :

H"(UF)=H" (K,g'F) =0
car K est de dimension cohomologique 2. O
Corollaire 1.19. On a HL(U, F) = 0 pour r > 4.

Démonstration. Tl suffit d’appliquer le lemme précédent en remplacant U par X
et F' par ) F. O
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1.9 Annulation de Ext;(F,G,,) pour r > 4

Lemme 1.20. Supposons F' localement constant. Le faisceau Ext);(F,G,,) est de
torsion pour r = 0 et nul pour r > 1.

Démonstration. Calculons les tiges de Exty,(F,G,,) :

o en 7, Ext;;(F,G,,)7 = Ext"(F5, K**). Ce groupe est de |F5|-torsion pour r = 0,
et il est nul pour » > 1 puisque K** est un groupe abélien divisible.

e cn v pour v € U différent de n, Exty,(F, G,,)s = Ext},(Fy5, Op). Comme avant,
ce groupe est de |Fz|-torsion pour r = 0, et il est nul pour r > 1 puisque O}~
est un groupe abélien divisible.

Le lemme en découle immédiatement. O]

Lemme 1.21. On a Ext),(F,G,,) = 0 pour r > 4.

Démonstration. En utilisant la remarque 1.15, on peut supposer que F' est locale-
ment constant. Le lemme précédent montre alors que la suite spectrale

H' (U, Ext,(F, Gy)) = Ext}(F, G)

dégénére en des isomorphismes Exty (F,G,,) = H"(U,Hom, (F,G,,)). Le fais-
ceau Homy, (F,G,,) étant de torsion, il est limite inductive filtrante de faisceaux
constructibles. On déduit alors du lemme 1.18 que pour r > 4 le groupe Ext;, (F, G,,)
est nul. ]

1.10 Deécomposition de F

Proposition 1.22. Soit V un ouvert non vide de U tel que F|y est localement
constant. Soit L une extension finie de K telle que la normalisation my : V, =V
de V dans L est étale et F|y, est constant. Soit my : U, — U la normalisation de
U dans L. Soit m > 0 tel que mF = 0. 1l existe alors un faisceau F}, constructible
constant sur U, de m-torsion, un faisceau Fy constructible sur U a support fini et
un morphisme injectif F' — my, F, @ Fy.

Démonstration. On choisit pour F;, le faisceau constant sur U,, défini par le groupe
abélien fini F(V},). Comme F|y, est contant, on remarque que F, = j,, jin}F,
ou j, : V, — U, désigne I'immersion ouverte. Par adjonction, on obtient donc un
morphisme F' — 7y, F,,. Comme 7y, est étale, le support du noyau de ce morphisme
est contenu dans U \ V. Il suffit donc de trouver un faisceau Fy constructible sur
U a support dans U \ V et un morphisme F' — F tel que le support du noyau soit
contenu dans V. Sil'on note i : U \ V < U, on choisit Fy = 7,4*F, le morphisme
F — Fy étant le morphisme d’adjonction. O

1.11 Comportement vis-a-vis de la normalisation

Nous allons maintenant étudier le comportement du morphisme o” vis-a-vis de la
normalisation. Soit L une extension finie galoisienne de K. Soit U,, la normalisation
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de U dans L et notons m le morphisme fini U, — U. Considérons I'application
norme Ny, i : .Gy, = Gy, (voir par exemple le lemme 11.3.9(a) de [Mil06]). Si 7
est étale, m, = m et Ny, v s’identifie au morphisme d’adjonction m7*G,, — G,,.

Lemme 1.23. Soit F, un faisceau constructible sur U,. Pour tout r € 7Z, la
composée

N"(Fn) : Exty, (Fn, Gn) — Exty (1. Fn, mGy) — Enty (1. Fn, Gry),

ot le premier morphisme est induit par le foncteur exact m, et le second par la
norme Ny, ju, est un isomorphisme.

Démonstration. Soit V,, un ouvert de U, sur lequel la restriction de 7 est étale,
et notons j, : V,, < U, l'immersion ouverte et i, : Z, = U, \ V,, — U, l'im-
mersion fermée (Z, étant muni de la structure réduite). Nous allons montrer que
N"(JuigiFn) et N7 (in, ik Fy,) sont des isomorphismes, ce qui impliquera que N”(F,)
est un isomorphisme grace a la suite exacte 0 = jp 170 Fpn — Frn — tnyln Fn — 0.

e D’une part, comme 7 o j, est étale, on dispose d’isomorphismes :

Ext’{/n (JrFn, Gp) = Ext’{/n (JrFns (M0 730)*Gp)) = Exty (7 gnijnFn, Gm).

Or Exty; (JnijnFn: Gm) = Exty, (j5Fn, Gr). Cela montre immeédiatement que
N"(jnijiFn) est un isomorphisme.
e D’autre part, si 'on note Z = w(Z,), on dispose d’un diagramme commutatif :

in
Zy —=U,

-
Z—=U.
Ainsi, en utilisant le lemme 1.11 et en tenant compte du fait que 7 est fini étale :

Ext]; (inuifFn, Gm) = Extly, (it Fn, Z) = Extl, (it F,, 75 Z)
>~ Extl, (72,05 Fy Z) = Exty (Tainyds Fn, G,

et donc N”(i,,15F,) est un isomorphisme.
]

Proposition 1.24. Soient F,, un faisceau constructible sur U, et r € Z. Alors
a"(Uy,, Fn) est un isomorphisme si, et seulement si, o (U, m.JF,,) est un isomor-
phisme.

Démonstration. Supposons U # X. Comme 7 est fini, on dispose d’un isomor-
phisme H}(U,7,G,,) = HZ(Uy, Gy,). Notons Nmy, i la composée :

H3(U,,Gy) — H3 U, m.G) — H3 U, Gy)

le deuxiéme morphisme étant induit par Ny, ;. Ce morphisme s’insére dans un
diagramme cubique :
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Q/zZ Q/z
| 7
@weXn\Un Br(L,) | HS(Um Gm)
Cores Q/Z Q/Z
/ /
Dcx\v Brk) H(U,Gp)

ot X, est la normalisation de X dans L et toutes les faces du cube, a 'exception
de la face droite, sont commutatives. Cela entraine que la face droite est aussi
commutative. On en déduit un diagramme commutatif :

EXtrUn<FnaGm) X Hg_T(Una«Fn)—>H§(UnaGm)_>Q/Z

NlN”‘(J-‘n) TN NijUn/U H

Exty (mFn, Gp) <  H(U,mF,) — H3(U,G,,) —= Q/Z
et donc o' (U,, F,) est un isomorphisme si, et seulement si, o (U, 7, F,) est un
isomorphisme.
Si U = X, on choisit U’ un ouvert strict de X. On a alors un diagramme cubique :

Q/Z Q/z
HS’(U:”G{ H HE(Un,G{
\
Nmy o Q)7 Q/z
Hf(U’,Gm)/7 = H?(U,Gm)/1

ou toutes les faces, a l'exception de la face droite, sont commutatives. On en
déduit la commutativité de la face droite. Il est maintenant possible de conclure
exactement de la méme maniére que sous I’hypothése U # X.

m

1.12 Propriété d’hérédité

Proposition 1.25. Soit ry < 3 un entier. Supposons que o' (X, F) soit un iso-

morphisme pour toute extension finie K de K, pour tout faisceau constructible F

sur X et pour tout r > rq.

(i) Supposons ro # 3. Pour toute extension finie K de Ky et pour tout faisceau
constructible F sur X, le morphisme o™ (X, F) est surjectif.

(i) On ne suppose plus que ro # 3. On suppose par contre que pour toute extension
finie K de Ky et pour tout m > 0, o' (X,Z/mZ) est un isomorphisme. Alors
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pour toute extension finie K de Ky et pour tout faisceau constructible F sur X,
le morphisme o (X, F) est un isomorphisme.

Démonstration. (i) Soient K une extension finie de K et F un faisceau construc-
tible sur X. Fixons ¢ € H3 (X, F). Soit Z un faisceau flasque de torsion
muni d’une injection F — 7. Le faisceau Z est la limite inductive de ses sous-
faisceaux constructibles, parmi lesquels se trouve F. Par conséquent, comme
H37"(X,T) = 0, il existe un sous-faisceau constructible Fy de Z contenant F et
tel que I'image de ¢ dans H*>~™ (X, Fy) est nulle. Soit F; le conoyau de I'injection
F — Fy. Nous obtenons alors un diagramme commutatif a lignes exactes :

(B (o, G )P —— (Bt ™ (1, G))P —— (BUR(F, Go))P —— (Bx12(Fo, Gon)P
mT(dmﬂ()(,fu))D mT((WUH(X,}H))D T(QTO(XJ:))D ](a"o(Xfo))D

H?7"0 (X, Fo) H?*7 (X, F) H3" (X, F) H37 (X, Fo)
Ainsi, si (o™ (X, F))P(c) = 0, alors ¢ = 0. On en déduit que (o™ (X, F))? est
injectif, d’ou le résultat.

(ii) On reprend les mémes notations qu’au début de (i). Soit m > 0 tel que
mJF = 0. Comme F est constructible, on peut trouver un ouvert non vide V'
de X et un recouvrement étale fini connexe V,, — V tel que Fly;, est constant.
On remarque alors que V,, est la normalisation de V' dans une extension finie
L de K. Notons mx : X,, — X la normalisation de X dans L. D’aprés la pro-
position 1.22, il existe alors un faisceau JF, constructible constant sur X, de
m-torsion, un faisceau Fy constructible sur X a support fini et un morphisme
injectif 7 — mx,F, ® Fr. On note Fy = mx,F, ® Fr. D’apreés la proposition
1.12, on sait que a" (X, Fy) est un isomorphisme pour tout r. De plus, comme
par hypothése o™ (X,,,Z/m'Z) est un isomorphisme pour m’|m, il en est de
méme de o (X, F,) : la proposition 1.24 entraine alors que o (X, wx,F,) est
un isomorphisme. Par conséquent, o’ (X, Fy) est un isomorphisme.

Notons F; le conoyau de 'injection F — Fy. Nous obtenons alors un diagramme
commutatif & lignes exactes :

Ext2 " (Fo, Gm) <—— Ext 0T (F1,Gm) =<—— Ext’0(F, Gm) <—— Ext2(Fo, G) <—— Ext2 (F1,Gpm)
a"o+1(x,f0)l~ a7‘o+1(x,fl)l~ aTU(X.,]-‘)l arO(X,}'U)lN aTU(X,]-'l)l/

H2770(X, Fo)* =<——— H?770(X, F1)* =<—— H3 "0 (X, F)* =<—— H37"0(X, Fo)* =<—— H37 "0 (X, F1)*
Par chasse au diagramme, o’ (X, F) est surjectif. Cela étant vrai pour tout
faisceau constructible F, o' (X, F}) est aussi surjectif. Une nouvelle chasse au
diagramme permet de conclure que " (X, F) est un isomorphisme.

m

1.13 Preuve de la dualité d’Artin-Verdier

Nous sommes a présent en mesure d’établir le théoréme d’Artin-Verdier pour K.
Pour ce faire, on prouve :

Proposition 1.26. Pour toute extension finie K de Ky, pour tout faisceau construc-
tible F' sur X et pour tout vy € Z, le morphisme o' (X, F) est un isomorphisme.
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Démonstration. On procéde par étapes :
A. Pour rg > 3:
Le lemme 1.21 entraine immédiatement que o (X, F') est un isomorphisme.
B. Pour ro =3:
Soit K une extension finie de K. Soit m > 0 un entier. La suite exacte courte
de faisceaux 0 — Z — Z — Z/mZ — 0 induit une suite exacte longue de
cohomologie :

. = Ext(Z/mZ,G,,) - H(X,G,,) = H'(X,G,,) — ... (4.10)

Comme Br X est divisible et H3(X,G,,) = Q/Z d’aprés la proposition 1.8, on
déduit que Ext}(Z/mZ,G,,) = LZ/Z. D’autre part, H(X,Z/mZ) = Z/mZ.
Vu & travers ces isomorphismes, 'accouplement d’Artin-Verdier devient (x,y) —
Xy pour r € %Z/Z, y € Z/mZ et § € Z un relévement quelconque de y.
Cela impose que a(X,Z/mZ) est un isomorphisme. La proposition 1.25(ii) en-
traine alors immeédiatement que o3(X, F') est un isomorphisme pour tout fais-
ceau constructible F' sur X.

C. Pourrg=2:
Soit K une extension finie de K. Soit m > 0 un entier. D’aprés la proposition
1.25(1), o®(X, Z/mZ) est surjectif. Pour voir que ¢’est un isomorphisme, il suffit
de montrer que H*(X,Z/mZ) et Ext(Z/mZ,G,,) ont méme cardinal.
La suite exacte (4.10) impose que

|Ext% (Z/mZ,G,,)| = |Pic(X)/mPic(X)||mBr(X)|.
D’autre part, la suite exacte de Kummer montre que :

(X, Z/m)| = |0}/ O™ || Pic(X)| = | Pic(X)]
car O est divisible. Done, en utilisant la proposition 1.8 :

mnx

|\H'(X,Z/mZ)| |mPic(X)|

[Ext% (Z/mZ.Gp)| _ |Pic(X)/mPic(X))] JmBr(X)7! =

= 1.

mnx

Par conséquent, o*(X,Z/mZ) est un isomorphisme. La proposition 1.25(ii) per-
met alors de déduire que o?(X, F) est un isomorphisme pour tout faisceau
constructible F' sur X.

D. Pour ro =1 :
Soit K une extension finie de K. Soit m > 0 un entier. D’aprés la proposition
1.25(1), a*(X, Z/mZ) est surjective. Pour voir que ¢’est un isomorphisme, il suffit
de montrer que H?(X,Z/mZ) et Exty(Z/mZ,G,,) ont méme cardinal.
La suite exacte (4.10) impose que

[Exty (Z/mZ, Gp)| = |O% /O™ ||mPic(X)| = |;Pic(X)].
D’autre part, la suite exacte de Kummer montre que :

|H(X,Z/mZ)| = |Pic(X)/mPic(X)||,Br(X).
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Donc, en utilisant la proposition 1.8 :

|\H*(X,Z/mZ)| _ |[Pic(X)/mPic(X)| L Br(X)] = mnx

=1
|Exty (Z/mZ,G,,)| |mPic(X)] mnx

Par conséquent, o'(X,Z/mZ) est un isomorphisme. La proposition 1.25(ii) per-
met alors de déduire que o!(X,F) est un isomorphisme pour tout faisceau
constructible F' sur X.

E. Pour ro =0 :
Soit K une extension finie de K. Soit m > 0 un entier. D’aprés la proposition
1.25(i), a°(X,Z/mZ) est surjective. Comme Br X est divisible et H*(X,G,,) =
Q/Z d’aprés la proposition 1.8, la suite de Kummer montre que :

|H*(X,Z/mZ)| = m = |Homx (Z/mZ,G,,)|.

Par conséquent, a®(X,Z/mZ) est un isomorphisme. La proposition 1.25(ii) per-
met alors de déduire que a®(X,F) est un isomorphisme pour tout faisceau
constructible F' sur X.
F. Pour ro < 0:
Le corollaire 1.19 entraine immédiatement que o’ (X, F') est un isomorphisme
puisque H27"0(X, F) est nul.
m

Les propositions 1.14 et 1.17 permettent alors d’obtenir le théoréme 1.10. On en
déduit le corollaire :

Corollaire 1.27. Soit F' un faisceau constructible localement constant sur U. No-
tons F' = Homy,;(F,G,,). Il existe alors un accouplement parfait de groupes finis :

H"(U F')x H*"(U,F) - H}U,G,,) = Q/Z.

Démonstration. 1l suffit d’identifier H" (U, F”) et Ext{;(F, G,,). Cela a été fait dans
le lemme 1.21. [l

Remarque 1.28. Dans le cas ou k est séparablement clos de caractéristique p > 0,
le corollaire précédent reste vrai a condition de supposer que F' est de n-torsion
avec n non divisible par p. On attire en particulier 'attention sur le fait que, si
k est séparablement clos mais non algébriquement clos, le corps k(t) est encore
de dimension cohomologique 1 puisque la cohomologie étale est invariante par
extension purement inséparable.

2 THEOREMES DE DUALITE ARITHMETIQUE
On ne suppose plus k séparablement clos et on note P I’ensemble des nombres
premiers. Dans toute la suite du chapitre, on supposera qu’il existe des entiers

d>—1letpe{0}UP tels que :

205



CH. 4. - DUALITE ET PRINCIPE LOCAL-GLOBAL SUR DES ANNEAUX LOCAUX HENSELIENS DE DIMENSION 2

e Car(k) € {0,p};

e le corps k est de dimension cohomologique d + 1;

e pour chaque entier naturel non nul n, on a un isomorphisme H41(k, u®?) =
7Z./nZ de sorte que, pour m|n, le morphisme naturel H¥(k, u®4) — H(k, u®9)
s’identifie au morphisme qui envoie la classe de 1 dans Z/mZ sur la classe de
n/m dans Z/nZ;

e pour tout Gal(k®/k)-module fini M d’ordre n non divisible par p, pour 0 < r <
d + 1, le cup-produit induit un accouplement parfait de groupes finis :

H'(k, M) x H*"'"(k, Hom(M, p$")) = H* (k, pi®) = Z/n’Z.
On dira que k est un corps (p,d)-bon pour la dualité.

Exemple 2.1. Un corps séparablement clos de caractéristique p est (p, —1)-bon
pour la dualité. Un corps fini de caractéristique p est (p,0)-bon pour la dualité
d’aprés 'exemple 1.1.10 de [Mil06|. Un corps f-adique est (0, 1)-bon pour la dua-
lité d’apres le corollaire 1.2.3 de |[Mil06]|. En procédant comme dans la preuve du
théoréme 1.2.17 de [Mil06], on peut montrer qu'un corps de valuation discréte com-
plet de corps résiduel (p, d)-bon pour la dualité est (p,d + 1)-bon pour la dualité.
Par exemple, les corps d-locaux sont (p, d)-bons pour la dualité si 'on choisit pour
p la caractéristique du corps 1-local correspondant.

On rappelle que Ry désigne une k-algébre commutative, locale, géométrique-
ment intégre (ie Ry®yk® est intégre), normale, hensélienne, excellente, de dimension
2 et de corps résiduel k. On note toujours Ky son corps des fractions, mgy son idéal
maximal, Xy le schéma Spec Ry et Xj le schéma X\ {mg}. Le but de cette section
est d’établir des théorémes de dualité de type Poitou-Tate pour les modules finis
et les tores sur K.

Remarque 2.2. En comparant tous les résultats qui vont suivre a ceux des articles
[HSz16|, [HSSz15| et [CTH15| ainsi qu’a ceux des deux premiers chapitres de cette
thése, on remarquera que le corps K, se comporte de maniére trés similaire au
corps des fonctions d'une courbe sur un corps (p,d + 1)-bon pour la dualité. Par
exemple, en ignorant les phénoménes liés a la caractéristique positive, C((z,y)) se
comporte comme C((z))(y) et F,(¢), et Fy((x,y)) et C((¢))((z,y)) se comportent

comme Q,(z) et C((t))((x))(y)-

2.1 Dualité d’Artin-Verdier et descente galoisienne

Lemme 2.3. La k*-algébre Ry = Ry®ik® est locale, intégre, normale, hensélienne,
excellente, de dimension 2, de corps résiduel k°.

Démonstration. Comme R, est géométriquement intégre, R, est intégre. Ainsi,
pour chaque extension finie [ de k, la [-algébre Ry®y( est intégre. De plus, ¢’est une
extension finie étale de Ry. Par conséquent, comme Ry est local normal hensélien
excellent, il en est de méme de Ry ®j [. On vérifie immédiatement que I'idéal
maximal de Ry ®j [ est m; = my ®;, [ et que le corps résiduel de Ry ®x [ est [. On
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déduit alors de la proposition 1 de I'appendice de [Bou06] et du corollaire 4.4 de
[Mar79] que Ry est un anneau local normal hensélien excellent d’idéal maximal
m = my®; k° et de corps résiduel k°. Finalement, I'injection Ry < R, étant plate,
le théoréme 4.3.12 de [Liu02] montre que dim Ry = dim Ry = 2. O

Théoréme 2.4. On rappelle que k est un corps (p,d)-bon pour la dualité. Soient
U un ouvert de Xy et F' un schéma en groupes fini étale abélien sur U de n-
torsion, avec n non divisible par p. Notons F' = Hom(F, ug(dﬂ)). Le groupe
HI (U, ug(d+2)) est isomorphe a Z/nZ et l'accouplement naturel :

H"(U,F) x H**"(U, F') — HY(U, u2942) = 7./n7.
est un accouplement parfait de groupes finis.

Démonstration. Notons G le groupe de Galois absolu de k. Comme £ est un corps
(p, d)-bon pour la dualité, on montre exactement comme dans le théoréme 1.1 du
chapitre 1 que 'on a un isomorphisme dans la catégorie dérivée :

RHOHIG’Z/Hz(M., Z/nZ(d)) [d + 1] = RHomZ/nZ (RFGM., Z/nZ)

pour chaque complexe M*® de G-modules discrets de n-torsion borné inférieure-
ment. Par ailleurs, d’aprés le théoréme 1.27 et le lemme précédent, si ’on note
U = U x;, k* et F la restriction de F a4 U, on a des accouplements parfaits G-
équivariants de groupes finis :

H"(U,F) x H*"(U,Hom(F, j1,)) — Z/nZ(—1).

Comme dans le théoréme 1.1 du chapitre 1, cela fournit un isomorphisme dans la
catégorie dérivée des groupes abéliens :

RHomU,Z/nZ (F7 /Ln) = RHomZ/”Z(RFC(Ua F)> Z/nZ(_l)) [_3}
On conclut alors exactement de la méme maniére que la proposition 2.1 du premier

chapitre. O

2.2 Dualité de Poitou-Tate pour les modules finis

Soit F' un Gal(Kj/Ky)-module fini d’ordre n non divisible par p. Notons
F’ = Hom(F, u;?(d+2)), et posons, pour r € {1,2,...,d + 3} :

1" (Ko, F) = Ker | H' (Ko, F) = [[ H (Kou, F)
’UEX(()l)
Théoréme 2.5. Pour r € {1,2,...,d + 3}, il existe un accouplement parfait de

groupes finis :

1" (K, F) x " (K,y, F') — Q/Z.
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Remarque 2.6. Placons-nous dans le cas k = C, p = 0, d = —1. Bien str, on
aurait pu définir les groupes de Tate-Shafarevich en tenant compte de toutes les
valuations discrétes de rang 1 de K :

11}, (Ko, F) := Ker | H"(Ko, F) = [] H(Kow F) |,

’UEQKO

ou (1, désigne toutes les valuations discretes de rang 1 de K. Cependant, on ne
peut pas espérer une dualité parfaite de la forme :

mz}ot(K(]?F) X m?ot(‘[(O?F/) - @/Z

puisque 1112, (Ko, ft,,) est toujours nul (théoréme 1.2 de [Hu14]) alors que 111}, (Ko, Z/nZ)
peut étre non nul (théoréme 5 de [Jaw01]). Par ailleurs, ce dernier point montre

que dans le théoréme 2.5, les groupes de Tate-Shafarevich qui apparaissent ne sont

pas toujours nuls.

Nous allons maintenant briévement expliquer comment on obtient le théoréme
2.5, la preuve étant analogue a celle du théoréme 2.4 du premier chapitre. Soit U
un ouvert non vide de Xj. Considérons un schéma en groupes fini étale sur U
prolongeant F' : on le notera toujours F'. Posons :

WU F)=Ker | H'(UF)— [] H'(K,F)],
UEXél)

DU F') == Im (H(U, F') — HP7 (Ko, F))

Proposition 2.7. (i) Il existe un ouvert non vide Uy de U tel que D" (V, F') =
U147 ( Ky, F') pour chaque ouvert non vide V C Uy.

(11) La suite @Uexél) HI3 (Ko, F') — HS (U F') — DU, F') — 0 est
eracte.

Démonstration. (i) SiV C V' sont des ouverts non vides de U, on a D™4-7(V, F") C
DA (V! F'). Comme D=7 (U, F') est fini, il existe un ouvert non vide Uy de
U tel que D™= (V, F') = D™= (U, F') pour chaque ouvert non vide V C U.
Par ailleurs, pour V' C V' des ouverts non vides de U, on a un diagramme com-
mutatif a lignes exactes :

@Uev, Hd+37T(K07U, F/) - Héi+4fr(vl’ F/) - ]{d+4fr(‘/'/7 F/) - @yg\/’ Hd+4ir(K07U, F/)

| | | T

@vgv Hd+3_r(K0,v> F/) ﬁ-HﬁHA_T(V, F’) é_Hd—M—r(v’ F/) - @Ugv Hd+4_T<KO,v7 F/).

En prenant V' = Uy, une simple chasse au diagramme permet de montrer que
U, convient.
(ii) Ce n’est qu'une chasse au diagramme dans le diagramme de (i).
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On a alors un diagramme commutatif a lignes exactes :

0 D, (U, F) H™(U, F) [T,cxo H' (Ko, F)

o lg

0 —— D= (U, F)P —— HE (U, F')? —T1, g0 H 7 (Ko, F)P.

Le morphisme vertical central est un isomorphisme d’aprés le théoréme 1.27. Pour
voir que le morphisme vertical de droite est un isomorphisme, il suffit d’appliquer le
méme méthode que Milne dans le théoréme 1.2.17 de [Mil06] et d’utiliser que k est
un corps (p, d)-bon pour la dualité. On obtient alors un isomorphisme D7, (U, F') =
D= (U, F')P. 11 suffit de passer a la limite sur U pour obtenir le théoréme 2.5.

2.3 Dualité de Poitou-Tate pour les tores

Théoréme 2.8. Soit T un Ky-tore de module de caractéres T et de tore dual T'.
(i) Supposons d = —1 (par exemple k séparablement clos). On a des accouplements
parfaits de groupes finis :

T (Ko, T)non—p X TI2(Ko, T),10_,, — Q/Z

T (Ko, T)non—p x I2(Ko, T) 1, = Q/Z.

(11) Supposons que d = 0 (par exemple k = C((t)) ou k fini). On a un accouplement
parfait de groupes finis :

I (Ko, T)pon—p X T2 (Ko, T") 1 pn_p = Q/Z.

Démonstration. Les preuves sont semblables a celle du théoréme 2.5.

(i) La preuve est en tous points analogue a celle des théorémes 7.1 et 7.2 de
[CTH15]. Rappelons briévement les grandes étapes de la preuve du premier
accouplement, le second étant obtenu de maniére trés similaire. Pour simplifier,
on suppose que p = 0.

Soit ¢ un nombre premier. On considére 7 un tore étendant 7' sur un ouvert non
vide U de Xj. Pour v € Xél), un argument identique a celui de la proposition
3.4 de [CTH15| montre que 1'accouplement naturel :

HY (Ko, T) x HY(Koo, T) = H* (K, Gp) = Q/Z

est un accouplement parfait de groupes finis. De plus, le théoréme 2.4 permet
de prouver que, pour V ouvert non vide de U, 'accouplement naturel

HYV,T) x HX (V. T) = H)(V.Gn) = Q/Z
induit un accouplement parfait de groupes finis :
HY(V,T) {0} x HA(V. T{(}Y — Q/Z.
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Par conséquent, en introduisant pour chaque ouvert non vide V' de U les groupes :

DYL(V.T)=Ker | H'(V,T) = [] H' (Ko, T) | .
vGX(()1>

D*(V,T)=1Im (H2(V,T) = H*(K,,T)),

et en utilisant la suite exacte de localisation (proposition 3.1.(1) de [HSz16]), on
obtient un diagramme commutatif a lignes exactes :

0—— DY (V. THO —— H (V. T} —— 1, x0 H' (Ko, T){t}

0—=DV, T} —=HZV, THE —= L,y H' (Ko, T},

Cela montre que DY, (V, T){¢} et D2(V, T){¢} sont duaux l'un de I'autre. Reste

a identifier ces deux groupes a des groupes de Tate-Shafarevich :

e on montre aisément (comme dans le lemme 7.3 de [CTH15|) que le morphisme
HY(V,T) — H' (K, T) est injectif et donc que DL, (V,T) = I (K, T);

e le groupe D*(U,T) est abélien de torsion de type cofini, et pour VC V' C U
des ouverts non vides, on a D*(V,T) C D*(V’,T). Grace au lemme 3.7 de
|[HSz16], on peut alors trouver un ouvert non vide Uy de U (dépendant de ¢) tel
que, pour tout ouvert non vide V' de Uy, on ait D*(V, T){¢} = D*(Uy, T){(}.
Une chasse au diagramme montre alors que D*(Uy, T){¢} = II*(Ky, T){¢}.

Cela achéve la preuve.

(ii) La preuve est trés similaire a celle du théoréme 4.4 de [HSz16| et a celle du
théoréme 3.10 du chapitre 1. Il n’y a qu’'une seule différence : comme Xy n’est
pas une variété lisse sur un corps, on ne sait pas s’il existe un accouplement
Z(1) @Y Z(1) — Z(2) dans la catégorie dérivée des faisceaux étales sur X, qui
soit compatible avec le morphisme naturel j,, @ u,[1] — p?[1]. Mais on peut
voir dans la preuve du théoréme 3.10 du chapitre 1 que I'on a en fait uniquement
besoin d’un accouplement Z(1) @ Q/Z(1) — Q/Z(2). Et un tel accouplement
existe bien puisque, pour chaque n > 1, d’aprés la proposition 1 de [Kah92|, on
a un morphisme dans la catégorie dérivée :

Z(1) @“ Z/nZ(1) 2 (G,, ®" G,)[-2] ®" Z/nZ = Z/nZ(2).

Une fois que I'on dispose de cet accouplement, on montre (ii) avec le méme type
d’arguments que (i).
O

Remarque 2.9. o Dans (ii), si k£ est un corps fini, le groupe I1?(Ky, G )non—yp
est nul et donc le groupe I1#( Ky, T") est fini et on a un accouplement parfait de
groupes finis :

Hl1<K07 T)nonfp X HI2<K07 T/)nonfp — Q/Z
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Pour prouver la nullité de IHQ(KO, G )non—p, 1l suffit de procéder comme dans
la preuve de la proposition 3.4(2) de [HSz16], en remplacant la dualité de Lich-
tenbaum par le théoréme 0.11 de [Sai86].

e Il est aussi possible d’obtenir un théoréme pour d quelconque. Pour ce faire, il
faut poser T = T @ Z(d+ 1), comme dans la section 3 du premier chapitre. On
peut alors obtenir des accouplements parfaits de groupes finis :

(Ko, T)non—p x II?(Ko, T, — Q/Z
I (Ko, T)non—p X IH3(Ko, T), 0, — Q/Z.
La preuve est identique a celle du théoréme 3.10 du chapitre 1.

Pour les applications arithmétiques (en particulier le théoréme 3.2), il sera utile
d’avoir aussi un théoréme de dualité pour certains complexes de tores a deux
termes :

Théoréme 2.10. Supposons d = —1 (par exemple k séparablement clos). Soit G
un groupe de type multiplicatif sur K. Soit p : T1 — Ty un morphisme de tores
algébriques sur K & noyau fini. Soient G le complexe [T7 — Ty] o Ty est en degré
-1 et Ty en degré 0, et G le compleze [Tg — Tl] ot Tg est placé en degré -1 et T1
en degré 0. On a alors un accouplement parfait de groupes finis :

I (Ko, G)non—p x I (Ko, G) ., — Q/Z.

Démonstration. La preuve est tout a fait analogue a celle du corollaire 4.18(ii) du
chapitre 1, et les idées sont similaires a celles du théoréme 2.8. On se contente donc
d’esquisser la preuve, en supposant (pour simplifier) que p = 0.

Soit U un ouvert non vide de Xy sur lequel T (resp. T) s’étend en un tore Ty
(resp. T2) et p s’étend en un morphisme 7; — 7, aussi noté p. Soient G le complexe
[7: = T3] et G le complexe [T — 77]. Fixons £ un nombre premier. En utilisant le
théoréme 2.4, on peut alors montrer qu’il y a un accouplement parfait de groupes
finis :

HYU,G){0}9 x H\(U,6)9{¢} — Q/Z. (4.11)

Introduisons maintenant les groupes :

DU, G) = Im (Hg(U,g”) s HY(K,, é)) ,

DY, (U,G) =Ker | H'(U.G) = ] H'(Ko.. G
’UEX(()U
En combinant la dualité parfaite (4.11) avec une dualité locale, on montre que 1’on
a un morphisme surjectif & noyau divisible Dy, (U, G){¢} — D (U, G {0}P. Or on
peut prouver que, si U est suffisamment petit, on a DY (U, G{(} = ' (K,, G){(}.
Du coup, en passant a la limite sur U, on obtient un isomorphisme :
L (Ko, G){(} = YKy, G){¢}.

Pour conclure, il suffit de remarquer que le groupe II'(Ky, G){¢} est fini (car p
est & noyau fini). O
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3 APPLICATIONS ARITHMETIQUES

On suppose toujours que k est un corps (p, d)-bon pour la dualité et on rappelle
que Ry désigne une k-algébre commutative, locale, géométriquement intégre (ie
Ry ®y, k* est intégre), normale, hensélienne, excellente, de dimension 2 et de corps
résiduel k. On note toujours Ky son corps des fractions, my son idéal maximal, A
le schéma Spec Ry et X le schéma Xj \ {mg}. Le but de cette section est d’utiliser
les théorémes de dualité de type Poitou-Tate de la section précédente pour étudier
le principe local-global et 'approximation faible sur Kj.

3.1 Principe local-global dans le cas k = k* et Car(k) =0

Supposons que k soit algébriquement clos de caractéristique 0. En particulier,
k est un corps (—1,0)-bon pour la dualité. Soient H un Ky-groupe linéaire réductif

connexe et Y un espace principal homogéne sous H tel que, pour chaque v € X(()l),
on a Y(Ky,) # (0. D’aprés la proposition 1.8(ii), on a une suite exacte :

BrKy — @D Br Ko, - Q/Z — 0. (4.12)

vEX(()l)

En considérant un modéle géométriquement intégre ) de Y sur un ouvert non vide
U de Xy, on peut définir un accouplement analogue a l'accouplement de Brauer-
Manin pour les corps de nombres :

[,.]: Y(Ag,) x Br(Y) —» Q/Z
((Po)o, @) = 0 (((F)))

V() = lim [] 200 x [ YKo

VCU ey ) vEXO\V

Ici, V' décrit les ouverts non vides de U et O, désigne le complété de I’anneau local
de Xy en v. Notons :

B(Y) = Ker(Bra(Y) = [] Bra(Y xx, Ko.)).
UEXSI)

Toujours en utilisant la suite exacte (4.12), on remarque que |.,.] induit un accou-

plement :
[,.] : Y(Ag,) xB(Y) = Q/Z,

et que Y(Ky) est contenu dans l'orthogonal de B(Y') dans Y (Ag,) : cela définit
une obstruction au principe local-global pour Y, que I'on appellera obstruction
de Brauer-Manin associée a B(Y).

On remarque que, pour o € B(Y), la valeur de [(P,),a] ne dépend pas du
choix du point adélique (P,) € Y (Ag,). Comme on dispose d’un isomorphisme
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canonique B(Y) — B(H) (voir le lemme 5.2(iii) de [BvH09|), cela permet de
définir un accouplement, :

BM : II'(H) x B(H) — Q/Z
(Y], @) = [(P), o]

ou (P,) € Y(Ak,) est un point adélique quelconque.

Par ailleurs, notons H*®* le sous-groupe dérivé de H et H®® son revétement
universel, qui est semi-simple simplement connexe. Soit 7" un tore maximal de H.
Notons 79 I'image réciproque de T par le morphisme composé p : H*¢ — H* —
H et G = [T®) — T]. Comme dans la section 2 de I'article [Bor98] de Borovoi,
pour L une extension de Ky, on définit la cohomologie galoisienne abélienne de H
par HI (L,H) = H"(L,G). Elle est munie de morphismes d’abélianisation abj} :
HY(L,H) — H} (L, H) (voir section 3 de [Bor98]).

Proposition 3.1. Pour chaque v € X(()l), le morphisme ab}(O . est bijectif. 1l en
est de méme du morphisme ab}(o.

Démonstration. D’aprés les théorémes 1.4 et 1.5 de [CTGP04|, K, et Ky, sont
des corps de caractéristique 0, de dimension cohomologique 2, tels que indice et
exposant coincident pour les algeébres simples centrales, et sur lesquels la conjecture
de Serre IT vaut. Il suffit donc de procéder comme dans le corollaire 5.4.1 de [Bor98|
pour obtenir l'injectivité et d’invoquer le théoréme 5.1(i) et Pexemple 5.4(vi) de
[GA12] pour obtenir la surjectivité. O

Le noyau du morphisme 709 — T étant fini, le théoréme 2.10 fournit un
accouplement parfait de groupes finis de type Poitou-Tate :

PT : I (K, G) x HI'(K,, G) — Q/Z,

ou G est le complexe [Tg — Tl] dans lequel Ty est placé en degré -1 et T en degré

0. Nous disposons d’isomorphismes permettant de comparer cet accouplement a

I’accouplement de Brauer-Manin :

e d’aprés la proposition 3.1, les morphismes d’abélianisation induisent une bijec-
tion ab' : III'(Ky, H) — I (K, G),

e d’aprés le corollaire 2.20 et le théoréme 4.8 de |BvHO09|, les groupes Bry(H)
et H'(Ky,G) sont isomorphes, ce qui induit un isomorphisme B : B(H) —
I (Ko, G).

On peut alors montrer, comme dans la proposition 3.6 du chapitre 2, que 'on a

un diagramme commutatif au signe prés :

BM : I (Ko, H)  x B(H) Q/Z
ab! lB
PT: LHl([l(O,G) x  IIY(Ky, G) —>@UZ.

On en déduit le théoréme :
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Théoréme 3.2. Supposons que k soit algébriquement clos de caractéristique 0.
Soit H un groupe réductif connexe sur Ky. L’accouplement de Brauer-Manin :

1! (Ko, H) x B(H) — Q/Z

——D
induit une bijection 11T (Ky, H) = B(H) . En particulier, [’obstruction de Brauer-
Manin associée o B(Y') est la seule obstruction pour les espaces principauz homo-
génes sous H.

Cela répond affirmativement a la question de J.-L. Colliot-Théléne, R. Pari-
mala et V. Suresh posée a la toute fin de I'article [CTPS16] dans le cas (b) lorsque
k est de caractéristique nulle. Plus précisément, si Y est un espace principal ho-
mogéne sous H pour lequel il existe une famille (P,) € Hve22(51> Y (Ko,) telle que

pour tout A € G(Y) :

(Ou(A(P,)), g0 € Ker | @D H'(k(v),Q/2(1)) ™5 P /2|,

veé?él) we«\?éQ)

alors pour chaque w € X®, on a

et donc

S S 0.(0.(AP)) = 0.

wefém vef(gl)

Ici, X, désigne une désingularisation de X, comme dans la section 1.2 et les 9,
et Oy, désignent les applications résidus. En identifiant G(H) et B(Y), I'égalité
précédente prouve que [Y] € II'(Ky, H) est dans Porthogonal de B(H) pour
Paccouplement du théoréme 3.2 : on en déduit que Y a un point rationnel.

3.2 Principe local-global dans le cas général

On ne fait plus d’hypothése sur d ni sur p. Ainsi, le corps k peut étre sépara-
blement clos de caractéristique positive, fini, f-adique, ou encore C((t)). Soient T’
un tore sur Ky et Y un espace principal homogéne sous T tel que Y (Ag,) # 0 et
qui devient trivial sur une extension finie de Ky de degré non divisible par p. La
théorie de Bloch-Ogus (rappelée par exemple dans le paragraphe 2 de [CTPS16])
fournit un complexe :

H3 (Ko, Q/Z(d+2)non—p — D H*™ (Ko, Q/Z(d+2))non—p > H (k, Q/Z(d) non—p-
vEX(()1>
(4.13)
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Comme dans le paragraphe précédent, en identifiant les groupes H™ (k, Q/Z(d))non—p
et (Q/Z)non—p, on peut alors définir un accouplement a la Brauer-Manin :

] Y(A) x B3 (Y, Q/Z(d + 2))non—y = Q/Z
((Py)osa) = 9 ((a(P)).)

Posons :

HE(Y, Q/Z(d + 2)) = Ker(H(Y, Q/Z(d + 2)) /im(H* (Ko, Q/Z(d + 2)))
= I H™ (V. Q/Z(d +2))/Im(H* (Ko, Q/Z(d + 2)))

vGXél)

ou Yg,, désigne Y Xp, Ko,. En utilisant de nouveau le complexe (4.13), on re-
marque que 1’accouplement [.,.] induit un accouplement :

[ Y (Aky) x HEB(Y,Q/Z(d + 2))non—p — Q/Z,

et que Y (K) est contenu dans I'orthogonal de H(Y, Q/Z(d + 2))uon_p- De plus,
pour @ € H3(Y,Q/Z(d+2))non_p, la quantité [(P,), a] est indépendante du choix
du point adélique (P,) € Y (Ag,). L’accouplement [., .| induit donc un morphisme :

py : HI(Y,Q/Z(d + 2))non—p — Q/Z.
Proposition 3.3. Soit :
PT : I (Ko, Daonp ¥ W3 (Ko, T),,,_, — Q/Z
l'accouplement parfait de la remarque 2.9. 1l existe un morphisme
P (K, T)nonsy — HH (Y, Q/Z(d + )y
tel que l’on ait py o = PT([Y],-).

Démonstration. La preuve est analogue a la partie 5 de [HSz16]. On se contente
de rappeler briévement la construction de 7.
Notons Y =Y xg, K§. La suite spectrale

HP (Ko, H'(Y,Q/Z(d + 2))) = H"*(Y,Q/Z(d + 2))
induit un morphisme :
H"2 (Ko, HY(Y,Q/Z(d + 2))) — H3(Y,Q/Z(d + 2)).

Comme dans le lemme 5.2 de [HSz16], on a un isomorphisme de modules galoisiens
HYY,Q/Z(d 4+ 2))non—p =T @ Q/Z(d + 1)non—p- On obtient donc un morphisme :

HY (Ko, T ® Q/Z(d+1))non—p — H™(Y,Q/Z(d + 2))non—p-
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D’aprés le lemme 3.1 du chapitre 1, les groupes H*2(Ky, ToQ(d+1)) et HH3 (K, T®
Q(d + 1)) sont triviaux. En exploitant le triangle distingué

TRQLA+1) - T@Qd+1) - TRQ/Z(d+1) - T ® Z(d + 1)[1],

on montre alors que Hd+2(K0,T ® Q/Z(d + 1))non—p = H3(Ko, T)non—p, ce qui
fournit un morphisme :

H (Ko, T)non—p = H™ (Y, Q/Z(d + 2))non—p-
En passant aux éléments localement triviaux, on obtient un morphisme :

I3 (Ko, T)aon—p — Hie™ (Y, Q/Z(d + 2))non—p-
C’est le morphisme 7. O
La proposition précédente entraine alors le théoréme suivant :

Théoréme 3.4. Soient T un tore sur Ky et Y un espace principal homogéne sous
T tel que Y (Ag,) # 0 et qui devient trivial sur une extension finie de Ky de degré
non divisible par p. Si py est trivial, alors Y (Ky) # 0.

Comme dans le paragraphe 3.1, en prenant d = —1, cela répond affirmati-
vement a la question de J.-L. Colliot-Théléne, R. Parimala et V. Suresh posée a
la toute fin de larticle [CTPS16] dans le cas (b) lorsque k est de caractéristique
quelconque.

Pour terminer ce paragraphe, remarquons qu’en utilisant la remarque 2.9 et en
procédant comme dans le corollaire 5.7 de [HSz16], on peut obtenir la proposition :

Proposition 3.5. Supposons k fini de caractéristique p et considérons un tore
stablement rationnel T sur Ky. Soit Y un espace principal homogeéne sous T tel
que Y (Ag,) # 0 et qui devient trivial sur une extension finie de K, de degré non
divisible par p. Alors 'Y wvérifie le principe local-global.

Démonstration. Comme T est stablement rationnel, il existe une résolution de 7" :
0T —-R—>S—0

ou R et S sont des tores quasi-triviaux (proposition 6 de [CTS77|). Or la remarque
2.9 impose que II?( Ky, R)yon_p est trivial. On en déduit que IH? (Ko, T )non—p = 0,
et le théoréme 2.8 permet de conclure que I (Ko, T)pon_p = 0. ]

3.3 Approximation faible

On suppose dans ce paragraphe que p = 0. En particulier, k est de caracté-
ristique nulle. Pour M un Gal(K;/Ky)-module discret, on note 112 (Ko, M) I'en-
semble des éléments de H?(Ky, M) dont la restriction a H*(K,, M) est triviale

pour presque tout v € Xél). On rappelle la définition 2.1 du chapitre 2 :
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Définition 3.6. Soit T un Ky-tore. On dit que T vérifie ’approximation faible
si T(Ky) est dense dans HUeX((Jl) T(Koy), ou le groupe T(Ko,) est muni de la
topologie v-adique pour chaque v. On dit que T vérifie Uapproxrimation faible
fazible (resp. Uapproxzimation faible faible dénombrable) s’il existe une partie
finie (resp. dénombrable) Sy de Xél) telle que, pour toute partie finie S de Xél)

nintersectant pas Sy, le groupe T(Ky) est dense dans [],cq T(Koy).

Exactement comme dans la section 9 de [CTH15|, dans la section 3 de [HSSz15|
ou encore dans la section 2 du deuxiéme chapitre de cette thése, on peut com-
prendre ’obstruction a 'approximation faible :

Théoréme 3.7. Soit T un Ky-tore de module de caractéres T et de tore dual T'.
On note T(Ky) l'adhérence de T(Ko) dans [] _ .o T(Ko)-
0

(1) Supposons d = —1 (par exemple k = C). On a la suite exacte :

0—T(Ky) — [] T(Kow) = (Ko, T))” — (II*(K,, T))” — 0.

vEXé1>

Le tore T wvérifie toujours Uapprozimation faible faible, et il vérifie ’approxima-

~

tion faible si, et seulement si, II1*(Ky, T) = 112 (Ky, T).
(ii) Supposons que d =0 (par exemple k = C((t))). On a la suite exacte :

0= T(Ky) = [] T(Kow) — (I (Ko, T))P — (II*(K,, T"))” — 0.

UEX(()l)

Le tore T vérifie l'approzimation faible si, et seulement si, I* (Ko, T") = 112 (Ko, T").
Le tore T wvérifie 'approximation faible faible si, et seulement si, le groupe de
torsion T2 (Ko, T") est de type cofini. Le tore T wvérifie Uapprozimation faible
faible dénombrable si, et seulement si, le groupe de torsion 1112 (Ky, T") est dé-
nombrable.

Démonstration. (Esquisse). Voici les grandes étapes pour (i) :
1. Pour F un Gal(Kj/Kp)-module fini, on établit une suite exacte :

HY(Ky, F') — PY Ky, F') = H(K,, F)”

ou F' = Hom(F, u,) et P'(Ky, ") est le produit restreint des H'(Kj,, F') pour
v € XU par rapport aux H'(O,, F').

2. En dualisant la suite exacte précédente, on montre que, pour F un Gal(K§/Ky)-
module fini et S une partie finie de Xél), on a une suite exacte :

H' (Ko, F) = [ [ H (Ko, F) = TI§(K,, F')P — T (K, F')” = 0,

vES

ou IIT§( Ky, M) = Ker (Hl(KO, M) — Hvex<1>\s HY(Ky.,, ]\/[)) pour chaque mo-
0
dule galoisien M.
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3. L’exploitation de la suite exacte précédente avec ' = p,, permet de montrer que
I%(Koy,Z) = I?(Ky,Z). D’aprés le théoréme 2.8, ¢’est un groupe de torsion
de type cofini divisible. De plus, I'é¢galité [1%(Ky, Z) = UI*(Ky, Z) permet de
vérifier que le théoréme est vrai pour les tores quasi-triviaux.

4. Comme le théoréme est vrai pour les tores quasi-triviaux, le lemme d’Ono (théo-
réme 1.5.1 de [Ono61|) permet de supposer que 7" admet une résolution :

0O—-F—=R—->T—0

avec F fini et R tore quasi-trivial. Cela donne un diagramme commutatif :
R(K)) T(Ky) HY (Ko, F) 0

| | |

HUeS R(KO,U) - HUeS T<K07v) - HveS H' (KO,Ua F) —0

| ! |

0 —— I%(Ky, R)P —— MI%(K,, T) 1T (Ko, F') 0.

Les deux premiéres lignes sont bien sir exactes, et on peut montrer que la
troisiétme l’est aussi grace a 'étape 3. En utilisant encore I’étape 3, une chasse
au diagramme permet, d’établir une suite exacte :

0 T(Ko)s = [[ T(Ko.) = (I35, 7)),

ot T(Ky)s désigne I'adhérence de T'(Ky) dans [], ¢
limite projective sur S, on obtient I'exactitude de :

T(Ky,). En passant a la

0= T(Ky) = [ T(Kon) — (Ko, T))".

vEXél)
5. L’exactitude de

[T 7(500) = (2K, T))P — (IT*(K,, T))” = 0

UEXél)
s’obtient en dualisant la suite exacte :

0 — II*(Ko, T) — W% (Ko, T) = € H* (Ko, T).

vEXél)
6. De la suite exacte :

0—T(Ky) — |] T(Kow) = (II(Ko, T))” — (II*(Ko, T))” — 0

veXél)

on déduit que T vérifie 'approximation faible si, et seulement si, I1%( Ko, T) =
12 (Ko, T). et quil vérifie Papproximation faible faible si, et seulement si,
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I112(K,, T) est d’indice fini dans 112 ( Ko, T). En utilisant une résolution flasque
de T, on peut montrer que 1112 (K,,T) = IH%T(KO, T), ou St désigne I’ensemble
des places v € Xél) de mauvaise réduction de T'. Ainsi, I11*( Ky, T) est toujours

d’indice fini dans II12 (K, T) et T vérifie lapproximation faible faible.
[l

Remarque 3.8. e La preuve de (ii) est similaire.

e Comme dans la remarque 2.9, on pourrait obtenir un résultat pour 'approxi-
mation faible dans le cas ol d est quelconque en faisant intervenir les complexes
de Bloch.
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Dualité et principe local-global sur les corps de fonctions

Mots-clefs : corps de fonctions, dualité arithmétique, groupes algébriques, principe local-global, tor-
seurs, approximation faible, cohomologie galoisienne, corps locaux supérieurs, anneaux locaux de di-
mension 2.

Dans cette thése, nous nous intéressons & l’arithmétique de certains corps de fonctions. Nous
cherchons & établir dans un premier temps des théorémes de dualité arithmétique sur ces corps, pour
les appliquer ensuite a ’étude des points rationnels sur certaines variétés algébriques.

Dans les trois premiers chapitres, nous travaillons sur le corps des fonctions d’une courbe sur
un corps local supérieur (comme Q,, Q,((¢)), C((¢)) ou C((¢))((w))). Dans le premier chapitre, nous
établissons sur un tel corps des théorémes de dualité arithmétique « & la Poitou-Tate » pour les mo-
dules finis, les tores, et méme pour certains complexes de tores. Nous montrons aussi ’existence, sous
certaines hypothéses, de certaines portions des suites exactes de Poitou-Tate correspondantes. Ces
résultats sont appliqués dans le deuxiéme chapitre & ’étude du principe local-global pour les algébres
simples centrales, de ’approximation faible pour les tores, et des obstructions au principe local-global
pour les torseurs sous des groupes linéaires connexes. Dans le troisiéme chapitre, nous nous penchons
sur les variétés abéliennes et établissons des théorémes de dualité arithmétique « & la Cassels-Tate ».
Cela demande aussi de mener une étude fine des variétés abéliennes sur les corps locaux supérieurs.

Dans le quatriéme et dernier chapitre, nous travaillons sur les corps des fractions de certaines al-
gébres locales normales de dimension 2 (typiquement C((z,y)) ou F,,((z,y))). Nous établissons d’abord
un théoréme de dualité en cohomologie étale « a la Artin-Verdier » dans ce contexte. Cela nous permet
ensuite de montrer des théorémes de dualité arithmétique en cohomologie galoisienne « & la Poitou-Tate
» pour les modules finis et les tores. Nous appliquons finalement ces résultats & I’étude de ’approxima-
tion faible pour les tores et des obstructions au principe local-global pour les torseurs sous des groupes
linéaires connexes.

Duality and local-global principle over function fields

Keywords : function fields, arithmetic duality, algebraic groups, local-global principle, torsors, weak
approximation, Galois cohomology, higher-dimensional local fields, 2-dimensional local rings.

In this thesis, we are interested in the arithmetic of some function fields. We first want to establish
arithmetic duality theorems over those fields, in order to apply them afterwards to the study of rational
points on algebraic varieties.

In the first three chapters, we work on the function field of a curve defined over a higher-dimensional
local field (such as Q,, Q,((¢)), C((¢)) or C((t))((w))). In the first chapter, we establish "Poitou-Tate
type" arithmetic duality theorems over such fields for finite modules, tori and even some complexes of
tori. We also prove the existence, under some hypothesis, of parts of the corresponding Poitou-Tate
exact sequences. These results are applied in the second chapter to the study of the local-global prin-
ciple for central simple algebras, of weak approximation for tori, and of obstructions to local-global
principle for torsors under connected linear algebraic groups. In the third chapter, we are interested in
abelian varieties and we establish "Cassels-Tate type" arithmetic duality theorems. To do so, we also
need to carry out a precise study of abelian varieties over higher-dimensional local fields.

In the fourth and last chapter, we work on the field of fractions of some 2-dimensional normal local
algebras (such as C((z,y)) or F,((x,y))). We first establish in this context an "Artin-Verdier type"
duality theorem in étale cohomology. This allows us to prove "Poitou-Tate type" arithmetic duality
theorems in Galois cohomology for finite modules and tori. In the end, we apply these results to the
study of weak approximation for tori and of obstructions to local-global principle for torsors under
connected linear algebraic groups.
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