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Titre :  De l’impureté Kondo aux états liés dans les supraconducteurs

Mots clés : supraconductivité, transport quantique, impuretés magnétiques, effet Kondo, 
topologie

Résumé : Dans  cette  thèse,  je  me  suis
principalement intéressé aux effets liés aux
impuretés magnétiques  dans  les  métaux et
supraconducteurs. Dans le premier chapitre
je  présenterai  l’effet  Kondo,  celui-ci  se
produit  lorsqu’une  impureté  magnétique
présente  un  couplage  antiferromagnétique
avec le métal qu’elle pollue. Les électrons
forment  alors,  à  suffisament  basse
température,  un  nuage  écrantant  le
magnétisme  de  l’impureté.  Le  deuxième
chapitre portera  sur les états  de Yu-Shiba-
Rusinov  produits  par  des  impuretés
magnétiques dans un supraconducteur. Dans
ce cas,  l’impureté brise  localement  l’ordre
supraconducteur  et  un  état  quantique  est
crée à l’intérieur du gap.

Certains  matériaux  dits  topologiques
peuvent  comporter  des  états  quantiques
protégés  à  leurs  bords  contre  les
perturbations  extérieures.  Dans  les  deux
derniers  chapitres,  je  présenterai  les
propriétés  des  supraconducteurs
topologiques et leurs états de bords. Dans le
troisième  chapitre  je  présenterai  les
différentes  phases  topologiques  que  peut
comporter  un  supraconducteur  avec  un
paramètre  d’ordre  complexe  mélangeant
ondes  p  et  s  en  présence  d’un  champ
Zeeman.  Dans  le  quatrième  et  dernier
chapitre je présenterai une étude des états de
bords  que  peut  comporter  ce  type  de
supraconducteurs. 

Title : From the Kondo impurity to bounds states in superconductors

Keywords : superconductivity, quantum transport, magnetic impurities, Kondo effect, 
topology

Abstract  : In  this  thesis,  I  was  mainly
interested in the effects related to magnetic
impurities  in  metals  and superconductors.
In the first chapter I will present the Kondo
effect, this effect occurs when a magnetic
impurity  exhibits  an  antiferromagnetic
coupling with the metal that it pollutes. The
electrons  then  form,  at  a  sufficiently  low
temperature,  a  cloud  screening  the
magnetism  of  the  impurity.  The  second
chapter  will  focus  on  the  states  of  Yu-
Shiba-Rusinov  products  by  magnetic
impurities in a superconductor. In this case,
the  impurity  locally  breaks  the
superconducting order and a quantum state
is created inside the gap.

Some so-called topological  materials  may
include  quantum  states  protected  at  their
edges against external perturbations. In the
last  two  chapters,  I  will  present  the
properties  of  topological  superconductors
and their edge states. In the third chapter I
will present the different topological phases
that  can  include  a  superconductor  with  a
parameter of complex order mixing waves
p and s in the presence of a Zeeman field.
In the fourth and last chapter I will present
a  study  of  the  states  of  edge  that  may
include this type of superconductors.
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Introduction

Depuis les révolutions conceptuelles et techniques apportées par la physique quantique,
les physiciens n’ont cessé d’essayer de comprendre et d’exploiter les phénomènes quan-
tiques. La physique quantique décrit la matière à l’échelle microscopique. Ses effets ne
sont en général pas présents à l’échelle humaine et les dispositifs expérimentaux faisant
intervenir cette physique font la plupart du temps appel à une haute technicité.

La physique de la matière condensée correspond à l’étude de la matière en interaction
et apparaît, de ce fait, comme un très bon substrat pour tester les effets liés à la phy-
sique quantique. À très basse température, les électrons de conduction présents dans
certains matériaux cristallins forment un “bain”, image selon laquelle les électrons rem-
plissent un “réservoir” jusqu’à un certain niveau d’énergie : le niveau de Fermi. Les
excitations dans ce bain électronique se comportent comme des quasi-particules. Ces
quasi-particules qui suivent les lois de la mécanique quantique, possèdent des propriétés
variant selon les matériaux et peuvent aussi être influencées par les champs électroma-
gnétiques extérieurs. D’autre part les électrons de conduction peuvent, dans certain cas,
former un état cohérent. C’est le cas de la supraconductivité où les électrons s’apparient
deux à deux et partagent une propriété quantique commune sur des longueurs pouvant
être macroscopique. Ces quasi-particules peuvent être mesurées à travers des dispositifs
électroniques variés, rendant l’étude de leurs propriétés quantiques plus facile. Tout ceci
confie à la matière condensée un lot d’atout pour étudier et exploiter les phénomènes
quantiques.

Comme le souligne le titre de ma thèse, je me suis intéressé aux effets liés aux impuretés.
Bien que leur présence soit généralement vue comme néfaste, elles peuvent parfois amener
de nouvelles propriétés au matériau hôte (comme c’est le cas notamment pour les semi-
conducteurs). Dans les deux premiers chapitres je montrerai que le couplage entre des
impuretés et des matériaux hôtes, ayant des propriétés et des degrés de liberté différents,
peut faire émerger de nouveaux états dans le substrat initial. Dans le premier chapitre je
présenterai l’effet Kondo, celui-ci se produit lorsqu’une impureté magnétique présente un
couplage antiferromagnétique avec le métal qu’elle pollue. Les électrons forment alors,
à suffisament basse température, un nuage écrantant le magnétisme de l’impureté. Le
deuxième chapitre portera sur les états de Yu-Shiba-Rusinov produits par des impuretés
magnétiques dans un supraconducteur. Dans ce cas, l’impureté brise localement l’ordre
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supraconducteur et un état quantique est crée à l’intérieur du gap.

Comme illustré par le dernier prix Nobel de physique attribué à David J. Thouless,
F. Duncan M. Haldane et J. Michael Kosterlitz, l’application des notions de topologie
constitue une avancée majeure en matière condensée. La topologie consiste en l’étude des
propriétés conservées sous l’effet de déformations continues du système considéré : on
parle alors d’invariants topologiques. Ainsi certains matériaux dits topologiques peuvent
comporter des états quantiques protégés à leurs bords contre les perturbations exté-
rieures. Dans les deux derniers chapitres, je présenterai les propriétés des supraconduc-
teurs topologiques et leurs états de bords. Dans le troisième chapitre je présenterai les
différentes phases topologiques que peut comporter un supraconducteur avec un para-
mètre d’ordre complexe mélangeant ondes p et s en présence d’un champ Zeeman. Dans
le quatrième et dernier chapitre je présenterai une étude des états de bords que peut
comporter ce type de supraconducteurs. Cette thèse est organisée en quatre chapitres
décrits ci-dessous.

Chapitre 1 : Effet Kondo en présence de polarisation magnétique : Dans ce
chapitre, nous introduirons tout d’abord l’effet Kondo en suivant une approche historique
avant de présenter le groupe de renormalisation numérique, qui permet une description
quasi-exacte de cet effet. L’effet Kondo est un cas unique où le couplage de deux différents
degrés de liberté (celui du spin des impuretés magnétiques et celui des électrons de
conduction) change les propriétés des deux protagonistes. En effet, il suffit d’une faible
quantité d’impuretés magnétiques pour qu’à basse température la résistivité du matériau
augmente drastiquement et, parallèlement à cela, les impuretés vont perdre leur caractère
magnétique. Ensuite, afin de décrire des expériences de microscopie par effet tunnel
(STM) sur des atomes magnétiques, nous nous intéresserons au calcul du courant dans
ce type de géométrie. Ceci nous permettra d’analyser des mesures spectroscopiques de
l’effet Kondo en présence d’une polarisation magnétique, montrant la très forte sensibilité
de l’effet Kondo à cette polarisation.

Chapitre 2 : États de Yu-Shiba-Rusniov : Ce chapitre porte sur les états de Yu-
Shiba-Rusinov (YSR). Ce sont des états électroniques localisés dans les supraconducteurs
et dont l’énergie se trouve à l’intérieur du gap supraconducteur ; ils se forment autour
d’impuretés magnétiques. Dans un premier temps, j’introduirai la supraconductivité à
travers le formalisme de champ moyen de Bogoliubov-de Gennes. Je présenterai ensuite
le théorème d’Anderson afin d’illustrer l’importance de la symétrie par renversement du
temps dans les supraconducteurs en onde s. En effet, c’est en brisant cette symétrie que
l’état de YSR peut se former. Je présenterai ensuite des techniques analytiques et nu-
mériques utiles à la résolution spatiale et énergétique des états de YSR. J’analyserai des
données expérimentales mesurant ces états dans un supraconducteur à deux dimensions :
le disélénure de Nobium (NbSe2). Je montrerai dans ce chapitre que la dimensionnalité
du matériau joue un rôle important dans l’extension spatiale des états de YSR un ordre
de grandeur plus grand à deux dimensions que ceux observés en trois dimensions.
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Chapitre 3 : Supraconducteurs en présence de structures magnétiques et
propriétés topologiques : Ce chapitre porte sur les supraconducteurs topologiques
en présence de champ magnétique. Dans un premier temps, j’introduirai les notions
de topologie dans les supraconducteurs à travers le modèle de Kitaev à une et deux
dimensions. Je présenterai ensuite les différentes phases topologiques que peuvent pré-
senter un supraconducteur en ondes s et en ondes p en présence d’un champ Zeeman.
Nous verrons que pour un supraconducteur à dominance en ondes s (et donc trivial) le
champ Zeeman peut malgré tout amener le système vers une phase hélicale faiblement
topologique.

Chapitre 4 : Cluster magnétique et supraconductivité avec un paramètre
d’ordre hybride de type singulet-triplet : Ce chapitre portera sur l’étude des
états de bords créés par un cluster magnétique. Dans un premier temps je présenterai
un modèle numérique permettant la simulation de ces états de bord dans une géométrie
à symétrie circulaire. Puis, à partir de ce modèle, j’étudierai les diverses situations pos-
sibles pouvant amener des états de bord. Je finirai ce chapitre par l’analyse de données
expérimentales obtenus par microscopie STM. Des signatures probantes de transitions
topologiques ont été observées au voisinage d’un amas de cobalt coincé entre un film
bidimensionnel de plomb et un substrat isolant de silicium (Pb/Co/Si(111) ). Les simu-
lations numériques que je présenterai ont pour but la reproduction des faits saillants de
ces résultats expérimentaux.
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Chapitre 1

Effet Kondo en présence de
polarisation magnétique

Certains métaux dont les métaux nobles (cuivre, or) ne deviennent pas supraconducteur
à basse température, mais leur résistance décroit jusqu’à une valeur finie dépendant du
nombre de défauts du métal. Cependant ce comportement change de manière drastique
lorsque des impuretés magnétiques polluent le matériau. Plutôt que d’arriver à satu-
ration, la résistance électrique atteint un minimum avant d’augmenter de nouveau, la
température correspondante au minimum de résistance est appelée température Kondo
(Figure 1.1). Depuis les années 1930, de nombreuses mesures expérimentales mirent en
évidence cette anomalie, mais ce n’est qu’en 1964 qu’une explication théorique satis-
faisante à été fournie par J. Kondo [38]. Dans ce chapitre, j’introduirai l’effet Kondo à

Figure 1.1 – Schéma de la résistance en fonction de la température. Trait plein : métal sans
impuretés magnétiques, tiret : métal avec impuretés magnétiques

travers les différentes avancées historiques qui permirent sa compréhension et je présente-
rai ensuite le formalisme de Keldysh permettant de résoudre des systèmes hors-équilibre
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[30, 35]. Ce formalisme me permettra d’interpréter les expériences effectuées à l’aide
d’un microscope à effet tunnel (STM) en régime de contact sondant des impuretés ma-
gnétiques [41, 43]. Enfin je présenterai le travail réalisé en collaboration avec une équipe
d’expérimentateurs basée à Strabourg sur l’effet Kondo en présence de polarisation ma-
gnétique montrant que celui-ci est très sensible à la polarisation de spin.

1.1 Introduction à l’effet Kondo

Les premiers travaux théoriques amenant une compréhension de l’effet Kondo ont com-
mencé en 1960 par le travail de P. W. Anderson sur les impuretés magnétiques dans
les métaux [6]. Les atomes possèdent des propriétés magnétiques lorsque l’alignement
des spins des électrons de valence est privilégié à l’anti-alignement. Généralement ce
mécanisme se produit lorsque la répulsion coulombienne pénalise la double occupation
d’une orbite, les électrons se répartissent alors sur deux orbites avec deux spins alignés .
Ce mécanisme implique une forte répulsion coulombienne, c’est pourquoi il se retrouve
majoritairement sur les atomes dont les électrons de valence sont portés par l’orbitale
d. Pour décrire les atomes magnétiques couplés au électrons de conduction, Anderson
proposa un mécanisme simple appelé le couplage s−d.

Supposons un moment magnétique 1/2 porté par une orbitale d d’une impureté, d’énergie
ξd située en dessous du niveau de Fermi. Un niveau d’énergie électronique est souvent
occupé par deux électrons de spins opposés, cependant les orbitales d sont plus localisées
que les s et p et permettent une plus grande répulsion coulombienne. Ainsi la double
occupation du site a un coût énergétique ξd+U au dessus du niveau de Fermi et l’atome
se voit porter un spin 1/2, le spin de l’électron de son orbitale de valence.

Le modèle d’Anderson consiste à résoudre le hamiltonien de l’orbitale d de l’impureté
magnétique en contact avec les électrons de conduction du métal HAnd = H0+Himp+Ht.
Le hamiltonien des électrons de conduction H0 s’écrit

H0 =
∑
kσ

ξkc
†
kσckσ, (1.1)

où c†kσ (ckσ) correspond à l’opérateur création (annihilation) des électrons de conduction,
et ξk l’énergie de l’électron de conduction de moment k. Le hamiltonien de l’impureté
Himp s’écrit

Himp =
∑
σ

ξdd
†
σdσ + Und↑nd↓, (1.2)

où l’orbitale d a pour opérateur de création (annihilation) d†σ(dσ), et où U correspond à
la répulsion coulombienne. Enfin le terme de couplage entre l’impureté et les électrons
de conduction s’écrit :

Ht =
∑
kσ

(Vkdd†σckσ + h.c.). (1.3)
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où Vkd correspond au terme de saut entre l’orbitale d et les électrons de conduction de
moment k.

Ce hamiltonien n’est pas directement soluble. Dans un premier temps, il nous est possible
d’utiliser l’approximation en champ moyen. Celle-ci nous permettra notamment de dé-
terminer si l’impureté reste magnétique, même en contact avec le métal. L’approximation
champ moyen consiste à approximer les opérateurs nd par leur valeurs moyennes :

Und↑nd↓ ' U〈nd↑〉nd↓ + U〈nd↓〉nd↑ − U〈nd↑〉〈nd↓〉. (1.4)

Nous pouvons maintenant résoudre les équations de mouvement du hamiltonien, nous
obtenons alors la fonction de Green retardée de l’impureté

GRd↑(ω) = 1
ω − ξd − U〈nd↓〉 − ΣR(ω) , (1.5)

où ΣR(ω) correspond à la self-énergie :

ΣR(ω) =
∑
k

|Vkd|2

ω − ξk + iη
. (1.6)

La self-energie se calcule facilement si l’on suppose Vkd indépendant de k :

ΣR(ω) ' Γ
π

ln |D + ω + µ

D − ω − µ
| − iΓ/2, (1.7)

où Γ = πν|Vd|2 où ν est la densité d’états à l’énergie de Fermi et où nous supposons
que ν(E) est constante sur la largeur de bande D. La partie réelle de la self-energie ap-
porte une renormalisation du niveau d’énergie de l’impureté. Γ, appelé largeur de bande,
déterminera l’élargissement des niveaux d’énergie. Il nous reste maintenant à résoudre
〈ndσ〉, l’occupation moyenne des niveaux d’énergie up et down de l’impureté.

〈nd↑〉 = 〈c†d↑cd↑〉 = −iG<d↑(t = 0) = −i
∫ ∞
−∞

dω

2πG
<
d↑(ω)

= −i
∫ ∞
−∞

dω

2πAd↑(ω)nF (ω) ,
(1.8)

où G<d est la fonction de Green lesser et où Ad = −2 ImGRd est la fonction spectrale.
Prenant la limite basse température nous trouvons :

〈nd↑〉 = 1
2 −

1
π

tan−1
(
ξd +ReΣR + U〈nd↓〉

Γ

)
. (1.9)

Nous obtenons la même équation pour nd↓, celle-ci peut se réécrire :

cot(π〈ndσ〉) = ξd +ReΣR + U〈ndσ̄〉
Γ . (1.10)
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Ce système à deux équations nous donne l’occupation de l’orbitale d, en particulier
il nous renseigne sur la magnétisation de l’impureté, à savoir s’il existe des solutions
〈nd↑〉 − 〈nd↓〉 6= 0, différente de la solution triviale 〈nd↑〉 = 〈nd↓〉. Pour la limite U � Γ
et ξd ∼ −U

2 nous trouvons que le système est polarisé i.e. |〈nd↑〉 − 〈nd↓〉| ∼ 1.

Pour résumer, en traitant le système en champ moyen on remarque que l’impureté reste
magnétique lorsque le couplage Γ reste suffisamment petit. Les états de l’orbitale d, sim-
plement et doublement occupés, sont élargis par le couplage aux électrons de conduction
et l’aimantation se retrouve atténuée quand ces élargissements recouvrent le niveau de
Fermi (voir figure 1.2). Ce traitement en champ moyen nous renseigne correctement sur
la magnétisation de l’impureté, mais néglige les fluctuations quantiques, ainsi il ne nous
renseigne pas sur l’état fondamental du système.

Figure 1.2 – (a) Schéma des électrons de conduction et des niveaux d’énergie de l’impureté
sans couplage. (b) Fonction spectrale des niveaux d’énergie de l’impureté élargie par le
couplage aux électrons de conduction.

En 1964 J.Kondo proposa un hamiltonien effectif couplant un spin au bain électronique
[38] :

H =
∑
kσ

ξkc
†
kσckσ + J

2N
∑
k,k′

~S.~σαβ c
†
kαck′β , (1.11)

où ~S correspond au spin de l’impureté. Les électrons ressentent un effet Zeeman selon la
direction du spin et peuvent aussi échanger leur spin avec celui de l’impureté. Résolvant
le hamiltonien jusqu’au troisième ordre en théorie de perturbation, J. Kondo montra
que la résistivité du modèle diverge de manière logarithmique lorsque la température
tend vers zéro. D’autres calculs impliquant la théorie du groupe de renormalisation
[30, 1, 7] montrent un nouvel état électronique en dessous d’une certaine température,
la température Kondo. La relation entre J et Tk est alors :

TK ∝
EF
kB

exp− 1
Jρ0

, (1.12)
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où EF est l’énergie de Fermi, et où ρ0 est la densité d’états à l’énergie de Fermi. Lorsque
la température est en dessous de la température Kondo, le spin de l’impureté se trouve
écranté par les électrons de conduction et forme un état singulet de spin total nul,
1/
√

2(| ⇓, ↑〉 − | ⇑, ↓〉) où ⇓,⇑ correspondent au spin total des électrons de conduction
et où ↑, ↓ correspondent au spin de l’impureté. L’extension typique du nuage d’électrons
entourant l’impureté est λFEF /(kBTK) avec λF la longueur d’onde de Fermi. Bien que
ce nuage d’électrons écrantant l’impureté n’ait jamais été directement observé, il a pour
effet une augmentation considérable de la diffusion des électrons de conduction autour
de l’impureté ; ce qui explique l’augmentation logarithmique de la résistance en dessous
de la température Kondo Tk.

En 1966, J. R. Schrieffer and P. A. Wolff donnèrent la preuve de l’équivalence entre
le hamiltonien d’Anderson et celui de Kondo pour un couplage au métal faible ( i.e.
Γ/U,Γ/|ξd| � 1), ces deux modèles étant reliés par une transformation canonique [70].
Ils donnèrent ainsi une relation entre J/N , la force d’échange entre électrons et spin du
modèle Kondo et les paramètres du hamiltonien d’Anderson :

J

N
= 2 |Vd|2U

ξd(ξd + U) . (1.13)

J est de l’ordre de l’électron-volt et a une valeur négative due au couplage antiferro-
magnétique entre l’impureté et les électrons de conduction. Plus tard en 1978 F.D.M.
Haldane proposa un calcul analytique résolvant la température de Kondo à partir du
modèle d’Anderson via la théorie de renormalisation [28] :

TK =
√

ΓU/2 exp
[
−πξd(ξd + U)

2ΓU

]
. (1.14)

Enfin, de l’effet Kondo résulte une résonance dans la densité d’états autour de l’énergie
de Fermi de largeur kBTK nommée la résonance de Abrikosov-Suhl-Kondo (ASK) [Fig
1.3]. En effet, un processus virtuel permet à un électron de conduction situé au niveau
de Fermi et à l’électron situé sur le niveau d de l’impureté, d’échanger leur position
lorsqu’ils sont de spins opposés. À basse température, c’est ce processus qui crée un état
cohérent : l’état singulet formé par l’électron de l’impureté et le nuage écran électronique.
Cette résonance se trouve au niveau de l’énergie de Fermi et a pour largeur kBTK car
le processus a besoin d’un électron et d’un trou disponible à la même énergie. Le calcul
de la distribution précise de la résonance ASK ne peut se faire que numériquement, une
explication sera donnée dans la section 1.3.
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Figure 1.3 – Schéma des électrons de conduction en contact avec l’impureté, à droite, la
densité d’états de l’impureté.

1.2 Transport électronique hors-équilibre à travers des boites
quantiques

À travers cette section nous relierons les mesures expérimentales aux formules théoriques
à travers le formalisme de Keldysh. Les fonctions de Green sont de bons outils pour
traiter les problèmes à plusieurs particules avec ou sans interaction : elles permettent
un traitement en perturbation des problèmes non directement solubles. Le formalisme
de Keldysh quant à lui permet de traiter ces fonctions de Green dans les systèmes hors-
équilibre. Nous appliquerons par la suite ce formalisme afin de calculer le courant entre
deux systèmes de potentiel chimique différents.

1.2.1 Formalisme de Keldysh

Le formalisme de Keldysh est à l’origine une méthode traitant les hamiltoniens dépen-
dants en temps, hamiltoniens dont on ne peut a priori calculer l’état fondamental à
l’instant t. Il est aussi utilisé pour traiter les hamiltoniens décrivant les systèmes hors-
équilibre, ceux-ci sont alors considérés comme à l’équilibre à l’instant t = −∞ puis su-
bissent des perturbations amenant le système à un état hors équilibre à l’instant t = 0.
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Pour décrire notre système nous utiliserons le hamiltonien générique :

H = H0 + V, (1.15)

où H0 est la partie soluble du hamiltonien et où V est la partie que l’on souhaite traiter
en perturbation. En représentation interaction, les opérateurs dépendent du temps à
travers le hamiltonien H0 :

Ô(t) = eiH0tOe−iH0t, (1.16)

les fonctions d’onde dépendent aussi du temps, à travers l’interaction V :

ψ̂(t) = U(t)ψ(0) , (1.17)

où nous définissons U(t) = eiH0te−iHt, l’opérateur évolution. U(t) a pour équation diffé-
rentielle :

∂tU(t) = −iV̂ (t)U(t). (1.18)

En définissant l’opérateur d’ordonnancement temporel T tel que :

T (A(t), B(t′)) = θ(t− t′)A(t)B(t′)± θ(t′ − t)B(t′)A(t) , (1.19)

où ± équivaux à + pour les opérateurs bosoniques et − pour les opérateurs fermioniques,
nous pouvons résoudre U(t) [42]

U(t) = 1 +
∞∑
n=1

(−i)n

n!

∫ t

0
dt1

∫ t

0
dt2...

∫ t

0
dtnT (V̂ (t1)V̂ (t2)...V̂ (tn))

= T exp[−i
∫ t

0
dt1V̂ (t1)].

(1.20)

Nous pouvons définir également l’opérateur S de la sorte :

ψ̂(t) = S(t, t′)ψ̂(t′). (1.21)

On trouve facilement :

S(t, t′) = U(t)U †(t′) = T exp[−i
∫ t

t′
dt1V̂ (t1)]. (1.22)

1.2.2 Fonctions de Green

Nous pouvons définir en seconde quantification la fonction de Green à température
nulle :

Gα,β(t− t′) = −i〈|Tcα(t)c†β(t′)|〉, (1.23)

où c†(c) est l’opérateur de création (annihilation) d’un électron et où l’état |〉 correspond
à l’état fondamental. Nous connaissons seulement l’état fondamental du hamiltonien H0
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que nous noterons |〉0. Nous pouvons formellement relier celui-ci à l’état fondamental du
système par la formule :

|〉 = S(0,−∞)|〉0. (1.24)

Nous pouvons alors réécrire la fonction de Green sous la forme :

Gα,β(t− t′) =
−i 0〈|T ĉα(t)ĉ†β(t′)S(∞,−∞)|〉0

0〈|S(∞,−∞)|〉0
. (1.25)

Ceci est une écriture des fonctions de Green dans le formalisme de Feynman. Cette
écriture permet à l’aide du théorème de Wick de résoudre en perturbation la fonction
de Green ; il suffit pour cela de faire le développement de S(∞,−∞) jusqu’à l’ordre
souhaité. Dans le cas d’un hamiltonien hors-équilibre, cette écriture se trouve gênante,
du fait que 0〈|S(∞,−∞)|〉0 soit mal défini. En effet, en t = −∞ l’état fondamental
est bien défini, nous supposons que l’interaction V est éteinte ce qui relie cet état à H0.
Nous pouvons faire la même supposition en t = +∞ cependant, les interactions qui ont
eu lieu entre temps peuvent avoir affecté l’état fondamental.

Nous allons maintenant présenter l’écriture des fonctions de Green dans le formalisme
de Keldysh. Cette méthode prend son origine dans l’article de L. V. Keldysh en 1964
[35], d’autres articles relatent des méthodes similaires, tel que l’article Konstantinov et
Perel [39] et celui de Schwinger [71]. Cette méthode contourne l’utilisation du terme
0〈|S(∞,−∞)|〉0, elle propose que l’intégrale de temps de la matrice S se fasse de −∞
jusqu’au temps souhaité avant de revenir à −∞ (figure 1.4). L’avantage de cette méthode
est de commencer et de finir le développement de la matrice S avec un état fondamental
connu, celui de H0. Pour les hamiltoniens à l’équilibre cette méthode donne les mêmes
résultats que la méthode de Feynman. Le désavantage de cette méthode est d’employer
six fonctions de Green différentes. En effet la matrice S s’écrit maintenant :

S(−∞,−∞) = Ts exp
[
−i
∫

loop
ds1V̂ (s1)

]
. (1.26)

Le chemin d’intégration suit alors celui dessiné sur figure 1.4. L’opérateur Ts est l’opéra-
teur d’ordonnancement le long de la boucle entière. Utilisant cette matrice S la fonction
de Green s’écrit maintenant simplement :

Gα,β(s− s′) = −i 0〈Tscα(s)c†β(s′)S(−∞,−∞)〉0. (1.27)

Ainsi les temps du contours s et s′ peuvent prendre des valeurs situées sur la branche
haute ou basse du contour, ce qui définit quatre différentes fonctions de Green pour les
mêmes temps réels t et t′ :

Gα,β(t−, t′+) = G>α,β(t− t′) = −i〈cα(t)c†β(t′)〉 ,

Gα,β(t+, t′−) = G<α,β(t− t′) = i〈c†β(t′)cα(t)〉 ,
Gα,β(t+, t′+) = Gtα,β(t− t′) = θ(t− t′)G>α,β(t− t′) + θ(t′ − t)G<α,β(t− t′) ,

Gα,β(t−, t′−) = Gt̄α,β(t− t′) = θ(t′ − t)G>α,β(t− t′) + θ(t− t′)G<α,β(t− t′) ,

(1.28)
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Figure 1.4 – la boucle de temps d’intégration de la matrice S.

nommées dans l’ordre : greater, lesser, ordonnée dans le temps et anti-ordonnée dans le
temps. Nous pouvons aussi relier les fonctions de Green précédentes aux fonctions de
Green retardée et avancée

Grα,β(t− t′) = Gtα,β(t− t′)−G<α,β(t− t′) = θ(t− t′)(G>α,β(t− t′)−G<α,β(t− t′)) ,
Gaα,β(t− t′) = Gtα,β(t− t′)−G>α,β(t− t′) = θ(t′ − t)(G<α,β(t− t′)−G>α,β(t− t′)) .

(1.29)

C’est avec ces fonctions de Green, briques élémentaires, que nous pouvons résoudre des
problèmes hors-équilibre en développant la somme suivante :

Gα,β(s, s′) = −i
∑
n

(−i)n

n!

∫
ds1

∫
ds2 ...

∫
dsn 0〈TsV̂ (s1)...V̂ (sn)cα(s)c†β(s′)〉0 . (1.30)

Prenons comme exemple une perturbation quadratique : V̂ =
∑
α′,β′ tα′β′c

†
α′cβ′ + h.c.,

nous pouvons alors trouver l’équation de Dyson pour un tel système. En appliquant le
théorème deWick, nous pouvons séparer 〈〉 en deux à tous ordres de perturbations :

Gαβ(s, s′) =gαβ(s, s′)− i
∑
n

(−i)n

n! n

∫
dsn

∑
α′β′

tα′β′ 0〈Tscα(s)c†α′(sn)〉0×∫
ds1

∫
ds2 ...

∫
dsn−1 0〈TsV̂ (s1)...V̂ (sn−1)cβ′(sn)c†β(s′)〉0

=gαβ(s, s′) +
∑
α′β′

tα′β′
∫
ds1gαα′(s, s1)Gβ′β(s1, s

′),

(1.31)

où gαβ est la fonction de Green non perturbée du système, solution de H0 et donc connue
(elle est généralement nulle pour α 6= β). Nous obtenons donc une équation de Dyson
pour les temps placés sur le contour. La prochaine étape est d’écrire les fonctions de
Green en intégrales de temps sur l’axe réel, pour cela nous allons présenter et utiliser les
règles de Langreth [29]. Reprenons l’intégrale précédente et imaginons que la fonction
de Green à calculer était de type greater, nous pouvons séparer le chemin de l’intégrale
en deux, la partie haute et la partie basse :∫

ds1gαα′(t−, s1)Gβ′β(s1, t
′+) =

∫ ∞
−∞C+

dt1g
>
αα′(t− t1)Gtβ′β(t1 − t′)

−
∫ ∞
−∞C−

dt1g
t̄
αα′(t− t1)G>β′β(t1 − t′) ,

(1.32)
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où le signe − de la seconde intégrale est dû au fait que l’on intègre de +∞ à −∞. Une
deuxième relation existe, plus pratique et plus souvent utilisée :∫

ds1gαα′(t−, s1)Gβ′β(s1, t
′+) =

∫ ∞
−∞C+

dt1g
>
αα′(t− t1)Gaβ′β(t1 − t′)

+
∫ ∞
−∞C−

dt1g
r
αα′(t− t1)G>β′β(t1 − t′).

(1.33)

ainsi les fonctions de Green ordonnée et anti-ordonnée dans le temps sont peu souvent
utilisées. Pour résumer les règles de Langreth, voici les relation pour D =

∫
C AB :

D< =
∫

(ArB< +A<Ba) ,

D> =
∫

(ArB> +A>Ba) ,

Dr =
∫

(ArBr) ,

Da =
∫

(AaBa) .

(1.34)

1.2.3 Formalisme de Keldysh appliqué à une jonction tunnel

Afin de se familiariser au formalisme, nous allons traiter un cas hors-équilibre simple, le
calcul du courant entre deux électrodes par effet tunnel ; ce cas fut traité en 1970 [14].
Le hamiltonien de départ est celui des deux électrodes non couplées :

H0 =
∑
k

(ξk + eV )c†kLckL +
∑
k

ξkc
†
kRckR, (1.35)

et la perturbation :
V =

∑
k,k′

Wc†kLck′R + h.c. (1.36)

Ainsi nous voulons calculer le courant en fonction de la tension, IL = eṄL. En utilisant
les équations de mouvement, nous trouvons :

IL(t) = ie

h

∑
k,k′

(W 〈c†kL(t)ck′R(t)〉 −W ∗〈c†kR(t)ck′L(t)〉. (1.37)

Nous pouvons faire une transformation de Fourier du système :

IL = e

h

∑
k,k′

∫
dω(WG<kRk′L(ω)−W ∗G<k′LkR(ω)),

= 2e
h

Re(
∑
k,k′

∫
dωWG<kRk′L(ω)).

(1.38)
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Nous cherchons une expression de G<RL(ω). En appliquant les équations de Dyson nous
trouvons les relations suivantes :

GkRk′L(s, s′) =
∫
ds1gkR(s, s1)W

∑
k1

Gk1Lk′L(s1, s
′) (1.39)

GkLk′L(s, s′) = gkL(s, s′) +
∫
ds1gkL(s, s1)W ∗

∑
k1

Gk1Rk′L(s1, s
′). (1.40)

Nous reconnaissons ici des convolutions en intégrales de temps réel, sachant que toutes
les fonctions de Green de Keldysh peuvent s’écrire en fonction de la différence de temps
réel (t − t′). Nous pouvons formellement écrire la transformée de Fourier des équations
précédentes et nous appliquerons, par la suite, les règles de Langreth. En combinant les
deux équations précédentes nous trouvons :∑

kk′

GakR,k′L(ω) =
∑
kk′

gakRWgak′L +
∑

k1k2k3k4

gak1RWgak2LW
∗Gak3Rk4L. (1.41)

Nous pouvons approximer pour les fonctions de Green non perturbées :∑
k

gakL(ω) = iπνL et
∑
k

g<kL = 2iπνLfL(ω), (1.42)

où fL(ω) est la fonction de Fermi et νL est la densité d’états à l’énergie de Fermi pour
l’électrode gauche. Posant ξ =

∑
kk′ g

r
kRWgak′LW

∗ = π2|W |2νLνR nous trouvons la rela-
tion : ∑

kk′

GakR,k′L(ω) =
∑
kk′

gakRWgak′L
1 + ξ

. (1.43)

Nous pouvons aussi résoudre la fonction de Green lesser :

G<RL = (g<RWgaL + grRWg<L )(1 +W ∗GaRL) + grRWgaLW
∗G<RL (1.44)

où nous choisissons la notation GRL =
∑
kk′ GkRk′L(ω). Après simplification :

G<RL = (g<RWgaL + grRWg<L ) 1
(1 + ξ)2 . (1.45)

Finalement, nous obtenons la formule de courant tunnel pour un canal :

IL = 2e
h

∫
dω(fL(ω)− fR(ω)) 4ξ

(1 + ξ)2 . (1.46)

Nous obtenons la relation entre le courant et terme de saut direct entre les deux élec-
trodes.
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1.2.4 Formalisme de Keldysh appliqué au courant circulant à travers
un microscope STM sondant un atome sur une surface

Nous allons maintenant présenter le calcul de Keldysh, ayant pour but de relier la formule
de courant à la fonction de Green retardée. Ce cas fut traité dans de nombreux articles
et à travers de nombreuse approximations [57, 77, 68]. Nous pouvons considérer que le
hamiltonien H0 = HTip +HSub +Hdot est à l’équilibre avec :

HTip =
∑
k

(ξk − µT )c†kT ckT ,

HSub =
∑
k

(ξk − µS)c†kSckS ,

Hdot = ξdc
†
dcd +Hint(nd↑, nd↓) .

(1.47)

La partie hors-équilibre vient à travers les couplages entre ces trois parties. Nous consi-
dérons, dans un premier temps, que le microscope STM est loin du régime de contact.
Dans ce cas nous pouvons approximer le couplage direct pointe surface par un cou-
plage ponctuel [57]. La perturbation que nous allons traiter, celle qui rend le système
hors-équilibre s’écrit alors :

Htunnel = (Wc†T (Rt)cS(R0) + h.c.) + (tc†T (Rt)cd + h.c.) + (V c†S(Rimp)cd + h.c.) . (1.48)

Après transformation de Fourier nous obtenons :

Htunnel =
∑
kTk′S

(Wc†kT ck′S + h.c.) +
∑
kT

(tc†kT cd + h.c.) +
∑
kS

(V c†kScd + h.c.) . (1.49)

Après calculs, [voir Appendice A] nous pouvons relier le courant à la fonction de Green
de l’atome aux différents couplages tunnels. Sachant que le courant sortant de la pointe
(IT = −e〈ṄT 〉) est égal au courant arrivant à la surface (−IS = e〈ṄS〉), nous pouvons
utiliser cette propriété pour éliminer les fonctions de Green G<d (ω).

La formule finale obtenue, qui rejoint le calcul de Ueda et Eto [76] se basant sur le même
modèle, mais pour un autre système, s’écrit :

I =2e
h

∫
dω[fT (ω)− fS(ω)]×{

Tr + Tr(ΓS + ΓT )
(1 + ξ) 2qReGrd(ω) + Tr(ΓS + ΓT )

(1 + ξ) (1− q2) ImGrd(ω)
} (1.50)

où Tr est le coefficient de transmission direct Tr = 4ξ
(1+ξ)2 , ΓT (S) est l’élargissement dû à

la pointe (à la surface) ΓT = πνT t
2, ΓS = πνTV

2 et q est le facteur de Fano,

q = tV

W

(1− ξ)
ΓS + ΓT

. (1.51)
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Le facteur de Fano q traduit l’interférence produit par les deux chemins ayant pour
résultat une asymétrie sur la résonance produite par l’impureté. Cette formule du courant
est exacte pour le hamiltonien décrit ci-dessus. Lorsque le couplage direct tend vers 0,
W ∼ 0, q � 1 et nous retrouvons la formule de Meir-Weingreen [47] :

I = 2e
h

∫
dω[fT (ω)− fS(ω)] 2ΓSΓT

ΓS + ΓT
ImGrd(ω))}. (1.52)

Nous pouvons réécrire le facteur de Fano :

q = 21− (Wπν)2

Wπν

t/V

1 + t2/V 2 . (1.53)

Nous pouvons constater que pour t/V très grand ou très petit, q tend vers 0. De manière
générale, tout ce qui tend à privilégier un des deux chemins d’interférences éloigne q de
la valeur 1.

1.3 Calculs Numériques via le groupe de renormalisation

Ici nous détaillerons la méthode numérique développée par Kenneth G. Wilson [79] afin
de résoudre le hamiltonien d’Anderson via le groupe de renormalisation.

1.3.1 Présentation de la méthode

Nous considérons le hamiltonien H = Hbath + HImp + Ht où Hbath correspond au bain
électronique, HImp à l’impureté et Ht l’interaction entre l’impureté et les électrons de
conduction :

Hbath =
∑
kσ

ξkσc
†
kckσ , (1.54)

HImp =
∑
σ

ξdd
†
σdσ + Ud†↑d↑d

†
↓d↓ , (1.55)

Ht =
∑
kσ

Vk(d†σckσ + c†kσdσ) . (1.56)

Trouver l’état fondamental d’un tel système pour les paramètres (ξ0 < ξF et ξ+U > ξF )
est une chose difficile. En effet, les électrons de conduction autour de l’énergie de Fermi
peuvent échanger leur spin avec l’électron porté par l’orbitale d, via un processus virtuel
impliquant la double occupation de l’orbitale. De plus, nous ne pouvons pas projeter
le système autour des basses énergies. En effet deux échelles d’énergie entrent en jeu
|ξk|, |ξk + U | � kbTK . C’est pour relier ces deux échelles d’énergie que la résolution par
méthode de renormalisation fût développée. Ici, nous détaillerons la méthode numérique
dans le cas le plus simple afin de comprendre la physique sous-jacente à la méthode en
nous basant sur la revue de Bulla et al [13].
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L’influence du bain électronique sur l’impureté est déterminée par la fonction de couplage
∆(ω) :

∆(ω) = π
∑
k

V 2
k δ(ω − ξk). (1.57)

Nous avons donc intérêt à réécrire le hamiltonien en terme des énergies. Par la suite,
pour simplifier la compréhension de la méthode, nous approximerons le terme de saut
comme étant indépendant du vecteur d’onde (Vk = V0) mais aussi la densité électronique
comme étant constante sur la largeur de bande. Nous trouvons alors ∆(ω) = ∆0 = πV 2

0
et nous pouvons réécrire le hamiltonien :

H = HImp +
∑
σ

∫ 1

−1
dε(εa†εσaεσ + V0(f †σaεσ + a†εσfσ)), (1.58)

où nous avons supposé que le couplage Vk était établi pour des énergies situées dans
une largeur de bande D, ξk ∈ [−D,D], le paramètre ε étant l’énergie normalisée ε =
ξk/D.

La technique numérique de groupe renormalisation a pour stratégie les différentes étapes
représentées figure 1.5. Voici les 3 étapes représentées :
a) la division des énergies du bain électronique selon un intervalle logarithmique ;
b) la réduction du spectre continu vers un ensemble d’états discrets ;
c) la transformation du hamiltonien discret en celui d’une chaîne semi-infinie.

−Λ−1 Λ−3 Λ−2 Λ−1−3−Λ−Λ−2 ... ω

∆(ω)

ω
−1

−1 1

1

∆(ω)

ε ε ε ε

t tV t0 1 2

0 1 2 3

b)

a)

c)

Figure 1.5 – Schéma des étapes de la méthode numérique de renormalisation.
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1.3.2 Discrétisation

Nous souhaitons discrétiser le hamiltonien de manière logarithmique sur la variable éner-
gie autour de l’énergie de Fermi. Nous prendrons comme paramètre Λ > 1 et découperons
les régions selon les points d’énergies :

xn = ±Λ−n , (1.59)

où n est un entier positif. Une base complète de fonctions d’onde sur une région xn+1 <
ξ < xn peut s’écrire :

ψnp(ξ) = 1√
dn
e±i2πpξ/dn , (1.60)

où dn = Λ−n(1 − Λ−1) est la longueur en énergie de la région et ou p prend toutes
les valeurs entières. Dans la suite nous considérerons seulement les fonctions d’onde à
p = 0, cette approximation étant valable pour une discrétisation avec un pas faible
(dn � 1). Nous nommerons anσ les opérateurs création de fonctions d’onde ψn0(ξ)
et bnσ les opérateurs de création de fonctions d’onde ψn0(−ξ) (dans la zone d’énergie
négative).

Nous pouvons ainsi trouver le hamiltonien discrétisé :

H =Himp +
∑
nσ

(ξ+
n a
†
nσanσ + ξ−n b

†
nσbnσ)

+ 1√
π

∑
σ

f †σ
∑
n

(γ+
n anσ + γ−n bnσ) + h.c.

(1.61)

Dans le cas ∆(ω) constant nous trouvons ξ+
n = −ξ−n = Λ−n+Λ−n−1

2 soit l’énergie moyenne
du pas et γ+

n = γ−n =
√
dn∆0.

1.3.3 Transformation vers une chaîne

Enfin nous souhaitons transformer le hamiltonien vers une chaîne où seul le premier site
est connecté à l’impureté.

H = Himp + V
∑
σ

(f †σc0σ + c†0σfσ) +
∑
nσ

[ξnc†nσcnσ + (tnc†nσcn+1σ + h.c.)] (1.62)

Cherchant une base orthogonale nous pouvons écrire formellement :

anσ =
∑
m

umncmσ , bnσ =
∑
m

vmncmσ,

cmσ =
∑
n

(umnanσ + vmnvnσ).
(1.63)

où nous pouvons choisir les coefficients umn, vmn réels.

15



Nous pouvons identifier :

1√
π

∑
σ

f †σ
∑
n

(γ+
n anσ + γ−n bnσ) + h.c. = V

∑
σ

(f †σc0σ + c†0σfσ), (1.64)

ainsi que :∑
nσ

(ξ+
n a
†
nσanσ + ξ−n b

†
nσbnσ) =

∑
nσ

[εnc†nσcnσ + (tnc†nσcn+1σ + h.c.)]. (1.65)

L’équation (1.64) nous donne une relation directe pour les opérateurs c0σ. En rajoutant
la condition de normalisation, nous trouvons :

V 2π =
∑
n

(γ+
n )2 + (γ−n )2, (1.66)

Ce qui nous amène à V = V0. Nous en déduisions la relation :

u0m = γ+
m

V
√
π

=
√
dm ; v0m = γ−m

V
√
π

=
√
dm. (1.67)

Cherchant ε0 nous pouvons remplacer dans la partie gauche de l’équation (1.65) les
opérateurs anσ et bnσ par les opérateurs cn et identifier la partie ε0c

†
0σc0σ. Cela nous

donne :
ε0 =

∑
ξ+
n u

2
0m + ξ−n v

2
0m = 0 . (1.68)

Cherchant les valeurs t0,u1m et v1m nous identifions les termes facteurs de c0σ des deux
parties de l’équation (1.65) :

t0c
†
1 =

∑
n

(ξ+
n − ε0)u0na

†
n + (ξ−n − ε0)v0nb

†
n. (1.69)

Ainsi

t20 =
∑
n

(ξ+
n − ε0)2u2

0m + (ξ−n − ε0)2v2
0m = 1

2 ,

u1m = 1
t0

(ξ+
n − ε0)u0m = ξ+

n

√
dn√

2
,

v1m = 1
t0

(ξ−n − ε0)v0m = ξ−n
√
dn√

2
.

(1.70)

Par le même procédé, nous pouvons construire entièrement notre chaîne semi-infinie.
Dans le cas du terme constant ∆(ω) = ∆0, par symétrie, tous les termes εn sont nuls,
aussi dans la limite du nombre n large, le terme de saut tn prend la forme simple
tn = 1

2(1 + Λ−1)Λ−n/2, il décroit exponentiellement en n.
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1.3.4 Diagonalisation itérative

Le hamiltonien étant réduit à celui d’une chaîne semi-infinie, nous pouvons maintenant
le diagonaliser. À chaque maillon de chaîne ajouté, le nombre de degrés de liberté est
multiplié par 4. La diagonalisation se fait de manière itérative afin de garder un nombre
de degrés de liberté (Ns) calculable par ordinateur. Nous pouvons écrire le hamiltonien
de départ :

H0 = Himp +
∑
σ

ε0c
†
0σc0σ + V

∑
σ

(f †σc0σ + c†0σfσ) (1.71)

et le hamiltonien HN où N est le nombre de sites pris en compte :

HN = HN−1 +
∑
σ

εNc
†
NσcNσ + tN (c†N−1σcNσ + h.c.) . (1.72)

La procédure de diagonalisations successives représentée figure 1.6 consiste à diagonaliser
le hamiltonien HN , garder seulement les Ns états les plus proches du niveau de Fermi,
et, enfin, ajouter les couplages du précédent hamiltonien avec le site N+1. La réussite de
cette méthode de calcul repose sur le fait que le terme de saut entre chaque site décroit
exponentiellement, et ainsi couple faiblement les plus hautes énergies aux basses énergies.
Ainsi la troncation des hautes énergies ne gène pas le calcul des basses énergies tant que
l’énergie maximale est bien inférieure au terme de saut (max(En) � tn). La projection
sur une chaîne semi-infinie nous permet donc de séparer le couplage direct entre hautes
énergies et basse énergies et à chaque itération. Les états propres du système sont calculés
dans la bonne gamme d’énergie. Il est alors possible de trouver l’état fondamental du
système de manière numérique, mais aussi la fonction spectrale, ainsi que toutes les
propriétés du système à l’équilibre.

1.3.5 Conclusion

Dans cette section, nous avons présenté brièvement le calcul numérique de la résonance
Kondo par groupe de renormalisation. Afin de conserver le but pédagogique de cette
présentation, les détails techniques ont été écourtés. On peut remarquer que la majeure
partie de la méthode est indépendante du hamiltonien de l’impureté et il est alors facile
de prendre en compte une structure magnétique et d’adapter cette procédure à différents
hamiltoniens. Par la suite pour effectuer tout calcul numérique par groupe de renorma-
lisation nous nous sommes basés sur les codes développés par Rok Zitko (voir le site
www.http://nrgljubljana.ijs.si/).
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troncation

Figure 1.6 – Schéma représentant la diagonalisation itérative de la chaîne semi-infinie

1.4 Résonance Kondo en présence de structures magné-
tiques

Dans cette section, nous présenterons l’étude de l’effet Kondo en présence d’une polari-
sation de spin via un microscope STM [41, 43]. Une résonance Kondo se produit lorsque
les électrons de conduction proches de la surface de Fermi écrantent le spin porté par
une impureté ou par une boite quantique. Cet écrantage est dû à un échange de spins
entre l’impureté et les électrons de conduction d’énergies de l’ordre de kBTK autour de
l’énergie de Fermi. En effet, le processus de spin-flip ne se produit seulement s’il y a
présence d’électrons et de trous de spins opposés à la même énergie. Une polarisation en
spin implique une différence de densité d’électrons de spin opposé autour de l’énergie de
Fermi. On comprend donc que l’effet Kondo soit très sensible à la polarisation de spin,
car celle-ci affecte directement les processus de spin-flip.

Je présente ici un travail réalisé en collaboration avec l’équipe expérimentale de Laurent
Limot de l’IPCMS à Strasbourg. Cette équipe a étudié via un microscope STM l’effet
Kondo d’un atome de cobalt adsorbé sur une surface de cuivre en présence d’une pola-
risation de spin amenée par la pointe de leur microscope. Notre collaboration a montré
une concordance quantitative entre les mesures et les simulations numériques.
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1.4.1 Description du système

Le système étudié est composé d’une impureté adsorbée par un métal et d’une pointe
polarisée. L’impureté adsorbée par le système peut être décrite par le modèle d’Anderson.
L’expérience consiste en un atome de cobalt adsorbé sur une surface de cuivre (Cu100).
De récents calculs par théorie de la fonction densité (DFT) ont montré que l’aimantation
de l’atome de cobalt était dominée par deux orbitales atomiques d [9]. Il a été ensuite
montré par des calculs de groupe de renormalisation numérique (NRG) combiné à ces
résultats de DFT, que retenir seulement l’orbitale d2

z est suffisant pour capturer l’essentiel
du comportement physique [34, 55]. Nous considérerons alors le hamiltonien d’Anderson
à une seule orbitale. Le hamiltonien de ce système complet s’écritH = HAnd+Htip+Htun,
où :

HAnd = εd
∑
σ

nd + Und↑nd↓ +
∑
k,σ

ξkc
†
k,σck,σ +

∑
k,σ

vk(d†σck,σ + h.c.), (1.73)

est le hamiltonien d’Anderson de spin 1
2 . La pointe est décrite par le hamiltonien sui-

vant :
Htip =

∑
k,σ

ξ′k,σa
†
k,σak,σ, (1.74)

où ξ′k,σ correspond à la bande d’énergie des électrons de la pointe participant au trans-
port. Cette bande d’énergie a pour potentiel chimique µS + eV et peut avoir une dépen-
dance en spin du fait du caractère magnétique de la pointe. Enfin Htun décrit le couplage
tunnel entre la pointe et la surface :

Htun =
∑
k,σ

(tkσa†k,σdσ + h.c.) +
∑
k,k′,σ

(wk,k′,σa†k,σck′,σ + h.c.), (1.75)

où tkσ est le couplage entre la pointe et l’atome de cobalt et où wk,k′σ est le couplage
direct entre la pointe et la surface.

1.4.2 Modélisation du système

Afin d’effectuer le calcul NRG de ce système, il est possible de lui appliquer une trans-
formation unitaire et de se rapporter à un système à une seule électrode [24]. Nous
définissons une nouvelle base orthogonale :

αk,σ = tk,σak,σ + vkck,σ
Vk,σ

; βk,σ = tk,σck,σ − vkak,σ
Vk,σ

, (1.76)

où Vk,σ =
√
t2k,σ + v2

k. Le nouvel hamiltonien s’écrit alors :

H = εd
∑
σ

nd + Und↑nd↓ +
∑
k,σ

ξαkσα
†
k,σαk,σ +

∑
k,σ

(Vk,σα†k,σdσ + h.c.)

+
∑
k,σ

ξβkσβ
†
k,σβk,σ +

∑
k,k′,σ

(Wk,k′,σα
†
k,σβk′,σ + h.c.),

(1.77)
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où ξαkσ = (ξkt2k,σ + ξ′k,σv
2
k)/V 2

k,σ et ξβkσ = (ξkv2
k + ξ′kt

2
k,σ)/V 2

k,σ. Nous remarquons que les
opérateurs βk,σ ne sont pas couplés directement à l’impureté. Nous les négligerons dans
notre calcul NRG des fonctions de Green de l’impureté, en gardant seulement la première
ligne de l’équation (1.77). Remarquons que les électrons de conduction de la pointe et
de la surface participent à l’effet Kondo de manière proportionnelle à leur couplage à
l’impureté.

Enfin, nous savons que toute l’information de l’électrode est contenue dans la fonc-
tion

Γσ(ω) = π
∑
k

V 2
k,σδ(ω − ξα,k,σ). (1.78)

Si on suppose le couplage indépendant de k, Vk,σ = Vσ, et la densité d’états constante
autour de l’énergie de Fermi ρα,σ nous pouvons écrire :

Γσ(ω) = πρα,σV
2
σ = Γtσ + Γs , (1.79)

où Γtσ = πρtσt
2
σ et Γa = πρsv

2. Nous pouvons définir la polarisation totale ressentie par
l’impureté P = (Γ↑−Γ↓)/(Γ↑+Γ↓). Ainsi la polarisation totale dépend de la polarisation
de la pointe via l’équation

P = Pt
Γt↑ + Γt↓

Γt↑ + Γt↓ + 2Γs
. (1.80)

On remarque ici que pour que la polarisation de la pointe affecte l’impureté, il faut un
couplage fort entre la pointe et l’impureté. C’est pour cette raison que l’expérience est
réalisée en régime de contact. En effet il fut montré que le couplage Γt variait en fonction
de la distance pointe-atome et était visible sur la résonance Kondo en régime de contact
[16].

En résumé, nous avons simplifié le calcul NRG du système d’une part via une transfor-
mation unitaire réduisant les deux électrodes à une seule et d’autre part en regroupant
toutes les variables dépendantes de spins en une seule : la polarisation totale des élec-
trodes P ressentie par l’impureté. Cette transformation représentée figure 1.7 nous donne
le hamiltonien à résoudre suivant :

H =
∑
k,σ

ξkc
′†
k,σc

′
k,σ + εd

∑
σ

nd + Und↑nd↓ +
∑
k,σ

√
Γ(1 + σP )/(πρ)(d†σc′kσ + h.c.) , (1.81)

où Γ est la fonction de couplage totale Γ = Γs + (Γt↑ + Γt↓)/2.

1.4.3 Calcul de la densité spectrale

Afin de calculer la densité spectrale, nous devons fixer certains paramètres. Des cal-
culs ab-initio ont estimé les paramètres de demi-largeur de bande D et de couplage de
Coulomb U fixes de valeur approximative D = 7eV et U = 2.1eV .
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Ni

Unitary transform

Figure 1.7 – Schéma représentant la transformation unitaire vers un système à une élec-
trode.

À partir du hamiltonien précédent, nous pouvons définir la température de Kondo [30]
pour une polarisation nulle comme :

kBTK =

√
ΓU
2 exp(−|εd|(εd + U)

2ΓU )

=

√
ΓU
2 exp(

−|δ2
d −

U2

4 |
2ΓU ),

(1.82)

où nous avons introduit la variable d’asymétrie énergétique particule-trou δd = ξd+U/2.
Lorsque qu’il y a symétrie particule-trou (δd = 0) le champ magnétique induit par la
polarisation de spin est nul [45]. Cela implique que pour δd = 0 aucun dédoublement de
la résonance Kondo n’est attendu. Si δd est trop grand, le système devient trop éloigné
de la symétrie particule-trou et n’est plus dans le régime Kondo. En effet, une contrainte
importante est imposée à δd par la formule δd/U = 1 − nd. L’occupation du niveau d
doit être proche de 1 pour que le système soit en régime Kondo [84]. Par la suite nous
garderons pour ce rapport une valeur constante de δd/U = 0.15, en accord avec les
données expérimentales.

Ainsi, les deux paramètres restants sont le couplage total de l’impureté aux électrodes
Γ ainsi que la polarisation totale P . Nous prendrons ces deux paramètres Γ et P comme
paramètres d’ajustement afin de faire coïncider données expérimentales et théoriques.
Le couplage Γ, ayant un lien direct avec la température Kondo, agira sur la largeur de la
résonance Kondo ; la polarisation agit sur le dédoublement de la résonance [40, 44, 45] par
un facteur proportionnel ∆ ∝ PΓ. Sur la figure 1.8 nous pouvons voir le dédoublement
progressif du pic Kondo en fonction de la polarisation.

1.4.4 Ajustement des courbes de NRG sur les données expérimen-
tales

Suivant les résultats obtenus dans la section 1.2.4, reliant le courant à la fonction de
Green retardée de l’impureté et aux paramètres de saut, nous pouvons écrire la conduc-
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tance différentielle comme :

dI/dV =
∑
σ

φσ[(q2 − 1) ImGσ(eV ) + 2qReGσ(eV )] + Tr , (1.83)

où Gσ(eV ) est la fonction de Green retardée de l’impureté donnée par le calcul NRG,
φσ l’amplitude de la densité spectrale, q le facteur de Fano et Tr la conductance directe.
Ce sont les paramètres d’ajustement en lien avec les paramètres microscopiques.

— le terme de couplage direct s’écrit :

Tr = 4ξ
(1 + ξ)2 , (1.84)

où ξ = π2ν2w où ν est la densité d’états et où w = wk est le terme de couplage
direct entre la pointe et la surface, supposé constant. Dans l’expérience, ce terme
augmente en fonction de la distance entre pointe et surface, deux régimes sont
possibles : le régime tunnel et le régime de contact. Dans la suite, le point d’ori-
gine de la distance entre la pointe et la surface sera défini au point de transition
entre le régime de contact et le régime tunnel.

— L’amplitude de la densité spectrale s’écrit :

φσ = (1− ξ)2

(1 + ξ)2
2ΓsΓt,σ

Γ(1 + σP ) = φ
1 + σPt
1 + σP

. (1.85)

— Le facteur de Fano s’écrit :

q = w

2tσv
Γ(1 + σP )

(1− ξ) . (1.86)

La définition du facteur de Fano est prise ici comme l’inverse de celle définie dans la
section 1.2.4, ce qui rend la formule plus facile à interpréter, le régime de contact cor-
respondant alors à q ∼ 0.

À travers cette formule, suivant la méthode développé par R. Zitko [83], nous avons
ajusté les courbes des fonctions de Green obtenues par NRG sur les données expérimen-
tales. Les données expérimentales correspondent à la conductance obtenue avec deux
sortes de pointes, magnétiques et non magnétiques. L’ensemble des résultats est résumé
dans les graphiques figure 1.9. Les deux pointes sont recouvertes d’une couche de cuivre
de quelques nanomètres, ainsi le magnétisme de la pointe n’affecte pas directement l’im-
pureté par effet Zeeman et les termes de couplage sont de la même amplitude. La pointe
non-magnétique est constituée de tungstène et la pointe magnétique de nickel. Nous
pouvons remarquer que dans les deux cas, la largeur de la résonance Kondo est du même
ordre de grandeur. Celle-ci varie en fonction de la distance à la surface : en se rappro-
chant de l’atome le couplage pointe atome devient plus important ce qui augmente la
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Figure 1.10 – Évolution de la polarisation et des amplitudes φ↑ et φ↓ en fonction de la
distance pointe-surface.

température Kondo. Nous remarquons aussi que le dédoublement varie en fonction de la
distance à la surface.

L’ajustement des courbes NRG sur les données expérimentales se fait en laissant les
paramètres φσ, Tr q libres, et en minimisant l’écart quadratique entre les deux courbes
pour diverses valeurs de polarisation P et de couplage total Γ. Les polarisations obtenues
sont répertoriées dans le graphique figure 1.10. La polarisation moyenne calculée par
notre méthode est de 15%, reliant ce résultat à la formule de l’amplitude (équation
(1.85)) nous obtenons une polarisation approximative de la pointe de l’ordre de 50% ce
qui est proche de la polarisation du matériau.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté l’effet Kondo dans sa globalité et montré à travers
divers modèles ses propriétés. Nous avons détaillé la méthode de calcul numérique par
groupe de renormalisation du modèle Anderson, ceci nous a permis de prendre en compte
les effets de polarisation de spin du bain électronique. Nous avons ensuite établi le modèle
de notre système (un microscope STM sondant un atome magnétique avec une pointe
polarisée en spin). Nous avons montré que considérer seulement une orbitale de spin 1/2
portée par l’atome suffisait capturer la physique. Enfin nous avons montré qu’il était
possible de regrouper l’ensemble des polarisations du système en un seul paramètre afin
d’effectuer le calcul NRG de la fonction de Green de l’impureté. À travers le formalisme
de Keldysh nous avons exprimé le courant d’un microscope STM à partir de cette fonction
de Green, ceci nous a permis d’ajuster les courbes numériques données par le calcul NRG
aux données expérimentales. Ainsi pour une expérience réalisée avec une pointe STM
magnétique au-dessus d’un atome de cobalt, nous avons pu déterminer la polarisation
ressentie par l’impureté ainsi que la polarisation de la pointe.
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Chapitre 2

États de Yu-Shiba-Rusinov

2.1 Introduction

Coupler des degrés de liberté d’objets classiques à un système quantique peut donner
lieu à de nouvelles fonctionnalités non présentes dans les deux systèmes pris séparément.
L’état de Yu-Shiba-Rusinov (YSR) en est une parfaite illustration. Les états de YSR sont
des états électroniques localisés dans les supraconducteurs et dont l’énergie se trouve à
l’intérieur du gap supraconducteur ; ceux-ci se forment autour d’impuretés magnétiques.
Le traitement classique du spin de l’impureté revient à remplacer ce dernier par un champ
magnétique local qui brise donc l’invariance par renversement du temps. Ce champ donne
donc lieu à une excitation à l’intérieur du gap car il devient plus facile de casser une
paire de Cooper. Ces états liés de YSR peuvent par ailleurs servir de brique élémentaire
pour émuler de la supraconductivité topologique [12, 53, 56].

2.1.1 Supraconductivité

La supraconductivité fut découverte en 1911 par Kamerlingh-Onnes à travers la dispa-
rition de la résistance électrique mesurée sur du mercure en dessous d’une température
critique Tc = 4.2K. En 1933, Meissner et Ochsenfeld ont observé que les supracon-
ducteurs étaient des matériaux diamagnétiques parfaits [48], repoussant complètement
le champ magnétique. Au cours l’année suivante, Gorter et Casimir postulèrent que la
supraconductivité était due à un état superfluide des électrons de conductions [26]. La
théorie de Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS) fut en 1957, le premier modèle microsco-
pique qui décrivit avec succès la supraconductivité [8]. Je donnerai dans cette section
une brève introduction à cette théorie.

La théorie BCS commence en 1956 par les travaux de Cooper [19]. Il remarqua qu’une
faible interaction attractive entre électrons suffisait à rendre les états électroniques
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proches de l’énergie de Fermi instables. Cette théorie peut s’exprimer à travers le hamil-
tonien suivant [11] :

H =
∑
k

ξkc
†
kck − V0

∑
k,k′>kF

c†k′↑c
†
−k′↓c−k↓ck↑, (2.1)

où ξk est la bande électronique du métal et où V0 > 0 est l’interaction attractive entre
électrons. Notre objectif est de trouver l’énergie d’une paire d’électrons que l’on ajoute
au dessus du niveau de Fermi. C’est pourquoi nous ne considérons ici que l’attraction
entre électrons au-dessus du niveau de Fermi. Nous pouvons chercher une solution sous
la forme de l’ansatz suivant :

|ψ〉 =
∑
k

αkc
†
k↑c
†
−k↓|FS〉, (2.2)

où |FS〉 dénote les états de la mer de Fermi. Le calcul de 〈FS|c−k↓ck↑H|ψ〉 obéit à
l’équation :

2αkξk − V0
∑
k′>kF

αk′ = Eαk. (2.3)

Cette équation nous donne une relation pour l’énergie (appliquant une somme sur les
αk) :

1 = V0
∑
k>kF

1
2ξk − E

. (2.4)

Afin de résoudre cette équation, nous incluons un certain cut-off ωD dans l’interaction
attractive, respectant l’échelle d’énergie E � ωD � EF , nous trouvons :

E = −2~ωD exp(− 1
V0ν0

), (2.5)

où ν0 est la densité d’états au niveau de Fermi. Cette énergie étant négative, ce modèle
nous montre qu’une petite attraction entre électrons est suffisante pour que la création
d’une paire de Cooper diminue l’énergie totale. Cette attraction entre électrons est due
à l’interaction électron-phonon dans la plupart des supraconducteurs et l’explication
intuitive est la suivante : lorsqu’un électron se propage dans un cristal, il attire les
ions positifs. Cela crée un champ électrique positif dans son sillage attirant les autres
électrons. On comprend aussi, par cette explication, que les paires formées respectant
la symétrie par renversement du temps soient privilégiées, les deux électrons pouvant
profiter de leurs sillages respectifs.

Nous allons maintenant considérer le système dans l’état supraconducteur, la formation
de paires de Cooper nous suggère un état fondamental de la forme suivante :

|ψBCS〉 =
∏
k

(uk + vkc
†
k↑c
†
−k↓)|0〉. (2.6)

28



Cette écriture permet ainsi de supposer qu’autour de l’énergie de Fermi la condensation
des paires de Cooper donne lieu à une superposition d’états remplis et vides. Nous
cherchons à déterminer les coefficients uk et vk qui résolvent le hamiltonien :

HBCS =
∑
kσ

ξkc
†
kσckσ − V0

∑
kk′

c†k′↑c
†
−k′↓c−k↓ck↑. (2.7)

Souhaitant le résoudre par une approximation de champ moyen, nous supposons que
la fluctuation du nombre de paires de Cooper est assez faible ce qui nous permet
d’écrire :

c†k′↑c
†
−k′↓c−k↓ck↑ = 〈c†k′↑c

†
−k′↓〉c−k↓ck↑ + 〈c†k′↑c

†
−k′↓〉c−k↓ck↑ + cst. (2.8)

Nous pouvons alors écrire le hamiltonien comme :

HBCS =
∑
kσ

ξkc
†
kσckσ −

∑
l

∆c†k↑c
†
−k↓ −∆∗c−k↓ck↑, (2.9)

où ∆ sera le paramètre d’ordre supraconducteur, donné par l’équation :

∆ =
∑
k

V0〈c−k↓ck↑〉. (2.10)

Bien que ce ne soit pas nécessaire, il est commode d’écrire ce hamiltonien à l’aide de
spineur Ak =

(
ck↑, c

†
−k↓

)T
:

HBCS =
∑
kσ

A†k(ξkτz + ∆τx)Ak, (2.11)

où les matrices τ sont les matrices de Pauli et où nous avons choisi arbitrairement la
phase du paramètre complexe ∆ comme étant nulle. La résolution d’un tel hamiltonien
est directe,

Ek =
√

∆2 + ξ2
k ; ψk− =

(
uk
vk

)
; ψk+ =

(
vk
−uk

)
, (2.12)

où ψk± correspondent aux vecteurs propres d’énergies ±Ek avec uk et vk ayant pour
expression :

uk =
√

1
2 + ξk

2Ek
; vk =

√
1
2 −

ξk
2Ek

. (2.13)

Cherchant à construire l’état fondamental, nous réécrivons le hamiltonien dans la base
diagonale, i.e. la base de Bogoliubov γk+ = ψTk+ · Ak et γ†k− = ψTk− · Ak. Dans cette
base :

HBCS =
∑
k±

Ekγ
†
k±γk±. (2.14)

Les opérateurs γ sont des opérateurs fermioniques, l’état fondamental à température
nulle correspond à l’occupation de tous les états d’énergie inférieure à zéro. Nous pouvons
construire cet état en multipliant tous les opérateurs correspondants.∏

k

γk+γk− =
∏
k

vk
∏
k

(uk + vkc
†
k↑c
†
−k↓)|0〉. (2.15)
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Nous retrouvons la même formule de l’état fondamental écrite plus haut à un facteur
près. Nous pouvons remarquer que loin de l’énergie de Fermi, le système se comporte
de manière métallique, Ek ∼ |ξk|, pour des énergies positives : uk ∼ 1 ; vk ∼ 0 et
inversement pour des énergies négatives : uk ∼ 0 ; vk ∼ 1. Nous pouvons résoudre
l’équation du gap (2.10),

∆ =
∑
k

V0〈c−k↓ck↑〉 =
∑
k

V0ukvk(〈γ−k↓γ†−k↓〉 − (〈γ†k↑γk↑〉). (2.16)

Les opérateurs γ étant fermioniques, ils répondent à la statistique de Fermi

∆ =
∑
k

V0ukvk[1− 2nF (Ek)] =
∑
k

V0
∆

2Ek
[1− 2nF (Ek)]. (2.17)

Dans la limite T = 0, Ek > 0 implique nF (Ek) = 0, l’équation auto-cohérente se simplifie
en

1 = V0ν0

∫ ωD

0

dξ√
ξ2 + ∆2 = V ν0 sinh−1

(
ωD
∆

)
. (2.18)

Dans cette section, nous avons introduit la théorie BCS, déterminé son état fondamen-
tal et résolu l’équation du gap. Par la suite, nous montrerons comment les propriétés
supraconductrices sont altérées par les impuretés magnétiques.

2.1.2 Théorème d’Anderson

Le théorème d’Anderson [5] stipule que les perturbations symétriques par renversement
du temps ne peuvent pas altérer un supraconducteur en onde s, en d’autres termes
seules les perturbations magnétiques peuvent briser la supraconductivité singulet. Nous
présenterons ici ce théorème en résolvant un système supraconducteur en présence d’un
potentiel scalaire aléatoire et nous montrerons que ce potentiel n’altère pas le gap su-
praconducteur.

Nous pouvons écrire le hamiltonien de la partie métallique en présence d’un potentiel
aléatoire comme :

H0 =
∑
σ

[∑
k

ξkc
†
kσckσ +

∫
drV (r)ψ†σ(r)ψσ(r)

]
, (2.19)

où ψσ(r) = 1
V

∑
k ckσe

ik.r. La résolution de ce hamiltonien est complexe mais nous pou-
vons toujours écrire formellement la solution comme H0 =

∑
α,σ ξαc

†
ασcασ où ξα ne

dépend pas du spin. Pour un potentiel aléatoire dont la variation reste faible comparée
à la largeur de bande, nous savons que chaque vecteur propre est un état électronique
étendu sur plusieurs longueur de Fermi. Le terme supraconducteur dans l’espace réel
s’écrit :

HS =
∫
dr(∆(r)ψ†↑(r)ψ↓(r) + ∆∗(r)ψ↓(r)ψ↑(r)), (2.20)
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avec la relation,
∆(r) = V0〈ψ↓(r)ψ↑(r)〉. (2.21)

Le changement de base entre les ψ(r) et les cα s’écrit :

ψσ(r) =
∑
α

φα(r)cα,σ , (2.22)

et nous savons que les fonctions φα(r) sont étendues. Ceci produit un effet de moyenne
qui nous permet de supposer le paramètre supraconducteur ∆(r) indépendant de la
position et de le substituer à sa moyenne spatiale,

∆ = 1
Ω

∫
dr∆(r) = 1

V

∫
drV0

∑
α,β

φα(r)φβ(r)〈cα↓cβ↑〉, (2.23)

avec Ω le volume du système. Cependant la base cα est orthogonale cela implique∫
drφα(r)φβ(r) = δαβ ce qui donne directement :

∆ = V0
∑
α

〈cα↓cα↑〉. (2.24)

Le hamiltonien total étant

H =
∑
α,σ

ξαc
†
ασcασ −

∑
α

(∆c†α↑c
†
α↓ + h.c.), (2.25)

nous retrouvons le hamiltonien BCS avec les mêmes paramètres : la supraconductivité
n’est pas affectée par les potentiels ne brisant pas l’invariance par renversement du
temps. Cependant, une perturbation dépendant du spin ne permettrait pas de retrouver
le hamiltonien BCS, les fonctions φα↑(r) et φβ↓(r) ne seraient plus orthogonales. Nous
pouvons conclure que seuls les structures magnétiques peuvent changer les propriétés
d’un supraconducteur de type s-wave.

2.1.3 Impuretés magnétiques

Il fut montré assez tôt après la découverte de la supraconductivité qu’une faible den-
sité d’impuretés magnétiques suffisait à modifier de manière drastique les propriétés du
supraconducteur. Ceci entraina le travail théorique de Abrikosov et Gor’kov [2] qui mon-
trèrent une réduction du gap BCS en fonction de la densité d’impuretés. Plus tard, les
trois chercheurs L. Yu, H. Shiba et A. I. Rusinov [81, 72, 63] montrèrent indépendamment
que des états électroniques locaux se forment à l’intérieur du gap, autour des impure-
tés dont le spin est traité comme « classique ». Plusieurs hypothèses peuvent amener à
considérer un spin comme étant classique. La première hypothèse est de considérer un
grand nombre quantique associé au spin de l’impureté. Ainsi le processus entraînant le
spin-flip des électrons via le spin de l’impureté ne change que faiblement la direction de
ce dernier, ce qui permet par effet de moyenne de négliger ces fluctuations. La deuxième
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hypothèse est de considérer le spin comme étant situé dans une zone anisotrope (comme
par exemple à la surface du métal), où une certaine direction du spin sera privilégiée.
Les résolutions analytiques faites par Yu, Shiba et Rusinov amènent au même résultat.
H. Shiba utilisa le formalisme des fonctions de Green traitant l’impureté par développe-
ment en matrices T tandis que Rusinov et Yu utilisèrent les équations de Bogoliubov de
Gennes (voir Annexe B).

La première mise en évidence expérimentale de tels états fut faite par Ali Yazdani et al.
[80]. Dans cette expérience, des atomes magnétiques furent déposés sur la surface d’un
supraconducteur, et des états de YSR furent observés à l’aide d’un microscope STM. Les
impuretés étant déposées sur le substrat, le couplage entre impuretés et supraconducteur
est, dans cette expérience, très faible. Ceci amène des états dont l’énergie est très proche
du bord du gap. Les résultats de cette expérience sont présentés en figure 2.1.
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Figure 2.1 – Figure tirée de [80]. À gauche, A La conductance (dI/dV ) en fonction de la
tension prise via microscope STM au dessus d’une surface de Nb(110) supraconducteur. B
en trait plein, la conductance mesurée au dessus d’un atome de magnésium magnétique, en
pointillés, la conductance mesurée sur une surface propre.
À droite,A, B et C correspondent à la différence de conductance mesurée près d’atomes de
magnésium, gadolinium et argent. La différence de conductance correspond à la différence
entre la présence et non présence de l’atome. Dans le spectre obtenu, nous pouvons voir la
présence de pics dans le cas des atomes magnétiques, ceux-ci sont dus aux états de YSR
dont l’énergie est comprise dans le gap.
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2.2 Résolution analytique et numérique

Ici nous suivrons la méthode présentée par Pientka et al. [56]. Nous considérons un supra-
conducteur de type BCS décrit par le hamiltonien de Bogoliubov-de Gennes [21],

HBdG =
∑
k

ξk(c†k↑ck↑ + c†k↓ck↓) + ∆(c†k↑c
†
−k↓ + c−k↓ck↑), (2.26)

où ξk correspond à l’énergie de bande électronique du métal et où ∆ est le paramètre
supraconducteur. Nous considérons que l’impureté produit un champ d’échange ponc-
tuel,

HImp = (K − J)c†↑(rImp)c↑(rImp) + (K + J)c†↓(rImp)c↓(rImp), (2.27)

où K(J) est le champ scalaire (Zeeman) produit par l’impureté, et où c(rImp) est l’opé-
rateur annihilation électronique à la position rImp de l’impureté. Nous remarquons
que la partie du hamiltonien HBdG est diagonale dans l’espace des impulsions et que
la partie HImp est diagonale dans l’espace réel. Nous pouvons définir les spineurs de
Nambu dans ces deux espaces. Dans l’espace des impulsions le spineur s’écrit Ψ(k) =
(u↑k, u↓k, v↓−k,−v↑−k)T et dans cette base HBdG s’écrit :

HBdG = ξkτz + ∆τx. (2.28)

Dans l’espace position le spineur s’écrit Ψ(r) = (u↑r, u↓r, v↓r,−v↑r)T , dans cette base
Himp s’écrit :

HImp = δ(r − rImp)(Kτz − Jσz). (2.29)

Nous définissons la transformée de Fourier par

Ψ(r) =
∫

dk

(2π)d e
ikrΨ(k). (2.30)

Nous remarquons que le hamiltonien est diagonal dans l’espace de spin (pas de terme
en σx et σy) ainsi nous pouvons résoudre le système dans les sous-blocs définis par
les spineurs φ+(k) =

(
u↑k, v↓−k

)T
et φ−(k) =

(
u↓k, −v↑−k

)T
. De plus le hamil-

tonien possède la symétrie particule-trou définie par l’opérateur Ξ = σyτyK où K est
l’opérateur complexe conjugué via {H,Ξ} = 0. Pour chaque solution HΨ = EΨ nous
avons la solution symétrique HΞΨ = −EΞΨ, ainsi pour chaque vecteur propre φ+(k) =(
u↑k, v↓−k

)T
de valeur propre E nous avons la solution φ−(k) =

(
v∗↓−k, −u∗↑k

)T
de

valeur propre −E.

Nous pouvons écrire l’équation aux valeurs propres dans le sous-espace :

(ξkτz + ∆τx − E)φ+(k) = −(Kτz − J)φ+(rImp),

φ+(k) = −E + ξkτz + ∆τx
E2 − ξ2

k −∆2 (Kτz − J)φ+(rImp).
(2.31)
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Sans perdre en généralités nous pouvons choisir rImp = 0, ainsi φ+(0) =
∫
dk/(2π)dφ+(k)

nous pouvons alors intégrer l’équation (2.31) afin d’obtenir une équation auto-cohérente :

φ+(0) = −
∫

dk

(2π)d
E + ξkτz + ∆τx
E2 − ξ2

k −∆2 (Kτz − J)φ+(0). (2.32)

Supposant la densité d’états constante autour de l’énergie de Fermi sur des énergies
de l’ordre de celle du gap supraconducteur, nous pouvons simplifier l’équation [56,
63] :

φ+(0) = −ν0

∫
dξ
E + ξτz + ∆τx
E2 − ξ2 −∆2 (Kτz − J)φ+(0)

= ν0π
E + ∆τx√
∆2 − E2

(Kτz − J)φ+(0).
(2.33)

Nous cherchons les états à l’intérieur du gap (−∆ < E < ∆). Les états à l’extérieur
étant directement couplés au continuum, nous pouvons déterminer l’énergie de l’état lié
sachant que la matrice suivante doit avoir un déterminant nul

det(11− E + ∆τx√
∆2 − E2

(βτz − α)) = 1 + α2 − β2 + 2α E√
∆2 − E2

= 0, (2.34)

où α = ν0πJ et β = ν0πK. Cette équation a pour solution

ES = ∆ 1− α2 + β2√
4α2 + (1− α2 + β2)2 . (2.35)

Nous cherchons ensuite à obtenir le vecteur φ+(0) =
(
φe0, φh0

)
. En résolvant l’équation

(2.33) nous obtenons :
φe0
φh0

= 1 + (α− β)2√
4α2 + (1− α2 + β2)2 . (2.36)

Enfin, grâce à la condition de normalisation dans l’espace des impulsion impulsion∫
dk

(2π)dφ+(k)T · φ+(k) = 1 (2.37)

appliquée à la formule (2.31) nous trouvons les coefficients normalisés :

φe0 =
√

2πν0∆α√
1 + (α− β)2[4α2 + (1− α2 + β2)2]

1
4
,

φh0 =
√

2πν0∆α√
1 + (α+ β)2[4α2 + (1− α2 + β2)2]

1
4
.

(2.38)

Inspiré par l’article original de Rusinov [63] nous cherchons à simplifier ces résultats en
appliquant le paramétrage

tan(δ±) = β ± α, (2.39)
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ainsi nous obtenons les expressions suivantes :
ES = ∆ cos(δ+ − δ−),

φ+(0) =
(

cos δ−
cos δ+

)√
2πν∆α cos δ− cos δ+.

(2.40)

Cherchons maintenant à trouver la forme complète de la fonction d’onde, la transforma-
tion de Fourier de φ+(k) nous donne l’expression :

φ+(r) = −
∫

dk

(2π)d e
ik·rES + ξkτz + ∆τx

E2
S − ξ2

k −∆2 [Kτz − J ]φ+(0). (2.41)

Afin de résoudre cette équation nous avons besoin de calculer les deux intégrales sui-
vantes

f0 =
∫

dk

(2π)d
eik·r

E2
S − ξ2

k −∆2 , (2.42)

et
f1 =

∫
dk

(2π)d
ξke

ik·r

E2
S − ξ2

k −∆2 . (2.43)

La résolution de ces intégrales dépendent de la dimension. Analytiquement nous ne
pouvons que donner la solution asymptotique en faisant l’approximation isotrope et en
linéarisant le spectre. Les intégrales sont calculées dans l’Annexe B (section B.2), dont
voici le résultat en 3D,

f0(r) = − πν0√
∆2 − E2

S

e−kSr sin kF r
kF r

; f1(r) = πν0e
−kSr cos kF r

kF r
, (2.44)

et en 2D,

f0(r) = − πν0√
∆2 − E2

S

√
2

πkF r
cos(kF r −

π

4 )e−kSr,

f1(r) = πν0

√
2

πkF r
sin(kF r −

π

4 )e−kSr,

(2.45)

où kS =
√

∆2 − E2/~vF = ∆ sin(δ+ − δ−)/~vF . En insérant ces intégrales dans l’équa-
tion nous obtenons directement en 3D

φ+3D(r) =
(

sin(kF r + δ−)
sin(kF r + δ+)

) √
2πν∆α cos δ− cos δ+

kF r
e−∆ sin(δ+−δ−)r/~vF , (2.46)

et en 2D

φ+2D(r) =
(

sin(kF r + π
4 − δ

−)
sin(kF r + π

4 − δ
+)

)√
4ν∆α cos δ− cos δ+

kF r
e−∆ sin(δ+−δ−)r/~vF . (2.47)

Ces résultats en 2D ne furent pas résolu par Rusinov ni par Pientka et présente un travail
original. Nous remarquons que les fonctions d’onde ont une décroissance en 1

r ( 1√
r
) en 3D

(2D). Les fonctions d’onde des parties électroniques et trou oscillent et sont déphasées
de (δ+ − δ−)
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2.2.1 Interprétation

Il existe un état de YSR à l’intérieur du gap pour toutes valeurs non nulles de α. Pour
l’état de YSR φ+ =

(
φe↑, 0, φh↓, 0

)T
d’énergie ES il existe un état symétrique

particule-trou φ− =
(
0, φ∗h↓, 0, −φ∗e↑

)T
d’énergie −ES . Nous remarquons aussi que

l’énergie de l’état lié s’annule lorsque α =
√

1− β2. À ce point précis se produit une
transition magnétique. En effet, comme présenté dans la figure 2.2, à la transition un
état électronique de spin down passe sous l’énergie de Fermi remplacé par un électron
de spin up, la différence de spin total du système est alors de −1,

S
α>
√

1−β2 − Sα<
√

1−β2 = −1. (2.48)

Étant donné que le système ne produit aucune autre transition pour α <
√

1− β2 et
que pour α = β = 0 nous savons que le système n’est pas polarisé, nous en déduisons
S
α<
√

1−β2 = 0 et S
α>
√

1−β2 = −1 comme l’illustre la figure 2.2. La transition magnétique
se produit car un état électronique occupé de spin up se retrouve arraché au bulk et
envoyé au dessus de l’énergie de Fermi, remplacé par l’état de spin down. Le spin total
du système est alors à moitié porté par le bulk et à moitié porté par l’état de YSR
[64].

Sachant qu’un état lié apparaît à l’intérieur du gap dès lors que le potentiel magnétique
est non nul, nous pouvons nous questionner sur l’évolution de son extension. En effet
pour un couplage Zeeman très faible nous nous attendons à un état très étendu et proche
des états du bulk. La formule analytique suit cette logique, l’amplitude au centre tend
vers 0, (φ+(0) → 0) tout comme la forme asymptotique. Ce même comportement se
retrouve dans la limite opposée (α � 1), dans ce cas ES ∼ −∆ et φ+(r) ∼ 0. Pour
un potentiel scalaire nul (β = 0) la densité sera la plus forte au centre pour une valeur
du potentiel Zeeman donnant α = 1/

√
3 (voir figure 2.2). Lorsque l’énergie de YSR est

proche de zéro les formules asymptotiques équations (2.46) et (2.47) s’appliquent, nous
remarquons alors que la fonction d’onde de YSR décroit en 1/r en 3D et 1/

√
r en 2D.

Cette différence est notable surtout si l’on observe la densité d’états. Les deux fonctions
d’onde des parties électron et trou oscillent et sont déphasées de cos−1(ES/∆) et leurs
densités d’états sont déphasées de 2 cos−1(ES/∆). Nous en déduisions que ces densités
d’états sont en opposition de phase pour ES = 0 et que leurs deux phases se rapprochent
progressivement jusqu’à ce que les fonctions d’onde soit en phase pour |ES | ∼ ∆.

Enfin, nous pouvons remarquer que le potentiel scalaire de l’impureté agit sur la symétrie
particule-trou, en effet pour un potentiel scalaire négligeable (β = 0) les deux amplitudes
trou et particule sont égales, un potentiel scalaire positif donnera une amplitude de trou
plus forte, rapprochant δ− de 0 et inversement un potentiel scalaire négatif favorisera la
partie électronique.
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Figure 2.2 – À gauche, l’énergie de l’état de YSR en fonction du coefficient α pour une
valeur β = 0. À droite la densité électronique de l’état lié en fonction du coefficient α pour
une valeur β = 0.

2.2.2 Résolution numérique

La résolution analytique précédente comporte quelques lacunes : D’abord nous avons pris
en compte une bande électronique isotrope ; de plus notre méthode permet la résolution
de la fonction d’onde de l’état lié seulement au centre de l’impureté et sur sa partie
asymptotique. Nous proposons ici une résolution numérique prenant en compte la bande
électronique du système à travers un modèle de liaisons fortes. Ne considérant qu’un
site par cellule dans un réseau de Bravais R, nous pouvons écrire le hamiltonien dans
l’espace réel comme :

H =
∑
RR′

tR−R′A
†
RτzAR′ +

∑
R

∆A†RτxAR +A†RI (Kτz + Jσz)ARI , (2.49)

où nous utilisons le spineur de Nambu AR =
(
cR↑, cR↓, c†R↓, −c

†
R↑

)T
avec RI la

position du site de l’impureté et où les termes de sauts tRR′ ont les propriétés sui-
vantes,

t0 = µ ; tR−R′ = t∗R′−R. (2.50)

Ces termes de saut sont reliés à la bande électronique par la relation :∑
RR′

tR−R′A
†
RτzAR′ =

∑
K

ξKA
†
KτzAK , (2.51)

où K est un vecteur du réseau, ξK est à la bande d’énergie électronique et AK =
1
N

∑
R e

iK.RAR avec N le nombre de sites de Bravais.

Ce hamiltonien est directement soluble, il est toujours possible de diagonaliser une ma-
trice de taille 2N × 2N . Cependant la taille du système est un facteur limitant, il ne
suffit pas seulement que le réseau de Bravais recouvre l’espace couvert par l’état de
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YSR, il faut aussi que l’écart énergétique minimal entre deux énergies de bande autour
de l’énergie de Fermi soit bien plus petit que le gap, i.e. |ξKF

− ξKF+δ| � ∆. Pour des
systèmes à deux où trois dimensions cette limite est très rapidement atteinte. Exploitant
les symétries du système de la même manière que le calcul analytique, nous avons trouvé
une méthode pour résoudre ce hamiltonien de manière exacte avec un temps de calcul
minime.

Appliquant le hamiltonien au spineur de Nambu défini précédemment ψK =
(
uK↑, vK↓

)
,

nous trouvons la relation.

[E − ξKτz −∆τx]ψK = 1
N

(Kτz − J)ψ(RI)e−iK.RI , (2.52)

où ψ(RI) est la valeur du spineur sur le site de l’impureté. Après transformation de
Fourier,

ψ(R) = 1
N

∑
K

[E + ξKτz + ∆τx]eiK.(R−RI)

E2 − ξ2
K −∆2 (Kτz − J)ψ(RI). (2.53)

Cette équation permet la résolution numérique complète des états de YSR. En choisissant
R = RI nous obtenons une équation auto-cohérente permettant de trouver l’énergie de
YSR ainsi que l’amplitude sur le site de l’impureté. Nous cherchons les états à l’intérieur
du gap, il suffit donc de trouver par dichotomie (ou autre méthodes plus élaborées)
l’énergie satisfaisant :

det
[
1− 1

N

∑
K

ES + ξKτz + ∆τx
E2
S − ξ2

K −∆2 (Kτz − J)
]

= 0. (2.54)

Une fois cette énergie déterminée nous trouvons aisément le vecteur ψ(RI) à un facteur
de normalisation près. Enfin nous pouvons obtenir ψ(K) avec l’équation :

ψ(K) = [E + ξKτz + ∆τx]e−iK.RI
E2 − ξ2

K −∆2 (Kτz − J)ψ(RI). (2.55)

Il nous suffit de normaliser ce spineur et d’en prendre sa transformée de Fourier pour ob-
tenir ψ(R). Cette méthode est facilement généralisable à plusieurs impuretés, l’équation
maîtresse devient alors :

ψ(R) =
∑
I

1
N

∑
K

[E + ξKτz + ∆τx]eiK.(R−RI)

E2 − ξ2
K −∆2 (KIτz − JI)ψ(RI), (2.56)

où I désigne les différentes impuretés de positions RI et de potentiels KI et JI . S’il est
alors plus difficile de recouvrir le spectre entier car les états liés sont multiples et peuvent
être dégénérés, cette méthode n’en reste pas moins efficace.
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2.3 Cas réaliste, impuretés dans le supraconducteur 2H-
NbSe2

Comme vu précédemment avec l’expérience réalisée par A. Yazdani et al. [80], les états de
YSR mesurés dans le passé avaient une extension spatiale limitée à quelques angströms.
Ici nous allons montrer que en choisissant un supraconducteur 2D, les états de YSR
présentent alors une extension spatiale d’un ordre de grandeur plus grand. De tels états
de YSR étendus permettront la mesure de plus de propriétés, comme l’oscillation de la
densité d’états locale (LDOS) de l’ordre de la longueur d’onde de Fermi, ainsi que le
déphasage entre la partie électron et trou sur ces oscillations.

Je présenterai ici le travail effectué en collaboration avec l’équipe expérimentale de l’Ins-
titut de Nanosciences de Paris dirigé par Tristan Cren et Dimitri Roditchev [49]. Ce
travail visait à l’étude expérimentale d’un supraconducteur mono-couche de 2H-NbSe2
contenant des impuretés magnétiques et comportant des états de YSR de très longue
portée comparée aux expériences précédentes.

2.3.1 Cristallographie et structure de bandes du matériau

2H-NbSe2 est un matériau tridimensionnel constitué d’empilements de cristaux à deux
dimensions dont la maille élémentaire est triangulaire. Les plans d’atomes de deux di-
mensions étant faiblement couplés, la surface de Fermi de ce matériau est constituée
de deux bandes faiblement dispersives selon l’axe orthogonal (voir figure 2.3 a et b).
Nous pouvons approximer le système par un modèle effectif 2D [62] comme présenté
figure 2.3 en accord avec les données ARPES recueillies. Le matériau 2H-NbSe2 devient
supraconducteur à la température de 7 K.

2.3.2 Mesure des états de YSR

L’étude par microscopie STM fut réalisée à 320 mK et montre des états liés de YSR
autour des impuretés magnétiques de fer aléatoirement dispersées dans le matériau. Ces
états sont caractérisés par une forme d’étoile à six branches étendue jusqu’à 10 nm autour
de l’impureté comme présenté figure 2.4. Cette extension est plus que 10 fois supérieure à
celle observée dans les expériences précédentes, elle est due à la nature bidimensionnelle
du matériau. Elle est aussi amplifiée par le fait que les impuretés de fer sont enterrées
dans le matériau ce qui donne un couplage au supraconducteur bien plus important, et
autorise un état de YSR dont l’énergie se rapproche de l’intérieur du gap.

Les branches de l’état de YSR sont tournées de 30◦ par rapport aux axes cristallogra-
phiques, cela s’explique par l’anisotropie de la surface de Fermi mise en évidence par les
simulations numériques. La conductance mesurée sur une impureté montre un état de
YSR constitué de deux pics aux énergies positives et négatives (voire figure 2.4 b). Nous
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Figure 2.3 – a-b Structure de la surface de Fermi dans l’espace réciproque pour les deux
bandes. c Conductance du matériau 2H-NbSe2 obtenue à 300 mK par microscope STM. d
Surface de Fermi des bandes 1 et 2 dans le modèle à deux dimensions.
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Figure 2.4 – a Carte de conductance expérimentale prise à 0.13 meV. Les lignes a et b
correspondent aux axes de cristallographie. b Conductance expérimentale typique prise au
dessus de l’impureté (rouge), sur une branche, à 4nm du centre (vert), et loin de l’impureté
(bleu). c Variation spatiale et énergétique de la conductance le long d’une branche de l’étoile,
la partie gauche de la figure correspond au centre de l’étoile. d

Variation spatiale de la conductance le long d’une branche de l’étoile pour des énergie
centrées sur les parties électron et trou de l’état de YSR.

remarquons que le gap supraconducteur n’est pas affecté par l’impureté et que les deux
pics sont asymétriques en amplitude ce qui indique une forte asymétrie particule-trou.
Si nous avons vu dans la section précédente que cette asymétrie peut témoigner d’un
potentiel scalaire dû à l’impureté, les simulations numériques que je détaillerai dans la
prochaine section montrent que l’asymétrie de la bande électronique autour de l’énergie
de Fermi joue elle aussi un rôle dans l’asymétrie des pics.

La présence d’une seule paire de pics dans le gap autour de l’impureté semble indiquer
un état de YSR unique ; nous pouvons supposer que cet état est de moment angulaire nul
et que les états de moment angulaire supérieurs sont absents. Comme il a été montré par
I. Rusinov [63] (voir Annexe B) supposer l’impureté comme étant ponctuelle est alors
suffisant pour capturer la physique du système. Enfin, figure 2.4 c et d nous remarquons
des interférences dans les branches de l’étoile, les parties particule et trou semblent en
opposition de phase. Les calculs effectués précédemment montrent que pour une énergie
de Shiba proche du centre du gap le déphasage des fonctions d’onde est de (δ+ − δ−) '
π/2. La densité d’état correspondant au carré de la valeur absolue des fonctions d’onde,
la différence de phase est doublée. Ceci explique pourquoi les oscillations dans la densité
d’états sont en opposition de phase.

2.3.3 Modèle de liaisons fortes

Le modèle analytique que nous avons développé section 2.2 ne permet pas la compré-
hension de l’anisotropie des états de YSR observés car il suppose une bande d’énergie
électronique isotrope. Nous allons présenter ici les résultats de la résolution numérique
appliqués au modèle de liaisons fortes du matériau 2H-NbSe2.
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Afin d’opérer la simulation numérique, nous devons utiliser un jeu de paramètres de
liaisons fortes correspondant au matériau. Les mesures ARPES les plus précises [58, 74,
61, 32, 31] permettent d’obtenir la structure de bandes du matériau 2D. Pour chacune
des deux bandes, il est possible d’ajuster les paramètres de liaisons fortes sur un réseau
triangulaire afin de reconstruire la structure de bandes la plus proche. Nous limitant
aux cinq premiers voisins sur le réseau, les paramètres de liaisons fortes trouvés sont (en
meV) :

ξ0 t1 t2 t3 t4 t5
band 1 10.9 86.8 139.9 29.6 3.5 3.3
band 2 203.0 46.0 257.5 4.4 -15.0 6.0

où la structure de bandes dans l’espace réciproque s’écrit :
ξ(k) = ξ0 + t1(2 cos ξ cos η + cos 2ξ)

+ t2(2 cos 3ξ cos η + cos 2η) + t3(2 cos 2ξ cos 2η + cos 4ξ)
+ t4(cos ξ cos 3η + cos 5ξ cos η + cos 4ξ cos 2η) + t5(2 cos 3η cos 3ξ + cos 6ξ),

(2.57)

avec ξ = kxa et η =
√

3
2 kya où a est le pas du réseau. Appliquant les formules de la

section 2.2.2, nous pouvons obtenir les états propres du système pour différentes valeurs
de potentiel Zeeman et de potentiel scalaire. À l’aide d’un script réalisé en Python (voir
E.3.3) nous obtenons les énergies et densités d’états locales associées aux états de YSR
(figure 2.5 pour la bande 2 et figure 2.6 pour la bande 1). Nous pouvons directement
comparer les densités d’états locales mesurées et simulées et remarquons que dans certain
cas, nous retrouvons la forme d’étoile à six branches tournés de 30◦ par rapport aux axes
cristallographique. En particulier les figures 2.5 a et b, pour les paramètres J = 120meV
et K = 180meV nous trouvons la forme d’étoile pour les énergies positives et négatives.
Nous remarquons a contrario que les résultats obtenus avec la bande 1 sont d’une forme
différente et dont l’extension est plus réduite, nous privilégions donc la bande 2 pour
expliquer les états de YSR observés et supposons que le couplage entre l’impureté et les
électrons de conduction de la bande 1 est plus faible.

2.3.4 Extension du modèle, fonctions de Wannier

Les calculs numériques sont en accord qualitatifs avec les résultats expérimentaux (forme
étoilée), mais quelques points sont discordants. Premièrement le modèle de liaisons fortes
ne permet pas d’observer de déphasage dans les franges d’interférences de la LDOS
(comme vu dans la figure 2.4 c, d). En effet, nous avons vu analytiquement que les états
de YSR oscillent sur une période d’une longueur d’onde de Fermi. Leur LDOS oscillent
donc sur λF /2, cette longueur est de l’ordre du pas du réseau et n’est pas forcément com-
mensurable avec celui-ci. Deuxièmement, nous remarquons que les états de YSR obtenus
analytiquement sont de faibles extensions comparés aux mesures expérimentales.

Nous avons traité les deux bandes électroniques du système de manière indépendante
ajustant les paramètres de liaisons fortes sur chaque bande. Cependant, le matériau
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Figure 2.5 – LDOS aux énergies de YSR autour des impuretés magnétiques calculées par
résolution numérique de l’équation de YSR avec la bande 2. Les figures du haut représentent
les parties électroniques (énergies positives), les figures du bas représentent les parties trous.
Les figures a et b sont calculées avec les paramètres J = 120meV et K = −180meV, Les
figures c et d sont calculées avec les paramètres J = 120meV et K = 0, Les figures e et f
sont calculées avec les paramètres J = 120meV et K = 180meV. La barre de couleur donne
la densité d’états de chaque site |ψ(R)|2 normalisée tel que

∑
K |ψ(K)|2 = 1.

Figure 2.6 – Même résultats que dans la figure 2.5, pour la bande 1.
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ayant plus d’un atome par site, nous pouvons nous attendre à ce que ces paramètres
de liaisons fortes diagonales correspondent à des fonctions de Wannier très étendues,
peu compatible avec l’aspect ponctuel donné aux impuretés. Il est possible d’acquérir
numériquement les paramètres de liaisons fortes associés aux fonctions de Wannier les
plus localisées par des techniques ab initio [46], ainsi après résolution du système de
liaisons fortes, il est possible de récupérer la LDOS via la formule

ρσ(r) =
∑
R

ψασ(R)ψ∗ασ(R)wασR(r)w∗ασR(r) , (2.58)

où wασR(r) est la fonction de Wannier dans l’espace réel associée à l’état |αRσ〉 et où
ψασ(R) est le vecteur d’onde propre du modèle de liaisons fortes. Voir l’Annexe C pour
le détail technique du calcul des états de YSR par cette méthode.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté les propriétés des états de YSR à travers l’exposé
des calculs analytiques et numériques ainsi que des mesures effectuées via microscopie
STM. Dans un premier temps, nous avons présenté brièvement la théorie BCS des su-
praconducteurs, ce qui nous a permis d’énoncer le théorème d’Anderson montrant que
seul les perturbations brisant la symétrie par renversement du temps (dont les structures
magnétiques) sont susceptibles d’altérer les propriétés supraconductrices. Nous avons ex-
posé les différents calculs analytiques résolvant l’énergie et l’extension spatiale des états
de YSR dans le cas d’une bande électronique isotrope. Nous avons aussi proposé une
résolution numérique pour ces états à travers les modèles de liaisons fortes permettant
de prendre en considération des structures de bandes plus complexes, comportant des
anisotropies. Enfin présentant des résultats expérimentaux observant des états de YSR
étendus dans le supraconducteur 2H-NbSe2, nous avons à travers des calculs analytiques
et numériques, donné une explication sur l’extension spatiale, la structure et le déphasage
de ces états. Ce travail a permis de mettre en évidence l’influence de la dimensionna-
lité sur ces états liés, expliquant pourquoi dans ce supraconducteur à deux dimensions,
l’extension spatiale de l’état de YSR était vingt fois supérieure aux extensions spatiales
observées auparavant dans les supraconducteurs 3D.
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Chapitre 3

Supraconducteurs en présence de
structures magnétiques et
propriétés topologiques

3.1 Introduction

Comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent à travers l’étude des états de YSR, les
structures magnétiques (qui ont pour propriété de briser l’invariance par renversement
du temps) peuvent créer de nouveaux états non conventionnels dans les supraconduc-
teurs [53, 51]. Les états de YSR possèdent (spécialement en 2D) une extension spatiale
excédant typiquement la distance entre les deux impuretés : deux états de YSR voisins
peuvent donc avoir un recouvrement de fonction d’onde. Placer sur un réseau, les im-
puretés induisent des états de YSR protégés par le gap, formant ainsi une plateforme
pouvant accueillir de nouveaux états électroniques [18, 54, 52].

Il a été montré [12, 56, 60] que de tels réseaux peuvent émuler de la supraconductivité de
type triplet. Une autre limite peut être prise en compte lorsque un matériau ferromagné-
tique est déposé sur un supraconducteur : on peut alors naïvement le considérer comme
un réseau dense d’états de YSR. Il a été montré là encore [3, 66] qu’un supraconducteur
recouvert d’une structure magnétique (en l’occurrence des semi-conducteurs avec une
forte interaction spin-orbite en présence de champ magnétique) peut émuler de la supra-
conductivité de type triplet. Enfin, il a été montré que qu’un supraconducteur avec une
forte interaction spin-orbite suffisait à provoquer l’émergence d’un paramètre d’ordre
de type triplet [25], le paramètre d’ordre supraconducteur formant alors un mélange en
ondes s et en ondes p.
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Classe Θ2 d = 1 d = 2 d = 3
BDI +1 Z 0 0
D 0 Z2 Z 0

DIII −1 Z2 Z2 Z

Table 3.1 – Tableau des différentes classes topologiques des supraconducteurs en fonctions
de leur propriété de TRS, d désigne la dimension du système.

3.2 Introduction aux supraconducteurs topologiques

Dans cette section, nous présenterons le modèle de Kitaev [36] et son extension à deux
dimensions ainsi que leurs propriétés topologiques et leurs états de bord.

3.2.1 Classification des supraconducteurs topologiques

Les propriétés topologiques d’un matériau dépendent fortement de ses symétries. Par
symétrie, on entend ici les symétries fondamentales du système et non pas les symétries
cristallines. Selon la dimensionnalité et les symétries du système, il sera susceptible
ou non d’avoir des propriétés topologiques caractérisées soit par un entier soit par un
invariant de type Z2.

Puisque nous nous intéressons à des supraconducteurs, les systèmes que nous étudions
possèdent la symétrie particule-trou, donc obéissent à l’équation :

ΞH(k)Ξ−1 = −H(−k). (3.1)

où Ξ est l’opérateur symétrie particule-trou. Nous considérerons aussi la symétrie par
renversement du temps (TRS) d’opérateur Θ :

ΘH(k)Θ−1 = H(−k) . (3.2)

Si le système agit sur des particules sans spin ou de spin 1/2 l’opérateur aura pour
propriété Θ2 = ±1. La propriété fermionique des particules de spin 1/2 donne Θ2 = −1.
Le tableau 3.1 [69, 37] présente les trois différentes classes de symétrie respectant la
symétrie particule-trou que nous étudierons ici. La classe BDI correspond aux systèmes
sans spin invariant par renversement du temps, la classe D correspond aux systèmes
brisant la symétrie par renversement du temps et la classe DIII correspond au systèmes
de spin 1/2 respectant la TRS.

3.2.2 Modèle de Kitaev

Dans un premier temps nous allons présenter les propriétés des supraconducteurs de
type triplet et leurs états de bord à travers le modèle “jouet” de Kitaev [36].
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Le modèle de Kitaev est un modèle minimaliste de liaison forte d’un supraconducteur
sans spin. Dans l’espace réel son hamiltonien s’écrit :

H =
∑
x

(tc†xcx+1 + h.c.)− µc†xcx + (∆cxcx+1 + h.c.) , (3.3)

où t est le terme de saut entre deux voisins, µ est le potentiel chimique et ∆ est le gap
supraconducteur. Le principe de Pauli exclut la possibilité de sites doublement occupés
et donc le couplage électron trou cxcx. Pour cette raison, le couplage supraconducteur
s’effectue entre sites voisins.

Il est intéressant tout d’abord de comprendre les propriétés d’une chaîne de Kitaev
infinie. Nous pouvons écrire le hamiltonien de la chaîne dans l’espace des impulsions à
l’aide de spineurs A†k = (c†k, c−k). Le hamiltonien se réécrit :

H =
∑
k∈BZ

A†kHkAk, Hk =
(
εk ∆∗k
∆k −εk

)
, (3.4)

où εk = −2t cos k−µ et ∆k = −i2∆ sin k. Nous retrouvons ici la même équation que dans
le cas BCS, mais avec un supraconducteur en onde p. Celui-ci n’est pas indépendant de
l’impulsion électronique et respecte les règles de symétrie : ∆k = −∆−k et ∆0 = ∆π = 0.
La diagonalisation du hamiltonien donne comme solution :

H =
∑
k∈BZ

Eka
†
kak, (3.5)

où l’énergie propre Ek s’écrit :

Ek =
√
ε2
k + |∆k|2, (3.6)

et où l’opérateur de création de quasi-particules ak correspond à la base diagonale

ak = ukck + vkc
†
−k, (3.7)

avec

uk =
√
Ek + εk

2Ek
, vk = Ek − εk

∆k
uk. (3.8)

Hk peut s’exprimer en terme de matrices de Pauli, ceci afin de respecter la symétrie
particule-trou [4],

Hk = h(k) · σ. (3.9)

Invariant topologique

Nous souhaitons maintenant déterminer un invariant topologique afin de caractériser les
hamiltoniens de la forme (3.9).
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Si le système est invariant par renversement du temps, il appartient à la classe
BDI dans le tableau 3.1 et respecte la condition :

ΘΨ(k)Θ−1 = eiφΨ(−k), (3.10)

où φ est la phase globale du supraconducteur et Ψ(k) est un vecteur propre du hamil-
tonien. Cette phase dépend du choix de jauge et fixe l’angle du supraconducteur dans
le plan xOy des matrices de Pauli. Il est donc toujours possible, lorsque le système est
invariant par renversement du temps, de trouver un plan sur lequel évolue h(k). Suppo-
sant que h(k) ne s’annule pas, nous pouvons alors définir le nombre d’enroulement dans
ce plan. Il existe toujours dans la classe de symétrie BDI à une dimension un choix de
jauge où le hamiltonien est réel. Dans ce cas h(k) est contenu par le plan xOy, et nous
pouvons définir un nombre d’enroulement :

wZ =
∫
k∈BZ

dk

2π arctan hx(k)
hz(k) . (3.11)

où wZ est (comme attendu) un invariant topologique de type Z qui dénombre les paires
d’états de Majorana d’un système ouvert.

Si le système brise l’invariance par renversement du temps, le système est
alors de classe D, h(k) n’est pas contenu par un plan, cependant la symétrie particule-
trou implique une contrainte sur ce vecteur, en effet (A†−k)T = σxAk ce qui implique
hx,y(k) = −hx,y(−k). En particulier, le vecteur h(k) doit être aligné avec l’axe z pour
les valeurs k = 0, π. Nous pouvons alors définir un invariant topologique associé à ce
système :

wZ2 = hz(0)hz(π)
|hz(0)hz(π)| . (3.12)

où wZ2 est un invariant topologique de type Z2. Il est égal à −1 pour lorsque le système
est topologique et possède une paire de fermions de Majorana, et +1 lorsque le système
est trivial.

États de bord

Nous nous intéressons maintenant à une chaîne finie. Nous pouvons plus facilement
comprendre la physique associée à ces états de bord en décomposant nos opérateurs
fermioniques en deux fermions de Majorana de la manière suivante :

cx = 1
2(γB,x + iγA,x), (3.13)

où les opérateurs de Majorana obéissent aux relations canoniques :

γα,x = γ†α,x, {γα,x, γα′,x′} = 2δαα′δxx′ . (3.14)
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Ces opérateurs représentent les deux constructions orthogonales de fermions de Majorana
locales et sont créés par paires,

γA = i(c†x − cx), γB = cx + c†x. (3.15)

Dans cette base, le hamiltonien s’écrit,

H = −µ2
∑
x

(1 + iγBxγA,x)− i

2
∑
x

[(∆ + t)γB,xγA,x+1 + (∆− t)γA,xγB,x+1] . (3.16)

Nous allons maintenant considérer deux cas limites :

Le premier cas correspond à t = ∆ = 0, dans ce cas la chaîne est dans un état trivial
où chaque site fermionique est isolé avec pour énergie −µ. Seul le premier terme du
hamiltonien est non nul, le seul couplage existant est celui des fermions de Majorana sur
le même site comme l’illustre la figure 3.1 (a). Aucun état de bord n’est permis et l’état
fondamental correspond dans le cas µ < 0 au vide des fermions cx et au remplissage
total sinon.

Le deuxième cas trivial correspond à t = ∆ 6= 0 et µ = 0. Le système est alors dans
une phase topologique, le hamiltonien s’écrit en opérateurs de Majorana :

H = −it
∑
x

γB,xγA,x+1. (3.17)

Ce hamiltonien ne couple que les fermions de Majorana adjacents, voir figure 3.1 (b). Le
système dans l’espace de Fourier a pour solutions deux bandes plates,

Ek =
√

4t2 cos2 k + 4t2 sin2 k = 2|t|, (3.18)

ce qui indique que le système est constitué d’états localisés. Les solutions peuvent s’écrire
en termes d’opérateurs fermioniques dx = 1

2(γA,x+1+iγB,x), et le hamiltonien s’écrit alors
dans cette base :

H = 2t
∑
x

(
d†xdx −

1
2

)
. (3.19)

Nous retrouvons ici le même type de hamiltonien que précédemment, mis à part que
l’opérateur fermionique correspond à un état localisé sur deux sites voisins. Cependant,
comme l’illustre la figure 3.1 (b), les fermions de Majorana γA,1 et γB,N , situés aux
extrémités, sont découplés du système. Ils peuvent être combinés pour former un fer-
mion :

f = 1
2(γA,1 + iγB,N ) (3.20)

qui a une énergie propre nulle. Nous pouvons alors remarquer que l’état fondamental est
dégénéré, puisque cet état peut être rempli ou vide sans que cela ne change l’énergie du
système. Ce fermion est délocalisé sur les deux bouts de la chaîne, ce qui rend la paire
de Majorana intriquée.
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Figure 3.1 – Shema illustrant le hamiltonien de Kitaev dans deux cas limites, (a) µ 6= 0,
∆ = t = 0 et (b) µ = 0 et t = ∆ 6= 0. Figure provenant de la revue de Jason Alicea [4]

Ces états de bord, où états de Majorana, sont présents pour toutes valeurs non nulles de
∆ et lorsque |µ| < 2t, ils sont cependant délocalisés à l’intérieur de la chaîne et peuvent
se coupler entre eux, levant la dégénérescence de l’état fondamental. Les états de bord
topologiques se forment aux bords séparant les phases triviales des phases topologiques
ou séparant deux phases topologiques distinctes. Nous avons donc une correspondance
entre les propriétés topologiques du bulk caractérisées par un invariant topologique et
l’existence d’états de bord pour un système fini.

3.2.3 Supraconducteur 2D sans spin, extension du modèle de Kitaev

Nous pouvons étendre le modèle de supraconductivité sans spin en onde p à deux di-
mensions. Dans ce cas, le modèle de liaisons fortes devient :

H =
∑
r

t(c†rcr+x̂ + c†rcr+ŷ + h.c.)− µc†rcr + ∆(crcr+x̂ + icrcr+ŷ + h.c.), (3.21)

où x̂ et ŷ désignent un pas de réseau dans la direction x et y. Ce hamiltonien décrit la
supraconductivité chirale, le choix de la différence de phase supraconductrice de ±i entre
la direction x et y permet l’invariance par rotation du système. Il n’est pas possible de
conserver la symétrie de rotation et la symétrie par renversement du temps dans le cas
sans spin. Le système est de classe D, à deux dimension, sa classe topologique sera défini
par un invariant de type Z.

Dans l’espace des impulsions ce hamiltonien s’écrit comme précédemment :

H =
∑
k∈BZ

A†kHkAk, Hk =
(
εk ∆∗k
∆k −εk

)
, (3.22)

où εk = −2t(cos kx + cos ky) − µ et où ∆k = −i2∆(sin kx + i sin ky). La résolution du
système est donc analogue :

Ek =
√
ε2
k + |∆k|2. (3.23)
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Nous remarquons, qu’il n’est plus possible d’obtenir une bande plate lorsque t et ∆ ne
sont pas nuls. Pour définir les invariants topologiques associés à ce système nous remar-
quons là encore que le hamiltonien peut s’écrire en terme de matrices de Pauli,

Hk = h(k) · σ. (3.24)

Cependant le système est à présent 2D et la zone de Brillouin forme un tore. Le nombre de
fois que h(k)/|h(k)| enveloppe la sphère unité est définie par le nombre de Chern :

C =
∫
d2k

4π
h(k).(∂kxh(k)× ∂kyh(k))

|h(k)|3 . (3.25)

Les supraconducteurs en onde p brisant l’invariance par renversement du temps sont
de classe D et à deux dimensions ont un invariant de type Z. Le nombre de Chern est
l’invariant topologique du système, |C| dénombre les états de bord, le système est trivial
lorsque C = 0.

États de bord

Nous cherchons maintenant à trouver les états de bord d’un système fini. En exploitant
la symétrie de translation dans la direction y nous étudierons le hamiltonien pour un
bord dans la direction x. Ceci revient à étudier le hamiltonien sur un ruban infini :

H =
∑
ky,x

t(c†ky ,xcky ,x+1 + h.c.)− (µ+ 2t cos ky)c†ky ,xcky ,x

+2∆ sin ky(c−ky ,xcky ,x + h.c.) + ∆(crcr+x̂ + h.c.).
(3.26)

Une solution topologique triviale existe en ky = 0 pour les paramètres µ = −2t et enfin
∆ = t. Nous retrouvons alors le hamiltonien de Kitaev 1D dans le cas topologique trivial
avec pour solution un état de Majorana d’énergie nulle localisé aux deux extrémités.
De manière générale, en ky = 0 le hamiltonien est identique au hamiltonien 1D avec le
potentiel chimique normalisé à µ̃ = µ+ 2t.

Qu’en est-il alors pour ky 6= 0? Un couplage supraconducteur se créé entre les électrons
d’impulsion ky et les trou d’impulsion −ky, les fermions de Majorana situés sur chacun
des deux bords se trouvent couplés deux à deux. En effet nous remarquons que :

2∆ sin ky(c−ky ,xcky ,x + h.c.) = ∆ sin ky(γA,ky ,xγA,−ky ,x − γB,ky ,xγB,−ky ,x). (3.27)

Ceci produit une levée de dégénérescence proportionnelle à ±2∆ sin ky. Pour mieux com-
prendre nous pouvons reprendre le cas trivial où les deux Majorana γA,0 et γB,N étaient
totalement découplés et d’énergie nulle. Le couplage (3.27) agit sur les deux fermions
d0 = (γA,ky ,0 +γA,−ky ,0) et dN = (γB,ky ,N−γB,−ky ,N ) qui forment des fermions d’énergies
respectives 2∆ sin ky et −2∆ sin ky. Ainsi un état de bord est associé à chaque nombre
quantique ky et l’état de bord ky = 0 partage les mêmes propriétés que l’état de Majo-
rana de la chaine 1D. La figure 3.2 présente les états de bord dans le modèle de Kitaev 2D
et la dispersion associée à ces états de bord, chacune des deux branches de la dispersion
en X est associée à un des deux états de bord.
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Figure 3.2 – À gauche : LDOS en fonction de l’énergie et de la position x pour les paramètres
∆ = 1, t = 3, µ = −1 pour une largeur de 40 sites. À droite : dispersion de ces mêmes états
en fonction de l’impulsion ky.

3.3 Topologie associée aux supraconducteurs avec une com-
posante singulet et une composante triplet

Nous allons maintenant étudier des systèmes supraconducteurs susceptibles de présenter
une transition de phase topologique.

3.3.1 Supraconducteur hélical

Le système supraconducteur sans spin en onde p à deux dimensions présenté plus tôt
ne possède pas la symétrie par renversement du temps. Un système composé de deux
copies, de chiralités et de spins opposés, possède par construction cette symétrie. Dans
la base de Nambu définie par l’opérateur Ak = (c↑k, c↓k, c†↓−k,−c

†
↑−k)T et dans la limite

continue, le hamiltonien s’écrit :

H = ξkτz + ∆R

kF
(σxky − σykx)τx, (3.28)

où ξk = k2

2m − µ et où kF est défini kF =
√

2mµ. Les matrices τ (σ) représentent les
matrices de Pauli dans le sous-espace particule-trou (de spin). Ce hamiltonien est, par
construction, diagonal par blocs. Chacun des deux blocs possédant un nombre de Chern
opposé, la somme des nombre de Chern est donc toujours nulle. Le système étant inva-
riant par renversement du temps, il est de classe DIII dans le tableau 3.1. Il est donc
caractérisé par un invariant topologique de type Z2 que l’on peut écrire à l’aide du pfaf-
fien. Le nombre d’états de bord total du système est le double du nombre d’états de bord
d’un sous-bloc, cependant ces états de bord ne sont pas toujours protégés par les symé-
tries du système. Si le système contient plusieurs états de bord, une impureté scalaire
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respectant la symétrie par renversement du temps peut ouvrir un gap. En conséquence
le système n’est topologique que lorsque le nombre de Chern du sous-bloc est impair. Ici
le pfaffien est nul si le nombre de Chern de l’un des blocs est nul.

Comme il fut montré par Gorkov et Rashba [25], un fort couplage spin-orbite de type
Rashba peut produire de la supraconductivité en onde p comme évoqué précédemment.
Le hamiltonien ce système s’écrit alors :

H = ξkτz + ∆Sτx +
(
ατz + ∆T

kF
τx

)
(σxky − σykx) , (3.29)

et a quatre énergies propres données par :

E2 = ξ2
k + k2(α2 + ∆2

T ) + ∆S ± 2k|ξkα+ ∆S∆T |

E2 = (ξk ± kα)2 +
(
k

∆T

kF
±∆S

)2
,

(3.30)

où k =
√
k2
x + k2

y et où les deux opérateurs ± de la deuxième ligne sont du même signe si
ξkα > −∆S∆T et de signes opposés sinon. La transition topologique se produit lorsqu’il
y a fermeture de gap, i.e. lorsqu’il existe des solutions satisfaisant E = 0. Dans notre
cas, le gap se ferme à

k∗ = kF

1− kFα
µ

et ∆T = ∆S
kF
k∗
. (3.31)

Le système devient topologique lorsque ∆T > ∆S
kF
k∗ et comporte alors deux états de

bord contra-propagatifs. Nous remarquons que lorsque α = 0, k∗ = kF . Le gap se ferme
alors lorsque ∆T = ∆S : une augmentation du spin-orbite pousse le système vers la
transition topologique.

3.3.2 Supraconducteur chiral

Comme il fut montré dans les récents travaux de Sau et al. [66] et d’autres travaux plus
anciens [22], il est possible d’obtenir de la supraconductivité sans spin de manière effective
sans avoir à l’origine de couplage supraconducteur en onde p. Trois ingrédients suffisent à
la produire : un couplage spin-orbite, un champ Zeeman et un couplage supraconducteur
en onde s. Le champ Zeeman ayant pour effet de lever la dégénérescence de spin, nous
pouvons supposer que l’une des deux bandes de spin soit poussée au-dessus du niveau
de Fermi. Le système serait alors contraint au même spin et donc sans spin de manière
effective. Le terme de supraconductivité n’étant pas en mesure de coupler électrons et
trous de même spin, c’est là qu’intervient le spin-orbite. Considérons le hamiltonien
suivant (où nous avons pris ∆S = 0) :

H = ξkτz + α(σxky − σykx)τz + ∆Sτx + Vzσz , (3.32)

où ξk = k2

2m − µ. La figure 3.3 représente la structure de bandes de ce hamiltonien
sans le terme de supraconductivité. Nous remarquons que le champ Zeeman ouvre un
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Figure 3.3 – Structure de bandes en présence de spin-orbite : en gris (en bleu) sans champ
Zeeman (avec champ Zeeman). Figure tirée de la revue de J. Alicea [4]

gap en k = 0. De plus, comme détaillé en annexe E, sans champ Zeeman, les électrons
de moments opposés sont aussi de spins opposés avec une direction dans le plan. Si
on considère maintenant le champ Zeeman, celui-ci apporte une composante en spin
orientée selon l’axe z mais ne retire pas la composante dans le plan de spin opposé. Ce
système peut alors se comporter comme un supraconducteur sans spin lorsque l’on place
le potentiel chimique au niveau de l’ouverture de gap créé par le champ Zeeman. Ceci
car la supraconductivité en onde s étant en mesure de coupler les électrons aux trous
de la bande restante. Le champ Zeeman brise l’invariance par renversement du temps,
le système est alors de classe topologique Z caractérisée par le nombre de Chern. Les
énergies propres du système sont définies par l’équation :

E2 = ξ2
k + k2α2 + ∆2

S + V 2
z ±

√
V 2
z (ξ2

k + ∆2
S) + k2ξ2

kα
2. (3.33)

Nous remarquons qu’une fermeture de gap a lieu en k = 0,

E2(k = 0) = (Vz ±
√

∆2
S + µ2)2. (3.34)

Le système est alors topologique lorsque Vz >
√

∆2
S + µ2 et trivial sinon.

3.4 Supraconducteur hélical en présence de champ magné-
tique

Sachant que, dans le cas précédent, le champ Zeeman peut permettre de passer d’une
phase triviale à une phase topologique, il est naturel de se demander quelles transitions
de phase peuvent se produire dans un supraconducteur hélical. Nous savons que le champ
Zeeman brise l’invariance par renversement du temps, l’ajout de celui-ci change la classe
de symétrie du système de DIII à D. L’invariant topologique passe donc de Z2 à Z.
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Pour un faible champ Zeeman qui ne produit pas de transition topologique, le système
devient trivial car les deux états de bord du système ne sont plus protégés par la symétrie
par renversement du temps l’un par rapport à l’autre. C’est le cas avec le hamiltonien
en onde p suivant :

H = ξkτz + ∆R

kF
(σxky − σykx)τx + Vzσz . (3.35)

Ce hamiltonien est diagonal par blocs, chaque bloc se comportant comme un supra-
conducteur sans spin où le potentiel chimique est renormalisé en fonction du spin,
µσ = µ + σVz avec σ = ±. Une transition topologique se produit lorsque µσ s’an-
nule, une des deux bandes du système est isolée et le nombre de Chern total devient 1.
L’état de bord restant, de type chiral, est alors topologiquement protégé.

Dans cette section, nous allons étudier un supraconducteur avec une forte interaction
spin-orbite, donc avec un paramètre d’ordre mélangeant composantes singulet et triplet,
en présence d’un champ magnétique. L’introduction et l’étude originale de ce type de
modèles ont été motivées par des considérations expérimentales qui seront présentées
dans le prochain chapitre. Nous allons établir le diagramme de phase associé à ce modèle,
discuter les invariants topologiques, et surtout fournir une étude détaillée des états de
bord.

3.4.1 Fermetures de gap

Nous pouvons maintenant considérer le hamiltonien complet qui contient l’ensemble des
ingrédients introduits jusqu’à maintenant [75] :

H = ξkτz + ∆Sτx + Vzσz +
(
ατz + ∆T

kF
τx

)
(σxky − σykx) . (3.36)

Ses énergies propres sont données par l’équation :

E2
±(k) = V 2

z + (αk)2 + ∆2
S + ∆2

T

k2

k2
F

+ ξ2
k ± 2

√
V 2
z (∆2

S + ξ2
k) + k2

k2
F

(∆S∆T + αkF ξk)2 .

(3.37)
Nous remarquons ici encore que la même transition de phase se produit en k = 0 : tout
comme le terme de spin-orbite α, le terme de supraconductivité ∆T est linéaire en k, il
en résulte des équations identiques pour k = 0. Nous savons donc que le gap se ferme
pour Vz =

√
∆2
S + µ2.

Nous avons vu précédemment que pour le cas d’un supraconducteur hélical une ferme-
ture de gap se produisait en k = kF . L’ajout du champ Zeeman changeant la classe
topologique, nous devons vérifier si cette fermeture est toujours présente. Il n’est pas
possible de trouver de solution analytique de la fermeture de gap pour des valeurs de
spin-orbite non nulles. Nous nous contenterons d’étudier analytiquement le cas sans spin-
orbite (α = 0), nous montrerons l’existence d’une fermeture pour α 6= 0 à l’aide d’une

57



approche numérique. Dans le cas α = 0 :

E2
±(k = kF ) = (∆S ±

√
V 2
z + ∆2

T )2. (3.38)

Le gap effectif en fonction du paramètre supraconducteur en onde s et du champ Zeeman
pour une valeur de spin-orbite nulle et non nulle est présenté figure 3.4. Bien que le
système soit dans une phase topologique triviale pour les paramètres Vz <

√
∆2 + µ2 la

fermeture de gap vers la phase hélicale survit au champ Zeeman. Il s’agit d’un premier
résultat surprenant. Pour mieux cerner cette phase, nous allons maintenant calculer un
invariant topologique associé à cette phase.

3.4.2 Nombre de Chern

Afin de caractériser les phases topologiques de ce système de classe D, nous allons calculer
le nombre de Chern. Celui-ci se calcule via l’intégrale de la courbure de Berry des bandes
remplies (et l’équation 3.25 en découle) :

C =
∑
n

1
2πi

∫
BZ

d2kFn(k) , (3.39)

Fn(k) = ∂Any(k)
∂x

− ∂Anx(k)
∂y

, (3.40)

Anµ(k) = 〈un(k)|∂µun(k)〉 , (3.41)

où Fn(k) et Anµ(k), avec µ = x, y, sont respectivement la courbure et la connexion
de Berry de la bande n. Nous pouvons les évaluer numériquement [23] en utilisant les
fonctions et valeurs propres du hamiltonien (3.36). Comme présenté en figure 3.4, nous
obtenons que C = 0 pour Vz <

√
∆2
S + µ2 et que C = 1 sinon. Nous avons alors la

vérification que même si la fermeture de gap de la phase hélicale survit au champ Zeeman,
cette phase n’est pas protégée topologiquement. On peut parler de phase topologique
faible.

3.4.3 États de bord

La phase hélicale n’est plus protégée par la symétrie par renversement du temps, cepen-
dant, une fermeture de gap continue de la caractériser. Une question naturelle est de
savoir si des états de bord sont toujours présents dans cette phase, nous pourrions nous
attendre à ce que le champ Zeeman ouvre un gap dans ces états de bord.

Via des calculs analytiques présentées en annexe E ainsi que des simulations numériques,
nous pouvons dénombrer les états de bord que présente ce modèle. Le système se découpe
en trois zones présentées figure 3.5 :

1. Zone triviale définie par la condition ∆S <
√
V 2
z + ∆2

T . Pas d’états de bord.

58



Figure 3.4 – Gap effectif (en haut) et nombre de Chern (en bas) en fonction de la supra-
conductivité s-wave ∆ et du champ Zeeman Vz pour les valeurs de liaisons fortes t = 10,
µ = 5 et ∆T = 2. Figures de gauche : α = 0, figures de droite α = 8/kF .
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2. Zone hélicale vérifiant les conditions ∆S >
√
V 2
z + ∆2

T et Vz <
√

∆2
S + µ2. Cette

zone est définie par le nombre de Chern C = 0.
3. Zone topologique de type chirale vérifiant la condition Vz >

√
∆2
S + µ2 possédant

un état de bord. Dans cette zone, le nombre de Chern est C = 1, l’état de bord
est donc protégé.

Afin de résoudre le système nous considérons le système infini dans la direction y, le
vecteur d’onde ky est alors un bon nombre quantique. Le hamiltonien s’écrit alors :

Htot(ky) =
(
k2
y

2m −
1

2m∂2
x − µ

)
τz + ∆sτx + Vzσz +

(
ατz + ∆R

kF
τx

)
(kyσx + iσy∂x) .

(3.42)
À partir de cet hamiltonien nous allons calculer les états de bord de manière analytique
et numérique.

Résolution analytique

Le calcul analytique des états de bord est effectué en Annexe E pour le cas α = 0.
Considérant le bord situé en x = 0 les solutions à énergie nulle sont cherchées à travers
l’ansatz suivant :

ψ(x) =
4∑

n=1
ane
−znxρn , (3.43)

où ρn est un spineur dans l’espace de Nambu et où les an sont de simples coefficients
complexes. À énergie nulle le spineur peut être réduit de quatre composantes à deux
composantes par la symétrie particule-trou. Ces calculs permettent de dénombrer les
solutions dans les différentes phases. Ces calculs montrent que dans la phase hélicale les
deux états de bord d’énergie nulle sont toujours présents, ils ne sont donc pas directement
affectés par le champ Zeeman. La phase chirale comporte un seul état de bord comme
attendu.

La structure des coefficients zn permet une compréhension de ces états de bord ainsi
que de leur dépendance spatiale. Le nombre de solution zn permet de déterminer le
nombre d’états de bord. Les conditions aux limites imposent ρ(0) = 0, ce qui donne
deux contraintes pour les coefficient an. La condition de normalisation en donne une de
plus. Un degré de liberté permet le choix de deux vecteurs d’onde orthogonaux, il y aura
alors deux états de bord si le système comporte quatre solutions zn et un état de bord
si le système n’en comporte que trois.

Les états de bord ont une composante qui oscille seulement si zn admet des solutions
imaginaires. De plus nous pouvons nous attendre à ce que les états de bord aient autant
de coefficients de décroissance que de solutions zn. Le tableau 3.2 récapitule les résultats
analytiques obtenus. Nous remarquons que différents types de solutions pour les états
de bord sont possibles pour une même phase, les zn sont parfois purement réels ce qui
implique que les états sont décroissants sans oscillation.
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Topologique Conditions zn
Triviale 0 solution
V <

√
∆2
S −∆2

R

Hélicale V < ∆S 4 complexes

V > ∆S
V <

√
(µ−∆2

R/4µ)2 + ∆2
S

∆R > 2µ 4 réelles
V >

√
∆2
S −∆2

R ∆R < 2µ 4 complexes
V >

√
(µ−∆2

R/4µ)2 + ∆2
S ∆R < 2

√
2µ 2 réelles, 2 complexes

Chirale V <
√

(µ−∆2
R/4µ)2 + ∆2

S ∆R > 2
√

2µ 3 réelles
V >

√
∆2
S + µ2 V >

√
(µ−∆2

R/4µ)2 + ∆2
S 1 réelle, 2 complexes

Table 3.2 – Tableau des différentes phases topologiques et des différents états de bord
obtenus par résolution analytique dans le cas d’un supraconducteur avec un paramètre
d’ordre triplet et singulet en présence de champ Zeeman [27].

Figure 3.5 – Gap effectif en fonction de la supraconductivité s-wave ∆ et du champ Zeeman
Vz pour les valeurs de liaisons fortes t = 100, µ = 5, ∆T = 2 et α ∗ kF = 0 (αkF = 8) à
gauche (à droite). Les trois zones topologiques sont désigné par les chiffres en rouge, 1
désigne la zone topologique triviale, 2 désigne la zone topologique hélicale, 3 désigne la zone
topologique chirale.
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Simulation numérique

Les calculs numériques, quant à eux, permettent de vérifier et d’étendre les résultats
analytiques au spectre entier, et également de prendre en compte le couplage spin-
orbite. Nous pouvons ainsi établir la dispersion des états en fonction du vecteurs d’onde
ky.

Sur la figure 3.6 sont présentés les états de bord dans une phase hélicale. Nous remar-
quons que le champ Zeeman seul joue peu de rôle dans l’asymétrie de la dispersion des
états de bord contrairement à l’ajout du spin-orbite qui modifie les deux vitesses de
Fermi. En effet, le potentiel Zeeman ne fait que changer (de manière effective) le poten-
tiel chimique, ce qui, pour une bande parabolique, ne change que faiblement la vitesse
de Fermi. Figure 3.7 sont présentés les états de bord dans une phase chirale.

Nous pouvons conclure des calculs analytiques et des simulations numériques que le
système comporte dans sa phase hélicale deux états de bord contra-propagatifs. Ces états
de bord sont toujours présents pour un champ Zeeman non nul. Nous savons sous champ
Zeeman le système est de classe D et que la phase hélicale est faiblement topologique.
Bien que les états de bord ne soit pas protégés, le champ Zeeman seul ne suffit pas à les
altérer, les solutions d’énergie nulle étant toujours présentes. Nous pouvons cependant
les supposer sensibles au désordre.
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∆ = 1 , Vz = 3 , α = 0

∆ = 1 , Vz = 3 , αkF = 4

Figure 3.6 – Phase hélicale. Dispersion en ky et LDOS pour les paramètres µ = 5, t = 20
∆R = 2.
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∆ = 0 , Vz = 7

∆ = 3 , Vz = 7

Figure 3.7 – Phase chirale. Dispersion en ky et LDOS pour les paramètres µ = 5, t = 20
∆R = 2.
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3.5 Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre les propriétés topologiques des supraconducteurs en
ondes p et pourquoi ce type de supraconductivité était susceptible d’amener des états
de bord de type fermions de Majorana. Nous avons évoqué deux pistes possibles pour
obtenir ce type de supraconductivité. La supraconductivité en onde p peut se retrouver
de manière effective dans des matériaux possédant un couplage spin-orbite et un couplage
Zeeman. Le terme de supraconductivité en onde p peut aussi directement être présent
notamment quand le système possède un fort couplage spin-orbite.

Nous avons ensuite étudié les différentes phases topologiques que peuvent amener l’en-
semble de ces ingrédients. Lorsqu’un supraconducteur mélangeant des composantes sin-
gulet et triplet est en présence de champ Zeeman, deux phases topologiques sont pos-
sibles : la phase hélicale composée de deux états de bord contra-propagatifs et la phase
chirale composée d’un seul état de bord. Nous avons étudié dans ces différentes phases
topologiques les états de bord à l’interface supraconductivité/vide à l’aide de calculs
analytiques et numériques. Nous avons ainsi montré qu’en présence de champ Zeeman,
la phase topologique hélicale n’est plus protégée. En effet le champ Zeeman brisant l’in-
variance par renversement du temps, le supraconducteur passe de la classe de symétrie
DIII à D et d’un invariant topologique Z2 à Z. Quand bien même les états de bord
ne sont plus conjugués par la symétrie par renversement du temps, néanmoins, ils de-
meurent. Il s’agit de ce fait d’une phase supraconductrice hélicale faiblement protégée.
Dans le prochain chapitre, nous allons étendre l’étude de ce modèle au cas inhomogène
où le champ Zeeman peut maintenant varier spatialement. Nous étudierons les états de
bord pouvant être générés par cette variation spatiale du champ Zeeman.
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Chapitre 4

Cluster magnétique et
supraconductivité avec un
paramètre d’ordre hybride
singulet-triplet

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent nous avons vu qu’une variation du champ Zeeman suffisait à
produire une transition topologique dans un supraconducteur avec un paramètre d’ordre
hybride de type singulet-triplet. Or un tel fort champ Zeeman peut être produit par le
champ d’échange d’atomes magnétiques. Cela implique qu’une phase topologique peut
donc apparaître dans un matériau autour d’un cluster magnétique. Nous allons étu-
dier dans ce chapitre les états de bord produits par une variation spatiale du champ
Zeeman.

4.2 Modèle

Considérons un supraconducteur avec un paramètre d’ordre hybride mélangeant compo-
sante singulet et composantes triplet à deux dimensions. Nous upposerons qu’en l’absence
du cluster, ce supraconducteur est dans une pashe topologique triviale. Nous considé-
rons qu’une structure magnétique crée un champ Zeeman local, dont l’extension est bien
supérieure à la longueur de Fermi. Par commodité, nous traiterons le cas où le champ
Zeeman a une symétrie circulaire, nous pourrons ainsi choisir les états propres du système
comme étant états propres de l’opérateur de rotation.
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Le hamiltonien dans la base de Nambu Ψ(r) = (u↑(r), u↓(r), v↓(r),−v↑(r))T s’écrit :

H =
(
−η∇2 − µ

)
τz + Vz(r)σz + ∆Sτx +

(
ατz + ∆T

kF
τx

)
(σxp̂y − σyp̂x) . (4.1)

Afin d’exploiter la symétrie circulaire du potentiel Zeeman, il est judicieux d’écrire le
hamiltonien en coordonnées polaires :

H =
[
−η

(
∂2
r + 1

r
∂r −

L2
z

r2

)
− µ

]
τz + Vz(r)σz + ∆Sτx

+
(
ατz + ∆T

kF
τx

)( 0 ie−iθ(−i∂r − 1
r∂θ)

−ieiθ(−i∂r + 1
r∂θ) 0

)
,

(4.2)

où Lz = −i∂θ correspond à l’opérateur de moment cinétique selon l’axe z. Lz = −i∂θ.
La deuxième ligne de l’équation 4.2 ne commute pas avec l’opérateur Lz seul. En effet
le couplage spin-orbite et la supraconductivité hélicale impliquent à la fois une rotation
dans l’espace réel et dans l’espace de spin. L’opérateur de rotation associé s’écrit :

Jz = Lz + 1
2σz . (4.3)

Le hamiltonien commute avec cet opérateur, nous pouvons donc choisir ses vecteurs
propres comme étant aussi vecteurs propres de Jz de valeurs propres mJ . Nous pouvons
écrire la forme générale du spineur vecteur propre de Jz :

ΨmJ (r) = ei(mJ−σz/2)θΨmJ (r) =


u↑mJ (r)ei(mJ−1/2)θ

u↓mJ (r)ei(mJ+1/2)θ

v↓mJ (r)ei(mJ−1/2)θ

−v↑mJ (r)ei(mJ+1/2)θ

 , (4.4)

et remarquer que cette écriture peut former une base. La décomposition dans cette base
s’écrit :

ψ(r) =
∑
mJ

ei(mJ−σz/2)θψmJ (r) où ψmJ (r) =
∫
dθ

2πe
−i(mJ−σz/2)θψ(r) . (4.5)

Choisissant les vecteurs propres de la forme ΨmJ (r), nous pouvons écrire le hamiltonien
dans la base des mJ :

HΨmJ (r) = Hei(mJ−σz/2)θΨmJ (r) = EmJ e
i(mJ−σz/2)θΨmJ (r). (4.6)

Nous pouvons alors identifier le hamiltonien H̃mJ dans la base des ΨmJ (r) comme
étant :

H̃mJ = e−i(mJ−σz/2)θHei(mJ−σz/2)θ

=
[
−η

(
∂2
r + 1

r
∂r −

(2mJ − σz)2

4r2

)
− µ

]
τz + Vz(r)σz + ∆Sτx

+
(
ατz + ∆T

kF
τx

)[(
∂r + 1

2r

)
iσy + mJ

r
σx

]
.

(4.7)
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Cette transformation a permis de remplacer la variable continue θ par la variable discrète
mJ sur laquelle le hamiltonien est diagonal. Définissant k̂θ = − i

r∂θ nous remarquons que
pour de grands r, k̂θΨmJ (R) ' mJ

R Ψ(R). Le hamiltonien se trouve simplifié :

H̃mJ (r → R) =
[
−η

(
∂2
r −

m2
J

R2

)
− µ

]
τz + Vz(r)σz + ∆Sτx

+
(
ατz + ∆T

kF
τx

)[
∂riσy + mJ

R
σx

]
.

(4.8)

Ce hamiltonien est équivalent à celui d’un bord droit infini et invariant par translation
dans la direction y.

Nous souhaitons discrétiser le système afin d’effectuer des calculs numériques, cependant
en l’état le hamiltonien n’est pas auto-adjoint, du fait de l’écriture en coordonnée polaire.
Afin de corriger cela, nous devons absorber le paramètre r du produit scalaire entre
deux spineurs

∫
ψ∗mJ (r)φmJ (r)rdr. Nous renormalisons le spineur comme suit : Ψ̂mJ =√

rΨmJ . Le hamiltonien s’écrit alors :

ĤmJ =
[
−η

(
∂2
r −

m2
J −mJσz
r2

)
− µ

]
τz + Vz(r)σz + ∆Sτx

+
(
ατz + ∆T

kF
τx

)(
iσy∂r + 1

r
mJσx

)
.

(4.9)

Ce hamiltonien est facilement discrétisable et fournit un système effectif 1D pour chaque
valeur mJ . En prenant un pas de discrétisation a tel que r = a × m où m prend des
valeurs entières, nous définissons l’opérateur de création dans la base de Nambu A†m tel
que :

A†m = (c†mJ↑(am), c†mJ↓(am), cmJ↓(am),−cmJ↑(am)) . (4.10)

Définissant les paramètres de liaisons fortes : t = η
a2 et αp = α

a , nous pouvons écrire le
hamiltonien comme une matrice :

ĤmJ =
∑
m

A†m

{
t

(
2 + m2

J −mJσz
m2

)
τz − µτz − Vz(am)σz

+∆Sτx +
(
αpτz + ∆T

akF

)
mJ

m
σx

}
Am

+
∑
m

A†m

{
−tτz +

(
αpτz + ∆T

akF

)
iσy
2

}
Am+1 + h.c. .

(4.11)

Cette résolution numérique possède deux avantages majeurs : Premièrement, à travers
un modèle standard de liaisons fortes à 2D, nous aurions perdu la symétrie circulaire du
système. Deuxièmement, la diagonalisation effective par bloc en θ conduisant aux valeurs
propres mJ , permet une réduction de temps de calcul drastique. Ainsi, nous pouvons
nous intéresser à des systèmes bien plus grands.
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4.3 Résultats

Grâce au modèle établi précédemment, nous pouvons étudier plusieurs cas de transition
de phase. Dans cette section, nous nous intéresserons aux différents états de bord que
l’on peut obtenir à travers une variation du champ Zeeman, cette variation de champ
Zeeman pouvant amener le système dans une phase hélicale ou chirale.

4.3.1 Phase hélicale

Dans un premiers temps, nous allons étudier l’effet d’une marche de potentiel. Nous
considérons d’abord un système sans couplage spin-orbite dont la phase est triviale
sans champ Zeeman (∆S > ∆T ). Nous avons vu précédemment que la phase hélicale
est faiblement topologique, néanmoins ses états de bord subsistent. Nous rappelons le
hamiltonien initial :

H =
(
k2

2m − µ
)
τz + ∆Sτx + ∆T

kF
τx(σxky − σykx) + Vz(r)σz , (4.12)

où le champ Zeeman est tel que :

Vz(r) =
{
Vz,max si r < Rc
0 sinon . (4.13)

La figure 4.1 présente le résultat d’une marche de potentiel Zeeman amenant le système
dans une phase hélicale. Nous remarquons que les états de bord ne sont pas semblables
à ceux obtenus dans le cas d’un bord avec le vide. Un entassement d’énergies proche de
zéro (|E| � ∆) se produit pour des valeurs demJ tel que |mJ | < RckF . Les états de bord
croisent l’énergie de Fermi quatre fois : deux fois en mJ ∼ 0, et en mJ ∼ ±RckF . Nous
savons que la fermeture de gap pour cette transition s’effectue à |k| = kF . Il semblerait
que contrairement au bord avec le vide, toutes les valeurs de k donnant l’énergie de
Fermi produisent un état de bord d’énergie proche de zéro. Nous remarquons que les
dispersions sont différentes en fonction de la forme du champ Zeeman. Pour des valeurs
proches de la transition hélicale/triviale, les états de bord sont quasi-dégénérés dans la
zone mJRc ∈ [−kF , kF ]. Lorsque le champ Zeeman est plus important et se rapproche
de la transition hélicale/chirale, la dégénérescence est levée et les deux états ont des
dispersions distinctes en k = 0.

Spin-orbite

Il est possible d’ajouter le terme de spin-orbite, qui peut prendre des valeurs positives
ou négatives. La ligne de transition de phase est modifiée selon ses valeurs, voir figure
4.2. Comme nous l’avons vu précédemment, le couplage spin-orbite modifie les points
de fermeture de gap dans l’espace des impulsions. Une valeur positive (respectivement
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Vz = 4

Vz = 7

Figure 4.1 – Phase hélicale. Dispersion en mJ et desnité locale d’états pour les paramètres
µ = 10, t = 25, ∆S = 3, ∆R = 2.

αkF = −2 αkF = 0 αkF = 2

Figure 4.2 – Gaps effectifs en fonction du champ Zeeman et de la supraconductivité en
onde s pour les paramètres de liaisons fortes t = 25, µ = 10,∆S = 3, ∆R = 2, et de gauche à
droite, αkF = −2, 0, 2. Les croix rouges désignent les paramètres utilisés pour la simulation
des dispersions et des LDOS des figures 4.1 et 4.3
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αkF = −2

αkF = 2

Figure 4.3 – Phase hélicale. Dispersion en mJ et LDOS pour les paramètres µ = 10, t = 25,
∆S = 3, ∆R = 2.
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négative) produira une fermeture de gap pour une valeur de k supérieure (respectivement,
inférieure).

La figure 4.3 présente les résultats en fonction du spin-orbite. Ceux-ci ne présentent pas
de différence frappante avec le cas précédent mis à part les points de croisement des états
de bord avec l’énergie de Fermi. Les états de bord croisent quatre fois l’énergie de Fermi
dont deux fois en mJ ∼ 0 comme précédemment, et en mJ ∼ ±Rck∗ avec k∗ ≶ kF le
point de fermeture de gap.

Potentiel doux

Nous pouvons maintenant considérer le cas d’une marche de potentiel doux. Par com-
modité nous utiliserons la fonction de Fermi pour décrire le potentiel,

Vz(r) = Vz,max
exp((r −Rc)/λ) + 1 , (4.14)

où λ est la longueur de décroissance. Nous observons que dans le cas d’un potentiel
doux, les états deviennent dégénérés pour tous les paramètres affichés précédemment
(voir figure 4.4). Nous rappelons qu’en k = 0, les dispersions des deux états de bord sont
identiques ; elles brisent donc l’invariance par renversement du temps. Nous pouvons
supposer qu’il existe un hamiltonien effectif du système pour |mJ | < RckF qui séécrit
comme deux copies du même hamiltonien chiral. Le “lissage” du potentiel Zeeman jouant
un rôle dans la dégénérescence des états de bord, nous pouvons supposer que les termes
du hamiltonien contenant des dérivés ∂r en sont affectées. Reprenant l’équation (4.9),
nous supposons que pour les états de bord, le terme suivant s’annule :

−η
(
∂2
r −

m2
J

r2

)
− µ = 0 . (4.15)

Le hamiltonien effectif des états de bord serait alors :

ĤmJ ,eff = −ηmJ

r2 σzτz + Vz(r)σz + ∆Sτx + ∆T

kF
τx

(
iσy∂r + 1

r
mJσx

)
. (4.16)

Cet hamiltonien effectif est diagonal par bloc si l’on exclut le terme de supraconductivité
en onde s, les deux blocs donnant des états de bord co-propagatifs.

Nous remarquons aussi que dans le cas d’un potentiel doux, les états de bord ne com-
portent quasiment pas d’oscillations (voir figure 4.4).

4.3.2 Phase chirale

Nous pouvons aussi supposer que le système soit directement amené de la phase triviale à
la phase chirale, i.e. que Vz,max >

√
∆2
S + µ2. La figure 4.5 présente les résultats obtenus

pour différentes formes de potentiel Zeeman.
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Figure 4.4 – Dispersion en mJ et LDOS pour les paramètres µ = 10, t = 25, ∆S = 3,
∆R = 2, Vz,max = 7 et λ = 20.

Potentiel Zeeman sous forme de marche : Un seul état de bord chiral apparaît,
celui-ci comporte un aplatissement pour les valeurs |mJ | < RckF . Il croise l’énergie de
Fermi en un seul point, mJ ∼ 0.

Potentiel Zeeman en fonction de Fermi, λ = 5 : Nous remarquons des réminis-
cences des états hélicaux à travers deux états de bord gappés. L’état chiral en est altéré
et croise l’énergie de Fermi en trois points : mJ ∼ 0 et mJ ∼ ±RckF . Nous remarquons
par ailleurs que la dispersion en k = 0 est opposée au cas précédent.

Potentiel Zeeman en fonction de Fermi, λ = 30 : Dans le cas d’un potentiel
étendu à une trentaine de sites, la zone de phase hélicale est assez grande pour que les
états hélicaux et l’état chiral apparaissent. Ceux-ci sont faiblement couplés, mais leurs
dégénérescence est levée en k = 0. Nous remarquons que le gap s’abaisse dans cette zone,
sa taille correspond naturellement à la taille du gap de la phase hélicale. Pour une même
forme de potentiel Zeeman produisant une transition topologique seulement hélicale ou
seulement chirale, la variation du gap est négligeable. Il semblerait que les transitions
topologiques protègent aussi les états de bulk dans la phase hélicale.
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Figure 4.5 – Dispersion en mJ et LDOS pour les paramètres µ = 5, t = 25, ∆S = 4,
∆R = 1.4, Vz,max = 12 et de haut en bas λ = 0.01, 5, 30.
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4.4 Supraconductivité topologique dans le matériau Pb/-
Co/Si(111)

Je présente ici un travail réalisé en collaboration avec l’équipe expérimentale de Dimitri
Roditchev et Tristan Cren de L’INSP de Jussieu [50]. Cette équipe a étudié via un mi-
croscope STM les propriétés topologiques du matériau Pb/Si(111) en présence d’atomes
de cobalt enterrés. Le matériau monocouche Pb/Si(111) présente une phase supracon-
ductrice et ce système est aussi réputé pour présenter un fort couplage spin-orbite [10].
Cela, comme le montre l’annexe D, peut amener à un mélange de supraconductivité en
ondes s et p. Nous savons cependant que ce matériau n’est pas topologique, aucun état
de bord n’ayant été observé [15]. Il manque alors un ingrédient additionnel pour que le
système entre dans un régime topologique, et parmi toutes les possibilités le magnétisme
local semble être le plus prometteur.

Ce travail porte sur l’étude de clusters de cobalt enterrés dans le matériau monocouche
Pb/Si(111) comme le montre le schéma figure 4.6. Le matériau est obtenu par une crois-
sance en auto-assemblage à travers une évaporation séquentielle d’atomes de cobalt et
de plomb sur la surface de silicium, suivie d’un recuit (voir méthode de l’article [50]).
Le résultat final est l’obtention d’une monocouche de plomb recouvrant des clusters de
cobalt de 5 à 10 nm de rayon distribués aléatoirement. La phase supraconductrice du
plomb a une température critique de 1.8K et un gap de ∆ = 0.35meV [82]. Afin de
caractériser l’état supraconducteur et la transition topologique des mesures par micro-
scope STM furent effectuées à l’aide d’une pointe supraconductrice à une température
de 300mK.

Les données obtenues sont exposées sur la figure 4.7. Nous observons dans la LDOS
des cercles au-dessus des clusters magnétiques de la même échelle que ceux-ci. Le bord
de ces cercles mesurés à l’énergie de Fermi est approximativement de 0.7 nm, ce qui
est comparable aux distances atomiques et à la longueur d’onde de Fermi du système
[17]. Cette extension est bien plus petite que la longueur de cohérence ξ (' 50 nm)
et que la longueur de libre parcours moyen l (' 4 nm) dans ce système [10]. Ceci est
remarquable car pour les supraconducteurs dans la limite diffusive l � ξ, l’échelle de
longueur typique des variations supraconductrices est donnée par ξ. Ce fait suggère que
pour ces états à l’intérieur du gap, leur propagation à l’intérieur où à l’extérieur du
cluster est contrainte de la même manière que les états de surface sont confinés dans le
cas des isolants topologiques. Ceci nous laisse à penser que ces cercles peuvent être reliés
à des états de bord de Majorana entourant un domaine topologique.

Nous remarquons figure 4.7 g. que ces supposés états de bord ont une dispersion dans
l’espace réel en forme de X. Ceux-ci forment deux cercles distincts se rejoignant à l’énergie
de Fermi (figure d.-f.). Nous ne remarquons pas de levée de dégénérescence à l’énergie
de Fermi ce qui appuie l’hypothèse de la nature topologique des états de bord.

Ces résultats expérimentaux suggèrent que les états de bord combinent des propriétés
chirales et hélicales. D’une part le champ magnétique devrait favoriser des états de bord
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Figure 4.6 – Schéma du système Pb/Co/Si(111) : a. Vue de coté du système montrant
l’inclusion du cluster de cobalt dans le substrat de silicium. Par dessus cela, le plomb mono-
couche n’est pas modifié dans sa structure mais ressent toujours l’effet du champ magnétique
créé par le cluster. b. Schéma de la phase topologique du système, nous supposons que le
supraconducteur entre dans un phase topologique au dessus du cluster par l’action du champ
magnétique.

chiraux et d’autre part la forme en X suggère que deux états de bord sont présents et
donc qu’ils sont hélicaux. Une séparation spatiale des états de bord hélicaux ne peut se
produire que en brisant la TRS, ce que produit par ailleurs le champ magnétique.

4.4.1 Modèle

Le modèle le plus simple pouvant décrire le système est donc celui évoqué au début du
chapitre, représenté par le hamiltonien :

H =
(
−η∇2 − µ

)
τz + Vz(r)σz + ∆Sτx +

(
ατz + ∆T

kF
τx

)
(σxp̂y − σyp̂x) . (4.17)

Nous considérons que le couplage spin-orbite de type Rashba crée un supraconducteur de
paramètre d’ordre hybride de type triplet/singulet. En l’absence de cluster, le système
est visiblement dans la phase triviale, ce qui implique ∆S > ∆T . Nous supposons que
le cluster crée un champ magnétique d’échange qui se manifeste dans le système en un
champ Zeeman d’orientation constante.

Comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent, ce système peut présenter deux
phases topologiques, une phase topologique hélicale faiblement protégée comportant
deux états de bord contra-propagatifs et une phase chirale comportant un unique état
de bord.

Nous savons qu’un état de bord chiral ne permet pas de reproduire la dispersion dans
l’espace réel. En effet, un état de bord chiral produit une forme en croissant dans la
dispersion (et non en X). La figure 4.8 présente une dispersion d’un état chiral obtenu
sans supraconductivité en onde p. Les états hélicaux simulés n’affichent pas eux non plus
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Figure 4.7 – États de bord au-dessus d’un cluster de cobalt enterré : a. Topographie d’une
aire de 16×13 nm2. b.-d. Carte de conductance à 0meV, 0.1meV et 0.2meV respectivement.
e. Coupe d’une largeur de 10 nm passant à travers le centre du cercle montré figure b. donnant
la densité d’états en fonction de l’énergie et du rayon. Le spectre moyen a été retranché des
données brutes afin de mieux montrer la dispersion des états de bord.
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Figure 4.8 – Dispersion en mJ et LDOS pour les paramètres µ = 5, t = 25, ∆S = 2
α = 6kF , Vz,max = 10 et λ = 20.

Figure 4.9 – LDOS pour les paramètres µ = 5, t = 25, ∆S = 4 ∆R = 1.4, Vz,max = 12 et
λ = 30. La figure est symétrisée et le gap moyen est soustrait du spectre afin montrer au
mieux la correspondance possible avec la figure expérimentale.

de dispersion sous forme de X. La figure 4.4 présente les dispersions typiques obtenues
dans l’espace réel et réciproque ; les deux états de bords se confondent en une même
dispersion réelle. Cependant cette dispersion est obtenue pour un modèle où aucun défaut
ou potentiel aléatoire n’est présent, contrairement au cas expérimental qui se trouve dans
un régime de dispersion. Nous pouvons alors nous attendre à ce que l’entassement des
états autour de l’énergie de Fermi soit fortement sensible au désordre.

Une dernière possibilité pour obtenir cette dispersion est qu’elle soit produite par une
fermeture ou quasi-fermeture de gap. La figure 4.9 présente une fermeture de gap par
une variation du champ Zeeman douce à travers la phase hélicale puis chirale. Cette
figure présente le meilleur accord avec l’expérience pour le modèle utilisé.
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4.5 Etude d’un vortex piégé par un cluster magnétique

Dans cette section nous présenterons une étude numérique du cas où un vortex est
induit par la présence du cluster. Cette partie est encore prospective et demande de plus
amples développements aussi bien dans une approche microscopique que numérique plus
phénoménologique. Nous ne fournirons pas, par exemple, d’explications pour lesquelles
un vortex est susceptible d’apparaître autour d’un cluster magnétique. Il s’agit plus d’un
fait expérimental que nous prendrons comme hypothèse de travail.

Plusieurs cas de figure sont possibles selon que le vortex est porté par les deux types de
supraconductivité ou seulement par la supraconductivité en ondes p. Dans un premier
temps nous reviendrons sur les résultats de l’article de J. D. Sau et al. [67] traitant
des vortex dans un supraconducteur chiral (en ondes p) avant de nous intéresser au cas
hélical.

4.5.1 Vortex dans un supraconducteur chiral

Comme nous l’avons vu précédemment, nous pouvons obtenir une phase topologique de
type chirale à travers un supraconducteur en ondes s à l’aide d’un couplage spin-orbite et
d’un champ Zeeman sous la condition Vz >

√
∆2
S + µ2. Un vortex se caractérise par une

variation de la phase supraconductrice le long d’un chemin qui entoure le vortex.

H = ( p
2

2m − µ)τz + Vz(r)σz + α(σxpy − σypx)τz + ∆S(τx cos θ + τy sin θ). (4.18)

Cette variation de la phase brise l’invariance de rotation précédemment utilisée. De de
fait, Jz = Lz+ 1

2σz n’est plus une quantité conservée ; cependant nous pouvons facilement
trouver un nouvel opérateur commutant avec le hamiltonien, à savoir

J ′z = Lz + 1
2σz + 1

2τz. (4.19)

Comme l’ont montré Read et Green [59] (voir aussi [78]) les vortex dans les supracon-
ducteurs topologiques peuvent porter des états liés de Majorana. Un de ces états liés
de Majorana est notamment localisé au centre du vortex. Une condition d’obtention
de ces états est donc la possibilité de trouver des états non-dégénérés à énergie nulle
dans le spectre des états reliés au vortex. Notons que les opérations d’échange de deux
vortex permettraient de réaliser des opérations de tressage de fermions de Majorana, ce
qui serait un moyen de tester leur statistique non-Abelienne [33]. Nous pouvons comme
précédemment choisir les états propres du hamiltonien comme états propres de Jz :

ψmJ (r) = ei(mJ−σz/2−τz/2)θψmJ (r), (4.20)
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où ψmJ (r) a pour hamiltonien :

H̃mJ = e−i(mJ−σz/2−τz/2)θHei(mJ−σz/2−τz/2)θ

=
[
−η

(
∂2
r + 1

r
∂r −

(2mJ − σz − τz)2

4r2

)
− µ

]
τz + Vz(r)σz + ∆Sτx

+ ατz

[(
∂r + 1

2r

)
iσy + (2mJ − τz)

σx
2r

]
.

(4.21)

Il est intéressant de noter que sous l’opérateur de transformation particule-trou Ξ =
σyτyK, un état propre d’énergie Ede moment mJ se transforme en un état propre
d’énergie −E et de moment −mJ sous l’action de Ξ. Nous en déduisons qu’une condition
nécessaire à l’obtention d’un état non-dégénéré d’énergie nulle est mJ = 0. Lz donnant
des valeurs propres entières, nous en déduisons qu’il n’est pas possible d’obtenir des états
de Majorana non dégénérés dans une symétrie circulaire en l’absence d’un vortex.

La figure 4.10 présente un système chiral en présence de vortex. Nous remarquons que
nous avons cette fois un état à énergie nulle réparti entre le centre du vortex et le bord
de la zone topologique. Au centre du vortex, aucun autre état n’est présent à énergie
nulle contrairement au bord de la zone topologique où cet état se mêle aux autres états
de bords dispersif. Il est possible de construire une paire de fermions de Majorana à
partir de cet état d’énergie nulle, ces deux fermions se construisent par des combinaisons
linéaires des fonctions d’onde particule et trou :

γc = ψ + ψ†,

γb = ψ − ψ†

−i
.

(4.22)

Comme le montre la figure 4.10 les deux fermions de Majorana sont respectivement
localisés au centre et au bord du cluster.

4.5.2 Vortex dans un supraconducteur hélical

Nous pouvons aussi imaginer un vortex dans une phase supraconductrice hélicale. Dans
un premier temps, nous considérons le cas où la même phase est partagée par les deux
supraconducteurs :

H = ( p
2

2m − µ)τz + Vz(r)σz + α(σxpy − σypx)τz + ∆S(τx cos θ + τy sin θ)

+ ∆T

2kF
{τx cos θ + τy sin θ, σxpy + σypx} ,

(4.23)

où nous avons pris l’anti-commutateur entre la phase du vortex et le terme de couplage
triplet afin de préserver le caractère hermitien du hamiltonien. Comme précédemment,
le hamiltonien commute avec l’opérateur J ′z = Lz + 1

2σz + 1
2τz.
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Figure 4.10 – Phase chirale en présence de vortex. En haut : dispersion en mJ et densité
locale d’états pour les paramètres µ = 5, t = 25, ∆S = 2, α = 6kF et λ = 20. En bas :
densités des parties up et down de chaque fermions de Majorana.
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De la même manière, nous pouvons simuler la densité d’états dans la phase hélicale
en présence de vortex. La figure 4.11 présente les résultats de cette simulation. Nous
remarquons que pour une phase hélicale deux états électroniques sont présents proche
de E = 0 pour la valeur propre mJ = 0. Ces états fermions de Majorana ne sont pas
séparés en énergie des autres états au centre du vortex. Leurs énergies sont bien moins
proches de zéro que dans le cas précédent, E = 0.003 et E = 0.005 contre E = 2 · 10−5

pour le cas chiral. Ceci indique que ces deux états se couplent faiblement. Ceci rejoint
notre conclusion précédente que les états de Majorana sont beaucoup moins protégés
dans cette phase hélicale à cause du champ magnétique.

4.5.3 Cas du vortex porté par la composante en onde p

Nous pouvons imaginer que la minimisation de l’énergie libre amène le système à com-
porter un vortex seulement sur l’une des deux phases de la supraconductivité (onde s ou
onde p). Dans ce cas le système brise l’invariance par rotation. En effet, le hamiltonien
s’écrit maintenant :

H = ( p
2

2m − µ)τz + Vz(r)σz + α(σxpy − σypx)τz + ∆Sτx

+ ∆T

2kF
{τx cos θ + τy sin θ, σxpy + σypx} .

(4.24)

Nous remarquons que la première ligne du hamiltonien commute avec l’opérateur Jz =
Lz + 1

2σz alors que la deuxième ligne commute avec l’opérateur J ′z = Lz + 1
2τz. Il n’est

donc pas possible de trouver une base commune. Nous pouvons cependant choisir d’écrire
le système dans la base propre de l’opérateur Jz. La décomposition dans cette base, déjà
citée précédemment (équation (4.5)), s’écrit :

ψ(r) =
∑
mJ

ei(mJ−σz/2)θψmJ (r) où ψmJ (r) =
∫
dθ

2πe
−i(mJ−σz/2)θψ(r) . (4.25)

Nous pouvons facilement effectuer cette transformation sur un état propre du hamilto-
nien :

HΨ(r) = H
∑
mJ

ei(mJ−σz/2)θψmJ (r) = E
∑
mJ

ei(mJ−σz/2)θψmJ (r)

∑
mJ

∫
dθ

2πe
−i(m′J−σz/2)θHei(mJ−σz/2)θψmJ (r) = Eψm′J (r) .

(4.26)

Nous identifions l’élément de matrice HmJ ,m
′
J
écrit dans la base ψmJ (r) comme :

HmJ ,m
′
J

=
∫
dθ

2πe
−i(m′J−σz/2)θHei(mJ−σz/2)θ . (4.27)

Les éléments de matrice se calculent facilement ; la première ligne du hamiltonien dans
l’équation (4.24) est diagonale et a été calculée dans la section précédente. Nous pouvons
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Figure 4.11 – Phase hélicale en présence de vortex. En haut : dispersion en mJ et densité
locale d’états pour les paramètres µ = 10, t = 25, ∆S = 3, ∆T = 2, α = 0 et λ = 20. Au
milieu : densités des parties up et down de chaque fermions de Majorana d’énergie E = 0.003.
En bas : même chose avec E = 0.005
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séparer le hamiltonien en trois termes :

HmJ ,m
′
J

= H0
mJ
δ(mJ −m′J) +H−mJ δ(mJ −m′J − 1) +H+

mJ
δ(mJ −m′J + 1) , (4.28)

où :

H0
mJ

= −{η[∂r2 + 1
r
∂r − (2mJ − σz)2

4r2 ] + µ}τz + Vz(r)σz

+(∆T

kF
τx + ατz)(iσy(∂r + 1

2r ) + σx
mJ

r
) + ∆(r)τx,

(4.29)

et

H+
mJ

= ∆T

kF
τ+(−i(∂r + 1

2r )σx + σy
2mJ − n

2r ) ,

H−mJ = ∆T

kF
τ−(−i(∂r + 1

2r )σx + σy
2mJ + n

2r ) .
(4.30)

Contrairement au cas précédent, le hamiltonien n’est plus diagonal par bloc dans la base
de Jz. Nous pouvons définir le spineur état propre du hamiltonien comme :

Ψ(r) =



...
ΨmJ−1(r)
ΨmJ (r)

ΨmJ+1(r)
...


. (4.31)

Ceci revient toujours à diagonaliser un système à deux dimensions, r et mJ . Cependant
dans cette base, le terme du hamiltonien ηm

2
J
r2 deviendra rapidement dominant ; de plus

le hamiltonien couple les différents indices mJ seulement de proche en proche à travers
le terme de supraconductivité ∆T bien plus petit que l’énergie de Fermi. Nous pouvons
alors tronquer le spineur Ψ(r) ainsi que le hamiltonien aux petites valeurs de mJ .

La figure 4.12 présente une simulation réalisé avec ce modèle. Nous avons représenté
ici la moyenne angulaire de la densité. Ceci correspond à l’approximation d’une phase
aléatoire. En effet, nous pouvons supposer que la phase supraconductrice en onde p ne soit
pas constante dans le temps, ainsi une mesure par microscopie STM aurait pour résultat
une densité d’états moyennée par rapport à cette phase, restituant ainsi l’invariance par
rotation. La densité d’état dans cette approximation s’écrit :

ρRPA(E, r) = 1
2π

∫
dθρ(E, θ, r) =

∑
mJ

|ψn,mJ (r)|2δ(E − En). (4.32)

Nous remarquons que sous cette hypothèse, le vortex peut également porter un état de
majorana. Ces résultats sont encore très préliminaires [27] ; de nombreux autres scenari
doivent encore être explorés.
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Figure 4.12 – LDOS d’un cluster comportant un vortex sur la phase supraconductrice en
onde p pour les paramètres : µ = 10, t = 100, ∆S = 4, ∆T = 2, α = 0 et λ = 20.

4.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre un modèle numérique permettant la simulation de
système de cluster magnétique dans des supraconducteurs de paramètre d’ordre hybride
en onde s et en onde p. Cette méthode permet l’étude des états de bords dans un système
de petite taille tout en préservant l’isotropie de la géométrie circulaire. Celle-ci permet
aussi une diagonalisation à travers des systèmes effectifs à une dimension, ce qui donne
la possibilité de simuler des systèmes de grande taille.

À l’aide de ce modèle, nous avons étudié diverses transitions topologiques produites par
une variation de champ Zeeman local. Nous avons constaté dans le cas d’une transition
topologique hélicale, que les états de bords étaient différents des états de bords avec le
vide.

Nous avons enfin considéré une expérience de microscopie STM observant des états de
bords autour de clusters magnétiques. Ces états de bords se comportent dans la densité
d’état à l’intérieur du gap comme deux cercles concentriques se confondant à l’énergie de
Fermi. Les simulations numériques ont permis de montrer que cette dispersion caracté-
ristique dans l’espace réel ne pouvait pas être reproduite par des états de bord chiraux.
Les simulations reproduisant au mieux les données expérimentales suggèrent une quasi-
fermeture de gap produite par un champ Zeeman local dont la décroissance lente crée
deux domaines topologiques.
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse nous avons principalement étudié l’effet d’impuretés magnétiques dans
des systèmes sous régime quantique. Nous avons plus précisément exploré comment
des structures locales ou ponctuelles pouvaient modifier les propriétés du matériau les
accueillant en brisant certaines symétries telles que la symétrie de translation ou la
symétrie par renversement du temps.

Nous avons étudié dans un premier temps l’effet Kondo en présence d’une polarisation
magnétique. L’effet Kondo est très sensible à l’environnement magnétique car le méca-
nisme d’écrantage du spin de l’impureté, à savoir la formation d’un singulet, implique
des électrons de spin opposé à celui de l’impureté au niveau de Fermi. Nous avons montré
par des calculs numériques utilisant le groupe de renormalisation qu’il est possible de re-
monter à la polarisation en spin du système à travers la densité d’états mesurée au dessus
d’une impureté magnétique en résonance Kondo. Dans cette thèse, nous avons traité des
données expérimentales de microscopie STM en régime de contact. Ce régime de contact
rend a priori le système hors équilibre, l’effet Kondo étant mesuré à travers une pointe
fortement couplée. Nous avons cependant supposé le système proche de l’équilibre afin
de calculer la résonance Kondo. Il serait intéressant d’inclure la différence de potentiel
de la pointe en fonction du voltage et d’étudier comment les effets hors équilibre influent
sur la forme de la résonance Kondo mesuré par STM. A très forte tension, en régime
de contact, nous pouvons nous attendre, comme pour une boîte quantique couplée à
deux électrodes, à observer une scission de la résonance ainsi qu’à une forte réduction
de l’amplitude de la résonance à cause des effets de décohérence [20].

Nous avons ensuite étudié l’effet des impuretés magnétiques dans des supraconducteurs
en traitant l’impureté classiquement. Dans ce cas, l’impureté brise localement la symé-
trie par renversement du temps. Cela crée un état lié localisé autour de l’impureté. Ces
états, dits de Yu-Shiba-Rusinov, ont une énergie à l’intérieur du gap supraconducteur.
Nous avons, à travers des calculs analytiques et numériques, donné une explication sur
l’extension, la structure, et le déphasage de ces états. Ce travail a permis de mettre en
évidence l’influence de la dimensionnalité dans ces états liés, expliquant pourquoi dans
un supraconducteur à deux dimensions, l’extension spatiale de l’état de YSR était d’une
magnétude supérieure aux extensions spatiales observées auparavant dans les supracon-
ducteurs à trois dimensions. Nous avons vu qu’il était possible de retrouver qualitati-
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vement la structure spatiale de l’état de YSR, sa forme et sa dimension, à travers la
résolution d’un modèle de liaison forte décrivant quantitativement la structure de bande
du supraconducteur. L’utilisation des fonctions de Wannier et la considération d’un mo-
dèle de liaisons fortes correspondant aux multiples orbitales du système permettrait
sans doute une meilleure résolution spatiale ne se limitant pas au réseau triangulaire,
ce qui pourrait peut-être donner lieu à un accord quantitatif avec les donnés expéri-
mentales. Les états de YSR sont présents dans de nombreuses propositions de systèmes
accueillants des états de Majorana. En effet, la présence d’un réseau dense d’impuretés
magnétiques peut créer une bande d’états liés de type YSR dans le gap supraconducteur.
Cette bande peut, sous certaines conditions, émuler un supraconducteur topologique. En
ce sens, l’état de YSR peut servir de brique élémentaire pour cette supraconductivité
exotique induite par les impuretés. Une approximation couramment utilisée consiste à
écrire un modèle de de liaisons fortes à partir de ces états de YSR dans la limite où la
largeur de la bande de Shiba est très petite devant le gap. La méthode numérique que
j’ai développée afin de calculer les états propres de Shiba peut facilement se généraliser
à une chaîne ou un réseau plus complexe. Nous pourrions grâce à cette méthode calculer
la dépendance spatiale de ces états de Majorana en allant au delà de l’approximation de
faible largeur de la bande de Shiba habituellement utilisée.

Enfin, nous avons étudié l’influence du champ magnétique sur des supraconducteurs
avec un fort couplage spin-orbite. Nous avons étudié comment le champ magnétique
est susceptible d’induire des transitions de phase topologiques dans ces systèmes. Les
supraconducteurs de type triplet peuvent porter des états de bords de type fermions de
Majorana, des invariants topologiques permettant de les caractériser. Nous avons ensuite
étudié des supraconducteurs ayant un paramètre d’ordre mélangeant ondes s et ondes
p en présence d’un champ Zeeman. Le champ Zeeman réduit la composante en onde s
et permet alors une transition topologique vers une phase hélicale pour un supracon-
ducteur étant à l’origine dans une phase triviale. Cette phase hélicale est cependant
faiblement protégée dans la mesure où le champ Zeeman brise la symétrie par renver-
sement du temps. Comme il fut montré par une approche microscopique en annexe, un
des autres effets du champ Zeeman est de produire une renormalisation des paramètres
du supraconducteur. Nous avons effectué ce calcul dans deux différentes limites, l’une
où le champ Zeeman était dominant, l’autre où le couplage spin orbite était dominant.
Il serait intéressant de généraliser ce calcul microscopique au cas général. Par ailleurs,
il serait probablement utile de prendre en compte ces renormalisation des gaps supra-
conducteurs en ondes s et p pour établir plus précisément le diagramme de phase de ce
type de modèles.

Nous avons enfin étudié les supraconducteurs présentant un paramètre d’ordre hybride
mélangeant ondes s et p, en présence de clusters magnétiques. En faisant l’hypothèse que
le principal effet du cluster était de créer un fort champ local d’échange, notre objectif
était de trouver quels types d’états de bords pouvaient générer ce champ local. Nous
avons constaté dans le cas d’une transition topologique hélicale, que les états de bord
ainsi générés étaient différents des états de bord avec le vide. Nous avons enfin considéré
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une expérience de microscopie STM observant des états de bord autour de clusters
magnétiques. Ces états de bord dans la densité d’états à l’intérieur du gap forment
dans l’espace réel deux cercles concentriques se confondant à l’énergie de Fermi. Les
simulations numériques ont permis de montrer que cette dispersion caractéristique dans
l’espace réel ne pouvait pas être reproduite par des états de bord chiraux. Les simulations
reproduisant au mieux les données expérimentales suggèrent que cette dispersion spatiale
intra-gap est due à une quasi-fermeture de gap produite par un champ Zeeman local dont
la décroissance crée deux domaines topologiques distincts. Nous avons étudié, à la fin
de cette thèse, des états liés créés par un vortex piégé autour d’un cluster magnétique.
Les résultats préliminaires que nous avons obtenus suggèrent qu’un fermion de Majorana
est piégé au coeur de ce vortex, son partenaire étant délocalisé autour du cluster. Ces
résultats ont été obtenus par une approche phénoménologique ; nous avons supposé la
forme et le type de vortex (vortex porté par la partie en ondes p ou s du paramètre
d’ordre ou bien par les deux). Des calculs de minimisation d’énergie libre se basant
sur la théorie de Ginzburg-Landau permettraient de définir quels types de vortex serait
susceptible d’apparaître en fonction du champ Zeeman appliqué.
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Annexe A

Calcul du courant à travers une
impureté par le formalisme de
Keldysh

Cette annexe détaille le calcul du courant mesuré par spectroscopie STM passant à
travers une impureté en régime de contact. Dans le régime de contact, nous pouvons
nous attendre à ce que plus d’un canal participe au courant. De ce fait, les calculs sont
faits dans le cas de plusieurs canaux.

Notre modèle est celui décrit dans la section 1.2.4, nous nous contentons juste de rajouter
un indice de canal α au hamiltonien :

HT ip =
∑
k

(ξk − µT )c†kT ckT ,

HSub =
∑
kα

(ξk − µS)c†kSαckSα,

Hdot = c†dcd +Hint(nd↑, nd↓),

(A.1)

Htunnel =
∑

kTk′Sα

(Wαc
†
kT ck′Sα + h.c.) +

∑
kT

(tc†kT cd + h.c.) +
∑
kS

(Vαc†kScd + h.c.). (A.2)

Rappelons quelques sommes utiles sur nos fonctions de Green non-perturbées de la pointe
et de la surface,∑

k

gaT (ω) = −
∑
k

grT (ω) = iπν ;
∑
k

gaSα(ω) = −
∑
k

grSα(ω) = iπνα, (A.3)

∑
k

g<T (ω) = 2iπνfT (ω)
∑
k

g<Sα(ω) = 2iπναfS(ω), (A.4)

où ν (να) représente la densité d’états à l’énergie de Fermi pour la pointe (pour le canal
α de la surface). Nous définition ΓT (S) l’élargissement du niveau de l’impureté dû à la
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pointe (surface),

ΓT = 2πνt2 = −2it2
∑
k

gaT (ω) ; ΓS =
∑
α

2πναV 2
α = −2i

∑
kα

V 2
α g

a
Sα(ω). (A.5)

Enfin, nous utiliserons par la suite l’abréviation suivante

GdT =
∑
k

GdkT (ω). (A.6)

A.1 Formule du courant

La formule du courant s’obtient par les équations du mouvement. Nous avons donc
deux équations, l’une pour le courant dans la pointe et l’autre pour le courant dans la
surface,

IT = −e〈ṄT 〉 ; IS =
∑
α

−e〈 ˙NSα〉, (A.7)

IT = 4e
h

Re
∫
dω(tG<dT +

∑
α

W ∗αG
<
SαT

), (A.8)

IS = 4e
h

Re
∫
dω(−

∑
α

VαG
<
dSα +

∑
α

W ∗αG
<
SαT ). (A.9)

Nous utilisons par la suite IS = IT .

ÎT = tG<dT +
∑
α

W ∗αG
<
SαT

, (A.10)

ÎS =
∑
α

−VαG<dS +W ∗αG
<
SαT

. (A.11)

A.2 Fonctions de Green

Nous développons les fonctions de Green en fréquence, utilisons les équations de Dyson
pour écrire

GSαT = gSαVαGdT + gSαWαGTT , (A.12)

GTT = gT + gT tGdT +
∑
α

gTW
∗
αgSVαGdT +

∑
α

gTW
∗
αgSWαGTT , (A.13)

GdT = GdtgT +
∑
α

GdVαgSWαgT +
∑
α

GdTW
∗
αgSWαgT , (A.14)

GSαd = gSαVαGd + gSαWαGTd. (A.15)

Grâce à la supposition que les termes de saut sont indépendants du vecteur d’onde, nous
pouvons résoudre ces équations de manière auto-cohérente. Nous obtenons les relations
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entre les fonctions de Green intervenant dans le courant et les fonctions de Green de
l’impureté en appliquant les règles de Langreth [29]

tG<dT = 1
1 + ξ

([
G<d
2 +GrdfT

]
iΓT −G<d Ω

)

+ 1
(1 + ξ)2G

r
d(fT − fS)[2Ω− iξΓT ]

(A.16)

où ξ = grT
∑
αWαg

a
SαW

∗
α et Ω = tgrT

∑
αWαg

a
SαVα. Pour obtenir les mêmes équations

auto-cohérentes concernant les fonctions de Green de la surface, nous devons sommer
sur les canaux,∑

α

W ∗αG
<
SαT

=
∑
α

(W ∗αg<S VαG
a
dT +W ∗αg

r
SVαG

<
dT +W ∗αg

<
SWαG

a
TT +W ∗αg

r
SWαG

<
TT ).

(A.17)
Nous notons (A) les deux premiers terme de l’équation,

(A) =
∑
α

W ∗αg
<
S VαG

a
dT +W ∗αg

r
SVαG

<
dT =

1
1 + ξ

[
2Grd(Ω∗fT − ΩfS) +G<d Ω∗ + [GrdfS + G<d

2 ]iξ̃ΓS

]

+ (fT − fS) Grd
(1 + ξ)2 (−iξ̃ΓS − ξΩ∗),

(A.18)

où ξ̃ΓS = (
∑
αW

∗
αg

r
SVα)(

∑
α′ Vα′g

a
SWα′). Développant G<TT nous identifions (A)

G<TT = 2fTGaTT + 1
1 + ξ

[−(fT − fS)2ξGaTT

+ grT tG
<
dT +

∑
α

grT (W ∗αg<S VαG
a
dT +W ∗αg

r
SVαG

<
dT )],

(A.19)

ceci nous permet de simplifier l’expression
∑
αW

∗
αG

<
SαT

.

∑
α

W ∗αG
<
SαT

= 1
1 + ξ

[(A)− 2(fT − fS)
∑
α

W ∗αg
a
SWαG

a
TT − ξtG<dT ], (A.20)

∑
α

W ∗αG
<
SαT

= (fT − fS) 2ξ
(1 + ξ)2 −

ξ

1 + ξ
tG<dT

+ 1
(1 + ξ)2

[
2Grd(Ω∗fT − ΩfS) +G<d Ω∗ + [GrdfS + G<d

2 ]iξ̃ΓS

]

+ (fT − fS)
(1 + ξ)3 Grd[iξ̃ΓS(ξ − 1)− iξΓT − 2ξ(Ω + 2Ω∗)].

(A.21)
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Nous trouvons aussi l’expression

−
∑
α

VαG
<
dS = [G

<
d

2 + fSG
r
d](−iΓS + iξ̃ΓS

1 + ξ
) +G<d

Ω∗

1 + ξ

+ (fT − fS)
(1 + ξ)2 Grd[2Ω∗ − iξ̃ΓS ]

. (A.22)

Ayant obtenu tous les termes en fonction des fonctions de Green Grd , G<d nous pouvons
calculer les courants

ÎT = 1
(1 + ξ)2 (

[
G<d
2 + fTG

r
d

]
(iΓT + 2Ω∗) +

[
G<d
2 + fSG

r
d

]
(iξ̃ΓS − 2Ω))

+Grd
(fT − fS)
(1 + ξ)3 [iξ̃ΓS(ξ − 1)− 2iξΓT + 2Ω(1 + ξ)− 4ξ(Ω + Ω∗)]

+ (fT − fS) 2ξ
(1 + ξ)2

(A.23)

ÎS = 1
(1 + ξ)2 (

[
G<d
2 + fTG

r
d

]
(−ξiΓT + 2Ω∗)

+
[
G<d
2 + fSG

r
d

]
(−iΓS(1 + ξ)2 + iξ̃ΓS(2 + ξ)− 2Ω))

+Grd
(fT − fS)
(1 + ξ)3 [iξΓT (ξ − 1)− 2iξ̃ΓS + 2Ω∗(1 + ξ)− 4ξ(Ω + Ω∗)]

+ (fT − fS) 2ξ
(1 + ξ)2

(A.24)

Nous remarquons que tous les termes ont pour facteurs
[
G<
d
2 + fT (S)G

r
d

]
ou (fT − fS).

Nous cherchons désormais à utiliser la relation IT = IS afin de soustraire les termes G<d .
Nous pouvons réécrire les courants :

ÎT = (i G<d
2(1 + ξ)2 + FT )AT + (i G<d

2(1 + ξ)2 + FS)BT + (FS − FT )CT +D, (A.25)

ÎS = (i G<d
2(1 + ξ)2 + FT )AS + (i G<d

2(1 + ξ)2 + FS)BS + (FS − FT )CS +D. (A.26)

Avec les relations suivantes :
FT/S = iGrd

fT/S
(1 + ξ)2 , (A.27)

AT = ΓT − 2iΩ∗ ; BT = ξ̃ΓS + 2iΩ ; CT = ξξ̃ΓS − ξΓT
1 + ξ

− 2iΩ, (A.28)
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AS = −ξΓT − 2iΩ∗ ; BS = −ΓS(1 + ξ)2 + ξ̃ΓS(2 + ξ) + 2iΩ,

CS = ξ2ΓT − ξ̃ΓS
1 + ξ

− 2iΩ∗,
(A.29)

D = [−ξ̃ΓS − ξΓT + 4iξ(Ω + Ω∗)]FT − FS1 + ξ
+ 2ξ

(1 + ξ)2 (fT − fS). (A.30)

Ainsi nous pouvons réécrire le courant sans fonction de Green G<d

Î = ÎT (AS +BS)− ÎS(AT +BT )
AS +BS −AT −BT

= (FT − FS)ATBS −ASBT + CT (AS +BS)− CS(AT +BT )
AS +BS −AT −BT

+D

(A.31)

Î =

(FT − FS)ΓT ξ̃ΓS(3− ξ) + (1 + ξ)(−ΓTΓS − ξΓS ξ̃ΓS + (ξ̃ΓS)2) + 4(Ω∗ − Ω)2

AS +BS −AT −BT
− 2i(Ω∗ + Ω)(FT − FS) +D

(A.32)

Pour simplifier nous remarquons que :
4ΩΩ∗ = ΓT ξ̃ΓS et 4(Ω∗ − Ω)2 = 4(Ω∗ + Ω)− 4ΓT ξ̃ΓS

Î =(FT − FS)ΓT ξ̃ΓS + ΓTΓS + ξΓS ξ̃ΓS − (ξ̃ΓS)2 − 4(Ω∗ + Ω)2/(1 + ξ)
ΓT + ΓS(1 + ξ)− ξ̃ΓS

− 2i(Ω∗ + Ω)(FT − FS) +D.

(A.33)

Nous pouvons maintenant intégrer et prendre la partie réelle de la formule.

I = 2 Re Î = 2e
h

∫
dω[fT − fS ]

×
{ 4ξ

(1 + ξ)2 + 4 ReGrd(ω) (1− ξ)
(1 + ξ)3

√
ΓT ξ̃ΓS cosϕ− 2 ImGrd(ω) 1

(1 + ξ)2

×

ΓT ξ̃ΓS + ΓTΓS + ξΓS ξ̃ΓS − ξ̃ΓS
2
− 4ΓT ξ̃ΓS

1+ξ cos2 ϕ

ΓT + ΓS(1 + ξ)− ξ̃ΓS
− ξ̃ΓS + ξΓT

(1 + ξ)

}
(A.34)

Nous pouvons retrouver l’équation mono-canal (équation 1.50) en remarquant que dans
ce cas ξ̃ΓS = ξΓS . Le cas mono-canal fut calculé dans l’article de Akiko Ueda et Mikio
Eto [76]. Nous remarquons que dans le cas multi-canaux, les interférences menant à l’effet
Fano sont multiples et il n’est pas possible d’écrire le résultat sous la forme :

I = 2e
h

∫
dω[fT − fS ](a+ b(2qReGrd + (1− q2) ImGrd)). (A.35)
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Annexe B

Calcul des états de
Shiba-Yu-Rusinov, méthode de
Shiba et méthode de Rusinov

Dans cette annexe nous présenterons la procédure de calcul des états de YSR effectuée
par deux méthodes historiques développées par H. Shiba et A. I. Rusinov. La méthode de
Shiba se fait à l’aide de la méthode T-matrix via le formalisme des fonctions de Green,
sa généralisation permet le calcul des propriétés du matériaux en présence d’impuretés
dissolues. La méthode de Rusinov correspond à celle développé dans la section 2.2 sa
généralisation prend en compte l’extension spatiale de l’impureté produisant plusieurs
états liés.

Nous partons du hamiltonien générale écrit dans la base de Nambu
Ψ =

(
u↑, u↓, v↓, −v↑

)T
:

H = (ξkτz + ∆τx) + (K(|r|)τz − σzJ(|r|))), (B.1)

où ξk la bande d’énergie du matériau bulk agissant dans l’espace des impulsions et où
K(|r|) et J(|r|) sont les potentiels scalaire et magnétique produit par l’impureté par
champ d’échange.

B.1 Méthode de Shiba

Nous définissons la fonction de Green non perturbé du système comme

(G0
k)−1(ω) = ω −H0(k), (B.2)
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où H0(k) = ξkτz + ∆τx. Cela donne comme fonction de Green :

G0
k(ω) = ω + ξkτz + ∆τx

ω2 − ξ2
k −∆2 . (B.3)

Nous supposerons le potentiel de l’impureté comme étant local :

HImp = A†(r = 0)(Kτz − σzJ)A(r = 0), (B.4)

où A(0) =
(
c↑(0), c↓(0), c†↓(0), −c†↑(0)

)
l’opérateur matriciel de création dans l’es-

pace de Nambu défini plus haut. Après transformée de Fourier nous obtenons :

HImp = 1
V

∑
k,k′

A†(k)(Kτz − σzJ)A(k′). (B.5)

Traitant ce potentiel en perturbation, nous obtenons pour la fonction de Green générale
du système l’équation de Dyzon suivante :

Gk,k′(ω) = δ(k − k′)G0
k(ω) +G0

k(ω).(Kτz − σzJ)
∑
k1

Gk1,k′ (B.6)

Nous pouvons remarquer que pour ce système

Gk,k′(ω) = δ(k − k′)G0
k(ω) +G0

k(ω)T (ω), G0
k′(ω) (B.7)

où T (ω) est la matrice T définie comme

T (ω) = (Kτz − σzJ)
∑
n

[
∑
k

G0
k(ω)(Kτz − σzJ)]n

= Kτz − σzJ
11−

∑
kG

0
k(ω)(Kτz − σzJ)

.
(B.8)

Nous cherchons les pôles de la fonction de Green pour |ω| < ∆ ceux-ci correspondant aux
états excités à l’intérieur du gap. Les pôles de la fonction de Green totale correspondant
aux pôles de T (ω), nous cherchons donc ω pour l’équation suivante :

det[11−
∑
k

G0
k(ω)(Kτz − σzJ)] = 0

det[11 + πν0
ω + ∆τx√
∆2 − ω2

(Kτz − σzJ)] = 0.
(B.9)

Cette équation a pour solution

ωS = ±∆ 1− α2 + β2√
4α2 + (1− α2 + β2)2 . (B.10)

Cette méthode donne le même résultat que nous avons vu dans le texte principal. Ce-
pendant, elle peut être facilement généralisée pour prendre en compte un système dense
d’impuretés. Elle permet alors de calculer la réduction du gap du système.
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B.2 Méthode de Rusinov

Dans ses développements, Rusinov a pris en compte l’extension des états de YSR au
premier ordre.

Nous supposons que l’impureté produit un champ isotrope scalaire et magnétique. Nous
pouvons formellement écrire dans la sous base de Nambu φ =

(
u↑, v↓

)T
:

(E − ξkτz −∆τx)φ(r) = [K(|r|)τz − J(|r|)]φ(r). (B.11)

Après transformation de Fourier nous obtenons :

(E − ξkτz −∆τx)φ(k) =
∫
dk′[K(|k − k′|)τz − J(|k − k′|)]φ(k′). (B.12)

Supposant le potentiel suffisamment local (extension plus faible que λF ) nous pouvons
approximer le potentiel de l’impureté V (|k−k′|) par sa dépendance angulaire V (θk−θ′k)
en deux dimensions ou V (θk−θ′k, ϕk−ϕ′k) en dimension 3. Nous pouvons alors développer
le potentiel en série :

V (θ) =
∞∑

m=−∞
Vle

ilθ ; V (θ, ϕ) =
+∞∑
l=0

+l∑
m=−l

VlmYl,m(θ, ϕ), (B.13)

où Yl,m(θ, ϕ) est la fonction harmonique sphérique définie :

Yl,m(θ, ϕ) = (−1)
1
2 (m+|m|)

√
(2l + 1)

4π
(l − |m|)!
(l + |m|)!Pl,|m|(cos θ)eimϕ. (B.14)

Après transformation nous obtenons pour l’équation B.12 en 2D :

φ(k) =
∞∑

l=−∞
eiθkl

E + ξkτz + ∆τx
E2 − ξk −∆2 [Klτz − Jl]φl, (B.15)

où nous définissons φl =
∫
dk/(2π)2e−iθklφ(k). Enfin supposant ξk isotrope, nous pou-

vons utiliser l’orthogonalité des fonctions harmoniques et intégrer l’équation par∫
dk/(2π)2e−iθkl :

φl =
∫

kdk

(2π)2
El + ξkτz + ∆τx
E2
l − ξk −∆2 [Klτz − Jl]φl

= −πν0
El + ∆τx√

∆2 − E2
l

[Klτz − Jl]φl.
(B.16)

Nous pouvons obtenir la même équation en 3D en définissant
φlm =

∫
dk/(2π)3Ylm(θk, ϕk)φ(k) :

φlm = −πν0
Elm + ∆τx√

∆2 − E2
lm

[Klmτz − Jlm]φlm (B.17)
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Les équations (B.16) et (B.16) sont les mêmes que dans la section 2.2. Définissant,

tan(δ±j ) = βj ± αj , (B.18)

où βj(αj) désigne πνKl(πνVl) ou πνKlm(πνVlm) selon que l’on considère le système à
2D ou 3D. Ainsi nous obtenons les expressions suivantes :

Ej = ∆ cos(δ+
j − δ

−
j ),

φj =
(

cos δ−j
cos δ+

j

)√
2πν∆αj cos δ−j cos δ+

j .
(B.19)

Ces différentes solutions sont toutes orthogonales Ainsi pour chacune de ces solutions
correspond un vecteur d’onde total :

φl(k) = eiθkl
El + ξkτz + ∆τx
E2
l − ξk −∆2 [Klτz − Jl]φl

φlm(k) = Yml(θk, ϕk)
Elm + ξkτz + ∆τx
E2
lm − ξk −∆2 [Klτz − Jl]φlm

(B.20)

Afin de trouver la la structure spatiale des états de YSR nous devons effectuer la trans-
formée de Fourier de ces vecteurs d’onde. Dans la suite nous nous limiterons au cas où
l’impureté est scalaire, cas traité dans la section 2.2. Je présenterai donc dans la suite le
calcul des intégrales utiles à cette transformation.

B.2.1 Intégrales

f0 =
∫

dk

(2π)d
eik.r

E2
S − ξ2

k −∆2 , (B.21)

et
f1 =

∫
dk

(2π)d
ξke

ik.r

E2
S − ξ2

k −∆2 , (B.22)

Intégrale en 3 dimensions : Nous effectuons un changement de variable vers ξk et
x = cos θk où l’angle polaire θ est l’angle relatif entre k et r.

f0(r) = ν0
2

∫
dξk

∫ 1

−1
dx

eikrx

E2 − ξ2
k −∆2 , (B.23)

Nous effectuons d’abord l’intégrale sur la variable ξk en linéarisant l’impulsion par la
formule k(ξ) = kF + ξ/~vF ,

f0(r) = − ν0π

2
√

∆2 − E2

∫ 1

−1
dxeikF rxe−kSr|x|, (B.24)
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où kS =
√

∆2 − E2/~vF . Cela nous donne :

f0(r) = − ν0π√
∆2 − E2

e−kSr(kF r sin kF r − kSr cos kSr)− kSr
(kF r)2 + (kSr)2 . (B.25)

Finalement en approximant kF � kS nous trouvons :

f0(r) = − ν0π√
∆2 − E2

e−kSr sin kF r
kF r

. (B.26)

La deuxième intégrale paramétré comme la première s’écrit :

f1(r) = ν0
2

∫
dξk

∫ 1

−1
dx

ξke
ikrx

E2 − ξ2
k −∆2

ω2
D

ω2
D + ξ2

k

. (B.27)

où nous avons rajouté la fréquence de Debye ωD comme un cut-off UV pour s’assurer
de la convergence de cette intégrale [56]. De la même manière nous intégrons d’abord
sur ξk,

f1(r) = i
πν0
2

ω2
D

∆2 − E2 − ω2
D

∫ 1

−1
dx

x

|x|
eikF rx(e−kSr|x| − er|x|ωD/~vF ), (B.28)

puis sur θ :

f1(r) = πν0<[
eikF re−kSr(−ikF r + ωDr

~vF ) + ieikF re−ωDr/~vF (kF r + ikSr) + (kS − ωDr
~vF )

(kF r + iωDr~vF )(−ikF r + kSr)
].

(B.29)
Enfin dans la limite asymptotique et en supposant kF r � ωDr

~vF � 1 mais aussi kF � kS ,
nous trouvons :

f1(r) ≈ πν0e
−kSr cos kF r

kF r
. (B.30)

Intégrale en 2 dimensions Nous procédons de la même manière pour le cas 2D

f0(r) = ν0
2π

∫
dξk

∫ 2π

0
dθ

eikr cos θ

E2 − ξ2
k −∆2 , (B.31)

f1(r) = ν0
2π

∫
dξk

∫ 2π

0
dθ

ξke
ikr cos θ

E2 − ξ2
k −∆2 , (B.32)

Nous intégrons d’abord sur ξk puis sur θ :

f0(r) = − πν0√
∆2 − E2

<[J0(kF r + ikSr) + iH0(kF r + ikSr)], (B.33)

f1(r) = πν0=[J0(kF r + ikSr) + iH0(kF r + ikSr)], (B.34)
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où J0(r) et H0(r) sont les fonctions de Bessel et de Struve de l’ordre 0. Ces résultats
sont en accord avec [12]. Ici encore nous calculons la limite asymptotique, supposant
kF � kS , nous obtenons :

f0(r) ≈ − πν0√
∆2 − E2

√
2

πkF r
cos(kF r −

π

4 )e−kSr, (B.35)

f1(r) ≈ πν0

√
2

πkF r
sin(kF r −

π

4 )e−kSr + 2ν0
kF r

. (B.36)

Dans le régime où nous pouvons négliger le dernier terme de f1(r),

f1(r) ≈
√

2
πkF r

sin(kF r −
π

4 )e−kSr. (B.37)

102



Annexe C

Traitement numérique du modèle
de liaisons fortes des états de
YSR via les fonctions de
Wannier

Nous développerons ici une méthode numérique traitant les états de YSR dans les mo-
dèles de liaisons fortes à plusieurs atomes par maille. Nous noterons le hamiltonien du
système métallique :

H =
∑
R,α

ξα|αR〉〈αR|+
∑

R,R′,α,β

tα,βR,R′ |αR〉〈βR
′|, (C.1)

où |αR〉 correspond à la fonction de Wannier α et où R correspond à la position sur le
réseau de Bravais.

Le système étant invariant par translation nous utilisons les conditions périodiques aux
bords de Born-von Karman et appliquons un changement de base : |αR〉 = 1√

N

∑
k e
−ikR|αk〉,

où k est la position sur le réseau réciproque et où N est le nombre de sites total du sys-
tème. Dans cette base, le hamiltonien s’écrit :

H =
∑
k α,β

γα,β(k)|αk〉〈βk|. (C.2)

La structure de bandes du système se résout par la diagonalisation de la matrice γα,β(k),
dans la base diagonale le hamiltonien s’écrit :

H =
∑
kn

ξkn|nk〉〈nk|), (C.3)
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où ξkn sont les énergies propres et où |nk〉 =
∑
n anα(k)|αk〉 sont les vecteurs propres.

Aussi nous pouvons effectuer la transformée de Fourier et trouver les fonctions de Wan-
nier associées aux vecteurs |nk〉 :

|nR〉 =
∑
αR′

anα(R′)|αR−R′〉. (C.4)

Précédemment, nous utilisions cette base diagonale en modèle de liaisons fortes et sup-
posions que le couplage de l’impureté à cette bases était ponctuel et diagonal mais
comme le souligne l’équation (C.4) ces fonctions de Wannier sont sûrement étendues.
Nous pouvons aller au-delà de cette approximation traitant le hamiltonien dans la base
des fonctions de Wannier localisées.

C.1 Méthode

Afin de prendre en compte la supraconductivité, nous traitons le système à l’aide des
équations de Bogoliubov de Gennes et utiliserons la base de Nambu, où le spineur est
défini comme :

|k〉 =



|1,ke〉
...

|α,ke〉
...

|1,−kh〉
...

|α,−kh〉
...


, (C.5)

où e et h dénote la partie électronique de spin up et la partie trou de spin down respec-
tivement, α dénote la fonction de Wannier. Nous pouvons écrire le hamiltonien prenant
compte de la supraconductivité :

HBdG =
∑
k

{γkτz + ∆11τx}|k〉〈k|, (C.6)

où γk est la matrice avec les valeurs γαβ(k) définies précédemment et où ∆ est le pa-
ramètre d’ordre supraconducteur, τi dénote les matrices de Pauli agissant dans l’espace
particule-trou. Nous supposons que l’impureté agit seulement sur sa position, son cou-
plage s’écrit alors :

HImp =
∑
R

(Kτz + Jτ0)δ(R = Rimp)|R〉〈R|, (C.7)

où |αRimpσ〉 est la transformée de Fourier du spineur |k〉, |k〉 = 1√
N

∑
R e
−ikR|R〉. J

représente le potentiel Zeeman alors que K représente le potentiel scalaire, ce sont des
matrices dans l’espace de Wannier elle ne sont pas forcément diagonales.

104



Nous souhaitons résoudre les états propres à l’intérieur du gap. Nous notons ψ(R) le
spineur vecteur propre écrit dans la base |R〉. L’équation de Bogoliubov de Gennes
s’écrit :

[E −HBdG]ψ(R) = V δ(R = Rimp)ψ(Rimp). (C.8)

Par commodité nous choisissons de placer le site de l’impureté à l’origine Rimp = 0.
Après transformation de Fourier nous obtenons :

ψ(k) = 1√
N

[E −HBdG]−1
k V ψ(0). (C.9)

En revenant dans l’espace réel nous obtenons l’équation maîtresse :

ψ(R) = 1
N

∑
k

eikR[E −HBdG]−1
k V ψ(0) (C.10)

Cette équation permet de résoudre les énergies des états de YSR en posant R = Rimp
puis de calculer la fonction d’onde totale. Nous pouvons enfin obtenir la densité d’états
dans l’espace réel :

ρσ(r) =
∑
R

ψασ(R)ψ∗ασ(R)wασR(r)w∗ασR(r), (C.11)

où wασR(r) est la fonction de Wannier dans l’espace réel attachée à l’état |αRσ〉
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Annexe D

Supraconductivité en présence de
spin-orbite et champ Zeeman

Cette Annexe est hautement inspiré du papier de Gor’kov et Rashba ( PRL 87.037004)
[25].

L’objectif de cette Annexe est d’étudier les propriétés des phases supraconductrices d’un
matériau 2D sous spin-orbite de type Rashba et potentiel Zeeman. Nous savons que
l’interaction spin-orbite brise la symétrie par renversement du temps tout comme l’effet
Zeeman ce qui est succeptible d’affecter la supraconductivité. Aussi nous savons qu’un
supraconducteur de type s-wave en présence de ces deux autres ingrédients peut direc-
tement émuler un supraconducteur chiral de type p-wave, nous pouvons donc nous de-
mandé si mêmes ingrédients ne peuvent pas agir de manière intrinsèque sur l’interaction
entre électrons pour donner directement un couplage de type p-wave. Notre approche
visera à résoudre le hamiltonien en interaction par champ moyen.

Nous écrivons le hamiltonien sans interaction

H0 = ξp − Vzσz + α(σxpy − σypx), (D.1)

où ξp = p2/2m−µ avec µ le potentiel chimique, Vz le potentiel Zeeman et α le couplage
spin-orbite. Ce hamiltonien se diagonalise facilement, nous noterons ηλ(p) les vecteurs
propres et ξpλ ses valeurs propres.(

η+(p), η−(p)
)

=
(
c↑(p), c↓(p)

)
P,

P =
(

cos(γ/2) sin(γ/2)
ieiφp sin(γ/2) −ieiφp cos(γ/2)

)
; tan(γ) = α|p|

Vz

(D.2)

ξpλ = ξp − λ
√
V 2
z + α2p2 (D.3)
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Nous prenons le terme d’attraction électronique sans retournement de spin :

Hint = 1
2
∑
λ,µ

∑
p,p′

U(|p− p′|)c†λ,kc
†
µ,−pcµ,−p′cλ,p′ . (D.4)

Dans la base diagonale η, le hamiltonien s’écrit

Hint = 1
2
∑

λ,µ,ν,ρ

∑
p,p′

Uλµνρ(p,p′)η†λ,pη
†
µ,−pην,−p′ηρ,p′ , (D.5)

avec
Uλµνρ(p,p′) = U(|p− p′|)[ηλ,p, ηρ,p′ ][ηµ,−p, ην,−p′ ], (D.6)

où [ηµ,−k, ην,−k′ ] correspond au produit scalaire. Notons que le potentiel d’interaction
Uλµνρ(k,k′) possède les symétries suivantes :

Uλµνρ(k,k′) = −Uµλνρ(−k,k′) = −Uλµρν(k,−k′). (D.7)

Les produits scalaires sont définis comme :

[η+,p, η+,p′ ] = cos(γ/2) cos(γ′/2) + e−i(φp−φ
′
p) sin(γ/2) sin(γ′/2),

[η−,p, η−,p′ ] = sin(γ/2) sin(γ′/2) + e−i(φp−φ
′
p) cos(γ/2) cos(γ′/2),

[η+,p, η−,p′ ] = cos(γ/2) sin(γ′/2)− e−i(φp−φ′p) sin(γ/2) cos(γ′/2),
[η−,p, η+,p′ ] = sin(γ/2) cos(γ′/2)− e−i(φp−φ′p) cos(γ/2) sin(γ′/2).

(D.8)

En symétrisant les solutions, nous trouvons les relations suivantes

Uλλµµ(p,p′) ' 1
2λµ sin(γ) sin(γ′)e−i(φp−φ′p)U0,

Uλλλλ̄(p,p′) ' −1
2λ sin(γ) cos(γ′)e−i(φp−φ′p)U0,

Uλλ̄λ̄λ(p,p′) ' 1
2 cos(γ) cos(γ′)e−i(φp−φ′p)U0.

(D.9)

Par la suite nous allons étudier les deux cas α|pF |
Vz
� 1 et α|pF |

Vz
� 1 correspondant au

premier et au dernier terme dominant.

D.1 1er cas, spin-orbite dominant

Dans le cas α|pF |
Vz
� 1, cos γ ∼ 0, le premier terme de l’équation D.9 domine. En négli-

geant les autres nous pouvons établir l’équation de mouvement suivante

[∂τ + ξpλ]gλ(p, τ − τ ′)− λ
∑
µp′

µUλλµµ(p,p′)fµ(−p′)f †λλ(−p, τ − τ ′) = −δ(τ − τ ′)

λ
∑
µp′

µUµµλλ(p′,p)f †µ(p′)gλ(p, τ − τ ′) + [∂τ − ξpλ]f †λλ(−p, τ − τ ′) = 0,

(D.10)

108



où nous définissons
gλ(k, τ) = −〈Tτηk,λ(τ)η†k,λ(0)〉
fλλ(k, τ) = λ〈Tτη−k,λ̄(τ)ηk,λ(0)〉.

(D.11)

En appliquant la transformée de Fourier aux fréquences de Matsubara iωn nous obtenons
l’équation de Gorkov

[iωn − ξpλ]gλ(p, ωn) + ∆pf
†
λλ(−p, ωn) = 1,

∆†pgλ(p, ωn) + [iωn + ξpλ]f †λλ(−p, ωn) = 0,
(D.12)

où nous définissons le gap supraconducteur :

λ∆p =
∑
p′µ

Uλλµµ(p,p′)fµµ(p′). (D.13)

Dans notre cas, ce gap ne dépend pas de λ,

∆p = e−iφp sin(γp)∆ = e−iφp sin(γp)
1
2U0

∑
µ,p′

eiφ
′
p sin(γ′p)fµµ(p′). (D.14)

Les fonctions de Green s’écrivent alors,

gλ(p, ωn) = − iωn + ξλ(p)
ω2
n + ξ2

pλ + |∆p|2
,

f †λλ(p, ωn) = ∆†p
ω2
n + ξ2

pλ + |∆p|2
.

(D.15)

Nous pouvons résoudre l’équation du gap de manière auto-cohérente, appliquant la
somme de Matsubara,

∆ =1
2Uo

∑
λ,p

1
β

∑
n

sin2(γp)∆
ω2
n + ξ2

pλ + ∆2 sin2(γp)

=
∑
λ

U

2

ξp<ωD∑
p

∆ sin2(γp)
(
nF (Eλp)

2Eλp
+ nF (−Eλp)
−2Eλp

)
,

(D.16)

où nous notons,

Eλp =
√
ξ2
λp + ∆2 sin2(γp)

=
√
ξ2
p + V 2

z + α2p2 − 2λξp
√
V 2
z + α2p2 + ∆2 sin2(γp).

(D.17)

À température nulle nous obtenons l’équation auto-cohérente suivante,

1 =
∑
λ

U

2 sin2(γpF )d(ξF )

×
∫ ωD

0

dξ√
ξ2 + V 2

z + α2p2
F − 2λξ

√
V 2
z + α2p2

F + ∆2 sin2(γp)

(D.18)
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en notant δ =
√
V 2
z + α2p2

F celle-ci se résout

exp 2
U sin2(γp)d(ξF )

=
δ + ωD +

√
(δ + ωD)2 + ∆2 sin2(γp)

δ − ωD +
√

(δ − ωD)2 + ∆2 sin2(γp)
(D.19)

Pour les limites δ � ωD et ∆� ωD nous trouvons

∆ sin γp = 2ωD exp −1
U sin2(γp)d(ξF )

(D.20)

Nous retrouvons l’équation BCS standard si Vz � αpF , en effet, dans ce cas sin γp ' 1.
Nous remarquons que le champ Zeeman diminue le gap sans qu’il n’y ait de champ
critique où le gap se ferme. Cependant nous sommes dans le régime où le spin-orbite
domine.

D.1.1 Fonctions de Green anormales et symétries

Après résolution des équations dans la base des valeurs propres du hamiltonien H0, nous
souhaitons désormais analyser les symétries de la phase supraconductrice. Pour ce faire,
nous allons réécrire nos fonctions de Green dans la base de spin en tant que matrices Ĝ
et F̂ .

Gαβ(p, ωn) =
∑
λ

ηαλ (p)gλ(p, ωn)ηβλ(p)∗,

Fαβ(p, ωn) =
∑
λ

ληαλ (p)fλ(p, ωn)ηβλ(−p).
(D.21)

Aussi nous allons séparer nos fonctions de Green en leurs parties symétriques et anti-
symétriques en spin, la partie anti-symétrique étant engendré a priori par le couplage
Zeeman et spin-orbite,

gλ = gs + λgas ; fλλ = fs + λfas. (D.22)

Après calculs, nous obtenons :

Ĝ = gsσ0 + gas cos(γ)σz + gas sin(γ) 1
pF

(σypx − σxpy), (D.23)

F̂ = fas

(
1 0
0 ei2φp

)
+ fs cos(γ)

(
1 0
0 −ei2φp

)
+ fse

iφp sin(γ)σy. (D.24)

la fonction fλ a la même phase que ∆p = e−iφp sin(γp)∆ aussi, la phase de ∆ n’est
pas fixé, or sans champ Zeeman le gap triplet doit respecter les conditions de symétries
suivantes [73] :

∆̂p = i(d(p).σ̂)σ̂y =
(
−dx(p) + idy(p) dz(p)

dz(p) dx(p) + idy(p)

)
(D.25)
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Nous choisissons donc : fs = |fs|ie−iφp , fas = |fas|ie−iφp afin de respecter ces symé-
tries,

F̂ = |fas|
(
ie−iφp 0

0 ieiφp

)
+ |fs| cos(γ)

(
ie−iφp 0

0 −ieiφp

)
+ |fs| sin(γ)iσy, (D.26)

F̂ = |fas|(pyσx − pxσy)iσy + |fs| cos(γ)(iσxpx + iσypy)iσy + |fs| sin(γ)iσy. (D.27)
En supposant que les fonctions de Green anormales soient proportionnelles au gap su-
praconducteur, nous obtenons pour le gap :

∆̂p = ∆R

pF
(pyσx − pxσy)iσy + ∆ZR(r)

pF
(iσxpx + iσypy)iσy + ∆iσy (D.28)

avec les vecteurs d correspondant :

∆R : dR =

 py
−px

0

 (D.29)

∆ZR : dZR =

ipxipy
0

 (D.30)

Nous remarquons que le terme de supraconductivité ∆ZR est complexe, en effet il brise
l’invariance par renversement du temps.

D.2 2ème cas, faible couplage spin-orbite

Dans le cas α|pF |
Vz
� 1, sin γ ∼ 0, le dernier terme de l’équation D.9 domine, en négligeant

les autres termes nous pouvons établir l’équation de Gorkov suivante :

[iωn − ξpλ]gλ(p, ωn) + ∆pf
†
λ̄λ

(p, ωn) = 1,

∆†pgλ(p, ωn) + [iωn + ξpλ̄]f †
λ̄λ

(p, ωn) = 0,
(D.31)

où nous définissons les fonctions de Green,

gλ(p, τ) = −〈Tτηp,λ(τ)η†p,λ(0)〉,
fλ̄,λ(p, τ) = −〈Tτη−p,λ̄(τ)ηp,λ(0)〉,

(D.32)

et l’équation du gap,

∆p =2
∑
p′

U+−−+(p,p′)f−+(p′)

=e−iφp cos(γp)U0
∑
p′

eφ
′
p cos(γ′p)f−+(p′)

=e−iφp cos(γp)∆.

(D.33)
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Après calculs nos fonctions de Green s’écrivent :

gλ(k, iωn) = (−iωn − ξp,λ̄)/Dnλp, (D.34)

f †
λ̄,λ

(p, iωn) = ∆∗p/Dnλp, (D.35)

Dnλp = ω2
n + ξ2

p + ∆2 cos2(γp)− (V 2
z + p2α2) + 2iωnλ

√
V 2
z + p2α2. (D.36)

Ce qui nous donne la relation suivante pour l’équation du gap,

1 = U0
∑
p

1
β

∑
n

cos(γp)
Dnλp

(D.37)

En faisant l’approximation αp ∼ αpF , nous remarquons que le spin-orbite ne produit
qu’une renormalisation du champ Zeeman nous noterons encore δ =

√
V 2
z + α2p2

F . Cette
somme de Matsubara se résout en utilisant le théorème du résidu,

1 = U0

ξp<ωD∑
p

cos2(γp)
2Ep

(nF (δ − Ep)− nF (δ + Ep)) , (D.38)

où Ep =
√
ξ2
p + ∆2 cos2(γp). La résolution complète de ce système est connu (ref [65]) ;

nous nous contenterons donc d’évoquer les résultats.

En fonction du paramètre δ, une transition de phase entre l’état supraconducteur et l’état
de métal normal paramagnétique se produit lorsque δ = ωD

√
2/α, où α = exp(1/d(ξF )U0).

Dans la phase supraconductrice, le gap a pour énergie : ∆ ' 2
α

√
ωD(αδ − ωD) lorsque

h > ω/α et ∆ = 2ω/α sinon, i.e. la phase supraconductrice BCS.

D.2.1 Fonctions de Green anormales et symétries

Nous pouvons de nouveau analyser les symétries de la phase supraconductrice. En reve-
nantde nouveau dans l’espace de spin, nous écrivons le changement de base :

Fαβ(p, iωn) =
∑
λ

ηα
λ̄

(−p)∗fλ̄λ(p, ωn)ηβλ(p)∗. (D.39)

Là encor,e nous pouvons séparer les fonctions de Green anormales en leurs parties sy-
métriques et anti-symétriques :

fλ̄λ = fs + λfas. (D.40)

Avec la propriété fλ̄λ(p, iωn) = fλλ̄(−p,−iωn) nous trouvons :

F̂ = fs sin(γ)
(

1 0
0 −ei2φp

)
+ fse

iφp cos(γ)σy + fasie
iφpσx. (D.41)
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Ici aussi nous pouvons choisir la phase globale afin de préserver la symétrie du gap
fs = i|fs|e−iφp ; fas = i|fas|e−iφp

F̂ = |fs| sin(γ)
(
ie−iφp 0

0 −ieiφp

)
+ |fs| cos(γ)iσy − fasσx (D.42)

Nous remarquons que le terme asymétrique ne préserve pas la symétrie du gap, cependant
fas est impair en iωn,

fas = ∆p

D+,pD−,p
4ipn

√
V 2
z + p2α2, (D.43)

ce terme s’annule lorsque l’on somme sur les fréquences. Nous pouvons en conclure que
si le gap supraconducteur est proportionnel aux fonctions de Green anormales, nous
pouvons écrire le terme de supraconductivité,

∆̂p = ∆ZR(r)
pF

(iσxpx + iσypy)iσy + ∆iσy (D.44)

D.2.2 Conclusion de l’analyse par l’approche de Rashba Gorkov

Dans les deux limites extrêmes Vz � αpF et Vz � αpF , nous avons obtenu par une
approche microscopique des termes portant la signature de phase supraconductrice de
type triplet. Ceci nous laisse penser que le cas intermédiaire doit lui aussi porter un
mélange de supraconductivité de type singulet et triplet.
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Annexe E

États de bord d’un
supraconducteur hybride en
ondes p et s en présence de
champ Zeeman

Dans cette annexe nous décrirons analytiquement les états de bord provenant d’un sys-
tème contenant de la supraconductivité en ondes s et en ondes p en présence de champ
Zeeman. Nous commencerons cette analyse par les solutions à énergie nulle.

E.1 Modèle et hamiltonien

L’hamiltonien total du système s’écrit :

Htot = H0 +Hs +Hp +HSO +HZ , (E.1)
H0 = ξkτz , (E.2)
Hs = ∆sτx , (E.3)

Hp = ∆p

kF
(kxσy − kyσx)τx , (E.4)

HSO = α(kxσy − kyσx)τz , (E.5)
HZ = V σ ≡ Vxσx + Vzσz , (E.6)

où ξk = p2/2m− µ, avec µ le potentiel chimique.
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E.2 États de bord

Nous considérons le système comme étant infini sur la direction y et de taille semi-
infinie selon la direction x, possédant avec le vide un bord en x = 0. Le vecteur d’onde
ky est un bon nombre quantique et nous pouvons écrire l’hamiltonien dans la forme
suivante :

Htot(ky) =
(
k2
y

2m −
1

2m∂2
x − µ

)
τz+∆sτx+V ·σ+

(
ατz + ∆R

kF
τx

)
(kyσx + iσy∂x) , (E.7)

Si ce hamiltonien contient des états de bord en x = 0, il est sensé avoir des solutions à
énergie nulle pour une ou plusieurs valeurs de ky, tel que :

Htot(k∗y)ψ = 0ψ ≡ 0 . (E.8)

Parmi ces solutions, nous pouvons toujours trouver un ensemble de combinaisons li-
néaires qui forment des fermions de Majorana, donc vérifiant ψ† = ψ. À l’aide de
l’opérateur symétrie particule-trou Ξ = σyτyK où K est l’opérateur complexe conju-
gué, nous pouvons écrire la contrainte suivante spour les solutions de type fermions de
Majorana,

ψ = ψ† = σyτyKψ. (E.9)

Nous pouvnos ainsi réduire les composantes du spineur à deux variables complexes in-
dépendantes ψ = (u, iσyu∗) avec u = (u↑, u↓)T . Le hamiltonien appliqué au vecteur u
donne deux équations totalement équivalentes car reliées par la symétrie particule-trou.
Nous ne garderons que la première équation,(

k2
y

2m −
1

2m∂2
x − µ

)
u(x) + (iσy)∆su

∗(x) + V · σu(x)

+α (kyσx + iσy∂x)u(x) + ∆R

kF
(kyσx + iσy∂x) (iσy)u∗(x) = 0

(E.10)

Nous pouvons maintenant séparer les deux équations en leurs parties réelles et imagi-
naires u(x) = uR(x) + iuI(x) ce qui donne les deux équations :[(

k2
y

2m −
1

2m∂2
x − µ

)
+ (iσy)∆s + V · σ

+α (kyσx + iσy∂x)− ∆R

kF
(kyσz + ∂x)

]
uR(x) = 0 ,

(E.11)

[(
k2
y

2m −
1

2m∂2
x − µ

)
− (iσy)∆s + V · σ

+α (kyσx + iσy∂x) + ∆R

kF
(kyσz + ∂x)

]
uI(x) = 0 ,

(E.12)
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Nous pouvons réécrire ces équations de manière matricielle en supposant de plus que les
états d’énergie nulle ont un vecteur d’onde nul, i.e. ky = 0 :(
−(1/2m)∂2

x − µ+ Vz − λ(∆R/kF )∂x λ∆s + α∂x + Vx
−λ∆s − α∂x + Vx −(1/2m)∂2

x − µ− Vz − λ(∆R/kF )∂x

)
u(x) = 0.

(E.13)

Nous avons supposé que le champ magnétique ne possède que des composantes selon z
et x, et où λ = ±1 prend en compte les équations réelles et imaginaires. Nous cherchons
des solutions évanescentes de la forme :

u(x) =
4∑

n=1
ane
−znxρn , (E.14)

où an sont les coefficients et ρn sont les spineurs. Utilisant cet ansatz, nous obtenons
l’équation suivante :(
−(1/2m)z2

n − µ+ Vz + λ(∆R/kF )zn λ∆s − αzn + Vx
−λ∆s + αzn + Vx −(1/2m)z2

n − µ− Vz + λ(∆R/kF )zn

)
ρn = 0 .

(E.15)

Nous cherchons les solutions non-trivialles. Nous savons alors que le determinant de
l’équation doit être nul,∣∣∣∣∣ −(1/2m)z2

n − µ+ Vz + λ(∆R/kF )zn λ∆s − αzn + Vx
−λ∆s + αzn + Vx −(1/2m)z2

n − µ− Vz + λ(∆R/kF )zn

∣∣∣∣∣ = 0

(E.16)

ce qui donne l’équation suivante :[
(1/2m)z2

n + µ− λ(∆R/kF )zn
]2
− (V 2

z + V 2
x )︸ ︷︷ ︸

V 2

+(λ∆s − αzn)2 = 0⇔ (E.17)

z2
n + 2mµ− λ(2m∆R/kF )zn = ±2m

√
V 2 −∆2

s , (E.18)

où nous avons considéré que le terme de spin-orbite est nul et ainsi conservé une équa-
tion quadratique et non quartique. Plusieurs cas sont à discuter pour résoudre cette
équation.

E.2.1 le cas V < ∆s

Dans ce cas, la quantité à l’intérieur de la racine est négative. Nous devons garder
seulement les solutions qui donnent <[zn] > 0, les autres solutions n’étant pas physiques.
l’équation s’écrit :

z2
n + 2mµ− λ(2m∆R/kF )zn = ±2im

√
∆2
s − V 2 (E.19)
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Nous utiliserons l’ansatz suivant :

zn − λ(m∆R/kF ) = α+ iβ . (E.20)

Nous pouvons séparer l’équation en sa partie réelle et imagnaire, cela donne les deux
équations suivantes :

α2 − β2 = (m∆R/kF )2 − 2mµ (E.21)

αβ = ±m
√

∆2
s − V 2 , (E.22)

qui se résolvent en :

β = ±m
√

∆2
s − V 2

α
, (E.23)

α4 −
[
(m∆R/kF )2 − 2mµ

]
α2 −m2(∆2

s − V 2) = 0⇔ (E.24)

α = ±

√√√√(m∆R/kF )2 − 2mµ±
√

[(m∆R/kF )2 − 2mµ]2 + 4m2(∆2
s − V 2)

2 (E.25)

Enfin nous pouvons écrire la partie réelle de zn comme :

<[zn] = λ(m∆R/kF )±

√√√√(m∆R/kF )2 − 2mµ±
√

[(m∆R/kF )2 − 2mµ]2 + 4m2(∆2
s − V 2)

2
(E.26)

Notons que dans cette solution le deuxième signe ± se doit d’être positif afin que <[zn]
reste réelle. Avant de rentrer dans les détails, il est instructif de trouver les conditions
pour lesquels <[zn] = 0, celle-ci nous donne une indication sur les points de transition des
phases topologiques. Ce n’est pas trivial à voir mais nous trouvons que cette condition
implique :

∆s =
√
V 2 + ∆2

R , (E.27)

où nous avons utilisé kF =
√

2mµ. Regardons dans un premier temps ce qu’il se passe
avant cette transition. Le deuxième signe étant fixé positif nous pouvons écrire :

<[zn] = λ(m∆R/kF )±

√√√√(m∆R/kF )2 − 2mµ+
√

[(m∆R/kF )2 − 2mµ]2 + 4m2(∆2
s − V 2)

2 .

(E.28)

Pour λ = 1, nous obtenons deux solutions si

(m∆R/kF ) >

√√√√(m∆R/kF )2 − 2mµ+
√

[(m∆R/kF )2 − 2mµ]2 + 4m2(∆2
s − V 2)

2 ,

(E.29)
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ce qui implique √
∆2
s −∆2

R < V < ∆s . (E.30)

Si 0 < V <
√

∆2
s −∆2

p, il n’y a qu’une solution possible. Notons qu’il n’existe qu’une
solution pour λ = −1 pour laquelle <[zn] > 0 mais seulement si :

0 < V <
√

∆2
s −∆2

p , (E.31)

en supposant que V n’ait que des valeurs positives. Sinon il n’y a pas de solution pour
la partie imaginaire.

Discutons de la première limite, lorsque deux solutions réelles sont possibles mais pas de
solutions imaginaires. Dans ce cas, nous devons aussi résoudre le vecteur propre suivant
ρ†n = (un↑, un↓) :(

− 1
2mz

2
n − µ+ Vz + λ∆R

kF
zn −λ∆s + Vx

λ∆s + Vx − 1
2mz

2
n − µ− Vz + λ∆R

kF
zn

)(
un,↑
un,↓

)
= 0 (E.32)

une solution pour les vecteurs propres est donc alors :

un,↑ = −λ∆s + Vx (E.33)
un,↓ = (1/2m)z2

n + µ− Vz − λ(∆R/kF )zn , (E.34)

cependant ici, nous savons que le vecteur u est réel, seule la solution λ = 1 compte. Nous
pouvons écrire la solution réelle comme suit :

u(x) = ae−z1x

(
u1,↑
u1,↓

)
+ a∗e−z

∗
1x

(
u1,↑
u1,↓

)
+ be−z2x

(
u2,↑
u2,↓

)
+ b∗e−z

∗
2x

(
u2,↑
u2,↓

)
.

(E.35)

Nous cherchons maintenant les coefficients complexes a et b en imposant u(0) = 0. Nous
obtenons les équations suivantes :

a+ a∗ + b+ b∗ = 0 (E.36)
(a+ a∗)<[(1/2m)z2

1 − (∆R/kF )z1] + (b+ b∗)<[(1/2m)z2
2 − (∆R/kF )z2]

+i(a− a∗)=[(1/2m)z2
1 − (∆R/kF )z1] + i(b− b∗)<[(1/2m)z2

2 − (∆R/kF )z2]
+ (a+ a∗ + b+ b∗)(µ− Vz) = 0 . (E.37)

Nous avons maintenant 2 équations (3 si nous comptons les conditions de normalisation)
et 4 coefficients. Nous pouvons à présent nous questionner sur le nombre d’états de bord
solutions de ces équations, considérons l’ansatz suivant :

uM1(x) = a<[e−z1xρ1] + b=[e−z1xρ1] + c<[e−z2xρ2] + d=[e−z2xρ2] (E.38)
uM2(x) = a<[e−z1xρ1] + b=[e−z1xρ1] + c<[e−z2xρ2] + f=[e−z2xρ2] , (E.39)
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ces deux solutions sont bonnes puisque d et f peuvent prendre toutes les valeurs. Ce-
pendant, nous pouvons fixer le coefficient d et chercher une solution orthogonale via le
coefficient f i.e. : ∫ 0

−∞
dxuM1(x)uM2(x) = 0 , (E.40)

Ce qui résulte en une nouvelle équation sur f . Cela a du sens, du fait de la dégénérescence
nous pouvons définir différentes combinaisons linéaires.

Pour la solution n’ayant qu’une composante réelle nous trouvons :

u(x) = ae−z1x

(
u1,↑
u1,↓

)
+ a∗e−z

∗
1x

(
u∗1,↑
u∗1,↓

)
, (E.41)

en imposant u(0) = 0 nous trouvons alors :

a+ a∗ = 0 (E.42)
(a+ a∗)(µ− Vz) + (a+ a∗)<[(1/2m)z2

1 − (∆R/kF )z1]
+ i(a− a∗)=[(1/2m)z2

1 − (∆R/kF )z1] = 0 , (E.43)

ce qui a pour solution seulement a = a∗ = 0. Nous pouvons en conclure qu’il n’y a pas
d’états de bord dans ce cas.

E.2.2 Le cas V > ∆s

Dans ce cas, nous devons résoudre l’équation suivante :

z2
n + 2mµ− λ(2m∆R/kF )zn = ±2m

√
V 2 −∆2

s , (E.44)

qui a pour solution :

zn = λ(m∆R/kF )±
√

(m∆R/kF )2 − 2m(µ∓
√
V 2 −∆2

s) . (E.45)

Nous devons ne garder que les solutions positives Avant cela, nous pouvons dans un
premiers temps déterminer les paramètres satisfaisant la condition <[zn] = 0, condition
pour laquelle il peut y avoir une transition topologique. Cette condition implique :

V =
√

∆2
s + µ2 , (E.46)

Ceci correspond à la deuxième transition de phase topologique. Afin d’obtenir deux
solutions de type fermions de Majorana, nous avons besoin de quatre bonnes solutions :
soit quatre solutions purement réelles, soit deux solutions réelles et deux complexes
(toutes ces solutions doivent avoir une partie réelle positive). Nous remarquons que dans
le cas où V =

√
∆2
s + µ2, il n’est pas possible d’avoir de solution u réelle, i.e. λ = −1 ne

donne pas de solution zn positives.
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E.2.3 Quatre solutions zn réelles

Dans ce cas l’équation nous donne les conditions suivantes :

0 < m(∆R/kF )2 − 2(µ+
√
V 2 −∆2

s) < m(∆R/kF )2 , (E.47)

Nous avons aussi besoin d’évaluer les limites où la valeur sous la racine carrée est réelle.
Ici deux limites sont à prendre en compte en fonction du signe.

∆2
R/2µ− 2µ > 2

√
V 2 −∆2

s ⇒ (E.48)
∆R > 2µ , (E.49)

0 < V < min{
√

(∆2
R/4µ− µ)2 + ∆2

s,
√

∆2
s + µ2} , (E.50)

ce qui implique aussi que :
∆R > 2µ . (E.51)

Nous obtenons alors une solution de type :

u(x) = ae−z1x

(
u1,↑
u1,↓

)
+ be−z2x

(
u2,↑
u2,↓

)
+ ce−z3x

(
u3,↑
u3,↓

)
+ de−z4x

(
u4,↑
u4,↓

)
,

(E.52)

où a, b, c et d sont des coefficients réels. Comme précédemment, nous pouvons utiliser
les conditions de bord et de normalisation ainsi que les conditions d’orthogonalité, afin
de trouver les deux fonctions d’onde de Majorana. Nous constatons qu’ici la solution
comporte quatre longueurs de décroissance à l’opposé des deux trouvées dans le cas
précédent.

E.2.4 Deux solutions zn réelles et deux solutions zn complexes

Dans ce cas nous avons les inégalités suivantes :

0 < (∆R/kF )2 − 2(µ−
√
V 2 −∆2

s) < (∆R/kF )2 (E.53)

(∆R/kF )2 − 2(µ+
√
V 2 −∆2

s) < 0 , (E.54)

ce qui donne les relations suivantes :√(
µ−∆2

R/4µ
)2 + ∆2

s < V <
√

∆2
s + µ2 , (E.55)

ce qui implique aussi que ∆R < 2
√

2µ. Ceci nous indique que dans l’intervalle 2µ <
∆R < 2

√
2∆R il y a des valeurs de V pour lesquels il peut y avoir des solutions d’un

autre type.
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Dans ce cas la fonction d’onde s’écrit :

u(x) = ae−z1x

(
u1,↑
u1,↓

)
+ a∗e−z

∗
1x

(
u∗1,↑
u∗1,↓

)
+ be−z2x

(
u2,↑
u2,↓

)
+ ce−z3x

(
u3,↑
u3,↓

)
,

(E.56)

où b et c sont des coefficients réels. Il y a dans ce cas trois longueurs de décroissance,
contrairement aux quatre longueurs du cas précédent.

E.2.5 Quatre solutions zn complexes (deux inéquivalentes)

Dans ce cas nous considérons la condition :

(∆R/kF )2 − 2(µ−
√
V 2 −∆2

s) < 0 (E.57)

ce qui donne :

2µ > ∆R , (E.58)

0 < V <
√(

µ−∆2
R/4µ

)2 + ∆2
s . (E.59)

Dans ce cas la fonction d’onde s’écrit :

u(x) = ae−z1x

(
u1,↑
u1,↓

)
+ a∗e−z

∗
1x

(
u∗1,↑
u∗1,↓

)
+ be−z2x

(
u2,↑
u2,↓

)
+ b∗e−z

∗
2x

(
u∗2,↑
u∗2,↓

)
.

(E.60)

La partie réelle s’écrit alors :
<[z1,2] = m∆R√

2µ (E.61)

Dans ce cas, il y a une seule longueur de décroissance et deux périodes pour la composante
oscillante.

E.3 L’état chiral : V >
√

∆2
s + µ2

Dans ce cas, nous nous attendons à deux types de solutions pouvant donner un seul état
de bord : 3 solutions zn réelles ou 1 solution zn réelle et deux solutions complexes. Tout
d’abord, nous devons prouver qu’il n’est pas possible d’avoir quatre solutions dans le
cas où V >

√
∆2
s + µ2. Pour cela nous devons identifier la solution avec la plus grande

partie réelle sous la racine carrée. D’autre part il existe plusieurs types de solutions à
quatre composantes : quatre solutions réelles, deux réelles et deux complexes où deux
complexes. Nous devons analyser tous ces cas encore une fois. Nous commençons avec le
cas à quatre solutions réelles. Nous devons respecter la condition :

0 < (m∆R/kF )2 − 2m(µ∓
√
V 2 −∆2

s) < (m∆R/kF )2 , (E.62)
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Ce qui implique alors :

V <
√

∆2
s + µ2 , (E.63)

∆R > 2µ , (E.64)√
∆2
s + µ2 < V <

√
(∆2

R/4µ− µ)2 + ∆2
s , (E.65)

les deux dernières conditions sont équivalentes. Cependant, à partir de la première condi-
tion nous voyons que pour le signe − la seconde inégalité ne peut pas être satisfaite, il est
alors impossible d’avoir quatre solutions réelles. Pour avoir deux solutions réelles et deux
solutions complexes, nous devons encore une fois respecter la conditions V <

√
∆2
s + µ2,

qui est là encore en contradiction avec le cas exploré. Dans le cas des deux solutions
complexes nous devons satisfaire la condition :

(m∆R/kF )2 − 2m(µ−
√
V 2 −∆2

s) < 0 , (E.66)

ce qui amène ces autres conditions :

∆R < 2µ (E.67)√
∆2
s + µ2 < V <

√
(∆2

R/4µ− µ)2 + ∆2
s , (E.68)

Ce qui créé encore une contradiction. Nous en concluons qu’après la seconde transition
topologique, il n’y a pas d’états hélicaux possibles (à énergie nulle). Nous pouvons aussi
mentionner qu’il n’y a pas de solution pour λ = −1 car, dans ce cas, seulement deux
types de solutions sont possible pour zn (soit deux solutions réelles soit deux solutions
complexes), ce qui produit des coefficient nuls (puisque nous avons alors trois conditions
pour seulement deux coefficients).

E.3.1 Trois solutions zn réelles

Dans ce cas, nous devons respecter les inégalités suivantes :

0 < (m∆R/kF )2 − 2m(µ+
√
V 2 −∆2

s) < (m∆R/kF )2 (E.69)

(m∆R/kF )2 − 2m(µ−
√
V 2 −∆2

s) > (m∆R/kF )2 , (E.70)

qui sont équivalent aux conditions suivantes :

∆R > 2µ , (E.71)√
µ2 + ∆2

s < V <
√

(∆2
R/4µ− µ)2 + ∆2

s , (E.72)

Ce qui équivaut à cette unique condition

∆R > 2
√

2µ , (E.73)

123



Dans ce cas, la solution d’énergie nulle s’écrit :

u(x) = ae−z1x

(
u1,↑
u1,↓

)
+ be−z2x

(
u2,↑
u2,↓

)
+ ce−z3x

(
u3,↑
u3,↓

)
(E.74)

où a, b et c sont des coeficients réels qui doivent être trouvés en appliquant la condition
aux bord et la condition de normalisation.

E.3.2 Une solution zn réelle et deux solutions complexes

Pour produire ce type de solutions, les paramètres doivent respecter les inégalités sui-
vantes :

(m∆R/kF )2 − 2m(µ+
√
V 2 −∆2

s) < 0 (E.75)

(m∆R/kF )2 − 2m(µ−
√
V 2 −∆2

s) > (m∆R/kF )2 , (E.76)

ce qui équivaut à respecter les deux inégalités suivantes :

V >
√

(∆2
R/4µ− µ)2 + ∆2

s (E.77)

V >
√

∆2
s + µ2 , (E.78)

Dans ce cas, la solution à énergie nulle s’écrit :

u(x) = ae−z1x

(
u1,↑
u1,↓

)
+ a∗e−z

∗
1x

(
u∗1,↑
u∗1,↓

)
+ be−z2x

(
u2,↑
u2,↓

)
, (E.79)

où a et b sont des coefficients respectivement complexe et réel qui doivent être déterminés
par la condition de bord u(0) = 0 ainsi que par la condition de normalisation. Notons
que pour ∆R < 2

√
2µ seulement cette solution survie dans toute la région chirale.

E.3.3 Conclusion

Nous remarquons qu’il y a de nombreux cas différents en dehors des deux transitions
topologiques, ceux-ci sont résumés dans le tableau ci dessous. Lorsque zn est complexe,
l’état de bord comprend des oscillations contrairement au cas non complexe. L’état
possède généralement autant de longueur de décroissances que de solutions zn. Dans
tout les cas ci-dessous le vecteur d’onde de l’état de bord est purement réel.
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Topologique Conditions zn
Triviale 0 solution
V <

√
∆2
S −∆2

R

Hélicale V < ∆S 4 complexes

V > ∆S
V <

√
(µ−∆2

R/4µ)2 + ∆2
S

∆R > 2µ 4 complexes
V >

√
∆2
S −∆2

R ∆R < 2µ 4 réelles
V >

√
(µ−∆2

R/4µ)2 + ∆2
S ∆R > 2

√
2µ 2 Re. 2 Co.

Chirale V <
√

(µ−∆2
R/4µ)2 + ∆2

S ∆R > 2
√

2µ 3 Réel
V >

√
∆2
S + µ2 V >

√
(µ−∆2

R/4µ)2 + ∆2
S 1 Re. 2 Co.
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Codes

Script Python calcul de densité d’états locale dans l’espace
réel
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#!/usr/bin/python
# -*- coding: utf-8 -*-
import numpy as np
import scipy.optimize as so
import pickle
import pylab as plt

tau_x=np.array([[0,1],[1,0]])
tau_z=np.array([[1,0],[0,-1]])
tau_0=np.array([[1,0],[0,1]])
one_2=np.ones((2,2))
##===========================Parametres=========================================
#all energy are in meV
#potentiel scalaire
K=0.
#potentiel Zeeman
J=200.

#superconductivité
Delta=10.
#nombre de site total dans une direction N_tot=M**2
M=200
#nombre de site autour de l’impurete a afficher
N=40

#parametre de la bande
t0=203.0;t1=46.0;t2=257.5;t3=4.46;t4=-15.0;t5=6.0
#t0=10.9;t1=86.8;t2=139.9;t3=29.6;t4=3.5;t5=3.3 band1
##===========================Main===============================================

#bande d’energie electronique k=l*2*np.pi/(a*M) \vect{a_1}
# +m*2*np.pi/(a*M) \vect{a_2}
def xi1hop(l,m):

return np.cos(l*2*np.pi/M)+np.cos(m*2*np.pi/M)+np.cos((l-m)*2*np.pi/M)
def xi2hop(l,m):

return np.cos((l+m)*2*np.pi/M)+np.cos((-l+2*m)*2*np.pi/M)\
+np.cos((-2*l+m)*2*np.pi/M)

def xi3hop(l,m):
return np.cos(l*4*np.pi/M)+np.cos(m*4*np.pi/M)+np.cos((l-m)*4*np.pi/M)
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def xi4hop(l,m):
return 0.5*(np.cos((2*l+m)*2*np.pi/M)+np.cos((l+2*m)*2*np.pi/M)\

+np.cos((3*l-m)*2*np.pi/M)+np.cos((-l+3*m)*2*np.pi/M)\
+np.cos((-2*l+3*m)*2*np.pi/M)+np.cos((-3*l+2*m)*2*np.pi/M))

def xi5hop(l,m):
return np.cos(l*6*np.pi/M)+np.cos(m*6*np.pi/M)+np.cos((l-m)*6*np.pi/M)

def xi(l,m):
return t0+t1*xi1hop(l,m)+t2*xi2hop(l,m)+t3*xi3hop(l,m)\

+t4*xi4hop(l,m)+t5*xi5hop(l,m)

Txi=np.array([[xi(l,m) for l in range(M)] for m in range(M)])

Mn=np.array([1,1,2,2])
Mk=np.array([M,M,1,1])
def DetE(E,K,J):

Ik=np.ones((M,M,1,1))
S=np.sum((E*Ik*tau_0.reshape(Mn)+Txi.reshape(Mk)*tau_z.reshape(Mn)

+Delta*Ik*tau_x.reshape(Mn))\
/(E**2*Ik*one_2.reshape(Mn)-(Txi**2).reshape(Mk)*one_2.reshape(Mn)-

Delta**2*Ik*one_2.reshape(Mn)),axis=(0,1))/M**2
return np.linalg.det(np.eye(2)-np.dot(S,K*tau_z-J*tau_0))

def Pe_s_Ph(E,K,J):

Ik=np.ones((M,M,1,1))
S=np.sum((E*Ik*tau_0.reshape(Mn)+Txi.reshape(Mk)*tau_z.reshape(Mn)

+Delta*Ik*tau_x.reshape(Mn))\
/(E**2*Ik*one_2.reshape(Mn)-(Txi**2).reshape(Mk)*one_2.reshape(Mn)-

Delta**2*Ik*one_2.reshape(Mn)),axis=(0,1))/M**2
h=np.dot(S,K*tau_z-J*tau_0)
return h[0,1]/(1.-h[0,0])

def psi_k(E,K,J,Psi_0):
Ik=np.ones((M,M,1,1))
return np.dot((E*Ik*tau_0.reshape(Mn)+Txi.reshape(Mk)*tau_z.reshape(Mn)

+Delta*Ik*tau_x.reshape(Mn))\
/(E**2*Ik*one_2.reshape(Mn)-(Txi**2).reshape(Mk)*one_2.reshape(Mn)-

Delta**2*Ik*one_2.reshape(Mn))/M**2,Psi_0)

def Plot(Psi_R,size=60,contrast=0.5):
"""
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Psi_R: le spineur a afficher
size: la largeur du system a afficher
contrast: une troncature sera effecture selon ldos_max*contrast
"""
X=[]
Y=[]
LDOSup=[]
LDOSdo=[]
for x in range(size):

for y in range(size):
#print x+y*0.5,y*sqrt(3)*0.5
X.append(x+y*0.5)
Y.append(y*np.sqrt(3)*0.5)
LDOSup.append((Psi_R[x-size//2,y-size//2,0]**2).real)
LDOSdo.append((Psi_R[x-size//2,y-size//2,1]**2).real)
vmax=max(np.max(LDOSup),np.max(LDOSdo))

figure1=plt.figure(num=None, figsize=(30, 13.5), dpi=10,
facecolor=’w’, edgecolor=’k’)

plt.hexbin(X, Y, LDOSup, gridsize = (size*3//2-1,size//2),
bins = None,extent=(-0.5,X[-1]+0.5,0,np.sqrt(3)*(size//2)),
vmax=vmax*contrast)

plt.colorbar()
plt.savefig("etoile_up.png")
plt.show()
figure2=plt.figure(num=None, figsize=(30, 13.5), dpi=10,

facecolor=’w’, edgecolor=’k’)
plt.hexbin(X, Y, LDOSdo, gridsize = (size*3//2-1,size//2),

bins = None,extent=(-0.5,X[-1]+0.5,0,np.sqrt(3)*(size//2)),
vmax=vmax*contrast)

plt.colorbar()
plt.savefig("etoile_do.png")
plt.show()

def main():
Norm_psiK=0. #Inititialisation norme dans l’espace k
Norm_psi_plot=0. #dans l’espace afficher

#Recherche de l’énergie de Shiba, nous savons que cette énergie est unique
#dans l’intervale -[Delta Delta]. la méthode brentq prend une fonction en
#entré et donne sont minimum.
E0=so.brentq(DetE,-Delta*0.95,Delta*0.95,xtol=1e-7,args=(K,J))
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Psi_0=np.array([Pe_s_Ph(E0,K,J),1.])
print("E=",E0,"Psie/Psih=", Psi_0[0]/Psi_0[1])
print("Psie correspond au vecteur d’onde avec l’energie",E0)
print("Psih correspond au vecteur d’onde avec l’energie",-E0)

#spineur dans l’espace impulsion
Psi_K=np.zeros((M,M,2),dtype=float)

Psi_K=psi_k(E0,K,J,Psi_0)

#spineur dans l’espace réel, nous prenons simplement la tranformé de fourier
Psi_R=np.fft.fft2(Psi_K,axes=(0,1))
#Normalisation
Psi_R=Psi_R/np.sqrt(np.sum(Psi_R**2))

Plot(Psi_R)

if __name__ == ’__main__’:
main()
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