N
N

N

HAL

open science

Systémes couplés et morphogénese auto-organisation de
systémes biologiques
Walid Oukil

» To cite this version:

Walid Oukil. Systemes couplés et morphogénese auto-organisation de systémes biologiques. Mathé-
matiques générales [math.GM]. Université de Bordeaux; Université des Sciences et de la Technologie

Houari-Boumediéne (Algérie), 2016. Frangais. NNT: 2016BORD0459 . tel-01469606

HAL Id: tel-01469606
https://theses.hal.science/tel-01469606
Submitted on 16 Feb 2017

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-01469606
https://hal.archives-ouvertes.fr

universite
“BORDEAUX

Gaags lgs aala

Luaglpi<iily aglall
U's T 'H 8
THESE EN COTUTELLE PRESENTEE
POUR OBTENIR LE GRADE DE
DOCTEUR DE
L’UNIVERSITE DE BORDEAUX
ET DE L’UNIVERSITE DES SCIENCES ET DE LA
TECHNOLOGIE HOUARIE BOUMEDIENE
ECOLE DOCTORALE UBX
FACULTE DES MATHEMATIQUES USTHB
SPECIALITE MATHEMATIQUES PURES
Par Walid OUKIL
SYSTEMES COUPLES ET MORPHOGENESE AUTO-
ORGANISATION DE SYSTEMES BIOLOGIQUES
Sous la direction de Philippe THIEULLEN
et de Arezki KESSI

Soutenue le 18/12/2016
Membres du jury :
M. KESSAB, Amor Professeur, Université des S. & T. Houari Boumediene, Alger Président
M. SARI, Tewfik Directeur de Recherche, Irstea, Montpellier rapporteur/ Examinateur
M. MORSLI, Mohamed  Professeur, Université Mouloud Mammeri, Tizi Ouzou Examinateur

M. MOUSSAOUI, Toufik Professeur, Ecole Normale Supérieure de Kouba, Alger Examinateur



Titre : Systémes couplés et morphogénése auto-organisation de systemes bio-
logiques

Rssumé : On s’intéresse dans cette theése a des systémes couplés de type champ
moyen en étudiant I’existence de I’état de synchronisation qui se caractérise par
une distance uniformément bornée dans le temps entre chaque paire de compo-
santes d’une solution. L’étude se base sur une méthode perturbative. Néanmoins
les résultats obtenus ne sont pas évidents dans le cas non-perturbé. En outre dans
le cas ou le systeme couplé est périodique et grace au Théoréme du point fixe on
montre I’existence d’une solution périodique sur le tore. L’étude de stabilité et de
stabilité exponentielle est établie dans le cas linéaire et appliquée a ce type de
systémes couplés

Mots clés : Systemes couplés, Champ moyen, Synchronisation, Accrochage, Auto-
organisation, Systemes périodiques, Solution périodique, Nombre de rotation, Mo-
dele de Winfree, Modéle de Kuramoto, Stabilité.

Title : Coupled systems morphogenesis and self-organization in biological sys-
tems

Abstract : We study in this thesis a class of a perturbed interconnected mean-field
system, also known as a coupled systems. Under some assumptions we prove the
existence of an invariant open set by the flow of the perturbed system; in other
word, we prove that the distance between the components of an orbit is uniformly
bounded, this property is also called synchronization. We use the perturbation me-
thod to obtain the result. However the result is not trivial for the not perturbed
system. We use the fixed point theorem to prove the existence of a periodic orbit
in the torus. We study in addition the stability and the exponential stability of such
systems by studying the stability of a linear systems.

Keywords : Coupled oscillators, Mean-field, Synchronization, Locked-state, Self-
organization, Periodic system, Periodic solution, Rotation number, Winfree Model,
Kuramoto Model, Stability.

UMR 5251 — Institut de Mathématiques de Bordeaux (IMB). Université de Bordeaux. 351,
cours de la Libération — F 33 405 TALENCE.
&
Laboratoire des Systemes Dynamiques (LSD), Faculté des Mathématiques. Université des
Sciences et de la Technologie Houari Boumediene. Alger.






Remerciements

Tous mes sentiments de respect et de reconnaissance a mes directeurs de thése le
Professeur Kessi Arezki et le Professeur Thieullen Philippe qui étaient toujours disponibles
pendant mon cursus, je les remercie pour leur confiance; grdce a leurs encadrement et
encouragement que ce travail a pu se réaliser. J’ai appris avec le Professeur Kessi Arezki
depuis mon Magistere le sens du défi scientifique et du travail rigoureux. Avec le Professeur
Thieullen Philippe j'ai appris le sens de la rigueur et de la responsabilité scientifique. Je
remercie le Professeur Sari Tewfik et le Dr Fernandez Bastient d’avoir pris leur temps de
lire ma theése et d’étre rapporteurs. Mes remerciements au Professeur Kessab Amor, au
Professeur Morsli Mouhamed et au Professeur Moussaoui Toufik d’avoir accepté d’étre
membres du jury et aussi d’avoir pris le temps de lire ma these.

Tous mes sentiments de respect a tous mes professeurs et enseignants depuis que j'ai
pris le stylo dans la main, je cite le Professeur Kessab Amor qui, dans mon cursus de
graduation, a pu planter dans mon esprit Uarbre de la confiance; je cite aussi Monsieur
Ben Ferrah Abderrahmane qui avec lui j’ai découvert la beauté de la théorie de la mesure.

Je remercie ma famille et mes amis ainsi que tous ceux qui m’ont aidé et soutenu pour
pouvoir achever ce travail. Un grand merci a Monsieur Berrouane Salah qui m’a tout le
temps soutenu et encouragé avec ses conseils lumineux et au Dr Boutiche Amine pour son
assistance.

Je remercie également le Professeur Steven Strogatz pour la correspondance par email
et Uaide que j'ai recue de sa part .

En final je tiens a exprimer mes sentiments de respect et de gratitude a mes parents qui
ont été toujours a mes cOtés et m’ont toujours encourageé, je remercie mon épouse Yasmina
pour sa patience et sa sagesse pendant la préparation de cette these.

Cette these est en cotutelle entre U'Université des Sciences et de la Technologie Houari
Boumediene et U'Université de Bordeaux. Cette these a été financée par le Ministére de
UEnseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique Algérien par lintermédiaire de
UUniversité Dr. Yahia Farés de Médéa dont je remercie les agents d’administration pour
leur souplesse et leur aide dans mes démarches administratives, ce travail est aussi financé
par UAgence Nationale de la Recherche, France. Je tiens aussi a remercier les agents d’ad-
ministration de Ulnstitut de Mathématiques de Bordeaux qui m’ont toujours facilité mes
procédures administratives et aussi pour leur accueil chaleureux.






A mes chers parents qui m’ont fait vivre, avec leurs simples moyens, la vie d’'un prince.

A ma fleur Yasmina.



L’imagination est plus importante que le savoir
Albert Einstein






Liste des notations

Ensemble des nombres réels

Produit cartésien N fois (R x .. x R) de I’ensemble R

Produit scalaire de Y, Z € RY

Transposé du vecteur Y € RY

Nombre d’oscillateur (un entier naturel)

Vecteur colonne unitaire (1, ..,1)” de taille appropriée

Le vecteur (17,0)" avec 1 € RY

Phase moyenne : z;(t)/t avec x;(t) composante d’une solution X (¢)
Nombre de rotation s’il existe, soit : lim;_, o, p;(t)

Intervalle maximale dune solution de condition initiale X

Force de couplage

Propagation des fréquences naturelles ou force du bruit
Fréquences naturelles

ieme différentielle d’une fonction G

Dérivée partielle par rapporta y; de G(Y), Y = (y1,...,Yp)
Dérivée partielle par rapport a z de G(Y,2), Y € RY, 2 € R
Matrice identité carrée d’ordre N

Résolvantes d’un systéme linéaire

Forme linéaire

Adhérence d’un ensemble ¥

Frontiere d’'un ensemble 3

La fonction exponentielle de ¢

Parametre d’ordre d'une solution X () : Z;v: Lexp(iz;(t))/N,i=+—1
Solution du systeme (SNP). Voir liste d’abréviations

Dispersion d’oscillateurs z; et z; d’'une solution X (¢) : z;(t) — z;(t)
Dispersion globale de X (¢) : max; ; |0; ;(X)| ou max; |z; — pux|(t)
En approximation

Flot d’'une orbite de condition initiale X

Norme sup usuelle

SUPy ¢ MaxXi<i<p |Gi(Y)|, o G = (G, ...,Gp) : R” = R? une fonction
et B={Y = (y,...,9) € R*: maxly; —y;| <1}

I1dG||5, ||d*G||s Imax 110;G:(Y)||B, max |100;G:(Y)|| 5 respectivement.
15p 1>p

1<5<q 1<j5,k<q
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Principaux abréviations

e Systemes (PNP) et (P) [Voir page 45] :
Le systeme périodique non-perturbé

.’,Ul:F(X,SUZ), 1= 1,..,N, tZto, (PNP)

et le systeme perturbé

ouN >2,F:RNxR— Ret H=(Hy,...,Hy): RY — R" sont des fonctions de
classe C.

e Fonction 1-périodique [Voir page 45 ] :
Pour ¢, p € N* soit une fonction G : R? — RP. G est dite 1-périodique si

G(Y +1)=G(Y), VY eR

e Hypothese (H) et hypothése de synchronisation (H,) [Voir page 46] :
Les deux hypotheses suivantes imposées sur la fonction F' des systemes (PNP) et

(P)

(H) F est de classe C?, et max{||F||s,||dF||,||d*F||z} < +o0,
F est 1-périodique et mingejo 1) F(s1,s) > 0,

1
On1F'(sL, )
(H.) /0 FoL5) ds < 0.

e Le systeme (SNP) associé a une solution X (¢) du systeme (P) de condition initiale
X € RY est le systéme non perturbé suivant [Voir page 55]

fux(t) = F(X(t), px (), te€lx, (SNP)

ou Ix est I'intervalle maximale de la solution X (¢) du systeme (P) . On dit que
px(t) est la solution du systeme (SNP) associée a X(¢) de condition initiale
nx (to) €eR.

e Hypothese de stabilité (H,,;,) [Voir page 42] :
Soient A(t) = {a;;(t) }1<i <~ une matrice carrée d’ordre N de rang 1 continue et
b : R — R une fonction continue. (H,,;) est 'hypothese de stabilité suivante

a;;(t) = a;(t) pour tout 1 <4, j < N avec:
(Hgiap) b:R—R,a;: R—=R,j=1,..., N continues et 1-périodiques,
Jo b(s) + 33 aj(s)ds =0, et [ b(s)ds < 0.
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Chapitre 1

Introduction

L'un des phénomeénes remarquables de la "synchronisation" est 'exemple de deux
pendules simples de masses identiques et couplés par un ressort horizontal. Une fois les
deux pendules sont mis en mouvement et apres un certain temps on remarque que les
deux pendules oscillent de la méme maniere, c’est-a-dire a une méme fréquence d’oscil-
lation, ou la fréquence est aussi connue sous le nom de "nombre de rotation". Lorsque
la fréquence des objets ou "oscillateurs" qui oscillent est commune on dit qu’ils sont en
état de synchronisation et comme on va voir dans la suite la synchronisation peut avoir
plusieurs aspects. Le phénomeéne de synchronisation peut étre observé dans une popu-
lation d’au moins deux individus. On peut observer ce type de comportements dans les
cellules du coeur qui battent en méme temps. Ces phénomenes de synchronisation sont
aussi remarquables dans plusieurs autres exemples biologiques, physiques,... etc, plus
au moins complexes. Ces phénomenes peuvent étre modélisés par un systeme d’équa-
tions différentielles qu’on appelle modele couplé ou I'ensemble des composantes d’une
solution va jouer le réle de la population étudiée et chaque composante sera appelée
oscillateur. Dans un modéle couplé chaque oscillateur est influencé par d’autres oscilla-
teurs de la population. On distingue le cas des modeles couplés du type "champ moyen"
ou chaque oscillateur est influencé d’'une maniere identique par tous les oscillateurs

de la population. Comme on va voir dans la suite la synchronisation des oscillateurs
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

s’obtient sous certaines conditions en variant les parametres de ce modeéle couplé.

Plus précisément, les systemes biologiques présentant des phénomenes de synchro-
nisation peuvent étre étudiés a I'aide des modeéles non-linéaires possédant un cycle
limite stable. La question est : dans quel cas un systéme champ moyen admet un cycle
limite? La réponse a cette question nous a amené a répondre a d’autres questions
intermédiaires : (A)- Sous quelles hypotheses un systeme couplé de type champ
moyen admet une solution telle que la distance entre chaque paire de ses oscillateurs
reste bornée en tout temps ?(B)- Est-ce-que les hypotheses de la question (A) seront
suffisantes pour étudier la stabilité et la stabilité exponentielle? (C)- Dans le cas ou
le systéme champ moyen est périodique est-ce-que les hypothéses de la question (A)
seront aussi suffisantes pour montrer I'existence d'une solution périodique sur le tore ?
Dans cette theése on va répondre a toutes ces questions dans un cas général de systemes
champ moyen. Entre temps on choisit d’étudier un modele couplé explicite qui s’appelle
Modele de Winfree et qui permet I'étude des phénomeénes de synchronisation dans les
populations biologiques, en sus le coté motivant d’appliquer nos résultats théoriques
sur ce modele, le modéele de Winfree sera un modele test; il nous aidera a avoir des
résultats numériques qui permettent de vérifier nos hypotheses et de prévoir d’autres
résultats. Notons que la périodicité considérée dans cette thése est la périodicité suivant

la diagonale et non une périodicité par rapport a chaque variable.

On va donc suivre le plan suivant :

Le Chapitre 2 présente I'état de I'art, dans ce Chapitre on discute la caractérisation
d’'un modele de couplage de phase avec interaction champ moyen; on verra le lien
avec les applications en biologie. Par la suite on proposera des définitions mathéma-
tiques pour différents aspects de la synchronisation : état de synchronisation et état
d’accrochage périodique. A savoir, 'accrochage périodique sera une solution synchroni-
sée et périodique sur le tore. On va citer les modeles de Winfree et de Kuramoto qui

figurent parmis les modeles de bases de couplage pour I'étude de systemes couplés
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biologiques. Dans le cas du faible couplage on va voir comment des systemes couplés
permettent ’étude de la synchronisation d’'un réseau de neurones. Dans la Section 3.2
on définit la forme générale de modeles champ moyen qu’on va étudier. La forme est
gouvernée par un champ "périodique" et une perturbation dépendant de la phase et du
temps, selon le choix de la perturbation il peut étre périodique ou non.

Dans le Chapitre 3 on présente les hypotheses et les résultats obtenus. Les résultats
obtenus se divisent en deux parties; la partie non-linéaire et la partie linéaire. La partie
non- linéaire se compose elle méme de quatre résultats principaux, le premier consiste
la synchronisation, le deuxieme consiste a montrer I'existence d’orbite périodique sur
le tore, le troisieme et le quatrieme consistent a montrer la stabilité et la stabilité
exponentielle. La partie linéaire se compose de deux résultats principaux qui consistent
a montrer la stabilité exponentielle d’'une classe de systémes linéaires, ces deux
derniers nous permettent a montrer les deux derniers résultats principaux de la partie
non-linéaire. Tous ces résultats seront démontrés dans le reste des chapitres suivants.

Notons que nos résultats n'imposent pas que le couplage soit faible.

Dans le Chapitre 4 on montre les deux premiers résultats de la partie non-linéaire
énoncés dans le Chapitre 3. Plus précisément on va voir une hypothese qu’on appelle
hypothése de synchronisation qui est suffisante pour que les systemes couplés en ques-
tion admettent un ouvert de conditions initiales qu’on appelle ouvert de synchronisation
ou le flot existe pour tout temps supérieur a I'instant initial. Pour cela on introduit une
fonction scalaire et périodique qu’on appelle la fonction de dispersion. A T'aide de cette
fonction on utilise le principe de comparaison des équations différentielles et on montre
que l'ouvert de synchronisation est positivement invariant par le flot; cela implique que
toute solution de condition initiale dans 'ouvert de synchronisation est synchronisée
au sens de la définition donnée dans le Chapitre 2. Dans le cas ou le systeme champ
moyen est périodique on montre I'existence d’orbite périodique sur le tore, c’est a dire

en accrochage périodique.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Le Chapitre 5 est une partie numérique . On suggere que I’hypothes de synchronisa-
tion n’est pas seulement suffisante mais aussi nécessaire pour obtenir la synchronisation
a petites perturbations. Un cas important dans cette partie numérique est de voir un
exemple de systéme sans aucune perturbation ot 'hypothése de synchronisation reste

nécessaire et suffisante.

Dans le Chapitre 6 on montre les deux résultats de la partie linéaire énoncés dans
le Chapitre 3. On va étudier la stabilité d'une classe de systemes linéaires perturbés.
On va introduire une hypothese qu’on appelle hypothése de stabilité ; Cette hypothese
nous permet de montrer que I'espace des conditions initiales admet une décomposition
en somme directe d’'une sous-variété centrale et une sous-variété exponentiellement
stable. Ce Chapitre a pour but d’étudier la stabilité par rapport aux conditions initiales

des systéemes champ moyen dans I'ouvert de synchronisation définis dans le Chapitre 4.

Dans le Chapitre 7 on montre les deux derniers résultats de la partie non-linéaire
énoncés dans le Chapitre 3. On rappelle donc les systémes champ moyen en question
afin d’étudier la stabilité. A 'aide d’une linéarisation convenable et 4 'aide des résultats
obtenus dans le Chapitre 6 on montre que '’hypothése de synchronisation introduite
dans le Chapitre 4 implique 'hypothése de stabilité introduite dans le Chapitre 6. Par
conséquent on déduit que les systemes champ moyen périodiques vérifiant 'hypothese
de synchronisation admettent une solution périodique sur le tore exponentiellement

stable, autrement dit 'existence d’un cycle limite stable.

Enfin dans la Conclusion on présente nos travaux a venir. En Annexe on présente
une technique qu’on appellera "la méthode de la résolvante positive", cette technique
permet I'étude de la stabilité par rapport aux conditions initiales, cette stabilité prend
le sens de la stabilité de Lyapunov. Cette technique est faible par rapport a celle utilisée
dans le Chapitre 7, en effet elle ne permet pas de déduire une stabilité exponentielle.

On termine par la notion de fonction presque périodique et on montre dans un systeme

18



périodique, sous une condition de stabilité par rapport aux conditions initiales, que les

solutions admettent un vecteur de rotation.
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Chapitre 2

Modele de couplage de phase de type

champ moyen : Etat de ’art

Sommaire
2.1 Définitions de la synchronisation ... ................. 23
2.2 Parametre d’ordre et nombrederotation. . . . .. ... ... .... 24
2.3 ModeledeWinfree . . . . . . . . . v v i i it ittt 27
2.3.1 FEtat de mort et stabilité exponentielle . . ... ......... 29
2.3.2 Transition : Etat d’incohérence-Etat de mort partielle . . . . . . 31
2.3.3 Synchronisation et synchronisation partielle . . . . .. ... .. 33
2.3.4 DiagrammedePhase . . ... ... ... ... .. ..., 33
2.4 Modeélede Kuramoto . . . . . . .. . vt v v v vt v v nnenns 34
2.4.1 Modele de Kuramoto avec trois oscillateurs . . . ... ... .. 35
2.4.2 Synchronisation et désynchronisation. . . . . .. ... ... .. 36
2.4.3 DiagrammedePhase . . . ... ... ... ... ... ...... 37
2.5 Faible couplage dans un réseau de neurones . . . . . ... ...... 37

Les travaux de cette thése ont été initialement basés sur le modéle de Winfree

continu avec un nombre fini et arbitraire d’oscillateurs qui est 'un des modeles de
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base du couplage de systemes biologiques présentant une morphogénese. La morphogé-
nese est le comportement collectif des cellules d’'un corps naturel (plante, corps animal,
...etc), les cellules présentent apres un temps suffisant une structure organisée ; on ap-
pelle ce comportement "auto-organisation” et qui sera considéré dans cette these comme
étant un état de synchronisation. Le modele de Winfree est I'un des modeles ot chaque
oscillateur d’'une solution est influencé par le comportement de tous les oscillateurs de
cette solution. Autrement dit, cette influence est une interaction champ moyen (Mean-
Field). Comprendre le comportement a long terme de ce champ moyen permet d’avoir
toutes les informations sur le comportement collectif de tous les oscillateurs, toute la
complexité de I'étude du systeme, réside donc, dans 'étude du champ moyen présent
dans I'évolution de chaque oscillateur. Aprés avoir obtenu des résultats de synchroni-
sation et de stabilité sur le modele de Winfree, on a généralisé la méthode a une large
classe de systémes couplés et perturbés avec une interaction champ moyen. La com-
plexité de tels systemes est dans le fait que dans une solution chaque oscillateur est en
fonction de tous les autres oscillateurs qui sont donc aussi inconnus. On distingue deux
types de modeles couplés; le premier type est le type des modéles d'impulsion couplée
(Pulse-coupled model) qui sont des modeles discrets. Ces modeles jouent un role capi-
tal dans I'étude de systemes biologiques. Les exemples remarquables sont I’étude des
interactions des neurones dans le cerveau qu’on va développer dans la Section suivante,
des flash lumineux des lucioles en Asie méridionale, cellules pacemaker cardiaque,...etc,
voir a ce sujet [MS90, GE02] ainsi leurs références ; Ces modeles se caractérisent en gé-
néral dans leurs formes par des fonctions discontinues, la fonction delta de Dirac est la

fonction la plus adaptée pour ce type

5(0), 6e[-1,1].
Cette fonction représente 'impulsion d’un oscillateur biologique qui est I'effet recevable
par un autre oscillateur ; si chaque oscillateur dans une population re¢oit d'une maniere
identique des impulsions de tous les oscillateurs de cette population alors le couplage

est dit champ moyen. Le deuxieme type de modele de couplage est le type de modele
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de couplage de phase, qui est I'objet de cette these; Ces derniers sont décrits par des
fonctions continues ou dérivables, par conséquent ils ne modélisent pas d'une maniere
assez pertinente le comportement des systemes biologiques qui ont, en général, comme
a été dit avant, un comportement d’impulsion couplée. Néanmoins on peut approximer
des modeles d’'impulsion couplée par des modeles de couplage de phase, on trouve cette

technique dans [Ari02, EK91]; ils utilisent 'approximation suivante

1

2—n(1 +cos(0))" — §(0) sur [—m, 7]

On tient a préciser, que dans cette these, on ne s’intéresse qu’a I'étude des modeles de
couplage de phase, plus précisément on s’'intéresse a des modeles de couplage de phase

avec interaction du champ moyen.

On suggere que tout comportement de couplage est régi par deux facteurs princi-
paux : la caractéristique en nature et la liaison ; En effet chaque oscillateur a son équa-
tion d’évolution qui est 'équation qui permet d’avoir des informations sur sa dynamique.
L’ensemble de toutes les équations d’évolutions de la population définit donc le modele
globale de la dynamique couplée. La caractéristique en nature est 'aspect homogene ou
hétérogene des oscillateurs couplés, cela définit la premiere partie de 'équation d’évolu-
tion d’un oscillateur x qu’on note H,. Si la caractéristique en nature est homogene alors
H, est identique pour tous les oscillateurs c’est a dire ne dépendent pas de 'oscillateur
x. Et si la caractéristique en nature est hétérogene alors H, dépend de l'oscillateur z.
Le facteur de liaison est la maniére de couplage qui peut également comporter I’aspect
partiel, c’est-a-dire que la formule du couplage dans I'équation d’évolution est différente
d’un oscillateur a un autre comme on le trouve par exemple dans les modeles du proche
voisin. Lorsque la liaison est commune le couplage est donc champ moyen. Le modele
de couplage de phase avec interaction du champ moyen est 'objet principal de cette

these, on va considérer des systemes définis par une équation différentielle de la forme
i, = F(X,z;) + eHy(X,t), i=1,.,N, (2.1)

ou N est un entier positif supérieur a 1 et X = (zy,...,2n5). F : R¥ x R — R et
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H; : R¥ xR — R sont des fonctions continues. Le parameétre e est un parametre positif qui
représente une perturbation. Relativement a 'approche discutée avant, La fonction e H;
est la caractéristique en nature et la fonction F est la liaison du couplage. L’état globale
X (t) du systeme est présent dans chaque évolution d’un oscillateur et le fait que F est
identique pour tous les oscillateurs le systeme est donc du type champ moyen. Le but est
de tirer les points responsables que ce type de modeles devra satisfaire pour pouvoir étre
appliqué a des populations possédant un comportement de synchronisation. Rappelons,
a cet effet, qu'un modele de synchronisation dans les populations biologiques suppose

I'existence d’un cycle limite.

2.1 Définitions de la synchronisation

Dans [Win67] la synchronisation d’'une population biologique est étudié a 'aide d’un
modele de champ moyen possédant un cycle limite. On trouve dans [MS90, Erm92,
Fra05] une définition mathématique de I’état de synchronisation plutét appelée "phase-
loocked state"; un systéme est en état d’accrochage de phase s’il existe une solution

X (t) et une fréquence commune 2 € R’ appelée aussi nombre de rotation telle que
X(t)=Qt+ P(t), t>to,

ou P est une fonction périodique et telle que X (¢) est exponentiellement stable dans
le sens qu'il existe un sous-ensemble de conditions initiales non réduit a X (¢,) appelé
isochrone tel que la distance entre X (¢) et toute solution du systeme de condition ini-
tiale dans cet isochrone décroit vers zéro d’'une maniere exponentielle. Le nombre de
rotation positif 2 > 0 signifie qu’il y a une dynamique. Pour garder cet caractérisation

on considere la définition suivante

Définition 1 (Oscillateur dynamique). Un oscillateur z;(¢) dune solution

X(t) = (z1(t),..,xn(t)) du systeme (2.1) est dit dynamique s’il existe ¢, € R tel que

tlgtf(’) ;i (t) > 0.
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Pour étre proche de la définition de synchronisation précédente et afin d’avoir un

enchainement convenable on introduit les définitions suivantes

Définition 2 (Synchronisation). On dit que deux oscillateurs z;(t) et z;(¢) d'une solu-
tion X (t) = (z1(t),..,xn(t)) du systeme (2.1) sont synchronisés ou en état de synchroni-

sation si x;(t) ou z;(t) est dynamique et si

sup [x;(t) — x;(t)] < +o0;

t>to
Dans le but de simplifier on dit que le systéme (2.1) ou sa solution est synchronisé(e)
ou en état de synchronisation si tous les oscillateurs (x;(t)); sont synchronisés deux a
deux. On appelle respectivement la dispersion de phase des oscillateurs x;(t) et z;(t) et la

dispersion de phase globale de la solution X (¢) les deux fonctions suivantes

ai(t) — 2(0) et max [ni(t) — wy(0)]

ou elles sont définies.

Définition 3 (Accrochage périodique). On dit que les oscillateurs (x;(t)); d’'une solu-
tion X(t) = (z1(t),..,zn(t)) du systeme (2.1) sont en accrochage périodique ou en état
d’accrochage périodique s’il existe 2 > 0 et une fonction P(t) = (Pi(t), .., Px(t)) avec P,

périodiques telles que
X(t) =Qt + P(t), Vt>t,.

On utilisera dans tout ce qui suit le mot "dispersion" pour désigner la distance entre

les composantes d’une solution, soit

frst) = 25(0), maxei(t) — ;(1)] ouencore fui(t) - %ij(m.

2.2 Parametre d’ordre et nombre de rotation

Pour un grand nombre d’oscillateurs N >> 1, une solution X (t) = (z1(t), .., zn(t))
du systeme (2.1) en état de synchronisation peut étre présentée sur le cercle comme
étant un bloc qui tourne au tour du cercle. Le rayon du cercle est approprié a la dis-

tance maximal de la dispersion entre les oscillateurs. Plus précisément on considere le
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parametre d’ordre suivant [Kur84], qui est la moyenne des phases des oscillateurs sur

le cercle vu comme étant un objet unique en les unifiant,
| X
_ iz (t)
Ry(t) = + Zl e,
J:

Le module |Rx(t)| est la longueur du vecteur de la moyenne des positions des oscilla-
teurs sur le cercle. Lorsque la majorité des oscillateurs sont désynchronisés le module
va se positionner a une distance de I'origine presque égale a zéro et lorsque la majorité
sont synchronisés il va se positionner a une distance de I'origine presque égale au rayon
du cercle comme on le voit illustré dans la Figure 2.1. Dans la suite et dans le cas ot le
systeme champ moyen est périodique on va se concentrer sur la demi-droite ¢ > t, ot
to € R est le temps initiale, plus précisément sur le comportement de la phase moyenne

a l'infini de chaque oscillateur qui est définie par

pi(t) = xiit) :

Sous certaines conditions de stabilité la limite p; := lim; ., p;(t) existe pour tout

(2.2)

i=1,.., N (voir Annex B ., le Chapitre II . et [LS04, Sai71] ). A notre avis 'existence du
nombre de rotation n’a pas été démontrée dans le cas général. Intuitivement, dans des
systémes périodiques la définition 2 et la définition 3 sont équivalentes, car on suggere
que le nombre de rotation existe dans ce type de systemes.
Lorsque les oscillateurs (z;(¢))Y., sont en accrochage périodique au sens de la définition
3 le nombre de rotation qui est la limite de la phase moyenne est indépendant des oscil-
lateurs ; les oscillateurs forment un bloc qui tourne autour du cercle avec une moyenne
égale a ce nombre de rotation.

Tout dépend du couplage, un oscillateur est en état mort si la limite de sa phase
moyenne est égale a zéro. Plus précisément et dans le cas ou le nombre de rotation

existe pour chaque oscillateur on définit les ensembles suivants :
Ideath - {Z S {]-7 "7N}7 Pi = 0}7
Isynch = {Z7j € {17 "7N}7 Pi = Pj # O}’

Iincoh = {Z,j € {17 "7N}7 Pi 7é p]}
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FIGURE 2.1 — Cette Figure illustre la position du parametre d’ordre Ry qui est repré-
senté par le petit cercle noir pour une population d’oscillateurs (x;); arbi-
trairement distribués sur le cercle qui sont présentés par des petits disques
bleu. A gauche est un exemple d’'un systeme ou les oscillateurs sont syn-
chronisés et le parametre d’ordre se trouve a une distance de l'origine
égale au rayon du cercle. A droite est un exemple d'un systeme ot les os-
cillateurs sont desynchronisés et le parametre d’ordre se trouve approxi-
mativement a l'origine.

Dans ce qui suit on va définir les différents états qu'un systeme couplé peut présenter

(voir Figure 2.2)

Définition 4. Soit {, € R et supposons que le systeme 2.1 admet une solution X (¢)
définie sur [ty, +oo[. Supposons de plus que pour tout i = 1,.., N le nombre de rotation
pi = limy_,. p;(t) défini par P'équation 2.2 existe, alors le systéme 2.1 est dit en :

Etat de mort Liearn = {1, .., N}.
Ticatn 7 0 €t Lacarn U Lincon 7 0.
Lincoh = {1,.., N} et Ljeasn = 0.
Isynen = {1,..,N}.

Isynch 7é (Z) et Ideath U [z’ncoh 75 @

Etat de mort partielle
Etat d’incohérence

Etat de synchronisation

111717

Etat de synchronisation partielle
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Pi

CLiiatiiiieciutiaiieciccec
wj Wi
a : Synchronisation b : Incohérence

wj wj

¢ : Mort partielle d : Synchronisation partielle

FIGURE 2.2 — Ces quatre Figures illustrent quatre états qu'un modele champ moyen

(2.1), vérifiant e¢(H (X, t),..., Hy(X,t)) = (wi,...,wy) € RY pour tout
X € RN ett € R, peut présenter sans étre en état mort. On voit dans
chaque Figure le nombre de rotation p; en fonction de w;. Dans la Figure
(a) les nombres de rotation sont alignés autrement dit sont égaux ce qui
présente ’état de synchronisation. Dans la Figure (b) les nombres de ro-
tation sont distincts ce qui présente 'état d’incohérence. Dans la Figure
(c) on voit un mélange de nombres de rotation nuls et non-nuls ce qui
présente 1’état de mort partielle. Dans la Figure (d) il y a un mélange
de nombres de rotation alignés et non-alignés ce qui présente un état de
synchronisation partielle.

2.3 Modele de Winfree

En 1967, Winfree propose un modele de champ moyen pour la synchronisation de

populations d’oscillateurs biologiques. Le systéme dépend de deux parametres : la force

27



CHAPITRE 2. MODELE DE COUPLAGE DE PHASE DE TYPE CHAMP MOYEN : ETAT
DE L’ART

de couplage et la propagation des fréquences naturelles ou force du bruit. Pour de
petites valeurs le systeme de Winfree peut étre réduit au modeéle de Kuramoto, dont
plusieurs études ont été réalisées. Le modele de Kuramoto sera discuté dans la prochaine
section. Le comportement collectif des oscillateurs dans le modele de Winfree a été
d’abord étudié numériquement par Winfree [Win67], cette étude numérique montre
qu’a une certaine force de couplage avec de petites valeur de la force du bruit tous les
oscillateurs se synchronisent sur une fréquence commune. Le modéle de Winfree est

donné par I'équation différentielle suivante
N
: 1 :
i = wi — Ko ]221 P(z;)R(x;), i=1..N, (2.3)

ou P et R sont deux fonctions périodiques, X (t) = (x1(t), xo(t), ..., zn(t)) est I'état du
systéme et x;(t) est la phase du i®™® oscillateur. La phase x;(t) peut étre présentée
comme étant un scalaire dans [0, 27]. Le paramétre x > 0 est la force de couplage;

les fréquences naturelles w; vérifient
l—v<w <1+4+7~, Vi=1.N, (2.4)

ou v € [0, 1] est la force du bruit. Dans cette Section on considere un cas particulier du

champ moyen, défini par Ariaratnam et Strogatz [ASO1, Ari02], on suppose

t; = w; — ko(X)sin(z;), = 1..N, (2.5)
ot o : RY — R est le champ moyen qui est défini pour tout Y = (yy, ..., yn) € RY par:
N
1
oY) = 1 D[+ cos(yy)].
j=1

Le systeme (2.5) est autonome et globalement lipschitzien ; par le théoréme d’existence
et d’'unicité de Cauchy-Lipschitz chaque condition initiale X, € RY au temps t = t, cor-
respond a une unique solution X (¢) définie sur tout R. Strogatz et Ariaratnam [ASO1],
donnent un diagramme de phase de ce modeéle, ou ils montrent qu’en variant la force
de couplage et la force du bruit le modele de Winfree (2.5) passe par les cing états
définis dans la définition 4 qu’on étudiera dans la suite. Dans [GMN™'07] ils donnent

des résultats analogues pour un modele plus généralisé. L’étude a été faite dans le cas
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d’un nombre infini d’oscillateurs, en passant au cas continu et en notant p(x, ¢, w) la den-
sité des oscillateurs et g(w) la densité des fréquences, plus précisément ils considerent
I'équation

ix(w t) =w — ko.(t) sin(z(w, t)), (2.6)

/ /Ilﬂ (2,1, w)(1 + cos(z))g(w)dwdz.

Outre les résultats obtenus par Ariaratnam et Strogatz [ASO1] nous mentionnons que
le modele de Winfree a été aussi étudié dans [LA14, BU09, PM14, HPR15, HKPR16,
Omel3, PMTO5, PA15].

2.3.1 Etat de mort et stabilité exponentielle

Ariaratnam et Strogatz remarquent que I’état de mort des oscillateurs, défini dans la
définition 4, correspond sur le cercle a une convergence des oscillateurs vers un point

fixe ; ils définissent I'état de mort par I'existence d’'un point fixe du systéme,
w; —ko(X")sin(z}) =0, ¢=1,..,N. (2.7)

La valeur X* = (z7,...,2}) étant une solution constante alors o* = o(X*) l'est aussi (

; et

Figure : 2.4) ; Cela n’est vrai que si le rappor
sachant que o* est postive on obtient une cond1t10n nécessaire pour 'existence de I'état

mort, soit HT”’ < o*. Dans ce cas, les composantes z} de la solution seront données par

Wi
ko* )

Strogatz et Ariaratnam remarquent numériquement que les points =} se trouvent dans

x] = arcsin(—

larc [0, 7] (Voir Figure : 2.3). On applique o au vecteur X* et on obtient

o Z 1+ Cos(arcsm Z 1+ )2,

qui est une somme de Rlemann. Ainsi il existe un point fixe si et seulement si cette

derniere équation admet une solution en ¢* (avec o* vue autant qu’une variable réelle).

Si la distribution des w; suit une densité g, en passant a I'infini sur N cette somme de
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FIGURE 2.3 — On fixe dans le modéle de Winfree (2.5) : N = 100, x = 0.95 et v = 0.35.
On choisit une distribution uniforme des fréquences naturelles (w;)¥,
dans [1 — v,1 + 7] et comme condition initiale X (0) = (z1(0),...,2x(0)
aléatoire dans [—7, 7]. La Figure a gauche illustre en bleu les composantes
{z;(t)}, de la solution X (¢) au temps ¢ = 0. Le parametre d’ordre Rx(0)
qui est représenté par un cercle noir. La Figure a droite illustre les com-
posantes {z;(t)}, de la solution X (¢) au temps ¢ = 1000 et le parameétre

d’ordre Rx(1000) qui est présenté par un cercle noir

2.5

-0.5+

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t t
a b

FIGURE 2.4 — On fixe dans le modeéle de Winfree (2.5) les mémes parametres que la
Figure 2.3. La figure a gauche illustre les composantes {z;(t)}Y, de la
solution X (¢) en fonction du temps, les composantes convergent vers des
constantes ce qui représente I’état mort. La Figure a droite est le graphe
de o(t) en fonction du temps, on voit que o(¢) converge donc aussi vers
une constante
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Reimman devient

1+~ w
o = / 14+ 4/1 = (+—)%g(w)dw. (2.8)
1— ko*

La région de I’état mort pour une infinité d’oscillateurs est donnée par I'existence d’une
solution de cette derniere égalité. Concernant la stabilité de ce point fixe, les éléments
de la jacobienne J(X*) = {a;; }1<ij<n du systeme (2.5) au point fixe X* = (z7, ..., z})

définie précédemment sont donnés par

k k
a;i(t) = —ko* cos(z}) + N sin®(zf) et a;(t) = N — sin(z]) sin(z}), 4,5 =1.N.

Une valeur propre 1 et un vecteur propre V = (vy,...,vy) € RY correspondant vérifient
sin(x Z sin(z?)v; = (¥ + ko™ cos(x]))v;
Grace a cette derniere équation on remarque I’égalité suivante
£ Z Sirl2 (l’;k) o
N 1) + o* cos(z})

Géométriquement dans [Ari02], la valeur o* vérifie I'inégalité

VI i <

Comme il a été déja dit le point fixe est donné par sin(z}) =

w;
L Cela permet de
constater que les valeurs propres de la jacobienne J(X*) sont réelles et strictement

négatives, ce qui implique donc que le point fixe est exponentiellement stable.

2.3.2 Transition : Etat d’incohérence-Etat de mort partielle

Par la définition 4, I'état de mort partielle se présente sous forme d’'un mélange
d’états : un pourcentage d’oscillateurs sont en état de mort, et 'autre pourcentage ne
I’est pas et ne possede pas d’oscillateurs synchronisés. Cet état s’obtient en général pour
de grandes valeurs de la force du bruit ~. L’'incohérence est ’état ot chaque deux oscil-
lateurs ne présentent ni I'état mort ni ’état synchronisé , elle s’obtient pour des valeurs
moyennes de la force de couplage et de la force du bruit. Le parametre d’ordre Rx

dans ce cas vérifie |Rx (t)| ~ 1 (Voir Figure : 2.5) et cela permet d’identifier la valeur du
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FIGURE 2.5 — On fixe dans le modeéle de Winfree (2.5) : N =100, xk = 0.5 et v = 0.4. On
choisit une distribution uniforme des fréquences naturelles (w;)Y, dans

[1—7, 14~] et comme condition initiale X (0) = (z1(0),...,zy(0) aléatoire
dans [—Z, Z]. La Figure a gauche illustre en bleu les composantes {z;(¢)} Y,

de la solution X (t) au temps ¢t = 0. Le parametre d’ordre Rx(0) qui est
représenté par un cercle noir. La Figure a droite illustre les composantes
{z;(t)}Y, de la solution X (¢) au temps ¢ = 1000 et le parametre d’ordre
Rx(1000) qui est présenté par un cercle noir

champ moyen o (t) et par conséquent une forme intégrable peut étre obtenue du modele
de Winfree (2.5). En effet, la relation entre le champ moyen o(¢) et le module |Rx (t)|

pour une solution du modele (2.5) est donnée par
o—1=R(Rx(1)),

ou R(Rx(t)) est la partie réelle. Par conséquent o(t) ~ 1 et le modele de Winfree (2.5)

peut étre réduit a un systéme intégrable

T = w; — ksin(x;),
Pour ne pas avoir d’oscillateur mort, il suffit que #; > 0 soit k < 1—~. La courbe k = 1—~
est donc la courbe de transition entre ’état de mort partielle et I'état d’incohérence (Voir
Figure 2.6 dans la section 2.3.4). Dans le cas infini d’oscillateurs la densité p(z, t,w) dans

le modeéle (2.6) vérifie

dp  d(pv)
i d

=0 ol v=w-—kot)sin(z(w,t)).
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L’état inchoérence est dans ce cas un état stationnaire de densité.

2.3.3 Synchronisation et synchronisation partielle

L’état de synchronisation partielle, qui est un mélange d’états, est défini par 1’éxis-
tence d’au moins de deux oscillateurs en synchronisation et de deux autres non syn-
chronisés. Dans le diagramme de phase élaboré dans [Ari02], et pour une distribution
uniforme, I'incohérence est la région intermédiaire entre I'état de mort partielle et 1’état
de I'état de synchronisation partielle, voir la Figure 2.6. Pour une force de couplage et de
bruit faibles et un nombre infini d’oscillateurs (Modele (2.6) ci-dessous) Quinn, Rand et
Strogatz [QRS07] utilisent la méthode de Poincaré-Lindstedt, qui consiste a approcher
une solution périodique en utilisant un développement en série entiere, pour calculer la
tangente de bifurcation entre ’état synchronisation et désynchronisation. Toujours dans
le cas infini, Nardulli et al. [NMPS04] montrent une dépendance linéaire entre la diffé-
rence des fréquences naturelles et la dispersion, le principe est que la synchronisation
implique que o(t) sin(z(w, t)) est T-périodique, le nombre de rotation commun rend la

quantité

1

w— kf /t o.(t) sin(z(w, t))dt,

invariante. A l'aide de la densité p(z,t,w) la relation entre la différence des fréquences

naturelles et de la dispersion est donnée par

4~? 2
Sw = %M(w,t) ot ) est solution de k—z - )\sinQ(ﬁ).

2.3.4 Diagramme de Phase

Ariaratnam illustre dans [Ari02] un diagramme de phase de paramétres de couplage
et de la force du bruit. Plus précisément, il illustre cinq régions différentes outre la
synchronisation et I'état mort. La frontiere de transition de la synchronisation a été faite

numériquement

33



CHAPITRE 2. MODELE DE COUPLAGE DE PHASE DE TYPE CHAMP MOYEN : ETAT
DE L’ART
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FIGURE 2.6 — Diagramme de phase du modeéle de Winfree (2.5) tracé pour une distribu-
tion uniforme de fréquences naturelles.

2.4 Modele de Kuramoto

En 1975, Kuramoto dans son premier article lié a I'étude de la synchronisation

[Kur75] rafine le modele de Winfree au modéle suivant appelé modele de Kuramoto
N
Ty = W; — % Z sin(z; — ;). (2.9)
j=1

Pareillement au modeéle de Winfree le parametre x > 0 est la force de couplage; les

fréquences naturelles w; vérifient
l—y<w; <1+4+7~v, Vi=1.N,

ot v € [0, 1] est la force du bruit. Plusieurs reformulations de ce modele ont été établies
par plusieurs auteurs voir par exemple [ABV'05, CHY11]. Le modéle de Kuramoto
peut s’appliquer a ’étude des phénomenes de synchronisation en biologie comme par
exemple les réseaux de neurones, en chimie et en physique [ABV"05]. En général le
modele de Kuramoto de type champ moyen (aussi connu sous le nom "all-to-all" qui

vient du fait que chaque oscillateur est influencé d'une méme maniere par tout le reste
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des oscillateurs) est donné par '’équation différentielle suivante
N
, K
T, = W; — N ]E:l H(l‘] — IZ‘), (210)

ou H est une fonction périodique. Contrairement au modele de Winfree (2.5) le modele
de Kuramoto (2.9) ne possede que trois états, a savoir : ’état de mort, I'état de synchro-
nisation et 1’état de synchronisation partielle (Voir Figure : 2.7 dans la Section 2.4.3).
Pour de petites valeurs des parametres de couplage et de la force du bruit, le Modele de

Winfree est équivalent au Modele de Kuramoto voir [Ari02].

2.4.1 Modele de Kuramoto avec trois oscillateurs

Dans [Coo08] la synchronisation forte d’'une solution du modéle de Kuramoto avec
trois oscillateurs peut étre démontré grace au point fixe, cela est dii a la symétrie du
systéme. Suivant une distribution uniforme (w,w + Q, w + 2Q) avec w, 2 > 0 le modele
(2.9) devient,

: Kr . :
=204 w— 3 [Sln($2 — 1) + sin(xz — ml)},
: Kr . :
T =04 w— 3 [sm(xl — y) + sin(xg — xg)],
: Kr . :
T3 =W — 3 [sm(xl — x3) + sin(xg — .1'3)}
En notant les dispersions par ; = x5 — x; et o = x3 — x5 le systeme se réduit a un
systeme d’ordre deux, soit :
: K : : :
=0+ §(—2 sin 9y + sin dy — sin(dy + d2))),
: K : : :
dy =0+ §(—2 sin 0 + sin d; — sin(dy + d2)));
Pexistence du point fixe §; = 0, = 0 implique que la dispersion globale est constante
donc bornée en tout temps, ce qui entraine donc un état de synchronisation. Pour éli-
miner 'état mort d’un oscillateur on choisit w > k. La résolution du systeme précédent

montre que le point fixe existe si et seulement si

9<oz avec a—2 6_\/§(\/ﬁ_3)
K (TR
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2.4.2 Synchronisation et désynchronisation

Chopra et Spong dans [CS09] définissent la synchronisation dans le modele de Kura-
moto par un point fixe de '’équation de la différence de phases de méme que I'exemple
de la Section précédente, autrement dit : un point fixe de ’équation de la dispersion
de chaque paire d’oscillateurs. Ils montrent une condition nécessaire pour avoir une
telle synchronisation pour le modele de Kuramoto et qui est un raffinement du travail

[JMBO04]. A partir du modele (2.9), ils considerent la dispersion
N
ai(t) — () = w; —w; + % [ — 2sin(z; — 2;) + Z (sin(zg — ;) + sin(z; — zy))].
k=1,k#i,j
Ils calculent ainsi le maximum ou plus précisément ils calculent le domaine ou la fonc-

tion suivante est surjective
N

—2sin(z; — 2;) + Z (sin(z — ) +sin(z; — z1)), Z = (21,...,25) € RY.
k=1,k#£i,j
Ils obtiennent la valeur suivant
—(N=2)+ /(N —2)2+32
8

Eraz = 2sin(C) + 2(N — 2) sin(%) avec C' = 2 arccos( ).

La synchronisation aura lieu si
2N
K<
Emam

IIs abordent aussi 'existence d’une synchronisation exponentielle ; I'existence de la syn-

chronisation exponentielle s’obtient en supposant au premier lieu que pour tout ¢t > T’
la différence de phases |z;(t) — z;(t)| < 5 + € avec ¢ < 7, dans ce cas on aura une

synchronisation de type :
| X
i — Q) < O,Tefnsm(E)(t*T)? or>0,Vi=1,.,N ou Q= Nzwj'
j=1

La valeur de couplage ~ suffisante pour avoir la synchronisation exponentielle est don-

née par
2N~
On trouve une approche mathématique rigoureuse de I'étude le I'incohérence et de

la stabilité du modéle de Kuramoto dans [FGG16]. Une riche littérature sur la stabilité
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est aussi abordée, on cite [MS05, GPP12, MPTO05]

2.4.3 Diagramme de Phase

Comme ca a été dit avant qu’a faible couplage on peut approximer le modele de
Winfree au modele de Kuramoto. Contrairement au modele de Winfree (2.5) le modele
de Kuramoto (2.9) ne possede que trois état, a savoir : 'état de synchronisation, 1'état

de synchronisation partielle et I'état d’incohérence

0.8

Synchronisation
Synchronisation partielle

0.6

0.4

Incohérence

0.2

O ) T T T T T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

8l

FIGURE 2.7 — Diagramme de phase du modele de Kuramoto (2.9) tracé pour une distri-
bution uniforme de fréquences naturelles.

2.5 Faible couplage dans un réseau de neurones

Dans un cerveau les neurones ont une structure regroupé et chaque neurone est
connecté aux autres neurones ce qui forme donc un réseaux ou un systéme couplé
[WWO02]. L'interaction des neurones dans le cerveau fait apparaitre 1’état de synchroni-

sation, cette interaction est responsable dans des maladies psychiatriques et nerveuses
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[Con13] citant 'exemple de la maladie de Bipolarité qui se manifeste par des change-
ments d’humeur remarquables, d'une maniére théorique on peut supposer que cela est
du a un dysfonctionnement dans le comportement collectif des neurones qui ne se réta-
blissent pas a leur état initiale apres un événement donné qui les stimule. I’état initiale
est en général présenté par un cycle limite [Con13]. Les neurones peuvent communi-
quer entre eux par des signaux ou charges électriques appelés influx nerveux, ainsi un
neurone peut répondre a une stimulation et peut lui a son tour transmetre un signal
électrique, cette capacité de recevoir et de transmettre, appelée excitabilité et conduc-
tivité respectivement, permet théoriquement de modéliser un ensemble de neurones
par un systéme couplé. La forme physiologique d’un neurone sain se compose de trois
éléments principaux : soma qui est le noyau ou le centre du neurone, 'axone qui est
un prolongement colé au soma responsable de la conductivité du neurone et conduit
le signal électrique d’'une maniére centrifuge, et les dendrites qui sont en tout aussi un
prolongement colé au soma responsable dans 'excitabilité du neurone et conduisent le
signal électrique d’'une maniere centripete [WWO02]. Un modele de neurones peut géné-
rer trois comportements : repos qui se caractérise par une phase constante du neurone,
impulsions ou spikes qui se caractérisent par une phase uni-modale et trains d’impul-
sions ou bursts qui se caractérise par une phase multimodale [WWO02, Con13]. En géné-
ral 'étude de la synchronisation entre les neurones ne prend pas en compte les détails
de la forme physiologique et des interactions chimiques ou électriques entre neurones.
L’étude de la synchronisation fait appel a un modele de couplage a deux parametres :
la fréquence naturel et la force de couplage. Ces derniers peuvent dépendre du temps
au besoin de résultat souhaité. D’apres notre approche, illustrée dans I'introduction de
ce Chapitre, la fréquence naturelle est donc la caractéristique en nature et la force de
couplage est la liaison. Théoriquement dans [CUO07] une formulation du modele de Ku-
ramoto appliquée a un réseau couplé composé de N neurones a été établie comme suit :
la capacité ou la force d’émission d’une charge électrique par un neurone x; est présen-

tée par une fréquence naturelle w;(¢) qui dépend du temps, le couplage a été présenté
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par le champ moyen
| XN
N Z Kkij(t) sin(z; — x;),
=1

ou la matrice {x;;(t) }1<i j<n estla force du couplage qui dépend aussi du temps. Lorsque
le couplage est du type champ moyen, cest a dire «;;(t) = k(t) pour tout ¢ et j le
modele de Kuramoto ne devient pas le modele idéal pour décrire le comportement
repos et le comportement bursts cités avant dans le cas ou le couplage n’est pas du
type champ moyen ; voir a ce sujet [BLB"12]. Les modeéles de synchronisation, comme
le modeéle de Winfree ou de Kuramoto, permettent I'étude de I'aspect synchronisation
dans un réseau de neurones, néanmoins ils ne répondent pas d'une maniére précise a la
réalité de la psychophysiologie des interactions des neurones. Pour pouvoir maitriser le
comportement collectif des neurones Winfree [Win80] introduit ce qu’on appelle Phase
reponse curve ( PRC) qui sert a mesurer le taux de perturbation du comportement des
neurones lorsqu’on les stimule. Cela revient a 'étude de stabilité ou plus précisément
de la jacobienne du systeme au tour du cycle limite. L’'expérience se fait grace a un
électroencéphalographie (EEG) [KWO02]. On peut visualiser le graphe de la moyenne
des potentiels d’action de plusieurs régions du cerveau, cette moyenne de potentiel
pourra avoir I'un des trois comportements cités avant représentant un cycle limite, par
conséquent une stimulation (lumiere, son, ..,etc) appliquée aux neurones perturbe la
moyenne du potentiel, le taux de cette perturbation est donné par la PRC. La théorie du
faible-couplage permet d’approximer des modeles assez proches de cette réalité, comme
le modeéle de Hodgkin-Huxley-type neuronal [HH52], aux modeles de synchronisation.
On trouve plusieurs méthodes d’approximations [SL12] aussi appelées dérivations, le
modele résultant le plus fréquent est le modele de Kuramoto. D’'une maniere générale
un modele d'un couplage de neurones est le modele Hodgkin-Huxley-type neuronal

donné sous forme

& = F(x;) + el (X),
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ol z; est la phase du ™ neurone qui représente sont potentiel d’action et I est une
fonction qui représente le couplage. Le parametre postif ¢ permet a fixer la force du
couplage. Dun point de vue de notre approche (voir début de ce chapitre) la caracté-
risation en nature de ce couplage est donc homogene et la liaison est de type champ
moyen. Pour 0 < ¢ << 1, ce modele peut étre approximer [EPG01, SL12] a un modele
de phase couplé de la forme
0; = eH(0; — 0;),

qui est une approximation en phase, c’est a dire une approximation a un modele de
couplage de phase qui est le modele de Kuramoto. Des techniques d’approximations a
des modeles a impulsion couplée ont été élaborés dans [GE02, MS90]; voir aussi le
début de ce Chapitre pour la définition d'un modele a impulsion couplée et un modele
en phase. L’approximation se généralise a un réseau de neurones hétérogenes. Le but de
ces approximations est de pouvoir étudier le point fixe (synchronisation) de la derniere
équation (qui est plus souple que le modele d’origine) puis passer a la jacobienne et

déduire des résultats de stabilité.
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Chapitre 3

Hypotheses et résultats principaux

obtenus

Sommaire
3.1 Résultats obtenus : Partie linéaire . . . . ... ... ... ... .... 42
3.1.1 Hypothese de stabilité (Hgqp) - « « - v v v v v v i o oo e 42
3.1.2 Résultatlinéaire I etIIL . . . ... ... ... .. . ... 43
3.2 Résultats obtenus : Partie non-linéaire . ... ............. 44
3.2.1 Notations et définitions . . . ... ... ... ... ....... 45
3.2.2 Hypotheéses de synchronisation (H) et (Hy,) . .. ... ..... 46
3.2.3 Resultat L, IL IITetIV . . . ... ... ... . ... ... .... 47

Notre résultat principal se compose de deux parties : La partie linéaire ou on va
étudier la stabilité d’'une classe de systémes linéaires perturbés en décomposant la ré-
solvante. La partie non-linéaire qui se compose elle méme en quatre résultats principaux
pour I'étude de systemes couplés de champ moyen. Relativement aux définitions dans
la Section 2.1 : Le premier résultat montre I'existence de solution et de I'état de syn-
chronisation. Le deuxiéeme résultat montre I'existence de solution en état d’accrochage
périodique. Le troisieme résultat montre la stabilité du systéme. Le quatrieme résultat, qui

est une conséquence directe du deuxieme et du troisieme résultats, montre I’existence
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de solution en accrochage périodique exponentiellement stable autrement dit I'’existence

d’un cycle limite stable.

Les résultats sont dans le cadre de la théorie des perturbations. Néanmoins, on tient
a préciser que les résultats dans le cas non-linéaire ne sont pas évidents aussi dans le

cas du non perturbé.

On présente dans ce qui suit en premier temps ’hypothese de stabilité et le résultat
linéaire puis dans un deuxiéme temps on présente I’hypothése de synchronisation et le

résultat non-linéaire.

3.1 Résultats obtenus : Partie linéaire

Dans ce qui suit on considére la notation suivante : Soient (n,m) € N* x N* et
A(t) :={a;;(t) eR, 1<i<n, 1<j<m,tel CR},

une n x m matrice dépendant du temps ¢ dans un ensemble / C R, on note la norme-sup

de A(t) par
1Al = max{sup |a;;(#)], 1 <@ <n, 1 <j<m},
tel

et on note par /y la matrice identité carrée d’ordre N.

3.1.1 Hypothese de stabilité (H,,;)

Soit ((t) une matrice carrée d’ordre N qui dépend du temps ¢ € R vérifiant
lIC]| < +oc. On considere dans la suite de ce Chapitre le systéme linéaire perturbé
suivant

Y(t) = [b(t)In +A(t) + Y (1), t>1, (3.1)
out € Ret A(t) = {a;;(t) }1<ij<n est une matrice carrée d’ordre N de rang 1 continue

et b : R — R une fonction scalaire continue. On considere I’hypothése suivante sur b(t)
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et A qu’on appelle hypothese de stabilité

a;;(t) = a;(t) pour tout 1 <i,j < N avec :

(Hstab) b:R—>R,a;:R—=R,j=1,...,N des fonctions continues 1-périodiques,

fol b(s) + Zjvzl aj(s)ds =0, et —a:= fol b(s)ds < 0.

\

Pour avoir plus d’informations sur le comportement des solutions du systéme linéaire
(3.1) on va introduire une classe de matrices ( qu’on appelle matrices "normalisantes"

ainsi définies dans la définition suivante.

Définition 5. On dit que la matrice { est une matrice normalisante si le systeme (3.1)

admet une solution V (t) = (vi(¢),...,vy(t))" telle que
inf [[V(¢)]| >0, et supl|V()|] <+oo.
teR teR

On appelle V' (t) solution normalisante de (3.1) associée a la matrice (.

Dans les deux résultats linéaires suivants on va considerer les deux cas : ( une ma-

trice normalisante ou bien quelconque.

3.1.2 Résultat linéaire I* et IIX

Résultat linéaire (IX). On considére le systéme (3.1) de résolvante R(s;t). Supposons que
b et A vérifient Uhypothése de stabilité (Hg,). Soit 5 € (0,«), alors il existe K > 0 et
D, > 0 tels que pour toute matrice ¢ normalisante vérifiant ||C|| < D, et pour tout t € R il

existe une forme linéaire £, : RN — R telle que pour tout Y € RY et pour tout s > t, on a
o L(R(s;)V (1)) = et £i(Y) < K||Y]],

o Ly(Y) = Ly(R(s;t)Y),

o [[B(s;)[Y — L(YV)V (@Il < K[[Y[[exp(=5(s —1)).
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ou V' (t) est une solution normalisante de (3.1) associée a la matrice (. En outre Uopérateur
R(s;t) admet la décomposition

R(s;t)Y = L,(Y)V(s) + R(s; )Y — LYV (1),
Autrement dit la sous-variété Wy, == {Z € RN, L,(Z) = 0} de dimension N — 1 est

exponentiellement stable.

Résultat linéaire (I1%). [Cas général] On considére le systéme (3.1) de résolvante R(s;t).
Supposons que b et A vérifient Uhypothése de stabilité (Hg.y). Soit 5 € (0, «), alors il existe
K > 0et D, > 0 tels que pour toute matrice ( vérifiant ||C|| < D, et pour tout t € R il

existe une forme linéaire 1), : RN — R telle que pour tout Y € RY et pour tout s > t, ona
o [[R(s;)[Y — (V)1 < K[[Y]| exp(=5(s —1)).
o1 :=(1,...,1) € RN. En outre Uopérateur R(s;t) admet la décomposition
R(s;1)Y = ¢o(Y)R(s;1)1 + R(s; )[Y — ¢ (Y)1].
Autrement dit la sous-variété W, == {Z € RN, 4;(Z) = 0} de dimension N — 1 est ex-

ponentiellement stable. De plus s’il existe une solution qui ne décroit pas exponentiellement

vers zéro alors

o YY) = s(R(s:1)Y).

3.2 Résultats obtenus : Partie non-linéaire

La méthode utilisée, pour obetnir des résultats de synchronisation, se base sur le
principe de comparaison des équations différentielles. En supposant que la distance
entre les oscillateurs d’'une solution reste finie a un temps arbitraire ; des informations
sur le systeme sont obtenues, on utilise par suite le principe de comparaison d’équations

différentielles qui implique que ce temps arbitraire est égal a I'infini.
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La classe de systémes couplés de champ moyen qu’on va étudier dans cette these est
donnée par les deux systemes suivants ; le systeme périodique non-perturbé
iy = F(X,z;), i=1.,N, t>t, (PNP)
et le systeme perturbé
i, = F(X,z;) + Hi(X), i=1,..,N, t>tq, (P)

ouN >2etX = (21,...,2n5). F : RV xR - Ret H= (Hy,...,Hy) : RY = R sont
des fonctions de classe C'. On note dans tout ce qui suit par ®! le flot du systéme (P)

(en particulier (PNP)).

3.2.1 Notations et définitions

Pour ¢,p € N* soit une fonction G : R? — RP, en posant G = (Gy,...,G,) on
considére la semi-norme suivante sur I'espace vectoriel des fonctions continues de R?

dans R?
|G||p = sup max |G;(Y)|, ou B={Y =(y1,...,y,) € R!: maxly, —y;| < 1}.
yeB 1<i<p

Cette semi-norme est une norme sur I'espace vectoriel des fonctions continues de B
dans R?. On note d'G, i = 1,2, .. ., la ™ différentielle de G. On définit
|dG |5 = max [|0;Gi(Y )|, [|d’Gllz = max [|0:0;Gi(Y)|]5.
1<i<p 1<i<p
1<5<q 1<j,k<q

Dans la suite on va considérer dans un premier temps des fonctions définies sur R? avec
g = N puis on va se limiter sur leurs restrictions sur 'ensemble B .

Soit G:RY xR — R, Y = (y1,...,yn) € RN et z € R, on note

0
a—G(Y,z), i=N+1
%G(Y, z) = g
G(Y,z), i:=1,.,N.

Y;
Pour ¢,p € N* une fonction G : R? — RP est dite 1-périodique au sens de la définition
suivante
Définition 6. [1-périodicité] Soit une fonction G : R? — RP et notons
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1:=(1,...,1) € R La fonction G est dite 1-périodique si

G(Y +1)=G(Y), VY €R

Remarquons que cette définition n’implique pas que la fonction G est périodique par
rapport a chaque variable, cela nous permet d’avoir une classe plus large des systemes
champ moyen étudiés dans cette thése (Voir la Section 5.4 du Chapitre 5). On définit

maintenant la notion d’un ouvert positivement ®'-invariant,

Définition 7. Supposons que le flot ' du systeme (P) existe pour tout ¢ > #,. On dit
qu'un ouvert C' C RY est positivement invariant par le flot ®, ou C est positivement

d'-invariant, si ®*(C') C C pour tout ¢ > t.

3.2.2 Hypotheses de synchronisation (H) et (H,)

On va considerer les deux hyptheéses (H) et (H,) suivantes, qui seront suffisantes
pour avoir I'état de synchronisation et de stabilité
F estdeclasse C?, et max{||F||s,||dF||s,||d*F||z} < 400,

(H)
F est 1-périodique et minejoq1) F'(s1,s) > 0,

1
On+1F (51, s)

H, —_— .

(H.) /0 FLs) ds <0

On appelle 'hypothese (H.,) hypothése de synchronisation sous réserve que I'’hypothese
(H) soit vérifiée. L'hypothese (H) implique que la fonction F(s1, s) est uniformément
lipschitzienne. Lorsqu’on choisit X = x41, avec xq € R, comme condition initiale de la
solution X (t) = (z(t),...,xy(t)) du systeme (PNP) alors chaque oscillateur z;(¢) est
solution de I'équation différentielle scalaire
&= F(zl,x), t>t1.

Par le théoreme de Cauchy-Lipschitz on a I'unicité de la solution donc
|z;(t) — z;(t)] = 0 < +oo pour toutt > 0 et 1 < i,j < N et donc la distance entre

les oscillateurs {x;(t)}; reste bornée en tout temps t > t,, qui est une propriété de syn-

chronisation. Remarquons aussi que I’hypothese min,c(o,1) F'(s1,s) > 0 permet d’avoir
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un oscillateur dynamique ainsi défini dans la définition 1 dans la Section 2.1. L'un des
résultats obtenus dans cette these est une généralisation de cette propriété a un voi-
sinage de z(1. L’hypothese (H,) vient du fait que lorsque H ~ 0 et z; = z;(~ z) le

systeme (P) vérifie

d d
—x; ~ F(zl,x), et —

g o (z; — ;) = ONp1 F(2l, ) (z; — ).

3.2.3 Resultat I, II, III et IV

Le résultat I suivant affirme I’existence de solutions en état de synchronisation au

sens de la définition 2 du Chapitre 2

Résultat principal (I). On considére le systéme (P). Supposons que F satisfait les hypo-
théses (H) et (H,) alors il existe D, > 0 tel que pour tout D € (0, D,] il existe r > 0 et il

existe un ouvert C, de la forme,

C, = {X = ()Y, eRY : v eR, miax|$i -y < Ar(y)},
ou A, : R — (0, D] est une fonction C* et 1-périodique, tel que pour toute fonction H de
classe C' vérifiant ||H||p < ron a

1. Existence de solution. Le flot ®' du systéme (P) existe pour tout X € C, et t > t.

2. Synchronisation. L'ouvert C, est positivement invariant par ®' . De plus pour tout

Xedl,

d
min inf Z@/(X) >0 et |P/(X)— B{(X)| <2D,VI<ij <N, Vit > to.

1<i<N t>tg

On note dans tout ce qui suit ®* le flot du systeme (P) (en particulier (PNP)). Le
résultat I suivant affirme l'existence de solutions périodique en état d’accrochage au

sens de la définition 3

Résultat principal (II). On considere le systéeme (P). Supposons que I satisfait les hypo-
théses (H) et (H.) alors il existe D, > 0 tel que pour tout D € (0, D,] il existe r > 0 tel que

pour toute fonction H de classe C* et 1-périodique vérifiant ||H||p < r, il existe un ouvert
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C', (comme défini dans le résultat (1)) et il existe une condition initiale X, € C, telle que
PUX,) =pt+ VU, x.(t), Vi=1,.,N, Vt>t,

oiup>0eVW,x, : R— Rsont des fonctions C' et %-périodiques.
Le résultat III suivant montre la stabilité du systeme (P).

Résultat principal (III). On considére le systéme (P). Supposons que F satisfait les hy-
pothéses (H) et (H,) alors il existe D, > 0 tel que pour tout D € (0, D,] il existe r > 0 et
il existe un ouvert C, (comme défini dans le résultat (1)), tel que pour toute fonction H de

classe C! vérifiant max{||H||g, ||dH||z} < ron a
AM >0,YX €C,,36>0,¥Y €C,,[|X - Y| <6:
|27(X) — (V|| < M[|X = Y|, Vt >t
De plus pour tout X € C'il existe une sous-variété Wy C C, de dimension N — 1 en X telle
que
46 >0, dK >0, VX € C,, VY € Wy :
04(X) = B(Y)|| < K exp(—B(t — to)[|X — Y|, vt > to.

Une conséquence du résultat II et III est le résultat IV suivant

Résultat principal (IV). On considere le systeme (P). Supposons que F satisfait les hy-
potheéses (H) et (H,) alors il existe D, > 0 tel que pour tout D € (0, D,] il existe r > 0
et il existe un ouvert C, (comme défini dans le résultat (1)) tel que pour toute fonction H
de classe C' et 1-périodique vérifiant max{||H||g,||dH||s} < r, il existe une sous-variété

Wiiap C C, de dimension N — 1 telle que

38 >0, K >0, VX € Wy : ||PH(X) — pt — U (1)|] < Kexp(=B(t —tg)), Vt > to,
oup>0etW= (V... ¥y)avec ¥, : R — R sont des fonctions C! et %-périodiques.
Remarque.

1. Le dernier résultat IV montre que Uorbite périodique, énoncée dans le résultat 11, vue

sur le tore est un cycle limite stable.
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2. Les résultats 1 et II1 se généralisent pour des fonctions H(t, X) dépendant du temps t.
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4.1

Préliminaire

On va montrer dans ce Chapitre les deux premiers résultats I et II du résultat non-

linéaire donné dans la Section 3.2.3 du Chapitre 3 précédent. Plus précisément, sous

les hypotheses (H) et (H,) imposées sur le champ de vecteur du systeme non-perturbé,
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on montre I'existence d’'un ouvert positivement invariant par le flot du systéme perturbé
et que le flot existe pour tout élément de cet ouvert et tout temps supérieur au temps
initiale; d’autre part, on montre que la dispersion entre les oscillateurs est bornée en
tout temps. Cela signifie que le systeme est en état de synchronisation dans le sens de la
définition 2 du Chapitre 2. Comme il a été énoncé, dans la Section 3.2 au Chapitre 3 on

étudie dans cette thése les deux systémes suivants; le systéme périodique non-perturbé
i =F(X,x), i=1,..,N, t>t, (PNP)

et le systeme perturbé
iy = F(X, 7))+ Hi(X), i=1,..N, t>t, (P)

ouN > 2, X = (x1,...,xy) et ty est le temps initial. F : RY x R — Ret H; : RY — R
sont des fonctions de classe C', on note H = (H, ..., Hy). On note dans ce qui suit

par @' le flot du systéeme (P) (en particulier (PNP)).

Rappelons [Voir page 46 ] que les hypotheses (H) et (H,) sont données par
F est de classe C?, et max{||F||, ||dF||s, ||d*F||z} < +o0,

(H)
F est 1-périodique et minejo 1) F'(s1,s) > 0,

1
On1F (51, 5)

Rappelons aussi les deux résultats I et II

Résultat principal (I). On consideére le systéme (P). Supposons que F satisfait les hypo-
théses (H) et (H.) alors il existe D, > 0 tel que pour tout D € (0, D,] il existe r > 0 et il

existe un ouvert C, de la forme,
C, = {X =(z)N, €eRY : W eR, max|r; —v| < A,(V)},
ou A, : R — (0, D] est une fonction C* et 1-périodique, tel que pour toute fonction H de

classe C' vérifiant ||H||p < ron a
1. Existence de solution. Le flot ® du systéme (P) existe pour tout X € C, et t > t,.

2. Synchronisation. L'ouvert C, est positivement invariant par ®' . De plus pour tout
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Xed,

d
min inf Eq>§(X) >0 et [P)(X)—PUX)| <2D,V1<i,j<N,Vt>t.

1<i<N t>to

Résultat principal (II). On consideére le systeme (P). Supposons que F' satisfait les hypo-
theéses (H) et (H.) alors il existe D, > 0 tel que pour tout D € (0, D,] il existe r > 0 tel que
pour toute fonction H de classe C! et 1-périodique vérifiant ||H||p < r, il existe un ouvert

C', (comme défini dans le résultat (1)) et il existe une condition initiale X, € C, telle que
PUX,) =pt+ VU, x.(t), Vi=1,.,N, Vt>t,

ot p>0eV,; x. : R— R sont des fonctions C* et %-pe’riodiques.

4.1.1 Remarques et motivation

L’intérét de nos résultats contribue dans les modeles de couplages biologiques
[Win67], comme le modele de Winfree et de Kuramoto ainsi illustrés dans I'exemple

suivant.

Exemple 8. [Modele de Winfree et de Kuramoto] Comme il a été dit dans la Section 2.3
et du Chapitre 2, le comportement collectif d'une population d’oscillateurs biologiques a
été étudié par Winfree et rafiné par Kuramoto : pour une force de couplage fixée et une
petite force de bruit, tous les oscillateurs se synchronisent sur une méme fréquence.
On considere, respectivement, les deux modeles particuliers de Winfree et Kuramoto

suivants (Voir Section 2.3 et 2.4 Chapitre 2)

xZ:wZ—I—Kur(X,xZ), lle, t > . (K)
o pour (w,k) € Ri, Win(Y,z) = w — s+ Z;V:l[l + cos(y;)]sin(z) et

Kur(Y,2z) = w — ky Zév:l sin(y; — z) pour tout Y = (yi,...,yn) € RV et z € R.
X(t) = (z1(t),...,rn(t)) est Iétat du systéme, et z;(t) est la phase du i*™-oscillateur.
Le parameétre x > 0 est la force du couplage; le vecteur (w; + w, ..., wy + w) € RY est

le vecteur des fréquences naturelles.
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Proposition 9: 11 existe un ouvert de parametres (k,w) € R?, tel que les fonctions Win

et Kur des systemes (W) et (K) respectivement, vérifient les hypotheéses (H) et (H*).

Démonstration. Comme Win est C? et 2n1-périodique, il est suffisant de remarquer que
r%igl}Win(sjl,s) >0 <= Yw>(1 —1—(:03(%))sin(g)/£7 Vs € [0, 27],
se|0,27
et pour tout w > (1 4 cos(3))sin(3)x on a
/2” 8N+1Win(s]l,s)d /27T K[l 4 cos(s)] cos(s) g
S = — S
0 Win(s1, s) o w— k(14 cos(s))sin(s)

2 2
__/ Rsin(s) oy
o w— k(14 cos(s))sin(s)
De méme pour le modele de Kuramoto, on a Kur est 271-périodique, remarquons que
II{IiIl}KUI'(S]]_, s)>0, Yw>0, Vsel0,2n],
s€|(0,2m
et pour toutw >0etx >0ona

2 K 1 2m 2
/ On:iKur(sl,s) —/ Rags = =T .
0 Kur(s1, s) 0 W w

4.2 Fonction de dispersion

Notre stratégie dans ce Chapitre est d’utiliser le théoreme de comparaison des équa-
tions différentielles, pour cela on introduit une "sur-solution" qui est périodique et qui
vérifie quelques propriétés. On appelle cette sur-solution périodique la fonction de dis-
persion ainsi définie dans la définition qui va suivre. Plus précisément on a besoin du

lemme suivant

Lemme 10: Soit ¥ = (X;,%,,%3) € R3/{(0,0,0)}. Soit Pi(a,b) = Xia + X3b* un po-
lynéme défini pour tout (a,b) € R x R et soit A : R — R une fonction scalaire C",

1-périodique et vérifiant
1
/ A(s)ds < 0.
0
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Alors pour tout (a,b) € R% x (0, 33) 'équation différentielle suivante
d o Pl (a> b)
EZ(S) S + A(s)z(s), (4.1)

admet une solution z(s) positive, C' et 1-périodique qu'on note A,,(s) et il existe
Dy A € (0,%3) tel que pour tout D € (0, Dy a] il existe r > 0 tel que la solution

A, = A, p vérifie

max A, (s) < D.
s€[0,1]

Démonstration. Remarquons que pour tout (a,b) € R x (0,X3), I'équation différentielle

(4.1) admet une solution A, ;,(s) positive C? et 1-périodique de la forme
1+s 1+s
Pl((l, b) fs N exXp (ft * A(v)dv) dt
Y3=b 1 exp (fol A(U)dl))

Aayb(s)

Posons

1 1+s
A = —/ A(s)ds et Xy = max / A(v)dv.
0 t

0<s,t<1

Pour montrer le lemme on doit avoir

Pi(a,b exp( Ay
1m0 Basls) < 23( e ei)}()(—)h)'
C’est équivalent d’avoir r et D tels que
P(nD)_epls)
Y3—D 1—exp(—X\) ’
qui est vérifiée pour tout D € (0, Dy 5] tel que
X 1 —exp(—A\1)
21— exp(—=\) + Dy exp(Ay)
ou r > 0 est donné par la formule suivante
D [ 1 —exp(—X) 1—exp(—A1)
3

- o, exp(Az) ~1 exp(Az) +2]D).

(4.2)

Dy \ =

r

]

Définition 11. Soit D € (0, Dy »]. On appelle la fonction de dispersion associée a D la

solution

Ar = Ar,D(S),
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de I'’équation différentielle (4.1) ou r est défini par la formule
B 2[ 1 —exp(=A1) [1—exp(—A)
Tn T exp(h) exp(A2)

r

n EQ]D} , (4.3)

avec

1 1+s
A = —/ A(s)ds et Ay = max / A(v)dv.
0 ¢

0<s,t<1

Définition 12. Soit D € (0, Dx »]. On appelle ouvert de synchronisation associé a D et

on note C, l'ouvert dans RY défini par
C, = {X = (z)X, € RY : Jux € R, max|z; —vx| < A,(VX)}, (4.4)

ou A, est la fonction de dispersions associée a D.

Remarque 13. Remarquons que

by Y
D < Dgp < ——exp(—Xs) et r< D=>exp(—As).
’ 230 X

4.3 Réduction du systeme (P)

L’objectif dans cette Section est de pouvoir montrer que le systeme perturbé (P) et
le systeme périodique non perturbé (PNP) peuvent étre étudiés a 'aide d'une équation
différentielle scalaire a coefficients périodiques de la forme de I'équation (4.1) du le
lemme 10 de la Section précédente. Dans la définition suivante on définit un nouveau

systeme non perturbé

Définition 14. Soit X € RY et soit 1y € R, on appelle systéme (SNP) associé¢ a ®(X) le
systeme non perturbé suivant

fhx IF(@%X),/J){), tely, (SNP)
ou I'x = [tg, Tx) est l'intervalle maximale de la solution X (¢) := ®*(X) du systeme (P)
et de condition initiale ¢"(X) = X. On dit que px(t) est la solution du systéme (SNP)

associée a ®'(X) de condition initiale px (t) € R.
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On note dans tout ce qui suit
L= ||F|lg + ||dF||s + ||d*F |5, (4.5)

a = min F(sl,s).
s€[0,1]

Soit X € RY et soit ux(t) la solution, de condition initiale s, du systéme (SNP) associée
a ®'(X). Sans perte de généralités on note aussi X := &'(X) et ux := ux(t) ot d* le
flot du systeme (P) (en particulier (PNP)). On note la dispersion de phase ¢, ;(X) et la
dispersion de phase globale §(X)

0i1(X) i =o; —px, 0i2(X) i =pux —x;, et §(X):= ZirllaXN\dm(X)] = iirllaXN\ém(X)].
On va utiliser le principe de comparaison des équations différentielles et majorer la

dispersion phase 0, (X)) par une fonction de dispersion convenable.

Proposition 15: On considere le systeme (P). Supposons que F' satisfait 'hypothese
(H) et supposons que ®‘(X) est définie sur [t1,7,]. Soit D € (0,%) et supposons que

d(X) < D pour tout ¢ € [ty,1s], alors
[LX>-LD+O(>O, Vit € [tl,tg].

En particulier, t — ux(t) est un difféomorphisme de [t;, t5] vers [pux(t1), ux(t2)].

Démonstration. La stratégie est d’utiliser le théoréme des accroissements
finis. Comme §(X) < D et par le théoreme des accroissements finis,

|.F(‘X'7 ,LL)() — F(,uX]l,,uX)| < ||dF||BD < LD. On obtient
fix = F(X, px) = [F(X, px) — FpxL, px)] + Fpxd, px) > —LD + o

Par hypothese 0 < D < ¢ alors fix(t) > —LD + a > 0 pour tout ¢ € [t1, 5] O

Proposition 16: On considere le systeme (P). Supposons que F' satisfait I’hypothése (H)

et supposons que ®'(X) est définie sur [t1,,]. Soit D € (0, #) et r > 0. Supposons que
HHHB<T, et (5<X)<D, vtE[tl,tz].

Alors pour tout i :=1,.., N et k € {1,2} et tout s € [ux(t1), ux(t2)]
d lar+ LD*(L+2a)  OFyi(sl,s) .,

_51',]4:(3) < a oa—LD F(S]]_,S) i,k,‘(s)7

7 (4.6)

56



4.3. REDUCTION DU SYSTEME (P)

ou

07 k() = 0 (X (nx' (5))) et X(px'(s)) = (1(py' (5)), -, on(py (5))).

Démonstration. La stratégie dans cette preuve est d’utiliser la formule de Taylor plu-
sieurs fois et de choisir un changement de variable convenable. Soit D € (0, ¥) et sup-
posons que §(X) < D sur [ty,ts]. D'un c6té, par la formule Taylor il existe ¢; € [x;, x|
tel que pour touti =1,.., N
1
F(X,2;) = F(X, pux) = On 1 FI(X, px ) i1 + §3N+1[5N+1F(X7 Cz‘)]5i2,1
1
< O F(X, px )dig + §||daN+1FHBD2
1
< 8N+1F(X, ,ux)(si’l + §LD2
< 8N+1F(X, ,uX)(SM + LD?.
Pour k£ = 2 on obtient aussi
1
F(X, ,UX) - F(X7 xz) = —3N+1F(X, MX)5i,1 - §3N+1[8N+1F(X7 Ci)]5i2,1
1
= On 1 F(X, px )02 — 53N+1[3N+1F(X, Ci)](siQ,Z
< 8N+1F<X, /LX)(Si,Z + LD*.

D’un autre c6té ||H||p < r. Par (P) et (SNP) on trouve pour touti = 1,.., N etk € {1,2}

d
%m = Hy(X,2;) + [F(X,2;) — F(X, ux)] < r+ LD* + Oy 1 F(X, ux)0in.  (4.7)

On utilise encore la Formule de Taylor pour obtenir
ON+1 (X, px)0in = [On1 F(X, px) — Onr F(uxL, pix) + One1 Fi(px L, px)]0; g
< ||dOn11F|[pD10ij] + O F(pix, px)0i
< LD* + On 1 F(ux1, jix)6ig.
Par (4.7) on déduit que pour touti =1,.., N et k € {1,2}
151»7;9 <7+ 2LD?* 4+ Oy F(pux1, px)0; k-

dt
Par la proposition 15, pix > o — LD. On considere le changement de va-

riable : t — s = pux(t) sur [t tp]. Posons d7.(s) = Sin(X(uy(s))) et
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X(px(8) = (w1 (u' (), - .., n(uy'(s))). Par conséquent pour tout s € [ux (t1), ix (t2)]

d d_.  .d .
—0in(X) = =005 (s) o pix () < 7+ 2LD” + Oy 1 F(s1, 5)07,(s)
d r+ 2LD2 8N+1F(S]]_, S) r—+ 2LD2 8N+1F(8:ﬂ_, S)
6T (s) = + : §.(s) < + . 0; (s
B r -+ 2LD2 8N+1F(S:ﬂ_, S) F(S:ﬂ_, S) (5* (3)
T a—LD F(s1,s) xR

Par le théoreme des accroissements finis et sachant que 6(X) < D, le changement de

variable ¢t — s := ux(t) implique que
|F(px1, px) = fix| = |F(pxL, px) = F(X, px)| < |[dF|[pD < LD,

qui est équivalente a

F(s1,5s) LD
—= =146 0 t to)|.
i +0(s), 0(s)| < 1D Vs € [ux(t1), px(t2)]
On41F(sl,s

Comme | )| < L et comme [5; ,(¢)| < 6(X) < D sur [t1, 5] on obtient finalement

F(s1,s)

pour tout s € [ux(t1), ux(t2)]
d r+2LD*  Ony1F(s1,s)
—5F ! 14+6 *
G0ia(e) < ST+ P ()5
r+2LD?* [* D? On+1F(s1,s) .,
S a—LD +Eo¢—LD+ F(s1,s) i(5)
1 a(r +2LD?%) + L*D? N Oni1F(s1,s) , (s)
== L (9).
o a— LD F(sl,s) "

Les lemmes précédents nous permettent de montrer maintenant ’existence d’un ou-
vert de conditions initiales positivement ®’-invariant, plus précisément on a la proposi-

tion suivante.

Proposition 17: Soit F' vérifiant les hypotheses (H) et (H,) alors il existe D, € (0,1) tel
que pour tout D € (0, D,], il existe r > 0 et un ouvert de synchronisation C, (ainsi défini

dans la définition 12), tels que pour toute fonction H vérifiant ||H||sp < r,on a

VX el : d(X)eC, Vtely.
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Démonstration. Par la notation (4.5) 'hypothése (H) implique que

t2 8N+1F(S]]. S) L
— s 0<t; <ty <1} <=
max{ T F(Ls) s St <l < }_a
Soit Dy 5 la constante définie dans le lemme 10 telle que X et A sont définies par
1 L « 8N+1F($]1, S)
Y=(=,2+—,— t Als) = ———+ 2
Posons D, := Ds . Soit D € (0, D,] et soit la fonction de dispersion A, associée a

D (voir définition 11 de la Section 4.2). La fonction de dispersion vérifie 'équation

différentielle linéaire non homogene scalaire et 1-périodique suivante
d Lar+ LD*(L+2a)  Fyii(sl,s)
—A,(s)=— —A,(s),
ds (s) a a—LD - F(s1,s) (5)
et vérifie la majoration suivante

max A, (s) < D.

s€[0,1]

Soit C, 'ouvert de synchronisation associé a D, ainsi défini dans la définition 12 de la
section 4.2.

Pour toute fonction H vérifiant ||H||p < r, ou r est donné par la formule (4.3),
soit X (t) = (z1(¢),...,zn(t)) := ®'(X) solution du systéme (P) de condition initiale
X = (z1,...,zy) € C,, alors il existe vx € R tel que max;<;<n |z; — vx| < A, (vx) < D.
Soit ux (t) solution du systéme (SNP) associé a X (t) et de condition initiale ux (o) = vx,

alors 6(X) < A, (ux(to)). Soit
T* :=sup{t € Ix : Vo < s <t, max|w;(s) — px(s)] <A (ux(s))}.

Par continuité ¢, # 7. La proposition est prouvée si on montre que 7* = sup{t € Ix}.
Supposons par contradiction que 7* € Ix. On utilise le changement de variable

s = ux(t). La proposition 16 implique que pour tout s € [vx, u’ = pux(T%)]
d ., 1 ar+ LD*(L +2a)  Fyii(s1,s)
—0in(s) < —
ds " o a— LD F(s1,s)

Par suite il existe 1 < iy < N et k € {1,2} tel que |5} , (1) = A.(u%). Sans perte de

Oik(s), Vs € [ux, pux].
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généralités, supposons que §; , (ux) = A, (u), ona
d ., . Lar+ LD*(L+2a)  Enyi(picd, ph) .
- io,ko(:uX) <= - " = " 2 io,kg(ﬂx)
ds a a— LD F(u1, p%)
1ar+ LD*(L +2a)  Fyyo(pied, uh . d .
a a—LD F (i1, wh) ds
Alors il existe s < p% proche de u% tel que &7 , (s) > A,(s) autrement dit il existe

t < T* proche de T™ tel que 6;, »,(t) > A,(1ux(t)). On obtient donc une contradiction. Par
conséquent pour tout ¢ € Iy, il existe v} := px(t) € R tel que max; |x;(t) —vi| < A, (V),

ainsi X (t) € C, pour tout t € Ix. O

4.4 Existence de solution et de I’état de synchronisation

On montre maintenant le résultat principal non-linéaire I qui consiste a montrer
I'existence de solution pour tout temps a partir du temps initial et de montrer I'exis-
tence de I’état de synchronisation défini dans la Section 2.1 du Chapitre 2. Ce résultat

principal I est résumé par le théoreme suivant

Théoreme 18: Soit I’ vérifiant les hypotheses (H) et (H,) alors il existe D, € (0,1) tel
que pour tout D € (0, D,], il existe r > 0 et il existe un ouvert de synchronisation C,
(défini dans la définition 12), tels que pour toute fonction H vérifiant ||H||p < r, et tout
X € C,ona Ix = [ty, +oo[. De plus C, est positivement ®-invariant et

VX €C,, vx €R : |PUX) — pux(t)| < D,Vi=1,..,N, Vt > t,,
ou px(t) est la solution du systéme (SNP) associé a ®'(X) et de condition initiale

ux(to) = Ulx.

Démonstration. En utilisant la proposition 17, il est suffisant de montrer que
Ix = [to,+oo[. Supposons par contradiction qu’il existe un instant ¢ty < tx < +o0
tel que la solution soit définie uniquement sur l'intervalle maximal 7y = [to, tx[. Alors

limy . ||®(¢)|| = +o0. La proposition 17 implique que
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Alors pour touti=1,.., N,

d
a—LD—r< —x; < max F(sl,s)+ LD +r, Vix >t > to.
dt s€[0,1]

Par suite ||®*(X)|| < +oo pour tout ¢t € [ty,tx], en particulier lim, ;. || (¢)|| < +o0,

d’ou la contradiction. ]

4.5 Orbite périodique et nombre de rotation

On termine maintenant le Chapitre par la preuve du résultat II. Rappelons que I'ac-
crochage périodique dans le sens de la définition 3 de la Section 2.1 du Chapitre 2,
implique que la phase moyenne C”T(t) admet une limite p quand ¢ — +oo et cette limite
est indépendante des oscillateurs. A notre avis I'existence de cette limite n’a pas été
prouvée sauf dans des cas particuliers ou un systeme périodique présente une certaine
stabilité par rapport aux conditions initiales, voir a ce sujet [Sai71] et notre résultat
en Annexe B . On va voir dans cette Section, dans le cas ou la perturbation H est 1-
périodique et en particulier le systéme périodique non perturbé (PNP), il existe une
solution X (t) = (x1(t),...,zy(t)) en accrochage périodique, autrement dit il existe un
nombre de rotation p > 0 tel que x;(t) = pt + V,(t), Vi :== 1, .., N ou V,(¢) sont des fonc-
tions scalaires et 1/p-périodiques. La stratégie est de fixer ux(tg) = p € R d’introduire
la section transverse compact et convexe ¥ dans 'adhérence de C,, on introduit aussi
la fonction de Poincaré P : ¥ — ¥ qui est définie par le premier instant ou le temps
de retour ou la moyenne de X (¢) vaut zéro. On utilise le théoreme de Brouwer pour

montrer le point fixe de P.

Lemme 19: Soit F satisfaisant (H) et (H,). Pour toute fonction H 1-périodique vérifiant
||H||p < r soit C, I'ouvert de synchronisation positivement ®‘-invariant donné par le

théoreme 18. On définit 'ensemble ¥ par
¥ ={X € R, max|z;| <A, (0)}CC,.

Alors il existe une fonction C* (fonction de Poincaré) P : X — ¥ et il existe un temps
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de retour f : ¥ — R™ tel que

Démonstration. Soit X € ¥ C C,. Soit ux(t) solution du du systeme (SNP) associé a
(P) de condition initiale yix (tg) = 0. Soit 7x l'inverse de la fonction ux := px(t) . Par la

proposition 15 et par le théoréme 18 on obtient
a— LD < jix(t) < L.

La remarque (13) dans la Section 4.2 montre que pour D < 7+ on a

%< fix(t) < L.
On définit le temps de retour par 6(X) = 7x(1) — to. Alors
ftzxm Lx(t)dt = 1 implique la deuxiéme estimation du lemme. Rappelons

que maxj<i<n [PHX) — ux(t)] < A(px(t)) < D pour tout t > t,. Posons

P(X) := ®0H0X)(X) —1, P = (P,,..., Py). Comme px(t, + 6(X)) = 1, alors
0
max [P(X)] = max [@"(X) — 1] < A(1) = A(0).

On a par conséquent montré que P est une fonction de > dans lui méme. O

Corollaire 20: La fonction de Poincaré P définie dans le lemme 19 admet un point fixe

X, €X.

Démonstration. Remarquons que ¥ est compact et convexe et que la fonction P : ¥ — 3
est continue. Par le théoréme du point fixe de Brouwer, la fonction P admet un point fixe
quon note X, = (z1.,...,2n.) € 2. Notons que X, ¢ 9%. Supposons par contradiction
que X, € 0%, alors il existe 1 < iy < N, tel que |z;, .| = A,(0) ; Posons

X.(t) = ®'(X,), X.(t) = (z1.(0),...,2n4(1)),
Soit puy,(t) solution du systétme (SNP) associé a X,(¢) et de condition initiale
tx,(to) = 0. On note

0i1 (Xu(t)) = 2in(t) = px. (1), et 0ia(Xu(t)) = px. (1) — (1)
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Comme dans la preuve du théoréme 18, il existe 1 < i < N et k € {1,2}, il
existe un instant ¢ > ¢, proche de ¢, tel que d;, x(X.(t)) < A,(ux.(t)) pour tout
t' >t > ty; on répétant le méme argument pour 1 < i; < N et k € {1,2} satisfai-
sant I'égalité 0;, ,(X.(t)) = A,(ux,(t)), on obtient forcément §(X,(t*)) < A, (ux,(t*))
pour un certain instant t* > t,. Mais par le théoreme 18, cela devra impliquer que
maxy<;<n |Zi«(t) — px. ()| < A, (ux,(t)) pour tout ¢ > t* : qui est contradictoire avec le

fait que

to+0(Xx) - . ) .
Jmax |2, (%) = px. (o + 0(X))| = max fai. +1 -1

= A,(0) = A (px, (to + 0(X.))),

sachant que px, (to + 0(X,)) = 1 et que P (X,) = X, + 1. O

Le résultat principale II qui consiste a montrer I'existence dune solution accrochage
périodique est prouvé comme ce qui suit et qui est une conséquence du corollaire pré-

cédent.

Preuve du résultat II. Le corollaire 20 montre I'existence d’un point fixe X, € C, et un
temps de retour 6, > 0 tel que
Plotl (X)) = X, + 1.
Par la propriété d’unicité de solution d’équations différentielles, on a
PUTHX,) = D (XL) + 1, V>t
Soit ¥ : RY — R¥ la fonction définie par
U(s) = d°(X,) — Sq= (Uy(s), -, Un(s)), Vs> to.

0.
Le théoréme est prouvé si on montre que les fonctions ¥; sont des fonctions périodiques

de période 0,. En effet, on a

0. 0,
U(s+6.) = 30 (X,) - Sg 1= (X)) +1 — 5; 1= U(s).
En outre par le lemme 19 le temps de retour 6, est uniformément majoré. O
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4.6 Conclusion

A Taide du principe de comparaison de solution d’équations différentielles on a mon-
tré que la distance entre les composantes d’'une solution du systeme (P) de condition
initiale dans 'ouvert de synchronisation est controlée par la fonction de dispersion, cela
permet d'un autre c6té de montrer que la solution existe et définie pour tout temps
supérieur a l'instant initial. Par conséquent toute solution du systéeme (P) de condition
initiale dans 'ouvert de synchronisation est en état de synchronisation définie dans la
Section 2.1 du Chapitre 2. Dans le cas ou le systeme (P) est 1—périodique, I'invariance
de I'ouvert de synchronisation nous a permis de montrer a I'aide du théoreme du point
fixe de Brouwer I'existence d’une solution en accrochage périodique et I'existence d'un
nombre de rotation. Ces résultats s’appliquent en particulier au systéme périodique non

perturbé (PNP).
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Chapitre 5

Résultat numérique : Application au
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5.1 Introduction et rappel

Dans ce Chapitre on remarque numériquement [OKT16] que 'hypothése de synchro-
nisation (H,) introduite précédemment n’est pas uniquement une condition suffisante
mais une condition nécessaire pour I'existence de I'état de synchronisation. Pour avoir
de tels résultats numériques on va se baser sur une version explicite du modele de
Winfree. L’aspect d’auto-organisation de populations biologiques a été étudié par Win-

free [Win67] en 1967. A faible couplage il observe la synchronisation dans I'interaction
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des neurones, des flash lumineux des lucioles en Asie méridionale, cellules pacemaker
cardiaque,...etc.
Rappelons la définition du modele de Winfree introduite dans la Section 2.3 du

Chapitre 2 ; le modéle de Winfree est donné par I'équation
N
. 1 :
Ti = Wi — K JEI P(zj)R(x;), i=1.N, (5.1)

ou P et R sont deux fonctions périodiques, X (t) = (x(t), x2(t), ..., zn(t)) est I'état du
systéme et ,(t) est la phase du i*™® oscillateur. Le paramétre x > 0 est la force de
couplage ; les fréquences naturelles w; vérifient

l—y<w; <147, Vi=1.N,

ou ~y € [0, 1] est la force du bruit.
Le modele de Winfree (5.1) est un cas particulier du systéme (P) introduit dans le

Chapitre 4. En effet, il suffit de prendre pour chaque x constant

N
1
F(Y,2) =1- K Y Py)R(z), Y =(y,....yn) €RY, z€R,

j=1
et H la fonction constante, vérifie
H=(w —-Lw—1,...,wy—1), et ||H||p< max |w; — 1| <7~. (5.2)
1<i<N
Lorsque N =1 et w; = 1, le modele de Winfree est réduit a '’équation scalaire

&t =1—kP(z)R(z). (5.3)

On appelle valeur critique de bifurcation de la synchronisation, la valeur de la force de
couplage «, qui sépare I'état mort et ’état de synchronisation dans le modeéle de Winfree

réduit précédent, soit
ke :=max{k >0 : 1 —kP(z)R(z) >0, Vx € R}. (5.4)

(Notons que k, = +oo si max, P(z)R(z) < 0.) Dans ce cas particulier du modele de

Winfree, les hypothéses (H) et (H,) sont donc équivalentes aux hypotheses suivantes :

H1 la force du couplage « est prise dans I'intervalle (0, x.),
H2 les fréquences naturelles w; sont choisies dans (1 —v,1+ ) avec vy € (0, 1),

66



5.1. INTRODUCTION ET RAPPEL

T P(s)R(s)
H3 /0 T P (s)R(5) ds >0,V € (0, k).

L’application des deux premiers résultats non-linéaires I et II du résultat non-linéaire
donné dans la Section 3.2.3 du Chapitre 3 permettent de montrer I'existence de 1'état
la synchronisation et I'accrochage périodique dans le modéle de Winfree dans le cas
k€ (0,k,) ety ~ 0.

Les résultats non-linéaires I et II s’appliquent au modele de Winfree comme suit

Théoreme 21: [Voir [OKT16]] On considére le modéle de Winfree (5.1) satisfaisant les
hypotheéses H1-H3. Alors, il existe un ouvert U de parameétres (v,x) € (0,1) x (0, k),
indépendant de N, contenant dans son adhérence {0} x [0, x,] tels que pour tout para-

meétre (v, x) € U, pour tout N > 2 et pour tout choix des fréquences naturelles (w;)Y,,

1. Il existe un ouvert C, positivement invariant par le flot, de la forme,

N
1
C']y\,[/i = {X = (xl)fil € RN . H}E}X’ZEJ — SCl‘ < A%R(NZLUZ')},

1=

ou A, , : R — (0,1) est une fonction C? et 2r-périodique indépendante de N.
Autrement dit, pour tout parameétre (v, x) € U, les oscillateurs sont synchronisés

pour toute condition initiale X (0) € C, ..

2. 11 existe une condition initiale particuliére (z}(0))¥, € C¥_, et un nombre de

i v,k

rotation 2, ,, > 0 tel que

i) = Qt+ Y (1), Vi=1,...,N, Vt>0,

,7,R
ou WY = : R* — R est une fonction C* et 27 /9, ,-périodique, uniformément

bornée par rapport a N. En d’autres termes, les oscillateurs de la solution corres-

pondant a cet condition initiale particuliere sont en accrochage périodique.

5.1.1 Preuve du théoreme 21

On va voir dans cette Section comment les techniques de la preuve du Résultat
principal I et II, utilisées dans le Chapitre 4, s’appliquent au modele de Winfree. On

montre donc le théoréme 21.
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Soit X = (z1,...,zy) une solution de (5.1). On note la moyenne () et la dispersion

d(t) de X les quantités suivantes
N
1
ut) = D a(t), o) = max [0;5(B)], 0 j(t) = 2i(t) — x;(t). (5.5)
=1 7

Contrairement au choix d’une solution du systéme (SNP) associée a une solution du
systeme (P), utilisée dans la preuve du Résultat principal I et II dans le Chapitre 4, on a
choisi ici 4 comme étant la moyenne de la somme des phases des oscillateurs. En effet,
lorsque les oscillateurs se synchronisent on peut choisir simplement une direction de

leurs évolutions. On cherche dans la suite un ouvert de parameétres U de la forme
U={(vr) €(0,1) x(0,r) : 0 <y <T(r)},

et une “fonction de dispersion” A, , (comme définie dans la Section 4.2 du Chapitre 4)
qui est 27-périodique tels que, si X (¢) est solution du modele de Winfree (5.1) satisfai-

sant H1 — H3,
5(0) < Apu(p(0) = 8(t) < Ay u(u(t), VE>0.

Comme a été énoncé dans la Section 4.2 la fonction de dispersion est obtenue en

utilisant le lemme suivant [Voir page 53]

Lemme 22: On considere 'équation différentielle affine suivante

d%A(s) =a — B(s)A(s), (5.6)

ol a > 0 et 3 est une fonction 27-périodique de classe C! satisfaisant
27

(s)ds > 0.
0

Alors, il existe une unique solution de (5.6) de classe C?, positive et 27-périodique
donnée par
f:”w exp (fst B(u) du)dt

A(s) ==« 5
exp (fo B(u) du) —1

De plus,

27 5
max A(s) < a2rw xp (Jo P QT(ru) du)
sER 1 —exp ( — fo B(u) du)
ou /7 := max(0, —f), et 1 := max(0, 3).

68



5.1. INTRODUCTION ET RAPPEL

Le lemme suivant montre que, si la dispersion de la solution X (¢) de (5.1) est a priori
bornée, §(t) < D, Vt € [0,t,], alors chaque §; ;(¢) est une sous-solution d’'une équation

différentielle affine de la forme de ’équation (5.6) du lemme 22.

Lemme 23: Supposons pour (v, k) € (0,1) x (0, k), il existe D > 0 et ¢, > 0 tel que pour
tout ¢ € [0,¢,], la solution X (¢) du modéle de Winfree (5.1) satisfait §(¢t) < D. Alors
pour tout 1 <i,j < N, ett € [0,
d
g0 < v+ CrD?) — kP() R (11)s 5,
d .
‘Eéi’j‘ < 2’)/ + CKDQ + C’K)D,
Ol (1) == wi(t) — (1), plt) = & Lpey w(0),

C = [Pl B oo + 1P [l R'lloc: €t C = [|P'|so| Rllo + | Plloo | B lloc-

Démonstration. De (5.1) on obtient

dém- . K N
S Twi W kz:; P(zy) [R(xz) — R(xj)}

N
= i —w; = KPR ()0 + 5 > B
ouFE; ;= P(pu)R (1) (x; —x;) — P(ay)[R(x;) — R(x;)] qu’orf;ajore en utilisant I'estima-
tion suivante
P(a1)[R(x;) — R(x))] = P()[R(z;) — R(x;)] + i,
il < NP llool| R ool — pillzs = 5] < [P [loo | Rl oo D?,
P(u)[R(x;) — R(x;)] = P(u) R (1) (w: — ;) + Eij,
il < IPllocl| B[l D,

et |wi—wj| §2’7 ]

Dans le lemme suivant on va donner une estimation de p. On trouvera par suite une
condition sur les parameétres (-, x) pour que %% > 0 ce qui permet d’avoir des oscillateurs
dynamiques au sens de la définition 1 du Chapitre 2 . La constante C' est définie dans le

lemme 23.
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Lemme 24: Sous les hypotheses du lemme 23, on a

d B
1 — kP(u)R(pn) — %u’ <~v+CkD, Vte|0,t,].

Démonstration. On utilise I'approximation suivante |z; — u| < D, [1 — + SV wkl <7,

N N
du 1 K
— =1—-krP(u)R —[1—— } — Y £, )
o RP(u)R() N kglwk + N ,;1 ks ol

Maintenant on suppose que (v, x) sont choisi comme suit
~ K
1—~v—-CkD——>0. (5.7)
K

Relativement a la définition de la valeur «, dans I’équation (5.4), la condition (5.7)
implique que % > 0 sur [0,t,]. On considére donc le changement de variable s = y(t)
de [0,t,] dans [sg, s.] ol so = w(0) et s, = u(t,). Soit 7 'inverse de la fonction p(¢)

. [8075*] — [07t*] ‘ (58)
s = 7(s)

On définit xj(s) = z; 0 7(s), X*(s) = (27(5),...,2N(5)), 07 ;(s) = ] (s) — x}(s). Avec la

3 'lj

nouvelle variable s, le lemme 23 admet la forme suivante.

Lemme 25: Sous les hypotheses du lemme 23 et sous la condition (5.7). On a
d ., «
£5i7j(s) < a(y,k, D) = Ba(5)0;;(s), Vs € [s0,54],

ou

2y + CrD?* (27 + CrD? + CkD)(y + CkD)

1 — K/Ka (1—~—CkD —k/k)(1 — K/,
 KkP(s)R/(s)
0ls) = T PIR(s)

a(vy,k, D) =

; ; ds _ d
Démonstration. On a 5:0; ; = 5”dtu, donc
d

d d : ’
%5@]‘(1 — kP(p)R(p)) = dt6” + dséi’j(l — KP(s)R(s) — aﬂ)

Par définition de la valeur «, on obtient 1 — kP(u)R(p1) > 1 — k/k. > 0. Du lemme 23,
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on déduit
d o - (2v + CrkD?) + %5;‘,]-(1 — kP(s)R(s) — %,LL) (5)6
—0. . §)0; ;-
ds ™~ 1 — kP () R(p) 7

Du lemme 24, on obtient finalement

d - .
il >1—kP(u)R(n) —y—CkrD >1—7v—CkD — k/ks,

ld(s* < 2y + CkD? 4 CkD
ds ™" = 1—~—CkD —k/k,

Soit A, . p(s) I'unique solution 27-périodique et de classe C* de ’équation

dA
E = Oé(’}/, K, D) - ﬁK(S>A

donnée par lemme 22. Le lemme suivant donne une condition suffisante sur les para-

metres (v, k, D) tels que max; A, . p(s) < D.

Lemme 26: Il existe un ouvert U de parametres (v, ) d’adhérence contenant {0} x [0, x.],
défini par
U:={(y,k) € (0,1) x (0,x,) : 0<v<rD?*k)}, ou

D(k) := min (1 L(/i) - )
' 22+ CV/(1 = k/k) +2C(1 + C)r/(1 — K/k)2)
Lx) = 1 —exp(— fo% Bi(s)ds)
2K e><p(f027r B (s)ds) ’
tel que, pour tout (v, k) € U,

1—~—CkD(K) — Hi >0, et Sg[loag;] A, ) (s) < D(k).

Démonstration. Du lemme 22, il suffit de prendre

aly.m D) _ o
L) < D(rR).
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On a
< 21%(_1—’1/’;) v+ CrD(r) < kD(r)(1 + C) < %(1 - Hi)
1 —~ — CrD(K) — kK, > %(1—5)
ammpm»<%”iiﬁf*)(%%QQLZfWV
< kD(r)? i(i:/? ?f(_l:/,f))ﬂ < kD(r)L(x). O

Définition 27. On appelle la fonction de dispersion la fonction périodique suivante

A%n(5> = AV,H,D(E)(S), Vs € R.

On montre dans ce qui suit la premiére partie du théoréme 21. Rappelons qu’on note

U l'ensemble des paramétres (v, ) défini dans le lemme 26.

Preuve du théoréme 21 - Item 1. On utilise la méme technique de démonstration utili-
sée dans la preuve du Résultat principal I [Voir la preuve de la proposition 17]. Soit
X(0) e CF, et

to=sup{t > 0:VO0 <t <t, 6(t') <A, .(u(t)}
Par I'absurde, supposons que t. < -+oo. Avec la nouvelle variable s = pu(t) pour
tout s € [sg,s4), so = p(0) et s, = pu(t,). Alors il existe, 1 < ig,jo < N tel que

Y

%0,J0

(5.) = A, x(s.). Comme max A, . < D(k) et 1 —~ — CkD(k) — k/k. > 0, le lemme

25 implique

D e (52) < (g D(R)) — Bul(s)5 5 (52),

ds 10,70
d
= a7, k, D(K)) — Br(s) Ay k(ss) = %A%,{(s*).

Donc il existe, s < s, au voisinage de s, tel que 6; ; (s) > A, .(s) autrement dit il existe,

t < t, au voisinage de ¢, tel que &, j,(t) > A, .(u(t)). Contradiction. O

Pareillement au preuves de la Section 4.5, on montre maintenant la deuxiéme partie
du théoréme 21. Dans le cas du modeéle de Winfree (5.1) la fonction H est une fonction

constante (voir équation (5.2)) donc 1-périodique au sens de la définition 6.
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Lemme 28: Soit (v, k) € U ou U est défini dans le lemme 26. Soit
Sow={X €C), : u(X)=0}

Il existe une fonction de Poincaré, P, , : ¥, ., — X, . de classe C? et une fonction (temps

de retour) 6., : £, ,, — R* de classe C? telles que

'ON(X) =P, (X)+271, VX EX,,,
21 2
< (X)) < _ .
Ty m PRl = ) T i) — =

Kx

Démonstration. Soit X e CJY, tel que p(X) = 0. Soit u(t) := u(®*(X)) et 7(s) inverse
de la fonction p(t) comme définie dans 1’équation (5.5) et 'équation (5.8). Plus pré-
cisément notons pour chaque X : ux(t) = wu(t) et 7x(s) = 7(s). Par le lemme 24, on

obtient

~ K .
L=y = CrD(r) = — < jix(t) < 147+ K| Plloo]| lloo-

*

Soit (X)) := 7x(27). Alors fOTX(QW) fix (t)dt = 27 implique donc la seconde estimation du

lemme. Soit P, ,(X) := ®*X)(X) — 271. Alors
(P (X)) = 1 (0(X)) — 27 = jix o 7x(2m)) — 27 =0,
O(Py (X)) = 6(@" (X)) < A ulix (0(X)) = A, (27) = A, (0).

Donc P, ,, est une fonction de X, ,, dans lui méme. O

Corollaire 29: La fonction de Poincaré P, , définie dans le lemme 28 admet un point fixe

X, €%,

Démonstration. La preuve se fait de la méme maniere que la preuve du Corollaire 20.

]

Preuve du théoréme 21 - Item 2. Corollaire 29 implique qu’il existe, X, € CJ, et 6, > 0

tels que ®%(X,) = X, + 271. Par unicité de solution d’équation différentielle, on a

dhT(X,) = dY(X,) + 271, Vt>0.
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Soit W(s) := ®*(X,) — ¥21 = (Vy(s),---,¥n(s)), Vs > 0. Alors ¥ est périodique de

période 0,. En effet,
0, 0.
i ]l:<I>8(X*)+27T]l—2778jL

* *

U(s+0,) = (X,) —2n

1=U(s).

5.2 Forme explicite du Modele de Winfree

Afin d’obtenir des résultats numériques on va utiliser la version explicite du modele

de Winfree suivante
N
T = w; — - Z Ps(z;) sin(z;), ot Ps(x) = 1+ cos(z + 3) (5.9
N — ] ) )

p € [0,x]. Lorsque § = 0, I'hypothese de synchronisation H3 du théoréme 21 est satis-
faite. En effet
—k(PJR+ PyR')

1-— I{P()R ’

a%(ln(l - /{POR)> =

27 P / 27 /
/ O_Rdsz_/ _RR
v 1— kKPR v 1— kKPR

[T sin?(s) o
—/0 1 — k(1 + cos(s)) sin(s) ds > 3

La valeur numérique de «, est ﬁg ~ 0.769. Notons que la forme explicite du modele de

Winfree (5.9) lorsque 5 = 0 est étudiée dans [ASO1], voir aussi Section 2.3 du Chapitre

et

2. 1l est important de noter que dans le théoréme 21, il n’y a aucune condition sur le
nombre d’oscilateurs /V; en particulier on ne suppose pas que N — +oco. En outre les
fréquences naturelles sont choisies arbitrairement et le résultat est indépendant de la

loi de distribution.
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5.3 Condition nécessaire d’existence de la synchronisa-
tion

Afin d’analyser numériquement ’hypthése H3, on va discuter le modéle de Winfree
explicite (5.9) pour de différentes valeurs de § € [0, 7]. On va utiliser deux parametres

d’ordres pour mesurer la synchronisation

X

Rx(B) = — Ze””j(T), dx(T) := max|z;(T) — w(T)|, T >> 1.
N < - i
]:

Le domaine numérique de synchronisation est plus large que le domaine théorique du
théoreme 21. La Figure 5.1 illustre le domaine Uz de synchronisation pour trois va-
leurs de 3. Le domaine en v-direction lorsque 3 croit vers 7 comme illustré. La valeur
critique de la transition vers I’état mort donnée dans I'équation (5.4) est définie par

kx(B) := max{Ps(x)R(x) : x € R} 1.

K*(ﬂ) 2 "{*(5) 31 5*(6)
0.5 <, 2
1,
0 0 0
0 0.1 0.2 0.3 0 0.05 0.1 0.15 0 0.02 0.04 0.06
Y Y Y
aB=0 bB=2-05 cf=7T-025

FIGURE 5.1 — Les trois Figures illustrent le domaine numérique de synchronisation Up
du modele de Winfree (5.9) pour trois valeurs de 3. Dans les trois Figures
on choisit une distribution aléatoire des conditions initiales dans I'inter-
valle [-7, 7] et N = 100 oscillateurs avec une distribution uniforme des
fréquences naturelles w; dans I'intervalle [1 — ~,1 + 7]. U est en couleur
grise et obtenu par le calcul de la plus grande valeur de v satisfaisant
dx(T) < 3m. Dans la Figure a, 7' = 1500, 5 = 0 et x.(8) ~ 0.769. Dans
la Figure b, T = 1800, # = § — 0.5 et x,(8) ~ 1.936. Dans la Figure c,
T =3500, 3 =T — 0.25 et £, (3) ~ 2.694.

On observe dans la Figure 5.2a la variation de la valeur critique «.(3) pour 5 € [0, 7];

notons que la plus petite valeur critique est obtenu en «.(0) =~ 0.769. La propriété H3
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est 'hypothése principale pour obtenir la synchronisation pour des valeurs de force de

couplage x € (0, k). Soit la fonction H, () définie par
T Pa(s)R/(s)
H, = / A ds.
D= )y T RRIRG)
Ainsi 'hyothese H3 est satisfaite si et seulement si H,(3) > 0. On va étudier maintenant

numériquement le modele de Winfree (5.9) pour de différentes valeurs de g € [0, 7|. On
observe numériquement dans la Figure 5.2a, que la région en couleur grise correspond
a des parametres (3, k) satisfaisant § € [0, 7], k € [0,k.(8)], et H.(8) > 0, qui est le
domaine correspondant a < 7. La symétrie H,(3) = —H,(m — ) implique H,(5) = 0
pour tout x € [0, x.(5)]. On va voir par la suite que cette valeur critique § = 7 est une
valeur de bifurcation de désynchronisation.

On choisit k = 0.6 dans la Figure 5.2b, on calcule par suite la plus grande valeur de ~y
satisfaisant dx (7") < 3w, qui détermine les bornes du domaine numérique de synchroni-
sation U pour « = 0.6. On remarque que le domaine de synchronisation est négligeable

si et seulement si 3 € [7, 7] qui correspond au domaine ou I'hypothese H3 n’est pas

satisfaite.
4 0.3; -
*9(5 —0.5) = 0.0401 < 0.0412
= 3 02 o 'y(g ~0.25) = 0.010 < 0.011
-2 2
53 & A4
17 0.1
0- pa 0 -
0 /2 0 /2
B B
a b

FIGURE 5.2 — La Figure a montre la valeur critique «.(3) selon les valeurs de (. Dans la
Figure b on fixe dans le modéle de Winfree (5.9) : k = 0.6, T' = 3 x 10*,
la courbe de désynchronisation, est obtenue par le calcul de la plus grande
valeur de v pour laquelle dx (7)) < 37. On utilise la méme configuration
des parametres de la Figure 5.1.

On observe dans la Figure 5.3 la variation du module du parametre d’ordre |Rx (/)|
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suivant trois valeurs de § dans [0,7] a un temps T fixé et une force de couplage «.
La valeur numérique |Rx ()| ~ 1 suggere un regroupement condensé de presque tous
les oscillateurs dans le cercle , la valeur |Rx ()| ~ 0 suggere une distribution syme-
trique des oscillateurs, revoir pour cela la Section 2.2 du Chapitre 2 . On observe une
décroissance du module |Rx (/)| au voisinage de la valeur de bifurcation 3 = 7 Cest a
dire lorsque H, () devient négative ce qui correspond comme a été déja dit au cas ou

I’hypothése H3 n’est pas satisfaite.

1.5 | 1.5 | 1.5 |

g | g 1 | g

= E = ‘
0.5 0.5 0.5

0 3 0 3 0 3

0 /2 m 0 /2 m 0 /2 m
8 3 8
av =0 by = 0.011 e = 0.0412

FIGURE 5.3 — Les trois Figures illustrent le graphe du module du parametre d’ordre
|[Rx(B)] a T = 3000 et x = 0.6. On choisit la méme configuration des
parameétres que la Figure 5.1.

La Figure 5.4 montre le graphe du parametre d’ordre dx(¢) en fonction du temps
t € [0,3 x 10%] pour de différentes valeurs de v et 3 et une force de couplage x = 0.6. On
illustre aussi dans la méme Figure la position des oscillateurs dans le cercle au temps
T = 3 x 10*. La synchronisation est définie par sup,. dx(t) < +oo. Pour § > Z, excep-
tionnellement pour v ~ 0, t — dx(t) ne semble pas étre bornée : les oscillateurs sont
désynchronisés. Cette observation correspond a la disparition du domaine de synchro-
nisation dans la Figure 5.2 lorsque § > 7. Pour v = 0, les oscillateurs ont la méme fré-
quence naturelle; le principe de comparaison des équations différentielles périodiques
implique dans ce cas, si max;<; j<y |2:(0) — z;(0)] < 2, alors dx(t) < 27 pour tout

t > 0 : les oscillateurs sont toujours synchronisés. Pour § < 7, on choisit deux valeurs
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de v au voisinage et au dessus de la courbe de désynchronisation : v, > (5 — 0.25) et
72 > v(5 — 0.5). La Figure 5.4 montre que ¢ — dx(t) croit vers I'infini d’'une maniere

localement constante autrement dit en escalier.
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%
N O
N\ ©
O
0

ar 100 3500 1400 1500
— N = = = =
= 5 5 z 2
5 =
0 0 0 T 0 0
0 1 2 3 0 1 2 3 o 1 2 3 o 1 2 3 o 1 2 3
[T U x10t t a0 [T (2T
a~vyy =0.0412
3 3 120 500 600
e~ = = = =
o) o) = = !
g %< = hS) =
0 0 0 0 T T 0 -
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
t o xa00 t o <100 t x100 [T t x10t
b v = 0.011
3 3 3 3 3T
= = = = =
= = = = =
= = S = =
0 T T 0 T T 0 T T 0 T T 1 0+ -
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
t %104 t %104 t x104 t %104 13 x104
cy =0

FIGURE 5.4 — On fixe dans le modele de Winfree (5.9) : x = 0.6 et on choisit une dis-
tribution aléatoire des conditions initiales dans l'intervalle [, 7]. On fixe
N = 100 oscillateurs avec une distribution uniforme des fréquences na-
turelles w; dans l'intervalle [1 — ~,1 + v]|. On observe dans cette Figure le
parameétre d’ordre dx(t) pour ¢ € 0,3 x 10%] et on observe les oscillateurs
sur le cercle représentés par des disques noires et le parametre d’ordre
Rx(B) représenté par un cercle au temps 7' = 3 x 10%. Verticalement vers
le haut on fixe 7y = 0, 71 = 0.011 et 72 = 0.04 12 horizontalement de
gauche vers la droite on fixe 5 =0, § = 0.5,8=7%5-0258=7%5+0.25
et =7 +0.5. 79
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5.4 Cas de systeme non-perturbé

D’apres ce qui précéde (Voir Figure 5.4) on voit que lorsque le modeéle de Winfree
est sans perturbation (v = 0) la dispersion est toujours bornée par 37 méme si ’hypo-
these H3 n’est pas satisfaite. On remarque par contre que le parametre d’ordre Ry est
symétrique ou I’hypothése H3 n’est plus satisfaite. Comme il a été dit avant cela revient
au cas particulier des systemes périodiques par rapport a chaque variable, en effet par
unicité de solution et lorsque v = 0 deux oscillateurs ne concident pas en tout temps.
Dans ce qui suit on propose un modele linéaire non homogéne ou cette particularité

n’est plus vérifiée. Soit alors le modele suivant
1 N
ii:wi—i-ﬁﬁ ]Zl(:ci—xj),tzto, (5.10)

ou N > 2, (w;); sont les fréquences naturelles prises dans un intervalle [1 — ~, 1 + 7]
et v € [0, 1] est la force du bruit. 5 est un parametre dans [—0.5,0.5]. Le modele (5.10)

précédent vérifie 'hypothése (H) du Chapitre 4, en effet la fonction F' définie par
N
1
F(Y,2)=1 +5N ;l(z—yj), VY = (y,...,yn) €RY, z€R,

est de classe C™ et F'(sl,s) = 1 est une fonction constante donc sous-entendu pério-
dique de plus mingg F(sl,s) = 1 > 0. On remarque d’un autre c6té que 'hypotheése
(H,) est satisfaite si et seulement si 5 < 0. Contrairement au cas particulier des modeles
périodiques par rapport a chaque variable comme le modele de Winfree on remarque
dans la Figure 5.5 que la dispersion est bornée seulement si 'hypothése (H.) est satis-

faite.

80



5.4. CAS DE SYSTEME NON-PERTURBE
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FIGURE 5.5 - On choisit dans le modele 5.10 une distribution aléatoire des condi-
tions initiales dans l'intervalle [—1, 1]. On fixe N = 100 oscillateurs avec
une distribution uniforme des fréquences naturelles w; dans I'intervalle
[1 —v,1 + 7]. On observe le parametre d’ordre dx(t) pour ¢ € [0, x10].
Verticalement vers le haut on fixe vy = 0, 71 = 0.001 et 75 = 0.002, hori-
zontalement de gauche vers la droite on fixe § = —0.001, 8 = —0.0005,
B =0, = 0.0005 et 3 = 0.001. On remarque que le parametre d’ordre
dx(t) est borné pour des valeurs § < 0 c’est a dire ou ’hypothése H3 est
vérifiée, il prend des valeurs tres grandes lorsque 5 > 0 c’est a dire lorsque
I’hypothése H3 n’est plus satisfaite méme lorsque v = 0.
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5.5 Conclusion

On a défini la synchronisation comme étant I’état ou la dispersion entre chaque paire
d’oscillateurs est bornée dans le temps. Lorsque 'hypothése de synchronisation H3 est
satisfaite et que la force du couplage correspond a I’état non mort des oscillateurs on a
montré analytiquement dans le théoreme 21 I'existence de I'état de synchronisation et
d’accrochage périodique. Lorsque ’hypothése de synchronisation H3 n’est plus satisfaite
on constate numériquement que le domaine de synchronisation devient négligeable. On
suggere que cette hypothese est une condition nécessaire et suffisante pour 'existence

du domaine de synchronisation.
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Chapitre 6

Preuve du résultat linéaire I~ et 11~ :

Stabilité des systemes linéaires

perturbés
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Pour étudier la stabilité des systéemes couplés, donnés par I'équation (P) (en par-

ticulier (PNP)) dans le chapitre 4, on va étudier la stabilité d’une classe de systemes

linéaires perturbés. Plus précisément on va montrer dans ce Chapitre les deux résultats

linéaires I* et II* de la partie linéaire de la Section 3.1.2 du Chapitre 3. Cela va nous

permettre dans le Chapitre 7 de montrer les deux résultats III et IV de la Section 3.2.3.

Ces systemes linéaires perturbés vérifient une hypothese qu’on appelle hypothése de sta-
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bilité qui est suffisante pour que I'espace de phase peut se décomposer en une variété

centrale et une autre exponentiellement stable.

6.1 Hypotheses et notations

Dans cette section on introduit quelques notations, nous rappelons les hypo-
théses et les résultats linéaires I” et II' de la Section 3.1.2 du Chapitre 3. Soit
C(t) = {¢;(t)}1<ij<n une matrice carrée d’ordre N qui dépend du temps t € R et
de norme ||¢|| = D < +oc. Posons Iy la matrice identité d’ordre /N. On considere dans

la suite de ce Chapitre le systeme linéaire perturbé suivant
Y () = [b(t) Iy + A1) + COIY (1), t>1, 6.1)
out € Ret A(t) = {a;;(t) }1<ij<n est une matrice carrée d’ordre N de rang 1 continue

et b : R — R une fonction continue.

On considere 'hypothése suivante sur b(t) et A qu’on appelle Uhypothése de stabilité

(

a;;(t) = a;(t) pour tout 1 <4, j < N avec:

(Hstab) b:R—R,a;:R—=R,j=1,..., N des fonctions continues 1-périodiques,

fol b(s) + Zjvzl aj(s)ds =0, et —a:= fol b(s)ds < 0.

\

Rappelons que dans I'intérét d’avoir plus d’informations sur le comportement des solu-
tions du systéme linéaire (6.1) on va considérer des matrices normalisantes définies par
ce qui suit
Définition 30. On dit que la matrice { est une matrice normalisante si le systeme (6.1)
admet une solution V' (t) = (vi(),...,vn(t)) telle que

f|[V(§)I| >0, et fggHV(t)H < +oo0.

On appelle V (¢) solution normalisante de (6.1) associée a la matrice (.

On note dans ce qui suit ¢ = (¢t,...,¢%) le flot du systéme (6.1). On identifie
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par suite ¢'(Y) = Y (¢) ou Y(¢) = Y. On note R(t;t') la résolvante de (6.1), donc
¢'(Y) = R(t;t")Y. Encore dans le but de simplifier on note : ¢, = maxyeo 1 [b(?)]
et ¢, = maxXyc, ijzl la;(t)|. Pour simplifier on pose e(t,s) := exp(fstb(x)dx) et
P(t,s) = exp ([ b(x) + Zjvzl aj(ac)dac) donc max; g P(t,5) < exp(c + ¢,). On note
dans ce qui suit par < Y, Z > le produit scalaire de Y, Z € R" et par Y7 le transposé du
vecteur Y € RY. Onnote 1 = (1,...,1)" € R". Posons

Ai(s) = (ai(s), ..., an(s)),

G(s) = (Ga(s),---,Gn(s), i=1...,N.

(6.2)

6.1.1 Rappel des résultats linéaires I* et II*

Nous rappelons dans cette Section les résultats linéaires I et II” de la Section 3.1.2
du Chapitre 3. Notons que dans le Chapitre 7 on utilisera uniquement le résultat linéaire

I” suivant.

Résultat linéaire (IX). On considére le systéme (6.1) de résolvante R(s;t). Supposons que
b et A vérifient Uhypothése de stabilité (Hg). Soit 5 € (0,«), alors il existe K > 0 et
D, > 0 tels que pour toute matrice ¢ normalisante vérifiant ||C|| < D, et pour tout t € R il

existe une forme linéaire £, : RN — R telle que pour tout Y € RY et pour tout s > t, on a
o L (R(s;t)V(t) =1et L(Y) < K||Y]|,

o Ly(Y) = L,(R(s;t)Y),

o [[R(s;)[Y = L)Vl < K[[Y|| exp(=5(s — 1)).

ot V(t) est une solution normalisante de (6.1) associée a la matrice (. En outre Uopérateur

R(s;t) admet la décomposition
R(s;1)Y = Li(Y)V(s) + R(s; )[Y — Lo(Y)V ()],

Autrement dit la sous-variété Wy, == {Z € RN, L,(Z) = 0} de dimension N — 1 est

exponentiellement stable.

Résultat linéaire (I1”). [Cas général] On considére le systéme (6.1) de résolvante R(s;t).

Supposons que b et A vérifient Uhypothése de stabilité (H ). Soit § € (0, «), alors il existe
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K > 0et D, > 0 tels que pour toute matrice ( vérifiant ||C|| < D, et pour tout t € R il

existe une forme linéaire 1), : RN — R telle que pour tout Y € RY et pour tout s > t, ona
o [[R(s;)[Y — (V)1 < K[[Y]| exp(=5(s —1)).
En outre Uopérateur R(s;t) admet la décomposition
R(s;1)Y = ¢e(Y)R(s;1)1 + R(s; )[Y — ¢ (Y)1].
Autrement dit la sous-variété Wy, := {Z € RN ¢,(Z) = 0} de dimension N — 1 est expo-

nentiellement stable. De plus si il existe une solution qui ne décroit pas exponentiellement

vers zéro alors
o (Y) = (R(s;1)Y).

Remarque 31. Dans le Chapitre 7 on aura besoin uniquement du résultat linéaire I*.

6.1.2 Motivation

Si on considere le systeme (6.1) sans perturbation : ¢ nulle, ce qui est équivalent a
Y(t)=[bt) Iy +ARY (), t>t.

Alors, comme A(t) est de rang 1 et sous 'hypothése de stabilité (Hg,,) toute valeur

propre \(¢) de b(t)Ix + A(t) de vecteur propre associé V (t) = (vy(t), .., vn(t)) vérifie
(A(t) = b))V (t) =< V (1), Au(t) > 1.
Dongc, on a deux cas. Le premier cas :
A=0b(t) et <V(t),A(t)>=0,

ici A\ est une valeur propre de multiplicité NV — 1 car a chaque ¢ fixé I'espace des vecteurs

V (t) vérifiant < V(t), A.(t) >= 0 est un hyperplan. Par I’hypothese de stabilité (Ha),
/t+1 A(s)ds <0, Vt>t.
Le deuxiéme cas est le suivant :t
(A(t) = b(t)) < V(t), A(t) >=< V(t), Au(t) >< 1, AL(t) > .
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D’un autre terme :
At) =b(t)+ <1,A.(t) > .
L’hypothése de stabilité (H,;) implique que
/t+1 A(s)ds =0, Vt>1t.
¢

Donc la stabilité du systeme (6.1) peut se déduire d’'un théoreme de perturbation
car les moyennes d’intégrale des valeurs propres sont négatives avec une qui est nulle.

L’intérét de notre approche, en utilisant le principe de comparaison d’équations dif-
férentielles comme on va voir dans la Section 6.2 et la Section 6.3, est qu'on donne
une forme explicite de la décomposition de la résolvante. On détermine explicitement a
partir d'une forme linéaire la sous-variété centrale et la sous-variété exponentiellement

stable qui est un hyperplan de RY.

6.2 Outils de démonstration

Pour montrer les résultats linéaires I* et II* on considére dans cette Section unique-
ment 'hypothese de stabilité (H,;). Cela permet d’un autre c6té de déduire le résultat
linéaire IIZ. Soit le systéme non homogéne suivant

Z5(t) =b(t)Z*(t) + C(t) [ens1 ()L + Z%(t) + e(t, t)Y], 1<i< N, t>t 6.3)
Zngr(t) = [b(t)+ < Au(t), L >]anp1(6)+ < Au(t), Z*(t) +e(t, )Y >, t> 1.
ou Z*(t) = (z(t),...,2n(t))T et ou A, est définie par '’équation (6.2). Le but d’intro-
duire le systéme précédent est le fait que la partie E(t',t) = R(t;t')[Y — ¢y (Y)1] vérifie

la décomposition suivante

E(t', )Y = 2y ()1 + Z*(t) + e(t, )Y,
ou Z(t) = (Z*(t)", 2n11(t))T avec z,11(t) et Z*(t) = (z1(t),...,2x(t))" est so-
lution du systéme non homogene couplé (6.3). L'idée est donc de montrer que

[|1Z(t)]| < Kexp(—pB(t—t')) avec a > 5 > 0. On remarque ici que la condition initiale de

Z(t) vérifie : zy1(t' )1+ Z*(t') = —¢p(Y)1. Le probléme a résoudre est donc de trouver
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cette condition initiale convenable. Pour cela on va imposer que Z*(t') = ¢y (Y)(17,0)7.
Dans un premier temps, on va voir dans cette section sous quelles hypothéses on va
avoir une décroissance exponentielle de Z(¢) vers zéro ?. Cela permettra de trouver une
condition initiale v (Y)(17,0)” particuliere qui permet a son tour de conclure dans la
Section 6.3 une écriture de la forme linéaire £, . On aura besoin de trois lemmes. Le
troisieme lemme 34 est le lemme principal. Le lemme suivant permet de montrer le

lemme 33 qui a son tour permet de montrer le lemme principal 34.

Lemme 32: Soit b : R — R une fonction périodique telle que

1
—a = / b(s)ds < 0.
0

Soit « > 3 > 0, L > et D > 0. On considere I'’équation suivante

SA@) = 1)+ 51A(0) + DL

alors il existe Dy > 0 tel que pour tout D < Dy ’équation précédente admet une solution
A(t) qui est 1-périodique et strictement positive telle que max;c[o 1) A(t) < 1. La solution
A(t) est donnée par
ff“ exp(f:+1 b(z) + Bdx)ds

1 —exp(f8 — a) '
Lemme 33: On considere le systeme (6.3) avec b(t) et A vérifiant I’hypothese de stabilité

A(t) = DL

(Hgsap). Soit 8 € (0, ), alors il existe L > 0 et il existe D, > 0 tels que pour toute
matrice ¢ continue et de norme ||¢|| < D,, pour tout Y € RY et pour toute solution

Z(t) = (Z*(t)T, z2n41(t))T du systéme (6.3) de condition initiale Z(t') = Z € R on a

VI >t ana(T) =0 = [[Z(1)]| < Lexp(=p = DIIZ|I+ [IV]l], vt e[, T].

Démonstration. Soit Z(t) = (Z*(t)T, z2n.1(t))T avec Z*(t) = (z1(t),...,2n(t))T solu-
tion du systéme linéaire (6.3) de condition initiale Z(t') = Z € RY. Supposons que

zn+1(T) = 0 alors en intégrant (6.3) on obtient
T
v (t) = —/ < A(8), Z%(s) + e(s,t)Y > P(', s)ds. (6.4)
t/

Soit # < a. Soit C' = || Z|| + ||Y||, donc pour tout M > 1ona ||Z|| < MC, il existe ¢ > 0
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tel que || Z*(t)|| < MC exp(—5(t —t')). Posons

T. =sup{t' < s <T.: [[Z7(s)]] < MCexp(=f(s — ')},

|Z*(t)|] < MCexp(—p(t—1t")) Vtel[t T, (6.5)
La stratégie est de trouver une constante M particuliere telle que 7., > T Par 'absurde,

supposons que 7, < T. En intégrant (6.3) et en utilisant (6.4) on obtient pour tout

telt T,

(O] = [P o) + [

¢

t

< Au(5), Z(s) + e(s,t)Y > P(t', s)ds] ‘

= P(t,t)

_ /T < A(s),Z2%(s) + e(s, )Y > P(t/,s)ds’

T
< exp(ep + ca)caC'/ Mexp(—(8s —t')) + exp(—a(s — t') + ¢)ds

< exp(2cy + ca)caC’% exp(—0(t —t)). (6.6)

Soit ¢ une matrice continue de norme ||(|| = D < D, alors d'un autre coté, de 'équation

(6.3) on aura pour z;(t) et —z(t) les deux inégalités suivantes

%zi(t) < b(t)z(t) + DClexp(2¢, + ca)ca% + M + exp(cp))] exp(—=8(t — t'))
< b(t)z(t) + DMClexp(2e, + ca)% +1 4 exp(e)] exp(—B(t— ). (6.7)
pri zi(t) < b(t)(—zi(t)) + DClexp(2¢c, + ca)ca% + M + exp(cp))] exp(—=8(t — t'))
< b(t)(—zi(t)) + DMClexp(2¢, + ca)% + 14 exp(ep))] exp(—B(t —t')).

Posons z;(t) = A;(t)exp(=p(t —t')MC, t € [t',T.[. On a |A;(t)] < 1 sur [t,T.]. En

remplacant dans la dernieére équation, on aura

CA) < (1) + BIAE) + Dlexp(2es + )5+ 1+ expler))],
©— Au(D) < o) + F-Au(0)) + Dlexp(2es + )22+ 1+ exp(a)].

Par définition de 7 il existe i € {1,..., N} tel que |A;(7,)| = 1. On va utiliser donc le
lemme 32 pour avoir une contradiction.

Le lemme 32 implique que pour ||(|| = D < D, := Dy il existe une fonction 1-périodique
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strictement positive de 'équation
d 2¢,
G0 = () + BIAW) + Dlexp(2es + ca) 5 + 1+ exp(er))]

telle que maxy 1) A(t) < 1. Soit donc M > 1 vérifiant

A(t) < L'VI—Z('; < & < A(). I existe € > ¢’ tel que [A;(t)] < A(

To = sup{t’ < s < Tp : |Ai(s)] < A(s)}. Sit' < Ty < T, donc |A;(Ty)| = A(Tp). Sans

+ < A(t') donc
t) sur [t', €[, posons

perte de généralités supposons que A;(7y) = A(T}), on obtient

d 2¢,
ElAZ’(TO)‘ < [b(t) + B]|Ai(To)| + Dlexp(2cy, + ca)7 + 1+ exp(cy))]
2¢, d
= [b(t) + BIA(TY) + Dlexp(2e, + ) 7+ 1+ exp(er))] = 3A(T).
Contradiction. Donc 7, > T, ce qui implique que A;(7,) < 1, contradiction avec la

défintion de T,. Donc pour tout ¢ € [t/,T] on a
1Z7 (O] < M exp(=p(t —t'))C' = Mexp(=p(t = ') [[1Z(&)]] + [Y]]

En combinant avec I'équation (6.6) on obtient ||Z(t)|| < Lexp(—B(t—t')[||Z()||+|Y]]]
pour tout ¢t € [/, T] avec L = M max(1,2exp(2¢, + ¢4)cq)- O

Le lemme précédent ne fournit pas une décroissance exponentielle d’une solution
sur [t',+oo[. Pour y arriver, la stratégie dans le lemme suivant est de considérer des
intervalles [0,7] du lemme précédent de plus en plus grands. On va donc approcher
une solution Zy (¢) de condition initiale Zy (¢') par des solutions qui vérifient le lemme
précédent. Cela permet de montrer I'existence d’une solution Zy (t) exponentiellement

décroissante ver zéro sur [, +oo[. On va aussi localiser la condition initiale Zy (t').

Lemme 34: On considere le systeme (6.3) avec b(¢) et A vérifiant 'hypothése de stabi-
lité (Hgap). Soit € (0, «) alors il existe K > 0 et il existe D, > 0 tels que pour tout
D < D, ettout Y € RV, il existe une suite de solutions Z,,(t) = (Z:,(t)7, 2y11.m(t))"
de (6.3) de condition initiale Z,,(t') = z2p.,,W (Gym € R, W = (17,0)7) et une
suite (t,,)m qui tend vers l'infini telles que zyi1,,(t,) = 0 alors il existe une solution

Zy(t) = (Z3()T, 2n11v ()T du systeme (6.3) de condition initiale Zy (') = Zy € RY
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telle que
1Zy (1)]] < Kexp(=B(t —t)I[Y]], vt=t.

De plus il existe wune sous suite (Z,, (t'))r de (Z.(t)). telle que
Zy (') = limy—s 400 Zm, (1).

Démonstration. Soit Z,,(t) et (t,), Vvérifiant les hypothéses de ce présent lemme. Le
lemme 33 implique que
1 Zm(D)]| < Lexp(=p(t = DY+ [[Zn(E)]]],  VEE [, tm].

L’'idée est de montrer qu’il existe C' > 0 tel que ||Z,.(¥')|| < C||Y|| puis extraire une
sous-suite convergente de Z,,(t). Soit ¢ une matrice continue de norme |[(|| = D < D,.

En intégrant (6.3) pour tout ¢t € [/, ¢,,] ettouti =1,..., N ona
Zim(t) = e(t, ) zim(t') + Fin(t),

|Fim ()] = Ie(t,t’)L <Gi(8), v p1m(s)L + Z5,(s) + e(s, )Y > e(t', s)ds|

< DL + exp(co))[[[YI + || Zm () | [Je(t, ') /t exp((a — B)(s —t'))ds

Y1+ [1Zm (#)]]
a—f

Comme zy1.,(tn) = 0, et en intégrant (6.3) on obtient

ZNJFLm(tm) =0 <— Zi,m<t/)/

/Zaj F,m(s)]P(t', s)ds

= —/ < Au(s),e(s, )Y > P(¥, s)ds.
t/

< D(2L + exp(cp)) exp(cp) exp(—p(t —t)).

tm

< Ai(s),1 > exp(—/ < Au(z),1 > dx)ds
t/

tm
— Jzim(t) (- [ < w15 o)
t/
— ¢oD(2L + exp(cp)) exp(cp) ||Y|| * |Zt/ m| / exp(—f(s —t'))P(t', s)ds
tT,L
<|/ < A.(s),e(s, )Y > P(t', s)ds|.
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Pour D =~ 0 et m — -+oo on aura donc

ca(2L+exp(cy)) Ca
exp(2¢y + ¢4) D—B(Wﬁ) Ga
1 ‘ |Y| |7

1 —¢,D(2L + ¢) exp(2¢, + C@)B(a—ﬂ)

ce qui implique que (||Z,.(t)||)m est uniformément bornée sur chaque intervalle [, t,,],

[2im ()] <

de plus
1Zn(@)]] < Lexp(=B(t = DY + [[Zn ()] < K exp(=p(t — )Y,
ou
exp(2¢y + ¢4) [D—C“(26L(Ze_)(§)(cb)) + %‘]
K=L1+ |
1— CaD<2L -+ Cb) eXp(Zcb + ca)ﬁ(a——ﬁ)

On peut donc extraire une sous-suite qui converge vers une solution Zy (t) de (6.3) et
vérifiant

1 Zm ()] < K exp(=B(t — ))[[Y]].

6.3 Ingrédients de la forme linéaire £

Dans cette Section on va montrer 'existence d’'une famille de solutions du systéme
(6.3) satisfaisant les hypotheses du lemme 34 de la Section précédente. Pour cela il
suffit de déterminer les conditions initiales Z,,(t') = zv,,W ; remarquons qu’il suffit
juste de déterminer la suite des nombres réels (2y ;).

Aussi dans cette Section on considere b(t) et A satisfaisant uniquement ’hypothése
de stabilisé (Hg,,) sans distinction dans la matrice (. Cela permet donc en particulier
de déduire le résultat linéaire II~.

Pour avoir plus d'informations sur les solutions Z,,(¢) du lemme 34 on va les écrire en
terme de résolvante. Soit S(t;t') = {s;;(t;t') }1<i<n+1 la résolvante du systéme linéaire
homogene associé au systeme (6.3) suivant I

X#(t) = b()X*(t) + CO)fann (L + X (O], X*(t) = (01(D),....an(t)"
Xy (t) = [b(t)+ < A1), 1 >]zn(B)+ < Ay, X*(t) >,
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ou A, (s) est donnée par 'équation (6.2). La solution Z(t) = (Z*(t)T, zy,1(¢))T de (6.3)

de condition initiale Z(#') € RY peut s’écrire en terme de résolvante, comme suit
Z*(t) = S*(t; ) Z () + Si(t; )Y, (6.9)
v (t) = Pt ) zn1 (8)+ (6.10)
+ P(t,t") /t < Au(8), S (s;) Z(t') + Si(s;8)Y + e(s, )Y > P(t', s)ds,
v

ou S*(t;t') = {si;(t; ') }1<i<n et Si(t;t') est un opérateur qui ne dépend pas de Z(t') et
de Y tel que S(¢',t') = Ol.SJSN

Comme il a été dit précédemment, on cherche a montrer I'existence de solutions du
systeme (6.3) satisfaisant les hypotheses du lemme 34 de la Section précédente. Dans
le lemme 34 on a Z,,(t') = zv,,W, alors pour une suite (7,,),, qui tend vers l'infini
telle que Z,, y+1(75,) = 0 et par la notation de I'équation (6.10) précédente, la suite de
nombres réels (zy ,,), devra étre définie par

[i™ < Al(s), Si(s; )Y +e(s, t')Y > P(t',s)ds
Ju < Ad(s), S*(s; )W > P(t, s)ds

Dans le lemme suivant on va montrer que cette suite (zy ,, )., est bien définie, autrement

zt’,m -

dit on va montrer que le dénominateur du quotient dans le membre droit de 'équation

précédente est non nul.

Lemme 35: Soit S(¢;t') = {s; ;(t;t') h1<i<n+1 la résolvante du systeme linéaire homogene
I<j<N

(6.8) associé au systeme (6.3). Notons S*(¢;t') = {s;;(t;t') }1<i<n. Supposons que b(t)
1<5<N

et A vérifient I’hypothese (Hqp). Posons
t

H(t,t) := [/ < A,(s),S*(s; )W > P(t',s)ds|, W = (17,0)", t > 1. (6.11)
tl

Soit 5 € (0, «), alors il existe D, > 0 tel que pour toute matrice { continue de norme

lI¢]| < D, il existe Ty, > 0 tel que pour tout ¢t > Ty, on a H(t,t') # 0.

Démonstration. De I’équation (6.10), on déduit que
Z(t) = (S*(t; )W — zy4a(t), zn41(t)) est solution du systeme linéarisé homogene

(6.8) et de condition initiale W ol zy4(t) vérifie

v (t) = P, tYH(t,t), t>1.
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Donc Z(t) = (S*(t;t')W — zy41(t), zn41(t)) est en particulier solution de I'équation
linéaire non homogene (6.3) avec Y = 0 et vérifie les hypotheéses du lemme 34. Comme

Y =0donc ||Z(t)|| = 0, ce qui contredit la valeur de la condition initiale Z (') = W. [

Par conséquent dans la proposition suivante on montre que le systéme (6.3) admet

une suite de solutions qui satisfait les hypothese du lemme 34

Proposition 36: On considere le systeme (6.3) avec b(t) et A vérifiant ’hypothese de
stabilité (Hgq). Soit 5 € (0,«) alors il existe D, > 0 et K > 0, tel que pour toute
matrice ¢ continue et de norme |[(|| < D, et tout Y € R¥ il existe une solution

Zy(t) = (ZH()T, 2y v ()T de (6.3) telle que
12y (D) < Kexp(=p(t =)V, vt=t,

de plus Zy (t') = ¢ (Y)W ou
: —1 fm / / /
¢t’ (Y) = tmllgl&—oo m /t, < A*<S), 51(87 t )Y + 6(8, t )Y > P(t s S)dS.

et ou (t,,), est une suite de nombres réels qui tendent vers +oo et ou H(t,,,t') est

donnée par le lemme 35.

Démonstration. D’apres le lemme 35, pour toute suite (t,,),, telle que t,, > Ty on

a H(t,,t) # 0. De (6.10), la solution Z,,(t) = (Z:(t)", zy11.m(t))T de (6.3) et de

m

condition initiale z,, ,W telle que
1
H(t,,t")

Emt = —

tnl
/ < Ai(s), S1(s; )Y +e(s, t)Y > P(t', s)ds.
t/

vérifie :
tm

axtn(bn) = 0= P, ) [0 (b, ) + / < Au(s), Suls; )Y Fe(s, 1)Y > P(E, s)ds|.

t/
Dapres le lemme 34, il existe une solution Zy(t) telle que

|| Zy (t)|]| < Lexp(—p(t —t'))||Y]|| pour tout t > t’ avec Zy (t') = ¢y (Y)W ou

t'fnk
Yu(Y) = lim —t')/ < A.(s),S1(s;t)Y +e(s,t)Y > P(t', s)ds.
t/
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6.4 Décomposition de la résolvante

Finalement on va montrer dans ce qui suit le résultat linéaire I” et II*. Dans l'intérét
d’avoir une cohérence dans la preuve, on montre en premier le cas générale c’est a dire

le deuxiéme résultat linéaire IT* qui n’impose pas que la matrice ((t) soit normalisante.

Preuve du résultat linéaire II* : Cas général.

e Montrons que ||R(¢;¢')[Y + ¥ (Y)1]|| décroit exponentiellement :
Soit # > 0 et soit ||C|| = D < D, ou D, est défini par le lemme 34. Soit ¢y (Y)
donné par la proposition précédente 36. Soit Y € RY et soit ¢' le flot du systéme
(6.1). On additionne et on retranche un méme terme dans ¢'(Y') comme suit
O'(Y) = = (Y)R(t; 1)L + R(; )Y + ¢p (V)] (6.12)
Posons R(t;t')[Y +¢w(Y)1] = 2y (8) 1+ Z*(t) +e(t; t')Y avec zy41(t) est solution
de condition initiale zy (') = 0 de I'’équation
Eng1(t) = [b(t)+ < Au(t), 1 >|any1(t)+ < Au(t), R(E )Y + 0 (Y)1] — 2y1(8)1 > .
Donc Z(t) = (Z*(t),zn+1(t)) est solution du systeme linéaire non homogene
(6.3), de plus de I'équation (6.12), on déduit qu’elle est de condition initiale
Z(t") = Wi (Y). La proposition 36 implique que
1Z(0)]] < Kexp(=p(t =DV, VE=1
Dot |[R(t; ') [Y + v (Y)1]|| < [K + exp(cy)] exp(—B(t — t'))[|Y'|| pour tout ¢ > #'.
e Montrons que lorsque le systeme admet une solution qui ne décroit pas vers zéro
alors 4(Y) = s (R(s;t)Y) =
Supposons que le systéeme (6.1) admet une solution qui ne décroit pas exponen-
tiellement vers zéro. Notons V' (¢) cette solution. On a alors
R(t; s)R(s;t")Y = Ly(YV)V(t) — R(t; )Y — L (YV)V(H)] (6.13)
= L(R(s; YY)V (t) — R(t; 8)[R(s;t")Y — Ls(R(s;t)Y)V (s)].
(6.14)
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= [Lo(Y)=Lu(R(s; )YV (L) = R(t; s)[R(s; 1) Lo (Y)V () +Ls(R(s:1)Y)V (s)]-
Comme le membre droit de la derniere équation vérifie
||R(t; s)[R(s; t') Lo (Y)V () +L(R(s; )Y )V (]|
< Klexp(=f(t = 1)) + exp(=p(t = s))]I[Y]].
Alors que le membre gauche est un produit d’'une forme linéaire par la fonction
V' (t) qui ne décroit pas exponentiellement vers zéro, alors on a forcément

Lo(Y)—Lg(R(s;t)Y) =0, V&'>0,Vs>t.

]

On va montrer maintenant le résultat linéaire I*. On considére alors le cas particulier
ou ((t) est une matrice normalisante. Par la définition 30, le systeme (6.1) admet une

solution V() = (vy(t),...,un(t))T telle que
inf ||V (#)|| >0, et sup||[V(t)|] < +oo.
teR teR
Notons dans la suite
a_=if||V(t)]| >0, et ar=sup||V(t)| < +oo.
teR teR

On définit dans la preuve suivante la forme linéaire £, par

Y (V)
L U Y = —’
0= 5@
ol v est définie par la proposition 36. On remarque par unicité que £, est définie par
¢ , ,
Lt/(Y> — lim j;/ < A*(S)J Sl(S)Y + e(S,t )Y > P(t , S)dS

=00 1< AL(s), Si(8)V(t) +e(s, )V (¢) > P(t, s)ds

Preuve du résultat linéaire I*.

e Montrons L;(R(t;t")V (') =1

Par définition de £ on a £,(V (t)) = 1 pour tout ¢t € R. Donc

LRECWE)) =1=Lu(V(H), WWeER V>t (6.15)
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e Construction de la forme linéaire , :

On additionne et on retranche un méme terme dans V' (¢) on aura
R(t; V(') =V(t) = = (V)R 1)1 + Rt [V () + e (V(E))1].  (6.16)
D’apres la proposition 36, on a ||¢w(V (t))|| < K||V(¥)|| < Kay pour tout ¢’ > 0.
En outre
[n (VEDNRE L] = [[V(E) = R(EG )V ) + e (V(E))L]
> (VO = R V() + e (V(E)L]]]
> a- = Kexp(=B(t — )|V ()]l
>a. —a,Kexp(—p(t—1t)), VH'eR, Vvt>t.
On intégre sur un compact de longueur ¢ fixé tel que 1 << ¢ < +oo; posons

t=1t+0,onade (6.1) : ||R(t;t")1|| < exp((cy + ca + D4)J)
a_ —ay K exp(—p0)

| (V ()] > xp((20 + ot cu £ D)) >0, Vt'eR, Vt>t. (6.17)
Posons
Yu(Y)
Ly(Y)= ————.
)= g

e De (6.17) et d’apres la proposition 36, il existe K; > 0 tel que Ly (Y') < K;||Y]|.

e Décroissance exponentielle :
D’aprées I'équation (6.15) pour tout Y € R
¢'(Y) = Ly(Y)V(t) = RE)Y — Lo (Y)V ()]

= Lo(YV)V() + REDY — (V)L — LoV () — 220 vy

P (V1))
= Le(Y)V(t) + R(& )Y — o (V)L = (Lo (Y)V(E) = e (Lo (V)V(E))1)].

D’apres le résultat linéaire I démontré précédement il existe K, > 0 tel que on a
|R(E: )Y — o (Y)1]]] < Keexp(=p(t = )|V, vt=+
|R(t; ) [Lo V)V () = dw (Lo (Y)V(E)] < Kyexp(=B(t = )[Y]], vi=t.
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e Finalement montrons que £, (Y) = L4(R(s;t')Y) : On a
R(t; s)R(s;t")Y = Ly(Y)V(t) — R(t; )Y — Lo (Y)V(H)]
= L (R(s;t" YY)V (t) — R(t; 8)[R(s;t)Y — Ls(R(s;t)Y)V(s)].

= [Lv(Y)=L(R(s: t)Y)V(E) = R(t; 5)[R(s;t) Lo (Y)V () +La(R(s: )Y )V (s5)].
Comme ming ||V (t)|| = a— > 0 et comme le membre droit de la derniere équa-
tion vérifie
[1R(t; s)[R(s: 1) Lo (Y)V () + Ls(R(s; )Y )V (]|
< Klexp(=5(t — ') + exp(=5(t — 5))][[Y]].
Donc

Lo(Y) = Ly(R(s:t)Y) =0, V' >0,Vs>1.

6.5 Conclusion

Dans ce Chapitre on a étudié une classe de systémes linéaires perturbés par une
matrice ¢ qui dépend du temps. On a montré que I'espace R" se décompose en somme
directe de sous-espaces RY = R1 ¢& W ol ' W est une variété qui est donc de dimension
N — 1 et exponentiellement stable. Le sous-espace vectoriel R1 peut étre lui méme une
variété exponentiellement stable. Dans le cas ou le systéme linéaire perturbé en question
admet une solution V' (¢) qui ne décroit pas vers zéros alors il existe une variété centrale
qui est le sous-espace vectoriel RV (¢) de dimension un avec ¢’ € R un instant initial.
De plus dans le cas ou la matrice de perturbation ( est normalisante on a obtenu des
informations concernant la norme de la forme linéaire. Dans le prochain Chapitre on va
utiliser ces résultats pour montrer la stabilité des systémes non-linéaires de type champ

moyen étudés dans cette these.
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Chapitre 7

Preuve du résultat IIT et IV ; Stabilité

des systemes champ moyen
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Dans ce Chapitre on montre les deux résultats III et IV énoncés dans la Section 3.2.3
du Chapitre 3. On va étudier donc la stabilité des systemes couplés donnés par 1'équa-
tion (P) (en particulier (PNP)) du Chapitre 4 et présentant un état de synchronisation.
On linéarise le systéme autour d’'une orbite synchronisée et on applique par suite les
résultats de stabilités obtenus dans le Chapitre 6 précédent. Rappelons que les deux

systemes (P) et (PNP) sont donnés par les deux équations suivantes

ou N > 2etty € Restle temps initial. F : R¥Y xR — Ret H; : RN — R sont des fonctions
de classe C', on note H = (Hy,..., Hy). On note dans tout ce qui suit par ®* le flot du

systeme (P) (en particulier (PNP)).
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On a vu dans le Chapitre 4 que lorsque la norme ||H||p est suffisamment petite
et sous les hypotheses (H) et (H.) la dispersion de phase globale, d'une solution du
systeme P (et PNP), de condition initiale dans I'ouvert de synchronisation, reste unifor-
mément bornée par une constante D > 0 que I'on peut choisir D =~ 0; Rappelons que
les hypotheses (H) et (H,) sont données par

Festdeclasse C?, et max{||F||s,||dF||s,||d*F||z} < +o0,

(H)
F est 1-périodique et minjo 1) F(s1,s) > 0,

1
On+1F(s1, s)
(H.) /0 FLs) ds < 0.

On rappelle les deux résultats (III) et (IV)

Résultat principal (III). On considére le systéme (P). Supposons que F satisfait les hy-
pothéses (H) et (H,) alors il existe D, > 0 tel que pour tout D € (0, D,] il existe r > 0 et
il existe un ouvert de synchronisation C, (comme défini dans le résultat (1)), tels que pour
toute fonction H de classe C' vérifiant max{||H||p, ||dH||g} < r on a
M >0,VX e€(C,36>0,VY e C,||X-Y]| <0
|27(X) — @ (Y)[| < M[|X = Y|, Vt >t
De plus pour tout X € C'il existe une sous-variété Wy C C, de dimension N — 1 en X telle
que
36 >0, IK >0, VX € C,, VY € Wx :
04(X) = B (V)| < K exp(—B(t — to)||X — Y|, vt > to.

Résultat principal (IV). On considere le systeme (P). Supposons que F satisfait les hy-
potheéses (H) et (H,) alors il existe D, > 0 tel que pour tout D € (0, D,] il existe r > 0
et il existe un ouvert C, (comme défini dans le résultat (I)) tels que pour toute fonction H
de classe C' et 1-périodique vérifiant max{||H||g,||dH||s} < r, il existe une sous-variété
Wiy C C, de dimension N — 1 telle que

35 >0, IK > 0, VX € Wi : ||84X) — pt — U(H)|| < K exp(—B(t — to)), ¥t > to,

oup>0etW = (V... ¥y)avec ¥, : R — R sont des fonctions C' et %-périodiques.
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7.1 Linéarisation du systeme (P)

Soit alors le systéme perturbé (P). Afin de simplifier les notations on note dans toute

cette Section
Fi(Y,2):=F(,2)+ Hy(Y,z), YWeRY VzeR, VI<1<N\,

et on note dF(t) la différentielle de la fonction vectorielle (F7,..., Fy).

Rappelons que ®!(Z) est le flot de Z € RN du systéme (P). Sans perte de généralité,
on note Z := ®*(Z), ainsi les éléments de la matrice dF(®*(Z2)) := {g;,}:, sont donnés
par

9i(t) = On1 Fi(Z, 2) + 0:F(Z, 2;), 1 < i < N, -
(1) = 0 F(Z,z), 1 < i # j < N. 7y
La stratégie dans la suite est d’appliquer les résultats linéaires de stabilité obtenus

dans le Chapitre 6 ; pour cela on va choisir une linéarisation convenable du systeme (P).

Plus précisément soit Z € RY, on consideére le systéme linéarisé suivant

SY(0) =@ W), 2t YO =m0 w0 72

Rappelons aussi que, pour Z € RY, on note pz := uz(t) la solution du systéme (SNP)
associée a ®'(Z) et de condition initiale pz(ty) € R (voir définition 14 dans la Section

4.3).

Dans le lemme suivant on va voir que le systéme (7.2) peut s’écrire sous la forme
des systemes linéaires (6.1) étudiés dans le Chapitre 6. On note dans ce qui suit / la

matrice identité carrée d’ordre N.

Lemme 37: Soit le systeme couplé non-linéaire (P). Supposons que F satisfait les hypo-
theses (H) et (H,). Alors, il existe ¢, > 0 tel que pour tout € € (0, ¢,] il existe r > 0 tel
que pour toute fonction H vérifiant max{||H||z, ||dH||p} < r il existe un ouvert de syn-
chronisation C, qui est positivement ®'—invariant et tel que pour tout Z € C, il existe

un difféomorphisme ¢t — u = uz(t) tel que le systéme linéarisé (7.2) est équivalent au
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systeme linéaire suivant

%Y*(u) = [b(p)In + A(p) + ()Y (1), > pz(to), Y*(p) =Y(rz(w), (7.3)

ol 7 : R — R est la fonction inverse de pu(t), (z(u) est une matrice normalisante
vérifiant ||(z|| <€, ou A(p) = {a; (1) = aj(1) }1<i j<n €st une matrice de rang 1 et b(u)

une fonction définies par

_ 0 F(ul, p)
a;(p) = ma

et qui vérifient

On1 F(pl
1<ij<N et b(u)=W,

/01 b(s) + iaj(s)ds =0, et /01 b(s)ds <0,

autrement dit 'hypothese de stabilité (H,;) est satisfaite.

Démonstration. On considere le systéme (P). Supposons que F' vérifie les hypothéses
(H) et (H,). Soit D ~ 0, d’apres le théoréme 18 dans la Section 4.4 du Chapitre 4, il
existe r > 0 tel que pour une matrice H vérifiant ||H||p < r et de classe C, il existe un
ouvert de synchronisation C, qui est positivement ®'—invariant tels que pour tout ¢ > ¢,
ettout Z € C, on a,
m]aX\CI);—(Z) —pz(t) <D et rr%%x]q)f(Z) — ®'(Z)| < 2D;
ou uz(t) est une solution du systéeme (SNP) associée a ®'(Z) et de condition initiale
pz(to) € R ainsi définie dans la définition 14. Comme Z € C,, rappelons que par le
théoréme 18, le flot ®(Z) et la solution 1~ (¢) sont définis pour tout ¢ > ¢.
Soit le systéme linéarisé (7.2) au point ®'(Z). Pour tout 1 < i,5 < N, Soit

Uyz(t) = {uf;(t) }1<ij<n la matrice d’ordre N définie par

WA(t) = |On 1 Hi(Z, ) + (051 F(Z, 2) = On i Pz ()8, iz (1))

+ O Hi(Z, zi) + [0iF (2, 21) — OiF (nz ()1, pz(t))]
ufy(t) = O;Hi(Z, 2) + [0;F(Z, 1) — O;F (uz(8)L, pz(¢))),

Z7J

Alors
Y(t) = [dF (nz(t)1) + Uz (1)]Y (t).
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équivalent aussi a

N
9i(t) = O Fpz (D1, 1z (0)yi) + ) _[0;F (nz(t)1, pz (1) +uf(Dlys(1). (7.4
j=1
On note L > 0 et o > 0 les quantités suivantes :

= Z ||d'F||g, et a:= min F(sl,s). (7.5)
0<ies s€[0,1]

Supposons que max{||H||z, ||dH||s} < r, alors pour tout 1 <i,57 < N on a
luZi|| <2[r+LD], et |[[uf]l<r+LD. (7.6)
D’apreés la proposition 15 on a iz > o« — LD > 0, en particulier pz(¢) est un difféomor-
phisme, de plus il existe L > 0 tel que
F(uzl, pz) — F(®'(Z), jiz) LD

F(ILLZ]]-MUZ)
— = T = 140(t avec ()| = - < .
= (1) avec [6(1)] = — -

Soit le changement de variable ¢ — pu = puz(t) et posons Y*(u) = Y(7z(n)) ou
77(1) := p,* (1) est Vinverse de la fonction pz(t). On utilise donc dans ’équation (7.4)

I’équation suivante

i’ )= GV () gma(t) = TV ()= gas=—

En tenant compte de I'’équation (7.6) et I'équation (7.4), il existe une matrice

Cz(1) = {¢7 (1) }1<ij<nv qui dépend de . € R définie par

) = dﬁf(@%z»% 0 g

et qui vérifie

1
+ (r+LD)—,

o — (0%

I1¢z]| < (L + )H ! + (r +LD)$<62:(L+T)

tel que le systeme (7.2) soit équivalent a

iyz‘(ﬂ)—w* Z P 1) | 21 (1),

dp F(pl, p) — F(pd, p)
avec i, > juz = jiz(tg). Remarquons que
_ _ d _
Vi(u) = <F1(q)uzl(u)(z))’ . ,FN(cD#zl(”)(Z))> _ a@uzl(u)(z)’
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est solution de (7.3) et vérifie
min V;(u) >a— LD —r>0 et |[|V7|| < max F(ul,p)+ LD +r.
HZpz n€el0,1]

Donc la matrice (; est une matrice normalisante. En outre, les deux hypothéses (H) et
(H,) implique que

! F(pa ! F(p1 F(ul

/ Ons1F(p ”u)du<0et/ O F(pd,p)  0;F(p ’M)d —0
o Fplp o F(ptp F(pd, p)

On déduit que 'hypothese de stabilité (H,;) est satisfaite. O

7.2 Preuve du résultat principal (IIT) et (IV) : Stabilité

La preuve du résultat III et résultat IV se repose sur une méthode perturbative

comme ce qui suit :

Preuve du résultat III. Soit le systeme couplé non-linéaire (P) et supposons que F' satis-
fait les hypotheses (H) et (H.). D’apres le lemme 37, il existe ¢, > 0 tel que pour tout
€ € (0,¢,], il existe r > 0 tel que pour toute fonction H vérifiant max{||H||g, ||dH||g} < r
pour Z € C, le systéme (7.2) est équivalant au systeme (7.3) avec b(t) et A vérifie I'hy-
pothese de stabilité (H,,;,) et ¢ une matrice normalisante vérifiant ||(z|| < e.

Soit donc Z € C,, on note Rz (u; iz) la résolvante du systeme (7.3) ou u est le chan-
gement de variable t — pz(t) avec uz(t) une solution du systeme (SNP) associée a (7)
et de condition initiale ;1 := uz(ty) € R ainsi définie dans la définition 14. D’apres le
résultat linéaire I”, de la Section 6.1 du Chapitre 6, on déduit qu’il existe 3 > 0 et K > 0
et il existe r, > 0 tel que pour une fonction H vérifiant max{||H||z, ||dH||s} < n et pour
tout Z € C,,, il existe une forme linéaire £,, : R — R telle que pour tout Y € RY et

pour tout 4 > py, 0n a

o L., (Ry(pipz)Vi(pz)) = Let £,,(Y) < K||Y]],

o L,,(Y)=2L,,(Rz(p; p2)Y),

o [[Rz(; n2)[Y = Ly, (Y)VZ (u2)]l] < K|[Y|[exp(=B(n — piz))-
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En outre la solution Y*(x) de condition initiale Y*(uz) s’écrit sous la forme

Ry(ps pz)Y™ () = L, (Y (12)) V7 (1) + Rz (s pz) Y () — Ly (Y (12))V (102))-
Posons Sy (t; ty) la résolvante du systéeme (7.2). Comme la solution Y (¢) du systéme (7.2)
et de condition initiale Y (#') = Y vérifie Y (t) = Y(7z(n)) = Y*(u) donc Y*(uz) =Y ou
p — 77(u) est 'inverse de t — puz(t), alors par le changement de variable p := pz(t) — ¢

on obtient que Y (¢) s’écrit sous la forme
Y(t) = Sz(t;t0)Y =Y (n) = Rz(pz(t); pz(to))Y
= Ly, (Y)Vz(t) + Rz (pz(t); pz(to))[Y — £, (Y)Vz ()], 7.7)

pour tout ¢ > ¢y et ot Vy(t) = V;(uz(t)) = £®'(Z). D’un autre c6té, le systéme (P) peut

aussi s’écrire sous-forme
d _, . d . .
Eq) (Z2)=9F(9"(2)) = Ed@ (Z) =dF(®°(Z2))dd*(Z).
Donc d®'(Z) = Sz(t; to).
On montre maintenant la premiere assertion du résultat III.
Stabilité :
Soit X, Y € C,, tel que le segment z(s) = (1 — s)X + sY vérifie z(s) € C,, pour tout

€ [0,1]. On a donc
YY) — H(X) = / dP*(2(s))

0 S

ds = /0 d®*(2(s))ds(Y — X)

1
_ / Sy (t: to)ds(Y — X).
0

D’apres la décomposition (7.7) et sachant que ||V, || < ||F||z + ||H|| on obtient
1
190) = SO < || [ £y (07 = XVato 01
1
+ H /0 R (s)(a(s) (1); pas) (o)) [(Y —X) =L,V - X )Vz(sﬂ dS‘ ‘

< K[IF|ls + [[HallIY = Xl + K exp ( = 8. () = oo (to)) ) [[Y = X]|

< K[[|F[ls + |[Hs|| + 1[[Y = X[, ¥t =10
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On montre maintenant la deuxiéme assertion du résultat III.

Sous-variété exponentiellement stable :

Soit X € (C,,. Dans ce qui suit, montre qu'’il existe une sous-variété en X exponen-

tiellement stable. L’idée est de trouver des trajectoires de la forme z(s) reliant z(0) := X
dz(s)
ds

et z(1) ;==Y € C, tels que pour tout s € [0, 1]

soit dans le noyau de la
forme linéaire £, cela permet d’utiliser I'équation (7.7) et d’annuler le terme qui ne

décroit pas exponentiellement vers zéro comme suit :

o) - ' (x \—H/ D = [ av'e(opas ™=y

1 [ g 0rts + / Rl ) (B — (B s
= /0 1 Res) (Ba(5) (8); a(s)) ((dzs(s)) Luz(s>(dzis) )Vz<s>) ds

< expl Lt = 1) ma 5 7.9

sachant que d’aprés la proposition 15 on a jiz > o — LD > 0 ou D est donné dans la

preuve du lemme 37 précédent. Pour que dz(s)

L

soit dans le noyau de la forme linéaire

1.y 1L suffit que z(s) := z(€, s) soit solution de

%z(f, s)=§&— £#z(s,s>(§)vz(§,s) (o), (7.9)
de condition initiale Z(£,0) = X ou & € RY. Pour [|¢|| ~ 0 la solution z(¢, s) existe
pour tout s € [0,1]; dans la suite de cette preuve on considere des vecteurs ¢ de
normes assez proche de zéro tels que z({,s) € C, pour tout s € [0,1]. Comme
L.y (Vaes)(to)) = 1 on va obtenir a la fin donc £, (&)(£2(¢,s)) = 0 ce qui im-
plique I'équation (7.8) et ce qui achéve la démonstration. On considere dans la suite
des vecteurs ¢ € RY~! dans I'hyperplan défini par £, (£) = 0. On montre maintenant
que l'application ¢ — % (5 1) ~ Id avec Id : R"~! — RY est la matrice identité c’est

a dire un Cl—dlffeomorphlsme ce qui définit donc la sous-variété exponentiellement

stable. On a
dd d
EEZ@ s) = Idy — @£ [Luz(w (f)] Vs (to) = Lpe ) ()2 i [ ) (750)} (7.10)

La différentiabilité du flot par rapport a chaque variable implique que la forme linéaire
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£,,, est différentiable par rapport a Z. Comme £, est une forme linéaire par rapport a
¢ et a 'aide d’un développement de Taylor (avec reste intégrale) il existe une matrice IT

d’ordre N — 1 x N et s’ € [0, s] tels que
Lo (6) = Ly (§) +TE(2(E, 5) — X)

= TE(=(, 5) — 2(6,0)) = TE+-2(E, ).

Donc £, ., (§) est d’ordre 2 par rapport a ¢ de la forme

Lz(g,s) (6) = 052

D’ol pour ¢ ~ 0 il existe M > 0 tel que Hd%ﬁz(g,s) (©)|| < M||&||- Sachant que
d d d
e Ve (t0)] = ET(2(6,9)) = dF (@' (2(6, ) g2(E,5)

Comme ||dF(P!(2(&,5)))|| < L avec L défini par 'équation (7.5) alors de I’équation
(7.9) il existe M’ tel que on obtient ng(é ,s)|| < M'. Finalement il existe une constante

M" > 0 telle que I'équation (7.10) vérifie
dd

||Egz(§7s>_IdN|| <MU§7 Vs € [071]
Pour ¢ =~ 0, la fonction
Ydd
A6 =X+ [ e s
0o &5

est un C!'—difféomorphisme ce qui définit donc une sous variété W,,,, de dimension

N — 1 dont les points vérifient 'équation (7.8), c’est a dire

VY € Waap o ||H(Y) — ®4(X)|| < K exp(—

t—1 Vit > ty.
o — LD( 0))7 ()
avec K > 0 un majorant de K () := max,e[o ] ||%|| pour{ = 0etY = z(1). O

La preuve du résultat IV est une conséquence des résultats II et III.

7.3 Conclusion

On a vu dans ce Chapitre le lien entre ’hypothese de synchronisation et ’hypothese
de stabilité. Le systeme couplé (P) (ou (PNP)) satisfaisant I’hypothese de synchroni-

sation peut étre linéarisé autour des orbites synchronisées et satisfaire 'hypothese de
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stabilité ce qui permet de déduire la stabilité et la stabilité exponentielle du systeme
couplé. Dans le cas du systeme (PNP) et dans le cas ou la perturbation du systeme (P)
est 1-périodique on déduit que l'orbite périodique énoncée dans le résultat II est expo-

nentiellement stable. Autrement dit on a déduit finalement I’existence d’un cycle limite

stable.
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I. Conclusion

On a vu dans cette these comment des systemes couplés du type champ moyen
peuvent présenter un état de synchronisation. La synchronisation a été définie par une
distance uniformément bornée dans le temps entre chaque paire d’oscillateurs d’une
solution du systeme champ moyen. On a considéré deux systemes : perturbé et non per-
turbé. Les résultats obtenus s’appliquent aux deux systémes et cette distinction entre les
deux consiste a préciser que ces résultats ne sont pas triviales dans le cas non perturbé.
La méthode principale utilisée dans les preuves est une méthode perturbative en appli-
quant le principe de comparaison des équations différentielles ordinaires. La fonction

qu'on a appelé fonction de dispersion a servit d’étre une sur-solution pour la comparai-
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son dans plusieurs passages de cette these. Grace a 'hypothése de synchronisation on
a majoré la distance qu'on a appelé dispersion entre les oscillateurs. A l'aide de cette
fonction de dispersion on a défnit I'ouvert de synchronisation. Par périodicité 'ouvert
de synchronisation est positivement invariant par le flots de ces systemes champ moyen
et dans le cas ou la perturbation est une fonction 1-périodique on obtient 'existence
d’une solution synchronisée et périodique dans le tore; on a appelé ce phénomene ac-
crochage périodique. La périodicité utilisée dans cette these n’est pas une périodicité
d’une fonction par rapport a chaque variable mais uniquement dans la direction de la
diagonale. Cela permet d’avoir une large classe de systemes champ moyen ou on peut
appliquer les différents résultats obtenus. Numériquement on a observé que 'hypothese
de synchronisation est responsable dans I’existence de 1’état de synchronisation lorsque
la perturbation est suffisamment petite, on conjecture pour cela que cette hypothese est
une hypothése nécessaire et suffisante pour I'existence d’'un domaine de synchronisa-
tion. Pour étudier la stabilité par rapport aux conditions initiales on a étudié une classe
de systemes linéaires perturbés on a obtenu une variété centrale et une variété exponen-
tiellement stable. On a utilisé une méthode de linéarisation des systémes champ moyen
pour conclure la stabilité de ces derniers. Dans le cas ou la perturbation dans le systeme
champ moyen est 1- périodique et par I'existence d’orbite périodique dans le tore obte-
nus avant on déduit finalement I'existence d’un cycle limite stable. Les modéles champ
moyens s’appliquent dans ’étude des populations biologiques qui présentent des phéno-
menes d’auto-organisation, ces modeles se basent sur ’hypothese d’existence d’'un cycle

limite. D’autres applications peuvent étre établies dans d’autres sciences appliquées.

II. Travaux a venir

II.1. Equivalence entre stabilité et synchronisation

On a vu dans le Chapitre 7 que lorsque le systeme (P) est en état de syncronisation et

que la dispersion globale est majorée par une constante D ~ ( le systeme est stable par
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rapport aux conditions initiales. La synchronisation est obtenue grace aux hypotheses
(H) et (H,) appliquées sur la fonction F' et obtenue aussi a de petites perturbations. On a
vu par suite que ces hypothéses (H) et (H,) entraine 'hypothese ( Hy,;) qui est suffisante
pour la stabilité. Autrement dit on a montré que la synchronisation a petite perturbation
implique la stabilité. On conjecture que la stabilité sur un ouvert est équivalente a la

synchronisation de toutes les solutions de condition initiales dans cet ouvert.

II.II. Vecteur de rotation

\

L'un des résultats a établir est d’utiliser le résultat linéaire I ou II pour déduire
I'existence d’un vecteur de rotation d’une classe de systemes périodiques. Un vecteur de

rotation est la limite lim,_, , @ si elle existe et ou X (¢) est 'état du systéme.

II.II. Hypothese nécessaire et suffisante d’existence de synchro-

nisation

On a vu dans le Chapitre 5 que numériquement I’hypotheése (H.) est responsable
dans l'existence de I'état de synchronisation lorsque la perturbation dans le modele de
Winfree par le vecteur (w; — 1); est suffisamment petite. On conjecture que cette hypo-
these est une condition nécessaire et suffisante pour 'existence d’état de synchronisation

pour le systeme (P) lorsque la fonction de perturbation H est suffisamment petite.

II.IV. Cas continu: Nombre infini d’oscillateurs

Il est aussi motivant de savoir si les résultats obtenus dans cette these se généralisent
au cas ol le nombre d’oscillateurs est infini. Comme les techniques utilisées suggerent le
cas discret d'un nombre fini d’oscillateurs, il est motivant de savoir si par une méthode

d’approximation ou de convergence uniforme, on peut répondre a cette question.
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II.V. Duchamp moyen au proche voisin

Contrairement aux modeles de type champ moyen ou chaque oscillateur dépend
de tous les autres oscillateurs de la population on trouve dans les modeles du type
proche voisin que chaque oscillateur dépend de quelques oscillateurs de la population
et comme la terminologie 'indique on peut considérer dans un modele du type proche
voisin l'aspect spatial de la population. Plusieurs études ont été établies sur ce type de
modeles voir par exemple [Fer95, FMO01, Fer96]. La question est de trouver une méthode
pour pouvoir trouver une hypotheése convenable qui prend le sens de '’hypothése de
synchronisation dans cette these afin quelle soit suffisante pour que de tels types de

modeles de couplage admettent un état de synchronisation.
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A . Stabilité avec la méthode de la résolvante positive

L’étude de stabilité présentée dans cette Section est faible par rapport a celle présen-
tée dans le Chapitre 6 et le Chapitre 7, en effet elle ne permet pas d’avoir une stabilité
exponentielle. Dans cette section soit /' = (fi,.., fy) une fonction uniformément lip-
schitzienne de RY dans R". Posons dF(.) la jacobienne de F et suposons de plus que
suppern ||[dF(T)|| = R < oo ou ||.|| est la norme matricielle usuelle. On considere le

systéme autonome suivant :
X = F(X). (9.11)

Notons ¢’ : RY — RY le flot de ce systéme, soit d’un autre coté dF(¢!(X)) la jacobienne

de F en ¢'(X).

Définition 38. (Stabilité) Soit C' un ouvert de RY. On dit que le systéme (9.11) est
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positivement stable uniformément a C' si C' est positivement invariant par le flot et si
dM >0, VX € C,30>0,VY e C, || X -Y]|| <d:
16(X) = ' (V)| < MI|X = Y|| ¥t =0,

Définition 39. Soit C' un ouvert de RY, pour tout X € C soit Bx(t) une N x N matrice
dépendant de ¢ € R, et de X. On dit que la famille {Bx(t)}xec est une famille de
matrices C-stabilisante si il existe L > 0 tels que pour tout X € C, toute solution Y'(#)

du systeme,
Y = Bx(1)Y, (9.12)
vérifie
Y (@I < LIY(0)]], vt = 0.

Le théoréme suivant donne une condition suffisante pour que le systéme (9.11) soit

positivement stable uniformément a C' au sens de la définition 38.

Théoréme 40: On consideére le systéme (9.11). Supposons qu'il existe un ouvert C' C RY
positivement invariant par le flot, tel que pour tout X € C, la famille des jacobiennes
{dF(¢"(X))}xec est une famille de matrices C-stabilisante. Alors le systéme (9.11) est

positivement C'-stable.

Démonstration. Le systéme (9.11) peut s’écrire sous la forme :

1) _ e
= = Fo'(Y),

alors :

d
240! (X) = dF(¢'(X))do! (X).
Comme {dF(¢'(X))}xec est une famille de matrices C-stabilisante, alors il existe une

constante L > 0, tel que pour tout X € C':
|de"(X)|| < L||d¢°(X)|| = L ¥Vt >0,¥X € C. (9.13)
Soit (21, 22) € C' x C tel que le segment
2(s) =(1—5)z1 +s22 € C Vs €[0,1].
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On a donc:
dt
164 (1) — 22|r—||/ 49=8) gy — ||/d¢> ) g,

= H/ d¢'(2(s))(z2 — z1)ds|| < sup [|de’ (2(s))][[|21 — zl|

s€[0,1]
Comme z(s) € C,Vs € [0, 1] et par '’équation (9.13) on déduit que
|9 (21) — ¢'(22)|| < L||z1 — 22| ¥t >0,
qui est une condition suffisante pour que le systeme (9.11) soit positivement stable

uniformément a C au sens de la définition 38. ]

Dans le prochain théoréme on va discuter la stabilité, au sens de la définition 38,
pour une classe de systéme autonome satisfaisant une certaine hypothese. On définit

pour cela dans ce qui suit un opérateur strictement positif.

Définition 41. Soit V* = {((z,...,2n) € R? : 2z, > 0, Vi = 1... N} et soit B(t) une
matrice p x p dépendant du temps ¢ € R,. Soit R(s;t) la résolvante du systeme linéaire

suivant,
Y = B(t)Y.
On dit que R(s;t) est un opérateur strictement positif s'il existe tr > 0 tel que
VZ eVt R(tg,t)Z € VT, Vt > 5.

Si l'opérateur Ry (t) dépend d'une deuxieme variable X € C' C R?, on dit que la famille
de résolvantes { Rx(; s)}xec est une famille d’opérateurs strictement positifs uniformé-

ment a C sila fonction 7 : C — Ry, X — 7(X) = tp, est bornée.

Théoréme 42: Soit le systéme (9.11) et supposons qu’il existe un ouvert C' € R positi-

vement invariant par le flot, tel que
Ja > 0,38 >0, telsque a< fi(T)< B, VT €RY, Vie {1,..,N}.
Supposons que la famille de résolvantes { Rx (t; s)} xcc du systeme suivant
Y = dF(¢'(X))Y, (9.14)
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est une famille d’opérateurs strictement positifs uniformément a C, Alors, la famille
{dF(¢"(X))}xec est une famille de matrices C-stabilisante et donc le systeme (9.11)

est positivement stable uniformément a C' au sens de la définition 38.

Démonstration. Soit X € C et soit ty et tx € [0,t,] vérifiant 'hypothése du présent
théoréme. Soit M > 0 tel que M > <. Notons Y (t) = (yi(¢),...,yn(t)) une solution
arbitraire du systéme linéarisé (9.14) ; comme <% ¢'(X) est aussi solution, alors les deux

fonctions

250 = ol X vy e 2o = v o) v,

sont aussi solutions du méme systeme (9.14). Posons

ZH(t) = (2 (1), 2 (1) et Z7(t) := (21 (1), .. 2y (1))
Par hypotheése et sachant que d’ ( ) = f;(X(t)) on alors pour tout 1 <i < N :

g (X)

zi<tx>:|rY<tx>|rMM+Y<tx>>HY(tme X vl

dt
> (Ma—1)||Y(tx)|| > 0.

De méme

do* (X)
dt

Encore par les hypotheses que la famille de résolvantes est une famille d’opérateurs

7 (tx) = Y (tx)[|M —Y(tx) > (Ma = DY (tx)[| > 0.

strictement positifs uniformément a C' on aura
ZHt)>0 et Z;7(t) >0 Vt>tx, V1 <i<N,
dcbt( )

équivalent donca: M]||Y (tx)|| > |y (t)], Vt>tx, V1 <i<N\,

équivalente encore a : M\/NBHY(tX)H > ||Y(t)]| Vt>tx,

car par hypothése sur F on a ||“21X) (1)|| = ||F(¢'(X)|| < BVN.

Par intégration sur un compact, on a :

1Y ()] < e |[Y(0)]] < e™|[Y(0)]] Vte[0,tx],
dotr: |||V (8)|| < MV NBef||Y (0)|| Vt > tx.
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Par suite on aura sur la demi-droite réelle :
1Y (1)]] < max(MV/N e, f)[|Y (0)[| = MVNBe™[]Y(0)|| ¥t > 0.

Donc la famille des jacobiennes {dF(¢'(X))}xec est une famille de matrices C-
stabilisante. D’apres le théoreme 40 et sous les hypotheses du présent théoréme, le

systeme (9.11) est positivement C-stable O]

Pour pouvoir appliquer le théoréme précédent on va voir dans le théoréme suivant

un cas ol une famille de résolvantes est une famille d’opérateurs strictement positifs

Théoréme 43: Soit N € N* et soit a; : R — R, i = 1,..., N des fonctions C" et 1-

périodique tels que

/ min a;(s)ds > 0.

0 1<j<N

Soit A(s) := {a;;(s)}1<ij<n une matrice d’'ordre N de rang 1, dépend de s € R et qui
est définie par a; ;(s) = a;(s) pour tout 1 < i,5 < N. Soit b : R — R une fonction C* .

On considere le systeme

Dy (s) = () Idw + A(s)]Y (s), (9.15)

ou /dy est la matrice identité d’ordre N x N, alors il existe sy € R telle que la résolvante

R(s; sp) du systéme linéaire (9.15) est un opérateur strictement positif.

Démonstration. La solution Y (s) du systeme linéaire (9.15) vérifie

%%(8) = b(s)yi(s) + Z a;(s)y;(s). (9.16)
Soit s; < s, en intégrant on obtient
Y(sq) = exp(/s2 b(s)ds) [y(sl) + /82 Zaj(s)yj(s) exp(— /S b(C)dC)ds]. (9.17)

S1 S1 j=1 S1
On cherche a trouver sy > 0 tel que Y (sg) € V, implique que Y(s) € V, pour tout

s > so. Y(s.) € V, implique qu’il existe ¢ > 0 tel que

N
s) > 0 and Zyj(s) >0, V € [y, 84 + €.
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Soit

Sy i=sup{s > sg: Vs < s’ < s,,4(s) >0,V1<i<N }.
Le théoréme est prouvé si on montre s, = -+oo. Par contradiction supposons que
s, < 400, alors il existe 1 < i < N tel que y;(s.) = 0 et y;(s) > 0 pour tout s € [sg, s.)
et pour toutl < ¢ < N. Par unicité de solution Z;V: 1y;(s) > 0 pour tout s € [sg, s,]; en
effet, il existe ¢ € [sg, s.] tel que Z;V:l yj(c) = 0 alors y;(c) = 0 pour tout 1 <7 < N ce

qui implique que y;(s) pour tout 1 <i < N et pour tout s > c.

Par I’équation (9.17), on montre qu’on obtient une contradiction si on montre que

/ Z a;(s)y;(s) exp(— / s b(¢)dC)ds > 0. (9.18)

S0 j=1 S0

Comme Z;V:l y;(s) > 0 pour tout s € [sg, s,], on définit la fonction a* : [sg, s.] — R par

Z a;(s)y;(s Z y;(s
Alors,

a*(s) > 12%1<HN aj(s), s € [so,S4). (9.19)

Léquation (9.16) implique que

dii > uis) = b(s) + @ ()] Y wis)

qui est une équation linéaire. On utilise (9.18) et on integre , on obtient donc une

contradiction si on montre

/s* a*(s) eXP(/S a*(¢)d¢)ds = exp(/s* a*(s)ds) — 1 > 0.

S0 S0 S0

Comme a; est 1-périodique alors min;<y a; est une fonction 1-périodique et il existe

A € R et une fonction 1-périodique P : R — R telle que

/ min a;(s)ds = X(sa — s1) + P(s2) — P(s1).

51 1<j<N

Par hypotheése

min a;(s)ds > 0.
0 1<j<N

Alors A > 0. Il suffira de choisir s, € [0, 1] tel que mingcp1] P(s) = P(so) et utiliser
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(9.19) pour avoir

exp(/s* a*(s)ds) — 1 > exp (A(s. — s0) + P(ss) — P(s9)) —1 > 0.

S0

Contradiction avec la définition de s,. Alors Y'(s) € V, pour tout s > sq. O

Cette méthode de 1'étude de stabilité peut s’appliquer a des systemes champ moyen
par exemple le modele explicite de Winfree (5.9) cité dans la Section 5.2 du Chapitre 5

avec = 0.

B . Fonction presque périodique et vecteur de rotation

B.I. Fonction asymptotiquement presque périodique

Définition 44. Une fonction f : R — R? (ou f de R dans le tore T%) est dite presque

péridioque si elle est continue et si, pour tout € > 0, ’ensemble des pseudo-périodes

ASf) = {T e R:supd(f(t+T), f(t)) < e},

teR
est relativement dense dans R, c’est-a-dire vérifie :

dL > 0,Vt € R, A(x) N[t ¢+ L] # 0.
Dans le cas de R?, d(x,y) = ||z — y||, dans le cas de T¢,
d(x (mod Z%),y (mod Z%)) := inf ||z —y — k||.
kezd

Par extension, une fonction f : R — R? est dite asymptotiquement presque périodique
modulo Z¢ si elle est asymptotiquement presque périodique comme fonction a valeurs

dans le tore T¢.

La propriété de presque périodicité est équivalente a la compacité relative de I'orbite
(7:(f)ter dans C°(R, X), avec X = R? ou X = T, pour la topologie de la convergence
uniforme sur R, pour le flot translation 7/(f) = g avec g(s) = f(¢t + s). On peut affaiblir
cette propriété en imposant seulement a I’ensemble w-limite de (7'(f);cr d’étre compact.

Plus précisément
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Définition 45. Une fonction f : R™ — R (ou f : R* — T9) est dite positivement presque

péridioque si elle est continue et si, pour tout ¢ > 0, 'ensemble des pseudo-périodes

AY = {T >0:3Rr >0 sup d(f(t+T), f(t) < e}

t>Rr

contient une suite 7,, — +oc..

Dans la définition précédente, on s’intéresse a un probléme de convergence uniforme
de (77"(f))n>0 sur des intervalles saccumulant en l'infini, [Rz, , +oo| et non pas sur R

tout entier.

Lemme 46: Si f : RT — R¢ est asymptotiquement presque périodique, alors

i 1@

t—too
Démonstration. Pour ¢ = 1, A¥ contient une infinité de pseudo périodes 7" tendant vers
oo et vérifiant
IfE+T)=fOI <1, Vt= Ry,
pour des instants Ry > 0 dépendants de 7. Alors pour tout entier n > 0
|f(t+nT)— f)]| <n, Yn=>0,Vt>Rr.

D'ol, en prenant, t = Ry, s > 0 vérifiant nT" < s < (n + 1)7T pour un certain entier n,

t'= Ry + s —nT et C(T) := supgyer || f(t + Rr) — f(Rr)]|

If(Rr +s) = f(Br)[| < [If(t +nT) = FEO + [If () = f(Br)l] < n+C(T),

R+ ) — 1) < 4+ ST
RO
e |5 < 7

On conclut la preuve en remarquant qu’on peut choisir 7" aussi grand que 'on veut. []

Le lemme suivant, similaire au lemme 6.7 de [Sai71], permet de décomposer toute

fonction f(t) = (fi(t),..., fa(t)), lorsqu’on suppose que la fonction
t€ [0, +oo[s (€20 ) ¢ g,

est asymptotiquement presque périodique.
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Lemme 47:Si f : RT — R? est asymptotiquement presque périodique modulo 74, il
existe alors p € R? et g : RT — R? asymptotiquement presque périodique tels que
f(@)

f(t)=pt+g(t), Vt>0 etdonc lim —= =p
t—+oco

Démonstration. On choisit € > 0 de sorte que deux entiers du réseau 7Z¢ soient au moins
a distance 2¢ 'un de I'autre. Par hypothése on peut trouver une suite de pseudo-périodes
T — 4o et des constantes Ry > 0 telles que

d(ft+T),f(t) <e Vt> Ryr.
Pour chaque t > Ry, on peut trouver un entier k(t,T) € Z% tel que

If(E+T) = f(t) = k(t,T)| <e
Par le choix de € et la continuité de ¢t — f(t + 1) — f(¢), la fonction ¢ — k(¢,T) est
localement constante. Par connexité de Ry, +ool, k(t,T7) = k(T) est nécesairement
indépendant de ¢. On vient donc de montrer

[f(E+T) = ft) = k(D) <€ V= Ry
On itére cette inégalité pour ¢, t + 7', t + 27, ... et on obtient
|f(t+nT)— f(t) —nk(T)|| < ne, Vn>0,Vt> Rr.

Pour tout s > 0, il existe un unique entier n vérifiant n7" < s < (n + 1)7T.

On constate que Ry + s sécrit t + nl" avec t = Ry + s — nT, d'ou en posant
C(T) = supgeyer | f(Rr +1) — f(Rr)|,

| 7R+ ) — e 0

Toute valeur d’adhérence de f(s)/s, lorsque s — +o0, se situe a moins de ¢/7" de k(T")/T

H < s% L O(T) + |[k(T)], Vs> 0.

pour une suite de valeurs 7' — +oo. f(s)/s est donc de Cauchy et converge vers un réel

p. On pose ¢(t) = f(t) — pt. En reprenant les calculs précédents, on obtient
lg(t +T) —g(t) = (k(T') = pT)|| <€, Vt > Ry,
lg(t +nT) — g(t) —n(k(T) — pT)|| < ne, Vn =0, Vi > Ry.

Comme g(s)/s — 0, lorsque s — +o00, en divisant par n, puis en faisant tendre n — +oo,
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on obtient
|k(T) — pT|| <,
lg(t+T)—g@®)| <2 Vt> Ry

On vient de montrer que A¥(f) C A¥(g) : g est bien asymptotiquement presque pério-

dique. O

B.II. Vecteur de rotation

Les deux lemmes précédents vont permettre de démontrer qu'une orbite asymptoti-
quement presque périodique admet un vecteur de rotation. Il est cependant nécessaire

de demander au systéeme une condition de stabilité tres forte.

Définition 48. On dira qu'une orbite (¢'(2))=o du systtme dynamique quotient est

positivement stable si

Ve>0,36>0,Vz e RY,  d(z,2) <6 = supd(d(z),d'(2)) <e.

t>0

La stabilité positive au sens de la définition 48 est tres forte et permet de montrer
que toute orbite appartenant au bassin d’attraction d’'une orbite stable admet un nombre

de rotation.

Théoréme 49: On considere le flot ¢ d’un systéme dynamique & = F(z) ot F : R¢ — R?
est uniformément Lipschitzienne et péridoque. On suppose que '’ensemble w-limite dans
T? d’une orbite (¢'(z)),>( contient une orbite positivement stable au sens de la définition
48. 1l existe alors p(z) € RY, appelé vecteur de rotation et g, : [0, +o0o[— R¢, asymptoti-

quement presque périodique, tels que,

¢
¢'(z) = p(x)t + g.(t), t>0, etdonc tli+m ¢ ix)

= p(z).

Démonstration. Soit z une valeur d’adhérence de (¢*(z));>o. Alors il existe une suite de

temps (R,), tels que R,.1 — R, — +oo et PP () — z. Soit e > 0 et § > 0 donnés par la
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définition 48. Alors pour n suffisamment grand,
(@™ (x),2) <6, d("+1(x),2) <6,
A0 (2),9'(2)) <€, d(@"+1H(2),¢!(2)) <€, VE=0.
En posant T,, := R,,; — R,, on obtient
(@™ ! (x), ¢ (x)) < 26, Vt> R,
En posant f(t) = ¢'(x), on vient de montrer que 7,, € A%, de la définition 45 et donc
que f est asymptotiquement presque périodique modulo Z%. Le lemma 47 entraine alors

lexistence du nombre de rotation p et de la décomposition ¢'(z) = pt + g(t) ou g est

asymptotiquement presque périodique. O]
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