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Résumé

Cette these aborde deux sujets de recherches, le premier est sur 'existence et 1'uni-
cité des solutions des Equations Différentielles Doublement Stochastiques Rétro-
grades (EDDSRs) et les Equations aux Dérivées partielles Stochastiques (EDPSs)
multidimentionelles a croissance surlinéaire. Le deuxiéme etablit 'existence d'un
contréle optimal strict pour un systéme controlé dirigé par des équations différen-
tielles stochastiques progressives rétrogrades (EDSPRs) couplées dans deux cas de

diffusions dégénérée et non dégénérée.
e Existence et unicité des solutions des EDDSRs multidimentionnels :

Nous considérons EDDSR avec un générateur de croissance surlinéaire et une
donnée terminale de carré intégrable. Nous introduisons une nouvelle condition
locale sur le générateur et nous montrons qu’elle assure I'existence, 'unicité et la
stabilité des solutions. Méme si notre intérét porte sur le cas multidimensionnel,
notre résultat est également nouveau en dimension un. Comme application, nous

établissons 'existence et 'unicité des solutions des EDPS semi-linéaires.
e Controle des EDSPR couplées :

Nous étudions un probleme de controle avec une fonctionnelle cotit non linéaire
dont le systeme controlé est dirigé par une EDSPR couplée. L’objective de ce
travail est d’établir I'existence d’un contréle optimal dans la classe des controle
stricts, donc on montre que ce controle vérifie notre équation et qu’il minimise la
fonctionelle cotit. La méthode consiste a approcher notre systeme par une suite
de systemes réguliers et on montre la convergence. En passant a la limite, sous
des hypotheses de convexité, on obtient I'existence d’un controle optimal strict. on
suit cette méthode théorique pour deux cas différentes de diffusions dégénérée et

non dégénérée.
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Abstract

In this Phd thesis, we considers two parts. The first one establish the existence
and the uniquness of the solutions of multidimensional backward doubly stochastic
differential equations (BDSDEs in short) and the stochastic partial differential
equations (SPDEs in short) in the superlinear growth generators. In the second
part, we study the stochastic controls problems driven by a coupled Forward-
Backward stochastic differential equations (FBSDEs in short).

e BDSDEs and SPDEs with a superlinear growth generators :

We deal with multidimensional BDSDE with a superlinear growth generator
and a square integrable terminal datum. We introduce new local conditions on
the generator then we show that they ensure the existence and uniqueness as
well as the stability of solutions. Our work go beyond the previous results on
the subject. Although we are focused on multidimensional case, the uniqueness
result we establish is new in one dimensional too. As application, we establish the
existence and uniqueness of probabilistic solutions to some semilinear SPDEs with
superlinear growth generator. By probabilistic solution, we mean a solution which
is representable throughout a BDSDEs.

e Controlled coupled FBSDEs :

We establish the existence of an optimal control for a system driven by a
coupled FBDSE. The cost functional is defined as the initial value of the backward
component of the solution. We construct a sequence of approximating controlled
systems, for which we show the existence of a sequence of feedback optimal controls.
By passing to the limit, we get the existence of a feedback optimal control. The
convexity condition is used to ensure that the optimal control is strict. In this part,

we study two cases of diffusions : degenerate and non-degenerate.
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Chapitre 1
Introduction générale

Dans cette these, on traite deux problemes. Le premier porte sur 'existence
et I'unicité des solutions des Equations Différentielles Doublement Stochastiques
Rétrogrades (EDDSR), avec application aux Equations aux Dérivées partielles Sto-
chastiques (EDPS) a croissance surlinéaire. Le deuxiéme concerne 'existence d’'un
contréle optimal pour un systéme dont la dynamique est dirigée par des Equations
Différentielles Stochastiques Progressives Rétrogrades (EDSPR) couplées a diffu-
sion non dégénérée et aussi a diffusion dégénérée. La these est formée des travaux
[15, 16, 17].

1.1 Controéle stochastique d’EDSPR couplées

1.1.1 Motivation

Les équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades (EDSPR)
apparaissent dans des problemes de contrdle stochastique. Par exemple, dans la for-
mulation stochastique du principe du maximum de Pontryagin pour des systemes
contrélés dont la dynamique est gouvernée par une équation différentielle stochas-
tique (EDS) d’It6, I'equation adjointe est une équation différentielle stochastique
rétrograde (EDSR). Une équation différentielle stochastique progressive-rétrograde
(EDSPR) est un syteme composé par une EDS et une EDSR. L'EDSPR est dite

découplée (ou markovienne) si la variable de 'EDSR ne rentre pas dans I'EDS, et
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elle est dite couplée si 'EDS et 'EDSR sont imbriquées 'une dans 'autre. En 1993,
Antonelli a donné dans [3] le premier résultat d’existence et unicité des solutions
pour une EDSPR. Vu les nombreuses applications de ses équations aux EDP, en
finance et au controle stochastique, plusieurs travaux ont été consacrés a 1’étude
des EDSPR, parmis lesquels on peut citer les travaux (Ma-Protter-Yong, Delarue,
Hu-Peng, Peng-Wu, Hamadene, Li Juan [44, 27, 52, 33, 40]). En lien avec le sujet
de la présente these, Buckdahn et al ont établi dans [24] I'existence d’un contrdle
strict pour des EDSPR découplées en utilisant les équations de Hamilton Jacobi
Bellman (HJB) et Bahlali et al ont établi dans [14] un résultat similaire par une
méthode directe de compacité des lois des solutions de 'EDSPR, contrélée consi-
dérée. La partie controle ’EDSPR de cette these s’'inspire des travaux [14, 24] et
étend ces derniers aux EDSPR couplées. Dans le cas ou la diffusion est dégéné-
rée, on établit 'existence d'un controle optimal strict pour des EDSPR couplées
sous des conditions de Lipschitz globales sur tous les coefficients et la condition de
G-monotonie sur le coefficient de 'TEDSR. Ces hypothéeses garantissent I’existence
et I'unicité de 'EDSPR considérée. Ils permettent également de montrer que la
variable Z est bornée, ce qui est crucial pour la démarche suivie car ceci permet
de voir Z comme un contrdle. Dans le cas ou la diffusion est non dégénérée, on
établit 'existence d’un contréle optimal strict pour des EDSPR couplées sous des
hypotheses de Lipschitz sur tous les coefficients. La G-monotonie est, elle, suprimée
dans ce cas.

On va commencer par préciser le probleme a étudier. On donnera ensuite les
résultats antérieurs et enfin les deux résultats qu’on a obtenus.

Soit T'> 0 et t € [0, T]. Soient b, o, f et ® des fonctions définies comme suit :

b:RIx R xR?x U — RY,

o:RIx R x U — R4,

fRIXRxRIxU— R,
P : R - R.

Soit v := (£, F, P) un espace de Wiener, avec ) est I’espace des fonctions
continues de [0, 7] dans R? (Q = Cy([0,T]; R?)), F le complément du o-algebre de



Chapitre 1 : Introduction générale

borel sur 2 et P la mesure de Wiener. Soit W le processus canonique : Wy(w) =
ws, s € [0,T], w € Q. on note par F = {F;, 0 < s < T} la filtration naturel
engendrée par {W;};>o et complétée par les ensembles de mesure P-nuls.

On définit les espaces suivants :

— S2(t, T;R™) est 'espace des processus continues (X, s € [t,T]), (Fi)-
adaptés, & valeurs R™ satisfaites E[sup,<,q | Xs|*] < oo,

— H2(t, T;R™) est l'espace des processus (Zs, s € [t,T]), (F;)-prévisibles,
satisfaites K[ | Z,|2ds] < oo,

— M2(t, T;R™) est I'espace de tout les martingales de carrée integrable cadlag
M = (M)sep,r & valeurs R™, avec M, = 0,

— U, (t) est I'ensemble des controles admissibles, c-a-d I’ensemble des processus
(us, s € [t,T]) (F;)-progressivement mesurables a valeurs dans un métrique
compact U de R,

Considérons le systeme contrdlé d’EDSPR, couplées, défini sur [t, T] par :

dXz,z,u — b(X;ﬁ,a:,u’ Y;t@,u? Zﬁ,a:,u7 US)dS + O.(X;,a:,u’ Y;t,:t,u) ug)dWs’
dY'st,:c,u — _f(X?x,u’ }/st,gc,u7 Z;,:c,u7 us)ds + Z;’x’udWs + d]w;f,gc,u7
<Mt,:c,u’ W)s — 07

Xtt,a:,u =z, Yjé,x,u — (I)(X’?x,u% Mzﬁ,w,u — O

(1.1)

Y

ou Xbru yhtou ZLzu gont des processus (F;) adaptés, de carré integrables et
M5*" est une (F;)-martingale de carré integrable et orthogonale & W (la filtra-
tion (F;) n’est pas nécessairement Brownienne ce qui explique la présence de la
martingale M%**). La variable contrdle u est un processus (F;)-adapté qui prend
ces valeurs dans un espace métrique compact U de R?. b, o, f et ® seront appelés
coefficients de 'EDSPR.

Dans la suite, le systeme stochastique v := (2, F, P, (F), W) varie avec le

controle.

Définition 1.1.1 Une solution de ’EDSPR précédente est un quadruplet
(X750, Yz MPSY) qui appartient @ S2(t, T;RY) x S2(t,T;R)
XH2(t, T;RY) x M2(t, T;R) et qui vérifie I'équation (1.1).
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Définition 1.1.2 Un controle 4 est dit optimal s’il vérifie :
Y = essinf{)@t’x’“, u € L{l,(t)} =V(t, x). (1.2)

Si de plus, 0 € U, (t) alors i est appelé controle optimal strict.

La fonction V' definie ci-dessus est appelée fonction valeur.

L’objectif est d’établir I'existence d’un controle optimal strict pour le probleme
(1.1)—(1.2).

1.1.2 Résultats antérieurs

Dans la suite, pour (¢, z) € [0,T] x R? et pour s € [t,T], on notera Y* := Yo,
Dans [24], Buckdahn et al considerent le systeme d’EDSPR découplées controlées

suivant :

AX" = b(X", ug)ds + (X, ug)dW,,

dYY = — [(X%, Y2, Z% ug)ds + Z4dW, + dM,
(M, W), =0,

Xt =z, Y#=&(XL), M!=0,

(1.3)

Les coefficients b, o, f et ® sont définis comme suit :
b:RIXU -RLo:RIXU =R fRIXRXxRIXU—-Retd:RI =R
satisfont les hypotheses suivantes :

(A1) Les fonctions b et o sont bornées.
Pour chaque x € RY, les fonctions b(x,-) et o(x,-) sont continues sur U.

Il existe une constante C' > 0, telle que, pour tout z, 2’ € R% et v € U.

|b(I7U) - b([L’l,’U” + |0'(IL‘,U) - O'(:L',,’U)‘ < C|Jf - ZL‘I|.

(A2) Les fonctions f et ® sont bornées.

Pour chaque (z,y,2) € R? x R x R? la fonction f(z,v, 2,-) est continue sur
U.

Pour tout z,2' € R%, 5,9/ € R, 2,2/ € R? et v € U.

|[©(z) = ©(@) + | f(2,y,2,0) = [y, 2, 0)| S Cllz = 2| + |y = /[ + [z = 2]).

4
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Sous les hypotheses (A1) et (A2), TEDSPR (1.3) admet une unique solution.

Hypothese de convexité.

Pour tout (z,y) € R? x R, il existe un sous ensemble compact A
de R x R% x U tel que

(H) AD { (o*(x,v)w,0,v)|v € Uyw € RY s.t. |o*(z,v)w| < K }
tel que I'ensemble suivant est convexe :

{(EX)(2,y,2,0,0),B(x,y,2,0,0))|(z,0,v) € A},

Sous les hypotheses précédentes, Buckdahn et Li [25] ont montré que la fonction
valeur associée a 'EDSPR précédente est une solution de viscosité d'une EDP de
type Hamilton-Jacobi-Bellman. Dans [24], Buckdahn et al ont établi l'existence
d’un controle optimal. Leur approche consiste a régulariser les coefficients o, b
et f, considérer la suite d’équations de HJB associées aux coefficients régularisés
ainsi que la suite de problemes de contréle. Ils établissent alors ’existence d’'une
suite de controles feedback (ou markoviens). Ils obtiennent enfin I’existence d'un

controle optimal strict par passage a la limite.

Théoréme 1.1.3 (Buckdahn et al [24)).

On suppose que les hypothéses (A1), (A2) et (H) sont satisfaites. Alors, pour
tout (t,z) € [0, T] x R%, il existe un systéme stochastique v, un controle admissible
U € Uy(t) et un processus (XH=0 Yot Ztea Ntai)y ¢ S2(t T;RY) x S2(t, T; R) x
H2(t, T;RY) x M2(t, T;R?Y) qui est solution de 'EDSPR (1.3) dans v tels que

Yy = V(t,x) = essin, () 2) G

v

Dans [14], Bahlali et al ont considéré le systeme d’EDSPR découplées contrdlées

suivant :

t t
X, ::c—l—/ b(s,Xs,us)der/ o (5, X)W,
0 0

T T 1.4
Y; = g(XT) +/t f(X:aYsu>us)d8+/t stWs + (MT - Mt)7 ( ’ )
(M, W)s =0, se[t,T] et My =0,

ou les fonctions b, o, f et ® sont définies comme suit :
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b:[0,T]xRExU—RE 0:[0,T] x RT =R f:[0,T] xRIxRxU—R
g:RY = R.

La fonctionelle cofit est définie par :

T(t,,u) = E(l(YO) n /OT h(s, X, Y, ut)dt>, (1.5)

ot h et [ sont définies par h: [0,T] x R* x Rx U — Ret [ : R — R et satisfont
les hypothéses suivantes :
(B1) Les fonctions b, o, f et g sont continues,
Il existe une constante K; > 0 tels que, pour chaque (¢, z,y,u) € [0,T] x R x
R x U on a
[b(t, z,u)| + |o(t, )| + [g(2)] < Ki(1+ [z]).

[F(t 2y, w)| < K1+ |2 + [yl)-

(B2) Pour chaque t € [0,T], z,2' € R, y, i/ € Ret u € U, on a

(2, y,u) = f( 2y u)| < K(le =2 + |y — o).

|b(t, z,u) — b(t, 2" u)| < K |z —2'].

|0-(t7$) - O'(t,ZL'/)l <K |.I‘ - ZL'/|.

(B3) Les fonctions h et [ sont continues et a croissance linéaire en (z,y) unifor-
mément par rapport a (¢, u).

La fonction h est uniformément lipchitzienne en (x,y).

(B4) (Condition de convezité). Pour tout (t,z,y) € [0,T] x R? x R, 'ensemble
(b, fyh)(z,y,U) == {bi(t, z,u), f(t,z,y,u)\u € A, i =1,2....., d} est convexe fermé
de R+,

Dans [14], Bahlali et al ont établi I'existence d’un contrdle optimal relaxé en
utilisant la compacité des lois de Y dans l'espace D de Skorokhod muni de la
topologie S de Jakubowsky. La condition de convexité permet ensuite de montrer

I'existence d’un controle optimal strict.

Théoréme 1.1.4 (Bahlali et al [1])]).
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On suppose que les hypothéses (B1)-(B3) sont satisfaites. Alors, il existe un controle
relazé pour le probleme de contrile (1.4)—(1.5).
Si de plus on suppose que U’hypothése (B4) sont satisfaites, alors le probléme

de controle (1.4)—(1.5) admet un contréle optimal strict.

1.1.3 Résultats de la présente these sur le controéle sto-

chastique des EDSR couplées

Dans cette partie, on va présenter les deux résultats obtenus dans cette these
sur l'existence d’'un controle optimal pour des systemes dirigés par des EDSPR
couplées. Ces résultats étendent, en un sens, ceux de [14, 24], aux EDSPR, décou-
plées.

La fonction valeur est une solution de viscosité de ’équation de HJB suivante :
Pour (t,z) € [0,T] x R?

0
a‘/(t,x) + iIE%H(t, z, V(t,x),V,V(t,z), VeV (tz),v)=0,

V(T,z) = ®(z), v € R

(1.6)

Avec,
]' *
H(z,y,p, A u) = St ((eo™)(x,y,u)A) + b(z,y,p o(z,y,u),u)p

+f(x,y,po(x,y,u),u).

Outel0,T],zeR) yeR, peRY veUet Aec S S?est 'espace des matrices
carrées d X d symétriques.

Les variables V.V présente le gradient et V.,V la matrice hessienne de V.

Nous avons besoin des hypothéses suivantes. On note A := (z,y, 2).

(H1) 1l existe une matrice G (1 x d) de rang maximal telle que la fonction

—GTf
A(t, \) = Gb (t, N,
Go



Chapitre 1 : Introduction générale

vérifie

A(t, A) est uniformément Lipschitzienne en A, et pour chaque A\, A(-,\) €
H2(0,T;RY x R x RY);

®(x) est uniformément Lipschitzienne en x € RY et pour chaque z €
R, &(x) € L, Fr, P;R).
(H2) La condition de G-monotonie :

(A(t,2) — At ). A — %) < — GG — Bo(|GTF + |GTZ2)

(©(z) — ©(7),G(z — 7)) > m|GZP*, T=2-7, J=y-7, 2=2-7%,
avec 1, B2, 1 des costantes positives 51 + G2 > 0, fa + 1 > 0.
(H3) Pour chaque (z,y,2) € RY x R x R? les foncions b(z,y, 2,.), o(z,y,.) et
f(z,y,z,.) sont continues en u € U.

(H4) Les fonctions b, o, f et ® sont bornées.

(H5) 1 existe K > 0, tel que pour tout u € U, (z,y,2) et (2/,¢,2') in
R? x R x R

lo(z,y,u) — oz’ ', u)| < K(lz — 2| + [y — y/]).
|®(z) — @(2)| < K|z — /).

[b(z, y,u) = b,y u)| < K(lo — 2| + |y — ¢/]).

[f(,y,2,0) = (2, y), 2 u)] < K(jo = 2| + ly — o] + ]2 = 2]).

(H6) Pour chaque (x,y,2) € R" x R™ x R™*4  * les fonctions b(z,y,.), o(x,v,.)

et f(z,y, z,.) sont continues.

(H7) Pour tout (t,z,y) € [0,T] xR xR, (€ R ueU:

(¢ alz,y,u)) > NC]?, avec a:= oo*
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(C) La condition de convexité

Pour tout (z,y) € R? x R I'ensemble suivant est convexe :

{((oco") (@, y,u), 20" (x,y,u), b(z, y, wo (z,y,u),u), f(z,y,wo(x,y,u),u))|
(u,w) € U x Ba(0)},

Cas ou la diffusion peut dégénérer

Dans cette partie, on va suivre la méthode développée par Buckdahn et al
[24]. Cela consiste a approcher notre systeme d'EDSPR par une suite de systemes
réguliers qui possedent des controles markoviens, et ensuite passer a la limite pour
obtenir ’existence d’un contole optimal. On utilise des techniques le découplage des
EDSPR, les résultats de Krylov [35] sur la régularité des solutions de HJB quand
les coefficients sont réguliers et les résultats de El Karoui et al. [29] sur I'existence
de controles relaxés pour des systemes dirigés par des équations différentielles

stochastique progressives d’Ito.
Théoreme 1.1.5 On suppose que :
1. L’équation de HJB (1.6) admet une unique solution de viscosité.

2. Les conditions (H1)—(H4) et (C) sont satisfaites.

Alors, il existe un contréle optimal strict pour le probléeme de contrile (1.1)—
(1.2).

Cas ou la diffusion est non-dégénérée

Dans le cas ou la diffusion est non-dégénérée, on considére le systeme controlé

suivant :

dX;S,x,u — b(X;E,z,u7 Y;t,m,u’ us)ds + J(X;S,m,u’ Y;t,a:,u’ us)dWS,
dY;t,x,u — _f()(ﬁ@,u7 Y'St,a:,u’ Zg,az,u’ U3>d8 + Zg,x,udWs + d]\/[g,a:,u7
th,gc,u7 W)S — 07

Xf,a;,u =z, Yf]é,x,u — CI)()(%:L’,U)7 Mtt,x,u — O,

(1.7)

Dans ce cas on remplace la condition de G-monotonie par la condition de non-

dégénéréscence. La difficulté est que TEDSPR (1.7) peut ne pas avoir de solutions
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pour tous les controles admissible. Cependant, 1’équation (1.7) admet des solutions
uniques pour tous les controles constants, voir [27]. Donc, pour parer a la difficulté
initiale, on a été amenés a changer la définition des controles admissibles afin de
s’assurer que I’ensemble des controles admissibles n’est pas vide. On suivra le méme
schémas de raisonnement que dans le cas dégénéré précédent mais les techniques

qui seront utilisées sont différentes.

Définition 1.1.6 L’ensemble des controles admissibles U, (t) est 'ensemble des
processus (F)—adaptés a valeurs dans un espace métrique U telle que I’EDSPR

(1.7) admet une unique solution.

Théoreme 1.1.7 On suppose que :
1. L’équation de HJB (1.6) admet une unique solution de viscosité.

2. Les conditions (H4)—(HT7) et (C) sont satisfaites.

Alors, il existe un controle optimal strict pour le probléme de contrile ((1.7)—

(1.2)).

1.2 Equations différentielles doublement stochas-

tiques rétrogrades et EDP stochastiques

1.2.1 Motivation

En 1994, Pardoux et Peng ont introduit dans [48] les équations différentielles
doublement stochastiques rétrogrades (EDDSR). Ils ont établi I'existence et 1'uni-
cité des solutions avec des hypotheses de Lipschitz et de contraction sur les co-
efficients. De plus, ils ont montré que ces équations sont liées aux équations
aux dérivées partielles stochastiques (EDPS) quasi-linéaires. Par la suite, le lien
entre les EDDSR et les EDPS a été développé dans de nombreux articles (voir
2, 21, 22, 23, 26, 32, 58, 61]). Plusieurs auteurs ont réussi a établir 'existence
et I'unicité des solutions dans des conditions plus générales que les hypotheses de
Lipschitz (voir par exemple [41, 54, 58, 62, 64]). Dans un cas unidimensionnel, les
méthodes de comparaison ont été principalement utilisés pour déduire 1’existence

de solutions pour des EDDSR avec des générateurs continues (voir e. g [30, 54, 64]).

10
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Dans le cas multidimensionnel, le probleme est plus délicat car les méthodes de
comparaison ne fonctionnent plus. Notez également que, comme pour les EDSRs
classiques, la localisation par les temps d’arréts, est inefficace pour les EDDSR. Par
conséquent, les articles précédents ont considéré des EDDSR multidimensionnelles
avec des hypotheses globales sur le générateur, comme la condition de Lipschitz
globale ou monotonie globale. Récemment, I'existence et 1'unicité de solutions ont
été établis dans [58] pour des EDDSR sous certaines hypotheses locales sur les
générateurs. Cependant, les conditions utilisées dans [58] sont une retranscription
de celles introduites par Bahlali et al dans [9]. Plus précisément, Wu et Zhang [58]
ont etudié le cas ou le générateur est localement monotone avec des conditions
supplémentaires. Mais les générateurs considérés dans [58] restent de croissance
sous linéaires.

Dans cette partie de la these, on considere des EDDSR multidimentionnels
avec des générateurs a croissance surlinéaire et une donnée terminale de carrée
intégrable. On introduit des nouvelles conditions locales sur les générateurs, et
on montre que ces dernieres assurent l'existence et I'unicité ainsi que la stabilité
des solutions. En conséquence, on établit 'existence et unicité des solutions des
EDPS semilinéaires associées sous les mémes conditions sur les générateurs. On
commencera par préciser le probleme a étudier. On donnera ensuite les résultats
antérieurs et enfin les résultats qu’on a obtenus.

Soient (€2, F,P) un espace probabilisé filtré et (Wy)icpo,r1, (Bt)icpo,r) deux mou-
vements Brownien standard independants & valeurs dans R¢ et R* respectivement.
Pour chaque t € [0,7], on note F; = ]—“gfg Vv }"ﬁ avec FV est définit pour un
processus U par FY, = o{U, —Us, s <r <t} VI ot N est la classe des
ensembles de P-null de (F). A noter que la famille (F;) n’est pas une filtration car
elle n’est ni croissante ni décroissante. On définit les espaces suivants :

—  M?*(0,T;R") :=I'ensemble des processus n-dimentionels mesurables (¢;)o<i<7

telle que B(fy |¢)?dt) < oc.

— 5%(0,T;R") :=I’ensemble des processus n-dimentionels continues (t;)o<i<r

telle que E(supy<,<p [¢[*dt) < o0.
Soient f: [0, T]x QxRIXR>*" — Ré et g : [0, T]x QxRIx R — R¥*! deux fonc-
tions mesurables tels que pour chaque (y, z) € R4 x R f(.,y,z) € M*(0,T;R?)

11
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et g(.,y,2) € M?(0,T;R™!). Soit £ une variable aléatoire (Fr)-mesurable et de
carrée intégrable. Considérons 'EDDSR, définie pour s € [0, T, par

T T - T
Yt:§+/ f(s,}/S,ZS)ds+/ g(s,}g,zs)st—/ ZdW,.  (1.8)
t t t

¢ est la donnée terminale de I’équation et f le le générateur.

Définition 1.2.1 Le couple (Yy, Z;)o<i<r est dit solution de I’équation (E19%) s%l
est (F;)-mesurable, appartient a M?(0,T; R™) x M?(0,T; R™*9) et il vérifie I’équa-
tion (E19%).

Cette partie est consacrée a 'existence et I'unicité des solutions de 1’équation
(E/9¢), avec application aux équations aux dérivées partielles stochastiques asso-

ciées.

1.2.2 Résultats antérieurs

Wu et Zhang ont établi, dans [58], 'existence et I'unicité des solutions d’une
EDDSR avec un générateur f qui est localement monotone en y , localement lip-
schitz en z et a croissance sous linéaire en (y, z). En application, ils ont donné une
interprétation probabiliste des solutions (dans un Sobolev) des EDPS quasilinéaire
associées sous les mémes conditions. Leur approche consiste a approximer le gé-
nérateur f par une suite de générateurs (f,),>1 qui est globalement monotone en
y et globalement lipschitizienne en z. A noter que cette approche a été introduite
auparavant par Bahlali et al dans [9] et [10] pour les EDSR classiques.

Dans [58], Wu et Zhang ont considéré les hypotheses suivantes :

(H1) g¢(t,0,0) € M?(0, T;R™<k), et il existe deux constantes K > 0 et 0 < e < 1

telles que pour tout ¢, yq, 21, Yo, 22 :

lg(t, y1,21) — g(t, y2, 22)|* < K |y1 — ya|® + € |21 — 2]

(H2) Pour chaque (t,w), la fonction f(t,w, ., .) est continue.
(H3) Il existe K > 0 and 0 < < 1 telles que

[f(ty,2) < K (L4 Jy]" +[2]7).

12
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(H4) Pour tout N € N, il existe uy € R telles que, pour tout yi, yo, 2 satisfaisant
ly1], |y2l, 2] < N, on a:

(yl - y2>‘(f(t7y17 Z) - f(tvy%z)) < KN ‘yl - y2|2‘

(H5)  Pour tout N € N, il existe Ly > 0 tel que, pour tout yi,y, z satisfaisant
ltal, Jy2|, 12| < N, on a:

|f(t7yazl) - f(t7ya 22>| S LN |Zl - 22|-

Théoréme 1.2.2 (Wu et Zhang [58]) On suppose que (H1)-(H5) sont satisfaites.

De plus, on assume que

(1 + pyLy) exp(2upT + L0~ 'T)
N2(1-7)

— 0, N — o0, (1.9)

avec 0 < 0 < 1 — €. Alors 'EDDSR (E/9%) admet une solution unique.

Remarque 1 A noter les hypothéses (H1)-(H5) ont été initialement introduites
dans [9, 10] ou des résultats d’existence et unicité des solutions pour des EDSR

classiques ont été obtenus sous la condition (1.9).

On passe a I'application aux EDPS. Soient o, b, F' et G des fonctions mesu-

rables définies comme suit :

o RF — RFx7, b: RF — RF, H : RF — RF, F:[0,T] x RF x
RY x R>"— R? et G :[0,T] x RF x RY x R¥>*" — R,

Pour (¢,z) € [0, T] x R, on note (X*);<.<7 l'unique solution de 'EDS :
X5 = o(XI®)ds + o(XPD)dW,, X" = (1.10)
On considere 'EDPS :
T
u(s,z) = h(x) +/ {L(r,x) + F(r,z,u(r,z), (U*Vu) (r,z))} dr

T
—I—/ G(r,z,u(r,x), (U*Vu)(r, x)) dB,, t<s<T, (1.11)

13



Chapitre 1 : Introduction générale

ou

d o 2

£= 2 by ™ Zl Ygmdr, () =07
i= ,j
Soit p : R? — R* une fonction intégrable continue. On note H 1'ensemble

des champs aléatoires {u(t,z), 0 <t < T, z € R} tels que pour tout (¢,z) €
[0,T] x RY, u(t,x) est (F{%)-mesurable et 0*Vu appartient & L*((0,T) x R? x
Q; dt ® p(z)dr @ dP ). On considere 'TEDDSR

T
VI = RXE) 4 [ R XY 2
T T
+/ a(r, Xﬁ’“,Y?}*‘”,Zﬁ"E)dBT—/ Z0qW,, t<s<T.  (1.12)

Définition 1.2.3 On dit que u est une solution au sens de Sobolev de I’EDPS
(1.11), si u € H et satisfait pour tout ¢ € C=([0,T] x R?),

. /tm( 2)0:6(s,2) ds da+ [ u(t.)p(t,2) do— [ h(z)$(T.2) do

;/Rd tT(U*Vu)(s,x) ds dxr — /Rd/t u div((b— A)op)(s,z) ds dx

L.
* ol

0t b= (b, .y bg)*, A= (A1, ., Ag), et Ay =134 % 1 <5<,

=1 Qx; >

F(s,z,u(s,x), (c"Vu)(s,x) ¢(s,x) ds dz

G(s,z,u(s,x), (c"Vu)(s,x) ¢(s,z) dB;s dz,

~+ ﬂb\,ﬂ

On considere les hypotheses suivantes :
(H6) Il existe K > 0 et v € [0,1) tel que pour tout t,z,y, z

[F(tz,y,2)| < K (L+ |y[" + |2]).

(H7) Pour (t,z) fixé, F(t,z,.,.) satisfait (H2), (H4) et (H5).
(H8) Pour (t,z) fixé, G(t,z,.,.) satisfait (H1) et la fonction G vérifie

// G(t,z,0,0)|*dt p(z) dr < oo,
R4

14
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(H9) h appartient & L2(RY, p(z) dz)

(H10) beC(RERY)  and o e C}(RF,RET)

Théoréme 1.2.4 (Wu et Zhang [58]) On supoose que les hypothéses (H6)—(H10)
et la condition (1.9) sont satisfaites. Alors, 'EDPS (1.11) admet une unique so-

lution au sens de Sobolev.

1.2.3 Résultats de la présente these sur les EDDSR et les
EDPS

Les résultats qui suivent ont été obtenu dans [15]. Ils étendent aux EDDSR les
résultats obtenus pour les EDSR classiques dans [8, 11, 13]. On établit 'existence
et I'unicité ainsi la stabilté I? (p < 2) des solutions de 'EDDSR (E(:9¢)) lorsque

le générateur f est a croissance surlinéaire en y et z.

Les coefficients f et g satisfont les hypotheses suivantes :
(B.
(B.2) Tlexiste K >0, M >0, et neL'(Q;LY[0,T])), tel que pour chaque
(y’ 2) c Rd % Rdxr7

1) La fonction f est continue en (y, z) pour presque tout (¢,w).

(y, f(t,w,y,2)) <me+ My + Kly||z| P —p.s., ppt te[0,T]

(B.3) g est continue en (y, z) pour presque tout (t,w), et il existe L >0, 0 <
A<1l, 0<a;<l,etn € L%([O,T] x ) tel que pour chaque (t, w, y, ¥/, z, ') €
0, T] x Q x (RY)? x (R¥*")2,

(¢) l9(t,y,2) — gty 2 )P < Lly — y'I + Az = &'

(i1) lg(t,y, 2)| < mp+Ll|y|** 4+ A|z|*t. (B.4) Il existe M; >
0, 0<a<2 o>1cet 7eL(0,T] xQ) tel que pour chaque (¢, w, y, z) €
0, T] x Q x R x R*7,

f(tw,y,2)| < e+ Ma(Jyl® +12%).

(B.5) Mexiste v € L2 (Q; L%([0,77])), une suite réelle (Ay)y>1 et deux constantes
My > 1, r>0 tels que

15
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(1) VN>1, 1< Ay <N,

(77) limpy_0o Ay = 00,

(ii7) Pour chaque N € N*et (¢, w, y, v, 2, 2’) € [0, T] x Q x (R?)% x (R¥*")2
tel que |y, ||, |z], |#/| < N, ona

=y f(ty,2) = f(t, Y ) Lu=ny < Maly — o/ log Ay
+ Maly — /|| — 2| \/log Ay + My AR

Le premier résultat de [15] est le suivant.

Théoréme 1.2.5 ([15]) Sous les hypothéses (B.1)-(B.5), 'EDDSR (1.8) admet

une solution unique.

L’application aux EDPS est la suivante. On considere 'EDS-EDDSR (1.10)—
(1.12). L’EDPS associée ce systeme d’EDS-EDDSR est donné par ’équation (1.11).
On montre que sous les hypotheéses du théoreme précédent, 'EDPS (Sobolev)

unique.

On note par CL*°([0, T] x RY) 'ensemble des fonctions de classe C1* & support
compact.

Hypotheses. On suppose qu’il existe 6 > 0 tels que :

(B.10) La fonction h appartient a L2(R¥ e=°lFldz; R?) et vérifie
/d b (z)]* e~*lFlde < co.
R

(B.11) La fonction F(t,z,.,.) est continue pour presque tout (t,z).
(B.12) T existe M >0, K >0 et n € L1([0,T] x R, e~%ldtdz; R,), tel que

(, F(t,2,y,2)) <n(t,) + Myl + K Jyl|2]  P-as.aete0,T].

T
(B.13) /k/ |G (t,2,0,0)[ e ldtdr < oo et il existe L > 0, 0 < X < 1,
r+ Jo

0<ap <1, et ne L%([O,T] X Rk,e—d\xl dt dz; Ry), tel que pour chaque
(tu T, Y, yla Z, Z/) € [OaT] x RF x (Rd)z X (Rdxr)27

16
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() 1G b2,y 2) — G(tany, ) < Lly -y + Az — 2.
(i) |Gt 2y, 2)| < n'(t,x) + LIy|™* + Az|

(B.14) I existe M, >0,0<a <2, a >1etneL([0,T] x RF, e~ldtdr; R,)
telle que
|F (&, y, 2)| < a(t, @) + My (ly" + |2]7) .

(B.15) 1l existe » > 0 et My > 0, telle que pour tout N € N*, et pour tout
(t, z,y, 9, 2, 2') tel que " |y|,1y'],]z|,|2'| < N, on a

! <
MglogN<N+|y—y'2> + /Mylog Nly —4/||z — 2|

Le deuxiéme résultat de [15] est le suivant.

(y—v, F(t,z,y,2) — F(t,z,y,7)) <

Theorem 1.2.1 ([15]) On suppose que (B.10)-(B.15) sont satisfaites. Alors, L’EDPS
(1.11) admet une solution (Sobolev) unique u telle que pour tout t € [0, T,

u(s, X!*)y =Y et o*Vu(s, X0¥) = 7%, (s,w,z) € [t, T] x Q x R¥,

ou {(XL®, Yh* Zt*) t < s <T} estl'unique solution de ’EDS-EDDSR (1.10)—
(1.12).
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Chapitre 2

Existence d’un contrdle optimal
pour des EDSPR dans le cas

Introduction !

La théorie de controle stochastiques a intéressé de nombreux chercheurs, tant
pour son aspect théorique, que pour ses applications liée a des problemes dans le
monde réel.

Il existe une vaste littérature consacré a la théorie de controle stochastique des
systemes dirigés par des équations différentielles stochastiques (EDS) et/ou des
EDS-progressives rétrogrades (EDSPR) et des divers aspects ont été étudiés. Les
principaux développements concernent 'existence d'un contréle optimal, principe
du maximum de Pontryagin (ou les conditions d’optimalité sont nécessaires) et le
principe de Bellman ( appelé aussi principe de programmation dynamique), voir
par exemple [14, 20, 25, 24, 29, 31, 34, 36, 40, 41, 52]. L’existence d’un contrdle
optimal strict pour des systemes modélisés par un systeme d’EDSPR découplés est
établit en [14] et [24] par deux méthodes différentes. Dans [14], 'approche consiste

& montrer directement l'existence d’un controle relaxé en utilisant une méthode de

1. Dans ce chapitre, on reprend les définitions, les notations, les équations et les hypotheses
considérés dans le chapitre 1 : Introduction générale.
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compacité et de la S-topology de Jakubowsky. Dans [24] les auteurs passent par les
équations de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) associées au probléeme de controle.
Cela leur permet de construire une suite de controles feedback optimaux. Ensuite,
ils passent a la limite et ils utilisent le résultat de [29] et la condition de convexité

afin d’obtenir 'existence d’un controle optimal strict.

Dans ce chapitre, on étudie un probléeme de controle optimal strict pour des sys-
temes controlés dirigés par des EDSPRs couplées. Le résultat obtenu est considéré

comme 'extention des résultats de [14] et [24].
Soit T'> 0 et t € [0, T]. Soient b, o, f et ® des fonctions définies comme suit :

b:RIx R xR x U — RY,

o:RIx R x U — R4,

f RIXRxRIxU— R,
d:RY = R.

Soit v := (£, F, P) un espace de Wiener, avec ) est I’espace des fonctions
continues de [0, 7] dans R? (Q = Cy([0,T]; R?)), F le complément du o-algebre de
borel sur 2 et P la mesure de Wiener. Soit W le processus canonique : Wy(w) =
ws, s € [0,T], w € Q. on note par F = {F;, 0 < s < T} la filtration naturel
engendrée par {W;}i>o et complétée par les ensembles de mesure P-nuls.
On définit les espaces suivants :
— S2(t,T;R™) est 'espace des processus continues (X, s € [t,T]), (Fi)-
adaptés, & valeurs R™ satisfaites E[sup, <y |X,[*] < oo,

— H2(t, T;R™) est 'espace des processus (Z,, s € [t,T]), (F;)-prévisibles,
satisfaites E[ [, | Z,|2ds] < oo,

— M2(t, T;R™) est I'espace de tout les martingales de carrée integrable cadlag
M = (M;)sep, & valeurs R™, avec My = 0,

— U, (t) est 'ensemble des controles admissibles, c-a-d I’ensemble des processus
(us, s € [t,T]) (F)-progressivement mesurables a valeurs dans un métrique
compact U de R,
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Considérons le systeme controlé d’EDSPR, couplées, définit sur [¢t, T par :

dX;f,:v,u — b(Xﬁ,;t,u’ Y;t,x,u7 Zﬁ,x,u, Us)dS + U(Xﬁ,x,u, Y;t,z,u’ us)dWS’
dY’StJ,u — _f(Xé,x,u’ }/st,x,uj Z;f,a:,u’ US)dS + Zﬁ,x,udWs + d]\f;f,ac,u7
<Mt,x,u’ W)s — 07

Xtt,a:,u =z, Yj{,x,u — (D(X;a:,u)’ Mzﬁ,z,u — O

(2.1)

ou Xb®u yhtwu 7Lzt gont des processus (F;)-adaptés, de carré integrables et
ME*% est une (F;)—martingale de carré integrable et orthogonale & W (la filtra-
tion (F;) n’est pas nécessairement Brownienne, ce qui explique la présence de la
martingale M***). La variable contrdle u est un processus (F;)-adapté qui prend
ces valeurs dans un espace métrique compact U de R?. Les fonctions b, o, f et ®
sont les coefficients de 'EDSPR.

Dans la suite, le systeme stochastique v := (Q, F,P, (F;), W) varie avec le

controle.

Définition 2.0.1 Une solution de ’EDSPR précédente est un quadruplet
(X750, Y ZE0 MPSY) qui appartient @ S2(t, T;RY) x S2(t,T;R)
XH2(t, T;RY) x M2(t, T;R) et qui vérifie I'équation (2.1).

Définition 2.0.2 Un controle U est dit optimal s’il vérifie :
Yol = essmf{Yf’z’u, u € Uy(t)} =V(t,z). (2.2)

Si de plus, 0 € U, (t) alors 4 est appelé contrile optimal strict.

La fonction V' definit ci-dessus est appelée fonction valeur.

L’objectif primordial de ce chapitre consiste a établir ’existence d’un controle
optimal strict vérifiant le probleme (2.1)—(2.2). De ce fait, on suit la méthode
developée en [24].

La méthode consiste d’abord a approcher les coefficients du probleme b, o, f
et ® par des coefficients plus réguliers (bs, o5, fs5, ®5) obtenues par convolution
(régularisation). Puis de considérer I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman appro-
chée associée a ces coefficients réguliers qui admet une solution unique V? €

Cr2([0,T] x R%) ( voir [35]). Ensuite, au moins pour une sous-suite V? converge
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dans un espace approprié vers V. La limite V est aussi solution de viscosité de
I’équation HJB associée au probleme de controle initial avec les coefficient b, o, f
et ®. Par unicité de la solution de cette derniére on obtient que V coincide avec
V', la fonction valeur du probléeme de contréle (2.1)—(2.2). Ensuite le probléme
approché est plongé dans la classe des problemes de controles de type relaxés qui
a de bonnes propriétés de compacité. Et donc on peut extraite une sous suite
convergeante. Enfin, grace aux hypotheses de convéxité, on utilise le résultat [29]
pour établir I'existence d’un contrdle optimal strict pour le probléeme de controle
(2.1)—(2.2).

On va commencer ce chapitre par préciser le probleme a étudier. On donnera

ensuite le résultat principal et enfin les preuves.

2.1 Le résultat principal.

Nous commencons par donner les notions de controle stochastique, principale-
ment la fonctionelle cotlit et la fonction valeur. Cependant, la fonction valeur est
une solution de viscosité de ’équation de programmation dynamique correspan-
dante, dans notre cas est 1’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman de seconde ordre
(pour plus de détails voir [41]).

Pour tout (t,z) € [0,T] x R%, on définit la fonctionnelle cofit et la fonction valeur
respectivement :
J(t,z,u) = Y, u e U.

V(t,x) = essinfycy, ) J (L, z, u).

La fonction valeur V (¢, ) est une solution au sens de viscosité de I’équation
HJB suivante :
Pour (t,z) € [0,T] x R?

0
a‘/(t, x)+ ig{%]—[(t, z, V(t,x),V,V(t,x), Ve V(tx),v)=0,

V(T,z) = ®(z), v € R4

(2.3)
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Avec,
]' *
H(z,y,p, A u) = St ((eo™)(z,y,u)A) + b(z,y,p o(z,y,u),u)p

+f(x,y,po(x,y,u),u).

Outel0,T],zeR) yeR, peRY veUet AecS% S?est 'espace des matrices
carrées d X d symétriques.

V.V présente le gradient et V.,V la matrice hessienne de V.

Nous avons besoin des hypothéses suivantes. On note A := (z,y, 2).

(H1) 1l existe une matrice G (1 x d) de rang maximal telle que la fonction

—GTf
At \) = Gb (t, \),
Go

vérifie

A(t, ) est uniformément Lipschitzienne en A, et pour chaque A, A(-,\) €
H%(0,T;R? x R x RY);

d(x) est uniformément Lipschitzienne en x € R? et pour chaque z €
R?, d(x) € LA(Q, Fr, P;R).
(H2) La condition de G-monotonie :

(A(t,\) — A(t,N), A = X) < =61|GZ)? — Bo(|GTg1* + |GT2]?),

(P(z) = ©(7),G(x —7)) 2 u|GIP*, T=2-7, J=y-7, Z=2-7%
avec 1, B2, p1 des constantes positives 51 + By > 0, Bo + p1 > 0.

(H3) Pour chaque (7,7,2) € RY x R x R? les foncions b(z,y, z2,.), o(z,y,.) et

f(z,y, z,.) sont continues en u € U.

(H4) Les fonctions b, o, f et ® sont bornées.

Le résultat essentiel de ce chapitre est le théoreme suivant :

Théoréme 2.1.1 On suppose que :

1. L’équation de HJB (2.3) admet une unique soltion de viscosité.
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2. Les conditions (H1)—(H4) et (C) sont satisfaites.

Alors, il existe un controle optimal strict pour le probléeme de contrdle ((2.1)—

(2.2)).

2.2 Preuves :

Comme la méthode suivi est d’approcher notre probleme contrélé par une suite
de problemes controlés avec des coefficients réguliers, cette section est composé de
trois axes importants dont la régularisation des coefficients, I’équation de Hamilton
Jacobi Bellman approchée, la construction du probleme approché associée a cette
derniere par découplage et la convergence du probleme approché.

On commence alors par introduire la régularisation des coefficients.

2.2.1 La régularisation des coefficients :

Soit m > 1 une dimension arbitraire, on considere 1) : R™ — R une fonction

positive réguliere telle que son support est inclu dans la boule unité de R™ avec

Jem ¥ (§) d€ = 1.

Soit h : R™ — R une fonction lipchitizienne, on définit la régularisation de h par
he(©) =07 [ n(e—€)w(07¢)de, ger™ 50
R'm

Proposition 2.2.1 La fonction hs vérifie :
() |hs (€) = h (&) < Ko

(i2) |hs (§) — hy (§)] < Ko — 0],

(id) |hs (§) — hs (&) < K€ = &1,

pour tout £, € R™, 6,8 > 0,

avec K est la constante de Lipschitz de h indépendament de J.
La preuve est dans Annexe B.
Définition 2.2.2 Pour chaque § € (0, 1], on note par bs, o5, fs et s les régularisés

de b,o, f et ®, respectivement.
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2.2.2 L’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman approchée
On fixe § € (0,1] et on considere I'équation de HJB suivante :

0

V2 (t,2) + inf H° (2, (V2 V.V, Vi VO (t, ), 0) = 0, (t,2) € [0,T] x RY,

ot
VO (T, z) = ®s(z), x € RY,
(2.4)
Avec,
1
H(S (ZE, Yy, p, A’ U) - 5 (tI‘ ((0'50';) (Jf,yj’l})) A + 52]d> + b(5 (x7y7p0-5 (ZL'7:1/, U) 7U)p

+f5 (x,y,pos (x,y,v) ,v),

pour (z,y,p, A,v) € R? x R x RY x S x U et I; est la matrice unité d x d.

Théoréme 2.2.3 Krylov 1987 (voir. [35])
Comme (os0%) (z,y,v) + 614 est strictement elliptique, alors il existe une unique
solution bornée VO € C*([0,T] x RY).

La régularité de la solution V? et la compacité de I’ensemble U prouvent le corol-

laire suivant :

Corollaire 2.2.4 II existe une fonction mesurable v° : [0,T] x R* — U tel que,
pour tout (t,z) € [0,T] x RY, on a

H? (2,(V2, V.V, Vi VOt ), 00 (1 2)) = inf HY (2, (V2, V.V, Voo V) (£ ), 0)

velU

Ce corollaire est important pour la suite, il nous permet de considerer la
fonction mesurable v® comme feed-back contréle et de construire le probleme de

controle approché par le découplage des équations.

2.2.3 Construction du probleme de contréle approché

A partir de la solution de I’équation de HJB approchée et a I'aide d’un décou-

plage, on construit notre probléme approché.
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On fixe les données initiales (¢, z) € [0, 7] x R%, on considére 'EDS suivante :

dX? = bs(X2,V(s, X2), V. Vrs(X2,V(s, X2),v°(s, X%)),v°(s, X?))ds

+ o5(X2,V(s, X2),00(s, X2))dW, + 4§ dB?, s € [t,T),

X0 =u.

(2.5)

Sous nos hypotheses et a partir du Theoreme 1 de la Section 2.6 de [36] (Kry-
lov 1980) on montre l'existence d’une solution faible, c-a-d, il existe un systéme
référence stocastique v = (Q°, F°,IP°, (F?),W?, B%) et un processus continu JF?-
adapté X° = (X?)sep qui vérifie (2.5), P’-p.s.
On définit les processus Y9, Z% et U? :

Y2 =Vi(s,X?), 70 =V, V°(s, X2)os(X2,V°(s, X2), u?)

et U°:= 6V, V(s X0).

Soient u € U,s () un controle admissible, (X %4, Yoou zowu [J024) egt Punique
solution (F?)-adapté de 'EDSPR couplées controlées suivante, pour s € [t, T] (
voir [52]) :

AX2" = bs( X0, Yo, Z00 ug)ds 4+ o5(X 0™, Y0 ug)dW?e, +6dBY,
dY o = — fy(XPmu Yhou, 7000 qg)ds + Z0" AW + Ur™dBS + dMd™,
Xté,t,ac,u =, Y](E,t,:p,u _ q)(s(X%t,z,U)?

(XOmu yomu zowu [J0%u) € S2:(t, T;R) x 8% (t, T;R) x H2;(t, T; R?)
XH2s(t, T;RY), Mob=w e M2, (t, T;R?) orthogonale & W? et & B?

(2.6)
On définit la fonctionnelle colit comme la solution de la partie rétrograde de 1’équa-

tion (2.6) a U'instant initiale :
To(twu) =Y w € Uys(t),

ot U,s(t) est I'ensemble des controles admissibles sur 1/°.

Dans la proposition suivante on montre que le feedback controle ul := v°(s, X?)

est optimal.
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Proposition 2.2.5 On suppose que les hypotheses (H1)—-(Hj) sont satisfaites.
Alors il existe un contréle admissible ud := v°(s, X?) € U,s(t), s € [0, T, qui est

optimal pour le probleme approché, c-a-d,
J(S(t’ Z, ué) = essin, uel s (t) J(S(t7 Z, u))

Preuve.
A partir de la définition de la fonction valeur VO (¢, z) (i.e VO(t, z) := essinfyey 5 J° (L, 7, 1)),
il suffit de montrer que J°(¢,z,u’) = V°(¢,x). Par 'unicité de la solution de la
partie progressive de (2.6) avec le processus controle u°, on obtient X S’ = x6
Puisque Y? = V9(s, X?) et la régularité de V° e C*([0,T] x R%), on applique la
formule d’It0, par identification on a :
70 =V, Vo (s, X2)os(X2,V(s, X0),u), Ul = §V,V°(s,X?) et par 'EDP (2.4),
(Y, Z° U°) satisfait la partie rétrograde de (2.6) pour u = u’. Par I'unicité de la
solution de la partie rétrograde (2.6), on obtient que le processus (Yé’””’“(s, AL ‘5’””’“5)
= (Y2, 29, U% et M%**" = (. Finallement, par la définition Y} := V(¢,z), on a,

J(t,z,u’) = Yt&:w‘s =Y =Vo(t,2) = essinfueuyé(t)ﬁ(t, T, u).

D’ott 42 est un controle optimal strict. O

La proposition suivante présente I'estimation de gradient :

Proposition 2.2.6 On suppose que les hypothéses (H1)-(Hj) sont satisfaites.
Alors il existe une constante C indépendante de § et &' telle que :
(i) Pour tout t € [0,T]; x,2' € R? et 6,8’ >0 :

Vot @) =V (t,2)| < C(I5 = 3')2 + |z — 2']).
(ii) Pour toutt € [0,T]; x € R et § > 0
VOt z) — V(t,z)| < C62.

C-a-d V?° converge uniformément vers l'unique solution de viscosité de I’équation

de HJB (2.3).
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Preuve. On commence par montrer 'assertion (i) :
On fixe t € [0,7]; x,2' € R et 6,8 € (0,1].

Soit X9@'w’ ¢ 8% (t, T; RY) I'unique solution de 'EDS suivante :

/0

AP [APAR) ! / ! ! AP
ng A = b5’(X§ o 7‘/6 avmv6 0-5’<X§ o 7V6 (san o )7 ug))“i)d‘g
5/, /7 § & 5/, /’ 8 EY 5 / P
o (X3 VO (5, XO) ul) WS + §'dBY,

! ud

6/7 b
Xt v - 1".

L’extention de la solution sur Uintervalle [0, T] est donnée par )(gl"’“"/’“(S = 2/, pour

s < t. On considere,

K ! a ! ! !
et s =V 5, X 27

S

S

1 ! ! ! ! ! ! !
= 5tr () (XTI V7 (5, XT) ) 4 6T ) % ViV (5, X07)

— by (Xf/’m/’“é, V5/(s, Xf’v“”"“‘;), VQCV‘VJ(;/ (Xf/’z/’“g, V5'(s, Xgl’z/’ué), u‘s), u‘;)

S S

La formule d’It6 appliquée & la fonction V%' (s, X 31’7““), nous donne

&l .y & ! ud
Y, =V (s, X} ),
& & & ! 8 a! ub & & ! )
72" =V, V° (s, X Yos (X VO (s, X ), ug),
& & § ! b & .
Uus® =8V, V° (s, X ), MIT :=0,s€ltT],

est I'unique solution de 'EDSR :

Ay = — fawlqs 4 78 qWo + USdBY, s € [t,TY,

VP = oy (X3,

(Yo' z0 U’y e SE(H, T R) x H2,5(t, T; RY) x H2,(t, T; RY),
M € M2,(t, T;R?) is orthogonal to both W° and to B°.

(2.8)

On considere 'EDSR suivante :
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d}/sél’xl’ué _ —f6/ (X;;/’x/’ué’YSé/’m/’u&’ Z;s/’m/’ud’ug) ds
+287 W + US ABY 4+ dM T s € [T,
T § ! b
Yy = Oy (XT )7
(Yoot gttt proatet 0y € S2(t, T;R) x H2,(t, T;RY) x H2,(t, T; RY),
M ¢ M2s(t, T; R?) is orthogonal to W? and to B°.

A partir de 'équation de HIB (2.4) avec la solution classique V% on voit que,

0

0= &V(S/ (S,Xfl’x,’U6) + 525116, (X;S’,x’ﬂﬁ, (V(S, vaé” vmxvél)(S7X§/’x,7U6)’ U)
S ;ﬁv& (S,Xg/’m/’u[s) + H(S/ (Xg/@/’u‘;? (V(;,vatsl’vmyv§/)(S7X§l’x/’u6>7ug)

< fy (Xg’,x’,u‘s’}/j’@’,u‘;’ Zf”x'7“5,u§> _ f‘j’@’,u‘s’ st T).
Par le Théoréme de comparaison des EDSRs, on obtient
Vs € [t, T), Yo <yt o s,
Par un argument de symétrie , on déduit que :
VOt a") = VOt ) = [V = v < v -y P,
Comme V% et V¥ sont des fonctions déterministes, on a
V(') = VOt )| < BV =Y R

Donc, il suffit d’estimer E(|Y;5/’x/’"5 — Yt‘;’x’"é| | F9).

On considere la décomposition suivante,

\V‘S/(t',x') —VO(t,x)|
|Y;5’,x’,u‘5 N Y;(S,x,u‘s‘

S <|}/t§”a;”u5 . }/;6/@’,“6' + |Yt6”$’u5 _ }/;6’:6#5 |)

IN
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Les lemmes suivants sont nécessaire pour le reste de la preuve :

Lemme 2.2.7 [l existe une constante C' > 0 indépendante de ¢ telle que, pour
tout 0 <t < T et z,2’ € R, vérifie Po-p.s. :

E(Y2 — v 2| 78y < Olo — &) (2.9)

Lemme 2.2.8 [ existe une constante C > 0 indépendante de § et &' telle que,
pour tout 0 < t < T vérifie, P°-p.s. :

B([Y) ™ =Y ) < 016 - 8. (2.10)

Lemme 2.2.9 ] existe une constante C' > 0 indépendante de § et & telle que,
pour tout t € [0,T] et x € RY vérifie,

! ! T
B (sup [|X05 R |x P o |y oo v e 2] 4 [ | z0e

t<s<T

T 8wl 2 T el 2 T8 a2 S,z,ul J
[Nzl P [P Py [T U7 P4 (M) | F)

t t t
< C(1+ |z]?). (2.11)

Les preuves des lemmes sont dans la partie Annexe A.

A partir des estimations des lemmes précédante (2.9) et (2.10), on obtient P?-

p.s:
VO (t,2") = V(t,2)| < C(16 = 8|2 + |z — ). (2.12)

On montre (ii). Comme V°(t,1) = Yf’x’“é et les coefficients sont bornés, On
utilise (2.11). Alors la suite (V%) est uniformément bornée, donc elle converge
uniformément vers la fonction V' € Cy([0,T] x R?) quand § tend vers 0. Puisque
H? converge uniformément sur tout compactes vers H, par la stabilité des solutions
de viscosité, on obtient que V' est une solution de viscosité de '’équation (2.3). Par
I'unicité des solutions de ’équation (2.3), on montre que V = V. On conclut que

(V%) converge vers V, lorsque &' tend vers 0. On passe & la limite ¢ tend vers 0
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dans (2.10), donc pour tout ¢ € (0,1] et(¢,z) € [0,T] x R4,

VO(t,z) — V(t,z)| < C o2

2.2.4 Convergence du probléme approché

Dans cette section, on montre la convergence du probleme approché vers notre
probléme initial. On considére la suite réelle positive (0,)neny € (0,1] qui dé-
croit vers 0 lorsque n tend vers +oo. On définit w? = V, Vo (t, X)), Zo =
wha (X0 Yo ulr) et Uk = §,w" avec (X Yo Z% U ') est la suite de
probléeme controlé approché. En utilisant la proposition 2.2.6, w™ est bornée, on
consideére alors le couple (u°", w™) comme contrdle. Par la considération d’une suite
intermédiaire, la suite (X% Y% Z% U %) admet une sous-suite qui converge
en loi vers le méme systéme controlé. Finallement, par 'hypothese (C) et le résul-

tat [29] on montre l'existence d'un controle optimal strict.

Preuve. du résultat principal. Pour n € N, soit (d,,) une suite réelle stricte-
ment positive telle que lim,, §,, = 0. Soit (X ;5”7 Yf”)tgsggr est la solution du systeme

controlé suivant :

dX 0 = by, (X0, Y whos, (X0, YIn ul)ds
+05, (X% Y uln)dW?i + §,d B,

AYn = = o, (X0, Yo whon, (X0 Y0 ulr), ulr )ds (2.13)
+wnas, (X2, Y uln)dWon + Ul dBon.

X =z, Y =Von(t z).

avec w? 1=V, Vo (s, Xo).

On considere la suite intermédiaire (X7, Y");<s<r définit par la solution du

33



Chapitre 2 : Existence d’un contréle optimal pour des EDSPRs dégénérée

systeme d’EDSs suivantes :

X7 = b(XP Y wio (X2 Y uln)ds + o (X2, Y ul)dWen,
AY? = — F(XP, Y7, wlo (X7, Y, uln), uln)ds + wlio (X7, Y, udn)dWen.
Xt=uxz, Yr=Vo(tux).

(2.14)

On considere x", " et le mouvement Brownien WW" comme suit

X" Wén
V= oLt = (w0,ul) et W= :
X3 ( v ) ( ) ( B )

On peut récrire le systéme controlé (2.14) comme 'EDS multidimentionelle sui-

vante :

dxs = B(xy,ri)ds + X(x5, rs)dWe, s € [t, T,
o g; (2.15)
YA\ Ve )

avec [ et X sont les fonctions définissent dans le lemme 2.3.6.

Utilisant de nouveau la Proposition 2.2.6, alors la suite w? = V, V% (s, X%) est
uniformément bornée. Donc, on peut interpréter (r?, s € [t, T]) comme controle qui
prend ses valeurs dans I’ensemble compacte A := B(Oga, C) x [0, K| x U. Ensuite,
on injecte r"™ dans I'ensemble des controles relaxés, c-a-d on considere r” comme
variable aléatoire a valeurs dans 'espace 1 de tout les mesures de Borel ¢ dans
[0,7] x A, avec la projection g(- x A) coincide avec la mesure de Lebesgue. Pour

cela, on identifit le processus controle r™ et la mesure aléatoire
q"(w,ds,da) = 6pn(y(da)ds, (s,a) € [0,T] x A, w € Q.

Comme 'ensemble {(3(z,y, z,0,v), B(x,y,2,0,v)), (z,y,2,0,v) € R? x R x A}
est bornée et ’ensemble ¥ et compacte en respectant la topologie induite par la
convergence faible des mesures. Alors (x™, ¢"),n > 1, est tendue dans C([0, T]; R x
R) x 4. Donc on peut trouver une mesure de probabilité Q dans C([0,T]; R x R) x

et on extrait une sous-suite qui converge en loi vers le processus (y, ¢) dans I'espace
C([0,T]; R? x R) x o associé a la mesure Q.
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En utilisant I'hypothese (C) sur les coefficients du systéme contrdlé (2.15), on
applique le résultat [29] on obtient 'existence du systeme référence stochastique
v = (Q,F,P,F,W) associé¢ a (C([0, T]; R? x R) x 9; Q) et un processus F-adapté

r a valeurs dans A, telle le processus y est la solution de 'EDS

dxs = B(Xs,Ts)ds + X(Xs, Ts)dWs, s € [t, T,

= ( Von(t,x) ) ’

On remplace ¥ et 8 par leur definitions et considérant

X:();), w:(g) et 7 = (w,0,7),

le systeme est équivalent a

dXs = b<X57 }7:97 st aS)dS + 0(‘)?87 }7;7 as)dW&
dYs - _f<Xs7}_/S7 ZS7a5)dS + ZSdV_Vs + éSdBS7 § E [t7T]
X, =ux Y, =V(t ).

2) Pour le reste de la preuve on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.2.10 [] existe deux constantes K, and Ky independante de n telle que

pour tout n € N,

Elsup,eq [ X0 — X022\ F") < Ky 62,

., (2.16)
E[sup,ep V7" = V22| F] < K, 2.

Preuve. Lemme 2.2.10 On note,

n

=Y - Y

s ° S S

X=X X"V
Pour [ = b, g, f, Aet l(gn = b(;n, 06,5 f(;n, Agn. Soit

Al(s) = Ls, (5, X0, VI wlos, (X, Y00 ule)  ude)
U, X2, Y wie (X2, Y2 ulr)  ut).

S

En utilisant les Propositions 2.2.1 et 2.2.6, il existe une constante K indépen-
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dente de 9, telle que :

’Al(rﬂ < ’l(;n (Tu anv Y;éna w:fa(;n (an’ Y5n7 uin))

A, X0 Y0 wlos (X0, Y uln)
+ 10, X3 Y wret (X, Y udr))

(e, X0 Y0 wlhas (X0 YO uln)))|
< K (8, + X+ V7)),

avec (X% Y% (resp. X", Y") est la solution de TEDSPR approché (2.13) (resp.
I'EDSPR (2.14)).

On applique la formule d’It6 et I'inégalité de Young. Alors, il existe une constante

(1 dépend uniquement de K et T, telle que

E[X,PF] = B[ @X7A0(0r) +[A0(r))dr|F
< Cio2+ CE[[ (7P + (V7 )ar|F)
t

T =-Nn N n
< 0162+01E[/t (X2 4+ [V 2)dr|FE"]. (2.17)

De nouveau, on applique la formule d’It6 et on utilise la formule de Young. D’ou,

il existe une constante Cy indépendente de ¢,

T T
B[V R+ B[ Ao () P F ]+ Bl [ U Par 7]
FE[(M ) | Y

~~n n T ~~n N n
< G302 + EIXGPIF ] + B[ (X2 + (Vi ParlF]), t<s<T.
Par l'inégalité (2.17) pour s = T, on obtient
T N XN n
E[VIPIE"] < Co (2 +EL[ (KF+ 77 RarlF"). (2.18)
t

Par I'application de la formule d'Ité & (GX,, Y ) et I'hypotheése (B2) on a
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n x>n

~ ~n N n r z,u’n "
BCKLVOIF] = BUGKGVRIF] B, [ QUi a7

s S

— B[ (AAG), (X0, V7 uf Ay (1)) dr 7

A\

—N n T ——N n
E[(GX7 V) F | +Elg: | 16X 12dr| 7]
T 5 7 n
+ B[ B(GTYE +1GT wr Ay (r)Pdr| F

T _
~ 5, E]| / GU»a™ g | FO' — K2 62 (2.19)

Pour estimer la quantité précédente, on commence par E[(G X7, Y)|F"].

Alors, par 'inégalité de Young , on a

E(GX7, Y )| F = E(G (X — X7), @5, (X9") — D5, (XPNFY"]
—E[(G (X9 — X3, ®(X5) — s, (X2))|F"]
> E[u|G(X — X2)P|F"] — |GIKE[ | X — X7 6, |F)"]

76 .

n

> (|G~ |GIKe)E [ X3 — X717 6, |F"] —

On choisit la constante de Young ¢ > 0 telle que ¢ = ‘“Tlc‘ et on considere la

constante C = K?/puy, donc
E(GX7,Y7)|F'] >~ C ;. (2.20)

Puisque Uf"’t’m’“(;" = 6"V, Vo (r, Xf”’tvx’“‘s”), et par la proposition 2.2.6 on a V, V" (¢, z)
est bornée pour (£, x) € [0, T]xR?. Alors, on peut construire une constante C' (K, T
qui vérifie

T _
5, E| / (GUEte™ | g | F5] < C(K, T)82. (2.21)

Par la combinaison de (2.20) et (2.21) dans (2.19) et pour C' = (C(K,T)+K?+C),
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o1n a
~"Nn N n ~ T ~"N n
E[GXLYOIF |+ Co2 = Elp [ 1GX]Par|F]
Ts TN ™2 6"
+ El[ B(GTYIIE

T
i E[/ Bol GTw™ Aoy (r)|2dr|FE]

>0

T e - e n
> CoB[[ (X/P+ |V ParlF"], t<s<T.
Pour s = t, il existe une constante Cy depend de K, T, |G|, 51 et B2 qui vérifie
T ~n —n n ~N N
B[ (X712 + [V} 2)drl 7] < Co (BUGKT TN + 82)

Comme Y? = 0 (Les deux processus ont le méme point de départ ), on conclu

que :
T
B[ (X7F+ [V 2)drl F) < o 62, (2.2
t
(2.17) et (2.22) montrent I'existence d’une constante K; depend de K, T, |G|, 51 et

By telle que :
B X, F"] < K02, t<s<T. (2.23)

Alors il existe une constante Ky depend de K, T, |G|, 51 et (s
E[[Y 2| F"] < Ky02, t<s<T. (2.24)

O

D’apres le Lemme 2.2.10, la suite (X™,Y™),en converge en loi, donc la suite
(X% Y9),cn converge aussi en loi et les processus limites suit la méme loi. De
plus, en utilisant (2.16) et la Proposition 2.2.6, donc Y, = V (s, X,) pour tout
s € [t,T] P-p.s.. En particulier, Y7 = ®(X7) P-p.s. On identifiec M, = [’ 0,dB,,
qui vérifie (M, W), = [ 0,d(B,W), = 0. Donc (X,Y, Z, M) satisfait (2.1).
Puisque Y, = V (s, X;) pour tout s € [t,T] P-p.s. D’autre part, par 1'unicité de la
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solution V' de 'EDP de Hamilton-Jacobi-Bellman (2.3),

V(t,x) = essinfyecy, 1) J (t, z, u), P-ps.

2.3 Annexes

2.3.1 Annexe A : Estimations

Lemme 2.3.1 On suppose que les hypothéses (H1)-(H4) sont satisfaites. Alors
pour chaque t € [0,T], 6 € (0,1] et z,2" € RY, il existe une constante C' dépends

seulement de K, T et les bornes des coefficients, tel que
B[y - Y PIF]) < Cle — 2P (2.25)

Preuve.

On considere les notations suivantes,
~ _ yozul Sz’ uw X7 _ voxul S’ = e zul 8,x’ u’
X, = X0’ _ xoaal Y ydaw’ _ysala® 7o gheal _ ot
Pour I =0, o, f, A,
Al ( ) —1 ( X(S,x,u‘s Y&,x,ua Zé,t,x,u§) — ( X&,Il,ué Yé,x’,u‘s Zﬁ,x’,u‘s)
4 S) = o 87 s 9 s 9 S 1) S? S A} ? S ?

== S /.0
Us _ Uscs,a:,u . Usé,:v U 7

En utilisant la proposition 2.2.1, on obtient :

|Al5(8)‘2 _ |l§(S,X6’I’U6, Yd,x,u‘s, Zé,x,u‘sj u&) . lg(S,Xg’x/’U(s, Y;(S,gc’,u‘s7 Z;S,x’,u‘S’ ué)‘Q
< KA(IXLP + YV + 1247,

S 8 5 A /.0 A .
avec (X' yowut 7owuly (regp, (XU yowiut 702 uty) est la solution de

I'EDSPR (2.6) qui prend comme position initiale z (resp. z’).
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On applique la formule d’Ttd et 'inégalité de Young pour s € [t, T

E[X 7] < Jo—a' P+ B[P 21X, ] |Ab(r)] +[Ac(r)[?)dr| F]

<
< |z — )P+ 2K E[f] [ X (X + Y] + | Z,])dr| )
+ K2 E[[ (X P+ Y, P)dr| 7).

E[X.F) < |o—af + (K +8K) B[ [X,[dr|F]

+ (K24 K) [ |V, 2dr|F] + (K + K) B[ |Z,ar| 7).
On prend € le minimum des constantes, on a
E|X.PIF) < | =o' + GE[[ X+ +[ZPdrlFL. (2:26)
De nouveau, on applique la formule d’Ito

B[V 7] E()]|Z,Pdr|F{] + ELSS (U, drlF) + E[M )| F)

E[[Yr*|F] + E[ QY| [Af(r)])dr|F)
E[[YrPIF] + 2K E[f] [V (X, + Vo] + |Z,])dr|F]]

ININ +

Par I'inégalité de Young et 'hypothese de lipchitz de la fonction ®, on considere

une constante Cy dépends que de K telle que :

- T _ T __ ’ /
E(V.PIF] + Bl [Z.PdrF)+ B[ [T PdrF]+ B )| F]
S ~ 2| 0 TS* 2 6
< Go(BIX 7]+ EL [ [V, 2ar| 7]

T _ T __
+ B[ (X, farFBL[ Z,ar| 7).

Pour s = T dans (2.26) et on modifie Cy (si necessaire)
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/ué

s T T __ /
BIV,PI7) + B[ (Z,PdriF) + B[ [OPdr 7]+ B0 )| 7
T __ — —
< Klo-oP+ (B[ [V + K2+ [Z,ParlF)  (227)
t

D’autre part, par la formule d’It6 et ’hypotheése (B2), on trouve une constante Cj
dépend de K, 31 et [y qui satisfait :

. . A
E(GXLTIIF] = E(GKr VoIF]+ B[ (GX,, Af()dr|F]
T _ T _
~ B[ (G, Y )drlF] - B[ (GAc(r),Z,)dr|F]
. T .
= E[<GXT7YT>|‘FE] - E[/ <AA(T>7 (XmYer)dT"Fté]
7 T
> Elu|GXrPF]+EB [ |GX,dr|F)
T _ —
+ B[ BGTY L+ |GTZ, | ]
T _ _
> CyEI[ (X2 +|V 2+ Z,fdr| 7))
Donc, pour s =1 :
T . _ 1 .
B[ X+ [V +1ZPdr|F) < o BUGKLV)IF). (2:28)
3
On utilise (2.27) et (2.28), on obtient pour s =1,

E[[Y,[|F] < K2 — '] + Cy E[(GX,, Y )| F})]

Par I'inégalité de Young on construit une constante C5(K, |G|, 51, 52)
_ _ 1 _
B[V |F] < K|z —a|* + Cs B[ X)) + 5 E[Y+| 7]
Comme X; = z — 2, alors il existe une constante C tel que

E[[Y:* | 7] < Clo — o'
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O

Le lemme suivant intérpréte la dépendance de la fonction valeur approché en

J.

Lemme 2.3.2 on suppose que les hypothéses (H1)-(H4) sont satisfaites. Alors
pour tout t € [0,T], §,0' € (0,1] et x € RY, il existe une constante C indépendante
de § et &' vérifie

B[y - Y PR < s - ) (2.29)

Preuve. On note,

/u6

Sa'ul T 78
_Yi 7, 7

/ué

b'd &,
Xs = X;

/ué

Sz’ ul X7 & x 5,z ul
— X0y, =y — %

Pour I =0, o, f, A,

& ! &8 x'u & 2 u 1) 6,z u 5,2 ul S.x’' w5
Al(s) = ly (s, X, Y A Juy) — ls(s, X Y. , 27 L UL ),

Par la proposition 2.2.1, on a

8

& @' ul & alub | 5Y\|2
’ Y; ? ZS Y u8)|

2 8,2’ ul 5,z ud s’ b & &z’ u
|Al(3)| - |l5(S,X$ 7Ys 7Zs 7“5) _l5’(s7Xs
5,z u’ 8,z ub Sz’ ub & 8 a! ub 8 ' b § ' w52
§2|l5(8,Xs Y Ly 7“3) _l5(57Xs Y , 2 7us>|
& ! & ' &b 8 & ' b & ! &b | 8Y\|2
_'_2“5(37)(5 Y s L 7us)_l5’(57Xs Y, , Z y U )‘

< 2K2 (|0 — 8P + (X2 + [V + |1 ZP).

!0 !0 !0 1,0 VAN ) VANV ) .
avec (X T yowiut 7o uty (regp, (X0 ydhetut | Z0hehuty) st 1a solution

de 'EDSPR (2.6) associé a o (resp. ¢').

On utilise la formule d’'It6 et I'inégalité de Young, il existe une constante C

dépend que de K et T qui vérifie :

B[ XPIF] = E[JS2XAb(r) + Ao (r)]” +[6 — o'[*)dr| 7]

_ _ _ 2.30
Chl6 = 0" + CLE[f (|1 X, 2 + Yo |2 + | Z, |?)dr| F7). (230

A\
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De nouveau, on applique la formule d’It6 et I'ingalité de Young, ce qui entraine

Iexistence d'une constante Cy indépendante de 0, ¢, tel que

E°[YSPIF) + EL |2, Pdr| )+ B (T, Pdr] )+ E[(M) | F)

+
< Gy |0 =08+ Co E[| X 7?1 F7)]
+ GE[TIX, 2+ Y2+ |Z,P)dr|F)], t <s<T.
(2.31)

Par (2.30) et en modifiant Cy (si nécessaire), on obtient :

E([Y 217 + EUF|Z,2dr|F) + ElL [T, 2dr| F7) + E[(MY =) 0| FF
T _ _
< Glo— P+ CE[[ (XL +IT P +I|Z)dr|F).
(2.32)

D’autre part, on applique de nouveau la formule d’It6 et on utilise 'hypothese
(B2), donc

BUGK. VIR = BUGK V)R~ B[ (8AG), (XY, 2,)dr )

T

~ E[(§- ) / G, dr|F?]
E[(GX71,Y1)|F}]

r |2 5 T TN |2
B[y [ |GX,dr|F + B[ 5(G"Y]
|G Z,|*dr| F]

T

- K2\5—5’|2—(5—5’)E[/ GU, dr|F?). (2.33)

v

+ o+

Puisque |®s(z) — s (x)| < |0 — |, et par I'application de I'inégalité de Young, on

43



Chapitre 2 : Existence d’un contréle optimal pour des EDSPRs dégénérée

E[(GXr, Y1) F]] = E[(G (X5 — X3"), @s(X5""") — @(Xa ™)) | F)
— E[(G (X5 = X3P D (X4 ) — DX )) | F)
> — E[|(G (X35 — XLo), By (X200 ) — DX ™)) | F)
+ E[u| GXE™ — X30m) PR
> — |G| B[ [X5™" — X5 | @5(X2") — @y (X4 | F]
+E[um|GXE — X227
> (|G]? — |G| K )E[ | X5 — X0 | F)

Gl K
€1

6 — 0|2
On choisi €; = ’”T‘G' et C= K?/uy, on obtient

E{(GX 7, Y1) F] > —C |6 — & (2.34)
Par le fait U, = 6V, V2 (r, X5%u") — §'V, V' (r, X9=4") et on utilise le lemme 2.3.1
alors V,V°(t,r) est uniformément bornée. Donc il existe une constante positive

C = C(T,|G|) qui vérifie

T o T 7 /
Bl |GU|arlF] < |GIEL[ 109,V (r, X}#7) = 89,V (1, X707 dr| )

T ! !
< IGIEL[ 19V,V2(r, X35 4 590 (r, X9 dr| 7

T ! !/
< GIEL[ V.V, X3 4+ (9,0, X0 dr| )
< C.
On déduit que
T —
(6 &) E[[ |GT,ldr|Ff] < C 153, (2.35)
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Comme 6,6 € (0,1], donc [§—8"| > |6 —0'|%. Par (2.34), (2.35) et (2.33) on obtient,
BIGX.,V.)IF] +(C+ K2+ Q)3 = 8 > Bls: [ |G, Parl 7
B[ 56TV + G ar
> Co B[ (K, + [V, + [Z,)arl 7).
Il existe une constante Cy dépend que de K, T, |G|, B et Bs tel que :
B[ (X024 V.7 + 2, )drl ) < Co (BHGX. Y.)IF) +16 - o)), (2:36)

On utilise (2.32) et (2.36), ce qui donne 'existence d’une constante
CS(Ka |G|7 Bl) 52)7
Vo> < C5(16 — 0| + (GX4, Yy)). (2.37)

Comme X; = 0 (les deux processus commence par le point z),

E[[Y*|F] < C|6 =&, P-ps. (2.38)

Lemme 2.3.3 On suppose que les hypothéses (H1)-(Hj) sont satisfaites. Alors
pour tout t € [0,T], x,2' € R et §,0' € (0,1] il existe une constante C' indépen-
dente 0 tel que :

T
E ( tiugTHng%uéP + |X§’7$,u5|2 + |}/;5,l‘,u5|2 + |}/;6’7J:,u5|2] +/t |Z§’x’u5|2d7"
8>

T s’ 519 T 5 519 T o8 L) 6 g q
+/ |Zﬁ’“|dr+/ IUT’x’“!dr+/ U Pdr + (M) | )
t t t

< C(1+ |z?). (2.39)

Preuve. On note par () la borne de [, avec [ = b, f, 0.
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On applique la formule d’Tté pour s € [¢, T

Sxuf2 S,x,ud 2 s 8,z,u’ 8,z,u’ Szu’ Féxul 8
‘Xs ’ - ‘Xt ‘ + . 2Xr b5(Xr 7Y;“ 7Z7“ 7ur)d7n

+ / o x Dl 5o xbwa yoau’ \8)qyyd | / 2 X0 54 B0
t t

+ / ‘Ué(Xf’x’ué, Y;ﬁ,x,u‘s’ u£)|2 + 82dr.
t
Par 'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, on obtient
8,x,u’ (2] 6 2 r 8,x,u® 8,x,u 8,x,u Sl 8 6
Bl sup | X5 PIFF) < [af? + 2B [ |XP by (X700 v 50 Z300 by | F)
t

t<s<T

T 5,x,u’ 8,x,ud RV AP 511/2
FE[[ X oy (X e )R )
t

T
b2 B[ X 8dr F)V T 024 TS
t

On utilise I'inégalité de Young, on a pour tout €1, €5 et €3 > 0

T
E[ sup [X2"P|F)] < |2 + (261 + ey + 2e5) E[/ | X2 2] )
t

t<s<T
2 1 2
+ -G+ (T+-)C2+= 4
€1 €2 €3
]:U\z + (261 + &2 + 2e3) T E| EuET \Xf’x’ué\erLE‘s]
t<s<

2 1 2
+ S G+ (T+-)Cl+ (= +1)0°
€1 €2 £3

On choisi e, g9 et 3 > 0 tel que 261 + 65 + 263 = ﬁ Puisque § < 1, Alors il

existe une constante C'; > 0 indépendente de & qui vérifie

E[ sup | X320 [2|F] < Ci(1+ |2]?). (2.40)

t<s<T

Par I'inégalité (2.40), il existe C'y > 0 indépendente de § qui satisfait,

E[ sup |XI=2|F] < Co(l + |af?). (2.41)

t<s<T
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De nouveau, on applique la formule d’It6

Yé,x,u‘s 2 r Z(S,x,u‘s 2d T U(5,z,u6 2d M(S,a:,u‘s
D e N G SR VP
s
_ |Y7§,x,u6|2+ /t 2Kﬂ6,x7u5f6(Xf,x,u5’Y;&,x,u‘sjZf,mu‘;’ui)dr

T s
5 5 § S
/ 23 ;5,;p,u Zf,x,u A ,;; / 23 ’T5,$7U lff,oc,u dBf
s t

. /S 2y5,x,u5 dMé,xJﬁ
¢ s T :
Par 'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, il existe une constante C

xu5 T ccu5 T acu5
B[ sup VP PIF) +E[ |20 ParlF) + B[ U8 Par|F)

t<s<T

+ E[(MO™) | F)]

IA

T
B[ (X" )PIF) + Bl [ 2vo f(xhe ypo z0e ud)dr| ]
T s
+ E[sup [ 2v)o 2o q?|F) + E[ sup [ 2vmUbe dBI|F)
t<s<T Js t<s<T Jt

+ E[sup | 2vP= dMO | F)
t<s<T Jt
2 r 8,x,ud 8,,ud 8,,ud Saxud 8 0
< Ch E[[ vt fy(xpet it zheo! ulyar| )
t
* T §,x,.ub (2| r78,2,ud |2 611/2 * T 8,2,u’|2(7768,2,u |2 611/2
£ GE[[ e Pz Par B+ G E [ v Pue | F)
T
+ CRE[[ e Pangie |
t

On utilise I'inégalité de Young

acu5 1 T acu5 1 T $’LL6
E[sup [V PIF] + SB[ |20 Parl ] + S B[ [UF Pl F)

t<s<T
1 T T C?
5 B ) B < (/242 (CoPEL[ | sup vio Par 7]+ — L.
2 t  t<r<T 2
(2.42)

On applique I'inégalité de Gronwall, on déduit qu’il existe C'3 dépend que de T et
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la borne de la fonction f tel que,

E[ sup |V P|F] < Cs. (2.43)

t<s<T

— _ 2
Par l'estimation (2.44) et on identifie Cy = (1/2+2 (C3)?)TC3 + TTOf, on obtient

T 1 T
E[sup [V/'PIF]) + SE[[ 120 arl 7))+ 5 B[ [UF Par| )

1
t<s<T 2
1
2

+ 2 E[(MY )| F) < Ty (2.44)

Par les méme arguments que I'inégalité (2.43), on construit une constante C's

indépendante de ¢ satisfait

!/ T / T /
B[ sup [v7o"BIF) + B[ |20 ParlF) + B[ U7 Far|F]

t<s<T

+  E[(MY=) | FP) < Cs. (2.45)

O

Lemme 2.3.4 On suppose que les hypothéses (H1)-(Hj) sont satisfaites. Alors
pour tout t € [0, T] et n € N il existe une constante C indépendente de 6,

E ( sup [|X* + [XPP + V2P 4+ YPP)F ) < C (1 + o). (2.46)

t<s<T

Preuve. On note C; la borne de la fonction [ avec [ = b, f, o and ¢.

On applique la formule d’It6, on obtient

XIP = a2 [ XTBO Y w e (X2 Y ul), ul)dr
t
e P+ [ (KXY )W
t t

Par 'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy’s, on a
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T
B sup |X7PIF ] < [af? + 2B DOC Y, wfo (X7, Vi ul) | X7 |dr
t

r
t<s<T

T
+ T C 4 CE[[ o (XY P P ]

t

En utilisant la formule de Young, on a pour tout g1, g5 > 0

T 2
B sup [XIPIF"] < [of + 2B X7PariF ]+ S T C
t<s<T t €1
s C*
+ CeE[[ |Xdr|F )+ (T+ =) CE
t 2

On choisi e; = 1/8 et g5 = ﬁ, alors il existe C; dépend que de C*, Cp, T et C,.

E[ sup |XTPIF"] < Cy (1+ [z (2.47)

t<s<T
De nouveau, on applique la formule d’Ito
VI [ o (XY e = YR+ [ Yo (X Y ) div
b2 YO o (XY ), )
< KXGE + [V o (X0 Y ) div
b2 [ IO Y u e (X0, ), )
Par 'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, on a

T
t<s<T ]
T
<Ci+ C*C(,CME[/ Y™ 2dr| Fon V2
t

T
2B VY o (X0 Y )l |dr| F .
t

On applique la formule de Young, on obtient pour tout €3, 4 > 0,
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T

B[ sup [YIPIF ] + B[ [ [ugo(X:, Y, ul)drlF |
t<s<T t

TC2C*C?
€3

T
< C2 4 Crey E[/t Y 2dr| Fom ] +
2T
L=

T
+ 2Bl Yl F ]+
s 4

On choisit successivement e3 = 1/(4C*) et g4 = 1/8, alors par 'estimation (2.47)

il existe une constante C indépendent de §,, et n satisfait :

E[ sup |Y]'PIF)"]<Cy (2.48)
t<s<T
Le reste de la preuve est une conséquence des estimations (2.40) et (2.43). O

2.3.2 Annexe B : Régularisation des coefficients

Proposition 2.3.5 Les fonctions régularisés vérifient les propriétés suivantes :
() [ls (&) =1L < K &

(i2) |5 (§) — Ly (O] < K [0 — '],

(22) [l5 (§) — Is ()] < K [ = &,

pour tout £, £ € R™, et §,0" > 0,

Preuve.

(7)

&) = Ul < 167" [ U(E—a)pld )dw — (S

Comme [gm ¢ (x)dx =1, Alors

& U < 157 [ g —a)p(6 e)da —1(e) [ (@) dal

m
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Soit M = 6 L.

dM = 6 ™dx
de = 6™dM,

donc

|15(€) = 1()]

IN

[ U =oayeandnt - [ 1(€)¢ (@) do

[l = aa0) = (Ol
| Kle—an — lp(anan

IN A

IN

K6 [ |M|o(M)dM.
]Rm

l:(6) = U&= K& | [Mlp(M)dM
< K8 | o(M)aM
< K§.

(i)

15(€) =l ()] <67 [ 1€ —2)p(6  w)da| =& ™| [ 1(E—y)p(d 'y)d
15(8) =Ly O < 67" [ 1€ = 2)p(6 x)dal =] [ U(E =y} y)dyl,
Soient M = §~tx et N = §' "1y, alors

dM =6 ™dx , dN =& ™dy
do = 6™dM |, dy = &™dN
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€ =1 < | [ Ue—M)p(M)dM| —| [ 1§ =& N)p(N)aN]
< [, e = 52) 1€~ Fx) p(a)da
< /RWK|5:L'—5’J:]<p(x)d:c
< K=o [ lalo(e)de

15 (&) — 15 (&)

K5 — 5’|/

<
< KI5—d].
(%)

15(§) — 15(&")]

IN

67 [ e = @) (67 a) = U — )67 )lda
67 [ o6 K Jg— € lda
K e =€ [ e )da,

IN

IA

Soit M =6 1z

dM = 6 ™Mdx
dr = 0"dM.

Alors

15 1) < Kle=¢) [ pandm

<
< Kg-¢]
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2.3.3 Annexe C : La condition de convexité de Filippov

Pour tout (z,y) € R? x R I'ensemble suivant est convexe :

(C)§ {(o0™)(@,y,u), w(oo*)(z,y,u),b(z,y, wo(z,y,u),u), f(z,y, wo(z,y,u),u))
|(u,w) € Ux Be(0)},

ol Bo(0) C R? la boule fermée de centre 0 de rayon C.

On introduit le lemme suivant :

Lemme 2.3.6 1. Soit la condition de convexité suivante :

Pour tout (z,y) € R x R, ’ensemble
(CL{ {((EE) (@, y,w, 0, u), Bz, y,w,u)|(u,w,0) € U x Be(0) x [0, K]}

est convezxe.

Pour tout (x,y,w,0,u) € REXx R xREx R x U,

Yz, y,w,0,u) = ( olwy,u) 0 )

wo(r,y,u) 0

By wu) = | CEYwo@yu)u)
Y, W, _f(x,y,wg(x’%u)’u) .

Si 0 =0, alors ’hypothése (C1) est équivalente a (C).
2. On fize (x,y) € R? x R. Sous I'hypothése (C1),

cof (E5%)(z,y, w,u,0), B(z,y, w, u))|(u,w) € U x Bo(0)}
c (28 (2, y,w,0,u), Bz, y, w,u)|(u,w, ) € Ux Be(0) x [0, K]},

pour tout ensemble E, co E présente [’envellope convexe de l’ensemble E.

Preuve. Soit la mesure de probabilité ; dans I'espace U x B¢ (0). Notre objectif
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est de trouver le triplet (w,6,u) € R? x [0, K] x U qui satisfait :

fUXBC(O)«EE*)(:U? Yy, w, Oa U), ﬁ(xa Y, w, u),u(du, dw)

= (=) (@, y,w,0,), B(x,y,w,0,u)). (2.49)

Soit ®(u,w) = ((o0*)(x,y,u), woc*(x,y,u),b(z,y,u), f(z,y,wo(z,y,u),u)). Par
) appartient & U x B¢ (0) tel

I'hypothese (C) et la continuité de @, il existe (u,
que
/ C O(u, w)p(du, dw) = O(a, ©). (2.50)
UXBc(O)

Par un calcul simple on a,

EZ*(fL‘yy’w’e’u) — ( O-U*(,I,y’U) 00*(x,y,u)w* )

woo*(z,y,u) woo*(x,y,u)w* + 6

D’apres lexpression de (£3*)(x,y,w,0,u) , il suffit de chercher # € [0, K] pour
trouver (2.49)

*

6? = / _ woo™(x,y, w)w p(du, dw) — woo*(z, y, u)w* = a. (2.51)
Ux Be(0)

Puisque 00 (z,y,4) = [y« 5o (0) 00" (2, y, u)pu(du, dw), alors on peut écrire v comme

suit
= : ) “u(d 7d _/ 0 . » Y d 7d 0"
a B0 woo™(z,y, uw)w* u(du, dw) B0 woo™(z,y, uw)u(du, dw)w
(2.52)
[ (W= @)l uw)(w — D)o, y,w) u(du, dw) (2.53)
UXBc(O)

Il résulte que a > 0. donc il suffit de choisir § = \/a.
Par (2.51) on obtient

[ lwote,y, ) Puldu, dw) = o (e, y, ) + 6
UxB¢(0)
Comme |o(z, y,u)| est bornée et le support de x est inclu dans U x B¢(0), il résulte
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que 6 est bornée, il existe K > 0 tel que § appartient a [0, K].
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Chapitre 3

Existence d’un contrdle optimal
strict pour des EDSPRs dans le

cas non-dégénérée

Introduction

Dans ce chapitre, on étudie un probléeme de contrdle dirigé par des EDSPRs
couplées dans le cas ou la diffusion est non dégénérée. L’intéret de ce chapitre est de
montrer ’existence d’un contréle optimal strict. L’idée d’étudier ce modele controlé
est de remplacer ’hypothése de monotonie classique (dite G-monmotonie) sur les
coefficients dans le cas ou la diffusion peut dégénérér ( chapitre 2 de la présente
these) par la condition que la diffusion est non dégénérée. Par rapport aux résultats
obtenus dans le chapitre précédent et le cas découplé [24], la premiere difficulté
est que la condition de lipschitz est insuffisante pour montrer I'existence et 1'uni-
cité des solutions de 'EDSPR controlée avec la définition classique des controles
admissibles. Cela est bien expliqué dans [3] illustré par deux contre exemples.
Par cette raison, on a du changer la définition des contréles admissibles de facon
que le controle admissible garantit 1'unicité des solutions. Afin de garantir que le
probleme est bien posé et la nouvelle définition a un sens, c-a-d que le nouveau
ensemble de contrdles admissibles soit non vide. On se réfere a l'article [27], qui

montre que notre EDSPR admet une unique solution si le controle présente une
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constante. Donc ’ensemble de contréle admissible contient les contrdles constants.
La deuxieme difficulté concerne l'estimation uniforme du processus Z et la stabi-
lité des solutions. Ce dernier exige, dans notre situation, un calcul plus difficile qui
combine les techniques des EDP et les arguments des EDSPRs. En supposant que
le coefficient de diffusion est non dégénérée et tous les coefficients sont uniformé-
ment Lipschitzienne en (z,y, z) continues par rapport a la variable contrdle u. La
méthode consiste a construire une suite de systemes controlés approchés pour les-
quels on montre I'existence d’une suite de feedback contrdles optimaux en utilisant
les résultats de [5] et [47]. En passant a la limite, on établit 'existence d'un contrdle
strict résulte de la condition de convexité. On notera que, lorsque le contréle entre
dans le coefficient de diffusion, on obtient une EDS avec une matrice de diffusion
mesurable et dans ce cas on perd le critere d’unicité de la solution (méme dans
le sens faible). En effet, a partir de la résultat [37] que lorsque le coefficient de
diffusion est simplement mesurable le critere d’unicité faible ne s’établit pas pour
une EDS d’It6 de dimension strictement supérieure a 2. Cela explique, pourquoi,
on ne considere que le cas lorsque le controle ne pénetre pas dans le coefficient de

diffusion.

3.1 Le résultat principal

Soit v := (£, F, P) un espace de Wiener, avec ) est I’espace des fonctions
continues de [0, 7] dans R? (Q = Cy([0, T]; RY)), F le complément du o-algebre de
borel sur 2 et P la mesure de Wiener. Soit W le processus canonique : Wy(w) =
ws, s € [0,T], w € Q. on note par F = {F;, 0 < s < T} la filtration naturel
engendrée par {W;}i>o et complétée par les ensembles de mesure P-nuls.
On définit les espaces suivants :
— S2(t,T;R™) est 'espace des processus continues (X, s € [t,T]), (Fi)-
adaptés, & valeurs R™ satisfaites E[sup, .y |X,|*] < oo,

— H2(t, T;R™) est l'espace des processus (Zs, s € [t,T]), (F;)-prévisibles,
satisfaites E[f," | Z,|2ds] < oo,

— MZ2(t, T;R™) est I'espace de tout les martingales de carrée integrable cadlag
M = (M)sep,r a valeurs R™, avec M = 0,
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Considérons 'EDSPR controlées couplées suivante :

dX;S,ac,u — b()(;f,arz,u7 Y;t,gc,u’ us)ds + O_(X;S,ac,u’ Y:’Z’u)dWs,

dY;t,;L’,u — _f(XE,x,u7 Y;t,a:,u, Z;,;L’,u’ u3>d8 + Z;,;t,udWs + dM;f,m,u,
<Mt7x,u7 W)s — 07

X:,;B,u =z, Yjé,w,u — CI)(X;,I,U), Mtt,:v,u _ O,

(3.1)

ou Xhou yheu  Zhou gont des processus (F;)-adaptés et M5 est une martingale
(F:)-adaptée de carré integrable orthogonale a W.
Soit (Xb®u Yo Z5Ew) une solution de (3.1). On note bien que l'espace de pro-

babilité filtré et le mouvement brownien peut changer si le contrdle v change.

Définition 3.1.1 L’ensemble des controles admissibles U,y est I'ensemble des pro-
cessus (Fy)—adaptés qui prennent ses valeurs dans l'espace métrique compacte U

et qui garantit que 'EDSPR (3.1) admet une unique solution.

Nous présentons maintenant les notions de controle stochastique, principale-
ment la fonctionelle cotit et la fonction valeur qui consiste a minimiser cette der-
niere sur I’ensemble de controle admissible avec la nouvelle définition. Cependant,
comme c’est mentioné dans le chapitre 2, la fonction valeur s’interprete comme
solution de viscosité de I'équation de programmation dynamique correspandante,
dans notre cas est I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman de seconde ordre .

Un controle u est dit optimal s’il satisfait :

Yf’x’a = essinf {Yf’x’“, u € Z/{l,(t)}

Si,  appartenant a U, ), alors on dit que u est un controle optimal strict.
La fonctionnelle cotlit est définie par la solution de la partie rétrograde a l'instant
initial :

J(t,z,u) =Y, Yu € U,(t).

Le probleme de contrdle consiste a minimiser la fonctionnelle cofit :
V(t,x) =Y = essinf {J(t,z,u), ueld(t)}. (3.2)
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V est dite la fonction valeur.

Si o et b dépendent que de X% le probléme de contrdle est étudié par Buck-

dahn et al. [24] et Bahlali et al. [14].

Les coefficients satisfont les hypotheses suivantes :

Hypotheses (A)

— (A1) 1) 1l existe une constante K > 0, telle que, pour tout u € U,
(1,y,2) et (2,9, 2') € R x R x R?
o(2,y) — o', y)| < K(lz —2'| + [y — /),
|@(2) — (2)] < K|z — 2|,
’b(xayvu) - b(x,ay,au)’ < K(’x - xI’ + |y - y/|)7
f(2,y,2,u) = f(2', ¥, 2 u)| < K(lo — 2| + |y = y/| + [z = &)

2) Les fonctions b, o, f et ® sont bornées.
— (A2) Pour chaque (z,9,2) € R? x R x R, les fonctions b(z,y,.) et

f(z,y, z,.) sont continues en u.

Hypothese de non dégénéréscence
— (A3) Tl existe XA > 0, telle que, pour tout (¢, z,y) € [0,7] x R? x R,
VCERT (¢ ot 2,y)¢) = Al¢*

Condition de convexité :

Pour tout (z,y) € R? x R L’ensemble suivant est convexe :
(C) {((o0")(2,y), w(oo™)(z, y), b(x,y,u), f(z,y,wo(z,y),u))
|(u,w) € U x Be(0)},
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Avec Bo(0) < R? est la boule fermée de centre 0 est de rayon C.

Lemme 3.1.2 Pour (z,y,w,0,u) € RY x R x R x R x U, soient

Y(x,y,w,0) = ( o(z,y) 0 ) et o,y wou) = ( » b(x,y,u) ) |

wa(w,y) 0 x,y,wa(m,y),u)
Sous U'hypothése (C), on a
o{ (2% (2, y,w,0), B(z,y,w,u))|(u,w) € U x Bo(0)}

c {((ZX) (z,y,w,0), Bz, y,w,u)|(u,w,0) € Ux B(0) x [0, K]}

avec, pour tout ensemble E, co(E) est l’envellope conveze de E.

Sous les hypotheses (A1)—(A3) et si le controle est une constante, I’équa-
tion (3.1) admet une unique solution (X%** Ytou Zhwu Nfteu) dans Pespace
S2(t, T;RY) x S2(t, T;R) x H2(t, T;RY) x M2(t, T;R?) (voir [27]). On remarque

que l'ensemble des controle admissible U, (t) est non vide.

Dans la section qui suit, on montre que la fonction valeur satisfait 1’équation
de Hamilton-Jacobi-Bellman suivante :
On note par S? I'espace des matrices symétriques dans R?. Pour chaque fonction
V, V.,V désigne le gradient et V.,V désigne la matrice hessienne de V.

Soit H est une fonction reélle définit sur R x R x R? x S x U par :

H w0, A,0) i= 10 (00) (0, 0)A) b,y wlp+ Sy p o(e,)w) (33

atV(t,x) + irel{JH(x, V(t,z), V.V (t,x), Ve V(t,x),u) =0, (t,2) € [0,T] x R?,

0
V(T,z) = ®(z), v € RY,
(3.4)

Le résultat principal de ce chapitre est le Théoreme suivant :

Theorem 3.1.1 On suppose que :
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1. L’équation de HJB (3.4) admet une unique solution de viscosité.
2. Les hypothéses (A) et (C) sont satisfaites.

Alors il existe un contréle optimal strict pour le probléme de contréle ((3.1)—(3.2)).

3.2 Principe de programmation dynamique et so-
lution de HJB

3.2.1 Principe de programmation dynamique

On note par Uy = Uy et Uy, = ut’T‘[t ] pour tout 7 € (t,7T]. On considere

sT
les données initiales (¢,z), 0 < a < T —t, un contrdle admissible u(-) € U144 , une
fonction & valeurs réels 1) € L2(Q, Fiia, P;R), et le processus (X5b#w, Yion zboy, o

est 'unique solution de 'EDSPR couplée suivante, pour tout s € [t;t + o :

dXst,:c;u — b(Xz,x;u’ Y/St,x;u7 us)ds + U(Xst,x;u7 Y/St,a:;u)dWS
AY Lo = — f(s, Xbow Yo gbew g Yds + ZH54dW, 4+ dM,, s € [t,t+al,
P =, VU= 0+ o, KU,

(3.5)

On définit le semi-groupe "backward"
Glitalt(t + o, Xpfih)] == Y5 s e [tt+al.

D’aprés 'existence et I'unicité de (X5 Yiou Z67) de PTEDSPR controlée (3.1),
on obtient

Gt.Z‘U[ (X;x,U)] Gztt g:+ua[ tx;U].

En outre,

J(t,x,u) _ tzu _ GtzU[ (X%Z,U)] _ Gisza[nia;,q
Gi,terua[J(t + a X:fauva )]

Pour le reste de cette partie, on prend la fonction ¢ = V.

Théoréme 3.2.1 On suppose que les hypothéses (A) sont satisfaites. Alors, la

fonction valeur V (t, ) Satisfait le principe de programmation dynamique suivant :
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pour tout 0 <t <t+a <T, v € RY,

V(t,x) = essin GV (t + o, Xifdh)].

uEUt t+a

Preuve. On note par
Vo(t,x) == eSSinf“eut,HaGijﬁua[V(t +oa, X,

Il suffit de montrer que V,(¢,z) coincide avec V (¢, x). Pour cela, on introduit les

lemmes suivants :

Lemme 3.2.2 Les fonctions V(t,x) et V,(t,x) sont deterministes.

On prouve ce lemme par les mémes arguments de [41] (Proposition 3.3).

Lemme 3.2.3 V,(t,z) < V(t,x).

Preuve. Comme V,(t,2) = essinf ey, , . GriiaV (t+a, X{7")] et par la définition

de Gy . ], on a

Valt,z) < GRifalV(t+a, Xp7)], P-ps.
= Y™ P-ps. (3.6)

Par la définition de la fonction valeur, la fonctionnelle cotit et 'unicité de 'TEDSPR

(1.7) on obtient que

VI = Vit a, X,

< J(t+a, X{EY,
= Vil Pps.

D’aprés le théoreme de comparaison des EDSPR ( voir [41] Théoreme 5.11),

Va2t t,x;
}/; riu S }/t Q?U, P—pS
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L’inégalité (3.6) nous donne,
Va(t,x) <Y P-ps.

Il résulte que,

Vo(t,x) < V(t, z).

Lemme 3.2.4 V,(t,z) > V(t,z).

Preuve. Soit u; € U 141q-

U1 @ Uy = Uyl ea) + Uslya,m) est Pextention de () dans Uy p.

V (t .T) - eSSIHfu1EUt St Gi f—l—uct [V(t + o XZfQU1)]7 P-p.S.‘

Il existe une suite {u;, i > 1} C U110 telle que

Vo(t,z) = essinfuleuttmg?ﬁuoi[v(t+a XL

txu ta:u

= infix1Grppa[V(IE+ o, X350 ")], Pps.

Pour tout € > 0, on considere

T, = {Gifﬁi V(t+a, Xffau ) —e < Vu(t,x)} € F, i > 1. Alors I'y := Iy, T;:=
T\ (UZIT)) € Fi, i > 2, est une (€, F;)-partition

et uj 1= X5y 1r,u; appartient & Us 41 o. De plus, par 'unicité des solutions des
EDSPRs, on déduit que

t,x;us t,x;us t,x; u t,x; u
Gt,t—‘ri [V(t + «, Xt—l—a 1 Z 1I‘ Gt t—l—a t + « Xt+a )], P—p.S..
1>1

Et par suite,

txu ta:u

Vat,z) > Yo In,GlaVIE+a, Xi0, )] —€
= GVt 4 a, X5 — ¢, Popas..
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D’autre part, pour tout y € R?
V(t+a,y) > essinfy,cy,, ., J(t +a,y;u2), P-as.

Alors,
V(t+ o, X5 1) > essinfy, ey, , /(T + X:fauﬂ ug), P-a.s..

Pour estimer la partie droite de I'inégalité précédente, il existe une suite {u?, j >
1} C Upyor such that

essinfy, ey, o J(t + X:faul, o) = infjs1 J(t + Xffaul, u?), P-as..

D’oti, on considere

A; = {essinf ey, J(t+a, XPEug) > J(t+a, XP5 uj)—e} € Fiar j 2 15,
on prend Ay == Ay, A = ANUZA) € Fria, j > 2, une (€, Fiyq)-partition
et uj 1= > 1Aju? € Ui+ - De nouveau, on utilise 'unicité de la solution de
I’EDSPR, on a

tosuf o t+aXt+ ,u2
J(t_l_aXtJra ) 2) = Y;f+a °

t,z;us Bl(ul) 2
t+a, X, o Y u3
Z]>1 1A }/;ﬁ«ka

= Y1 1a,J(t +a, thaul, ?), P-a.s..

Par conséquent,

t : ¢
V(t+a thaul) > essinfu,ey,, . J(t +a thaUI, us)
t,x;u G}u
Z Z]>1 1A Y;,+a —¢
=y

t,x;uf
= Y, —e¢, P-as,
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Avec u® = uj @ uj € Uy r. D’aprés le théoreme de comparaison

txius$,B1(ug) (v t,zus
Gt,t+a [Y;—i-a - 6] -

GritalYEs 1 = (C+1) e

G Vi = (C+1) e

YV (O +1) e

essinf,ey, Y, " — (C+1) e, P-as.

Val(t, )

v v

Vv

Finallement, on tend ¢ | 0, on obtient V,(t,z) > V(t,z).

3.2.2 Solution de viscosité de HJB

On note par S? 'espace des matrices symétriques dans RY. Pour chaque fonc-
tion V', V.,V désigne le gradient et V.,V désigne la matrice hessienne de V. Soit

H est une fonction reélle définit sur R? x R x R? x S? x U par :

H(z,y,p, A u) = ;tr (o) (x,y)A) + b(z,y,u)p + f(x,y,po(x,y),u) (3.7)

On considere 'équation de Hamilton-Jacobi-Bellman suivante.

gtV(t, x)+ iIelufJH(x’ V(t,x), V. V(t,x), V.. V(t,x),u) =0, (t,z) € [0,T] x RY,
V(T,z) = ®(z), € RY,

(3.8)

Définition 3.2.5 L'espace CP,([0,T] x RY) est Uespace des fonctions d valeurs

réelle, trois fois continument différentiable et les dérivées sont bornées.

1. Une fonction V€ C([0, T|xR?) est une sur-solution de viscosité si V (T, x) >
®(x) Vo e R? et pour toutes fonction ¢ € C([0,T] x RY), V — ¢ atteind

un minimum locale en (t,x),

0
a(p(t, x)+ irel{JH(x, o(t,x), Voot ), Voot z),u) < 0.

2. Une fonction V. € C([0,T] x RY) est une sous-solution de wviscosité si
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V(T,z) < ®(x) Yo € R? et pour toutes fonction p € CP,([0,T] x RY),

V' — ¢ atteind un mazimum locale en (t,z),

0
Théoréme 3.2.6 On suppose que les hypothéses (A) sont satisfaites. Alors, la

fonction valeur V (t,x) est une solution de viscosité de (3.8).

Preuve. On voit facilement que V(T,z) = ®(z), z € R%. On montre que V est
une sous-solutoin de viscosité, la preuve de sur-solution est similaire. On considere
@ € C([0, TIxR) et que (t,z) € [0,T) xR telle que W —¢ atteind un maximum en
(t,x). Comme V est continue bornée, on considere que W — ¢ atteind un maximum

globale en (t,z). On prend ¢(t,z) = V(t,x). Considérons I’équation suivante :

dX! =b(s, XYY us)ds + o(s, X, Y)dWs,
Y¥=—f(s, X¥ Y¥ Z% us)ds + Z"dBs, s € [t,t + af, (3.9)
Xt=z, Vi, =pt+ao,X,), 0<a<T—t.

Comme o est non dégénérée et u est un controle admissible, I’équation (3.9) admet
une unique solution(X¥, Y, Z")i<s<tra € S2(t, t+a; R) x S (¢, t+a; R) x H2 (¢, t+

a;R?),. Les coefficients sont bornées, alors pour p > 2,

() E[ sup [XUP+ sup [V (f/T[Z2Pds)E | F] < C, Pas;

t<s<t+a t<s<t+a
(i) E[ sup |X*—z]P|F]<Ca?, P-as;
t<s<t+a

(i)  E[(f/T*|Z¥ds)? | F] < Cat, P-as.
Par la définition de semi-groupe "backward" des EDSPR, on a

GZ?—‘:—L&[ (t—i_& Xtu-i-a” = Y;u, S € [t,t—FOé].

D’apres le théoreme de programmation dynamique, on a

o(t,x) = V(t,z) = essinf,ey, HaGi tralV(t+ Xffa“)]
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Comme W (s,y) < ¢(s,y), (s,y) €[0,T) xR, on a,

t,z;u

eSSinquUt,t+a Gt,t—l—a[@(t +a, Xtu—l—a)] - (‘D(t, :C) = 0. (310)

On définit

}/sl’u = }/su - @(SwX:)
= f;Jra f(ra Xru? Y;’u> Z;"Jv uT‘)dT - fst+a Z}"LdWT + (,O(t + a, Xtu—f—a) - 50(37 X;L)

On applique la formule d’It6 a ¢(s, X!), on obtient

yluv — ft+a[%gp(r, X")+ Dp(r, X*).b(r, X*, V¥ u.) + f(r, XE, VX Z% u,)

+itr(oo? (X2, Y, ") D*p(r, X)) |dr — [IT* ZVvdW,,
ZM = 7% — Do(s, X").o(s, X2, Y"), t<s<t+a.
(3.11)
Par I'inégalité (3.10), on a

: 1
essinfuers ., Yy " > 0, P-as.

For (s,z,y,z,u) € [0,T] x R x R x R? x U, on définit les fonctions suivantes

0
L(vaayvzuu) = %(,D(S,[E) + DgD(S,CL’).b(S,ZL’,y + 90(87*%)’“)
1
+ f(vaay + 30(87‘%)7 Z,U) + §tI‘<O'O'T(S,.I‘7y + QO(S,JI))ngO(S,(L’)),

F($7 'CL?7 y? Z’ u) = L(s7 'CE’ y? z + Dgp(sﬁ x)'0(87 x’ y + ()0(87 'I)’ u)? u)'

On réécrit ’équation (3.11) comme suit :

dY;l,u = —F(S; ng YsLuv Zsl’ua US)dS + ZsldeS’ s € [t’ t+ Oé],
Ytiz = 0,
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On introduit TEDSR suivante :

dY?* = —L(s,x,0, Zg,us)ds + Z2udWs, s € [t,t+ al,
Yin =0

avec 2 = ZM 4+ Do(s, x).0(s,2, Y 4+ ¢(s, @), u,), s € [t,t + a]. Comme les
coefficients sont des fonctions uniformément lipschtizieenes bornées, alors, pour
tout (s,z,y,z,u) € [0,T] x R* x R x R? x U.

(i) [L(s,zy,2,u) = Ls, 2,9, 2 u)| < Cly — ¢/ + |z = 2']);
(i)  |L(s,z,y,z,u)| < C.

Pour le reste de la preuve, on a besoin des lemme suivants

Lemme 3.2.7 Pour chaque w € Uy 414, 0N @

B[ (v + |20 ds | F) < Cat, Pps.
ot la constante C' est indépendante de u et de a > 0.
Preuve. .
Yl = B[S, XY 2w )dr | Fo] + Elp(t + a, X o) — o(s, X3) | Al
E[f;" Cpdr | Fi] + Ca + CE[| X, — X!| | F]

<
< Coa.

d’autre part, |[Y¥| < C, P-p.s., s € [t,t+a]. et ZH* = Z'—Dp(s, X*).0(s, X, Y},
we have
|Zl| < C, P-as., s€t,t+al

Alors,

YR+ B2 Pdr | F
QR[ [ Y v F (r, X®, Y 4, Z0% i, )dr | T
< Ca.
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Therefore, from (4.13), (4.15) and (4.4)

B[ (Y + 122 ds | Fi
Cas (B[ Y22 dr | F))? + Caz (B[ | Zb2dr | F)?
Cas.

IA A

Lemme 3.2.8 Pour tout u € Uy 1o, on a
|}/;17U - }/;527u| S COZ%, P-CL.S.,

ot la constante C' est indépendante de u et de o > 0.

Preuve. . On définit : g(s) = L(s, X*, 0, Z% us) — L(s,x,0, Z", us). Comme L est
bornée, alors, |g(s)| < C, s € [t,t + a. Par les définitions de F' et L et comme

L est lipschitizienne, on a

Y=Y = B[ - YA
= |E[ tt+a(L(3’ X Y;Luv Z, US) - L(S’ z,0, Z;L?us»ds | "T_;f”
E[f[CIY"| + C|Z¢ = Z¥| + g(s))ds | F].

A

D’autre part,

E[f/*|Z¥ — Z|ds | F)

= E[J™|Z" + Dp(s, X2).0(s, X, Y + (s, X2), us)
—(Z + Do(s, z).0(s, 2, Y 2" + (s, ), us))|ds | Fi

(NI

< Caz2, P-ps;

En outre,

B[ g(s)ds | i) < a}(B[[g(s)ds | Fi])?
C’oz%, P-a.s.

IN A
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On considere ’EDSR suivante :

dY2}* = —L(s,x,0,Dp(s,x).0(s,x,0(s,1),us),us)ds + Z>“dBg, s € [t,t + a,
Yiia =0,

avec u(-) € Up1q- 11 est facile de voir,
L(s,x,0,Dp(s,z).0(s,z,p(s,x),us),us) = F(s,x,0,0,us).
Lemme 3.2.9 Pour tout w € Uy 41q, 0N a
Y24 — Y2 < Cad, P-as.
ot la constante C' est indépendante de u et de a > 0.

Preuve.

|Y;52’u _Y23’u| = |E[ tt+a(L(8’x7072;LvuS)
— L(s,2,0,Dp(s,x).0(s,x,0(s,x),us),us))ds | Fl|
< Ca?, P-as.

O

Lemme 3.2.10 On introduit Yo(-) la solution [’équation différentielle ordinaire

sutvante : _
{ Yo(s) = —Fy(s,2,0,0), s €t t+ al, (3.12)
Yo(t+a) = 0,
avec
Fo(s,2,0,0) = ilellff F(s,2,0,0,u).
Alors, P-p.s.,

. 3,
esSin fuctt, 10 Ye " = Yo(1).

Preuve. . On observe que, (3.12) admet une unique solution Yy(t) = [ Fy(s, z,0,0) ds
. Par la définition de Fy(s,x,0,0), on a

Fy(s,2,0,0) < F(s,2,0,0,us), pour tout u € Upq.
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Alors, Par la théoreme de comparaison des EDSR ( Lemma 2.2 [25]),
Yo(s) < Y2, P-p.s., pour tout s € [t,t + a], pour tout u € U ita,

avec (Yo(+), Zo(+)) est la solution de 'EDSR suivante :

dYy(s) = —Fy(s,2,0,0)ds + Zo(s)dB,, s € [t,t+ al,
Yo(t+a) = 0.

Comme, (Yy(s), Zo(s)) = (Yo(s),0). Donc, Yo(t) < Y;** P-p.s., pour tout u €
Up o

D’autre part, comme Fy(s,z,0,0) = irellf] F(s,2,0,0,u), il existe une fonction
mesurable a(s, z) : [t,t+a|xR™ — U, telle que F(s,x,0,0,u(s,z)) = Fy(s,z,0,0).
On définit le feedback controle @0 = a(s,z), s € [t,t + o], alors @° € Uy 4o et
Fo(s,2,0,0) = F(s,2,0,0,1°), s € [t,t+a]. Par conséquent, Yy(t) = V2™ Pops.,
donc, essinfueut,HaYt?”“ =Yy(t), P-ps. O

: 1
Comme essinf,ey, .Y, " >0, P-as. Alors

Wl
"o
o
n

essinfyeyy, ,,. V" = essinfuey,,, . (V' =Y 4+ -V 4+ ) > —Ca
Il résulte que, Yy(t) > —Caz, . Alors,
1 jtta 1
—/ Fy(s,2,0,0)ds > —Caz.
a i
Par le passage a la limite o — 0 that
in(f] F(t,z,0,0,u) = Fy(t,z,0,0) > 0.
ue

Par la définition de F', on a V' est une sur-solution de viscosité de (3.8). O

72



Chapitre 3 : Existence d’un contréle optimal pour des EDSPRs non-dégénérée

3.3 Preuves

3.3.1 Construction du probléeme de controle approché

Pour une dimension arbitraire m > 1, on considere une fonction positive
¢ : R™— R a support inclu dans la boule unité de R™ et [pm ¢ (§) d€ = 1. Soit
g : R™ — R une fonction uniformément lipschitzienne. On définit la régularisation

de la fonction g par

g€ =6 [ g(6-€)e(67¢)a, cerR™ 6>0.
Rm
La proposition suivante présente les proprietés de la régularisé gs.

Proposition 3.3.1 Pour chaque £, € R™, et §,0' >0, On a :
(1) g5 (§) —g (] < Ly 0.

(id) 195 (§) — g (E)| < Lgl0 — '],

(20d) |95 (€) — 95 (§)] < Lgl€ — €.

Avec Ly est la constante de lipschitz de g.

Définition 3.3.2 Pour tout § € (0,1] on définit par bs, 05, fs et ®s les régularisa-

tions des fonctions b, o, f et ®, respectivement.

3.3.2 l’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman approchée

On suppose que les hypothéses (A) sont satisfaites. Pour (z,y,p, 4,v) € R x

R x R? x S% x U, on définit la fontion dite hamiltonien H° par :

Hé (l’,y,p,A,U) = ; (tr ((050-;) <I7y)) A) + bs (x,y,v)p + f5 (Slf,y,p0'5 (l’,y) 7U) :
(3.13)

Soit I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman suivante :

aatw (t,z) + igufjm (:c (v{vxv{vmvé)(t,x),v) —0, (t,2) € [0,T] x R,

VO(T, z) = ®s(x), x€RY
(3.14)
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Comme H? est assez régulier et (0507%) (x,) est uniformément elliptique, alors
par les résultats de [35] (Théoremes 6.4.3 et 6.4.4), I'équation (3.14) admet une
unique solution V? qui appartient & Cp*([0, 7] x R9).

La régularité de V?° et la compacité de I’ensemble des contrdles U montrent 1’exis-
tence d’une fonction mesurable v° : [0, 7] x R? — U telle que, pour tout (¢,7) €
[0, 7] x R4,

H° (x (VO V.V Vo VO (t, 2), (8, x)) = 11}1611151&1(s (:c (V2 V.V Vi VO, 2), v) .
(3.15)
Soit (t,7) € [0,T] x RY. Pour § > 0, soit V° la solution de 'EDP (3.14) et v°

la fonction définit par (3.15). On considere 'EDS :

dX? = bs(X2,VO(s, X2),0°(s, X2))ds + o5(X2,V°(s, X2))dW?, s € [t, T,
{ X =z.

(3.16)
Comme bs(x, VO(s,x), V,V°(s,z)o5(z, Vo(s, 1)), v°(s, z)) etos(x, VO(s, x)) sont bor-
nées mesurables par rapport a (t,7) et os(z,V°(s,x)) est lipschitzienne en z et
uniformément elliptique, en utilisant le résultat [5], Théoréme 2.1 pp 56 (voir aussi
[4]), I'équation (3.16) admet une unique solution trajoctorielle X?.

Pour s € [t, T, soient
Y2 = Vi(s, X?) and 70 =V, Vs, X)os(X2,Vo(s, X%)).  (3.17)
On applique la formule d’'Ttd & V°(s, X?), on obtient :

dX? = bs(X2,Y?, v¥(s,X%))ds + o5(X
Xf =z,

dY? = —f5(X2, Y2, Z2, 0 (s, X2))ds + Z3dW?,
VP = ®5(X7)

S.Y)dw?, selt, T)

s) T s

(3.18)

fs est uniformément Lipschitzienne en (y, z), alors par le résultat [47], la partie ré-
trograde de I’équation (3.18) admet une unique solution (Y°, Z?%) dans S2(t, T; R) x
H2(t, T;R?). Alors (X° Y% Z°) est l'unique solution de 'EDSPR (3.18) dans
S2(t, T;RY) x S2(t, T;R) x H2(t, T; R?Y). On déduit par rapport a la nouvelle dé-
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finition de contrdles admissibles que ud := v°(s, X?) est un feedback contrdle ad-
missible.

Soit u € U,s(y un controle admissible.
On définit par le processus (XoH® yobau 7oteu) Pynique continue solution (F;)-

adapté de 'EDSPR suivante sur [t, 7] :

X0 = by (X0 VIR0 ) ds 4 o5 (X3tou, Yoteuw) div?,

X;S,t,;v,u — g,

dYS&t,x,u _ —fg(Xf’t"”’“, Ysé,t,a:,u7 Zg,t,x,u’ us)ds + Zg,t,a:,udwsé + dMSzS,t,:p,u’ (3.19)
VR = (X,

M?® € M?(t,T;R?) orthogonale & W°.

Le cofit fonctionnel associé a 'EDSPR controlée (3.19) est définit par :
Jo(u) = Y2 w e Uys(t).

Le processus (X°,Y? Z°) satisfait 'TEDSPR (3.19) pour u = u°, avec M° = 0,
alors par Pargument d'unicité de la solution de "EDSPR (3.19), on a (X°,Y?, 7°) =
(Xotau’ yotau' géteu’) By particulier V0" = Y = VO(t, z). Alors le lemme

suivant est prouvé.

Lemme 3.3.3 On suppose que les hypothéses (A) sont satisfaites. Alors, pour
tout § > 0, il existe un feedback controle admissible u = v°(s, X?) définit pour
s € [0,T] telle que :

J () = VO (t,x) = essinf,ey S(t)J‘S(u), (3.20)

Les deux lemmes suivants sont nécessaire pour la construction du controle. Le
deuxiéme lemme montre que la variable Z° est uniformément bornée, donc on peut

considérer Z° comme controdle.

Lemme 3.3.4 On suppose que les hypothéses (A) sont satisfaites. Alors,

(1) il existe une constante positive C' dépend de K, T et les bornes des coeffi-
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cients telle que,

Vot 2) = VI, 2)| < C(16 = 8| + |z — /| + |t — ¥']2). (3.21)

(ii) V? converge uniformément vers une fonction bornée V, qui est ['unique

solution de viscosité de 'équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (3.4).

Preuve. (i) Par argument d’unicité de la partie progressive de 'TEDSPR contro-

lée avec le controle u°, donc X s’ — X9
Soit & > 0 et (¢,2') € [0,T] x R% Pour § > 0, soit X0+ %" ¢ S (', T;RY)

est I'unique solution de 'EDS progressive suivante sur [t',7T]] :

)TIIIE )T///(; ! )TIII(S
d g7t7x " :b5'( gi o 7V6 (S7 ;S,t,x ,u )7u§>d5
&t ! & &t b )
+ o (X0 VO (5, X )W

X(s//ﬂfl 7:E/ ’u(s — x/
t - .

L’extention de la solution sur Uintervalle [0, T] est comme suit X% %" = 2/ pour
s<t.

on considere pour s € [t', T,

iy / a ! 1 4/ !

Forae —<88V‘5 (s, X310y (3.22)
]_ 1 4! / ! 1 4! ! 1 4! /

+ 5tr (o505 (Xt 8 (g XYY 5 g VO (s, XOOE )

+ bé/ (X§/7t/7m/7u5’ Vd/(s’ Xgl’t/’x/’ué))>

Par la formule d’It6 appliqué a V7' (s, Xf’t/’$/’“6), on obtient

1l ! !4l ol 0
Y5 L V5 (S XE,t,rE U )
S : Y S )
&t x! & &t b &t b &’ &t ! b
Z! = V.,V (s, X} Yos (X VO (s, X ),
1 4/ !
M =0, s € [t', T,
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est la solution de 'EDSR

AYIH = — foa el qs o 00 QWS+ dMO s € [, T,
VO = g (X0,

(Yot z0aty e 8% (¢ T;R) x H2, (¢, T; RY),

M e M2,(#,T;R?) is orthogonal to W?.

(3.23)

Afin de calculer les estimations, on définit 'EDSR

dy;s’,t’,x',ué = —fy (Xg’,t’,x’,u‘S, Y;s’,t’,:c',ué7 Zg’,t’,x’,u57 ug) ds
+Z88 W QWS+ AN s e [T,
Yﬁ/,t’,:p’,u“ _ q)é(X%t’,w’,ué)’ (3.24)
(YOt gzt ety e S2( Ty R) x H2(t, T; RY),
MO o M2t T; R?) is orthogonal to W°.

Comme V7" est la solution classique de I'équation de Hamilton-Jacobi-Bellman, il

résulte

s

76"t @’ ud &t b &t a8t 6 /
£ < for (X Y ZI 0 b s e [T,

7 N . . 14l ! (ANYAPSVENN)
Alors, par le théoréme de comparaison, on obtient Y2/t <y taw’ g e [t T),

VOt 2 — VOt x) < Ytél’t/’m/’“a — Y Pops,
Par un argument de symétrie, on déduit :
VO, 2! = VOt )| < [V v Pops.
Puisque V? et V¥ sont déterministe, on a
V(') = VO ()] S B(Y e
alors il suffit d’estimer E(|Y;§/’tl"r/’"6 — Yté’t’x’“6|).

TR &'t ' ul VIR
On suppose que t' < t, et pour s < t/, YItwuw' =y new o zolhaiu’ — () et
1 4! ! )
7\[86,t,z,u =0.
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On obtient,

E(‘Y;é,t,x,u‘s _ Y;(/S’,t’,x’,u‘sIQ) < ClE(|Y;6/’t/’x,’u6 _ Y;z?’,t’,x’,u‘s‘Z + |Y;5,t,x,u6 . Y;(S’,t’,x’,u6|2)
< Ou(Jt =] + B[ sup [yt —y 7o)
t<s<T
avec ('] est une constante positive qui dépend de T, K et les bornes de b, o, f et
® et non de t, z, et 4.
Ce qui implique :

E[ sup |[Y)050 — Y 2) < Ol — '[P + |5 — 0 P), (3.25)
t<s<T
avec (' est une constante positive dépend que de T, K et les bornes de b, o, f et
® et non de t,z,9.

Dans le reste de la preuve, la constante positive C' peut changer de ligne en
ligne. Cette constante dépend que de T, K et les bornes de b, o, f et ® et non de
t,x, 6. Pour simplifier les notations, on consideére

Staud . yo Staud . 6 Stau’ . 7,
Xstzu '_Xs7 Yst:pu .—Y;, Zst:ru ‘_Zs

et
5’,t/,x/5 L 6/6 5’,t/,z/5 L 5/6 6’,t’,x"5 L 5/6
X =X Y =Y" 7 = 7

Comme tous les coefficients et la condition terminale sont bornés, en utilisant
des arguments standards des EDSRs. On montre I'existence d’une constante po-
sitive C' > 0 qui dépends que de T et les bornes des fonctions b,0, P et f tel

que

! /. T T !
E(sup X2 X 2+ )+ [ 120+ [ |Z§5|2dr>§0
t t

t<s<T

(3.26)
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On utilise la proposition 3.3.1, on a

(Y7 - Y7") < 2 K*[1§ - &'* + E(1X7 — X7 )
<2 K20 — &P+ E(sup |X2— X7 (3.27)
t<s<T
De nouveau, on utilise la proposition 3.3.1 et les estimations standards des EDSRs

(I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, etc.) et 'estimation (3.27), il résulte que

E( sup [Y2 - V"2 < c(w— 5+ E( sup |X0 — X5°P)

t<s<T t<s<T

T 7
+ / E(sup |[Y2 —Y? 6|2)dr> (3.28)
¢

t<s<r

et

U T !
B sup, |2 = X < 6 0 4 oot [ B vV P
t

t<s<T t<s<r

(3.29)

On utilise les inégalité (3.25), (3.26), (3.28), (3.29) et le lemme de Gronwall, alors
'assertion (i) est provée.

On montre maintenant I’assertion (7). Par I'assertion (i), (V°) est une suite de
Cauchy par rapport au norme de la convregence uniforme en (t,z) € [0,7] x R%.
Alors, elle converge uniformément vers une fonction V' lorsque ¢ tend vers 0. De
plus, I'inégalité (3.26) montre que V° est uniformément bornée en (¢, z,d). Donc
V € Cy([0,7] x RY). Comme H° converge uniformément sur tout compact vers
H. Par la stabilité des solutions de viscosité, on a V est une solution de viscosité
de I'équation (3.4). Par 'unicité de la solution de I’équation (3.4), on obtient
V = V. 1l résulte que la suite (V‘;/é) converge vers V', lorsque ¢’ tend vers 0. En
utilisant I'estimation (3.21), on deduit que |[V°(t,z) — V(¢,2)] < C§, pour tout
§€ (0,1 et (t,z) € [0,T] x R%. O
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3.3.3 Le passage a la limite

Dans cette partie, on montre la convergence du probleme approché vers notre
probleme initial. On considere la suite (3, )nen € (0, 1] qui décroit vers 0 lorsque n
tend vers oo.

On note w» := V, V% (s, X2) et Zo := w0 (Xf”, Yf“)
avec (X% YOn 7% ) est la suite de probléme de controle approché. Comme u°
et w’ sont uniformément bornés, on identifie le couple (u°", w") comme controle.
On montre que (X, Y% Z% %) admet une sous-suite qui converge en loi vers
un certain systéme controlé. Et par I’hypotheése de convexité (C), on utilise le
résultat de [29] pour montrer que le controle limite est un contrdle optimal strict.
Preuve. du résultat principal.

On introduit la suite intermédiaire (X™,Y™) solution de I'EDS progressive

controlée suivante :

dX! =b(X YY", ugn)ds + o(X7, YS”)de”,
X' =z,

(3.30)
dY;n = _f(Xg7 }/;nv w(ssno-(ng st)v u‘g”)ds + ’LU?U(XSH, Y;n)dWSén
Y =Von(t,x), s€ltT)|
avec udn := v (s, Xo) et wlr =V, Vo (s, X2).
Lemme 3.3.5 [l existe une constante L > 0 telle que pour tout n € N,
on n|2 2
E[Supse[t,T} |Xs - Xs ’ ] < L5n7 (331)
Elsup,cp ) [V — Y*?] < Loy,
ou (X% Y satisfait ’EDSPR (3.18).
Preuve. Voir le lemme 3.3.4, assertion (i). O

On note que pour tout n, le processus (X, Y?") est une solution faible de
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L’EDS progressive controlée suivante :

dX%n = bs, (X Yo uln)ds + o5, (X0, YO )dW?r, s € [t,T]
X =g
Yin = — fo5, (X3, Ym wlos, (X3, Y)m), ulr)ds + wios, (X3, Yr ) dW ).
Y = Von(t,x).
(3.32)
Par identification avec la construction du probléme approché (3.17), on a pour
tout t <s<T,

Yo = Vo (s, X) et ul =0’ (s, X).

s

Puisque la fonction (s,z) — Vo (s,2) est de classe C1? est elle vérifie 'équation

(3.4). Alors, en appliquant la formule d’It6 pour ¢t < s < T

T
Y= @5, (Xg0) + [ fo, (X Y winos, (X0, V) uln ) dr

— [ wlros, (X0, Y2 dW o, (3.33)

On considére B°* un mouvement Brownien indépendant de W°. Si on pose

Xn Wén
n= S, = (W 0,ud) et WT = :
v () e oy )

Alors, on peut récrire le systeme controlé (3.30) :

dxy = B(x3,ry)ds + S(x5, ri)dwe, s e[t T,

- x (3.34)
= vete) )

avec 3 et X sont les fonctions définit dans le Lemme 3.1.2.

par le lemme 3.3.4, le processus w” := V, V% (s, X*) est uniformément borné.
Donc, on peut interpreter (r”, s € [t,T]) comme controle qui prend ses valeurs
dans I’ensemble compacte A := Bo(0) x [0, K] x U.

Afin de passer a la limite en n, on injecte le contréle 7" dans I’ensemble de
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controles relaxés, comme suit : on considere r” comme variable aléatoire qui prend
ses valeurs dans l'espace V de tout les mesures de Borel g on [0,7] x A, avec la
projection ¢(- x A) concide avec la mesure de Lebesgue. Pour cela, on identifie le

processus controle r™ avec la mesure aléatoire :
q"(w,ds,da) = 6pn(w(da)ds, (s,a) € [0,T] x A,w € Q. (3.35)

L’ensemble {(X(x,v, 2,0), B(x,y,2,0,v)), (z,y, z,0,v) € R x R x A} est borné et
I’ensemble V est compacte, par rapport a la topologie induite par la convergence
faible des mesures, on obtient que (x",¢"),n > 1, est tendue sur C([0, T]; R? x

R) x V. Donc, il existe une mesure de probabilité @ dans C([0, T];R? x R) x V et

on peut extraire une sous-suite noté aussi (x", ¢"), qui converge en loi vers (, q)
dans l'espace C([0,T];R¢ x R) x ¥V muni de la mesure Q.

Comme les coefficients du systeme (3.34) satisfait la condition de convexité (C),
alors par le résultat [29], il existe un systéme référence stochastique v = (Q, F, P, F;, W)

et un processus (F;)-adapté (x,7) (7 prend ses valeurs dans A), qui satisfait

dxs = B(Xs,Ts)ds + S(xs, 7s)dW, s € [t, T,
N (3.36)
YA\ v |

X _ 1474 _
Si on considere, y = ( v ), W = ( 5 ) et 7 := (w,0,u), alors le systeme

(3.36) peut étre réécrit comme suit :

dX, = b(X,, Y, u)ds + o(X,, Y,)dW,,
di/s = _f(X& 17:97 Zsyﬂs)ds
X, =z, Y, =V(tx).

Le lemme 3.3.5 montre que la suite (X", Y™),en converge en loi, alors (X%, Y"), ey
converge en loi et les limites suit le méme loi. A partir de (3.31) et le lemme 3.3.4,
on déduit que Y, = V (s, X,), pour tout s € [t,T], P—p.s. En particulier, Y7 =
®(X7), P-p.s. On identifie M, = [ 0,dB,, donc (M, W), = [70,d(B,W), = 0
et(X,Y,Z, M) satisfait (3.1).
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Comme Y, = V (s, )_(S) pour tout s € [t, T, P-p.s. et par P'unicité de la solution

de viscosité V' de I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (3.4) , on obtient

V(t,x) = essinfuey , 1)/ (¢, 7, 1), P-p.s.

Remarques et observations 1 (i) Comme c’est expliqué dans l'introduction, la
condition de Lipschitz uniforme ne suffit pas pour garantir [’existence de solutions
et donc ’existence de controle optimal échoue également.

(1) Lorsque les coefficients o et / ou b dépendent aussi de la variable z,
Uezistence et l'unicité de solutions a été établit dans le [27] pour les EDSPRs
avec un générateur de diffusion non dégénérée et des coefficients uniformément
Lipschitzienne. Mais ’existence de controle optimal, dans ce cas, semble difficile a
obtenir. Toutefois, si on remplace la condition non de dégénérescence sur o par les
hypothéses de G-monotonie des coefficients introduits dans [52], lexistence d’un
controle optimal peut étre obtenu méme lorsque le coefficient b dépendent de la
variable z et le coefficient de diffusion o dépend de u (voir chapitre 2).

(1ii) Il y a quelques résultats récents sur l'existence et unicité des solutions
des EDSPRs fortement couplées ou les coefficients dépendent des trois variables
x, y et z sous hypothéses de Lipschitz uniformes, voir [43, 57, 60]. Mais dans le
meilleur de notre la connaissance, [’existence d’un controle optimal en fonction
des hypothéses de [43, 57, 60] n’est pas encore étudié.

A notre avis Uezistence d’un controle optimal sous la conditions utilisées dans
[60] peut étre obtenu en utilisant la méthode qu’on a développé ici.

Un probleme difficile consiste a établir l’existence d’un controle optimal pour
des EDSPR fortement couplées lorsque le coefficient o dépend de z et u. Dans ce
cas, lexistence de solutions suit de [57] et le principe de programmation dynamique
de Bellman est donné dans [{1].
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Chapitre 4

EDDSR multidimentionnelles
avec un générateur a croissance

surlinéaire et application aux
EDPS.

Dans ce chapitre, nous considérons des équations différentielles doublement sto-
chastiques rétrogrades (EDDSR) multidimensionnelles ayant un générateur f(s,y, 2)
de croissance surlinéaire en les variables (y, z), et une condition terminale de carré
intégrable. On établit alors l'existence, 1'unicité et la stabilité des solutions. En
raison des conditions que nous imposons sur le générateur, les méthodes classiques
ne fonctionnent pas. En particulier, ni le lemme de Gronwall, ni le lemme de Bi-
hari ne peuvent étre utilisés. Notons également que les techniques de localisation
par des temps d’arréts ne fonctionnent pas dans les EDDSR. En nous appuyant
sur les idées de [7, 8, 11, 13] dans les EDSR classiques, nous développons des mé-
thodes basées sur une estimation entre les solutions d’EDDSR. Ceci nous permet
d’obtenir simultanément l’existence, 'unicité et la stabilité des solutions a partir
de la méme estimation. Notre travail étend les précédents articles sur les EDDSR
multidimensionnelles avec des conditions locales sur le générateur, qui est en outre
de croissance surlinéaire. En application, nous établissons 'existence et 1'unicité

de solutions (au sens de Sobolev) pour des équations aux dérivées partielles sto-

85



Chapitre 4 : EDDSRs et EDPSs a coissance surlinéaire

chastiques (EDPS) de croissance surlinéaires.

Introduction

Soient (€2, F, P) un espace de probabilité complet, {W;,0 <t < T} et {B;,0 <t < T}
deux mouvements browniens indépendants définissent sur (£, F, P) a valeurs dans
R? et R, respectivement.

On considére les filtrations F}" := o(W;0 < s <t) et FZ = 0(By— Byt <
s < T), completés par les ensemble P-null. Le g-algebre F; := FV vV FZ.. On
note que (F;) ne correspond pas une famille croissante, et donc il n’est pas une
filtration.

Soit M? <O, T, Rd) présente I’ensemble des processus mesurables d— dimen-
sionel {¢s;t € [0,T]} qui satisfait :

i) Le processus ¢, is (F;)—adapté.

i) B [ o] dt < o0.

On définit par S? ([0,7],R) Pensemble des processus continues {¢y;t € (0,71},
qui satisfait :

i) Le processus ¢, is (F;)—adapté.

i) E(supo<i<r il*) < oo

Soient f: [0, T] x QxR x R*"— R, g : [0,T] x 2 x R x R — R sont
des fonctions mesurables telles que, pour chaque (y, z) € R? x R f(.,y,2) €
M2(0,T,R?) et g(.,y,2) € M?*0,T, R,

Soit la variable aléatoire £ de carré intégrable (Fr)-mesurable.

Pour N € N*, on definit pn(f —]E/ sup |f(s,y,2)|ds.

lyl,|z|<N

On considere alors 'EDDSR,

T T T
V=€t [ f(s.Y0 Z)ds+ [ 95,V Z)dB, — [ ZdW,,  0<t<T;
t t t (796)

La variable aléatoire £ est dite condition términale et f est le générateur.

86



Chapitre 4 : EDDSRs et EDPSs a coissance surlinéaire

Définition 4.0.1 Le processus (Y9, Z19) est dite solution de l'équation (ET9%)
si (Y19, 219 appartient a S?(0, T, R?) x M?(0, T, R¥") et satisfait (E/9%).

On commence par donner un exemple, Soit ¢(s, y, z) une fonction uniformément

lipschitzienne en (y, z) a croissance surlinéaire. On considere I'EDDSR suivante :
T T T
Y= ¢ —/ Yslog|Y5|d8+/ 9(s,Y,, 2,)dB, —/ ZAW, 0<t<T (41)
t t t

Le générateur de I'équation précédente est a croissance surlinéaire par rapport
a la variable y. Il est également ni localement monotone ni uniformément continue.
Dans le reste de ce chapitre, on voit bien que cet exemple est couvert par le résultat
obtenu.

Par conséquent, la non-linéarité dite logarithmique ylog |y| qui apparait dans
(4.1) est intéressante. A notre connaissance, lorsque la dimension est supérieur a
un, il n’y a pas des résultats de la littérature qui couvrent cet exemple intéressant.
La méme question se pose également pour la non-linéarité h(y)z4/log|z| ou h est

une telle fonction.

Le probleme étudié dans ce chapitre est une extetion des résultats [8, 11, 13]
sur les EDDSRs. On établit l'existence et I'unicité ainsi la stabilté LP (p < 2) des
solutions de 'EDSPR (E/99)) lorsque le générateur f est a croissance surlinéaire
en y, z. De plus, la condition terminale £ est seulement de carrée intégrable. On
introduit une nouvelle hypothese locale qui couvre 'exemple d’EDDSR précédent.
Par rapport au résultat [58], le générateur est ni localement monotone en y ni

localement lipschitzienne en z.

4.1 Les résultats principales

4.1.1 Hypotheses

On considere les hypotheses suivantes :

(H.1) La fonction f est continue en (y, z) pour p.t. (t,w).
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(H.2) Tlexiste K >0, M >0, et neL'(Q; LY([0,T])) tels que pour tout
(y’ Z) c Rd % ]Ralxr7

<y7 f(t7w7yaz)> S U + M|y’2 + K|sz| P —P-S. pOUTt S [OvT]

(H.3) La fonction g est continue en (y, z) pour presque tout (¢,w), et, il existe
L>0 0<A<l1l 0O0<a3 <l etn € ]L”%([O,T] x ) telles que pour tout
(t, w, y, ¥, 2, 2') €10, T] x Q x (RY)? x (R¥*")?

(i) l9(ty,2) —g(t, ¢/, 2 < Lly — /| + Az = 2|

(é4) l9(t,y, 2)| <+ Lly|** + Alz|*

(H.4) Nexiste M; >0, 0<a<2, o >1etnelL([0,T] x9) tels que pour
tout (¢, w, y, z) € [0, T] x Q x R? x R",

|f(t,w,y,2) < i+ Ma(ly* + [2]%).

(H.5) Il existe v € L2 (Q; L*([0,77])), une suite réelle (Ax)y>1 et des constantes
My >1, r>0 telles que

() VN >1, 1<Ay<AN",

(17) limpy_yo0 Any = 00,

(4ii) Pour chaque N € N*et (t, w, y, ¥/, z, 2/) € [0, T] x Q x (R%)? x (R¥")?
tel que |y, ||, |z], |#/| < N,ona

<y - ylv f(ta Y, Z) - f(ta y/a Z/)>1{’vs(w)§N} < M2|y - y,|2 IOg AN
+ Maly — yf/'[|2 — 2']y/log Ay + M A"

Théoréme 4.1.1 (Existence et unicité) On suppose que les hypothéses (H.1)—
(H.5) sont satisfaites et & est de carée intégrable. Alors I’équation (ET9¢) admet

une unique solution.

Le deuxieme résultat principal de ce chapitre est la stabilité des solutions
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dans tous les espaces L? pour ¢ < 2. Soit (f,) une suite de processus (F;)—
progressivement mesurables pour tout n. Soit (£,) une suite de variables aléa-
toires (Fr)-adaptées de carrée intégrable. On suppose que pour tout n, 'TEDDSR
(EJn9) correspant au données (f,,g,&,) admet des solutions (non nécessaire-
ment unique). Chaque solution de 1'équation (E/m94m) est notée par (Y™, Z").
Soit (Y, Z) I'unique solution de 'EDDSR E:9:9). On suppose que les hypothéses

supplémentaires suivantes sont satisfaites :

(H.6) Pour chaque N, pn(f, — f) — 0 lorsque n — oc.

(H.7) E(|& —¢&*) — 0 quand n — oo .

(H.8) Il existe K > 0, M > 0 et n € L'(Q; L'([0,T])) telles que pour tout
(y,2) € R x RT,

sgllp<y, falt,w,y,2)) <me+ Mly]> + Klyl|z] P —p.s., pt.t€[0,T).

H.9) Il existe M; > 0,0 < a <2, & >1etneLY(0,T] x Q) telles que
Ui q
pour tout (y, z) € R x R,

sup | fult,w,y, 2)| <+ Mi(ly|® + |2]%).

Théoréme 4.1.2 (Stabilité des solutions) On suppose que les hypotheéses (H.1)-
(H.9) sont satisfaites. Alors, pour tout q < 2,

T
lim (IE sup |Y," —Yt|q+]E/ |Z — Zs|qu> = 0.
0

4.1.2 Quelques exemples et observations.

Dans cette partie, on donne quelques remarques et des exemples afin d’expli-
quer nos hypotheses et nos résultats. Ces exemples sont couverts par les résultats
principales de ce chapitre. Par le mieux de notre connaissance, ils ne sont pas

couverts par d’autres travaux sur les EDDSRs.

Remarques et observations 2 — L’hypothése (H.2) peut étre remplacer
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par :

(H’.2) 1l existent M > 0, n € L'(Q; LY([0,7])) et~ > 0 satisfont
2v 4+ A < 1 tel que,

(ZJ’f(t,W;y’Z» S U + M|y‘2 + 7|Z’2 P —Dp-s., ptt S [OvT]

avec X est la constante définit dans (H.3).

Dans ce cas, des modifications mineures sont nécessaires dans les preuves.
Les EDDSRs ainsi que les EDPS qu’on considére dans ce chapitre sont
intéressantes puisque le générateur f est non linéaire en (t,y,z) ne peut
étre ni localement Lipschitz en z ni localement monotone en y. En outre,
puisque f est a croissance surlinéaire en y et z, alors il ne peut pas étre
uniformément continue.

Dans [12], les auteurs ont étudit les EDSRs a croissance logarithmique
K|z|y/|log|z|| qui apparaissent également dans certains problémes de contréle
stochastique. On espére que le résultat de ce chapitre sera utilisé pour le
controle stochastique du SDE-EDDSRs.

Comme le systeme des EDPSs associé a la version Markovienne de ’EDDSR
(E©59) peut étre dégénérée, alors notre résultat couvre aussi certain sys-

teme d’EDPSs de premiére ordre.

L’exemple suivant traite une EDDSR avec un générateur localement Lipschitz.

Exemple 1 On suppose que & est de carrée intégrable et la fonction g satisfait
Uhypothése (H.3). On considére la fonction f satisfait (H.1), (H.2) et (H.4).
On suppose qu’il existe une constante positive C' tel que, pour chaque N > 0 et |y],
2 [y, [2'] < N,

|f(t,y,2) = f(t,y,2)] < C(logN)|y —v/|.

’f(tayaz) - f(tayaz/)‘ < C(\/ lOgN)’Z - Z,|'

Alors 'EDDSR (E(f’g’g)) admet une unique solution qui est stable au sens du Théo-
reme 4.1.2.
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Preuve. L’hypothese (H.5) est satisfaite pour Ay = N. O

Dans I'exemple suivant, on considere le cas ou le générateur est a croissance
logarithmique par rapport a la variable y. Plus précésement, lorsque f(t,y,z) =
ylog|y| pour une telle dimension d > 1. L’intérét d’étudier les générateurs de
type ylog |y| est une continuation naturelle des travaux [6, 7, 8, 9] dans le cas des
EDSRs. En effet, on considére 'EDDSR (E%/9) et on assume pour la simplicité
que le générateur f ne dépend pas de la variable z. Soit f est Ly—locallement
Lipchitz et a croissance au plus linéaire. A partir de ’exemple précédent que Ly
se comporte comme log N, alors '"EDDSR (E%/9) admet une unique solution. Si
on ignore la condition de croissance linéaire sur f. Alors 'hypothese L, ~ log N
implique que |f(y)| < K(14]y|log |y|) pour une constante K positive. Les question
qui se posent :

L’EDDSR (4.1) admet-elle des solutions ? Si oui, quelles sont les criteres vérifiés
par les solutions : unicité et stabilité ?

Les réponses sont comme suit :

Exemple 2 On suppose que & est de carrée intégrable et g satisfait [’hypothese
(H.3). Alors, ’EDDSR (4.1) admet une unique solution. De plus, cette solution

est stable au sens du Théoréeme 4.1.2.

Preuve. Comme (y, f(y)) <1let|f(y) <1+ %]y|1+6 pour tout £ > 0, alors on
déduit que la fonction f satisfait (H.1), (H.2 ) et (H.4). Il nous reste a vérifier
I'hypotheése (H.5). En utilisant I'inégalité triangulaire, on sépare les deux cas :

1 1
o< < — et —< < N.
_!y\,!y!_Ne N_!y\,!y!_

1
L 1 0 < < —.
¢ cas 0il0 < [yl Iy <

Puisque la fonction x — —xlogz est décroissante sur l'intervalle ]0, e, alors
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pour N > e

1f(y) = F@OI < [F W)+ 1F )]
log N

<2
- N

1
L — < < N.
¢ cas oil - < lyl. '] <

Par le Théoréme accroissements finis appliquées a f, on a

[f(y) = @) < (L +1og N)ly — ¢/
Donc, 'hypothese (H.5) est satisfaite pour tout N > e avec vy, =0 et Ay = N. O

L’exemple suivant traite le cas ou le générateur est a croissance surlinéaire par

rapport a la variable z.

Exemple 3 On suppose que & est de carée intégrable et g satisfait [’hypothese

(H.3). Soient <o €]0, 1], l(y) := ylogl_liﬂ| | et h € C(R™; R )NCHRY —
Y

{0}; Ry) tel que

hz) = |z[1/— log |z| silz] <1—gg
|z|4/1og | 2| si|z| > 1+ e
Alors, 'EDDSR (EY94)) | avec le générateur f(y, 2) := l(y)h(2), admet une unique

solution qui est stable au sens du Théoreme 4.1.2.

Preuve. Ilest facile de voir que la fonction f satisfait (H.1). Il reste a prouver que
la fonction f satisfait les hypotheses (H.2), (H.4 ) et (H.5). Comme (y, f(y, z)) =
(y,l(y))h(z) <0, alors 'hypothese (H.2) est satisfaite.

(i) Puisque [ est continue, [(0) = 0 et |I(y)| tend vers 1 lorsque |y| tend vers oo,
on déduit que [ est bornée. De plus, [ satisfait (y — v/, {(y) —I(y")) < 0. Dans le cas
unidimentionnel, il n’est pas difficile de voir que [ est une fonction décroissante.

ly]

Comme, —(y,y") log T < —lylly'| log % (car log% < 0), alors le probléme
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est réduit au cas unidimensionnel en utilisant le calcul suivant :

/
o /,l _l / < 210 |y| + 112 ’y|
(-, l(y) —1y)) <yl BT Iy Y| T+1y]
/
_ /10 |y| +10 |y|
lylly'|( Eym 1+|,|)
/
— (ol — Dl 10w Y] 1 loe Y]
(lyl = 1y (ly] Eam Y| g1+|,|)

< 0.

(7i) Comme \/2510g|z| = \/log\z|25 < |z|® pour tout € > 0 et |z| > 1, alors

pour chaque £ > 0 la fonction h satisfait

1
0<h(z) <M+ —|z|', avec M = sup |h(z)].
V2 |z|<1+e0
L’hypothese (H.4) est satisfaite par les deux observations (i) et (iz). Pour vérifier
(H.5), il suffit de montrer qu’il existe une constante positive ¢ telle que pour

chaque z, 2’ satisfaisant |z|,|2'| < N, donc pour N assez grand, on a

|h(z) = h(Z")] < ¢ (y/log N|z—=2|+ longN> (4.2)

L’inégalité précédente peut étre établie en séparant les cinq cas suivants, 0
12|, || < N N < z|,|Z]| € 1—e€p, 1—e9 < 2|, < 14+eget1l+eg
2], [¢'| < NV

<
<

Le cas 0 < |z|,]2'| < . Puisque lafonction z — zv/—logz est décroissante
sur l'intervalle [0, %], alors pour chaque N > /e,

[7(z) = ()] < [h(2)] + |h(2)]

Les autres cas peuvent étre prouver par le théoreme d’accroissement fini. O
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L’exemple qui suit traite la situation dans laquelle le générateur satisfait une

condition stochastique de Lipschitz (ou monotone).

Exemple 4 On suppose que & est de carrée intégrable et la fonction g satisfait
Uhypothése (H.3). Soit f satisfait les hypothéses (H.1), (H.2), (H.4) et

(H'.5)

1l existe un processus positive C' satisfait |E fOT e?%ds < 0o
(pour certain ¢ >0) et K" € Ry
telle que pour tout (t, w, y, v, z, 2’) € [0, T] x Q x (R%)? x (R¥*7)2,

(y—y, ft,w,y,2) — ft,w, v, ) < K'|ly — y'|*{Ci(w) + |log |y — V|| }

+K'ly = y'|]z - Z’\\/C't(w) + |log |z — 2/||.

Alors, 'EDDSR (E/9¢) admet une unique solution qui est stable dans le sens

du Théoreme 4.1.2.

Preuve. Pour vérifier (H.5), il suffit de montrer qu'il existe une constante ¢

positive tel que pour v, := ¢ < N and |y| , |/, |2], || < N on a

=t/ S ,2) = Sty ) < clog N (ly =y P+ ).

et

£ty 2) — f(t,y,#)] < eyflog N (yz I ;f) ,

On peut montrer les deux inégalités précédentes en considérant les cas suivants :

1 1
—f| < — — < —q| < 2N
et
|z z']<i L<]z 2| <2N
— 2N’ 2N — -

En particulier, on a pour tout z, 2/,

f(tw,y,2) = f(t,w,y,2)] < K|z — Z|\/Ci(w) +|log|z — /|| (4.3)

O
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Remarque 2 Si on prend C; = 0 dans 'exemple précédent, alors par linégalité
(4.3) cet exemple est couvert par notre résultat et la condition sur le générateur

est dite log-lipschitzienne par rapport a z.

4.2 Preuves

4.2.1 La preuve du Théoreme 4.1.1

Lemme 4.2.1 (L’approche de f) On considére une fonction f qui satisfait les
hypothéses (H.1)- (H.5). Alors, il existe une suite (f,,) telle que,
(a) Pour chaque n, f, est bornée et globalement Lipchitzienne en (y,z) pour
pt. (t,w).
Il existe M' > 0, tels que :
(8) supp | fults.2)] <7+ M+ M(lyl + [217) pour pit ()
(c) sup <y, fult,w,y,2)>< n+ M+ Myl + Klyl|z| pour p.t. (t,w),
(d) Pour chaque N, pn(fn — f) — 0 lorsque n — 0.

Preuve. . Soit p, : R? x R™*" — R, une suite de fonctions régulieres a support
compacte qui approxime la mesure de Dirac en 0 et satisfait [ p,(u)du = 1. Soit
©n : RT — R, une suite de fonctions régulieres telle que 0 < ¢, < 1, p,(u) =1
pour |u| < n et p,(u) = 0 pour |u| > n + 1. On définit la suite 1, de R¥" vers
R. On considere, fq.(t,y,2) = Lg<qy [ f(t, (Y, 2) — w)pg(uw)dup,(y)n(2). Pour
n € N*, soit ¢(n) un entier tel que g(n) > n+n®. La suite (f,,), definit pour chaque

n par f, 1= fym)n, satisfait alors les assertions (a)-(d). O

Estimation des solutions de PTEDDSR. (E/»9%)

Lemme 4.2.2 Soient f, g et £ les données du Théoréme 4.1.1. Soit (f,) la suite
de fonctions approchées associée a la fonction f du lemme 4.2.1. Pour chaque
entier n, on note par (Y™, Z") lunique solution de ’équation (E/~9%). Alors, il

exite une constante positive € tels que

T K, T

Q) E [ e Z0Rds < Y lezMTIE\§|2+2E/ M (1, + M + (n))?)ds| =
0 - 0

K17
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b) E sup (*MY"?) < LK) = Ko,

0<t<T
T ,
) E [ e\ f (s, Y2, 20| ds < Ky
0
avec K3 = 4971 [E Je2Ms (g, + M) + 4)ds + MY K, + TM?KQ] et @ = min(a/, 2).

T
d) E/ M| g(s, Y, Z7)2ds < K.
0

Preuve. En utilsant la formule d’It6 et le Lemme 4.2.1 (¢), on obtient pour tout
t e [0, T,

T
e21\/1t|ytn|2 4 QM/ 62M5|Y5n|2d3§62MT|§|2
t
T 2
+2/ e*Ms (773+M'+M\YS"! + K [Y]] |ZQD ds
t
T
42 / M (yn Zmy iy,
t
T 2M's n n n %
2 [ e g(s, Y] 20))d B,
T om 2 2 2
[ ML + A2 + ()

T 2
—/ M| 70 ds.
¢
Par U'inégalité suivante Kly||z| < %2|y|2 +¢|z]?, on a

T
Ee2Mt|yn? 4 (1— ¢ — )\)]E/ M5 | 702 gs < 2MTR [¢)?
t

T

+2E [P+ M+ (n)))ds
t
T KZ

+ 2E/ MM + L+ —) Y ds.
t

On choisit ¢ =132 alors par le lemme de Gronwall, on obtient I’assertion a). On
utilise l'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, on montre b). Les assertions c¢) et
d) résulte du Lemma 4.2.1 b) et I'hypothese (H.4). Finallement, ’hypothese (H.3)

et les assertions a), b), on obtient ). O

Par 'extraction des sous-suites, on a
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Corollary 4.2.1 [l existe Y € L*(Q, L*[0,T]), Z € L*(Q x [0,T]), F € L*(Q x
0,T]), g € L*(Q x [0,T]) tel que

Y™ Y, faiblement dans L*(€2, L°°[0,T])

Z" — 7, faiblement dans L*(Q x [0, T))

ful, Y™, Z™) = f faiblement dans LY(Q x [0,T)),
gn (., Y™ Z™) — g faiblement dansL*(Q2 x [0,T])

De plus,
T _ T T
Y, :§+/ f(s)ds+/ g(s)dﬁs—/ Z,dW,, ¥t € [0,T).
t t t

Le lemme technique suivant est un résultat directe de I'application des inégalités
de Holder et Schwartz.

Lemme 4.2.3 Pour tout f €]1,2[, 0 < A <1, A >0, (y)iz1.a C R et

(2)i=1.dj=1.- CR ona

d d r . o d r d
FIOSITEND Db SEAERECE N IFIRD /) SIS
i—1 i=1 =1 i=1 J=1 i=1
1_>\d : 2 1 2 d 2 (1_)\>(/8_1) d . 2
- - c < A e
> = X% Saone-n &Y DI

o1s . s o2 . 2
Preuve. En utilisant I'inégalité suivante ab < %aQ + ﬁbQ on a

A (3 St MR 5 sy

j=1 i=1
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Par conséquent,

d . d r l A d r )
A (Z yi ) 2 Z Z ] 2 2 Z ZZJ
i=1 i=1 ]=1 i=1 j=1
1-=X)(2-0) "
e D AR WO,
=1 ]:1 =1
d d T d T
a? A
< ?A Zy + o2 Z Z] 9 Z Zij
i=1 =1 j=1 i=1 j=1
1=\ r d
+ ( (2= Z z
2 j=1i=1
Pour finir la preuve, on choisit a? = m O

La proposition suivante est tres utile dans les EDDSRs et les EDSRs a crois-

sance surlinéaire.

Proposition 4.2.4 Soit (Y, Z) appartient & S* x M?. On suppose que (H.4) est
satisfaite. Soit o := % Ao, Alors, il existe une constante positive K(a, T, M) :=
K, telle que

T
E/ (5, Y, Zo)|° ds<K[1+E/ n”‘derE( sup |Ys|2> +E/ ]ZS\st].
0<s<T 0
Preuve. On utilise 'hypothese (H.4), on obtient

T _
IE/ (5,Ys, Z)|7 ds < E/ (s + My |Ya|* + My | Z,*)" ds
0

IA

_ T _ _
3”M§E/ (72 + Ve + | Z7) ds
0

IN

. T _ _ _
3" MY E /0 (420" + (14 YD + (1 + | Z:)°%) ds

IN

T 9 T 9
K[1+E/ 73ds + Esup |Y,| +E/ 1Z,| ds].
0 S 0
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Estimation entre deux solutions approchées.

Proposition 4.2.5 Soient f, g et £ les données définissent dans le Théoréme
4.1.1. Soit (f,) la suite des fonctions approchées associée a f. Pour tout entier
n, on note par (Y™, Z™) lunique solution de UEDDSR (E/m9%). Soient vy =
sup {(Aylog Ay)™", N > R} et Cy:= 24 Miogfliv + BMylog Ay.

Alors, pour chaque R € N, 66}1, min(3—5 , 2){ , e>0 et

1 K
d < (1=
A Dmin <2M§ F2M(1- N - 1) rMEB+rBMy(1— N)(F - 1>>’
il existe Nog > R telle que pour chaque N > Ny et T < T,

: n m|3 r |Zg — Z;n‘2
limsupE  sup [V =Y/"|"+E —ds
n,m—+oo  (T/—§)+<t<T’ (T'=6")* (‘st — }/sm|2 + VR)T
l /
<e+ e~ limsup B[V — Y|P (4.4)

(1-=N@B-1) P

avec { une constante universelle positive.

Avant de donner la preuve de cette proposition, on donne quelques explications
a ce sujet. En raison de la croissance du générateur surlinéaire , les techniques utili-
sées dans [6, 7] sont tres utile pour donner une estimation entre deux solutions ap-
prochées. En particulier, ni I'inégalité de Gronwall ni le Lemme de Bihari peuvent
étre utilisés dans notre situation. En outre, on ne peut pas estimer les quantités
de type |Y,* —Y;"|? ou de type e™|Y;" — Y,™|%. Seulement les quantité de type (4.4)
sont estimable. Pour cela, on peut estimer les quantité de type |Y;* — Y,™|° pour
[ < 2. Sinon, les intégrales peuvent étre infinis. Donc, estimer (4.4) est suffisant
pour l'estimation entre deux solutions approchées. Notant que, cette estimation
établit la stabilité des solutions dans 87 x MY pour tout ¢ < 2. La stabilité dans
8% x M? est probablement fausse sous nos hypothéses. La preuve de la proposition
4.2.5 nécessite de nombreux calculs. On les divise en plusieurs étapes présentées

comme des Lemmes.

L’idée de la preuve est comme suit : En utilisant le Lemme 4.2.2, la suite

(Y™, Z™) converge faiblement dans 2. Afin de montrer que (Y™, Z") converge
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fortement dans !, on définit un nouveau processus pour N € N* par :
= Y] = V" + (Anlog Ay) ™" (4.5)

8

On applique la formule d’It6 & e“*A? pour 0 < B < 2 Alors on passe a la limite
en n et N pour avoir 'existence et 'unicité des solutions pour une petite durée de
temps. Enfin, on utilise une procédure répititive pour prolonger le résultat a une

durée arbitraire de temps.

Lemme 4.2.6 On suppose que les hypothese de la Proposition 4.2.5 sont satis-
faites. Alors, pour tout C' > 0 on a

8 T 8 , B
eCIN? +C/ e AZds < “TAZ A+ 4+ I+ I
t
T B4
FB [ AT =Y gl Y0 Z0) = gl VI Z0))d B,
t
T’ c 8_4
_ﬁ/ ePAE (Y =Y (2] = Z7) dW),
t
avec

/ — T
Il = 2B€CT [2N2 + Vl]% [/t sup ‘fn(say72) - f(svwa)’dS

lyl,|z|<N

T/
£ [ sup |fulsiyz) = f(s.9.2)lds).

lyl|z|<N
T B_4
[2 = ﬁ/t eCsAsz <Y;n - nga fn(sa Y:gn7 Z;L) - fm(sa Y;m’ Z:l>>]—{<1>(s)>N}d87

avec  B(s) = |V + [V + |20 + |20 + vs,

o BL BM3log An T s 8
Iy = (2 o5 1 +Malo Ax /t ¢CSAZ ds

— — T’ B_
- B(l AZ(B D / PP A2 2|Z;l — Z™|ds.
t
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8
Preuve. La formule d’Itd (appliquée a la processus e“*A?) et I'hypothése
(H3)-(i), donnent pour tout ¢t < 7",
Ctas T csnd CT' A5
e tAf—i—C/ e“PAZds < eV AR + I + IV + I
t
T’ B_
- g/ O AT 70— 2P ds
t
B Cs A 5-1 2 2
+§/t O AZ TN LY — Y2+ N2 — Zm)ds

- 5(§ -1 /tT/ Crn:
2

(S0 (2. - 20.)) o
J

i=1 \i=1
T’ B_
w85 -1 [ eead v
t
X (LIY] = Y| + A 20 — Z2)ds
T’ B_q
PR AT
t
9(s, Y1, Z0) = g(s, Y, Z1)d B,
T’ B_q
—B [ AT Y =Y (2 - 2 AW,
t
ol

T’ B_
[1 :6/15 eCSASQ 1[<}Q”_}2m7 fn(say;nazg) _f(S7Ytsn’Zg)>

+ <st - Y;mv f(s,}/;m’ Z;n) - fm(‘S?Y;mv Z;n)> 1{‘P(S)SN}d57

T B_
=6 [ a0 =Y (s Y20 = (s Y 20 L ds

1
Comme |Y] — Y| < Az, il résulte que

I < 1. (4.6)
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On observe que 1ips)<ny < 1gy,<ny alors par 'hypothese (H.5) on obtient
T r C £-1 2
I < BMy [ AT Ve = Y log Ay
t
AR IV = V122 = 2w A Loy

T B8_
< ﬁMz/t e lAs log Ay + Y = Y"|| 23 — Z?!\/IOgANll{M)szv}dS-

(4.7)
On définit par
_ T 8 _
J = I — g/ 5 A2 ! |Z7 — Z§”|2 ds
t
5 r Cs g_l n m|2 n m|2
+t5 e’ Az (L)Y =Y+ NZ) — Z7')ds
t
ﬁ T 8 r d 2
Cs A 372 n m n m
- 6(5 - 1)/t e A 2:1 <z; (Y;,s - Yvi,s) (Z'i,j,s - Zi,j,s)) ds
j=1 \i=
B r Cs A 22
FG =) [ ATV YL - Y N2 - 22 s,
t
Par le Lemme 4.2.3, on voit que
J < I3 (4.8)
Le lemme 4.2.6 est prouvé.
(I

Le Lemme suivant explique l'utilité de I'hypothese (H.5).
Lemme 4.2.7 Soit v := % + 0'BMs;. On suppose que les hypothéses de la

Proposition 4.2.5 sont satisfaites. Alors, il existe une constante universelle ¢ telle
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(

(
(

que,
T’ gn _ gm 2
E sup |[Y"-Y"’+E 12 4 s ds
sy ST IR
14 ’ A3
(corsmp - v+ 25
(AN IOgAN)5
LAY
8T'Ky 4+ 8K1)2 =
( 2 + 8K;) An)E

SE-NG-D
+ 2@K3 (AT K, + TE)
#2356 N ] 2 (o = 1)+ ol = )

log A
L 4 ?14 i)‘zg X 4+ BMylog Ay dans le Lemme

On choisit C = Cy :=

Preuve.
4.2.6 pour obtenir
N(B—-1) (T B_

5 >/ SN

4

+I' + I"+ I,

+B/ CSA2 1 Ym (57}/;”72?) o
T/

-8 CSAT%S@"—W, (2 -z dw,)

t
En utilisant les estimations (4.6) et (4.7), les inégalités de Burkhoélder-Davis-Gundy
) ys4 L= 1), ce qui montre 'existence de la constante

8

6CNtA2 +6(
< CNT’ AQ
(5, Y™, Z"))d B,

(B-1
2

et Holder ( comme
1 2
|Z7 — Z7|" ds

¢ >0 telle que pour tout ¢ > 0
' e sAsg -
—1

B

E sup eCNtAf} +E

(r7-5)+

B—1
T 2 T 2
. [IE / Asds] lE / @(S)st]
0 0
1

(T -8+ <t<T"
eONT R {Ag,] +
Bg—1) g

14

(=)
x l /T|fn(s YO Z0) — fls, YO Zm|°‘ds]
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|fn(37y7z> - f<87y7 Z)|d8

sup

(

(

+ Bl2N? VI]BJE[/
0 |yllzI<N
T
+ sup |fm(say7 Z) _f(svya Z)|d8‘|}
O Jyl.lzI<N
On utilise 'hypothese (H.5) et le Lemme 4.2.2, on obtient, pour chaque N > R,
’ zr — Zm)?
E  sup |[Y"-Y"+E 12 4 5= ds
(o) rsisr (V= YR )T
1
g / —B 2K5 B—-1 K
< N (Anlog An) 2 5 (4TK,+Tl) 7 (8TK, + 8K,)?
_(1_)\)@_1)6 {( ~log Ay) +6N"‘( 2+ Tl) 2 (8TK;y +8K))
B=1
+E|Y — Y77 + B2N? 4 1] 2 [PN(fn — )+ on(fm — f)]}
14 ) 1 A3
< eNTE|YE — YT + =
T—nE-10° T TG 1) Ay log An)?
20 1 B-1 . Al
Ky (ATKy+T0) = (8TKy+8K;)? —
FaowE o R RO SR SRR
2 Cno’ 2 a1
2N P - =
Fanaone RN+ v — £ + oy (Fn = £)]
Le Lemme 4.2.7 est prouvé. O
Preuve. Proposition 4.2.5 On choisit ¢’ telle que
5 < (1=\)(8—1) min ( ! v )
2M3 + 2My(1 — N)(B — 1) " rM3B + rBMy(1 — \) (B — 1)/’
il résulte que
Ay
7 — 0, lorsque N — oo
(AN IOg AN)§

Ay
(An)S — 0, lorsque N — .
N ™
O

et
On utilise assertion (d) du Lemme 4.2.1. On conclu la preuve de la Proposition

4.2.5.
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On prouve maintenant le Théoréme 4.1.1.

Preuve. Théoréme 4.1.1. On prend successivement 7" =T, T" = (T — ¢')™,

T = (T —24)*... dans la Proposition 4.2.5 on voit que, pour tout 5 €]1, min(3 —
2 9)],

T \Zr — 7|
: n __ ym|B s s —
nmlzl—Ig-oo <E OiltlgT |Y; Y; | + E/O s dS) 0

(Ve =Y+ vm) ?

On déduit que,

lim E sup V" =Y™°=0

nm—=+00  g<t<T

D’autre part, par I'inégalité de Schwartz on a

T T Zn_Zm2 %
E/ 20— Z™|ds g(E/ 2 = 2] Mds>
0 0 (D/sn _}/Sm|2_+_VR)T

x (E/OT(|}Q”—YSW|2+VR)2"‘Bds> .

En utilisant le Lemme 4.2.2, il résulte que,
2-3

1
T Pl 2
SUDp,m (E/ <|st - Ysm|2 + VR) dS) < 0.
’ 0

Et par suite, on a

N

T
lim (]E sup |Y;" — Y™’ —HE/ |Z7 — Z;"|ds> = 0.
Dong, il existe une sous-suite noté encore (Y, Z™) telle que

lim (Y =Y+ |20 —Z]) =0 a.e. (t,w).

n—-+o0o

Comme (Y™) et (Z™) sont de carrée intégrable, il en résulte que pour tout ¢ < 2.

T
lim B [ (Y =Y+ |Z" — Z|?) ds = 0. (4.9)
n—+o0 0
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On montre que (Y, Z) satisfait "TEDDSR E/9¢. On a

T
E [ 1fals Y0 22) = (s, Y2, Z2)ds
0

T
< E/O |fu(s, Y Z0) — f(s, Y] Z0) | Wy 4 20< vy ds

(Yol + 127

NC-2) Lyypisizpi>nyds

T
FE [ 1fals, Y020 = £, 2)

1
K5 [TKy + Ki]'
< .

Qil—

On passe a la limite, d’abord en n et puis en N, on obtient
T
W E [ |fuls, Y2, 22) = (s, Y2, 22)|ds = 0.
n 0
On utilise (H.1), les Lemmes 4.2.1 et 4.2.2 pour avoir,
T
limE/ fu(s, Y2, Z) — f(s, Y, Zs)|ds = 0.
n 0

Comme la constante a; de 'hypotheése (H.3) est strictement inférieur a 1, on

utilise alors I'inégalité de Holder (parce que % + 252 = 1), I'hypothese (H.3) et

le Lemme 4.2.2 nous donnent

T
E [ 905, 22) = (s, Vi, Z)ds
0
T
<E [ (gl Y7, Z0)] 4 lgls, Yoo Z0)1) lg(s, Y2 22) = gls. Yo, Z)|ds

2—aq
2

a1
T 2
< (& (aton vz 220+ la(s. 72, 20 s

T
X (E/ lg(s, Y, Z3) —g(s,Ys,Zs)\?Qc*lds>
0

2—aq
2

_ T 2 2
: K<E/ (Ve =Yo7 4127 - Zsizf”)d‘s) |
0
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avec
2—aq
2

_ T
K :=sup(L, \) sup,, (E/O (2(77;)51 + K|Y]'| + K|Z?| + K|Y | + K|ZS|)2ds>
et K < oo.

Puisque 2%11 < 2, alors par (4.9), on a

T
lim [ ’9(57}/3”72?) —g(S,YvS’ZS)’QdS:O

n—o0 0
y . ,
L’existence des solutions est prouvée.

Unicité. Soient (Y, Z) et (Y, Z') deux solutions de 'équation (E/9¢). De facon
similaire que l'existence de solutions, on montre que pour tout R > 2, [ €
J1, min(3—2,2)[, >0 et

: 1 K
& < (1=N)(8 — 1) min (e « EEEETRET):

il existe Ny > R telle que pour chaque N > Ny et T' < T,

12
, T Ly — 2,
E  sup |Y,-Y, | +E s ds
(T'—8)+ <t<T" @=" (Y =Y P +vr) ™
g C 6/ /
<e+ eNOR Y — Yo P
E-nE-pc e

On prend successivement 7" =T, T = (T — §)*t , T" = (T — 2§')*..., on obtient

I'unicité des solutions.

Le Théoreme 4.1.1 est prouvé.

4.2.2 La preuve du Théoreme 4.1.2

On dévellope les mémes idée et techniques utilisées dans la preuve du Théo-
reme 4.1.1. D’abord l'estimation entre deux solutions nous permet de prouver

le résultat dans un intervalle de temps petit. Ensuite par un procedé répita-
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tif, on prouve le résultat sur un intervalle de temps arbitraire. Preuve. Soient
(Y™, Z") la solution de "TEDDSR EU™9<™) et (Y, Z) I'unique solution de "EDDSR
EW98  On raisonne comme dans la preuve du Théoréme 4.1.1, on voit que,
pour tout R > 2, ¢ > 0, [ €]l, min(?)— %,2)[ et & < (1 —=N(G—
1) min (2M22+2M2(11_A)(5_1) : rM225+r/3M§(1—,\)(B—1)>’ il existe Ny > R telle que pour
tout N > Nyet TV < T,

_ 2
_ T 4} — Zs
limsupE  sup |V Y|’ +E s ds
netoo  (T-gyr<i<T N (e A e
<e4 ——e limsup R[5 — Yo |°.
6 — 1 n—-4o0o

On prend successivement 77 =T, T" = (T — §')*, T = (T — 2¢")"..., on établit

alors la convergence sur l'intervalle [0, T]. En particulier,

lim ([Y"—Y|+|2" - Z|) =0.

n——+oo

Comme (Y™) et (Z") sont de carrée intégrable, on fini la preuve par un argument

d’intégrabilité uniforme. Le Théoreme 4.1.2 est prouvé. O

4.3 Application aux EDPSs : solutions de Sobo-

lev

Dans cette section, on étudie I'existence et I'unicité des solutions de sobolev de
I’EDPS associée au systeme d’EDS-EDDSR découplées suivant :

Xt — g 4 /t b (X0 dr + /t Co (X17) dw, (4.10)

Vi = H (X)) + / 'F (r, X, v 2 ) dr -+ / G (r, X0, Y%, 22°) dB,

T
- / Zb5qWw, (4.11)
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avec o, b, F' et GG sont des fonctions mesurables définies comme suit :

o RF — RFx7, b: RF — RF, H : RF — R, F:[0,T] x RF x
R? x R*"—s R

et G:[0,T] x R x R? x R —3 R

L’EDPS associée au systeme d’EDS-EDDSR précédent est donnée par, pour
t<s<T:

u(s,x) = —I—/ Lu(r,z) + F(r,x,u(r,x),a*Vu(r, x))dr
+/ (r,z,u(r,z), c*Vu(r, m))d%T (4.12)
avec
L= 12:@)872 + Zbi with (a;;) := oo” (4.13)
o 2 i " 8$18$J i Zal’i’ “l .

On suppose que :
beCy (RERY) et oeC)(RE,RM) (4.14)
Pour 0 < ¢ < 2, soit H l’ensemble des champs aléatoires
{u(t,z), 0 <t <T, € R},

telle que pour tout (¢,), u(t,z) est (F/%) mesurable et

e, = E[/Rk /OT(|u(r, D)7 + (0" Vu)(r, 2)[)drelda) < co (4.15)

Le couple (H, ||.|l3) est un espace de Banach.

On note par CL*([0,T] x R?) I'ensemble des fonctions a support compact
o(t, z) qui sont continiiment dérivables par rapport a la variable ¢ et infiniment

continiment dérivables par rapport a la variable x.

Définition 4.3.1 On dit que u est une solution de Sobolev de ’EDPS (4.12), si
u € H et pour tout ¢ € C+°([0,T] x R?),
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/Rk /ST u(r, w)awg“ ,T) (r,x)drdx +/ u(r, x)p(r, x)dr — /Rk H(2)o(T, z)dx
/]Rk/s o u(r, ) rxdrdx—/ / udw b—A ](h@drdm

- /Rk/s F(r,z,u(r,x),c"Vu(r,z))p(r, z)drdx

[ Gt 2),0°Vutr, )l 2)d B

avec A est Uopérateur définit par , A; = %Zf_ aa” pour 1 < j <d.

Hypotheéses. 1l existe 6 > 0 telle que :

(H.10) H appartient a L2(R*, e=%*ldz; R?), telle que
/d |H (2)° e *l*ldr < co.
R

(H.11) F(t,z,.,.) est continue pour presque tout (t,z).

(H.12) Tl existe M > 0, K > 0 et
n € LY([0,T] x R¥ e~°ldtdz; R,), telles que,

(y, F(t,z,y,2)) <n(t,x) + M |y[* + K |y[|2]  P—p.s.ptte0,T].

T
(H.13) // G (t,2,0,0)> e Fldtdr < 0o et il existe L > 0, 0 < A < 1,
Rk JO

0<ap <1, et ne L%([O,T] X ]Rk,efé\xl dt dz; R, ), telles que, pour chaque
(t, 2, y, v, 2, 2') € [0,T] x RF x (RY)? x (R¥")2,

(i) |G (t,2,y,2) = G(ta, ¢, 2) < Lly—y'P+ Mz — 2.
(i) G(t,2,y,2)] <0/t @) + Lly|*™ + A|z|™

(H.14) Ilexiste M; >0,0<a <2, o > 1etneL([0,T] xRF, e 9ldtdr; R,)
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telles que
|F (2, y, 2)| < it @) + M (fy[™ + |2]7).

(H.15) 1l existe r > 0 et My > 0, telles que pour tout N € N* et pour tout
(t,z,y, v, 2z, 2) telle que " |y|,|¥/],]2|,|2'| < N, on a

1
<y - ylv F(t7x7y> Z) - F(t7xay/7 Z/)> < M2 lOgN ( + |y - y/|2)

N
+y/Mzlog Ny —y'||z — 2|

Il est bien connu que, sous la condition (4.14), 'EDS progréssive (4.10) admet
une unique solution (F}V)-adaptée X. De plus, par le Théoreme 4.1.1, TEDDSR
(4.11) admet une unique solution (F;)-adaptée. Le résultat principal de cette sec-

tion est donnée par le Théoreme suivant :

Théoréme 4.3.2 On suppose que (H.10)—(H.15) sont satisfaites. Alors, L’EDPS
(4.12) posséde une unique solution de Sobolev u tel que pour tout t € [0, T,

u(s, X"y =Y et o*Vu(s, X") = 247 (s,w,2) € [t, T] x Q x R¥,

S

avec {(XL*, YE* Z4%) t < s < T} estlunique solution de ’EDS-EDDSR (4.10)-
(4.11).

Pour la preuve de ce Théoréeme, on a besoin des lemmes suivants. Le premier

lemme est classique, on peut le trouver dans certains travaux par exemples [19,

38, 39).
Lemme 4.3.3 Soit {X5*, 0 < s < T} lunique solution de 'EDS (4.10). Alors il

existe une constante Ksr > 1, telle que pour tout
¢ € L' (Q x RE, Poelldx)

K57 [/Rk |D ()] 6_6$|d1‘]

IN

7L

Ksr [/Rk |D ()] e“slf‘:'d:p}

® (XL)

e“smdx]

IN
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et pour tout ¥ € L (Q x [0, T] x RF x P®dt® e*‘smda:)

K;7} / /T W (s,2)|ds e”ldz| < E / /T ‘\II (3 XW’)
57T RF Jt ’ - Rk J¢ ’ s
T
< Ksr l/ / |V (s,z)|ds e“”“”'dx] .
RF Jt

Le lemme suivant peut étre prouvé en utilisant les arguments qu’on a dévelop-

ds e_‘smdx}

pés dans les preuves du Théoreme 4.1.1 et le Théoreme 4.1.2.

Lemme 4.3.4 On suppose que les hypothéses (H.10)—(H.15) sont satisfaites.
Soit (X"*) l'unique solution de I'EDS (4.10). Soit (Y**, Z"*) [unique solution
de 'EDDSR (4.11). Soit (F™) la suite de fonctions associée a F qui vérifie le
Lemme 4.2.1. Pour n € N* fizé, on note par (Y™ Z™) [unique solution de
I'’EDDSR suivante :

T
VI = HXE) [ X0 2 (4.16)

T — T
n / G, X5 (r, X5 Y e ZntayqB / 2y,

t

Alors,
(i) il existe K(T,t,.) € L(e*lldz) telle que

T T
supE lsup Y512 4 sup | Y22 +/ | Z 2 d s +/ | ZM2ds| < K(T,t,x)
n s<T s<T s s
(4.17)
(ii) pour chaque q < 2,
T
lim (E sup |V — Y94+ E / |z — Z;vx\qu> = 0. (4.18)
n—+00 0<s<T 0

Preuve. Théoreme 4.3.2. L'unicité de solutions résulte de I'unicité de solutions
de 'EDDSR (4.11). La preuve de l'existence est partagé sur quatre étapes. La
stratégie est de construire une suite d’EDPSs associée a la suite (F™). A partir
du résultat [48] on sait que pour chaque n, P'EDPS associée & F" admet une

unique solution u". Par le passage a la limite, on voit que le processus limite
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u = lim,_.ou" résout 'TEDPS (4.12). Pour cela, on utilise les argument développés

dans la preuve du Théoreme 4.1.1.

Etape 1. L’EDPS approchée de 'EDPS (4.12).

Soit (F™) la suite de fonctions definie dans le lemme précédent. Pour (t,z) €

[0, T] x R* et n € N*, on definie les fonctions u™ et v™ par :
u™ (t,x) = Y, et " (t, ) = 2PN

avec (Y™h* Z™bT) est 'unique solution de 'EDDSR (4.16).

Par le Théoreme 4.5 de [58] (on peut utiliser également le Théoréme 2.1, p. 253
dans [39]), on obtient o™ (s,z) = (c*Vu"™)(s,x) et u™ est la solution de Sobolev
de 'EDPS suivante :

T

u(s,x) = H (z +/ {Lu" (r,x) + F"(r,x,u"(r,x),c"Vu" (r,z)} dr
(p(f",g))

—i—/ (ryz,u™(r,z), c"Vu"(r,x)) d%m t<s<T,

telle que

(un(s,Xz’x), U*Vun(s,X;’x)) = (Y;”’t’x, ZmY ps.ow, pt.set, T), v € R
(4.19)
avec (YT Z™bT) est I'unique solution de 'TEDDSR (4.16).

L’unicité de u" résulte de I'unicité de 'EDDSR (4.16).

Etape 2. Convergence du probléme (PY"9)).

Les limites qu’on étudie ci-dessous tiennent le long d’une sous-suite. Pour sim-

plifier les notations, la sous-suite est indéxé aussi par n. Par le Lemme 4.3.3 et le
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Lemme 4.3.4 on a
E/ /T (\u” (s,2)* + [o" (s, x)\2> ds e %1l dy
Rk Jt
< K;1 E{ / sup ‘Y"’t’x g /T
=T R \ ¢t ¢ t

< Kj7 /Rk K(T,t,z) e *l*ldz

: ds) 65”|d:r;] (4.20)

< o0
En utilisant 'hypothese (H.3), on obtient
G (5,2, " (5,2) 0" (5, 2)) 2 < 2| (5,2,0,0) + 2L [u" (5, 2)[* + 2" (s,2)]
Par I'inégalité (4.20), on déduit que
/Rk/ |F™ (s, z,u™ (s,x) 0" (s,2))|*

+|G (s, z,u™ (s5,2),0" (s, )| )ds e’6|‘”‘d:c} < oo (4.21)

Par le Lemme 4.3.3, le Lemme 4.3.4-(i7) le théoreme de convergence dominée, on

obtient pour chaque ¢ < 2,

hm/ / ™ (s,2) —u™ (s,2)|7e?ldz = 0
Rk

hm/ /k|a vu" (s,z) — o*vu™ (s,x)| e 1dz = 0
R

Par le Lemme 4.3.3 et le fait que l'espace H est complet, il résulte qu’il existe
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u € H telle que pour tout ¢ < 2,

T
(7) lim/ / lu™ (s,2) —u(s,z)|? e *l®lde =0
n 0 RF
T
(77) lim / /k lo*vu" (s,2) — o*Vu (s, z)|? e ldz =0
noJo Jr

T

(i14)  sup u (s, )| e 1l dz +/ / 0"V (s, 2)|? e *1*lde < oo
0<s<T JRE 0 JRk

Etape 3. On montre que u (s, X4%) =Y5* et o*Vu(s, Xb%) = Zb*,

Par I'inégalité triangulaire, on a

T
E/ / (|u(s Xg’z)—Y;’IDds el dg
R* Jo
E/ /T Xt:p) n( Xtac)|)d 76|z|d
< ) —u(s ’ se T
<E[ [ (lus xt :

T
+E/ / (|u”(s X;x) —Y;’ﬂ)ds e =01l gy
Rk Jo

Le Lemme 4.3.3 et I'assertion (i) montrent que le premier terme, dans la par-
tie droite de l'inégalité précédente, tend vers 0 lorsque n tend vers oo. Puisque
u(s XE*) =Y alors on utilise le Lemme 4.3.4-(44) et le théoréme de conver-
gence dominée on montre que le second terme tend vers 0 lorsque n tend vers oc.
Donc u (s, X5*) = YE*. 1l reste & montrer que o*Vu(s, X2*) = Z5*. De nouveau,

par l'inégalité triangulaire, on a

E T v X b A d 76|x|d
/Rk/o(|a u(ss)—s)se T
T
< E/ / (|0*Vu(s X' — 0" V" (s Xﬁ’””)|)d$ el dg
rF Jo

T
+E/ / (Jo"Vu'(s X%) — 20%))ds e~*¥lda.
Rk JO

Le Lemme 4.3.3 et 'assertion (i7) montrent que le premier terme, dans la par-

tie droite de l'inégalité précédente, tend vers 0 lorsque n tend vers co. Comme
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o*Vu(s Xb*) = Z™4*  alors par le Lemme 4.3.4-(ii), on montre que le second

terme tend vers 0 lorsque n tend vers oco.

Etape 4. On montre que u est une solution de Sobolev de ’EDPS (4.12).

On a vu dans I'étape 2 que u appertient a H. Donc, il reste & montrer que u
vérifie la définition 4.3.1. Soit ¢ € C»*°([0,T] x R?). Comme pour chaque n, u"

est une solution de Sobolev du probleme (PY"9)), on a alors

T
/ / u”(r,x)aw(r’ ?) (r, x)drdm—i—/ u”(r,x)gp(r,x)dm—/ H(x)p(T,x)dx
Rk Js or R RE
1 T * n * T nj:
— f/Rk/s o u™(r,x)o"p(r, v)drdr — /Rk/s u dw[(b— A)(p} (r,x)drdx
—/ / (ryx,u"(r,z), o*Vu" (r,x))e(r, z)drde
Rk Js
—l—/k/ (ryz,u"(r,x), oc"Vu"(r, x))p(r, a:)dg,,dx. (4.22)
RF Js
© € CH°([0,T] x RY), be C? (Rk,Rk) et o€C} (Rk,Rk”>, alors la partie

gauche de 1'égalité précédente tend vers la quantité suivante lorsque n tend vers

oo,

/Rk /ST u(r, x)a@g’, x)( x)drdx +/ u(r, z)e(r, x)dr — /Rk H(z)p(T, x)dx
/Rk/s o*u(r,z)o"p(r, x)drdr — /Rk/s u div (b - A)go} (r,z)drdz.

Il reste a calculer la limite de l'autre partie de 1’égalité. Par la Proposition
4.2.4, on a

E/T’F” s, X0¥ " (8,X§’$>,J*VU s, Xb") )’

e ([

IN

C’[l-I—E/ ndds+ FE sup

0 0<s<T

)

< C.

avec C” est une constante dépend que de 7, My, a, ' et T.

Puisque (u"(s, X2%), 0"V (s, Xi%)) = (Y102, Z04)
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et (U(S’Xz’x)a O'*VU(S,X?I)) = ()/st,x’ Z;’x%

alors on utilise (4.18) et 'argument de la preuve du Théoréme 4.1.1, on obtient
T
lim E / [F7(s, X057, ul(s, X17), 0" Vu(s, X17))
n 0

—F(s, XM u(s, X1, 0" Vu(s,Xg’w))‘ds = 0.
Dongc, par le Théoreme de convergence dominée, il résulte que la quantité suivante
r n t,x n t,x * n t,x
E/o /Rk- |F (S,XS’ , U (S,XS’ ),0 Vu"(s, X, ))

—F (S’ Xﬁ’xa u (37 X§’$> 5 U*VU(S, X;ﬁ,ac)) ‘ds e_‘swdx
tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini.

On utilise le Lemme 4.3.3, on obtient

T
hmE/ /k |F"(s,z,u"(s,x),0"Vu" (s, ))
n o Jr
—F(s,z,u(s,z),0"Vu(s,z))|ds e *1*ldz =0,
ce qui implique que le premier terme du coté droit de 'égalité (4.22) satisfait :

lim /k/ ", z,u(r,x), 0" NVu"(r, x))e(r, x)drdx
RF Js

n—oo
= /k/ (ryz,u(r,x), o*Vu(r, z))e(r, z)drdz.
R* Js

Il reste a calculer la limite de la seconde terme du coté droit de I’égalité (4.22).

On Raisonne comme dans la preuve du Théoreme 4.1.1, on voit que

T
| (Gl Xt (s, X2%), 0V (s, X2)
0

— G(s, X" u(s, XP"), 0c*Vu(s, X;“))}d%s

tend vers 0 en probabilité.

117



Chapitre 4 : EDDSRs et EDPSs a coissance surlinéaire

Il est facile de voir que la fonction

O(x) = /ST {G(r,az,u”(r, x),0c"Vu"(r,x))
— G(r,z,u(r,z),c"Vu(r, $))} o(r, x)e‘wd%r

appartient & L'(RF, e=dlel),

Donc, Par le Lemme 4.3.3 on obtient, pour tout s € [0, T,
/ E
Rk

<K | E
RE

/ST [G(T, z,u(r,x), 0"Vu"(r,x)) — G(r,z,u(r, z), " Vu(r, :c))}

F
x o(r,z)e’®ld B, ‘e"smd:c

T
/ {G(r, XE* u(r, X07), 0*Vu™ (r, XE7))

— G X5 u(r, X7, 0" Vu(r, X)) x o(r, X)X VB o de

T
<K kE/ (G, XL, Y0, Z000) — G, X7, Y, 207)]
R S

o
x p(r, Xﬁ’m)e‘s‘xﬁ ‘dBT’e_‘s'm'dx

=1,.

On va montrer que [, tend vers 0 quand n tend vers co.

Comme,

T
[T SRR A

sup E

t,x <— 2
—G(r, X2, Y, 2 o (r, X)X B, [ < oo,

et

T t,x <—
/ {G(r, Xbe ymhey gty — G(r, Xﬁ’x,}ﬁf’x,Zﬁ’m)}w(r, X)X B, tend vers

0 en probabilité,
il résulte que

limE

T ta
[ Gl i i), 2000 = Glr, X, 1, 20 [ plr, XE0)e 0B, | = 0
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Par conséquent, d’apres le théoreme de convergence dominée, on déduit que I,

tend vers 0 quand n tend vers co. Le Théoreme 4.3.2 est prouvé. O
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I. Etude des EDDSRs surlinéaires
I1. Controle des EDSPRs couplées

Cette theése aborde deux sujets de recherches, le premier est sur I’existence et 'uni-
cité des solutions des Equations Différentielles Doublement Stochastiques Rétrogrades

(EDDSRs) et les Equations aux Dérivées partielles Stochastiques (EDPSs) multidimen-
tionelles a croissance surlinéaire. Le deuxieme etablit 1'existence d’un contréle optimal
strict pour un systéme controlé dirigé par des équations différentielles stochastiques pro-
gressives rétrogrades (EDSPRs) couplées dans deux cas de diffusions dégénérée et non
dégénérée.

e Existence et unicité des solutions des EDDSRs multidimentionnels :

Nous considérons EDDSR avec un générateur de croissance surlinéaire et une donnée
terminale de carré intégrable. Nous introduisons une nouvelle condition locale sur le gé-
nérateur et nous montrons qu’elle assure I'existence, I'unicité et la stabilité des solutions.
Méme si notre intérét porte sur le cas multidimensionnel, notre résultat est également
nouveau en dimension un. Comme application, nous établissons I’existence et 1'unicité

des solutions des EDPS semi-linéaires.
e Controle des EDSPR couplées :

Nous étudions un probleme de contrble avec une fonctionnelle coflit non linéaire dont le
systéme controlé est dirigé par une EDSPR couplée. L’objective de ce travail est d’éta-
blir I’existence d’un controle optimal dans la classe des contrdle stricts, donc on montre
que ce controéle vérifie notre équation et qu’il minimise la fonctionelle cofit. La méthode
consiste a approcher notre systeme par une suite de systemes réguliers et on montre
la convergence. En passant a la limite, sous des hypothéses de convexité, on obtient
I’existence d’un contrdle optimal strict. on suit cette méthode théorique pour deux cas
différentes de diffusions dégénérée et non dégénérée.

I. Study of a BDSDE with a superlinear growth generator.
II. Coupled controlled FSDEs.

In this Phd thesis, we considers two parts. The first one establish the existence and
the uniquness of the solutions of multidimensional backward doubly stochastic diffe-
rential equations (BDSDEs in short) and the stochastic partial differential equations
(SPDEs in short) in the superlinear growth generators. In the second part, we study the
stochastic controls problems driven by a coupled Forward-Backward stochastic differen-
tial equations (FBSDEs in short).

e BDSDEs and SPDEs with a superlinear growth generators :

We deal with multidimensional BDSDE with a superlinear growth generator and a square
integrable terminal datum. We introduce new local conditions on the generator then we
show that they ensure the existence and uniqueness as well as the stability of solutions.
Our work go beyond the previous results on the subject. Although we are focused on
multidimensional case, the uniqueness result we establish is new in one dimensional too.
As application, we establish the existence and uniqueness of probabilistic solutions to
some semilinear SPDEs with superlinear growth generator. By probabilistic solution, we
mean a solution which is representable throughout a BDSDEs.

e Controlled coupled FBSDEsS :

We establish the existence of an optimal control for a system driven by a coupled FBDSE.
The cost functional is defined as the initial value of the backward component of the so-
lution. We construct a sequence of approximating controlled systems, for which we show
the existence of a sequence of feedback optimal controls. By passing to the limit, we
get the existence of a feedback optimal control. The convexity condition is used to en-
sure that the optimal control is strict. In this part, we study two cases of diffusions :
degenerate and non-degenerate.



