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Résumé

Cette thèse aborde deux sujets de recherches, le premier est sur l’existence et l’uni-
cité des solutions des Équations Différentielles Doublement Stochastiques Rétro-
grades (EDDSRs) et les Équations aux Dérivées partielles Stochastiques (EDPSs)
multidimentionelles à croissance surlinéaire. Le deuxième etablit l’existence d’un
contrôle optimal strict pour un système controlé dirigé par des équations différen-
tielles stochastiques progressives rétrogrades (EDSPRs) couplées dans deux cas de
diffusions dégénérée et non dégénérée.

• Existence et unicité des solutions des EDDSRs multidimentionnels :

Nous considérons EDDSR avec un générateur de croissance surlinéaire et une
donnée terminale de carré intégrable. Nous introduisons une nouvelle condition
locale sur le générateur et nous montrons qu’elle assure l’existence, l’unicité et la
stabilité des solutions. Même si notre intérêt porte sur le cas multidimensionnel,
notre résultat est également nouveau en dimension un. Comme application, nous
établissons l’existence et l’unicité des solutions des EDPS semi-linéaires.

• Contrôle des EDSPR couplées :

Nous étudions un problème de contrôle avec une fonctionnelle coût non linéaire
dont le système contrôlé est dirigé par une EDSPR couplée. L’objective de ce
travail est d’établir l’existence d’un contrôle optimal dans la classe des contrôle
stricts, donc on montre que ce contrôle vérifie notre équation et qu’il minimise la
fonctionelle coût. La méthode consiste à approcher notre système par une suite
de systèmes réguliers et on montre la convergence. En passant à la limite, sous
des hypothèses de convexité, on obtient l’existence d’un contrôle optimal strict. on
suit cette méthode théorique pour deux cas différentes de diffusions dégénérée et
non dégénérée.
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Abstract

In this Phd thesis, we considers two parts. The first one establish the existence
and the uniquness of the solutions of multidimensional backward doubly stochastic
differential equations (BDSDEs in short) and the stochastic partial differential
equations (SPDEs in short) in the superlinear growth generators. In the second
part, we study the stochastic controls problems driven by a coupled Forward-
Backward stochastic differential equations (FBSDEs in short).

• BDSDEs and SPDEs with a superlinear growth generators :

We deal with multidimensional BDSDE with a superlinear growth generator
and a square integrable terminal datum. We introduce new local conditions on
the generator then we show that they ensure the existence and uniqueness as
well as the stability of solutions. Our work go beyond the previous results on
the subject. Although we are focused on multidimensional case, the uniqueness
result we establish is new in one dimensional too. As application, we establish the
existence and uniqueness of probabilistic solutions to some semilinear SPDEs with
superlinear growth generator. By probabilistic solution, we mean a solution which
is representable throughout a BDSDEs.

• Controlled coupled FBSDEs :

We establish the existence of an optimal control for a system driven by a
coupled FBDSE. The cost functional is defined as the initial value of the backward
component of the solution. We construct a sequence of approximating controlled
systems, for which we show the existence of a sequence of feedback optimal controls.
By passing to the limit, we get the existence of a feedback optimal control. The
convexity condition is used to ensure that the optimal control is strict. In this part,
we study two cases of diffusions : degenerate and non-degenerate.
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Chapitre 1

Introduction générale

Dans cette thèse, on traite deux problèmes. Le premier porte sur l’existence
et l’unicité des solutions des Équations Différentielles Doublement Stochastiques
Rétrogrades (EDDSR), avec application aux Équations aux Dérivées partielles Sto-
chastiques (EDPS) à croissance surlinéaire. Le deuxième concerne l’existence d’un
contrôle optimal pour un système dont la dynamique est dirigée par des Équations
Différentielles Stochastiques Progressives Rétrogrades (EDSPR) couplées à diffu-
sion non dégénérée et aussi à diffusion dégénérée. La thèse est formée des travaux
[15, 16, 17].

1.1 Contrôle stochastique d’EDSPR couplées

1.1.1 Motivation

Les équations différentielles stochastiques progressives rétrogrades (EDSPR)
apparaissent dans des problèmes de contrôle stochastique. Par exemple, dans la for-
mulation stochastique du principe du maximum de Pontryagin pour des systèmes
contrôlés dont la dynamique est gouvernée par une équation différentielle stochas-
tique (EDS) d’Itô, l’equation adjointe est une équation différentielle stochastique
rétrograde (EDSR). Une équation différentielle stochastique progressive-rétrograde
(EDSPR) est un sytème composé par une EDS et une EDSR. L’EDSPR est dite
découplée (ou markovienne) si la variable de l’EDSR ne rentre pas dans l’EDS, et
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Chapitre 1 : Introduction générale

elle est dite couplée si l’EDS et l’EDSR sont imbriquées l’une dans l’autre. En 1993,
Antonelli a donné dans [3] le premier résultat d’existence et unicité des solutions
pour une EDSPR. Vu les nombreuses applications de ses équations aux EDP, en
finance et au contrôle stochastique, plusieurs travaux ont été consacrés à l’étude
des EDSPR, parmis lesquels on peut citer les travaux (Ma-Protter-Yong, Delarue,
Hu-Peng, Peng-Wu, Hamadene, Li Juan [44, 27, 52, 33, 40]). En lien avec le sujet
de la présente thèse, Buckdahn et al ont établi dans [24] l’existence d’un contrôle
strict pour des EDSPR découplées en utilisant les équations de Hamilton Jacobi
Bellman (HJB) et Bahlali et al ont établi dans [14] un résultat similaire par une
méthode directe de compacité des lois des solutions de l’EDSPR contrôlée consi-
dérée. La partie contrôle d’EDSPR de cette thèse s’inspire des travaux [14, 24] et
étend ces derniers aux EDSPR couplées. Dans le cas où la diffusion est dégéné-
rée, on établit l’existence d’un contrôle optimal strict pour des EDSPR couplées
sous des conditions de Lipschitz globales sur tous les coefficients et la condition de
G-monotonie sur le coefficient de l’EDSR. Ces hypothèses garantissent l’existence
et l’unicité de l’EDSPR considérée. Ils permettent également de montrer que la
variable Z est bornée, ce qui est crucial pour la démarche suivie car ceci permet
de voir Z comme un contrôle. Dans le cas où la diffusion est non dégénérée, on
établit l’existence d’un contrôle optimal strict pour des EDSPR couplées sous des
hypothèses de Lipschitz sur tous les coefficients. La G-monotonie est, elle, suprimée
dans ce cas.

On va commencer par préciser le problème à étudier. On donnera ensuite les
résultats antérieurs et enfin les deux résultats qu’on a obtenus.

Soit T > 0 et t ∈ [0, T ]. Soient b, σ, f et Φ des fonctions définies comme suit :

b : Rd × R× Rd × U→ Rd,

σ : Rd × R× U→ Rd×d,

f : Rd × R× Rd × U→ R,

Φ : Rd → R.

Soit ν := (Ω,F , P ) un espace de Wiener, avec Ω est l’espace des fonctions
continues de [0, T ] dans Rd (Ω = C0([0, T ];Rd)), F le complément du σ-algèbre de
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Chapitre 1 : Introduction générale

borel sur Ω et P la mesure de Wiener. Soit W le processus canonique : Ws(ω) =
ωs, s ∈ [0, T ], ω ∈ Ω. on note par F = {Fs, 0 ≤ s ≤ T} la filtration naturel
engendrée par {Wt}t≥0 et complétée par les ensembles de mesure P -nuls.

On définit les espaces suivants :
— S2

ν (t, T ;Rm) est l’espace des processus continues (Xs, s ∈ [t, T ]), (Ft)-
adaptés, à valeurs Rm satisfaites E[supt≤s≤T |Xs|2] <∞,

— H2
ν(t, T ;Rm) est l’espace des processus (Zs, s ∈ [t, T ]), (Ft)-prévisibles,

satisfaites E[
∫ T
t |Zs|2ds] <∞,

— M2
ν(t, T ;Rm) est l’espace de tout les martingales de carrée integrable càdlàg

M = (Ms)s∈[t,T ] à valeurs Rm, avec Mt = 0,
— Uν(t) est l’ensemble des contrôles admissibles, c-à-d l’ensemble des processus

(us, s ∈ [t, T ]) (Ft)-progressivement mesurables à valeurs dans un métrique
compact U de Rd.

Considérons le système contrôlé d’EDSPR couplées, défini sur [t, T ] par :


dX t,x,u
s = b(X t,x,u

s , Y t,x,u
s , Zt,x,u

s , us)ds+ σ(X t,x,u
s , Y t,x,u

s , us)dWs,

dY t,x,u
s = −f(X t,x,u

s , Y t,x,u
s , Zt,x,u

s , us)ds+ Zt,x,u
s dWs + dM t,x,u

s ,

〈M t,x,u, W 〉s = 0,
X t,x,u
t = x, Y t,x,u

T = Φ(X t,x,u
T ), M t,x,u

t = 0,

(1.1)

où X t,x,u, Y t,x,u, Zt,x,u sont des processus (Ft) adaptés, de carré integrables et
M t,x,u est une (Ft)–martingale de carré integrable et orthogonale à W (la filtra-
tion (Ft) n’est pas nécessairement Brownienne ce qui explique la présence de la
martingale M t,x,u). La variable contrôle u est un processus (Ft)–adapté qui prend
ces valeurs dans un espace métrique compact U de Rd. b, σ, f et Φ seront appelés
coefficients de l’EDSPR.

Dans la suite, le système stochastique ν := (Ω,F ,P, (Ft),W ) varie avec le
contrôle.

Définition 1.1.1 Une solution de l’EDSPR précédente est un quadruplet
(X t,x,u

t , Y t,x,u
t , Zt,x,u

t , M t,x,u
t ) qui appartient à S2

ν (t, T ;Rd)× S2
ν (t, T ;R)

×H2
ν(t, T ;Rd)×M2

ν(t, T ;R) et qui vérifie l’équation (1.1).

3
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Définition 1.1.2 Un contrôle û est dit optimal s’il vérifie :

Y t,x,û
t = essinf

{
Y t,x,u
t , u ∈ Uν(t)

}
:= V (t, x). (1.2)

Si de plus, û ∈ Uν(t) alors û est appelé contrôle optimal strict.
La fonction V definie ci-dessus est appelée fonction valeur.

L’objectif est d’établir l’existence d’un contrôle optimal strict pour le problème
(1.1)–(1.2).

1.1.2 Résultats antérieurs

Dans la suite, pour (t, x) ∈ [0, T ]×Rd et pour s ∈ [t, T ], on notera Y u
s := Y t,x,u

s .
Dans [24], Buckdahn et al considèrent le système d’EDSPR découplées contrôlées
suivant : 

dXu
s = b(Xu

s , us)ds+ σ(Xu
s , us)dWs,

dY u
s = −f(Xu

s , Y
u
s , Z

u
s , us)ds+ Zu

s dWs + dMu
s ,

〈Mu, W 〉s = 0,
Xu
t = x, Y u

T = Φ(Xu
T ), Mu

t = 0,

(1.3)

Les coefficients b, σ, f et Φ sont définis comme suit :
b : Rd × U → Rd, σ : Rd × U→ Rd×d, f : Rd × R× Rd × U→ R et Φ : Rd → R
satisfont les hypothèses suivantes :

(A1) Les fonctions b et σ sont bornées.
Pour chaque x ∈ Rd, les fonctions b(x, ·) et σ(x, ·) sont continues sur U.
Il existe une constante C > 0, telle que, pour tout x, x′ ∈ Rd et v ∈ U.

|b(x, v)− b(x′, v)|+ |σ(x, v)− σ(x′, v)| ≤ C|x− x′|.

(A2) Les fonctions f et Φ sont bornées.
Pour chaque (x, y, z) ∈ Rd × R× Rd, la fonction f(x, y, z, ·) est continue sur

U.
Pour tout x, x′ ∈ Rd, y, y′ ∈ R, z, z′ ∈ Rd et v ∈ U.

|Φ(x)− Φ(x′)|+ |f(x, y, z, v)− f(x′, y′, z′, v)| ≤ C(|x− x′|+ |y − y′|+ |z − z′|).

4
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Sous les hypothèses (A1) et (A2), l’EDSPR (1.3) admet une unique solution.
Hypothèse de convexité.

(H)



Pour tout (x, y) ∈ Rd × R, il existe un sous ensemble compact A
de Rd × Rd × U tel que
A ⊃

{
(σ∗(x, v)w, 0, v)|v ∈ U,w ∈ Rd s.t. |σ∗(x, v)w| ≤ K

}
tel que l’ensemble suivant est convexe :
{((ΣΣ∗)(x, y, z, θ, v), β(x, y, z, θ, v))|(z, θ, v) ∈ A} ,

Sous les hypothèses précédentes, Buckdahn et Li [25] ont montré que la fonction
valeur associée à l’EDSPR précédente est une solution de viscosité d’une EDP de
type Hamilton-Jacobi-Bellman. Dans [24], Buckdahn et al ont établi l’existence
d’un contrôle optimal. Leur approche consiste à régulariser les coefficients σ, b
et f , considérer la suite d’équations de HJB associées aux coefficients régularisés
ainsi que la suite de problèmes de contrôle. Ils établissent alors l’existence d’une
suite de controles feedback (ou markoviens). Ils obtiennent enfin l’existence d’un
contrôle optimal strict par passage à la limite.

Théorème 1.1.3 (Buckdahn et al [24]).
On suppose que les hypothèses (A1), (A2) et (H) sont satisfaites. Alors, pour
tout (t, x) ∈ [0, T ]×Rd, il existe un système stochastique ν̄, un contrôle admissible
ū ∈ Uν̄(t) et un processus (X̄ t,x,ū, Ȳ t,x,ū, Z̄t,x,ū, M̄ t,x,ū) ∈ S2

ν̄ (t, T ;Rd)×S2
ν̄ (t, T ;R)×

H2
ν̄(t, T ;Rd)×M2

ν̄(t, T ;Rd) qui est solution de l’EDSPR (1.3) dans ν̄ tels que

Ȳ t,x,ū
t = V (t, x) = essinfu∈U(t)ν̄ (t)Y

t,x,u.

Dans [14], Bahlali et al ont considéré le système d’EDSPR découplées contrôlées
suivant :

Xs = x+
∫ t

0
b(s,Xs, us)ds+

∫ t

0
σ(s,Xs)dWs,

Ys = g(XT ) +
∫ T

t
f(Xu

s , Y
u
s , us)ds+

∫ T

t
ZsdWs + (MT −Mt),

〈M, W 〉s = 0, s ∈ [t, T ] et Mt = 0,

(1.4)

où les fonctions b, σ, f et Φ sont définies comme suit :
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b : [0, T ]× Rd × U→ Rd, σ : [0, T ]× Rd → Rd×d, f : [0, T ]× Rd × R× U→ R
g : Rd → R.

La fonctionelle coût est définie par :

J(t, x, u) := E
(
l(Y0) +

∫ T

0
h(s,Xt, Yt, ut)dt

)
, (1.5)

où h et l sont définies par h : [0, T ] × Rd × R × U → R et l : R → R et satisfont
les hypothèses suivantes :

(B1) Les fonctions b, σ, f et g sont continues,
Il existe une constante K1 > 0 tels que, pour chaque (t, x, y, u) ∈ [0, T ]×Rd×

R× U on a
|b(t, x, u)|+ |σ(t, x)|+ |g(x)| ≤ K1(1 + |x|).

|f(t, x, y, u)| ≤ K1(1 + |x|+ |y|).

(B2) Pour chaque t ∈ [0, T ], x, x′ ∈ Rd, y, y′ ∈ R et u ∈ U, on a

|f(t, x, y, u)− f(t, x′, y′, u)| ≤ K(|x− x′|+ |y − y′|).

|b(t, x, u)− b(t, x′, u)| ≤ K |x− x′|.

|σ(t, x)− σ(t, x′)| ≤ K |x− x′|.

(B3) Les fonctions h et l sont continues et à croissance linéaire en (x, y) unifor-
mément par rapport à (t, u).

La fonction h est uniformément lipchitzienne en (x, y).

(B4) (Condition de convexité). Pour tout (t, x, y) ∈ [0, T ] × Rd × R, l’ensemble
(b, f, h)(x, y,U) := {bi(t, x, u), f(t, x, y, u)\u ∈ A, i = 1, 2....., d} est convexe fermé
de Rd+1.

Dans [14], Bahlali et al ont établi l’existence d’un contrôle optimal relaxé en
utilisant la compacité des lois de Y dans l’espace D de Skorokhod muni de la
topologie S de Jakubowsky. La condition de convexité permet ensuite de montrer
l’existence d’un contrôle optimal strict.

Théorème 1.1.4 (Bahlali et al [14]).
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On suppose que les hypothèses (B1)–(B3) sont satisfaites. Alors, il existe un contrôle
relaxé pour le problème de contrôle (1.4)–(1.5).

Si de plus on suppose que l’hypothèse (B4) sont satisfaites, alors le problème
de contrôle (1.4)–(1.5) admet un contrôle optimal strict.

1.1.3 Résultats de la présente thèse sur le contrôle sto-
chastique des EDSR couplées

Dans cette partie, on va présenter les deux résultats obtenus dans cette thèse
sur l’existence d’un contrôle optimal pour des systèmes dirigés par des EDSPR
couplées. Ces résultats étendent, en un sens, ceux de [14, 24], aux EDSPR décou-
plées.
La fonction valeur est une solution de viscosité de l’équation de HJB suivante :
Pour (t, x) ∈ [0, T ]× Rd


∂

∂t
V (t, x) + inf

v∈U
H(t, x, V (t, x),∇xV (t, x),∇xxV (t, x), v) = 0,

V (T, x) = Φ(x), x ∈ Rd.
(1.6)

Avec,

H(x, y, p, A, u) = 1
2tr ((σσ∗)(x, y, u)A) + b(x, y, p σ(x, y, u), u)p

+f(x, y, p σ(x, y, u), u).

Où t ∈ [0, T ], x ∈ Rd, y ∈ R, p ∈ Rd ,v ∈ U et A ∈ Sd. Sd est l’espace des matrices
carrées d× d symétriques.
Les variables ∇xV présente le gradient et ∇xxV la matrice hessienne de V .

Nous avons besoin des hypothèses suivantes. On note λ := (x, y, z).

(H1) Il existe une matrice G (1× d) de rang maximal telle que la fonction

A(t, λ) :=


−GTf

Gb

Gσ

 (t, λ),

7
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vérifie
A(t, λ) est uniformément Lipschitzienne en λ, et pour chaque λ, A(·, λ) ∈

H2(0, T ;Rd × R× Rd);
Φ(x) est uniformément Lipschitzienne en x ∈ Rd, et pour chaque x ∈

Rd, Φ(x) ∈ L2(Ω,FT , P ;R).

(H2) La condition de G-monotonie :
〈A(t, λ)− A(t, λ), λ− λ〉 ≤ −β1|Gx̂|2 − β2(|GT ŷ|2 + |GT ẑ|2),
〈Φ(x)− Φ(x), G(x− x)〉 ≥ µ1|Gx̂|2, x̂ = x− x, ŷ = y − y, ẑ = z − z,

avec β1, β2, µ1 des costantes positives β1 + β2 > 0, β2 + µ1 > 0.

(H3) Pour chaque (x, y, z) ∈ Rd × R × Rd les foncions b(x, y, z, .), σ(x, y, .) et
f(x, y, z, .) sont continues en u ∈ U.

(H4) Les fonctions b, σ, f et Φ sont bornées.

(H5) Il existe K > 0, tel que pour tout u ∈ U, (x, y, z) et (x′, y′, z′) in
Rd × R× Rd.

|σ(x, y, u)− σ(x′, y′, u)| ≤ K(|x− x′|+ |y − y′|).

|Φ(x)− Φ(x′)| ≤ K|x− x′|.

|b(x, y, u)− b(x′, y′, u)| ≤ K(|x− x′|+ |y − y′|).

|f(x, y, z, u)− f(x′, y′, z′, u)| ≤ K(|x− x′|+ |y − y′|+ |z − z′|).

(H6) Pour chaque (x, y, z) ∈ Rn×Rm×Rm×d, * les fonctions b(x, y, .), σ(x, y, .)
et f(x, y, z, .) sont continues.

(H7) Pour tout (t, x, y) ∈ [0, T ]× Rd × R, ζ ∈ Rd, u ∈ U :

〈ζ, a(x, y, u)ζ〉 ≥ λ|ζ|2, avec a := σσ∗

8
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(C) La condition de convexité


Pour tout (x, y) ∈ Rd × R l’ensemble suivant est convexe :
{((σσ∗)(x, y, u), zσ∗(x, y, u), b(x, y, wσ(x, y, u), u), f(x, y, wσ(x, y, u), u))|
(u,w) ∈ U× B̄C(0)} ,

Cas où la diffusion peut dégénérer

Dans cette partie, on va suivre la méthode développée par Buckdahn et al
[24]. Cela consiste à approcher notre système d’EDSPR par une suite de systèmes
réguliers qui possèdent des contrôles markoviens, et ensuite passer à la limite pour
obtenir l’existence d’un contôle optimal. On utilise des techniques le découplage des
EDSPR, les résultats de Krylov [35] sur la régularité des solutions de HJB quand
les coefficients sont réguliers et les résultats de El Karoui et al. [29] sur l’existence
de contrôles relaxés pour des systèmes dirigés par des équations différentielles
stochastique progressives d’Itô.

Théorème 1.1.5 On suppose que :

1. L’équation de HJB (1.6) admet une unique solution de viscosité.

2. Les conditions (H1)–(H4) et (C) sont satisfaites.

Alors, il existe un contrôle optimal strict pour le problème de contrôle (1.1)–
(1.2).

Cas où la diffusion est non-dégénérée

Dans le cas où la diffusion est non-dégénérée, on considére le système contrôlé
suivant :

dX t,x,u
s = b(X t,x,u

s , Y t,x,u
s , us)ds+ σ(X t,x,u

s , Y t,x,u
s , us)dWs,

dY t,x,u
s = −f(X t,x,u

s , Y t,x,u
s , Zt,x,u

s , us)ds+ Zt,x,u
s dWs + dM t,x,u

s ,

〈M t,x,u, W 〉s = 0,
X t,x,u
t = x, Y t,x,u

T = Φ(X t,x,u
T ), M t,x,u

t = 0,

(1.7)

Dans ce cas on remplace la condition de G-monotonie par la condition de non-
dégénéréscence. La difficulté est que l’EDSPR (1.7) peut ne pas avoir de solutions
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pour tous les contrôles admissible. Cependant, l’équation (1.7) admet des solutions
uniques pour tous les contrôles constants, voir [27]. Donc, pour parer à la difficulté
initiale, on a été amenés à changer la définition des contrôles admissibles afin de
s’assurer que l’ensemble des contrôles admissibles n’est pas vide. On suivra le même
schémas de raisonnement que dans le cas dégénéré précédent mais les techniques
qui seront utilisées sont différentes.

Définition 1.1.6 L’ensemble des contrôles admissibles Uν(t) est l’ensemble des
processus (Ft)–adaptés à valeurs dans un espace métrique U telle que l’EDSPR
(1.7) admet une unique solution.

Théorème 1.1.7 On suppose que :

1. L’équation de HJB (1.6) admet une unique solution de viscosité.

2. Les conditions (H4)–(H7) et (C) sont satisfaites.

Alors, il existe un contrôle optimal strict pour le problème de contrôle ((1.7)–
(1.2)).

1.2 Équations différentielles doublement stochas-
tiques rétrogrades et EDP stochastiques

1.2.1 Motivation

En 1994, Pardoux et Peng ont introduit dans [48] les équations différentielles
doublement stochastiques rétrogrades (EDDSR). Ils ont établi l’existence et l’uni-
cité des solutions avec des hypothèses de Lipschitz et de contraction sur les co-
efficients. De plus, ils ont montré que ces équations sont liées aux équations
aux dérivées partielles stochastiques (EDPS) quasi-linéaires. Par la suite, le lien
entre les EDDSR et les EDPS a été développé dans de nombreux articles (voir
[2, 21, 22, 23, 26, 32, 58, 61]). Plusieurs auteurs ont réussi à établir l’existence
et l’unicité des solutions dans des conditions plus générales que les hypothèses de
Lipschitz (voir par exemple [41, 54, 58, 62, 64]). Dans un cas unidimensionnel, les
méthodes de comparaison ont été principalement utilisés pour déduire l’existence
de solutions pour des EDDSR avec des générateurs continues (voir e. g [30, 54, 64]).

10
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Dans le cas multidimensionnel, le problème est plus délicat car les méthodes de
comparaison ne fonctionnent plus. Notez également que, comme pour les EDSRs
classiques, la localisation par les temps d’arrêts, est inefficace pour les EDDSR. Par
conséquent, les articles précédents ont considéré des EDDSR multidimensionnelles
avec des hypothèses globales sur le générateur, comme la condition de Lipschitz
globale ou monotonie globale. Récemment, l’existence et l’unicité de solutions ont
été établis dans [58] pour des EDDSR sous certaines hypothèses locales sur les
générateurs. Cependant, les conditions utilisées dans [58] sont une retranscription
de celles introduites par Bahlali et al dans [9]. Plus précisément, Wu et Zhang [58]
ont etudié le cas où le générateur est localement monotone avec des conditions
supplémentaires. Mais les générateurs considérés dans [58] restent de croissance
sous linéaires.

Dans cette partie de la thèse, on considère des EDDSR multidimentionnels
avec des générateurs à croissance surlinéaire et une donnée terminale de carrée
intégrable. On introduit des nouvelles conditions locales sur les générateurs, et
on montre que ces dernières assurent l’existence et l’unicité ainsi que la stabilité
des solutions. En conséquence, on établit l’existence et unicité des solutions des
EDPS semilinéaires associées sous les mêmes conditions sur les générateurs. On
commencera par préciser le problème à étudier. On donnera ensuite les résultats
antérieurs et enfin les résultats qu’on a obtenus.

Soient (Ω,F ,P) un espace probabilisé filtré et (Wt)t∈[0,T ], (Bt)t∈[0,T ] deux mou-
vements Brownien standard independants à valeurs dans Rd et Rk respectivement.
Pour chaque t ∈ [0, T ], on note Ft = FW0,t ∨ FBs,t avec Fν est définit pour un
processus U par FUs,t = σ{Ur − Us, s ≤ r ≤ t} ∨ N où N est la classe des
ensembles de P-null de (F). A noter que la famille (Ft) n’est pas une filtration car
elle n’est ni croissante ni décroissante. On définit les espaces suivants :

— M2(0, T ;Rn) := l’ensemble des processus n-dimentionels mesurables (φt)0≤t≤T

telle que E(
∫ T

0 |φt|2dt) <∞.
— S2(0, T ;Rn) := l’ensemble des processus n-dimentionels continues (ψt)0≤t≤T

telle que E(sup0≤t≤T |ψt|2dt) <∞.
Soient f : [0, T ]×Ω×Rd×Rd×r → Rd et g : [0, T ]×Ω×Rd×Rd×r → Rd×l deux fonc-
tions mesurables tels que pour chaque (y, z) ∈ Rd×Rd×r, f(., y, z) ∈M2(0, T ;Rd)
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et g(., y, z) ∈ M2(0, T ;Rd×l). Soit ξ une variable aléatoire (FT )-mesurable et de
carrée intégrable. Considérons l’EDDSR, définie pour s ∈ [0, T ], par

Yt = ξ +
∫ T

t
f(s, Ys, Zs)ds+

∫ T

t
g(s, Ys, Zs)d

←−
B s −

∫ T

t
ZsdWs. (1.8)

ξ est la donnée terminale de l’équation et f le le générateur.

Définition 1.2.1 Le couple (Yt, Zt)0≤t≤T est dit solution de l’équation (Ef,g,ξ) s’il
est (Ft)-mesurable, appartient à M2(0, T ;Rm)×M2(0, T ;Rm×d) et il vérifie l’équa-
tion (Ef,g,ξ).

Cette partie est consacrée à l’existence et l’unicité des solutions de l’équation
(Ef,g,ξ), avec application aux équations aux dérivées partielles stochastiques asso-
ciées.

1.2.2 Résultats antérieurs

Wu et Zhang ont établi, dans [58], l’existence et l’unicité des solutions d’une
EDDSR avec un générateur f qui est localement monotone en y , localement lip-
schitz en z et à croissance sous linéaire en (y, z). En application, ils ont donné une
interprétation probabiliste des solutions (dans un Sobolev) des EDPS quasilinéaire
associées sous les mêmes conditions. Leur approche consiste à approximer le gé-
nérateur f par une suite de générateurs (fn)n≥1 qui est globalement monotone en
y et globalement lipschitizienne en z. A noter que cette approche a été introduite
auparavant par Bahlali et al dans [9] et [10] pour les EDSR classiques.

Dans [58], Wu et Zhang ont considéré les hypotheses suivantes :

(H1) g(t, 0, 0) ∈ M2(0, T ;Rm×k), et il existe deux constantes K > 0 et 0 < ε < 1
telles que pour tout t, y1, z1, y2, z2 :

|g(t, y1, z1)− g(t, y2, z2)|2 ≤ K |y1 − y2|2 + ε |z1 − z2|2.

(H2) Pour chaque (t, ω), la fonction f(t, ω, . , . ) est continue.
(H3) Il existe K > 0 and 0 ≤ γ < 1 telles que

|f(t, y, z)| ≤ K (1 + |y|γ + |z|γ).
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(H4) Pour tout N ∈ N, il existe µN ∈ R telles que, pour tout y1, y2, z satisfaisant
|y1|, |y2|, |z| ≤ N , on a :

(y1 − y2).
(
f(t, y1, z)− f(t, y2, z)

)
≤ µN |y1 − y2|2.

(H5) Pour tout N ∈ N, il existe LN > 0 tel que, pour tout y1, y2, z satisfaisant
|y1|, |y2|, |z| ≤ N , on a :

|f(t, y, z1)− f(t, y, z2)| ≤ LN |z1 − z2|.

Théorème 1.2.2 (Wu et Zhang [58]) On suppose que (H1)–(H5) sont satisfaites.
De plus, on assume que

(1 + µ+
NL

2
N) exp(2µ+

NT + L2
Nθ
−1T )

N2(1−γ) −→ 0, N →∞, (1.9)

avec 0 ≤ θ ≤ 1− ε. Alors l’EDDSR (Ef,g,ξ) admet une solution unique.

Remarque 1 A noter les hypothèses (H1)–(H5) ont été initialement introduites
dans [9, 10] où des résultats d’existence et unicité des solutions pour des EDSR
classiques ont été obtenus sous la condition (1.9).

On passe à l’application aux EDPS. Soient σ, b, F et G des fonctions mesu-
rables définies comme suit :

σ : Rk 7−→ Rk×r, b : Rk 7−→ Rk, H : Rk 7−→ Rk, F : [0, T ] × Rk ×
Rd × Rd×r 7−→ Rd et G : [0, T ]× Rk × Rd × Rd×r 7−→ Rd×l.

Pour (t, x) ∈ [0, T ]× Rd, on note (X t,x
s )t≤s≤T l’unique solution de l’EDS :

dX t,x
s = b(X t,x

s )ds+ σ(X t,x
s )dWs, X t,x

t = x. (1.10)

On considère l’EDPS :

u(s, x) = h(x) +
∫ T

s
{L(r, x) + F (r, x, u(r, x),

(
σ∗∇u

)
(r, x))} dr

+
∫ T

s
G(r, x, u(r, x),

(
σ∗∇u

)
(r, x)) dBr, t ≤ s ≤ T, (1.11)
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où
L =

d∑
i=1

bi
∂

∂xi
+

d∑
i,j=1

ai,j
∂2

∂xi∂xj
, (ai,j) = σσ∗.

Soit ρ : Rd 7−→ R+ une fonction intégrable continue. On note H l’ensemble
des champs aléatoires {u(t, x), 0 ≤ t ≤ T, x ∈ Rd} tels que pour tout (t, x) ∈
[0, T ] × Rd, u(t, x) est (FBt,T )-mesurable et σ∗∇u appartient à L2((0, T ) × Rd ×
Ω; dt⊗ ρ(x)dx⊗ dP ). On considère l’EDDSR

Y t,x
s = h(X t,x

T ) +
∫ T

s
F (r,X t,x

r , Y t,x
r , Zt,x

r )dr

+
∫ T

s
G(r,X t,x

r , Y t,x
r , Zt,x

r )dBr −
∫ T

s
Zt,x
r dWr, t ≤ s ≤ T. (1.12)

Définition 1.2.3 On dit que u est une solution au sens de Sobolev de l’EDPS
(1.11), si u ∈ H et satisfait pour tout φ ∈ C∞c ([0, T ]× Rd),

∫
Rd

∫ T

t
u(s, x)∂sφ(s, x) ds dx+

∫
Rd
u(t, x)φ(t, x) dx−

∫
Rd
h(x)φ(T, x) dx

− 1
2

∫
Rd

∫ T

t
(σ∗∇u)(s, x) ds dx−

∫
Rd

∫ T

t
u div((b− A)φ)(s, x) ds dx

=
∫
Rd

∫ T

t
F (s, x, u(s, x), (σ∗∇u)(s, x) φ(s, x) ds dx

+
∫
Rd

∫ T

t
G(s, x, u(s, x), (σ∗∇u)(s, x) φ(s, x) dBs dx,

où b = (b1, ..., bd)∗, A = (A1, ..., Ad)∗, et Aj = 1
2
∑d
i=1

∂aij
∂xi

, 1 ≤ j ≤ d.

On considère les hypothèses suivantes :
(H6) Il existe K > 0 et γ ∈ [0, 1) tel que pour tout t, x, y, z

|F (t, x, y, z)| ≤ K (1 + |y|γ + |z|γ).

(H7) Pour (t, x) fixé, F (t, x, ., .) satisfait (H2), (H4) et (H5).

(H8) Pour (t, x) fixé, G(t, x, ., .) satisfait (H1) et la fonction G vérifie

∫
Rd

∫ T

0
|G(t, x, 0, 0)|2dt ρ(x) dx <∞.
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(H9) h appartient à L2(Rd, ρ(x) dx)

(H10) b ∈ C2
b

(
Rk,Rk

)
and σ ∈ C3

b

(
Rk,Rk×r

)
Théorème 1.2.4 (Wu et Zhang [58]) On supoose que les hypothèses (H6)–(H10)
et la condition (1.9) sont satisfaites. Alors, l’EDPS (1.11) admet une unique so-
lution au sens de Sobolev.

1.2.3 Résultats de la présente thèse sur les EDDSR et les
EDPS

Les résultats qui suivent ont été obtenu dans [15]. Ils étendent aux EDDSR les
résultats obtenus pour les EDSR classiques dans [8, 11, 13]. On établit l’existence
et l’unicité ainsi la stabilté Lp (p < 2) des solutions de l’EDDSR (E(f,g,ξ)) lorsque
le générateur f est à croissance surlinéaire en y et z.

Les coefficients f et g satisfont les hypothèses suivantes :
(B.1) La fonction f est continue en (y, z) pour presque tout (t, ω).

(B.2) Il existe K > 0, M > 0, et η ∈ L1 (Ω; L1([0, T ])), tel que pour chaque
(y, z) ∈ Rd × Rd×r,

〈y, f(t, ω, y, z)〉 ≤ ηt +M |y|2 +K|y||z| P − p.s., p.p.t t ∈ [0, T ].

(B.3) g est continue en (y, z) pour presque tout (t, ω), et il existe L > 0, 0 <
λ < 1, 0 < α1 < 1, et η′ ∈ L

2
α1 ([0, T ]×Ω) tel que pour chaque (t, ω, y, y′, z, z′) ∈

[0, T ]× Ω× (Rd)2 × (Rd×r)2,
(i) |g(t, y, z)− g(t, y′, z′)|2 ≤ L|y − y′|2 + λ|z − z′|2

(ii) |g(t, y, z)| ≤ η′t+L|y|α1 +λ|z|α1 . (B.4) Il existe M1 >

0, 0 ≤ α < 2, α′ > 1 et η̄ ∈ Lα′([0, T ]× Ω) tel que pour chaque (t, ω, y, z) ∈
[0, T ]× Ω× Rd × Rd×r,

|f(t, ω, y, z)| ≤ η̄t +M1(|y|α + |z|α).

(B.5) Il existe v ∈ L2 (Ω; L2([0, T ])), une suite réelle (AN)N>1 et deux constantes
M2 > 1, r > 0 tels que
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(i) ∀N > 1, 1 < AN ≤ N r,

(ii) limN→∞AN =∞,

(iii) Pour chaque N ∈ N∗ et (t, ω, y, y′, z, z′) ∈ [0, T ]×Ω×(Rd)2×(Rd×r)2

tel que |y|, |y′|, |z|, |z′| ≤ N , on a

〈y − y′, f(t, y, z)− f(t, y′, z′)〉1{vs(ω)≤N} ≤ M2|y − y′|2 logAN

+ M2|y − y′||z − z′|
√

logAN +M2A
−1
N .

Le premier résultat de [15] est le suivant.

Théorème 1.2.5 ([15]) Sous les hypothèses (B.1)–(B.5), l’EDDSR (1.8) admet
une solution unique.

L’application aux EDPS est la suivante. On considère l’EDS-EDDSR (1.10)–
(1.12). L’EDPS associée ce système d’EDS-EDDSR est donné par l’équation (1.11).
On montre que sous les hypothèses du théorème précédent, l’EDPS (Sobolev)
unique.

On note par C1,∞
c ([0, T ]×Rd) l’ensemble des fonctions de classe C1,∞ à support

compact.
Hypothèses. On suppose qu’il existe δ ≥ 0 tels que :

(B.10) La fonction h appartient à L2(Rk, e−δ|x|dx; Rd) et vérifie
∫
Rd
|h (x)|2 e−δ|x|dx <∞.

(B.11) La fonction F (t, x, ., .) est continue pour presque tout (t, x).

(B.12) Il existe M > 0, K > 0 et η ∈ L1([0, T ]× Rk, e−δ|x|dtdx; R+), tel que

〈y, F (t, x, y, z)〉 ≤ η(t, x) +M |y|2 +K |y| |z| P−a.s., a.e.t ∈ [0, T ] .

(B.13)
∫
Rk

∫ T

0
|G (t, x, 0, 0)|2 e−δ|x|dtdx < ∞ et il existe L > 0, 0 < λ < 1,

0 < α1 < 1, et η ∈ L
2
α1 ([0, T ] × Rk, e−δ|x| dt dx; R+), tel que pour chaque

(t, x, y, y′, z, z′) ∈ [0, T ]× Rk × (Rd)2 × (Rd×r)2,
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(i) |G (t, x, y, z)−G (t, x, y′, z′)|2 ≤ L |y − y′|2 + λ |z − z′|2 .

(ii) |G(t, x, y, z)| ≤ η′(t, x) + L|y|α1 + λ|z|α1

(B.14) Il existe M1 > 0, 0 ≤ α < 2, α′ > 1 et η̄ ∈ Lα′([0, T ]× Rk, e−δ|x|dtdx; R+)
telle que

|F (t, x, y, z)| ≤ η̄(t, x) +M1 (|y|α + |z|α) .

(B.15) Il existe r > 0 et M2 > 0, telle que pour tout N ∈ N∗, et pour tout
(t, x, y, y′, z, z′) tel que er|x|, |y| , |y′| , |z| , |z′| ≤ N, on a

〈y − y′, F (t, x, y, z)− F (t, x, y′, z′)〉 ≤

M2 logN
( 1
N

+ |y − y′2
)

+
√
M2 logN |y − y′||z − z′|.

Le deuxième résultat de [15] est le suivant.

Theorem 1.2.1 ([15]) On suppose que (B.10)–(B.15) sont satisfaites. Alors, L’EDPS
(1.11) admet une solution (Sobolev) unique u telle que pour tout t ∈ [0, T ],

u(s,X t,x
s ) = Y t,x

s et σ∗∇u(s,X t,x
s ) = Zt,x

s ; (s, ω, x) ∈ [t, T ]× Ω× Rk,

où {(X t,x
s , Y t,x

s , Zt,x
s ) , t ≤ s ≤ T} est l’unique solution de l’EDS-EDDSR (1.10)–

(1.12).
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Chapitre 2

Éxistence d’un contrôle optimal
pour des EDSPR dans le cas
dégénérée

Introduction 1

La théorie de contrôle stochastiques a intéressé de nombreux chercheurs, tant
pour son aspect théorique, que pour ses applications liée à des problèmes dans le
monde réel.
Il existe une vaste littérature consacré à la théorie de contrôle stochastique des
systèmes dirigés par des équations différentielles stochastiques (EDS) et/ou des
EDS-progressives rétrogrades (EDSPR) et des divers aspects ont été étudiés. Les
principaux développements concernent l’existence d’un contrôle optimal, principe
du maximum de Pontryagin (ou les conditions d’optimalité sont nécessaires) et le
principe de Bellman ( appelé aussi principe de programmation dynamique), voir
par exemple [14, 20, 25, 24, 29, 31, 34, 36, 40, 41, 52]. L’existence d’un contrôle
optimal strict pour des systèmes modélisés par un système d’EDSPR découplés est
établit en [14] et [24] par deux méthodes différentes. Dans [14], l’approche consiste
à montrer directement l’existence d’un contrôle relaxé en utilisant une méthode de

1. Dans ce chapitre, on reprend les définitions, les notations, les équations et les hypothèses
considérés dans le chapitre 1 : Introduction générale.
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compacité et de la S-topology de Jakubowsky. Dans [24] les auteurs passent par les
équations de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) associées au problème de contrôle.
Cela leur permet de construire une suite de contrôles feedback optimaux. Ensuite,
ils passent à la limite et ils utilisent le résultat de [29] et la condition de convexité
afin d’obtenir l’existence d’un contrôle optimal strict.

Dans ce chapitre, on étudie un problème de contrôle optimal strict pour des sys-
tèmes contrôlés dirigés par des EDSPRs couplées. Le résultat obtenu est considéré
comme l’extention des résultats de [14] et [24].

Soit T > 0 et t ∈ [0, T ]. Soient b, σ, f et Φ des fonctions définies comme suit :

b : Rd × R× Rd × U→ Rd,

σ : Rd × R× U→ Rd×d,

f : Rd × R× Rd × U→ R,

Φ : Rd → R.

Soit ν := (Ω,F , P ) un espace de Wiener, avec Ω est l’espace des fonctions
continues de [0, T ] dans Rd (Ω = C0([0, T ];Rd)), F le complément du σ-algèbre de
borel sur Ω et P la mesure de Wiener. Soit W le processus canonique : Ws(ω) =
ωs, s ∈ [0, T ], ω ∈ Ω. on note par F = {Fs, 0 ≤ s ≤ T} la filtration naturel
engendrée par {Wt}t≥0 et complétée par les ensembles de mesure P -nuls.

On définit les espaces suivants :
— S2

ν (t, T ;Rm) est l’espace des processus continues (Xs, s ∈ [t, T ]), (Ft)-
adaptés, à valeurs Rm satisfaites E[supt≤s≤T |Xs|2] <∞,

— H2
ν(t, T ;Rm) est l’espace des processus (Zs, s ∈ [t, T ]), (Ft)-prévisibles,

satisfaites E[
∫ T
t |Zs|2ds] <∞,

— M2
ν(t, T ;Rm) est l’espace de tout les martingales de carrée integrable càdlàg

M = (Ms)s∈[t,T ] à valeurs Rm, avec Mt = 0,
— Uν(t) est l’ensemble des contrôles admissibles, c-à-d l’ensemble des processus

(us, s ∈ [t, T ]) (Ft)-progressivement mesurables à valeurs dans un métrique
compact U de Rd.
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Considérons le système contrôlé d’EDSPR couplées, définit sur [t, T ] par :


dX t,x,u
s = b(X t,x,u

s , Y t,x,u
s , Zt,x,u

s , us)ds+ σ(X t,x,u
s , Y t,x,u

s , us)dWs,

dY t,x,u
s = −f(X t,x,u

s , Y t,x,u
s , Zt,x,u

s , us)ds+ Zt,x,u
s dWs + dM t,x,u

s ,

〈M t,x,u, W 〉s = 0,
X t,x,u
t = x, Y t,x,u

T = Φ(X t,x,u
T ), M t,x,u

t = 0,

(2.1)

où X t,x,u, Y t,x,u, Zt,x,u sont des processus (Ft)–adaptés, de carré integrables et
M t,x,u est une (Ft)–martingale de carré integrable et orthogonale à W (la filtra-
tion (Ft) n’est pas nécessairement Brownienne, ce qui explique la présence de la
martingale M t,x,u). La variable contrôle u est un processus (Ft)–adapté qui prend
ces valeurs dans un espace métrique compact U de Rd. Les fonctions b, σ, f et Φ
sont les coefficients de l’EDSPR.

Dans la suite, le système stochastique ν := (Ω,F ,P, (Ft),W ) varie avec le
contrôle.

Définition 2.0.1 Une solution de l’EDSPR précédente est un quadruplet
(X t,x,u

t , Y t,x,u
t , Zt,x,u

t , M t,x,u
t ) qui appartient à S2

ν (t, T ;Rd)× S2
ν (t, T ;R)

×H2
ν(t, T ;Rd)×M2

ν(t, T ;R) et qui vérifie l’équation (2.1).

Définition 2.0.2 Un contrôle û est dit optimal s’il vérifie :

Y t,x,û
t = essinf

{
Y t,x,u
t , u ∈ Uν(t)

}
:= V (t, x). (2.2)

Si de plus, û ∈ Uν(t) alors û est appelé contrôle optimal strict.
La fonction V definit ci-dessus est appelée fonction valeur.

L’objectif primordial de ce chapitre consiste à établir l’existence d’un contrôle
optimal strict vérifiant le problème (2.1)–(2.2). De ce fait, on suit la méthode
developée en [24].

La méthode consiste d’abord à approcher les coefficients du problème b, σ, f
et Φ par des coefficients plus réguliers (bδ, σδ, fδ,Φδ) obtenues par convolution
(régularisation). Puis de considérer l’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman appro-
chée associée à ces coefficients réguliers qui admet une solution unique V δ ∈
C1,2
b ([0, T ] × Rd) ( voir [35]). Ensuite, au moins pour une sous-suite V δ converge
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dans un espace approprié vers V̄ . La limite V̄ est aussi solution de viscosité de
l’équation HJB associée au problème de contrôle initial avec les coefficient b, σ, f
et Φ. Par unicité de la solution de cette dernière on obtient que V̄ coïncide avec
V , la fonction valeur du problème de contrôle (2.1)–(2.2). Ensuite le problème
approché est plongé dans la classe des problèmes de contrôles de type relaxés qui
a de bonnes propriétés de compacité. Et donc on peut extraite une sous suite
convergeante. Enfin, grâce aux hypothèses de convéxité, on utilise le résultat [29]
pour établir l’existence d’un contrôle optimal strict pour le problème de contrôle
(2.1)–(2.2).

On va commencer ce chapitre par préciser le problème à étudier. On donnera
ensuite le résultat principal et enfin les preuves.

2.1 Le résultat principal.

Nous commençons par donner les notions de contrôle stochastique, principale-
ment la fonctionelle coût et la fonction valeur. Cependant, la fonction valeur est
une solution de viscosité de l’équation de programmation dynamique correspan-
dante, dans notre cas est l’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman de seconde ordre
(pour plus de détails voir [41]).
Pour tout (t, x) ∈ [0, T ]×Rd, on définit la fonctionnelle coût et la fonction valeur
respectivement :

J(t, x, u) := Y t,x,u
t , u ∈ U.

V (t, x) = essinfu∈Uν(t)J(t, x, u).

La fonction valeur V (t, x) est une solution au sens de viscosité de l’équation
HJB suivante :
Pour (t, x) ∈ [0, T ]× Rd


∂

∂t
V (t, x) + inf

v∈U
H(t, x, V (t, x),∇xV (t, x),∇xxV (t, x), v) = 0,

V (T, x) = Φ(x), x ∈ Rd.
(2.3)
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Avec,

H(x, y, p, A, u) = 1
2tr ((σσ∗)(x, y, u)A) + b(x, y, p σ(x, y, u), u)p

+f(x, y, p σ(x, y, u), u).

Où t ∈ [0, T ], x ∈ Rd, y ∈ R, p ∈ Rd ,v ∈ U et A ∈ Sd. Sd est l’espace des matrices
carrées d× d symétriques.
∇xV présente le gradient et ∇xxV la matrice hessienne de V .

Nous avons besoin des hypothèses suivantes. On note λ := (x, y, z).

(H1) Il existe une matrice G (1× d) de rang maximal telle que la fonction

A(t, λ) :=


−GTf

Gb

Gσ

 (t, λ),

vérifie
A(t, λ) est uniformément Lipschitzienne en λ, et pour chaque λ, A(·, λ) ∈

H2(0, T ;Rd × R× Rd);
Φ(x) est uniformément Lipschitzienne en x ∈ Rd, et pour chaque x ∈

Rd, Φ(x) ∈ L2(Ω,FT , P ;R).

(H2) La condition de G-monotonie :
〈A(t, λ)− A(t, λ), λ− λ〉 ≤ −β1|Gx̂|2 − β2(|GT ŷ|2 + |GT ẑ|2),
〈Φ(x)− Φ(x), G(x− x)〉 ≥ µ1|Gx̂|2, x̂ = x− x, ŷ = y − y, ẑ = z − z,

avec β1, β2, µ1 des constantes positives β1 + β2 > 0, β2 + µ1 > 0.

(H3) Pour chaque (x, y, z) ∈ Rd × R × Rd les foncions b(x, y, z, .), σ(x, y, .) et
f(x, y, z, .) sont continues en u ∈ U.

(H4) Les fonctions b, σ, f et Φ sont bornées.
Le résultat essentiel de ce chapitre est le théorème suivant :

Théorème 2.1.1 On suppose que :

1. L’équation de HJB (2.3) admet une unique soltion de viscosité.
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2. Les conditions (H1)–(H4) et (C) sont satisfaites.

Alors, il existe un contrôle optimal strict pour le problème de contrôle ((2.1)–
(2.2)).

2.2 Preuves :

Comme la méthode suivi est d’approcher notre problème contrôlé par une suite
de problèmes controlés avec des coefficients réguliers, cette section est composé de
trois axes importants dont la régularisation des coefficients, l’équation de Hamilton
Jacobi Bellman approchée, la construction du problème approché associée à cette
dernière par découplage et la convergence du problème approché.
On commence alors par introduire la régularisation des coefficients.

2.2.1 La régularisation des coefficients :

Soit m ≥ 1 une dimension arbitraire, on considère ψ : Rm → R une fonction
positive régulière telle que son support est inclu dans la boule unité de Rm avec∫
Rm ψ (ξ) dξ = 1.
Soit h : Rm → R une fonction lipchitizienne, on définit la régularisation de h par

hδ (ξ) = δ−m
∫
Rm

h
(
ξ − ξ′

)
ψ
(
δ−1ξ

′)
dξ
′
, ξ ∈ Rm, δ > 0.

Proposition 2.2.1 La fonction hδ vérifie :
(i) |hδ (ξ)− h (ξ)| ≤ Kδ

(ii) |hδ (ξ)− hδ′ (ξ)| ≤ K|δ − δ′|,
(iii) |hδ (ξ)− hδ (ξ′)| ≤ K|ξ − ξ′|,
pour tout ξ, ξ′ ∈ Rm, δ, δ′ > 0,
avec K est la constante de Lipschitz de h indépendament de δ.

La preuve est dans Annexe B.

Définition 2.2.2 Pour chaque δ ∈ (0, 1], on note par bδ, σδ, fδ et Φδ les régularisés
de b, σ, f et Φ, respectivement.
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2.2.2 L’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman approchée

On fixe δ ∈ (0, 1] et on considère l’équation de HJB suivante :


∂

∂t
V δ (t, x) + inf

v∈U
Hδ

(
x, (V δ,∇xV

δ,∇xxV
δ)(t, x), v

)
= 0, (t, x) ∈ [0, T ]× Rd,

V δ (T, x) = Φδ(x), x ∈ Rd,

(2.4)
Avec,

Hδ (x, y, p, A, v) = 1
2
(
tr ((σδσ∗δ ) (x, y, v))A+ δ2Id

)
+ bδ (x, y, pσδ (x, y, v) , v) p

+fδ (x, y, pσδ (x, y, v) , v) ,

pour (x, y, p, A, v) ∈ Rd × R× Rd × Sd × U et Id est la matrice unité d× d.

Théorème 2.2.3 Krylov 1987 (voir. [35])
Comme (σδσ∗δ ) (x, y, v) + δ2Id est strictement elliptique, alors il existe une unique
solution bornée V δ ∈ C1,2

b ([0, T ]× Rd).

La régularité de la solution V δ et la compacité de l’ensemble U prouvent le corol-
laire suivant :

Corollaire 2.2.4 Il existe une fonction mesurable vδ : [0, T ] × Rd → U tel que,
pour tout (t, x) ∈ [0, T ]× Rd, on a

Hδ
(
x, (V δ,∇xV

δ,∇xxV
δ)(t, x), vδ(t, x)

)
= inf

v∈U
Hδ

(
x, (V δ,∇xV

δ,∇xxV
δ)(t, x), v

)
.

Ce corollaire est important pour la suite, il nous permet de considèrer la
fonction mesurable vδ comme feed-back contrôle et de construire le problème de
contrôle approché par le découplage des équations.

2.2.3 Construction du problème de contrôle approché

A partir de la solution de l’équation de HJB approchée et à l’aide d’un décou-
plage, on construit notre problème approché.
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On fixe les données initiales (t, x) ∈ [0, T ]× Rd, on considère l’EDS suivante :

dXδ

s = bδ(Xδ
s , V

δ(s,Xδ
s ),∇xV

δσδ(Xδ
s , V

δ(s,Xδ
s ), vδ(s,Xδ

s )), vδ(s,Xδ
s ))ds

+ σδ(Xδ
s , V

δ(s,Xδ
s ), vδ(s,Xδ

s ))dWs + δ dBδ
s , s ∈ [t, T ],

Xδ
t = x.

(2.5)
Sous nos hypothèses et à partir du Theorème 1 de la Section 2.6 de [36] (Kry-
lov 1980) on montre l’existence d’une solution faible, c-à-d, il existe un système
référence stocastique νδ = (Ωδ,F δ,Pδ, (F δt ),W δ, Bδ) et un processus continu F δt -
adapté Xδ = (Xδ

s )s∈[t,T ] qui vérifie (2.5), Pδ-p.s.
On définit les processus Y δ, Zδ et U δ :

Y δ
s := V δ(s,Xδ

s ), Zδ
s := ∇xV

δ(s,Xδ
s )σδ(Xδ

s , V
δ(s,Xδ

s ), uδs)

et U δ
s := δ∇xV

δ(s,Xδ
s ).

Soient u ∈ Uνδ(t) un contrôle admissible, (Xδ,x,u, Y δ,x,u, Zδ,x,u, U δ,x,u) est l’unique
solution (F δt )-adapté de l’EDSPR couplées controlées suivante, pour s ∈ [t, T ] (
voir [52]) :


dXδ,x,u
s = bδ(Xδ,x,u

s , Y δ,x,u
s , Zδ,x,u

s , us)ds+ σδ(Xδ,x,u
s , Y δ,x,u

s , us)dW δ
s ,+δdBδ

s ,

dY δ,x,u
s = −fδ(Xδ,x,u

s , Y δ,x,u
s , Zδ,x,u

s , us)ds+ Zδ,x,u
s dW δ

s + U δ,x,u
s dBδ

s + dM δ,x,u
s ,

Xδ,t,x,u
t = x, Y δ,t,x,u

T = Φδ(Xδ,t,x,u
T ),

(Xδ,x,u, Y δ,x,u, Zδ,x,u, U δ,x,u) ∈ S2
νδ(t, T ;R)× S2

νδ(t, T ;R)×H2
νδ(t, T ;Rd)

×H2
νδ(t, T ;Rd), M δ,t,x,u ∈M2

νδ(t, T ;Rd) orthogonale à W δ et à Bδ

(2.6)
On définit la fonctionnelle coût comme la solution de la partie rétrograde de l’équa-
tion (2.6) à l’instant initiale :

Jδ(t, x, u) := Y δ,x,u
t , u ∈ Uνδ(t),

où Uνδ(t) est l’ensemble des contrôles admissibles sur νδ.

Dans la proposition suivante on montre que le feedback contrôle uδs := vδ(s,Xδ
s )

est optimal.
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Proposition 2.2.5 On suppose que les hypothèses (H1)–(H4) sont satisfaites.
Alors il existe un contrôle admissible uδs := vδ(s,Xδ

s ) ∈ Uνδ(t), s ∈ [0, T ], qui est
optimal pour le problème approché, c-à-d,

Jδ(t, x, uδ) = essinfu∈U
νδ

(t)J
δ(t, x, u),

Preuve.
À partir de la définition de la fonction valeur V δ(t, x) (i.e V δ(t, x) := essinfu∈U

νδ
(t)J

δ(t, x, u)),
il suffit de montrer que Jδ(t, x, uδ) = V δ(t, x). Par l’unicité de la solution de la
partie progressive de (2.6) avec le processus contrôle uδ, on obtient Xδ,x,uδ = Xδ.
Puisque Y δ

s = V δ(s,Xδ
s ) et la régularité de V δ ∈ C1,2

b ([0, T ]× Rd), on applique la
formule d’Itô, par identification on a :
Zδ
s = ∇xV

δ(s,Xδ
s )σδ(Xδ

s , V
δ(s,Xδ

s ), uδs), U δ
s = δ∇xV

δ(s,Xδ
s ) et par l’EDP (2.4),

(Y δ, Zδ, U δ) satisfait la partie rétrograde de (2.6) pour u = uδ. Par l’unicité de la
solution de la partie rétrograde (2.6), on obtient que le processus (Y δ,x,uδ , Zδ,x,uδ , U δ,x,uδ)
= (Y δ, Zδ, U δ) et M δ,x,uδ = 0. Finallement, par la définition Y δ

t := V δ(t, x), on a,

Jδ(t, x, uδ) = Y δ,x,uδ

t = Y δ
t = V δ(t, x) = essinfu∈U

νδ
(t)J

δ(t, x, u).

D’où uδs est un contrôle optimal strict. 2

La proposition suivante présente l’estimation de gradient :

Proposition 2.2.6 On suppose que les hypothèses (H1)–(H4) sont satisfaites.
Alors il existe une constante C indépendante de δ et δ′ telle que :
(i) Pour tout t ∈ [0, T ] ; x, x′ ∈ Rd et δ, δ′ > 0 :

|V δ(t, x)− V δ′(t, x′)| ≤ C(|δ − δ′| 12 + |x− x′|).

(ii) Pour tout t ∈ [0, T ] ; x ∈ Rd et δ > 0

|V δ(t, x)− V (t, x)| ≤ Cδ
1
2 .

C-à-d V δ converge uniformément vers l’unique solution de viscosité de l’équation
de HJB (2.3).
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Preuve. On commence par montrer l’assertion (i) :
On fixe t ∈ [0, T ] ; x, x′ ∈ Rd et δ, δ′ ∈ (0, 1].

Soit Xδ′,x′,uδ ∈ S2
νδ(t, T ;Rd) l’unique solution de l’EDS suivante :


dXδ′,x′,uδ

s = bδ′(Xδ′,x′,uδ
s , V δ′ ,∇xV

δ′σδ′(Xδ′,x′,uδ
s , V δ′(s,Xδ′,x′,uδ

s ), uδs), uδs)ds
+σδ′

(
Xδ′,x′,uδ
s , V δ′(s,Xδ′,x′,uδ

s ), uδs
)
dW δ

s + δ′dBδ
s ,

Xδ′,x′,uδ

t = x′.

L’extention de la solution sur l’intervalle [0, T ] est donnée par Xδ′,x′,uδ
s = x′, pour

s < t. On considère,

f̃ δ
′,x′,uδ

s := − ∂

∂s
V δ′(s,Xδ′,x′,uδ

s ) (2.7)

− 1
2tr

(
(σδ′σ∗δ′) (Xδ′,x′,uδ

s , V δ′(s,Xδ′,x′,uδ

s ), uδs) + δ′
2
IRd

)
×∇xxV

δ(s,Xδ′,x′,uδ

s )

− bδ′(Xδ′,x′,uδ

s , V δ′(s,Xδ′,x′,uδ

s ),∇xV
δ′σδ′(Xδ′,x′,uδ

s , V δ′(s,Xδ′,x′,uδ

s ), uδs), uδs)

La formule d’Itô appliquée à la fonction V δ′(s,Xδ,x′,uδ
s ), nous donne

Y δ′,x′

s := V δ′(s,Xδ′,x′,uδ

s ),

Zδ′,x′

s := ∇xV
δ′(s,Xδ′,x′,uδ

s )σδ′(Xδ′,x′,uδ

s , V δ′(s,Xδ′,x′,uδ

s ), uδs),

U δ′,x′

s := δ′∇xV
δ′(s,Xδ′,x′,uδ

s ), M δ′,x′

s := 0, s ∈ [t, T ],

est l’unique solution de l’EDSR :


dY δ′,x′
s = −f̃ δ′,x′,uδs ds+ Zδ′,x′

s dW δ
s + U δ′,x′

s dBδ
s , s ∈ [t, T ],

Y δ′,x′

T = Φδ′(Xδ′,x′,uδ
′

T ),
(Y δ′,x′ , Zδ′,x′ , U δ′,x′) ∈ S2

νδ(t′, T ;R)×H2
νδ(t, T ;Rd)×H2

νδ(t, T ;Rd),
M δ′,x′ ∈M2

νδ(t, T ;Rd) is orthogonal to both W δ and to Bδ.

(2.8)

On considère l’EDSR suivante :
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

dY δ′,x′,uδ
s = −fδ′

(
Xδ′,x′,uδ
s , Y δ′,x′,uδ

s , Zδ′,x′,uδ
s , uδs

)
ds

+Zδ′,x′,uδ
s dW δ

s + U δ′,x′,uδ
s dBδ

s + dM δ′,x′,uδ
s , s ∈ [t′, T ],

Y δ′,x′,uδ

T = Φδ′(Xδ′,x′,uδ

T ),
(Y δ′,x′,uδ , Zδ′,x′,uδ , U δ,x′,uδ , uδ) ∈ S2

νδ(t, T ;R)×H2
νδ(t, T ;Rd)×H2

νδ(t, T ;Rd),
M δ′,x′,uδ ∈M2

νδ(t, T ;Rd) is orthogonal to W δ and to Bδ.

A partir de l’équation de HJB (2.4) avec la solution classique V δ′ on voit que,

0 = ∂

∂t
V δ′

(
s,Xδ′,x′,uδ

s

)
+ inf

v∈U
Hδ′

(
Xδ′,x′,uδ

s , (V δ,∇xV
δ′ ,∇xxV

δ′)(s,Xδ′,x′,uδ

s ), v
)

≤ ∂

∂t
V δ′

(
s,Xδ′,x′,uδ

s

)
+Hδ′

(
Xδ′,x′,uδ

s , (V δ,∇xV
δ′ ,∇xxV

δ′)(s,Xδ′,x′,uδ

s ), uδs
)

≤ fδ′
(
Xδ′,x′,uδ

s , Y δ′,x′,uδ

s , Zδ′,x′,uδ

s , uδs
)
− f̃ δ′,x′,uδs , s ∈ [t, T ].

Par le Théorème de comparaison des EDSRs, on obtient

∀s ∈ [t, T ], Y δ′,x′

s ≤ Y δ′,x′,uδ

s Pδ.p.s.

Par un argument de symétrie , on déduit que :

|V δ′(t, x′)− V δ(t, x)| = |Y δ′,x′

t − Y δ,x,uδ

t | ≤ |Y δ′,x′,uδ

t − Y δ,x,uδ

t |, P δ-a.s.

Comme V δ et V δ′ sont des fonctions déterministes, on a

|V δ′(t′, x′)− V δ(t, x)| ≤ E(|Y δ′,x′,uδ

t − Y δ,x,uδ

t | |F δt )

Donc, il suffit d’estimer E(|Y δ′,x′,uδ

t − Y δ,x,uδ

t | |F δt ).
On considère la décomposition suivante,

|V δ′(t′, x′)− V δ(t, x)|

≤ |Y δ′,x′,uδ

t − Y δ,x,uδ

t |

≤ (|Y δ′,x′,uδ

t − Y δ′,x,uδ

t |+ |Y δ′,x,uδ

t − Y δ,x,uδ

t |).
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Les lemmes suivants sont nécessaire pour le reste de la preuve :

Lemme 2.2.7 Il existe une constante C > 0 indépendante de δ telle que, pour
tout 0 ≤ t ≤ T et x, x′ ∈ Rd , vérifie Pδ-p.s. :

E(|Y δ,x′,uδ

t − Y δ,x,uδ

t |2|F δt ) ≤ C|x− x′|2. (2.9)

Lemme 2.2.8 Il existe une constante C > 0 indépendante de δ et δ′ telle que,
pour tout 0 ≤ t ≤ T vérifie, Pδ-p.s. :

E(|Y δ′,x,uδ

t − Y δ,x,uδ

t |2|F δt ) ≤ C|δ − δ′|. (2.10)

Lemme 2.2.9 Il existe une constante C > 0 indépendante de δ et δ′ telle que,
pour tout t ∈ [0, T ] et x ∈ Rd vérifie,

E ( sup
t≤s≤T

[|Xδ,x,uδ

s |2 + |Xδ′,x,uδ

s |2 + |Y δ,x,uδ

s |2 + |Y δ′,x,uδ

s |2] +
∫ T

t
|Zδ,x,uδ

r |2dr

+
∫ T

t
|Zδ′,x,uδ

r |2dr +
∫ T

t
|U δ,x,uδ

r |2dr +
∫ T

t
|U δ′,x,uδ

r |2dr + 〈M δ,x,uδ〉T |F δt )

≤ C(1 + |x|2). (2.11)

Les preuves des lemmes sont dans la partie Annexe A.

A partir des estimations des lemmes précédante (2.9) et (2.10), on obtient Pδ-
p.s :

|V δ′(t, x′)− V δ(t, x)| ≤ C(|δ − δ′| 12 + |x− x′|). (2.12)

On montre (ii). Comme V δ(t, x) = Y δ,x,uδ

t et les coefficients sont bornés, On
utilise (2.11). Alors la suite (V δ) est uniformément bornée, donc elle converge
uniformément vers la fonction V̄ ∈ Cb([0, T ] × Rd) quand δ tend vers 0. Puisque
Hδ converge uniformément sur tout compactes versH, par la stabilité des solutions
de viscosité, on obtient que V̄ est une solution de viscosité de l’équation (2.3). Par
l’unicité des solutions de l’équation (2.3), on montre que V̄ ≡ V . On conclut que
(V δ′) converge vers V , lorsque δ′ tend vers 0. On passe à la limite δ′ tend vers 0
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dans (2.10), donc pour tout δ ∈ (0, 1] et(t, x) ∈ [0, T ]× Rd,

|V δ(t, x)− V (t, x)| ≤ C δ
1
2

. 2

2.2.4 Convergence du problème approché

Dans cette section, on montre la convergence du problème approché vers notre
problème initial. On considère la suite réelle positive (δn)n∈N ∈ (0, 1] qui dé-
croit vers 0 lorsque n tend vers +∞. On définit wns := ∇xV

δn(t,Xδn
s ), Zδn

s :=
wns σ(Xδn

s , Y
δn
s , uδns ) et U δn

s := δnw
n
s avec (Xδn , Y δn , Zδn , U δn , uδn) est la suite de

problème controlé approché. En utilisant la proposition 2.2.6, wn est bornée, on
considère alors le couple (uδn , wn) comme contrôle. Par la considération d’une suite
intermédiaire, la suite (Xδn , Y δn , Zδn , U δn

s , u
δn) admet une sous-suite qui converge

en loi vers le même système contrôlé. Finallement, par l’hypothèse (C) et le résul-
tat [29] on montre l’existence d’un contrôle optimal strict.

Preuve. du résultat principal. Pour n ∈ N, soit (δn) une suite réelle stricte-
ment positive telle que limn δn = 0. Soit (Xδn

s , Y
δn
s )t≤s≤T est la solution du système

contrôlé suivant :

dXδn
s = bδn(Xδn

s , Y
δn
s , wns σδn(Xδn

s , Y
δn
s , uδns )ds

+σδn(Xδn
s , Y

δn
s , uδns )dW δn

s + δndB
δn ,

dY δn
s = −fδn(Xδn

s , Y
δn
s , wns σδn(Xδn

s , Y
δn
s , uδns ), uδns )ds

+wns σδn(Xδn
s , Y

δn
s , uδns )dW δn

s + U δn
s dBδn

s .

Xδn
t = x, Y δn

t = V δn(t, x).

(2.13)

avec wns := ∇xV
δn(s,Xδn

s ).

On considère la suite intermédiaire (Xn
s , Y

n
s )t≤s≤T définit par la solution du
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système d’EDSs suivantes :
dXn

s = b(Xn
s , Y

n
s , w

n
s σ(Xn

s , Y
n
s , u

δn
s )ds+ σ(Xn

s , Y
n
s , u

δn
s )dW δn

s ,

dY n
s = −f(Xn

s , Y
n
s , w

n
s σ(Xn

s , Y
n
s , u

δn
s ), uδns )ds+ wns σ(Xn

s , Y
n
s , u

δn
s )dW δn

s .

Xn
t = x, Y n

t = V δn(t, x).
(2.14)

On considère χn, rn et le mouvement Brownien Wn comme suit

χns =
 Xn

s

Y n
s

 , rns = (wns , 0, uδns ) et Wn =
 W δn

Bδn

 .
On peut récrire le système contrôlé (2.14) comme l’EDS multidimentionelle sui-
vante : 

dχns = β(χns , rns )ds+ Σ(χns , rns )dWn
s , s ∈ [t, T ],

χnt =
 x

V δn(t, x)

 , (2.15)

avec β et Σ sont les fonctions définissent dans le lemme 2.3.6.

Utilisant de nouveau la Proposition 2.2.6, alors la suite wns = ∇xV
δn(s,Xδn

s ) est
uniformément bornée. Donc, on peut interpréter (rns , s ∈ [t, T ]) comme contrôle qui
prend ses valeurs dans l’ensemble compacte A := B(0Rd , C)× [0, K]×U. Ensuite,
on injecte rn dans l’ensemble des contrôles relaxés, c-à-d on considère rn comme
variable aléatoire à valeurs dans l’espace ϑ de tout les mesures de Borel q dans
[0, T ] × A, avec la projection q(· × A) coincide avec la mesure de Lebesgue. Pour
cela, on identifit le processus contrôle rn et la mesure aléatoire

qn(ω, ds, da) = δrns (ω)(da)ds, (s, a) ∈ [0, T ]× A, ω ∈ Ω.

Comme l’ensemble {(Σ(x, y, z, θ, v), β(x, y, z, θ, v)) , (x, y, z, θ, v) ∈ Rd × R × A}
est bornée et l’ensemble ϑ et compacte en respectant la topologie induite par la
convergence faible des mesures. Alors (χn, qn), n ≥ 1, est tendue dans C([0, T ];Rd×
R)×ϑ. Donc on peut trouver une mesure de probabilité Q dans C([0, T ];Rd×R)×ϑ
et on extrait une sous-suite qui converge en loi vers le processus (χ, q) dans l’espace
C([0, T ];Rd × R)× ϑ associé à la mesure Q.
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En utilisant l’hypothèse (C) sur les coefficients du système contrôlé (2.15), on
applique le résultat [29] on obtient l’existence du système référence stochastique
ν̄ = (Ω̄, F̄ , P̄ , F̄, W̄) associé à (C([0, T ];Rd × R)× ϑ;Q) et un processus F̄-adapté
r̄ à valeurs dans A, telle le processus χ est la solution de l’EDS

dχs = β(χs, r̄s)ds+ Σ(χs, r̄s)dW̄s, s ∈ [t, T ],

χt =
 x

V δn(t, x)

 ,
On remplace Σ et β par leur definitions et considérant

χ =
 X̄

Ȳ

 , W̄ =
 W̄

B̄

 et r̄ = (w̄, θ̄, ū),

le système est équivalent à
dX̄s = b(X̄s, Ȳs, Z̄s, ūs)ds+ σ(X̄s, Ȳs, ūs)dW̄s,

dYs = −f(X̄s, Ȳs, Z̄s, ūs)ds+ Z̄sdW̄s + θ̄sdB̄s, s ∈ [t, T ]
X̄t = x, Ȳt = V (t, x).

2) Pour le reste de la preuve on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.2.10 Il existe deux constantes K1 and K2 independante de n telle que
pour tout n ∈ N,

E[sups∈[t,T ] |Xδn
s −Xn

s |2
∣∣∣F δnt ] ≤ K1 δ

2
n,

E[sups∈[t,T ] |Y δn
s − Y n

s |2
∣∣∣F δnt ] ≤ K2 δ

2
n.

(2.16)

Preuve. Lemme 2.2.10 On note,

X
n
s := Xδn

s −Xn
s , Y

n
s := Y δn

s − Y n
s .

Pour l = b, σ, f, A et lδn = bδn , σδn , fδn , Aδn . Soit

∆l(s) := lδn(s,Xδn
s , Y

δn
s , wns σδn

(
Xδn
s , Y

δn
s , uδns

)
, uδn)

-l(s,Xn
s , Y

n
s , w

n
s σ
(
Xn
s , Y

n
s , u

δn
s

)
, uδn).

En utilisant les Propositions 2.2.1 et 2.2.6, il existe une constante K̄ indépen-
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dente de δn telle que :

|∆l(r)| ≤ |lδn(r,Xδn
r , Y

δn
r , wnr σδn(Xδn

r , Y
δn
r , uδnr ))

-l(r,Xδn
r , Y

δn
r , wnr σδn(Xδn

r , Y
δn
r , uδnr ))|

+ |l(r,Xδn
r , Y

δn
r , wnr σ

δn(Xδn
r , Y

δn
r , uδnr ))

-l(r,Xδn
r , Y

δn
r , wnr σδn(Xδn

r , Y
δn
r , uδnr ))|

≤ K̄ (δn + |Xn
r |+ |Y

n
r |),

avec (Xδn , Y δn) (resp. Xn, Y n) est la solution de l’EDSPR approché (2.13) (resp.
l’EDSPR (2.14)).

On applique la formule d’Itô et l’inégalité de Young. Alors, il existe une constante
C1 dépend uniquement de K et T , telle que

E[|Xn

s |2|F δ
n

t ] = E[
∫ s

t
(2Xn

r∆b(r) + |∆σ(r)|2)dr|F δnt ]

≤ C1δ
2
n + C1E[

∫ s

t
(|Xn

r |2 + |Y n
r |2)dr|F δnt ].

≤ C1δ
2
n + C1E[

∫ T

t
(|Xn

r |2 + |Y n
r |2)dr|F δnt ]. (2.17)

De nouveau, on applique la formule d’Itô et on utilise la formule de Young. D’où,
il existe une constante C2 indépendente de δn

E[|Y n
s |2|F δ

n

t ] + E[
∫ T

s
|wnr |∆σ(r)|2dr|F δnt ] + E[

∫ T

s
|U δn,t,x,uδn

r |2dr|F δnt ]

+E[〈M δ′,t,x′,uδ〉T |F δ
n

t ]

≤ C2(δ2
n + E[|Xn

T |2|F δ
n

t ] + E[
∫ T

s
|Xn

r |2 + |Y n

r |2dr|F δ
n

t ]), t ≤ s ≤ T.

Par l’inégalité (2.17) pour s = T , on obtient

E[|Y n

s |2|F δ
n

t ] ≤ C2 (δ2
n + E[

∫ T

t
(|Xn

r |2 + |Y n

r |2)dr|F δnt ]). (2.18)

Par l’application de la formule d’Itô à 〈GXn

r , Y
n

r 〉 et l’hypothèse (B2) on a
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E[〈GXn

s , Y
n

s 〉|F δt ] = E[〈GXn

T , Y
n

T 〉|F δ
n

t ]− E[δn
∫ T

s
GU δn,x,uδn

r dr|F δnt ]

− E[
∫ T

s
〈∆A(r), (Xn

r , Y
n
r , w

n
r∆σn(r))〉dr|F δnt ]

≥ E[〈GXn
T , Y

n
T 〉|F δ

n

t ] + E[β1

∫ T

s
|GXn

r |2dr|F δ
n

t ]

+ E[
∫ T

s
β2(|GTY

n
r |2 + |GT wnr∆σn(r)|2dr|F δnt ]

− δn E[
∫ T

s
GU δn,x,uδn

r dr|F δnt ]− K̄2 δ2
n. (2.19)

Pour estimer la quantité précédente, on commence par E[〈GXn

T , Y
n

T 〉|F δ
n

t ].
Alors, par l’inégalité de Young , on a

E[〈GXn

T , Y
n

T 〉|F δ
n

t ] = E[〈G (Xδn
T −Xn

T ),Φδn(Xδn
T )− Φδn(Xn

T )〉|F δnt ]

− E[〈G (Xδn
T −Xn

T ),Φ(Xn
T )− Φδn(Xn

T )〉|F δnt ]

≥ E[µ1|G(Xδn
T −Xn

T )|2|F δnt ]− |G|KE[ |Xδn
T −Xn

T | δn |F δ
n

t ]

≥ (µ1|G|2 − |G|Kε)E[ |Xδn
T −Xn

T |2 δn |F δ
n

t ]− |G| K
ε

δ2
n.

On choisit la constante de Young ε > 0 telle que ε = µ1 |G|
K

et on considère la
constante C = K2/µ1, donc

E[〈GXn
T , Y

n
T 〉|F δ

n

t ] ≥ − C δ2
n. (2.20)

Puisque U δn,t,x,uδn
r = δn∇xV

δn(r,Xδn,t,x,uδn
r ), et par la proposition 2.2.6 on a∇xV

δn(t, x)
est bornée pour (t, x) ∈ [0, T ]×Rd. Alors, on peut construire une constante C̄(K,T )
qui vérifie

δn E[
∫ T

s
|GU δn,t,x,uδn

r |dr|F δnt ] ≤ C̄(K,T )δ2
n. (2.21)

Par la combinaison de (2.20) et (2.21) dans (2.19) et pour C̃ = (C̄(K,T )+K2+C),
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on a

E[〈GXn

s , Y
n

s 〉|F δ
n

t ] + C̃δ2
n ≥ E[β1

∫ T

s
|GXn

r |2dr|F δ
n

t ]

+ E[
∫ T

s
β2(|GTY

n
r |2|F δ

n

t ]

+ E[
∫ T

s
β2|GTwnr ∆σn(r)|2dr|F δnt ]︸ ︷︷ ︸

≥0

≥ C3 E[
∫ T

s
(|Xn

r |2 + |Y n

r |2)dr|F δnt ], t ≤ s ≤ T.

Pour s = t, il existe une constante C4 depend de K,T, |G|, β1 et β2 qui vérifie

E[
∫ T

t
(|Xn

r |2 + |Y n

r |2)dr|F δnt ] ≤ C4 (E[〈GXn

t , Y
n

t 〉|F δt ] + δ2
n).

Comme Xn

t = 0 (Les deux processus ont le même point de départ x), on conclu
que :

E[
∫ T

t
(|Xn

r |2 + |Y n

r |2)dr|F δnt ] ≤ C4 δ
2
n. (2.22)

(2.17) et (2.22) montrent l’existence d’une constante K1 depend de K,T, |G|, β1 et
β2 telle que :

E[|Xn
s |2|F δ

n

t ] ≤ K1δ
2
n, t ≤ s ≤ T. (2.23)

Alors il existe une constante K2 depend de K,T, |G|, β1 et β2

E[|Y n
s |2|F δ

n

t ] ≤ K2δ
2
n, t ≤ s ≤ T. (2.24)

2

D’après le Lemme 2.2.10, la suite (Xn, Y n)n∈N converge en loi, donc la suite
(Xδn , Y δn)n∈N converge aussi en loi et les processus limites suit la même loi. De
plus, en utilisant (2.16) et la Proposition 2.2.6, donc Ȳs = V (s, X̄s) pour tout
s ∈ [t, T ] P̄ -p.s.. En particulier, YT = Φ(XT ) P̄ -p.s. On identifie M̄s =

∫ s
t θ̄rdB̄r,

qui vérifie 〈M̄, W̄ 〉s =
∫ s
t θ̄rd〈B̄, W̄ 〉r = 0. Donc (X̄, Ȳ , Z̄, M̄) satisfait (2.1).

Puisque Ȳs = V (s, X̄s) pour tout s ∈ [t, T ] P̄ -p.s. D’autre part, par l’unicité de la
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solution V de l’EDP de Hamilton-Jacobi-Bellman (2.3),

V (t, x) = essinfu∈Uν̄(t)J(t, x, u), P̄ -p.s.

2

2.3 Annexes

2.3.1 Annexe A : Estimations

Lemme 2.3.1 On suppose que les hypothèses (H1)–(H4) sont satisfaites. Alors
pour chaque t ∈ [0, T ], δ ∈ (0, 1] et x, x′ ∈ Rd, il existe une constante C dépends
seulement de K, T et les bornes des coefficients, tel que

E[|Y δ,x,uδ

t − Y δ,x′,uδ

t |2|F δt ] ≤ C|x− x′|2. (2.25)

Preuve.
On considère les notations suivantes,

Xs = Xδ,x,uδ

s −Xδ,x′,uδ

s , Y s = Y δ,x,uδ

s − Y δ,x′,uδ

s , Zs = Zδ,x,uδ

s − Zδ,x′,uδ

s ,

Pour l = b, σ, f, A,

∆lδ(s) = lδ(s,Xδ,x,uδ

s , Y δ,x,uδ

s , Zδ,t,x,uδ

s )− lδ(s,Xδ,x′,uδ

s , Y δ,x′,uδ

s , Zδ,x′,uδ

s ),

U s = U δ,x,uδ

s − U δ,x′,uδ

s ,

En utilisant la proposition 2.2.1, on obtient :

|∆lδ(s)|2 = |lδ(s,Xδ,x,uδ , Y δ,x,uδ , Zδ,x,uδ , uδ)− lδ(s,Xδ,x′,uδ

s , Y δ,x′,uδ

s , Zδ,x′,uδ

s , uδ)|2

≤ K2(|Xs|2 + |Y s|2 + |Zs|2).

avec (Xδ,x,uδ , Y δ,x,uδ , Zδ,x,uδ) (resp. (Xδ,x′,uδ , Y δ,x′,uδ , Zδ,x′,uδ)) est la solution de
l’EDSPR (2.6) qui prend comme position initiale x (resp. x′).
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On applique la formule d’Itô et l’inégalité de Young pour s ∈ [t, T ]

E[|Xs|2 |F δt ] ≤ |x− x′|2 + E[
∫ s
t (2|Xr| |∆b(r)|+ |∆σ(r)|2)dr|F δt ]

≤ |x− x′|2 + 2K E[
∫ s
t |Xr|(|Xr|+ |Y r|+ |Zr|)dr|F δt ]

+ K2 E[
∫ s
t (|Xr|2 + |Y r|2)dr|F δt ].

E[|Xs|2|F δt ] ≤ |x− x′|2 + (K2 + 8K) E[
∫ s

t
|Xr|2dr|F δt ]

+ (K2 +K) E[
∫ s

t
|Y r|2dr|F δt ] + (K2 +K) E[

∫ s

t
|Zr|2dr|F δt ].

On prend C1 le minimum des constantes, on a

E[|Xs|2|F δt ] ≤ |x− x′|2 + C1E[
∫ s

t
|Xr|2 + |Y r|2 + |Zr|2dr|F δt ]. (2.26)

De nouveau, on applique la formule d’Itô

E[|Y s|2|F δt ] + E[
∫ T
s |Zr|2dr|F δt ] + E[

∫ T
s |U r|2dr|F δt ] + E[〈M δ′,x′,uδ〉T |F δt ]

≤ E[|Y T |2|F δt ] + E[
∫ T
s (2|Y r| |∆f(r)|)dr|F δt ]

≤ E[|Y T |2|F δt ] + 2K E[
∫ T
s |Y r|(|Xr|+ |Y r|+ |Zr|)dr|F δt ]

Par l’inégalité de Young et l’hypothèse de lipchitz de la fonction Φ, on considère
une constante C2 dépends que de K telle que :

E[|Y s|2|F δt ] + E[
∫ T

s
|Zr|2dr|F δt ] + E[

∫ T

s
|U r|2dr|F δt ] + E[〈M δ′,t,x′,uδ〉T |F δt ]

≤ C2
(
E[|XT |2|F δt ] + E[

∫ T

s
|Y r|2dr|F δt ]

+ E[
∫ T

s
|Xr|2dr|F δt ]E[

∫ T

s
|Zr|2dr|F δt ]

)
.

Pour s = T dans (2.26) et on modifie C2 (si necessaire)
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E[|Y s|2|F δt ] + E[
∫ T

s
|Zr|2dr|F δt ] + E[

∫ T

s
|U r|2dr|F δt ] + E[〈M δ′,x′,uδ〉T |F δt ]

≤ K2|x− x′|2 + C2( E[
∫ T

t
|Y r|+ |Xr|2 + |Zr|2dr|F δt ]) (2.27)

D’autre part, par la formule d’Itô et l’hypothèse (B2), on trouve une constante C3

dépend de K, β1 et β2 qui satisfait :

E[〈GXs, Y s〉|F δt ] = E[〈GXT , Y T 〉|F δt ] + E[
∫ T

s
〈GXr,∆f(r)〉dr|F δt ]

− E[
∫ T

s
〈G∆b(r), Y r〉dr|F δt ]− E[

∫ T

s
〈G∆σ(r), Zr〉dr|F δt ]

= E[〈GXT , Y T 〉|F δt ]− E[
∫ T

s
〈∆A(r), (Xr, Y r, Zr)dr|F δt ]

≥ E[µ1|GXT |2|F δt ] + E[β1

∫ T

s
|GXr|2dr|F δt ]

+ E[
∫ T

s
β2(|GTY r|2 + |GTZr|2dr|F δt ]

≥ C3 E[
∫ T

s
|Xr|2 + |Y r|2 + |Zr|2dr|F δt ],

Donc, pour s = t :

E[
∫ T

t
|Xr|2 + |Y r|2 + |Zr|2dr|F δt ] ≤ 1

C3
E[〈GX t, Y t〉|F δt ]. (2.28)

On utilise (2.27) et (2.28), on obtient pour s = t,

E[|Y t|2|F δt ] ≤ K2|x− x′|2 + C4 E[〈GX t, Y t〉|F δt ]

Par l’inégalité de Young on construit une constante C5(K, |G|, β1, β2)

E[|Y t|2 |F δt ] ≤ K2|x− x′|2 + C5 E[|X t|2|F δt ] + 1
2 E[|Y t|2|F δt ]

Comme X t = x− x′, alors il existe une constante C tel que

E[|Y t|2 |F δt ] ≤ C|x− x′|2
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2

Le lemme suivant intérpréte la dépendance de la fonction valeur approché en
δ.

Lemme 2.3.2 on suppose que les hypothèses (H1)–(H4) sont satisfaites. Alors
pour tout t ∈ [0, T ], δ, δ′ ∈ (0, 1] et x ∈ Rd, il existe une constante C indépendante
de δ et δ′ vérifie

E[|Y δ′,x′,uδ

t − Y δ,x′,uδ

t |2|F δt ] ≤ C|δ − δ′|. (2.29)

Preuve. On note,

Xs = Xδ′,x′,uδ

s −Xδ,x′,uδ

s , Y s = Y δ′,x′,uδ

s − Y δ,x′,uδ

s , Zs = Zδ′,x′,uδ

s − Zδ,x′,uδ

s ,

Pour l = b, σ, f, A,

∆l(s) = lδ′(s,Xδ′,x′,uδ

s , Y δ′,x′,uδ

s , Zδ′,x′,uδ

s , uδs)− lδ(s,Xδ,x′,uδ

s , Y δ,x′,uδ

s , Zδ,x′,uδ

s , uδs),

U s = U δ′,x′,uδ

s − U δ,x,uδ

s ,

Par la proposition 2.2.1, on a

|∆l(s)|2 = |lδ(s,Xδ,x′,uδ

s , Y δ,x′,uδ

s , Zδ,x′,uδ

s , uδs)− lδ′(s,Xδ′,x′,uδ

s , Y δ′,x′,uδ

s , Zδ′,x′,uδ

s , uδs)|2

≤ 2|lδ(s,Xδ,x′,uδ

s , Y δ,x′,uδ

s , Zδ,x′,uδ

s , uδs)− lδ(s,Xδ′,x′,uδ

s , Y δ′,x′,uδ

s , Zδ′,x′,uδ

s , uδs)|2

+ 2|lδ(s,Xδ′,x′,uδ

s , Y δ′,x′,uδ

s , Zδ′,x′,uδ

s , uδs)− lδ′(s,Xδ′,x′,uδ

s , Y δ′,x′,uδ

s , Zδ′,x′,uδ

s , uδs)|2

≤ 2K2 (|δ − δ′|2 + |Xs|2 + |Y s|2 + |Zs|2).

avec (Xδ,x′,uδ , Y δ,x′,uδ , Zδ,x′,uδ) (resp. (Xδ′,x′,uδ , Y δ′,x′,uδ , Zδ′,x′,uδ)) est la solution
de l’EDSPR (2.6) associé à δ (resp. δ′).

On utilise la formule d’Itô et l’inégalité de Young, il existe une constante C1

dépend que de K et T qui vérifie :

E[|Xs|2|F δt ] = E[
∫ s
t (2Xr∆b(r) + |∆σ(r)|2 + |δ − δ′|2)dr|F δt ]

≤ C1|δ − δ′|2 + C1E[
∫ s
t (|Xr|2 + |Y r|2 + |Zr|2)dr|F δt ].

(2.30)
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De nouveau, on applique la formule d’Itô et l’ingalité de Young, ce qui entraîne
l’existence d’une constante C2 indépendante de δ, δ′, tel que

Eδ[|Y s|2|F δt ] + E[
∫ T
s |Zr|2dr|F δt ] + E[

∫ T
s |U r|2dr|F δt ] + E[〈M δ′,x′,uδ〉T |F δt ]

≤ C2 |δ − δ′|2 + C2 E[|XT |2|F δt ]
+ C2E[

∫ T
s |Xr|2 + |Y r|2 + |Zr|2)dr|F δt ], t ≤ s ≤ T.

(2.31)
Par (2.30) et en modifiant C2 (si nécessaire), on obtient :

E[|Y s|2|F δt ] + E[
∫ T
s |Zr|2dr|F δt ] + E[

∫ T
s |U r|2dr|F δt ] + E[〈M δ′,x′,uδ〉T |F δt ]

≤ C2|δ − δ′|2 + C2 E[
∫ T

t
(|Xr|2 + |Y r|2 + |Zr|2)dr|F δt ].

(2.32)
D’autre part, on applique de nouveau la formule d’Itô et on utilise l’hypothèse
(B2), donc

E[〈GXs, Y s〉|F δt ] = E[〈GXT , Y T 〉|F δt ]− E[
∫ T

s
〈∆A(r), (Xr, Y r, Zr)〉dr|F δt ]

− E[(δ − δ′)
∫ T

s
GU rdr|F δt ]

≥ E[〈GXT , Y T 〉|F δt ]

+ E[β1

∫ T

s
|GXr|2dr|F δt ] + E[

∫ T

s
β2(|GTY r|2

+ |GTZr|2dr|F δt ]

− K2|δ − δ′|2 − (δ − δ′)E[
∫ T

s
GU rdr|F δt ]. (2.33)

Puisque |Φδ(x)−Φδ′(x)| ≤ |δ− δ′|, et par l’application de l’inégalité de Young, on
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a

E[〈GXT , Y T 〉|F δt ] = E[〈G (Xδ,x,uδ

T −Xδ′,x,uδ

T ),Φδ(Xδ,x,uδ

T )− Φδ(Xδ′,x,uδ

T )〉|F δt ]

− E[〈G (Xδ,x,uδ

T −Xδ′,x,uδ

T ),Φδ′(Xδ′,x,uδ

T )− Φδ(Xδ′,x,uδ

T )〉|F δt ]

≥ − E[|〈G (Xδ,x,uδ

T −Xδ′,x,uδ

T ),Φδ′(Xδ′,x,uδ

T )− Φδ(Xδ′,x,uδ

T )〉| |F δt ]

+ E[µ1|G(Xδ,x,uδ

T −Xδ′,x,uδ

T )|2|F δt ]

≥ − |G| E[ |Xδ,x,uδ

T −Xδ′,x,uδ

T | |Φδ(Xδ′,x,uδ

T )− Φδ′(Xδ′,x,uδ

T )| |F δt ]

+ E[µ1|G(Xδ,x,uδ

T −Xδ′,x,uδ

T )|2|F δt ]

≥ (µ1|G|2 − |G| K ε1)E[ |Xδ,x,uδ

T −Xδ′,x,uδ

T |2 |F δt ]

− |G| K
ε1

|δ − δ′|2.

On choisi ε1 = µ1 |G|
K

et C = K2/µ1, on obtient

E[〈GXT , Y T 〉|F δt ] ≥ − C |δ − δ′|2. (2.34)

Par le fait U r = δ∇xV
δ(r,Xδ,x,uδ

r )−δ′∇xV
δ′(r,Xδ′,x,uδ

r ) et on utilise le lemme 2.3.1
alors ∇xV

δ(t, x) est uniformément bornée. Donc il existe une constante positive
C̄ = C̄(T, |G|) qui vérifie

E[
∫ T

s
|GU r|dr|F δt ] ≤ |G|E[

∫ T

s
|δ∇xV

δ(r,Xδ,x,uδ

r )− δ′∇xV
δ′(r,Xδ′,t,x,uδ

r )| dr|F δt ]

≤ |G|E[
∫ T

s
|δ∇xV

δ(r,Xδ,x,uδ

r )|+ |δ′∇xV
δ′(r,Xδ′,t,x,uδ

r )| dr|F δt ]

≤ |G|E[
∫ T

s
|∇xV

δ(r,Xδ,x,uδ

r )|+ |∇xV
δ′(r,Xδ′,t,x,uδ

r )| dr|F δt ]

≤ C̄.

On déduit que
(δ − δ′) E[

∫ T

s
|GU r|dr|F δt ] ≤ C̄ |δ − δ′|. (2.35)
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Comme δ, δ′ ∈ (0, 1], donc |δ−δ′| ≥ |δ−δ′|2. Par (2.34), (2.35) et (2.33) on obtient,

E[〈GXs, Y s〉|F δt ] + (C̄ +K2 + C)|δ − δ′| ≥ E[β1

∫ T

s
|GXr|2dr|F δt ]

+ E[
∫ T

s
β2(|GTY r|2 + |GTZr|2dr|F δt ]

≥ C3 E[
∫ T

s
(|Xr|2 + |Y r|2 + |Zr|2)dr|F δt ].

Il existe une constante C4 dépend que de K,T, |G|, β1 et β2 tel que :

E[
∫ T

s
(|Xr|2 + |Y r|2 + |Zr|2)dr|F δt ] ≤ C4 (E[〈GXs, Y s〉|F δt ] + |δ − δ′|). (2.36)

On utilise (2.32) et (2.36), ce qui donne l’existence d’une constante
C5(K, |G|, β1, β2),

|Y t|2 ≤ C5(|δ − δ′|+ 〈GX t, Y t〉). (2.37)

Comme X t = 0 (les deux processus commence par le point x),

E[|Y t|2|F δt ] ≤ C|δ − δ′|, P-p.s. (2.38)

2

Lemme 2.3.3 On suppose que les hypothèses (H1)–(H4) sont satisfaites. Alors
pour tout t ∈ [0, T ], x, x′ ∈ Rd et δ, δ′ ∈ (0, 1] il existe une constante C indépen-
dente δ tel que :

E ( sup
t≤s≤T

[|Xδ,x,uδ

s |2 + |Xδ′,x,uδ

s |2 + |Y δ,x,uδ

s |2 + |Y δ′,x,uδ

s |2] +
∫ T

t
|Zδ,x,uδ

r |2dr

+
∫ T

t
|Zδ′,x,uδ

r |2dr +
∫ T

t
|U δ,x,uδ

r |2dr +
∫ T

t
|U δ′,x,uδ

r |2dr + 〈M δ,x,uδ〉T |F δt )

≤ C(1 + |x|2). (2.39)

Preuve. On note par Cl la borne de l, avec l = b, f, σ.
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On applique la formule d’Itô pour s ∈ [t, T ]

|Xδ,x,uδ

s |2 = |Xδ,x,uδ

t |2 +
∫ s

t
2Xδ,x,uδ

r bδ(Xδ,x,uδ

r , Y δ,x,uδ

r , Zδ,x,uδ

r , uδr)dr

+
∫ s

t
2Xδ,x,uδ

r σδ(Xδ,x,uδ

r , Y δ,x,uδ

r , uδr)dW δ
r +

∫ s

t
2Xδ,x,uδ

r δdBδ
r

+
∫ s

t
|σδ(Xδ,x,uδ

r , Y δ,x,uδ

r , uδr)|2 + δ2dr.

Par l’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, on obtient

E[ sup
t≤s≤T

|Xδ,x,uδ

s |2|F δt ] ≤ |x|2 + 2E[
∫ T

t
|Xδ,x,uδ

r bδ(Xδ,x,uδ

r , Y δ,x,uδ

r , Zδ,x,uδ

r , uδr)dr|F δt ]

+ E[
∫ T

t
|Xδ,x,uδ

r σδ(Xδ,x,uδ

r , Y δ,x,uδ

r , uδr)|2dr|F δt ]1/2

+ 2 E[
∫ T

t
|Xδ,x,uδ

r |δ2dr|F δt ]1/2 + T C2
σ + Tδ2

On utilise l’inégalité de Young, on a pour tout ε1, ε2 et ε3 > 0

E[ sup
t≤s≤T

|Xδ,x,uδ

s |2|F δt ] ≤ |x|2 + (2ε1 + ε2 + 2ε3) E[
∫ T

t
|Xδ,x,uδ

r |2dr|F δt ]

+ 2
ε 1
C2
b + (T + 1

ε 2
) C2

σ + 2
ε 3
δ2

≤ |x|2 + (2ε1 + ε2 + 2ε3) T E[ sup
t≤s≤T

|Xδ,x,uδ

s |2dr|F δt ]

+ 2
ε 1
C2
b + (T + 1

ε 2
) C2

σ + (2
ε 3

+ 1)δ2

On choisi ε1, ε2 et ε3 > 0 tel que 2ε1 + ε2 + 2ε3 = 1
2 T

. Puisque δ < 1, Alors il
existe une constante C1 > 0 indépendente de δ qui vérifie

E[ sup
t≤s≤T

|Xδ,x,uδ

s |2|F δt ] ≤ C1(1 + |x|2). (2.40)

Par l’inégalité (2.40), il existe C2 > 0 indépendente de δ qui satisfait,

E[ sup
t≤s≤T

|Xδ′,x,uδ

s |2|F δt ] ≤ C2(1 + |x|2). (2.41)
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De nouveau, on applique la formule d’Itô

|Y δ,x,uδ

s |2 +
∫ T

s
|Zδ,x,uδ

r |2dr +
∫ T

s
|U δ,x,uδ

r |2dr + 〈M δ,x,uδ〉T

= |Y δ,x,uδ

T |2 +
∫ s

t
2Y δ,x,uδ

r fδ(Xδ,x,uδ

r , Y δ,x,uδ

r , Zδ,x,uδ

r , uδr)dr

−
∫ T

s
2Y δ,x,uδ

r Zδ,x,uδ

r dW δ
r −

∫ s

t
2Y δ,x,uδ

r U δ,x,uδ

r dBδ
r

−
∫ s

t
2Y δ,x,uδ

r dM δ,x,uδ

r .

Par l’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, il existe une constante C∗2

E[ sup
t≤s≤T

|Y δ,x,uδ

s |2|F δt ] + E[
∫ T

t
|Zδ,x,uδ

r |2dr|F δt ] + E[
∫ T

t
|U δ,x,uδ

r |2dr|F δt ]

+ E[〈M δ,x,uδ〉T |F δt ]

≤ E[|Φ(Xδ,x,uδ

T )|2|F δt ] + E[
∫ T

t
2Y δ,x,uδ

r fδ(Xδ,x,uδ

r , Y δ,x,uδ

r , Zδ,x,uδ

r , uδr)dr|F δt ]

+ E[ sup
t≤s≤T

∫ T

s
2Y δ,x,uδ

r Zδ,x,uδ

r dW δ
r |F δt ] + E[ sup

t≤s≤T

∫ s

t
2Y δ,x,uδ

r U δ,x,uδ

r dBδ
r |F δt ]

+ E[ sup
t≤s≤T

∫ s

t
2Y δ,x,uδ

r dM δ,x,uδ

r |F δt ]

≤ C2
Φ + E[

∫ T

t
2Y δ,x,uδ

r fδ(Xδ,x,uδ

r , Y δ,x,uδ

r , Zδ,x,uδ

r , uδr)dr|F δt ]

+ C∗2 E [
∫ T

t
|Y δ,x,uδ

r |2|Zδ,x,uδ

r |2dr|F δt ]1/2 + C∗2 E [
∫ T

t
|Y δ,x,uδ

r |2|U δ,x,uδ

r |2dr|F δt ]1/2

+ C∗2 E [
∫ T

t
|Y δ,x,uδ

r |2dM δ,x,uδ

r |F δt ]1/2.

On utilise l’inégalité de Young

E[ sup
t≤s≤T

|Y δ,x,uδ

s |2|F δt ] + 1
2 E[

∫ T

t
|Zδ,x,uδ

r |2dr|F δt ] + 1
2 E[

∫ T

t
|U δ,x,uδ

r |2dr|F δt ]

+1
2 E[〈M δ,x,uδ〉T |F δt ] ≤ (1/2 + 2 (C∗2)2)E[

∫ T

t
| sup
t≤r≤T

Y δ,x,uδ

r |2dr|F δt ] +
T C2

f

2 .

(2.42)

On applique l’inégalité de Gronwall, on déduit qu’il existe C3 dépend que de T et
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la borne de la fonction f tel que,

E[ sup
t≤s≤T

|Y δ,x,uδ

s |2|F δt ] ≤ C3. (2.43)

Par l’estimation (2.44) et on identifie C4 = (1/2 + 2 (C∗2)2)TC3 + T C2
f

2 , on obtient

E[ sup
t≤s≤T

|Y δ,x,uδ

s |2|F δt ] + 1
2 E[

∫ T

t
|Zδ,x,uδ

r |2dr|F δt ] + 1
2 E[

∫ T

t
|U δ,x,uδ

r |2dr|F δt ]

+ 1
2 E[〈M δ,x,uδ〉T |F δt ] ≤ C4. (2.44)

Par les même arguments que l’inégalité (2.43), on construit une constante C5

indépendante de δ satisfait

E[ sup
t≤s≤T

|Y δ′,x,uδ

s |2|F δt ] + E[
∫ T

t
|Zδ′,x,uδ

r |2dr|F δt ] + E[
∫ T

t
|U δ′,x,uδ

r |2dr|F δt ]

+ E[〈M δ′,x,uδ〉T |F δt ] ≤ C5. (2.45)

2

Lemme 2.3.4 On suppose que les hypothèses (H1)–(H4) sont satisfaites. Alors
pour tout t ∈ [0, T ] et n ∈ N il existe une constante C indépendente de δn

E ( sup
t≤s≤T

[|Xδn
s |2 + |Xn

s |2 + |Y δn
s |2 + |Y n

s |2]|F δnt ) ≤ C (1 + |x|2). (2.46)

Preuve. On note Cl la borne de la fonction l avec l = b, f, σ and φ.
On applique la formule d’Itô, on obtient

|Xn
s |2 = |x|2 + 2

∫ s

t
Xn
r b(Xn

r , Y
n
r , w

n
r σ(Xn

r , Y
n
r , u

δn
r ), uδnr )dr

+
∫ s

t
|σ(Xn

r , Y
n
r , u

δn
r )|2dr +

∫ s

t
(Xn

r σ(Xn
r , Y

n
r , u

δn
r )dW δn

r .

Par l’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy’s, on a
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E[ sup
t≤s≤T

|Xn
s |2|F δnt ] ≤ |x|2 + 2E[

∫ T

t
|b(Xn

r , Y
n
r , w

n
r σ(Xn

r , Y
n
r , u

δn
r )||Xn

r |dr|F δnt ]

+ T C2
σ + C∗ E[

∫ T

t
|σ(Xn

r , Y
n
r , u

δn
r )|2|Xn

r |2dr|F δnt ]1/2.

En utilisant la formule de Young, on a pour tout ε1, ε2 > 0

E[ sup
t≤s≤T

|Xn
s |2|F δnt ] ≤ |x|2 + 2 ε1E[

∫ T

t
|Xn

r |2dr|F δnt ] + 2
ε1

T C2
b

+ C∗ε2 E[
∫ s

t
|Xn

r |2dr|F δnt ] + (T + C∗

ε2
) C2

σ.

On choisi ε1 = 1/8 et ε2 = 1
4C∗ , alors il existe C̃1 dépend que de C∗, Cb, T et Cσ.

E[ sup
t≤s≤T

|Xn
s |2|F δnt ] ≤ C̃1 (1 + |x|2). (2.47)

De nouveau, on applique la formule d’Itô

|Y n
s |2 +

∫ T

s
|wnr σ(Xn

r , Y
n
r , u

δn
r )|2dr = |Y n

T |2 +
∫ T

s
Y n
r w

n
r σ(Xn

r , Y
n
r , u

δn
r )dW δn

r

+ 2
∫ T

s
Y n
r f(Xn

r , Y
n
r , w

n
r σ(Xn

r , Y
n
r , u

δn
r ), uδnr )dr

≤ K2|Xn
T |2 +

∫ T

s
Y n
r w

n
r σ(Xn

r , Y
n
r , u

δn
r )dW δn

r

+ 2
∫ T

s
|Y n
r ||f(Xn

r , Y
n
r , w

n
r σ(Xn

r , Y
n
r , u

δn
r ), uδnr )|dr.

Par l’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, on a

E[ sup
t≤s≤T

|Y n
s |2|F δnt ] + E[

∫ T

t
|wnr σ(Xn

r , Y
n
r , u

δn
r )|2dr|F δnt ]

≤ C2
Φ + C∗CσCwE[

∫ T

t
|Y n
r |2dr|F δnt ]1/2

+ 2 E[
∫ T

t
|Y n
r ||f(Xn

r , Y
n
r , w

n
r σ(Xn

r , Y
n
r , u

δn
r ), uδnr )|dr|F δnt ].

On applique la formule de Young, on obtient pour tout ε3, ε4 > 0,
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E[ sup
t≤s≤T

|Y n
s |2|F δnt ] + E[

∫ T

t
|wnr σ(Xn

r , Y
n
r , u

δn
r )|2dr|F δnt ]

≤ C2
Φ + C∗ε3 E[

∫ T

t
|Y n
r |2dr|F δnt ] + TC2

σC
∗C2

w

ε3

+ 2 ε4 E[
∫ T

s
|Y n
r |dr|F δnt ] +

C2
f T

ε4
.

On choisit successivement ε3 = 1/(4C∗) et ε4 = 1/8, alors par l’estimation (2.47)
il existe une constante C̃2 indépendent de δn et n satisfait :

E[ sup
t≤s≤T

|Y n
s |2|F δnt ] ≤ C̃2 (2.48)

Le reste de la preuve est une conséquence des estimations (2.40) et (2.43). 2

2.3.2 Annexe B : Régularisation des coefficients

Proposition 2.3.5 Les fonctions régularisés vérifient les propriétés suivantes :
(i) |lδ (ξ)− l (ξ)| ≤ K δ

(ii) |lδ (ξ)− lδ′ (ξ)| ≤ K |δ − δ′|,
(iii) |lδ (ξ)− lδ (ξ′)| ≤ K |ξ − ξ′|,
pour tout ξ, ξ′ ∈ Rm, et δ, δ′ > 0,

Preuve.
(i)

|lδ(ξ)− l(ξ)| ≤ |δ−m
∫
Rm

l(ξ − x)ϕ(δ−1x)dx− l(ξ)|.

Comme
∫
Rm ϕ (x) dx = 1, Alors

|lδ(ξ)− l(ξ)| ≤ |δ−m
∫
Rm

l(ξ − x)ϕ(δ−1x)dx− l(ξ)
∫
Rm

ϕ (x) dx|
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Soit M = δ−1x.

dM = δ−mdx

dx = δmdM,

donc

|lδ(ξ)− l(ξ)| ≤ |
∫
Rm

l(ξ − δM)ϕ(M)dM −
∫
Rm

l(ξ)ϕ (x) dx|

≤
∫
Rm
|l(ξ − δM)− l(ξ)|ϕ(M)dM

≤
∫
Rm

K|ξ − δM − ξ|ϕ(M)dM

≤ Kδ
∫
Rm
|M |ϕ(M)dM.

|lδ(ξ)− l(ξ)| ≤ Kδ
∫
Rm
|M |ϕ(M)dM

≤ Kδ
∫
Rm

ϕ(M)dM

≤ Kδ .

(ii)

|lδ(ξ)− lδ′(ξ)| ≤ δ−m|
∫
Rm

l(ξ − x)ϕ(δ−1x)dx| − δ′−m|
∫
Rm

l(ξ − y)ϕ(δ′−1y)dy|,

Soient M = δ−1x et N = δ′−1y, alors

dM = δ−mdx , dN = δ′−mdy

dx = δmdM , dy = δ′mdN

51



Chapitre 2 : Éxistence d’un contrôle optimal pour des EDSPRs dégénérée

|lδ(ξ)− lδ′(ξ)| ≤ |
∫
Rm

l(ξ − δM)ϕ(M)dM | − |
∫
Rm

l(ξ − δ′N)ϕ(N)dN |

≤
∫
Rm
|l(ξ − δx)− l(ξ − δ′x)|ϕ(x)dx

≤
∫
Rm

K|δx− δ′x|ϕ(x)dx

≤ K|δ − δ′|
∫
Rm
|x|ϕ(x)dx.

|lδ(ξ)− lδ′(ξ)| ≤ K|δ − δ′|
∫
Rm

ϕ(x)dx

≤ K|δ − δ′|.

(iii)

|lδ(ξ)− lδ(ξ′)| ≤ δ−m
∫
Rm
|l(ξ − x)ϕ(δ−1x)− l(ξ′ − x)ϕ(δ−1x)|dx

≤ δ−m
∫
Rm

ϕ(δ−1x)K |ξ − ξ′|dx

≤ δ−mK |ξ − ξ′ |
∫
Rm

ϕ(δ−1x)dx,

Soit M = δ−1x

dM = δ−mdx

dx = δmdM.

Alors

|lδ(ξ)− lδ(ξ′)| ≤ K |ξ − ξ′ |
∫
Rm

ϕ(M)dM

≤ K |ξ − ξ′|.

2
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2.3.3 Annexe C : La condition de convexité de Filippov

(C)


Pour tout (x, y) ∈ Rd × R l’ensemble suivant est convexe :
{((σσ∗)(x, y, u), w(σσ∗)(x, y, u), b(x, y, wσ(x, y, u), u), f(x, y, wσ(x, y, u), u))
|(u,w) ∈ U× B̄C(0)} ,

où B̄C(0) ⊂ Rd la boule fermée de centre 0 de rayon C.

On introduit le lemme suivant :

Lemme 2.3.6 1. Soit la condition de convexité suivante :

(C1)


Pour tout (x, y) ∈ Rd × R, l’ensemble
{((ΣΣ∗)(x, y, w, θ, u), β(x, y, w, u)|(u,w, θ) ∈ U× B̄C(0)× [0, K]}
est convexe.

Pour tout (x, y, w, θ, u) ∈ Rd × R× Rd × R× U,

Σ(x, y, w, θ, u) =
 σ(x, y, u) 0
wσ(x, y, u) θ


et

β(x, y, w, u) =
 b(x, y, wσ(x, y, u), u)
−f(x, y, wσ(x, y, u), u)

 .

Si θ = 0, alors l’hypothése (C1) est équivalente à (C).

2. On fixe (x, y) ∈ Rd × R. Sous l’hypothèse (C1),

co{((ΣΣ∗)(x, y, w, u, 0), β(x, y, w, u))|(u,w) ∈ U × B̄C(0)}

⊂ {((ΣΣ∗)(x, y, w, θ, u), β(x, y, w, u)|(u,w, θ) ∈ U× B̄C(0)× [0, K]},

pour tout ensemble E, co E présente l’envellope convexe de l’ensemble E.

Preuve. Soit la mesure de probabilité µ dans l’espace U× B̄C(0). Notre objectif
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est de trouver le triplet (w̄, θ̄, ū) ∈ Rd × [0, K]× U qui satisfait :

∫
U×B̄C(0)((ΣΣ∗)(x, y, w, 0, u), β(x, y, w, u)µ(du, dw)

=
(
(ΣΣ∗)(x, y, w̄, θ̄, ū), β(x, y, w̄, θ̄, ū)

)
.

(2.49)

Soit Φ(u,w) = ((σσ∗)(x, y, u), wσσ∗(x, y, u), b(x, y, u), f(x, y, wσ(x, y, u), u)). Par
l’hypothèse (C) et la continuité de Φ, il existe (ū, w̄) appartient à U × B̄C(0) tel
que ∫

U×B̄C(0)
Φ(u,w)µ(du, dw) = Φ(ū, w̄). (2.50)

Par un calcul simple on a,

ΣΣ∗(x, y, w, θ, u) =
 σσ∗(x, y, u) σσ∗(x, y, u)w∗

wσσ∗(x, y, u) wσσ∗(x, y, u)w∗ + θ2


D’après l’expression de (ΣΣ∗)(x, y, w, 0, u) , il suffit de chercher θ̄ ∈ [0, K] pour
trouver (2.49)

θ̄2 =
∫
U×B̄C(0)

wσσ∗(x, y, u)w∗µ(du, dw)− w̄σσ∗(x, y, u)w̄∗ := α. (2.51)

Puisque σσ∗(x, y, ū) =
∫
U×B̄C(0) σσ

∗(x, y, u)µ(du, dw), alors on peut écrire α comme
suit

α =
∫
U×B̄C(0)

wσσ∗(x, y, u)w∗µ(du, dw)−
∫
U×B̄C(0)

w̄σσ∗(x, y, u)µ(du, dw)w̄∗

(2.52)

=
∫
U×B̄C(0)

((w − w̄)σ(x, y, u))((w − w̄)σ(x, y, u))∗µ(du, dw) (2.53)

Il résulte que α ≥ 0. donc il suffit de choisir θ̄ =
√
α.

Par (2.51) on obtient
∫
U×B̄C(0)

|wσ(x, y, u)|2µ(du, dw) = |w̄σ(x, y, u)|2 + θ̄2.

Comme |σ(x, y, u)| est bornée et le support de µ est inclu dans U×B̄C(0), il résulte
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que θ̄ est bornée, il existe K > 0 tel que θ̄ appartient à [0, K].
2
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Chapitre 3

Éxistence d’un contrôle optimal
strict pour des EDSPRs dans le
cas non-dégénérée

Introduction

Dans ce chapitre, on étudie un problème de contrôle dirigé par des EDSPRs
couplées dans le cas où la diffusion est non dégénérée. L’intêret de ce chapitre est de
montrer l’existence d’un contrôle optimal strict. L’idée d’étudier ce modèle controlé
est de remplacer l’hypothèse de monotonie classique (dite G-monmotonie) sur les
coefficients dans le cas où la diffusion peut dégénérér ( chapitre 2 de la présente
thèse) par la condition que la diffusion est non dégénérée. Par rapport aux résultats
obtenus dans le chapitre précédent et le cas découplé [24], la première difficulté
est que la condition de lipschitz est insuffisante pour montrer l’existence et l’uni-
cité des solutions de l’EDSPR controlée avec la définition classique des contrôles
admissibles. Cela est bien expliqué dans [3] illustré par deux contre exemples.
Par cette raison, on a du changer la définition des contrôles admissibles de façon
que le contrôle admissible garantit l’unicité des solutions. Afin de garantir que le
problème est bien posé et la nouvelle définition à un sens, c-à-d que le nouveau
ensemble de contrôles admissibles soit non vide. On se réfère à l’article [27], qui
montre que notre EDSPR admet une unique solution si le contrôle présente une
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constante. Donc l’ensemble de contrôle admissible contient les contrôles constants.
La deuxième difficulté concerne l’estimation uniforme du processus Z et la stabi-
lité des solutions. Ce dernier exige, dans notre situation, un calcul plus difficile qui
combine les techniques des EDP et les arguments des EDSPRs. En supposant que
le coefficient de diffusion est non dégénérée et tous les coefficients sont uniformé-
ment Lipschitzienne en (x, y, z) continues par rapport à la variable contrôle u. La
méthode consiste à construire une suite de systèmes contrôlés approchés pour les-
quels on montre l’existence d’une suite de feedback contrôles optimaux en utilisant
les résultats de [5] et [47]. En passant à la limite, on établit l’existence d’un contrôle
strict résulte de la condition de convexité. On notera que, lorsque le contrôle entre
dans le coefficient de diffusion, on obtient une EDS avec une matrice de diffusion
mesurable et dans ce cas on perd le critère d’unicité de la solution (même dans
le sens faible). En effet, à partir de la résultat [37] que lorsque le coefficient de
diffusion est simplement mesurable le critère d’unicité faible ne s’établit pas pour
une EDS d’Itô de dimension strictement supérieure à 2. Cela explique, pourquoi,
on ne considère que le cas lorsque le contrôle ne pénètre pas dans le coefficient de
diffusion.

3.1 Le résultat principal

Soit ν := (Ω,F , P ) un espace de Wiener, avec Ω est l’espace des fonctions
continues de [0, T ] dans Rd (Ω = C0([0, T ];Rd)), F le complément du σ-algèbre de
borel sur Ω et P la mesure de Wiener. Soit W le processus canonique : Ws(ω) =
ωs, s ∈ [0, T ], ω ∈ Ω. on note par F = {Fs, 0 ≤ s ≤ T} la filtration naturel
engendrée par {Wt}t≥0 et complétée par les ensembles de mesure P -nuls.

On définit les espaces suivants :
— S2

ν (t, T ;Rm) est l’espace des processus continues (Xs, s ∈ [t, T ]), (Ft)-
adaptés, à valeurs Rm satisfaites E[supt≤s≤T |Xs|2] <∞,

— H2
ν(t, T ;Rm) est l’espace des processus (Zs, s ∈ [t, T ]), (Ft)-prévisibles,

satisfaites E[
∫ T
t |Zs|2ds] <∞,

— M2
ν(t, T ;Rm) est l’espace de tout les martingales de carrée integrable càdlàg

M = (Ms)s∈[t,T ] à valeurs Rm, avec Mt = 0,
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Considérons l’EDSPR controlées couplées suivante :



dX t,x,u
s = b(X t,x,u

s , Y t,x,u
s , us)ds+ σ(X t,x,u

s , Y t,x,u
s )dWs,

dY t,x,u
s = −f(X t,x,u

s , Y t,x,u
s , Zt,x,u

s , us)ds+ Zt,x,u
s dWs + dM t,x,u

s ,

〈M t,x,u, W 〉s = 0,
X t,x,u
t = x, Y t,x,u

T = Φ(X t,x,u
T ), M t,x,u

t = 0,

(3.1)

où X t,x,u, Y t,x,u, Zt,x,u sont des processus (Ft)-adaptés etM t,x,u est une martingale
(Ft)-adaptée de carré integrable orthogonale à W.
Soit (X t,x,u, Y t,x,u, Zt,x,u) une solution de (3.1). On note bien que l’espace de pro-
babilité filtré et le mouvement brownien peut changer si le contrôle u change.

Définition 3.1.1 L’ensemble des contrôles admissibles Uν(t) est l’ensemble des pro-
cessus (Ft)–adaptés qui prennent ses valeurs dans l’espace métrique compacte U
et qui garantit que l’EDSPR (3.1) admet une unique solution.

Nous présentons maintenant les notions de contrôle stochastique, principale-
ment la fonctionelle coût et la fonction valeur qui consiste à minimiser cette der-
nière sur l’ensemble de contrôle admissible avec la nouvelle définition. Cependant,
comme c’est mentioné dans le chapitre 2, la fonction valeur s’interprète comme
solution de viscosité de l’équation de programmation dynamique correspandante,
dans notre cas est l’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman de seconde ordre .
Un contrôle û est dit optimal s’il satisfait :

Y t,x,û
t = essinf

{
Y t,x,u
t , u ∈ Uν(t)

}
Si, û appartenant à Uν(t), alors on dit que û est un contrôle optimal strict.
La fonctionnelle coût est définie par la solution de la partie rétrograde à l’instant
initial :

J(t, x, u) := Y t,x,u
t , ∀u ∈ Uν(t).

Le problème de contrôle consiste à minimiser la fonctionnelle coût :

V (t, x) := Y t,x,û
t = essinf {J(t, x, u), u ∈ Uν(t)} . (3.2)
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V est dite la fonction valeur.

Si σ et b dépendent que de X t,x,u le problème de contrôle est étudié par Buck-
dahn et al. [24] et Bahlali et al. [14].

Les coefficients satisfont les hypothèses suivantes :

Hypothèses (A)

— (A1) 1) Il existe une constante K > 0, telle que, pour tout u ∈ U,
(x, y, z) et (x′, y′, z′) ∈ Rd × R× Rd

|σ(x, y)− σ(x′, y′)| ≤ K(|x− x′|+ |y − y′|),

|Φ(x)− Φ(x′)| ≤ K|x− x′|,

|b(x, y, u)− b(x′, y′, u)| ≤ K(|x− x′|+ |y − y′|),

|f(x, y, z, u)− f(x′, y′, z′, u)| ≤ K(|x− x′|+ |y − y′|+ |z − z′|).

2) Les fonctions b, σ, f et Φ sont bornées.
— (A2) Pour chaque (x, y, z) ∈ Rd × R × Rd, les fonctions b(x, y, .) et

f(x, y, z, .) sont continues en u.

Hypothèse de non dégénéréscence

— (A3) Il existe λ > 0, telle que, pour tout (t, x, y) ∈ [0, T ]× Rd × R,

∀ζ ∈ Rd 〈ζ, σ(t, x, y)ζ〉 ≥ λ|ζ|2.

Condition de convexité :

(C)


Pour tout (x, y) ∈ Rd × R L’ensemble suivant est convexe :
{((σσ∗)(x, y), w(σσ∗)(x, y), b(x, y, u), f(x, y, wσ(x, y), u))
|(u,w) ∈ U× B̄C(0)} ,
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Avec B̄C(0) ⊂ Rd est la boule fermée de centre 0 est de rayon C.

Lemme 3.1.2 Pour (x, y, w, θ, u) ∈ Rd × R× Rd × R× U, soient

Σ(x, y, w, θ) =
 σ(x, y) 0
wσ(x, y) θ

 et β(x, y, w, u) =
 b(x, y, u)
−f(x, y, wσ(x, y), u)

 .

Sous l’hypothèse (C), on a

co{((ΣΣ∗)(x, y, w, 0), β(x, y, w, u))|(u,w) ∈ U × B̄C(0)}

⊂ {((ΣΣ∗)(x, y, w, θ), β(x, y, w, u)|(u,w, θ) ∈ U× B̄C(0)× [0, K]}

avec, pour tout ensemble E, co(E) est l’envellope convexe de E.

Sous les hypothèses (A1)–(A3) et si le contrôle est une constante, l’équa-
tion (3.1) admet une unique solution (X t,x,u, Y t,x,u, Zt,x,u,M t,x,u) dans l’espace
S2
ν (t, T ;Rd) × S2

ν (t, T ;R) × H2
ν(t, T ;Rd) ×M2

ν(t, T ;Rd) (voir [27]). On remarque
que l’ensemble des contrôle admissible Uν(t) est non vide.

Dans la section qui suit, on montre que la fonction valeur satisfait l’équation
de Hamilton-Jacobi-Bellman suivante :
On note par Sd l’espace des matrices symétriques dans Rd2 . Pour chaque fonction
V , ∇xV désigne le gradient et ∇xxV désigne la matrice hessienne de V .
Soit H est une fonction reélle définit sur Rd × R× Rd × Sd × U par :

H(x, y, p, A, u) := 1
2tr ((σσ∗)(x, y)A) + b(x, y, u)p+ f(x, y, p σ(x, y), u) (3.3)


∂

∂t
V (t, x) + inf

u∈U
H(x, V (t, x),∇xV (t, x),∇xxV (t, x), u) = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× Rd,

V (T, x) = Φ(x), x ∈ Rd,

(3.4)
Le résultat principal de ce chapitre est le Théorème suivant :

Theorem 3.1.1 On suppose que :
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1. L’équation de HJB (3.4) admet une unique solution de viscosité.

2. Les hypothèses (A) et (C) sont satisfaites.

Alors il existe un contrôle optimal strict pour le problème de contrôle ((3.1)–(3.2)).

3.2 Principe de programmation dynamique et so-
lution de HJB

3.2.1 Principe de programmation dynamique

On note par Ut,T = Uν(t) et Ut,τ = Ut,T
∣∣∣
[t,τ ]

pour tout τ ∈ (t, T ]. On considère
les données initiales (t, x), 0 ≤ α ≤ T −t, un contrôle admissible u(·) ∈ Ut,t+α , une
fonction à valeurs réels ψ ∈ L2(Ω,Ft+α, P ;R), et le processus (X̃ t,x;u

s , Ỹ t,x;u
s , Z̃t,x;u

s )t≤s≤t+α
est l’unique solution de l’EDSPR couplée suivante, pour tout s ∈ [t; t+ α] :

dX̃ t,x;u

s = b(X̃ t,x;u
s , Ỹ t,x;u

s , us)ds+ σ(X̃ t,x;u
s , Ỹ t,x;u

s )dWs

dỸ t,x;u
s = −f(s,X t,x;u

s , Ỹ t,x;u
s , Z̃t,x;u

s , us)ds+ Z̃t,x;u
s dWs + dMs, s ∈ [t, t+ α],

X̃ t,x;u
t = x, Ỹ t,x;u

t+α = ψ(t+ α, X̃ t,x;u
t+α ),

(3.5)
On définit le semi-groupe "backward"

Gt,x;u
s,t+α[ψ(t+ α, X̃ t,x;u

t+α )] := Ỹ t,x;u
s , s ∈ [t, t+ α].

D’aprés l’existence et l’unicité de (X t,x;u, Y t,x;u, Zt,x;u) de l’EDSPR controlée (3.1),
on obtient

Gt,x;u
t,T [Φ(X t,x;u

T )] = Gt,x;u
t,t+α[Y t,x;u

t+α ].

En outre,

J(t, x;u) = Y t,x;u
t = Gt,x;u

t,T [Φ(X t,x;u
T )] = Gt,x;u

t,t+α[Y t,x;u
t+α ]

= Gt,x;u
t,t+α[J(t+ α,X t,x;u,v

t+α ;u)].

Pour le reste de cette partie, on prend la fonction ψ ≡ V .

Théorème 3.2.1 On suppose que les hypothèses (A) sont satisfaites. Alors, la
fonction valeur V (t, x) Satisfait le principe de programmation dynamique suivant :
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pour tout 0 ≤ t < t+ α ≤ T, x ∈ Rd,

V (t, x) = essinfu∈Ut,t+αG
t,x;u
t,t+α[V (t+ α, X̃ t,x;u

t+α )].

Preuve. On note par

Vα(t, x) := essinfu∈Ut,t+αG
t,x;u
t,t+α[V (t+ α, X̃ t,x;u

t+α )].

Il suffit de montrer que Vα(t, x) coincïde avec V (t, x). Pour cela, on introduit les
lemmes suivants :

Lemme 3.2.2 Les fonctions V (t, x) et Vα(t, x) sont deterministes.

On prouve ce lemme par les mêmes arguments de [41] (Proposition 3.3).

Lemme 3.2.3 Vα(t, x) ≤ V (t, x).

Preuve. Comme Vα(t, x) = essinfu∈Ut,t+αG
t,x;u
t,t+α[V (t+α, X̃ t,x;u

t+α )] et par la définition
de Gt,x;u

t,t+α[ . ], on a

Vα(t, x) ≤ Gt,x;u
t,t+α[V (t+ α, X̃ t,x;u

t+α )], P-p.s.

= Ỹ t,x;u
t , P-p.s. (3.6)

Par la définition de la fonction valeur, la fonctionnelle coût et l’unicité de l’EDSPR
(1.7) on obtient que

Ỹ t,x;u
t+α = V (t+ α, X̃ t,x;u

t+α ),

≤ J(t+ α, X̃ t,x;u
t+α ),

= Y t,x;u
t+α , P-p.s.

D’aprés le théorème de comparaison des EDSPR ( voir [41] Théorème 5.11),

Ỹ t,x;u
t ≤ Y t,x;u

t , P-p.s.
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L’inégalité (3.6) nous donne,

Vα(t, x) ≤ Y t,x;u
t , P-p.s.

Il résulte que,
Vα(t, x) ≤ V (t, x).

2

Lemme 3.2.4 Vα(t, x) ≥ V (t, x).

Preuve. Soit u1 ∈ Ut,t+α.
u1 ⊕ u2 := u11[t,t+α] + u21(t+α,T ] est l’extention de u1(·) dans Ut,T .

Vα(t, x) = essinfu1∈Ut,t+αG
t,x;u1
t,t+α [V (t+ α,X t,x;u1

t+α )], P-p.s..

Il existe une suite {u1
i , i ≥ 1} ⊂ Ut,t+α telle que

Vα(t, x) = essinfu1∈Ut,t+αG
t,x;u1
t,t+α [V (t+ α,X t,x;u1

t+α )]

= infi≥1G
t,x;u1

i
t,t+α [V (t+ α,X

t,x;u1
i

t+α )], P-p.s.

Pour tout ε > 0, on considère
Γ̃i := {Gt,x;u1

i
t,t+α [V (t+ α,X

t,x;u1
i

t+α )]− ε ≤ Vα(t, x)} ∈ Ft, i ≥ 1. Alors Γ1 := Γ̃1, Γi :=
Γ̃i\(∪i−1

l=1Γ̃l) ∈ Ft, i ≥ 2, est une (Ω,Ft)-partition
et uε1 := ∑

i≥1 1Γiu
1
i appartient à Ut,t+α. De plus, par l’unicité des solutions des

EDSPRs, on déduit que

G
t,x;uε1
t,t+α [V (t+ α,X

t,x;uε1
t+α )] =

∑
i≥1

1ΓiG
t,x;u1

i
t,t+α [V (t+ α,X

t,x;u1
i

t+α )], P-p.s..

Et par suite,

Vα(t, x) ≥ ∑
i≥1 1ΓiG

t,x;u1
i

t,t+α [V (t+ α,X
t,x;u1

i
t+α )]− ε

= G
t,x;uε1
t,t+α [V (t+ α,X

t,x;uε1
t+α )]− ε, P-p.s..
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D’autre part, pour tout y ∈ Rd

V (t+ α, y) ≥ essinfu2∈Ut+α,T J(t+ α, y;u2), P-a.s..

Alors,
V (t+ α, X̃

t,x;uε1
t+α ) ≥ essinfu2∈Ut+α,T J(t+ α, X̃

t,x;uε1
t+α ;u2), P-a.s..

Pour estimer la partie droite de l’inégalité précédente, il existe une suite {u2
j , j ≥

1} ⊂ Ut+α,T such that

essinfu2∈Ut+α,T J(t+ α,X
t,x;uε1
t+α ;u2) = infj≥1J(t+ α,X

t,x;uε1
t+α ;u2

j), P-a.s..

D’où, on considère
∆̃j := {essinfu2∈Ut+α,T J(t+α, X̃ t,x;uε1

t+α ;u2) ≥ J(t+α, X̃ t,x;uε1
t+α ;u2

j)−ε} ∈ Ft+α, j ≥ 1;,
on prend ∆1 := ∆̃1, ∆j := ∆̃j\(∪j−1

l=1 ∆̃l) ∈ Ft+α, j ≥ 2, une (Ω,Ft+α)-partition
et uε2 := ∑

j≥1 1∆j
u2
j ∈ Ut+α,T . De nouveau, on utilise l’unicité de la solution de

l’EDSPR, on a

J(t+ α, X̃
t,x;uε1
t+α ;uε2) = Y

t+α,X
t,x;uε1
t+α ;uε2

t+α

= ∑
j≥1 1∆j

Y
t+α,X

t,x;uε1,β1(uε1)
t+α ;u2

j

t+α

= ∑
j≥1 1∆j

J(t+ α,X
t,x;uε1
t+α ;u2

j), P-a.s..

Par conséquent,

V (t+ α, X̃
t,x;uε1
t+α ) ≥ essinfu2∈Ut+α,T J(t+ α,X

t,x;uε1
t+α ;u2)

≥ ∑
j≥1 1∆j

Y
t,x;uε1⊕u2

j

t+α − ε
= Y

t,x;uε1⊕uε2
t+α − ε

= Y t,x;uε
t+α − ε, P-a.s.,
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Avec uε := uε1 ⊕ uε2 ∈ Ut,T . D’aprés le théorème de comparaison

Vα(t, x) ≥ G
t,x;uε1,β1(uε1)
t,t+α [Y t,x;uε

t+α − ε]− ε
≥ G

t,x;uε1
t,t+α [Y t,x;uε

t+α ]− (C + 1) ε
= Gt,x;uε

t,t+α [Y t,x;uε
t+α ]− (C + 1) ε

= Y t,x;uε
t − (C + 1) ε

≥ essinfu∈Ut,TY
t,x;u
t − (C + 1) ε, P-a.s..

Finallement, on tend ε ↓ 0, on obtient Vα(t, x) ≥ V (t, x).
2

3.2.2 Solution de viscosité de HJB

On note par Sd l’espace des matrices symétriques dans Rd2 . Pour chaque fonc-
tion V , ∇xV désigne le gradient et ∇xxV désigne la matrice hessienne de V . Soit
H est une fonction reélle définit sur Rd × R× Rd × Sd × U par :

H(x, y, p, A, u) := 1
2tr ((σσ∗)(x, y)A) + b(x, y, u)p+ f(x, y, p σ(x, y), u) (3.7)

On considère l’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman suivante.


∂

∂t
V (t, x) + inf

u∈U
H(x, V (t, x),∇xV (t, x),∇xxV (t, x), u) = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× Rd,

V (T, x) = Φ(x), x ∈ Rd,

(3.8)

Définition 3.2.5 L’espace C3
l,b([0, T ] × Rd) est l’espace des fonctions à valeurs

réelle, trois fois continument différentiable et les dérivées sont bornées.

1. Une fonction V ∈ C([0, T ]×Rd) est une sur-solution de viscosité si V (T, x) ≥
Φ(x) ∀x ∈ Rd et pour toutes fonction ϕ ∈ C3

l,b([0, T ]× Rd), V − ϕ atteind
un minimum locale en (t, x),

∂

∂t
ϕ(t, x) + inf

u∈U
H(x, ϕ(t, x),∇xϕ(t, x),∇xxϕ(t, x), u) ≤ 0.

2. Une fonction V ∈ C([0, T ] × Rd) est une sous-solution de viscosité si
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V (T, x) ≤ Φ(x) ∀x ∈ Rd et pour toutes fonction ϕ ∈ C3
l,b([0, T ] × Rd),

V − ϕ atteind un maximum locale en (t, x),

∂

∂t
ϕ(t, x) + inf

u∈U
H(x, ϕ(t, x),∇xϕ(t, x),∇xxϕ(t, x), u) ≥ 0.

Théorème 3.2.6 On suppose que les hypothèses (A) sont satisfaites. Alors, la
fonction valeur V (t, x) est une solution de viscosité de (3.8).

Preuve. On voit facilement que V (T, x) = Φ(x), x ∈ Rd. On montre que V est
une sous-solutoin de viscosité, la preuve de sur-solution est similaire. On considère
ϕ ∈ C3

l,b([0, T ]×R) et que (t, x) ∈ [0, T )×R telle queW−ϕ atteind un maximum en
(t, x). Comme V est continue bornée, on considère queW−ϕ atteind un maximum
globale en (t, x). On prend ϕ(t, x) = V (t, x). Considérons l’équation suivante :


dXu

s = b(s,Xu
s , Y

u
s , us)ds+ σ(s,Xu

s , Y
u
s )dWs,

dY u
s = −f(s,Xu

s , Y
u
s , Z

u
s , us)ds+ Zu

s dBs, s ∈ [t, t+ α],
Xu
t = x, Y u

t+α = ϕ(t+ α,Xu
t+α), 0 ≤ α ≤ T − t.

(3.9)

Comme σ est non dégénérée et u est un contrôle admissible, l’équation (3.9) admet
une unique solution(Xu

s , Y
u
s , Z

u
s )t≤s≤t+α ∈ S2(t, t+α;R)×S2(t, t+α;R)×H2(t, t+

α;Rd),. Les coefficients sont bornées, alors pour p ≥ 2,

(i) E[ sup
t≤s≤t+α

|Xu
s |p + sup

t≤s≤t+α
|Y u
s |p + (

∫ t+α
t |Zu

s |2ds)
p
2 | Ft] ≤ C, P-a.s.;

(ii) E[ sup
t≤s≤t+α

|Xu
s − x|p | Ft] ≤ Cα

p
2 , P-a.s.;

(iii) E[(
∫ t+α
t |Zu

s |2ds)
p
2 | Ft] ≤ Cα

p
2 , P-a.s.

Par la définition de semi-groupe "backward" des EDSPR, on a

Gt,x;u
s,t+α[ϕ(t+ α,Xu

t+α)] = Y u
s , s ∈ [t, t+ α].

D’après le théorème de programmation dynamique, on a

ϕ(t, x) = V (t, x) = essinfu∈Ut,t+αG
t,x;u
t,t+α[V (t+ α, X̃ t,x,u

t+α )].
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Comme W (s, y) ≤ ϕ(s, y), (s, y) ∈ [0, T )× R, on a,

essinfu∈Ut,t+αG
t,x;u
t,t+α[ϕ(t+ α,Xu

t+α)]− ϕ(t, x) ≥ 0. (3.10)

On définit

Y 1,u
s = Y u

s − ϕ(s,Xu
s )

=
∫ t+α
s f(r,Xu

r , Y
u
r , Z

u
r , ur)dr −

∫ t+α
s Zu

r dWr + ϕ(t+ α,Xu
t+α)− ϕ(s,Xu

s ).

On applique la formule d’Itô à ϕ(s,Xu
s ), on obtient


Y 1,u
s =

∫ t+α
s [ ∂

∂r
ϕ(r,Xu

r ) +Dϕ(r,Xu
r ).b(r,Xu

r , Y
u
r , ur) + f(r,Xu

r , Y
u
r , Z

u
r , ur)

+1
2tr(σσ

T (Xu
r , Y

u
r )D2ϕ(r,Xu

r ))]dr −
∫ t+α
s Z1,u

r dWr,

Z1,u
s = Zu

s −Dϕ(s,Xu
s ).σ(s,Xu

s , Y
u
s ), t ≤ s ≤ t+ α.

(3.11)
Par l’inégalité (3.10), on a

essinfu∈Ut,t+αY
1,u
t ≥ 0, P-a.s.

For (s, x, y, z, u) ∈ [0, T ]× R× R× Rd × U, on définit les fonctions suivantes

L(s, x, y, z, u) = ∂

∂s
ϕ(s, x) +Dϕ(s, x).b(s, x, y + ϕ(s, x), u)

+ f(s, x, y + ϕ(s, x), z, u) + 1
2tr(σσ

T (s, x, y + ϕ(s, x))D2ϕ(s, x)),

F (s, x, y, z, u) = L(s, x, y, z +Dϕ(s, x).σ(s, x, y + ϕ(s, x), u), u).

On réécrit l’équation (3.11) comme suit :

 dY 1,u
s = −F (s,Xu

s , Y
1,u
s , Z1,u

s , us)ds+ Z1,u
s dWs, s ∈ [t, t+ α],

Y 1,u
t+α = 0,
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On introduit l’EDSR suivante : dY 2,u
s = −L(s, x, 0, Ẑu

s , us)ds+ Z2,u
s dWs, s ∈ [t, t+ α],

Y 2,u
t+α = 0,

avec Ẑu
s = Z1,u

s + Dϕ(s, x).σ(s, x, Y 1,u
s + ϕ(s, x), us), s ∈ [t, t + α]. Comme les

coefficients sont des fonctions uniformément lipschtizieenes bornées, alors, pour
tout (s, x, y, z, u) ∈ [0, T ]× Rn × R× Rd × U.

(i) |L(s, x, y, z, u)− L(s, x, y′, z′, u)| ≤ C(|y − y′|+ |z − z′|);
(ii) |L(s, x, y, z, u)| ≤ C.

Pour le reste de la preuve, on a besoin des lemme suivants

Lemme 3.2.7 Pour chaque u ∈ Ut,t+α, on a

E[
∫ t+α

t
(|Y 1,u

s |+ |Z1,u
s |)ds | Ft] ≤ Cα

3
2 , P-p.s.,

où la constante C est indépendante de u et de α > 0.

Preuve. .

|Y 1,u
s | = |E[

∫ t+α
s f(r,Xu

r , Y
u
r , Z

u
r , ur)dr | Fs] + E[ϕ(t+ α,Xu

t+α)− ϕ(s,Xu
s ) | Fs]|

≤ E[
∫ t+α
s Cfdr | Fs] + Cα + CE[|Xu

t+α −Xu
s | | Fs]

≤ Cα.

d’autre part, |Y u
s | ≤ C, P-p.s., s ∈ [t, t+α]. et Z1,u

s = Zu
s−Dϕ(s,Xu

s ).σ(s,Xu
s , Y

u
s ),

we have
|Z1,u

s | ≤ C, P-a.s., s ∈ [t, t+ α].

Alors,
|Y 1,u
t |2 + E[

∫ t+α
t |Z1,u

r |2dr | Ft]
= 2E[

∫ t+α
t Y 1,u

r F (r,Xu
r , Y

1,u
r , Z1,u

r , ur)dr | Ft]
≤ C α.
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Therefore, from (4.13), (4.15) and (4.4)

E[
∫ t+α
t (|Y 1,u

s |+ |Z1,u
s |)ds | Ft]

≤ Cα
1
2 (E[

∫ t+α
t |Y 1,u

s |2 dr | Ft])
1
2 + Cα

1
2 (E[

∫ t+α
t |Z1,u

r |2dr | Ft])
1
2

≤ Cα
3
2 .

2

Lemme 3.2.8 Pour tout u ∈ Ut,t+α, on a

|Y 1,u
t − Y 2,u

t | ≤ Cα
5
4 , P-a.s.,

où la constante C est indépendante de u et de α > 0.

Preuve. . On définit : g(s) = L(s,Xu
s , 0, Zu

s , us)−L(s, x, 0, Zu
s , us). Comme L est

bornée, alors, |g(s)| ≤ C, s ∈ [t, t + α]. Par les définitions de F et L et comme
L est lipschitizienne, on a

|Y 1,u
t − Y 2,u

t | = |E[(Y 1,u
t − Y 2,u

t )|Ft]|
= |E[

∫ t+α
t (L(s,Xu

s , Y
1,u
s , Zu

s , us)− L(s, x, 0, Ẑu
s , us))ds | Ft]|

≤ E[
∫ t+α
t [C|Y 1,u

s |+ C|Zu
s − Ẑu

s |+ g(s)]ds | Ft].

D’autre part,

E[
∫ t+α
t |Zu

s − Ẑu
s |ds | Ft]

= E[
∫ t+α
t |Z1,u

s +Dϕ(s,Xu
s ).σ(s,Xu

s , Y
1,u
s + ϕ(s,Xu

s ), us)
−(Z1,u

s +Dϕ(s, x).σ(s, x, Y 1,u
s + ϕ(s, x), us))|ds | Ft]

≤ Cα
3
2 , P-p.s.;

En outre,

E[
∫ t+α
t g(s)ds | Ft] ≤ α

1
2 (E[

∫ t+α
t g(s)2ds | Ft])

1
2

≤ Cα
3
2 , P-a.s.

2
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On considère l’EDSR suivante : dY 3,u
s = −L(s, x, 0, Dϕ(s, x).σ(s, x, ϕ(s, x), us), us)ds+ Z3,u

s dBs, s ∈ [t, t+ α],
Y 3,u
t+α = 0,

avec u(·) ∈ Ut,t+α. Il est facile de voir,

L(s, x, 0, Dϕ(s, x).σ(s, x, ϕ(s, x), us), us) = F (s, x, 0, 0, us).

Lemme 3.2.9 Pour tout u ∈ Ut,t+α, on a

|Y 2,u
t − Y 3,u

t | ≤ Cα
5
4 , P-a.s.,

où la constante C est indépendante de u et de α > 0.

Preuve.

|Y 2,u
t − Y 3,u

t | = |E[
∫ t+α
t (L(s, x, 0, Ẑu

s , us)
− L(s, x, 0, Dϕ(s, x).σ(s, x, ϕ(s, x), us), us))ds | Ft]|
≤ Cα

3
2 , P-a.s..

2

Lemme 3.2.10 On introduit Y0(·) la solution l’équation différentielle ordinaire
suivante :  Ẏ0(s) = −F0(s, x, 0, 0), s ∈ [t, t+ α],

Y0(t+ α) = 0,
(3.12)

avec
F0(s, x, 0, 0) = inf

u∈U
F (s, x, 0, 0, u).

Alors, P-p.s.,
essinfu∈Ut,t+αY

3,u
t = Y0(t).

Preuve. . On observe que, (3.12) admet une unique solution Y0(t) =
∫ t+α
t F0(s, x, 0, 0) ds

. Par la définition de F0(s, x, 0, 0), on a

F0(s, x, 0, 0) ≤ F (s, x, 0, 0, us), pour tout u ∈ Ut,t+α.
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Alors, Par la théorème de comparaison des EDSR ( Lemma 2.2 [25]),

Ỹ0(s) ≤ Y 3,u
s , P-p.s., pour tout s ∈ [t, t+ α], pour tout u ∈ Ut,t+α,

avec (Ỹ0(·), Z̃0(·)) est la solution de l’EDSR suivante :
 dỸ0(s) = −F0(s, x, 0, 0)ds+ Z̃0(s)dBs, s ∈ [t, t+ α],
Ỹ0(t+ α) = 0.

Comme, (Ỹ0(s), Z̃0(s)) = (Y0(s), 0). Donc, Y0(t) ≤ Y 3,u
t ,P-p.s., pour tout u ∈

Ut,t+α.
D’autre part, comme F0(s, x, 0, 0) = inf

u∈U
F (s, x, 0, 0, u), il existe une fonction

mesurable ũ(s, x) : [t, t+α]×Rn → U , telle que F (s, x, 0, 0, ũ(s, x)) = F0(s, x, 0, 0).
On définit le feedback contrôle ũ0

s = ũ(s, x), s ∈ [t, t + α], alors ũ0 ∈ Ut,t+α et
F0(s, x, 0, 0) = F (s, x, 0, 0, ũ0

s), s ∈ [t, t+α]. Par conséquent, Y0(t) = Y 3,ũ0

t , P-p.s.,
donc, essinfu∈Ut,t+αY

3,u
t = Y0(t), P-p.s. 2

Comme essinfu∈Ut,t+αY
1,u
t ≥ 0, P-a.s. Alors

essinfu∈Ut,t+αY
3,u
t = essinfu∈Ut,t+α(Y 3,u

t −Y 2,u
t +Y 2,u

t −Y 1,u
t +Y 1,u

t ) ≥ −Cα 3
2 , P-a.s.

Il résulte que, Y0(t) ≥ −Cα 3
2 , . Alors,

1
α

∫ t+α

t
F0(s, x, 0, 0)ds ≥ −Cα 1

2 .

Par le passage à la limite α→ 0 that

inf
u∈U

F (t, x, 0, 0, u) = F0(t, x, 0, 0) ≥ 0.

Par la définition de F , on a V est une sur-solution de viscosité de (3.8). 2
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3.3 Preuves

3.3.1 Construction du problème de contrôle approché

Pour une dimension arbitraire m ≥ 1, on considère une fonction positive
ϕ : Rm→ R à support inclu dans la boule unité de Rm et

∫
Rm ϕ (ξ) dξ = 1. Soit

g : Rm → R une fonction uniformément lipschitzienne. On définit la régularisation
de la fonction g par

gδ (ξ) := δ−m
∫
Rm

g
(
ξ − ξ′

)
ϕ
(
δ−1ξ

′)
dξ
′
, ξ ∈ Rm, δ > 0.

La proposition suivante présente les propriètés de la régularisé gδ.

Proposition 3.3.1 Pour chaque ξ, ξ′ ∈ Rm, et δ, δ′ > 0, On a :
(i) |gδ (ξ)− g (ξ)| ≤ Lg δ.
(ii) |gδ (ξ)− gδ′ (ξ)| ≤ Lg|δ − δ′|,
(iii) |gδ (ξ)− gδ (ξ′)| ≤ Lg|ξ − ξ′|.
Avec Lg est la constante de lipschitz de g.

Définition 3.3.2 Pour tout δ ∈ (0, 1] on définit par bδ, σδ, fδ et Φδ les régularisa-
tions des fonctions b, σ, f et Φ, respectivement.

3.3.2 l’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman approchée

On suppose que les hypothèses (A) sont satisfaites. Pour (x, y, p, A, v) ∈ Rd ×
R× Rd × Sd × U, on définit la fontion dite hamiltonien Hδ par :

Hδ (x, y, p, A, v) = 1
2 (tr ((σδσ∗δ ) (x, y))A) + bδ (x, y, v) p+ fδ (x, y, pσδ (x, y) , v) .

(3.13)
Soit l’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman suivante :


∂

∂t
V δ (t, x) + inf

v∈U
Hδ

(
x, (V δ,∇xV

δ,∇xxV
δ)(t, x), v

)
= 0, (t, x) ∈ [0, T ]× Rd,

V δ (T, x) = Φδ(x), x ∈ Rd,

(3.14)
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Comme Hδ est assez régulier et (σδσ∗δ ) (x, y) est uniformément elliptique, alors
par les résultats de [35] (Théorèmes 6.4.3 et 6.4.4), l’équation (3.14) admet une
unique solution V δ qui appartient à C1,2

b ([0, T ]× Rd).
La régularité de V δ et la compacité de l’ensemble des contrôles U montrent l’exis-
tence d’une fonction mesurable vδ : [0, T ]× Rd 7−→ U telle que, pour tout (t, x) ∈
[0, T ]× Rd,

Hδ
(
x, (V δ,∇xV

δ,∇xxV
δ)(t, x), vδ(t, x)

)
= inf

v∈U
Hδ

(
x, (V δ,∇xV

δ,∇xxV
δ)(t, x), v

)
.

(3.15)
Soit (t, x) ∈ [0, T ] × Rd. Pour δ > 0, soit V δ la solution de l’EDP (3.14) et vδ

la fonction définit par (3.15). On considère l’EDS :
 dXδ

s = bδ(Xδ
s , V

δ(s,Xδ
s ), vδ(s,Xδ

s ))ds+ σδ(Xδ
s , V

δ(s,Xδ
s ))dW δ

s , s ∈ [t, T ],
Xδ
t = x.

(3.16)
Comme bδ(x, V δ(s, x),∇xV

δ(s, x)σδ(x, V δ(s, x)), vδ(s, x)) etσδ(x, V δ(s, x)) sont bor-
nées mesurables par rapport à (t, x) et σδ(x, V δ(s, x)) est lipschitzienne en x et
uniformément elliptique, en utilisant le résultat [5], Théorème 2.1 pp 56 (voir aussi
[4]), l’équation (3.16) admet une unique solution trajoctorielle Xδ.
Pour s ∈ [t, T ], soient

Y δ
s := V δ(s,Xδ

s ) and Zδ
s := ∇xV

δ(s,Xδ
s )σδ(Xδ

s , V
δ(s,Xδ

s )). (3.17)

On applique la formule d’Itô à V δ(s,Xδ
s ), on obtient :



dXδ
s = bδ(Xδ

s , Y
δ
s , v

δ(s,Xδ
s ))ds+ σδ(Xδ

s , Y
δ
s )dW δ

s , s ∈ [t, T ]
Xδ
t = x,

dY δ
s = −fδ(Xδ

s , Y
δ
s , Z

δ
s , v

δ(s,Xδ
s ))ds+ Zδ

sdW
δ
s ,

Y δ
T = Φδ(Xδ

T )

(3.18)

fδ est uniformément Lipschitzienne en (y, z), alors par le résultat [47], la partie ré-
trograde de l’équation (3.18) admet une unique solution (Y δ, Zδ) dans S2

ν (t, T ;R)×
H2
ν(t, T ;Rd). Alors (Xδ, Y δ, Zδ) est l’unique solution de l’EDSPR (3.18) dans
S2
ν (t, T ;Rd) × S2

ν (t, T ;R) ×H2
ν(t, T ;Rd). On déduit par rapport à la nouvelle dé-
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finition de contrôles admissibles que uδs := vδ(s,Xδ
s ) est un feedback contrôle ad-

missible.
Soit u ∈ Uνδ(t) un contrôle admissible.

On définit par le processus (Xδ,t,x,u, Y δ,t,x,u, Zδ,t,x,u) l’unique continue solution (Ft)-
adapté de l’EDSPR suivante sur [t, T ] :


dXδ,t,x,u
s = bδ

(
Xδ,t,x,u
s , Y δ,t,x,u

s , us
)
ds+ σδ

(
Xδ,t,x,u
s , Y δ,t,x,u

s

)
dW δ

s ,

Xδ,t,x,u
t = x,

dY δ,t,x,u
s = −fδ(Xδ,t,x,u

s , Y δ,t,x,u
s , Zδ,t,x,u

s , us)ds+ Zδ,t,x,u
s dW δ

s + dM δ,t,x,u
s ,

Y δ,t,x,u
T = Φδ(Xδ,t,x,u

T ),
M δ ∈M2

νδ(t, T ;Rd) orthogonale à W δ.

(3.19)

Le coût fonctionnel associé à l’EDSPR contrôlée (3.19) est définit par :

Jδ(u) := Y δ,t,x,u
t , u ∈ Uνδ(t).

Le processus (Xδ, Y δ, Zδ) satisfait l’EDSPR (3.19) pour u = uδ, avec M δ = 0,
alors par l’argument d’unicité de la solution de l’EDSPR (3.19), on a (Xδ, Y δ, Zδ) =
(Xδ,t,x,uδ , Y δ,t,x,uδ , Zδ,t,x,uδ). En particulier Y δ,t,x,uδ

t = Y δ
t = V δ(t, x). Alors le lemme

suivant est prouvé.

Lemme 3.3.3 On suppose que les hypothèses (A) sont satisfaites. Alors, pour
tout δ > 0, il existe un feedback contrôle admissible uδs := vδ(s,Xδ

s ) définit pour
s ∈ [0, T ] telle que :

Jδ(uδ) = V δ(t, x) = essinfu∈U
νδ

(t)J
δ(u), (3.20)

Les deux lemmes suivants sont nécessaire pour la construction du contrôle. Le
deuxième lemme montre que la variable Zδ est uniformément bornée, donc on peut
considérer Zδ comme contrôle.

Lemme 3.3.4 On suppose que les hypothèses (A) sont satisfaites. Alors,
(i) il existe une constante positive C dépend de K, T et les bornes des coeffi-
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cients telle que,

∣∣∣V δ(t, x)− V δ′(t′, x′)
∣∣∣ ≤ C(|δ − δ′|+ |x− x′|+ |t− t′| 12 ). (3.21)

(ii) V δ converge uniformément vers une fonction bornée V, qui est l’unique
solution de viscosité de l’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (3.4).

Preuve. (i) Par l’argument d’unicité de la partie progressive de l’EDSPR contrô-
lée avec le contrôle uδ, donc Xδ,uδ = Xδ.

Soit δ′ > 0 et (t′, x′) ∈ [0, T ] × Rd. Pour δ > 0, soit Xδ′,t′,x′,uδ ∈ S2
νδ(t′, T ;Rd)

est l’unique solution de l’EDS progressive suivante sur [t′, T ] :

dXδ′,t′,x′,uδ

s = bδ′
(
Xδ′,t′,x′,uδ
s , V δ′(s,Xδ′,t′,x′,uδ

s ), uδs
)
ds

+ σδ′
(
Xδ′,t′,x′
s , V δ′(s,Xδ′,t′,x′,uδ

s )
)
dW δ

s

Xδ′,t′,x′,uδ

t′ = x′.

L’extention de la solution sur l’intervalle [0, T ] est comme suit Xδ′,t′,x′,uδ
s = x′, pour

s < t′.
on considère pour s ∈ [t′, T ],

f̃ δ
′,t′,x′,uδ

s = −
(
∂

∂s
V δ′(s,Xδ′,t′,x′,uδ

s ) (3.22)

+ 1
2tr (σδ′σ∗δ′(Xδ′,t′,x′,uδ

s , V δ′(s,Xδ′,t′,x′,uδ

s ))×∇xxV
δ(s,Xδ′,t′,x′,uδ

s ))

+ bδ′(Xδ′,t′,x′,uδ

s , V δ′(s,Xδ′,t′,x′,uδ

s ))
)

Par la formule d’Itô appliqué à V δ′(s,Xδ,t′,x′,uδ
s ), on obtient

Y δ′,t′,x′

s := V δ′(s,Xδ′,t′,x′,uδ

s ),

Zδ′,t′,x′

s := ∇xV
δ′(s,Xδ′,t′,x′,uδ

s )σδ′(Xδ′,t′,x′,uδ

s , V δ′(s,Xδ′,t′,x′,uδ

s )),

M δ′,t′,x′

s := 0, s ∈ [t′, T ],
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est la solution de l’EDSR

dY δ′,t′,x′
s = −f̃ δ′,t′,x′,uδs ds+ Zδ′,t′,x′

s dW δ
s + dM δ′,t′,x′

s , s ∈ [t′, T ],
Y δ′,t′,x′

T = Φδ′(Xδ′,t′,x′

T ),
(Y δ′,t′,x′ , Zδ′,t′,x′) ∈ S2

νδ(t′, T ;R)×H2
νδ(t′, T ;Rd),

M δ′,t′,x′ ∈M2
νδ(t′, T ;Rd) is orthogonal to W δ.

(3.23)

Afin de calculer les estimations, on définit l’EDSR


dY δ′,t′,x′,uδ
s = −fδ′

(
Xδ′,t′,x′,uδ
s , Y δ′,t′,x′,uδ

s , Zδ′,t′,x′,uδ
s , uδs

)
ds

+Zδ′,t′,x′,uδ
s dW δ

s + dM δ′,t′,x′,uδ
s , s ∈ [t′, T ],

Y δ′,t′,x′,uδ

T = Φδ(Xδ,t′,x′,uδ

T ),
(Y δ′,t′,x′,uδ , Zδ′,t′,x′,uδ) ∈ S2

νδ(t′, T ;R)×H2
νδ(t′, T ;Rd),

M δ′,t′,x′,uδ ∈M2
νδ(t′, T ;Rd) is orthogonal to W δ.

(3.24)

Comme V δ′ est la solution classique de l’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman, il
résulte

f̃ δ
′,t′,x′,uδ

s ≤ fδ′
(
Xδ′,t′,x′,uδ

s , Y δ′,t′,x′

s , Zδ′,t′,x′

s , uδs
)
, s ∈ [t′, T ].

Alors, par le théorème de comparaison, on obtient Y δ′,t′,x′
s ≤ Y δ′,t′,x′,uδ

s , s ∈ [t′, T ],
P-p.s.
Donc,

V δ′(t′, x′)− V δ(t, x) ≤ Y δ′,t′,x′,uδ

t′ − Y δ,t,x,uδ

t , P-p.s.

Par un argument de symétrie, on déduit :

|V δ′(t′, x′)− V δ(t, x)| ≤ |Y δ′,t′,x′,uδ

t′ − Y δ,t,x,uδ

t |, P-p.s.

Puisque V δ et V δ′ sont déterministe, on a

|V δ′(t′, x′)− V δ(t, x)| ≤ E(|Y δ′,t′,x′,uδ

t′ − Y δ,t,x,uδ

t |)

alors il suffit d’estimer E(|Y δ′,t′,x′,uδ

t′ − Y δ,t,x,uδ

t |).
On suppose que t′ < t, et pour s < t′, Y δ′,t′,x′,uδ

s = Y δ′,t′,x′,uδ

t′ , Zδ′,t′,x′,uδ
s = 0 et

M δ′,t′,x′,uδ
s = 0.
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On obtient,

E(|Y δ,t,x,uδ

t − Y δ′,t′,x′,uδ

t′ |2) ≤ C1E(|Y δ′,t′,x′,uδ

t − Y δ′,t′,x′,uδ

t′ |2 + |Y δ,t,x,uδ

t − Y δ′,t′,x′,uδ

t |2)

≤ C1(|t− t′|+ E[ sup
t≤s≤T

|Y δ,t,x,uδ

s − Y δ′,t′,x′,uδ

s |2])

avec C1 est une constante positive qui dépend de T , K et les bornes de b, σ, f et
Φ et non de t, x, et δ.

Ce qui implique :

E[ sup
t≤s≤T

|Y δ,t,x,uδ

s − Y δ′,t′,x′,uδ

s |2]) ≤ C(|x− x′|2 + |δ − δ′|2), (3.25)

avec C est une constante positive dépend que de T , K et les bornes de b, σ, f et
Φ et non de t, x, δ.

Dans le reste de la preuve, la constante positive C peut changer de ligne en
ligne. Cette constante dépend que de T , K et les bornes de b, σ, f et Φ et non de
t, x, δ. Pour simplifier les notations, on considère

Xδ,t,x,uδ

s := Xδ
s , Y δ,t,x,uδ

s := Y δ
s , Zδ,t,x,uδ

s := Zδ,
s

et
Xδ′,t′,x′δ

s := Xδ′δ

s , Y δ′,t′,x′δ

s := Y δ′δ

s , Zδ′,t′,x′δ

s := Zδ′δ

s

Comme tous les coefficients et la condition terminale sont bornés, en utilisant
des arguments standards des EDSRs. On montre l’existence d’une constante po-
sitive C > 0 qui dépends que de T et les bornes des fonctions b, σ,Φ et f tel
que

E
(

sup
t≤s≤T

[
|Xδ

s |2 + |Xδ′δ

s |2 + |Y δ
s |2 + |Y δ′δ

s |2
]

+
∫ T

t
|Zδ

r |2dr +
∫ T

t
|Zδ′δ

r |2dr
)
≤ C

(3.26)
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On utilise la proposition 3.3.1, on a

E(|Y δ
T − Y δ′δ

T |2) ≤ 2 K2[|δ − δ′|2 + E(|Xδ
T −Xδ′δ

T |2)]

≤ 2 K2[|δ − δ′|2 + E( sup
t≤s≤T

|Xδ
s −Xδ′δ

s |2)] (3.27)

De nouveau, on utilise la proposition 3.3.1 et les estimations standards des EDSRs
(l’inégalité de Burkhölder-Davis-Gundy, etc.) et l’estimation (3.27), il résulte que

E( sup
t≤s≤T

|Y δ
s − Y δ′δ

s |2) ≤ C

(
|δ − δ′|2 + E( sup

t≤s≤T
|Xδ

s −Xδ′δ

s |2)

+
∫ T

t
E( sup

t≤s≤r
|Y δ
s − Y δ′δ

s |2)dr
)

(3.28)

et

E( sup
t≤s≤T

|Xδ
s −Xδ′δ

s |2) ≤ C

(
|δ − δ′|2 + |x− x′|2 +

∫ T

t
E( sup

t≤s≤r
|Y δ
s − Y δ′δ

s |2)dr
)

(3.29)

On utilise les inégalité (3.25), (3.26), (3.28), (3.29) et le lemme de Gronwall, alors
l’assertion (i) est provée.

On montre maintenant l’assertion (ii). Par l’assertion (i), (V δ) est une suite de
Cauchy par rapport au norme de la convregence uniforme en (t, x) ∈ [0, T ] × Rd.
Alors, elle converge uniformément vers une fonction V̄ lorsque δ tend vers 0. De
plus, l’inégalité (3.26) montre que V δ est uniformément bornée en (t, x, δ). Donc
V̄ ∈ Cb([0, T ] × Rd). Comme Hδ converge uniformément sur tout compact vers
H. Par la stabilité des solutions de viscosité, on a V̄ est une solution de viscosité
de l’équation (3.4). Par l’unicité de la solution de l’équation (3.4), on obtient
V̄ = V . Il résulte que la suite (V δ′δ) converge vers V , lorsque δ′ tend vers 0. En
utilisant l’estimation (3.21), on deduit que |V δ(t, x)− V (t, x)| ≤ Cδ, pour tout
δ ∈ (0, 1] et (t, x) ∈ [0, T ]× Rd. 2
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3.3.3 Le passage à la limite

Dans cette partie, on montre la convergence du problème approché vers notre
problème initial. On considère la suite (δn)n∈N ∈ (0, 1] qui décroit vers 0 lorsque n
tend vers ∞.

On note wδns := ∇xV
δn(s,Xδn

s ) et Zδn
s := wδns σ

(
Xδn
s , Y

δn
s

)
avec (Xδn , Y δn , Zδn , uδn) est la suite de problème de contrôle approché. Comme uδn

et wδn sont uniformément bornés, on identifie le couple (uδn , wδn) comme contrôle.
On montre que (Xδn , Y δn , Zδn , uδn) admet une sous-suite qui converge en loi vers
un certain système contrôlé. Et par l’hypothèse de convexité (C), on utilise le
résultat de [29] pour montrer que le contrôle limite est un contrôle optimal strict.
Preuve. du résultat principal.

On introduit la suite intermédiaire (Xn, Y n) solution de l’EDS progressive
contrôlée suivante :

dXn
s = b(Xn

s , Y
n
s , u

δn
s )ds+ σ(Xn

s , Y
n
s )dW δn

s ,

Xn
t = x,

dY n
s = −f(Xn

s , Y
n
s , w

δn
s σ(Xn

s , Y
n
s ), uδns )ds+ wns σ(Xn

s , Y
n
s )dW δn

s .

Y n
t = V δn(t, x), s ∈ [t, T ].

(3.30)

avec uδns := vδn(s,Xδn
s ) et wδns := ∇xV

δn(s,Xδn
s ).

Lemme 3.3.5 Il existe une constante L > 0 telle que pour tout n ∈ N,

E[sups∈[t,T ] |Xδn
s −Xn

s |2] ≤ Lδ2
n,

E[sups∈[t,T ] |Y δn
s − Y n

s |2] ≤ Lδ2
n.

(3.31)

où (Xδn , Y δn) satisfait l’EDSPR (3.18).

Preuve. Voir le lemme 3.3.4, assertion (i). 2

On note que pour tout n, le processus (Xδn
s , Y

δn
s ) est une solution faible de

80



Chapitre 3 : Éxistence d’un contrôle optimal pour des EDSPRs non-dégénérée

L’EDS progressive controlée suivante :

dXδn
s = bδn(Xδn

s , Y
δn
s , uδns )ds+ σδn(Xδn

s , Y
δn
s )dW δn

s , s ∈ [t, T ]
Xδn
t = x,

dY δn
s = −fδn(Xδn

s , Y
δn
s , wns σδn(Xδn

s , Y
δn
s ), uδns )ds+ wns σδn(Xδn

s , Y
δn
s )dW δn

s .

Y δn
t = V δn(t, x).

(3.32)
Par identification avec la construction du problème approché (3.17), on a pour
tout t ≤ s ≤ T ,

Y δn
s = V δn(s,Xδn) et uδns = vδn(s,Xδn

s ).

Puisque la fonction (s, x) 7→ V δn(s, x) est de classe C1,2 est elle vérifie l’équation
(3.4). Alors, en appliquant la formule d’Itô pour t ≤ s ≤ T

Y δn
s = Φδn(Xδn

T ) +
∫ T

s
fδn(Xδn

r , Y
δn
r , wδnr σδn(Xδn

r , Y
δn
r ), uδnr )dr

−
∫ T

s
wδnr σδn(Xδn

r , Y
δn
r )dW δn

r . (3.33)

On considère Bδn un mouvement Brownien indépendant de W δn . Si on pose

χns :=
 Xn

s

Y n
s

 , rns := (wns , 0, uδns ) et Wn :=
 W δn

Bδn

 .
Alors, on peut récrire le système contrôlé (3.30) :


dχns = β(χns , rns )ds+ Σ(χns , rns )dWn

s , s ∈ [t, T ],

χnt =
 x

V δn(t, x)

 . (3.34)

avec β et Σ sont les fonctions définit dans le Lemme 3.1.2.
par le lemme 3.3.4, le processus wns := ∇xV

δn(s,Xδn
s ) est uniformément borné.

Donc, on peut interprèter (rns , s ∈ [t, T ]) comme contrôle qui prend ses valeurs
dans l’ensemble compacte A := B̄C(0)× [0, K]× U.

Afin de passer à la limite en n, on injecte le contrôle rn dans l’ensemble de

81



Chapitre 3 : Éxistence d’un contrôle optimal pour des EDSPRs non-dégénérée

contrôles relaxés, comme suit : on considère rn comme variable aléatoire qui prend
ses valeurs dans l’espace V de tout les mesures de Borel q on [0, T ] × A, avec la
projection q(· × A) concïde avec la mesure de Lebesgue. Pour cela, on identifie le
processus contrôle rn avec la mesure aléatoire :

qn(ω, ds, da) = δrns (ω)(da)ds, (s, a) ∈ [0, T ]× A, ω ∈ Ω. (3.35)

L’ensemble {(Σ(x, y, z, θ), β(x, y, z, θ, v)) , (x, y, z, θ, v) ∈ Rd×R×A} est borné et
l’ensemble V est compacte, par rapport à la topologie induite par la convergence
faible des mesures, on obtient que (χn, qn), n ≥ 1, est tendue sur C([0, T ];Rd ×
R)×V . Donc, il existe une mesure de probabilité Q dans C([0, T ];Rd ×R)×V et
on peut extraire une sous-suite noté aussi (χn, qn), qui converge en loi vers (χ, q)
dans l’espace C([0, T ];Rd × R)× V muni de la mesure Q.
Comme les coefficients du système (3.34) satisfait la condition de convexité (C),
alors par le résultat [29], il existe un système référence stochastique ν̄ = (Ω̄, F̄t, P̄, F̄t, W̄)
et un processus (F̄t)-adapté (χ, r̄) (r̄ prend ses valeurs dans A), qui satisfait


dχs = β(χs, r̄s)ds+ Σ(χs, r̄s)dW̄s, s ∈ [t, T ],

χt =
 x

V (t, x)

 . (3.36)

.

Si on considère, χ :=
 X̄

Ȳ

, W̄ :=
 W̄

B̄

 et r̄ := (w̄, θ̄, ū), alors le système

(3.36) peut être réécrit comme suit :

dX̄s = b(X̄s, Ȳs, ūs)ds+ σ(X̄s, Ȳs)dW̄s,

dYs = −f(X̄s, Ȳs, Z̄s, ūs)ds+ Z̄sdW̄s + θ̄sdB̄s, s ∈ [t, T ]
X̄t = x, Ȳt = V (t, x).

Le lemme 3.3.5 montre que la suite (Xn, Y n)n∈N converge en loi, alors (Xδn , Y δn)n∈N
converge en loi et les limites suit le même loi. A partir de (3.31) et le lemme 3.3.4,
on déduit que Ȳs = V (s, X̄s), pour tout s ∈ [t, T ], P̄−p.s. En particulier, YT =
Φ(XT ), P̄-p.s. On identifie M̄s =

∫ s
t θ̄rdB̄r, donc 〈M̄, W̄ 〉s =

∫ s
t θ̄rd〈B̄, W̄ 〉r = 0

et(X̄, Ȳ , Z̄, M̄) satisfait (3.1).
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Comme Ȳs = V (s, X̄s) pour tout s ∈ [t, T ], P̄-p.s. et par l’unicité de la solution
de viscosité V de l’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (3.4) , on obtient

V (t, x) = essinfu∈U
ν̄δ

(t)J(t, x, u), P̄-p.s.

2

Remarques et observations 1 (i) Comme c’est expliqué dans l’introduction, la
condition de Lipschitz uniforme ne suffit pas pour garantir l’existence de solutions
et donc l’existence de contrôle optimal échoue également.

(ii) Lorsque les coefficients σ et / ou b dépendent aussi de la variable z,
l’existence et l’unicité de solutions a été établit dans le [27] pour les EDSPRs
avec un générateur de diffusion non dégénérée et des coefficients uniformément
Lipschitzienne. Mais l’existence de contrôle optimal, dans ce cas, semble difficile à
obtenir. Toutefois, si on remplace la condition non de dégénérescence sur σ par les
hypothèses de G-monotonie des coefficients introduits dans [52], l’existence d’un
contrôle optimal peut être obtenu même lorsque le coefficient b dépendent de la
variable z et le coefficient de diffusion σ dépend de u (voir chapitre 2).

(iii) Il y a quelques résultats récents sur l’existence et unicité des solutions
des EDSPRs fortement couplées où les coefficients dépendent des trois variables
x, y et z sous hypothèses de Lipschitz uniformes, voir [43, 57, 60]. Mais dans le
meilleur de notre la connaissance, l’existence d’un contrôle optimal en fonction
des hypothèses de [43, 57, 60] n’est pas encore étudié.

À notre avis l’existence d’un contrôle optimal sous la conditions utilisées dans
[60] peut être obtenu en utilisant la méthode qu’on a développé ici.

Un problème difficile consiste à établir l’existence d’un contrôle optimal pour
des EDSPR fortement couplées lorsque le coefficient σ dépend de z et u. Dans ce
cas, l’existence de solutions suit de [57] et le principe de programmation dynamique
de Bellman est donné dans [41].

83





Chapitre 4

EDDSR multidimentionnelles
avec un générateur à croissance
surlinéaire et application aux
EDPS.

Dans ce chapitre, nous considérons des équations différentielles doublement sto-
chastiques rétrogrades (EDDSR) multidimensionnelles ayant un générateur f(s, y, z)
de croissance surlinéaire en les variables (y, z), et une condition terminale de carré
intégrable. On établit alors l’existence, l’unicité et la stabilité des solutions. En
raison des conditions que nous imposons sur le générateur, les méthodes classiques
ne fonctionnent pas. En particulier, ni le lemme de Gronwall, ni le lemme de Bi-
hari ne peuvent être utilisés. Notons également que les techniques de localisation
par des temps d’arrêts ne fonctionnent pas dans les EDDSR. En nous appuyant
sur les idées de [7, 8, 11, 13] dans les EDSR classiques, nous développons des mé-
thodes basées sur une estimation entre les solutions d’EDDSR. Ceci nous permet
d’obtenir simultanément l’existence, l’unicité et la stabilité des solutions à partir
de la même estimation. Notre travail étend les précédents articles sur les EDDSR
multidimensionnelles avec des conditions locales sur le générateur, qui est en outre
de croissance surlinéaire. En application, nous établissons l’existence et l’unicité
de solutions (au sens de Sobolev) pour des équations aux dérivées partielles sto-
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chastiques (EDPS) de croissance surlinéaires.

Introduction

Soient (Ω,F , P ) un espace de probabilité complet, {Wt, 0 ≤ t ≤ T} et {Bt, 0 ≤ t ≤ T}
deux mouvements browniens indépendants définissent sur (Ω,F , P ) à valeurs dans
Rd et R, respectivement.

On considère les filtrations FWt := σ(Ws; 0 ≤ s ≤ t) et FBt,T := σ(Bs−Bt; t ≤
s ≤ T ), completés par les ensemble P -null. Le σ-algèbre Ft := FWt ∨ FBt,T . On
note que (Ft) ne correspond pas une famille croissante, et donc il n’est pas une
filtration.

Soit M2
(
0, T,Rd

)
présente l’ensemble des processus mesurables d− dimen-

sionel {ϕt; t ∈ [0, T ]} qui satisfait :
i) Le processus ϕt is (Ft)–adapté.
ii) E

∫ T
0 |ϕt|

2 dt <∞.

On définit par S2 ([0, T ] ,R) l’ensemble des processus continues {ϕt; t ∈ [0, T ]},
qui satisfait :

i) Le processus ϕt is (Ft)–adapté.
ii) E(sup0≤t≤T |ϕt|

2) <∞.

Soient f : [0, T ]×Ω×Rd×Rd×r 7−→ Rd, g : [0, T ]×Ω×Rd×Rd×r 7−→ Rd×l sont
des fonctions mesurables telles que, pour chaque (y, z) ∈ Rd × Rd×r, f(., y, z) ∈
M2(0, T,Rd) et g(., y, z) ∈M2(0, T,Rd×l).

Soit la variable aléatoire ξ de carré intégrable (FT )–mesurable.
Pour N ∈ N∗, on definit ρN(f) := E

∫ T

0
sup

|y|,|z|≤N
|f(s, y, z)|ds.

On considère alors l’EDDSR,

Yt = ξ +
∫ T

t
f(s, Ys, Zs)ds+

∫ T

t
g(s, Ys, Zs)d

←−
B s −

∫ T

t
ZsdWs , 0 ≤ t ≤ T ;

(Ef,g,ξ)

La variable aléatoire ξ est dite condition términale et f est le générateur.
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Définition 4.0.1 Le processus (Y f,g, Zf,g) est dite solution de l’équation (Ef,g,ξ)
si (Y f,g, Zf,g) appartient à S2(0, T, Rd)×M2(0, T, Rd×r) et satisfait (Ef,g,ξ).

On commence par donner un exemple, Soit g(s, y, z) une fonction uniformément
lipschitzienne en (y, z) à croissance surlinéaire. On considère l’EDDSR suivante :

Yt = ξ −
∫ T

t
Ys log |Ys|ds+

∫ T

t
g(s, Ys, Zs)d

←−
B s −

∫ T

t
ZsdWs 0 ≤ t ≤ T (4.1)

Le générateur de l’équation précédente est à croissance surlinéaire par rapport
à la variable y. Il est également ni localement monotone ni uniformément continue.
Dans le reste de ce chapitre, on voit bien que cet exemple est couvert par le résultat
obtenu.

Par conséquent, la non-linéarité dite logarithmique y log |y| qui apparaît dans
(4.1) est intéressante. A notre connaissance, lorsque la dimension est supérieur à
un, il n’y a pas des résultats de la littérature qui couvrent cet exemple intéressant.
La même question se pose également pour la non-linéarité h(y)z

√
log |z| où h est

une telle fonction.

Le problème étudié dans ce chapitre est une extetion des résultats [8, 11, 13]
sur les EDDSRs. On établit l’existence et l’unicité ainsi la stabilté Lp (p < 2) des
solutions de l’EDSPR (E(f,g,ξ)) lorsque le générateur f est à croissance surlinéaire
en y, z. De plus, la condition terminale ξ est seulement de carrée intégrable. On
introduit une nouvelle hypothèse locale qui couvre l’exemple d’EDDSR précédent.
Par rapport au résultat [58], le générateur est ni localement monotone en y ni
localement lipschitzienne en z.

4.1 Les résultats principales

4.1.1 Hypothèses

On considère les hypothèses suivantes :

(H.1) La fonction f est continue en (y, z) pour p.t. (t, ω).
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(H.2) Il existe K > 0, M > 0, et η ∈ L1 (Ω; L1([0, T ])) tels que pour tout
(y, z) ∈ Rd × Rd×r,

〈y, f(t, ω, y, z)〉 ≤ ηt +M |y|2 +K|y||z| P − p.s., pour t ∈ [0, T ].

(H.3) La fonction g est continue en (y, z) pour presque tout (t, ω), et, il existe
L > 0, 0 < λ < 1, 0 < α1 < 1, et η′ ∈ L

2
α1 ([0, T ] × Ω) telles que pour tout

(t, ω, y, y′, z, z′) ∈ [0, T ]× Ω× (Rd)2 × (Rd×r)2,

(i) |g(t, y, z)− g(t, y′, z′)|2 ≤ L|y − y′|2 + λ|z − z′|2

(ii) |g(t, y, z)| ≤ η′t + L|y|α1 + λ|z|α1 .

(H.4) Il existe M1 > 0, 0 ≤ α < 2, α′ > 1 et η̄ ∈ Lα′([0, T ]×Ω) tels que pour
tout (t, ω, y, z) ∈ [0, T ]× Ω× Rd × Rd×r,

|f(t, ω, y, z)| ≤ η̄t +M1(|y|α + |z|α).

(H.5) Il existe v ∈ L2 (Ω; L2([0, T ])), une suite réelle (AN)N>1 et des constantes
M2 > 1, r > 0 telles que

(i) ∀N > 1, 1 < AN ≤ N r,

(ii) limN→∞AN =∞,

(iii) Pour chaque N ∈ N∗ et (t, ω, y, y′, z, z′) ∈ [0, T ]×Ω×(Rd)2×(Rd×r)2

tel que |y|, |y′|, |z|, |z′| ≤ N , on a

〈y − y′, f(t, y, z)− f(t, y′, z′)〉1{vs(ω)≤N} ≤ M2|y − y′|2 logAN

+M2|y − y′||z − z′|
√

logAN +M2A
−1
N .

Théorème 4.1.1 (Existence et unicité) On suppose que les hypothèses (H.1)–
(H.5) sont satisfaites et ξ est de carée intégrable. Alors l’équation (Ef,g,ξ) admet
une unique solution.

Le deuxième résultat principal de ce chapitre est la stabilité des solutions
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dans tous les espaces Lq pour q < 2. Soit (fn) une suite de processus (Ft)–
progressivement mesurables pour tout n. Soit (ξn) une suite de variables aléa-
toires (FT )–adaptées de carrée intégrable. On suppose que pour tout n, l’EDDSR
(Efn,g,ξn) correspant au données (fn, g, ξn) admet des solutions (non nécessaire-
ment unique). Chaque solution de l’équation (Efn,g,ξn) est notée par (Y n, Zn).
Soit (Y, Z) l’unique solution de l’EDDSR E(f,g,ξ). On suppose que les hypothèses
supplémentaires suivantes sont satisfaites :

(H.6) Pour chaque N , ρN(fn − f) −→ 0 lorsque n→∞.
(H.7) E(|ξn − ξ|2) −→ 0 quand n→∞ .
(H.8) Il existe K > 0, M > 0 et η ∈ L1 (Ω; L1([0, T ])) telles que pour tout
(y, z) ∈ Rd × Rd×r,

sup
n
〈y, fn(t, ω, y, z)〉 ≤ ηt +M |y|2 +K|y||z| P − p.s., p.t. t ∈ [0, T ].

(H.9) Il existe M1 > 0, 0 ≤ α < 2, α′ > 1 et η̄ ∈ Lα′([0, T ] × Ω) telles que
pour tout (y, z) ∈ Rd × Rd×r,

sup
n
|fn(t, ω, y, z)| ≤ η̄t +M1(|y|α + |z|α).

Théorème 4.1.2 (Stabilité des solutions) On suppose que les hypothèses (H.1)-
(H.9) sont satisfaites. Alors, pour tout q < 2,

lim
n→+∞

(
E sup

0≤t≤T
|Y n
t − Yt|q + E

∫ T

0
|Zn

s − Zs|qds
)

= 0.

4.1.2 Quelques exemples et observations.

Dans cette partie, on donne quelques remarques et des exemples afin d’expli-
quer nos hypothèses et nos résultats. Ces exemples sont couverts par les résultats
principales de ce chapitre. Par le mieux de notre connaissance, ils ne sont pas
couverts par d’autres travaux sur les EDDSRs.

Remarques et observations 2 — L’hypothèse (H.2) peut être remplacer
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par :

(H’.2) Il existent M > 0, η ∈ L1 (Ω; L1([0, T ])) et γ > 0 satisfont
2γ + λ < 1 tel que,

〈y, f(t, ω, y, z)〉 ≤ ηt +M |y|2 + γ|z|2 P − p.s., p.t. t ∈ [0, T ].

avec λ est la constante définit dans (H.3).
Dans ce cas, des modifications mineures sont nécessaires dans les preuves.

— Les EDDSRs ainsi que les EDPS qu’on considére dans ce chapitre sont
intéressantes puisque le générateur f est non linéaire en (t, y, z) ne peut
être ni localement Lipschitz en z ni localement monotone en y. En outre,
puisque f est à croissance surlinéaire en y et z, alors il ne peut pas être
uniformément continue.

— Dans [12], les auteurs ont étudit les EDSRs à croissance logarithmique
K|z|

√
| log |z|| qui apparaissent également dans certains problèmes de contrôle

stochastique. On espère que le résultat de ce chapitre sera utilisé pour le
contrôle stochastique du SDE-EDDSRs.

— Comme le système des EDPSs associé à la version Markovienne de l’EDDSR
(E(ξ,f,g)) peut être dégénérée, alors notre résultat couvre aussi certain sys-
tème d’EDPSs de première ordre.

L’exemple suivant traite une EDDSR avec un générateur localement Lipschitz.

Exemple 1 On suppose que ξ est de carrée intégrable et la fonction g satisfait
l’hypothèse (H.3). On considère la fonction f satisfait (H.1), (H.2) et (H.4).
On suppose qu’il existe une constante positive C tel que, pour chaque N > 0 et |y|,
|z| |y′|, |z′| ≤ N ,

|f(t, y, z)− f(t, y′, z)| ≤ C(logN)|y − y′|.

et
|f(t, y, z)− f(t, y, z′)| ≤ C(

√
logN)|z − z′|.

Alors l’EDDSR (E(f,g,ξ)) admet une unique solution qui est stable au sens du Théo-
rème 4.1.2.
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Preuve. L’hypothèse (H.5) est satisfaite pour AN = N . 2

Dans l’exemple suivant, on considère le cas où le générateur est à croissance
logarithmique par rapport à la variable y. Plus précésement, lorsque f(t, y, z) =
y log |y| pour une telle dimension d > 1. L’intérêt d’étudier les générateurs de
type y log |y| est une continuation naturelle des travaux [6, 7, 8, 9] dans le cas des
EDSRs. En effet, on considère l’EDDSR (Eξ,f,g) et on assume pour la simplicité
que le générateur f ne dépend pas de la variable z. Soit f est LN−locallement
Lipchitz et à croissance au plus linéaire. A partir de l’exemple précédent que LN
se comporte comme logN , alors l’EDDSR (Eξ,f,g) admet une unique solution. Si
on ignore la condition de croissance linéaire sur f . Alors l’hypothèse Ln ∼ logN
implique que |f(y)| ≤ K(1+|y| log |y|) pour une constanteK positive. Les question
qui se posent :

L’EDDSR (4.1) admet-elle des solutions ? Si oui, quelles sont les critères vérifiés
par les solutions : unicité et stabilité ?
Les réponses sont comme suit :

Exemple 2 On suppose que ξ est de carrée intégrable et g satisfait l’hypothèse
(H.3). Alors, l’EDDSR (4.1) admet une unique solution. De plus, cette solution
est stable au sens du Théorème 4.1.2.

Preuve. Comme 〈y, f(y)〉 ≤ 1 et |f(y)| ≤ 1 + 1
ε
|y|1+ε pour tout ε > 0, alors on

déduit que la fonction f satisfait (H.1), (H.2 ) et (H.4). Il nous reste à vérifier
l’hypothèse (H.5). En utilisant l’inégalité triangulaire, on sépare les deux cas :
0 ≤ |y|, |y′| ≤ 1

N
et 1

N
≤ |y|, |y′| ≤ N .

Le cas où 0 ≤ |y|, |y′| ≤ 1
N
.

Puisque la fonction x 7−→ −x log x est décroissante sur l’intervalle ]0, e−1], alors
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pour N > e

|f(y)− f(y′)| ≤ |f(y)|+ |f(y′)|

≤ 2logN
N

Le cas où 1
N
≤ |y|, |y′| ≤ N .

Par le Théorème accroissements finis appliquées à f , on a

|f(y)− f(y′)| ≤ (1 + logN)|y − y′|.

Donc, l’hypothèse (H.5) est satisfaite pour tout N > e avec vs = 0 et AN = N . 2

L’exemple suivant traite le cas où le générateur est à croissance surlinéaire par
rapport à la variable z.

Exemple 3 On suppose que ξ est de carée intégrable et g satisfait l’hypothèse
(H.3). Soient ε0 ∈]0, 1[, l(y) := y log |y|

1 + |y| et h ∈ C(R
dr; R+)⋂ C1(Rdr −

{0}; R+) tel que

h(z) =

 |z|
√
− log |z| si |z| < 1− ε0

|z|
√

log |z| si |z| > 1 + ε0

Alors, l’EDDSR (E(f,g,ξ)), avec le générateur f(y, z) := l(y)h(z), admet une unique
solution qui est stable au sens du Théorème 4.1.2.

Preuve. Il est facile de voir que la fonction f satisfait (H.1). Il reste à prouver que
la fonction f satisfait les hypothèses (H.2), (H.4 ) et (H.5). Comme 〈y, f(y, z)〉 =
〈y, l(y)〉h(z) ≤ 0, alors l’hypothèse (H.2) est satisfaite.

(i) Puisque l est continue, l(0) = 0 et |l(y)| tend vers 1 lorsque |y| tend vers∞,
on déduit que l est bornée. De plus, l satisfait 〈y− y′, l(y)− l(y′)〉 ≤ 0. Dans le cas
unidimentionnel, il n’est pas difficile de voir que l est une fonction décroissante.
Comme, −〈y, y′〉 log |y|

1+|y| ≤ −|y||y
′| log |y|

1+|y| (car log |y|
1+|y| ≤ 0), alors le problème
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est réduit au cas unidimensionnel en utilisant le calcul suivant :

〈y − y′, l(y)− l(y′)〉 ≤ |y|2 log |y|
1 + |y| + |y′|2 log |y′|

1 + |y′|

− |y||y′|(log |y|
1 + |y| + log |y′|

1 + |y′|)

= (|y| − |y′|)(|y| log |y|
1 + |y| − |y

′| log |y′|
1 + |y′|)

≤ 0.

(ii) Comme
√

2ε log |z| =
√

log |z|2ε ≤ |z|ε pour tout ε > 0 et |z| > 1, alors
pour chaque ε > 0 la fonction h satisfait

0 ≤ h(z) ≤M + 1√
2ε
|z|1+ε, avec M = sup

|z|≤1+ε0
|h(z)|.

L’hypothèse (H.4) est satisfaite par les deux observations (i) et (ii). Pour vérifier
(H.5), il suffit de montrer qu’il existe une constante positive c telle que pour
chaque z, z′ satisfaisant |z|, |z′| ≤ N , donc pour N assez grand, on a

|h(z)− h(z′)| ≤ c

(√
logN |z − z′|+ logN

N

)
(4.2)

L’inégalité précédente peut être établie en séparant les cinq cas suivants, 0 ≤
|z|, |z′| ≤ 1

N
, 1

N
≤ |z|, |z′| ≤ 1 − ε0, 1 − ε0 ≤ |z|, |z′| ≤ 1 + ε0 et 1 + ε0 ≤

|z|, |z′| ≤ N .

Le cas 0 ≤ |z|, |z′| ≤ 1
N
. Puisque la fonction x 7−→ x

√
− log x est décroissante

sur l’intervalle [0, 1√
e
], alors pour chaque N >

√
e,

|h(z)− h(z′)| ≤ |h(z)|+ |h(z′)|

≤ 2 1
N

√
− log 1

N

≤ 2 logN
N

.

Les autres cas peuvent être prouver par le théorème d’accroissement fini. 2
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L’exemple qui suit traite la situation dans laquelle le générateur satisfait une
condition stochastique de Lipschitz (ou monotone).

Exemple 4 On suppose que ξ est de carrée intégrable et la fonction g satisfait
l’hypothèse (H.3). Soit f satisfait les hypothèses (H.1), (H.2), (H.4) et

(H ′.5)



Il existe un processus positive C satisfait E
∫ T

0 eq
′Csds <∞

(pour certain q′ > 0) et K ′ ∈ R+

telle que pour tout (t, ω, y, y′, z, z′) ∈ [0, T ]× Ω× (Rd)2 × (Rd×r)2,

〈y − y′, f(t, ω, y, z)− f(t, ω, y′, z′)〉 ≤ K ′|y − y′|2 {Ct(ω) + | log |y − y′||}

+K ′|y − y′||z − z′|
√
Ct(ω) + | log |z − z′||.

Alors, l’EDDSR (Ef,g,ξ) admet une unique solution qui est stable dans le sens
du Théorème 4.1.2.

Preuve. Pour vérifier (H.5), il suffit de montrer qu’il existe une constante c
positive tel que pour vs := eCs ≤ N and |y| , |y′|, |z|, |z′| ≤ N on a

〈y − y′, f(t, y, z)− f(t, y′, z)〉 ≤ c logN
(
|y − y′|2 + 1

N

)
,

et
|f(t, y, z)− f(t, y, z′)| ≤ c

√
logN

(
|z − z′|+ 1

N

)
.

On peut montrer les deux inégalités précédentes en considérant les cas suivants :

|y − y′| ≤ 1
2N ,

1
2N ≤ |y − y

′| ≤ 2N,

et
|z − z′| ≤ 1

2N ,
1

2N ≤ |z − z
′| ≤ 2N.

En particulier, on a pour tout z, z′,

|f(t, ω, y, z)− f(t, ω, y, z′)| ≤ K ′|z − z′|
√
Ct(ω) + | log |z − z′||. (4.3)

2
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Remarque 2 Si on prend Ct = 0 dans l’exemple précédent, alors par l’inégalité
(4.3) cet exemple est couvert par notre résultat et la condition sur le générateur
est dite log-lipschitzienne par rapport à z.

4.2 Preuves

4.2.1 La preuve du Théorème 4.1.1

Lemme 4.2.1 (L’approche de f) On considère une fonction f qui satisfait les
hypothèses (H.1)– (H.5). Alors, il existe une suite (fn) telle que,

(a) Pour chaque n, fn est bornée et globalement Lipchitzienne en (y, z) pour
p.t. (t, ω).
Il existe M ′ > 0, tels que :

(b) supn |fn(t, ω, y, z)| ≤ η̄ +M ′ +M1(|y|α + |z|α) pour p.t (t, ω),

(c) sup
n
< y, fn(t, ω, y, z) > ≤ ηt +M ′ +M |y|2 +K|y||z| pour p.t. (t, ω),

(d) Pour chaque N , ρN(fn − f) −→ 0 lorsque n −→∞.

Preuve. . Soit ρ̄n : Rd ×Rd×r −→ R+ une suite de fonctions régulières à support
compacte qui approxime la mesure de Dirac en 0 et satisfait

∫
ρ̄n(u)du = 1. Soit

ϕn : Rd −→ R+ une suite de fonctions régulières telle que 0 ≤ ϕn ≤ 1, ϕn(u) = 1
pour |u| ≤ n et ϕn(u) = 0 pour |u| ≥ n + 1. On définit la suite ψn de Rd×r vers
R+. On considère, fq,n(t, y, z) = 1{η̄≤q}

∫
f(t, (y, z) − u)ρ̄q(u)duϕn(y)ψn(z). Pour

n ∈ N∗, soit q(n) un entier tel que q(n) ≥ n+nα. La suite (fn), definit pour chaque
n par fn := fq(n),n, satisfait alors les assertions (a)-(d). 2

Estimation des solutions de l’EDDSR (Efn,g,ξ)

Lemme 4.2.2 Soient f , g et ξ les données du Théorème 4.1.1. Soit (fn) la suite
de fonctions approchées associée à la fonction f du lemme 4.2.1. Pour chaque
entier n, on note par (Y n, Zn) l’unique solution de l’équation (Efn,g,ξ). Alors, il
exite une constante positive ` tels que

a) E
∫ T

0
e2Ms|Zn

s |2ds ≤
K0

(1− λ)

[
e2MTE|ξ|2 + 2E

∫ T

0
e2Ms(ηs +M ′ + (η′s)2)ds

]
=

K1,
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b) E sup
0≤t≤T

(e2Mt|Y n
t |2) ≤ `K1 = K2,

c) E
∫ T

0
e2Ms|fn(s, Y n

s , Z
n
s )|ᾱds ≤ K3 ,

avec K3 = 4ᾱ−1
[
E
∫ T

0 e2Ms((η̄s +M ′)ᾱ + 4)ds+M ᾱ
1 K1 + TM ᾱ

1 K2
]
et ᾱ = min(α′, 2

α
).

d) E
∫ T

0
e2Ms|g(s, Y n

s , Z
n
s )|2ds ≤ K4.

Preuve. En utilsant la formule d’Itô et le Lemme 4.2.1 (c), on obtient pour tout
t ∈ [0, T ],

e2Mt |Y n
t |

2 + 2M
∫ T

t
e2Ms|Y n

s |2ds ≤ e2MT |ξ|2

+2
∫ T

t
e2Ms

(
ηs +M ′ +M |Y n

s |
2 +K |Y n

s | |Zn
s |
)
ds

+2
∫ T

t
e2Ms (Y n

s , Z
n
s ) dWs

+2
∫ T

t
e2Ms〈Y n

s , g(s, Y n
s , Z

n
s )〉d←−B s

+
∫ T

t
e2Ms(L |Y n

s |
2 + λ |Zn

s |
2 + (η′s)2)ds

−
∫ T

t
e2Ms |Zn

s |
2 ds.

Par l’inégalité suivante K|y||z| ≤ K2

ε
|y|2 + ε|z|2, on a

Ee2Mt |Y n
t |

2 + (1− ε− λ)E
∫ T

t
e2Ms |Zn

s |
2 ds ≤ e2MTE |ξ|2

+ 2E
∫ T

t
e2Ms(ηs +M ′ + (η′s)2)ds

+ 2E
∫ T

t
e2Ms(M + L+ K2

ε
) |Y n

s |
2 ds.

On choisit ε = 1−λ
4 alors par le lemme de Gronwall, on obtient l’assertion a). On

utilise l’inégalité de Burkhölder-Davis-Gundy, on montre b). Les assertions c) et
d) résulte du Lemma 4.2.1 b) et l’hypothèse (H.4). Finallement, l’hypothèse (H.3)
et les assertions a), b), on obtient e). 2

Par l’extraction des sous-suites, on a
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Corollary 4.2.1 Il existe Y ∈ L2(Ω, L∞[0, T ]), Z ∈ L2(Ω × [0, T ]), F ∈ Lᾱ(Ω ×
[0, T ]), ḡ ∈ L2(Ω× [0, T ]) tel que

Y n ⇀ Y, faiblement dans L2(Ω, L∞[0, T ])

Zn ⇀ Z, faiblement dans L2(Ω× [0, T ])

fn(., Y n, Zn) ⇀ f̄ faiblement dans Lᾱ(Ω× [0, T ]),

gn(., Y n, Zn) ⇀ ḡ faiblement dans L2(Ω× [0, T ])

De plus,

Yt = ξ +
∫ T

t
f̄(s)ds+

∫ T

t
g(s)d←−B s −

∫ T

t
ZsdWs, ∀t ∈ [0, T ].

Le lemme technique suivant est un résultat directe de l’application des inégalités
de Hölder et Schwartz.

Lemme 4.2.3 Pour tout β ∈]1, 2[, 0 < λ < 1, A > 0, (y)i=1..d ⊂ R et
(z)i=1..d,j=1..r ⊂ R on a

A (
d∑
i=1

y2
i )

1
2 (

d∑
i=1

r∑
j=1

z2
ij)

1
2 + (1− λ)(2− β)

2 (
d∑
i=1

y2
i )−1

r∑
j=1

(
d∑
i=1

yi zij)2

− 1− λ
2

d∑
i=1

r∑
j=1

z2
ij ≤ 1

(1− λ)(β − 1) A2
d∑
i=1

y2
i −

(1− λ)(β − 1)
4

d∑
i=1

r∑
j=1

z2
ij.

Preuve. En utilisant l’inégalité suivante ab ≤ α2

2 a
2 + 1

2α2 b
2 on a

A (
d∑
i=1

y2
i )

1
2 (

d∑
i=1

r∑
j=1

z2
ij)

1
2 + (1− λ)(2− β)

2 (
d∑
i=1

y2
i )−1

r∑
j=1

(
d∑
i=1

yi zij)2

− 1− λ
2

d∑
i=1

r∑
j=1

z2
ij ≤

α2

2 A
2

d∑
i=1

y2
i + 1

2α2

d∑
i=1

r∑
j=1

z2
ij −

1− λ
2

d∑
i=1

r∑
j=1

z2
ij

+ (1− λ)(2− β)
2 (

d∑
i=1

y2
i )−1

r∑
j=1

(
d∑
i=1

yi zij)2.

Par l’inégalité de Hölder, on obtient ∑d
i=1 yizij ≤ (∑d

i=1 y
2
i )

1
2 (∑d

i=1 z
2
ij)

1
2 .
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Par conséquent,

A (
d∑
i=1

y2
i )

1
2 (

d∑
i=1

r∑
j=1

z2
ij)

1
2 − 1− λ

2

d∑
i=1

r∑
j=1

z2
ij

+ (1− λ)(2− β)
2 (

d∑
i=1

y2
i )−1

r∑
j=1

(
d∑
i=1

yi zij)2

≤ α2

2 A
2

d∑
i=1

y2
i + 1

2α2

d∑
i=1

r∑
j=1

z2
ij −

1− λ
2

d∑
i=1

r∑
j=1

z2
ij

+ (1− λ)(2− β)
2

r∑
j=1

d∑
i=1

z2
ij.

Pour finir la preuve, on choisit α2 = 2
(1−λ)(β−1) . 2

La proposition suivante est très utile dans les EDDSRs et les EDSRs à crois-
sance surlinéaire.

Proposition 4.2.4 Soit (Y, Z) appartient à S2×M2. On suppose que (H.4) est
satisfaite. Soit ᾱ := 2

α
∧ α′. Alors, il existe une constante positive K(ᾱ, T,M1) :=

K, telle que

E
∫ T

0
|f (s, Ys, Zs)|ᾱ ds ≤ K

[
1 + E

∫ T

0
η̄ᾱs ds+ E

(
sup

0≤s≤T
|Ys|2

)
+ E

∫ T

0
|Zs|2 ds

]
.

Preuve. On utilise l’hypothèse (H.4), on obtient

E
∫ T

0
|f (s, Ys, Zs)|ᾱ ds ≤ E

∫ T

0
(η̄s +M1 |Ys|α +M1 |Zs|α)ᾱ ds

≤ 3ᾱM ᾱ
1 E

∫ T

0

(
η̄ᾱs + |Ys|αᾱ + |Zs|αᾱ

)
ds

≤ 3ᾱM ᾱ
1 E

∫ T

0

(
(1 + η̄s)ᾱ + (1 + |Ys|)αᾱ + (1 + |Zs|)αᾱ

)
ds

≤ K

[
1 + E

∫ T

0
η̄ᾱs ds+ Esup

s
|Ys|2 + E

∫ T

0
|Zs|2 ds

]
.

2
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Estimation entre deux solutions approchées.

Proposition 4.2.5 Soient f , g et ξ les données définissent dans le Théorème
4.1.1. Soit (fn) la suite des fonctions approchées associée à f . Pour tout entier
n, on note par (Y n, Zn) l’unique solution de l’EDDSR (Efn,g,ξ). Soient νR :=
sup {(AN logAN)−1, N ≥ R} et CN := βL

2 + M2
2β logAN

(1−λ)(β−1) + βM2 logAN .
Alors, pour chaque R ∈ N, β ∈

]
1, min

(
3− 2

ᾱ
, 2
)[

, ε > 0 et

δ′ < (1−λ)(β−1) min
(

1
2M2

2 + 2M2(1− λ)(β − 1) ,
κ

rM2
2β + rβM2(1− λ)(β − 1)

)
,

il existe N0 > R telle que pour chaque N > N0 et T ′ ≤ T ,

lim sup
n,m→+∞

E sup
(T ′−δ′)+≤t≤T ′

|Y n
t − Y m

t |β + E
∫ T ′

(T ′−δ′)+

|Zn
s − Zm

s |
2

(|Y n
s − Y m

s |2 + νR)
2−β

2
ds

≤ ε+ `

(1− λ)(β − 1)e
CN δ

′ lim sup
n,m→+∞

E|Y n
T ′ − Y m

T ′ |β. (4.4)

avec ` une constante universelle positive.

Avant de donner la preuve de cette proposition, on donne quelques explications
à ce sujet. En raison de la croissance du générateur surlinéaire , les techniques utili-
sées dans [6, 7] sont très utile pour donner une estimation entre deux solutions ap-
prochées. En particulier, ni l’inégalité de Gronwall ni le Lemme de Bihari peuvent
être utilisés dans notre situation. En outre, on ne peut pas estimer les quantités
de type |Y n

t −Y m
t |2 ou de type eat|Y n

t −Y m
t |2. Seulement les quantité de type (4.4)

sont estimable. Pour cela, on peut estimer les quantité de type |Y n
t − Y m

t |β pour
β < 2. Sinon, les intégrales peuvent être infinis. Donc, estimer (4.4) est suffisant
pour l’estimation entre deux solutions approchées. Notant que, cette estimation
établit la stabilité des solutions dans Sq ×Mq pour tout q < 2. La stabilité dans
S2×M2 est probablement fausse sous nos hypothèses. La preuve de la proposition
4.2.5 nécessite de nombreux calculs. On les divise en plusieurs étapes présentées
comme des Lemmes.

L’idée de la preuve est comme suit : En utilisant le Lemme 4.2.2, la suite
(Y n, Zn) converge faiblement dans L2. Afin de montrer que (Y n, Zn) converge
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fortement dans L1, on définit un nouveau processus pour N ∈ N? par :

∆t := |Y n
t − Y m

t |
2 + (AN logAN)−1. (4.5)

On applique la formule d’Itô à eCt∆
β
2
t pour 0 < β < 2 Alors on passe à la limite

en n et N pour avoir l’existence et l’unicité des solutions pour une petite durée de
temps. Enfin, on utilise une procédure répititive pour prolonger le résultat à une
durée arbitraire de temps.

Lemme 4.2.6 On suppose que les hypothèse de la Proposition 4.2.5 sont satis-
faites. Alors, pour tout C > 0 on a

eCt∆
β
2
t + C

∫ T ′

t
eCs∆

β
2
s ds ≤ eCT

′∆
β
2
T ′ + I1 + I2 + I3

+ β
∫ T ′

t
eCs∆

β
2−1
s 〈Y n

s − Y m
s , g(s, Y n

s , Z
n
s )− g(s, Y m

s , Z
m
s )〉d←−B s

− β
∫ T ′

t
eCs∆

β
2−1
s 〈Y n

s − Y m
s , (Zn

s − Zm
s ) dWs〉,

avec

I1 := 2βeCT ′ [2N2 + ν1]
β−1

2

[ ∫ T ′

t
sup

|y|,|z|≤N
|fn(s, y, z)− f(s, y, z)|ds

+
∫ T ′

t
sup

|y|,|z|≤N
|fm(s, y, z)− f(s, y, z)|ds

]
,

I2 := β
∫ T ′

t
eCs∆

β
2−1
s 〈Y n

s − Y m
s , fn(s, Y n

s , Z
n
s )− fm(s, Y m

s , Z
m
s )〉1{Φ(s)>N}ds,

avec Φ(s) := |Y n
s |+ |Y m

s |+ |Zn
s |+ |Zm

s |+ vs,

I3 :=
(
βL

2 + βM2
2 logAN

(1− λ)(β − 1) + βM2 logAN
)∫ T ′

t
eCs∆

β
2
s ds

− β (1− λ)(β − 1)
4

∫ T ′

t
eCs∆

β
2−2
s |Zn

s − Zm
s |2ds.
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Preuve. La formule d’Itô (appliquée à la processus eCt∆
β
2
t ) et l’hypothèse

(H3)-(i), donnent pour tout t ≤ T ′,

eCt∆
β
2
t + C

∫ T ′

t
eCs∆

β
2
s ds ≤ eCT

′∆
β
2
T ′ + I ′1 + I ′′1 + I2

− β

2

∫ T ′

t
eCs∆

β
2−1
s |Zn

s − Zm
s |

2 ds

+ β

2

∫ T ′

t
eCs∆

β
2−1
s (L|Y n

s − Y m
s |2 + λ|Zn

s − Zm
s |2)ds

− β(β2 − 1)
∫ T ′

t
eCs∆

β
2−2
s

×
r∑
j=1

(
d∑
i=1

(
Y n
i,s − Y m

i,s

) (
Zn
i,j,s − Zm

i,j,s

))2

ds

+ β(β2 − 1)
∫ T ′

t
eCs∆

β
2−2
s |Y n

s − Y m
s |

× (L|Y n
s − Y m

s |+ λ|Zn
s − Zm

s |)ds

+ β
∫ T ′

t
eCs∆

β
2−1
s 〈Y n

s − Y m
s ,

g(s, Y n
s , Z

n
s )− g(s, Y m

s , Z
m
s )〉d←−B s

− β
∫ T ′

t
eCs∆

β
2−1
s 〈Y n

s − Y m
s , (Zn

s − Zm
s ) dWs〉,

où

I ′1 := β
∫ T ′

t
eCs∆

β
2−1
s

[
〈Y n

s − Y m
s , fn(s, Y n

s , Z
n
s )− f(s, Y n

s , Z
n
s )〉

+ 〈Y n
s − Y m

s , f(s, Y m
s , Z

m
s )− fm(s, Y m

s , Z
m
s )〉

]
1{Φ(s)≤N}ds,

I ′′1 := β
∫ T ′

t
eCs∆

β
2−1
s 〈Y n

s − Y m
s , f(s, Y n

s , Z
n
s )− f(s, Y m

s , Z
m
s )〉1{Φ(s)≤N}ds.

Comme |Y n
s − Y m

s | ≤ ∆
1
2
s , il résulte que

I ′1 ≤ I1. (4.6)
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On observe que 1{Φ(s)≤N} ≤ 1{vs≤N} alors par l’hypothèse (H.5) on obtient

Ī ′′2 ≤ βM2

∫ T ′

t
eCs∆

β
2−1
s

[
|Y n
s − Y m

s |2 logAN

+ A−1
N + |Y n

s − Y m
s ||Zn

s − Zm
s |
√

logAN
]
1{Φ(s)≤N}ds

≤ βM2

∫ T ′

t
eCs∆

β
2−1
s

[
∆s logAN + |Y n

s − Y m
s ||Zn

s − Zm
s |
√

logAN
]
1{Φ(s)≤N}ds.

(4.7)

On définit par

J := Ī ′′1 −
β

2

∫ T ′

t
eCs∆

β
2−1
s |Zn

s − Zm
s |

2 ds

+ β

2

∫ T ′

t
eCs∆

β
2−1
s (L|Y n

s − Y m
s |2 + λ|Zn

s − Zm
s |2)ds

− β(β2 − 1)
∫ T ′

t
eCs∆

β
2−2
s

r∑
j=1

(
d∑
i=1

(
Y n
i,s − Y m

i,s

) (
Zn
i,j,s − Zm

i,j,s

))2

ds

+ β(β2 − 1)
∫ T ′

t
eCs∆

β
2−2
s |Y n

s − Y m
s |(L|Y n

s − Y m
s |+ λ|Zn

s − Zm
s |)ds.

Par le Lemme 4.2.3, on voit que

J ≤ I3 (4.8)

Le lemme 4.2.6 est prouvé.
2

Le Lemme suivant explique l’utilité de l’hypothèse (H.5).

Lemme 4.2.7 Soit γ := M2
2 δ
′β

(1−λ)(β−1) + δ′βM2. On suppose que les hypothèses de la
Proposition 4.2.5 sont satisfaites. Alors, il existe une constante universelle ` telle
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que,

E sup
(T ′−δ′)+≤t≤T ′

|Y n
t − Y m

t |β + E
∫ T ′

(T ′−δ′)+

|Zn
s − Zm

s |
2

(|Y n
s − Y m

s |2 + νR)
2−β

2
ds

≤ `

(1− λ)(β − 1)

(
eCN δ

′E|Y n
T ′ − Y m

T ′ |β + AγN

(AN logAN)β2

+ 2βK
1
ᾱ
3 (4TK2 + T`)

β−1
2 (8TK2 + 8K1)

κ
2

AγN
(AN)κr

+ 2βeCN δ′ [2N2 + ν1]
β−1

2
[
ρN(fn − f) + ρN(fm − f)

])
.

Preuve. On choisit C = CN := βL
2 + M2

2β logAN
(1−λ)(β−1) + βM2 logAN dans le Lemme

4.2.6 pour obtenir

eCN t∆
β
2
t + β

(1− λ)(β − 1)
4

∫ T ′

t
eCs∆

β
2−1
s |Zn

s − Zm
s |

2 ds

≤ eCNT
′∆

β
2
T ′ + I ′ + I ′′ + I2

+ β
∫ T ′

t
eCs∆

β
2−1
s 〈Y n

s − Y m
s , g(s, Y n

s , Z
n
s )− g(s, Y m

s , Z
m
s )〉d←−B s

− β
∫ T ′

t
eCs∆

β
2−1
s 〈Y n

s − Y m
s , (Zn

s − Zm
s ) dWs〉.

En utilisant les estimations (4.6) et (4.7), les inégalités de Burkhölder-Davis-Gundy
et Hölder ( comme (β−1)

2 + κ
2 + 1

ᾱ
= 1), ce qui montre l’existence de la constante

` > 0 telle que pour tout δ′ > 0,

E sup
(T ′−δ′)+≤t≤T ′

[
eCN t∆

β
2
t

]
+ E

∫ T ′

(T ′−δ′)+
eCNs∆

β
2−1
s |Zn

s − Zm
s |

2 ds

≤ `

(1− λ)(β − 1)e
CNT

′
{
E
[
∆

β
2
T ′

]
+ β

Nκ

[
E
∫ T

0
∆sds

]β−1
2
[
E
∫ T

0
Φ(s)2ds

]κ
2

×
[
E
∫ T

0
|fn(s, Y n

s , Z
n
s )− fm(s, Y m

s , Z
m
s |ᾱds

] 1
ᾱ
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+ β[2N2 + ν1]
β−1

2 E
[ ∫ T

0
sup

|y|,|z|≤N
|fn(s, y, z)− f(s, y, z)|ds

+
∫ T

0
sup

|y|,|z|≤N
|fm(s, y, z)− f(s, y, z)|ds

]}
.

On utilise l’hypothèse (H.5) et le Lemme 4.2.2, on obtient, pour chaque N > R,

E sup
(T ′−δ′)+≤t≤T ′

|Y n
t − Y m

t |β + E
∫ T ′

(T ′−δ′)+

|Zn
s − Zm

s |
2

(|Y n
s − Y m

s |2 + νR)
2−β

2
ds

≤ `

(1− λ)(β − 1)e
CN δ

′
{

(AN logAN)
−β
2 + β

2K
1
ᾱ
3

Nκ
(4TK2 + T`)

β−1
2 (8TK2 + 8K1)

κ
2

+ E|Y n
T ′ − Y m

T ′ |β + β[2N2 + ν1]
β−1

2
[
ρN(fn − f) + ρN(fm − f)

]}

≤ `

(1− λ)(β − 1)e
CN δ

′E|Y n
T ′ − Y m

T ′ |β + `

(1− λ)(β − 1)
AγN

(AN logAN)β2

+ 2`
(1− λ)(β − 1)βK

1
ᾱ
3 (4TK2 + T`)

β−1
2 (8TK2 + 8K1)

κ
2

AγN
(AN)κr

+ 2`
(1− λ)(β − 1)e

CN δ
′
β[2N2 + ν1]

β−1
2
[
ρN(fn − f) + ρN(fm − f)

]
.

Le Lemme 4.2.7 est prouvé. 2

Preuve. Proposition 4.2.5 On choisit δ′ telle que

δ′ < (1−λ)(β−1) min
( 1

2M2
2 + 2M2(1− λ)(β − 1) ,

κ

rM2
2β + rβM2(1− λ)(β − 1)

)
,

il résulte que
AγN

(AN logAN)β2
−→ 0, lorsque N →∞

et

AγN
(AN)κr

−→ 0, lorsque N →∞.

On utilise assertion (d) du Lemme 4.2.1. On conclu la preuve de la Proposition
4.2.5. 2
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On prouve maintenant le Théorème 4.1.1.

Preuve. Théorème 4.1.1. On prend successivement T ′ = T , T ′ = (T − δ′)+,
T ′ = (T − 2δ′)+... dans la Proposition 4.2.5 on voit que, pour tout β ∈]1, min(3−
2
ᾱ
, 2)[,

lim
n,m→+∞

(
E sup

0≤t≤T
|Y n
t − Y m

t |β + E
∫ T

0

|Zn
s − Zm

s |
2(

|Y n
s − Y m

s |2 + νR
) 2−β

2
ds

)
= 0.

On déduit que,

lim
n,m→+∞

E sup
0≤t≤T

|Y n
t − Y m

t |β = 0

D’autre part, par l’inégalité de Schwartz on a

E
∫ T

0
|Zn

s − Zm
s |ds ≤

(
E
∫ T

0

|Zn
s − Zm

s |
2

(|Y n
s − Y m

s |2 + νR)
2−β

2
ds

) 1
2

×
(
E
∫ T

0

(
|Y n
s − Y m

s |2 + νR
) 2−β

2 ds

) 1
2

.

En utilisant le Lemme 4.2.2, il résulte que,

supn,m
(
E
∫ T

0

(
|Y n
s − Y m

s |2 + νR

) 2−β
2

ds

) 1
2

<∞.

Et par suite, on a

lim
n,m→+∞

(
E sup

0≤t≤T
|Y n
t − Y m

t |β + E
∫ T

0
|Zn

s − Zm
s |ds

)
= 0.

Donc, il existe une sous-suite noté encore (Y n, Zn) telle que

lim
n→+∞

(|Y n
t − Yt|+ |Zn

t − Zt|) = 0 a.e. (t, ω).

Comme (Y n) et (Zn) sont de carrée intégrable, il en résulte que pour tout q < 2.

lim
n→+∞

E
∫ T

0
(|Y n

t − Yt|q + |Zn
t − Zt|q) ds = 0. (4.9)
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On montre que (Y, Z) satisfait l’EDDSR Ef,g,ξ. On a

E
∫ T

0
|fn(s, Y n

s , Z
n
s )− f(s, Y n

s , Z
n
s )|ds

≤ E
∫ T

0
|fn(s, Y n

s , Z
n
s )− f(s, Y n

s , Z
n
s )|11{|Y ns |+|Zns |≤N}ds

+ E
∫ T

0
|fn(s, Y n

s , Z
n
s )− f(s, Y n

s , Z
n
s )|(|Y

n
s |+ |Zn

s |)(2− 2
ᾱ

)

N (2− 2
ᾱ

)
11{|Y ns |+|Zns |≥N}ds

≤ ρN(fn − f) + 2K
1
ᾱ
3 [TK2 +K1]1−

1
ᾱ

N (2− 2
ᾱ

)
.

On passe à la limite, d’abord en n et puis en N , on obtient

lim
n

E
∫ T

0
|fn(s, Y n

s , Z
n
s )− f(s, Y n

s , Z
n
s )|ds = 0.

On utilise (H.1), les Lemmes 4.2.1 et 4.2.2 pour avoir,

lim
n

E
∫ T

0
|fn(s, Y n

s , Z
n
s )− f(s, Ys, Zs)|ds = 0.

Comme la constante α1 de l’hypothèse (H.3) est strictement inférieur à 1, on
utilise alors l’inégalité de Hölder (parce que α1

2 + 2−α1
2 = 1), l’hypothèse (H.3) et

le Lemme 4.2.2 nous donnent

E
∫ T

0
|g(s, Y n

s , Z
n
s )− g(s, Ys, Zs)|2ds

≤ E
∫ T

0
(|g(s, Y n

s , Z
n
s )|+ |g(s, Ys, Zs)|) |g(s, Y n

s , Z
n
s )− g(s, Ys, Zs)|ds

≤
(
E
∫ T

0
(|g(s, Y n

s , Z
n
s )|+ |g(s, Ys, Zs)|

2
α1 )ds

)α1
2

×
(
E
∫ T

0
|g(s, Y n

s , Z
n
s )− g(s, Ys, Zs)|

2
2−α1 ds

) 2−α1
2

≤ K̄

(
E
∫ T

0
(|Y n

s − Ys|
2

2−α1 + |Zn
s − Zs|

2
2−α1 )ds

) 2−α1
2

,
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avec

K̄ := sup(L, λ) supn
(
E
∫ T

0
(2(η′s)

1
α 1 +K|Y n

s |+K|Zn
s |+K|Ys|+K|Zs|)2ds

) 2−α1
2

et K̄ <∞.
Puisque 2

2−α1
< 2, alors par (4.9), on a

lim
n→∞

E
∫ T

0
|g(s, Y n

s , Z
n
s )− g(s, Ys, Zs)|2ds = 0

L’existence des solutions est prouvée.

Unicité. Soient (Y, Z) et (Y ′, Z ′) deux solutions de l’équation (Ef,g,ξ). De façon
similaire que l’existence de solutions, on montre que pour tout R > 2, β ∈
]1, min(3− 2

ᾱ
, 2)[, ε > 0 et

δ′ < (1− λ)(β − 1) min
(

1
2M2

2 +2M2(1−λ)(β−1) ,
κ

rM2
2β+rβM2(1−λ)(β−1)

)
,

il existe N0 > R telle que pour chaque N > N0 et T ′ ≤ T ,

E sup
(T ′−δ′)+≤t≤T ′

|Yt − Y
′

t |β + E
∫ T ′

(T ′−δ′)+

∣∣∣Zs − Z ′s∣∣∣2
(|Ys − Y ′s |2 + νR)

2−β
2
ds

≤ ε+ `

(1− λ)(β − 1)e
CN δ

′E|YT ′ − Y
′

T ′|β.

On prend successivement T ′ = T , T ′ = (T − δ′)+ , T ′ = (T − 2δ′)+..., on obtient
l’unicité des solutions.

Le Théorème 4.1.1 est prouvé.
2

4.2.2 La preuve du Théorème 4.1.2

On dévellope les mêmes idée et techniques utilisées dans la preuve du Théo-
rème 4.1.1. D’abord l’estimation entre deux solutions nous permet de prouver
le résultat dans un intervalle de temps petit. Ensuite par un procèdé répita-
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tif, on prouve le résultat sur un intervalle de temps arbitraire. Preuve. Soient
(Ȳ n, Z̄n) la solution de l’EDDSR E(fn,g,ξn) et (Y, Z) l’unique solution de l’EDDSR
E(f,g,ξ). On raisonne comme dans la preuve du Théorème 4.1.1, on voit que,
pour tout R > 2, ε > 0, β ∈ ]1, min

(
3 − 2

ᾱ
, 2
)
[ et δ′ < (1 − λ)(β −

1) min
(

1
2M2

2 +2M2(1−λ)(β−1) ,
κ

rM2
2β+rβM2(1−λ)(β−1)

)
, il existe N0 > R telle que pour

tout N > N0 et T ′ ≤ T ,

lim sup
n→+∞

E sup
(T ′−δ′)+≤t≤T ′

|Ȳ n
t − Yt|β + E

∫ T ′

(T ′−δ′)+

∣∣∣Z̄n
s − Zs

∣∣∣2(
|Ȳ n
s − Ys|2 + νR

) 2−β
2
ds

≤ ε+ `

β − 1e
CN δ

′ lim sup
n→+∞

E|Ȳ n
T ′ − YT ′|β.

On prend successivement T ′ = T , T ′ = (T − δ′)+, T ′ = (T − 2δ′)+..., on établit
alors la convergence sur l’intervalle [0, T ]. En particulier,

lim
n→+∞

(
|Ȳ n − Y |+ |Z̄n − Z|

)
= 0.

Comme (Ȳ n) et (Z̄n) sont de carrée intégrable, on fini la preuve par un argument
d’intégrabilité uniforme. Le Théorème 4.1.2 est prouvé. 2

4.3 Application aux EDPSs : solutions de Sobo-
lev

Dans cette section, on étudie l’existence et l’unicité des solutions de sobolev de
l’EDPS associée au système d’EDS-EDDSR découplées suivant :

X t,x
s = x+

∫ s

t
b
(
X t,x
r

)
dr +

∫ s

t
σ
(
X t,x
r

)
dWr (4.10)

Y t,x
s = H

(
X t,x
T

)
+
∫ T

s
F
(
r,X t,x

r , Y t,x
r , Zt,x

r

)
dr +

∫ T

s
G
(
r,X t,x

r , Y t,x
r , Zt,x

r

)
d
←−
B r

−
∫ T

s
Zt,x
r dWr (4.11)
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avec σ, b, F et G sont des fonctions mesurables définies comme suit :

σ : Rk 7−→ Rk×r, b : Rk 7−→ Rk, H : Rk 7−→ Rk, F : [0, T ] × Rk ×
Rd × Rd×r 7−→ Rd

et G : [0, T ]× Rk × Rd × Rd×r 7−→ Rd×l.

L’EDPS associée au système d’EDS-EDDSR précédent est donnée par, pour
t ≤ s ≤ T :

u(s, x) = H (x) +
∫ T

s
Lu(r, x) + F

(
r, x, u(r, x), σ∗∇u(r, x)

)
dr

+
∫ T

s
G (r, x, u(r, x), σ∗∇u(r, x)) d←−B r (4.12)

avec
L := 1

2
∑
i,j

(aij)
∂2

∂xi∂xj
+
∑
i

bi
∂

∂xi
, with (aij) := σσ∗ (4.13)

On suppose que :

b ∈ C2
b

(
Rk,Rk

)
et σ ∈ C3

b

(
Rk,Rk×r

)
(4.14)

Pour 0 < q < 2, soit H l’ensemble des champs aléatoires

{u(t, x), 0 ≤ t ≤ T, x ∈ Rk},

telle que pour tout (t, x), u(t, x) est (FBt,T )–mesurable et

‖u‖qH = E[
∫
Rk

∫ T

0
(|u(r, x)|q + |(σ∗∇u)(r, x)|q)dre−δ|x|dx] <∞ (4.15)

Le couple (H, ‖.‖H) est un espace de Banach.

On note par C1,∞
c ([0, T ] × Rd) l’ensemble des fonctions à support compact

ϕ(t, x) qui sont continûment dérivables par rapport à la variable t et infiniment
continûment dérivables par rapport à la variable x.

Définition 4.3.1 On dit que u est une solution de Sobolev de l’EDPS (4.12), si
u ∈ H et pour tout ϕ ∈ C1,∞

c ([0, T ]× Rd),
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∫
Rk

∫ T

s
u(r, x)∂ϕ(r, x)

∂r
(r, x)drdx+

∫
R
u(r, x)ϕ(r, x)dx−

∫
Rk
H(x)ϕ(T, x)dx

− 1
2

∫
Rk

∫ T

s
σ∗u(r, x)σ∗ϕ(r, x)drdx−

∫
Rk

∫ T

s
udiv

[
(b− A)ϕ

]
(r, x)drdx

=
∫
Rk

∫ T

s
F (r, x, u(r, x), σ∗∇u(r, x))ϕ(r, x)drdx

+
∫
Rk

∫ T

s
G(r, x, u(r, x), σ∗∇u(r, x))ϕ(r, x)d←−B rdx

avec A est l’opérateur définit par , Aj := 1
2
∑d
i=1

∂aij
∂xi

pour 1 ≤ j ≤ d.

Hypothèses. Il existe δ ≥ 0 telle que :

(H.10) H appartient à L2(Rk, e−δ|x|dx; Rd), telle que
∫
Rd
|H (x)|2 e−δ|x|dx <∞.

(H.11) F (t, x, ., .) est continue pour presque tout (t, x).

(H.12) Il existe M > 0, K > 0 et
η ∈ L1([0, T ]× Rk, e−δ|x|dtdx; R+), telles que,

〈y, F (t, x, y, z)〉 ≤ η(t, x) +M |y|2 +K |y| |z| P−p.s., p.t.t ∈ [0, T ] .

(H.13)
∫
Rk

∫ T

0
|G (t, x, 0, 0)|2 e−δ|x|dtdx < ∞ et il existe L > 0, 0 < λ < 1,

0 < α1 < 1, et η ∈ L
2
α1 ([0, T ] × Rk, e−δ|x| dt dx; R+), telles que, pour chaque

(t, x, y, y′, z, z′) ∈ [0, T ]× Rk × (Rd)2 × (Rd×r)2,

(i) |G (t, x, y, z)−G (t, x, y′, z′)|2 ≤ L |y − y′|2 + λ |z − z′|2 .

(ii) |G(t, x, y, z)| ≤ η′(t, x) + L|y|α1 + λ|z|α1

(H.14) Il existe M1 > 0, 0 ≤ α < 2, α′ > 1 et η̄ ∈ Lα′([0, T ]×Rk, e−δ|x|dtdx; R+)
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telles que
|F (t, x, y, z)| ≤ η̄(t, x) +M1 (|y|α + |z|α) .

(H.15) Il existe r > 0 et M2 > 0, telles que pour tout N ∈ N∗, et pour tout
(t, x, y, y′, z, z′) telle que er|x|, |y| , |y′| , |z| , |z′| ≤ N, on a

〈y − y′, F (t, x, y, z)− F (t, x, y′, z′)〉 ≤M2 logN
( 1
N

+ |y − y′|2
)

+
√
M2 logN |y − y′||z − z′|.

Il est bien connu que, sous la condition (4.14), l’EDS progréssive (4.10) admet
une unique solution (FWt )-adaptée X. De plus, par le Théorème 4.1.1, l’EDDSR
(4.11) admet une unique solution (Ft)-adaptée. Le résultat principal de cette sec-
tion est donnée par le Théorème suivant :

Théorème 4.3.2 On suppose que (H.10)–(H.15) sont satisfaites. Alors, L’EDPS
(4.12) posséde une unique solution de Sobolev u tel que pour tout t ∈ [0, T ],

u(s,X t,x
s ) = Y t,x

s et σ∗∇u(s,X t,x
s ) = Zt,x

s ; (s, ω, x) ∈ [t, T ]× Ω× Rk,

avec {(X t,x
s , Y t,x

s , Zt,x
s ) , t ≤ s ≤ T} est l’unique solution de l’EDS-EDDSR (4.10)-

(4.11).

Pour la preuve de ce Théorème, on a besoin des lemmes suivants. Le premier
lemme est classique, on peut le trouver dans certains travaux par exemples [19,
38, 39].

Lemme 4.3.3 Soit {X t,x
s , 0 ≤ s ≤ T} l’unique solution de l’EDS (4.10). Alors il

existe une constante Kδ,T > 1, telle que pour tout
Φ ∈ L1

(
Ω× Rk, P⊗e−δ|x|dx

)

K−1
δ,T

[∫
Rk
|Φ (x)| e−δ|x|dx

]
≤ E

[∫
Rk

∣∣∣Φ (X t,x
s

)∣∣∣ e−δ|x|dx]
≤ Kδ,T

[∫
Rk
|Φ (x)| e−δ|x|dx

]
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et pour tout Ψ ∈ L1
(
Ω× [0, T ]× Rk × P⊗dt⊗ e−δ|x|dx

)

K−1
δ,T

[∫
Rk

∫ T

t
|Ψ (s, x)| ds e−δ|x|dx

]
≤ E

[∫
Rk

∫ T

t

∣∣∣Ψ (
s,X t,x

s

)∣∣∣ ds e−δ|x|dx]

≤ Kδ,T

[∫
Rk

∫ T

t
|Ψ (s, x)| ds e−δ|x|dx

]
.

Le lemme suivant peut être prouvé en utilisant les arguments qu’on a dévelop-
pés dans les preuves du Théorème 4.1.1 et le Théorème 4.1.2.

Lemme 4.3.4 On suppose que les hypothèses (H.10)–(H.15) sont satisfaites.
Soit (X t,x) l’unique solution de l’EDS (4.10). Soit (Y t,x, Zt,x) l’unique solution
de l’EDDSR (4.11). Soit (F n) la suite de fonctions associée à F qui vérifie le
Lemme 4.2.1. Pour n ∈ N∗ fixé, on note par (Y n,t,x, Zn,t,x) l’unique solution de
l’EDDSR suivante :

Y n,t,x
s = H(X t,x

T ) +
∫ T

s
F n(r,X t,x

r , Y n,t,x
r , Zn,t,x

r )dr (4.16)

+
∫ T

s
G(r,X t,x

r , un(r,X t,x
r , Y n,t,x

r , Zn,t,x
r )d←−B r −

∫ T

t
Zn,t,x
r dWr.

Alors,

(i) il existe K(T, t, .) ∈ Ł1(e−δ|x|dx) telle que

sup
n

E
[
sup
s≤T
|Y n,t,x
s |2 + sup

s≤T
|Y t,x
s |2 +

∫ T

s
|Zn,t,x

s |2ds+
∫ T

s
|Zn,t,x

s |2ds
]
≤ K(T, t, x)

(4.17)

(ii) pour chaque q < 2,

lim
n→+∞

(
E sup

0≤s≤T
|Y n,t,x
s − Y t,x

s |q + E
∫ T

0
|Zn,t,x

s − Zt,x
s |qds

)
= 0. (4.18)

Preuve. Théorème 4.3.2. L’unicité de solutions résulte de l’unicité de solutions
de l’EDDSR (4.11). La preuve de l’existence est partagé sur quatre étapes. La
stratégie est de construire une suite d’EDPSs associée à la suite (F n). A partir
du résultat [48] on sait que pour chaque n, l’EDPS associée à F n admet une
unique solution un. Par le passage à la limite, on voit que le processus limite
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u := limn→∞u
n résout l’EDPS (4.12). Pour cela, on utilise les argument développés

dans la preuve du Théorème 4.1.1.

Étape 1. L’EDPS approchée de l’EDPS (4.12).

Soit (F n) la suite de fonctions definie dans le lemme précédent. Pour (t, x) ∈
[0, T ]× Rk et n ∈ N∗, on definie les fonctions un et vn par :

un (t, x) := Y n,t,x
t et vn (t, x) := Zn,t,x

t

avec (Y n,t,x, Zn,t,x) est l’unique solution de l’EDDSR (4.16).
Par le Théorème 4.5 de [58] (on peut utiliser également le Théorème 2.1, p. 253
dans [39]), on obtient vn (s, x) = (σ?Oun) (s, x) et un est la solution de Sobolev
de l’EDPS suivante :

(P(fn,g))


un(s, x) = H (x) +

∫ T

s
{Lun(r, x) + F n(r, x, un(r, x), σ∗∇un(r, x)} dr

+
∫ T

s
G (r, x, un(r, x), σ∗∇un(r, x)) d←−B r, t ≤ s ≤ T,

telle que

(
un(s,X t,x

s ), σ∗∇un(s,X t,x
s )

)
=
(
Y n,t,x
s , Zn,t,x

s ) p.s. ω, p.t. s ∈ [t, T ], x ∈ Rk

(4.19)
avec (Y n,t,x, Zn,t,x) est l’unique solution de l’EDDSR (4.16).

L’unicité de un résulte de l’unicité de l’EDDSR (4.16).

Étape 2. Convergence du problème (P (fn,g)).

Les limites qu’on étudie ci-dessous tiennent le long d’une sous-suite. Pour sim-
plifier les notations, la sous-suite est indéxé aussi par n. Par le Lemme 4.3.3 et le

113



Chapitre 4 : EDDSRs et EDPSs à coissance surlinéaire

Lemme 4.3.4 on a

E
∫
Rk

∫ T

t

(
|un (s, x)|2 + |vn (s, x)|2

)
ds e−δ|x|dx

≤ K−1
δ,T E

{ [∫
Rk

(
sup
t

∣∣∣Y n,t,x
t

∣∣∣2 +
∫ T

t

∣∣∣Zn,t,x
s

∣∣∣2 ds) e−δ|x|dx

]
(4.20)

≤ K−1
δ,T

∫
Rk
K(T, t, x) e−δ|x|dx

<∞

En utilisant l’hypothèse (H.3), on obtient

|G (s, x, un (s, x) , vn (s, x))|2 ≤ 2 |G (s, x, 0, 0)|2 + 2L |un (s, x)|2 + 2λ |vn (s, x)|2

Par l’inégalité (4.20), on déduit que

E
[ ∫

Rk

∫ T

t

(
|F n (s, x, un (s, x) , vn (s, x))|ᾱ

+ |G (s, x, un (s, x) , vn (s, x))|2
)
ds e−δ|x|dx

]
<∞ (4.21)

Par le Lemme 4.3.3, le Lemme 4.3.4-(ii) le théorème de convergence dominée, on
obtient pour chaque q < 2,

lim
n,m

∫ T

0

∫
Rk
|un (s, x)− um (s, x)|q e−δ|x|dx = 0

lim
n,m

∫ T

0

∫
Rk
|σ∗Oun (s, x)− σ∗Oum (s, x)|q e−δ|x|dx = 0

Par le Lemme 4.3.3 et le fait que l’espace H est complet, il résulte qu’il existe
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u ∈ H telle que pour tout q < 2,

(i) lim
n

∫ T

0

∫
Rk
|un (s, x)− u (s, x)|q e−δ|x|dx = 0

(ii) lim
n

∫ T

0

∫
Rk
|σ∗Oun (s, x)− σ∗Ou (s, x)|q e−δ|x|dx = 0

(iii) sup
0≤s≤T

∫
Rk
|u (s, x)|q e−δ|x|dx+

∫ T

0

∫
Rk
|σ∗Ou (s, x)|q e−δ|x|dx <∞

Étape 3. On montre que u (s,X t,x
s ) = Y t,x

s et σ∗∇u(s,X t,x
s ) = Zt,x

s .

Par l’inégalité triangulaire, on a

E
∫
Rk

∫ T

0

(
|u(s X t,x

s )− Y t,x
s |

)
ds e−δ|x|dx

≤ E
∫
Rk

∫ T

0

(
|u(s X t,x

s )− un(s X t,x
s )|

)
ds e−δ|x|dx

+ E
∫
Rk

∫ T

0

(
|un(s X t,x

s )− Y t,x
s |

)
ds e−δ|x|dx

Le Lemme 4.3.3 et l’assertion (i) montrent que le premier terme, dans la par-
tie droite de l’inégalité précédente, tend vers 0 lorsque n tend vers ∞. Puisque
un(s X t,x

s ) = Y n,t,x
s , alors on utilise le Lemme 4.3.4-(ii) et le théorème de conver-

gence dominée on montre que le second terme tend vers 0 lorsque n tend vers ∞.
Donc u (s,X t,x

s ) = Y t,x
s . Il reste à montrer que σ∗∇u(s,X t,x

s ) = Zt,x
s . De nouveau,

par l’inégalité triangulaire, on a

E
∫
Rk

∫ T

0

(
|σ∗∇u(s X t,x

s )− Zt,x
s |
)
ds e−δ|x|dx

≤ E
∫
Rk

∫ T

0

(
|σ∗∇u(s X t,x

s )− σ∗∇un(s X t,x
s )|

)
ds e−δ|x|dx

+ E
∫
Rk

∫ T

0

(
|σ∗∇un(s X t,x

s )− Zt,x
s |
)
ds e−δ|x|dx.

Le Lemme 4.3.3 et l’assertion (ii) montrent que le premier terme, dans la par-
tie droite de l’inégalité précédente, tend vers 0 lorsque n tend vers ∞. Comme

115



Chapitre 4 : EDDSRs et EDPSs à coissance surlinéaire

σ∗∇un(s X t,x
s ) = Zn,t,x

s , alors par le Lemme 4.3.4-(ii), on montre que le second
terme tend vers 0 lorsque n tend vers ∞.

Étape 4. On montre que u est une solution de Sobolev de l’EDPS (4.12).

On a vu dans l’étape 2 que u appertient à H. Donc, il reste à montrer que u
vérifie la définition 4.3.1. Soit ϕ ∈ C1,∞

c ([0, T ] × Rd). Comme pour chaque n, un

est une solution de Sobolev du problème (P (fn,g)), on a alors

∫
Rk

∫ T

s
un(r, x)∂ϕ(r, x)

∂r
(r, x)drdx+

∫
R
un(r, x)ϕ(r, x)dx−

∫
Rk
H(x)ϕ(T, x)dx

− 1
2

∫
Rk

∫ T

s
σ∗un(r, x)σ∗ϕ(r, x)drdx−

∫
Rk

∫ T

s
undiv

[
(b− A)ϕ

]
(r, x)drdx

=
∫
Rk

∫ T

s
F n(r, x, un(r, x), σ∗∇un(r, x))ϕ(r, x)drdx

+
∫
Rk

∫ T

s
G(r, x, un(r, x), σ∗∇un(r, x))ϕ(r, x)d←−B rdx. (4.22)

ϕ ∈ C1,∞
c ([0, T ] × Rd), b ∈ C2

b

(
Rk,Rk

)
et σ ∈ C3

b

(
Rk,Rk×r

)
, alors la partie

gauche de l’égalité précédente tend vers la quantité suivante lorsque n tend vers
∞,

∫
Rk

∫ T

s
u(r, x)∂ϕ(r, x)

∂r
(r, x)drdx+

∫
R
u(r, x)ϕ(r, x)dx−

∫
Rk
H(x)ϕ(T, x)dx

− 1
2

∫
Rk

∫ T

s
σ∗u(r, x)σ∗ϕ(r, x)drdx−

∫
Rk

∫ T

s
u div

[
(b− A)ϕ

]
(r, x)drdx.

Il reste à calculer la limite de l’autre partie de l’égalité. Par la Proposition
4.2.4, on a

E
∫ T

0

∣∣∣F n
(
s,X t,x

s , un
(
s,X t,x

s

)
, σ∗∇un(s,X t,x

s )
)∣∣∣ᾱ ds

≤ C

[
1 + E

∫ T

0
η̄ᾱs ds+ E

∫ T

0
sup

0≤s≤T

∣∣∣Y n,t,x
s

∣∣∣2 + E

(∫ T

0

∣∣∣Zn,t,x
s

∣∣∣2 ds)]
≤ C ′.

avec C ′ est une constante dépend que de η̄, M1, α, η
′ et T .

Puisque (un(s,X t,x
s ), σ∗∇un(s,X t,x

s )) = (Y n,t,x
s , Zn,t,x

s )
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et (u(s,X t,x
s ), σ∗∇u(s,X t,x

s )) = (Y t,x
s , Zt,x

s ),
alors on utilise (4.18) et l’argument de la preuve du Théorème 4.1.1, on obtient

lim
n
E
∫ T

0

∣∣∣F n(s,X t,x
s , un(s,X t,x

s ), σ∗ ∇un(s,X t,x
s ))

−F (s,X t,x
s , u(s,X t,x

s ), σ∗ ∇u(s,X t,x
s ))

∣∣∣ds = 0.

Donc, par le Théorème de convergence dominée, il résulte que la quantité suivante

E
∫ T

0

∫
Rk
|F n

(
s,X t,x

s , un
(
s,X t,x

s

)
, σ∗∇un(s,X t,x

s )
)

−F (s,X t,x
s , u (s,X t,x

s ) , σ∗∇u(s,X t,x
s )) |ds e−δ|x|dx

tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini.

On utilise le Lemme 4.3.3, on obtient

lim
n
E
∫ T

0

∫
Rk
|F n(s, x, un(s, x), σ∗∇un(s, x))

−F (s, x, u(s, x), σ∗∇u(s, x))|ds e−δ|x|dx = 0,

ce qui implique que le premier terme du côté droit de l’égalité (4.22) satisfait :

lim
n→∞

∫
Rk

∫ T

s
F n(r, x, un(r, x), σ∗∇un(r, x))ϕ(r, x)drdx

=
∫
Rk

∫ T

s
F (r, x, u(r, x), σ∗∇u(r, x))ϕ(r, x)drdx.

Il reste à calculer la limite de la seconde terme du côté droit de l’égalité (4.22).

On Raisonne comme dans la preuve du Théorème 4.1.1, on voit que
∫ T

0

[
G(s,X t,x

s , un(s,X t,x
s ), σ∗∇un(s,X t,x

s ))

−G(s,X t,x
s , u(s,X t,x

s ), σ∗∇u(s,X t,x
s ))

]
d
←−
B s

tend vers 0 en probabilité.
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Il est facile de voir que la fonction

Φ(x) :=
∫ T

s

[
G(r, x, un(r, x), σ∗∇un(r, x))

− G(r, x, u(r, x), σ∗∇u(r, x))
]
ϕ(r, x)eδ|x|d←−B r

appartient à L1(Rk, e−δ|x|).

Donc, Par le Lemme 4.3.3 on obtient, pour tout s ∈ [0, T ],

∫
Rk

E
∣∣∣ ∫ T

s

[
G(r, x, un(r, x), σ∗∇un(r, x))−G(r, x, u(r, x), σ∗∇u(r, x))

]
× ϕ(r, x)eδ|x|d←−B r

∣∣∣e−δ|x|dx
≤ K

∫
Rk

E
∣∣∣ ∫ T

s

[
G(r,X t,x

r , un(r,X t,x
r ), σ∗∇un(r,X t,x

r ))

−G(r,X t,x
r , u(r,X t,x

r ), σ∗∇u(r,X t,x
r ))

]
× ϕ(r,X t,x

r )eδ|X
t,x
r |d
←−
B r

∣∣∣e−δ|x|dx
≤ K

∫
Rk

E
∣∣∣ ∫ T

s

[
G(r,X t,x

r , Y n,t,x
r , Zn,t,x

r )−G(r,X t,x
r , Y t,x

r , Zt,x
r )

]
× ϕ(r,X t,x

r )eδ|X
t,x
r |d
←−
B r

∣∣∣e−δ|x|dx
:= In.

On va montrer que In tend vers 0 quand n tend vers ∞.

Comme,

sup
n

E
∣∣∣ ∫ T

s

[
G(r,X t,x

r , Y n,t,x
r ), Zn,t,x

r )

−G(r,X t,x
r , Y t,x

r , Zt,x
r )

]
ϕ(r,X t,x

r )eδ|X
t,x
r |d
←−
B r

∣∣∣2 <∞,
et∫ T

s

[
G(r,X t,x

r , Y n,t,x
r ), Zn,t,x

r )−G(r,X t,x
r , Y t,x

r , Zt,x
r )

]
ϕ(r,X t,x

r )eδ|X
t,x
r |d
←−
B r tend vers

0 en probabilité,

il résulte que

lim
n

E
∣∣∣ ∫ T

s

[
G(r,X t,x

r , Y n,t,x
r ), Zn,t,x

r )−G(r,X t,x
r , Y t,x

r , Zt,x
r )

]
ϕ(r,X t,x

r )eδ|X
t,x
r |d
←−
B r

∣∣∣ = 0
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Par conséquent, d’après le théorème de convergence dominée, on déduit que In
tend vers 0 quand n tend vers ∞. Le Théorème 4.3.2 est prouvé. 2
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I. Etude des EDDSRs surlinéaires
II. Contrôle des EDSPRs couplées

Cette thèse aborde deux sujets de recherches, le premier est sur l’existence et l’uni-
cité des solutions des Équations Différentielles Doublement Stochastiques Rétrogrades
(EDDSRs) et les Équations aux Dérivées partielles Stochastiques (EDPSs) multidimen-
tionelles à croissance surlinéaire. Le deuxième etablit l’existence d’un contrôle optimal
strict pour un système controlé dirigé par des équations différentielles stochastiques pro-
gressives rétrogrades (EDSPRs) couplées dans deux cas de diffusions dégénérée et non
dégénérée.
• Existence et unicité des solutions des EDDSRs multidimentionnels :
Nous considérons EDDSR avec un générateur de croissance surlinéaire et une donnée
terminale de carré intégrable. Nous introduisons une nouvelle condition locale sur le gé-
nérateur et nous montrons qu’elle assure l’existence, l’unicité et la stabilité des solutions.
Même si notre intérêt porte sur le cas multidimensionnel, notre résultat est également
nouveau en dimension un. Comme application, nous établissons l’existence et l’unicité
des solutions des EDPS semi-linéaires.
• Contrôle des EDSPR couplées :
Nous étudions un problème de contrôle avec une fonctionnelle coût non linéaire dont le
système contrôlé est dirigé par une EDSPR couplée. L’objective de ce travail est d’éta-
blir l’existence d’un contrôle optimal dans la classe des contrôle stricts, donc on montre
que ce contrôle vérifie notre équation et qu’il minimise la fonctionelle coût. La méthode
consiste à approcher notre système par une suite de systèmes réguliers et on montre
la convergence. En passant à la limite, sous des hypothèses de convexité, on obtient
l’existence d’un contrôle optimal strict. on suit cette méthode théorique pour deux cas
différentes de diffusions dégénérée et non dégénérée.

I. Study of a BDSDE with a superlinear growth generator.
II. Coupled controlled FSDEs.

In this Phd thesis, we considers two parts. The first one establish the existence and
the uniquness of the solutions of multidimensional backward doubly stochastic diffe-
rential equations (BDSDEs in short) and the stochastic partial differential equations
(SPDEs in short) in the superlinear growth generators. In the second part, we study the
stochastic controls problems driven by a coupled Forward-Backward stochastic differen-
tial equations (FBSDEs in short).
• BDSDEs and SPDEs with a superlinear growth generators :
We deal with multidimensional BDSDE with a superlinear growth generator and a square
integrable terminal datum. We introduce new local conditions on the generator then we
show that they ensure the existence and uniqueness as well as the stability of solutions.
Our work go beyond the previous results on the subject. Although we are focused on
multidimensional case, the uniqueness result we establish is new in one dimensional too.
As application, we establish the existence and uniqueness of probabilistic solutions to
some semilinear SPDEs with superlinear growth generator. By probabilistic solution, we
mean a solution which is representable throughout a BDSDEs.
• Controlled coupled FBSDEs :
We establish the existence of an optimal control for a system driven by a coupled FBDSE.
The cost functional is defined as the initial value of the backward component of the so-
lution. We construct a sequence of approximating controlled systems, for which we show
the existence of a sequence of feedback optimal controls. By passing to the limit, we
get the existence of a feedback optimal control. The convexity condition is used to en-
sure that the optimal control is strict. In this part, we study two cases of diffusions :
degenerate and non-degenerate.


