N

N

Variétés rationnelles et torseurs sous les groupes
linéaires: obstruction de Brauer-Manin pour les points
entiers et invariants cohomologiques supérieurs
Yang Cao

» To cite this version:

Yang Cao. Variétés rationnelles et torseurs sous les groupes linéaires: obstruction de Brauer-Manin
pour les points entiers et invariants cohomologiques supérieurs. Géométrie algébrique [math.AG].
Université Paris-Saclay, 2017. Francais. NNT: 2017SACLS131 . tel-01548308

HAL Id: tel-01548308
https://theses.hal.science/tel-01548308

Submitted on 27 Jun 2017

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-01548308
https://hal.archives-ouvertes.fr

S PARIS

SWw
° . Ecole doctoral
® : Ecole doctorale onstruire lavenir
universite i de mathématiques
PARIS-SACLAY i Hadamard (EDMH)

NNT : 2017SACLS131
THESE DE DOCTORAT

de

L'UNIVERSITE PARIS-SACLAY
Ecole doctorale de mathématiques Hadamard (EDMH, ED 574)
Etablissement d’inscription : Université Paris-Sud

Laboratoire d’accueil : Laboratoire de mathématiques d’Orsay, UMR 8628 CNRS

Spécialité de doctorat : Mathématiques fondamentales

M. Yang CAO

Variétés rationnelles et torseurs sous les groupes linéaires : obstruction
de Brauer-Manin pour les points entiers et invariants cohomologiques
supérieurs

Date de soutenance : 06 Juin 2017

M. MikHAIL BOROVOI (Tel-Aviv University)
M. ALEXANDER S. MERKURJEV (UCLA)

Apres avis des rapporteurs :

Jury de soutenance :

M. JeaN-Louis COLLIOT-THELENE  (Univ. Paris Saclay et CNRS, ) Codirecteur de thése
M. Davib HARARI (Univ. Paris Saclay) Directeur de thése

M. Bruno KAHN (IMJ et CNRS) Président

M. MaArc LEVINE (Univ. Duisburg-Essen) Examinateur

M. QING LIU (Univ. Bordeaux) Examinateur

EMMANUEL PEYRE Univ. Grenoble et CNRS) Examinateur

Fondation mathématique 27/]ﬂ
FMJH ..ﬁ’

Jacgues Hadamard

S



Ecole doctorale

o .
un|VerS|te de mathématiques

PARIS-SACLAY i Hadamard (EDMH)

Titre : Variétés rationnelles et torseurs sous les groupes linéaires : obstruction de Brauer-
Manin pour les points entiers et invariants cohomologiques supérieurs

Mots clefs : variété rationnelle, torseur, obstruction de Brauer-Manin, cohomologie non
ramifiée

Résumé : Dans cette thése, on s’intéresse a des propriétés arithmétiques des variétés
algébriques. Elle contient deux parties : partie géométrique (sur un corps quelconque) et
partie arithmétique (sur un corps de nombres). Dans la partie géométrique, j’étudie le
quotient par sa partie constante du troisiéme groupe de cohomologie non ramifiée des sur-
faces (géométriquement) rationnelles et de leurs torseurs universels. Pour les surfaces de
del Pezzo de degré au moins 5, je montre que ce quotient est trivial, sauf pour des surfaces
de del Pezzo de degré 8 d’un type particulier. Pour les torseurs universels ci-dessus, je
montre que ce quotient est fini et je donne une condition suffisante pour qu’il soit nul, en
termes de la structure galoisienne du groupe de Picard géométrique de la surface. Dans la
partie arithmétique, on étudie I'obstruction de Brauer-Manin & I’approximation forte. En
collaboration avec C. Demarche et F. Xu, nous établissons 1’équivalence de I'obstruction
de Brauer-Manin étale et de I'obstruction de descente pour les variétés quasi-projectives.
Ensuite, j’établis un théoréme trés général sur 'approximation forte pour les variétés ou-
vertes munies d’une action d’un groupe linéaire connexe G et dont un ouvert est un espace
homogéne de G.

Title : Rational varieties and torsors under linear algebraic groups : Brauer-Manin obs-
truction over the integers and higher cohomological invariants over an arbitrary field

Keywords : rational variety, torsor, Brauer-Manin obstruction, unramified cohomology

Abstract : In this Ph.D. thesis, we investigate some arithmetic properties of algebraic
varieties. The thesis consists of two parts : a geometric part (over an arbitrary field) and
an arithmetic part (over a number field). The geometric part is devoted to the study of the
quotient by its constant part of the third unramified cohomology group of (geometrically)
rational surfaces and of their universal torsors. For del Pezzo surfaces of degree at least 5,
we show that this quotient is zero, except in the case of del Pezzo surfaces of degree 8 of a
special type. For universal torsors as above, we show that this quotient is finite and we give
a sufficient condition for it to vanish. This condition involves the Galois structure of the
geometrical Picard group. The arithmetic part is devoted to the study of the Brauer-Manin
obstruction to strong approximation. In collaboration with C. Demarche and F. Xu, we
establish the equivalence of étale Brauer-Manin obstruction and descent obstruction. Then
I establish a general theorem about strong approximation of open varieties equipped with
an action of a connected linear algebraic group G and containing a G-homogeneous space
as open subset.

Thése préparée au

Département de Mathématiques d’Orsay
Laboratoire de Mathématiques (UMR 8628), Bat. 425
Université Paris Saclay (Paris Sud 11)

91405 Orsay CEDEX, France



Remerciements

Je tiens tout d’abord & exprimer ma gratitude la plus profonde envers mon directeur Da-
vid Harari et mon codirecteur Jean-Louis Colliot-Théléne, sans qui cette thése n’aurait ja-
mais vu le jour. Je tiens a remercier particuliérement Monsieur Jean-Louis Colliot-Théléne
pour sa disponibilité, son soutien constant et son aide mathématique et non mathématique.
Avec sa gentillesse et sa grande patience, il a consacré beaucoup de temps a discuter avec
moi, & lire, & vérifier, et & corriger mes textes.

Je suis trés honoré que Mikhail Borovoi et Alexander S. Merkurjev aient accepté d’étre
rapporteurs de cette thése. Je remercie sincérement Bruno Kahn, Marc Levine, Qing Liu
et Emmanuel Peyre pour leur participation & mon jury de thése. Je tiens a remercier
particuliérement Bruno Kahn pour une discussion.

Je remercie vivement mon ancien directeur en Chine - Fei Xu, qui m’a appris a faire de la
recherche par moi-méme et qui m’a guidé dans un domaine mathématique trés intéressant.
Je remercie aussi mes collaborateurs : Cyril Demarche et Yongqi Liang. Cyril a vérifié mes
textes et m’a invité a expliquer mes résultats en séminaire. Yongqgi m’a beaucoup conseillé
dans ma carriére mathématique.

Cette thése a été effectuée au département de mathématiques d’Orsay qui m’a fourni
des conditions agréables de travail, j’en remercie tous ses membres. Je tiens & remercier
particuliérement Madame Lavigne et Madame Rey pour leur aide. Je remercie ici la FMJH
et la DIM RDM IDF pour leur soutien financier.

Je souhaite remercier Olivier Benoist, Francois Charles, Jiangxue Fang, Mathieu Flo-
rence, Philippe Gille, Diego Izquierdo, Kezheng Li, Giancarlo Lucchini Arteche, Salim
Tayou et Olivier Wittenberg de leurs discussions avec moi, qui m’ont inspiré dans mes
travaux.

Je remercie mes camarades de 014 (& Paris : Cong, Tiago, Lison, Lucile et Mikolaj),
de 1018 (& Pékin : Qijun, Xiaowen et Runjun), de 606 (a Jinan : Deyang, Dejian, Pengfei,
Yanchen, Yuankai et Zhe) et de 508 (& Jinan : Dong, Jiadong et Tangfeng).

Je remercie tous mes amis chinois avec qui j’ai partagé mathématiques et bons mo-
ments : Xianglong Duan, Weiguo Foo, Lie Fu, Ziyang Gao, Zhizhong Huang, Weikun He,
Yong Hu, Zhi Jiang, Yang Lan, Hsueh-Yung Lin, Bingxiao Liu, Momo, Yi Pan, Zicheng
Qian, Shun Tang, Peng Shan, Cong Wang, Bo Xia, Junyi Xie, Songyan Xie, Daxin Xu,
Enlin Yang, Tony Yue Yu, Lei Zhang Yinglong Zhang et Gufang Zhao. Finalement, un re-
merciement spécial & mes amis : Qifeng Li, Chunhui Liu, Haoyu Hu, Qijun Yan, Xiaozong
Wang et Yeping Zhang.

Enfin, J’exprime ma reconnaissance du fond du coeur & mes parents et & mon frére
pour leur soutien constant.






Table des matiéres

Remerciements 3
Introduction générale 1
Partie géométrique 3
I Introduction a la partie géométrique 5
1.1 La cohomologie non ramifiée . . . . . . . .. ... L L L 5
1.2 Contenu du chapitre IT, [1] . . . . . . . ... ..o 6
1.3 Contenu du chapitre ITL, [2] . . . . . . ... . 6

II Cohomologie non ramifiée de degré 3 : variétés cellulaires et surfaces de

del Pezzo de degré au moins 5 9
2.1 Introduction . . . . . . . . . .. 9
2.2 Sur les variétés cellulaires et leur cohomologie non ramifiée . . . . . . . . .. 10
2.3 Surfaces de del Pezzo de degré au moins 5 . . . . . . ... ... L. 13
2.4 Formes tordues de P* x P1 . . . . . .. 14
H3 (X,Q/2(2)) : ‘
2.5 Calcul de “H5(RQ/Z(2) Pour une surface de del Pezzo X de degré >5 . .. 16
2.6 Appendice : accouplements de suites spectrales . . . .. ... ... ... .. 18

III Troisiéme groupe de cohomologie non ramifiée des torseurs universels

sur les surfaces rationnelles 19

3.1 Imtroduction . . . . . . . . . . e 19

3.2 Rappels . . . . . e e 21

3.2.1 Cohomologie motivique . . . . . . .. . ... 21

3.2.2  Variétés toriques . . . . . . .. 21

3.2.3 Variétés cellulaires . . . . . .. . . ... ... o 22

3.2.4 Torseurs universels . . . . . ... 22

3.2.5  Accouplements avec les O-cycles . . . . . . ... ... 23

3.3 Cohomologie motivique a coefficients Z(2) d’un torseur sous un tore . . .. 24
3.4 Cohomologie motivique & coefficients Z(2) des torseurs universels sur une

surface géométriquement rationnelle . . . . . . . ... 29

3.5 Surfaces de Chatelet généralisées . . . . . . . .. . ... .. ... ...... 36

3.6 Surfacesdedel Pezzo . . . . . . . . ... .. ... 38

Partie arithmétique 43

IV Introduction a la partie arithmétique 45

4.1 Lechapitre VI . . . . . . e 46

4.2 Lechapitre V. . . . . . . 47



V Comparing descent obstruction and Brauer-Manin obstruction for open

varieties 49
5.1 Imntroduction . . . . . . . .. oL 49
5.2 Somelemmas . . . . . ... 51
5.3 Connected linear algebraic groups or groups of multiplicative type. . . . . . 54
5.4 Refinement in the toriccase . . . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 57
5.5 An application . . . . . . .. 60
5.6 Comparison I, X(Ag)de¢ C X(Ap)*™Br .. .. 63
5.7 Comparison I1, X (A;)®WB" C X (Ag)dese ... .. . 65
VI Approximation forte pour les variétés avec une action d’un groupe li-
néaire 71
6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . 71
6.2 Préliminaires sur les G-variétés et les torseurs . . . . . . .. ... ... ... 75
6.2.1 Préliminaires sur les G-variétés . . . . . . . . .. ..., 75
6.2.2 Trivialisation d'un torseur . . . . . . . ... .. ... ... ... ... 78
6.2.3 L’action d’un groupe sur un torseur . . . . . ... .. ... ... .. 80
6.3 Groupe de Brauer invariant . . . . . ... ..o 82
6.3.1 Définitions et propriétés . . . . . . . . ... 82
6.3.2 L’homomorphisme de Sansuc . . . . . ... ... ... 85
6.3.3 Pseudo espace homogéne . . . . . . .. .. ... 88
6.4 L’approximation forte hors des places archimédiennes et la question 6.1.2 . . 91
6.5 La descente par rapport au groupe de Brauer invariant . . . . . .. ... .. 93
6.5.1 Uncasspécial (ITH(G) =1) . . . .. oot 93
6.5.2 Applications des résolutions coflasques . . . . . . .. ... ... ... 94
6.5.3 Lecasgénéral . . . . . . .. . 95
6.6 La méthode de fibration et la question 6.1.3 . . . . . . . ... . ... .... 98
6.6.1 L’approximation forte raffinée pour l'espace affine . . . . . . .. . .. 98
6.6.2 Fibration sur une variété torique standard . . . . . . ... ... L. 101
6.6.3 Fibration suruntore . . . . . . .. ... L oL 104
6.6.4 Fibration sur un pseudo espace homogéne . . . . . . ... ... ... 106
6.7 Le résultat principal . . . . . ... o 108



Introduction générale

Depuis les années 70, le groupe de Brauer des variétés algébriques a été utilisé de
deux facons différentes : d’'une part comme invariant birationnel des variétés projectives et
lisses sur un corps quelconque, d’autre part, sur un corps de nombres, dans la définition de
Iobstruction de Brauer—-Manin a ’existence de points rationnels sur les variétés projectives
et de points entiers sur les variétés ouvertes.

Cette dualité se retrouve dans la présente thése. Dans une premiére partie, purement
géométrique, on y étudie des invariants birationnels supérieurs qui généralisent le groupe
de Brauer. Dans la seconde partie, plus arithmétique, on utilise le groupe de Brauer pour
étudier les points entiers des variétés algébriques.

La cohomologie non ramifiée est une généralisation en degré quelconque du groupe de
Brauer (lequel correspond au degré 2). En degré 3, elle a été étudiée pour certaines variétés
(en particulier par CT-Ojanguren, Kahn, Merkurjev, Peyre).

Aux chapitres II et III, je m’intéresse au troisiéme groupe de cohomologie non ramifiée
des surfaces rationnelles et de leurs torseurs universels. Une description plus détaillée des
résultats de ces deux chapitres est donnée dans l'introduction de la partie géométrique (I).

Sur un corps de nombres k, pour toute variété lisse connexe X, on définit grace au
groupe de Brauer un sous-ensemble X (A;)B" € X(A;) de 'espace des adéles. Comme 1'a
remarqué Manin, la théorie du corps de classes implique que 'adhérence X (k)*P de X (k)

dans X (Ay) se factorise par
X (k)P ¢ X (Ag)P".

Pour certaines classes (géométriques) de variétés, il est naturel de se demander si cette
inclusion est une égalité. On dit alors que I'obstruction de Brauer—Manin & ’approximation
forte est la seule obstruction. Si X est propre, les notions d’approximation forte et faible
coincident. Le cas des espaces homogénes Y de groupes linéaires G a été beaucoup étudié,
ainsi que celui des compactifications lisses Y, de tels espaces.

Au chapitre VI, fruit d’un travail avec C. Demarche et F. Xu, j’établis un théoréme
trés général pour les variétés ouvertes X munies d'une G-action et dont un ouvert est un
espace homogeéne de G.

D’autres obstructions & ’approximation forte sur une k-variété X lisse quelconque
ont été définies, via les torseurs Z — X sous des k-groupes linéaires G (Colliot-Théléne,
Sansuc, Harari, Skorobogatov). Le lien avec 'obstruction de Brauer-Manin a fait 'objet de
plusieurs travaux. Au chapitre V, j’établis un tel lien sous des hypothéses trés générales.

Une description plus détaillée des résultats de ces deux chapitres est donnée dans
I'introduction de la partie arithmétique (IV).
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Chapitre 1

Introduction a la partie géométrique

1.1 La cohomologie non ramifiée

Soit k£ un corps de caractéristique 0. Pour une k-variété lisse X et un faisceau étale F
sur X, on rappelle que la cohomologie non ramifiée de X de degré n est le groupe

ng(Xv F) = H%arisk:i(X’ Hn(X’ F))’

ou H™"(X, F) est le faisceau Zariski associé au préfaisceau {U C X} — H (U, F).

On considére le cas ou F' = Q/Z(j) le faisceau des racines de 'unité tordu j fois. On a
les propriétés ci-dessous.

(1) Le résultat de Bloch et Ogus donne canoniquement une résolution flasque de fais-
ceaux de Zariski (la résolution de Gersten, cf. [CTHK] pour une démonstration du cas
général). Ceci induit une suite exacte longue :

0 — Hy, (X, Q/Z(5)) = @pexo H" (k(x), Q/LZ(j)) = Byexy H" (k(z), Q/Z(j~1)) = -
Lorsque X est intégre, de corps des fonctions k(X), ceci donne H]' (X,Q/Z(j)) C
H"(k(X),Q/Z(j)). Pour tout ouvert non vide U C X, on a alors H.(X,Q/Z(j)) C
Hy, (U, Q/Z(j)).

(2) La cohomologie non ramifiée a coefficients Q/Z(j) est invariante par homotopie, i.e.

Hy (X, Q/Z(j)) = Hyp, (X x AL Q/Z(7)).

(3) Les groupes H.(X,Q/Z(j)) sont des invariants k-birationnels des k-variétés pro-
jectives lisses géométriquement connexes, réduits & H"(k,Q/Z(j)) pour X k-rationnelle,
c’est-a-dire k-birationnelle a un espace projectif (cf. [CT95, Théoréme 4.1.1 et Proposition
4.1.4]).

(4) Lorsque X est géométriquement intégre, la suite exacte de Kummer et la suite
spectrale

Byt = Hy,,00(X, HI(X,Q/Z()))) = HP (X, Q/Z(5))

downent HO, (X, Q/Z(j)) = HO(k, Q/Z()), HL (X, Q/Z(j)) = H(X,Q/Z(j)) et HZ,(X,Q/Z(1)) =
Br(X).

(5) Lorsque X est intégre, B. Kahn établit la suite exacte ( [Kal2, Prop. 2.9])

0 —> CH(X) — HI (X, Z(2)) —> HY, (X, Q/Z(2)) — 0,

pour le complexe motivique de faisceaux sur les variétés lisses Z(2) au sens de Lichtenbaum
ou de Voevodsky.
Le but de cette partie est de calculer

H;, (X,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2))

pour certaines k-variétés géométriquement intégres X.

= Coker(H3(k,Q/Z(2)) — H3 (X,Q/Z(2)))
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1.2 Contenu du chapitre II, [1]

Ce chapitre est consacré au calcul du troisiéme groupe de cohomologie non ramifiée
de certaines variétés géométriquement cellulaires. Rappelons la définition d'une variété
cellulaire [Ka99, Définition 3.2].

Définition 1.2.1. Un k-schéma de type fini X a une décomposition cellulaire (briévement :
est cellulaire) s'il existe un sous-ensemble fermé propre Z C X tel que X \ Z est isomorphe
& un espace affine et Z a une décomposition cellulaire ou Z est vide.

Un k-schéma de type fini X est dit géométriquement cellulaire si Xj a une dé-
composition cellulaire.

Les exemples de variétés géométriquement cellulaires que j’étudie sont les surfaces pro-
jectives lisses géométriquement rationnelles (par exemple, les surfaces de del Pezzo) et
certaines compactifications lisses d’un torseur universel sur une variété géométriquement
cellulaire (Proposition 2.2.2; [1, Prop. 2.2|).

Voici les deux principaux résultats de ce chapitre.

Théoréme 1.2.2. (Théoréme 2.1.1, [1, Thm. 1.1]) Soit X une k-surface de del Pezzo de

degré > 5. Alors % = 0, sauf peut-étre si X est de degré 8, l'indice [(X) de X

est égal & 4, et il existe des coniques lisses Cy, Co sur k telles que X = C1 x Cs.

Rappelons que, dans ce cas, CH?(X}) 2 Z et I(X) = #(CH?*(X})/Im(CH?*(X))).
Lorsque X posséde un point rationnel, ou méme un zéro-cycle de degré 1, ce résultat
est évident, car toute surface de del Pezzo de degré 5 qui posséde un point rationnel est
rationnelle sur son corps de base. Toute la difficulté est de considérer le cas général.

Théoréme 1.2.3. (Théoréme 2.2.7, [1, Thm. 2.7]) Soit X wune k-variété projective,
lisse, géométriquement intégre et géométriquement cellulaire. Soit T — X wun tor-
seur universel sur X et soit T¢ une k-compactification lisse de T. Alors le groupe

HE,(T¢,Q/Z(2))/H? (k, Q/Z(2)) est fin.

Ce résultat s’applique en particulier & toute k-surface X projective, lisse, géométrique-
ment rationnelle.

L’idée principale des démonstrations est d’utiliser la suite spectrale de B. Kahn [Kal0,
Thm. 2.5] :

EYY(X,n) = HP™9(k, CHY(X}) ® Z(n — q)) = HPTY(X,Z(n)),

ot X est une k-variété lisse, intégre, géométriquement cellulaire, et Z(n) est le complexe
motivique de faisceaux sur les variétés lisses sur k défini par Voevodsky. De plus, 'appli-
cation d’un accouplement canonique de ces suites spectrales :

EPU(m) x EY9 (n) — BP9t (1 4 )

donne explicitement les différentielles dans ces suites spectrales.

1.3 Contenu du chapitre III, [2]

Soit X une k-surface projective, lisse, géométriquement rationnelle. Soient 7 — X un
torseur universel sur X [CTS87b| et 7 une compactification lisse de 7. C’est une k-variété
géométriquement rationnelle. En 1979, Colliot-Théléne et Sansuc [CTS80, Question Q1, p.
227] ont posé la question : si 7€ posséde un point rationnel, la k-variété 7€ est-elle une
k-variété k-rationnelle ? Cette question est toujours ouverte.

6



Les propriétés des torseurs universels donnent

H (T, Q/Z(n ~1)) _ _ Hy(T*.Q/Z(n—1))
H(k,Q/Z(n — 1)) H(k,Q/Z(n — 1)

pour n < 2 [CTS87b]. Dans ce chapitre, je suis intéressé a calculer H2,.(T¢,Q/Z(2)) C
H3(T,Q/Z(2)). Le résultat principal obtenu est :

Théoréme 1.3.1. (Théoreme 3.4.7, [2, Thm. 4.7]) Soient X une k-surface projective lisse
géométriquement rationnelle et T un torseur universel sur X. Alors

(1) Les groupes W et CH?(T) sont finis;

(2) Si H'(k, Sym?Pic(X})) =0 et X (k) # 0, alors % =0, ot Sym?Pic(X3)
est la deuziéme puissance symétrique du réseau galoisien Pic(X},).

Par la classification k-birationnelle des k-surfaces projectives et lisses (cf. [Koll96, Thm.
2.1]), toute k-surface projective, lisse, géométriquement rationnelle est k-birationnellement
équivalente soit & une surface de del Pezzo soit & une surface fibrée en coniques au-dessus
d’une conique. Le théoréme 1.3.1 donne :

Corollaire 1.3.2. (Théoréeme 3.6.7, [2, Thm. 6.7]) Sous les hypothéses du théoreme 1.5.1,
supposons X (k) # 0. Soit T un torseur universel sur X et T¢ une k-compactification lisse

de T. Si la surface X est k-birationnellement équivalente & une surface de del Pezzo de
H (T¢,Q/Z(2))

degré > 2 ou a une surface fibrée en coniques au-dessus d’une conique, alors H3(EQ/20))

est purement 2-primaire.

Le cas essentiel est le cas ot X est une surface de del Pezzo de degré 3. En utilisant
la correspondance entre Gal(k/k)-module Pic(X}) et le systéme de racines de type FEg
muni de l'action du groupe de Weyl W (Eg) (|[Ma74, Thm. 23.9]), on trouve une base
de permutation de Sym?Pic(X}) ®z Z3 sous I'action de W (Eg), et donc sous l'action de
Gal(k/k). Ceci donne

Hy.(T,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2))
Le cas ou X est une surface de del Pezzo de degré 2 se réduit au cas ot X est une

surface de del Pezzo de degré 3, car les p-sous-groupes de Sylow de W (E7;) et de W (Eg)
sont les mémes pour tout nombre premier impair p.

H'(k, Sym®Pic(X3))[3] =0 et [3] = 0.

Voici I'esquisse de la démonstration du théoréme 1.3.1.

La partie clé est d’étudier la cohomologie motivique a coefficients Z(2) pour un torseur
sous un tore, ol Z(2) est le complexe motivique de faisceaux de cohomologie étale sur les
variétés lisses sur k au sens de Lichtenbaum (|L87] [L90]) pour r = 0,1, 2. Ceci suit une
méthode développée par A. Merkurjev [Mel3] pour étudier les torseurs sous un groupe
semisimple.

Soient T" un tore sur k de dimension N, et f : Y — X un torseur sous T sur X, ou
X est une k-variété lisse géométriquement intégre. On définit Z¢(2) par le triangle dans la
catégorie dérivée de la catégorie des faisceaux étales :

Zx(2) = Rf.Zy (2) = Z(2) — Zx (2)[1].

Ceci donne le lien entre H3(Y},Z(2)) et H?(X7,Zs(2)). Le résultat principal sur Zg(2) est
le triangle (Proposition 3.3.4) :

Gm,x @ T*[-2] = 75°Z4(2) = AN*T*[=2] = G x @ T*[-1],
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ot A? est la deuxiéme puissance extérieure. Ceci résulte de I'étude de la K-théorie algé-
brique d'un torseur trivial sous un tore ( [Me03, §5]) et de I'accouplement Z(1) ® Z(1) —
Z(2). De plus, la suite exacte de cohomologie induite par ce triangle est compatible avec
des homomorphismes canoniques bien connus (Théoréme 3.3.5, [2, Thm. 3.5|).

Dans le cas du théoréme 1.3.1 avec Y := T, le calcul ci-dessus donne une suite exacte :

0 — H3(T;, Z(2)) — Sym?Pic(X;) = Z — 0,
ott U : Sym?Pic(X;) — CH?(X;) = Z est I'intersection.

Par ailleurs, puisque T¢ est géométriquement rationnelle, le calcul explicite de la résolu-
tion de Gersten sur le complémentaire 7,7\ 7 donne H, 3 (Tz, Q/Z(2)) = 0, et I'intersection

Pic(T;) x Pic(Tz) — CH?(T;)

donne CH?(T;) = 0.
Une application de la suite spectrale de Hochschild-Serre de Z(2) (|[CT15, §2.2]) donne
le théoréme.



Chapitre 11

Cohomologie non ramifiée de degré
3 : variétés cellulaires et surfaces de
del Pezzo de degré au moins 5

Résumé. Dans cet article, ol le corps de base est un corps de caractéristique zéro quel-
conque, pour X une variété géométriquement cellulaire, on étudie le quotient du troisiéme
groupe de cohomologie non ramifiée H32,.(X,Q/Z(2)) par sa partie constante. Pour X une
compactification lisse d’un torseur universel sur une surface géométriquement rationnelle,
on montre que ce quotient est fini. Pour X une surface de del Pezzo de degré > 5, on
montre que ce quotient est trivial, sauf si X est une surface de del Pezzo de degré 8 d’un
type particulier.

Summary. We consider geometrically cellular varieties X over an arbitrary field of
characteristic zero. We study the quotient of the third unramified cohomology group
H3.(X,Q/Z(2)) by its constant part. For X a smooth compactification of a universal
torsor over a geometrically rational surface, we show that this quotient if finite. For X a
del Pezzo surface of degree > 5, we show that this quotient is zero, unless X is a del Pezzo
surface of degree 8 of a special type.

2.1 Introduction

Soient k un corps de caractéristique 0, k une cloture algébrique et T'y, le groupe de
Galois de k sur k. Pour une variété lisse X sur k et un faisceau étale F' sur X, on rappelle
que la cohomologie non ramifiée de X de degré n est le groupe

Hr?r(X7 F) = H%ariski(Xan(Xv F))?

ou H" (X, F) est le faisceau Zariski associé au préfaisceau {U C X} — HZ (U, F). Soit F =
Q/Z(j) le faisceau des racines de I'unité tordu j fois. Les groupes H".(X,Q/Z(j)) sont des
invariants k-birationnels des k-variétés projectives lisses géométriquement connexes, réduits
aH"(k,Q/Z(j)) pour X k-rationnelle, ¢’est-a-dire k-birationnelle & un espace projectif. (cf.
[CT95, Théoréme 4.1.1 et Proposition 4.1.4]). Le groupe HZ2,.(X,Q/Z(1)) n’est autre que
le groupe de Brauer de X, il a été fort étudié. On s’est intéressé plus récemment au groupe
H3.(X,Q/Z(2)). Le cas des coniques fut traité par Suslin. En dimension quelconque, le
quotient H3 (X,Q/Z(2))/H?3(k,Q/Z(2)) est trivial pour toute quadrique lisse qui n’est
pas une quadrique d’Albert (Kahn, Rost, Sujatha, voir [Ka09, Thm 10.2.4 (b)]).

Dans cet article, nous nous intéressons aux surfaces géométriquement rationnelles les
plus simples, les surfaces de del Pezzo de degré au moins 5. Rappelons que l'indice I(X)
d’une k-variété X est le pged des degrés sur k des points fermés. Si une surface de del
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Pezzo X de degré au moins 5 a un indice I(X) = 1, alors elle a un k-point et elle est
k-rationnelle (cf. Thm. 2.3.1). On a donc alors H3(k,Q/Z(2)) = H3.(X,Q/Z(2)).

Nous nous intéressons ici au cas ot X (k) est éventuellement vide. Nous montrons
(Théoréme 2.5.2) :
Théoréme 2.1.1. Soit X une k-surface de del Pezzo de degré > 5. Alors %%g;) =0,
sauf peut-étre si deg(X) =8, I(X) = 4 et il existe des coniques lisses C1, 027 sur k telles
que X 5 C1 x Cs.

On construit une surface de del Pezzo X de degré 8 sur le corps k = C(z,y, z) pour

3
laquelle %%/ZZ(%) # 0 (Exemple 2.5.4).

Pour les surfaces géométriquement rationnelles générales, nous montrons (Théoréme
2.2.7) :

Théoréme 2.1.2. Soit X une k-surface projective, lisse, géométriquement rationnelle. Soit
T — X un torseur universel sur X et soit T¢ une k-compactification lisse de T . Alors le

groupe H3.(T¢,Q/Z(2))/H?(k,Q/Z(2)) est fini.

Pour le faisceau Z/n(i) = & ou pour le complexe de faisceau Z(i) dont la définition
est rappelée plus bas, on note H7(—, —) la cohomologie étale. Pour une courbe conique
lisse C sur k, on note [C] € Br(k) sa classe dans le groupe de Brauer de k.

2.2 Sur les variétés cellulaires et leur cohomologie non rami-
fiée

On rappelle la définition d’une variété cellulaire [Ka99, Définition 3.2].

Définition 2.2.1. Un k-schéma de type fini X a une décomposition cellulaire (briévement :
est cellulaire) s’il existe un sous-ensemble fermé propre Z C X tel que X \ Z est isomorphe
a un espace affine et Z a une décomposition cellulaire.

Un k-schéma de type fini X est dit géométriquement cellulaire si Xz a une dé-
composition cellulaire.

Proposition 2.2.2. Soit k un corps algébriquement clos.

(1) Une surface projective, lisse, k-rationnelle est cellulaire.

(2) Une variété torique, lisse, projective sur k est cellulaire.

(8) Soient T un tore sur k et T¢ une T-variété torique, lisse, projective. Soient X une
variété cellulaire sur k et Y — X un T-torseur. Alors Y :=Y xT T¢ est cellulaire.

Démonstration. Par [Ful, Lemme, p. 103], on a I’énoncé (2).

Pour (3), par récurrence noethérienne, il suffit de montrer que si X = A™ avec n € Z>0,
alors Y¢ est cellulaire. Dans ce cas, on sait que I'on a H*(A", T) =0, Y = A" x T et donc
Y¢S A" x T¢. Le résultat découle de 'énoncé (2).

Pour (1), on sait (cf. [Koll96, Thm. I11.2.3]) que si la surface X est minimale, alors
soit X est isomorphe a P? soit X est fibrée en P! au-dessus de P!. De telles surfaces sont
cellulaires. Il suffit donc de montrer que si une surface lisse X est cellulaire, pour tout
x € X(k), la surface éclatée Y := Bl X est cellulaire.

Supposons que X = A% U Z est une décomposition cellulaire de X. Si z € A2, il suffit
donc de montrer que Y := Bl(()’o)AQ est cellulaire. La variété Y C A? x P! est définie par
I'équation zu = yv, on A% = Spec k[z,y] et P! = Proj k[u,v]. Alors Z(v = 0) = Al et
D(v £ 0) = Spec K,y 2]/(% -z = y) = A2,

Siz € Z,il existe un ouvert U C X et un fermé V C X tels que U, V soient cellulaires,
UNV =0, 2 ¢ UUV et X ait une décomposition cellulaire X = U U A UV ou
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X =UUAUV. Ainsi Y xx U et Y x x V sont cellulaires. Dans le premier cas, ¥ x x Al =
PLUA! avec P! N A! = {2'}, out P! est le diviseur exceptionnel. On a donc P!\ {2/} = A!
et (Y xx AN\ (P'\ {2'}) = Al. Dans le deuxiéme cas, on a Y x x A’ =2 P! =2 ATUAC. Le

résultat en découle. O

Soit de nouveau k un corps de caractéristique zéro quelconque. On utilise dans cet
article le complexe motivique Z(n) de faisceaux sur les variétés lisses sur k (Voevodsky),
sous la forme donnée par B. Kahn dans [Kal2, §2|). Pour toute k-variété lisse X, dans la
catégorie dérivée, on a Z(n) = 0 pour n < 0, Z(0) = Z, Z(1) = G,,[—1] et une suite exacte
([Kal2, Prop. 2.9])

(2.2.0.1) 0 — CH?*(X) — H*X,Z(2)) — H3.(X,Q/Z(2)) —=0.

On rappelle un théoréme de Bruno Kahn :

Théoréme 2.2.3. ([Kal0, Thm. 2.5]) Soit X une k-variété lisse, intégre, géométriquement
cellulaire. Pour tout entier n > 0, on a une suite spectrale fonctorielle :

(2.2.0.2) EP(X,n) = HP" 9k, CHY(X}) ® Z(n — q)) = H"T9(X,Z(n))
et on a un accouplement de suites spectrales :

(2.2.0.3) EP4(m) x BP9 (n) — EPHPLatd (m 4p),

tel que, pour r = 2, l’accouplement est le cup-produsit.

On trouvera dans I'appendice (§2.6) des rappels sur 'accouplement de suites spectrales.
La différentielle E’21 (X, 1) = E;’ (X, 1) définit un homomorphisme :

d(1) : Pic(Xz)"* — Br(k).
La différentielle E§’2(X, 2) — E;L’I(X7 2) définit un homomorphisme :
d(2) : CH*(X7)'* — H?(k, Pic(Xz) @ k*).

Lemme 2.2.4. Soit X une k-variété lisse, géométriquement intégre, géométriquement cel-

lulaire. Alors on a Im(CH?(X) — CH?(X3)'*) C Ker(d(2)).

Démonstration. Puisque Z(n) = 0 pour n < 0, dans la suite spectrale (2.2.0.2), on a

EP9(X,2) = 0 pour ¢ > 2. Donc on a un morphisme canonique : H*(X,Z(2)) ax,

E22(X,2) et une inclusion EXX(X,2) C E22’2(X ,2). Alors on a un diagramme commu-
tatif :

CH2(X) — % HYX,2(2)) —2 > E22(X,2) — > E2X(X,2) = CH*(X;)"

N . |

CH2(X;) —& HY(X}, Z(2)) — > B22(X;,2) —= B22(X;,2) = CHY(X;),

ot CH?(X) 25 H*(X,7Z(2)) désigne le morphisme dans la suite exacte (2.2.0.1). Puisque
la suite spectrale (2.2.0.2) dégénére canoniquement lorsque k = k, la composition dans
la deuxiéme ligne est l'identité id : CH?(X;) — CH?(X}). Donc la composition dans la
premiére ligne est le morphisme naturel CH?(X) — CH?(Xz)"'* et on a

Im(CH?*(X) — CH*(X;)'*) ¢ E2%(X,2) C Ker(d(2)).
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Notons désormais M (X) I'homologie du complexe

(2.2.0.4) CH(X) — CHY(Xp)™ 22 H2(k, Pic(X;) ® k).

On note
d'(2) : CH*(X3)"* /ImCH?(X) @), H?(k, Pic(X}) @ k)
lapplication induite par d(2). On a M(X) = ker d'(2).
Le théoréme suivant généralise [K96, Cor. 7.1 et 7.2] :

Théoréme 2.2.5. Soit X une k-variété lisse, géométriquement intégre, géométriquement
— 3

cellulaire. Si H*(k,Pic(X3) ® k*) = 0, alors les groupes M(X) et % sont finis

et on a une suite exacte :

3
(2.2.0.5) 0 e M(X) — H4(k,Q/Z(2)).

Démonstration. Par la suite exacte (2.2.0.1), on a une suite exacte :

H4(X,7Z(2 H3.(X,Q/Z(2
CH*(X) ImH(4(k,Z((%))) T H g(lfﬂ;?//Z(@)))) 0-

Dans la suite spectrale (2.2.0.2), on a EY?(X,2) = 0 pour ¢ > 2 ou ¢ < 0 et donc une suite
exacte :

HY(X,Z(2))
TmH (k, Z(2))

D’aprés le lemme 2.2.4, on a une suite exacte :

E3N(X,2) — — Ker(d(2)) — ES°(X,2).

3

Si By (X,2) = H'(k, Pic(X}) ® kX) = 0, on a Ex'(X,2) = 0 et donc la suite exacte
(2.2.0.5).
Par [Ka99, Lemme 3.3|, Pic(X;) et CH?(X}) sont des Z-modules libres de type fini.

2 A\ 2 A\
Puisque %XQ’%)X; est un groupe de torsion, le groupe % est fini et donc M(X)

est fini. ]

Remarque 2.2.6. Pour une k-variété lisse géométriquement connexe géométriquement cel-
lulaire, le groupe HY(X}, K2) est uniquement divisible. Pour des généralisations du théo-
réme 2.2.5 sous cette simple hypothése, on consultera [CT15, Prop. 1.3 et Prop. 2.2].

Théoréme 2.2.7. Soit X une k-variété projective, lisse, géométriquement intégre et
géométriquement cellulaire. Soit T — X wun torseur universel sur X et soit T une
k-compactification lisse de T. Alors le groupe H3,(T¢,Q/Z(2))/H?(k,Q/Z(2)) est fini.

Démonstration. Soit S le k-tore de groupe des caractéres le réseau Pic(Xj). D’aprés
[CTHS, Cor. 1], il existe une k-compactification torique lisse S¢ de S. Comme le groupe
H3.(T¢ Q/Z(2)) est un invariant k-birationnel, il suffit d’établir le résultat pour 7¢ =
T x5 §¢. D’aprés la proposition 2.2.2, T¢ est alors une variété géométriquement cellulaire.
Par ailleurs, le module galoisien Pic(7;¢) est un module de permutation [CTS87b, Thm.
2.1.2]. On a donc H'(k, Pic(T¥) ® k*) = 0. Une application du théoréme 2.2.5 donne alors
le résultat. O

D’aprés la proposition 2.2.2, le théoréme 2.1.2 est un cas spécial du théoréme 2.2.7.
Hy (X,Q/Z(2))
ImH3(k,Q/Z(2))’

controler application CH?(X)'* @), H?(k, Pic(X;) ® k).

Pour appliquer le théoréeme 2.2.5 au calcul du groupe on a besoin de
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Soit X une k-variété lisse, intégre, géométriquement cellulaire. L’accouplement (2.2.0.3)
pour n = m = 1 donne un diagramme commutatif (cf. §6) :

d
EyN (X, 1)@ By (X, 1) — (By°(X,1) ® By (X, 1) @ (BEy' (X, 1) ® Ey°(X, 1))

U iu+u
d(2)

E2%(X,2) Ey(X,2),

ot dg = d(1) ®id + id ® d(1). C’est-a-dire que 'on a un diagramme commutatif :

(22.0.6)  Pic(Xp)"* ® Pic(X5)™F —2> (Br(k) @ Pic(Xz)™) & (Pic(Xz)™ ® Br(k))

\LUI lU2+U2

CH (X)) N H2(k, Pie(Xy) ® FX),

oll U; est l'intersection et Us est le cup-produit

H?(k, k™) x H(k, Pic(X7)) =2 H?(k,Pic(Xz) ® k7).

2.3 Surfaces de del Pezzo de degré au moins 5

Une surface projective, lisse, géométriquement connexe X est appelée surface de del
Pezzo si le faisceau anticanonique —Kx est ample. Le degré d’une telle surface X est
deg(X) := (Kx, Kx). Par [Koll96, Exercise 3.9], X est alors géométriquement rationnelle,
onal<deg(X)<9et Pic(Xz) = 21979¢9(X) Comme pour toute surface X projective,
lisse, géométriquement rationnelle, le degré sur les zéro-cycles définit un isomorphisme
CH?*(X}) > Z, et on a

CH*(Xp)"

— v =7Z/1(X

ImCH?(X) /H(X),
ou I(X) désigne l'indice de X.

Par les travaux de Enriques, Chatelet, Manin, Swinnerton-Dyer (voir [CT99, Section
4] ou [VA, Théoréme 2.1]), on a :

Théoréme 2.3.1. Soit X une surface de del Pezzo de degré > 5.
(1) Si X (k) # 0, alors X est k-rationnelle ;
(2) Sideg(X) =5 ou7, alors X (k) # 0.

Soit X une surface de del Pezzo de degré > 5. Si X (k) # (), 'énoncé (1) implique

que l'on a ﬁg%% = 0 pour tous entiers i et j. En particulier Br(X)/ImBr(k) =

Hp (X.Q/Z(1)) _ : : ‘ Hp (X,Q/2(2) _
W =0 (VOlr aussi le lemme 232) et W =0.

En fait, soit X une surface de del Pezzo de degré au moins 4, alors I(X) = 1 implique
X (k) # (. La question analogue est ouvere pour les del Pezzo de degré 3, i.e. les surfaces

cubiques. Ceci n’utilise pas dans le présent article.

Lemme 2.3.2. Soit X une k-surface de del Pezzo de degré > 5. Alors Pic(X) est stable-
mement de permutation, H'(k,Pic(X;) ® k*) = 0 et Br(X)/ImBr(k) = 0.

Démonstration. Soit C la classe des surfaces X /K, pour K corps extension quelconque de
k, de del Pezzo de degré > 5. Par le théoréme 2.3.1, si X (K) # (), alors X est K-rationnelle,
et donc Pic(X ) est stablemement de permutation comme Gal(K /K )-module ([CTS87b,
Proposition 2.A.1]). Par [CTS87b, Théoréme 2.B.1] pour chaque X/K € C, le Gal(K/K)-
module Pic(X ) est stablemement de permutation. Alors H'(k,Pic(X3) ® kX) = 0 et
H1(k,Pic(Xz)) = 0. Puisque Br(Xz) = 0, par la suite spectrale de Hochschild-Serre on
obtient Br(X)/ImBr(k) = 0. O
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Proposition 2.3.3. Soit X une k-surface de del Pezzo de degré > 5. On a la suite exacte

a'(2)

(2.3.0.1) 0— M(X) = Z/I(X) —= H*(k,Pic(Xz) ® k™))
et la suite exacte
3
(2.3.0.2) 0 AL M(X) —= H (k,Q/Z(2)),

ot M(X) est l’homologie du complexe (2.2.0.4).

Démonstration. Ceci résulte du théoréme 2.2.5 et du lemme 2.3.2. OJ

2.4 Formes tordues de P! x P!

Rappelons (voir par exemple [AB, Exemples 3.1.3 et 3.1.4]) que l'on a :

Proposition 2.4.1. Soit X une surface de del Pezzo de degré 8 sur un corps k. Alors on
a l'une des possibilités suivantes :

(1) X est un éclatement de P} en un k-point, et dans ce cas, X (k) # 0.

(2) 1l existe des coniques lisses C1, Cy sur k telles que X 501 x Cy.

(3) 1l existe une extension de corps K/k de degré 2 et une conique C sur K tels que
X5 Ry /1C, ot Ry )y désigne la restriction a la Weil de K a k.

De plus, Pic(X3) est un I'y,-module de permutation.

En fait, dans le cas ou X C Pz est un quadrique lisse, on a l’extension discriminant
K/k de degré 2 (peut-étre K = k x k) et, pour toute section plane lisse C' C X, on a
X ~ Rg/Ck. Ceci n'utilise pas dans le présent article.

Dans le cas (2), on a :

Proposition 2.4.2. Soient Cy, Cy deux coniques lisses sur k et X = C1 x Cy. Supposons
3

X (k) = 0. Limage de d(2) est Z/2. Si I(X) =2, alors M(X) =0 et % =0.

Si I(X) =4, alors M(X) =7Z/2.

Démonstration. On a Pic(C; 1)}, = Pic(C; ;) = Z pour i = 1,2. On note p; : X — Cj la
projection, et pour p; : Z = Pic(C; ;) — Pic(X}), on note e; := pf(1z). Alors Pic(X;)" =
Pic(X;) = Zey ® Zes et H?(k, Pic(X;) ® k™) = Br(k)e; @ Br(k)es.

Pour i = 1,2, on applique [Ka99, Theorem 4.4 (i)] a E21’1(—,1) — Eg”o(—,l). On
obtient un diagramme commutatif :

rkd(ci)

Pic(C; ) Br(k)

ip: i=

Pic(x) ™ 2 Br(k).

Notons [C;] := d(C;)(1pic(c, ;))- En utilisant le diagramme (2.2.0.6), on obtient :
(2.4.0.1) d(2)(e1Uez) = (d(2)oU)(e1®e2) = Ua([C1]®e2)+Ua([Ca]®er) = [Chlea+[Cale.
On vérifie aisément CH?(X;)'* = CH?(X}) — Z(e1 U e2). On obtient : Im(d(2)) = 0

si et seulement si [C1] = [C2] = 0 et sinon Im(d(2)) = Z/2. On conclut alors avec la
proposition 2.3.3. ]

Dans le cas (3), le lemme suivant est di & Olivier Benoist :
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Lemme 2.4.3. Soient K/k une extension de corps de degré 2, C une conique lisse sur K et
X 5 Ry /kC avee X (k) = 0. Supposons que [C] € Im(Br(k) — Br(K)). Alors I(X) = 2.

Démonstration. Soit a € Br(k) un élément tel que a|x = [C] € Br(K). Puisque [C] est
d’indice 2, 'indice de a est 2 ou 4.

Si « est d’indice 2, il existe une extension k' de degré 2 de k telle que a|p = 0 € Br(k').

Si a est d’indice 4, on le représente par un k-corps gauche D de degré 4. Ainsi D
est déployé sur une extension L de degré 2 de K. Alors D contient une sous-algébre
commutative isomorphe & L, donc a fortiori une sous-algébre commutative isomorphe & K.
Par un théoréme d’Albert ([A32, Thm. 5], cf. [Ja, Lem. 2.9.23|), il existe une extension &’ de
degré 2 de k telle que D contient une sous-algébre commutative isomorphe a K' := k' - K.

Dans tout cas, il existe une extension k' de degré 2 de k telle que [C]|x = 0 € Br(K'),
on K=k K. Donc X(K') £ D et I(X) =2. O

Remarque 2.4.4. Soient K/k une extension de corps de degré 2, C' une conique lisse sur
K et X = Ry, C avec X (k) = 0. Si [C] ¢ Im(Br(k) — Br(K)), alors I(X) = 4. Ceci sera
montré dans la démonstration de la proposition 2.4.5.

Proposition 2.4.5. Soient K/k une extension de corps de degré 2, C une conique lisse sur
K et X = Ry ,C avec X (k) = 0. Alors M(X) =0 et %% =0.
Démonstration. On a Xx = C x C7, ot 0 € Gal(K/k), o # id et

C% := (C — Spec K % Spec K).

Donc CH?(X};) = Z et I(X)|4. Puisque d(2)(CH?*(X)) =0, on a (#Im(d(2)))|4. L’hypo-
these X (k) = 0 équivaut a C'(K) = 0.
Par [Ka99, Theorem 4.4 (i) et (iii)], on a un diagramme commutatif
7>~ CH2(X;)'x — " > 7.2 CHX (X)) — B 7.~ CH?(X;)
id(Q)K (1) ld@) (2) ld@)x
H%(K, Pic(X3) ® k) > H2(k, Pic(X;) ® k*) 2 H2(K, Pic(Xz) © k)

ou tr est le transfert et Res est la restriction. Par la proposition 2.4.2, I'image de d(2)x est
Z/2. Par le carré¢ (2), 'image de d(2) est Z/2 ou Z/4. Puisque tr(lopz2(x;)) = 2 Loz (x;)s
par le carré (1), 'image de d(2) est Z/2 si et seulement si tr(Im(d(2)k)) = 0.

On considére :

Br(K) @ Br(K) 5 H?(K,Pic(Xy) ® k) L H2(k, Pic(X;) ® k*) = Br(K).

Pour chaque a,b € Br(K), l'action de o sur Br(K) @ Br(K) est définie par o(a,b) =
(o(b),0(a)) et Res(a) = (a,o(a)). Alors o(a,b) + (a,b) = Res(a + o(b)) et, d’aprés
[MVW, Exer. 6.5] et [Mi80, V.1.12], on a tr(a,b) = a + o(b). Par I'équation (2.4.0.1),
d(2)k (Lomz(x;)) = ([C],[C]). Donce tr(Im(d(2)k)) = 0 si et seulement si [C] = o([C]), i.e.
[C] € Br(K)?. Puisque Gal(K/k) = Z/2,on a H3(Gal(K/k), K*) = H (Gal(K/k), K*) =
0, et donc le morphisme Br(k) — Br(K)? est surjectif.

On a alors :

(1) si [C] € Im(Br(k) — Br(K)), 'image de d(2) est Z/2 et, par le lemme 2.4.3, on a
I(X)=2;

(2) si [C] ¢ Im(Br(k) — Br(K)), 'image de d(2) est Z/4 et, par le lemme 2.2.4, on a
1(X) = 4.

On conclut alors avec la proposition 2.3.3. O
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2.5 Calcul de % pour une surface de del Pezzo X de
degré > 5

Rappelons un fait bien connu.

Lemme 2.5.1. Soit X une k-surface de del Pezzo de degré 6. On a :

(1) 1l existe une extension K1/k de degré divisant 2, une Ki-forme X; de P2 sur K,
et un morphisme f1 : Xy, — Xy birationnel.

(2) 1l existe une extension Ks/k de degré divisant 3, une surface de del Pezzo Xo de
degré 8 sur Ko et un morphisme fo : Xg, — Xo tels que Xk, est un éclatement de Xo
le long d’un sous-schéma réduit de dimension 0 et de degré 2. Donc lindice I(X2) de la
Ks-surface Xo est 1 ou 2.

Démonstration. Cela provient du fait que la configuration des 6 courbes exceptionnelles
de Xj est celle d’un hexagone (|CT72], ou voir [VA, Section 2.4]). O

Théoréme 2.5.2. Soit X une k-surface de del Pezzo de degré > 5. Alors M(X) =17/2 si
et seulement si I(X) =4, deg(X) = 8, et il existe des coniques lisses Cy, Co sur k telles
que X = C1 x Cs.

. 3
Sinon, M(X) =0 et donc % =0.

Démonstration. La derniére implication résulte de la proposition 2.3.3.

Si X (k) # 0, le morphisme CH?*(X) — CH?(X},) = Z est surjectif. Donc M(X) = 0.
Sideg(X) =5 ou 7, par le théoréeme 2.3.1, X (k) # 0 et donc alors M(X) = 0. On suppose
dorénavant X (k) = (.

Sideg(X) =9 avec X (k) =), X est la variété de Severi-Brauer associée a une algébre
centrale simple A de degré 3 (cf. [VA, Théoréme 1.6]). Par un théoréme de Bruno Kahn
[Ka99, Theéoréme 7.1], d(2)(1ep2(x,)) = 2[A] € Br(k) = H?(k,Pic(Xy) ® k*). Puisque
X(k) =0, on a [A] # 0, 3[4] = 0 et I[(X) = 3. Donc d(2)(1ch2(x,)) # 0 et d'(2) est
injectif. Alors M(X) = 0.

Si deg(X) = 8 avec X (k) = (), le résultat en degré 8 est donné par la proposition 2.4.1,
la proposition 2.4.2 et la proposition 2.4.5.

Considérons le cas des surfaces de del Pezzo de degré 6.

S’il existe une surface de del Pezzo Y et un morphisme f : X — Y projectif, birationnel,
alors f* induit un morphisme des suites spectrales (2.2.0.2) pour Y et X. De plus, f* :
CH2(Yp)'* 5 CH?(X;)' est un isomorphisme et f* : Pic(Y;) — Pic(X;) admet un
inverse & gauche. Donc E;l’l(Y, 2) EAN Eg’l(X, 2) est injectif et Ker(d(2)y) EAN Ker(d(2)x)
est un isomorphisme. Donc M(X) =2 M(Y).

Si deg(X) = 6, avec X (k) = (), par le lemme 2.5.1 (2), il existe une extension Ky /k de
degré divisant 3 et une surface de del Pezzo X5 de degré 8 sur Ky et un Ks-morphisme
f2 : Xk, — Xo projectif, birationnel, tels que I(X3) = 1 ou 2. D’aprés ce que 'on a déja
établi pour les surfaces de del Pezzo de degré 8, on a M(X3) = 0 et, d’aprés le paragraphe
ci-dessus, M(Xg,) = 0. Par [Ka99, Théoréme 4.4 (3)], le transfert est bien défini pour la
suite spectrale (2.2.0.2). Puisque le transfert est bien défini pour la suite exacte (2.2.0.1),
le transfert est bien défini pour le complexe :

CH(X) — CHY(Xp)™ 224 H2(k Pic(X;) ® k%),
et donc le transfert est bien défini pour M(X). Donc M(X) est annulé par 3.

Par le méme argument (Lemme 2.5.1 (1)) et le résultat en degré 9, le groupe M(X)
est annulé par 2. On a donc M(X) = 0. O

16



Corollaire 2.5.3. Soit X une k-surface de del Pezzo de degré 8 avec M(X) # 0. Si
la dimension cohomologique cd(k) de k est < 3, alors M(X) = Z/2, I(X) = 4 et
Y (XQ/20) _ 79

H3(kQ/Z(2)) —
Démonstration. Par la proposition 2.3.3, on a % = M(X). Le résultat découle
du théoréme 2.5.2. ]

Example 2.5.4. Soit k := C(¢,z,y). Soient C; la conique correspondant a l'algébre (¢, x),

C la conique correspondant a l'algébre (t+1,y) et X := CyxCy. Alors Q7))

Démonstration. Puisque la dimension cohomologique cd(k) de k est 3, par le théoréme
2.5.2 et le corollaire 2.5.3, il suffit de montrer que I(X) =4. On note A = (t,z)® (t+1,y)
lalgébre de biquaternions. Par [A72, Théoréme|, A est un corps gauche si et seulement
si, pour chaque point x; € C; de degré 2 et chaque point o € Cy de degré 2, on a
k(z1) 2 k(z2). Donc I(X) = 4 si et seulement si A est un corps gauche. Par [CT02,
Corollaire 4], A est un corps gauche ssi ¢ et ¢ + 1 sont indépendantes dans C(t)* /C(t)*?,
ce qui est satisfait. O

Corollaire 2.5.5. Soit X une k-surface de del Pezzo de degré > 5. Supposons que toute
Ha (XQ/Z(2)) _

forme quadratique en 6 variables sur k est isotrope. Alors 5 EQ/Z02) —

Démonstration. D’aprés le théoréme 2.5.2; il suffit de montrer que, pour toute paire de
coniques lisses C1 et Cy sur k, on a I(Cy x C) # 4. Soient (a,b) l'algébre de quaternion
correspondant a C et (¢, d) l'algébre de quaternion correspondant a Cy. Par 'argument de
la démonstration de I'exemple 2.5.4, I(C1 x Co) = 4 si et seulement si (a,b) ® (¢, d) est un
corps gauche. Par un théoréme de Albert (cf. [CT02, Prop. 1]), ceci vaut si et seulement si
la forme quadratique diagonale < a, b, —ab, —c, —d, cd > est anisotrope sur k. Ceci donne
immédiatement le résultat annoncé. O

Corollaire 2.5.6. Soit X une k-surface de del Pezzo de degré > 5. Supposons que k satisfait
la propriété (Cs) (cf. [Se, §I1.4.5]). Alors H2.(X,Q/Z(2)) = 0.

Démonstration. Par le corollaire 2.5.5 et la définition de la propriété (Cy), on a Hy (X,Q/2(2))
0. D’apres [Se, §I1.4.5 Thm. MS]|, la dimension cohomologique cd(k) de k est < 2. Alors
H3(k,Q/Z(2)) = 0 et donc H32,.(X,Q/Z(2)) = 0. O

Le théoréme 2.5.2 donne la conjecture de Hodge entiére pour certaines variétés de
dimension 4 (voir [CTV, §1]) :

Proposition 2.5.7. Soit X une C-variété projective et lisse de dimension 4 munie d’un

morphisme dominant X i> S de base une C-surface projective lisse S et de fibre générique
X, une surface de del Pezzo de degré > 5. Alors la conjecture de Hodge entiére en degré 4
vaut sur X.

Démonstration. Puisque C(S) satisfait la propriété (Cy) (cf. [Se, §11.4.5]), d’aprés le co-
rollaire 2.5.6, H?.(X,Q/Z(2)) = 0. D’aprés Colliot-Théléne et Voisin [CTV, Thm 3.8], il
suffit alors de montrer qu’il existe une variété projective lisse Y de dimension au plus 3 et
un morphisme Y Iy X tels que Papplication induite C'Hy(Y) ELN C'Hy(X) soit surjective.
Comme X, est une C(S)-surface géométriquement rationnelle, il existe une surface 7" pro-
jective et lisse sur C et une application génériquement finie 7" — 5, telles que X;) x¢(5)C(T)
soit rationnelle sur C(T'). 11 existe donc une application rationnelle dominante de P? x T
vers X . Il existe alors une surface projective et lisse T” birationnelle & T' et un morphisme

T" — X tels que 'application induite CHy(T") ELN CHy(X) soit surjective. O

17

H3(k,Q/2(2))



2.6 Appendice : accouplements de suites spectrales

Soient X une variété lisse sur k et Sh(X) la catégorie des faisceaux étales sur X. On
rappelle quelques définitions données dans [Mc, Section 2.3] :

Définition 2.6.1. Un module bigradué différentiel de Sh(X) est une collection d’éléments
EPY € Sh(X) pour p,q € Z et de morphismes d : E** — E** de bidegré (s,1 — s) pour
certains s € Z, tels que dod = 0.

Un produit tensoriel de modules bigradués différentiels (E**(1),d(1)), (E**(2),d(2))
est un module bigradué différentiel ((F(1) ® E(2))**,dg) avec

(EMeEM = EF1)eEXQ2)
r+t=p, st+u=q

et do(z®@y) =d(1)(z) @y + (—1)"2 @ d(2)(y), ot x € E™(1), y € EH“(2).
Pour deux complexes A, B, par le théoréme de Kiinneth, on a un morphisme canonique
Derr=nH"(A) @ H*(B) & H"(A x B).

Définition 2.6.2. Soient E,*(1),d,-(1), E-"(2),d-(2) et E;"(3),d,(3) trois suites spec-
trales dans Sh(X). Un accouplement

W1 EX(1) x E(2) — E2°(3)

est une collection de morphismes v, : B, (1) @ E;"*(2) — E,*(3) pour chaque 7, tel que

Yry1 est la composition :

H(1,
(¥r)

E7f (DB (2) & H(EM (1)0H (B (2) = H((E(1)9E(2)"")

rtl rtl H(E?(3)) = E,71(3)

r+1

otll p est le morphisme dans le théoréme de Kiinneth.

Remerciements. Nous remercions Jean-Louis Colliot-Théléne pour plusieurs discussions.
Je remercie également Olivier Benoist et Bruno Kahn pour leurs commentaires. Projet
soutenu par l'attribution d’une allocation de recherche Région Ile-de-France.
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Chapitre 111

Troisiéme groupe de cohomologie
non ramifiée des torseurs universels
sur les surfaces rationnelles

Résumé. Soit k£ un corps de caractéristique zéro. Soit X une k-surface projective et
lisse géométriquement rationnelle. Soit 7 un torseur universel sur X possédant un k-point,
et soit T¢ une compactification lisse de 7. C’est une question ouverte de savoir si 7€ est
k-birationnel & un espace projectif. On sait que les deux premiers groupes de cohomologie
non ramifiée de 7 et 7°¢ sont réduits & leur partie constante. On donne une condition
suffisante en termes de la structure galoisienne du groupe de Picard géométrique de X
assurant I’énoncé analogue pour les troisiémes groupes de cohomologie non ramifiée de T
et T¢. Ceci permet de montrer que H3,(T¢,Q/Z(2))/H?(k,Q/Z(2)) est nul si X est une
surface de Chételet généralisée, et que ce groupe est réduit a sa partie 2-primaire si X est
une surface de del Pezzo de degré au moins 2.

Summary. Let k a field of characteristic zero. Let X be a smooth, projective, geo-
metrically rational k-surface. Let 7 be a universal torsor over X with a k-point et 7€ a
smooth compactification of 7. There is an open question : is 7¢ k-birational equivalent to
a projective space ? We know that the unramified cohomology groups of degree 1 and 2 of
T and T¢ are reduced to their constant part. For the analogue of the third cohomology
groups, we give a sufficient condition using the Galois structure of the geometrical Picard
group of X. This enables us to show that H2.(T¢,Q/Z(2))/H?3(k,Q/Z(2)) vanishes if X
is a generalised Chatelet surface and that this group is reduced to its 2-primary part if X
is a del Pezzo surface of degree at least 2.

3.1 Introduction

Soit k un corps de caractéristique 0. Pour une variété X sur k£ et un faisceau étale F
sur X, la cohomologie non ramifiée de X de degré n est ici par définition le groupe

Hﬁr(Xv F) = H%ariski(Xv /Hn(Xv F))v

ot H™"(X, F) est le faisceau Zariski associé au préfaisceau {U C X} — HZL(U,F). Ces
groupes sont des invariants k-birationnels des k-variétés intégres projectives et lisses
(|CT95, Thm. 4.1.1]). Si X est projective, lisse et k-rationnelle, par [CT95, Thm. 4.1.1 et
Prop. 4.1.4], on a H'(k,Q/7Z(5)) = H! (X,Q/Z(j)) pour tous entiers i € N, j € Z.

Soit X une k-surface projective, lisse, géométriquement rationnelle. Soit 7 — X un
torseur universel sur X [CTS87b|. C’est une k-variété géométriquement rationnelle. En
1979, Colliot-Théléne et Sansuc [CTS80, Question Q1, p. 227| ont posé la question : si
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T posséde un point rationnel, la k-variété T est-elle une k-variété k-rationnelle? Cette
question est toujours ouverte.

Un certain nombre d’invariants k-birationnels sont triviaux sur toute compactification
lisse 7¢ de T. Ainsi les applications de restriction H'(k,Q/Z(i—1)) — H} (T, Q/Z(i—1))
sont des isomorphismes pour i = 1 et i« = 2. Le cas i = 1 est facile. Dans le cas 1 = 2,
ceci dit que l'application de restriction Br(k) — Br(7°) sur les groupes de Brauer est
un isomorphisme. Pour ce résultat, voir [CTS77, Thm. 1], [CTS87b, Thm. 2.1.2], [HS03,
Prop. 1.8] et Théoréme 3.2.8 ci-dessous. Par ailleurs, pour 7 possédant un k-point, on
sait (Proposition 3.2.12) que pour tous i € N,j € Z, 'image de H! (X,Q/Z(j)) dans
HE (T,Q/Z(j)) est réduite & H'(k,Q/Z(j)).

Dans le présent article, pour X, T et T¢ comme ci-dessus, nous étudions les groupes
H,, (T¢,Q/Z(2))/H (k,Q/Z(2)) C H,,.(T,Q/Z(2))/H?(k, Q/Z(2)).

Dans [1], nous avons établi que H2,.(T¢, Q/Z(2))/H3(k,Q/Z(2)) est fini.

Les principaux résultats du présent article sont les suivants.

(a) Le quotient H2,.(T,Q/Z(2))/H?(k,Q/Z(2)) est fini.

(b) Si H(k,Sym?Pic(Xz)) = 0 et X(k) # 0, alors % = 0 (Théoréme
3.4.7). Pour établir ce résultat, nous appliquons aux torseurs sous un tore une technique
développée par A. Merkurjev [Mel3| pour étudier les torseurs sous un groupe semisimple.

(c) Si X est une surface de Chatelet généralisée, c’est-a-dire un fibré en coniques sur P}

possédant une section sur une extension quadratique de k, et X (k) # (), alors %

est nul (Théoréme 3.5.1).
(d) Si X est une surface projective, lisse, k-birationnellement équivalent & une surface
de del Pezzo de degré > 2 ou & une surface fibrée en coniques au-dessus d’une conique,

alors % est purement 2-primaire (Théoréme 3.6.7).

Conventions et notations.

Soit k£ un corps quelconque de caractéristique 0. On note k une cléture algébrique.

Une k-variété X est un k-schéma séparé de type fini. Pour X une telle variété, on
note k[X] son anneau des fonctions globales, k[X]* son groupe des fonctions inversibles, et
Pic(X) := HL (X, G,,) son groupe de Picard. Si X est lisse, on note Br(X) := HZ(X,G,,)
son groupe de Brauer, CH'(X) son groupe de Chow de codimension i et CH;(X) son
groupe de Chow de dimension i. Pour X/k projective lisse, notons Ay(X) C CHy(X) le

os des (- ¢ - ; Hy,,.(X,Q/Z(5))
groupe de classes des 0-cycles de degré 0. Pour tous ¢ € N, j € Z, on note HRQ/Z0) le

conoyau du morphisme H*(k, Q/Z(5)) — H_,.(X,Q/Z(5)).

Tous les groupes de cohomologie ou d’hypercohomologie utilisés dans cet article sont
des groupes de cohomologie étale, sauf les groupes de cohomologie de Zariski H*(X, ;) a
valeurs dans des faisceaux de K-théorie algébrique. Pour chaque schéma X, notons D;(X )
la catégorie dérivée bornée & gauche de la catégorie des faisceaux étales. Pour les propriétés
de catégorie dérivé d’une catégorie abélienne, voir [KS, §13.1]. Pour tout n € Z, on a la sous-
catégorie Dézt"(X) C DJ,(X) (cf. [KS, Notation 13.1.11]) et les foncteurs de la troncature
7" et 727 ([KS, Déf. 12.3.1 et Prop. 13.1.5]).

Soit T' un k-tore. Notons 1™ = Homgigp(TE, Gm,E) le réseau galoisien défini par le
groupe des caractéres géométriques du tore T

Pour un groupe abélien A et un entier n € Z, on note A[n] := {x € A,nx = 0} et Asors
le sous-groupe de torsion de A. On note Sym?A la deuxiéme puissance symétrique de A,
ie. A®z A/ ~, oil ~ est engendré par a ® b ~ b® a; et on note A'A la i-iéme puissance
extérieure de A. Si A =2 A1 ® As, on a des isomorphismes naturels

(3.1.0.1) Sym?A1®(A1RA2)®Sym?As = Sym?A et A2AID(A1QA)BA% A 5 A%A
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Si A est un réseau, on a la suite exacte naturelle
0— AN2A— A®z A — Sym?A — 0

ol A2A 5 A®y AenvoieaAbsura®b—b® a.

3.2 Rappels

Dans cette section, on fait des rappels sur plusieurs sujets : cohomologie motivique,
variétés toriques, variétés cellulaires, torseurs universels et leur cohomologie a coefficients
Gy,. Soit k£ un corps de caractéristique 0.

3.2.1 Cohomologie motivique

Notons K;(A) le i-iéme groupe de K-théorie de Quillen d’'un anneau A. Sur tout
schéma X, on note K; le faisceau pour la topologie de Zariski sur X associé au préfaisceau
U — K;(H°(U,Ox)). On note H'(X,K;) ses groupes de cohomologie pour la topologie
de Zariski. Par résolution de Gersten (un théoréme de Quillen, cf. [CTHK] pour une dé-
monstration du cas général), si X est une k-variété lisse, le groupe H'(X, K;) est le i-ieme
groupe de cohomologie du complexe :

(B2L1) 0= ex K5(k(@) = Bpex Kjoa (k(@) = - = SpexiZ — 0.

On utilise le complexe motivique Z(r) de faisceaux de cohomologie étale sur les variétés
lisses sur k pour r = 0,1,2, comme défini par Lichtenbaum ([L87] [L90]). On utilise le
complexe motivique “de Lichtenbaum” pour pouvoir utiliser la méthode de Merkurjev dans
[Me13]. Alors Z(0) = Z, Z(1) = Gy,[—1], et Z(2) est supporté en degré 1 et 2. Si X est un
schéma de type fini sur k, on a un triangle dans D;;(’T) pour r =0,1,2:

(3.2.1.2) Z(r) —= 7Z(r) Z/n(r) .

De plus, on sait ([K96], cf. [CT15, §1]) :
Théoréme 3.2.1. Soit X une k-variété lisse géométriquement intégre de corps de fonctions
kE(X).

(i) On a les égalités : HY(X,Z(2)) = 0, HY(X, Z(2)) = K3 indec(k(X)), H3(X,Z(2)) =
HO(X, ) et H3(X,Z(2)) = HY(X, Ks).

(i) On a une suite exacte naturelle :
(3.2.1.3) 0— CH?*(X) —=H4X,7Z(2)) — H3,(X,Q/Z(2)) — 0.

3.2.2 Variétés toriques

Par [Su, Cor. 2| et [Oda, Thm. 1.10] on a :

Théoréme 3.2.2. Supposons que k est algébriquement clos. Soit X une variété torique
lisse sous le tore G}, sur k. Alors pour chaque G} -orbite Z de codimension i, il existe une
sous-variété torique ouverte U C X telle que Z C U et U = Gt x A" comme variété
torique, ot laction de G?, sur G % x A" est la multiplication.

Comme conséquence, on a :

Corollaire 3.2.3. Sous les hypothéses du théoreme 3.2.2, soient Z1, Zo deux G -orbites
de codimension 1 de X. Alors il existe un nombre fini de G, -orbites de codimension 2,
notons-les S;, telles que leurs adhérences schématiques satisfont Z1 N Za = Uj S;.
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3.2.3 Variétés cellulaires

Définition 3.2.4. [Ka99, Définition 3.2] Une variété X sur k a une décomposition cellulaire
(brievement : est cellulaire) s’il existe un sous-ensemble fermé propre Z C X tel que X \ Z
soit isomorphe & un espace affine et Z ait une décomposition cellulaire.

Proposition 3.2.5. ([1, Prop. 2.2]) Soit k un corps algébriquement clos.
(1) Une surface projective, lisse, k-rationnelle est cellulaire.
(2) ([Ful, Lemme, p. 103]) Une variété torique, projective, lisse sur k est cellulaire.
(8) Soient T un tore sur k et T¢ une T-variété torique, projective, lisse. Soient X une
variété cellulaire sur k et Y — X un T-torseur. Alors Y :=Y xT T¢ est cellulaire.

Par |[Fu84, Exemple 19.1.11], on a

Théoréme 3.2.6. Supposons que k est algébriquement clos. Soient X wune variété lisse
cellulaire sur k et n un entier. Pour tout entier i, le groupe CH'(X) est de type fini et
sans torsion, et le morphisme de cycle CHY(X)®Z/n — H*(X,Z/n) est un isomorphisme.
Pour tout entier i impair, on a H(X,Z/n) = 0 et donc H(X,7;) = 0 pour tout premier
l.

Proposition 3.2.7. Supposons que k est algébriquement clos. Soit X une variété lisse,
conneze, rationnelle sur k. Si X est soit projective soit cellulaire, alors le morphisme ca-
nonique Pic(X) ® k* — HY(X, Ks) est un isomorphisme.

Démonstration. Si X est projective, ceci résulte de A. Pirutka [Pill, Prop. 2.6].

Si X est cellulaire, on fixe une décomposition cellulaire de X. Soient n = dim(X) et
U C X louvert isomorphe a A" dans la décomposition cellulaire. Notons Z := X \ U. On
a HO(U,Ks) = Ky(k), H'(U,K2) = 0 et Pic(X) = Divg(X). Par la résolution de Gersten
(3.2.1.1), on a une suite exacte :

0 — H%X, ) = HY(U,K2) — ker(¢)) — HY(X, K2) = H (U, Ks),

ot ¥ By k() 2% @, 0 Z. Alors HO(X, Ky) 22 HO(U, Ky) et ker(v) = H'(X, K).

Puisque div(k*) = 0, 0on a @, 40 k> C ker(¢). Pour tout = € ZO) il existe une unique
sous-variété réduite localement fermée V, dans la décomposition cellulaire telle que x € V,
Ve = A" et V, NVy =0 pour z # 2’ € Z(O. Donc

k> = ker(k(x)* v, @yevx(l)z) et ker(v) C @ e k™.
Alors ker(¢) = @,z k™ = Divz(X) ® k* = Pic(X) ® k™ et le résultat en découle.  [J

3.2.4 Torseurs universels

Soient X une k-variété lisse, T un k-tore et 7 — X un T-torseur. La composition
HY (X, T) - HY(X;,T;) — Hom(T*,Pic(X})) associe & T — X un homomorphisme
galoisien T type, Pic(X}3), appelé le type du torseur. Lorsque le type est un isomorphisme,
on dit [CTS87b| que T — X est un torseur universel sur X.

Théoréme 3.2.8. Soit X une k-variété lisse, avec k* = k[X]* et Pic(X}) de type fini et
sans torsion. Soit T — X un torseur universel. Soit T° une T-variété torique, projective,
lisse. Soit T¢ =T xT T°.

On a les propriétés suivantes :

(i) [CTS87h, Thm. 2.1.2] kX = k[T]*.

(ii) [CTS87b, Thm. 2.1.2] Pic(Ty) = 0.

(ii1) [CTS87b, Thm. 2.1.2] On a un isomorphisme de T'y-modules Divye_7(T¥) =
Pic(TY). En particulier Pic(TY) est un module de permutation de type fini.
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(iv) [HS03, Thm. 1.6] L’application naturelle Br(Xj) — Br(T;) est un isomorphisme.
(v) [CTS8T, Rem. 2.8.4] pour toute extension K/k de corps, si Xy est projective et

K-rationnelle, alors T est stablement K-rationnelle. Si de plus K = k, alors Tk est
rationnelle.

Par la suite spectrale de Hochschild-Serre, on a : k* = k[T]*, Pic(T) = 0 et Br(k)
Bri(7). De plus, si X} est k-rationnelle, par le corollaire 3.2.9 ci-dessous, on a Br(k)
Br(T).

>~
~)

Corollaire 3.2.9. Sous les hypothéses du théoréme 3.2.8, supposons que k est algé-
briguement clos et X est projective et rationnelle. Alors Br(T) = 0, HY(T,Z/n) = 0,
H?(T,Z/n) =0 et le groupe H°(T,K2) est uniquement divisible.

Démonstration. Par le théoréme 3.2.8 (iv), Br(7) = 0. Par la suite de Kummer, et le
théoréme 3.2.8 (i) et (ii), ceci implique H'(T,Z/n) = 0 et H?(T,Z/n) = 0. Par le Théo-
réme 3.2.1 et le triangle (3.2.1.2) sur Z(2), on a 0 = HY(T,Z/n(2)) - H°(T,K2)[n] et
HO(T,K2)/n — H*(T,Z/n(2)) = 0. Ainsi H°(T, K2) est uniquement divisible. O

Comme conséquence, on a E[TﬂX/EX =0, Br(T¥) =0, et H1(7;—€C,Z/n) = 0, mais ceci
résulte déja de la rationalité de la k-variété projective et lisse 7}:.

Corollaire 3.2.10. Sous les hypothéses du théoréme 3.2.8, supposons qu’il existe une exten-

sion finie K/k de corps de degré d telle que la variété X soit projective et K -rationnelle.

Alors, pour tous i € N,j € Z, le groupe HihQ/2G)) est annulé par d.

Démonstration. D’aprés le théoréme 3.2.8 (v), la K-variété Tk est stablement K-rationnelle.
(T, Q/Z(7))

Ainsi HRQ/Z;) — O pour tousi, j. Puisque le transfert est bien défini pour H,.(—, Q/Z(2))
Z’ A 3 H:lr TC7 Z ] tr H’:?’I‘ TC7 Z j
et H'(—,Q/Z(2)), on peut définir le transfert % — M Un argu-

ment de restriction-inflation donne le résultat.
En utilisant la proposition 3.2.5(i), dans un précédent article j’ai établi :

Théoréme 3.2.11. [1, Thm. 2.7] Soit X une k-surface projective, lisse, géométriquement
rationnelle. Soit T — X un torseur universel sur X et soit T¢ une k-compactification lisse
de T. Alors le groupe H3,(T¢,Q/Z(2))/H?3(k,Q/Z(2)) est fini.

3.2.5 Accouplements avec les 0-cycles

Soit X une variété projective, lisse, géométriquement intégre. Pour toute extension de
corps K/k et tous i € N,j € Z, on a un accouplement naturel :

Ao(Xic) x Hyp (X, Q/2(5)) — H'(K, Q/Z(j))
(voir [Me08, formule (3)]).

Proposition 3.2.12. Soit X une k-surface projective, lisse, géométriquement rationnelle.
Soit T — X wun torseur universel sur X et soit T¢ une k-compactification lisse de T .
Supposons que TC(k) # (0. Alors I’homomorphisme

H;,.(T°,Q/Z(j))

H;, (X, Q/Z(j)) — Hi(k,Q/Z(j))

est nul pour tous 1 € N, j € Z.
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Démonstration. 11 existe une T-variété torique lisse T¢ (cf. [CTHS, Cor. 1]). Puisque le
groupe H! (e, Q/Z(j)) est un invariant birationnel des variétés projectives et lisses, et que
Iexistence d’un k-point est un invariant k-birationnel des k-variétés projectives et lisses
(lemme de Nishimura), on peut supposer que 7¢ 2 T¢ xT T 1l existe alors un morphisme
T7¢ 5 X étendant T — X.

Soit T' un tore tel que T% = Pic(X%). Alors T — X est un T-torseur, i.e. [T] €
HY(X,T). Par [CTS80, §I1.B], pour toute extension K/k de corps, [T] induit un homo-
morphisme

Ao(Xg) & HY(E.T) Y 2 Y Resganxai[T]

Puisque [T]l7 = 0 € HY(T,T) et que tout élément de Ag(T%) équivaut a un élément
supporté sur Tx (lemme de déplacement facile sur les zéro-cycles sur une variété lisse), la
composition des homomorphismes

A()(Tlg) ﬂ-—*> Ao(XK) i) HI(K, T) . Zti — ZReSK(ti)/Kﬁ(ﬂ'*[ﬂ)

est nulle.

D’aprés [CT83, Prop. 4] et [CTS81, Thm. 3|, pour toute extension K/k de corps, le
morphisme Ag(Xg) Ny Y(K,T) est injectif. Ainsi le morphisme Ag(7%) —= Ao(Xx) est
nul.

Pour toute extension K /k de corps, on a des accouplements compatibles :

Ao(TE) = Hi(TS,Q/Z(j) L Hi(K, Q/2())

- -

Ao(Xk) x  Hi(X,Q/Z(j) 2> Hi(K,Q/Z()).

Soit t € T¢(k), K := k(T) et n € T le point générique. Alors ¢t —n € Ag(Tx) et, pour tout

o € Hy, (X, Q/Z(j)), on a

(t, 7" ) e — (n, 7 Q) e = (t—n, 7)) e = (me(t =), ) x = (0,a)x = 0 € H(K,Q/Z(3)).

Puisque (1, —)7e est I'inclusion canonique H., (T¢ Q/Z(j)) C H'(k(T¢),Q/Z(j)) et
Im(t, —)7e € Im(H'(k, Q/Z(5)) — H'(K,Q/Z(j))),

on a Im(r*) € Im(H'(k, Q/Z(j)) — Hy,.(T¢,Q/Z(j)))- 0

3.3 Cohomologie motivique a coefficients Z(2) d’un torseur
sous un tore

Dans [Mel3], A. Merkurjev a étudié la cohomologie motivique & coefficients Z(2) pour
un torseur sous un groupe semisimple. Nous reprenons sa méthode pour étudier les torseurs
sous un tore. Soient 7" un tore sur k£ de dimension N, et f:Y — X un torseur sous 7T sur
X, ou X est une k-variété lisse géométriquement intégre. On calcule la relation entre la
cohomologie motivique de X et celle de Y a coefficients dans le complexe Z(2) (Théoréme
3.3.5).

Dans ce cas, on a deux triangles dans la catégorie dérivée de la catégorie des faisceaux
étales :

(3.3.0.1) Zx(1) = Rf.Zy(1) = Zs(1) = Zx (1)[1],
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et
(3.3.0.2) Zx(2) = RfZy(2) = Z(2) — Zx(2)[1]

qui définissent Z¢(1) et Z(2).

Pour chaque I'y-module M continu discret, on peut voir M comme un faisceau étale
sur le petit site étale (ét/k), et son image inverse sur le grand site étale est noté également
par M. Ainsi A" T* est un faisceau étale.

Proposition 3.3.1. On a 75Z¢(1) 2 T*[—1] et donc 75%(Zx (1)@ Z (1)) = G, @T*[—2)]
Démonstration. Puisque Zx (1) = Gp[—1]|x et Zy (1) = G,u[—1]]y, on a : HY(Zx (1)) =
Gmlx, H{(Zx (1)) = 0 pour tout i # 1 et H{(RfiZy (1)) = R f.(Gyly) pour tout i.

Ainsi HY(Rf.Zy (1)) = 0 pour i < 0 et le faisceau H?(Rf.Zy (1)) est le faisceau étale
associé au préfaisceau :

U— H2(f7'U, Z(1)) = Pic(f~'U).

Localement pour la topologie étale, f~1U = U x G et U est le spectre d'un anneau local
régulier. Dans ce cas on a 0 2 Pic(U) 2 Pic(f~1U). Donc H*(Rf.Zy (1)) = 0.

D’aprés [CTS87b, Prop. 1.4.2], on a une suite exacte :

0— HY(Zx(1)) = HY (RfZy (1)) — T* — 0.

D’aprés (3.3.0.1), on a HY(Z(1)) 2 T* et H'(Zs(1)) = 0 pour i < 0 et i = 2. Ceci donne
le premier énoncé.

Le deuxiéme énoncé résulte du fait : G,, @ (Dézt3 (X)) C Dézt2 (X) pour les catégories
dérivées de Z-faisceaux. O

Ainsi HY(Zx (1) @ Z(1)) = 0 pour i < 1 et on a un isomorphisme :
(3.3.0.3) G @ T* = HX(Zx (1) @ Z4(1)).
SiY = X x T, la projection X x T'— T induit une section de (3.3.0.1) :
(3.3.0.4) T*[~1) =2 7=2Z;(1) — RfZy (1).

Le résultat principal de cette section est la Proposition 3.3.4, qui calcule Z¢(2).

Soit T := GX. Puisque H®(Tp, K1) = k[Tp]*, I'unité de Tp induit un homomorphisme
canonique T§ — HY(G,,,K1). Pour chaque variété lisse intégre U et tout n € N, le cup-
produit

[H™(U, K2) @ H*(Ty, Ko)] @ [H™(U, K1) ® H(Ty, K1)] = HM(U x Ty, Ka)
induit un homomorphisme :
(3.3.0.5) H™U,Ky) ® [H™(U, K1) ® Tg] = H™(U x Ty, Ka).

Lemme 3.3.2. Soit Ty := G et U une variété lisse intégre. Alors, pour tout n € N, on a
une suite exacte canonique (ou U est défini dans (3.5.0.5)) :

0 — H™(U,Ky) ® [H"(U,K1) ® Tg] = H™(U x Ty, Ka) — H™(U,Ko) ® A>T — 0.
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Démonstration. Notons KiM les groupes de K-théorie algébrique de Milnor. Par [Me03,
84|, pour toute variété lisse X, on a un complexe :

0— GaxEX(O)KJJ'\/[(k('Z)) - @xGX(l)ij\{l(kj(x)) — @xex(j)Z —0

et on note A (X, K JM ) les groupes de cohomologie de ce complexe.

Soit fi,..., fv une base de Ty. Ainsi {f;,..., fi, }1<ii<-<ig<N est un élément de
ATy, K,). On affirme que A*(U x Ty, K.) est un A*(U, K,)-module libre avec la base
consistant des éléments {fi,,..., fi,} pour ¢ = 0,1,---, N et tout g-uplet 1 < i3 < iz <

- < ig < N. Pour N = 1, ceci est [Me03, Proposition 5.5]. Le cas général suit par
récurrence (cf. [Me03, Corollaire 5.6]).
Pour K37, on a

AU x To, K3') = A™(U, K3") & [0, A™(U, K{7) U {fi}] @ [Bi<; A™(U, K3") U {fi f3}]-

Alors le cup-produit induit une injection (I’analogue de (3.3.0.5))
AU, K @ [AN(U, KM) @ Tj] &5 AMU x T3, K3T)
et coker(Uy,1) = @;; AU, K1) U {f;, f;}. Alors le morphisme (cf. [Me03, (5.8)]) :
A™(U, K(])V‘[) ® /\QTJ — coker(U11) :a® (fi A fj) = aU{fi, fj}

est bien défini et c¢’est un isomorphisme. Ceci donne une suite exacte

0 — A™U, K3 @ [A"(U, KM) @ T§] = AU x To, K31 — A™(U, KM @ N2 Ty — 0.

Pour tout corps F et i = 0,1,2, on a KM(F) 5 K;(F). D’aprés (3.2.1.1), pour j =

0,1,2, on a donc un isomorphisme canonique A%(X, KJM) = HY(X,K;). Ceci donne le
résultat annoncé.
Lemme 3.3.3. Les faisceauzr H'(Zf(2)) sont nuls pouri <1 eti= 3.

Démonstration. Puisque Zx (2) et Zy (2) sont supportés en degré 1 et 2, on a H'(Z(2)) =
pour i < 0, R f,Zy (2) = 0 pour i < 0, R f,Zy (2) 2 H'(Z;(2)) pour i > 3 et H3(Zx(2))
0. Ainsi on a une suite exacte longue dans la catégorie des faisceaux étales sur X :

0

0

HO(Zy(2) —=HNZx(2)) — R f.Zy (2) —

HY (24 (2)) —= H?(Zx(2)) —> R* [y (2) —= H*(Z(2)) — 0.

Les faisceaux HY(Zx(2)) et R!f.Zy(2) sont les faisceaux étales associés aux préfais-
ceaux :

U — H'(U,Z(2)) = Kz nak(U) et U H'(f7'U,Z(2)) = Ksinak(f V).

Localement pour la topologie étale, f~'U = U x G, et dans ce cas on a K3 inak(U) =
K3 inak(f71U), car K3 inagk(U) = K3 inak(U x G (cf. [EKLV, Lem. 6.2]). Donc s est un
isomorphisme.

Les faisceaux H%(Zx(2)) et R%f.Zy (2) sont les faisceaux étales associés aux préfais-

ceaux .
U—s H?(U,Z(2)) = H(U,K2) et Uw— H*(f'U,Z(2)) = H(f 71U, K3).
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Localement pour la topologie étale, f~1U = U x G%, et dans ce cas le morphisme canonique
HO(U,K3) — HO(f~'U,K3) est injectif puisque que f~'U — U admet alors une section.
Donc sy est injectif.

On a donc établi H(Z¢(2)) = 0 pour i < 1.

Le faisceau R?f,Zy (2) est le faisceau étale associé au préfaisceau :

U H3(f'U,Z(2)) = H'(f U, K2).

Localement pour la topologie étale, f~'U = U x GY. Notons Tp := GY. Dans ce cas, par
le lemme 3.3.2, on a une suite exacte

0— HY(U,K) & [HY (U, K1) @ Tg] — H'(f 71U, Ko) — H (U, Ko) ® A°T§ — 0.

Comme le faisceau associé¢ & {U —— HYU,K,)} est 0, le faisceau associé¢ a {U
HY(f7'U,K3)} est 0. Donc R3f.Zy (2) est 0, et H3(Z(2)) = 0. O

Notons Z¢(®) le cone du morphisme Zx (1) ®* Zx (1) — Rf.Zy (1) @ Rf.Zy (1). Soit

0 la composition des morphismes

0 . 0
RfZy ()@ RfZy (1) =5 Rf(Zy ()@" P REZy (1) = Rf(Zy ()@ Zy (1)) = RfZy(2).
oil 61 est le morphisme canonique induit par ®” (cf. [Fu, p. 306]) et 6y est induit par
le morphisme d’adjonction f*Rf.Zy (1) — Zy(1). Le morphisme 6 induit un diagramme

commutatif de triangles :
(3.3.0.6)

Zx(1) @" Zx (1) ——Zx (1) " Rf.Zy (1) —— Zx (1) ®" Z; (1) — Zx (1) ®" Zx (1)[1]

: | N

Zx(1) @F Zx (1) —= Rf.Zy (1) @ Rf.Zy (1) Zs(®) Zx (1) @F Zx (1)[1]

lu ie VH he (2) ium
7x(2) RIZy (2 2,(2) Zx @[]

Le morphisme hg, o h; induit un morphisme

(3.3.0.3)
hii: Gux @T* = HAZx(1) @ Z;(1) — HAZs(2)).

SiY = X x T, d’aprés (3.3.0.4), le morphisme hy 1 est exactement le cup-produit.
Supposons que Y = X x T et X est géométriquement connexe sur k. Par le Lemme
3.3.2, 1l y a une composition de morphismes de groupes

HO(Y,Ka) — HO(Y, ICo) — (HO(X5, Ko) @ NPTk 22 (N*T)k 5 (AT)(X),
ot T'y, est le groupe de Galois de k, et (A2T*)(X) est le groupe de sections du faisceau
(A2T*) sur X.
En général, p; : Y Xxx Y — Y est un torseur trivial et po : ¥ Xxx Y — Y est T-
équivariant. Il y a un morphisme
ho s HOYV, ) BB HOY xx Y, /Co) — (A2T)(Y) 2 (A2T)(X).

Si Y = X x T, le morphisme hg, est exactement HO(Y,K2) — (A2T*)(X). Dans ce
cas, hgo induit un morphisme des faisceaux hy , : R%f.Zy(2) — A%’T*. La composition
H2(Zx(2)) = R%f.Zy(2) — A2T* est nulle, parce que localement pour la topologie étale,
c’est nul par le lemme 3.3.2. Donc il existe un morphisme

hoa : HA(Zs(2)) — N*T™.

Nous pouvons maintenant établir :
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Proposition 3.3.4. On a 753%Z(2) = H*(Z¢(2))[—2] et une suite exacte de faisceaus étales
sur X :

ho,2

h
(3.3.0.7) 00— Gpx @ T* —=> H2(Zs(2)) A2T* 0.

Démonstration. D’aprés le lemme 3.3.3, il suffit de montrer que localement pour la topolo-

gie étale la suite est exacte. Localement pour la topologie étale, Y = X x G%, le résultat

découle du lemme 3.3.2. OJ

Explicitons ce que donne la cohomologie de cette suite exacte de faisceaux.

Théoréme 3.3.5. Soient X une k-variété lisse géométriguement connexe, T un k-tore et
f:Y = X un T-torseur. Alors on a deux suites exactes longues de I'p-modules :

0 KX ® T* = HA(X}, Zf(2)) — A2T* & Pic(Xp) ® T* — H3 (X}, Z(2)) = 0

et

0 — HY(X}, K2) HO(Y, Ks) H?(X}, Zf(2)) — H' (X}, Ko)

—— H' (Y}, Ko) — HP (X3, Zf(2)) — H (X, Zx (2)) — H* (Y%, Zy (2)),

ol :

(1) le morphisme h est donné par : a ANb— a® 9(b) —b® d(a) avec 0 : T* — Pic(X%)
le morphisme associé au torseur Y — X sous le tore T ;

(2) la composition de morphismes

Pic(X;) © T* — H>(X;, Z(2)) — H (X5, Zx (2)),

est induite par lintersection :

Pic(Xg) ® T* 2% Pic(X;) x Pic(X) — CHA(X3) — HA(X;, Zx (2)).

Démonstration. Sur k, on a T* = ZN | donc
HY X, A*T*) =0 et H (X, Gnx @T*) =2 H (X, Gnx)@T*

(le premier énoncé utilisant la lissité de X). D’apreés la Proposition 3.3.4, H' (X}, Zf(2))
H™2(X;, H*(Z#(2))) pour chaque i < 3. En appliquant H'(Xj, —) aux suites exactes
(3.3.0.2) et (3.3.0.7), on déduit les deux suites exactes longues.

La composition dans I'énoncé (2) est induite par Zx (1) ®F Z (1) — Z¢(2) — Zx(2)[1].
D’apres le carré (1) et (2) dans le diagramme (3.3.0.6), on a un diagramme commutatif :

Pic(X;) ® T* % Pic(X}) ® Pic(X})

| |

H (X, Z¢(2)) CH?(Xp).

L’énoncé (2) résulte du fait que U est I'intersection.
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Etablissons I’énoncé (1). On a un diagramme commutatif de triangles :

+1

Zx (1) @F Zx (1) Zx(1) @ Rf.Zy (1) ———=Zx (1) @ Z; (1) ————

Rf.Zy (1) ®L Zx (1) —> Rf.Zy (1) @ Rf.Zy (1) — Rf.Zy (1) ®L Z(1) —2=

(1) @" Zx (1) ——= Z;(1) & RfZy (1) —— Zp(1) @ Zy(1) —

+1 +1 +1

Par la définition de Zf(®), on a les triangles (cf. la démonstration de [BBD, Prop. 1.1.11]) :

Zx(1) @ Z;(1) 125 Z4(®) = Z;(1) @F R Zy (1) 25,

Z;(1) @ Zx (1) 22 Z5(®) = RfZy (1) @8 Z,(1) 15

et donc

Zx (1) @ Z;(1)] & [Z;(1) ®F Zx (1)] 22 7,(®) = Z,(1) @F Z,(1) 1 .

Notons Z(A) le cone de Zx (1) @ Zz(1) hgol, Z(2), ot Zs(®) LEN Z(2) est le mor-
phisme dans le diagramme (3.3.0.6). Par la proposition 3.3.4, on a 7<2Z(A) & A2T*[—2].
Notons 7 : Zs(1) @ Zx (1) — Zx(1) ®" Z(1) I'isomorphisme canonique. Puisque le
produit Z(1) @ Z(1) — Z(2) est symétrique, on a hg o hy o T = hg o hy et un diagramme
commutatif de triangles :
(3.3.0.8)

[Zx(1) @F Zp (V)] & [2;(1) @" Zx (1)]

Al

hsoh
Zx (1) @ Z4(1) et =

hi+ha +1
—_

Zy(®) —=Zy(1) @" Zy(1) —
|

et 'homomorphisme h est induit par le deuxi¢me triangle. Puisque 7=3[Z (1) ®F Z (1)) =

= h
(T*®T*)[—2], le morphisme h, induit un morphisme de faisceaux k-constants : T*®@T™* —
A2T*. Donc on peut calculer h{, en se ramenant au cas Y — X x T, et dans ce cas, h/; est
exactement le cup-produit. L’énoncé (1) découle du diagramme (3.3.0.8). O

3.4 Cohomologie motivique a coefficients 7Z(2) des torseurs
universels sur une surface géométriquement rationnelle

Soit k un corps de caractéristique 0. Soient X une surface projective lisse géométrique-
ment rationnelle sur k, et g : 7 — X un torseur universel de X. Le résultat principal de
cette section est le théoréme 3.4.7.

Lemme 3.4.1. Supposons que k est algébriquement clos. Soit X une k-variété projective,
lisse, rationnelle, connexe. Soit T — X un torseur universel sous le tore T'. Soit T¢ une T'-
variété torique, projective, lisse. Soit T¢ =T xT T¢. Soit Z une T-orbite de codimension
I dans T¢. Notons Z = Z xT T C T¢. Alors Z est lisse, k|Z]* = kX, Pic(Z) = Z/,
Br(2) =0, H'(Z2,Z/n) =0, H2,.(Z,Q/Z(1)) =0 et H*(Z,Z/n(1)) = (Z/n)".

11l
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Démonstration. Notons I’ :== dim(T") — . Puisque Z est une T-orbite de codimension [, par
le Théoréme 3.2.2, il y a une sous-variété torique affine U C T°¢ telle que U = Al x Gf;b
comme variété torique et Z C U. Alors il y a un homomorphisme an — T tel que
Z 5 T/GL,. Donc Z est I'image de T par H'(X,T) — H'(X,T/G!,). Donc Z est lisse.
Par [CTS87b, §2.1] (ou [S, Prop. 6.10]), on a un diagramme commutatif a horizontales
exactes (Pic(T) =0) :

0 — = k[X]¥/kX — k[2]* /k* —> (T /Gl )* —> Pic(X) —> Pic(Z) —=0..

A L. k]

0 — k[X]*/k* —— k[T]*/k* T* — = 5 Pic(X) — Pic(T) —=0

Alors k[Z]* = k* et Pic(Z) = Z!. Par [HS03, Théoréme 1.6] et le fait que X est rationnelle,
on a Br(Z) = 0. Ainsi H2,(Z,Q/Z(1)) = 0. Le résultat se déduit de la suite de Kummer.
O

Lemme 3.4.2. Supposons que k est algébriguement clos. Soient X une k-variété projective,
lisse, rationnelle et T — X un torseur universel. Le morphisme naturel HY(X,KCy) —
HY(T,K2) est nul.

Démonstration. On a un diagramme commutatif :

Pic(X) ® k* HY (X, K>)

| |

0 = Pic(T) ® kX —— HY(T, Ks).

D’aprés |Pill, Prop. 2.6, le morphisme 6 est un isomorphisme. On a Pic(7) = 0 par le
théoréme 3.2.8. Donc H'(X, Ks) — H'(T,Kz) est nul. O

Théoréme 3.4.3. Soit X wune k-variété projective, lisse, géométriquement intégre et
géométriquement rationnelle. Soit T — X wun torseur universel de X. Alors on a
H3 (T, Q/Z(2)) = 0 et une suite exacte naturelle de T',-modules :

(3.4.0.1) 0 — H'(T;, K2) = Sym?Pic(X;) = CH?(X;) — CH?(T;) — 0,
ot U est induit par Uintersection Pic(Xj) x Pic(X;) — CH?(X}).

Démonstration. Soient T° une T-variété torique, projective, lisse et 7¢ := T xTT¢. Puisque
Xj. est rationnelle, H3 (X7, Q/Z(2)) = 0 et T est rationnelle. Ainsi HST(EC,Q/Z) = 0.
Par la résolution de Gersten, on a une suite exacte :

0 — Hy (T, Q/Z(2)) — Hp\(T;, Q/Z(2)) — ker(v)

ou

(R @xe(TC\E)m)H (k(x), Q/Z(1)) %@xe(TC\fr)u)H (k(x),Q/Z).
Soit S1 I'ensemble des Ti-orbites de codimension 1 de T]—:. Pour Z € 57, notons Z :=
ZxTT cTe Alors Sy = (T \ Tp)© et

ker(v) C @zes, Hy (2, Q/Z(1)) C EB:UE(’TC\’T)(O)H (k(z), Q/Z(1)).

D’aprés le lemme 3.4.1, ker(¢)) = 0, et donc H3,.(T;, Q/Z(2)) = 0.

Par le théoréme 3.2.1, CH?(X}) = H*( X, Z(2)) et CH*(T;) = H*(T;, Z(2)). En utili-
sant la fibration en tores, on voit que le morphisme de restriction CH?(X;) — CH?*(T;)
est surjectif. On conclut alors avec le lemme 3.4.2 et le théoréme 3.3.5. O
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Corollaire 3.4.4. Sous les hypothéses du théoreme 5.4.53, soient U C X wun ouvert et
Tu =T xx U. Supposons que codim(X \ U, X) > 2 et HY(Xj, K2) = H (Ui, K2). Alors
on a Hy Ty, Q/Z(2)) = 0 et une suite ezacte naturelle de T-modules :

0 — H'(Ty5, Ka) = Sym*Pic(Uy) — CH*(Uy) — CH*(Ty 1) — 0.
Démonstration. Puisque la cohomologie non ramifiée ne dépend pas des sous-ensembles de
codimension > 2, on a Hy,.(T; 5, Q/Z(2)) = 0 et H;,.(Ug,Q/Z(2)) = 0. Par le théoréme

3.2.1, CH*(Uy) = HY (U, Z(2)) et CH*(Tj;;) = HY(Ty 5, Z(2)). D’apres le théoréme 3.3.5,
on a un diagramme commutatif de suites exactes :

HY(X;, K2) 0. HY(T;, K2) — Sym?Pic(X;) — CH?*(X;) — HX(

S

HI(U,;, Ko) —— HI(TUJ_C,’CQ) — Sym2Pic(U,—€) — CH2(U,;) — CH2(7-UJ;)

|

)0

Le résultat en découle. O

Proposition 3.4.5. Supposons que k est algébriquement clos. Soient X une k-surface pro-
jective lisse géométriquement rationnelle et T un torseur universel sur X . Alors CH?(T) =
0.

Démonstration. On a un diagramme commutatif :

Pic(X) x Pic(X) — Pic(T) x Pic(T)

i i

CH?*(X) CH?(T).

D’aprés le théoréme 3.4.3, le morphisme CH?(X) — CH?(T) est surjectif. Donc le mor-
phisme Pic(7) x Pic(T) — CH?*(T) est surjectif. Puisque Pic(7) = 0, on a CH?(T) =
0. O

Une conséquence immédiate du théoréme 3.4.3 et de la proposition 3.4.5 est :

Corollaire 3.4.6. Soient X une k-surface projective lisse géométriguement rationnelle et
T un torseur universel sur X. On a alors une suite exacte naturelle de réseauzr galoisiens

0 — H' (T, K2) = Sym?Pic(X;) = Z — 0.

Théoréme 3.4.7. Soient X une k-surface projective lisse géométriquement rationnelle et
T un torseur universel sur X. Alors

(1) Les groupes H* (T, Z(2))/H*(k, Z(2)), % et CH?(T) sont finis ;

(2) On a des suites exactes
0 — HY(T,Z(2))/H*(k, Z(2)) — H'(k, H (T}, K2)) — Ker(H°(k, Z(2)) — H*(T, Z(2)))
et
(Sym?Pic(Xz))™F = Z = CHX(Xy) — H(k, H(T;, K2)) — H'(k, Sym*Pic(Xz)) — 0;
3
(3) Si X (k) # 0, alors % est un sous-quotient de H'(k, Sym?Pic(Xz)).
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Démonstration. Par la Proposition 3.4.5 et le Théoréme 3.4.3, CH?(T;) = 0, H*(T;, Z(2)) =
0 et H(T},K2) est de type fini sans torsion. Ainsi H*(k, H'(Tz, K2)) est fini. Par [CT15,
§2.2] et le fait que HO(T;,K2) est uniquement divisible (Corollaire 3.2.9), on a une suite
exacte :

HA(k, Z(2)) — HYT,Z(2)) — H'(k, H(T;,K2)) — Ker(H®(k, Z(2)) — H?(T, Z(2))).

i : 4 : H3 (T,.Q/Z(2))
La premicére suite exacte en découle. Par la suite exacte (3.2.1.3), les groupes T EQ/Z0)

et CH?(T) sont finis.

Puisque H*(X},Z(2)) = CH?(X}) = Z, on a H' (k, H*(X}, Z(2))) = 0. Une application
du corollaire 3.4.6 donne (2).

Soit F C T un sous-ensemble fermé de codimension > 2. Alors CH?((T \ F);) = 0,

Hy, (T \ F)g, Q/Z(2)) = Hy, (T, Q/Z(2)) = 0 et done H'((T \ F)j,, Z(2)) = 0.

Par résolution de Gersten (3.2.1.1), on a un isomorphisme HY(T;, K2) = HO((T \ F)j, Ka2)
et donc HO((T\F)g, K2) est uniquement divisible. D’aprés [CT15, §2.2], on a un morphisme
naturel injectif :

(3.4.0.2) HY(T \ F,Z(2))/H*(k, Z(2)) — H(k, H*((T \ F)z,K2)),

qui est un isomorphisme si (7 \ F)(k) # 0.
Dans le cas (3), solent z € X (k), U := X \ {z} et Ty := T xx U. Alors codim(7T \
Tu,T) > 2. Par la résolution de Gersten (3.2.1.1), on a une suite exacte :

0 — H'(Xg, Ks) = H (U, Ka) = Z -2 S CH2(Xy) — CH2(U;) — 0.

Puisque ¢ est un isomorphisme, on a HY(Xj, K2) = HY (U, K2) et CH?*(U;) = 0.
D’aprés le corollaive 3.4.4, H' (T 7, Ko) = Sym?Pic(Xj). Daprés (3.4.0.2), HY(T \
F,7(2))/H*(k,Z(2)) = 0. Une application du fait H>.(T,Q/Z(2)) = H3, (Tu,Q/Z(2))
donne (3). O

Remarque 3.4.8. Dans le théoréme 3.4.7, le critéere H'(k,Sym?Pic(X;)) = 0 n’est
pas birationnellement invariant. En fait, soit X une surface projective lisse géomé-

triquement rationnelle avec X (k) # () et X’ un éclatement de X en un k-point. Supposons
H'(k,Pic(X})) # 0. Alors Pic(X}) = Pic(Xg) © Z et

H'(k, Sym*Pic(X})) = H' (k, Sym®Pic(X}) @ Pic(X}) & Z).
Alors, méme si H'(k, Sym?Pic(X;)) =0, on a H'(k, SmePic(X’%)) # 0.

Corollaire 3.4.9. Sous les hypothéses du Théoreme 3.4.7, le morphisme canonique

H3(T,Q/Z(2)) — H2,.(T,Q/Z(2)) est surjectif.
Démonstration. Par [CT91, Suite 3.10], on a une suite exacte :
0= NH*(T,Q/Z(2)) — H*(T,Q/Z(2)) — H} (T, Q/Z(2)) = CH*(T) ® Q/Z.
Par le théoréme 3.4.7, CH?(T) est fini, et donc CH*(T) ® Q/Z = 0. Alors le morphisme
H3(T,Q/Z(2)) — H3.(T,Q/Z(2)) est surjectif. O

Le résultat principal du reste de cette section est le théoréme 3.4.13, qui donne le
lien entre Hy.(T,Q/Z) et CH?*(T)"* /CH?(T*) pour un torseur universel 7 sur une
surface projective lisse géométriquement rationnelle et une certaine compactification 7°.
Ce résultat n’est pas utilisé dans la suite de I'article.
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Lemme 3.4.10. Soient X une variété projective lisse géométriquement rationnelle et T —
X un torseur universel de X sous le tore T'. Soient T une T -variété torique projective lisse,
et T¢ .= TxTT. Soient Z' une composante connexe de (T\T)jisse et Z' =T xT Z' C T¢.
Soit k' la cléture algebrique de k dans k(Z'). Notons Zi = Z' xy k. Alors Z' est une
composante connexe de (T\T )isse €t on a k[Z']* = k'™, Pic(2') = Pic(Z]fC)Fk >~ 7 et
Br(k') = Br(Z2'). De plus, si T (k) # 0, alors Z'(k'") # 0.

Démonstration. Notons N := dim(7) et Sy I'ensemble des Tj-orbites de 77 de codimension
1. Puisque la vari¢té torique T} est couverte par des Al x GN~ par le théoréme 3.2.2, le lieu
lisse (T, ]—:\T % )lisse €st la réunion des Tj-orbites de codimension 1. Les composantes connexes
de (T°\T)jisse correspondent alors aux I'yp-orbites de S;. Les composantes connexes de
(T\T )iisse correspondent aux composantes connexes de (T\T);sse-

Supposons que k' = k. Ainsi Z’ et Z’ sont géométriquement intégres sur k, c’est a
dire que Zj est une Tg-orbite de codimension 1. Alors 7'U Z’ est un ouvert de 7, et
(TUZp = Al x GN~1. Donc (T'U Z') est affine. D’aprés [CX1, Prop. 2.5, il existe
une sous-variété torique fermée (G, < A!) de (T — T U Z’). Ainsi Z'(k) # (. On
note 7" le tore qui correspond a k[T U Z']* /k*. Donc T = GJy~! et on a un morphisme
T—TUuZ — T tel que T' =2 T/G,,. Puisque Z'(k) # ),ona Z' S5 T, et 2/ S T' xTT.
Alors T est un G,,-torseur sur Z’.

Par la suite exacte de Sansuc (|S, Prop. 6.10]) , 'homomorphisme Br(Z’) — Br(7) est
injectif et on a un diagramme commutatif de suites exactes :

0—— k[Z2']/k* —= k[T]*/k* =0 —>Z — Pic(2') — Pic(T) = 0

| o |

00— k[Z']* [k —k[T]*/k* = 0 — Z —— Pic(Z;) — Pic(T;) = 0.

Donc k[Z']* = k'*, Pic(Z') = Pic(Z,’]%)F’C = Pic(Z7), Br(k) =2 Br(2') et, si T(k) # 0, on a
Z'(k) #0.

En général, on a Z' xp k=2 2/ xp (K xp k) = Uiy 2" X g k. Le résultat en découle. [

Sous les hypothéses du lemme 3.4.10, on a un diagramme commutatif :

(3403) @xG(TC\T)(O) Kl(k($)) L) @xG(TC\T)<1) Ko(k(l')) e Coker(w)

L

Dierevmyo Ki(k(@)) — Bie(re\7i)0) Ko(k(2)) — Coker(y),

ot 1, Yy sont définis par div.

Pour un I'j-ensemble M, notons Z®M := &,,cyZ un I'j-module de permutation. No-
tons M/T';, Pensemble des I'y-orbites de M. Alors Iapplication de I'y-ensembles M —
M /T, induit une immersion canonique Z®M/Tx ¢ Z8M telle que ZOM/Tx = (ZOM)k

Lemme 3.4.11. Sous les hypothéses du lemme 3./.10 et les notations ci-dessus, soit S;
le T'g-ensemble des Ty-orbites de Ty de codimension i. Alors, le morphisme 8y, induit des
applications de I'-modules :

Coker(y)) =2 Z8%/Tk g 785 /Th ¢ 7952 ¢ 7951 =~ Coker(yy).

De plus, Coker(vy;) est un T'y-module de permutation et 0y : Coker(1)) = Coker(1z) .
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Démonstration. Pour une Tg-orbite Z, on note Z := Z x1k T C T;. Alors on a un
diagramme commutatif a horizontales exactes :

0 Die(re-7)0 K1(k(2)) — Des,, vezo Ki(k(z)) —0

\ |

Dzess, vez Ko(k(2)) == Die(re—7)00 Ko(k(2)) —= Dzes,, vz Ko(k(z)) —0.

On a une suite exacte
_ f .
0 — Ker(¢) —= B e, FIZ]* T @ sc5, Z —= Coker(ty) —= @ e, Pic(Z) —= 0.

Par le Lemme 3.4.1, pour Z € S1, on a Pic(Z2) = Z et k[Z]* = kX est divisible. Donc
fi =0, ©zes, Pic(Z) = Z®51 et on a une suite exacte

(3.4.0.4) 0 — 252 — Coker(1z) — ®zes, Pic(Z) — 0.

Soient V; C T un ouvert tel que V; ¢ soit la réunion des Tg-orbites de T de codimension
< 4. Alors, pour tout ¢ > 1, V; \ V;_; est lisse et ’ensemble des composantes connexes est
Si/Tk. Par le méme argument que ci-dessus, en utilisant le lemme 3.4.10, on a une suite
exacte

0 — Z852/T 5 Coker(¢)) — @zres, r, Pic(2') — 0.

Puisque Pic(Z2’) = Pic(Zé)Fk (lemme 3.4.10), on a un diagramme commutatif de suites
exactes :

(3.4.0.5) 0 — Z%%2/Tk - Coker(1)) > 79S1/T, 0
o e
0 — Z%% — Coker(¢y) AR 0,

ol 0y 1, B2 sont induits par les quotients S; — S1 /T’ et So — So/T'. On applique (—)tx
et on a 6y, : Coker (1)) = Coker(¢;) ",
Puisque E’;mfllﬂlC (2951, 79%2) = H(k, Z9%2@(Z951)V) = 0, il existe un T'y-homomorphisme

7851 & Coker(1z) qui scinde (3.4.0.4). Ainsi ¢(ZP51/Tr) C Coker(¢)) et ¢ scinde la pre-
miére suite de (3.4.0.5). O

Lemme 3.4.12. Sous les hypothéses du lemme 3.4.11, soient F C T un sous-schéma fermé
de codimension > 2 et

Sp:={x e F;: tri(k(z)) =dim(T) — 2}
un I'g-ensemble fini. Alors on a un diagramme commutatif de suites exactes de I',-modules :

HY(T \ F,K3) — Coker()) & Z®5#/Tk — = CHX(T¢) — CHX(T\ F) —=0

| | | |

0—= H'((T \ F)j, K2) — Coker(yy) @& Z¥5F ——~ CH*(T¢) —= CH>((T \ F);) —= 0.

34



Démonstration. Notons D := T\ T. On a un diagramme commutatif & colonnes exactes :

0 0

(,0)
0 @xGDI%O) Ki(k(r)) ——— (@xGDg)Z) B (DrespZ) —0

0 ——=Dic(reyo K2(k(2)) —— Dae ey Ki(k(@))

o)

@xe(’ﬁf)@) Z———0

0—> Bac(mmp© Kalk(@)) —= Dae((mimpm K1(k(@) —— Bae(mmpe Z——0

0 0 0

Par la résolution de Gersten (3.2.1.1), les groupes de cohomologie horizontale de ce dia-
gramme sont les groupes Hi(EC, IC2), resp HY((T \ F)g, K2). La suite exacte sur k découle
alors du lemme du serpent et du Lemme 3.4.2. La suite exacte sur k découle du méme
argument et la compatibilité est claire. O

Théoréme 3.4.13. Soient X une surface projective lisse géométriqguement rationnelle sur
ketg:T — X un torseur universel de X sous le tore T. Soient T° une T-variété torique
projective lisse, et T¢ = T¢ xT T. Alors il existe un homomorphisme injectif de groupes
finis :

H,,\(T,Q/Z(2))/H?(k, Q/Z(2)) — CH*(T{)'™* /CH(T®),

qui est un isomorphisme si T (k) # 0.

Démonstration. D’aprés le théoréme 3.4.7 et la proposition 3.4.5, CH?(T;) = 0 et CH?(T)
est fini. Il existe un sous-schéma fermé F' C T de codimension > 2 tel que CH2(T \ F) = 0.
Par le lemme 3.4.12, puisque H(k, Coker(1)) ©Z®5F) = 0, on a un diagramme commutatif
de suites exactes :

Coker(v)) @ 2997 /Tx CH?(T®) 0

- | |

(Coker () ® Z9 )k —— CH?(TE)' —— H'(k, H((T \ F)j, K2)) —0.

Donc CHZ(EC)F’C/CHQ(TC) S HYE,HY(T\ F)i, K2)).

Dans le cas ot T (k) # 0, on note ¢t € T (k) un point, z € X (k) son l'image et 7, la
fibre. Alors T, (k) est dense dans 7. Il existe un sous-schéma fermé F; C X et un sous-
schéma fermé F, C T de codimension > 2 tels que Fy soit fini, F' = g~!(Fy) U Fy et F ne
contient pas de fibre de g. On peut supposer que x ¢ F} (lemme de déplacement facile sur
les zéro-cycles Fy sur une variété lisse). Alors T, N F # T, et donc [Tz \ (T N F)](k) # 0.
Ainsi on peut supposer plus que (7 \ F)(k) # 0.

D’aprés (3.4.0.2), on a un homomorphisme injectif :

Hy (T \ F,Q/Z(2))/H?(k,Q/Z(2)) — H'(k, H'((T \ F)j, K2)),

qui est un isomorphisme si (7 \ F)(k) # (). L’énoncé résulte du fait H>.(T \ F,Q/Z(2)) =
H;, (T, Q/Z(2)). 0
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3.5 Surfaces de Chatelet généralisées

Dans cette section, X est une surface de Chatelet généralisée, c’est-a-dire un fibré en
coniques sur ]P’,lC possédant une section sur une extension quadratique k' de k. Soient 7 un
torseur universel de X et 7°¢ une compactification lisse de 7. Alors X}, est k’-rationnel et,
H}(T¢,Q/7(2))
o H3(k,Q/Z(2))
Le résultat principal de ce paragraphe est :

par le corollaire 3.2.10, est annulé par 2.

Théoréme 3.5.1. Soit X une variété lisse projective contenant un ouvert Spec kly, z,t]/(y*—

az’> = P(t)), ot P(t) est un polynéme séparable. Soient T un torseur universel de X et
Hy (T6Q/Z(2) _

T€ une compactification lisse de T . Supposons que X (k) # 0. Alors T 0/72))

Démonstration. Si X et X; sont birationnellement équivalents, alors X1 (k) # 0 et il existe
un torseur universel 7,° de X tel que 7¢ et T° soient stablement birationnellement équi-
valents par [CTS87b, Prop. 2.9.2]. Donc on a H3.(T¢,Q/Z(2)) = H3.(T¢, Q/Z(2)). Cest-
a dire que l'on peut remplacer X par Xj. Ainsi, comme dans [SkoO1, p. 135|, on peut
supposer que X est une variété qui vérifie les conditions de la proposition 3.5.2. Par la
Proposition 3.5.2 ci-dessous, on a H'(k, Sym?Pic(X})) = 0. D’aprés le Théoréme 3.4.7, on
g Hnn(T0Q/2(2)) _ ¢ O
H3(k,Q/Z(2))

Proposition 3.5.2. Soient P(t) € k[t] un polynéme séparable de degré pair, (P;(t))icr ses
facteurs irréductibles, et a € k un élément tel que a n’est un carré de k[t]/P;(t) pour aucun
i €I (i.e. chaque P;(t) est irréductible dans k(y/a)[t]). Soit X1 (resp. X2) une sous-variété
fermée de P2 x (P! \ 00) (resp. de P? x (P1\ 0)) avec les coordonnées (y : z : u;t) (resp.
(v : 2 2 u'st')) donnée par y? —az? — P(t)u? = 0 (resp. (/)% —a(2")? = P((t') "1 () =0).
On recolle X1 et Xy sur P1\ (0Uoo) part = (t)"', y=1v, 2 =2 et u= (t')"*u/, et on
la note par X. Notons T* := Pic(Xg). Alors on a H'(k, Sym?T*) = 0.

Notons k' := k(y/a). Soient o € Gal(k'/k) I’élément non-trivial, (P;(t));er facteurs irré-
ductibles de P(t), et (ej,)j,cs, les racines de P;(t). Soient O; ;» I'ensemble des I'j-orbites
de J; x Jy si i # i/, et O;; 'ensemble des I'y-orbites de J; x J;/ ~, ou ~ est donné
par (ji, ji) ~ (4, 7i). Soit A; Porbite diagonale de O; ;. Pour une orbite S, on note |S| le
nombre des éléments de S. L’action de I'y, sur J; et Jy induit une action de o sur O; ;.
Ainsi 0(4;) = A;.

Lemme 3.5.3. Si |J;,| est impair, alors il existe au moins une orbite S € Oy, ; pour chaque

i # i, telle que o(S) = S.

Démonstration. Puisque 'action de I'yy sur J; est transitive, pour chaque orbite S € Oy, ;,
|S| est divisible par |J;|. Donc si S # o(S), |S U o(S)| est divisible par 2 - |.J;]. Puisque
|Jio X Jil = |Jio| - |Ji| et |Ji,| est impair, il existe au moins une orbite S € O;, ; telle que

o(S)=S. O

Lemme 3.5.4. Pour chaque i et chaque orbite S € O;;, |S| est divisible par |J;|/2. De
plus, si |J;| est pair, alors il existe au moins une orbite S € O;;, telle que o(S) = S et
|S| = s |Ji|/2, ot s est un entier impair.

Démonstration. Soit (j;,j:) un élément de l'orbite S € O; ;. Pour 'action de I'y, soit St;
(resp. St; ;) le stabilisateur de j; (resp. de (ji, j;)). Ainsi s’il y a g € I'ys tel que g(j;) = jt
et g(j!) = ji, alors

Stj o = (StjN(g-St;-9))U((g9-St;)N(g-(g-St;-g))) = (St;N(g-Stj-9))U(g-(St;N(g-Stj-9)));

si non, St; j» est un sous-groupe de St;. Ainsi [I'ys : St; j] est divisible par [I'ys : St;]/2, et
donc |S| est divisible par |J;|/2.
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Supposons que |J;| est pair. On a |J; x J;/ ~ | = |J;||Ji — 1]/2, ot ~ est donné par
(4ir Jb) ~ (42, ji). D’apres le méme argument du Lemme 3.5.3, il existe au moins une orbite
S € O;, telle que o(S) = S et |S| = s-|J;|/2, oit s est un entier impair. O

Démonstration de la Proposition 3.5.2. Soient F' le diviseur de X}, défini par ¢t = oo, G le
diviseur de Xj, défini par (u,y — v/az), G’ le diviseur de Xj, défini par (u,y + +v/az), D;, le
diviseur de X7, défini par (t—e;,, y—+/az) et D;Z_ le diviseur de X7, défini par (t—ej,, y++/az),
pour chaque ¢ € I et chaque j; € J;. Pour chaque ¢ € I, on note D; := ZjieJiD'i et
D) = ZjieJi D;Z Pour chaque orbite S € O;/, on note Dg := Z(ji,ji/)es Dj, @ Dj, et
Dy = Z(ji,ji/)es D;-i ® D’.Z_,.

D’apres [CTSSD, Section 7], T* = Pic(X}) est engendré par (Dj,)j.eut;5 (D5,)jieus i
F, G et G', et les relations sont : G' — G = ¥;3;,Dj, — %F et Dj, + D} = F pour
chaque j;. Ainsi Pic(X}j) est engendré librement par (Dj,)j,eu, ., F et G, et 'action de
I'js sur ces générateurs est de permutation. Donc 'action de 'y sur Sym?T* est aussi de
permutation. Ainsi H(k', Sym?T*) = 0. Donc on a une suite exacte :

0 — HY(Gal(k'/k), (Sym>T*)'¥) — H'(k, Sym>T*) — H°(Gal(k'/k), H* (K, Sym>T*)) = 0.

Ainsi il suffit de montrer que 'on a H*(Gal(k'/k), (Sym2T*)'+) = 0.

L’idée de la démonstration de H'(Gal(k'/k), (Sym2T*)'#) = 0 est de trouver des
sous-groupes A; C (Sym2T*)'w 1 = 1,...,m, tels que (Sym?T*)'w 5 @@, A, le sous-
groupe @50:1 A; € (Sym2T*)'w soit Gal(k'/k)-invariant, et H'(k, Aj,) = 0 pour tous les
lo=1,...,m, ot A} =@\, A/ DI A

Puisque Pic(Xj) est engendré librement par (Dj,)jcu,s, F et G, (Sym>T*)Tw est
engendré librement par FQF, FRG, GRG, (FRD;)icr, (G® D;)icr et (DS)SGUi,i’GIOi,i"

D’aprés le Lemme 3.5.4, pour chaque i avec |J;| pair, on choisit une orbite S? € O;;
telle que o(SY) = SY et |SY| = s; - |Ji|/2, ot s; est un entier impair. S'il existe au moins
un ig tel que |J;,| est impair, on choisit une orbite S} € O, ; telle que o(S}) = S} pour
chaque ¢ # iy avec |J;| impair.

Dans le systéme des générateurs, on peut remplacer DSil par D;, ® D; (si i existe),
pour tous les i # ig avec |J;| impair. On définit (A4;)_; :

Ay est engendré librement par F & F, (F®Dj)icr, |7, impair €6 (Dio @ Di)itio. |7 impair
(si i existe).

Az est engendré librement par (F @ D;)icr, || pair €t (Dsg)z'el, 5| pair-

As est engendré librement par G ® F.

Ay est engendré librement par (Dg)seo,, ou

Op = U Oi,i’ \ {(Al)lv (S’?)Uz\ pairs (Szl)z;ézo, | J5] impair}'

ii'el

As est engendré librement par (G ® D;)ier et (DA, )icr-

Ag est engendré librement par G ® G.

On a (Sym2T*)'w 5 @8, A;. Puisque G' — G = %;%;,D;, — ZQJ”F, Dj, + D), =
F,o(8%) = 89 o(S}H) = S, o(A;) = A; et Op est o-invariant, on a que @éc’zl A C
(Sym?2T*)'w est Gal(k'/k)-invariant pour chaque lp = 1,...,6.

Il suffit de montrer que Hl(Gal(k:’/k:),AEO) = 0 pour tous les 1 < < 6, ou A) :=

A DI Ar

Pour Iy = 1, si ig n’existe pas, on a A; =Z - (F ® F) et H'(Gal(k'/k), A1) = 0.

Supposons que i existe. Soit B un groupe abélien engendré librement par F'® D;, et
F ® Dj . Ainsi H*(Gal(k'/k), B1) = 0. Soit B] un sous-groupe de A; engendré librement
par |J;,|F @ F, F ® D;,, |Ji,|F ® D; pour tous les i # ig avec |.J;| impair et D;, ® D; pour
tous les i # ig avec |J;| impair. Ainsi |A;/B| = |Ji,|M, ot M est le nombre de i € I avec
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Ji impair. Donc |A;/B]| est impair. Puisque F'® D] = |J;,|FF @ F — F ® D;,, By est un
sous-groupe de Bj.

Notons C := B /B;. Ainsi C; est engendré librement par |J;|F ® D; et D;, ® D; pour
tous les ¢ # ig avec |J;| impair. Puisque

U(Dio & D,) = D;O ®D; = |JZ"F®D;O — |JiO‘F® D; + Dio ® D;.

Ainsi Cy est engendré librement par D;, ® D; et o(D;, ® D;) pour tous les i # ig avec |.J;|
impair. Donc Cy est Gal(k’/k) invariant, et H!(Gal(k’/k),C1) = 0.

Puisque H'(Gal(k'/k), By) = 0, on a B} est Gal(k'/k) invariant, et H!(Gal(k’/k), B}) =
0. Donc A;/B} est Gal(k'/k) invariant, et H'(Gal(k’/k), A1/B}) = 0, parce que |A;/Bj]
est impair. onc A; est Gal(k’/k) invariant, et H'(Gal(k'/k), A1) = 0.

Pour ly = 2, soit By un groupe abélien engendré librement par 1’élément (o (D S?))ie I, || pair
et (Dsl())ieL \Ji| pair- On a H'(Gal(k'/k), By) = 0. Puisque O'(DSZQ) — Dgo est I'jy-invariant,
on a

7(Dgo) = Dgo = ;- F © D; + |S}|’F @ F.

Ainsi By est un sous-groupe de A5, et [A5/Ba| = [L;c;, |7,| pair Si- Alnsi [Ay/Bo| est impair,
et donc H'(Gal(k'/k), AL/By) = 0. Ainsi H'(Gal(k'/k), A,) = 0.

Pourly = 3, 0(F®G) = FOG' = FoG+Y, FeDi— =" Fe F. Donc (0(F&G)~F®
G) € A1®As. Alors 'action de Gal(k'/k) sur A} est triviale, et donc H(Gal(k'/k), Ay) = 0.

Soit (F @ E) € (Sym?T*)'w, ot E € T*. Alors E € (T*)'¥. Ainsi E est une combi-
naison de G, F' et (D;)icr, alors (F® E) € A1 & Ay @ As.

Pour Iy = 4, on a (D} ® D}, ) = Dj, ® Dj, + F® (F'= Dj, — D;,,) et donc pour chaque
orbite S, (0(Ds) — Dy(s)) € A1 & Ay & As. Ainsi dans (&]_; A;)/(®}_, A1), on a o(Dg) =
D, (s)- Donc Daction de Gal(k’/k) sur A} est une permutation, et H'(Gal(k'/k), A}) = 0.

Pour Iy =5, en utilisant G' — G = £,%;,D;, — %F, on trouve
(G"®@D; — Da, —G®D;) € Ay & Ay ® Ay
Ainsi Af est engendré librement par G’ ® D; et G ® D; pour tous les i € I. On a
o(G'®D)=G®D,=-G®D;+|J;|G® F.
Donc dans A%, on a o(G' ® D;) = =G ® D;. Donc H'(Gal(k'/k), AL) = 0.

Pour [y = 6, en utilisant G' — G = £,%;,D;, — %F, on a

5
(c(GoG) -GraG) e @A
1

o~
Il

Donc dans 4j, 0(G® G) = G® G, et H(Gal(k'/k), Aj) = 0. M

3.6 Surfaces de del Pezzo

Dans cette section, soient X une surface de del Pezzo sur k et 7 un torseur universel
3, (T.Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2)) -

Une surface projective, lisse, géométriquement connexe X est appelée surface de del
Pezzo si le faisceau anticanonique —Kx est ample. Le degré d’une telle surface X est
deg(X) := (Kx, Kx). Par [Koll96, Exercise 3.9], X est alors géométriquement rationnelle,
onal<deg(X)<9et Pic(Xg) = 710-de9(X),

de X. On cherche & conréler I'exposant de torsion du quotient
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Soit X une surface de del Pezzo de degré d < 6. Soit r = 9 — d. Rappelons des résultats
dans [Ma74, Chapter 4]. On sait ([Ma74, Prop. 25.1]) qu’il existe une base ({;);_, de Pic(X%)
tels que

,
(3.6.0.1) (lo,lo) =1, (li,li)=—1sii#0, (l,l;))=0sii#j et w=-3l+Y I
i=1

ol w := [Kx] € Pic(Xg). Soit &, le groupe symétrique d’indice r. L’action de &,
sur {l;}7_,, qui préserve ly et permute (l;)/_;, induit une action de permutation de
S, sur Pic(X3z). Pour 7 = 3,4,5,6,7,8, soient R, le systéme de racines de type A; X
Ay, Ay, D5, Eg, E7, Eg respectivement. Par [Ma74, Thm. 23.9], on a :

(1) le groupe de Weyl W (R,) agit sur Pic(Xj) et cette action préserve w et 'intersec-
tion;

(2) l'action de I'y, sur Pic(X}), qui préserve w et U'intersection, se factorise par le groupe
de Weyl W(R,);

(3) l'action de &, sur Pic(X%) ci-dessus, qui préserve w et U'intersection aussi, induit
une inclusion canonique &, C W(R,) ne dépendant que du choix de la base (1;);_.

Proposition 3.6.1. Soient X une surface de del Pezzo de degré > 5 et T un torseur

universel de X. Alors % =0

Démonstration. Par un résultat classique (cf. [1, Lem. 3.2]), le I'x-module Pic(X%) est sta-
blemement de permutation. D’aprés (3.1.0.1), on a H'(k, Sym?Pic(X})) = 0. Par le théo-
reme 3.4.7, il suffit de montrer que I'on a X (k) # () ou que le morphisme (Sym2T*)'s =
CH?(X}) = Z dans le théoréme 3.4.7 (2) est surjectif.

Notons d le degré de X.

Sid =5 ou 7, par les travaux de Enriques, Chéatelet, Manin, Swinnerton-Dyer (voir
[CT99, Section 4] ou [VA, Théoréme 2.1]), on a X (k) # 0.

Sid =9, on a Pic(Xg)'* = Pic(Xg). Puisque X; = IP’%, I’homomorphisme U est
surjectif.

Sid = 8, on a l'une des possibilités suivantes (voir par exemple [AB, Exemples 3.1.3 et
3.1.4]) :

(i) X est un éclatement de PZ en un k-point, et dans ce cas, X (k) # 0.

(ii) 11 existe des coniques lisses C1, Cy sur k telles que X 5 C1 x Cy. Dans ce cas, on
a Pic(Xj)'* = Pic(X3), X; = IP’}C X IP% et donc ’homomorphisme U est surjectif.

(iii) Il existe une extension de corps K/k de degré 2 et une conique C sur K telles que
X Ry )xC, ou Ry désigne la restriction a la Weil de K a k. Dans ce cas, il existe
Dy, Dy € Pic(X3) tels que I'y, permute Dy, Do et U'intersection de Dp et Dy est un point.
Alors Dy ® Dy € (Sym?Pic(X3))t*, U(D; ® D2) = 1 et donc 'homomorphisme U est
surjectif.

Si d = 6, avec les notations ci-dessus, soit (cf. [Ma74, §25.5.7])

3 3
o : Pic(X%) — Pic(Xj) - Z ail; — (ag+¢)lg+ Z(ai —c)l; avec c¢:=ag+ai+az+as.
=0 i=1
Puisque #W (R3) = 233, on a W(R3) = &3 xZ/2-0. Soit Ly := > <icj<allo—1l)®(lo—1;)
et Ly :=lp ® (w+1p). Puisque l'action de I'y, se factorise par W (R3). On peut calculer que
Ly, Ly € (Sym?Pic(X;))'™* et U(L1) = 3, U(L2) = —2. Alors U est surjectif. O

Lemme 3.6.2. Soient X une surface de del Pezzo de degré d = 1,2,3,4 et T un torseur
universel de X. Alors

pF£2 si d=4
[p] =0 pour un nombre premier p#23 st d=2,3
p#2,3,5 si d=1

H;, (T,Q/Z(2))
H3(k,Q/Z(2))
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Démonstration. Soit r = 9 — d. Avec les notations ci-dessus, d’aprés [Ma74, §26.6],
#W(R,) = 273 -5, 2735, 210345 . 7, 21435527 pour d = 4,3,2,1 respectivement. Alors,
pour le premier p dans I’énoncé, tout p-groupe de Sylow de &, est un p-groupe de Sy-
low de W(R,). Dans ce cas, 'action de tout p-sous-groupe de W (R,) sur Pic(X%) est
donc de permutation. C’est donc aussi le cas sur Sym?Pic(Xz). Par un argument de
corestriction-restriction, H'(k, Sym?Pic(X7))[p] = 0 pour tout p dans I’énoncé.

On considére le morphisme dans le théoréme 3.4.7 (2) : (Sym?T*)'x = CH? (Xz) = Z.
Par la définition, U(w ® w) = 4,3,2,1 pour d = 4, 3,2, 1 respectivement. On conclut alors
avec le théoréme 3.4.7 (2). O

Remarque 3.6.3. Sous les hypothéses du lemme 3.6.2, par la méme méthode, on peut
montrer le résultat ci-dessous (qui est déja connu) :

p#2 si d=4
[p] =0 pour un nombre premier p#2,3 si d=2,3
p#2,3,5 sid=1

Théoréme 3.6.4. Soient X wune surface de del Pezzo de degré 3 ou 4 et T un torseur

unwersel de X . Alors %[ﬂ = 0 pour tout p # 2.

5 ; JNINNN ; Hy (T.Q/Z(2)) 11 _
Démonstration. D’aprés le lemme 3.6.2, il suffit de montrer que W[iﬂ = 0 pour

toute surface de del Pezzo X de degré 3.
On supposer que le degré de X est 3.

Notons que T* := Pic(X}) et Sym>T* la deuxiéme puissance symétrique de T*. Soient
(1;)%_, une base dans (3.6.0.1) et w le fibré a droite canonique de X. Il y a 27 courbes
exceptionnelles (les 27 droites) sur Xz. Le groupe I'y agit par permutation de ces droites.
On les note (Dz)?L D’aprés [Ma74, prop. 26.1], on peut supposer D; = [; pour 1 < i < 6,
Di == 2[0 - Zj#i—ﬁ lj pour 7 S ) S 12 et (Dl)?il:} == (lo - ll - lj)1§i<j§6-

Dans Sym?T*, on note :

et on peut calculer que 6L = 5(w ® w) — Z?;(DZ ® D;). Donc l'action de T'y, sur L est
triviale.
On considére le morphisme dans le théoréme 3.4.7 (2) : (Sym?2T* )" = CH? (X5) =2 Z.

Puisque U(w ®w) = 3 et U(L) = 7, le morphisme U est surjectif. Par le théoréme 3.4.7 (ii),
il suffit de montrer que H*(k, Sym?>T*)[3] = 0.

Il existe une matrice A € Mogyw25(Z), telle que dans le réseau Sym?T*, de rang 28, on
ait 1’égalité de vecteurs :

(3.6.0.2) [—L,(D; ® D)7 )" = A (1L @ l)i—g, (—lo @ L)o_y, (I ® Ij)1<i<j<q]"-
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S
I

Un calcul direct donne :

o
A

e e e e i e i e i i e e e e e e - - 'S A an B e B an B o B e RN e
S O O O O O O O O O O OO0 0 OO O =
O O OO OO KHF HEHMFEFOOODOKRFFEFMFEHFRKEBMFEFOF,OOOORFRO =
SO OO = = = OO O, O OO F O FF MFM2ORF®MFHOOO®FOO =
S = = O O = O O = O O O = O O F FH O F == OO+ O o o =
_ O R O O O+ O OO O Frr o ook O kF FHFHKFEBF OFOOo oo =
_ = O B O O B O O O O OO O O O = F FF§KF P oo o o o
S O O O O O O O O O N DNDNNDIN k= B b k& O oo oo o o o
S O O O OO O NN NDNOOOOON =B B RO RO oo o o
O O ONNNOOONOOONO R R OB PBOODOOO O O
S NN O O N OO N OO O NO O kRO R RO OO oo o
N O N O DN OO N OO O N O OO kO koo oo oo ©
NN O N OO N OO O NN O O O OO k= koo oo o o o o
SO O O O O O O OO O O OO O OO NNINDNDINOSODOOOoO OO oo O
S O O O O O O O O O O O O N IO NNDNOINO OO o o o o o
S O O O O O O O O O OO N OO NDNONDINOO OO o o o o
O O O O O O O O O OO N OO O NONNINODODOOO OO O
S O O O O O O O O O hNh O O O OO NDNDNDNODO O o o o o o
S O O O O O O OO O O O O OO NN DNOOINOOoOC O oo o o
S O O O O O O O N O O OO OO NDNONOINO O oo oo o
SO O O O O O O O OO O OO O NONDNOINOOoO O oo o o
O O O O O O N O OO OO OO OO NNINOINOOCOOO OO O
S O O O O N OO O OO OO OO NDNOOoONDINOOoO oo oo o
O O O ON O OO OO OO OO ONONONINODOOO OO O
S O O N OO OO OO OO OO OO NDNDNONINOoO O oo oo o
S O N O OO OO O OO OO OO NO O NDNDDNOOoO OO oo o
S N OO O OO OO OO OO OO o NONDNDNO O oo oo o
O O OO OO OO OO OO OO OO NNNNOOOoOO OO O

o

Par calcul direct (et aussi par ordinateur) on établit det(A) = 5 - 227. Puisque dans la
gauche de (3.6.0.2), le groupe T'y agit par permutation des vecteurs —L, (D; ® D;)¥, le
module (Sym?T*) ® Zs est un I'y-module de permutation. Donc

H(k, (Sym*T*) @ Z3) =0 et H'(k, Sym>T*)[3] = 0.
O

Corollaire 3.6.5. Soient X une surface de del Pezzo de degré 2. T un torseur universel

de X et T¢ une compactification lisse de T. Alors %[m = 0 pour tout p # 2.

H3.(T°,Q/2(2)) 3] =0
H3(k,Q/L(2)) :
Sous les notations ci-dessus, on a 'inclusion canonique W (Rg) C W(R7) et les 3-sous-

groupes de Sylow de W (Rg) et de W (R7) sont isomorphes pour tout p # 2.

Dans le cas d’une surface de del Pezzo de degré 2, action de I'y, sur Pic(X7) se factorise
par W(R7), et donc, aprés conjugaison, il existe une extension de corps k C k' avec
([ : k],p) = 1 telle que l'action de I'ys sur Pic(Xj) se factorise par W (Rg) C W (Ry).
Par [Ma74, Cor. 26.7|, dans X}/, il existe une courbe exceptionnelle définie sur &', donc il

Démonstration. D’aprés le lemme 3.6.2, il suffit de montrer
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existe une surface de del Pezzo de degré 3 X’ sur k’ et un k’-morphisme propre, surjectif,

birationnel Xy — X’. D’aprés le théoréme 3.6.4 et un argument de restriction-inflation,
Hy (TQ/Z(2)) 11 _

on a 5wz B = O 0

Example 3.6.6. Soit k un corps contenant une racine cubique de 'unité non-triviale. Soit

X une surface cubique diagonale d’équation :

az® + by +e2d +dt? =0

en les variables x,y, z,t, avec a,b,c,d € k*. Soit K := k({/b/a, {/ad/bc). Alors X est

. y o H3 (T°,Q/Z .
une K-surface K-rationnelle. D’aprés le corollaire 3.2.10, % est annulé par 9.

HE(T°Q/2(2) _ g

D’aprés le théoréme 3.6.4, on a H5(EQ/22)

Théoréme 3.6.7. Soit X une k-surface projective, lisse, géométriquement rationnelle. Soit
T — X un torseur universel sur X et soit T¢ une k-compactification lisse de T . Supposons
que la surface X est k-birationnellement équivalente a une surface de del Pezzo de degré
> 2 ou a une surface fibrée en coniques au-dessus d’une conique. Alors %[p] =0

pour tout p # 2.

Démonstration. Soit X une surface fibrée en coniques au-dessus d’une conique C. Il existe
une extension Ki/k de degré 2 telle que Cg, = ]P’}(I. Notons 7 le point générique de C
et X, sa fibre. Alors X, est une conique, et donc il définit [X,] € Br(k(C))[2]. Puisque
Br(k(C)) = 0, il existe une extension finie galoisienne k’/k tel que [X]| () = 0. Soient et
k C Ky C k' l'extension correspondant & un p-sous-groupe de Sylow de Gal(k’/k). Alors
p1[Kz: k] et, par un argument de restriction-inflation, [Xy]|x,c) = 0. Soit K := K - Ka.
Onapt|[K: k], Cx 2Pk et X, x K }P’}((C). Donc X est K-rationnelle. D’apres le
corollaire 3.2.10, I’énoncé vaut pour une telle surface X.

En général, soit X7 une surface projective, lisse, géométriquement rationnelle telle que
X et X soient birationnellement équivalents. Il existe un torseur universel 7,° de X; tel que
T¢ et T¢ soient stablement birationnellement équivalents par [CTS87b, Prop. 2.9.2|. Donc
H3.(T¢Q/Z(2)) = H3.(T¢,Q/Z(2)) et on peut remplacer X par Xj. En rassemblant
la proposition 3.6.1, le théoréme 3.6.4, le corollaire 3.6.5 et le résultat ci-dessus pour les
fibrations en coniques au-desssus d’une conique, on obtient le théoréme. O

Par la classification k-birationnelle des surfaces projectives, lisses (cf. [Koll96, Thm.
2.1]), toute surface projective, lisse, géométriquement rationnelle est k-birationnellement
équivalent a soit une surface de del Pezzo, soit une surface fibrée en coniques au-dessus
d’une conique. Dans le théoréme 3.6.7, le seul cas que on ne traite pas est alors le cas o
X est une surface de del Pezzo k-minimale de degré 1.

Remerciements. Nous remercions Jean-Louis Colliot-Théléne pour plusieurs discussions.
Projet soutenu par l'attribution d’une allocation de recherche Région Ile-de-France.
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Chapitre IV

Introduction a la partie arithmétique

Soit k un corps de nombres. On note 2 I’ensemble des places de k et ooy, ’ensemble des
places archimédiennes de k. On note v < ooy pour v € Q \ cog. Notons Oy 'anneau des
entiers de k et Og 'anneau des S-entiers de k pour un sous-ensemble fini .S de 2, contenant
ooy. Pour chaque v € Q, on note k, le complété de k en v et O, C k, 'anneau des entiers
(Oy = ky pour v € oog). Soit Ay I'anneau des adéles de k. Pour un sous-ensemble fini
S C Qp, soit Ag 'anneau des adéles hors de S et kg := [],cq kv Par exemple, soit AP°
l’anl}eau des adéles finis et koo 1= HUEO% ky.

A toute k-variété lisse intégre X, on associe ’espace des points adéliques X (Ay) défini
de la maniére suivante : Par passage & la limite, il existe un sous-ensemble fini 7" C
contenant oop et un modéle entier X sur Op, i.e. un schéma X séparé, fidélement plat
et de type fini sur Or tel que X xp, k = X. L’espace X(Aj) est le produit restreint
H;er X (ky) par rapport aux ensembles X' (O,),v ¢ T. Ceci ne dépend ni du choix de 7" ni
du choix de X' (voir [Cod, §3]). Pour tout sous-ensemble fini S C €y, soit X (A%) I'espace
des points adéliques hors de S. Notons Pr¥ : X (Aj) — X (A7) la projection.

Rappelons la définition de 'accouplement de Brauer-Manin. Tout point x, € X(k,)
induit un morphisme Spec k, — X et donc un homomorphisme z}, : Br(X) — Br(k,).
La théorie du corps de classes local donne une immersion canonique inv, : Br(k,) —
Q/Z. Pour tout élément £ € Br(X), notons inv,(§(xy)) := tnv,(x}(€)). Ceci induit une
application localement constante inv,({(—)) : X (ky,) — Q/Z. Pour B sous-ensemble de
Br(X), on définit

vES

X(Ap)P = {(@)veq, € X(Ax): > invy(§(2)) =0 € Q/Z, V€ € B}.
vEQ

C’est un sous-espace fermé de X (Ay). Comme I'a remarqué Manin, la théorie du corps de
classes global donne X (k) C X (A)5.
On rappelle les définitions de [CTX09], [CTX13, §2], [BD] et [CX2]|. Définissons

(4.0.0.1) X(Ak)e = m0(X (koo)) x X(AF®)

la, projection, ot (X (ko)) est I'ensemble des composantes connexes de X (ko).

Puisque, pour tout v € ook, chaque élément de Br(X) prend une valeur constante sur
chaque composante connexe de (X (ky)), pour tout sous-ensemble B C Br(X) on peut
définir :

X(AZ = {(x)veq, € X(Ap)e: Y invy(£(xy)) =0 € Q/Z, V¢ € B},
vEQN

Définition 4.0.1. (JCTX09, CTX13]) Soient k un corps de nombres, X une k-variété et
S C €, un sous-ensemble fini.
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(1) Si X (k) est dense dans Pr¥(X(Ay)), on dit que X satisfait I’approzvimation forte
hors de S.

(2) Si X (k) est dense dans Pr°(X (Aj)?) pour un sous-ensemble B de Br(X), on dit
que X satisfait l’approximation forte (avec condition de Brauer—Manin) par rapport o B

hors de S.

Si S = oo, on peut s’intéresser a4 une question un peu plus précise tenant compte
des composantes connexes réelles : X (k) est-il dense dans X (Az)P pour un sous-groupe
B CBr(X)?

Dans le cas ou S D oo, 'approximation forte par rapport & B hors de S vaut pour X
ssi I'obstruction associée & B est la seule pour le principe local-global entier de tout modéle
entier X de X sur Og. Pour les espaces homogeénes de groupes algébriques connexes, ces
questions ont fait ces derniéres années I'objet d’une série de travaux [CTX09, Ha08, BD]
qui prolongent des travaux classiques, et qui sont eux-mémes utilisés dans la démonstration
des résultats de cette thése.

On s’est ensuite intéressé aux cas de variétés lisses X dont un ouvert U est un espace
homogéne d’'un groupe linéaire connexe G. Avec Fei Xu, j’ai déja étudié le cas on U = G
pour G un tore [CX1] puis pour U = G pour G quelconque [CX2].

4.1 Le chapitre VI

Dans ce chapitre, j’étudie le cas U = G/H avec H connexe. J'établis le résultat suivant,
qui couvre la plupart des résultats de [CX1, CX2] (le cas U = G)

Théoréme 4.1.1. (Théoréme 6.1.4, [4, Thm. 1.4]) Soit G un groupe linéaire connexe sur un
corps de nombres k, et soit X une G-variété lisse géométriquement intégre sur k. Supposons
qu’il existe un G-ouvert U C X tel que U = G /Gy, ot Gy C G est un sous-groupe fermé
conneze. Soit S C Q un sous-ensemble fini non vide et supposons que G'(kg) est non
compact pour chaque facteur simple G' du groupe G*¢ (cf. (6.1.0.4)).

(1) Si S C oo, alors X (k) est dense dans X(Ak)?r(X).

(2) Si k* = k[X]*, alors X satisfait [’approzimation forte avec condition de Brauer-
Manin par rapport ¢ Br(X) hors de S.

La méthode géométrique utilisée est de trouver un torseur f : Y — X sous un tore
quasi-trivial T avec Pic(Y;) = 0, un ouvert dense U C X, un tore T, une variété torique
T — S et un morphisme lisse g : V — T a fibres géométriquement intégres, ou V :=
U xx Y, tels que le morphisme induit ¢* : Bri(T') — Bry (V) est surjectif et le morphisme
g peut étre prolongé en un morphisme lisse surjectif ¢’ : Y — S a fibres géométriquement
intégres. Alors on a un diagramme commutatif de morphismes :

| o

To-torseur
X

Ensuite on controle les points adéliques de Y via ceux de S, car ¢’ : Y(O,) — S(O,) est
surjectif pour presque toutes les places v. Ceci donne ’approximation forte avec obstruction
de Brauer-Manin en dehors de co pour Y. Ensuite, on contréle les points adéliques de X
satisfaisant une condition de Brauer-Manin via ceux de Y par la méthode de descente des
points adéliques que j’explicite ci-dessous.

Par rapport aux articles [CX1, CX2|, il y a deux ingrédients nouveaux importants : la
notion de sous-groupe de Brauer invariant d’une part, la méthode de descente des points
adéliques d’autre part.

Voici la définition du sous-groupe de Brauer invariant.
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Définition 4.1.2. (Définition 6.3.1) Soient G un groupe algébrique et (X, p) une G-variété
lisse géométriquement intégre. Le sous-groupe de Brauer G-invariant de X est le sous-
groupe

(4.1.0.1) Bre(X) := {b € Br(X) : (p*(b) — pi(b)) € p'Br(G)}

de Br(X), on G x X 25 @, G x X 2 X sont les projections.

Soient G un groupe linéaire, X une variété lisse géométriquement intégre et Y L'
un G-torseur. Pour tout o € H'(k,G), soient G, le tordu de G et Y, £% X le tordu de

[Y] correspondant (en principe on tord par un l-cocycle).
D N - : - Brg(Y) ~ Brg, (Ys)
ans le cas ot G est connexe, on a un isomorphisme canonique RIS = T
(Lemme 6.5.8). Pour tout sous-groupe B C Brg(Y) contenant Im(Br(k)), soit B, C
Brg, (Yy) le sous-groupe correspondant. Le résultat principal de descente établi dans le

chapitre VI de cette thése est le théoréme suivant :

Théoréme 4.1.3. (Théoréme 6.5.9, [4, Thm. 5.9]) Soient G un groupe linéaire, X une
variété lisse géométriquement integre et Y 2 X un G-torseur. Soit B C Brg(Y) un sous-
groupe contenant Im(Br(k)) et soit A C Br(X) un sous-groupe contenant (p*)~'B. Awvec
les motations ci-dessus, on a :

XAA= |J  po(Yo(Ap)Ptred),
ceH! (k,G)

Lorsque dans la définition de X (Ay,)4°¢ ci-dessous on se limite aux groupes G connexes,
on obtient I'ensemble X (Ay)connexe-desc poyr toute k-variété quasi-projective lisse, le théo-
réme 4.1.3 donne 'inclusion

X(Ak)connexe—desc C X(Ak)Br,

qui avait été établie par Harari (|[Ha02, Thm. 2|). Le théoréme 4.1.3 généralise [3, Thm.
1.1 et Thm. 1.2], résultats qui eux-mémes étendaient de nombreux travaux antérieurs. La
démonstration du théoréme 4.1.3 utilise des résultats de [3].

4.2 Le chapitre V

Décrivons maintenant I'un des principaux résultats du chapitre V, obtenu en collabo-
ration avec C. Demarche et F. Xu, qui est logiquement indépendant de [4]. On s’intéresse
ici & la descente via tous les torseurs sous tous les groupes linéaires.

L’inclusion X (k) C X (Ay) se factorise par les inclusions

X (k) C X(Ap)dese .= N N U pe(¥o(Ap)
k-groupes linéaires G G—torseurs Y -5 X ceH! (k,G)

et

X(k) C X(ARY®P = N U po(Yo(AR)PC).

k-groupes finis G G—torseurs Y 23 X a€H(k,G)
(La notation Y, a été définie ci-desssus.)

Théoréme 4.2.1. (Théoréme 5.1.5, [3, Thm. 1.5] ) Soit X une variété lisse quasi-projective
et géométriquement intégre. Alors

X(Ak)desc _ X(Ak)ét’Br.

Pour les variétés projectives, ceci avait été établi par Harari, Skorobogatov, et Demarche
([Ha02], [Sko09], [D09a]).
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Chapitre V

Comparing descent obstruction and
Brauer-Manin obstruction for open

varieties (avec C. Demarche et F.
Xu)

Abstract We provide a relation between Brauer-Manin obstruction and descent obs-
truction for torsors over open varieties under a connected linear algebraic group or a group
of multiplicative type. Such a relation is further refined for torsors under a torus. As an
application, we prove that the semi-simple part of a connected linear algebraic group G will
satisfy strong approximation with Brauer-Manin obstruction if G itself satisfies strong ap-
proximation with Brauer-Manin obstruction. The equivalence between descent obstruction
and étale Brauer-Manin obstruction for smooth projective varieties is extended to smooth
quasi-projective varieties.

5.1 Introduction

The descent theory for tori was first established by Colliot-Théléne and Sansuc in
[CTS87b| and was extended by Skorobogatov for groups of multiplicative type in [Sko99].
In a series of papers [Ha02|, [HS02|, [HS05], Harari and Skorobogatov introduced descent
obstruction for a general algebraic group and compared descent obstruction with Brauer-
Manin obstruction. By various efforts of Poonen in [Pol0], the second named author in
[D09al, Stoll in [St] and Skorobogatov in [Sko09], it has been proved that the descent
obstruction is equivalent to the étale Brauer-Manin obstruction for geometrically integral
projective smooth varieties. In this paper, we study the relation between descent obs-
truction and Brauer-Manin obstruction for open varieties by using the new arithmetic
tools developed in [BD]|, [CT08|, [CTX09], [D11b|, [Ha08] and [HSz05] and extend the
equivalence between descent obstruction and étale Brauer-Manin obstruction to smooth
quasi-projective varieties.

Let k£ be a number field, €2 be the set of all primes of £ and A be the adelic ring of
k. A separated scheme X of finite type over k is called a variety over k. Fix an algebraic
closure k of k, we use X}, to denote X xy, k. Let

Br(X) = H%(X,G,,), Bri(X) = ker(Br(X) — Br(X;)) and Brg(X) = Im(Br(k) LA Br(X))

m)
where X 5 Spec(k) is the structure morphism and Bry(X) = Bry(X)/Bro(X). For any
subgroup B of Br(X), one can define the Brauer-Manin set

X(Ap)? ={(z0)veq, € X(Ag): > invy({(zy)) =0 forall £ € B}
vEQ
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with respect to B. When B = Br(X), we simply write this Brauer-Manin set as X (A;)P".

Suppose Y i> X is a left torsor under a linear algebraic group G over k. The descent
obstruction (see [Ha02|, [HS02] and [HS05]) given by f is defined by the following set

XA = {(z0) € X(Ap) : (Y](20)) € Im(H' (k. G) = [] H' ke, G} = |J  fo(Y7(AR))

vEQ oc€HY(K,G)

where Y % X is the twist of v 5 X by o € H(k,G). Moreover, one can define

desc_ ﬂ XAk

Y—>X

following [Po10], where Y i> X runs all torsors under all linear algebraic groups over k.
The main results in this paper are the following theorems.

Théoréme 5.1.1. (Theorem 5.3.4) Let k be a number field, G be a connected linear alge-
braic group or a group of multiplicative type over k and X be a smooth and geometrically

integral variety over k. Suppose Y i> X is a left torsor under G over k. For any subgroup
ker(f*) C A C Br(X), one has

XAt= |J f7AapW)

c€H(k,G)

where Y 125 X is the twist of Y L5 X by o and Br(X) 1% Br(Y?) for each o € H'(k, Q).
When G is a torus, this result can be refined as follows.

Théoréme 5.1.2. (Theorem 5.4.1) Suppose G is a torus in Theorem 5.1.1. For any sub-
group ker(f*) C A C Br(X) and any subgroups B, C Br1(Y?) such that

Y. we(Bo) | cA

ceH(k,G)

where By is the image of By in Bra(Y?) and Brg(Y?) Yo, Br,(Y) is a canonical isomor-
phism for each o € H'(k,G), one has

XAt= |  f(Yo(ApBHW)
ceH (k,G)

where Y 1% X is the twist of Y I x by o and Br(X) Ja, Br(Y?) for each o € H'(k,G).

This result is inspired by some of Harpaz’s lectures. It should be pointed out that Da-
sheng Wei in [Weil6| put the algebraic Brauer-Manin obstruction in the argument of Harari
and Skorobogatov in [HS13] by using Sansuc exact sequence in [BD| and obtained the same
result as in Theorem 5.1.2 for the special case A = Br;(X) and B, = Br;(Y?) (see the
first part of Corollary 5.4.2). Such a result can be applied to study strong approximation,
as in [Weil6].

Définition 5.1.3. Let X be a variety over a number field k£ and B be a subgroup of Br(X).
For a finite subset S of Q, we denote the projection map pr® : X(A;) — X (A7) where
Af is the adeles of k without S-components.

We say that X satisfies strong approzimation off S if the diagonal image of X (k) is
dense in pr(X(Ag)) # 0.

We say that X satisfies strong approximation with respect to B off S if the diagonal
image of X (k) is dense in pr¥(X (Ax)B) # 0.
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As an application, we prove the sufficient condition for strong approximation with
Brauer-Manin obstruction for a connected linear algebraic group given in Corollary 3.20
of [D11b] is also necessary.

Théoréme 5.1.4. (Corollary 5.5.3) Let G be a connected linear algebraic group over a
number field k and S be a finite subset of Uy containing ocor. Then G satisfies strong
approzimation with respect to Bri(G) off S if and only if [[,cq G'(ky) is not compact for
any non-trivial simple factor G' of the semi-simple part G** of G.

For any variety X over a number field &, following [Po10], one can define

XA = U 7 an™)
YL>X oceH(k,F)
where Y i> X runs over all torsors under all finite group schemes F' over k.

Théoréme 5.1.5. (Theorem 5.7.5) If X is a smooth quasi-projective and geometrically
integral variety over a number field k, then

X(Ak)desc — X(Ak)et,Br.

Terminology and notation are standard if not explained. For any connected linear
algebraic group G over an field k of characteristic zero, the reductive part G"¢? of G
is defined by

1= R,(G) =G -G =1

where R, (G) is the unipotent radical of G. The semi-simple part G** of G is defined to
be [G"¢? G"*?] which is isogenous to the product of its simple factors and the maximal
toric quotient G of G is defined to be G?/[G"*d, G 4], We use G for the character
group of G. For a topological abelian group A, the topological dual of A is defined as
AP = Homeont (A, Q/Z) with the compact-open topology. For any ring R, R* stands for
all invertible elements of R with respect to multiplication. For a number field k, we use
ooy, to denote the set of all archimedean primes of k£ and Og for S-integers with any finite
subset S containing cog. For any v € Q, k, is the completion of k with respect to v and
O, is the integral ring of k, for v € Q \ oo.

The paper is organized as follows. In §5.2, we establish some algebraic results over an
arbitrary field of characteristic zero which we need in the next sections. Then we prove
Theorem 5.1.1 in §5.3, Theorem 5.1.2 in §5.4. As an application of such results, we show
Theorem 5.1.4 in §5.5. Theorem 5.1.5 is proved in §5.6 and §5.7.

5.2 Some lemmas

In this section, we assume that k is an arbitrary field of characteristic 0.

Lemme 5.2.1. Let H be a semi-simple simply connected group or a unipotent group over
k. Suppose X is a smooth and geometrically integral variety over k. If Z 2 X is a torsor

under H, then the induced map Br(X) Lan Br(Z) is an isomorphism.

Démonstration. We first show that Br(X) = Br(X xi H), where the map is induced by
the natural projection X x; H — X. By using the spectral sequence

H?(k, H1(X},Gy)) = HPY(X,G,,),
one only needs to show that
R[X])% /% S k[Xpxp Hy]* /KX, Pic(X;) = Pic(XpxpH;) and Br(X;) — Br(XpxHy

51

).



Since k[H]* = k* and Pic(Hy) = Br(Hj) = 0, the first two parts are true by Proposition
6.10 in [S]. To prove the last part, Kummer exact sequence ensures that one only needs to
show

o

(5.2.0.1 HE(X,, 2 fn) 25 H3(X, i, Hy 7 /)
for all n > 0. Since HL(Hy,Z/n) = H%(Hg,Z/n) = 0, the above (5.2.0.1) follows from

Kiinneth formula (see P.240, Corollary 1.11 in [SGA41/2]).
In general, since Pic(H) = 0, one has the following short exact sequence

0 — Br(X) = Br(Z) —2% Br(H x, Z)

by Proposition 2.4 in [BD], where m* and p7, are induced by the multiplication H x;,Z =7z
and the projection H xj Z 2% Z respectively. Since m o (1 x id) = pyz o (1 x id) = id,

[a)

one concludes m* = p}, by the above argument. Therefore Br(X) — Br(Z). O]

Let H be a closed subgroup of an algebraic group G over k and Y i) X be a left
torsor under H. Suppose Z 2 X is a left torsor under G which represents the image of Y]
under the natural map H'(X, H) — H'(X,G). Then one can assume that Z = G x? Y
by Example 3 of P.21 in [Sko01]. The projection map G x; Y 2% & induces the following
commutative diagram

(5.2.0.2) GxLY —=Z=Gx"HY
lprc l@
G J G/H

where 6 is given via the quotient by H.

Lemme 5.2.2. With the above notations, for any v € (G/H)(k), the restriction of Z 2> X

to 0~1(v) L X isa left torsor under H? obtained by twisting Y i) X by the k-torsor
77 1(y) under H.

Démonstration. It follows from the diagram (5.2.0.2) and Example 2 of P.20 in [Sko0O1]. O

Lemme 5.2.3. Let G be a connected linear algebraic group over k and Y be a smooth
variety over k. If P is a (left) torsor under G over k and H3(k,k*) = 0, then

* *

h: Bra(G x,Y) = Bra(G) @ Bra(Y) 2 Bra(P) @ Bra(Y) 275 B (P x, V)

is an isomorphism, where the first identification is defined via the element 1 € G(k) by
Lemma 6.6 in [S], the second one is Lemma 6.8 in [S] and

Px, Y2 P Px,v 25y

are the projection maps.

Démonstration. By the spectral sequence HP(k, HY(X,Gm)) = HPM(X,G,,), using
H3(k,k*) = 0, one has the following commutative diagram of short exact sequences

Pic(Gy ) —= H?(k,(GY);) —= Bra(Gy) — H' (k, Pic(Gy)z)) — H?(k, (G )z)

N

Pic(Py ), —= H?(k, (P})) —= Bra(Py) —— H' (k, Pic(Py)g)) — H?(k, (P});)

IR
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where the vertical morphisms come from Lemma 6.5, Lemma 6.6 and Lemma 6.7 in [S],
with

Gy:GXk Y, Py:PXk Y, (G;}),;:/Z[GY]X/EX and (P;),;:E[PY]X/EX
This implies that h an isomorphism. O

Définition 5.2.4. Let G be a connected linear algebraic group over k and X be a smooth

variety over k. Assuming H3(k,k*) = 0. Suppose Y i) X is a left torsor under G over k
and P is a left torsor under G over k representing o € H'(k,G). The quotient map

xp:PxpY 5Y? =P xPY
defines

) (g xidy)*

bo : Bra(Y?) 225 Bro(P x4 Y) 25 Bra(G x5 Y Br,(Y)

by Lemma 5.2.3, where P’ is inverse right torsor of P under G over k and 1¢ is the unit
element of G(k).

The following lemma can be regarded as an extension Lemma 1.3 in [Weil6] to torsors
under connected linear algebraic groups.

Lemme 5.2.5. The morphism v, in Definition 5.2./ is an isomorphism.

Démonstration. Since P can be viewed a right torsor under G over k, the inverse map of
the twisting bijection

HYX,G) & HY(X,G%); [Y]— [P xY]
is given by
-1
HYX,G%) 25 HY(X,G);  [Y]— [P x$7 Y.

Then one has the quotient map P x5 Y? 6—P> P kaU Y? =Y. Moreover, the following
diagram
P, YD o ye

Jore |-

P i P

commutes and (prp, xp) is an isomorphism with inverse map (prp,dp). By Lemma 5.2.3,
one has

Brg(Y?) = Bry(P x; Y?)/prp(Bry(P)) = Bro(P x; Y)/prp(Brg(P)) = Brg(Y)

induced by (prp, xp). Since the following diagram

Bra(Y7)
-
Bro(P) — 5 Bry(P x5, Y)
S
Bro(@)rprt;  Bra(G x Y5 L Br,(v)

commutes with the exact bottom line, one concludes that 1, is an isomorphism as desired.
O

93



One can interpret Theorem 2.8 in [BD] as the following proposition.

Proposition 5.2.6. Let f : Y — X be a torsor under a connected linear algebraic group
G over a number field k and X : Bri(Y) — Bry(G) be the canonical map of Lemma 6.4 in
[S]. Assume X is smooth and geometrically integral. For any x € Y (k) and t € G(k), one
has

b(t-x) = A(b)(t) + b(x)
for any b € Bri(Y).
Démonstration. Let ay : G X Y — Y be the action of G and
pa:GEXxpY -G and py :GxpY =Y

be the two respective projections, and e : Bry,(G) — Bri(G) be a section of Bri(G) —
Br,(G) such that 1§ o e = 0. Then

ay —py =paoeoX: Bri(Y) = Bri(G xY)
by the commutative diagram of Theorem 2.8 in [BD]. Therefore
b(t - x) = ay (b)(t, x) = py (b)(, ) + pg 0 € 0 A(D)(t, ) = b(z) + A(b)(?)

for any z € Y(k), t € G(k) and b € Bri(Y). O

5.3 Connected linear algebraic groups or groups of multipli-
cative type

In this section, we study the relation between descent obstruction and Brauer-Manin
obstruction for a general connected algebraic group or a group of multiplicative type. First
we need the following fact of topological groups.

Lemme 5.3.1. Let f : M — N be an open homomorphism of topological groups. If K is a
closed subgroup of M containing ker(f), then f(K) is a closed subset of N.

Démonstration. Since K is a closed subgroup containing ker(f), one has

) = f(M)\ f(M\ K).

Since f is an open homomorphism, f(M) is an open subgroup of N. This implies f(M) is
closed in N. Since f(M \ K) is open in N, one concludes that f(K) is closed in N. O

Remarque 5.3.2. The assumption K D ker(f) in Lemma 5.3.1 can not be removed. For
example, the projection map pr® : Ay — AS is open where Af is the adeles of k£ without S-
component. It is clear that k is a discrete subgroup of Ay by the product formula. However
k will be dense in Af by strong approximation for G, when .S is not empty.

For a short exact sequence of connected linear algebraic groups, one has the following
result.

Proposition 5.3.3. Let
1—)G1£)G2£)G3—>1
be a short exact sequence of connected linear algebraic groups over a number field k. Then
(1) ¢(Go(Ay)P1(G2) s o closed subset of Gs(Ay).
(2) If G' (ko) is not compact for each simple factor G' of semi-simple part of Gs, one
has
G3(Ap)PT ) = Gy (k) - (Ga(Ay)P1(E2).
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Démonstration. Galois cohomology gives the following diagram of exact sequences

Gr(k) —2 = Go(k) — 2 Gs(k) o L H'(k,G)

l ) l (¢v) l (@ J/

G1(Ar) — G2(Ar) — G3(A) 4;@91,69,6 H' (ky, G1).

One further has the following commutative diagram of exact sequences of topological
groups and pointed topological spaces

G1(Ag) — > Bry(Gy)P —— I (k, Gy)
(Yw) l(w*)l’
1— ker(6) Ga(Ap) O Br,(Ga)P

| s

1— > ker(63) G3(Ag) —2— Bro(G3)P

(8v)

Doca, H' (kv, G1)

by Theorem 5.1 [D11b] and Corollary 6.11 in [S], where Br,(G;)” is the topological dual
of discrete group Bry(G;) for 1 < i < 3. Then 61(G1(Ay)) is a closed subgroup of Bry(G)P.
Since (1*)” is a closed map, one obtains that (¢*)P(6;(G1(Ayg)) is a closed subgroup of
Bri(G2)P. This implies that

ker(62) - ¥(G1(Ag)) = 05 [(¥*) P (61(G1(AR))]

is a closed subgroup of G3(Ag) by the above commutative diagram. By Proposition 6.5
in Chapter 6 of [PR|, one has that ¢ : G2(Ar) — G3(Ag) is an open homomorphism of
topological groups. Then ¢(ker(fs)) = ¢(G2(Ax)B1(G2)) is closed by Lemma 5.3.1 and (1)
follows.

For (2), one has

ker(fs3) = Gs(Ag)P 1) = Gy(k) - G (koo )0

by Corollary 3.20 in [D11b] (see also the proof of Proposition 4.5 in [CX2]), where G3(koo)?
is the connected component of identity with respect to the topology of ks. One only needs
to show

G3(Ak)Br1(G3) C Gg(k) . ¢(G2(Ak)Brl(G2)),
For any (x,) € G3(k) - G3(kso)?, there is h € G3(k) and ho € G3(kso) such that

(Op)(h - hoo) = (0y) ()

because (9y) is a continuous map with respect to the discrete topology of B, cq, H Yky, G1).
Since Goo(Ga(koo)?) is open and connected, one concludes

G3(k00)0 = ¢OO(G2(1€OO)O)
by finiteness of H'(kso, G1). Therefore
(h-hoo) € Ga(k) - $(Ga(Ag)PH(5?))
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and one can replace (z,) by (h - hso) ™! - (). Without loss of generality, one can assume
(0v)(y) is a trivial element in P, cq, H(ky, G1).

Since IIT!(k, G1) is finite, one can fix &1,---,&, in G3(k) such that each element of
11t (k, G1) from 9(G3(k)) is represented by them. Noting Os(hoo) is trivial for any he €
G3(kso)?, one concludes that

U &io(ker(62)) U & ker (02)) C Gs(k) - ¢(G2(Ak)Br1(G2))

by Corollary 1 in Page 50 of [Se| and (1). O
The main result of this section is the following theorem.

Théoréme 5.3.4. Let X be a smooth and geometrically integral variety and f:Y — X be
a left torsor under a linear algebraic group G over a number field k. Then one has

x(at= U S (voante)

ceHY(k,G)

*

where YO 125 X is the twist of f by o and Br(X) f—"> Br(Y?) for each o € H*(k,G) if one
of the following conditions holds :

(1) G is connected and ker(f*) C A C Br(X).

(2) G is a group of multiplicative type and K C A C Br(X) where K is a group generated
by x U[Y] for all x € H'(k,G).

Démonstration. By the functoriality of Brauer-Manin pairing, one only needs to show that

X(Ap? C U fo (YO (Ag) o).

ceH(k,G)

It is clear that

(5301) (z) e |J fO7A) & (YV(z) € m[H' (K G) — [[ H (k' G)].
c€H(K,G) veEQy

(1) When G is connected, (5.3.0.1) is equivalent to the fact that ([Y](z,)) is orthogonal
to Pic(G) by Theorem 3.1 in [CTX09|. Therefore

XA = ) f(V(Ar)

oeH (k,G)

by Proposition 2.9 in [CTX09] and Theorem 2.8 in [BD|. Since ker(f*) C A, one has

XAt S XA = f(Y7(AR).

ceH!(k,G)

Then the functoriality of Brauer-Manin pairing implies that

X@Antc U fYT(AH),
ceHY(k,G)

(2) When G is a group of multiplicative type, (5.3.0.1) is equivalent to

D invy(x U [Y])(2y) =0

vEQ
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for all x € H'(k, &) by Theorem 6.3 in [D11a]. Then

XA)h= U (YA

ceH(k,GQ)

by Proposition 3.1 in [HS13]. Since K C A, one has

XAA S XA = | B0,
ceH(k,G)

Then the functoriality of Brauer-Manin pairing implies that

X@Aantc U fY7(AY).
c€H(k,G)

O

Remarque 5.3.5. Since Y becomes trivial over Y, one can check that K C ker(f*) in case
(2) of Theorem 5.3.4.

5.4 Refinement in the toric case

In this section, we will refine Theorem 5.3.4 for torsors under tori.

Théoréme 5.4.1. Let f : Y — X be a torsor under a torus G over a number field k. Assume
that X is smooth and geometrically integral. Let ker(f*) C A C Br(X) be a subgroup and
for all o € H'(k,G), let B, C Br1(Y?) be a subgroup such that

Y. we(Bo) | cA

ceH(k,G)

where Bry (Y7) Yo, Br,(Y) is the morphism of Definition 5.7.2 and B, is the image of By
in Br,(Y?).
Then one has
XA = | SV (AR B
ceH(k,G)

where Y 1% X is the twist of Y I x by o and Br(X) ELN Br(Y?) for each o € H*(k,G).

Démonstration. Since

U LO7@pste@c () Lo @ant@W) c XA
oceH(k,G) oceH(k,G)

by the functoriality of Brauer-Manin pairing, one only needs to show the converse inclusion.
Step 1. We first prove the result is true when Gisa permutation Galois module. In this
case, one has H'(K,G) = {1} for any field extension K/k by Shapiro Lemma and Hilbert
90. This implies that
X (AR = F(Y (AR)™)

by the functoriality of Brauer-Manin pairing. For any (x,) € X(Ax)?, there is (y,) €
Y (Ax)?" ™ such that (z,,) = f((y»)). By Proposition 6.10 (6.10.3) in [S], one obtains the
exact sequence

Bri(X) L5 Bri(Y) 2 Bra(Q)
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which induces the exact sequence
(F)71(B) 55 B % Bro(G)

for any subgroup B C Br;(Y). Therefore the following sequence
D *\D
Bra(G)” 2 B2 L5 (1) 7(B)”

is exact. Assuming (f*)~1(B) C A, one has (f*)P((y,)) = 0 by viewing (y,) € B through
Brauer-Manin pairing. By the aforementioned exactness, there is & € Br,(G)” such that
AP (&) = (y,). Since IIT'(k,G) = {1}, Theorem 2 in [Ha08] implies that every element
in Br,(G)P is given by an element in G(Aj) through the Brauer-Manin pairing. Namely,
there is (gv) € G(Ag) such that

b(yv) = A(b)(9v)
for all b € B. Then (g,) ' (y,) € Y (A1)PH () by Proposition 5.2.6 and (z,,) = f((g,) "
(o).

Step 2. For general G, we have the following short exact sequence of tori
15G—>Ty ST —1

such that Tp is a permutation Galois module and T} is a coflasque Galois module by using
a flasque resolution of the Galois module Homy (G, Z), see Proposition-Definition 3.1 in

[CTO8]. Since

(kT = [ B ke T) = [] B (ko Ty) = {1}
VEOOL VEQ
by Proposition 5.9 in [HSz05], one concludes that the map Bri(7p) — Bri(G) is surjective.

Let Z % X be a torsor under Ty which represents the image of [Y] in H!(Tp, X). Then
Z is isomorphic to Ty x¢ Y, hence we have the following morphism of torsors under G

YO Y X 7 =Ty xC Y

| q |

Th 11

where eq is the unit element in Ty (k), pp is the projection map and 6 is given as in diagram
(5.2.0.2). Then one has the following commutative diagram of exact sequences

*

Bry(Ty) —— Bry(Tp) Bry(G)

| r P

Bry(Z) — % Bri(Tp x4 Y) — Bra(G)

by Proposition 6.10 (6.10.3) in [S]. Since the following sequence

(eoxidy )*

Bry(Th) 2% Bry(Tp x5 Y) Bro(Y) — 1

is exact by Lemma 6.6 in [S] and the map Bry(7p) — Bri(G) is surjective, one concludes
that the map
(eg X idy)* o x* : Bri(Z) — Bri(Y)

is surjective by diagram chase.
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For any t € T1(k), the restriction of Z £ X to the closed set 071 (¢) is the twist
OOy s X of fiY X
by Lemma 5.2.2, where T (k) 9, H'(k,Q) is given by Galois cohomology. Let i; : 0~1(t) —

Z be the closed immersion for any t € T1(k). Then f%) = po i, for any t € Ty(k). Since
one has the following commutative diagram

g () x4 POy

ljt xidy iit

Ty xp Y —2 A

where j; : ¢71(t) — Tp is the closed immersion of fiber of q at ¢ and Xg—1(¢) 1s the restriction
of x to ¢71(t) x; Y for any t € Ty(k), one obtains that

*

Bri(Z) ——= Bri(Tp x; Y)

ll: \L(jtxidy)*
X

a= ()

Bry (Y?®) Z—=Bry (¢~ (t) x; Y)

and
BI‘1 (Y) BI‘1 (Y)
lpﬁ} lpri&
Sjt Xidy)* 1
Bri(To X Y)——=DBri(¢ " (t) xx Y)

where both prj. are injective by Lemma 5.2.3. By Definition 5.2.4, one has

w(‘)(t) = (60 X idy)* o (]t X idy)*|pr;‘,(Br1(Y)) o X;,l(t)

*

and Py o iy = (eo X idy)* o x*.
Let

B =[(xo(eoxidy)) (Y o (Bow)) NBri(2)
teT1 (k)

where % is the image of By in Bra(Ya(t)) and 9(;) is given by Definition 5.2.4 for all
t € T1(k). Since

(x© (e x idy))* 0 p* = f* implies p*(B) = f*"( > o (Bow)) C A,
teTy (k)

by our assumption, one has
X (At = p(Z(An) P )

by Step 1 for torsor Z £ X under Ty. For any (x,) € X (Ag)?, there is (z,) € Z(Ay) B+ (D)
such that (z,) = p((2y)). Since

(X o (60 X Zdy))* o (9*(BI‘1(T1)) = (60 X ’Ldy)* Opg o q*(Brl(Tl)) = BI“()(Y)
and (y o (ep X idy))*(Bro(Z)) = Bro(Y), one obtains 6*(Bri(71)) C Bro(Z) + B. This

implies that
0((20)) € Ta(Ag)P )
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by the functoriality of Brauer-Manin pairing. By Proposition 5.3.3, there are
aeTi(k) and (B,) € TO(Ak)Brl(To)
such that 0((z,)) = a - (By). Therefore
(Bo) ™t (o) €07 Ha) and  (By)"'- (20) € Z(Ag)BTP A,

Since (x o (eg X idy))* is surjective, one has

Vo) 0 in(B) = (x o (eo x idy))* (B) = > (Baw) 2 Yo(a) (Ba(a))
teT1 (k)

where B is the image of B in Br,(Z). This implies i*(B)+Bro(8~!(a)) D By(a) by Lemma
5.2.5 and

(Bo) ™"+ (20) € 071 (a)(Ay)aBIHEor A C =1 (o) (A,)Pote Tlliaorm)(A)]
as desired. O

The first part of the following result is also proved in Theorem 1.7 of [Weil6].

Corollaire 5.4.2. Let X be a smooth and geometrically integral variety. If f : Y — X is a
torsor under a torus G over a number field k, then

X(Ak)Brl(X) _ U fU(YU(Ak)Brl (YU))
ce€H (k,G)

and
XAP = | S (ag PO e,
ceH (k,G)

Démonstration. Take A = Bri(X) and B, = Bri(Y?) for each 0 € H'(k, ) in Theorem
5.4.1 for the first part. Since Pic(G) = 0, one has

YD we(Bo) | € (Bra(Y)) CBri(X) = A

ceH (k,G)

as required by Proposition 6.10 in [S].
The second part follows from Theorem 5.4.1 by taking A = Br(X) and B, = Br1(Y?)
for each o € H(k, G). O

5.5 An application

In this section, we apply the previous results to study the necessary conditions for
a connected linear algebraic group satisfying strong approximation with Brauer-Manin
obstruction.

When X is affine, one has X (k) is discrete in X (Ag) by the product formula. Therefore
X satisfying strong approximation off S implies that [[, g X (ky) is not compact. However
this necessary condition for strong approximation is no longer true for strong approxima-
tion with Brauer-Manin obstruction if Br(X)/Br(k) is not finite. For example, a torus X
always satisfies strong approximation with Brauer-Manin obstruction off oo, whenever X
is anisotropic over ko, or not. When X is a semi-simple linear algebraic group, the ne-
cessary and sufficient condition for X satisfying strong approximation with Brauer-Manin
obstruction is given by Proposition 6.1 in [CX2|. In this section, we’ll extend this result to
a general connected linear algebraic group.

The following lemma explains that strong approximation with Brauer-Manin obstruc-
tion for a general connected linear algebraic group can be reduced to the reductive case.
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Lemme 5.5.1. Let G be a connected linear algebraic group over a number field k and
G = G/R,(G) be the reductive part of G where Ry (G) is the unipotent radical of G. If
TG — G is the quotient map, then GT(A)B1(C™) = 1(G(A,)Br1 (@),

In particular, for any finite subset S of Qk, G satisfies strong approximation with respect
to Bri(G) off S if and only if G™? satisfies strong approzimation with respect to Bry(G"*?)

off S.

Démonstration. By applying Lemma 5.2.1 for k and k, one obtains that 7*(Br;(G™?)) =
Bri(G). The first part follows from Theorem 5.3.4 and Proposition 6 of §2.1 of Chapter 111
in [Se].

Suppose G satisfies strong approximation with respect to Bri(G) off S. For any open

subset
M = [[] G (k)] < T M.
veS vegS

of G™(Ay,) such that M N [G"(Ay,)Br1(G™D) £ 0, one has that

(M) = [H G(ky)] x H w (M)
vES vgS
with 71 (M) NG (Ay)BP (&) #£ () by the first part. Then there is 2 € G(k) Nw~*(M) by the
assumption. This implies that 7(x) € M N G"4(k) as required.

Conversely, suppose G"°? satisfies strong approximation with respect to Bri(G™¢) off
S. For any open subset

N =[[] Gko)] x [T No

veES vegS
of G(Ay) such that N N G(Ay)P"(E) £, one has
n(N) =[] G"(ko)] x ] w(Vo)

veES vgS

is an open subset of G™4(A) with (M) N [G"(A,)Br1(E™ )] = () by Proposition 6 of §2.1
of Chapter IIT in [Se|, Proposition 6.5 in Chapter 6 of [PR| and the functoriality of Brauer-
Manin pairing. Then there is y € G"*¢(k) N 7(N) by the assumption. By Proposition 6 of

~Y

§2.1 of Chapter III in [Se] again, one concludes that 7= (y) & R,(G) as algebraic varieties
and satisfies strong approximation off S. Since

) NN =[] 7 @) k) x [T () (ko) NN) # 0,

vES vegS
there is z € 77 (y)(k) N N C G(k) N N as desired. O
The main result of this section is the following result.

Théoréme 5.5.2. Let G be a connected linear algebraic group over a number field k and
G? = G/R(G) where R(G) is the solvable radical of G. If m : G — G is the quotient
map, then

GO (AR)PE) = m(G(AR) D) - G (k).

In particular, if G satisfies strong approzimation with respect to Bri(G) off a finite
subset S of Q, then G9° satisfies strong approximation with respect to Bri(G?%) off S.

Démonstration. For the first part, one only needs to show
GqS(Ak)Brl(Gqs) C W(G(Ak)Brl(G)) . Gqs(k})
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by functoriality of Brauer-Manin pairing. By Lemma 5.5.1, we can assume G is reductive.
Then R(G) is a torus contained in the center of G by Theorem 2.4 in Chapter 2 of [PR]
and 7 : G — G is a torsor under R(G). For any (z,) € G%(Ay)P(E*) there are
o € H'(k,R(G)) and (y,) € G7(A)P(E) such that (x,) = 7, ((y,)) by Corollary 5.4.2.
Since G (k) # 0 by Corollary 8.7 in [S] (see also Theorem 5.2.1[Sko99]), there is v € G?*(k)
such that d(v) = o with the following exact sequence

1 - R(G)(k) — G(k) — G=(k) & H'(k, R(G)) — H'(k,G)

by Galois cohomology. Moreover, one has the following isomorphism of left G-torsors

~

G ——=G
-
G L_l) G498
by Example 2 of P.20 in [Sko99|. This implies that
7o (G (Ap) P (E)) = m(G(AR)P1@D) .

as desired.
Suppose G satisfies strong approximation with respect to Bri(G) off S. For any open

subset
M =[] G (k)] x ] M.
vES vgS

of G%°(A}) such that M N [G%(A;)B 1 (G*)] £ (), there is g € G%(k) such that

7L (M - g) = [[] Gtk x [[ 72, - 9)

veS vES

with 771 (M - g) N G(Ag)P(&) +£ () by the first part. Then there is = € G(k) N7~ (M - g)
by the assumption. This implies that 7(z) - g=' € M N G%(k) as required. O

Corollaire 5.5.3. Let G be a connected linear algebraic group over a number field k and S
be a finite subset of Qi containing cor. Then G satisfies strong approximation with respect
to Bri(G) off S if and only if [],cq G'(ky) is not compact for any non-trivial simple factor
G’ of the semi-simple part G** of G.

Démonstration. By Theorem 2.3 and Theorem 2.4 of Chapter 2 in [PR], the quotient map
G™ - G/R(G) = G*

induces an isogeny G** — G?%. One side follows from Corollary 3.20 in [D11b]. The other
side follows from Theorem 5.5.2 and Proposition 6.1 in [CX2]. O

Remarque 5.5.4. All the results in this section with respect to Br;(G) is also true with
respect to Br(G) for a connected linear algebraic group G over a number field k. Indeed,
since there is a sufficiently large subset S of € containing ooy such that [],.q G'(ky) is
not compact for any non-trivial simple factor G’ of G*, one concludes that

G(Ak)Brl(G) =G(k) - p(H Gseu(ky)) C G(Ak)Br(G) C G(Ak)Brl(G)
ves

by Corollary 3.20 in [D11b|, Proposition 2.6 in [CTX09] and the functoriality of Brauer-
Manin pairing where G*** = G*¢ X grea G with the projection map G 2y G and G*¢ is
the simply connected covering of G*°.
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5.6 Comparison I, X (A;)%¢ C X (A)HB

Let YV i> X be a left torsor under a linear algebraic group G over a number field k.
The fundamental problem to define the descent obstruction for strong approximation with

respect to Y i> X is to decide if the set

X(Ap)T ={(zn) € X(AR) : (Y)(20)) € Im(H' (%, G) = [[H' (B, G} = | f-(Y7(AR)
v ceH(k,G)

is closed or not in X (Ay). Indeed, this is true when G is connected or a group of multipli-
cative type by Theorem 5.3.4. For a general linear algebraic group G, this result is proved
by Skorobogatov in Corollary 2.7 of [Sko09] when X is proper over k. The proof depends
on Proposition 5.3.2 in [SkoO1] or Proposition 4.4 in [HS02| which is not true for open
varieties by the following example.

Example 5.6.1. The short exact sequence of linear algebraic groups

1—>u2—>Gmi>Gm—>1

where f(x) = 22 can be viewed as torsor under . For any o € H?(k, ug) = kX /(k*)?, the
twisted morphism f, : G, — G, is finite etale. This implies that G7, is affine and k(G?))
is a quadratic extension of k(G,,) by fi. Write G,, = Spec(k[t,t!]). By ramification
consideration, one concludes that

K[G] =kly.y™'] with * =0 fi(t)
which is the integral closure of k[t,t!] inside k(GZ,) under fi. Therefore GI, = G,, as
varieties over k, hence it always contains adelic points.

The following definition is taken from [LX].

Définition 5.6.2. Let X be a variety over a number field £ and S be a finite subset of
Q. containing ocog. A faithful flat separated scheme Xg of finite type over Og is called an
integral model of X if Xg xpo4 k = X.

The replacement for Proposition 5.3.2 in [Sko0O1| or Proposition 4.4 in [HS02] is the

following result.

Proposition 5.6.3. Let X be a variety over a number field k and S be a finite subset of QU

containing oog. Fix an integral model Xg of X over Og. If Y i> X is a left torsor under
a linear algebraic group G over k, then the set

{lol € H'(k,G) = foY NI X (ko) x J] Xs(00)] # 0}

veS vgS
1s finite.

Démonstration. It follows from the same argument as the proof of Proposition 4.4 in

[HS02]. 0

One can extend Corollary 2.7 in [Sko09] to open varieties by using the above replace-
ment for Proposition 4.4 in [HS02|.

Proposition 5.6.4. Let X be a (not necessarily proper) variety over a number field k. If

Y i) X is a left torsor under a linear algebraic group G over k, then the set X(Ak)f ]
closed in X (Ay).
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Démonstration. Take an integral model Xg, of X over Og, where Sy is a finite subset of
Q) containing cog. Then

[[XE) x J] Xs(00)

ves vEQ\S g

is an open covering of X (Aj) (see Theorem 3.6 in [Cod]), where S runs all finite subsets
of 0 containing Sp. Since

XA ([ Xk) x JT Asa(00)]
veS vEQE\S
is closed in [[[,eg X (kv) X [[,eq,\s Xso(Ov)] by Proposition 5.6.3 and Corollary 2.5 in
[Sko09], one concludes that X (A)/ is closed in X (Ay). O

Applying Proposition 5.6.3, one can also extend Lemma 2.2 and Theorem 1.1 in [Sko09]
to open varieties. For any variety over a number field k, as defined in [Sko09], we write

X(Ak)desc: ﬂ X(Ak)f

vLx
where Y i> X runs all torsors under all linear algebraic groups over k.

Lemme 5.6.5. Let X be a (not necessarily proper) variety and' Y — X be a torsor over a
number field k. For any (P,) € X(Ay)%, there is a twist Y' — X of Y — X such that
the following property holds.

For any surjective X -torsor morphism Z —Y' (see Definition 2.1 in [Sko09]), there is
a twist Z' —Y' of Z —Y" such that (P,) lies in the image of Z'(Ay).

Démonstration. Since there are a finite subset Sy of €2 containing ocop and an integral
model Xg, over Og, such that

(Py) € [H X (ky) X H Xs,(0y)]

vESy veQ\So

by Theorem 3.6 in [Cod|, one obtains that there are only finitely many twists of a given
torsor over X such that (P,) lifts. As pointed out in the proof of Lemma 2.2 in [Sko09],
the finite combinatorics in the first part of the proof of Proposition 5.17 in [St] are still
valid. O
Proposition 5.6.6. Let X be a (not necessarily proper) variety over a number field k. If
Y i> X is a left torsor under a finite group scheme F over k, then

X(Ah = | Lo (Ani).
oceH! (k,F)

Démonstration. One only needs to modify the proof of Theorem 1.1 in [Sko09] by replacing
Lemma 2.2 in [Sko09] with Lemma 5.6.5, Corollary 2.7 in [Sko09] with Proposition 5.6.4.
Moreover, since f is finite, the induced map Y (Ag) EN e (Ag) is topologically proper by
Proposition 4.4 in [Cod]. This implies that f~!((P,)) is compact. O

For any variety X over a number field k, following [Po10], one can define

XAt = (U L0 an®)
v Ly OEH (KF)
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where Y i> X runs over all torsors under all finite groups F' over k. Since the induced map

Y (Ag) EN'S (Ag) is topologically closed for any finite morphism Y I x by Proposition
4.4 in [Cod], one concludes that X (Ay)°"Br is closed in X (Ay) by the same argument as
Proposition 5.6.4.

Corollaire 5.6.7. If X is a smooth quasi-projective variety over a number field k, then
X(Ak)desc C X(Ak)et,Br C X(Ak)Br

Démonstration. One only needs to show that X (Az)d¢ C X(Ay)®“P'. Indeed, for any

torsor Y i> X under a finite group scheme F', one has

XA = | At
oc€H (k,F)

by Proposition 5.6.6. Since X is quasi-projective, Y7 is quasi-projective as well. By a
theorem of Gabber (see |dJ]), one has

YU(Ak)deSC C Ya(Ak)Br

(see the proof of Lemma 2.8 in [Sko09]) and the result follows. O

5.7 Comparison II, X(Ak)et»Br C X(Ak)desc

In this section, we prove the other side containment for open varieties which implies
Theorem 5.1.5. The strategy of proof is the same as in [D09a|. The second named author
would like to thank Laurent Moret-Bailly warmly for finding a mistake and for suggesting
the following alternative proof of Lemma 4 in [D09a] (which already appeared in [D09b]).
The statement of this lemma is correct, but the proof in [D09a] uses a result of Stoll (see
[St]) that is not. Note that in contrast with [D09a], all torsors (unless explicitely mentioned)
are assumed to be left torsors.

Lemme 5.7.1. Let X be a smooth geometrically connected k-variety. Let (P,) € X (Ag)®Br
and Z % X a torsor under a finite k-group F. Then there are a cocycle o € Z*(k, F) and
a connected component X' of Z° over k such that the restriction of g, to X' gives a torsor
X' — X under F', where F' is the stabilizer of X' under the action of F°, and the point
(P,) lifts to a point (Q) € X'(Ag)Pr.

In particular, X' is geometrically integral and the following diagram commutes

X' x, F' 8 g0 5, Fo

L,

X' zZ°
X = X

where X' 5 29 and F' 2 FO are the natural inclusion maps and the two vertical maps of
the upper square are given by the respective actions of F' and F° on X' and Z°.

Démonstration. By assumption, the point (P,) lifts to some point (Q,) € Z7(A)B" for
some cocycle o with values in F'. Since Z7 is smooth, Z° is a disjoint union of connected
components over k. By Proposition 3.3 in [LX], there is a k-connected component X' of
Z° such that (Qy)pgz € P=(X'(A)B"), where Z is the set of all complex primes of k and
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P= is the projection of X'(Ay) to X'(AF) and A% is the adeles without E-components.
Since Z% Xy, k, is a trivial torsor under a constant group scheme F? x k, for v € =, one
concludes that g,(X'(ky)) = X (k) for v € Z. One can choose Q, € X'(k,) for v € = and
obtains that (Q,) € X'(A;)5.

Since X’ is connected and X'(Ag) # 0, the proof of Lemma 5.5 in [St] implies that
X' is geometrically connected. Eventually, X’ being geometrically connected guarantees
that the variety X’ is an X-torsor under the stabilizer F’ of X’ in F, and the required
commutative diagram follows by construction. O

For a linear algebraic group G over k, one has the following short exact sequence of
algebraic groups
1-H—-G—F—1

over k, where H is the connected component of G and F' is finite over k. This induces the
following diagram of short exact sequences

1 H G F 1
1 T G’ F 1

where T denotes the maximal toric quotient of H and G’ is the quotient of G by the kernel
of H—T.

Let Y — X be a torsor under G and Z — X be the push-forward of ¥ — X by the
morphism G — F, which is a torsor under F. If 0 € Z!'(k, F) is a l-cocycle given by
Lemma 5.7.1 applied to the torsor Z — X and the point (P,), we wish to show that the
cocycle o € Z1(k, F) lifts to a cocycle 7 € Z'(k,G) as in Proposition 5 in [D09a]. The
obstruction to lift o in Z!(k, G) gives a natural cohomology class 1, € H?(k, k,) by (5.1)
in [FSS| (see also (7.7) in [B93|), where k. is a k-kernel on Hj. Lemma 6 in [D09a] implies
that there is a canonical map H?(k,k,) — H?(k,T%) such that the class 7, is neutral if
and only if its image 1/, € H*(k,T?) is zero.

We further apply the open descent theory and the extended type developed by Harari
and Skorobogatov in [HS13] to establish analogue of Lemma 7 in [D09a| for open varieties.
As in the proof of [D09a], the torsor Y — Z under H induces a torsor W - Z under
T by the natural map H'(Z, H) — H'(Z,T). Instead of using the type of the torsor w
that was used in [D09al, we consider the so-called "extended type" of the torsor w that
was introduced by Harari and Skorobogatov (see Definition 8.2 in [HS13|). For variety Z
over k, the complex of Galois modules [k(Z)*/k" — Div(Z;)] in the derived category of
bounded complexes of étale sheaves over Spec(k) is denoted by K D'(Z). One can associate
to the torsor W =5 Z under T' a canonical morphism in this derived category

Ay T — KD'(Z)

called the extended type of w. This induces a morphism in the derived category of bounded
complexes of abelian groups R

% :T7 — KD'(Z7)
for the above 0 € Z(k, F).

Lemme 5.7.2. The morphism Ay, : T — KD'(Z?) is a morphism in the derived category
of bounded complezes of étale sheaves over Spec(k).

Démonstration. The natural left actions of F' on both T and Z induces right actions of F
on T and on KD'(Z).

We first prove that the morphism Ay is F-equivariant for those actions. For any f €
F(k), we denote by fz : Zy — Z; the morphism of k-varieties defined by z — f - z. This
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morphism induces a natural morphism in the derived category f7 : KD'(Z;) — KD'(Z3).
Similarly, the element f defines a natural morphism of k-tori fr : T — Ty, such that
fr(t) := gtg~!, where g € G'(k) is any point lifting f € F(k). This morphism fr induces
a morphism of abelian groups }’; : T — T such that f;(x) = xo fr.

One needs to prove that the following diagram

~ Awg
T —— KD/(Z];,)

f}i lf}

Yk

is commutative.
Let fr.Wrg be the push-forward of the torsor W — Zj under T} by the k-morphism

T Iz, T, and f5W; be the pullback of the torsor Wy — Z; under T}, by the k-morphism
fz: Zy — Z. Then we have

fzodw, =Apw, and Ap w, = Aw; o fr

by functoriality of the extended type. To prove the required commutativity f7 o Aw, =

Aw; © f;, it is enough to show that the torsors f,W}; — Z; and fr.Wi; — Z; under T,
are isomorphic. Indeed, we have the following commutative diagram

TEXWEL>W];

wopwl iw

ZE wa

Z

where py denotes the projection on Wy and the morphism g is defined by (¢, w) — (tg)-w.
This diagram induces a natural Zz-morphism ¢ : Ty x Wi — f,Wp. Consider now the
right action of Ty on Ty x Wy, defined by (s,w) -t := (sfr(t),t~ - w) = (sgtg~ ', t71 - w).
Then the morphism ¢ is Tg-invariant under this action, hence it induces a Zz-morphism
Vo fraWg — f7W5. One can check by a simple computation that 1 is Tf-equivariant,
i.e. that ¢ is a morphism of (left) torsors over Zj under Tj. It concludes the required
commutativity, hence the morphism Ay is F-equivariant.

By definition of the twists 77 and Z7, the fact that Ay is F-equivariant implies that
the morphism Af}, is Galois equivariant, i.e. that AJ;, is a morphism in the derived category
of bounded complexes of étale sheaves over Spec(k). t

By Proposition 8.1 in [HS13], there is a natural exact sequence of abelian groups
HY(k, T°) — HY(X',T°) 2 Homy,(T7, KD'(X")) & H2(k,T°)

where the map X is the extended type. Let A = ¢* o A{, with KD'(Z%) R KD'(X')
by Lemma 5.7.1. The following lemma, which is an analogue of Lemma 8 in [D09al, is a
crucial step for proving the main result of this section. We give here a more conceptual
proof than that in [D09a|, where a similar statement was proven by cocycle computations
under the assumption that k[X]* = k*.

Lemme 5.7.3. With the above notation, one has
O(\)) =0 if and only if 5, = 0.
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Démonstration. In the following proof, we work over the small étale site of Spec(k).

Given the cocycle o € Z1(k, F), one can associate a Spec(k)-torsor U under F with
a point ug € U(k). This torsor U is naturally a homogeneous space of the group G’ with
geometric stabiliser isomorphic to T%. Section IV.5.1 in [Gi] implies that 7, € H?(k,T7)
is the class of the Spec(k)-gerbe &, banded by T such that for all étale schemes S over
Spec(k), the category &,(S) is defined as follows : the objects of £,(S) are triples (P, p, «)
where P — S is a torsor under G', p € P(S;) and o : P — Ug is a G'-equivariant S-
morphism. The morphisms of &,(S) between triples (P, p, ) and (P’,p’,a/) are given by
morphisms of torsors P — P’ over S under G’ that commute with o and «’'.

Similarly, one can associate to the morphism A\, a Spec(k)-gerbe banded by T that
will be the obstruction for the morphism A, to be the extended type of a torsor over
X’ under T7. The morphism A/ induces a morphism X, : 7/}:" — KD'(X7) in Dt (k).
By construction, A is the extended type of the torsor Yy := W x Z Xé over Xé under
TS = Tj.

We now define L, to be the fibered category defined as follows : for all étale schemes S
over Spec(k), the objects of the category L,(S) are pairs (V, ¢), where V' — X is a torsor
under T¢ of extended type Ay compatible with X\ and ¢ : Vi — Y x1.S;, is an isomorphism
of torsors over X' xS under T¢, . Given two such objects (V, ¢) and (V',¢), a morphism
between (V) and (V',¢’) in the category L£,(S) is a pair (a,t), where o : V. — V' is a
morphism of torsors over X¢ under T3 and ¢ € T7(S;) such that the diagram

|k

YOXESE?YO X% Sk

=
o
N

commutes.
One can check that £, is a stack for the étale topology over Spec(k), and the fact that
this is a gerbe is a consequence of the exact sequence of Proposition 8.1 in [HS13]

HY(S,T°) — H (X}, T°) 2 Homg(T7, KD'(X4)) & H2(S,T°)

provided that S is integral regular and noetherian.

The band of this gerbe is the abelian band represented by 71°.

In addition, it is clear that £, is neutral if and only if £, (k) # 0 if and only if there
exists a torsor over X’ under 77 of type AL if and only if (X)) = 0.

Let us now construct an equivalence of gerbes between &, and L.

For all étale Spec(k)-schemes S, consider the functor

ms : E;(S) = L,(S)

that maps an object (P,p, «) to the object (V, ), where V is defined to be the contracted
product V := (P x§ W) xzg Xgand ¢ : Vi — Yo xi Sp = (W xz, X7) X Sf is induced
by the point p € P(S;). Indeed, by construction, we have a natural map P Xgl Wsg —
Ug xg Zs = Z%, and a simple computation proves that this map is a torsor under 7 of
extended type compatible with Ay,

By definition, the functor mg sends a morphism ¢ : (P,p,a) — (P',p/,d’) to the
morphism (3, tp) such that @ : (P x§ W) xzg Xg — (P xS Ws) x zg Xg is the morphism
induced by the morphism of torsors ¢ : P — P’, and ty € T7(Sy,) is the element such that
p' =to - ¢(p) as Sp-points in (P’ x§' W) Xz Xg.

Eventually, one checks that the collection of functors mg defines a morphism of gerbes
m : & — L, banded by the identity of T, which implies that 7. = [€,] = [£L,] €
H?(k,T°).

68



Therefore, ), = 0 if and only if (k) # 0 if and only if L,(k) # 0 if and only if
I(\)) =0. O

The immediate consequence of Lemma 5.7.3 is the following result which extends Pro-
position 5 in [D09a] to open varieties.

Proposition 5.7.4. Let X be a smooth geometrically integral k-variety. Let (P,) €
X (AL B and Y — X be a torsor under a linear k-group G. Let

1-H—->G—=F—1

be an exact sequence of linear k-groups, where H is connected and F finite. Let Z — X
be the push-forward of Y — X by the morphism G — F, which is a torsor under F. Let
o € ZY(k,F) be a 1-cocycle given by Lemma 5.7.1 applied to the torsor Z — X and the
point (Py).

Then the cocycle o € Z1(k, F) lifts to a cocycle T € Z'(k,G).

Démonstration. By construction (5.1) in [FSS| (see also (7.7) in [B93|), there is a class
ne of H?(k, k,) such that o can be lifted to Z'(k,G) if and only if 7, is neutral, where
Ko is a k-kernel on Hj. By (6.1.2) of [B93] and Lemma 6 in [D09a|, there is a canonical
map H?(k,ky,) — H?(k,T°) such that the class 7, is neutral if and only if its image
nt € H?(k,T7) is zero. By Lemma 5.7.3, one only needs to show that d(\)) = 0 where
X, = ¥* o A, with KD'(Z7) R KD'(X') given by Lemma 5.7.1 and A\, defined by
Lemma 5.7.2.

By Lemma 5.7.1, we know that X'(A;)B" # 0. Therefore the map A in the exact
sequence (see Proposition 8.1 in [HS13])

HY(X',T°) 2 Homy (T, KD'(X")) & H2(k, T°)

is surjective by Corollary 8.17 in [HS13]. Hence the map 9 is the zero map and 9(\,) = 0,
which concludes the proof. O

The main result of this section is the following theorem.

Théoréme 5.7.5. If X is a smooth quasi-projective and geometrically integral variety over
a number field k, then
X(Ak)desc — X(Ak)et,Br.

Démonstration. By Corollary 5.6.7, one only needs to prove that X (A;)*Br C X (Ay)dese,
Since the statement 2 of Theorem 2 in [Ha02] (which we apply to X’) holds for any
geometrically integral variety without assumption on k[X’]*, the result follows from the
same argument that Proposition 5 implies Theorem 1 (p.244-245) in [D09al. O
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Chapitre VI

Approximation forte pour les variétés
avec une action d’un groupe linéaire

Résumé. Soit G un groupe linéaire connexe sur un corps de nombres k. Soit U «— X
une inclusion G-équivariante d’'un G-espace homogéne U & stabilisateurs connexes dans
une G-variété lisse X. On montre que X satisfait 'approximation forte avec condition de
Brauer-Manin hors d’'un ensemble S de places de k dans chacun des cas suivants :

(i) S est I'ensemble des places archimédiennes;

(ii) S est un ensemble fini non vide quelconque, et kX = k[X]*.

La démonstration utilise le cas X = U, qui a fait ’objet de divers travaux.

Summary. Let G be a connected linear algebraic group over a number field k. Let
U — X be a G-equivariant open embedding of a G-homogeneous space U with connected
stabilizers into a smooth G-variety X. We prove that X satisfies strong approximation with
Brauer-Manin condition off a set .S of places of k£ under either of the following hypotheses :

(i) S is the set of archimedean places;

(ii) S is a nonempty finite set and kX = k[X]*.

The proof builds upon the case X = U, which has been the object of several works.

6.1 Introduction

Soit k£ un corps de nombres. On note €2 I’ensemble des places de k et ocop ’ensemble
des places archimédiennes de k. Notons O; 'anneau des entiers de k et Og 'anneau des
S-entiers de k pour un sous-ensemble fini S de 2 contenant co,. Pour chaque v € €, on
note k, le complété de k en v et O, C k, Panneau des entiers (O, = k, pour v € ooy).
Soit A Panneau des adéles de k. Pour un sous-ensemble fini S C €2y, soit Af I’anneau
des adéles hors de S et kg := [], g kv. Par exemple, soit AP° I'anneau des adéles finis et
koo 1= Honok k.

On rappelle les définitions de [CTX09], [CTX13, §2], [BD] et [CX2].

Soit X une k-variété algébrique et Br(X) son groupe de Brauer. Pour B sous-ensemble
de Br(X), on définit

X(Ap)P ={(z0)oeq, € X(Ar): Y invy(é(xy)) =0 € Q/Z, V¢ € B}

vEQy

Comme ’a remarqué Manin, la théorie du corps de classes donne X (k) C X (A)%.
Définissons

(6.1.0.1) X(Ag)e = m0(X (ko)) X X (AY)
la projection, ou mo(X (ks )) est 'ensemble des composantes connexes de X (ko).
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Puisque, pour tout v € oo, chaque élément de Br(X) prend une valeur constante sur
chaque composante connexe de mo(X (ky)), pour tout sous-ensemble B C Br(X) on peut
définir :

X(AW)E = {(mv)oeq, € X(Ap)e: > invy(é(zy)) =0 € Q/Z, V¢ € B}

vEQ

Définition 6.1.1. ([CTX09, CTX13|) Soient k£ un corps de nombres, X une k-variété et
S C Qy, un sous-ensemble fini. Notons Pr : X (Ay) — X (A7) la projection.

(1) Si X (k) est dense dans Pr®(X(Ay)), on dit que X satisfait l’approzimation forte
hors de S.

(2) Si X (k) est dense dans PrS(X (Ay)?) pour un sous-ensemble B de Br(X), on dit
que X satisfait l'approximation forte par rapport & B hors de S. On dit aussi alors que X
satisfait I’approximation forte de Brauer-Manin par rapport & B hors de S.

Si S = oog, on peut s’intéresser & une question un peu plus précise tenant compte
des composantes connexes réelles : X (k) est-il dense dans X (Ay)Z pour un sous-groupe
B CBr(X)?

Pour les espaces homogénes de groupes algébriques connexes, ces questions ont fait ces
derniéres années I'objet d’une série de travaux [CTX09, Ha08, BD| prolongeant des travaux
classiques.

Lorsqu’on cherche a étendre la classe des variétés satisfaisant les propriétés ci-dessus,
il est naturel de poser les questions 6.1.2 et 6.1.3 suivantes.

Question 6.1.2. Soient X une k-variété lisse géométriquement intégre et U un ouvert de
X. Si U(k) est dense dans U(Ak)].gr(U), sous quelles conditions peut-on établir que X (k)
est dense dans X(Ak)?r(x) ?

Le cas qui nous intéresse est celui ou G est un groupe linéaire connexe et U est un
G-espace homogéne. En général, I'inclusion £ C k[U]* n’est pas un isomorphisme et,
dans ce cas, il existe des exemples pour lesquels U ne satisfait pas I’approximation forte
par rapport & Br(U) hors d’un sous-ensemble fini S C € non vide donné (par exemple
UG, k=Q et S={vy} avec vy une place non archimédienne).

Question 6.1.3. Soit S C Qf un sous-ensemble fini non vide. Soit G un groupe linéaire
connexe. Soient X une G-variété lisse géométriquement intégre et U un G-ouvert de X
équipé d’un G-morphisme X — Z dans un G-espace homogéne Z. Si k[X]* = kX et toute
fibre de U au-dessus d'un k-point de Z satisfait 'approximation forte hors de S, sous
quelles conditions peut-on établir 'approximation forte pour X par rapport a Br(X) hors
de §7?

Le principal résultat de cet article est le :

Théoréme 6.1.4. (c¢f. Théoréme 6.7.6) Soit G un groupe linéaire conneze sur un corps de
nombres k, et soit X une G-variété lisse géométriquement intégre sur k. Supposons qu’il
existe un G-ouvert U C X tel que U = G /Gy, ot Gy C G est un sous-groupe fermé connexe.
Soit S C Q. un sous-ensemble fini non vide. Supposons que G'(kg) est non compact pour
chaque facteur simple G' du groupe G*¢ (cf. (6.1.0.])).

(1) Si S C oo, alors X (k) est dense dans X(Ak)].gr(x).

(2) Si k* = k[X]*, alors X satisfait ’approzimation forte de Brauer-Manin par rapport
a Br(X) hors de S.

Ce théoréme est un cas spécial d’'un résultat plus général mais d’énoncé technique
(Théoréme 6.7.6).

Le théoréme 6.1.4 (1) avait déja été établi dans les cas suivants :
(i) X est une variété torique, c’est-a-dire que G est un tore (F. Xu et auteur [CX1]).
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(ii) X est une variété groupique, c’est-a-dire que G est un groupe linéaire connexe et
que Go =1 (F. Xu et 'auteur [CX2]).

(iii) X est comme dans le théoréme, avec G résoluble connexe (résultat tout récent de
D. Wei |Weil6]).

Au §6.4, on donne une démonstration totalement nouvelle du théoréme 6.1.4 (1), la-
quelle est plus simple que celles des trois travaux ci-dessus.

Le théoréme 6.1.4 (2) avait déja été établi dans les cas suivants :

(iv) X est une variété torique (D. Wei [Weild]).

(v) X est une variété groupique (F. Xu et I'auteur [CX2]).

Les démonstrations du théoréme 6.1.4, comme celle de [CX2], reposent d’une part sur
des constructions géométriques sur un corps quelconque, d’autre part sur les théorémes
d’approximation forte avec condition de Brauer-Manin pour les espaces homogénes établis
dans [CTX09, Ha08, BD|. Les constructions géométriques du présent article s’inspirent de
celles de [CX2] et la partie arithmétique du présent article utilise une généralisation de [3]
(cf. §6.5).

Dans les quatre articles cités, on a la conclusion plus précise : dans les énoncés, on
peut remplacer Br(X) par le sous-groupe “algébrique” Br;(X) C Br(X), dont la définition
est rappelée ci-dessous. Dans le cadre général ol nous nous placons, il faut utiliser tout le
groupe de Brauer Br(X). L’idée clé est la notion de sous-groupe de Brauer invariant (cf.
§3), qui généralise [BD, §1.2].

Soit G un k-groupe linéaire connexe. Le plan de l'article est le suivant :

§6.2.3 C §6.2 § 6.6 =§6.7
6.4 §6.3 § 6.5 D §6.5.1

La section 6.2 est consacrée & divers préliminaires géométriques, notamment sur les
G-variétés et leurs torseurs sous un tore ou un groupe de type multiplicatif. Au §6.2.3,
on étudie les torseurs sous un groupe de type multiplicatif sur une G-variété. On montre
que tout tel torseur peut étre muni canoniquement d’une action d’un groupe linéaire H
qui s’envoie sur G (Théoréme 6.2.7). Pour cela, on utilise un théoréme de Colliot-Théléne
[CTO08, Thm. 5.6 sur les torseurs au-dessus d’un groupe linéaire connexe.

Au §6.3, on définit la notion de sous-groupe de Brauer G-invariant Brg(X) d'une G-
variété lisse (cf. Définition 6.3.1). On donne des caractérisations équivalentes sur les sous-
groupes de Brg(X) (Proposition 6.3.4). Ensuite, on définit la notion d’homomorphisme de
Sansuc (cf. Définition 6.3.8) et on généralise la suite exacte de Sansuc (cf. (6.3.2.3)). On
étudie la propriété de Brg(X) par rapport au passage a la fibre d’'un G-morphisme vers
un tore (Proposition 6.3.13). On généralise la notion de G-espace homogéne a stabilisateur
géométrique connexe et on définit la notion de pseudo G-espace homogéne (Définition
6.3.15) qui sera utilisée aux §4 et §6.

La section 6.4 est consacrée & ’approximation forte hors des places archimédiennes.
On établit le théoréme 6.4.2 sur 'approximation d’un point adélique de X satisfaisant une
condition de Brauer-Manin par un tel point situé sur U. Comme conséquence, on répond
a la question 6.1.2 (Corollaire 6.4.5) dans ce cas. Ceci donne le théoréme 6.1.4 (1).

Au §6.5, en utilisant la notion de sous-groupe G-invariant du groupe de Brauer, on
combine la suite exacte (6.3.2.3) et la méthode de [3], et on généralise [3, Thm. 1.2]. On
établit un théoréme de descente pour un torseur sous un groupe linéaire connexe quelconque
(Théoréme 6.5.9). Comme conséquence, on établit une formule sur les points adéliques d’un
certain G-espace homogeéne satisfaisant une condition de Brauer-Manin (Corollaire 6.5.13).
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Au §6.6, pour une G-variété X munie d’'un G-ouvert U équipé d’un G-morphisme
vers une G-variété Z, on considére 'approximation d’un point adélique de X satisfaisant
une condition de Brauer-Manin par un tel point situé dans la fibre au-dessus d’un point
rationnel de Z (Question 6.6.1). Pour répondre a la question 6.6.1, on généralise [CX2,
Prop. 3.6] et on établit au §6.6.1 un théoréme plus fin sur 'approximation forte d’un
espace affine (théoréme 6.6.2). Ensuite, on combine ce théoréme et I’étude du sous-groupe
de Brauer G-invariant (§3) avec la méthode de fibration de Colliot-Théléne et Harari [CTH]
et les constructions géométriques de [CX2|, et on répond a la question 6.6.1 dans le cas
ol Z est un certain tore (Théoréme 6.6.7 et Théoréme 6.6.9). Dans le cas o Z est un
pseudo G-espace homogene, on résoud la question 6.6.1 (Théoréme 6.6.11) a ’aide de tous
les résultats ci-dessus (sauf ceux du §6.4).

Au §6.7, en utilisant la descente (§6.5), on établit d’abord un résultat (Proposition
6.7.4) sur Papproximation forte pour les G-espaces homogenes a stabilisateur géométrique
connexe, ce qui généralise un résultat de Borovoi et Demarche (|[BD, Thm. 1.4]). Ensuite,
on combine ce résultat avec les résultats des §6.4 et §6.6, et on établit le théoréme général
(Théoreme 6.7.6) sur 'approximation forte d’'une G-variété munie d’'un G-ouvert fibré sur
un certain G-espace homogéne. Le théoréme 6.1.4 est un cas particulier du théoréme 6.7.6.

Conventions et notations.

Soit k un corps quelconque de caractéristique 0. On note k une cloture algébrique et
I'y := Gal(k/k).

Tous les groupes de cohomologie sont des groupes de cohomologie étale. Soit X un
schéma intégre. On note nx le point générique de X.

Une k-variété X est un k-schéma séparé de type fini. Pour X une telle variété, on
note k[X| son anneau des fonctions globales, k[X]* son groupe des fonctions inversibles,
Pic(X) = HA(X,G,) son groupe de Picard et Br(X) := HZ(X,G,,) son groupe de
Brauer. Notons

Br;(X) := Ker[Br(X) — Br(Xz)] et Bry(X) := Bri(X)/ImBr(k).

Le groupe Bry(X) est le sous-groupe “algébrique” du groupe de Brauer de X. Si X est
intégre, on note k(X ) son corps des fonctions rationnelles.
Pour tout sous-groupe B de Br(X) (ou de Br(X)/Im(Br(k))), notons

(6.1.0.2) BP .= Hom(B,Q/Z)

le groupe des homomorphismes. On munit B de la topologie discréte et BY de la topologie
compacte-ouverte.

On note Xing le lieu singulier de X, et pour un sous-ensemble fermé D C X, on note
Dyging le lieu singulier de D comme sous-variété fermée réduite.

Un k-groupe algébrique G est une k-variété qui est un k-schéma en groupes. On note
e l'unité de G et G* le groupe des caractéres de G. C’est un module galoisien de type
fini. Si G est connexe, on note

(6.1.0.3) Br.(G) := Ker(Bri(GQ) G, Br(k)) = Br,(G).

Soit G un k-groupe linéaire connexe. On note G*°" son quotient torique maximal, G* son
radical unipotent, G"*? := G/G" son quotient réductif maximal, G*** := Ker(G — G,
G* = G*"/G" et G*¢ le revétement simplement connexe du groupe semi-simple G**.
Alors on a G* = (G'")* et un diagramme commutatif :

(6.1.0.4) S e
| o
Gse Gss( Gred Gtor‘
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Soit G un k-groupe algébrique. Une G-variété (X, p) (ou X) est une k-variété X munie
d’une action a gauche G xp X 2y X. Un ouvert U C X est un G-ouvert si U est invariant
sous 'action de GG. Un k-morphisme de G-variétés est appelé G-morphisme s’il est compa-
tible avec I'action de G. Sauf mention explicite du contraire, un G-torseur est un G-torseur
a gauche.

Soit G un k-groupe algébrique connexe et X une G-variété lisse géométriquement in-
tégre. Notons Brg(X) le sous-groupe de Brauer G-invariant (cf : Définition 6.3.1). Dans
le cas ot X = G/Gy avec G lingaire et Gy C G un sous-groupe fermé connexe, Borovoi
et Demarche ont défini Br(X, Q) := Ker(Br(X) — Br(Gy)) ([BD, §1.2]) En fait, on a
(Proposition 6.3.9) : Brg(X) = Bri(X, G).

Soit T un tore. Une variété torique (T — X) est une T-variété lisse intégre X munie
d’une immersion ouverte fixée T — X de T-variétés. Pour une k-algébre finie séparable
K, on a une variété torique canonique : (Resg/;Gm < Res K/kAl).

Soit k un corps de nombres. Soit X une k-variété. On note X (Aj) 'ensemble des points
adéliques de X et on note X (Ag)e comme en (6.1.0.1). Soit G un k-groupe algébrique. On
note G(koo)' la composante connexe de l'identité de G(koo) := [] G(ky).

VEOL

6.2 Préliminaires sur les G-variétés et les torseurs

Dans toute cette section, k est un corps quelconque de caractéristique 0. Sauf mention
explicite du contraire, une variété est une k-variété. Dans [CX2], le résultat de structure
géométrique est [CX2, Prop. 3.12]. On en donne une généralisation (Proposition 6.2.2 et
Proposition 6.2.3). Dans [CTS87b, Lem. 1.6.2|, Colliot-Théléne et Sansuc ont étudié la
structure des torseurs Y — X sous un tore et obtenu la suite exacte (6.2.2.1). On précise
ici les morphismes de la suite exacte (6.2.2.1) (Proposition 6.2.5). Colliot-Théléne (|CT08,
Thm. 5.6]) a étudié la structure des torseurs ¥ — X sous un groupe de type mutiplicatif
lorque la base X est un groupe linéaire connexe. On considére ici le cas plus général des
torseurs sur une variété X munie d’une action d’'un groupe G. On établit un théoréme
général (Théoréme 6.2.7) sur la structure de ces torseurs.

6.2.1 Préliminaires sur les (G-variétés

On rappelle un résultat pour les variétés toriques lisses (|[CX1, Prop. 2.10]).

Lemme 6.2.1. Soient T' un tore et (T — Z) une variété torique lisse. Soit Zy := Z \ [(Z \
T)sing). Alors (T — Z1) est une variété torique, codim(Z \ Z,Z) > 2 et chaque Tj-orbite
de (Z1 \ T)y, est de codimension 1 et son stabilisateur géométrique est isomorphe a G, i.

Démonstration. Puisque (Z \ T)sing est T-invariant et dim((Z \ T')sing) < dim(Z \ T'), la
variété (T — Z1) est une variété torique et codim(Z \ Z1,2) > 2.

Supposons que k = k. Dans ce cas, toutes les variétés toriques lisses de dimension d
ont un recouvrement par des variétés toriques (G?, < Gi x A"~%); (cf. [CX1, Lem. 2.1]),
et donc Z; admet un recouvrement par des variétés toriques G%m(z)_l x Al et Ggim(z).
Le résultat en découle. O

Proposition 6.2.2. Soient T' C Zy C Z comme dans le lemme 6.2.1. Soit G un groupe
linéaire connexe muni d’un homomorphisme surjectif G 2T de noyau connexe. Soit X

une G-variété lisse géométriquement intégre munie d’un G-morphisme dominant X i> Z.
Soit U un G-ouvert de X tel que f(U)CT. On a :

(1) le morphisme f~1(Z1) % Zy est plat;
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(2) si f induit un isomorphisme Div g \1. (Zf) fDJ> Divx\v, (Xj), alors il existe un
G-owvert Xy de X tel que f(X1) C Z1, X1 N f~YT) = U, codim(X \ X1,X) > 2 et
X L Z1 soit lisse, surjectif 4 fibres géométriquement intégres.

Démonstration. Par le lemme 6.2.1, Z; est T-invariant, codim(Z\ Zy, Z) > 2 et (Z1\T); =
1, Fi, ot F; est Tg-orbite de codimension 1. Donc f~1(Zy) et f~1(T)\ U C X sont G-
invariants.

Pour (1), on peut supposer que X = f~1(Z1) et k = k. Puisque Z; est lisse, X est
intégre et f est dominant, il existe un ouvert V- C Zj tel que codim(Z; \ V,Z1) > 2 et
f~1(V) — V soit plat. Donc pour chaque i, V N F; # (). En utilisant 'action de G, on voit
que f|z, est plat.

Pour (2), puisque f}};, est un isomorphisme, on a

codim(f~YT)\U,X)>2 et codim(f~1(Z\ Z1),X)>2.

On note Xo := f~1(Z1) \ fUT)\U et X3 := Xa\ (X \ U)sing. Alors (X3 \ U) =
D] E avec codun(E7 X3) > 2 et toutes les composantes connexes de D sont de dimension
dim(X)—1. On note X := X3\ E. Alors X; est G-invariant, f(X;) C Z1, X1nf~YT) =U,
codim(X \ X1,X) > 2 et chaque composante connexe de (X; \ U)z est lisse, intégre de
dimension dim(X) — 1.

Puisque ff;, est un isomorphisme, (X1 \ U); =[], D; avec D; = f~Y(F;) N X;. Alors
chaque D; est une Gg-variété lisse intégre de dimension dim(X) — 1. Puisque Ker(yp) est
connexe, le stabilisateur de F; comme Gj-variété est connexe. Par [CX2, Prop. 2.2], les
morphismes U — T et D; — F; sont lisses surjectifs & fibres géométriquement intégres. Le
résultat en découle. O

Proposition 6.2.3. Soient T et Ty deux tores avec Ty quasi-trivial. Soient X une variété

lisse géométriquement integre et U C X un ouwvert muni d’un morphisme U i) To x T.
Supposons que la composition

*p1

A Ty B T < 7 L RUP /R 5 Div g (X7)

est un isomorphisme de modules galoisiens.

(1) Alors il existe un homomorphisme Tj 2T et une variété torique (Ty — A!) tels
que :
(a) il existe une k-algébre finie séparable K et un isomorphisme de variétés toriques :

(6.2.1.1) (Th = A') = (Resg/,Gm — Resg/pAk);

(b) si l’on note

¢ _
Tox T = Ty x T = (to,t) = (to, t- ¢(to) ™),
alors le morphisme ggo f peut étre étendu & un unique morphisme X i—> Al x T
(c) on a un isomorphisme f'* : DiV(Ale)E\(ToxT),;((AZ x T)p) = Divx\v, (X5)-
(2) Soit G un groupe linéaire muni d’un homomorphisme G LTy xT. Supposons que
X est une G-variété, U C X est un G-ouvert et f est un G-morphisme. Alors le morphisme
f' est un G-morphisme, ot Uaction de G sur Al x T est induite par ¢ o .

Démonstration. Soient {D;}._, les composantes irréductibles de (X \U) dont la dimension
est dim(X) — 1. Alors Divx,\p, (X;) = &;Z - [D;]. Puisque A est un isomorphisme, il
existe une base {z;} de Tj telle que A(z;) = D;. Puisque k[Tp]* = k* @ T, on peut
supposer que z; € k[Tp]* et {x;}._, est globalement Gal(k/k)-invariant. Soit K la k-algébre
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finie séparable qui correspond au Gal(k/k)-ensemble {z;}!_,. Alors Tp = Res k/kGm. K, et
I'immersion ouverte

Top = Spec E[wl,xfl, e ,xl,ml_l] < Spec k[xy,--- 1] = A% = (ResK/kA}(),;
est exactement I'immersion ouverte (Resg /,Gm x — Res K/kA}() ;- Puisque A! = Res K/kA}(,
on obtient canoniquement une variété torique Ty — Al

Notons T = Spec E[tl,tfl, coo L tn, 1] et done

(Al x T); = Spec k[z1, -, @, t1, 17 Sty ]
Soit Ty 2o I’homomorphisme correspondant & la composition

o T Ty T L RO R S Divy o (Xp) - T

Puisque ’homomorphisme 7§ x T* (E—*> T§ x T* est défini par (to,t) — (to — ¢*(),t), on a
(+x 0 [ 0 ") (@) = (+x o f*) ;) = Awi) = D;

et

(+x0 [T 0" )(t:) = ((+x o [*) = (+x 0 [ opfo¢")(t:) = (+x 0 f*) — (Ao d"))(t:) = 0.

Puisque X est lisse, et donc normale, on a

(o f)*(k[A' x T)) C k[X] et donc (¢o f)*(k[Al x T]) C k[X].

Alors q~5 o f s’étend en un morphisme X f—> Al x T. Un tel morphisme f’ est unique ([Hart,
II. Exer. 4.2]).

Pour (c), puisque dans le diagramme commutatif

* P * * _ = _ T 1. - :
T — Ty x T* — k[To x T]* /k* HDlV(AlXT),—C\(TOXT)E((Al xT)p)

i= l l(&?of)* i(f/)*
P (¢of)* - :

Ty — =T x T* ——— k[U]* /E* X Divx v (X5),

les compositions horizontales sont des isomorphismes, (f’)* est un isomorphisme.
Pour (2), puisque le diagramme

GxU——=G x X(M)(TO x T) x (Al x T)

o

X I AlxT

est commutatif en G x U, ce diagramme est commutatif et f’ est un G-morphisme. O
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6.2.2 Trivialisation d’un torseur

Les torseurs sous un tore ou sous un groupe de type multiplicatif sont étudiés par
Colliot-Théléne et Sansuc [CTS87b|. Soit T' un tore. Soient X une variété lisse géométri-
quement intégre et U C X un ouvert. Par [CTS87b, Lem. 1.6.2], on a une suite exacte
canonique :

(6.22.1)  HO(U,T) —"= Homy,(T*, Divx,\p, (X3) ——= H'(X,T) —= H'(U, T),
et pour chaque x € HYU,T) = Mor(U,T), on a ®(x) : T* X, E[U)* kR =5
DiVXE\U,’C(X]_C)'

Pour un T-torseur Y 2 X tel que Y|y soit trivial, on note V := Y x x U et Trivy (V, T)

I'ensemble des trivialisations 7 : V= T x U (un T-isomorphisme au-dessus de U). On a
une application canonique

(6.2.2.2) Trivy (V, T) 5 Homy(T*, Divy 0, (X))
définie par : pour chaque 7 € Trivy(V,T'), le morphisme Y(7) est la composition :

- — * _ . *)—1
T 25 RIT x U /R 5 RV /R =5 Divyy, (Vi) 2 Div o, (Xp),

ot Divy . (X3) r, Divy:\v, (Y3) est un isomorphisme par [CTO08, Lem. B.1]. On a aussi
une application canonique

(6.2.2.3) HOU,T) x Trivg(V, T) S Trivy (V,T) 1 (x,7) = o7

AT xU ST xU: ()= (t+x(w), ).

Lemme 6.2.4. L’application © induit une action transitive de HO(U, T) sur Trivy (V,T),
et pour chaque T € Trivy(V,T), x € HY(U,T), on a Y(O(x,7)) = ®(x) + Y (7).

Démonstration. Pour x1,x2 € HO(U,T), on a x1 + X2 = X2° X1, et donc © est une action.

Notons 7' x U 2% T. Pour deux trivialisations 71,7 € Trivy (V,T), le morphisme
TpOT] ! est un T-morphisme au-dessus de U, i.e. pour chaque t € T et u € U, on a

(rror H(tu) = ((promom ) (t,u),u) = (t+ (promor ')(er,u),u).

Notons x := (p1 o2 01 *)(er, —) € H(U,T), alors 75 = Y o 71 et donc © est transitive.
Notons T' x U £ U. Pour tout 7 € Trivy(V, T) et tout x € HO(U,T), on a

p1oO(x,7) =pioxoT=(p1+x0op2)oT=pioT+Xx0peoT =pioT+ x0p|y

dans Mor(V,T). Puisque les deux morphismes composés

RO R 2o Ry e 2 Divy,v, (V) et RUT /B <5 Divy\p (X5) 25 Divyye (V7)
coincident, on a +y o (x o p|y)* = p* o +x o x* et le résultat en découle. O

Proposition 6.2.5. Avec les notations des (6.2.2.1) et (6.2.2.2), pour un ¢ € Homy(T™, Divx\v, (Xg)),
soit Y — X wun torseur correspondant a V(@) et soit V :=Y xx U. Alors, aprés avoir

bien choisi le signe de U, il existe une trivialisation T € Trivy (V,T) telle que Y (1) = ¢ et

que, pour chaque 7 € Trivy (V,T'), on ait ¥(Y (7)) = [Y].
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Démonstration. D’aprés le lemme 6.2.4, ’énoncé est équivalent & ’existence d’une trivia-
lisation 7 € Trivy (V, T) telle que (Y (7)) = [Y].

Etape (1). Supposons que k = k et T = G,,. Dans ce cas, T* = Z. La suite exacte
(6.2.2.1) est obtenue en appliquant H"(X, —) = Eactf‘xét (Z,—) ala suite exacte de faisceaux

(cf. [CTS87b, Lem. 1.6.2])

0= Gp,x = jxsGmuy — Divy\y(X) =0

ou U i> X. Donc, aprés avoir choisi 17+ € T*, le morphisme
Div x\(X) < Homy,(T*, Div\ (X)) 5 HY(X,T) = Pic(X)

est le morphisme canonique Divy\(X) — Pic(X). Par [CT08, Lem. B.1], pour chaque
trivialisation 7, on a un diagramme commutatif :

dZ"UY

T2 k[V]*/k* — Divy\y (V) < Div x\ ¢ (X)

Y |

T (1) tope Pic(X).

Puisque type(1lp+) = [Y], le résultat en découle.

Etape (2). Supposons k = k. Notons n = dim(T). Alors T = G?,, T* = 7", H'(X,T) =
Pic(X)®" et Hom(T*, Divx\ (X)) = Divx\y(X)®". On se réduit ainsi a I'étape (1).

Etape (3). Supposons que T est quasi-trivial et X est projective. Dans ce cas, le mor-
phisme HY(X,T) — H'(Xz,T) est injectif (une conséquence de [CTS87b, (2.0.2)]). Par
létape (2), pour chaque 7 € Trivy(V,T), on a V(Y (7))|z = [Yz], et donc ¥ (Y (7)) = [Y].

Etape (4). En général, soit X¢ une compactification lisse de X et soit Ty un tore avec
un isomorphisme Tj — Divx,\v, (Xj). Notons o* := " Log¢ et Ty = T le morphisme
correspondant de tores. L’égalité DiVXg\U,; (X7) = DiVX;%\XE (X7) ® Divy \p, (Xz) donne
des morphismes

R P Divx v, (Xj) = DiVX,g\U,;(X;g) et m: Divxey, (X%) = Divx v, (X5)
tels que m o ¢, = . Par la suite exacte (6.2.2.1), on a un diagramme commutatif

Homy (T3, Divxe\p (XF)) = Homy (T3, Divx, \v; (X5)) —— Homy (T, Div x v (X3)

HY(X, Ty) Ex HY(X, Ty) HY(X,T).

Alors W,(i) donne un Tp-torseur Yy sur X€ tel que mo . 0 0* = ¢, o.[Y§|x] = [Y] €
HY(X,T) et que Vg := Y§|y =2 Ty x U. Ceci donne un diagramme commutatif :

O x

TI'iVU(‘/O, T()) = TI'iVU(Vb, T()) TI'iVU(V, T)

ln lro lT

TO—

Homy, (T3, Divxe\p, (X)) —— Homy (T§, Div x;\v, (Xz)) —%> Homy,(T*, Divx,\r, (X;))

et le résultat découle de I’étape (3). O
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6.2.3 L’action d’un groupe sur un torseur

Soit S un groupe de type multiplicatif et soit G un groupe linéaire connexe. Colliot-
Théléne a montré que tout S-torseur H sur G avec H(k) # 0 peut étre muni d’une
structure de groupe telle que H — G soit un homomorphisme de groupes, s’il posséde un
point rationnel au-dessus de eg (cf. [CT08, Thm. 5.6]). On donne une généralisation de ce
résultat (Théoréme 6.2.7).

On commence par une généralisation de [CT08, Lem. 5.5].

Lemme 6.2.6. Soient X1, Xo deux variétés lisses géométriquement intégres. Soit S un
groupe de type multiplicatif. Supposons que X1 est géométriqguement rationnelle et X, (k) #
(0. Alors pour chaque e € X1(k) eti=0 ou 1, on a un isomorphisme canonique :

H!{(X1,S)® H'(X2,5) = HY(X1 x X2,5)
ou Hi(X1,S) := Ker(H!(X1, S) <5 Hi(k, S)).

Démonstration. Si S = Gy, 'énoncé découle de [S, Lem. 6.5 et Lem. 6.6]. Si S est quasi-
trivial, i.e. il existe une k-algebre finie étale K tel que S = Resg/pGm, 'énoncé découle du
fait H'(—,S) =2 H'((—)kx, Gn)-

En général, on note H:(S) := Hi(X1,S)® H (X2, S) et HY(S) := H (X1 x X3, S) pour
i =0 ou 1. Il existe un tore 7', un tore quasi-trivial Ty et une suite exacte :

0—-S—>Ty—~T—0.

Elle induit un diagramme commutatif de suites exactes :

0 ——= H}(8) — H{(Ty) — H{(T) — H{(S) — H{(Ty) — H{(T)

ld% l% i«ﬁ% ldﬂs l% l%

0 ——> HY(S) —> HY(Ty) — HY(T) — H3(S) — H}(Tp) —> HI(T).

Alors gzb% est injectif pour tout groupe de type multaplicatif S. Donc ngOT est injectif. Par le
lemme des cing, ¢% est isomorphe pour tout groupe de type multiplicatif S. Par la méme
méthode, gbOT et gb}g sont isomorphes. O

Théoréme 6.2.7. Soient G un groupe linéaire connexe et (X, p) une G-variété lisse géomé-
triquement intégre. Soient S un groupe de type multiplicatif et Y 2y X un S-torseur. Alors
il existe un groupe linéaire H et un homomorphisme H £> G tels que ¥ soit surjectif de
noyau S central et que laction pg de S sur'Y s’étende une action pr de H sur'Y qui fait
de p un H-morphisme.

De plus :

(1) le groupe H est unique, i.e. si Hy Y, G satisfait les conditions ci-dessus, alors il
existe un isomorphisme de k-groupes ¥ : Hy = H tel que Uon ait un diagramme commuta-

tif -

(6.2.3.1) 1 g H, G 1
-k
1 S H-L-G 1;

(2) si p*[Y] = p5Y] dans HY (G x X, S), alors H = S x G ;
(8) pour chaque choiz d’une action pg, chaque homomorphisme G g S induit une

. PH,p . . L . N
nouvelle action H X' Y —=Y satisfaisant les conditions ci-dessus, ot

prg(h,y) = (po)(h) - pr(h,y) pour chaque heH, yeY,

et toutes les actions satisfaisant les conditions ci-dessus sont obtenues de cette fagon.
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Démonstration. On suit la démonstration de Colliot-Théléne [CT08, Thm. 5.6]. D’aprés
le lemme 6.2.6, pour chaque élément o € H(X, S), puisque p*(a)]eoxx = @, il existe un
unique 8 € HeIG(G,S) tel que p*(a) = p5(a) + pi(B), ot p1, p2 sont les projections. Si
a = [Y], on note § = (H Y, G). Par [CT08, Thm. 5.6 et Cor. 5.7], il existe une structure
unique de k-groupe linéaire sur H (a (6.2.3.1) prés) telle que 9 soit un homomorphisme
de noyau S central.

Notons S % H l'immersion. L'égalité p*[Y] = pi[H] + p5[Y] donne un diagramme
commutatif :

/N

(6232) S X YWH X Y n p Y oy Y
T

e Xx X—>GxX—>Gx XL >X,

tel que py induise un isomorphisme H x°Y 5 p*Y et py := py o py soit un S x S-
morphisme, ot laction S x S ~ Y : (s1,82,y) — ps(s1 - s2,y). Donc prlesxy €
Homx (Y,Y) est un S-morphisme, et donc un isomorphisme. Remplacant py par (pgrle Sxy)_lo
Py, on peut supposer que prleqxy est identité, et donc ps = pp o (i X idy).

Montrons que pg est une action. Notons my la multiplication sur H. Puisque p est
une action, les morphismes p; := pg o (my X idy) et pa := pg o (idg x pg) induisent un
morphisme

U HxHxY L2y oy 3y xS 25 8, e pulhi-ha,y) = U(hi, hayy)-p(hn, pir(ha, y))

pour chaque hi,ho € H et y € Y. Puisque py est un S x S-morphisme et S est central
dans H, il existe un morphisme G x G x X T1y S tel que ¥ = ¥j 0 (1h x 1p x p). Par le
lemme de Rosenlicht (voir [S, Lem. 6.5]), il existe des homomorphismes x1, x2 : G — S et
un morphisme X X0 S tels que

V1(g1,92,7) = x1(91) - x2(92) - xo(®)

pour chaque ¢1,¢92 € G et x € X. Puisque pg(ep,y) =y pour chaque y € Y, on a

x1(9) = x2(9) = xo(z) = es

pour tout z € X et tout g € G. Donc pg est une action.

Pour (1), s'il existe un groupe linéaire H qui satisfait I’énoncé du théoréme, alors H et
'action pg sur Y induisent le diagramme (6.2.3.2) tel que py := pyopy et Hx Y 5 p*Y.
Alors dans H'(G x X, S), on a pi[H]+ p3[Y] = p*[Y], ce qui détermine uniquement H par
I’argument ci-dessus.

Pour (2), si p*[Y] = p5[Y], on a [H] =0 et, d’aprés (1), ona H = 5 x G.

Pour (3), il est clair que pp ¢lsxy = ps et po pae = po (¢ X p). Par ailleurs, soit p/y
une action satisfaisant les conditions. Alors on a un morphisme

B HxY Ly YRV XSS ie pylhy) = Oy, h) - pr(hyy)

pour chaque h € H et y € Y. Puisque plylsxy = pg, il existe G x X 219 tel que
® = ®yo(¢pxp). Par le lemme de Rosenlicht (voir [S, Lem. 6.5]), il existe un homomorphisme

G % S et un morphisme X % S tels que ®1(g,2) = ¢(g) - x(x) pour chaque g € G et
z € X. Puisque py(en,y) =y pour chaque y € Y, on a x(z) = eg pour tout z € X. Donc
P = PH: B
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Corollaire 6.2.8. Soient G un k-groupe linéaire connexe et X1, Xo deur G-variétés lisses
géométriquement intégres munies d’un G-morphisme X1 — Xo. Soit S un groupe de type
multiplicatif. Pour i = 1,2, soient Y; — X; un S-torseur et H; le groupe linéaire donné
par le théoreme 0.2.7. St Y1 = Yy xXx, X1 comme S-torseurs, alors Hy = Hy et, aprés

avoir changé l'action de Hi sur Y1 ou laction de Hy sur Ya, on peut imposer que Y1 =
Yo xx, X1 — Ya soit un Hy-morphisme.

Démonstration. L’action de Hs sur Y5 induit canoniquement une action de Hs sur Yz x x,
X telle que Yy xx, X1 — X; soit un Hy-morphisme. Par l'unicité dans le théoreme

6.2.7, Hi = Hs. Le résultat découle du fait que la différence de deux actions est un
homomorphisme G — S, qui ne dépend pas de Xj. O

Corollaire 6.2.9. Sous les hypothéses du théoréme 6.2.7, si le S-torseur [Y] est trivial sur
un G-ouwvert U de X, alors H = S x G.

Démonstration. En appliquant le théoréme 6.2.7 (2) & U et le corollaire 6.2.8 4 U — X,
on obtient le résultat. O

Corollaire 6.2.10. Sous les hypothéses du théoréeme 6.2.7, supposons que X = G /Gy, ou
Go C G est un sous-groupe fermé conneze. Si Y (k) # 0, alors il existe un sous-groupe
connexe fermé Hy de H tel que Y = H/Hy et Hy = Gy.

Démonstration. Soient y € Y (k),  := p(y) et G = X le morphisme induit par z. Alors
Yo :=Y Xx G a un k-point sur eg. Par [CT08, Thm. 5.6], Y est un groupe satisfaisant
les conditions du théoréme 6.2.7. Par le corollaire 6.2.8, Yo = H et H =5 Y est un
H-morphisme. Donc Hy := 7' (y) = 771 (z) = Gy. O

6.3 Groupe de Brauer invariant

Dans toute cette section, k est un corps quelconque de caractéristique 0. Sauf men-
tion explicite, une variété est une k-variété et les morphismes sont les k-morphismes. Soit
G un groupe linéaire et soit X une G-variété lisse. On définit la notion de sous-groupe
G-invariant de Br(X) (Définition 6.3.1). Ensuite on établit “’algébricité” de Brg(X) (Pro-
position 6.3.7). On définit la notion d’homomorphisme de Sansuc (cf. Définition 6.3.8) et
on obtient un diagramme commutatif canonique de suites exactes de Sansuc (Théoréme
6.3.10).

6.3.1 Définitions et propriétés

Définition 6.3.1. Soient G un groupe linéaire connexe et (X, p) une G-variété lisse géomé-
triquement intégre. Le sous-groupe de Brauer G-invariant de X est le sous-groupe

(6.3.1.1) Brg(X) :={be Br(X) : (p"(b) —p5(b)) € p1Br(G)}

de Br(X), on G x X 5% G, G x X 2 X sont les projections.

Dans la proposition 6.3.4, pour un sous-groupe B C Br(X), on montre que B C Brg(X)
si et seulement si B est “G-invariant".

Proposition 6.3.2. Sous les hypothéses de la Définition 6.5.1, alors :
(1) pour toute extension de corps K /k, ’homomorphisme 7 : Br(X) — Br(Xg) induit
par m: Xg — X vérifie 7*(Brg(X)) C Brg, (Xk) ;

(2) pour tout groupe linéaire connexe H , tout homomorphisme H Y, G, toute H-variété
Y et tout H-morphisme p: Y — X (compatible avec ¢) on a p*(Brg(X)) C Bry(Y) ;
(8) pour tout G-ouvert dense U C X, on a Brg(X) = Brg(U)NBr(X);
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(4) on a Bri(X) C Brg(X);

(5) pour toute G-variété Y munie d’un G-morphisme Y LN X, st p est un torseur sous
un groupe linéaire connexe H, on a (p*) 'Brg(Y) = Brg(X), ou Br(X) £ Br(Y) ;

(6) sous les hypotheses de (4), on a

Bri(X,Y) := Ker(Br(X) — Br(Yz)) C Brg(X).

Démonstration. Les énoncés (1), (2) et (3) découlent de la définition.
Pour (4), par [S, Lem. 6.6], Br; (G x X) = Br,(G) @ Br1(X) = piBri1(G) + p3Bri (X).
Pour tout a € Br(X), on a (p*(a) —p5())|eoxx = 0 et donc (p*(a) —p3(cr)) C piBri(G).
Pour (5), puisque G x Y M G x X est aussi un H-torseur, par la suite exacte de
Sansuc ([S, Prop. 6.10]), on a un diagramme commutatif de suites exactes

Pic(H) — Br(X)

|- | |ris

Pic(H) — Br(G x X} “ 2By x V).
Donc, pour tout o € (p*) " 'Brg(Y), on a
p*(a) — p5(a) € piBr(G) + ImPic(H) C piBr(G) + p5Br(X).

Puisque

(p* () — p3(a))]egxx = 0, on peut voir que p*(a) — p3(a) € piBr(G).
Par (4) e

t (5), Brl(X Y) C Brg(X). O
Le lemme suivant est bien connu.

Lemme 6.3.3. Soient X, Y deux variétés lisses intégres et Y L X un morphisme fidéle-
ment plat & fibres géométriquement intégres. Soit B C Br(k(X)) (resp. B C Br(U) avec
U C X un ouvert) un sous-groupe. Alors

p (BN Br(X)) = (p*B)NBr(Y).

Démonstration. Pour tout x € X, la fibre Yy, est intégre et H'(k(z), Q/Z) — H'(k(Yz),Q/7Z)
est injectif. En appliquant la suite exacte naturelle [CT95, (3.9)] & X et & Y, on obtient le
résultat. u

Proposition 6.3.4. Sous les hypothéses de la Définition 6.53.1, pour un sous-groupe B C
Br(X), les énoncés ci-dessous sont équivalents :
(1) B C Brg(X);
(2) p*B + piBr(G) = p3B + piBr(G) ; O
g(—

(8) pour toute extension de corps K/k et tout g € G(K), Uaction pg : Xg — Xk

induit un morphisme Br(Xg) LN Br(Xg) tel que

(6.3.1.2) pym B +ImBr(K) = 7" B + ImBr(K),

o X 5 X ;
(4) pour tout b € B, toute extension de corps K/k et tout g € G(K), on a
(o (b) — (b)) € TmBr(K),

ot T et p, sont définis dans (3);
(5) pour toute extension de corps K/k telle que k soit algébriquement clos dans K, et
tout g € G(K), on a (6.5.1.2), ot et pj, sont définis dans (3).
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Démonstration. Les implications (4) = (3), (3) = (5) sont claires.

. id . . ) . .
Pour (2) = (1), on note i, : X ¢, G x X I'immersion fermée. Pour b € B, il existe

b € B et a € Br(G) tels que p*(b) = p5(t') 4+ pi(a). Puisque poi. = py oi. = idx et que
p1 o i, se factorise par Spec k, on a b — b’ € ImBr(k) et donc

(" (b) = p2(b)) € (p1Br(G) + ImBr(k)) = piBr(G).
Pour (1) = (4), on note iy : Xk P, G X e morphisme et A := ImBr(K). Alors
T o pg = poiget T=pyoig Puisque ij(piBr(G)) C A, on a
P (b) + A =iy (piBr(G) + p*(b)) + A =iy (piBr(G) + p3(b)) + A= 7"(b) + A.
Pour (5) = (2), notons X,,, =+ X la projection et X, Y, G x X Pimmersion cano-

nique. Alors Br(G x X)) — Br(X,,,) est injectif. Par le lemme 6.3.3, piBr(ng)NBr(G x X) =
piBr(G). Donc il suffit de montrer que :

(inp")B + ImBr(ng) = (iyp3) B + ImBr(ne).
Le résultat découle de py 0, =m et poiy = 7o py,. O

Soient X une variété lisse géométriquement intégre et U C X un ouvert non vide.
Supposons que D := (X \ U) est lisse de codimension 1. Par le théoréme de pureté pour la
cohomologie étale a support dans un fermé lisse (cf. [Mi80, §VI.5]), on a une suite exacte :

H*(X,Q/Z(1)) — H*(U,Q/Z(1)) — H'(D,Q/Z) — H*(X,Q/Z(1)) — H*(U,Q/Z(1)).

Puisque Pic(X) — Pic(U) est surjectif et Br(X) — Br(U) est injectif, d’aprés la suite
exacte de Kummer, on a la suite exacte (cf. Grothendieck [Grol)

(6.3.1.3) 0 — Br(X) — Br(U) % HY(D,Q/z) — H3(X,Q/Z(1)) — H3(U,Q/Z(1)).

Soit G un groupe linéaire connexe. Si X est munie d'une G-action p : G x X — X
respectant U, on a un diagramme de suites exactes :

0 — Br(X) HY(D,Q/Z)

S

0—— Br(G x X) 2% Br(G x U) —= HY(G x D,Q/Z),

oﬂGxXgXestsoitpg soit p. On a :

Lemme 6.3.5. Avec les notations et hypothéses ci-dessus, on a :

(1) P5 pla@ra(w)) = Pblo®re)) §

(2) pour tout b € Brg(U), il existe un revétement fini étale galoisien abélien D' = D
tel que D' soit une G-variété, © soit un G-morphisme et que 7*(9(b)) =0 € HY (D', Q/Z).

Démonstration. Puisque pj ;;Br(G) C Im(Res), I'énoncé (1) découle de la proposition 6.3.4
(2). Pour b € Brg(U), soit n € Z Iordre de d(b). Alors d(b) € H'(D,Z/n). Soit D' > D
un Z/n-torseur tel que [D'] = 0(b). Par (1), p; p[D'] = pp[D'] € HY(G x D,Z/n). D’aprés
le théoréme 6.2.7 (2), D’ est une G-variéteé. O

Lemme 6.3.6. Soient G un groupe linéaire connexe et P un G-torseur. Alors Brg(P) =
Bri(P).
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Démonstration. D’aprés la proposition 6.3.2 (1) et (4), il suffit de montrer que Brg(Pf) = 0.
On peut supposer k =k et P = G.

Si G est un tore de dimension n, alors G = GJ!, est un ouvert de A" canoniquement.
Soit X := A"\ [(A"\ G)sing|. Alors codim(A"™\ X, A") > 2, Br(X) = 0, G est un ouvert de
X et X\G = U, D;, chaque D; étant un G-espace homogene de stabilisateur G,,. D’apreés
[CX2, Prop. 2.2|, pour tout revétement fini étale galoisien D) Ty D; tel que D] soit une
G-variété intégre et que m; soit un G-morphisme, le morphisme 7; est un isomorphisme.
D’aprés le lemme 6.3.5 (2) et (6.3.1.3), Brg(G) C Br(X) = 0.

Si G est réductif, soit T le tore maximal de G. Par la décomposition de Bruhat, il
existe un ouvert U de G tel que U = A™ x T' x A", ou 2n = dim(U) — dim(7T") (voir la
démonstration de [CT-Beijing, Prop. 4.2|). Donc Br(G) — Br(T) est injectif. Le résultat
découle de la proposition 6.3.2 (2).

En général, par [3, Lem. 2.1], le morphisme Br(G"*?) — Br(G) est un isomorphisme.
Le résultat découle de la proposition 6.3.2 (2). O

Proposition 6.3.7. Soient G un groupe linéaire connexe et (X,p) une G-variété lisse
géométriquement intégre. Pour tout b € Brg(X), on a (p*(b) — p5(b)) € piBre(G).

Démonstration. Pour la définition de Bre(G), voir (6.1.0.3). Notons X LoXN, G x X,

Puisque ps o (eg X idx) = po (eg X idx), il suffit de montrer que, pour tout b € Brg(X),
on a (p*(b) — p5(b)) € piBri(G). '

On peut supposer k = k. Un point € X (k) induit un morphisme G' %% X. Notons m
la multiplication sur G. Alors on a un diagramme commutatif :

p5—p*

Br(X) — Br(G x X) n Br(G)

l i@-dm)* l

Br(G) ——= Br(G x G) <— Br(G).

pay—m P

Le résultat découle du lemme 6.3.6, de la proposition 6.3.2 (2) et de I'injectivité de pj. O

6.3.2 L’homomorphisme de Sansuc

Soient G un groupe algébrique connexe et (X, p) une G-variété lisse géométriquement
integre. Notons G x X 25 @, G x X 2 X les deux projections. Soit Brg(X) le sous-
groupe de Brauer G-invariant de X (Définition 6.3.1). Pour la définition de Br.(G), voir
(6.1.0.3).

Par [S, Lem. 6.6], on a Br,(G x X) = Br,(G) @ Bra(X), et donc pi|p;,(q) est injectif.

Par la proposition 6.3.7, il existe un unique homomorphisme Brg(X) LN Bre(G) tel que
(6.3.2.1) pioA=p" —p;5:Brg(X) — Br(G x X).

Définition 6.3.8. Soient G un groupe linéaire connexe et (X, p) une G-variété lisse géomé-

triquement intégre. L’unique homomorphisme Brg(X) 2 Br.(G) satisfaisant (6.3.2.1) est
appelé I’homomorphisme de Sansuc.

Proposition 6.3.9. Sous les hypothéses de la définition 6.5.8, on a :
(1) pour toute extension de corps K/k, et tous x € X(K), g € G(K), a € Brg(X), on

(g-2)"(@) = g" (M) + 2" () € Br(K);
(2) si X(k) # 0, alors, pour tout x € X (k), on a
(6.3.2.2) A=pp — ",
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ot G2 X : g g-x, Spec k5 X est le point = et Br(X) EaN Br(k) C Br(G).
(3) si X = G/Gy avec Gog C G un sous-groupe fermé conneze, alors

Brg(X) = Bri(X, G) := Ker(Br(X) — Br(Gg)).
Démonstration. Pour (1), on a

(g-2)"(a) = (g9,2)"(p* () = (9,2)"(pa (@) + p1(Ma))) = g"(A(a)) + 2"(a) € Br(K).

Dans le cas (2), pour tout o € Brg(X), on obtient (p* — p3)(a)|axz = (pk — z*) ().
L’énoncé (3) résulte de la proposition 6.3.2 (2) (5) et du lemme 6.3.6. O

Si X i> Z est un G-torseur, par définition, I’homomorphisme de Sansuc /\\Brl(X)

est exactement le morphisme dans la suite exacte de Sansuc & isomorphisme canonique

Br.(G) = Br,(G) prés (cf. [BD, Thm. 2.8|).

Théoréme 6.3.10. Sotent G un groupe linéaire connexe, Z une variété lisse géométrique-

ment integre et X Iy 7 un G-torseur. Notons G x X % X laction de G. Alors Uhomo-
morphisme de Sansuc \ induit un diagramme commutatif de suites exactes, fonctoriel en

(X,Z,f,G) :

(6.3.2.3)  Pic(X) — Pic(G) — = Br(Z) — > Brg(X) —2> Br(G) = Bry(G)

F ] -

Pic(X) — Pic(G) — Br(Z) — Br(X) Br(G x X).

Démonstration. D’aprés Borovoi et Demarche [BD, Thm. 2.8], on a une suite exacte

Pic(G) — Br(Z) L5 Br(X) £ Br(G x X)

telle que (p* — p3)(Bri(X)) C piBre(G). Le résultat découle de la proposition 6.3.7. O

Corollaire 6.3.11. Soient 1 - N — H Y, G — 1 une suite exacte de groupes linéaires
connexes et (X, p) une G-variété lisse géométriquement intégre.

(1) On a Brg(X) = Bry(X).

(2) S’il existe une H-variété Y et un H-morphisme Y 2 X tels que Y — X soit un

N-torseur, alors Br(X) P, Br(Y) satisfait (p*) 'Bry(Y) = Brg(X) et on a une suite
exacte (o A est ’homomorphisme de Sansuc), fonctorielle en (X,Y,p,N) :

Pic(Y) — Pic(N) % Bra(X) 25 Br(Y) 2 Bro(N).

Démonstration. Puisque H x X ¥x, G x X est un N-torseur, par le diagramme (6.3.2.3),
on a un diagramme commutatif de suites exactes :
Pic(N) Br(G) Bry(H) —— Br.(N)

SN

Pic(N) — Br(G x X) R Bry(H x X) — Br.(N)

Donc (¢%) 1 (piBry(H)) = p;Br(G). Puisque Br.(H) C Bri(H) C Bry(H) (Proposition
6.3.2 (4)), la proposition 6.3.7 donne (1).

Appliquons la proposition 6.3.2 (5) au N-torseur Y — X (avec 'action de H). On a
(en utilisant (1))

X(Pic(N)) € (p")71(0) € (p") ™' (Bru(X)) = Br(X) = Bra(X).

Une application du diagramme (6.3.2.3) au N-torseur Y — X donne (2). O
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Comme conséquence, par le lemme 6.3.6, on a une suite exacte ([S, Cor. 6.11]) :
(6.3.2.4) Pic(N) — Bri(G) — Bri(H) — Bre(N).

Lemme 6.3.12. Soient G, N deux groupes linéaires connezes et X une G-variété lisse
géométriquement intégre. Soient H := N X G et P une H-variété telle que P soit un N -
torseur sur k. Soient Y := P x X et Y 25 P, Y 2 X les deux projections. Si P(k) # 0
ou H3(k,k*) =0, on a un isomorphisme :

(p},p3) : Bro(P) @ Brg(X)/ImBr(k) = Bry(Y)/ImBr(k).

De plus, cet isomorphisme induit un isomorphisme : (p},p3) : Bry(P) @ Bra(X) =
Br,(Y).

Démonstration. Par la proposition 6.3.2 (1) et le lemme 6.3.6, on a Brgy(P) = Bri(P).
D’aprés le corollaire 6.3.11 (2) et I'isomorphisme Bre(/NV) = Br,(N), on a un diagramme
commutatif de suites exactes

Pic(P) —2> Pic(N) —= Br(k) —= Bry (P) — 2> Bry(N)

A

Pic(Y) — Pic(N) —= Brg(X) —2> Bry (Y) —= Bra(N).

Puisque P(k) # () ou H3(k,k*) = 0, par [S, Lem. 6.7 et 6.8], 91 et 92 sont surjectifs. Alors
on a une suite exacte

(6.3.2.5) 0 - Br(k) — Bri(P) @ Bra(X) 2 Bry(v) — 0.
Puisque le morphisme Br(Xz) — Br((P x X)z) = Br(Y}) est injectif, on a une suite exacte :

0 = Br(k) — Bri(P) @ Bri (X) 2%, Br (V) — 0.

Le résultat en découle. O

Proposition 6.3.13. Soient T' un tore et 1 — Gy — G P T S 1 une suite ezacte de
groupes linéaires connexes. Soient X une G-variété lisse, géométriqguement intégre et X i>

T un G-morphisme. Notons Br,(G) 2, Bro(Go) l’homomorphisme induit par Gy C G.
Alors, pour tout t € T(k), la fibre X; est Go-invariante et on a un isomorphisme naturel
Pic(X) = Pic(X, 1) et deur suites evactes naturelles

0 — T* L5 B[X] /B — B[X,]/E = 0 et Br(T) — Brg(X) — Brg, (X;) — coker(¥).

Démonstration. D’aprés [CX2, Prop. 2.2|, X; est lisse, géométriquement intégre. Puisque
T est commutatif, X; est Gg-invariant. Notons :

Xti>G><Xt:$»—>(eg,:c) et Gx X, 5 X:(g,2)—g-
Alors p o est 'immersion X; C X. On fixe des actions
GxGo~GxXy:(g,90)%x(q,2) = (99'95 ", 90°7) et GxGo~ G :(g,90)xg — 99’95 "
Par définition, X = G x%° X, et on a un diagramme commutatif de G' x Go-morphismes

Xt%GXXt?G

p2
o e
f
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tel que les colonnes soient des Gg-torseurs.
D’aprés [S, Lem. 6.5 et Lem. 6.6], on a

k(G x Xy [k = E[G]* k™ @ E[X]*/k* et Pic(Gf x X, 1) = Pic(Gy) @ Pic(X, 5).

Par la suite exacte de Sansuc [S, Prop. 6.10 et Cor. 6.11], on a un diagramme commutatif
de suites exactes :

0 T IE%GX}X E[gglx Pic(T%) Pic(Gy) Pic(Gyp) —=0
A
0 E[I_jcx]x %[Ggft]x E[gglx Pic(X};) — Pic((G x Xy);) — Pic(Gy )

Puisque Pic(7;) = 0, une application du lemme du serpent donne l’isomorphisme et la
premiére suite exacte de I’énoncé.

D’aprés (6.3.2.5), on a un isomorphisme : Br.(G) @ Brg, (X3) teied), Braxa, (G x Xt).

Le corollaire 6.3.11 donne un diagramme commutatif de suites exactes :

Pic(Go) — Bry(T) Bri(G) — ¢~ Br,(Gy)

I i

D’aprés la proposition 6.3.9 (2), Coker()) = Coker(Ag). Puisque p2 0@ = id et i* o p} =0,
on a Brg,(X¢) = Im(:*) = coker(p}). Une chasse au diagramme donne 1’énoncé. O

Corollaire 6.3.14. Sous les hypothéses de la proposition 6.5.13, soient U C X un G-ouvert
et B C Brg(U) un sous-groupe. Alors, pour tout t € T(k), de fibre Uy C X, RN X, ona:

i (B N Br(X)) = (if (B) N Br(X,)).
Démonstration. D’aprés la proposition 6.3.13, on a un diagramme de suites exactes :

Br.(T) — Brg(X) —— Brg, (X¢) — coker(9)

S |

]

Bre(T) — Brg(U) — Brg, (U;) — coker(?)).

Une chasse au diagramme donne 1’énoncé. O

6.3.3 Pseudo espace homogéne

Soit G un groupe linéaire connexe. Pour les besoins de cet article, on introduit la notion
de pseudo G-espace homogéne. Elle généralise la notion de G-espace homogéne avec un
k-point a stabilisateur géométrique connexe (cf. exemple 6.3.16 (1)).

Définition 6.3.15. Soit G un groupe linéaire connexe. Une G-variété Z est appelée pseudo
G-espace homogeéne si Z est lisse, géométriquement intégre, Pic(Zz) est de type fini, Z (k) #
0 et Ker(( )) Brg, (Z5) sont finis, ott A : Brg(Z) — Bre(G) est 'homomorphisme de Sansuc
(cf. Définition 6.3.8).
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Fixons z € Z(k) et notons p, : G — Z : g — g - z. D’aprés (6.3.2.2), le groupe KBir(%)

est fini si et seulement si Ker(p?) N Brg(Z) est fini, ou Br(Z) 2 Br(G).
Example 6.3.16. Soit G un groupe linéaire connexe.

(1) Soit Gop C G un sous-groupe fermé connexe. Alors G/Gy est un pseudo G-espace
homogéne.

(2) Soient W une variété lisse géométriquement intégre et Z — W un G-torseur. Si
Pic(W) est de type fini, Br(W)/Br(k), Br(W%) sont finis et Z(k) # 0, alors Z est un pseudo

G-espace homogéne.

Démonstration. L’énoncé (1) résulte de [BD, Thm. 2.8] et de la proposition 6.3.9 (3).
L’énoncé (2) résulte du corollaire 6.3.11 (2). O

Proposition 6.3.17. Soient G un groupe linéaire conneze et Z un pseudo G-espace homo-
gene. Soient T un tore, Z' — Z un T-torseur et H le groupe linéaire connexe déterminé
dans le théoreme 6.2.7. Si Z'(k) # 0, alors Z' est un pseudo H-espace homogéne.

Démonstration. Fixons 2’ € Z'(k) et z € Z(k) 'image de z. Notons p,s : H = Z' : h — h-2/
et p,: G — Z: g g-z Daprés la suite exacte de Sansuc [S, Prop. 6.10], Pic(Z';) est de
type fini. Par le corollaire 6.3.11 (2) et (6.3.2.4), on a un diagramme commutatif de suites
exactes :

Pic¢(T) —— Brg(Z) —— Bry(Z') —— Br.(T)

e b

Pic(T) — Bri(G) — Bri(H) — Br.(T),

et un isomorphisme Brg, (Z;) — Bry, (Z;). Ainsi Bry, (Z;) est fini. Puisque Ker(p}) est
fini, le groupe Ker(p,) est fini et Z’ est un pseudo H-espace homogéne. O

Proposition 6.3.18. Soient G un groupe linéaire connexe et Z un pseudo G-espace homo-
géne. Alors Brg(Z)/Bri(Z) est fini.

Démonstration. Ceci vaut car Brg(Z)/Bri(Z) est un sous-groupe de Brg, (Zz). O
Pour un corps de nombres, le lemme suivant est bien connu.

Lemme 6.3.19. Supposons que k est un corps de nombres. Soit M un I'y-module de type
fini avec M #0. On a :

(i) si M est sans torsion, alors H?(k, M) est infini;

(ii) M est sans torsion ssi H*(k, M) est fini.

Démonstration. Si M est fini, par 'approximation trés faible de M (cf. le cas G = 1 de
[Ha07, Thm. 1]), il existe un sous-ensemble fini Sy C € tel que, pour tout sous-ensemble
fini S C Q, avec SN Sy = ), 'homomorphisme H'(k, M) — ©yesH (k,, M) soit surjectif.
Il existe un nombre infini de v € € tel que 'action de I'y,, sur M soit triviale. Dans ce
cas, H'(ky, M) # 0. Donc H'(k, M) est infini.

En général, la suite exacte 0 — Mo — M — Mypoe — 0 induit une suite exacte

MY 2 HY (K, Myo,) — HY(k, M),

free

ol Myor C M est le sous-module torsion maximal et M fyee := M /Myor. Ainsi M free st de
type fini et donc Im () est fini. Si H(k, M) est fini, M est donc sans torsion. Par ailleurs,
si M est sans torsion, H!(k, M) est fini. Ceci donne (ii).

Si M est sans torsion, la suite exacte 0 — M 5 M — M/n — 0 (n € Z>3) induit une
suite exacte : H'(k, M) — H(k,M/n) — H?*(k, M) = H?(k,M). Alors H'(k, M /n) est
infini et (ii) implique (i). O
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Lemme 6.3.20. Supposons que k est un corps de nombres. Soit ¢ : M — N un homomor-
phisme de T'j,-modules de type fini sans torsion. Si Ker(H?(k, M) KaN H?(k,N)) est fini,
alors ¢ est injectif et coker(¢p) est sans torsion.

Démonstration. Notons I := Im(¢), K := Ker(¢) et C := coker(¢). Alors I et K sont de
type fini sans torsion et on a deux suites exactes :

HY(k, I) — H2(k, ) — H*(k, M) 25 H2(k, 1)

et
H'(k,N) — H (k,C) — H%(k,I) 2 H%(k, N).

Ainsi HY(k,I), H'(k,N) et Ker(6;) sont finis. Alors H?(k, K) est fini et donc K = 0
(Lemme 6.3.19). Ainsi Ker(6) est fini. Alors H!(k,C) est fini et donc C est sans torsion
(Lemme 6.3.19). O

Lemme 6.3.21. Supposons que k est un corps de nombres. Soient G un groupe linéaire

conneze, T un tore et G i) T un homomorphisme. Alors les énoncés suivants sont équi-
valents : X

(i) le groupe Ker(Br;(T) LR Bri(G)) est fini;

(i) le morphisme 1 est surjectif de noyau conneze ;

(iii) la G-variété T est un pseudo G-espace homogéne.

Démonstration. D’aprés 'exemple 6.3.16 (1), on a (ii)=-(iii). Par la phrase aprés la défini-
tion 6.3.15, on a (iii)=(i). Pour (i)=>(ii), puisque ® se factorise par G*", on peut remplacer
G par G et supposer que G est un tore. Dans ce cas, puisque Bry(T) = H?(k,T*), le

noyau de H?(k,T*) N H?(k,G*) est fini. Le lemme 6.3.20 ci-dessus donne (ii). O

Soient G' un groupe linéaire connexe et Z un pseudo G-espace homogéne (cf. Défini-
tion 6.3.15). Soient (Z!")* := k[Z]*/k* un T'y-module libre de type fini et Z%" le tore
correspondant. Pour tout z € Z(k), on a un morphisme canonique Z Iz Ztor tel que
7.(2) = egior (Rosenlicht). Soit ¢, la composition G — G - z «— Z "= Ztor,

Proposition 6.3.22. Le morphisme v, ne dépend pas du choix de z, et c¢’est un homomor-
phisme tel que Z'°" soit une G-variété et w, soit un G-morphisme.

De plus, si k est un corps de nombres, la G-variété Z*" est un pseudo G-espace homo-
gene.

Démonstration. Notons p : G x Z — Z l'action de G. Par le lemme de Rosenlicht, 1, est
un homomorphisme. D’aprés le lemme 6.2.6, on a un isomorphisme canonique

] P5
HQG(G, Ztry @ HO(Z, Ztr) T HOG x Z,Z') : (s, ) 1, - T,
0

tel que O(m. 0 p) = (72 0 p)|axz: (T2 © p)leaxz) = (Y2, 7). Alors m, 0 p =1, -, et 7, est
un G-morphisme.

Pour tout 2z’ € Z(k), on a 7 = 7,(2)7! - 7, et donc (7, 0 p) = (Y., 7. (2')~
Ainsi ¥, = ,.

La suite spectrale de Hochschild-Serre donne une suite exacte

Lom,).

*
T, |Br1
~Z

Pic(Z) — Pic(Z;)'* — Bri(Z2%") Br(Z2).

Puisque Pic(Z;) est de type fini et Bry(Z°") est de torsion, le groupe Ker(n¥|p;,) est fini.

Puisque Ker(Brg(Z) 22 Br(G)) est fini, le groupe Ker(Bry (Z%°) m Br(G)) est fini.
Si k est un corps de nombres, une application du lemme 6.3.21 donne I’énoncé. O
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Définition 6.3.23. Dans la proposition 6.3.22, une fois qu’on a choisi z € Z(k), le mor-
phisme Z 5 Z" est appelé le quotient torique mazimal. Il ne dépend du choix de z qu’a
translation prés. Si k est un corps de nombres, le morphisme G' — Z%" dans la proposition

6.3.22 est surjectif de noyau Gg connexe. Le groupe Gq est appelé le stabilisateur de G sur
Ztor.

6.4 L’approximation forte hors des places archimédiennes et
la question 6.1.2

Dans toute cette section, k est un corps de nombres. Sauf mention explicite, une variété
est une k-variété. Soit GG un groupe linéaire connexe. Pour répondre a la question 6.1.2, on
établit le théoréme 6.4.2. Comme conséquence, on montre le théoréme 6.1.4 (1).

Rappelons la notion de sous-groupe de Brauer invariant (cf. Définition 6.3.1).

Lemme 6.4.1. Soit G un groupe linéaire connexe. Alors I’homomorphisme induit par [’ac-
couplement de Brauer-Manin G(Ay)e Ya, Br,(G)P est ouvert, ou (—)P := Hom(—,Q/7Z)
(cf. (6.1.0.2)).

Démonstration. Dans G(Ay)s, les sous-groupes ouverts compacts forment une base topo-
logique de eg. Pour tout tel sous-groupe C, l'image 0g(C) C Br,(G)” est compacte, et
donc fermée. Il suffit alors de montrer que cette image est d’indice fini. Par la finitude du
nombre de classes de G (|[PR, Thm. 5.1]), il existe un tel sous-groupe Cj tel que le double
quotient Co\G(Ay)e/G (k) soit finie. Puisque IIT'(G) est fini, d’aprés [D11b, Thm. 5.1],
0c(Cp) est d’indice fini. Pour tout tel sous-groupe C, le quotient Cy/(C' N Cy) est fini, car
Cy est compact. Donc 0(C') est d’indice fini. O

Théoréme 6.4.2. Soient G un groupe linéaire connere, X une G-variété lisse géomé-
triqguement intégre et U C X un G-ouvert. Soient A C Br(X) un sous-groupe fini et
B C Brg(U) (cf. (6.3.1.1)) un sous-groupe. Supposons que %‘gﬁ(}}z) est fini, ot Brg(U) LN
Br(G) est ’lhomomorphisme de Sansuc (Définition 6.5.8). Alors, pour tout ouvert W C

X (Ag) satisfaisant WAHBIMBIX) £ on o W N U(AR)ATE £ 0.

Démonstration. On peut supposer que ImBr(k) C B. Aprés avoir rétréci W, on peut
supposer que tout élément de A s’annule sur W et W = W, x Wy avec Woo C X (koo),
Wy C X(AY®) tel que Wy soit compact.

Pour tout w € Wy, il existe un ouvert W,, C Wy contenant w et un ouvert Cy,, C G(A*°)
tel que Cy, - Wy, C Wy. Puisque Wy est compact, il existe un sous-ensemble fini I C Wy
tel que UyerWy = Wy. Soit Cf le sous-groupe de G(A>) engendré par NyerCy. Alors
Cy-Wy C Wy et Cy est ouvert dans G(A*). Soit C = (eq)oo X C5 C G(Ag). Alors
C-W =W et I'image de C dans G(Ay)e est ouvert.

Notons G(Ay) e, Br,(G)P et U(Ay) %, BD les applications induites par ’accou-

plement de Brauer-Manin, ott (—)” := Hom(—,Q/Z) (cf. (6.1.0.2)). D’aprés le lemme
BnKer(\)
ImBr(k)

(APof)(C) C (B/ImBr(k))P est un sous-groupe ouvert d’indice fini, oit ’homomorphisme

6.4.1, 0(C) C Bry(G)P est un sous-groupe ouvert d’indice fini. Puisque est fini,

A: B C Brg(U) — Bre(G) = Bry(G) induit AP := Hom(\,Q/Z) : Br,(G)” — (B/ImBr(k))".
Donc il existe un sous-groupe fini By C B tel que

(6.4.0.1) Ker((B/ImBr(k))? % (B1)P) ¢ (\P 0 66)(C),

ot ¥ est induit par By C B — B/ImBr(k).
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D’aprés le lemme formel d’Harari ([Ha94, Cor. 2.6.1]), W N U(Ax)B* # 0. On a un

diagramme :

G(Ag) U(Ag)

o o

Bro(G)? 27~ (B/ImBr(k))? —L~ (B,)".

Soit u € W N U(Ag)PL, alors 9(0y(u)) = 0 et, d’aprés (6.4.0.1), il existe g € C tel que
g l-ueWet (AP obg)(g) = 0y (u). D’aprés la proposition 6.3.9 (1), on a Oy (g7" - u) =
0. O

Remarque 6.4.3. Dans le théoréme 6.4.2, si G = 1, alors ce théoréme est équivalent au
lemme formel d’Harari ([Ha94, Cor. 2.6.1]).

Comme conséquence directe, on a :

Corollaire 6.4.4. Avec les hypothéses et notations du théoréme 6.4.2, pour tout sous-
ensemble fini S C Q, s’il existe un ouvert X1 de X tel que U C Xy et Xy satisfasse
Uapprozimation forte par rapport & Br(X1) N (A 4+ B) hors de S, alors X satisfait l’ap-
prozimation forte par rapport a Br(X) N (A + B) hors de S.

Corollaire 6.4.5. Avec les hypothéses et notations du théoréeme 6./4.2, s’il existe un ouvert
X1 de X tel que U C X1 et X1(k) soit dense dans X1(Ak)].3r(X1)m(A+B), alors X (k) est
dense dans X(Ak)?r(x)m(AJrB).

Soit G’ un groupe linéaire connexe. Pour la notion de pseudo G-espace homogéne, voir
la Définition 6.3.15.

Théoréme 6.4.6. Soient G un groupe linéaire connexe et Z un pseudo G-espace homogeéne.
Soient X une G-variété lisse, géométriquement intégre et U C X un G-ouvert muni d’un

G-morphisme U Ly 7. Soient A ¢ Br(X) et B C Brg(U) (cf. (6.3.1.1)) deux sous-groupes
finis. Alors, pour tout ouwvert W C X (Ay,) satisfaisant WBX)NA+B+"Bra(2)) £ ¢

(1) on a W NU(Ap)ATB+H"Bra(2) £ ¢ .

(2) si G(koo)t - Z(K) est dense dans Z(Ay)P¢ (D) il existe z € Z(k) de fibre U, tel que

(Glkoo)t - W) N UL(AR)AE £0.

Démonstration. Notons Brg(Z) 2z, Br,(G), Brg(U) v, Br,(G) les homomorphismes de
Sansuc (cf. Définition 6.3.8). Puisque Ker(Az)/ImBr(k) est fini et Az = Ao f*, le quotient

Ker()‘U)?Ig;L({C;BrG(Z)) est fini. Une application du théoréme 6.4.2 donne (1).

D’aprés [Cod, Thm. 4.5], Papplication U(Ay) — Z(Ay) est ouverte et on obtient (2).
O

Démonstration du théoréme 6.1.4 (1). D’aprés un théoréme de Kneser et Platonov (cf.
[PR, Thm. 7.12]), G*°(k) est dense dans G**(A;°*). Par la proposition 6.3.9 (3) et 'approxi-
mation forte pour les espaces homogenes a stabilisateur géométrique connexe (Borovoi et

Demarche [BD, Thm. 1.4]), U(k) est dense dans U(Ak).BrG(U). Une application du théoreme
6.4.6 (2) au quintuple

(G,U ¢ X,U L= 1,0 ¢ Br(X),0 C Brg(U))

donne 1’énoncé. O
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6.5 La descente par rapport au groupe de Brauer invariant

Dans toute cette section, k est un corps de nombres. Sauf mention explicite du contraire,
une variété est une k-variété. La méthode de descente des points adéliques est établie par
Colliot-Théléne et Sansuc dans [CTS87b|. Dans [3|, C. Demarche, F. Xu et 'auteur étudient
la méthode de descente des points adéliques orthogonaux a certains groupes de Brauer dans
le cas des torseurs sous un tore. On suit leur méthode et considére ici le cas plus général
des torseurs sous un groupe linéaire connexe (Théoréme 6.5.9).

Pour la notion de sous-groupe de Brauer invariant, voir la définition 6.3.1.

6.5.1 Un cas spécial (111'(G) = 1)

Soient G un groupe linéaire connexe, X une variété lisse géométriquement intégre et
Y & X un G-torseur (a gauche). Pour tout o € Z'(k, G), soient P, le G-torseur & droite
correspondant et G, le tordu par 1-cocycle o. Alors P, est un G,-torseur a gauche. Soit
Y, P2y X le tordu de Y ie Y, =P, xGY. Alors Y, est un G,-torseur a gauche sur X.
Soit Brg, (Y5) le sous-groupe de Brauer G,-invariant de Y, (Définition 6.3.1).

Lemme 6.5.1. Supposons que III'(G) = 1. Alors pour tout sous-groupe B C Brg(Y), on
a:

p(Y (A7) = p(v (A)"),
ot Br(X) 25 Br(Y).

Démonstration. Puisque p*((p*)~'B) C B, on a p(Y (A;)?) C p(Y(Ak)p*((p*)*lB)).
Par le théoréme 6.3.10, on a un diagramme commutatif de suites exactes

(»*)"'B B Br,(G)

Lk

Br(X) — Brg(Y) —> Bra(G).

Il induit un diagramme commutatif avec suite exacte :

G(Ag) Y (A) X (A)

iac iay ; lax

Bro(@)? 22— BP — T ((p*)"'B)P

oit (—)P := Hom(—,Q/Z) (cf. (6.1.0.2)) et ag, ay, ax sont induits par I'accouplement de
Brauer-Manin. Par la proposition 6.3.9, pour tout y € Y(Ay) et tout g € G(Ag), on a

D

ay(g-y) = (A" cag)(g) + ay (y).

Puisque III' (G) = 1, par la suite exacte de Poitou-Tate de G (Demarche [D11b, Thm.
5.1]), ag est surjectif. Pour tout y € p(Y (Az)? (?)7'B)) on a z = p(y) € X(A;)®) B,
Alors (p*P oay)(y) = ax(x) = 0 et il existe g € G(Ay) tel que (AP 0ag)(g) = ay (y). Donc
ay(g~t-y)=0etpg~' - y) == H

Proposition 6.5.2. Soient G un groupe linéaire connere, X une variété lisse géomé-
triguement intégre et Y Ly X un G-torseur. Soit A C Br(X) un sous-groupe et, pour
chaque o € HY(k,G), soit B, C Brg, (Y,) un sous-groupe. Supposons que 1Y (G) = 1 et

que, pour tout o € H*(k,G), on a (pt) 1 (B,) C A, ou Br(X) Pa, Br(Y,). Alors on a :
X (AR = Ugeri (k.cypo (Yo (Ar) P77 4).
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Démonstration. Le résultat découle de [3, Thm. 1.1] et du lemme 6.5.1. O

Corollaire 6.5.3. Soit T un tore quasi-trivial. Soient X une variété lisse, géométriquement
integre et Y L X un T-torseur. Soient U C X un ouvert et V = p~1(U). Alors pour tous

sous-groupes A C Br(U), B C Brp(V), si (p*)~1(B) C A, ou Br(U) 2, Br(V), on a
X(Ak)Br(X)ﬂA — p(Y(Ak)Br(Y)ﬂ(B—I—p*A))'

Démonstration. Par le lemme 6.3.3, on a (p*)~}(Br(Y)N(p* A+ B)) = Br(X)N A. D’aprés
la proposition 6.3.2, on a (Br(Y)N(p*A+ B)) C Bry(Y). L’énoncé résulte de la proposition
6.5.2. 0

6.5.2 Applications des résolutions coflasques

Par [CTS87al, un I'y-module M de type fini est appelé coflasque si M est sans torsion et,
pour tout sous-groupe fermé I' C Ty, on a HY(I', M) = 0. Un k-tore T est appelé coflasque
si T* est coflasque. Alors H'(k,T*) = 0 et, pour tout v € Q, on a H'(k,,T*) = 0. On
renvoie & [CTS87a, Prop. 1.3] pour les résolutions par tores coflasque et tores quasi-triviaux.

Lemme 6.5.4. Soit T un tore. Alors H3(k,T*) = [Toeoo, H3(k,, T*) = [Toeoo, HY(k,,T*).

Démonstration. Pour tout v € ooy, puisque T'y, = Z/2, on a H3(k,, T*) = H'(k,, T*). Par
la ligne 3 de la démonstration de [HSz05, Prop. 5.9], on a H3(k,T*) = [Toeoo, H3(ky, T*).
Le résultat en découle. O

Lemme 6.5.5. Soit
1—-G ﬂ H ﬂ T—>1

une suite exacte de groupes linéaires connexes avec T un tore.

(1) Si H3(k, T*) = 0, alors I’homomorphisme Br,(H) v, Bro(G) est surjectif.

(2) Si G est réductif, alors I’homomorphisme 0 : T(k) — H'(k,G) induit par cette
suite exacte vérifie Im(9) C Im(H(k, Z(G)) — H(k,G)), ot Z(G) est le centre de G.

Démonstration. Par la suite exacte de Sansuc [S, Cor. 6.11], on a une suite exacte de
I',-modules

0—>T"—-H" -G =0
et un isomorphisme de T'y-modules Pic(Hy) = Pic(Gf). Par [CTX09, Lem. 2.1] (modulo
H?(k,k*) = Br(k)), on a un diagramme commutatif de suites exactes :

H%(k, H*) — Bro(H) — H'(k, Pic(Hy)) — H3(k,k* © H*)

P §

H?(k,G*) — Br,(G) — H'(k,Pic(Gy)) — H3(k,k* ® G*).

Si H3(k, T*) = 0, alors 17 est surjectif et ¥ est injectif. Ceci donne (1).

Pour (2), puisque G est réductif, H est réductif et 'homomorphisme Z(H) — H" est
surjectif. Donc la composition Z(H) — H — T est surjective. Soit S := Z(H)NG C Z(G).
Ceci induit un diagramme commutatif de suites exactes :

N

1 G H T 1.

Ainsi Im(9) C Im(HY(k, S) — H'(k,G)) et on a (2). O
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Proposition 6.5.6. Soit G un groupe réductif connexe. Alors il existe un groupe réductif
connexe H, un tore T et une suite exacte :

1ocLSHST 51

tels que TN (H) = 0, H3(k,T*) = 0 et Br,(H) LR Bro(G) soit surjectif.
De plus, si G est un tore, on peut imposer que H soit un tore quasi-trivial.

Démonstration. Puisque G est réductif, il existe une suite exacte 0 = S — G — G — 0
telle que S soit le centre de G' et G soit le groupe adjoint de G. Alors S est un groupe
de type multiplicatif. Par [CTS87a, Prop. 1.3], il existe un tore quasi-trivial T et un
homomorphisme injectif S X Ty tels que T := Ty /S soit un tore coflasque. Alors, pour
tout v € oo, on a H'(k,, T*) = 0. Par le lemme 6.5.4, on a H3(k,T*) = 0.

Soit H := G x° Ty. Alors H est un groupe linéaire et on a deux suites exactes

15GSHAST 51 et 1o5T)— H— G 1.

Par le lemme 6.5.5 (1), le morphisme Br,(H) N Br,(G) est surjectif. Par [S, Cor. 5.4],
on a II' (G) = 0. Puisque Tj est quasi-trivial, on a IIT'(H) = 0. O

Proposition 6.5.7. Soit X wune variété lisse géométriquement intégre. Supposons que
X (k) # 0 et que Pic(Xy) est de type fini. Alors il existe un tore quasi-trivial T' et un
T-torseur Y — X tels que Pic(Yz) = 0 et H3(k, k[Y]*/k*) = 0.

Démonstration. 11 existe un ouvert U C X tel que Pic(Ug) = 0. Soient Tp un tore tel que
15 == Divx,\v; (X3) et Yo — X le Tp-torseur induit par 'homomorphisme ¥ de la suite
exacte (6.2.2.1). Par la suite exacte de Sansuc [S, Prop. 6.10], Pic(Y; ;) = 0. Soit T le tore
tel que T = k[Yp]* /K. Puisque X (k) # () et que Ty est quasi-trivial, on a Yp(k) # 0. A
un point de Yp(k) on associe un morphisme Yy =+ T (envoyant ce point sur e, ) tel que

T

Ty “— k[Yp)* /k* soit un isomorphisme.

D’aprés [CTS87a, Prop. 1.3], il existe une suite exacte 0 — To — T35 — 11 — 0 telle
que T; soit quasi-trivial et que T3 soit coflasque. Soit Y := Y{ xp, T5 un T3 torseur sur Yp.
Par la suite exacte de Sansuc [S, Prop. 6.10], Pic(Yz) = 0, k[Y]*/k* = T; et, d’aprés le
lemme 6.5.4, on a H3(k, k[Y]*/kX) = 0.

Soit T := Ty x Ty. Puisque Ty, Th sont quasi-triviaux, on a H'(Tp, Tz) = 0 et, d’aprés
[CTO08, Cor. 5.7, toute extension centrale de Ty par T» est isomorphe a Ty x 1. D’aprés
le théoréme 6.2.7, il existe une action de T' sur Y compatible avec les actions 15 sur Y et
Ty sur Yy. Alors Y est un T-torseur sur X. ]

6.5.3 Le cas général

Soient G un groupe linéaire connexe, X une variété lisse géométriquement intégre et
Y & X un G-torseur (a gauche). Pour tout o € Z'(k, @), soient P, le G-torseur & droite
correspondant et G, le tordu par le 1-cocycle o. Alors P, est un G,-torseur a gauche. Soit
Y, P2y X le tordu de Y, ie Y, =P, x¢Y. Alors Y, est un G,-torseur a gauche sur X.
Soit Brg, (Y5) le sous-groupe de Brauer G,-invariant de Y, (Définition 6.3.1).

Notons 07 : Py x Y — Y;. Le lemme 6.3.12 donne un isomorphisme canonique :

(p},p3) : Bra(Py) @ Brg(Y)/ImBr(k) = Brg, xg(P, x Y)/ImBr(k).

Ceci induit un morphisme canonique

o \*

0% : Bra. (Y,)/TmBr(k) %X Br (P, x Y)/ImBr(k) — Bra(Y)/TmBr(k).
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Soit Q-1 le torseur inverse de P, (cf. [SkoO1, P. 20, Exemple 2|). Alors Q,-1 est un
G,-torseur & droite et aussi un G-torseur a gauche. Notons o1 := [Q,-1] € H'(k,G,).
Pour tout G,-torseur & gauche Y’ — X, soit Y/, := Y’ x% @Q,-1 (un G-torseur & gauche
sur X).

Lemme 6.5.8. On aY = (Y;),-1 et ’homomorphisme ©F, est un isomorphisme d’inverse
-1
e\,

o

Démonstration. On a (Yy),-1 = Py, x5 P, xY 2 G x%Y 2 Y. On a un isomorphisme

. p1 %05 ) (=1
canonique P, x Y —— P, x Y, d’inverse p; X QYU . Par le lemme 6.3.12, on a :

Bry(P,) ® Brg(Y)/ImBr(k) = Brg, «x¢(P, x Y)/ImBr(k)

et
Br,(P,) ® Brg, (Y,)/ImBr(k) = Brg, «¢(P, x Y,)/ImBr(k).

Le résultat en découle. O

Pour un sous-groupe B, C Brg, (Y,) contenant ImBr(k), on note é\i(Bg) C Brg(Y)
I'image inverse de ©%,(B,). Alors 9%71)(65(30)) = B,.

Théoréme 6.5.9. Soient G un groupe linéaire connere, X une variété lisse géomé-
triguement intégre et Y Ly X un G-torseur. Soit A C Br(X) un sous-groupe et, pour
chaque o € H'(k,G), soit B, C Brg, (Y,) un sous-groupe contenant ImBr(k). Supposons
que, pour tout o € H'(k,G), on a

(p:;)_l Z @gf; (Bc-i-a’) CA
oIl (Go)

ot Br(X) P, Br(Ysy) et Yoio := (Y5)or. Alors on a :
XA = Use (r,aypo (Yo (Ag) P PoA).

Démonstration. La démonstraction ci-dessous suit celle de [3, Thm. 4.1].

Par [3, Thm. 1.1], il suffit de montrer que, pour tout o € H'(k,G), on a :

* B +p* . A
pU(YG(Ak)pUA) C Ua’eml(Go)pUJrU/(YU+U’(AI€) oto Poto ).

On peut supposer que o = 0. Pour tout v, puisque H'(k,, G*) = 0, le morphisme Y (k,) —
(G™ xG Y)(k,) est surjectif. Puisque III'(G) = 1IY(G*?) ([S, Prop. 4.1]) et que l'on a
Br(Y) = Br(G™ x“Y) (|3, Lem. 2.1]), on peut supposer que G est réductif.

Par la proposition 6.5.6, il existe un groupe linéaire connexe H, un tore 1" et une suite
exacte :
1565 HST 51

tels que T (H) = 0, H3(k, T*) = 0 et Br,(H) v, Br,(G) soit surjectif. Par [Se, Prop. 36
du Chapitre 1|, on a une suite exacte d’ensembles pointés :

1 G(k) — H(k) —» T(k) S H'(k,G) — H'(k, H),

telle que, pour tout t € T, on ait d(t) := [¢~1(¢)]. Alors IIT}(G) C Im(9) et, pour tout
t € T(k), on a Gyy) = G (Lemme 6.5.5 (2)).
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Soient Yy := H xS Y et YV i> Yy le morphisme canonique. Alors Yy PH, X est un
H-torseur sur X et T x Y = T x X. Alors on a un morphisme canonique Yy BT tel
que, pour tout t € T'(k), on a u~'(t) = ¢~1(t) XY = Yy(;). Notons p~1(t) X Yy Par

la définition de @?,(t), on a : @?/(t) o4y =¢*. Par la proposition 6.3.13, le lemme 6.5.8 et la

surjectivité de ¢*, les morphismes Bry (Yy) LN Brg(Y) et Bry(Yy) N Brg(pu~1(t)) sont
surjectifs.
Notons

B=Brg(Yu)n (@) [ Y 69(B,) | CBru(Yn)
oelll' (@)
Alors (pj;) "1 (B) C A et By C if B. Puisque poi se factorise par Spec k, on a p*Bri (T) C
B.
Pour uny € Y (A;)P 4, par le lemme 6.5.1, il existe y1 € Y7 (Ay)BHPu4 tel que py(y1) =
p(y). Alors il existe h € H(Ay) tel que y1 = h-y. Donc pu(y1) € ¢(H(AR)) N T(Ag)B(D),
Par [3, Prop. 3.3], on a :

T(AR)P T = T(k) - ¢(H(Ay)P1 D).
Donc il existe hy € H(Ag)P1H) tel que
ti=p(hi-y1) € T(k) N o(H(Ag)).

Donc 9(t) C HIY(G). Puisque Bry(H) = Bri(H) (Lemme 6.3.6), par la proposition 6.3.9
(1),
y2 1= hy -y € Y (Ap)PHPE4 et done gy € p ! ()(Ag) 0 Po0
Le résultat découle de p o) = pr(y2) = p(y). ]
o) (Y y y

Corollaire 6.5.10. Sous les hypothéses du théoréeme 6.5.9, soit
X(k) S H' (k,G): 2 [p7'(2)]

le morphisme canonique. Supposons que pour tout o € H'(k,Q), la variété Y, satisfait le
principe de Hasse par rapport a B, + piA. Alors

X (AR = Userm(@)po (Yo (Ag) PrPoA).

Démonstration. Pour tout ¢ € H'(k,G), si Yy (Ay)BetPs4 £ (), alors on a Y, (k) # 0 et
donc o € Im(0). Le résultat en découle. O

Corollaire 6.5.11. Soient G un groupe linéaire connexre, X wune variété lisse géomé-
triquement intégre et Y 2 X un G-torseur. Soit Bri(X,Y) := Ker(Br(X) — Br(Y3)).
Alors on a :

X (AR)P ) = U ,6ypo (Yo (Ag) P11 09)).

Démonstration. Pour tout o € H'(k,G), puisque le morphisme Br(Yz) — Br((P, x Y)z)
est injectif, on a Bry(X,Y,) C Bri(X,Y). Donc Bri(X,Y,) = Bri(X,Y) = (p*) !By (Y).

Pour tout o € H*(k, G), par le lemme 6.3.12 et le lemme 6.5.8, le morphisme 0% induit
un isomorphisme Br, (Y, ) = Br,(Y). Donc é\‘;(Brl(Ya)) = Bri(Y). Le résultat découle du
théoréme 6.5.9. O

Remarque 6.5.12. La démonstration du théoréme 6.5.9 n’utilise pas 'approximation forte
pour les espaces homogenes a stabilisateur géométrique connexe (Borovoi et Demarche [BD,
Thm. 1.4]), mais elle utilise [BD, Thm. 2.8|.
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Corollaire 6.5.13. Soient G un groupe linéaire connexe, Gy C G un sous groupe fermé
connexe et Z = Go\G. Notons G = Z la projection. Alors on a

Z(Ap)Pre %) = 1(G(AR)PD)) - Z (k).

Démonstration. Puisque G = Z est un Go-torseur a gauche, pour tout P, € H(k,Go)
(un Go-torseur a droite), le tordu P, xC0 G est un G torseur a droite. Donc P, x&0 G
satisfait le principe de Hasse par rapport a Bry (P, x° G) (Sansuc, cf. [Sko01, Thm. 5.2.1]).
Le résultat découle du corollaire 6.5.10. O

C’est clair que le corollaire 6.5.13 vaut aussi pour Z := G/G).

6.6 La méthode de fibration et la question 6.1.3

Dans toute cette section, k est un corps de nombres. Sauf mention explicite du contraire,
une variété est une k-variété. Pour traiter la question 6.1.3, on est amené a étudier la
question :

Question 6.6.1. Soit G un groupe linéaire. Soient X et Z deux G-variétés lisses géo-

métriquement intégres. Soient U C X un G-ouvert et U Iy Z un G-morphisme. Soient
B C Br(U) un sous-groupe fini, S C € un sous-ensemble fini non vide et W C X (Ay) un
ouvert. Sous quelles conditions peut-on montrer que, si WBWNB+"Bra(2)) £ ¢ alors il
existe z € Z(k) de fibre U, tel que ((G(ks) - W) NU,(Ax))B #07?

Dans |CTH], Colliot-Théléne et Harari étudient la méthode de fibration au dessus de
A'. On suit leur méthode et répond a la question 6.6.1 d’abord dans le cas ol Z est un
tore quasi-trivial et f s’étend & un morphisme de X vers une Z-variété torique standard
(Théoréme 6.6.7). Ensuite, en utilisant ce résultat, on résoud cette question dans le cas ou
Z est un tore (Théoréme 6.6.9). En utilisant la descente (§6.5.1), on établit le théoréme
6.6.11 dans le cas plus général ou Z est un pseudo G-espace homogéne. Ceci sera utilisé dans
la section 6.7 pour traiter le cas d’'un G-espace homogeéne Z a stabilisateur géométrique
connexe.

6.6.1 L’approximation forte raffinée pour ’espace affine

Pour un ouvert U d’un espace affine A" satisfaisant codim(A™ \ U, A™) > 2, 'approxi-
mation forte hors d’'une place vy a été établie par Fei Xu et l'auteur dans [CX1, Prop.
3.6], et raffinée lorsque la place vg est archimédienne dans [CX2, Prop. 4.6 et Cor. 4.7 |, ou
I'on montre que U (k) NT (ky,)™ C A"(ky,) est dense dans U(A}°) pour une variété torique
(T < A"™) comme (6.6.1.1) ci-dessous. On généralise maintenant ce résultat au cas ou vy
est une place quelconque.

Théoréme 6.6.2. Soient K une k-algébre finie séparable de degré n et
(6.6.1.1) (T'— A") := (Resg /G — ResK/kAl)

la variété torique correspondante. Soit U C A™ un ouvert tel que codim(A™ \ U, A™) > 2.
Soient vy une place et Dy, C T'(ky,) un sous-groupe ouvert d’indice fini. Alors, pour tout
ouvert W C U(A") non vide et tout ouvert Wo C A™(ky,) non vide D,,-invariant, on a

U(k) N (Wo x W) # 0.

Démonstration. Etape (0). Par approximation faible pour le tore quasi-trivial T, il existe
un o € T(k) N Wy. Ainsi on a D,, C a~!-Wy. En remplagant U par a~'U et W par
a~1W, on peut supposer que Wy = D,,. Si vy est complexe, on a Dy, = T(k,,) et 'énoncé
découle de |CX1, Prop. 3.6]. On suppose que vy n’est pas complexe.
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Etape (1). Supposons que vy € ooy, et T = G,. Puisque D,, C T(k,,) est ouvert et
donc fermé, le sous-groupe D,,, contient la composante connexe de l'identité de T'(ky,).
Ainsi I’énoncé est équivalent a [CX2, Prop. 4.6].

Etape (2). Supposons que vg ¢ oog, n =1 et T = G,,. On a U = Al. Par définition, 11
existe un sous-ensemble fini S C Q \ {vo} contenant ook, un élément a, € k, pour chaque
veSet<e< tels que

H{J)Ekv Dl —ay] <€} x H 0, C W.

veS vgSU{vo}
On fixe une uniformisante m,, de k,,. Pour le sous-groupe d’indice fini D,, C k;, il existe
un entier N > 0 tel que
U@ +al0y,) il c Dy,
1€EZ
Par approximation forte sur A, il existe o, B € k* tels que
1
aEkaxH{xEkvz|x—av|<§e}x H O,
veS vgSU{vo}
et 1
ﬁekvoxn{acekv : |l’|<§€}>< H Oy.
veES v¢SU{vo}
D’aprés la formule du produit, [ := —wvg(5) > 0 et donc ijo B € Oy . Alors il existe m € Z

assez grand tel que
(ﬁwfm)m el —l—mj}\;(’)vo) et wvo(af™™) > N.
Ainsi
a+ BN =7 N (Bl YN (14 aBTN) € (1470 Oye) ™ C Dy,

Ceci implique que a + ™ € D, x W.

Etape (3). Supposons que vy ¢ ook, T' 2 G, et, sous cet isomorphisme, Dy, =[], D;
avec D; C ky un sous-groupe ouvert d’indice fini. On établit le résultat en utilisant la
projection A" — A! sur le premier facteur. L’argument donné pour vy réel dans [CX2,
Prop. 4.6] vaut pour tout vy en remplagant R par D;.

Etape (4). En général, d’aprés (1) et (3), il reste & montrer qu’il existe des sous-groupes
ouverts {D;};; de k; d’indice fini et un isomorphisme

(I ResK/kAl 5 A" tels que HDi C P(Dyy,).
=1

Si vo est réel, ceci est établi dans la démonstration de [CX2, Cor. 4.7]. On peut alors
supposer que vy ¢ ook et K = k(f) soit un corps.

Soit {w;}; les places de K au-dessus de vg et, pour tout j, soient m; une uniformisante
de Kw]. et O; 'anneau des entiers de Kw]. Pour m,, une uniformisante de k,, et pour chaque
J, soit €j := wj(my,) < n. Puisque Dy, est un sous-groupe ouvert de T'(ky,) = []; Ky, il
existe un entier N € Z~q tel que

(6.6.1.2) [TIUa + =Y 0)#N] ¢ Dy,
j ez
Aprés avoir remplacé 0 par 6 + 7T;00N

que

avec ¢ > 0 suffisamment divisible, on peut supposer

(6.6.1.3)  w;(0) = —ejeN, 07N € (1+7Y0;) et (mym; ) € (1+7V0;)).
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Soit M := en?N. Alors, pour tout j et tous entiers m,m’ avec 0 <m <m’ <n—1, on a
im’ —m||w;(8)| <nejeN <M et donc 0 < (w;(™) —w;(6™)) < M.

Donc, pour tous «, o € k; satisfaisant M|vo(a) et M|vg(a’), on a

- wi(e) > wia) s wj(ad™) < wi(a’o™)
614 w (0™ wa o™ e J J J J S
(66.1.4)  w;(@f™) # w;(a’™) et {wj(a) > wj(a) st wj(ad™) > wi(a'6™)

Donc

(6.6.1.5)
wi(a'0™) —wj(ad™) > M — (m' —m)(—w;(0)) si w;(@d™) < w;(a’6™) ‘
wi(ad™) — w; (/0™ > (m' —m)(—w;(6)) si w;(ad™) > w;(a'0™)

L’élément 6 induit un isomorphisme v : Resy /kAl — A", qui est défini par

n—1
Resp Al (A) = 340" B A™(A) = A" Y ait’ v (ag, -+, an1)
=0 =

pour toute k-algébre A. Soit

D= A+ 7l 0wt < k)
leZ

un sous-groupe ouvert d’indice fini. D’aprés (6.6.1.3), on a D C Ujez(1 + 7rNC’) Ly N Pour

tout j et tout (xg, - ,zp—1) € D", il existe un 0 <1i; < n —1 tel que
i\ 7 z
wj(w;0") = 0<I@I£1£1 l{w] (z;:60")} Zazﬂ

ou la deuxiéme égalité découle par (6.6.1.4). Pour i # i, d’aprés (6.6.1.5), on a

(’i — ij)ech >N sio1 > ’ij

(00 — wa (s 65) >
wile') %@”)—{M—@—QWWZN SEERTE

Alors
n—1 A ‘
N @o,++ yapo1) = Zazzﬂl € ;,0(1+ 7, 0;) C U(l + Mo
i=0 lez
D’aprés (6.6.1.2), on a D™ C (D). O

On rappelle la définition des variétés toriques standards ([CX1, Déf. 2.12])

Définition 6.6.3. Soit K une k-algébre finie séparable. La variété torique standard par
rapport a K/k est la sous-variété torique (Resg/1Gm — Z) de (Resg /Gy — ResK/kAl)
avec

Z = ReSK/kAl \ [(ResK/kAl \ Resg/xGm)sing)-

Corollaire 6.6.4. Soit (T — Z) une variété torique standard. Soient vy une place de k et

Dy, C T(ky,) un sous-groupe ouvert d’indice fini. Pour tout fermé F C Z de codimension

> 2 et tout ouvert non vide W C (Z \ F)(Ag), si (Dy, - W)N(Z\ F)(Ar) =W, alors on
T(k)NW # 0.

Démonstration. Puisque codim(ResK/kAl\Z, ResK/kAl) > 2, une application du théoréme
6.6.2 donne le résultat. O
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6.6.2 Fibration sur une variété torique standard

On a besoin d’une généralisation du théoréme de Tchebotarev “géométrique" (Ekedahl
|[E, Lem. 1.2]) :

Lemme 6.6.5. Soient X, Y, Z des schémas intégres de type fini sur O, et Y 5 X, X i> Z
deuzx Op-morphismes. Supposons que f et fop sont lisses 4 fibres géométriqguement intégres
et p est fini étale galoisenne de groupe de Galois I'. Soit C' une classe de conjugaison de I’
et ¢ := |C|/|T"|. Pour chaque place v € Q, et chaque z € Z(k(v)), soit No(z) le nombre de
x € X,(k(v)) tel que le Frobenius Fr, de x soit dans C. Alors

Ne(z2)
| X (K(v))]

ot la constante dans O(—) ne dépend ni de v ni de z.

—c=O(lk(v)| 7%

Démonstration. Le résultat découle de la démonstration standard de [E, Lem. 1.2 avec la
formule des traces de Lefschetz

Z X(FTZ’) = Z (_1)iTT(FT*7H§(X57VX)>7

zeX; (k(v)) 0<i<2dim(X:)

ou Vj est défini dans la démonstration de |E, Lem. 1.2]. Puisque R f, V, est constructible
et H((X:,Vy) = (R'fiVy)z, les dimensions des H.(X3, V,) sont bornées uniformément. De
plus, la valeur absolue de la valeur propre de Fr* en H(Xz, Vy) est inférieure ou égale a

|k(v)|2. Le reste de la démonstration est la méme que celle de [E, Lem. 1.2]. O

Lemme 6.6.6. Soient Z un ouvert de A™ satisfaisant codim(A™\ Z, A™) > 2 et V un ouvert
de Z. Soient {C;}icr les composantes connexes de Z \'V et k; la fermeture intégrale de k
dans k(C;). Alors la suite exacte (6.3.1.3) induit un isomorphisme

(6.6.2.1) 0:Br,(V) > @;H (ki Q/Z).

Démonstration. On peut supposer que Z \ V est lisse. Puisque codim(A™ \ Z, Z) > 2, on
a Br(Z) = Br(k) et H(Z;,,Q/Z(1)) = 0 pour i = 1, 2. Puisque V (k) # (), le morphisme

H*(Z,Q/2(1)) — H*(V,Q/Z(1)) ® H*(Z;, Q/Z(1))

est donc injectif (suite spectrale de Hochschild-Serre). La suite exacte (6.3.1.3) induit un
diagramme commutatif de suites exactes :

Br(2) Br(V) @ H'(C;,Q/Z) — H*(Z,Q/Z(1)) — H*(V,Q/Z(1)

| | | |

Br(Z;) = 0 — Br(Vg) — ®;H'(C, 1, Q/Z) — H*(Z;, Q/Z(1)) 7
d’otul le résultat. O

Théoréme 6.6.7. Soient (T — Z) une variété torique standard, G un groupe linéaire
conneze et G 5 T un homomorphisme surjectif de noyau connexe. Soient X une G-

variété lisse, géométriquement intégre et X i) Z un G-morphisme lisse surjectif a fibres
géométriquement intégres. Notons U := X xz T. Soit B C Brg(U) (cf. (6.5.1.1)) un
sous-groupe fini. Soient vo € Q, une place et G(ky,)? C G(ky,) un sous-groupe d’indice
fini. Alors, pour tout fermé F C X de codimension > 2 et tout ouvert W de (X \ F)(Ayg)
satisfaisant WBrNBHIGBre(T) £ ¢ il existe t € T(k) de fibre Fy C Xy, tel que

codim(Fy, Xy) > 2 et (X;\ F)(Ap)Z N (G(kyy)? - W) # 0.
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Démonstration. Puisque f est lisse, il existe un fermé F; C Z tel que f(X \ F) = Z \ F1.

Soient {C;}ier les composantes connexes de Z \ T et D; := X x z C; les composantes
connexes de X \U. Par hypothése, les variétés C; et D; sont lisses intégres. D’aprés (6.3.1.3),
on a une suite exacte :

0 = Br(X) N (B + fl}Bre(T)) — (B + fliBre(T)) & @:H' (D;, Q/2)

Par le lemme 6.3.5, pour tout ¢, il existe un revétement fini étale galoisien abélien D = D;
tel que D! soit une G-variété intégre, m; soit un G-morphisme et d(b) € H'(D!/D;,Q/Z).

Soient k; la fermeture intégrale de k dans k(C;) et k) la fermeture intégrale de k dans
k(D;). Par hypothése, la fermeture intégrale k dans k(D;) est k;. D’apres [CX2, Prop. 2.2],
le morphisme D} — C; xy, k. est lisse a fibres géométriquement intégres.

Soit Bx := Br(X)N(B+ f|{;Bre(T)). D’aprés le lemme 6.3.3, (f|;;Bre(T))NBr(X) =0
et donc By est fini. D’aprés la proposition 6.3.2 (2) et (3), on a Bx C Brg(X). D’aprés le
lemme 6.6.6 pour T et la suite exacte (6.3.1.3), on a un diagramme commutatif de suites
exactes :

B—2 . &HY(D!/D;,Q/Z)

| |

0= By —— (B + f[iBr.(T)) — "~ &;H'(D;,Q/Z)

I

0 —— Br(T) = Bry(T) ®;H (ki,Q/Z)

Alors Im(8p) C ®;H' (D} Xk, k)/D;,Q/7Z). Ceci induit un diagramme commutatif de suites
exactes :
(6.6.2.2)

B ®;H'(D}/(D; xy, k;),Q/Z)

L -

0—= (Bx + fliBre(T)) — (B + f;Bre(T)) — = @ H' (D} x3 k)/(Di %1, k), Q/Z).

Soit Brg(X) EN Br.(G) 'homomorphisme de Sansuc (cf. Définition 6.3.8). Aprés avoir
rétréci le sous-groupe d’indice fini G(ky,)?, on peut supposer que tout élément de \(Bx)
s’annule sur G(k,, ). Par la proposition 6.3.9, pour tout x € X (Ay), on a que tout élément
de By est constant sur G(ky,)° - .

Soient [ := dim(Z2), I'; := Gal(D}/k.D;) et Wy 1= (G(ky,)? - W) N (X \ F)(Ag).

Puisque T' est quasi-trivial, il existe des extensions de corps L;/k telles que T =
ResHJ_ L;/kGm. En fait, Hj L; = 1], ki, mais on ne 'utilise pas. Soit 2y 'ensemble des
places v € Q, totalement décomposées dans la fermeture galoisienne de k./k pour tout i
et de L;j/k pour tout j. Alors Qg est infini et pour tout v € Q, on a T}, = (an k,- Far la
définition 6.6.3, on a 7

Zk, 2 Spec kylti, - ot \ UngmV (tnstm) et Tk, = Spec kylti, 670, t, 81

Soit .S un sous-ensemble fini de £ tel que vgUoor C S. On agrandit S de fagon a avoir
les propriétés suivantes :

(a) Le k-morphisme f s’étend en un Og-morphisme lisse a fibres géométriquement
intéegres X — Z de Og-schémas lisses, tel que pour tout point fermé z € Z \ Fi, la fibre
f71(2) posséde un k(z)-point = ¢ F, oit F est 'adhérence de F dans X et F; est "adhérence
de F; dans Z. Ceci est possible par les estimées de Lang-Weil [Sko90, Thm. 1, étape 3|.

102



Par le lemme de Hensel, pour tout v ¢ S, application (X \ F)(O,) — (£ \ F1)(O,) est
donc surjective.

(b) Les extensions k;/k et ki/k; induisent des revétements finis étales Oy, 5/Og et
Ok;,S/Oki,S-

(c) Le sous-schéma C; := C; C Z est lisse a fibres géométriquement intégres sur O, .
Soient D; :=C; xz X, T := Z\UZCZ et U =T xz X.

(d) Les éléments de Bx appartiennent a Br(X) et les éléments de B appartiennent a
Br(U).

(e) Le revétement D T D; s'¢tend en un Og-revétement fini étale galoisien abélien
D} — D; tel que D} soit un schéma sur Ok/ S, les résidus des ¢léments de B soient dans
H 1(D’ /Di,Q/Z) et D; = C; X0, ¢ O 5 soit lisse & fibres géométriquement integres.

(f) Il existe un ouvert Wy C Wy c (X \ F)(Ax) tel que

WX =Wa £ 0, Wa = (Glku)* Wo)N(X\F)(Ag), et Wa = Wiy x Wy x [ [ (X\F)(O
vgS

avec Wy C [Tpes foo} (X \ F) (ko) un ouvert et Wy, C (X \ F)(ky,) un ouvert.
(g) Pour tout v € Qg \ (29N S), on note C; , :=C; X0y, s Oy, Dy :=D; X0y s O, et
D;, = D; x0,, ; Ov. On a un diagramme commutatif de schémas intégres :

(6.6.2.3) D, Diy Cin O,

) )

J{ o l | l o
D; ——=D; X0y, s Or s —=Ci X0y, s Or,s — Spec Oy 5
De plus, on a I'; = Gal(D;/(D; Xo,, s Ok 5)) = Gal(D;,/Diw).
(h) Pour tout v € Qg \ (2N S), tout o € I'; et tout ¢ € C; ,(k(v)) avec c ¢ Fq, la fibre
(Diw)e posséde un k(v)-point d avec d ¢ F dont le Frobenius est 0. Ceci est possible en

appliquant le lemme 6.6.5 & (6.6.2.3).
(i) Pour tout v € Q \ (20 N S), on note (—)o, = (=) X0, s Oy et on a

v

ZOU = Spec O’U[t17 e 7tl] \ Un;ﬁmv(tn’ tm)a TOU = SpeC O’U [tlv tl_la e 7tla tl_l]

et il existe une partition {1,---,i} = [[, ; telle que C; 0, = Uper,V(tn) C Z et que
V(tn) = Ciyp.

Pour chaque i, on choisit une place v; € Qg \ (20N S) et un n; € I; tels que pour i # 7,
on ait v; # v;. Soient C; n, := V(ty,;) C Ci,0,,> Din; = Cip; Xz X et

E; :={(t1,---,t) € C’)lvi ttn, € My, \ M2 et t, €OF pour n#£mn;}

un ouvert de Z(0,,). Alors C;pn, = Cin;s Din;, = Diy, €t D} Xp Djp, = Ll[k’ . Donc
le Frobenius en un point de D; p, (k(v;)) pour le revétement D;/D; est dans T’

Pour tout b € B et tout P, € X(0,,) avec f(P;) € E;, on a P, = P(k:( i) €
D;pn,;(k(vi)). On a la formule [Ha94, Cor. 2.4.3 et p. 244-245] (voir [CTH, Formule (3.6)])
(6.6.2.4) b(F;) = 0;(b)(F'rp,) € Q/Z,
ou Frp €I'; C Gal(Dj/D;) est le Frobenius en P; pour le revétement Dj/D; et

9; : Br(U) & H'(D}/D;,Q/Z) = HY(D,,,/Di v, Q/Z) = Hom(T';, Q/Z).

Par la fonctorialité du résidu, Papplication 0 de (6.6.2.2) satisfait 9 = ©;0;.
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Notons T'(ky,)? := @(G(ky,)?). Puisque H'(ky,, Ker(p)) est fini ([PR, Thm. 6.14]), 1
sous-groupe T'(ky,)? C T(ky,) est d’indice fini. D’aprés [Cod, Thm. 4.5], f(W2) est un
ouvert de (Z \ F1)(Ag). Pour tout z € (Z\ F1)(ky,), ouvert (X, \ F3)(ky,) est dense dans
X:(ky,). Donc

(T (kuy)° - f(Wao)) W(Z\F1) (ko) = f(Wao) et (T(kuo)* - f(W2)) N (Z\ F1)(Ag) = f(Wa).

Par le corollaire 6.6.4, il existe t € T'(k) N f(Wa) tel que t|,, € E; pour tout i et que
codim(Fi, X¢) > 2. Alors il existe (P,) € Wa tel que f(P,) =t.

Soit t; € Z(k(v;)) la spécialisation de ¢, alors t; € Cjp,(k(vi)) et t; ¢ Fi. D’apres
(6.6.2.2), on a un diagramme avec suite exacte :

Di((Ding)t; \ Fii) (k(vi)) (X¢ \ Fy)(Ag) N W2

iFT ) l

&I (B + fl3Bre(T))P 2% (Bx + f]3Bre(T)P,

oil agy est 'accouplement de Brauer-Manin, (—)” := Hom(—, Q/Z) (cf. (6.1.0.2)) et, pour
u € f71(t;), éléement Fr(u) est son Frobenius. Donc Fr est surjectif par (h). Puisque
Res o ay = 0, il existe {0;}; € @;T; tel que 9P ({0;}) = ay({P,}). Alors il existe u; €
((Din;)t; \ Fr.)(k(vy)) tel que Fr(u;) = Fr(P,,) — 0;. Par le lemme de Hensel, il existe un
point Q, € (X: \ Ft)(O,,) relevant ;. Soit Q, := P, pour tout v distinct de I'un des v;.
Par (6.6.2.4), {Q,} € (X; \ F1)(Ar)B. Donc {Q,} € (X; \ Fy)(AR) B N (G(kyy)? - W), dott
le résultat. O

6.6.3 Fibration sur un tore

Lemme 6.6.8. Sotent X et Z deux variétés lisses géométriquement intégres, et X i> Z un
morphisme lisse surjectif o fibres géométriquement intégres. Soit U C X un ouvert tel que
flu soit surjectif. Soient W C X (Ag) un ouvert et x € W. Alors il existe u € W NU(Ag)

tel que f(u) = f(x).

Démonstration. Pour chaque z € Z, la fibre X, est lisse intégre et I'ouvert U, C X, est
donc dense. Soit {z,}, = f(x). Pour chaque v, 'ouvert U,, (k,) est dense en X, (k).
Puisque f|y est surjectif, le morphisme f|y est lisse a fibres géométriquement intégres.
Apreés avoir fixé un modéle entier Y — Z de f|y, on a que, pour presque toute place v,
le morphisme U(O,) — Z(O,) est surjectif (la démonstration de [Cod, Thm. 4.5]). Le
résultat en découle. O

Le théoréme suivant, d’énoncé un peu technique, joue un role clé dans la démonstration
du théoréme 6.6.11.

Théoréme 6.6.9. Soient T, Ty deux tores avec Ty quasi-trivial, G un groupe linéaire
conneze, G LTy x T un homomorphisme surjectif de noyau connexe et Gy C G un sous-
groupe fermé connexe. Soient X une G-variété lisse géométriguement intégre, U C X un

G-owvert et U L To x T un G-morphisme. Soit B C Brg(U) (cf. (6.3.1.1)) un sous-groupe
fini. Supposons que :

(1) la composition T 2, T x T EAN KU k> =5 Divx\v; (Xj) est un isomor-
phisme ;

(2) pour laction de Gq sur X, le morphisme k[X]* /k* — k[Go]* /k* défini par Sansuc
([S, (6.4.1)]) est injectif.

Alors, pour tout vy € , tout sous-groupe ouvert d’indice fini G(ky,)® C G(ky,) et tout
owvert W C X(Ay) satisfaisant WBONBHBr(ToxT) £ (il existe t € (Ty x T)(k) de
fibre Uy, tel que

(G(kyy ) - Golkoo)™ - W) N U(AR)B # 0.
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Démonstration. Par la proposition 6.2.3, aprés avoir remplacé f par 50 f et ¢ par 50 ®
avec ¢ un automorphisme de Ty x T', on peut supposer que :

(i) il existe une variété torique (Tp — A!) satisfaisant (6.2.1.1);

(ii) le morphisme f s’étend en un G-morphisme X I ZonZ=AxT DTy xT;

(iii) on a fx(U) C Tp x T et un isomorphisme Divy\ (1, x7), (Z5) I%, Divx\v, (X5)-

Soit Zo := AL\ [(AL\ Tp)sing]. Alors (Ty < Zp) est une variété torique standard et
Z1 = Z() xT =7 \ [(Z\TO X T)Smg].

D’aprés la proposition 6.2.2; il existe un G-ouvert X; C X tel que f(X1) C Z1, X1 N

fxlxy

fxHT) = U, codim(X \ X1, X) > 2, Br(X) = Br(X;) et que le morphisme X; ——% 73

soit lisse surjectif & fibres géométriquement intégres.
Notons ¢ : X X AUx T 22 7. Pour chaque t € T(k), notons Xi; := ¢~ () N Xy,
Uy =UNXy, X1y 2 Xy et X1t it—> Zy. On a le diagramme :

X, X X G

T N T

Zoxt—s 21 2 Zgx T—=A' xT |¢ TyxT

| | /b

[ T = T T.

On a les propriétés ci-dessous :

(a) le morphisme f; satisfait les hypothéses géométriques du théoréme 6.6.7 par rapport
a Ker(G 225, T) - Ty ;

(b) Phomomorphisme Gy 2% T est surjectif et donc (pg 0 ©)(Go(koo)T) = T(koo) ™ ;

(c) Soient By := B+ f*Br1(To x T') et By C (Br(X)N Bi) un sous-groupe fini tels que

le morphisme By — g7 Xﬁfﬁ%?f}oxm soit surjectif, alors iy B N Br(X; ;) C if Bo.

L’énoncé (a) est clair.

Pour (b), d’aprés [CX2, Prop. 2.2|, ¢ est lisse surjectif a fibres géométriquement in-
tégres. Donc k[T]* /kX 7, E[X]*/k* est injectif. Notons k[X]*/k* Ox, E[Gol* /E* et
K[T)* /K> Or, k[Go]* /k* les morphismes définis par Sansuc ([S, (6.4.1)]). Ainsi 6r =
Ox o ¢* est injectif. Par 'argument de Sansuc ([S, P. 39]), 7 = ((p2 o ¢)|g,)*. Alors
Go 225 T est surjectif.

Pour (c), d’aprés le lemme 6.3.3, on a

BI‘(Xl) N f*Bl‘l (To X T) = f}"(Brl(Zl) = ¢*BI‘1(T) et BN BI‘(Xl) = By + ¢*Br1(T)
Par le corollaire 6.3.14, on a
'l‘:BQ = Z:(BQ + ¢*Br1(T)) = Z:(Bl N BI‘(Xl)) = Z':Bl N BI‘(XLt) D Z:B N BI‘(XLt).

Ceci donne (c).

On considére 'ouvert W de I’énoncé. Aprés avoir rétréci W, on peut supposer que tout
élément de By s’annule sur W.

On note Wy := W N X (Ay). Soit z € W Br(I) En appliquant le lemme 6.6.8 au
triple (X; € X, X 2 T,W), on voit qu'il existe 1 € Wy, tel que ¢(x1) = ¢(z). Donc
qus*Brl(T) 7& 0 et ¢(W1)Br1(T) ?é 0.

Soit Wy := Go(keo)t - Wh. D’aprés (b), on a ¢(Wa) = T'(keo)™ - ¢(W1). Puisque T
satisfait I’approximation forte par rapport a Bry(7") hors de ooy (Harari [Ha08, Thm. 2|),
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il existe t € T'(k) N ¢(W2). Donc X1 (Ar) N Wa # (. Puisque I'accouplement de Brauer-
Manin est constant sur Go(koo) T, d’aprés (c), (X14(Ag) N Wa)i BOBrXie) £ ¢,

Soit W3 := G(ky,)? - W D Wa. D’aprés le théoréme 6.6.7, il existe u € W3 N U (A B
tel que fi(u) € To(k). O

Corollaire 6.6.10. Avec les hypothéses et motations du théoréeme 6.6.9, soit F C X un
sous-schéma fermé Go-invariant de codimension > 2. Alors, pour tout vy € Qy et tout
W C (X \ F)(Ay) satisfaisant W OB+ Br(ToxD)) £ ) il existe un t € (Ty x T) (k) tel
que

codim(F N U, Up) > 2 et (Gky)° - Golkoo)™ - W) N (U \ (F N UL))(AR)B # 0.

Démonstration. Avec les constructions et notations de la démonstration du théoréme 6.6.9,
soit

Wl = Wﬁ(Xl\F)(Ak), WQ = Go(koo)+-W1 et Wg = (G(kUO)O'WQ)ﬂ(Xl\F)(Ak).

Le résultat découle du méme argument que dans la démonstration du théoréme 6.6.9, en

remplacant Wy, Wo, W3 par Wh, Wo, Wi, O

6.6.4 Fibration sur un pseudo espace homogéne

Soit G un groupe linéaire connexe. Rappelons la notion de pseudo G-espace homogéne
(cf. Définition 6.3.15). Soit Z un pseudo G-espace homogéne, on peut définir son quotient
torique maximal Z * Z!'" et le stabilisateur de G sur Z!" (cf. Définition 6.3.23).

Théoréme 6.6.11. Soient G un groupe linéaire connexe, Z un pseudo G-espace homogeéne,
Z 5 Ztr le quotient torique mazimal et Gy le stabilisateur de G sur Z%". Soit X une
G-variété lisse géométriquement integre telle que k[X]*/k* = 0. Soient U C X un G-
owvert et U L5 Z un G-morphisme. Soient A C Br(X), B C Brg(U) (cf. (6.3.1.1)) deux
sous-groupes finis. Pour tout ouwvert W C X (Ay) satisfaisant WB(X)N(A+B+f"Bra(2)) £ ¢
on a:

(1) pour toute place vy € Q. et tout sous-groupe ouvert d’indice fini G(ky,)? C G(ky,),

il existe unt € Z**' (k) de fibre Uy ER Zy, tel que
(G(koy)* - W) N Uy (Ap) A+ B+ Brag(Z0) £ g,

(2) s’il existe un sous-ensemble fini non vide S C Qy tel que, pour tout sous-groupe
ouwvert d’indice fini Go(ks)? C Go(ks) et tout t € Z'"(k) de fibre Zi, Uadhérence
Go(ks)0 - Zy(k) contient Zy(Ay)B @0 %) alors, pour tout sous-groupe owvert d’indice fini
G(ks)? C G(kg), il existe un z € Z(k) de fibre U, tel que (G(kg)® - W) NU,(Ax)A*E £ 0.

Démonstration. On considére (1).

Soient T un tore tel que T = Divx \p, (X;) et Yo — X le Tp-torseur induit par
I’homomorphisme ¥ de la suite exacte (6.2.2.1).

D’aprés la proposition 6.5.7, il existe un tore quasi-trivial 77 et un Tj-torseur Z; RNy
tels que Pic(Z, ;) = 0 et H3(k, k[Z1]* /k*) = 0. Par le théoréme 6.2.7, il existe un groupe
linéaire connexe H muni d’un homomorphisme surjectif H — G de noyau central T tel
que Z; soit une H-variété et que p1 z soit un H-morphisme. De plus, Z; (k) # 0 et, d’aprés
la proposition 6.3.17, Z; est un pseudo H-espace homogeéne.

Soient Ty := Ty x T et V4 := U Xz Z1 un Ti-torseur sur U. Puisque T3 est quasi-trivial,
I’homomorphisme H'(X,Ty) — H(U,T1) est surjectif. Ainsi il existe un Tj-torseur Y; —
X tel que [Yi]y = [Vi]. L’isomorphisme canonique H(X,Ty) & HY(X,Ty) % HY(X,Ty)
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donne un Th-torseur ¥ — X tel que [Y] = 0([Yo], [Y1]). Maintenant on obtient des 7T7-
torseurs Z1 — Z, Vi — U et des Ty-torseurs Y — X, V — U tels que f*[Z1] = [V4],
Yy =[V] et [V] = [To x V].

Par le théoréeme 6.2.7, le corollaire 6.2.8 et le corollaire 6.2.9, il existe un homomor-
phisme surjectif Ty x H Y, G de noyau central T et un diagramme commutatif de Ty x H-
variétés et de Ty x H-morphismes :

fv

//\

Y<—)V47>T0 X ‘/1 4>T0 X Zl 4>T0 X Z{or
ip O ipztmﬂ
X

1 idX

lp l O lpz

= f
VA 7" Ztor’

oil T est une trivialisation, Z; — Zt est le quotient torique maximal, fy := (idxmy)o fioT

est la composition et pz := p1 z o pa.

(6.6.4.1)

U ——U

Montrons :
(a) on peut supposer que la composition
i 7 = TF 7 TX o
Ty = k[To x Vi]* k™ = k[V]* /k* = Divy\yv, (Y3)
est un isomorphisme.
(b) le stabilisateur Hy de H sur Z{°" est connexe et donc les morphismes fy, m, 71 et

7o f sont lisses & fibres géométriquement intégres ([CX2, Prop. 2.2]).
(c) on a

(6.6.4.2) X (Ag)BrEONBHBra(2)) — p(y (A,)Br¥)Ne” BH(from) Brrgsn (Tox Z1)]y

(d) il existe un sous groupe fini By C Bry,« g (V) tel que
By + fiBri(To x Z1") = (fi o )" Brrysen (To x Z1) € Br(V).

(e) pour tout (tg,t1) € (Tp x Z1°")(k), la restriction Bryy x g (To x Z1) — Bry,(Z1,4,) est

L f1leo,
surjective, ott Vi, ¢, ot toxZ14, — (to,t1) estlafibrede V' ﬁo—g Tox Zy — Tox Zi°".

L’énoncé (a) résulte de la proposition 6.2.5. La proposition 6.3.22 et le lemme 6.3.21
donnent (b).

Pour (c), puisque Pic(T2) = 0 (car T» est quasi-trivial), par le corollaire 6.3.11 et la
suite exacte de Sansuc [S, Prop. 6.10], on a deux diagrammes commutatifs de suites exactes

0 Bro(2) 2™ Brgy i (To x Z1) — = Bra(Ty) et 0— Br(Z) — 2= Br(Ty x Z1)
if*lBrG l(fm)*lBrTOxH l: | |ereny
“Iox .
0 — = Brg(U) 2% By, oy (V) Bro(13) 0 — Br(U) — 2 Br(V).

et (p*) 'Bryyxu(V) = Brg(U). Donc (p*)~ ((f1 o 7)*Brryxu(To x Z1)) = f*Bra(2).
Une application du corollaire 6.5.3 au torseur Y 2y X sous le tore quasi-trivial Ty et aux
sous-groupes :

(B + f*Brg(Z)) C BI‘(U) et (fl o T)*BI‘TOXH(TO X Z1) C BrTOXH(V) - BI'T2 (V)

donne (c).

Pour (d), par la construction, on a k[Z{"]* = k[Z1]*, Pic(Z, ;) = 0 et Z1(k) # 0. Par
la suite spectrale de Hochschild-Serre et [S, Lem. 6.6], on a Bry (T x Z1°") = Bry (T x Z1).
L’énoncé (d) découle de la proposition 6.3.18.

107



Pour (e), puisque H?(k, Z{”"*) = 0, d’aprés le lemme 6.5.5, le morphisme Br,(H) —
Br,(Hp) est surjectif. La proposition 6.3.13 donne (e).

On considére 'ouvert W de I’énoncé. Aprés avoir rétréci W, on peut supposer que tout
élément de A s’annule sur W. D’aprés (c) et (d), on a (p~L(W))BrO)IN@" B+Bi+ i Bri(Tox Zi°")) £
0.

Par la suite exacte de Sansuc [_S, Prop. 6.10] et I'hypothése k[X]* /k* = 0, le morphisme
canonique k[Y]*/k* — k[T2]* /K> est injectif. Puisque p*B + By C Brg,«g (V) est fini,
une application du théoréme 6.6.9 au quintuple

(6.6.4.3)  (Tox H =Ty x ZI, Ty c Ty x H,V C Y,V L% Ty x Zt" p*B + By)
montre qu’il existe
v € [(Tox H) (kyy) - Ta(koo)T-p L W)NV (AL)P BT tel que (to,t1) := fy(v) € (ToxZi")(k),

ott (To x H)(kuy)® 1= ¢~ (G (kuy)?)-

D’aprés (d) et (e) onav € Vigy 1) (Ax) .Donc t := 7w tor ((to, t1)) €
Ztr (k) et u = p(v) € (Gkvy)? - W) N U (Ag) BT Preo(Z) | Ce qui donne (1).

On considére (2).

Fixons vg € S. On a le plongement canonique de groupes G(k,,) C G(kg). Puisque
G(ks)? C G(ks) est ouvert d’indice fini, les sous-groupes

p*B+f1|z<t0’tl)BrH0 (Zlytl))

G(ky)? := G(ks)’ N G(kyy) C G(kyy) et Go(ks)? := G(ks)’ N Go(ks) C Go(ks)

sont ouverts d’indice fini. Pour tout ¢t € Z%"(k), Pensemble W; = (G(ky,)? - W) N
Ui(Ag)AFB est ouvert dans Uy (Ay). D’aprés (1), il existe t € Z%7 (k) tel que Wtf Brag(71) #+
0 et donc fy(W;)Pe0(%) £ (. D’apres [Cod, Thm. 4.5|, fi(W;) C Z(Ay) est ouvert. Par

hypothése, il existe z € Z;(k) N f;(Go(ks)? - W;) et ceci établit (2). O

Remarque 6.6.12. On peut établir le théoréme 6.4.6 par la méthode de la démonstration
du théoréme 6.6.11. Mais 'argument donné au §6.4 est plus simple.

Corollaire 6.6.13. Awvec les hypothéses et notations du théoréme 6.6.11, soit F C X
un sous-schéma fermé de codimension > 2. Alors, pour tout vg € §, tout sous-groupe
owvert d’indice fini G(ky)? C G(ky,) et tout owvert W C (X \ F)(Ay) satisfaisant
WBHONA+BH"Bra(2)) oL (il existe un t € Z'" (k) tel que

codim(FNU,Up) >2 et (Glky)? - W) N (Up \ (F NU))(Ag)BHATIIBrae(Z) £ g

Démonstration. Avec les constructions et notations de la démonstration du théoréme
6.6.11, d’apres (6.6.4.2), on a

(X \ F) (Ak)Br(X)ﬁ(B+f*BrG(Z)) — p((Y \p_lF) (Ak)Br(Y)ﬁ(p*B-i-Bl—‘rf\*/Brl(TOXZ{OT))).

Une application du corollaire 6.6.10 au quintuple (6.6.4.3) donne le résultat. O

6.7 Le résultat principal

Dans toute cette section, k est un corps de nombres. Sauf mention explicite du contraire,
une variété est une k-variété. Dans cette section, on établit le résultat principal : le théoréme
6.7.6 (ou le théoréme 6.7.5 sur la version de la fibration).

Rappelons la notion de sous-groupe de Brauer invariant (cf. Définition 6.3.1).

Soit G un groupe linéaire connexe. Soit S C 2 un sous-ensemble fini. On considére
tout sous-groupe ouvert d’indice fini G(kg)? de G(ks). Alors G(kg)? est fermé dans G(kg)
et on a directement :
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Lemme 6.7.1. Si S = oo, alors G(keo)™ C G(koo) est un sous-groupe ouwvert d’indice fini
et tout tel sous-groupe G(kg)? contient G(koo) ™.

Lemme 6.7.2. Soit G un groupe linéaire connexe et simplement connezxe. Soit v €
une place. Supposons que G est unipotent ou que G est semi-simple et absolument simple
avec G(ky) non compact. Alors G(ky) ne posséde pas de sous-groupe ouvert d’indice fini
non-trivial.

Démonstration. Si G = Gy, ceci vaut car G(k,) = k, est uniquement divisible. Dans le cas
ou G est unipotent, ceci vaut car il existe une filtration de G de facteurs G, (|Bo, Cor.
15.5 (ii)]). Ceci vaut aussi pour tout tel G défini sur k.

Dans le cas ou G est semi-simple, simplement connexe et absolument simple avec G(k)
non compact, si v € ooy, ceci vaut par E. Cartan (cf. [PR, Prop. 7.6]). Si v ¢ ooy, ceci
vaut car G(k,) est engendré par les k,-points des sous-groupes unipotents de G sur k, (la
conjecture de Kneser-Tits établie par Platonov, cf. [PR, Thm. 7.6]). O

Proposition 6.7.3. Soit G un groupe linéaire connexe et simplement connexe. Soit S C
un sous-ensemble fini non vide tel que G'(kg) soit non compact pour chaque facteur simple
G' du groupe G*¢. Alors, pour tout sous-groupe ouvert d’indice fini G(ks)? C G(ks) et tout
G-torseur P sur k, Uensemble G(ks)? - P(k) est dense dans P(Ay,).

Démonstration. On peut supposer que P(Ay) # (). Puisque Br,(G) = 0, par le principe de
Hasse pour un G-torseur (Kneser, Harder et Chernousov, cf. [Sko01, Thm. 5.1.1 (e)]), on
a P(k) # (). Alors on peut supposer que G = P.

Si G est soit unipotent soit semi-simple, simplement connexe et absolument simple, par
hypotheése il existe une place v € S tel que G(k,) soit non compact. D’aprés le lemme 6.7.2,
G(ky)? := G(ks)’ N G(k,) est exactement G(k,). Une application de 'approximation forte
de G (Kneser, Platonov, cf. [PR, Thm. 7.12|) donne I’énoncé.

Si G est semi-simple, simplement connexe et simple, il existe une extension fini K/k
et un K-groupe linéaire semi-simple, simplement connexe et absolument simple G’ tel que
G = Resg/pG'. L’énoncé en découle.

En général, le groupe G posséde une filtration de facteurs soit unipotents soit semi-
simples simplement connexes et simples. Une application de la méthode de fibration
(|[CTX13, Prop. 3.1]) donne I’énoncé. O

Proposition 6.7.4. Soient G un groupe linéaire connexe, et Z un G-espace homogéne a
stabilisateur géométrique connexe. Soit S C (U un sous-ensemble fini non vide tel que
G'(kg) soit non compact pour chaque facteur simple G' du groupe G*¢. Supposons que S =
oor ou que k[Z)* = k*. Alors, pour tout sous-groupe ouvert d’indice fini G(ks)? C G(kg)
et tout ouvert W C Z(Ay) satisfaisant WB'e2) £, on a Z(k) 0 (G(ks)? - W) # 0.

Démonstration. Le cas ol S = ooy, a été établi par Borovoi et Demarche (|[BD, Thm. 1.4]).
Ici, on donne une démonstration unifiée des deux cas considérés.

Puisque 'obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse est la seule pour un espace
homogene a stabilisateur géométrique connexe (Borovoi [B96], cf. [SkoO1, Thm. 5.2.1 (a)]),
on a Z(k) # 0. Un k-point de Z permet de définir un G-morphisme 7 : G — Z tel que
Z =2 G /Gy avec Gy C G un sous-groupe fermé connexe.

Par la résolution flasque [CTO08, Prop. 5.4], il existe un groupe linéaire connexe H et
un homomorphisme surjectif H ¥, G tels que Ker(1)) soit un tore et H soit quasi-trivial,
i.e. H'" soit quasi-trivial et H*¢ = H*%. Alors Z est un H-espace homogéne & stabilisateur
géométrique connexe, H*¢ =2 G°¢ et, d’aprés le corollaire 6.3.11 et la proposition 6.3.9,
on a : Brg(Z) = Bry(Z). Le sous-groupe H(kg)? := ¥~ 1(G(ks)?) C H(ks) est ouvert
d’indice fini. Alors on peut remplacer G par H et supposer que G est quasi-trivial.
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Notons G A G™" le quotient torique maximal. Alors ¢ est lisse & fibres géomé-
triquement intégres et donc G(Ay) — G*"(Ay) est ouvert ([Cod, Thm. 4.5]). D’aprés le co-
rollaire 6.5.13, il existe un ouvert W; C G(Ax) et un point z € Z(k) tels que 7(W7)-z C W
et WlB r1(G) # (). Puisque G'" satisfait approximation forte par rapport a Bry(G'*") hors

de ooy (Harari [Ha08, Thm. 2]|), il existe
t € G (k) N (G (koo) ™ - 6(W1)).

Notons Gy la fibre de ¢ au-dessus de t et G**%(kg)? := G(ks)? N G**“(kg). Ainsi Gy est
un G**“-torseur. D’aprés la proposition 6.7.3, 'ensemble G*“(kg)? - G¢(k) est dense dans
Gi(Ay).

Dans le cas ol S = ooy, puisque 'homomorphisme G (ks )t — G (koo )T est surjectif,
il existe

a € Gi(A) N (Gkoo)T-W1) et donc g€ Gy(k)N(G*%(ks)? - Gkoo)™ - W1).

Par le lemme 6.7.1, on a G*%(kg)? - G(koo)™ C G(kg)? et donc g- 2 € Z(k) N (G(kg)? - W).

Dans le cas ot k[Z]* = k*, par la suite exacte de Sansuc [S, Prop. 6.10], GE¥" — G est
surjectif et donc Gy — G — G est surjectif. Ainsi Go(koo)™ — G (ko)™ est surjectif.
Alors il existe a € G¢(Ag) N (Go(koo)™ - W1) et donc

9 € Gi(k) N (G*"(ks)" - Golkoo)™ - W1).
Ainsi g -z € Z(k) N (G(kg)? - W). O

Théoréme 6.7.5. Soient G un groupe linéaire connexe, Go C G un sous-groupe fermé
connezxe et Z := G/Gy. Soient X une G-variété lisse géométriquement intégre, U C X un

G-owvert et U L5 Z un G-morphisme. Soient A C Br(X) et B C Brg(U) (¢f. (6.3.1.1))
deux sous-groupes finis. Soit S C Qi un sous-ensemble fini non vide tel que G'(kg) soit
non compact pour chaque facteur simple G' du groupe G*¢. Supposons que S = oo ou que
E[X]*/k* = 0. Alors, pour tout sous-groupe ouvert d’indice fini G(ks)? C G(ks) et tout
owvert W C X (Ay) satisfaisant WEXNATBH"Bra(2)) £ ¢ 4] existe un 2 € Z(k) de fibre
U,, tel que

(G(kg)? - W) N UL (AR)BT4 £ 0.

Démonstration. Le cas ot S = ook découle du théoréme 6.4.6 (2) et de la proposition 6.7.4.

Soit 7 : Z 5 Z'" le quotient torique maximal de Z et Gy C G le stabilisateur de G sur
Ztr (cf. Définition 6.3.23). Pour tout t € Z'"(k), notons Z; la fibre de 7 au-dessus de t.
Alors Z; est un G1-espace homogéne & stabilisateur géométrique connexe. Par la proposition
6.3.13, on a k[Z;]* = k*. D’aprés la proposition 6.7.4, I'adhérence Go(ks)9 - Z;(k) contient
Zy(Ay,)Breo(Zo),

Le cas ot k[X]* = k* découle du théoréme 6.6.11 (2) (avec les méme notations sauf
remplacer Gy par Gy). O

Théoréme 6.7.6. Soient G un groupe linéaire connexe, Gy C G un sous-groupe fermé
conneze et Z := G/Gy. Soient X une G-variété lisse géométriquement intéegre, U C X un
G-owvert et U L Z un G-morphisme. Soient A C Br(X) et B C Brg(U) (cf. (6.5.1.1))
deuz sous-groupes finis. Soit S C Qi un sous-ensemble fini non vide tel que G'(kg) soit

non compact pour chaque facteur simple G' du groupe G*¢.

(1) Si S = ooy et, pour tout z € Z(k) de fibre U,, l’ensemble U,(k) est dense dans
U.(Ap)dTB, alors X (k) est dense dans X(Ak)?r(X)O(A+B+f*BrG(Z)).

(2) Si k[ X]* = k* et, pour tout z € Z(k), la fibre U, satisfait I’approximation forte de
Brauer-Manin par rapport a A+ B hors de S, alors X satisfait [’approzimation forte de
Brauer-Manin par rapport a Br(X)N (A+ B+ f*Brg(Z)) hors de S.
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Démonstration. Ceci suit immédiatement du théoréme 6.7.5. O

Lecasoun U =2 Z, f =id et A= B =0 donne le théoréme 6.1.4.
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