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La th�eorie de l'endommagement �etudie les processus de d�egradation des solides lorsqu'ils sont
soumis �a un certain niveau de sollicitation. Parmi les di��erents types d'endommagement que
l'on peut rencontrer, l'endommagement plastique ductile est celui qui accompagne les grandes
d�eformations plastiques des m�etaux aux temp�eratures ambiantes et peu �elev�ees. Le suivi
de l'endommagement dans un mat�eriau, depuis l'�etat vierge jusqu'�a l'amorcage de �ssures
macroscopiques, constitue ce que l'on appelle l'approche locale de la rupture, par opposition
�a la m�ecanique de la rupture classique. La mod�elisation num�erique de l'endommagement
permet par exemple de mieux optimiser les proc�ed�es de mise en forme, par la pr�ediction des
d�efauts de fabrication ainsi que des propri�etes �nales des produits issus des op�erations de
formage.

La simulation de l'endommagement dans le cadre d'un code de calcul des structures
conduit �egalement �a s'int�eresser �a di��erents aspects num�eriques. Ainsi, apr�es avoir �etabli
un mod�ele math�ematique prenant en compte les microm�ecanismes responsables de l'endom-
magement et reproduisant les caract�eristiques li�ees �a l'apparition et au d�eveloppement de
cet endommagement, telles que la pr�esence d'une d�eformation volumique irr�eversible et la
d�egradation des propri�et�es du solide, il a fallu �ecrire un sch�ema d'int�egration des �equations
di��erentielles constitutives sur un pas de temps �ni. Le sch�ema propos�e appartient �a la
famille des sch�ema de projection sur le point le plus proche et est applicable aux mod�eles
de comportement visqueux, ainsi qu'aux surfaces de charge d�ependant de la pression. On a
ensuite d�eriv�e de ce sch�ema un op�erateur tangent consistant, de mani�ere �a assurer l'e�cacit�e
des m�ethodes de r�esolution implicite du probl�eme structural.

Les probl�emes de localisation, in�evitablement li�es �a la pr�esence de l'endommagement, ont
ensuite �et�e abord�es. Plus particuli�erement, on s'est int�eress�e �a la r�egularisation visqueuse
et aux conditions de son e�cacit�e, ainsi qu'�a l'utilisation des techniques de remaillage pour
l'�etude des bandes de cisaillement.

Les applications pr�esent�ees illustrent ces d�eveloppements, mais �egalement l'approche lo-
cale de la rupture, ainsi que l'int�erêt plus g�en�eral du calcul adaptatif pour la simulation des
processus de mise en forme.
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R�egles g�en�erales

� La convention d'Einstein sur la sommation des indices r�ep�et�es est d'application partout
o�u il n'est pas fait mention du contraire.

� Les tenseurs (vecteurs, matrices, : : : ) sont indiqu�es par des caract�eres gras quand ils ne
sont pas not�es sous leur forme indicielle.

� Une grandeur point�ee d�esigne son taux de variation temporelle.

Abr�eviations

AXI = AXIsym�etrie
EPD = Etat Plan de D�eformation
HHT = Hilber{Hughes{Taylor
MEF = M�ethode des El�ements Finis
TPI = Thermodynamique des Ph�enom�enes Irr�eversibles

Symboles

Nous avons repris ci-dessous les principaux symboles utilis�es, avec une br�eve d�e�nition de
la grandeur qu'ils repr�esentent chacun. Ils ont �et�e r�epartis en di��erentes cat�egories, selon le
domaine auquel ils sont le plus directement rattach�es. La classi�cation qui suit ne correspond
donc pas �a la division en chapitres de la th�ese.

Notations g�en�erales

�ij symbole de Kronecker
At transpos�ee de A
det(A) d�eterminant de A
dev(A) partie d�eviatorique de A
tr(A) trace de A
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Cin�ematique des milieux continus en grandes transformations

b tenseur de Cauchy{Green �a gauche (tenseur de Finger)
C tenseur de Cauchy{Green �a droite
D tenseur taux de d�eformation
� tenseur d�eformation (notation g�en�erique)
e tenseur d'Almansi
E tenseur de Green{Lagrange
F tenseur gradient de d�eformation
L tenseur gradient de vitesse
R tenseur de rotation
U tenseur de d�eformation pure (�a droite)
W tenseur taux de rotation
x coordonn�ees dans la con�guration actuelle
X coordonn�ees dans la con�guration de r�ef�erence

Lois de comportement

�i (i=1;:::;N) variables d'�etat internes
Ai (i=1;:::;N) forces thermodynamiques associ�ees aux variables internes
d endommagement, fraction volumique de vides
�pl d�eformation plastique �equivalente
f surface d'�ecoulement plastique
k coe�cient de viscosit�e
_� multiplicateur de plasticit�e
m exposant de viscosit�e
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1.1 G�en�eralit�es

Le calcul des structures repose sur trois notions fondamentales : les �equations de conservation,
la cin�ematique des milieux continus et les lois de comportement. Les deux premi�eres cons-
tituent des relations universelles ind�ependantes du mat�eriau, tandis que la troisi�eme d�epend
de la nature physique des milieux �etudi�es. Si les �equations de conservation peuvent être �ecrites
sous une forme simple et bien connue depuis longtemps d�ej�a, la description cin�ematique des
milieux continus devient rapidement complexe d�es que l'on sort du domaine lin�eaire, c'est-
�a-dire d�es que l'on veut traiter le cas de structures soumises �a de grandes transformations
(grandes d�eformations et/ou grands d�eplacements). Cette complexit�e dans la formulation
math�ematique rend souvent d�elicat le passage �a la mod�elisation num�erique. Cependant, de
grandes avanc�ees ont �et�e r�ealis�ees ces dix ou vingt derni�eres ann�ees dans le domaine. Le
mod�elisateur dispose donc aujourd'hui d'une gamme �etendue d'algorithmes lui permettant
de repr�esenter correctement la cin�ematique d'une structure, quelle que soit l'amplitude des
sollicitations auxquelles cette derni�ere est soumise, même si le champ des d�eveloppements
dans ce domaine reste largement ouvert, notamment au niveau de l'am�elioration de la per-
formance des m�ethodes num�eriques utilis�ees. Par contre, les points critiques nous semblent
se trouver actuellement dans le domaine des lois de comportement. En e�et, il apparâ�t
que, si on sort du cadre lin�eaire, c'est �a ce niveau que l'incertitude, c'est-�a-dire la possi-
bilit�e d'erreurs de mod�elisation, est la plus grande. Mais avant de pousser plus loin cet
argument, arrêtons-nous un instant sur les notions de loi et de mod�ele de comportement,
simplement pour pr�eciser que nous utiliserons le terme loi pour d�esigner un type de com-
portement (�elastique, �elastoviscoplastique, : : : ) tandis que le terme mod�ele d�esignera plutôt
une repr�esentation math�ematique particuli�ere d'une telle loi (mod�ele de Chaboche{Lemaitre,
mod�ele de Gurson{Tvergaard, : : : ). Il pourra donc y avoir plusieurs mod�eles pour une même
loi.

Les �el�ements �a l'origine de la relative faiblesse du pilier \lois de comportement" dans le
calcul non-lin�eaire des structures sont multiples. Tout d'abord, la plupart des mod�eles de
comportement ont �et�e d�evelopp�es dans un cadre g�eom�etrique lin�eaire (petites d�eformations
et petites rotations). Or l'extension d'un mod�ele du domaine des petites d�eformations �a
celui des grandes d�eformations n'est pas un processus aussi simple qu'il pourrait sembler �a
premi�ere vue. On doit en e�et tenir compte d'un certain couplage des lois de comportement
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2 Chapitre 1. Introduction

avec la cin�ematique du milieu continu, de mani�ere �a garantir l'objectivit�e� de ces lois. De
plus, la transposition de certaines grandeurs d'un domaine �a l'autre n'est pas toujours uni-
voque, dans le sens o�u des grandeurs di��erentes dans le cadre g�en�eral du g�eom�etriquement
non-lin�eaire peuvent se ramener �a une seule et même expression dans le cadre particulier du
g�eom�etriquement lin�eaire (par exemple, les di��erentes mesures de la d�eformation). En de-
hors de toute consid�eration sur la non-lin�earit�e g�eom�etrique du probl�eme, d'autres di�cult�es
surviennent �egalement dans le d�eveloppement et l'utilisation de mod�eles de comportement.
Le mod�elisateur est en e�et confront�e �a la fois �a la n�ecessit�e de repr�esenter correctement des
comportements r�eels, c'est-�a-dire complexes, et en même temps �a l'obligation de limiter la
complexit�e des mod�eles, de mani�ere �a leur conserver une applicabilit�e pratique. Cette limita-
tion dans la complexit�e se justi�e tout autant au niveau de la performance des mod�eles dans
un code de calcul num�erique qu'au niveau de l'identi�cation des param�etres in�evitablement
pr�esents dans ces mod�eles.

Dans ce travail, nous nous int�eressons �a la simulation du comportement des m�etaux,
et plus particuli�erement au processus de d�egradation qu'ils subissent lorsqu'ils sont soumis
�a de grandes d�eformations. C'est ce processus que l'on nomme endommagement ductile.
L'int�erêt, si pas la n�ecessit�e, d'une prise en compte de l'endommagement se manifeste dans
de nombreux domaines. Tout d'abord, le suivi de l'�evolution, avec le temps ou le chargement,
de l'endommagement dans une structure, depuis l'�etat vierge jusqu'�a l'amor�cage de �ssures
macroscopiques, permet la pr�evision de la r�esistance globale de cette structure ainsi que de ses
points critiques. C'est ce que l'on appelle g�en�eralement l'approche locale de la rupture (Local
Approach to Fracture). Le suivi de la d�egradation permet �egalement, �a côt�e de l'utilisation
de mat�eriaux avanc�es, une \utilisation avanc�ee des mat�eriaux", dans le sens o�u l'on peut
repousser les limites d'utilisation de ces mat�eriaux sachant qu'un certain endommagement
local peut ne pas mettre en danger la r�esistance globale de la structure. Si l'on s'attache en
particulier aux structures soumises �a de grandes d�eformations, le champ d'applications le plus
imm�ediat pour la th�eorie de l'endommagement est le calcul de la r�esistance �a l'impact. Il s'agit
en e�et d'un sujet d'actualit�e, principalement dans le domaine de la s�ecurit�e automobile. Mais
la mod�elisation de l'endommagement permet aussi de mieux optimiser les proc�ed�es de mise en
forme, par la pr�ediction des d�efauts de fabrication ainsi que des propri�et�es �nales des produits
issus des op�erations de formage. Finalement, il ne faudrait pas oublier la simulation des
processus de d�ecoupe, o�u la rupture est justement l'e�et recherch�e, mais dans des conditions
(emplacement, orientation, : : : ) particuli�eres et mâ�trisables.

1.2 Position du probl�eme

Tous les types d'endommagement (ductile, fragile, de fatigue ou autre) sont r�egis par les
m�ecanismes �el�ementaires de cr�eation de nouvelles surfaces �a l'�echelle atomique (clivage,
glissement, : : : ). Pour les m�etaux polycristallins, le processus d'endommagement et de
rupture ductiles r�esulte de l'amor�cage (nous emploierons �egalement volontiers le terme de
nucl�eation), de la croissance et de la coalescence de microcavit�es. Le champ le plus na-
turel pour l'�etude des m�ecanismes d'endommagement se situe donc au niveau microscopique.
Ainsi, des mod�eles math�ematiques ont pu être propos�es pour �etablir des seuils de nucl�eation
(voir Curran et al. (24) ou Fran�cois et al. (42)), ou pour �etudier la croissance de vides

�On entend par l�a que les lois constitutives doivent être exprim�ees en termes de quantit�es ind�ependantes
de l'observateur et de son mouvement.
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isol�es soumis �a une contrainte appliqu�ee �a l'in�ni (MacClintock (80), Rice et Tracey (111),
: : : ). On peut �egalement �etudier le comportement d'un groupe de vides voisins a�n de
tenir compte de leurs interactions. En utilisant les techniques d'homog�en�eisation (voir p.e.
Aboudi (1)), on peut alors passer du comportement d'un volume de mati�ere contenant un
ou quelques microvides �a un mod�ele de comportement pour un volume macroscopiquement
repr�esentatif, que l'on traite alors comme un milieu continu. Par exemple, c'est en sui-
vant cette m�ethodologie que l'expression des modules �elastiques d'un solide diphasique a
pu être �etablie par Mori et Tanaka (84), ou bien encore que Gurson (51) a obtenu une sur-
face d'�ecoulement pour un mat�eriau poreux rigide-plastique. Ces mod�eles construits par ho-
mog�en�eisation peuvent alors être utilis�es dans un code de calcul pour simuler le comportement
de structures macroscopiques. Cette approche pr�esente cependant quelques inconv�enients.
Tout d'abord, elle introduit dans le mod�ele math�ematique de comportement des param�etres
d'origine microscopique, dont les valeurs peuvent donc être di�ciles d'acc�es. En e�et, il n'est
pas toujours facile pour le mod�elisateur de relier les donn�ees exp�erimentales dont il peut
b�en�e�cier, g�en�eralement bas�ees sur des observations macroscopiques, �a ces param�etres li�es
aux m�ecanismes microscopiques sous-tendant le ph�enom�ene �etudi�e. Une autre remarque que
l'on peut formuler au sujet de cette approche micro-macro est que, en construisant un mod�ele
de comportement �a partir d'un certain nombre de microm�ecanismes, on limite la validit�e du
mod�ele aux ph�enom�enes pouvant être expliqu�es par les microm�ecanismes choisis. En utilisant
des termes plus abstraits et plus absolus, on peut dire qu'il faudrait être certain de partir
d'une base compl�ete de microm�ecanismes (par combinaison desquels tout microm�ecanisme
peut être d�ecrit) pour être assur�e d'obtenir un mod�ele macroscopique \universel". En pra-
tique, cette approche demande donc une connaissance assez pr�ecise des ph�enom�enes inter-
venant au niveau microscopique. Parmi les auteurs ayant adopt�e cette approche, on peut
notamment citer Agelet (2), Aravas (5), Becker et Needleman (8), Drugan et Miao (30;83),
Duva (31), Goya et al. (50), Hom et McMeeking (58), Lee et Mear (73;74), Lee et Zhang (75),
Mear (82), O~nate et Agelet (92), Peeters et Konter (99), Tvergaard (130�132;134), Tvergaard et
Needleman (133;135) et Wang (136).

On peut �egalement aborder le probl�eme de la mod�elisation sous un aspect purement
macroscopique. Dans le cadre de la th�eorie thermodynamique des ph�enom�enes irr�eversibles
(TPI), la m�ethode de l'�etat local consid�ere que l'�etat thermom�ecanique d'un milieu con-
tinu en un point et �a un instant donn�es est compl�etement d�e�ni par la connaissance de la
valeur �a cet instant d'un certain nombre de variables, dites variables d'�etat (Germain (46),
Germain et al. (47), Lemaitre et Chaboche (76)). Ces variables sont donc repr�esentatives
de l'histoire compl�ete du mat�eriau et leur seule valeur instantan�ee su�t �a la description
du milieu continu �a un instant donn�e. Ces variables sont class�ees en deux cat�egories : les
variables d'�etat externes, directement observables au niveau macroscopique, repr�esentatives
de la partie r�eversible du comportement, et les variables d'�etat internes, repr�esentatives de
la partie irr�eversible du comportement, li�ee, rappelons-le, �a des m�ecanismes microscopiques.
Les variables internes sont donc des grandeurs macroscopiques (attach�ees au milieu con-
tinu) mesurant l'e�et des microm�ecanismes sur le comportement observable du mat�eriau,
sans faire �a la base d'hypoth�ese sur la nature de ces microm�ecanismes. Le potentiel ther-
modynamique permet d'associer des forces (au sens thermodynamique) aux variables d'�etat,
tandis que le pseudo-potentiel de dissipation permet d'�ecrire les lois d'�evolution des variables
d'�etat. La connaissance de ces deux fonctions d�ecrit compl�etement un mat�eriau, le reste de la
th�eorie pouvant être appliqu�e syst�ematiquement. C'est donc au niveau de ces potentiels que
le mod�elisateur intervient et que des liens peuvent être �etablis avec les caract�eristiques du
mat�eriau. Il s'agit d'une m�ethode permettant une grande 
exibilit�e, puisque la complexit�e
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du mod�ele peut être adapt�ee au probl�eme �etudi�e via le choix de la nature et du nombre des
variables internes. D'un autre côt�e, le choix des variables internes repr�esente une op�eration
d�elicate, puisqu'il implique en fait des hypoth�eses sur les ph�enom�enes microscopiques pris
en compte, sans que cela apparaisse toujours clairement. Ainsi, si le choix des variables in-
ternes li�ees �a la plasticit�e est aujourd'hui bien �etabli, cela n'est pas forc�ement le cas pour
l'endommagement, comme nous le verrons dans la suite. De plus, dans cette approche, les
lois d'�evolution des variables d'�etat sont g�en�eralement identi��ees en se basant sur des mesures
exp�erimentales macroscopiques (courbes force{d�eplacement p.e.) et il peut être di�cile de
s�eparer les e�ets structuraux des e�ets dus au mat�eriau. En d'autres termes, on peut se
demander si une loi identi��ee sur un type de sollicitation reste valable pour les autres types
de sollicitation possibles. La r�eponse �a cette question n'est pas toujours imm�ediate. De tr�es
nombreux auteurs ont �egalement adopt�e cette approche, parmi lesquels on peut entre autres
citer Benallal et al. (15), Gelin (43), Gelin et Predeleanu (44), Ju (64), Simo et Ju (119;120;123),
Zhu (141), : : :

Comme nous venons de le voir, l'approche micro-macro et l'approche macroscopique bas�ee
sur la TPI ont chacune leurs avantages et leurs inconv�enients. Il apparâ�t donc clairement
que, dans l'�ecriture d'un mod�ele de comportement, il faut sans arrêt passer d'une �echelle
�a l'autre, en d�eveloppant des lois macroscopiques sur base des informations microscopiques
dont on dispose. C'est dans cet esprit que nous avons mis au point le mod�ele de comporte-
ment �elastoviscoplastique endommageable pr�esent�e dans la suite. Ainsi, nous avons introduit
les modules �elastiques obtenus par Mori et Tanaka (84) et la surface d'�ecoulement plastique
de Gurson (51), expressions qui ont �et�e �etablies par passage micro-macro, dans le formal-
isme syst�ematique de la TPI. En appliquant celui-ci sur base de la th�eorie viscoplastique
de Perzyna (104), on arrive alors �a un mod�ele uni��e, comprenant comme cas particuliers
les comportements �elastoplastique et �elastoviscoplastique. Ce mod�ele n'est cependant pas
compl�etement orthodoxe du point de vue de la TPI. Par exemple, la variable interne mesurant
l'endommagement n'a pas de force thermodynamiquement associ�ee. Cela vient du fait que
l'on a pr�ef�er�e �ecrire les lois d'�evolution de l'endommagement sur base de consid�erations mi-
crom�ecaniques et statistiques, plutôt qu'en appliquant la proc�edure standard de la TPI.

L'utilisation pratique d'un mod�ele de comportement dans un code de calcul demande
qu'on lui adjoigne un certain nombre d'outils num�eriques. Les deux outils de base sont :

1. un sch�ema d'int�egration num�erique permettant de passer d'une approche analytique
continue �a une approche num�erique discr�ete ;

2. une loi tangente consistante avec ce sch�ema, de mani�ere �a obtenir un processus it�eratif
de r�esolution des �equations de conservation qui soit aussi e�cace que possible.

Mais, outre ces aspects num�eriques attach�es �a tous les mod�eles de comportement, on se
trouve face �a un certain nombre de probl�emes num�eriques particuliers quand il s'agit de
traiter d'endommagement. Ainsi, la localisation de la d�eformation en bandes de cisaillement
est sans doute un des probl�emes les plus �etudi�es �a l'heure actuelle. La formation de ban-
des de cisaillement est un mode de d�eformation qui a �et�e fr�equemment observ�e au niveau
exp�erimental, et ce pour une large gamme de mat�eriaux : dans les roches, sols et autres
mat�eriaux granulaires, tout comme dans les m�etaux, et même dans les polym�eres. Paral-
l�element �a cette vari�et�e dans le support mat�eriel, on est �egalement confront�e �a une tr�es
grande vari�et�e dans les m�ecanismes responsables de l'apparition des bandes de cisaillement.
Dans notre cas, c'est l'adoucissement du mat�eriau, dû �a la croissance de l'endommagement,
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qui est responsable de la localisation. Mais des e�ets semblables peuvent être obtenus suite
�a un adoucissement li�e �a des e�ets thermiques, par exemple. Et il existe encore bien d'autres
m�ecanismes, pouvant être fort di��erents de ceux-l�a. N�eanmoins, lorsque l'on mod�elise ces
di��erents m�ecanismes, on est presque toujours amen�e �a rattacher l'apparition des bandes de
cisaillement �a un changement dans la nature des �equations du probl�eme. En e�et, d'un point
de vue purement math�ematique, la localisation peut être vue comme une cons�equence de
la perte du caract�ere elliptique du probl�eme abstrait trait�e. Cette perte d'ellipticit�e a des
cons�equences tr�es fâcheuses sur le plan num�erique, telles que le fait de n'être plus assur�e de
l'unicit�e de la solution et une d�ependance de la solution envers la discr�etisation utilis�ee. Le
traitement de la localisation demande donc de faire appel �a des techniques particuli�eres dont
nous discuterons plus loin. Il ne faut cependant pas r�eduire le ph�enom�ene de la localisation �a
son aspect purement num�erique, car l'apparition des bandes de cisaillement est g�en�eralement
un pr�elude �a la rupture macroscopique. Leur mod�elisation correcte est donc un pr�eliminaire
au traitement de la rupture.

Dans ce travail, nous avons �egalement abord�e le sujet du remaillage et du maillage adap-
tatif. Les motivations qui nous y ont pouss�e sont multiples. Tout d'abord, pour rester dans
le cadre de la localisation en bandes de cisaillement, on peut dire qu'une bonne part de la
d�ependance de la solution num�erique envers le maillage, qui est observ�ee en pr�esence de ces
bandes, doit être attribu�ee �a la nature fortement orient�ee du ph�enom�ene de localisation. En
e�et, l'orientation principale des bandes de cisaillement co��ncide rarement avec les directions
naturelles du maillage. Ainsi, les �el�ements sont souvent orient�es selon les axes OX et OY (en
2D), tandis que les bandes de cisaillement sont souvent orient�ees selon l'une des bissectrices
principales (�a �45o). De plus, les d�eformations observ�ees dans une bande de cisaillement
peuvent être tr�es importantes, ce qui conduit �a des distorsions tr�es importantes des �el�ements
situ�es �a cet endroit. En�n, comme son nom l'indique bien, la localisation est associ�ee �a une
concentration de la zone subissant la d�eformation dans une r�egion tr�es limit�ee, au travers
de laquelle les gradients sont tr�es importants. C'est pourquoi on va chercher �a adapter
la discr�etisation �a la distribution spatiale de la d�eformation (ou d'une autre grandeur), de
mani�ere �a atteindre une pr�ecision su�sante �a un coût raisonnable. La volont�e de traiter
correctement la localisation su�t donc �a elle seule pour justi�er l'utilisation des techniques
de remaillage et de maillage adaptatif. Cependant, le champ d'application de ces techniques
d�epasse de tr�es loin le cadre de la localisation en bandes de cisaillement et peut être �etendu au
domaine g�en�eral des grandes d�eformations (et même au-del�a, mais nous n'irons pas si loin).
En e�et, qui dit grandes d�eformations dit distorsion importante du maillage et perte de qualit�e
de la solution. Dans un grand nombre de situations, une formulation eul�erienne-lagrangienne,
o�u le maillage et la mati�ere peuvent se d�eplacer de mani�ere ind�ependante, permet de con-
trer le probl�eme et de garder des �el�ements bien conditionn�es (voir Ponthot (108)). Il peut
cependant arriver, lorsque les d�eformations en jeu sont de tr�es grande amplitude et/ou que la
g�eom�etrie est complexe, que cette m�ethode ne soit plus su�sante. Pour �xer les id�ees, on peut
par exemple citer le cas de la simulation de l'extrusion arri�ere, o�u la structure topologique
du domaine �etudi�e change radicalement en cours de formage. Dans ces cas extrêmes, il est
alors n�ecessaire d'op�erer un remaillage complet lorsque le maillage courant devient mauvais.
On peut alors en pro�ter pour adapter la nouvelle discr�etisation aux caract�eristiques de la
solution obtenue jusque l�a. Cela n�ecessite l'utilisation de crit�eres et d'indicateurs d'erreur,
si pas d'estimateurs d'erreur, pour lesquels une base math�ematique saine n'est pas si sim-
ple �a �etablir �etant donn�e les nombreuses sources de non-lin�earit�e pr�esentes. C'est pourquoi
nous nous sommes limit�es ici �a des crit�eres et indicateurs plutôt �el�ementaires, en abordant le
probl�eme sous un angle que l'on pourrait quali�er d'heuristique, ce a�n d'�eviter de sortir du
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cadre que nous nous �etions �x�e.

1.3 Les grandes lignes de la th�ese

Le th�eme g�en�eral de cette th�ese est celui de la simulation de l'endommagement et de la rupture
ductile des m�etaux dans le cadre d'un code de calcul des structures en grandes d�eformations.
Cela implique un certain nombre de d�eveloppements, qui ont �et�e regroup�es en trois th�emes,
faisant chacun l'objet d'un chapitre : les mod�eles de comportement, leur impl�ementation
num�erique et les techniques adaptatives. A ces trois chapitres th�eoriques s'ajoutent deux
chapitres d'applications.

Apr�es avoir pass�e en revue et bri�evement d�ecrit les microm�ecanismes responsables de
l'endommagement et de la rupture ductiles, nous nous attacherons dans le chapitre 2 �a
�etablir un mod�ele math�ematique du comportement des solides �elastoviscoplastiques endom-
mageables, mod�ele qui traduise au mieux la nature de ces microm�ecanismes. Le cadre g�en�eral
de nos d�eveloppement sera celui de la th�eorie thermodynamique des ph�enom�enes irr�eversibles
(TPI), dont nous rappellerons les grandes lignes. Apr�es avoir particularis�e cette th�eorie au
cas des solides �elastoviscoplastiques endommageables, nous d�ecrivons le mod�ele propos�e par
Chaboche et Lemaitre (76), qui peut être consid�er�e comme �etant �a la base de tous les mod�eles
d�evelopp�es dans le cadre strict de la TPI. Nous expliquons ensuite pourquoi ce mod�ele ne
semble pas nous convenir, et nous pr�esentons un mod�ele bas�e sur la surface de charge de
Gurson (51) et Tvergaard (130), prenant en compte un comportement irr�eversible aussi bien
pour sa partie volumique que sa partie d�eviatorique. Bien que l'int�erêt soit ici majoritaire-
ment port�e sur les e�ets de l'endommagement sur le comportement plastique, le mod�ele inclut
�egalement les e�ets que celui-ci peut avoir sur le comportement �elastique. Si l'on excepte les
lois d'�evolution de l'endommagement, bas�ees ici sur des consid�erations microscopiques, le
mod�ele a �et�e �ecrit dans le cadre de la TPI, ce qui permet d'introduire les e�ets visqueux dans
une formulation uni��ee.

Le chapitre 3 s'attache aux aspects num�eriques de la simulation des processus d'endomma-
gement dans le cadre d'un code de calcul non-lin�eaire des structures. On commence par y
d�ecrire un sch�ema d'int�egration des �equations constitutives pr�esent�ees au chapitre pr�ecedent.
Ce sch�ema peut être consid�er�e comme une extension du sch�ema du retour radial de la plas-
ticit�e classique au cas de la plasticit�e non purement d�eviatorique. Un formalisme uni��e,
dans la ligne de celui qui avait �et�e propos�e par Ponthot (108) pour l'�elastoviscoplasticit�e,
permet de traiter le cas des lois �elastoviscoplastiques endommageables ainsi que tous ses
sous-ensembles (�elastoplastique, �elastoplastique endommageable, �elastoviscoplastique). A ce
sch�ema d'int�egration est associ�ee une loi tangente consistante, indispensable si l'on veut
être assur�e d'une bonne convergence dans le processus de recherche it�erative de l'�equilibre
structural intervenant �a chaque (ou presque) pas de temps / incr�ement de mise en charge
lorsqu'on utilise un sch�ema temporel implicite. On s'arrête �egalement quelque peu sur le choix
de l'�el�ement �ni �a utiliser pour s'a�ranchir des probl�emes li�es �a la quasi-incompressibilit�e de
la d�eformation. On aborde ensuite le probl�eme de la localisation en bandes de cisaillement,
pour rappeler les origines math�ematiques du probl�eme et pour passer en revue les di��erentes
approches qui ont �et�e propos�ees pour le r�egulariser. C'est l'occasion de situer l'approche que
nous avons retenue (r�egularisation visqueuse + remaillage) par rapport aux autres.

Le chapitre 4 regroupe une premi�ere s�erie d'applications illustrant les d�eveloppements



1.4. Apports et originalit�es 7

pr�esent�es jusque l�a. Ces exemples reprennent un cas de mise en forme, une simulation de
la rupture d'un barreau cylindrique en traction et deux cas d'impact. Le cas du barreau
en traction, bien que pouvant parâ�tre simple �a premi�ere vue, nous semble particuli�erement
int�eressant car il constitue un exemple signi�catif de ce que permet l'approche locale de
la rupture. De plus, ce calcul nous a permis de mettre en �evidence des probl�emes li�es �a
l'int�egration spatiale du champ de d�eformation au travers des �el�ements, et qui ont pu être en
grande partie r�esolus par l'utilisation de l'�el�ement sous-int�egr�e que nous avions pr�ec�edemment
d�evelopp�e (Stainier et Ponthot (124)). On a ainsi pu retrouver num�eriquement le mode de
rupture en cône et cuvette observ�e exp�erimentalement. Ce chapitre contient �egalement un
exemple de localisation tr�es marqu�ee en bandes de cisaillement, pour lequel on voit que la
r�egularisation visqueuse reste insu�sante.

Tout cela nous am�ene �a aborder, dans le chapitre 5, les techniques li�ees au remaillage.
Apr�es avoir d�ecrit la m�ethode frontale utilis�ee pour la g�en�eration de maillages en quadrangles
(bas�ee sur celle propos�ee par Zhu et al. (140)), nous traitons des crit�eres permettant d'�evaluer
la qualit�e d'un maillage. Di��erents niveaux d'analyse sont envisag�es, allant des crit�eres
purement g�eom�etriques au calcul d'erreur en passant par des crit�eres bas�es sur l'allure des
champs solution. Nous y d�ecrivons le crit�ere g�eom�etrique qui nous servira �a d�ecider de
l'instant des remaillages et de la m�ethode utilis�ee pour adapter la discr�etisation aux gradients
d'un champ consid�er�e comme caract�eristique. On passe alors �a la description de la m�ethode
utilis�ee pour transf�erer une con�guration d'un maillage �a un autre.

Le chapitre 6 contient une seconde s�erie d'applications, illustrant les techniques de remail-
lage. On y consid�ere d'abord deux exemples de mise en forme, pour lesquels le remaillage
s'av�ere n�ecessaire. On y mesure les pro�ts en qualit�e de solution, et même �eventuellement en
coût de calcul, que peut apporter une approche adaptative. Pour terminer, on reprend le cas
de localisation d�ej�a �etudi�e dans la premi�ere s�erie d'applications et on entreprend de capturer
les bandes de cisaillement �a l'aide du remaillage.

On conclut alors sur les di��erents th�emes abord�es ici et on donne quelques perspectives
de prolongement du travail pour chacun de ceux-ci.

1.4 Apports et originalit�es

Concernant les mod�eles de comportement, notre apport se situe plutôt dans la forme que
dans le fond. En e�et, toutes les expressions math�ematiques qui composent les mod�eles
pr�esent�es sont issues de la litt�erature, même si les combinaisons propos�ees pr�esentent une
certaine originalit�e. Mais nous avons plutôt port�e notre attention sur les formalismes dans
lesquels ces relations s'ins�erent, car nous pensons que l'e�cacit�e d'un mod�ele d�epend en
grande partie de la forme sous laquelle il est �ecrit. Ainsi, nous avons obtenu de mani�ere tout
�a fait naturelle un mod�ele regroupant et couplant les comportements �elastique, plastique,
visqueux et l'endommagement ductile. Cela nous a �egalement permis de mieux situer le
mod�ele choisi par rapport aux autres.

L'apport le plus important de cette th�ese se situe donc au niveau du passage du mod�ele
math�ematique �a son utilisation pratique dans un code de calcul des structures en grandes
d�eformations. Cela consiste en un sch�ema d'int�egration num�erique des �equations consti-
tutives, qui g�en�eralise la m�ethode du retour radial au cas de la viscoplasticit�e non pure-
ment d�eviatorique, et qui est, �a notre connaissance, original. Paral�ellement �a ce sch�ema
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d'int�egration, nous avons �ecrit une loi tangente consistante, qui est donc elle aussi origi-
nale. Ces deux outils permettent une utilisation e�cace du mod�ele d'endommagement lors
des simulations de processus de mise en forme et d'impact. A côt�e de cela, nous avons
�egalement retravaill�e l'�el�ement quadrangulaire sous-int�egr�e que nous avions pr�ec�edemment
d�evelopp�e (Stainier et Ponthot (124)), de mani�ere �a mieux prendre en compte les non-lin�earit�es
g�eom�etriques. Cet �el�ement nous a �et�e d'une grande aide pour la simulation de la rupture par
striction d'un barreau cylindrique en traction.

En ce qui concerne le remaillage, nous avons utilis�e la m�ethode de g�en�eration frontale
de quadrangles qui avait �et�e propos�ee par Zhu et al. (140). Coupl�ee �a un crit�ere de distor-
sion original, bien qu'�el�ementaire, et �a des indicateurs d'erreurs qui restent eux aussi assez
�el�ementaires, cette technique de remaillage adaptatif a �et�e appliqu�ee �a des cas de mise en
forme o�u elle a montr�e son e�cacit�e. Cela permet d'aller plus loin, et avec une solution de
meilleure qualit�e. Nous avons �egalement appliqu�e cette technique au cas de la localisation
en bandes de cisaillement, mais les r�esultats obtenus restent perfectibles. On arrive bien �a
capturer les bandes de cisaillement, mais nous n'avons pu nous assurer que cela correspondait
�a la solution v�eritable du probl�eme, si elle existe. En r�esum�e, pour ce qui est des techniques
adaptatives, nous avons atteint le stade du prototype : tous les outils de base sont disponibles,
mais il reste �a les renforcer et �a les exploiter pleinement.



2.1 Introduction

Lemaitre et Chaboche (76) ont class�e les di��erents types d'endommagement en quatre cat�e-
gories :

� l'endommagement plastique ductile : il accompagne les grandes d�eformations plastiques
des m�etaux aux temp�eratures ambiante et peu �elev�ees;

� l'endommagement viscoplastique de 
uage : il est fonction du temps et correspond, pour
les m�etaux aux temp�eratures moyennes et �elev�ees, aux d�ecoh�esions intergranulaires
accompagnant les d�eformations viscoplastiques;

� l'endommagement de fatigue : il est dû �a la r�ep�etition des contraintes et on le rep�ere
en fonction du nombre de cycles;

� l'endommagement macrofragile : il peut être provoqu�e par des sollicitations monotones
sans d�eformations irr�eversibles appr�eciables (cas du b�eton p.e.).

La cat�egorie qui nous occupe dans le pr�esent travail est la premi�ere, celle de l'endommagement
plastique ductile, mais nous introduirons cependant des e�ets temporels dans les mod�eles de
comportement. En e�et, il existe une viscoplasticit�e �a basse temp�erature (i.e. inf�erieure au
tiers de la temp�erature de fusion) li�ee �a des d�eplacements de dislocations par activation ther-
mique (voir Fran�cois et al. (42)), et cela pour une large gamme de vitesses de d�eformation. De
plus, l'introduction de la viscosit�e nous servira �egalement d'outil num�erique pour r�egulariser
les probl�emes de localisation. Le second type d'endommagement peut �egalement intervenir
dans les probl�emes de mise en forme �a chaud ou d'impact (suite �a un �echau�ement adiaba-
tique), mais nous n'en tiendrons pas compte ici, nous limitant au cas isotherme.

Ce chapitre est organis�e selon le plan qui suit. Apr�es avoir donn�e un aper�cu des ph�enom�e-
nes microscopiques responsables de l'endommagement ductile des m�etaux (section 2.2), nous
nous pencherons sur les mod�eles math�ematiques �a même de les repr�esenter. Les mod�eles
pr�esent�es ici sont d�evelopp�es dans le cadre g�en�eral de la thermodynamique des ph�enom�enes

9
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irr�eversibles (TPI), dont nous rappelons les grandes lignes dans la section 2.3.1. Une fois
cette th�eorie particularis�ee au cas des solides �elasto-visco-plastiques endommageables (section
2.3.2), nous d�ecrivons dans un premier temps le mod�ele propos�e par Lemaitre et Chaboche (76).
Ce mod�ele simple permet d'illustrer la th�eorie g�en�erale expos�ee auparavant, mais est insu�-
isant pour repr�esenter l'ensemble des ph�enom�enes li�es �a l'endommagement ductile (section
2.3.3). C'est pourquoi nous pr�esentons ensuite un mod�ele plus ph�enom�enologique, incluant
des e�ets de l'endommagement sur le coe�cient de Poisson et sur le comportement volumique
irr�eversible (section 2.3.4). C'est ce mod�ele qui sera utilis�e dans la suite, mais nous d�ecrivons
�egalement en �n de chapitre le mod�ele propos�e par Simo et Ju (119), ainsi qu'un autre mod�ele
assez proche, qui a lui �et�e propos�e par Zhu (141) (section 2.3.5).

2.2 Physique de l'endommagement ductile

Le processus qui conduit de l'�etat non-endommag�e �a la rupture macroscopique peut être
divis�e en trois ph�enom�enes distincts : la nucl�eation de microvides, la croissance de ceux-ci et
en�n leur coalescence. En bref, on peut d�ecrire ces ph�enom�enes comme suit :

� Nucl�eation : on trouve dans la plupart des m�etaux une quantit�e importante de d�efauts
microstructuraux, tels que les inclusions ou les joints de grain. Soumis �a un �etat de
contrainte, ces d�efauts provoquent l'ouverture de microvides, responsables de l'endom-
magement du solide. La nucl�eation est un ph�enom�ene irr�eversible et intervenant une
seule fois en un site d�etermin�e.

� Croissance : ces microvides, dont une partie �etait �eventuellement initialement pr�esente,
voient leur taille crô�tre sous l'e�et de la tension hydrostatique. Cela r�esulte en un
accroissement de l'�etat d'endommagement du solide. Remarquons que cet e�et peut
agir en sens oppos�e, c'est-�a-dire conduire �a une d�ecroissance des vides sous compression
hydrostatique.

� Coalescence : quand la porosit�e a atteint un seuil critique (g�en�eralement une fraction
volumique de vide comprise entre 10% et 20% ), on voit apparâ�tre un ph�enom�ene
d'interaction entre les vides. En e�et, une fois que le rayon moyen de deux vides
voisins devient comparable �a la distance qui les s�epare, ceux-ci tendent �a se r�eunir
assez brutalement. Ce ph�enom�ene instable (microscopique), appel�e coalescence, est �a
rapprocher de celui de la striction (macroscopique). Il conduit de mani�ere irr�eversible
�a la rupture.

Une �etude approfondie de ces trois phases d'endommagement a �et�e men�ee par Curran
et al. (24), incluant une description physique et des �el�ements de mod�elisation math�ematique.
On peut �egalement trouver une description de ces ph�enom�enes dans Fran�cois et al. (42).
Nous r�esumons ici les di��erents �el�ements de mod�elisation associ�es �a chacune des trois �etapes
conduisant �a la rupture.

2.2.1 Nucl�eation

On observe l'apparition du ph�enom�ene de nucl�eation en plusieurs types de sites :
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� au niveau de microvides ou de micro�ssures pr�eexistantes,

� au niveau des inclusions ou de particules de seconde phase,

� au niveau des joints de grain,

� au niveau d'empilements de dislocations.

Autrement dit, la nucl�eation peut intervenir partout o�u un d�efaut microstructural engendre
une concentration locale de contrainte. Ces m�ecanismes sont li�es �a la d�eformation plastique,
et �egalement �a la contrainte principale de traction pour les trois premiers de ces sites de
nucl�eation. On peut donc construire deux types de mod�eles de nucl�eation.

Le premier type de mod�ele est bas�e sur la notion d'�energie d'activation. Il relie la
nucl�eation �a l'�etat de contrainte (la traction principalement) et �a la temp�erature. Il est
bien adapt�e pour repr�esenter la rupture par 
uage �a haute temp�erature et �egalement la rup-
ture sous mise en charge rapide, comme par exemple dans les exp�eriences d'impact entre
plaques planes (\spallation"). Les autres caract�eristiques de ce premier type de mod�ele sont
la pr�esence d'un seuil d'activation de la nucl�eation et une expression du taux de nucl�eation
de la forme g�en�erale suivante :

_dn = A exp

�
B

kT
(� � �0)

�
(2:1)

o�u � est une mesure de l'�etat de contrainte, �0 le seuil d'activation, k la constante de Boltz-
mann et T la temp�erature. _dn repr�esente le taux d'acroissement de la fraction volumique de
vides due �a la nucl�eation. A, B et �0 sont les param�etres du mod�ele.

Le second type de mod�ele est bas�e sur des ph�enom�enes de glissement au niveau micro-
scopique. Il relie la nucl�eation �a la d�eformation plastique. Il est utilis�e pour repr�esenter la
rupture ductile �a vitesse mod�er�ee, comme par exemple au niveau de la zone de striction dans
des essais de traction uniaxiale. L'expression g�en�erale du taux de nucl�eation pour ce mod�ele
peut s'�ecrire :

_dn = A(�pl) _�pl + B(p) _p+ C(p; T ) (2:2)

o�u le premier et le deuxi�eme termes sont li�es �a des ph�enom�enes m�ecaniques r�egis par la
d�eformation plastique �equivalente �pl et par la contrainte moyenne (pression) p tandis que le
troisi�eme terme est li�e �a des ph�enom�enes de di�usion au niveau microscopique. Nous limitant
�a un cadre purement m�ecanique, nous ne parlerons plus du ph�enom�ene de di�usion (C = 0).

2.2.2 Croissance

Les microvides issus de la phase de nucl�eation peuvent se d�evelopper soit sous forme de
cavit�es de forme sph�ero��dale, soit sous forme de �ssures. La fa�con dont la croissance va se
d�erouler d�epend de la temp�erature et de la vitesse de mise en charge : �a basse temp�erature et
haute vitesse de chargement, les microvides vont avoir tendance �a se d�evelopper sous forme
de �ssures (rupture de type fragile) car l'�ecoulement plastique est limit�e, tandis qu'�a haute
temp�erature et faible vitesse de chargement, ils vont avoir tendance �a se d�evelopper sous
forme de cavit�es (rupture de type ductile) car les mouvements de dislocations responsables
de l'�ecoulement plastique sont favoris�es. Aux temp�eratures et vitesses interm�ediaires, les deux
modes de croissance coexistent. Ils peuvent intervenir au niveau intergranulaire (entre deux
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grains) tout comme au niveau transgranulaire (au travers d'un grain). Plusieurs mod�eles
ont �et�e propos�es qui �etudient la croissance des vides (le plus souvent d'un vide isol�e) sous
di��erents cas particuliers de chargement (pour un passage en revue de ces mod�eles, voir
Curran et al. (24)), mais aucun mod�ele su�samment g�en�eral de croissance ne semble avoir
�et�e d�evelopp�e jusqu'ici.

2.2.3 Coalescence

La coalescence entre microcavit�es (ou entre micro�ssures) peut intervenir par rencontre entre
elles ou bien par localisation de la d�eformation plastique dans l'espace les s�eparant. Ce
second mode de coalescence peut poser le probl�eme de savoir si c'est un ph�enom�ene s�epar�e
ou bien seulement une r�ep�etition des processus de nucl�eation et de croissance �a une �echelle
inf�erieure. Ici non plus, on ne dispose pas encore de mod�ele g�en�eral prenant en compte tous les
ph�enom�enes impliqu�es, mais plusieurs recherches tendent �a ce but en simulant num�eriquement
l'interaction entre un nombre limit�e de vides (voir p.e. Tvergaard (130�132)). Ajoutons que
c'est au terme de la phase de coalescence que se forment d'�eventuels fragments, fragments dont
la mod�elisation est �egalement importante, par exemple dans le cas des boucliers prot�egeant
les engins spatiaux contre les microm�et�eorites (voir Rochus (113), Anderson et Mullin (4)).

2.3 Mod�elisation de l'endommagement

2.3.1 Th�eorie thermodynamique

Dans le but de rappeler le cadre g�en�eral de nos d�eveloppements et �egalement de �xer un
certain nombre de notations, nous reprenons ici dans ses grandes lignes la th�eorie thermo-
dynamique de l'�etat local, telle qu'�etablie par l'�ecole fran�caise principalement (Germain (46),
Germain et al. (47), Lemaitre et Chaboche (76)).

En thermodynamique classique, l'�evolution r�eversible d'un milieu mat�eriel est compl�ete-
ment d�e�nie par la connaissance d'un certain nombre de variables ind�ependantes d�e�nissant
l'�etat du syst�eme �a chaque instant. Ce sont les variables d'�etat. La m�ethode de l'�etat local
consid�ere que dans le cas d'une �evolution irr�eversible du même milieu mat�eriel, il est possible
d'�etendre cet espace des variables d'�etat dites externes (ou observables) en y ajoutant des
variables suppl�ementaires (dites internes) auxquelles on peut appliquer les �equations de la
thermodynamique classique. Dans le cas des ph�enom�enes dissipatifs, ces variables internes
sont repr�esentatives de l'histoire pass�ee du syst�eme.

Dans le cadre de la m�ecanique des solides, les variables d'�etat externes sont les suivantes :

� une mesure de la d�eformation, que nous noterons �. Ce peut être le gradient de
d�eformation F ou toute autre mesure d�eriv�ee (tenseur de Cauchy-Green �a droite C,
tenseur de Green-Lagrange E, tenseur de Cauchy-Green �a gauche b, tenseur d'Almansi
e, : : :) ;

� la temp�erature T , que nous �ecartons d'embl�ee, puisque nous ne consid�ererons dans ce
travail que des processus isothermes.
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Pour mod�eliser les ph�enom�enes irr�eversibles, on introduit un certain nombre de variables
d'�etat internes, que nous noterons �i (i = 1; : : : ; N) ind�ependamment de leur nature scalaire,
vectorielle ou tensorielle. Ces variables su�sent �a d�e�nir l'�etat d'un syst�eme, et ce au travers
de la connaissance d'un potentiel thermodynamique. Parmi les choix possibles, nous opterons
(comme la grande majorit�e des auteurs) pour le potentiel �energie libre sp�eci�que  (�; �i).
Ce potentiel permet de d�e�nir des forces thermodynamiques associ�ees �a chacune des variables
d'�etat. Ainsi, on d�e�nit les contraintes � et les variables duales Ai (i = 1; : : : ; N), associ�ees
aux variables internes par :

� = �
@ 

@�
(2.3.a)

Ai = �
@ 

@�i
(i = 1; : : : ; N) (2.3.b)

o�u � est la densit�e.

Remarque: la notation � implique ici le tenseur contrainte thermodynamiquement associ�e
�a � et pas le tenseur contrainte de Cauchy (qui n'est en fait thermodynamiquement associ�e �a
aucun tenseur d�eformation). 2

Pour d�e�nir l'�evolution des variables internes, on peut introduire un pseudo-potentiel de
dissipation '( _�i;�i)y, fonction des taux de variation de ces variables internes, les variables
internes pouvant intervenir comme param�etres. Le choix pour ce potentiel d'une fonction non-
n�egative convexe garantit l'obtention de lois d'�evolution thermodynamiquement acceptables
(c'est-�a-dire principalement v�eri�ant le second principe sous toutes ses formes). Les variables
internes et leurs forces associ�ees (duales) v�eri�ent alors les relations suivantes :

Ai = � @'

@ _�i
(i = 1; : : : ; N) (2:4)

La transform�ee de Legendre-Fenschel permet d'obtenir le potentiel '�, dual de ', �a partir
duquel on obtient alors les lois d'�evolution des variables internes :

_�i = �@'
�(Ai;�i)

@Ai
(i = 1; : : : ; N) (2:5)

Les mat�eriaux pour lesquels ces relations s'appliquent pleinement sont appel�es mat�eriaux
standards g�en�eralis�es. Nous rencontrerons �egalement dans la suite des mat�eriaux standard
(des pr�ecisions sur la d�e�nition de tels mat�eriaux seront donn�ees alors). Pour une �etude plus
approfondie de la thermodynamique des ph�enom�enes irr�eversibles appliqu�ee aux solides, on
peut par exemple consulter Nguyen (90).

2.3.2 Cas des lois �elasto-visco-plastiques endommageables

Dans le cadre de ce travail, nous nous int�eressons en particulier aux mat�eriaux �elasto-visco-
plastiques endommageables.

Le mat�eriau \de base" peut être consid�er�e comme hyper�elastique ou comme hypo�elastique.
Un mat�eriau hyper�elastique est d�e�ni comme �etant un mat�eriau v�eri�ant la relation (2.3.a),

yIci comme dans la suite, les arguments d'une fonction intervenant apr�es un point virgule doivent être
consid�er�es comme des param�etres et pas comme des variables �a part enti�ere. Cette distinction prend par
exemple son importance lors de l'�ecriture de la di��erentielle de la fonction.
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c'est-�a-dire que l'�etat cin�ematique � su�t �a d�eterminer la contrainte � associ�ee. On a par
exemple :

S = �0
@ 

@E
(2.6.a)

� = �0
@ 

@e
(2.6.b)

pour le tenseur contrainte de Piola-Kirchho� no2 (PK2) S et le tenseur contrainte de Kirchho�
� , respectivement.

Un mat�eriau hypo�elastique peut être d�e�ni comme �etant un mat�eriau v�eri�ant la relation
suivante, reliant une d�eriv�ee temporelle des contraintes au tenseur taux de d�eformation D,
partie sym�etrique du tenseur gradient de vitesse L :

r
�=M : D (2:7)

o�u
r
� repr�esente une d�eriv�ee objective des contraintes de Cauchy, par exemple une d�eriv�ee

corotationnelle, et o�u M est un tenseur d'ordre 4. Une d�eriv�ee corotationnelle est d�e�nie
comme suit :

r
�
c

= �

�
d

dt
(�t��)

�
�t = _� � !� + �! (2:8)

o�u ! est une matrice antisym�etrique donn�ee, �a partir de laquelle on g�en�ere une matrice de
rotation � par :

_� = !� (2:9)

Dans le r�ef�erentiel entrâ�n�e par cette matrice de rotation, on peut alors d�e�nir le tenseur des
contraintes corotationnelles de Cauchy �c :

�c = �t�� (2:10)

De mani�ere similaire, on peut d�e�nir un taux de d�eformation corotationnelDc et un tenseur
mat�eriel corotationnelM c (d'ordre 4) :

Dc = �tD� (2.11.a)

M c = �t
h
�tM�

i
� (2.11.b)

Si on particularise au cas des axes entrâ�n�es par la matrice de rotation g�en�er�ee par le tenseur
taux de rotationW (partie antisym�etrique du tenseur gradient de vitesse L), on retrouve la
d�eriv�ee corotationnelle de Jaumann. Dans ce cas, on obtient une relation entre les grandeurs
corotationnelles formellement identique �a celle qu'on peut �ecrire dans le cas des petites trans-
formations. La g�en�eralisation est donc tentante et on �ecrit :

_�c =M c :Dc (2:12)

Pour plus de d�etails, on consultera Ponthot (108). Dans la suite, on omettra l'indice c, toutes
les grandeurs consid�er�ees dans le cadre hypo�elastique �etant suppos�ees corotationnelles. Le
tenseur D ne pouvant être int�egr�e analytiquement pour obtenir un tenseur d�eformation, il
semble di�cile de d�e�nir un potentiel thermodynamique dans le cadre hypo�elastique.

Pour prendre en compte la plasticit�e, il faut introduire la variable interne d�eformation
irr�eversible. La nature de cette variable interne d�epend de l'hypoth�ese qu'on a faite au
pr�ealable sur le comportement r�eversible :
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� dans le cas d'un mat�eriau �a comportement r�eversible hyper�elastique, la s�eparation entre
d�eformation r�eversible et d�eformation irr�eversible est obtenue par d�ecomposition mul-
tiplicative du gradient de d�eformation F , ce qui introduit la notion de con�guration
interm�ediaire (voir Lee (71)) :

F = F revF irr (2:13)

Cette d�ecomposition correspond �a une d�ecomposition additive des tenseurs d�eformation
E et e :

E = Erev +Eirr (2.14.a)

e = erev + eirr (2.14.b)

Nous ne d�e�nirons pas plus pr�ecis�ement les parties r�eversibles et irr�eversibles de ces deux
tenseurs. En e�et, les relations ci-dessus sont assez discut�ees dans la litt�erature et nous
ne nous prononcerons pas sur le sujet puisque nous ne les avons pas utilis�ees en pratique.
Notre but est simplement de mettre en parall�ele les deux formalismes (hyper�elastique
et hypo�elastique), ainsi que la fa�con dont on y introduit l'endommagement. On �ecrira
alors, en prenant par exemple le couple (E,S) :

 =  (E �Eirr; �i) (2.15.a)

S = �0
@ 

@E
= �0

@ 

@Erev (2.15.b)

�S = �0
@ 

@Eirr
(2.15.c)

o�u �0 est la densit�e dans la con�guration de r�ef�erence. Cette derni�ere relation implique
que la variable duale �a Eirr est �S, constatation dont on d�eduit la loi d'�evolution
suivante (par application de (2.5)) :

_E
irr

=
@'�

@S
(2:16)

� dans le cas d'un mat�eriau �a comportement r�eversible hypo�elastique, la s�eparation en-
tre d�eformation r�eversible et d�eformation irr�eversible est obtenue par d�ecomposition
additive du tenseur taux de d�eformation :

D = Drev +Dirr (2:17)

Cette d�ecomposition est �a mettre en parall�ele avec la th�eorie g�en�erale o�u D joue le
rôle de _�. La variable duale associ�ee �a Dirr sera (��), et on aura la loi d'�evolution
suivante :

Dirr =
@'�

@�
(2:18)

On consid�erera des mat�eriaux pr�esentant un �ecrouissage isotrope, ce qui implique l'intro-
duction d'une variable interne scalaire appel�ee d�eformation plastique �equivalente �pl. La
variable associ�ee est la contrainte d'�ecoulement plastique �Y :

�Y = �
@ 

@�pl
= �Y (�

pl) (2:19)
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et la loi d'�evolution est la suivante :

_�pl = � @'
�

@�Y
(2:20)

Remarquons que, dans la relation (2.19), on �egale g�en�eralement directement le premier et le
troisi�eme membres, �evitant ainsi le recours explicite au potentiel  .

Comme expliqu�e pr�ec�edemment, l'endommagement ductile est li�e �a l'apparition et �a la
croissance de microvides dans le mat�eriau. Si l'on excepte le cas des corps minces, l'hypoth�ese
d'un endommagement isotrope, c'est-�a-dire de microvides de forme globalement sph�ero��dale,
semble raisonnable. On se contentera donc d'une variable interne scalaire d pour repr�esenter
l'endommagement. La variable associ�ee �a d est donn�ee par :

Y = �
@ 

@d
(2:21)

tandis que la loi d'�evolution de d est donn�ee par :

_d = �@'
�

@Y
(2:22)

Le couplage entre les di��erentes sources d'irr�eversibilit�e est d�etermin�e par les hypoth�eses
de d�ecomposition qu'on s'autorise pour le potentiel  et le pseudo-potentiel '�. Ainsi, on
peut faire (Lemaitre et Chaboche (76)) l'hypoth�ese d'une partition de l'�energie libre en une
partie \�elastique" et une partie \plastique" (ce qui implique par exemple que les propri�et�es
�elastiques ne sont pas in
uenc�ees par l'�ecoulement plastique) :

� (�rev; �pl; d) = � el(�rev; d) + � pl(�pl; d) (2:23)

Plusieurs auteurs (voir Lemaitre et Chaboche (76), Simo et Ju (119), Zhu (141)) font �egalement
l'hypoth�ese d'un endommagement non directement coupl�e �a la plasticit�e (ce qui implique par
exemple que les propri�et�es plastiques ne sont pas modi��ees par l'endommagement) :

� (�rev; �pl; d) = � el(�rev; d) + � pl(�pl) (2:24)

En ce qui concerne le pseudo-potentiel de dissipation, on retrouve des hypoth�eses fort si-
milaires. On suppose g�en�eralement un d�ecouplage entre les ph�enom�enes dissipatifs li�es �a la
plasticit�e et ceux li�es �a l'endommagement :

'�(�; �Y ; Y ; d) = '�pl(�; �Y ; d) + '�d(Y ; d) (2:25)

On introduira le comportement \visqueux", c'est-�a-dire d�ependant des taux de variation
des variables d'�etat, au travers du pseudo-potentiel de dissipation �a la mani�ere de Perzyna
(103). Cela consiste �a �ecrire le pseudo-potentiel sous la forme suivante :

'�(�) = k

m+ 1

�
<
f(�)
k

>

�m+1

(2:26)

o�u le symbole < � > repr�esente les parenth�eses de MacAuley (< x > = x si x � 0,< x > = 0
si x < 0) et o�u f(�) est une fonction convexe (de mani�ere �a ce que '� le soit �egalement) et
correspondant �a la surface de charge de la plasticit�e classique. Les grandeurs k et m sont
des param�etres positifs. Il est int�eressant de noter que quand k tend vers 0, le comportement
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devient ind�ependant du taux des variables d'�etat, tandis que quand k tend vers l'in�ni, le com-
portement devient �elastique. La forme (2.26) peut s'appliquer �a '�pl et �a '�d, �eventuellement
avec des valeurs di��erentes de k et m. Les lois d'�evolution s'�ecrivent donc �nalement :

_�i = � <
f(Ai)

k
>m @f

@Ai
(2:27)

Quand k ! 0, on retrouve un mat�eriau �elasto-plastique endommageable pour lequel les lois
d'�evolution s'�ecrivent:

_�i = � _�
@f

@Ai
(i = 1; : : : ; N) (2:28)

avec les conditions classiques de type Kuhn{Tucker :

_� � 0 ; f � 0 ; _�f = 0 (2:29)

2.3.3 Mod�ele de base de Chaboche { Lemaitre

Parmi ce qu'on peut appeler les mod�eles d'endommagement de base �gure en bonne position
le mod�ele d'endommagement ductile propos�e par Lemaitre et Chaboche (76). Ce mod�ele est
au d�epart propos�e dans un cadre g�eom�etrique lin�eaire (petites d�eformations), mais il est assez
ais�ement g�en�eralisable au cas des grandes d�eformations, tout au moins dans un formalisme
hyper�elastique. Ce mod�ele est bas�e sur les notions de contrainte e�ective (Kachanov (66))
et d'�equivalence en d�eformation : le mat�eriau endommag�e soumis �a une certaine contrainte
� se comporte comme le mat�eriau vierge (c'est-�a-dire non-endommag�e, mais �eventuellement
plasti��e) soumis �a la contrainte e�ective ~�. La variable d'endommagement permet de passer
de la contrainte vraie �a la contrainte e�ective :

~� =
�

1� d = �
@ 0

@�
(�rev ; �pl) (2:30)

o�u  0 repr�esente le potentiel du mat�eriau vierge. On retrouve le même r�esultat en partant
d'un potentiel  tenant compte de l'endommagement :

 (�rev ; �pl; d) = (1� d) 0(�rev ; �pl) (2.31.a)

� = (1� d)�@ 
0

@�
(2.31.b)

Cette derni�ere expression permet de d�eterminer l'expression de la variable Y duale de d :

Y = �
@ 

@d
= �� 0(�rev ; �pl) (2:32)

Il y a cependant une variante possible �a ces derni�eres expressions, qui consiste �a utiliser une
expression du type (2.24) pour le potentiel, faisant ainsi l'hypoth�ese d'un d�ecouplage entre
plasticit�e et endommagement :

 (�rev ; �pl; d) = (1� d) rev;0(�rev) +  irr(�pl) (2:33)

et on a alors
Y = �� rev;0(�rev) (2:34)

C'est sur base de cette derni�ere relation que la grandeur (�Y ) est parfois appel�ee taux de
restitution d'�energie �elastique. L'interpr�etation physique que l'on peut donner �a (�Y ) est
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donc celle d'une mesure �energ�etique de l'�etat de contrainte (au sens g�en�eral) du solide, ce
qui est �a mettre en parall�ele avec les crit�eres de nucl�eation au niveau microstructural (voir
encore une fois Curran et al. (24)). Le choix entre les expressions (2.31.a) et (2.33) est loin
d'être imm�ediat, la plupart des auteurs ayant jusqu'�a ce jour opt�e pour la seconde possibilit�e
(Lemaitre et Chaboche (76), Simo et Ju (119), Zhu (141), : : : ). Parmi ceux ayant opt�e pour la
premi�ere possibilit�e, notons Ju (64) et Laschet (68). Rien parmi les r�esultats obtenus par tous
ces auteurs ne nous a sembl�e permettre de trancher la question.

La loi d'�evolution de l'endommagement propos�ee dans le mod�ele original ne prend en
compte aucun e�et visqueux et est donc du type (2.28) :

_d = � _�
@g

@Y
(2:35)

avec

g =
S0

s0 + 1

1

1� d
�
� Y
S0

�s0+1
(2:36)

o�u s0 et S0 sont des param�etres. La forme de la fonction g, qui semble sortie du n�eant
comme par miracle, permet en fait de retrouver par le formalisme thermodynamique un
mod�ele proche de ceux obtenus sur base de consid�erations plus ph�enom�enologiques.

Les auteurs du mod�ele font usage dans l'�equation (2.36) du même param�etre de consis-
tance _� que dans les relations r�egissant l'�evolution des grandeurs plastiques:

_�irr = _�
@f

@�
(2.37.a)

_�pl = � _�
@f

@�Y
(2.37.b)

Cette hypoth�ese (non clairement �enonc�ee dans le texte original) ne nous semble pas math�e-
matiquement justi��ee, �a moins d'utiliser les conditions de Kuhn{Tucker suivantes:

_� � 0 ; (f + g) � 0 ; _�(f + g) = 0 (2:38)

ce qui semble peu r�ealiste ! Cette remarque ne met bien entendu aucunement en cause la
validit�e pratique du mod�ele, mais permet simplement de souligner une zone d'ombre dans la
formulation math�ematique qui y est attach�ee.

Ce mod�ele est illustratif de tous les mod�eles ayant une base \thermodynamique": le rôle
de la variable duale de l'endommagement Y y est fondamental. Cela pose un probl�eme dans
le cadre hypo�elastique, o�u il est di�cile (si pas impossible) de d�e�nir un potentiel �energie
libre �a partir des grandeurs utilis�ees.

Nous verrons dans une section ult�erieure comment certains auteurs ont essay�e de r�esoudre
les probl�emes expos�es ci-dessus, mais nous allons d'abord pr�esenter un mod�ele d'endom-
magement m�elangeant les apports de la th�eorie thermodynamique avec des consid�erations
ph�enom�enologiques.

2.3.4 Mod�ele de Gurson { Tvergaard am�elior�e

Dans ce mod�ele, on choisit comme variable d'endommagement une variable ph�enom�enologi-
que, la fraction volumique de vide (nous utiliserons �egalement �a l'occasion le terme g�en�eral
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de porosit�e) :

d = 1� �

�M
(2:39)

o�u � est la densit�e apparente (macroscopique) et �M est la densit�e de la matrice mat�erielle
(autour des vides).

Comportement r�eversible

Ce choix pour la variable d'endommagement permet un lien plus direct avec la physique du
ph�enom�ene. Ainsi, la porosit�e a bien �evidemment un e�et de d�egradation sur les constantes
�elastiques macroscopiques du m�etal. Par exemple, en utilisant la th�eorie des mat�eriaux
diphasiques de Mori et Tanaka (84) et en prenant l'hypoth�ese que les inclusions sont des
vides sph�eriques, on obtient les expressions suivantes pour les modules de cisaillement et de
compressibilit�e cubique :

�G(d) =
G0(1� d)

1 + 6K0 + 12G0
9K0 + 8G0

d

�K(d) =
4K0G0(1� d)
4G0 + 3K0d

(2:40)

o�u �G et �K sont les modules d�egrad�es, tandis que G0 et K0 sont les modules du mat�eriau
vierge (c'est-�a-dire de la matrice mat�erielle autour des vides). La th�eorie de Mori{Tanaka
prend en compte, jusqu'�a un certain point en tout cas, les interactions entre vides. Pour de
faibles concentrations de vides, ces e�ets sont n�egligeables et les expressions (2.40) d�eg�en�erent
en celles qui ont �et�e �etablies par Mackenzie (79), et qui ont �et�e utilis�ees par Johnson (63),
Perzyna (105), Eftis et Nemes (35�37;87�89). On peut �egalement trouver d'autres th�eories
pour les mat�eriaux diphasiques, par exemple celles cit�ees par Aboudi (1). Ces expressions
des constantes �elastiques peuvent alors être utilis�ees soit dans le potentiel thermodynamique,
soit dans le tenseur constitutif. Par exemple, pour un mod�ele hyper�elastique de type Saint-
Venant{Kirchho�, on a :

�0 (E
rev ; d) =

��(d)

2
(trErev)2 + �G(d) tr(Erev2) (2:41)

o�u �� est un des coe�cients de Lam�e du mat�eriau endommag�e (dont on peut facilement d�eduire
l'expression �a partir de (2.40)) et o�u tr(�) est not�e pour trace de �. De même, pour un mod�ele
hypo�elastique bas�e sur la loi de Hooke, on aura:

Hijkl = �K(d)�ij�kl + 2 �G(d)(�ik�jl � 1

3
�ij�kl) (2:42)

Il est important de remarquer que les relations (2.40) impliquent, en plus de l'e�et sur le
module de Young , un e�et de l'endommagement sur le coe�cient de Poisson (voir �gure 2.1),
ph�enom�ene bien physique qui n'est pas repr�esent�e dans le mod�ele de Chaboche{Lemaitre.

Comportement irr�eversible

Le comportement irr�eversible du mat�eriau poreux est bas�e sur le pseudo-potentiel de dissi-
pation suivant :

'�pl =
k

m+ 1
<
f

k
>m+1 (2:43)
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Figure 2.1: E�et de la porosit�e sur les propri�et�es �elastiques

o�u f est la surface d'�ecoulement plastique pour un solide poreux propos�ee par Gurson (51):

f �
r

3

2
q � !(p; �Y ; d)�Y (2:44)

o�u q =
p
sijsij est le deuxi�eme invariant du tenseur des contraintes d�eviatoriques et �Y est

la contrainte d'�ecoulement plastique du mat�eriau vierge (c'est-�a-dire du mat�eriau autour des
microvides). Le facteur ! de l'expression (2.44) est donn�e par:

!(p; �Y ; d) =

�
1� 2�1d cosh(

�2
2

3p

�Y
) + �3d

2
�1

2

(2:45)

Les param�etres �i ont �et�e introduits par Tvergaard (130) pour am�eliorer le mod�ele dans l'�etude
des bandes de cisaillementz. Les valeurs qu'il pr�econise sont les suivantes :

�1 = 1:5 ; �2 = 1 ; �3 = �21

En fait, le param�etre �1 d�e�nit �egalement la valeur ultime de la fraction volumique de vide,
c'est-�a-dire celle pour laquelle le mat�eriau ne pr�esente plus aucune r�esistance :

�1 =
1

dU
(2:46)

L'introduction du �1 (et donc du �3) revient ainsi �a travailler avec la variable d'endommage-
ment d/dU , ce qui semble meilleur car il est �evident que le mat�eriau peut être consid�er�e comme
ayant atteint la ruine bien avant que la fraction volumique de vide ait atteint une valeur
unitaire. Les valeurs propos�ees par Tvergaard conduisent �a une porosit�e ultime de 0.666. La
surface d'�ecoulement plastique (2.44) a �et�e repr�esent�ee dans l'espace contrainte volumique {

contrainte d�eviatorique ( p
�Y
;
q

3
2

q
�Y

) �a la �gure 2.2 pour deux valeurs du param�etre �2. On
constate que l'endommagement introduit une limite plastique dans la direction volumique
ainsi qu'un e�et de r�etr�ecissement de la zone �elastique de l'espace des contraintes. Le taux
de d�eformation irr�eversible est donn�e par la loi de normalit�e (2.18) :

Dirr =<
f

k
>m @f

@�
(2:47)

zLes �i dont il est question ici n'ont rien �a voir avec la notation utilis�ee pour les variables internes dans
la th�eorie thermodynamique g�en�erale des paragraphes 2.3.1 et 2.3.2. Maintenant que cette th�eorie a �et�e
particularis�ee au cas des solides �elastoviscoplastiques endommageables, les �i d�esigneront jusqu'�a la �n de cet
ouvrage les param�etres introduits par Tvergaard.
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Figure 2.2: Surface d'�ecoulement plastique de Gurson{Tvergaard

La surface (2.44) peut être approxim�ee par la forme plus simple d'une ellipse ayant les
mêmes axes principaux. Le coe�cient ! est alors donn�e par :

!(p; �Y ; d) = (1� d

dU
)

241�  �2

2 ln( d
dU
)

3p

�Y

!235 1
2

(2:48)

L'approximation r�ealis�ee est illustr�ee �a la �gure 2.2. On peut �egalement remarquer que pour
les cas o�u la pression p reste faible par rapport �a la limite d'�ecoulement plastique �Y , le
facteur ! devient:

! � (1� d

dU
) (2:49)

On retrouve alors une surface d'�ecoulement plastique d'expression simple, mais o�u le couplage
avec la partie volumique a disparu (droite horizontale sur la �gure 2.2).

Ecrouissage plastique

La variable interne associ�ee �a l'�ecrouissage plastique est toujours la d�eformation plastique
�equivalente, mais ici on fait l'hypoth�ese d'une �energie libre \plastique" d�ependant de l'endom-
magement :

� pl(�pl; d) = �M 
pl;0(�pl) = (1� d)� pl;0(�pl) (2:50)
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et on a :

��Y = �
@ pl

@�pl
= (1� d)�Y (�pl) (2:51)

o�u ��Y est la contrainte d'�ecoulement plastique apparente (macroscopique), tandis que �Y est
relative �a la matrice mat�erielle entourant les microvides (grandeur microscopique). La loi
d'�evolution de la d�eformation plastique �equivalente peut donc s'�ecrire :

_�pl = � @'
�

@��Y
= � 1

1� d
@'�

@�Y
(2:52)

Un r�esultat identique peut être obtenu en �ecrivant que la dissipation plastique \macro-
scopique" � :Dirr doit être �egale �a la dissipation \microscopique" (1�d)�Y _�pl, le facteur(1�
d) tenant compte de la porosit�e, comme dans Agelet (2) par exemple.

Evolution de l'endommagement

Jusqu'ici nous sommes rest�es dans le cadre thermodynamique, mais pour �ecrire la loi d'�evolu-
tion de l'endommagement, nous allons maintenant faire appel �a des consid�erations ph�eno-
m�enologiques bas�ees sur les m�ecanismes physiques qui r�egissent l'�evolution de la porosit�e au
niveau microstructural. Ainsi, si on se place dans le cas d'une nucl�eation contrôl�ee par la
d�eformation (voir paragraphe 2.2), on �ecrira :

_dn = A(�pl) _�pl (2:53)

Le ph�enom�ene de nucl�eation �etant assez complexe �a repr�esenter, on peut le traiter par une
approche statistique, par exemple en exprimant le facteur A(�pl) sous forme d'une distribution
normale, comme propos�e par Chu et Needleman (20):

A(�pl) =
dN

sN
p
2�

exp

24�1
2

 
�pl � �N
sN

!2
35 (2:54)

o�u dN est la fraction volumique totale de particules donnant naissance �a des vides, �N est
la valeur moyenne de la d�eformation plastique �equivalente �a laquelle la nucl�eation a lieu et
sN est un param�etre de distribution autour de cette moyenne. Cette loi est bas�ee sur l'id�ee
suivante : nous avons vu que la nucl�eation intervenait d�es qu'on atteint un certain seuil de
d�eformation plastique ; les m�etaux �etant g�en�eralement h�et�erog�enes, la valeur de ce seuil varie
d'un site de nucl�eation �a l'autre ; si on consid�ere alors que l'apparition des microvides est
instantan�ee, l'approche statistique semble être un bon moyen de traduire le ph�enom�ene au
niveau macroscopique. Ce type de loi sera utilis�e pour la simulation de la mise en forme. Dans
le cas d'une nucl�eation contrôl�ee par l'�etat de contrainte (voir paragraphe 2.2), on utilisera
plutôt une loi du type suivant :

_dn = B(p; d) _p (2:55)

avec par exemple, en s'inspirant de Curran et al. (24) :

B(p; d) =
c1

1� d exp
�
p� pN
c2

�
pour p > pN (2:56)

Le champ d'application de cette loi serait celui des situations d'impact impliquant des con-
traintes de valeur �elev�ee.
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A partir de la loi de conservation de la masse, et sur base de l'hypoth�ese que la d�eformation
peut être consid�er�ee comme enti�erement plastique, le taux de croissance des vides s'�ecrit de
la mani�ere suivante :

_dg = (1� d)tr(Dirr) (2:57)

Cette relation implique que la porosit�e, et donc l'endommagement, peut d�ecrô�tre sous une
mise en charge hydrostatique de compression. C'est un ph�enom�ene qu'on peut physiquement
concevoir, mais sans doute pas jusqu'�a admettre qu'il puisse ramener le mat�eriau dans son �etat
vierge. Nous approfondirons ce sujet dans le cadre des exemples du chapitre 4. Pour �ecrire
la loi de croissance des vides, Perzyna (105) a lui repris une relation �etablie par Johnson (63)

qui relie la porosit�e directement �a la pression.

D�es que l'endommagement atteint la valeur critique dcrit, la coalescence est irr�em�ediable-
ment enclench�ee. Celle-ci conduit �a la rupture macroscopique et peut être mod�elis�ee par une
fonction lin�eaire de la d�eformation plastique �equivalente (Tvergaard (132)) :

_dc =
dU � dcrit

��
_�pl (2:58)

En combinant les �equations (2.53) ou (2.55), (2.57) et (2.58), on obtient la loi globale
d'�evolution de l'endommagement :

_d =

(
_dn + _dg pour d < dcrit

_dc pour d � dcrit
(2:59)

La nucl�eation et la croissance des vides se produisent donc jusqu'�a ce que l'endommagement
atteigne une valeur critique, au-del�a de laquelle la coalescence commence et conduit �a la
rupture macroscopique.

On peut constater dans le mod�ele ci-dessus que la variable d'endommagement d inter-
vient seule, sans qu'on utilise jamais sa variable duale. En fait, cela peut être expliqu�e
si on voit que les relations r�egissant l'�evolution de l'endommagement relient directement
celui-ci aux deux autres variables internes (d�eformation irr�eversible et d�eformation plastique
�equivalente). L'endommagement n'intervient donc ici que comme variable secondaire perme-
ttant d'�ecrire les �equations de mani�ere plus claire. Notons au passage que, �etant donn�e que
les lois d'�evolution (2.52) et (2.59) ne sont pas issues de la loi de normalit�e, on a ici un mod�ele
d�ecrivant un mat�eriau standard non-g�en�eralis�e.

Remarque sur la v�eri�cation du second principe

Le second principe de la thermodynamique postule que la dissipation totale d'�energie lors
d'un processus quelconque ne peut être n�egative. Ce principe peut prendre de nombreuses
formes math�ematiques, parmi lesquelles se trouve l'in�egalit�e de Clausius-Duheim :

D = Dmeca + Dther � 0 (2:60)

o�u la dissipation totaleD a �et�e d�ecompos�ee en ses parties m�ecanique et thermique s'exprimant
respectivement par :

Dmeca = � : D � �( _	 + s _T ) (2.61.a)

Dther = �q � g
T

(2.61.b)
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avec s l'entropie sp�eci�que et T la temp�erature. On a not�e q le 
ux de chaleur et g le gradient
de temp�erature. Comme nous nous sommes plac�es dans un cadre isotherme, l'in�egalit�e (2.60)
se r�eduit �a :

D = � :D � � _	 � 0 (2:62)

Le probl�eme qui se pose d�es lors qu'on travaille dans le cadre hypo�elastique est alors li�e �a
l'absence d'une expression analytique pour le potentiel thermodynamique. Plus pr�ecis�ement,
c'est la partie li�ee �a l'endommagement qui fait d�efaut. On peut en e�et �ecrire

� _	 = � :Drev + (1� d)(�Y � �0Y ) _�pl + Y _d (2:63)

mais il n'existe pas de forme analytique d�ecrivant Y , empêchant ainsi la v�eri�cation syst�ema-
tique du second principe. Tout ce que l'on peut dire, c'est que Y doit notamment être reli�e �a
la d�egradation des modules �elastiques du solide. En petites d�eformations, on aurait pu �ecrire

Y =
1

2

 
p2

�K(d)

@ �K(d)

@d
+

q2

2 �G(d)

@ �G(d)

@d

!
� (�Y � �0Y ) _�pl

mais le premier terme de cette expression ne peut être g�en�eralis�e au cas des transformations
�nies dans le cadre hypo�elastique.

Cependant, il faut remarquer que le processus d'endommagement ductile tel que d�ecrit
ici est fortement li�e aux processus physiques largement dissipatifs que sont la d�eformation
irr�eversible et l'�ecrouissage, ce qui peut nous rassurer quant �a la v�eri�cation e�ective du
second principe.

2.3.5 Autres mod�eles

Pour terminer ce chapitre, nous dirons quelques mots au sujet du mod�ele d'endommagement
propos�e par Simo et Ju (119;123). Ce mod�ele, dont la version \grandes d�eformations" a �et�e
�etablie dans un cadre hyper�elastique, nous semble rencontrer la plupart des probl�emes �evoqu�es
dans la section 2.3.3. En e�et, il est fort proche du mod�ele de base de Chaboche{Lemaitre
pour ce qui est du choix du potentiel thermodynamique (expression (2.33)), mais il utilise
pour la loi d'�evolution de l'endommagement (2.35) une fonction g ayant la forme suivante :

g =
p�2Y � r (2:64)

De plus, le param�etre de consistance utilis�e pour l'�evolution de l'endommagement est di��erent
de celui li�e aux ph�enom�enes plastiques. On a donc un mod�ele avec deux fonctions de charge
ce qui, notons le au passage, introduit un seuil d'endommagement tout comme il y en a un
pour l'�ecoulement plastique. Ce mod�ele a donc tout pour plaire, mais se pose alors la question
de savoir s'il est applicable en dehors du cadre hyper�elastique.

Zhu (141) a propos�e un mod�ele utilisant une fonction g du type (2.64) et faisant inter-
venir deux variables d'endommagement : l'une relative au comportement d�eviatorique et
l'autre au comportement volumique, ce qui a notamment comme cons�equence d'introduire
un e�et de l'endommagement sur le coe�cient de Poisson. En outre, il part d'une hypoth�ese
d'�equivalence en �energie de d�eformation �elastique plutôt que de l'hypoth�ese d'�equivalence en
d�eformation. Cependant, comme nous l'avons d�eja fait remarquer, la d�e�nition de la variable
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duale �a l'endommagement Y est loin d'être claire dans un cadre hypo�elastique. Zhu relie ces
variables (une variable duale par variable d'endommagement) aux contraintes de la mani�ere
suivante :

Yd = � s : s

2G(1� d)3 (2.65.a)

Y� = � p2

K(1� �)3 (2.65.b)

o�u d et � sont les deux variables d'endommagement et o�u s et p sont respectivement le tenseur
des contraintes d�eviatoriques de Cauchy et la tension hydrostatique. Ces expressions nous
apparaissent être une g�en�eralisation un peu violente de la situation \petites d�eformations".
Mais encore une fois, cela ne remet pas en cause la validit�e pratique de ce mod�ele, qui semble
tr�es bien supporter la comparaison avec les r�esultats exp�erimentaux.

2.4 Conclusion

En conclusion, nous opterons dans la suite pour le mod�ele expos�e dans la section 2.3.4,
qui nous semble pr�esenter des caract�eristiques su�santes pour repr�esenter correctement le
ph�enom�ene qui nous occupe, �a savoir l'endommagement ductile. Nous rappelons au tableau
2.1 l'ensemble des �equations d�ecrivant le mod�ele.

Les donn�ees �a fournir pour d�e�nir un mat�eriau �elastoviscoplastique endommageable sont
donc les suivantes :

� param�etres �elastiques : K0, G0;

� param�etres d'�ecoulement plastique : �Y (�pl = 0), dU , �2;

� param�etres de viscosit�e : k, m;

� param�etres d'�ecrouissage : �Y (�
pl);

� param�etres d'endommagement : dN , �N , sN , dcrit, ��.

Ce sont les param�etres d'endommagement qui sont le plus di�cilement obtenus par mesure
exp�erimentale. Les param�etres de viscosit�e ne sont cependant pas forc�ement beaucoup plus
facilement obtenus.
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Table 2.1: R�esum�e des �equations du mod�ele adopt�e (comportement �elastoviscoplastique
endommageable exprim�e en grandeurs corotationnelles)

Comportement r�eversible

_�ij = Hijkl(Dkl �Dirr
kl )

Hijkl = �K(d)�ij�kl + 2 �G(d)(�ik�jl � 1
3�ij�kl)

avec

�K(d) =
4K0G0(1� d)
4G0 + 3K0d

�G(d) =
G0(1� d)

1 + 6K0 + 12G0
9K0 + 8G0

d

Comportement irr�eversible

Dirr
ij =<

f

k
>m @f

@�ij

f =
q

3
2q � !(p; �Y ; d)�Y

avec p = 1
3�ii , q =

p
sijsij o�u sij est le d�eviateur de �ij (sij = �ij � p �ij) et

!(p; �Y ; d) =

�
1� 2

d

dU
cosh(

�2
2

3p

�Y
) + (

d

dU
)2
�1

2

Lois d'�evolution des variables internes

Ecrouissage isotrope

_�pl = � 1

1� d <
f

k
>m @f

@�Y
ou _�pl =<

f

k
>m h1(�ij ; �Y ; d)

avec �Y = �Y (�
pl).

Endommagement

_d =

(
_dn + _dg pour d < dcrit

_dc pour d � dcrit

avec

_dn = A(�pl) _�pl o�u A(�pl) =
dN

sN
p
2�

exp

24�1
2

 
�pl � �N
sN

!2
35

_dg = (1� d)Dirr
nn

_dc =
dU � dcrit

��
_�pl

En r�esum�e :

_d =<
f

k
>m h2(�ij ; �Y ; d)



3.1 Introduction

Un des buts principaux de ce travail est d'utiliser le mod�ele constitutif d�ecrit au chapitre
pr�ec�edent dans le cadre d'une simulation num�erique. Or qui dit simulation num�erique dit
discr�etisation temporelle et spatiale. Il est donc n�ecessaire d'�etablir des sch�emas d'int�egration
des �equations di��erentielles r�egissant le probl�eme.

Dans la section 3.2, nous d�ecrivons le sch�ema qui a �et�e d�evelopp�e pour l'int�egration
des �equations constitutives sur un incr�ement de temps (de mise en charge). Ce sch�ema
est une g�en�eralisation du sch�ema du retour radial au cas de la plasticit�e non-d�eviatorique.
Nous le pr�esentons pour le cas particulier d'un mod�ele �elasto-visco-plastique endommageable,
mais son extension aux cas impliquant des variables internes suppl�ementaires ne pose aucun
probl�eme (voir par exemple Stainier et Colantonio (128)). Dans le cadre plus g�en�eral du
sch�ema d'int�egration temporel global, si on opte pour une solution de type implicite (p.e. un
sch�ema HHT en dynamique), il est n�ecessaire de calculer un op�erateur tangent �a la loi cons-
titutive. Pour s'assurer d'une convergence e�cace, il est primordial d'utiliser un op�erateur
tangent consistant avec le sch�ema d'int�egration de la loi constitutive. Cet op�erateur tan-
gent consistant peut être assez di��erent de l'op�erateur tangent continu directement issu des
�equations constitutives. Ce dernier est même inexistant dans le cadre viscoplastique. Pour
plus de d�etails sur ce sujet, on consultera Ponthot (108). Dans la section 3.3, nous d�eveloppons
une expression analytique de l'op�erateur tangent consistant avec le sch�ema d'int�egration
pr�esent�e �a la section pr�ec�edente.

L'int�egration spatiale des �equations di��erentielles du probl�eme est r�ealis�ee par la m�ethode
des �el�ements �nis. Dans le cadre de la mod�elisation des grandes d�eformations in�elastiques,
cette m�ethode num�erique rencontre notamment des di�cult�es suite �a la quasi-incompres-
sibilit�e de l'�ecoulement de mati�ere. Pour y rem�edier, il est n�ecessaire de sous-int�egrer, au
moins partiellement, le champ de d�eformation �a travers l'�el�ement. Dans la section 3.4, nous
d�ecrivons rapidement les �el�ements �nis utilis�es et nous abordons notamment les cas de la
sous-int�egration volumique et de la sous-int�egration compl�ete. L'utilisation de la m�ethode
des �el�ements �nis pour int�egrer les �equations di��erentielles du probl�eme se heurte �egalement
�a la prise en compte des singularit�es qui interviennent lorsque ces �equations di��erentielles
perdent leur ellipticit�e (leur hyperbolicit�e dans le cas dynamique) suite �a l'adoucissement
r�esultant de l'endommagement. On observe alors une localisation de la d�eformation dans des

27
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bandes de cisaillement. Nous �etudierons dans la section 3.5 les di��erentes solutions possibles
pour mod�eliser correctement l'e�et de ces bandes de cisaillement. En e�et, l'apparition d'une
d�eformation localis�ee de grande amplitude est g�en�eralement le pr�elude �a la formation d'une
macro�ssure.

3.2 Int�egration num�erique des lois constitutives

3.2.1 Rappel des �equations du probl�eme

Nous allons d�ecrire un sch�ema d'int�egration pour la loi constitutive �elasto-visco-plastique
endommageable pr�esent�ee au chapitre pr�ec�edent (section 2.3.4), mais l'extension �a d'autres
mod�eles constitutifs impliquant une plasticit�e non-d�eviatorique et un nombre quelconque de
variables internes ne pose aucun probl�eme.

La r�esolution num�erique des �equations di��erentielles non-lin�eaires du probl�eme est bas�ee
sur une approche incr�ementale. En e�et, en plus de la discr�etisation spatiale en �el�ements �nis,
on utilise une discr�etisation temporelle incr�ementale (dans le cas quasi-statique, il s'agit plutôt
d'une mise en charge incr�ementale). Partant de la con�guration initiale, on obtient ainsi un
nombre �ni de con�gurations �equilibr�ees pour �nalement arriver �a la con�guration �nale.
Remarquons que la notion de con�guration �equilibr�ee correspond ici �a une con�guration
v�eri�ant les �equations d'�equilibre m�ecanique au sens �el�ements �nis. Pour d�eterminer une
nouvelle con�guration �equilibr�ee �a partir de la con�guration �equilibr�ee pr�ec�edente, on peut
utiliser soit un sch�ema explicite, soit un sch�ema implicite (voir Belytschko (9), Ponthot (108)).
Quelle que soit la m�ethode choisie, il faut se donner une �evolution du taux de d�eformation
entre les deux �etats. Nous supposerons que le taux de d�eformation corotationnel est constant
sur un incr�ement, ce qui implique (pour une d�emonstration, voir p.e. Ponthot (108)) :

Dc =
1

�t
lnU =

1

2�t
ln(F t � F ) (3:1)

o�u U est issu de la d�ecomposition RU de F , gradient de d�eformation entre la con�guration
en d�ebut de pas (not�ee x0) et la con�guration actuelle (not�ee x1) :

Fij =
@x1i
@x0j

(3:2)

Rappelons que dans le cadre hypo�elastique, on fait l'hypoth�ese d'une partition additive du
taux de d�eformation :

Dc
ij = Drev;c

ij +Dirr;c
ij (3:3)

Connaissant Dc, il nous faut donc d�eterminer comment il se d�ecompose. Si on utilise la
d�eriv�ee de Jaumann (voir chapitre 2, section 2.3.2), la partie r�eversible est d�e�nie par la
relation suivante :

_�cij = Hc
ijklD

rev;c
kl (3:4)

Pour une discussion plus d�etaill�ee du probl�eme de l'objectivit�e, on consultera Ponthot (108).
Dans la suite, on omettra l'exposant c, �etant entendu que les grandeurs sont corotationnelles
sauf mention du contraire. Utilisant l'hypoth�ese de partition, on peut donc �ecrire :

_�ij = Hijkl D
rev
kl = Hijkl (Dkl �Dirr

kl ) = _�revij � _�irrij (3:5)
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Le comportement irr�eversible est quant �a lui d�ecrit par les �equations suivantes (pour le d�etail
des expressions, voir tableau 2.1) :

Dirr
ij = _�

@f

@�ij
(3.6.a)

_�pl = _� h1(�ij ; �Y ; d) (3.6.b)

_d = _� h2(�ij ; �Y ; d) (3.6.c)

o�u _�pl est le taux de la d�eformation plastique �equivalente (variable interne mesurant l'�ecrou-
issage), _d le taux de la fraction volumique de vide (variable interne mesurant l'endomma-
gement), �ij les composantes du tenseur des contraintes de Cauchy, �Y la force thermody-
namique associ�ee �a �pl et f(�ij ; �Y ; d) la surface d'�ecoulement plastique, par exemple celle de
Gurson :

f �
r

3

2
q � !(p; �Y ; d) �Y (3:7)

avec p = 1
3�ii et q =

p
sijsij o�u sij est le d�eviateur de �ij (sij = �ij � p �ij).

Dans le cas visco-plastique g�en�eral, _� est �ecrit pour l'expression suivante :

_� =<
f

k
>m (3:8)

o�u k et m sont des param�etres li�es au comportement viscoplastique. Par contre, rappelons
que dans le cas plastique (k = 0), _� est le param�etre de consistance obligeant les contraintes
�a rester �a l'int�erieur ou sur la surface de charge par des relations de type Kuhn-Tucker :

_� f = 0 ; _� � 0 ; f � 0 (3:9)

De plus, dans le cas isotrope, on peut �ecrire :

Hijkl = �K(d)�ij�kl + 2 �G(d)(�ik�jl � 1

3
�ij�kl) (3:10)

o�u, par exemple, �K(d) et �G(d) sont obtenus par la loi de Mori{Tanaka (expressions (2.40)).

3.2.2 Pr�edicteur �elastique

La loi constitutive expos�ee ci-dessus sera int�egr�ee par un sch�ema du type pr�edicteur �elastique
(r�eversible) { correcteur plastique (irr�eversible). Le pr�edicteur �elastique est le tenseur con-
trainte qui serait obtenu si la d�eformation �etait enti�erement r�eversible (c'est-�a-dire �elastique
�a endommagement constant) :

�revij = prev�ij + srevij = �0ij +Hijkl(d
0)
Z t1

t0

Dkl dt (3:11)

avec

prev = p0 + �K(d0)
Z t1

t0

Dkk dt (3.12.a)

srevij = s0ij + �G(d0)

Z t1

t0
dev(Dij) dt (3.12.b)
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o�u les grandeurs 0 sont relatives au d�ebut de l'incr�ement de d�eformation (con�guration
�equilibr�ee de d�epart) et les grandeurs 1 sont relatives �a la �n de cet incr�ement (con�gu-
ration �a �equilibrer), et o�u dev(�) est not�e pour partie d�eviatorique de �. La contrainte r�eelle
en �n d'incr�ement s'�ecrira donc :

�1ij = �revij �
Z t1

t0
HijklD

irr
kl dt (3:13)

o�u le second terme du membre de droite repr�esente le correcteur plastique-endommagement
(qu'il faudrait plus rigoureusement appeler correcteur viscoplastique-endommagement).

3.2.3 Correcteur plastique-endommagement

Pour plus de clart�e, nous allons s�eparer le correcteur plastique-endommagement en sa partie
volumique et sa partie d�eviatorique :

��irrij =

Z t1

t0
HijklD

irr
kl dt

=

�Z t1

t0

�K(d)Dirr
kk dt

�
�ij +

�Z t1

t0
2 �G(d)Dirr

kl (�ik�jl �
1

3
�ij�kl) dt

�
(3.14)

Dans ces expressions, on peut remplacer le taux de d�eformation irr�eversible par son expression
(3.6.a) :

Dirr
ij = _�

@f

@�ij
= _�

 
@f

@sij
+

@f

@(3p)
�ij

!
(3:15)

On a donc, pour le correcteur plastique-endommagement sur les contraintes, l'expression
suivante :

��irrij = �pirr�ij +�sirrij

=

�Z t1

t0
3 �K(d)

@f

@(3p)
_� dt

�
�ij +

 Z t1

t0
2 �G(d)

@f

@sij
_� dt

!
(3.16)

Les int�egrales ci-dessus vont être approxim�ees de mani�ere totalement implicite (sch�ema
d'Euler arri�ere), ce qui donne pour le correcteur :

��irrij = 3 �K(d1)
@f

@(3p)

����1 ��ij + 2 �G(d1)
@f

@sij

�����
1

� (3:17)

o�u

� =

Z t1

t0

_� dt =

Z t1

t0
<
f

k
>m dt (3:18)

Cette derni�ere int�egrale peut �egalement être approxim�ee de mani�ere implicite et on obtient :

� =<
f1

k
>m �t (3:19)

o�u f1 repr�esente la fonction f �evalu�ee en t1.
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Avant de continuer, d�e�nissons nij , donnant la direction de sij :

nij =
sijp
sklskl

sij = qnij nijnij = 1 (3:20)

A partir de cette d�e�nition, on peut �ecrire

@f

@sij
=
@f

@q
nij (3:21)

et donc

�pirr = 3 �K(d1)
@f

@(3p)

����1 � (3.22.a)

�sirrij = 2 �G(d1)
@f

@q

����1 �n1ij (3.22.b)

Remarque: on a d'un côt�e s1ij = srevij ��sirrij = qrevnrevij ��sirrij , mais �egalement s
1
ij = q1n1ij ,

et donc, au vu de l'expression (3.22.b) de �sirrij , on doit avoir n1ij = nrevij . On a donc une
m�ethode de type retour radial, ce quelle que soit la forme de la fonction f , tant que la seconde
partie de la relation (3.15) reste v�eri��ee, c'est-�a-dire que f d�epend des contraintes uniquement
au travers des invariants J2 et I1 (c'est-�a-dire q et p). 2

De la même fa�con que pour les contraintes, on peut obtenir pour les variables internes les
expressions suivantes :

�pl1 = �pl0 + h1(�
1
ij ; �

1
Y ; d

1)� (3.23.a)

d1 = d0 + h2(�
1
ij ; �

1
Y ; d

1)� (3.23.b)

La grandeur � est d�etermin�ee par la relation (3.19), qu'on peut r�e�ecrire sous la forme suivante
dans le cas d'un incr�ement irr�eversible :

f�(�) = f1(�)� k
�
�

�t

� 1
m

= 0 (3:24)

On retrouve donc ce qu'on pourrait appeler une surface de charge g�en�eralis�ee, qui d�eg�en�ere
bien en la surface de charge f dans le cas �elasto-plastique (k = 0). Cette �equation fortement
non-lin�eaire sera r�esolue par un sch�ema de type Newton-Raphson. L'�equation lin�earis�ee
autour de l'estim�e actuel s'�ecrit alors :

f�(�i) +
@f�

@�

����i ��i = 0

et la correction �a l'estim�e actuel vaut :

��i = �f
�(�i)
@f�
@�

���i (3:25)

La d�eriv�ee de la fonction de charge f par rapport �a � peut s'�ecrire en fonction des autres
variables :

@f

@�
=

@f

@(3p)

@(3p)

@�
+
@f

@q

@q

@�
+

@f

@�Y

@�Y
@�

+
@f

@d

@d

@�
(3:26)
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avec

@(3p)

@�
= �9 �K @f

@(3p)
(3.27.a)

@q

@�
= �2 �G@f

@q
(3.27.b)

@�Y
@�

= H
@�pl

@�
= Hh1 (3.27.c)

@d

@�
= h2 (3.27.d)

On obtient ainsi l'estim�e i + 1 de � : �i+1 = �i + ��i. Pour obtenir l'estim�e i + 1 des
contraintes et des variables internes, il reste �a r�esoudre le syst�eme des quatre �equations non-
lin�eaires (3.22.a), (3.22.b), (3.23.a) et (3.23.b) �ecrites pour l'it�er�e local i+1, ce qui donne :

pi+1 = prev � 3 �K(di+1)
@f

@(3p)

����i+1 �i+1 (3.28.a)

qi+1 = qrev � 2 �G(di+1)
@f

@(q)

����i+1 �i+1 (3.28.b)

�pl;i+1 = �pl0 + hi+11 �i+1 (3.28.c)

di+1 = d0 + hi+12 �i+1 (3.28.d)

Pour des surfaces de charge de type Gurson, il est fondamental de r�esoudre ce syst�eme
d'�equations non-lin�eaires de mani�ere assez pr�ecise, sous peine de voir la convergence globale
du sch�ema mise en cause. Cela implique donc un second processus it�eratif de type Newton{
Raphson int�erieur au premier (celui de recherche du correcteur plastique-endommagement).

Remarque: quand les �equations ci-dessus d�eg�en�erent vers le cas de la plasticit�e pure-
ment d�eviatorique, l'�equation (3.28.a) disparâ�t (p = prev), mais l'�equation d'�evolution de
l'endommagement (3.28.d) reste pr�esente. 2

3.2.4 Rotation �nale instantan�ee

Le sch�ema pr�edicteur �elastique { correcteur plastique-endommagement qui vient d'être d�ecrit
permet de calculer les contraintes corotationnelles en �n de pas. Pour passer aux contraintes
de Cauchy, on utilise la m�ethode de la rotation �nale instantan�ee, initialement propos�ee par
Nagtegaal et Veldpaus (85). Dans cette m�ethode, on consid�ere la rotation nulle sur l'intervalle
[t0; t1[, le tenseur taux de d�eformation corotationnel �etant suppos�e constant comme nous
l'avons d�ej�a dit. On applique ensuite �a l'instant t1 la rotation totale R (issue de F = RU )
aux contraintes corotationnelles, ce qui conduit aux contraintes de Cauchy :

�1 = R�c;1Rt (3:29)

En conclusion, on int�egrera donc les �equations constitutives sur un pas de temps selon la
m�ethode qui vient d'être expos�ee, et qui est r�esum�ee au tableau 3.1.
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Table 3.1: R�esum�e du sch�ema d'int�egration des �equations constitutives �elastoviscoplastiques
endommageables (pour un pas de temps t0-t1, selon un sch�ema pr�edicteur �elastique
{ correcteur plastique-endommagement)

1.t = t0

donn�ees: p0, s0, �pl;0, d0, tr(D), dev(D), R, �t

inconnues: p1, s1, �pl;1, d1

2.Pr�edicteur �elastique

�e = D�t

prev = p0 + �K(d0) tr(�e)

srev = s0 + 2 �G(d0) dev(�e)

qrev =
p
srevsrev et n =

srev

qrev

3.Correcteur plastique-endommagement

p = prev , q = qrev , �pl = �pl;0, d = d0

if (f(p; q; �pl; d) � 0) goto 4 (incr�ement r�eversible)

r�esolution it�erative du syst�eme compos�e des 5 �equations suivantes :8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

p = prev � 3 �K(d)
@f

@(3p)
�

q = qrev � 2 �G(d)
@f

@q
�

�pl = �pl;0 + h1 �

d = d0 + h2 �

f � k
�
�

�t

� 1
m

= 0

4.Rotation �nale instantan�ee

� = R (p� + qn)Rt

5.t = t1

p1 = 1
3tr(�), s

1 = dev(�), �pl;1 = �pl, d1 = d
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3.2.5 Comparaison avec d'autres sch�emas

Le sch�ema d'int�egration des �equations constitutives d�ecrit au tableau 3.1 est un sch�ema du
type Euler arri�ere. Ses principes de base correspondent �a ceux du sch�ema propos�e par Ortiz
et Simo (94;117) pour l'int�egration d'�equations constitutives �elastoplastiques de forme tr�es
g�en�erale. Les di��erences entre notre sch�ema et celui de Ortiz et Simo r�esident principale-
ment dans la m�ethode utilis�ee pour �evaluer le correcteur plastique (irr�eversible). En e�et,
on peut consid�erer que, dans la m�etrique d�e�nie par H�1 (m�etrique variable dans notre
cas), le sch�ema de Ortiz et Simo peut être rattach�e �a la m�ethode des plans s�ecants (cutting
plane algorithm), tandis que notre sch�ema se rattache �a la m�ethode de projection sur le
point le plus proche (closest point algorithm). Ces deux m�ethodes sont illustr�ees �a la �gure
3.1. L'avantage fondamental de la seconde m�ethode sur la premi�ere est de permettre une
lin�earisation exacte des �equations du sch�ema lors du calcul de l'op�erateur tangent consistant
(Simo et Hughes (118)). Ortiz et Simo ont �egalement �etendu leur sch�ema �a la viscoplasticit�e,
mais en se limitant au cas de la viscosit�e lin�eaire (m = 1), ce qui leur fait adopter une ap-
proche assez di��erente de la nôtre, et o�u intervient un temps de relaxation instantan�e issu de
l'int�egration analytique partielle des �equations.

n

n+1
σ(2)

σ
n+1
(0)

σ
n+1

σ
n+1
(1)

σ
n

σ
n+1
(0)

σ
n+1

σ
n+1
(1)

n+1
σ(2)

σ

a. M�ethode des plans s�ecants
b. M�ethode de la projection sur le
point le plus proche

Figure 3.1: Calcul it�eratif du correcteur plastique

Un sch�ema Euler arri�ere a �egalement �et�e propos�e par Aravas (5), mais dans le cadre non-
visqueux uniquement. De nouveau, les di��erences principales entre ce sch�ema et celui pr�esent�e
ici r�esident dans la m�ethode de r�esolution du syst�eme d'�equations non-lin�eaires permettant
d'�evaluer le correcteur plastique{endommagement. Notre m�ethode nous semble pr�esenter
l'avantage de permettre la prise en compte du cas visqueux dans une �ecriture g�en�erale, ainsi
que de conduire �a une lin�earisation de forme relativement simple. Le sch�ema de Aravas a �et�e
am�elior�e et �etendu au cas de l'�ecrouissage cin�ematique par Lee et Zhang (75). Govidarajan
et Aravas (49) ont �egalement apport�e des am�eliorations au sch�ema de d�epart.
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3.2.6 Stabilit�e et pr�ecision du sch�ema

Avant de passer �a la d�erivation de l'op�erateur tangent consistant, on peut dire quelques mots
sur la stabilit�e et la pr�ecision du sch�ema propos�e plus haut.

Ortiz et Popov (93) ont pr�esent�e deux grandes familles de sch�emas d'int�egration g�en�erali-
sant respectivement la m�ethode du trap�eze et la m�ethode du point milieu. Ces deux auteurs
ont �etudi�e la pr�ecision et la stabilit�e de ces deux familles pour le cas d'un mod�ele de Von
Mises parfaitement plastique. Ils ont �egalement observ�e que la stabilit�e des sch�emas de la
famille du trap�eze g�en�eralis�e �etait fortement sensible �a la courbure de la surface de charge.
Cependant, le sch�ema d'Euler arri�ere (cas limite appartenant aux deux familles �a la fois) est lui
inconditionnellement stable, même en pr�esence de points anguleux, au prix d'une pr�ecision
limit�ee �a l'ordre un. Le domaine de stabilit�e des sch�emas de la famille du point milieu
g�en�eralis�e est par contre ind�ependant de la courbure de la surface de charge utilis�ee. Cela
le rend (th�eoriquement) attractif, d'autant plus que sa pr�ecision peut atteindre l'ordre deux
sous certaines conditions. Mais en pratique, dans le cas de grands incr�ements de d�eformation
notamment, ces r�esultats peuvent être contredits, au pro�t du sch�ema Euler arri�ere (Ponthot
(109)).

Ortiz et Simo (94) ont appliqu�e le même type d'�etude �a leur sch�ema (dont on a parl�e plus
haut) en consid�erant le cas particulier du mod�ele Cam-Clay, largement utilis�e en m�ecanique
des sols. Ils ont notamment montr�e que la viscosit�e pouvait diminuer la pr�ecision de leur
sch�ema. Lee (72) a �etudi�e le cas d'un mod�ele de Von Mises modi��e, repr�esentatif du com-
portement de certains polym�eres, pour lequel il a compar�e les performances de trois sch�emas
d'int�egration de la famille du point milieu g�en�eralis�e. Il en a conclu que c'est la m�ethode du
point milieu qui donne les meilleurs r�esultats, les deux autres m�ethodes test�ees �etant celles
d'Euler avant et d'Euler arri�ere.

Zhang (137) a �evalu�e la pr�ecision et la stabilit�e des m�ethodes de la famille du point
milieu g�en�eralis�e appliqu�ees �a la surface de charge de Gurson{Tvergaard, dans un cadre
�elastoplastique. Il en a d�eduit que les performances de ces m�ethodes d�ependent du type
de probl�eme consid�er�e, suivant la nature radiale ou tangente de l'incr�ement de d�eformation
d�eviatorique, le cas tangent �etant le moins favorable. Il a �egalement observ�e que l'algorithme
d'Euler arri�ere n'�etait pas celui qui donnait la meilleure pr�ecision. La stabilit�e incondition-
nelle de cet algorithme est par contre toujours assur�ee, comme nous l'avons d�ej�a dit.

Une �etude similaire sur le sch�ema pr�esent�e ici, prenant en compte le cas visqueux, serait
rendue assez complexe par la nature variable de la m�etriqueH�1 dans laquelle ces calculs sont
men�es. Nous pensons cependant, sans en avoir la preuve math�ematique, que l'e�et n�efaste
de la viscosit�e observ�e par Ortiz et Simo (94) devrait être, dans notre cas, moins marqu�e, si
pas absent, suite �a l'utilisation de la m�ethode de projection sur le point le plus proche plutôt
que de la m�ethode des plans s�ecants.

3.3 Lois tangentes consistantes

L'int�erêt majeur de l'utilisation d'une loi tangente dite consistante, par opposition �a la loi
tangente continue, dans le cadre du processus it�eratif de recherche de l'�equilibre structural (au
sens des �el�ements �nis) est bien connu depuis les travaux de Simo et Taylor (116) dans le cadre
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de l'�elastoplasticit�e. Cet int�erêt est d'autant plus accru dans le cas de l'�elastoviscoplasticit�e
qu'il n'existe alors plus de loi tangente continue reliant le taux des contraintes au taux de
d�eformation (instantan�e). De nombreux auteurs ont d�eriv�e des op�erateurs tangents con-
sistants correspondant �a divers sch�emas d'int�egration et �a divers mod�eles, relevant de la
plasticit�e d�eviatorique (p.e. Simo (122)), mais aussi de la plasticit�e non-d�eviatorique. Ainsi,
pour le mod�ele de Gurson{Tvergaard, Aravas (5) a d�eriv�e un op�erateur tangent consistant
avec le sch�ema d'int�egration qu'il proposait, ainsi que Lee et Zhang (75), qui ont �etendu
les travaux de Aravas au cas de l'�ecrouissage cin�ematique. Plus r�ecemment, Zhang (138) a
propos�e une am�elioration de l'algorithme de Aravas, qui �evite le recours �a toute inversion
num�erique de matrice. Les travaux cit�es ci-dessus concernent cependant uniquement le cas
non-visqueux. Une extension au cas de la viscoplasticit�e du type Duvaut{Lions (32) a �et�e
propos�ee par Ju (65). Cet auteur a �egalement abord�e le cas de la viscoplasticit�e du type
Perzyna, mais de mani�ere tr�es br�eve et en se limitant au cas de la surface de charge de Von
Mises.

Ci-dessous, nous d�erivons l'op�erateur tangent consistant avec le sch�ema d'int�egration
propos�e plus tôt, valable dans le cas viscoplastique g�en�eral, pour toute surface de charge
d�ependant de la pression hydrostatique (invariant I1 du tenseur contrainte) et de la norme
du d�eviateur (invariant J2 du tenseur des contraintes d�eviatoriques). On consid�ere dans la
suite deux variables internes (�pl et d), mais les d�eveloppements propos�es peuvent sans peine
être �etendus �a un nombre ind�e�ni de variables internes.

Les �equations de base du sch�ema d'int�egration dont on veut d�eriver la loi tangente sont
donc les suivantes :

p1 = prev � 3 �K(d1)
@f

@(3p)

����1 � (3.30.a)

s1ij = srevij � 2 �G(d1)
@f

@q

����1 �nij (3.30.b)

�pl1 = �pl0 + h1(�
1
ij ; �

1
Y ; d

1) � (3.30.c)

d1 = d0 + h2(�
1
ij ; �

1
Y ; d

1) � (3.30.d)

avec la surface de charge g�en�eralis�ee

f� � f1(�ij ; �Y ; d)� k
�
�

�t

� 1
m

= 0 (3:31)

L'op�erateur tangent consistant �Mijkl relie la di��erentielle des contraintes d�ij �a un tenseur
taux de d�eformation di��erentielle �Dkl :

d�ij = �Mijkl
�Dkl + �Wik�kj � �ik �Wkj (3:32)

o�u

�Dkl =
1

2

�
@dxk
@xl

+
@dxl
@xk

�
(3.33.a)

�Wkl =
1

2

�
@dxk
@xl

� @dxl
@xk

�
(3.33.b)

Les deux derniers termes de l'expression (3.32), dont la forme rappelle la d�eriv�ee de Jaumann,
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correspondent �a la rotation �nale instantan�ee (voir Ponthot (109)). Le tenseur �Mijkl peut être
obtenu par lin�earisation des �equations du sch�ema. Ainsi, la di��erentielle de la contrainte dans
les axes corotationnels s'�ecrit :

d�1ij = dp1�ij + ds1ij (3:34)

avec

dp1 = dprev � 3 �K(d1)
@f

@(3p)

����1 d� � d

 
3 �K(d1)

@f

@(3p)

����1
!
� (3.35.a)

dprev = �K(d0)tr(��ekl) (3.35.b)

pour la partie volumique et

ds1ij = dq1nij + q1dnij (3.36.a)

dq1 = dqrev � 2 �G(d1)
@f

@q

����1 d� � d

 
2 �G(d1)

@f

@q

����1
!
� (3.36.b)

dqrev = 2 �G(d0)dev(��ekl)nkl (3.36.c)

dnij =
1

qrev
(�ik�jl � nijnkl)2 �G(d0)dev(��ekl) (3.36.d)

pour la partie d�eviatorique. Dans ces �equations, on a �ecrit ��ekl pour d(�ekl). On peut
�egalement montrer (Ponthot (109)) que

RikRjl��ekl = �Dij

De la même fa�con, les di��erentielles des variables internes s'�ecrivent :

d�pl1 = h1(p
1; q1; �1Y ; d

1)d� + dh1� (3.37.a)

dd1 = h2(p
1; q1; �1Y ; d

1)d� + dh2� (3.37.b)

La di��erentielle de � est obtenue par di��erentiation de la fonction de charge g�en�eralis�ee f� :

df� =
@f�

@(3prev)
d(3prev) +

@f�

@qrev
dqrev +

@f�

@�
d� = 0 (3:38)

A partir des relations (3.26), (3.35.b) et (3.36.c), on obtient alors :

d� =

@f
@(3p)3

�K(d0)tr(��ekl) +
@f
@q 2

�G(d0)dev(��ekl)nkl

@f
@(3p)9

�K(d1) @f
@(3p) +

@f
@q 2

�G(d1)@f@q � @f
@�Y

Hh1 � @f
@dh2 +

k
m�t

�
�
�t

� 1
m
�1 (3:39)

L'�ecriture sous forme ferm�ee de l'op�erateur tangent consistant est alors possible. Cependant,
cette �ecriture est rendue assez lourde par la pr�esence du dernier terme des �equations (3.35.a),
(3.36.b), (3.37.a) et (3.37.b). On observe notamment l'apparition des d�eriv�ees secondes de la
fonction de charge f , ainsi que des d�eriv�ees des modules �elastiques et des fonctions d'�evolution
des variables internes h1 et h2. Les quatre �equations (3.35.a), (3.36.b), (3.37.a) et (3.37.b)
constituent donc un syst�eme lin�eaire dont les inconnues sont dp1, dq1, d�pl;1 et dd1. Dans le
cas de la surface de charge de Gurson{Tvergaard, les termes dominants dans ce syst�eme sont
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ceux en @2f
@(3p)@(�) , car ils font intervenir les fonctions hyperboliques, et ils ne peuvent donc

être n�eglig�es. Les termes en @2f
@(q)@(�) sont eux identiquement nuls, tandis que les d�eriv�ees des

modules �elastiques peuvent g�en�eralement être n�eglig�ees sans mettre en danger la convergence
vers l'�equilibre structural. De même, ce sont les d�eriv�ees des lois d'�evolution par rapport �a
la pression @hi

@(3p) qui sont dominantes �a leur niveau, toujours parce qu'elles font intervenir
les d�eriv�ees de f par rapport �a p, les autres d�eriv�ees pouvant être n�eglig�ees. En r�esum�e, on
peut donc dire que c'est la courbure de la surface d'�ecoulement dans l'espace (p,q) qui a une
in
uence importante sur l'op�erateur tangent.

Les d�eveloppements relatifs �a la d�erivation de la matrice tangente compl�ete, comprenant
les termes g�eom�etriques ainsi que les termes li�es �a la rotation �nale instantan�ee peuvent être
trouv�es dans Ponthot (109).

3.4 R�esolution par la MEF

3.4.1 Le quadrangle �a sous-int�egration partielle

L'int�egration spatiale des �equations di��erentielles du probl�eme est r�ealis�ee par la m�ethode des
�el�ements �nis (MEF). Plus particuli�erement, nous utiliserons une discr�etisation en �el�ements �-
nis quadrangulaires �a base cin�ematiquement admissible et �a champ de d�eplacement bilin�eaire.
Cet �el�ement est bas�e sur la transformation isoparam�etrique illustr�ee �a la �gure 3.2. Les fonc-
tions de forme bilin�eaires peuvent être �ecrites sous la forme compacte suivante :

NI =
1

4
(1 + �I�)(1 + �I�) I = 1; 4 (3:40)

o�u les indices en alphabet romain majuscule correspondent aux noeuds, num�erot�es comme
indiqu�e �a la �gure 3.2, et o�u il n'y a pas de sommation sur I .

Le jacobien J de la transformation isoparam�etrique entre l'espace de r�ef�erence (�; �) et
l'espace physique (x; y) s'�ecrit :

J =

24 @x
@�

@x
@�

@y
@�

@y
@�

35 =
24 @NI

@� xI
@NI
@� xI

@NI
@� yI

@NI
@� yI

35 (3:41)

A partir de l'expression (3.40) des fonctions de forme NI , ce tenseur peut être exprim�e
analytiquement, ainsi que son inverse.

Le gradient de d�eformation entre deux con�gurations s'�ecrit alors :

Fij =
@x1i
@x0j

=
@x1i
@�k

@�k
@x0j

= J1ikJ
0
kj
�1

(3:42)

Comme nous l'avons rappel�e au d�ebut de ce chapitre, c'est �a partir du gradient de d�eformation
que l'on calcule le taux de d�eformation corotationnel, suppos�e constant (expression (3.1)).
Une fois les contraintes de Cauchy calcul�ees par le sch�ema expos�e �a la section 3.2, les forces
internes discr�etis�ees aux noeuds sont calcul�ees par l'expression suivante :

f intiI =

Z

e
�ij

@NI

@xj
d
e (3:43)
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Figure 3.2: Le quadrangle isoparam�etrique bilin�eaire

La th�eorie de base de la MEF nous apprend que, comme nous utilisons des fonctions
de forme bilin�eaires, cette int�egrale peut être �evalu�ee par la m�ethode de Gauss en utilisant

quatre points d'int�egration situ�es en (�; �) = (�
p
3
3 ;�

p
3
3 ). Mais si l'on n'y prend garde, des

probl�emes de \locking" volumique peuvent apparâ�tre suite �a la nature (quasi-)isochore de la
partie irr�eversible de la d�eformation. En e�et, même si la porosit�e am�ene une d�eformation
irr�eversible volumique, nous devons pouvoir traiter les cas o�u l'endommagement est inexistant
ou faible. En quelques mots, on peut rappeler l'origine du \locking" volumique : dans le
cas des mat�eriaux incompressibles, quand on ajoute un �el�ement �a un maillage constitu�e
d'�el�ements quadrangulaires, on ajoute asymptotiquement 1 n�ud et 2 degr�es de libert�e,
tandis que l'on ajoute 1 contrainte d'incompressibilit�e sur la d�eformation en chaque point de
Gauss o�u celle-ci est �evalu�ee. Si on �evalue la d�eformation volumique en 4 points de Gauss,
le rapport entre le nombre de degr�es de libert�e et le nombre de contraintes �a respecter est
donc (asymtotiquement) �egal �a 0.5, ce qui engendre le \locking". Par contre, si on �evalue la
d�eformation volumique en un seul point de Gauss, ce rapport passe �a 2 et l'on ne rencontre
plus de probl�emes. C'est pourquoi on consid�erera que la partie volumique du champ de
d�eformation est constante sur l'�el�ement et �egale �a la d�eformation volumique naturelle, tandis
que la partie d�eviatorique sera int�egr�ee exactement (c'est-�a-dire �a l'aide de quatre points de
Gauss).

Cependant, contrairement �a ce qui se passe en plasticit�e classique, nous n'avons plus
de d�ecouplage parfait entre les comportements volumique et d�eviatorique. Comme nous
l'avons vu, la pression d�epend maintenant des contraintes d�eviatoriques. Ici, seul le pr�edicteur
�elastique peut encore être calcul�e de mani�ere d�ecoupl�ee, tandis que le correcteur plastique-
endommagement fait intervenir un couplage. En pratique, on aura donc :

�revij = prev�ij + srevij (3.44.a)

prev = p0 + 3 �K(d0) ln(
V 1
e

V 0
e

) (3.44.b)
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srevij = s0ij + 2 �G(d0) dev(Dij) (3.44.c)

o�u V 0
e et V 1

e sont respectivement le volume de l'�el�ement en d�ebut de pas et en �n de pas,
tandis queDij est relatif au point de Gauss consid�er�e. On peut donc parler de sous-int�egration
(partielle) du champ de d�eformation, mais pas pour autant du champ des contraintes. Dans
la suite, nous d�esignerons cet �el�ement sous l'appellation Q4-VRI (pour Volume Reduced
Integration).

3.4.2 Sous-int�egration compl�ete

La sous-int�egration de la d�eformation volumique est obligatoire si on veut �eviter le \lock-
ing" volumique, mais on peut �egalement envisager la sous-int�egration compl�ete du champ de
d�eformation. En e�et, lors d'une simulation num�erique, une part importante du temps de
calcul est consacr�ee �a l'int�egration de la loi constitutive, cette op�eration devant être r�ealis�ee
�a chaque point de Gauss de chaque �el�ement. En diminuant le nombre de points de Gauss,
on peut donc r�eduire de mani�ere signi�cative le temps de calcul total. Ce gain est plus
marqu�e si on utilise un sch�ema temporel explicite que si on utilise un sch�ema implicite, pour
lequel le temps pass�e �a inverser la matrice tangente structurale est au moins aussi impor-
tant que celui pass�e �a int�egrer la loi constitutive. Cependant la sous-int�egration du champ
de d�eformation a comme cons�equence l'apparition de modes de d�eformation �a �energie nulle,
qui peuvent se superposer �a la solution de base et compl�etement fausser les r�esultats. Ces
modes parasites, aussi appel�es modes \hourglass" en raison de leur forme, doivent donc être
contrôl�es de mani�ere �a limiter fortement leur amplitude. Dans un article r�ecent (Stainier
et Ponthot (124)), nous avons pr�esent�e des m�ethodes de stabilisation adapt�ees au cadre des
grandes d�eformations ; nous ne les reprendrons pas ici. Nous avons cependant retravaill�e une
de ces m�ethodes a�n qu'elle se place de mani�ere plus rigoureuse dans le cadre non-lin�eaire
g�eom�etrique, tout en gardant les mêmes id�ees de base que pr�ec�edemment. La m�ethode de
stabilisation sous sa nouvelle forme est expos�ee �a l'annexe A et est utilis�ee dans certains des
exemples pr�esent�es dans la suite. Remarquons au passage que les �el�ements sous-int�egr�es ont
un meilleur comportement en 
exion, comme on l'a montr�e dans Stainier et Ponthot (124).
Les �el�ements sous-int�egr�es seront �egalement appel�es Q4-URI (pour Uniformly Reduced Inte-
gration).

3.5 Les probl�emes de localisation de la d�eformation

Le ph�enom�ene de localisation de la d�eformation (et de l'endommagement) peut être observ�e
dans une large gamme de mat�eriaux et notamment dans les m�etaux. Dans ce cas, la loca-
lisation est le plus souvent associ�ee �a un processus d'adoucissement, par exemple suite au
d�eveloppement de l'endommagement ou encore suite �a un �echau�ement adiabatique. D'un
point de vue m�ecanique, la localisation intervient la plupart du temps sous la forme d'une
bande de cisaillement de largeur assez faible, ce qui conduit rapidement �a la rupture macro-
scopique. Il est donc important de pouvoir mod�eliser correctement ce ph�enom�ene.

D'un point de vue math�ematique, deux approches sont possibles pour �etudier le ph�eno-
m�ene de localisation. La premi�ere approche, d'application dans le cas quasi-statique, consiste
�a consid�erer la localisation comme une bifurcation d'un �etat de d�eformation homog�ene vers
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un �etat de d�eformation fortement non-homog�ene. Cette bifurcation, li�ee �a la perte du carac-
t�ere elliptique des �equations di��erentielles du probl�eme, est due au comportement même du
mat�eriau et pas �a des aspects structuraux (comme pour le 
ambement p.e.). Les bases de la
th�eorie de la bifurcation dans les solides �elastoplastiques ont �et�e �etablies par Hill (56), tandis
que leur application �a l'�etude des bandes de cisaillement repose en grande partie sur le travail
de Rice (112). Cette approche permet de d�eterminer des crit�eres d'apparition de la localisation,
ainsi que l'orientation des bandes. Quand on sort des hypoth�eses sur lesquelles se basent les
travaux cit�es (�etat homog�ene de d�eformation, mat�eriau standard, : : :), on obtient alors plutôt
des bornes permettant d'encadrer l'�etat de d�eformation auquel la localisation se d�eclenchera.
La seconde approche, d'application dans le cas dynamique, consiste �a consid�erer la bande de
cisaillement comme une onde d'acc�el�eration stationnaire (voir Hadamard (54) et Hill (57)).
La localisation correspond alors �a la transition entre un �etat o�u la vitesse de propagation
des ondes existe et un �etat o�u elle est imaginaire. Cela d�e�nit un crit�ere de localisation bas�e
sur le tenseur acoustique �equivalent au crit�ere obtenu par l'approche bifurcation. On peut
�egalement interpr�eter ce crit�ere en consid�erant que la localisation correspond �a la disparition
d'une longueur caract�eristique dans les �equations du probl�eme (elle devient imaginaire).

La perte d'ellipticit�e des �equations di��erentielles intervenant lors de la localisation rend le
probl�eme mal pos�e, ce qui met en cause l'unicit�e de la solution que l'on peut obtenir. Ainsi,
lors d'un calcul par �el�ements �nis, cela a comme cons�equence que c'est la taille des mailles
qui devient la longueur caract�eristique des �equations discr�etis�ees du probl�eme et qu'on a
alors une solution d�ependante du degr�e de discr�etisation : la bande s'�etale sur un nombre
constant d'�el�ements quel que soit le maillage. Pour r�egulariser le probl�eme (c'est-�a-dire le
rendre de nouveau bien pos�e), il faut introduire, de mani�ere plus ou moins arti�cielle, une
longueur caract�eristique dans les �equations constitutives du mat�eriau. Parmi les m�ethodes
de r�egularisation possibles, les plus int�eressantes semblent être les suivantes :

� mod�ele non-local : la th�eorie de l'endommagement non-local a principalement �et�e d�e-
velopp�ee par Bazant et Pijaudier-Cabot (6). Dans les grandes lignes, ce mod�ele consiste
�a utiliser comme variable d'endommagement non plus une grandeur locale mais une
grandeur int�egr�ee sur le voisinage du point consid�er�e, alors que les autres grandeurs
(contraintes, d�eformations) restent d�e�nies de mani�ere classique. Cette approche a �et�e
appliqu�ee au mod�ele de Gurson{Tvergaard par Leblond et al. (70). Les conclusions que
ces derniers ont pu tirer de l'�etude num�erique de la formation de bandes de cisaillement
sur un domaine rectangulaire tendent �a minimiser le rôle de la bifurcation en tant que
processus responsable de la localisation dans des situations non initialement homog�enes.
Tvergaard et Needleman (135) ont �etendu ces travaux au cas �elastoviscoplastique et ont
montr�e que l'introduction de la non-localit�e supprimait presque totalement la sensibilit�e
de la solution envers le maillage. Des �el�ements de justi�cation physique pour une
approche non-locale de l'endommagement ont �et�e apport�es par Bazant (7) notamment.

� mod�ele avec gradients d'ordre sup�erieur : cette technique de r�egularisation a �et�e pro-
pos�ee par Aifantis (3) et consiste �a introduire dans le mod�ele constitutif les gradients
du taux de d�eformation (jusqu'�a un certain ordre). Cette m�ethode a notamment �et�e
utilis�ee par Lasry et Belytschko (69) et par de Borst et Mulha�us (26) pour la plasticit�e
avec adoucissement ou encore par D�esoyer et Leroux (28) pour des mod�eles �elastiques
avec endommagement.

� mod�ele de Cosserat : dans le mod�ele de milieu continu propos�e par les Cosserat (23), les
degr�es de libert�e associ�es �a un point sont non seulement les composantes de la vitesse
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(ou de la position) mais �egalement une micro-rotation (ponctuelle). Cela introduit
�egalement une composante suppl�ementaire aux contraintes. L'utilisation de ce mod�ele
(�egalement appel�e micro-polaire) comme m�ethode de r�egularisation a �et�e explor�ee par
de Borst (25;27). Les r�esultats semblent prometteurs, mais pas pour tous les mat�eriaux.
En e�et, les mod�eles micropolaires semblent sp�ecialement convenir pour les mat�eriaux
granulaires (sols, b�etons). Son application �a des mod�eles avec endommagement n'a, �a
notre connaissance, �et�e envisag�ee par aucun auteur.

� mod�ele visco-plastique : l'introduction d'une viscosit�e dans les probl�emes dynamiques
d�e�nit une longueur caract�eristique au travers de la vitesse de propagation des on-
des dans le milieu. Cet e�et r�egularisateur qu'apporte la pr�esence d'une viscosit�e,
bien connu des m�ecaniciens des 
uides, est largement utilis�e dans la litt�erature pour
traiter les cas de localisation de la d�eformation. Ainsi, Needleman (86) ou Loret et
Prevost (77;78) ont montr�e l'e�cacit�e de ce type de r�egularisation pour des mat�eriaux
�elastoplastiques avec adoucissement.

Nous n'avons cit�e ici qu'une partie de l'abondante litt�erature existant sur le sujet. Mais
malgr�e la richesse (en nombre en tout cas) de la litt�erature concernant la r�egularisation du
probl�eme de localisation en bandes de cisaillement, il ne nous semble pas qu'une des m�ethodes
expos�ees ci-dessus ait d�emontr�e sa sup�eriorit�e sur les autres.

Pour notre part, nous avons choisi la m�ethode de r�egularisation viscoplastique pour des
raisons �evidentes. En e�et, nous avons d�evelopp�e un mod�ele �elastoviscoplastique qui peut
être utilis�e dans les cas o�u les sollicitations l'exigent r�eellement, mais qu'on peut aussi faire
tendre vers le cas �elastoplastique tout en conservant un probl�eme bien pos�e. Nous �evaluerons
son e�cacit�e pratique sur un exemple de localisation (tr�es marqu�ee) dans le chapitre 4.

Comme nous venons de l'expliquer, l'adoucissement dû �a l'endommagement a tendance
�a provoquer une d�ependance de la solution envers le maillage. Mais il existe �egalement un
autre type de d�ependance envers le maillage, qu'on pourrait quali�er de g�eom�etrique ou
cin�ematique, li�ee non plus �a la loi constitutive, mais �a la mani�ere dont est approch�e le champ
de d�eplacement dans les �el�ements. En e�et, la localisation en bandes de cisaillement corre-
spond �a un mode de d�eformation bien sp�eci�que, qui peut être mal approch�e par les �el�ements
bilin�eaires utilis�es. Par exemple, on observe souvent le cas d'une bande de cisaillement ori-
ent�ee selon la diagonale des �el�ements (voir exemples du chapitre 4). C'est pourquoi plusieurs
auteurs ont propos�e des m�ethodes d'enrichissement du champ de d�eformation : une fois la
localisation d�etect�ee par un crit�ere du type Rice, on ajoute au champ de d�eplacement de
base un champ de d�eplacement tenant compte de l'orientation donn�ee par le crit�ere. Ainsi,
Fish et Belytschko (10;38;39) ont propos�e un �el�ement �a champ de d�eformation enrichi. D'un
autre côt�e, Wang (136) a appliqu�e la m�ethode des bandes spectrales initialement propos�ee par
Belytschko et al. (11;12;40) �a des mod�eles d'endommagement parmi lesquels celui de Gurson{
Tvergaard. C'est alors le champ qu'on se donne pour repr�esenter la bande de cisaillement
qui d�etermine la largeur de celle-ci. Dans ce sens, il s'agit donc �egalement de m�ethodes de
r�egularisation. Dans cette classe de m�ethodes, on peut encore citer Charlier et Pierry (19),
qui utilisent notamment des lignes de glissement pour mod�eliser les bandes de cisaillement.

De notre côt�e, nous aborderons ce probl�eme d'une repr�esentation cin�ematique su�sam-
ment correcte des bandes de cisaillement par l'interm�ediaire d'une technique de remaillage
adaptatif (chapitre 5). Faisons d�ej�a remarquer que le remaillage ne peut �a notre sens être
envisag�e qu'accompagn�e d'une m�ethode de r�egularisation (ici la viscoplasticit�e), sous peine
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de voir le processus de ra�nement \s'emballer" au niveau des bandes de cisaillement, dont
la largeur tendrait vers z�ero avec un gradient de d�eplacement in�ni au travers de la bande.
La seule solution dans ce cas serait d'imposer une taille minimale de maille, qui d�e�nirait
alors la largeur de la bande. Parmi les approches du même type, on peut citer Huerta
et al. (18;59;60;107), qui utilisent la m�ethode ALE coupl�ee �a un mod�ele d'endommagement
non-local (mais principalement pour des applications unidimensionnelle jusqu'ici), ou bien
Pastor et al. (98), Peric et al. (101;102), qui utilisent la m�ethode de maillage frontal de Peraire
et al. (101), ou encore Ortiz et Quigley (95;96).

3.6 Conclusion

Nous disposons maintenant de tous les outils n�ecessaires �a la simulation num�erique, c'est-�a-
dire principalement un sch�ema d'int�egration num�erique des �equations constitutives et la loi
tangente consistante qui y est associ�ee. On va donc appliquer les d�eveloppements pr�ec�edents
�a quelques exemples de mise en forme et d'impact. Pour ce qui est de la localisation, nous
mesurerons tout d'abord l'e�cacit�e de la r�egularisation visqueuse. Dans la deuxi�eme partie
de cette th�ese, on combinera cette m�ethode avec une technique de remaillage adaptatif.
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4.1 Introduction

Nous allons interrompre l'expos�e de nos d�eveloppements th�eoriques a�n de les illustrer par
une premi�ere s�erie d'applications. Apr�es avoir mis en �evidence quelques caract�eristiques
int�eressantes du mod�ele d'endommagement utilis�e �a partir de l'�etude de la r�eponse d'un
mono-�el�ement, nous pr�esentons un exemple semi-acad�emique de mise en forme d'un boulon.
Cet exemple illustre bien les e�ets volumiques li�es �a l'endommagement ainsi que les e�ets
de la vitesse de mise en charge quand on utilise un mod�ele �elasto-visco-plastique. L'exemple
suivant est celui de la simulation de la rupture par striction d'un barreau cylindrique en
traction. Ce cas permet tout d'abord de valider notre impl�ementation par comparaison avec
des r�esultats d'autres auteurs, mais il est surtout l'occasion d'illustrer l'approche locale de
la rupture. En e�et, on cherchera dans cette section �a retrouver num�eriquement le mode de
rupture en cône et cuvette qui est observ�e exp�erimentalement. Cela nous conduira �a discuter
du choix du type d'�el�ement �a utiliser dans ce cas. Les e�ets b�en�e�ques de l'introduction de la
viscosit�e seront �egalement observ�es. Avant de passer aux exemples d'impact, on s'arrêtera au
cas d'une plaque plane en traction, qui illustre remarquablement le ph�enom�ene de localisation
de la d�eformation en bandes de cisaillement, les probl�emes de d�ependance de la solution par
rapport �a la discr�etisation et l'apport de la visco-plasticit�e �a la r�egularisation du probl�eme.
On passe ensuite �a un exemple de mod�elisation de l'impact entre un d�ebris de rotor et le
capot protecteur d'une turbine. Pour terminer, on pr�esente une simulation du dispositif
exp�erimental d'impact entre deux plaques planes, destin�e �a �etudier la nucl�eation dans les
mat�eriaux ductiles au travers de l'observation du ph�enom�ene de spallation.

4.2 Essais num�eriques sur mono-�el�ement

Avant d'en arriver aux applications proprement dites, nous allons nous arrêter quelques
instants sur la r�eponse d'un mono-�el�ement. La simplicit�e des essais num�eriques pr�esent�es
ci-dessous nous permettra de mettre en �evidence un certain nombre d'aspects du mod�ele
d'endommagement �etudi�e. En pratique, nous allons �etudier la r�eponse d'un �el�ement �a une
sollicitation de cisaillement simple puis nous comparerons sa r�eponse en traction et en com-
pression.

45
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4.2.1 Essai de cisaillement simple

La cin�ematique de l'essai de cisaillement simple est d�ecrite �a la �gure 4.1. Comme on le
voit, cet essai pr�esente l'avantage d'imposer un d�eplacement �a tous les degr�es de libert�e de
l'�el�ement, ce qui �evite de devoir rechercher une con�guration �equilibr�ee �a chaque pas de
temps, l'�equilibre �etant assur�e via l'application de r�eactions aux degr�es de libert�e contraints.
De plus, il conduit �a un �etat homog�ene aussi bien au niveau des contraintes que des variables
internes. Une autre caract�eristique de ce mode de sollicitation qui pr�esente un grand int�erêt
pour nous est qu'il pr�eserve le volume de l'�el�ement. Le comportement devient alors purement
d�eviatorique et la partie croissance de la loi d'�evolution de l'endommagement s'annule. Cela
permet ainsi d'isoler la partie nucl�eation et d'�etudier l'in
uence des di��erents param�etres de
la loi sur la croissance de l'endommagement. Remarquons au passage que, �etant donn�e la
grande similarit�e du cas de cisaillement simple avec le cas de la torsion (si on consid�ere le cas
id�eal de torsion o�u il n'y a pas gauchissement dans la section), on peut imaginer un essai,
exp�erimental cette fois, de torsion pour �etudier la nucl�eation des microvides.

1

x

e

y

0 1

Figure 4.1: Cin�ematique de l'essai de cisaillement simple

On consid�erera tout d'abord un mat�eriau �elastoplastique endommageable d�ecrit par les
propri�et�es mat�erielles suivantes (voir conclusion du chapitre 2) :

E = 300�0Y � = 0:3 �Y = (1 + 2�pl)�0Y
dU = 0:65 �2 = 1:
dN = 0:05 �N = 0:1 sN = 0:01 ou sN = 0:1

Les grandeurs ci-dessus sont exprim�ees en terme de �0Y de mani�ere �a travailler dans un cadre
adimensionnel. Rappelons que E et � d�ecrivent le comportement �elastique�, �Y (�pl) d�ecrit
l'�ecrouissage, dU et �2 sont des param�etres de la surface d'�ecoulement plastique, tandis que
dN , �N et sN sont les param�etres de la loi de nucl�eation.

�Les propri�et�es �elastiques donn�ees ici sont celles du mat�eriau vierge, �a partir desquelles on calculera les
propri�et�es d�egrad�ees par les formules de Mori{Tanaka (2.40). C'est dans un souci d'all�eger la notation que
l'on n'a pas �ecrit E0 et �0. Cela reste valable pour toutes les applications qui suivent.
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Figure 4.2: Courbes endommagement{d�eformation plastique �equivalente pour di��erentes
valeurs de sN

A�n d'illustrer la signi�cation de la loi de distribution normale choisie pour mod�eliser
la nucl�eation, on a repr�esent�e �a la �gure 4.2 les courbes endommagement en fonction de la
d�eformation plastique pour deux valeurs du param�etre sN .

On retrouve bien entendu les courbes int�egrales de la distribution normale (2.54) o�u les
di��erents param�etres ont la signi�cation suivante :

� la quantit�e totale maximale de microvides cr�e�es par la nucl�eation est bien donn�ee par
dN = 0:05 (cette valeur serait atteinte dans les deux cas consid�er�es si la d�eformation
plastique �equivalente variait de �1 �a +1, ce qui n'est �evidemment pas le cas, raison
pour laquelle l'asymptote du cas le plus progressif se trouve en d = 0:04);

� la valeur seuil moyenne de la d�eformation plastique �equivalente �a laquelle se d�eclenche
la nucl�eation est bien donn�ee par �N = 0:1;

� on constate bien que plus l'�ecart-type sN est grand, plus la nucl�eation s'�etale dans
l'espace de la d�eformation plastique �equivalente.

La �gure 4.3 donne l'�evolution de la contrainte de cisaillement en fonction du d�eplacement e.
On y voit que, dans le cas o�u la nucl�eation intervient brusquement (sN = 0:01), on observe
une oscillation dans la courbe correspondant �a l'apparition de l'endommagement. Dans le
cas o�u la nucl�eation se d�eroule plus progressivement, l'e�et d'adoucissement a le temps d'être
compens�e par l'�ecrouissage et l'�evolution de la contrainte de cisaillement reste monotone. On
a �egalement indiqu�e la courbe obtenue sans endommagement comme r�ef�erence.
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Figure 4.3: Courbes de la contrainte de cisaillement pour di��erentes valeurs de sN

Si on consid�ere maintenant un mat�eriau �elastoviscoplastique endommageable avec les
caract�eristiques mat�erielles suivantes :

k = �0 m = 3

on obtient (pour _e = 1:) des courbes endommagement{d�eformation plastique �equivalente
identiques �a celles obtenues pr�ec�edemment (�gure 4.4), ce qui est logique au vu de l'�equation
d'�evolution (2.53), qui lie directement l'endommagement �a la d�eformation plastique �equiva-
lente. Les courbes d'�evolution de la contrainte de cisaillement (�gure 4.5) sont elles d�ecal�ees
vers le haut, en raison de la viscosit�e.
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Figure 4.4: Courbes endommagement{d�eformation plastique �equivalente pour di��erentes
valeurs de sN et pour un mat�eriau visqueux
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4.2.2 Essai de traction{compression

Nous allons maintenant nous int�eresser �a une sollicitation de type traction{compression, telle
que d�ecrite par la �gure 4.6. On peut choisir l'hypoth�ese d'un �etat plan de d�eformation ou
bien l'hypoth�ese d'axisym�etrie (autour de l'axe OX), nous verrons plus loin quel e�et cela
peut avoir. Quel que soit le choix que l'on op�ere, ce mode de d�eformation pr�esente �egalement
l'avantage d'être homog�ene.

1
1+

e
2

1-

e x

1

y

10

Figure 4.6: Cin�ematique de l'essai de traction{compression

On consid�erera le même mat�eriau que pr�ec�edemment (avec sN = 0:01) sans tenir compte
d'e�ets de viscosit�e dans un premier temps. Les courbes de l'endommagement en fonction
de la d�eformation plastique �equivalente que l'on obtient alors (�gure 4.7 pour le cas de l'�etat
plan de d�eformation et �gure 4.8 pour le cas axisym�etrique) montrent clairement la di��erence
de comportement entre la situation de traction et celle de compression. Dans tous les cas, on
distingue bien l'accroissement rapide de l'endommagement dû �a la nucl�eation, au d�ebut de la
mise en charge, suivi d'une �evolution plus lente li�ee �a la partie croissance (ou d�ecroissance)
des vides. On remarquera que cet e�et croissance{d�ecroissance semble plus marqu�e dans le
cas plan que dans le cas axisym�etrique. Si on introduit les e�ets visqueux, avec les mêmes
param�etres k et m que ci-dessus, on obtient les courbes repr�esent�ees aux �gures 4.9 et 4.10.
On y remarque que la di��erenciation entre traction et compression est plus marqu�ee que
pr�ec�edemment, surtout dans le cas plan.

Remarque : on observe dans les courbes relatives �a l'essai de compression une diminution de
l'endommagement, ce qui pourrait a priori parâ�tre contraire �a la physique d'un ph�enom�ene
irr�eversible. Il ne faut cependant pas oublier que nous avons choisi la porosit�e pour carac-
t�eriser l'endommagement et que nous travaillons dans le cadre de mat�eriaux ductiles. Il nous
semble donc possible d'imaginer une diminution de la porosit�e sous l'e�et d'une compres-
sion hydrostatique. De plus, dans l'exemple ci-dessus, les ph�enom�enes de nucl�eation et de
d�ecroissance se suivent, alors que le choix d'une plus grande valeur de sN les ferait intervenir
simultan�ement, ce qui conduirait �a des courbes plus proches de ce �a quoi on s'attend, c'est-�a-
dire des courbes plus monotones. En tout �etat de cause, ce serait �a l'exp�erience de trancher.

2
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Figure 4.7: Courbes endommagement{d�eformation plastique �equivalente en �etat plan de
d�eformation
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Figure 4.8: Courbes endommagement{d�eformation plastique �equivalente pour le cas axi-
sym�etrique
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Figure 4.9: Courbes endommagement{d�eformation plastique �equivalente en �etat plan de
d�eformation et pour un mat�eriau visqueux
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Figure 4.10: Courbes endommagement{d�eformation plastique �equivalente pour le cas axi-
sym�etrique et pour un mat�eriau visqueux
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Figure 4.11: Courbes de la contrainte axiale pour l'essai de traction (EPD = �etat plan de
d�eformation, AXI = axisym�etrie)

Si on observe maintenant les courbes donnant l'�evolution de la contrainte axiale �11 en
fonction du d�eplacement e1, aux �gures 4.11 pour la traction et 4.12 pour la compression, on
peut constater plusieurs choses. Tout d'abord, on retrouve, surtout en traction, l'oscillation
dans l'�evolution de la contrainte correspondant �a la nucl�eation brutale. C'est �a cet instant
que la courbe se d�etache de celle que l'on obtient lorsqu'il n'y a aucun endommagement.
Ensuite, on observe bien l'e�et d'adoucissement li�e �a la croissance de l'endommagement
pendant l'essai de traction. On voit �egalement que l'adoucissement est plus marqu�e en �etat
plan qu'en axisym�etrique. En compression, l'endommagement ne peut se d�evelopper et cet
e�et n'apparait pas vraiment. On n'observe dans ce cas qu'un l�eger d�ecalage entre les courbes
avec et sans endommagement. Comme pr�ec�edemment, ces e�ets sont plus marqu�ees pour le
mat�eriau visqueux (�gures 4.13 et 4.14).

En conclusion, on peut donc dire que le mod�ele utilis�e permet bien de simuler la di��eren-
ciation du comportement en traction et du comportement en compression, ainsi que l'adou-
cissement li�e �a la d�egradation du mat�eriau. Ce sont, il nous semble, deux caract�eristiques
fondamentales que tout mod�ele d'endommagement doit poss�eder. Rappelons que nous avons
en outre introduit dans le mod�ele un e�et de d�egradation des modules �elastiques et du coef-
�cient de Poisson, ce qui, sans être fondamental, constitue un avantage suppl�ementaire.
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Figure 4.12: Courbes de la contrainte axiale pour l'essai de compression (EPD = �etat plan
de d�eformation, AXI = axisym�etrie)

0

0.5

1

1.5

2

2.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

T
en

si
on

 a
xi

al
e

Deplacement (e_1)

Traction (materiau visqueux)

EPD
AXI

sans endommagement EPD
sans endommagement AXI

Figure 4.13: Courbes de la contrainte axiale pour l'essai de traction sur un mat�eriau visqueux
(EPD = �etat plan de d�eformation, AXI = axisym�etrie)
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Figure 4.14: Courbes de la contrainte axiale pour l'essai de compression sur un mat�eriau
visqueux (EPD = �etat plan de d�eformation, AXI = axisym�etrie)
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4.3 Mise en forme d'un boulon

Nous allons maintenant passer �a un exemple qui, bien que restant acad�emique, pr�esente un
certain caract�ere industriel. Il s'agit de la simulation de la mise en (pr�e-)forme d'un boulon
�a partir d'un barreau cylindrique. La partie inf�erieure de ce barreau est maintenue dans une
matrice rigide tandis que la partie sup�erieure est �ecras�ee par un poin�con, rigide lui aussi,
jusqu'�a obtenir une r�eduction de hauteur de 36%. La g�eom�etrie du dispositif de mise en
forme est d�ecrite �a la �gure 4.15.

10 mm

50
 m

m

Figure 4.15: Mise en forme d'un boulon (la position �nale du poin�con est indiqu�ee en
pointill�es)

Pro�tant de l'axisym�etrie du probl�eme, on se ram�ene �a l'�etude d'une section du barreau,
et on discr�etise celle-ci en 10 � 50 �el�ements bilin�eaires. Le contact entre le barreau et les
outils sera suppos�e collant, c'est-�a-dire qu'une fois qu'un point entre en contact avec une
des matrices, il ne peut pas glisser sur celle-ci. Le traitement num�erique du contact utilise
la m�ethode de la p�enalit�e pour imposer la non-p�en�etration et le non-glissement des noeuds
sur la matrice (voir Bittencourt (16), Ponthot (108)). C'est �egalement cette m�ethode qui a
�et�e utilis�ee pour toutes les autres applications impliquant des conditions limites de contact.
Dans le cas du boulon, les coe�cients de p�enalit�e normale et tangentielle sont pris �egaux
�a 0:33106 N=mm. On consid�erera dans un premier temps un mat�eriau �elastoviscoplastique
endommageable d�ecrit par les propri�et�es suivantes :
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a. endommagement b. d�efo. plastique �equivalente c. maillage d�eform�e
Figure 4.16: Mise en forme d'un boulon : con�guration �nale

E = 200 GPa � = 0:3 � = 7500 kg=m3

�Y = 250 + 1000� �pl MPa
dU = 0:5 �2 = 0:5
dN = 0:04 �N = 0:5 sN = 0:1
dcrit = 0:15 �� = 0:1

On a repr�esent�e �a la �gure 4.16 les distributions obtenues pour l'endommagement et
pour la d�eformation plastique �equivalente respectivement, ainsi que le maillage d�eform�e. On
constate que, bien que l'�evolution de l'endommagement soit fortement li�ee �a l'�evolution de
la d�eformation plastique �equivalente, on obtient des champs assez fortement di��erents en-
tre eux : alors que la d�eformation plastique est maximale au c�ur de la tête du boulon,
l'endommagement se d�eveloppe plutôt sur la couronne ext�erieure. Cela s'explique naturelle-
ment par la contribution croissance{d�ecroissance �a la loi d'�evolution de l'endommagement,
qui s'oppose �a la nucl�eation dans la tête du boulon alors qu'elle s'y ajoute dans la couronne
ext�erieure. Cela illustre encore une fois une di��erence fondamentale entre les ph�enom�enes
de plasticit�e et d'endommagement : le comportement plastique est identique en traction et
en compression alors que le comportement d'endommagement est fortement di��erenci�e. On
constate �nalement une distorsion assez importante du maillage.

On peut �egalement �etudier l'in
uence de la vitesse de d�eformation lorsqu'on utilise une
loi de comportement �elastoviscoplastique endommageable. On consid�ere donc un mat�eriau
avec les mêmes propri�et�es que pr�ec�edemment et avec les param�etres de viscosit�e suivants :

k = 250MPa:s1=3 m = 3

On utilisera cette fois une discr�etisation en 10� 50 �el�ements bilin�eaires compl�etement sous-
int�egr�es de type Q4-URI (et stabilis�es par la m�ethode d�ecrite �a l'annexe A), alors que l'on
avait utilis�e pr�ec�edemment des �el�ements Q4-VRI (�a quatre points d'int�egration pour la partie
d�eviatorique). La �gure 4.17.a donne la carte d'endommagement obtenue avec ces �el�ements
pour un mat�eriau sans viscosit�e. On peut comparer avec les r�esultats obtenus auparavant
(�gure 4.16) et constater que les solutions sont bien identiques, sauf au bord ext�erieur o�u
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a. 0mm=s b. 30mm=s c. 150mm=s
Figure 4.17: Mise en forme d'un boulon : distribution �nale de l'endommagement pour

di��erentes vitesses de descente

les �el�ements sous-int�egr�es capturent mal le fort gradient, ce qui est inh�erent �a leur na-
ture. Si on introduit la viscosit�e avec les param�etres donn�es plus haut, on obtient la carte
d'endommagement de la �gure 4.17.b pour une vitesse de descente du poin�con de 30mm=s,
tandis que l'on obtient la carte d'endommagement de la �gure 4.17.c si la vitesse du poin�con
augmente jusqu'�a 150mm=s. Il est clair que les r�esultats obtenus sans viscosit�e correspondent
�a une vitesse de descente du poin�con quasi-nulle.

On peut donc analyser l'�evolution de la distribution de l'endommagement avec l'accrois-
sement de la vitesse de mise en charge. Remarquons tout d'abord que les e�ets d'inertie
n'ont pas �et�e pris en compte ici et que les di��erences entre les solutions obtenues sont donc
uniquement dues �a la loi constitutive. On constate que la valeur maximale atteinte varie tr�es
peu, �a peine une l�eg�ere augmentation. Par contre, la distribution de l'endommagement est
fortement modi��ee par la vitesse de d�eformation. En e�et, plus le poin�con descend vite, plus
l'endommagement se localise en bordure de la tête du boulon. Cela est �a mettre en parall�ele
avec les r�esultats obtenus sur un mono-�el�ement qui montraient que la di��erenciation entre
les r�eponses en traction et en compression �etait plus marqu�ee si on introduisait des e�ets de
viscosit�e (voir section 4.2.2).



4.4. Striction dans un barreau 59

4.4 Striction dans un barreau

L'essai de traction d'un barreau cylindrique repr�esente sans aucun doute le dispositif exp�eri-
mental de base pour l'�etude des propri�et�es d'un mat�eriau. Cet essai se caract�erise par
l'apparition, au del�a d'un certain seuil de mise en charge, d'une instabilit�e de type struc-
tural prenant la forme d'une zone de striction. La striction consiste en une localisation de la
d�eformation dans un section de la barre, le reste de celle-ci ne se d�eformant presque plus. Les
mod�eles de comportement �elastoplastiques classiques su�sent pour simuler ce ph�enom�ene de
mani�ere assez pr�ecise (Norris et al. (91), Hallquist (55), Simo (122), Ponthot (108)). Les grandes
d�eformations plastiques localis�ees au niveau de la zone de striction conduisent �nalement �a la
rupture du barreau. La simulation de cette phase �nale de la striction n�ecessite �evidemment
l'introduction de l'endommagement dans le mod�ele de comportement. C'est �a cet aspect que
nous nous int�eresserons dans ce paragraphe.

Validation de l'impl�ementation du mod�ele

A titre de validation de notre impl�ementation du mod�ele de Gurson{Tvergaard, nous allons
comparer nos r�esultats �a ceux obtenus par Aravas (5) pour la simulation de la croissance de
l'endommagement dans un barreau cylindrique en striction. On consid�ere donc un barreau
cylindrique de rayon R et de longueur L = 8R soumis �a traction. Comme on le voit �a la �gure
4.18, o�u on a seulement repr�esent�e un quart du barreau en pro�tant des diverses sym�etries,
un d�efaut dR = 0:005R est plac�e �a mi-longueur de mani�ere �a initier la striction �a l'endroit
voulu.

dR

L_
2

R

Figure 4.18: Traction d'un barreau cylindrique { g�eom�etrie de l'essai

Le mat�eriau poss�ede les caract�eristiques �elastiques suivantes :

E = 300�0Y � = 0:3
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La loi d'�ecrouissage est donn�ee par la relation implicite suivante :

�Y
�0Y

=

 
�Y
�0Y

+
3G

�0Y
�pl
!N

avec N = 0:1. Les caract�eristiques li�ees �a l'endommagement sont les suivantes :

dU = 2
3 �2 = 1:

dN = 0:04 �N = 0:3 sN = 0:1

Aucun ph�enom�ene de coalescence n'est pris en compte.

On a repr�esent�e �a la �gure 4.19 le maillage initial et sa d�eform�ee pour un d�eplacement total
de l'extr�emit�e sup�erieure de 0:19L=2. On y voit clairement apparâ�tre la zone de striction.
On a �egalement repr�esent�e �a la �gure 4.20 les cartes de l'endommagement et de la tension
hydrostatique dans la con�guration �nale. Ces r�esultats sont en tr�es bon accord avec ceux
obtenus par Aravas (5), reproduits �a la �gure 4.21. On remarquera la zone de haute traction
hydrostatique, situ�ee �a hauteur du col de striction, et qui est responsable de la forte croissance
de l'endommagement dans cette zone.

a. Maillage initial
b. Maillage d�eform�e

(allongement relatif de 0.19)
Figure 4.19: Striction d'un barreau cylindrique

On peut �egalement comparer les coûts de calcul sur base des quelques informations
donn�ees par Aravas : alors que ce dernier utilise 156 pas, nous avons obtenus nos r�esultats
en 72 pas seulement, avec 102 it�erations (Aravas ne donne aucune pr�ecision �a ce sujet). Il
est cependant important de pr�eciser qu'il est absolument n�ecessaire de commencer le calcul
avec au moins une quinzaine de pas pour atteindre un d�eplacement de 0:125L=2, sous peine
de voir la d�eformation se localiser �a l'extr�emit�e sup�erieure du barreau malgr�e la pr�esence de
l'imperfection.
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a. endommagement b. tension hydrostatique
Figure 4.20: Striction d'un barreau cylindrique { con�guration �nale

a. endommagement b. tension hydrostatique
Figure 4.21: Striction d'un barreau cylindrique { r�esultats obtenus par Aravas (5)
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Mod�elisation de la rupture du barreau

Comme on le voit �a la �gure 4.20, le c�ur de la zone de striction est soumis �a une traction
hydrostatique importante. Cet �etat de contrainte particulier va provoquer une croissance
rapide de l'endommagement et donc une chute assez brutale de la r�esistance structurale du
barreau jusqu'�a la ruture compl�ete de celui-ci. Parmi les mod�elisations num�eriques de ce
ph�enom�ene que l'on peut trouver dans la litt�erature, outre celles d�ej�a cit�ees, l'�etude la plus
achev�ee �a ce jour semble être celle de Tvergaard et Needleman (133). Par une simulation
�el�ements �nis utilisant la surface d'�ecoulement plastique de Gurson, ces derniers ont retrouv�e
le mode de rupture des barreaux cylindriques appel�e en cône et cuvette (cup-cone fracture),
c'est-�a-dire une �ssure plane dans le centre de la zone de striction, mais qui se propage en
zig-zag au voisinage de la surface libre, comme illustr�e �a la �gure 4.22. Selon ces auteurs, la
justi�cation physique de ce mode de rupture peut être bas�ee sur les consid�erations suivantes.
On sait que, dans un specimen en traction uniaxiale, les bandes de cisaillement apparaissent
g�en�eralement selon une direction formant un angle de 45o avec la direction de sollicitation.
Mais la d�eformation seuil �a laquelle apparait la bifurcation est assez �elev�ee dans le cas ax-
isym�etrique (p.e. Saje et al. (114) trouvent des valeurs de l'ordre de l'unit�e). C'est pourquoi,
au centre de la zone de striction, la �ssure se propage selon la direction radiale. Cependant,
quand on s'approche du bord libre, le champ de d�eformation devient non-uniforme et la
th�eorie permettant d'�etablir des seuils de localisation n'est plus valable. De plus, les e�ets
de l'axisym�etrie s'estompent au fur et �a mesure que l'on s'�eloigne de l'axe. Au del�a d'un
certain rayon, la bande de cisaillement �a 45o peut donc se former, mais on constate qu'elle
change de direction apr�es un certain temps et repart �a -45o, ce qui se r�ep�ete plusieurs fois,
pour �nalement former une �ssure en zig-zag. Nous allons voir dans quelle mesure nous
sommes capables de retrouver ce mode de rupture caract�eristique des barreaux cylindriques
�a l'aide des outils dont nous disposons. Nous en pro�terons �egalement pour �etudier l'e�et
de l'introduction de la viscosit�e dans la loi constitutive ainsi que pour analyser l'in
uence du
maillage et du type d'�el�ement utilis�e sur les r�esultats obtenus.

Figure 4.22: Mode de rupture en cône et cuvette
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Nous utiliserons ici une g�eom�etrie initiale quelque peu di��erente de celle utilis�ee pr�ec�edem-
ment, et qui est illustr�ee �a la �gure 4.23. Le mat�eriau utilis�e est le même que dans la premi�ere
partie du paragraphe, mais on tiendra compte cette fois du ph�enom�ene de coalescence, avec
les param�etres suivants :

dcrit = 0:15 �� = 0:5

De plus, on imposera �a l'extr�emit�e sup�erieure un d�eplacement atteignant 0:20L=2. Ces deux
modi�cations provoqueront un croissance de l'endommagement jusqu'�a des valeurs proches
de la valeur ultime.

_
2

dRL_
8

L

R

Figure 4.23: Rupture d'un barreau cylindrique { g�eom�etrie de l'essai

A�n d'�etudier l'in
uence de la discr�etisation, nous utiliserons trois maillages, de plus en
plus �ns : un maillage no 1 de 10 � 30 �el�ements, un maillage no 2 de 20 � 40 �el�ements
et un maillage no 3 de 30 � 50 �el�ements (voir �gure 4.24). Dans chacun de ces maillages,
les �el�ements ont �et�e concentr�es dans la zone de striction, puisque l'endommagement y est
enti�erement localis�e. Nous n'utiliserons pas ici de proc�edure d'�elimination d'�el�ements.

Avant toute chose, on peut calculer la r�eponse du barreau sans tenir compte de l'endom-
magement et pour chacun des trois maillages. En e�et, Ponthot (108) avait relev�e des e�ets
de maillage dans le cas de la striction �elastoplastique (pour une g�eom�etrie et un mat�eriau
di��erents) : en ra�nant le maillage, il tendait �a obtenir une même solution, mais en s'�ecartant
des mesures exp�erimentales. On constate cependant dans notre cas que les trois maillages
conduisent aux mêmes courbes force-d�eformation (�gure 4.25) et rayon de la zone de striction
en fonction de la d�eformation (�gure 4.26). On peut sans doute expliquer cette absence d'e�et
de maillage par l'amplitude relativement faible des d�eformations dans le cas �elastoplastique.
Si on introduit l'endommagement, on constate que son e�et se marque tout d'abord par
une accentuation de la pente n�egative de la courbe force-d�eformation apr�es l'apparition de
l'instabilit�e structurale (sommet de la courbe de la �gure 4.25), correspondant �a la localisa-
tion de la d�eformation et de l'endommagement dans la zone de striction. Ensuite, lorsque
l'endommagement au centre de la zone de striction a atteint sa valeur critique, la coalescence
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s'y d�eclenche, ce qui provoque une chute brutale de la r�esistance structurale du barreau et
conduit rapidement �a sa rupture. On constate que, dans ces courbes (�gures 4.25 et 4.26),
aucun e�et de maillage ne se manifeste. Cela ne signi�e pas pour autant que la solution
obtenue ne d�epende pas du maillage, comme nous allons le voir.

a. maillage no 1 b. maillage no 2 c. maillage no 3
Figure 4.24: Les di��erents maillages utilis�es

Avant d'aller plus loin, il est important de faire remarquer que les courbes dont on vient de
parler ont �et�e obtenues en utilisant des �el�ements sous-int�egr�es, c'est-�a-dire des quadrangles
�a un seul point de Gauss. Aucune proc�edure de stabilisation n'a �et�e mise en �uvre dans
un premier temps. Si on veut utiliser des quadrangles de type Q4-VRI, c'est-�a-dire des
quadrangles �a quatre points de Gauss, mais o�u l'on consid�ere une d�eformation volumique
constante, on observe l'apparition d'un mode de d�eformation tr�es particulier, illustr�e �a la
�gure 4.27. On y voit les �el�ements se d�eformer selon le mode sablier (qui n'est pas �a �energie
nulle dans ce cas-ci), ce qui conduit rapidement �a des probl�emes num�eriques et �a l'arrêt
du calcul. Le ra�nement du maillage localise et att�enue quelque peu le ph�enom�ene, mais
ne le supprime pas. Si on s'arrête un instant �a la carte d'endommagement obtenue avec le
maillage no 3 (�gure 4.28), on observe que la zone endommag�ee est l�eg�erement d�ecentr�ee,
mais au vu de l'allure du maillage d�eform�e, il est di�cile de dire si c'est un e�et physique ou
num�erique. Sur la carte de pression, on voit apparâ�tre une structure en damier qui pourrait
faire penser au ph�enom�ene de locking volumique, mais il s'agit plutôt ici d'un adoucissement
brutal comme on le voit sur les courbes de la �gure 4.29.

Par contre, si l'on utilise des �el�ements �a un seul point de Gauss (Q4-URI), on obtient
les courbes dont on a d�ej�a parl�e et qui pr�esentent tr�es peu de dispersion par rapport au
niveau de discr�etisation. Si on compare maintenant les maillages d�eform�es (�gure 4.30) et les
cartes d'endommagement (�gure 4.31), on constate que seul le maillage no 3 est su�samment
�n pour capturer le mode de rupture en cône et cuvette. On y voit bien la �ssure qui part
horizontalement, puis �a 45o pour de nouveau changer de direction et repartir �a -45o. Les deux
maillages les moins �ns empêchent de par leur g�eom�etrie l'apparition nette de ces bandes de
cisaillement.

On constate sur la d�eform�ee �nale du maillage no 3 (�gure 4.30) l'apparitionmoyennement
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Figure 4.25: Courbes de la force de traction - d�eformation globale
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Figure 4.26: Courbes du rayon de la zone de striction - d�eformation globale
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a. maillage no 1 b. maillage no 2

c. maillage no 3
Figure 4.27: Maillages d�eform�es obtenus avec les �el�ements Q4-VRI
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a. endommagement b. pression
Figure 4.28: Cartes d'endommagement et de pression obtenues avec les �el�ements Q4-VRI
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Figure 4.29: Courbes de la force de traction - d�eformation globale
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a. maillage no 1 b. maillage no 2 c. maillage no 3
Figure 4.30: D�eform�ees obtenues avec les di��erents maillages (�el�ements Q4-URI)

a. maillage no 1 b. maillage no 2 c. maillage no 3
Figure 4.31: Cartes d'endommagement obtenues avec les di��erents maillages (�el�ements

Q4-URI)
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marqu�ee de modes sablier (�a �energie nulle cette fois, vu la sous-int�egration) qui gâchent
quelque peu la qualit�e de la solution. Cela nous a amen�e �a mettre en oeuvre la technique
de stabilisation d�ecrite �a l'annexe A (voir aussi Stainier et Ponthot (124)). Les r�esultats que
l'on obtient alors sont assez surprenants. Si l'on compare tout d'abord les courbes force-
d�eformation (�gure 4.32), on constate que celles obtenues avec stabilisation montrent une
in
uence plus nette du maillage que celles obtenues sans stabilisation, mais que la dispersion
reste cependant assez faible. Par contre, si l'on regarde les d�eformations et l'endommagement
obtenu (�gures 4.33 et 4.34), on constate que la stabilisation a empêch�e le d�eveloppement des
bandes de cisaillement dans le maillage no 3 et que la �ssure est donc rest�ee horizontale. La
repr�esentation correcte du mode de rupture en cône et cuvette �a partir des maillages et du
type d'�el�ement utilis�es implique donc la d�eformation d'un certain nombre d'�el�ements selon
le mode sablier, ce qui est peut-être �a mettre en parall�ele avec les r�esultats obtenus avec
les �el�ements Q4-VRI. Tout cela sugg�ere l'utilisation d'une stabilisation dont la force serait
r�eduite par l'utilisation d'un coe�cient de contrôle, comme expliqu�e dans l'annexe A. On a
par exemple essay�e avec un coe�cient e = 0:2 (au lieu de la valeur standard de 0:5 utilis�ee
pr�ec�edemment). On obtient alors le maillage d�eform�e repr�esent�e �a la �gure 4.35, o�u les modes
sablier ne sont pas apparus et o�u l'on retrouve bien la bande �a 45o. Cependant, le calcul a
dû être interrompu �a un d�eplacement de 0:18165L=2 suite �a des probl�emes num�eriques de
convergence. La �gure 4.35 compare la zone de striction �a un d�eplacement de 0:18L=2 pour
les di��erentes valeurs du param�etre e. On y voit bien l'e�et b�en�e�que d'une stabilisation
mod�er�ee. Vu les probl�emes num�eriques rencontr�es, il ne s'agit cependant pas encore de la
solution miracle, qui reste �a chercher ailleurs.
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Figure 4.32: Courbes de la force de traction - d�eformation globale
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a. maillage no 1 b. maillage no 2 c. maillage no 3
Figure 4.33: D�eform�ees obtenues avec les di��erents maillages (�el�ements Q4-URI et stabilisa-

tion classique)

a. maillage no 1 b. maillage no 2 c. maillage no 3
Figure 4.34: Cartes d'endommagement obtenues avec les di��erents maillages (�el�ements

Q4-URI et stabilisation classique)
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a. e = 0:0 b. e = 0:2

c. e = 0:5
Figure 4.35: Cartes d'endommagement obtenues avec les di��erents niveaux de stabilisation

(�el�ements Q4-URI) { d�eplacement = 0:18 L=2
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A�n d'am�eliorer la qualit�e de la solution, on peut r�egulariser le probl�eme par l'introduction
d'une viscosit�e quasi-n�egligeable. Nous avons donc consid�er�e un mat�eriau �elastoviscoplastique
endommageable dont les propri�et�es sont identiques �a celles utilis�ees pr�ec�edemment et avec
les coe�cients de viscosit�e suivants :

k = 10�3�0Y m = 2

La faible valeur du coe�cient k nous assure d'obtenir des r�esultats tr�es proches de ceux
obtenus avec un mat�eriau �elastoplastique, tout en �etant certains de travailler avec un probl�eme
qui reste math�ematiquement bien pos�e. Si on compare les courbes force-d�eformation obtenues
avec ou sans viscosit�e (�gure 4.36), on constate qu'elles sont tr�es semblables, la r�eponse
visqueuse �etant l�eg�erement plus rigide comme on pouvait s'y attendre. La viscosit�e permet
cependant de conduire le calcul plus loin, ce qui est son principal avantage dans ce cas.
Les conclusions que l'on a pu tirer des r�esultats obtenus avec les di��erents types d'�el�ements
(Q4-VRI / Q4-URI, avec / sans stabilisation) restent valables dans le cas visqueux, comme on
peut le voir aux �gures 4.37 et 4.38. Dans le cas du maillage no 3, la viscosit�e permet, comme
nous venons de le dire, de pousser le calcul plus loin. On peut ainsi suivre la propagation de
la bande de cisaillement dans un zig-zag complet (voir �gure 4.39). Cela se fait cependant au
prix d'un d�eveloppement des modes sablier qui est tout �a fait inadmissible. L'utilisation de la
stabilisation avec une valeur standard du param�etre (e = 0:5) conduit aux mêmes e�ets que
pr�ec�edemment, c'est-�a-dire qu'elle empêche l'apparition de la bande de cisaillement �a 45o. Si
on r�eduit la valeur du param�etre e �a 0:2, la bande peut apparâ�tre, mais le calcul doit être
interrompu un peu avant d'avoir atteint un d�eplacement de 0:18, suite �a des probl�emes de
convergence (�gure 4.40). Une valeur de 0:25 conduit elle �a des r�esultats similaires �a ceux
obtenus avec e = 0:5. Par contre, une valeur de 0:225 permet d'obtenir le mode en cône et
cuvette sans aucune oscillation du maillage (�gure 4.41). Le choix de la bonne valeur pour
le param�etre e apparait donc comme plutôt d�elicate.

Cette �etude de la rupture dans un barreau cylindrique nous a donc appris un certain
nombre de choses : le mod�ele d'endommagement utilis�e est apte �a reproduire des modes
de rupture observ�es exp�erimentalement, mais un travail reste �a faire au niveau du choix de
l'�el�ement �ni �a utiliser. La piste de l'�el�ement sous-int�egr�e avec une stabilisation ad�equate
semble prometteuse mais demande encore �a être a�n�ee.
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Figure 4.36: Courbes de la force de traction - d�eformation globale
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Figure 4.37: Courbes de la force de traction - d�eformation globale
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Figure 4.38: Courbes de la force de traction - d�eformation globale

a. maillage d�eform�e b. endommagement
Figure 4.39: Con�guration �nale obtenue avec le mat�eriau visqueux (d�eplacement =

0:1892L=2) { �el�ements Q4-URI
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a. e = 0:0 b. e = 0:2

c. e = 0:5
Figure 4.40: Cartes d'endommagement obtenues avec les di��erents niveaux de stabilisation

pour le mat�eriau visqueux (�el�ements Q4-URI) { d�eplacement = 0:18 L=2

Figure 4.41: Cartes d'endommagement obtenues avec un niveau de stabilisation e = 0:225
pour le mat�eriau visqueux (�el�ements Q4-URI) { d�eplacement = 0:194 L=2
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4.5 Un exemple de localisation en bandes de cisaillement

A�n d'illustrer le ph�enom�ene de localisation de la d�eformation en bandes de cisaillement, nous
allons nous arrêter sur l'exemple simple d'une plaque plane soumise �a un e�ort de traction. Ce
cas illustre parfaitement comment la perte du caract�ere elliptique des �equations du probl�eme
entrâ�ne une d�ependance (ici tr�es marqu�ee) de la solution par rapport �a la discr�etisation. On
verra �egalement jusqu'o�u l'introduction de la viscosit�e peut su�r �a r�egulariser le probl�eme.

Le probl�eme �etudi�e est donc celui d'un plaque plane, rectangulaire, de largeur 2L, de
hauteur 2H et d'�epaisseur unitaire, qui est soumise �a un e�ort de traction OX. La description
du probl�eme �a la �gure 4.42 nous montre �egalement comment on a introduit un d�efaut dans
la structure a�n de forcer l'apparition des bandes de cisaillement. En pratique, vu la sym�etrie
du probl�eme, seul le quart de structure repr�esent�e sur la �gure 4.42 sera mod�elis�e. De plus,
la mise en charge se fera par imposition d'un d�eplacement d'amplitude 0:5L du bord droit
de la plaque. On �etudie ici une plaque pour laquelle H = 4L (h = 3:995L) constitu�ee d'un
mat�eriau poss�edant les caract�eristiques suivantes :

E = 300�0
Y � = 0:3

�Y = �0
Y (1:+ 0:1� �pl)

dU = 0:65 �2 = 0:5
dN = 0:05 �N = 0:3 sN = 0:05

On ne consid�ere pas de coalescence. On utilisera trois maillages di��erents : un maillage de
10�10 �el�ements, un de 20�20 �el�ements et un de 30�30 �el�ements, tous initialement r�eguliers
et homog�enes.

L

hH

Figure 4.42: Traction d'une plaque plane { description du probl�eme

Si on compare les cartes d'endommagement obtenues avec chacun de ces maillages (�gure
4.43), on constate que le ra�nement de la discr�etisation modi�e la solution de mani�ere assez
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marqu�ee : le nombre de bandes de cisaillement passe progressivement de deux �a trois. Nous
pensons pouvoir trouver une explication �a cette �evolution de la solution dans le fait que, plus
le maillage est �n, plus la localisation apparait tôt (voir �gure 6.15 dans la seconde partie des
applications), et moins les e�ets de \convection-di�usion" li�es �a la d�eformation uniforme de la
structure ont le temps d'agir. En e�et, une fois la localisation amorc�ee, les zones situ�ees hors
des bandes de cisaillement se d�eplacent presque en mode rigide et le mode de d�eformation de
la plaque n'�evolue plus. La valeur maximale de l'endommagement augmente �egalement, mais
c'est un e�et tout �a fait normal. Par contre, on voit que la largeur des bandes reste toujours
d'environ un �el�ement, et diminue donc au fur et �a mesure que le maillage devient �n. On peut
�egalement comparer les courbes de la force de traction en fonction du d�eplacement impos�e
(�gure 4.44), mais il apparait di�cile d'en tirer grand chose qui puisse servir de crit�ere de
jugement.

a. maillage 10� 10 b. maillage 20� 20 c. maillage 30� 30
Figure 4.43: Cartes d'endommagement obtenues avec les di��erents maillages

Nous allons maintenant mesurer l'e�et de la viscosit�e sur les comportements qui viennent
d'être observ�es. Pour ce faire, on consid�ere un mat�eriau �a viscosit�e tr�es faible :

k = 10�3�0
Y m = 2

Cela nous assure de conserver un mat�eriau proche de celui d�ej�a �etudi�e. Les r�esultats sont
repr�esent�es �a la �gure 4.45 (cartes d'endommagement) ainsi qu'�a la �gure 4.44 (courbes
force-d�eplacement). On constate que la viscosit�e a tr�es peu d'e�ets ! Nous pensons pouvoir
expliquer cela de la mani�ere suivante : la th�eorie nous montre que la viscosit�e introduit une
longueur caract�eristique dans les �equations du probl�eme, par combinaison avec une vitesse,
qui ne peut être ici que la vitesse de mise en charge, puisqu'on ne tient pas compte des
e�ets d'inertie. Il est probable que cette longueur est tr�es faible relativement aux dimensions
du probl�eme, puisque la viscosit�e qu'on introduit doit rester limit�ee pour que la r�eponse du
mat�eriau ne s'�eloigne pas trop du cas sans viscosit�e. En e�et, une �evaluation, tr�es heuristique
il est vrai, de cette longueur caract�eristique peut être obtenue par les calculs suivants. La
vitesse associ�ee �a la mise en charge, c'est-�a-dire avec laquelle les d�eplacements sont impos�es
au bord droit, est ici donn�ee par :

v = L [m=s]
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Figure 4.44: Traction d'une plaque plane { courbes force-d�eplacement

a. maillage 10� 10 b. maillage 20� 20 c. maillage 30� 30
Figure 4.45: Cartes d'endommagement obtenues avec les di��erents maillages { cas visqueux
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A partir des donn�ees mat�erielles, on peut d�eduire un temps caract�eristique donn�e par :

t =

 
k

�0
Y

!m
= 10�6 [s]

La longueur caract�eristique issue de la viscosit�e serait alors donn�ee par :

l = v � t = 10�6L

L'expression que nous avons donn�ee ci-dessus est uniquement bas�ee sur une analyse dimen-
sionnelle et le sujet m�eriterait des d�eveloppements math�ematiques plus pouss�es. Ces derniers
sont malheureusement rendus di�ciles par la complexit�e de la partie endommagement du
mod�ele de comportement. On peut cependant remarquer que si l'on avait utilis�e E au lieu
de �0

Y dans l'expression du temps caract�eristique, la longueur obtenue aurait encore �et�e plus
faible. La v�eri�cation pratique (num�erique) de ces consid�erations demanderait donc d'utiliser
des maillages tr�es �ns, ce qui conduirait �a des coûts de calcul hors de notre port�ee (pour ima-
giner ce qu'il serait possible de faire, on peut par exemple citer Belytschko et al. (14) qui ont
utilis�e des maillages allant jusqu'�a 64000 �el�ements avec 5 �a 10 �el�ements sur la largeur d'une
bande). Par contre, cela nous conforte dans notre id�ee d'utiliser une technique de maillage
adaptatif pour concentrer les �el�ements dans les bandes de cisaillement.

E�et des param�etres de viscosit�e

On peut �egalement jouer sur les param�etres de viscosit�e de mani�ere �a obtenir di��erentes
longueurs caract�eristiques, �a travers di��erents temps caract�eristiques. Ainsi, on peut con-
sid�erer plusieurs valeurs de m (tableau 4.1).

Table 4.1: Longueurs caract�eristiques associ�ees �a di��erentes valeurs de m
k = 10�3�0

Y

m 2:0 0:6 0:3 0:2
l 10�6L 0:016L 0:126L 0:251L

On peut observer �a la �gure 4.46 les distributions �nales d'endommagement obtenues
avec les maillages 20� 20 et 30� 30 pour di��erentes valeurs de m. On constate bien que, �a
partir du moment o�u la longueur caract�eristique mat�erielle devient sup�erieure �a la longueur
caract�eristique du maillage (c'est-�a -dire pourm = 0:3 etm = 0:2), la r�egularisation visqueuse
agit et �elimine la d�ependance envers la discr�etisation, en grosse partie en tout cas. Par contre,
pour m = 0:6, elle ne peut agir puisque la longueur caract�eristique de la discr�etisation
l'emporte sur la longueur caract�eristique mat�erielle.

On peut aussi jouer sur le param�etre k. Ainsi, on peut voir �a la �gure 4.47 les cartes
d'endommagement obtenues avec les maillages 20 � 20 et 30 � 30 pour un k = 0:1�0

Y (m =
2; l = 0:01L). Malgr�e la valeur assez faible de l, on observe bien un e�et de r�egularisation,
dans le sens o�u la solution ne d�epend plus du maillage. Cependant, on constate �egalement
que la localisation a quasiment disparu, avec une solution relativement homog�ene (variation
maximale d'endommagement limit�ee �a environ 20%). On peut donc dire que c'est la dispari-
tion du ph�enom�ene de localisation qui est �a l'origine de la r�egularisation du probl�eme, qui
est en fait devenu di��erent du probl�eme initial.
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m = 0:2

m = 0:3

m = 0:6

maillage 20� 20 maillage 30� 30
Figure 4.46: E�et de l'exposant de viscosit�e m sur la r�egularisation visqueuse (cartes

d'endommagement)
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maillage 20� 20 maillage 30� 30
Figure 4.47: E�et du coe�cient de viscosit�e k sur la r�egularisation visqueuse (cartes

d'endommagement)

La r�egularisation viscoplastique fonctionne donc, �a condition de prendre un k su�sam-
ment faible (par rapport �a �0

Y ) et en jouant sur la valeur du param�etre m. Nous nous
sommes ici bas�es sur une expression de la longueur caract�eristique issue d'une �etude dimen-
sionnelle, mais la validit�e g�en�erale de cette expression reste �a d�emontrer. Cette in
uence
du coe�cient m avait d�ej�a �et�e �etudi�ee par Lasry et Belytschko (69), mais ceux-ci avaient
rejet�e la r�egularisation viscoplastique suite �a des probl�emes de stabilit�e, li�es �a l'utilisation
d'un sch�ema d'int�egration purement explicite (Euler avant) pour les �equations constitutives,
lorsque m devenait trop petit. Comme nous utilisons ici un sch�ema d'int�egration totalement
implicite (Euler arri�ere), et inconditionnellement stable, ce probl�eme ne se pose plus et la
r�egularisation viscoplastique peut agir e�cacement.

On a vu ci-dessus que le choix de m correspondait en fait au choix d'une longueur carac-
t�eristique. Cela est �a mettre en parall�ele avec les consid�erations suivantes :

� pour que l'e�et de la r�egularisation soit e�ectif, il faut que la longueur caract�eristique
introduite au niveau mat�eriel soit sup�erieure ou �egale �a la longueur caract�eristique du
maillage ;

� exp�erimentalement, pour les m�etaux polycristallins, on observe g�en�eralement des bandes
de cisaillement de largeur assez faible (par exemple, Rey et Viaris de Leseguo (110) ont
mesur�e une largeur de bande de 400 �m).

On se verrait donc oblig�e de travailler avec des discr�etisations tr�es �nes, et donc tr�es coûteuses,
si on voulait mesurer l'e�et d'une longueur caract�eristique bas�ee sur une mesure exp�erimen-
tale. Comme nous l'avons d�ej�a dit, cela renforce l'int�erêt des techniques adaptatives.
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4.6 Impact dans une turbine

Dans cette section, nous allons traiter le cas de l'impact entre un fragment de rotor et le
capot protecteur d'une turbine. Cet exemple est issu de la th�ese de Bittencourt (16), o�u
l'auteur s'attachait �a l'aspect contact{impact. Il s'agit en fait d'un mod�ele tr�es simpli��e d'un
dispositif exp�erimental mis au point aux Sandia National Laboratories (115), et qui est d�ecrit
�a la �gure 4.48. On ne consid�ere dans le mod�ele num�erique qu'une section bidimensionnelle de
la turbine, avec ses deux capots en forme de demi-cercles et le morceau de rotor impacteur,
dot�e d'une vitesse initiale (voir �gure 4.49). Le mat�eriau des deux capots sera consid�er�e
comme �elastoviscoplastique endommageable, avec les propri�et�es suivantes :

E = 210 GPa � = 0:3 � = 7800 kg=m3

�Y = 241 + 207� (1� exp(�15� �pl))MPa

k = 5: MPa:s1=2 m = 2
dU = 0:5 �2 = 0:5
dN = 0:04 �N = 0:3 sN = 0:1
dcrit = 0:15 �� = 1:

Le fragment de rotor sera lui consid�er�e comme �elastique avec les propri�et�es :

E = 210 GPa � = 0:3 � = 7800 kg=m3

Il est projet�e contre le capot avec une vitesse initiale de 180 m=s (648 km=h).

Figure 4.48: Impact dans une turbine { dispositif exp�erimental
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Figure 4.49: Impact dans une turbine { mod�ele simpli��e

L'int�egration temporelle est r�ealis�ee �a l'aide d'un sch�ema explicite (di��erence centr�ee) et
le coe�cient de p�enalit�e pour le contact est pris �egal �a 109 N=m.

La �gure 4.50 montre l'�evolution de la d�eform�ee de la structure et de la distribution
d'endommagement �a intervalles de 4 ms jusqu'�a un temps �nal de 16 ms. On voit que le
projectile d�eforme rapidement le premier capot et rejoint le second apr�es 10 ms environ. Ce
qu'il est important de remarquer dans ces r�esultats est qu'ils illustrent bien la n�ecessit�e d'une
m�ethode d'�elimination d'�el�ements. En e�et, on voit sur la d�eform�ee �a 16 ms qu'il s'est form�e
une zone de striction intense sur le capot int�erieur qui doit être interpr�et�ee physiquement
comme une rupture. Cependant, dans le mod�ele num�erique, même si les �el�ements n'o�rent
plus qu'une r�esistance tr�es faible �a la d�eformation, les conditions limites de contact qui y
sont associ�ees sont encore actives et empêchent le projectile de continuer sa trajectoire au
travers du premier capot protecteur, comme on le voit tr�es bien �a la �gure 4.51. C'est
d'ailleurs la gestion de ces conditions limites qui fait de l'�elimination d'�el�ements un probl�eme
num�eriquement tr�es complexe dans le cas pr�esent.

Au passage, on peut encore remarquer qu'il y a �egalement un endommagement non-
n�egligeable au niveau des �xations inf�erieures du capot int�erieur. Cependant, cela n'apparait
pas tr�es bien sur les �gures, suit �a un e�et d'�echelle li�e �a la forte valeur de l'endommagement
au niveau de la zone d'impact. Il s'agit donc �egalement d'une zone o�u la rupture pourrait se
produire, surtout si on prenait en compte le frottement entre les deux corps.
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a. t = 4 ms b. t = 8 ms

c. t = 12ms d. t = 16 ms
Figure 4.50: Impact dans une turbine { �evolution de la d�eform�ee et de l'endommagement

Figure 4.51: Agrandissement de la zone d'impact { t = 16ms
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4.7 Impact de deux plaques circulaires

Nous allons maintenant �etudier la r�eponse d'une plaque circulaire plane soumise �a l'impact
d'une autre plaque circulaire de rayon inf�erieur (voir �gure 4.52). Ce dispositif pr�esente
l'int�er̂et de conduire �a la rupture de la plaque impact�ee selon un mode dit de \spallation",
qui consiste en une s�eparation selon un plan parall�ele �a celui des ondes de choc incidentes et
r�e
�echies g�en�er�ees lors de l'impact (�gure 4.53). En e�et, les ondes de compression g�en�er�ees
dans chacune des plaques lors de l'impact se propagent �a travers celles-ci, puis se r�e
�echissent
sur la surface libre, ce qui les transforme en ondes de traction. Ces ondes de traction se
croisent quelque part au milieu de la plaque impact�ee (plus �epaisse), ce qui y g�en�ere une
nucl�eation et une croissance des vides plus importante qu'ailleurs (voir �gure 4.54). Re-
marquons que, dans notre cas, ce sont plutôt les ondes plastiques qui sont importantes, et
moins les ondes �elastiques. En jouant sur les �epaisseurs des plaques et sur la vitesse et les
caract�eristiques de la plaque impactante, on peut alors faire varier la quantit�e et la taille de
microvides g�en�er�es. L'observation des plaques apr�es impact (par photographie aux rayon X
p.e.) permet d'�etudier le ph�enom�ene de nucl�eation dans les mat�eriaux ductiles (voir Cur-
ran et al. (24)).
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Figure 4.52: Impact de deux plaques circulaires { g�eom�etrie du probl�eme

La mod�elisation de ce type d'exp�erimentation a notamment �et�e entreprise par Eftis et
Nemes (35�37;87�89) sur base du mod�ele propos�e par Perzyna (105). De notre côt�e, nous
avons �etudi�e le cas d'une plaque circulaire de rayon R1 = 20mm et d'�epaisseur H1 = 3mm
impactant une plaque de rayon R2 = 40mm et d'�epaisseur H2 = 6mm. On consid�ere le
cas d'une plaque d'acier �elastoplastique impactant une plaque de cuivre �elastoviscoplastique
endommageable. Les propri�et�es mat�erielles utilis�ees sont les suivantes :

plaque impactante (acier)

E = 217:5 GPa � = 0:3 � = 7850 kg=m3

�Y = �0Y + 1:108� �pl MPa
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Figure 4.53: Exemple de rupture par spallation (induite par laser). Tir�e de Gilath et
Eliezer (48)

pr
oj

ec
til

e

temps

C

C

T

T

C

Cci
bl

e

Figure 4.54: Propagation et interaction entre les ondes (C: de compression, T: de traction)
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plaque impact�ee (cuivre)

E = 117:9 GPa � = 0:35 � = 8930 kg=m3

�Y = 500 + 500� (1� exp(�8� �pl))MPa

k = 3MPa:s1=3 m = 3
dU = 0:5 �2 = 0:8
dN = 0:05 �N = 0:1 sN = 0:05
dcrit = 0:15 �� = 1:

Ci-dessus, on n'a pas indiqu�e explicitement de seuil d'�ecoulement plastique pour l'acier, car
nous �etudierons l'e�et d'une variation de celui-ci sur les r�esultats obtenus. On �etudiera
�egalement l'in
uence de la vitesse d'impact. La discr�etisation �el�ements �nis utilis�ee est la
suivante : 10 � 15 �el�ements pour la plaque impactante et 30 � 50 �el�ements pour la plaque
impact�ee, o�u les ph�enom�enes qui nous int�eressent ont lieu (voir �gure 4.55). On utilise un
sch�ema d'int�egration temporelle explicite (di��erence centr�ee) et le coe�cient de p�enalit�e pour
le contact est pris �egal �a 1014N=m.

Figure 4.55: Discr�etisation du probl�eme

Consid�erons une vitesse d'impact de 150 m=s (540 km=h), ce qui repr�esente d�ej�a un
ph�enom�ene assez violent. La �gure 4.56 repr�esente l'�evolution de la d�eform�ee et des forces de
contact depuis le moment de l'impact jusqu'�a un temps de 5 �s, pour un �0Y de 800 N=mm2.
On voit que la plaque sup�erieure rebondit rapidement : apr�es 5 �s, il n'y a plus du tout
contact.
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a. t = 1 �s

b. t = 2 �s

c. t = 3 �s

d. t = 4 �s

e. t = 5 �s

Figure 4.56: Evolution de la d�eform�ee et des forces de contact
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On a repr�esent�e �a la �gure 4.57 la distribution d'endommagement obtenue 5 �s apr�es le
choc, ce pour di��erentes valeurs de la limite d'�ecoulement plastique du mat�eriau de la plaque
impactante (de 500 �a 800 N=mm2). On y constate que plus cette valeur est �elev�ee, plus le
niveau d'endommagement atteint est �elev�e, et plus la zone d'endommagement maximal se
r�etr�ecit et se concentre. On peut r�ep�eter les calculs en consid�erant cette fois le mat�eriau de
la plaque cible comme �etant non-visqueux. Les r�esultats obtenus sont repr�esent�es �a la �gure
4.58. On y constate tout d'abord un renforcement des e�ets observ�es dans le cas visqueux.
Cela est dû �a la disparition de l'e�et de retard li�e �a la viscosit�e. Mais les solutions obtenues
avec �0Y = 700N=mm2 et �0Y = 800 N=mm2 pr�esentent une localisation de l'endommagement
tr�es marqu�ee, que l'on pourrait presque quali�er de �ssure si l'amplitude maximale �etait plus
�elev�ee. Cette d�emarcation qui apparait entre �0Y = 600 N=mm2 et �0Y = 700 N=mm2 peut
être attribu�ee au fait que l'on s'approche du seuil moyen de d�eformation plastique critique
(�N = 0:1), ce qui provoque une augmentation rapide du taux de nucl�eation. Si on veut
pousser plus loin, on peut �etudier l'e�et d'une plaque impactante �elastique, repr�esent�e �a
la �gure 4.59. On voit que dans ce cas, il y a formation d'une longue �ssure, avec un
endommagement d�epassant les 10%. Tout cela indique l'importance que peuvent avoir les
propri�et�es plastiques de la plaque impactante sur les ph�enom�enes observ�es dans la plaque
cible : par exemple, l'utilisation d'un acier �a haute limite �elastique peut conduire �a des
r�esultats compl�etement di��erents de ceux obtenus avec un acier doux.

A côt�e de cette in
uence des propri�et�es plastiques du projectile, on observe bien en-
tendu une in
uence de la vitesse d'impact. Par exemple, si on r�eduit celle-ci �a 120 m=s
(432 km=h), on observe une chute importante des niveaux d'endommagement atteints (�gu-
re 4.60). L'exp�erimentateur dispose donc de plusieurs m�ethodes pour �etudier la nucl�eation
et la croissance de l'endommagement dans une plaque ductile, et peut pousser le processus
plus ou moins loin en jouant sur les caract�eristiques cin�ematiques et mat�erielles de la plaque
impactante.
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a. �0Y = 500MPa b. �0Y = 600MPa

c. �0Y = 700MPa d. �0Y = 800MPa

Figure 4.57: Endommagement en t = 5 �s pour di��erents �0Y de la plaque impactante { cas
visqueux
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a. �0Y = 500MPa b. �0Y = 600MPa

c. �0Y = 700MPa d. �0Y = 800MPa

Figure 4.58: Endommagement en t = 5 �s pour di��erents �0Y de la plaque impactante { cas
non visqueux

Figure 4.59: Endommagement en t = 5 �s dans le cas d'une plaque impactante �elastique {
cas non visqueux
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Figure 4.60: Endommagement en t = 5 �s pour une vitesse d'impact de 120 m=s (�0Y =
800MPa)



5.1 Introduction

Ainsi que les exemples du chapitre pr�ec�edent l'ont montr�e, l'approche Lagrangienne utilis�ee
jusqu'ici conduit parfois �a une distorsion du maillage telle que la validit�e de la solution
pourrait être mise en cause. La formulation Eul�erienne-Lagrangienne Arbitraire (ALE en
anglais) permet de s'a�ranchir de ce probl�eme dans un grand nombre de situations o�u la
formulation Lagrangienne montre ses limites. Pour s'en convaincre, on peut consulter la th�ese
de Ponthot (108). Nous rappellerons simplement que dans la formulation ALE, on laisse aux
n�uds du maillage la possibilit�e de se d�eplacer (contrairement �a la formulation Eul�erienne),
et ce de mani�ere ind�ependante du champ de d�eplacement de la mati�ere (contrairement �a
la formulation Lagrangienne). Cela permet d'adapter le maillage �a la d�eformation de la
structure �etudi�ee et d'�eviter ainsi une distorsion trop importante. Cependant, la topologie,
c'est-�a-dire la description logique de la connectivit�e des noeuds et des mailles, du maillage
reste constante, ce qui peut poser probl�eme lorsque la g�eom�etrie globale de la structure est
fortement modi��ee (par exemple si la convexit�e du contour change). Une autre lacune de la
m�ethode ALE est qu'elle permet di�cilement l'adaptation de la densit�e de la discr�etisation
en fonction de la solution obtenue. En e�et, le nombre de mailles est �x�e d�es le d�epart et
ne peut être modi��e par la suite. Il apparâ�t donc n�ecessaire de disposer d'une m�ethode de
remaillage qui nous permettra �a la fois de traiter tous les types de mise en forme, quelle que
soit leur complexit�e, mais �egalement d'adapter la discr�etisation �a la solution obtenue en cours
de calcul. A cette �n, nous avons impl�ement�e une m�ethode frontale de g�en�eration de maillage
quadrangulaire, initialement propos�ee par Zhu et al. (140), et d�ecrite dans ses grandes lignes
au paragraphe 5.2.

L'op�eration de remaillage est accompagn�ee par deux autres op�erations qui lui sont li�ees.
Tout d'abord, il faut se donner un crit�ere permettant de d�ecider quand le maillage utilis�e doit
être remplac�e, ainsi qu'une m�ethode de calcul de la densit�e (et �eventuellement de l'orientation)
id�eale �a donner au nouveau maillage en chaque point du maillage actuel. Ce probl�eme du
calcul d'un indicateur de qualit�e est abord�e au paragraphe 5.3. Une fois le nouveau maillage
g�en�er�e sur base de cet indicateur, il reste �a transf�erer un certain nombre de variables d'un
maillage �a l'autre. Cette op�eration, qui peut se r�ev�eler d�elicate car sujette �a \dissipation" de
l'information, est abord�ee dans le paragraphe 5.4.

93
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5.2 G�en�eration de maillages par la m�ethode frontale

Comme nous l'avons d�ej�a �evoqu�e plus tôt, la discr�etisation en �el�ements quadrangulaires est la
mieux adapt�ee pour la r�esolution des probl�emes �etudi�es ici (voir Ponthot (108)). D'autre part,
on a pu se rendre compte au vu des exemples pr�esent�es au chapitre pr�ec�edent de la n�ecessit�e
absolue de techniques de remaillage. Apparâ�t donc la n�ecessit�e d'une m�ethode de g�en�eration
de maillage en quadrangles. La m�ethode recherch�ee devrait poss�eder les caract�eristiques
suivantes :

� au vu des grandes d�eformations que peut subir la structure �etudi�ee, il est fondamental
que la g�en�eration du maillage soit aussi automatique que possible;

� nous avons vu que la d�eformation pouvait dans certains cas être tr�es localis�ee, aussi
bien aux fronti�eres du domaine �etudi�e qu'en son c�ur. Il serait donc int�eressant de
pouvoir contrôler la densit�e de la discr�etisation partout sur l'espace maill�e.

La m�ethode d'interpolation trans�nie, qui a �et�e utilis�ee par Ponthot (108) dans le cadre de
la m�ethode Eul�erienne-Lagrangienne Arbitraire, ne r�epond pas �a ces exigences. En e�et,
même si elle permet de mailler des domaines de forme plus ou moins complexe, c'est au
prix d'une subdivision en macror�egions topologiquement similaires �a des quadrangles. Cette
subdivision peut di�cilement être r�ealis�ee de mani�ere automatique, d'autant plus que la
partition id�eale varie g�en�eralement au cours de la d�eformation de la structure. Inconv�enient
suppl�ementaire, le contrôle de la densit�e de mailles ne peut se faire que au niveau des fronti�eres
des macror�egions, mais pas au c�ur du domaine. Les m�ethodes les mieux adapt�ees pour
mailler des domaines quelconques tout en contrôlant la densit�e de la discr�etisation sont les
m�ethodes de type frontal. Ce type de mailleur construit le recouvrement du domaine �a partir
d'une approximation polygonale du contour. Le probl�eme est que ces m�ethodes sont con�cues
�a la base pour g�en�erer des maillages en triangles, or comme nous l'avons dit plus haut, il est
pr�ef�erable d'utiliser des quadrangles. Deux solutions s'o�rent alors �a nous pour obtenir des
quadrangles �a partir des triangles. On peut diviser chaque triangle en trois quadrangles, mais
ce type d'op�eration donne un maillage qui, quoique topologiquement correct, contient des
�el�ements g�en�eralement de mauvaise qualit�e (George (45)). Une autre solution a �et�e propos�ee
par Zhu et al. (140) et consiste �a recombiner les triangles en quadrangles (deux triangles
formant un quadrangle) au fur et �a mesure de la g�en�eration du maillage. C'est cette m�ethode
que nous avons choisie et impl�ement�ee. Nous en d�ecrivons les grandes lignes ci-dessous.

5.2.1 Le \background mesh"

Avant de d�ecrire le processus de g�en�eration du maillage, il convient d'introduire la notion de
\background mesh". Comme son nom l'indique, le \background mesh" est un maillage recou-
vrant le domaine �a discr�etiser et sur lequel est d�e�ni le champ repr�esentant les caract�eristiques
du maillage souhait�e. Dans notre cas, il s'agira simplement de la densit�e de maille, mais on
pourrait aussi contrôler l'�etirement et l'orientation des mailles. Dans le cas de la g�en�eration
du maillage initial (c'est-�a-dire avant tout calcul), le \background mesh" est introduit par
l'utilisateur et contient g�en�eralement peu d'�el�ements. Par contre, lors d'un remaillage, on
utilisera tout naturellement le maillage �a remplacer comme \background mesh". En e�et,
c'est aux n�uds de ce maillage qu'on d�eterminera la discr�etisation souhait�ee localement, et
ce �a partir des variables d'�etat.
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Au cours de la g�en�eration du maillage, on sera tr�es souvent amen�e �a d�eterminer la densit�e
de maille souhait�ee en un point donn�e du domaine. Cela implique de d�eterminer dans quel
�el�ement du \background mesh" se situe ce point, la valeur de la densit�e �etant alors obtenue par
interpolation entre les valeurs nodales de l'�el�ement. Ce processus de recherche intervenant au
moins une fois par �el�ement g�en�er�e, il peut repr�esenter une partie non-n�egligeable du temps de
calcul n�ecessaire �a la g�en�eration du maillage complet. La m�ethode la plus robuste, mais aussi
la plus coûteuse en temps de calcul consiste en un balayage syst�ematique de tous les �el�ements
jusqu'�a ce qu'on ait trouv�e le bon. Il existe bien entendu des m�ethodes plus \intelligentes"
dans le sens o�u elles tiennent compte des r�esultats obtenus pr�ecedemment pour orienter la
recherche. Par exemple, Peraire et al. (100) ont propos�e un algorithme tr�es simple se basant
sur les coordonn�ees barycentriques du point consid�er�e dans l'�el�ement triangulaire test�e pour
d�eterminer quel �el�ement voisin est le plus susceptible d'être celui recherch�e. Dans le cas
d'un maillage quadrangulaire, nous proposons une extension simple consistant �a tester le
quadrangle en deux fois, sur base d'une division en deux triangles. Plus de d�etails sont donn�es
dans l'annexe B. Notons que l'e�cacit�e de cette m�ethode simple ne peut être garantie dans
le cas d'un \background mesh" dont le polygone fronti�ere n'est pas convexe. La solution est
d'utiliser en pratique le domaine compris dans l'enveloppe convexe du maillage en ajoutant
�a ce dernier les �el�ements n�ecessaires. On peut �egalement citer l'algorithme de recherche,
bas�e sur le \bucket algorithm", propos�e par Jansen et al. (62). Cet algorithme, un peu plus
complexe dans son principe, ne demande que de l'ordre d'une op�eration par point test�e mais
n�ecessite un pr�etraitement des donn�ees plus lourd.

5.2.2 Discr�etisation du contour

La premi�ere �etape de la g�en�eration d'un maillage (cela est �egalement vrai pour la m�ethode
d'interpolation trans�nie) est la discr�etisation du contour du domaine �a mailler. Pour garantir
l'existence d'un maillage enti�erement quadrangulaire, la seule condition �a remplir est de
discr�etiser le contour en un nombre pair d'arêtes.

La mani�ere dont est d�e�ni le contour peut varier selon l'�etape du calcul �a laquelle on
se trouve. Ainsi, lors de la cr�eation du maillage initial, le contour est d�ecrit comme une
suite de courbes de di��erents types (droite, arc de cercle, spline, : : : ). Par contre, lors d'un
remaillage, le contour est d�e�ni comme le polygone compos�e de toutes les arêtes formant
la fronti�ere. Même si on a gard�e trace de la structure topologique du contour (on sait
qu'il est compos�e d'une certaine suite de lignes, auxquelles sont associ�ees des n�uds), la
d�eformation du maillage est g�en�eralement telle qu'on ne peut plus associer de type particulier
aux di��erentes lignes composant le contour. Cependant, il est n�ecessaire de d�e�nir une (des)
courbe(s) fronti�ere pour pouvoir discr�etiser le contour. Il est important que le volume du
domaine d�e�ni par ce \nouveau" contour ne s'�ecarte pas trop du volume associ�e au maillage
de d�epart, sous peine d'assister �a une �erosion (ou �a un gon
ement) de la structure �a chaque
remaillage. On constate ainsi sans peine que le fait de placer les nouveaux n�uds sur le
polygone fronti�ere du maillage de d�epart conduit �a une perte syst�ematique de volume dans le
cas d'un domaine convexe, comme illustr�e �a la �gure 5.1. Par contre, l'utilisation de splines
cubiques, ayant les anciens n�uds fronti�ere comme pôles, pour repr�esenter la fronti�ere conduit
g�en�eralement �a des r�esultats nettement plus satisfaisants. A l'annexe C, on rappelle comment
construire une courbe C1 passant par un nombre donn�e de points �a partir de splines cubiques.
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New boundary nodes

Initial boundary nodes

Figure 5.1: Remaillage du polygone fronti�ere avec perte de volume

Pour chaque courbe composant le contour, on va donc r�ealiser la suite d'op�erations sui-
vantes, et ce quel que soit le type de ces courbes (Zhu et al. (140)). Tout d'abord, on d�etermine
le nombre d'arêtes au moyen desquelles on va discr�etiser la courbe. Ce nombre, not�e N , sera
l'entier le plus proche de

A =
Z l

0

�
1

�(s)

�
ds (5:1)

o�u s est l'abscisse curviligne de la courbe, variant entre 0 et l, l �etant la longueur de la courbe.
La fonction �(s) repr�esente la projection du champ \taille de maille souhait�ee" sur la courbe,
et donc 1=�(s) repr�esente une fonction densit�e de maille. L'abscisse curviligne du n�ud k

(k = 0; 1; 2; : : : ; N) sur la courbe sera donn�ee par sk de mani�ere �a v�eri�er l'�equation suivante :
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N
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Z sk

0

�
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�(s)

�
ds (5:2)

Ces calculs seront r�ep�et�es pour chaque courbe. Cependant pour la derni�ere courbe du contour,
on incr�ementera �eventuellement N de une unit�e de mani�ere �a bien obtenir un nombre pair de
segments au total. Alternativement, on peut imposer un nombre pair de segments sur chaque
courbe, mais on risque alors d'augmenter inutilement le nombre �nal de n�uds et d'�el�ements.
On peut �egalement faire remarquer qu'il est pr�ef�erable de prendre N comme �etant le premier
entier sup�erieur �a A, de mani�ere �a avoir au moins un �el�ement par courbe. Comme on n'a pas
acc�es �a la forme analytique de la fonction �(s), les int�egrales ci-dessus doivent être �evalu�ees
par int�egration sur un nombre �ni de points. Dans le cas de la cr�eation du maillage initial,
il faut donc �evaluer l'int�egrand en un nombre �ni de points (uniform�ement) r�epartis sur la
courbe. Il est �a noter que ces points sont uniquement utilis�es pour calculer les int�egrales
et n'ont rien �a voir avec les n�uds �a g�en�erer. Par contre, lors d'un remaillage, les points
d'int�egration seront les pôles de la spline, c'est-�a-dire les n�uds fronti�ere du maillage de
d�epart, �etant donn�e qu'en dehors de ces points la valeur de la densit�e de maille ne peut être
obtenue que par interpolation entre ces mêmes points. On d�etaille �a l'annexe C les �equations
relatives au calcul des deux int�egrales (5.1) et (5.2).
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5.2.3 G�en�eration du maillage

La m�ethode frontale, comme son nom l'indique, g�en�ere les �el�ements les uns apr�es les autres
�a partir d'un front consistant en une suite orient�ee et ferm�ee d'arêtes et qui se r�etr�ecit au
fur et �a mesure de la g�en�eration des mailles. Le front initial est constitu�e des arêtes qu'on a
construites sur le contour et est orient�e \aire �a mailler �a gauche". Dans le cas d'un domaine
non-connexe, �etant donn�e qu'il ne peut y avoir qu'un seul front par domaine, il est n�ecessaire
d'ins�erer des coupures reliant les contours internes au contour externe. Ces coupures seront
discr�etis�ee en un certain nombre d'arêtes de la mani�ere expliqu�ee au paragraphe pr�ec�edent.
Le nombre d'arêtes g�en�er�ees sur les coupures n'a aucune in
uence sur la parit�e du nombre
total d'arêtes �etant donn�e que ces coupures sont toujours parcourues dans un sens puis dans
l'autre lorsqu'on suit le front. L'automatisation de la g�en�eration des coupures peut sembler
tr�es simple �a premi�ere vue, mais il faut prendre garde �a certains pi�eges. Par exemple, une
coupure qui divise un coin �a angle droit en deux angles de 45o empêche alors de g�en�erer
un quadrangle dans ce coin, ce qui est assez dommageable pour la qualit�e du maillage. La
g�en�eration automatique des coupures doit donc être utilis�ee avec une certaine prudence.

La proc�edure de g�en�eration d'un �el�ement quadrangulaire consiste en la suite des op�erations
suivantes (Zhu et al. (140)) :

1. Choisir une arête sur le front actuellement trait�e. On peut choisir la premi�ere qui se
pr�esente mais, dans le cas d'une forte transition de taille de maille �a travers le domaine,
il est pr�ef�erable de choisir la plus courte parmi les arêtes du front. On d�esignera par A
et B le premier et le second n�uds de l'arête (dans le sens de parcours du front).

2. G�en�erer un triangle de base AB et de sommet C, selon la m�ethode d'avanc�ee de front
de Peraire et al. (100). Le n�ud C est soit un n�ud du front, soit un nouveau n�ud.
Dans le premier cas, le front actuel est alors divis�e en deux sous-fronts (voir �gure 5.2).
Un de ces sous-fronts peut être vide, si C pr�ec�ede directement A ou suit directement
B, mais en aucun cas les deux ne peuvent l'être vu la condition sur la parit�e du nombre
total d'arêtes du front.

3. Choisir entre AC et CB l'arête sur laquelle on va construire le second triangle destin�e
�a former un quadrangle avec le premier. Si C �etait un nouveau n�ud, c'est-�a-dire
si on n'a pas dû g�en�erer de sous-front, le choix est libre. Par contre, si on a g�en�er�e
des sous-fronts �a l'�etape pr�ec�edente, l'arête choisie sera celle appartenant au sous-front
comportant un nombre impair d'arêtes (0 �etant consid�er�e comme un nombre pair).

4. G�en�erer un nouveau triangle sur la base d�etermin�ee �a l'�etape pr�ec�edente et dont le
sommet sera appel�e D suivant la même m�ethode que pour le premier triangle. A ce
niveau, on impose cependant une contrainte suppl�ementaire dans le cas o�u D est un
n�ud du front (ou du sous-front le cas �ech�eant). En e�et, il est fondamental que les
sous-fronts �eventuellement g�en�er�es lors de cette �etape contiennent tous un nombre pair
d'arêtes, a�n de garantir la bonne continuation du processus jusqu'�a son terme.

5. Fusionner les deux triangles pr�ec�edemment g�en�er�es par suppression de l'arête ayant servi
de base au second de ces triangles. La forme du quadrangle ainsi cr�e�e n'est pas toujours
tr�es bonne, mais l'�etape de post-traitement (d�ecrite plus loin) qui suit la g�en�eration du
maillage complet y rem�ediera si n�ecessaire.
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6. Mettre �a jour les fronts. Le front initial peut avoir �et�e divis�e au maximum en trois sous-
fronts, contenant tous un nombre pair d'arêtes. Il reste donc �a choisir (indi��eremment)
un de ces sous-fronts et �a y g�en�erer le quadrangle suivant.

La suite d'op�erations ci-dessus est r�ep�et�ee jusqu'�a ce qu'il n'y ait plus de front. On a alors
compl�etement couvert le domaine d�elimit�e par le front initial.

B

SF1 SF2

C

A

Figure 5.2: Division du front en deux sous-fronts

Il est souvent pr�ef�erable d'avoir un maillage le plus r�egulier possible le long de la fronti�ere
du domaine �etudi�e. C'est pourquoi Zhu et al. (140) pr�econisent de g�en�erer une ou deux
couches d'�el�ements par une m�ethode de projection \o�set" avant de passer �a la m�ethode
d�ecrite ci-dessus pour mailler l'int�erieur du domaine. La m�ethode \o�set" ne peut en e�et
être utilis�ee pour mailler l'enti�eret�e du domaine car elle est mal adapt�ee �a la g�en�eration
de zones de transition. Notons au passage que, de mani�ere tr�es g�en�erale, cette approche
\mixte" est �egalement valable pour les autres m�ethodes de g�en�eration de quadrangles (de
type \quadtree" par exemple).

5.2.4 Post-traitement du maillage g�en�er�e

Les quadrangles g�en�er�es par la m�ethode qui vient d'être d�ecrite sont parfois loin de la forme
id�eale. Il convient donc d'ex�ecuter sur le maillage brut une s�erie d'op�erations visant �a
l'am�eliorer. Le premier type d'op�eration consiste en une modi�cation locale de la topolo-
gie a�n d'am�eliorer la r�egularit�e du maillage. Parmi ce type d'op�erations, citons l'�elimination
de n�uds, d'�el�ements ou d'arêtes, ainsi que le \diagonal swapping" (Zhu et al. (140)). Le se-
cond type d'op�eration possible ne modi�e pas la topologie du maillage, mais tend simplement
�a ajuster la position des n�uds int�erieurs. Ainsi l'utilisation d'une proc�edure de lissage lapla-
cien permet d'am�eliorer signi�cativement le maillage obtenu �a la suite de la premi�ere s�erie
d'op�erations de post-traitement. Blacker et Stephenson (17), qui ont �egalement d�evelopp�e une
m�ethode de maillage en quadrangle qu'on peut ranger dans la classe des mailleurs frontaux,
conseillent même de proc�eder �a un lissage local (impliquant seulement quelques n�uds) �a
intervalles r�eguliers pendant la g�en�eration des �el�ements. Cependant, nous n'utiliserons le
lissage que sur le maillage �nal.
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5.3 Crit�eres pour une discr�etisation optimale

Un �el�ement fondamental du calcul adaptatif est la m�ethode permettant de d�eterminer, au
vu d'un champ solution issu d'une certaine discr�etisation, quelle devrait être la discr�etisation
optimale �a adopter pour la suite du calcul. Un autre probl�eme, pr�ealable au premier mais
qui lui est assez fortement li�e, est celui de d�ecider quand un maillage ne satisfait plus aux
crit�eres de qualit�e que l'on s'est donn�es. Le probl�eme peut donc se r�esumer comme suit : il
faut �evaluer la qualit�e du maillage en chaque noeud (ou en chaque �el�ement) et en d�eduire le
niveau de discr�etisation optimal en ce point. De mani�ere g�en�erale, on peut distinguer trois
types de mesure de la qualit�e d'un maillage : les mesures �a base topologique ou g�eom�etrique,
les mesures bas�ees sur l'allure du champ solution obtenu avec ce maillage et les mesures bas�ees
sur le calcul d'une erreur partout sur le champ solution.

5.3.1 Mesures �a base g�eom�etrique

Chaque type d'�el�ement �ni a une forme que l'on peut quali�er d'optimale. C'est la forme
pour laquelle le champ de d�eplacement que l'on se donne (on consid�ere ici des �el�ements
cin�ematiquement admissibles) est le mieux \r�eparti", le plus r�egulier sur l'�el�ement. Par
exemple, pour les quadrangles, il est clair que la forme carr�ee est optimale. L'importante
d�eformation que peut subir le maillage au cours de la mise en charge d�egrade donc peu �a peu
la capacit�e des �el�ements �a repr�esenter correctement la solution. Dans les cas extrêmes, qui
ne sont pas si rares en pratique, on peut même aboutir �a des situations o�u un ou plusieurs
�el�ements pr�esentent un caract�ere pathologique (volume n�egatif, par exemple) empêchant la
poursuite du calcul. Une mesure de la distorsion des �el�ements permet donc de quanti�er la
qualit�e du maillage, fournissant ainsi un indicateur sur base duquel d�ecider de la poursuite du
calcul apr�es chaque pas de temps. Cependant ce type de mesure ne permet pas de d�eterminer
un niveau de discr�etisation optimal puisque la solution calcul�ee sur le maillage n'y intervient
pas du tout. Par contre, il peut su�re si le seul but est d'�eviter l'apparition d'�el�ements trop
distordus. On se contentera alors d'op�erer un remaillage �a niveau de discr�etisation constant
(�x�e par l'utilisateur) quand l'indicateur de distorsion d'un certain nombre d'�el�ements aura
atteint un seuil donn�e.

La seule information g�eom�etrique dont on peut �eventuellement d�eduire une taille de
maille est la courbure du contour. On peut en e�et imposer une certaine pr�ecision dans
la repr�esentation de la fronti�ere par les arêtes qui la composent, comme sugg�er�e par Dick et
Harris (29). Ainsi, si R est le rayon de courbure, on peut par exemple en d�eduire la taille
caract�eristique de maille suivante :

�min =
R

2�n
(5:3)

qui conduirait �a la repr�esentation d'un cercle par n segments.

De nombreux crit�eres g�eom�etriques ont �et�e propos�es dans la litt�erature (voir notamment
Habraken et al. (33;52;53)), mais nous d�ecrirons ici un indicateur inspir�e de l'expression du pas
de temps critique pour la stabilit�e du sch�ema d'int�egration temporelle explicite par di��erence
centr�ee. En e�et, dans ce type de sch�ema d'int�egration temporelle, la stabilit�e est conditionn�ee
par l'utilisation d'un pas de temps tel qu'une onde de perturbation ne peut traverser plus
d'un �el�ement durant cet intervalle (voir Belytschko (9)). Cette condition peut être d�emontr�ee
dans le cadre lin�eaire et est largement utilis�ee dans le cadre non-lin�eaire. Dick et Harris (29)



100 Chapitre 5. Calcul adaptatif

proposent d'interrompre un calcul explicite pour remailler lorsque le pas de temps critique
devient inf�erieur au pas de temps initial multipli�e par un certain coe�cient (inf�erieur �a
l'unit�e). Ce crit�ere est justi��e par le fait que le pas de temps critique est, par sa d�e�nition,
li�e �a la distorsion de l'�el�ement. Dans un article consacr�e �a la sous-int�egration (Stainier et
Ponthot (124)), nous avons propos�e une expression de ce pas de temps critique bas�ee sur les
bornes pour la pulsation propre d'un quadrangle bilin�eaire �a un point de Gauss, qui avaient
�et�e �etablies par Flanagan et Belytschko (41) :

�tcrit =

s
�

(�+ 2�)biIbiI
(5:4)

o�u � est la densit�e, � et � les coe�cients de Lam�e et o�u les biI sont les d�eriv�ees spatiales des
fonctions de forme au centro��de (voir annexe A). Dans cette expression, le produit biIbiI est
repr�esentatif de la g�eom�etrie de l'�el�ement. Nous en avons d�eriv�e l'indicateur de distorsion
suivant (pour plus de d�etails, voir annexe D) :

� =
(x24 � y31)2 + (x31 + y24)2

2A
(5:5)

o�u xij (yij) est �ecrit pour xi � xj (yi � yj) et o�u A repr�esente l'aire de l'�el�ement. La
num�erotation des n�uds du quadrangle est donn�ee �a la �gure 5.3.

31

x24

y
42

y
 31

x

Y

1

2

3

4

X

Figure 5.3: Num�erotation des n�uds du quadrangle bilin�eaire

L'indicateur � est adimensionnel et varie entre 0 (pour un carr�e) et 1 (pour un �el�ement
d'aire nulle par exemple). A titre d'illustration, consid�erons un rectangle de côt�es a sur b,
pour lequel l'indicateur devient :

� =
(a� b)2

ab
=

(1� b
a)

2

b
a
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Si on veut limiter l'�elongation de l'�el�ement �a 5, on a alors une distorsion critique de

�crit =
16

5
= 3:2

Cela donne une id�ee de l'ordre de grandeur de la distorsion qui peut être admise. Si le
quadrangle d�eg�en�ere en un triangle par co��ncidence de deux de ses n�uds, l'indicateur �
conservera une valeur limit�ee. En e�et, pour un triangle de base b et de hauteur h, on aura :

� =
(1� 2h

b )
2

2h
b

il n'y a cependant rien d'�etonnant �a cela, puisqu'on peut construire des �el�ements triangulaires
lin�eaires par d�eg�en�erescence d'�el�ements quadrangulaires bilin�eaires (voir Hughes (61) ou Pon-
thot (108)). Par contre, si le quadrangle d�eg�en�ere en un triangle par alignement de trois de
ses n�uds, rien ne garantit que l'indicateur � prendra une valeur �elev�ee.

L'expression (5.5) constitue donc un indicateur de distorsion d'une e�cacit�e relative, mais
pr�esentant l'avantage d'être tr�es bon march�e au niveau temps de calcul. Il nous servira comme
crit�ere d'arrêt du calcul pour remaillage.

5.3.2 M�ethodes bas�ees sur l'allure du champ solution

A côt�e de la qualit�e purement g�eom�etrique du maillage, on peut �evaluer sa capacit�e �a
repr�esenter le ou les champs solution qu'il vise �a calculer. Autrement dit, on se pose la
question de savoir si le champ (discr�etis�e) de d�eplacement que l'on s'est donn�e est apte �a
repr�esenter correctement la solution que l'on cherche �a obtenir. Ce probl�eme se pose de
mani�ere aig�ue lorsque la solution pr�esente de fortes variations, comme c'est le cas en pr�esence
de chocs ou de bandes de cisaillement. La position et l'orientation de ces singularit�es n'est
g�en�eralement pas connue �a l'avance, et il apparâ�t donc int�eressant de pouvoir adapter la
discr�etisation pour en tenir compte au fur et �a mesure de leur apparition. Ajoutons que l'on
peut �egalement observer de forts gradients dans les zones o�u l'on impose les conditions limites
(contact, �xation, force ext�erieure, : : :). On va donc chercher �a construire un indicateur bas�e
sur un (ou plusieurs) champ consid�er�e comme repr�esentatif de la solution et qui nous donnera
la taille de maille n�ecessaire �a une bonne repr�esentation de cette solution. Dans le cadre de
la mise en forme des m�etaux ductiles, la variable la plus repr�esentative est sans doute la
d�eformation plastique �equivalente. Si l'on s'int�eresse �a l'apparition de macro�ssures, on peut
�eventuellement y ajouter l'endommagement. En ce qui concerne les bandes de cisaillement,
on peut �egalement imaginer de tenir compte du crit�ere de bifurcation de Rice (112) (bas�e sur
le tenseur acoustique), mais ce dernier ne donne pas directement d'information sur la largeur
de la bande de cisaillement.

Soit donc f le champ �a partir de l'allure duquel on veut d�eduire la nouvelle discr�etisation.
Dans le cas unidimensionnel, si le champ f est repr�esent�e sur des �el�ements lin�eaires, on peut
consid�erer que l'erreur moyenne de troncature par �el�ement est de l'ordre de

h2
�����@2f@x2

�����
o�u h est la taille de l'�el�ement (voir Peraire et al. (100) ou Pastor et al. (98)). Le maillage
optimal est celui pour lequel l'erreur de troncature est uniform�ement r�epartie sur tous les
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�el�ements, c'est-�a-dire pour lequel on a :

h2
�����@2f@x2

����� = constante (5:6)

A deux dimensions, on se basera sur la matrice hessienne suivante

@2f

@xi@xj

dont les directions principales X1 et X2 permettent de d�e�nir :

�1 =
@2f

@X2
1

; �2 =
@2f

@X2
2

; j�1j � j�2j (5:7)

De l�a, on peut d�eduire les tailles d'�el�ement souhait�ees dans les directions principales :

�21 =
j�1jmax

j�1j �2min et �22 =
j�1jmax

j�2j �2min (5:8)

o�u �min, d�e�ni par l'utilisateur, d�etermine le niveau de pr�ecision souhait�e. La connaissance
de �1 et de �2 permettrait de construire un maillage orient�e, mais nous travaillerons ici avec
des maillages isotropes, et on choisira donc :

� =
p
�1�2 (5:9)

ou encore
� = min(�1; �2; �max) (5:10)

o�u �max est la taille d'�el�ement que l'on souhaite ne pas d�epasser pour des raisons pratiques.

A côt�e de cette m�ethode bas�ee sur les d�eriv�ees secondes du champ, on peut �egalement
adopter une m�ethode, que l'on pourrait sans doute quali�er de plus heuristique, bas�ee sur
les d�eriv�ees premi�eres du champ. L'id�ee est alors d'essayer d'obtenir un maillage tel que la
variation (relative) du champ soit uniforme �a travers tous les �el�ements. On d�e�nit alors les
�1 et �2 de la mani�ere suivante :

�1 =
@f

@x1
�2 =

@f

@x2
(5:11)

On en d�eduit alors les tailles d'�el�ement suivantes pour chacune des directions de l'espace :

�1 =
j�1jmax

j�1j �min et �2 =
j�1jmax

j�2j �min (5:12)

et on d�e�nit toujours � par (5.9) ou (5.10). On peut prendre j�1jmax comme �egal �a la valeur
maximale de j�1j rencontr�ee sur tous les n�uds, ou bien se donner une valeur de la constante
j�1jmax �min.

L'�evaluation des d�eriv�ees premi�eres et de la matrice hessienne du champ f �a partir de ses
valeurs en un nombre �ni de points est obtenue par reconstruction lin�eaire ou quadratique sur
base de la m�ethode des moindres carr�es. Cela demande simplement de connâ�tre les voisins
de chaque point, et parfois les voisins des voisins pour pouvoir travailler avec su�samment
de points.
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5.3.3 M�ethodes bas�ees sur la notion d'erreur

Si l'on veut pousser plus loin la prise en compte de la solution pour guider la g�en�eration
du nouveau maillage, on peut utiliser la notion d'erreur. D'une mani�ere tr�es g�en�erale, on
peut consid�erer deux types d'approche de la notion d'erreur. Une premi�ere approche, dont
Zienkiewicz et Zhu (142) ont �et�e les pionniers, consiste �a mesurer l'erreur comme �etant une
certaine norme (typiquement dans L2) de la di��erence entre le champ solution donn�e par les
�el�ements �nis et un champ consid�er�e comme plus proche de la solution exacte. Ce dernier
champ est obtenu par reconstruction �a un ordre sup�erieur �a celui de la solution �el�ements �nis.
Ce type d'approche a �et�e adopt�ee par de tr�es nombreux auteurs, parmi lesquels on peut citer
p.e. Zhong (139) pour une application �a l'�elasticit�e lin�eaire et Habraken et al. (33;34;52;53)

pour une application �a la mise en forme. Ladev�eze et son �equipe (21;22;67) ont eux propos�e
une mesure de l'erreur, dite erreur en comportement, bas�ee sur la non-v�eri�cation au sens
fort d'une partie des �equations du probl�eme. Par exemple, ils mesurent l'�ecart entre le
champ des contraintes obtenu par les �el�ements �nis et un champ de contraintes statiquement
admissible construit �a partir de cette solution. Nous n'entrerons pas plus loin dans le sujet,
ce qui nous ferait sortir du cadre du travail, mais il nous semble cependant int�eressant de faire
remarquer que ces m�ethodes bas�ees sur le calcul d'erreur demandent de connâ�tre le coe�cient
de sensibilit�e de cette erreur �a la �nesse de la discr�etisation. Si la th�eorie math�ematique des
�el�ements �nis fournit des valeurs dans le cas lin�eaire, elle s'est, �a notre connaissance, tr�es peu
aventur�ee dans le domaine non-lin�eaire jusqu'ici. Or la pratique a montr�e que l'utilisation de
r�esultats �etablis dans le cadre lin�eaire hors de celui-ci pouvait se r�ev�eler peu �able : : :

5.4 Transfert des donn�ees

Apr�es s'être arrêt�e pour g�en�erer un nouveau maillage, et avant de pouvoir reprendre le cal-
cul, il est n�ecessaire de transf�erer certaines informations de l'ancien maillage vers le nouveau.
En e�et, le calcul non-lin�eaire �etant men�e de mani�ere incr�ementale, on a besoin d'une con-
�guration de r�ef�erence compl�ete et exprim�ee dans la nouvelle discr�etisation pour pouvoir le
poursuivre. Le probl�eme qui se pose est alors de limiter la perte d'information lors du passage
d'une discr�etisation �a une autre.

Les grandeurs �a transf�erer sont localis�ees soit aux n�uds, soit aux points de Gauss. On a
repris au tableau 5.1 une liste des grandeurs �a transf�erer dans le cas quasi-statique et celles
qu'il faut y ajouter dans le cas dynamique.

Table 5.1: Liste des grandeurs �a transf�erer et leur localisation

Quasi-statique

contraintes � points de Gauss

variables internes �i points de Gauss

Dynamique

densit�e � points de Gauss

vitesse _x n�uds

Remarque: dans le cas dynamique, on peut imaginer de transf�erer �egalement l'acc�el�eration
de mani�ere �a pouvoir mesurer le d�e�cit d'�equilibre dynamique obtenu avec les champs trans-
f�er�es, ce qui donnerait une indication sur la qualit�e du transfert. Dans un autre ordre d'id�ees,
on peut �egalement imaginer de transf�erer la vitesse dans le cas quasistatique, de mani�ere �a
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obtenir une meilleure premi�ere estimation de la con�guration �equilibr�ee en �n du premier
incr�ement de charge qui suit le remaillage. 2

Nous adopterons la technique de transfert suivante, qui, si elle n'est certainement pas
la moins di�usive, pr�esente n�eanmoins l'avantage d'être simple et d'une applicabilit�e tr�es
g�en�erale. Le transfert consiste en les trois �etapes suivantes :

1. Dans le maillage initial, extrapolation des grandeurs aux points de Gauss vers les
n�uds. Cette extrapolation peut être locale, c'est-�a-dire que l'on traite chaque �el�ement
s�epar�ement puis qu'on op�ere un moyennage au niveau des n�uds connect�es �a plusieurs
�el�ements, ou bien elle peut être globale, c'est-�a-dire qu'on utilise une m�ethode de type
moindres carr�es pour d�eterminer directement une valeur unique en tous les n�uds du
maillage. Remarquons que cette extrapolation peut poser des pobl�emes dans le cas
d'une discontinuit�e entre deux �el�ements voisins (associ�es �a des lois de comportement
di��erentes par exemple).

2. Transfert des grandeurs des noeuds du maillage initial vers le nouveau maillage. On
peut consid�erer que cette op�eration s'e�ectue entre deux nuages de points, en dehors
de toute connaissance du type des �el�ements impliqu�es, ce qui conf�ere �a l'op�eration
une grande g�en�eralit�e. Au niveau pratique, cela permet par exemple d'utiliser un pro-
gramme ind�ependant du code de calcul proprement dit, sans rien devoir connâ�tre du
fonctionnement interne de ce dernier.

3. Dans le nouveau maillage, il reste �a interpoler les grandeurs concern�ees depuis les n�uds
vers les points de Gauss.

Cette m�ethode, qui avait �egalement �et�e utilis�ee par Dick et Harris (29), ne semble pas, malgr�e
sa simplicit�e, engendrer une perte trop importante d'informations, comme nous le verrons
dans la suite.

Les conditions limites de contact (conditions de non-p�en�etration) sont ici trait�ees par la
m�ethode de la p�enalit�e. Si on ne prend en compte aucun ph�enom�ene de frottement, c'est-�a-
dire si on se limite aux cas du contact parfaitement glissant ou du contact collant, il n'existe
aucune variable d'h�er�edit�e li�ee �a ces conditions limites. Le seul traitement �a e�ectuer lors
d'un remaillage consiste alors �a �eventuellement projeter les n�uds fronti�eres sur la surface
de la matrice rigide avec laquelle ils sont en contact. Cela est notamment n�ecessaire lorsque
la discr�etisation est a�n�ee au voisinage d'une surface de contact courbe. Si on e�ectue
ensuite une op�eration de r�e�equilibrage avant de reprendre le calcul, il en r�esultera une certaine
p�en�etration de ces n�uds dans les matrices. Par contre, si on voulait consid�erer le cas du
frottement, il conviendrait de transf�erer certaines informations sur la situatuion du contact
avant remaillage, par exemple la pression de contact.

5.5 Conclusion

En r�esum�e, la proc�edure de remaillage se d�eroulera donc comme suit. Le calcul est en-
tam�e normalement et on �evalue �a intervalles r�eguliers l'indicateur de distorsion (5.5) pour
tous les �el�ements du maillage. Quand cet indicateur d�epasse une valeur seuil (choisie par
l'utilisateur) pour au moins un des �el�ements (on peut �egalement se �xer un pourcentage maxi-
mal d'�el�ements ayant atteint ce seuil), le calcul est interrompu et la con�guration courante
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est archiv�ee dans un �chier interm�ediaire. Ce �chier est alors relu par le programme de re-
maillage, qui construit une nouvelle discr�etisation, soit uniforme, avec une taille d'�el�ement
donn�ee, soit adaptative, par l'utilisation d'une des m�ethodes d�ecrites �a la section 5.3.2. Une
fois le nouveau maillage construit, la con�guration y est transf�er�ee (de n�uds �a n�uds). Le
r�esultat est alors archiv�e dans un second �chier interm�ediaire. C'est �a partir de ce �chier que
le programme de calcul peut alors red�emarrer. Ces op�erations se r�ep�etent chaque fois que la
distorsion du maillage devient critique, jusqu'�a l'obtention de la solution �nale. Le processus
complet peut bien entendu être automatis�e par l'utilisation d'un �chier de commande.
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6.1 Introduction

Nous allons maintenant appliquer les techniques de remaillage qui viennent d'être d�ecrites
�a deux exemples de mise en forme et au cas de localisation en bandes de cisaillement d�ej�a
�etudi�e pr�ec�edemment. Il s'agit tout d'abord du cas de l'�ecrasement d'un lopin cylindrique
par une matrice rigide. Malgr�e son apparente simplicit�e, ce processus est repr�esentatif des
processus d'�ecrasement en g�en�eral, qui sont fr�equemment rencontr�es en mise en forme (voir
par exemple le cas de la mise en forme du boulon). Nous comparerons les r�esultats obtenus
sans remaillage, avec remaillage uniforme (�el�ements de taille constante) et avec remaillage
adaptatif (�el�ements de taille variable). Cet exemple illustre bien le gain en qualit�e de la
solution que peut apporter le remaillage.

On �etudie ensuite le cas du poin�connement d'un lopin de mati�ere par une matrice rigide
de forme h�emisph�erique. Ce cas est d�ej�a plus complexe que le pr�ec�edent, et reprend certaines
caract�eristiques du processus d'extrusion arri�ere. Le remaillage y est absolument n�ecessaire
et on utilisera directement les m�ethodes d'adaptation de la taille d'�el�ement. Cet exemple
illustre le gain en temps de calcul li�e �a une meilleure distribution spatiale des �el�ements, avec
un maillage a�n�e l�a o�u c'est n�ecessaire.

Pour terminer, on reprend le cas de la plaque plane en traction, pour lequel on va essayer
de traiter les bandes de localisation par le remaillage adaptatif. Le processus s'av�ere assez
d�elicat et les conclusions �a en tirer sont mitig�ees : le remaillage permet bien de capturer des
bandes de cisaillement, mais nous n'avons obtenu aucune certitude sur la validit�e intrins�eque
de la solution.

6.2 Ecrasement d'un lopin cylindrique

Le premier exemple de processus de mise en forme auquel nous allons appliquer la technique
de remaillage propos�ee ci-avant est celui de l'�ecrasement d'un lopin de mati�ere de forme
initialement cylindrique. Vu les di��erentes sym�etries du probl�eme, nous n'�etudierons qu'un
quart de section (voir �gure 6.1). Le contact entre la matrice rigide �ecrasant le lopin et la
surface de celui-ci sera suppos�e collant, c'est-�a-dire qu'une fois la mati�ere entr�ee en contact
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avec la matrice, il ne peut y avoir aucun glissement entre les deux surfaces. Rappelons
que les conditions limites de contact sont ici trait�ees par la m�ethode de la p�enalit�e (voir
Bittencourt (16), Ponthot (108)). Le mat�eriau consid�er�e ici est �elastoplastique �a �ecrouissage
lin�eaire :

E = 200 GPa � = 0:3
�Y = 700 + 300:5� �pl MPa

Aucun endommagement n'est consid�er�e ici. Le lopin �etudi�e a initialement les dimensions
suivantes : H = L = 0:1 m, et est discr�etis�e par 10� 10 �el�ements quadrangulaires.

L

H

Figure 6.1: Ecrasement d'un lopin { description du probl�eme

Cette application est �a rapprocher du cas de la mise en pr�e-forme d'un boulon, la tête de
celui-ci jouant le rôle du lopin. Or, nous avons constat�e dans le cas du boulon une d�eformation
excessivement importante du maillage, ce qui se r�ep�ete ici, comme on le voit �a la �gure 6.2,
qui montre la solution obtenue pour une r�eduction de hauteur de 70% si on n'op�ere aucun
remaillage. La situation est particuli�erement critique pour l'�el�ement occupant initialement
le coin sup�erieur droit, qui d�eg�en�ere rapidement en triangle. Ce cas, en apparence simple,
se r�ev�ele �egalement d�elicat si on veut lui appliquer la m�ethodologie eul�erienne-lagrangienne
bas�ee sur l'interpolation trans�nie, telle que propos�ee par Ponthot (108). En e�et, il faut alors
d�eplacer le \coin", c'est-�a-dire l'endroit o�u l'on consid�ere que l'on passe d'une ligne mâ�tresse
�a l'autre, ce qui n�ecessite la mise en �uvre d'une technique num�erique sp�eciale, que Ponthot
d�esigne par \�el�ement de coin". L'utilisation d'un remaillage complet permet par contre de
traiter tout naturellement ce genre de probl�eme, comme nous allons le voir.
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a. maillage b. d�eformation plastique �equivalente
Figure 6.2: Ecrasement d'un lopin { solution obtenue sans remaillage

Dans un premier temps, nous allons consid�erer un remaillage �a taille d'�el�ement uniforme,
c'est-�a-dire qui vise simplement �a �eviter des distorsions trop importantes dans le maillage.
Comme nous l'avons d�ej�a dit, nous partons d'un maillage de 100 �el�ements de forme initiale-
ment carr�ee et de côt�e 0:01 m. Nous nous sommes impos�es une distorsion critique assez
basse, de 0:5. Cela signi�e donc que lorsque l'indicateur (5.5) atteint cette valeur pour au
moins une maille, le calcul est interrompu, la con�guration est archiv�ee dans un �chier, �a
partir duquel le programme de remaillage construit une nouvelle discr�etisation. On transf�ere
alors les donn�ees de cette con�guration d'un maillage �a l'autre, le r�esultat est archiv�e dans un
autre �chier interm�ediaire, qui est ensuite relu par le programme de calcul lorsqu'il red�emarre.
Toute cette proc�edure peut être r�ealis�ee de mani�ere automatique par l'utilisation d'un �chier
de commande. La phase la plus sensible est bien entendu celle du remaillage, la robustesse
du mailleur �etant indispensable. Dans le cas �etudi�e ici, ainsi que dans l'exemple suivant
(poin�connement h�emisph�erique), le mailleur tel que nous l'avons programm�e s'est toujours
tr�es bien comport�e, sans qu'aucune intervention ne soit n�ecessaire. En tout �etat de cause,
dans les cas (�a notre avis in�evitables avec les maillages enti�erement quadrangulaires) o�u le
mailleur rencontrerait un cas pathologique, il su�t alors �a l'utilisateur d'adapter momen-
tan�ement les param�etres de contrôle (tailles minimale et maximale d'�el�ement, par exemple)
de mani�ere �a contourner le probl�eme, puis de relancer le processus.

Cette proc�edure automatique a conduit, dans le cas du remaillage uniforme du lopin, �a
six interruptions du calcul pour remaillage, la discr�etisation �nale comportant 56 �el�ements
(pour 100 au d�epart). On a repr�esent�e �a la �gure 6.3 les deux maillages (avant et apr�es
remaillage), ainsi que les distributions de d�eformation plastique �equivalente, relatifs �a la
deuxi�eme interruption, intervenue pour une descente de la matrice �egale �a environ 39% de la
hauteur initiale (c'est-�a-dire �a peu pr�es �a mi-chemin). La �gure 6.4 repr�esente elle la solution
(maillage et d�eformation plastique �equivalente) obtenue en �n de processus, c'est-�a-dire apr�es
une r�eduction de hauteur de 70% de la hauteur initiale. On constate que l'�el�ement situ�e au
niveau du \coin" initial reste bien conditionn�e tout au long du calcul, sans qu'aucune m�ethode
particuli�ere ne soit mise en �uvre.
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a. maillage et d�eformation plastique �equivalente avant remaillage

b. maillage et d�eformation plastique �equivalente apr�es remaillage

Figure 6.3: Remaillage pour une descente de matrice de 39% de H

a. maillage b. d�eformation plastique �equivalente
Figure 6.4: Ecrasement d'un lopin { solution avec remaillage uniforme
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a. 30% de H b. 40% de H

c. 50% de H d. 60% de H

Figure 6.5: Maillages pour di��erentes valeurs de descente de la matrice

On observe dans les r�esultats pr�ec�edents que la d�eformation plastique �equivalente se con-
centre �a l'endroit constituant initialement le coin sup�erieur droit du lopin (ce qui est physique-
ment compr�ehensible). On a donc r�ealis�e le même calcul que ci-dessus, avec remaillage chaque
fois que l'indicateur de distorsion (5.5) atteind la valeur critique de 0:5, mais en essayant
cette fois d'adapter la taille d'�el�ement au gradient spatial du champ de d�eformation plastique
�equivalente : la taille d'�el�ement varie entre 0:002 m et 0:01m et on essaye d'obtenir une vari-
ation relative du champ de d�eformation plastique �equivalente limit�ee �a 10 %. La proc�edure
automatique conduit alors �a quinze interruptions du calcul pour remaillage (quelques-uns
des maillages interm�ediaires sont repr�esent�es �a la �gure 6.5), pour �nalement aboutir �a la
solution repr�esent�ee �a la �gure 6.6.

a. maillage b. d�eformation plastique �equivalente
Figure 6.6: Ecrasement d'un lopin { solution avec remaillage adaptatif

Pour conclure cet exemple, on peut dresser un tableau comparatif de di��erentes grandeurs
signi�catives : nombre de pas, nombre d'it�erations, nombre de remaillages, temps CPU�,
rayon ext�erieur (�a hauteur du plan de sym�etrie horizontal) du lopin dans la con�guration

�Machine utilis�ee : DEC Alpha 600
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�nale, d�eformation plastique �equivalente maximale (table 6.1).

Table 6.1: Ecrasement d'un lopin { tableau comparatif des r�esultats

cas 1 cas 2 cas 3

nombre de pas 45 108 210

nombre d'it�erations 103 205 522

nombre de remaillages | 6 15

temps CPU 22 sec 35 sec 2 min 07 sec

rayon ext�erieur (m) 0.1860 0.1863 0.1865

�plmax 2.965 2.656 5.534

Pour rappel, le cas 1 correspond au calcul sans remaillage, le cas 2 correspond au calcul
avec remaillage uniforme et le cas 3 correspond au calcul avec remaillage adaptatif. Ce tableau
appelle quelques commentaires. Tout d'abord, l'augmentation du nombre de pas avec le
nombre de remaillages est due au fait qu'apr�es une interruption, le calcul doit être repris avec
un incr�ement de mise en charge limit�e (c'est-�a-dire plus petit que le dernier incr�ement utilis�e
avant l'interruption). Cette contrainte rentre dans le cadre de la proc�edure automatique
utilis�ee pour le calcul du pas de temps / incr�ement de mise en charge et qui consiste �a
adapter la taille du pas �a la vitesse de convergence obtenue au pas pr�ec�edent. L'�etape de
(re)d�emarrage �etant plus d�elicate �a ce point de vue, on utilise initialement un pas de temps
limit�e qui crô�t ensuite au fur et �a mesure que le processus incr�emental entre \en r�egime".
La r�ep�etition de cette phase engendre donc une augmentation du nombre total de pas. Le
nombre d'it�erations augmente lui aussi, pour les mêmes raisons. On voit en e�et que l'on reste
�a environ 2{3 it�erations par pas en moyenne. Parall�element �a l'augmentation du nombre de
pas et d'it�erations, on constate une augmentation du coût CPU avec le nombre de remaillages.
Pr�ecisons tout d'abord qu'il s'agit en fait du temps cumul�e consomm�e par les �etapes de calcul.
Les �etapes de remaillage n'ont pas �et�e comptabilis�ees car leur coût est n�egligeable, l'op�eration
�etant quasi instantan�ee pour les maillages utilis�es ici (nombre d'�el�ements � 1000). Au pire,
on pourrait comptabiliser 1 seconde CPU par remaillage. Cela �etant dit, il faut prendre en
compte les consid�erations suivantes, qui att�enuent quelque peu cette augmentation du coût
CPU. En e�et, le nombre de remaillages est dans le cas pr�esent assez �elev�e alors que le temps
total de calcul est assez faible : en moyenne, on a ici un remaillage �a intervalles de 15 pas et
5 secondes CPU pour le cas 2 et de 14 pas et 7.5 secondes CPU pour le cas 3. Le coût g�en�er�e
par le pr�e-traitement des donn�ees, n�ecessaire �a chaque reprise du calcul, devient alors plus
signi�catif que sur un probl�eme �a fr�equence de remaillage plus faible (en nombre de pas de
temps). A cela s'ajoute �egalement le coût de red�emarrage en nombre de pas, comme expliqu�e
plus haut, qui se traduit bien entendu par un coût en temps CPU. Cela �etant, les calculs avec
remaillages conduisent �a des solutions g�eom�etriquement semblables : le rayon ext�erieur varie
tr�es peu d'un cas �a l'autre. Par contre, même si la r�epartition des zones les plus plasti��ees ne
change pas, l'amplitude de la d�eformation plastique varie elle assez fortement : la diminution
de la valeur maximale entre le cas 1 et le cas 2 correspond au meilleur traitement de la
zone formant initialement le coin (plus d'�el�ement d�eg�en�erant en triangle) tandis que la valeur
�elev�ee obtenue dans le cas 3 correspond simplement au ra�nement de la discr�etisation dans
cette zone.

Pour terminer, on peut encore comparer les courbes de la force d'�ecrasement exerc�ee au
niveau de la matrice en fonction du niveau de descente de celle-ci (�gure 6.7). On y observe
les pics (n�egatifs) associ�es �a chaque remaillage. A part cela, l'allure moyenne des courbes
varie peu.
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Figure 6.7: Evolution de la force d'�ecrasement au cours de la descente du poin�con pour les
di��erents cas

L'int�erêt principal du remaillage dans ce cas pr�ecis r�eside principalement dans l'am�eliora-
tion de la qualit�e de la solution, �a un prix qui pourrait �a premi�ere vue sembler �elev�e. Mais
nous allons voir avec l'application suivante que ce surcoût ne doit certainement pas être
consid�er�e comme g�en�eralis�e, bien au contraire.
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6.3 Poin�connement h�emisph�erique

Nous allons maintenant illustrer la proc�edure de remaillage sur un second exemple de pro-
cessus de mise en forme. Il s'agit ici d'un cas de poin�connement d'un lopin par une matrice
rigide h�emisph�erique. La g�eom�etrie du probl�eme est d�ecrite �a la �gure 6.8 o�u l'on voit que
l'on va pro�ter de l'axisym�etrie du probl�eme. Les dimensions utilis�ees ici sont les suivantes :
L = 0:1 m, H = 0:1 m et R = 0:05 m. Le poin�con est enfonc�e de 0:05 m dans le lopin
(c'est-�a-dire compl�etement enfonc�e), dont les propri�et�es mat�erielles sont les suivantes :

E = 206 GPa � = 0:3 � = 8930 kg=m3

�Y = 346:4 + 138� �pl MPa

Aucun endommagement ne sera pris en compte dans ce cas-ci. Le contact sera ici consid�er�e
comme glissant sans frottement.

LH

R

Figure 6.8: Poin�connement h�emisph�erique { description du probl�eme

Si on entame le calcul avec un maillage r�egulier de 100 (10� 10) �el�ements carr�es, et que
l'on n'op�ere aucun remaillage, on arrive tr�es rapidement �a une situation pathologique et le
calcul doit être interrompu pour une descente du poin�con de 84% de la descente souhait�ee, ce
qui se comprend au vu de l'allure du maillage �a cet instant (�gure 6.9). Signalons au passage
que les valeurs de la d�eformation plastique grimpent alors jusqu'�a plus de 50 !

A�n de pouvoir comparer avec les solutions que l'on obtiendra avec remaillage, on a alors
consid�er�e le même calcul avec un maillage initial de 25 � 25 �el�ements, pour lesquels on a
concentr�e les n�uds sous le poin�con. On arrive alors �a pousser le calcul jusqu'�a environ
96% de descente du poin�con, niveau auquel on a la solution repr�esent�ee �a la �gure 6.10. De
nouveau, on constate la forte distorsion des mailles sous le poin�con, ce qui justi�e donc le
recours au remaillage.
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Figure 6.9: Poin�connement h�emisph�erique { solution sans remaillage (maillage 10 � 10),
enfoncement de 84%

a. maillage b. d�eformation plastique �equivalente
Figure 6.10: Poin�connement h�emisph�erique { solution sans remaillage (maillage 25 � 25),

enfoncement de 96%
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On reprend alors le calcul avec un maillage initial de 10 � 10 �el�ements, mais on limite
cette fois la distorsion en prenant comme crit�ere l'indicateur (5.5), dont on limite la valeur
�a 2. Il s'agit d'une valeur d�ej�a assez �elev�ee, mais nous verrons qu'elle su�t �a assurer le
maintien d'une qualit�e de maillage correcte. Etant donn�e la g�eom�etrie courbe du poin�con,
ainsi que la pr�esence d'un fort gradient de d�eformation plastique sous ce poin�con, on pro�tera
du remaillage pour a�ner la discr�etisation au voisinage de la zone de contact. Ainsi, la taille
des �el�ements variera de 0:0007m �a 0:01m, de mani�ere �a ce que la variation relative du champ
de d�eformation plastique �equivalente ne d�epasse pas 10%. On peut alors conduire le calcul
jusqu'�a l'enfoncement voulu, c'est-�a-dire jusqu'�a mi-hauteur du lopin, avec trois interruptions
pour remaillage (respectivement �a 25%, 41% et 59% de l'enfoncement �nal { voir �gure 6.11),
et on obtient la solution pr�esent�ee �a la �gure 6.12, avec une discr�etisation en 316 �el�ements.
Pour bien illustrer le gain en qualit�e que l'on a obtenu sur le maillage, on compare �a la �gure
6.13 un agrandissement de la zone sous le poin�con dans le cas sans remaillage et dans le cas
avec remaillage.

a. 0% b. 25%

c. 41% d. 59%

Figure 6.11: Maillages �a di��erents niveaux de descente du poin�con (% de l'enfoncement �nal)
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a. maillage b. d�eformation plastique �equivalente
Figure 6.12: Poin�connement h�emisph�erique { solution �nale avec remaillage

a. sans remaillage b. avec remaillage
Figure 6.13: Poin�connement h�emisph�erique { agrandissement de la zone situ�ee sous le poin�con

A�n de mieux quanti�er les avantages apport�es par le remaillage, on a rassembl�e au
tableau 6.2 un certain nombre de r�esultats signi�catifs : nombre de pas, nombre d'it�erations,
temps CPUy, d�eformation plastique �equivalente maximale.

Table 6.2: Poin�connement h�emisph�erique { tableau comparatif des r�esultats

sans remaillage (25� 25 �el�ements) avec remaillage (3 remaillages)

nombre de pas 410 pas 494 pas

nombre d'it�erations 1036 it�erations 1293 it�erations

temps CPU 1 h 12 min 23 sec 28 min 14 sec

�plmax 4.082 2.754

On constate que l'augmentation du nombre de pas de temps est cette fois assez l�eg�ere,
ce qui peut s'expliquer par la faible fr�equence de remaillage (tous les 125 pas en moyenne).
En e�et, la phase de red�emarrage p�ese alors moins dans le coût total du calcul. Le nombre
d'it�erations suit le nombre de pas (comme pr�ec�edemment, on a en moyenne 2{3 it�erations
par pas). Quant au temps CPU, on obtient ici un facteur d'environ 2.5 en faveur du cas avec

yMachine : DEC Alpha 600



118 Chapitre 6. Applications (2�eme partie)

remaillage, contrairement �a ce qui avait �et�e obtenu dans l'application pr�ec�edente. Ce gain
important peut être expliqu�e par plusieurs facteurs. Tout d'abord, dans le cas avec remaillage,
le nombre d'�el�ements en jeu varie entre 100 et 316, contre 625 dans le cas sans remaillage.
De plus, le remaillage permet de maintenir une qualit�e d'�el�ement acceptable, alors que les
�el�ements fortement distordus du cas sans remaillage ralentissent la convergence du processus
de recherche de l'�equilibre. Mais il est vrai que ce dernier e�et favorable est gomm�e par le
coût (en pas et en it�erations) des red�emarrages. Pour terminer, on constate que l'am�elioration
de la qualit�e de la solution se marque �egalement par les niveaux de d�eformation plastique
�equivalente qui sont atteints. En e�et, dans le cas sans remaillage, la forte distorsion des
�el�ements fait grimper cette grandeur jusqu'�a des valeurs sup�erieures �a 4, alors que l'utilisation
du remaillage conduit �a des valeurs restant inf�erieures �a 3.

Pour terminer, on peut cette fois encore comparer les courbes de la force exerc�ee sur la
matrice en fonction de l'enfoncement (�gure 6.14). On obtient des courbes assez proches,
sauf sur la �n, quand la di��erence entre la distorsion des mailles dans chacun des cas devient
tr�es importante. On remarquera �egalement les sauts li�es �a la prise de contact d'un nouveau
n�ud (au d�ebut de la courbe), ainsi que les pics n�egatifs qui correspondent aux remaillages.
Notons que leur amplitude est nettement moindre que dans l'exemple de l'�ecrasement d'un
lopin.
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Figure 6.14: Evolution de la force d'enfoncement au cours de la descente du poin�con pour les
di��erents cas

Cet exemple con�rme donc l'int�erêt des techniques de remaillage, qui permettent une
am�elioration de la qualit�e de la solution tout en conservant un coût raisonnable, ou même
le diminuant, ce par une distribution mieux adapt�ee des �el�ements au travers du domaine de
calcul.
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6.4 Un exemple de localisation en bandes de cisaillement
(suite)

Avant d'appliquer les techniques de remaillage au cas de la plaque plane en traction d�ej�a
�etudi�ee, il est int�eressant d'observer le processus de di��erenciation de la solution entre les
trois maillages pr�ec�edemment utilis�es. A cette �n, on a repr�esent�e �a la �gure 6.15 la distri-
bution d'endommagement pour chacune des discr�etisations et pour un d�eplacement impos�e
du bord droit u = 0:20L, u = 0:25L et u = 0:30L. On y constate que pour un d�eplacement
u = 0:2L, la di��erenciation n'est pas encore r�eellement apparue : on retrouve une distri-
bution d'endommagement qualitativement identique pour chacun des maillages, c'est-�a-dire
quatre zones de concentration reli�ees par des bandes plus ou moins marqu�ees, formant ap-
proximativement un motif en damiers. Un peu plus loin, pour un d�eplacement u = 0:25L,
la concentration du coin sup�erieur gauche a tendance �a disparâ�tre tandis que les bandes de
cisaillement commencent �a apparâ�tre nettement, pour les deux maillages les plus �ns en tout
cas. En e�et, dans le maillage grossier, on a l'impression qu'une des zones de concentration
absorbe petit �a petit la bande de cisaillement sup�erieure. Pour un d�eplacement u = 0:3L,
la di��erenciation entre les cartes d'endommagement sur chaque maillage est devenue claire,
avec deux bandes sur le maillage 10� 10, ce que l'on pourrait appeler deux bandes et demi
sur le maillage 20�20 et trois bandes sur le maillage 30�30. Nous avons �egalement calcul�e la
solution avec 40� 40 �el�ements (non repr�esent�ee ici), ce qui nous a bien con�rm�e la tendance
observ�ee ici : on retrouve alors nettement les trois bandes, celle du haut se rapprochant du
coin sup�erieur gauche.

De ces consid�erations, on peut tirer quelques conclusions sur la fa�con dont un remaillage
e�cace doit être e�ectu�e. Ainsi, il faut �eviter de remailler trop tard. Si on remaille quand on
a atteint un d�eplacement u = 0:3L par exemple, on voit bien que le r�esultat de l'op�eration
d�ependra du maillage initial, ce qui ne peut conduire qu'�a un renforcement de la di��erence
entre les solutions obtenues avec di��erents maillages de d�epart ! Par contre, il semble a priori
qu'un remaillage en u = 0:2L devrait conduire �a des r�esultats moins d�ependants du maillage
de d�epart. Mais il faut bien dire que le maillage est �a ce moment encore assez r�egulier, ce
qui rend notre indicateur de distorsion d'un usage un peu d�elicat. Sans doute la solution se
trouve-t-elle dans l'utilisation de crit�eres de localisation de type Rice (112), dont nous avons
parl�e pr�ec�edemment, mais le d�eveloppement d'un tel crit�ere sort du cadre que nous nous
sommes �x�e ici. Le contrôle des instants de remaillage se fera donc dans ce cas-ci de mani�ere
plus interactive et moins automatique.

On entame le calcul avec un maillage de 100(5 � 20) �el�ements initialement carr�es. La
premi�ere interruption a lieu pour un d�eplacement impos�e u = 0:25L. A ce moment, la
distribution d'endommagement n'est pas encore localis�ee, elle se fait selon le mode en damier
dont nous avons d�ej�a parl�e plus tôt (voir �gure 6.16). Nous allons donc en pro�ter pour
remailler avant que la localisation ne soit trop pouss�ee. L'adaptation de la taille du maillage
se fera cette fois sur base de la d�eriv�ee seconde du champ d'endommagement, comme expliqu�e
�a la section 5.3.2 du chapitre pr�ec�edent. Etant donn�e que ce champ est assez uniforme, nous
allons utiliser une taille minimale d'�el�ement pas trop basse, sous peine de se retrouver avec
un maillage tr�es �n. On choisit donc un �min = 0:06 L et un �max = 0:2 L. On obtient alors
le maillage repr�esent�e �a la �gure 6.16.c.
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u = 0:20L

u = 0:25L

u = 0:30L

maillage 10� 10 maillage 20� 20 maillage 30� 30
Figure 6.15: Cartes d'endommagement illustrant la formation des bandes de cisaillement en

fonction du d�eplacement impos�e u
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a. maillage de d�epart b. endommagement c. maillage r�esultat
Figure 6.16: Premier remaillage en u = 0:25L

Le calcul reprend ensuite jusqu'�a un d�eplacement impos�e u = 0:275L, pour lequel la
localisation est d�ej�a nettement marqu�ee (�gure 6.17). On remaille cette fois avec un �min =
0:03 L, toujours selon l'indicateur du second ordre et avec un �max = 0:2 L. Le r�esultat
obtenu est repr�esent�e �a la �gure 6.17.c. On continue le calcul, en remaillant �a intervalles de
d�eplacement impos�e de 0:025L (u = 0:3L, u = 0:325L, : : : ). Pour u = 0:350L, la localisation
s'est encore renforc�ee, ce qui se traduit dans le maillage associ�e (voir �gure 6.18). Apr�es un
dernier remaillage en u = 0:375L, le calcul doit être interrompu pour manque de convergence
alors qu'on a atteint un d�eplacement impos�e de u = 0:393L. En fait, on voit �a la �gure
6.19 que l'endommagement a alors atteint sa valeur ultime dans la bande de cisaillement. On
constate �egalement que les bandes de cisaillement n'apparaissent plus si nettement sur la carte
d'endommagement, qui est plutôt localis�e dans une zone ponctuelle. Par contre, ces bandes
sont mieux visibles sur la carte de d�eformation plastique �equivalente (�gure 6.19.c). On
observe �nalement que la solution obtenue ici est qualitativement assez proche de la solution
obtenue pr�ec�edemment avec le maillage 20 � 20, mais que l'endommagement a augment�e
beaucoup plus vite ici (on a atteint la valeur ultime d = 0:65 pour un d�eplacement impos�e
u � 0:4L, alors que pr�ec�edemment on atteignait d = 0:5 en u = 0:5L).
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a. maillage de d�epart b. endommagement c. maillage r�esultat
Figure 6.17: Deuxi�eme remaillage en u = 0:275L

a. maillage b. endommagement
Figure 6.18: Solution en u = 0:35 L
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a. maillage b. endommagement c. d�efo. plastique �equivalente
Figure 6.19: Solution �nale (u = 0:39 L)

On constate donc bien que le remaillage permet de capturer la localisation de la d�eforma-
tion dans les bandes de cisaillement et de suivre l'�evolution de ces derni�eres. Par contre, on
observe que la solution d�epend toujours du maillage initial. Ainsi, si on part d'un maillage
plus �n, on obtient une disposition di��erente pour les bandes, comme illustr�e �a la �gure
6.20. En fait, comme nous l'avions d�ej�a dit, le remaillage seul ne peut su�re �a r�egulariser le
probl�eme.

a. maillage b. endommagement
Figure 6.20: Solution �nale obtenue �a partir d'un maillage initial de 10� 40 (u = 0:375 L)

Par contre, si l'on introduit de la viscosit�e, avec les param�etres k = 10�3�0Y et m = 0:3,
correspondant �a une longueur caract�eristique mat�erielle l = 0:126L, le probl�eme est bien
r�egularis�e, comme on le voit �a la �gure 6.21. On y retrouve bien la même solution qu'au
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paragraphe 4.5. On voit �egalement que la largeur de la bande ne d�epend plus de la taille des
�el�ements qui s'y trouvent.

a. maillage b. endommagement
Figure 6.21: Solution �nale avec r�egularisation visqueuse (u = 0:50 L)

Le remaillage adaptatif devrait donc permettre de capturer les bandes de cisaillement
dans les cas o�u la longueur caract�eristique introduite est petite, voire tr�es petite, sans pour
autant devoir utiliser une discr�etisation trop lourde. Il reste cependant l'obstacle du crit�ere
de remaillage. En e�et, le crit�ere bas�e sur le hessien du champ d'endommagement que nous
avons utilis�e ici n'est pas l'indicateur de localisation optimal. En e�et, il faut attendre que
la localisation soit bien marqu�ee pour que ce crit�ere capture les bandes de cisaillement. Et il
a même plutôt tendance �a capturer les bords des bandes plutôt que les bandes elles-mêmes,
comme on le voit �a la �gure 6.21. Avec ce crit�ere, on ne pourra donc capturer une bande
de faible largeur qu'en partant d'une discr�etisation initiale su�samment �ne, et qui sera
d�era�n�ee apr�es l'apparition de la localisation. Pour �eviter ce probl�eme, il faudrait utiliser,
pour guider le processus de remaillage, des indicateurs de localisation (du type Rice (112),
mais pas seulement, comme sugg�er�e par Charler et Pierry (19)). Cela permettrait de d�etecter
la localisation en temps utile et d'adapter le maillage en cons�equence.



Pour conclure, nous allons reprendre l'un apr�es l'autre les th�emes abord�es dans les trois
chapitres principaux de cette th�ese : les mod�eles de comportement, les aspects num�eriques
li�es �a la mod�elisation de l'endommagement et de la rupture et les m�ethodes d'adaptation
de maillage. Pour chacun de ces di��erents aspects du probl�eme, nous allons tout d'abord
rappeler les r�esultats obtenus et les conclusions qu'il faut en tirer, apr�es quoi nous d�ecrirons
bri�evement les d�eveloppements qui, �a l'heure de clôturer cette th�ese, nous semblent devoir
être envisag�es �a court ou moyen terme pour compl�eter le traitement du sujet. On �etablira
ensuite une conclusion g�en�erale.

7.1 Mod�eles de comportement

Dans le chapitre 2, nous avons pr�esent�e un mod�ele uni��e de comportement �elastoviscoplasti-
que avec endommagement. Comme nous avons pu le voir, ce mod�ele peut être caract�eris�e par
la r�ef�erence qui y est continuellement faite aux microm�ecanismes responsables du comporte-
ment qu'il permet de simuler, tout en restant �d�ele au formalisme de la TPI. L'originalit�e
des d�eveloppements propos�es �a ce niveau ne doit pas tellement être cherch�ee dans le fond,
mais plutôt dans la forme. En e�et, toutes les expressions math�ematiques utilis�ees dans le
mod�ele pr�esent�e sont issues de la litt�erature, même si nous avons quelque peu innov�e dans
la mani�ere de les combiner. Mais nous avons plutôt port�e notre int�erêt sur le cadre formel
(math�ematiquement parlant) dans lequel ces relations s'ins�erent. Cela nous a permis d'obtenir
un mod�ele regroupant et couplant de mani�ere naturelle les comportements �elastique, plas-
tique, visqueux et l'endommagement ductile. Au passage, nous avons �egalement pu mesurer
comment le choix d'un formalisme pour le comportement r�eversible (hypo�elastique ou hyper-
�elastique) in
uen�cait le choix de la variable d'endommagement et de sa variable duale associ�ee.

Au niveau des mod�eles de comportement, il reste un probl�eme dont nous avons peu parl�e
jusqu'ici, mais qui est n�eanmoins fondamental. Il s'agit de l'identi�cation des param�etres du
mod�ele que nous avons utilis�e. Leur origine microscopique rend leur identi�cation di�cile
dans les cas pratiques. Certains auteurs ont entam�e une analyse num�erique de sensibilit�e
aux di��erents param�etres (voir Picart et al. (106)), mais il nous semble qu'il serait plus
int�eressant de d�evelopper des m�ethodes automatiques ou semi-automatiques d'analyse des
r�esultats exp�erimentaux pour d�eterminer la valeur des di��erents param�etres des mod�eles con-
stitutifs. La mise au point de telles m�ethodologies de calcul inverse d�epasse �evidemment, et
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de loin, le cadre de cette th�ese. Par contre, nous pensons qu'une des premi�eres am�eliorations
�a apporter au mod�ele serait de quelque peu simpli�er l'expression math�ematique de la sur-
face d'�ecoulement utilis�ee. L'utilisation d'une surface elliptique (du type de celle utilis�ee par
Oyane et Shima (97)) devrait par exemple all�eger le traitement algorithmique des �equations
du mod�ele, rendu assez lourd par la pr�esence de fonctions hyperboliques, tout en pr�eservant
ses caract�eristiques de couplage des comportements d�eviatorique et volumique. Cela devrait
�egalement simpli�er un �eventuel processus d'identi�cation des param�etres. De ce point de
vue, il serait �egalement int�eressant de se placer compl�etement dans le cadre de la TPI, c'est-
�a-dire de passer �a un formalisme hyper�elastique pour la partie r�eversible, ce a�n de pro�ter
au maximum de l'outillage math�ematique qui y est associ�e (notions de dualit�e, : : : ).

7.2 Aspects num�eriques

A�n de permettre l'utilisation pratique, dans un code de calcul des structures, du mod�ele de
comportement pr�esent�e ici, nous lui avons adjoint les outils num�eriques n�ecessaires. Le pre-
mier probl�eme �a r�esoudre �etait celui de l'int�egration temporelle des �equations constitutives. A
cette �n, nous avons d�evelopp�e un sch�ema d'int�egration num�erique g�en�eralisant la m�ethode
du retour radial de l'�elastoplasticit�e classique (d�eviatorique) au cas de l'�elastoviscoplasticit�e
non purement d�eviatorique. On a ensuite �ecrit une loi tangente consistante avec ce sch�ema
d'int�egration, de mani�ere �a obtenir un processus it�eratif de r�esolution de l'�equilibre structural
le plus e�cace possible. Cela nous am�ene �a l'int�egration spatiale par la MEF des �equations
d'�equilibre. A ce niveau, nous avons abord�e le probl�eme du choix des �el�ements �a utiliser et
nous avons indiqu�e comment �eviter le \locking" volumique. L'int�erêt de la sous-int�egration
totale, accompagn�ee d'une m�ethode de stabilisation ad�equate, nous est apparue de mani�ere
indiscutable lors de l'application du mod�ele propos�e �a la simulation de la rupture d'un bar-
reau cylindrique en striction. D'autres applications nous ont �egalement permis d'illustrer
l'utilisation du mod�ele pour la simulation de processus de mise en forme et d'impact.

Un des ph�enom�enes les plus complexes parmi ceux qui sont li�es �a l'endommagement est
celui de la localisation de la d�eformation en bandes de cisaillement, souvent �a l'origine de la
rupture macroscopique. Parmi les nombreuses m�ethodes possibles pour contrer la perte de
r�egularit�e de la solution li�ee �a l'apparition de la localisation, nous avons opt�e pour l'utilisation
d'une loi de comportement visqueuse, coupl�ee �a une proc�edure de maillage adaptatif. Les
r�esultats de cette combinaison sont encourageants, mais pas d�e�nitifs. Nous parlerons du
remaillage plus loin, mais nous avons �etabli les conditions sous lesquelles la r�egularisation
visqueuse est e�ectivement e�cace : il faut que la longueur caract�eristique introduite au
niveau constitutif soit sup�erieure �a la taille caract�eristique du maillage. Cela peut impliquer
dans certains cas l'utilisation d'un maillage tr�es �n, et donc un coût de calcul assez lourd.
D'un autre côt�e, cela renforce l'id�ee d'utiliser une proc�edure de remaillage adaptatif.

Parmi les d�eveloppements num�eriques qui nous semblent pouvoir être men�es �a court
terme pour prolonger ce travail, le probl�eme de la mod�elisation de la rupture occupe une des
premi�eres places. En e�et, il est souvent int�eressant, et même parfois n�ecessaire, d'�etudier
le comportement post-critique de la structure endommag�ee. Pour s'en convaincre, il su�t
de songer �a la simulation des processus de coupe. Quand un �el�ement a �et�e compl�etement
endommag�e, c'est-�a-dire lorsque l'endommagement a atteint sa valeur ultime en tous ses
points de Gauss, il ne contribue normalement plus �a la raideur de la structure. En e�et, les
contraintes qu'on y calcule sont nulles puisque la surface de charge a r�etr�eci jusqu'�a se r�eduire
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b)

c) d)

a)

Figure 7.1: Illustration sch�ematique du processus d'�elimination d'�el�ements : a) situation
initiale { b,c) certains �el�ements sont �elimin�es { d) un noeud pour lequel tous
les �el�ements associ�es ont disparu garde sa masse

�a un point, et par cons�equent les forces internes nodales �el�ementaires sont nulles �egalement.
Certains auteurs (Tvergaard (132) par exemple) attribuent aux �el�ements ayant atteint cet
�etat de ruine un comportement �elastoplastique avec une limite d'�ecoulement plastique tr�es
faible par rapport �a leur valeur dans l'�etat vierge. Le but de cette op�eration est sans doute
d'essayer de pr�eserver un conditionnement acceptable de la matrice de raideur structurale.
Cette m�ethode peut donner des r�esultats satisfaisants dans un certain nombre de cas, mais
elle pr�esente l'inconv�enient de ne pas traiter correctement les conditions limites, de contact
en particulier (comme nous l'avons vu lors de la simulation de l'impact dans une turbine au
chapitre 4). Ainsi, si elle convient pour mod�eliser le comportement d'une �ssure en mode I
(en cas d'ouverture en tout cas), elle implique une forte distorsion des �el�ements \fantômes"
en mode II (cisaillement). Une situation pire encore serait celle o�u il y a p�en�etration d'une
partie de la structure dans une autre partie. Il apparâ�t donc qu'il est pr�ef�erable de r�eellement
�eliminer les �el�ements ruin�es. L'utilisation d'une m�ethode d'�elimination d'�el�ements appelle un
certain nombre de remarques. Tout d'abord, notons que �elimination d'�el�ements ne signi�e
pas forc�ement �elimination de n�uds. En e�et, en dynamique, un n�ud pour lequel tous
les �el�ements auxquels il �etait initialement li�e ont �et�e �elimin�es peut conserver une masse,
ses degr�es de libert�e contribuant au syst�eme discr�etis�e. Cela peut par exemple permettre
de se faire une id�ee du nuage de d�ebris qui se forme dans certaines situations d'impact.
Cela nous sugg�ere donc le principe suivant (illustr�e �a la �gure 7.1) : quand un �el�ement est
endommag�e, il ne contribue plus aux forces internes structurales, mais ses noeuds contribuent
encore �a la matrice structurale des masses. Dans un sch�ema temporel explicite, cela est tr�es
facilement r�ealis�e car les matrices �el�ementaires des masses ont d�ej�a �et�e diagonalis�ees (voir
Belytschko (9)), mais dans un sch�ema implicite, cette diagonalisation doit être op�er�ee au
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moment de l'�elimination de l'�el�ement. Dans le cas implicite, un probl�eme suppl�ementaire est
le r�e�equilibrage de la con�guration apr�es �elimination d'un ou plusieurs �el�ements, ainsi que
l'actualisation du pro�l de la matrice tangente structurale (information n�ecessaire pour une
inversion e�cace).

Un autre sujet qui m�eriterait une attention pouss�ee est celui de l'�etude des e�ets de
la sous-int�egration sur la localisation. Plus g�en�eralement, une �etude compar�ee des di��erents
types d'�el�ements adapt�es �a la mod�elisation des grandes d�eformations et de leur comportement
face �a la localisation en bandes de cisaillement devrait apporter de nombreuses informations
nouvelles sur le sujet, comme nous l'a d�emontr�e le simple cas de la barre en striction. Une
�etude de ce type a d'ailleurs d�ej�a �et�e men�ee par Steinmann et Willam (129).

7.3 Techniques d'adaptation de maillage

Comme un certain nombre d'exemples nous l'ont bien montr�e, il peut être n�ecessaire de
recourir au remaillage a�n de garantir une qualit�e su�sante de solution. Nous avons donc
impl�ement�e la m�ethode de maillage frontal en quadrangles initialement propos�ee par
Zhu et al. (140). Ce mailleur pr�esente pour nous l'avantage d'assurer une discr�etisation par
des �el�ements quadrangulaires uniquement, avec de plus la possibilit�e de contrôler la taille
de ces �el�ements partout sur le domaine maill�e. A�n de pro�ter de cette possibilit�e, il faut
bien entendu d�evelopper des m�ethodes qui puissent fournir au programme de maillage la
taille d'�el�ement souhait�ee en tout point. A ce niveau, nous nous sommes limit�es �a des indi-
cateurs assez �el�ementaires, mais qui nous ont d�ej�a fourni des r�esultats satisfaisants. Ainsi,
pour les deux cas de mise en forme auxquels on a appliqu�e le remaillage, cela a r�esult�e en
une am�elioration signi�cative de la solution, tout en r�eduisant le coût de calcul dans le cas
du poin�connement h�emisph�erique. L'utilisation du remaillage dans le traitement de la lo-
calisation en bandes de cisaillement permet une meilleure capture de ces bandes, mais il
faut absolument le coupler �a la r�egularisation visqueuse pour �eviter les probl�emes li�es �a la
localisation de la d�eformation.

Il est clair que c'est sur ce th�eme des techniques adaptatives que le nombre de d�evelop-
pements futurs �a envisager est le plus important. Tout d'abord, au niveau du processus de
(re)maillage, il nous semble qu'une triangulation, processus beaucoup plus naturel qu'une
quadrangulation, assurerait la meilleure robustesse. Cela pose alors le probl�eme de pouvoir
disposer d'�el�ements triangulaires �ables en grandes d�eformations (du 2�eme degr�e ?). Le
probl�eme est d'ailleurs encore plus aigu en 3D qu'en 2D. Cela dit, la solution id�eale se trouve
certainement dans l'utilisation de maillages mixtes triangles/quadrangles, ce qui ne change
rien au probl�eme de la �abilit�e des �el�ements triangulaires. Pour revenir �a des consid�erations
plus directement li�ees au sujet, un th�eme m�eritant une attention pouss�ee, et la recevant de
plus en plus d'ailleurs, est celui de la mise au point d'indicateurs/estimateurs d'erreur adapt�es
aux probl�emes non-lin�eaires (aussi bien du point de vue mat�eriel que g�eom�etrique) tels que
ceux trait�es ici. Plus pr�ecis�ement, il serait tr�es int�eressant de mesurer leur applicabilit�e au cas
de la localisation en bandes de cisaillement. Peut-être faudrait-il, pour obtenir des r�esultats
satisfaisants, y introduire, d'une mani�ere ou d'une autre, des crit�eres de localisation ? En�n,
une extension des plus int�eressantes �a ce travail serait de coupler l'approche eul�erienne{
lagrangienne avec les techniques de remaillage, et ce, encore une fois, plus sp�ecialement pour
les probl�emes de localisation en bandes de cisaillement.
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7.4 Conclusion g�en�erale

A la �n de cette th�ese, nous pouvons donc simuler l'�evolution de l'endommagement ductile,
depuis l'�etat initial jusqu'�a l'apparition de la premi�ere macro�ssure, dans le cadre d'un code
de calcul non-lin�eaire des structures (bidimensionnelles). Le mod�ele utilis�e regroupe et couple
les comportements �elastiques, plastiques, visqueux et l'endommagement. Grâce �a l'utilisation
des techniques de remaillage, nous sommes capables de simuler des processus de mise en
forme complexes, avec l'assurance d'une bonne qualit�e de solution grâce �a l'adaptation de la
discr�etisation. Les crit�eres contrôlant cette adaptation doivent encore être am�elior�es, mais le
plus grand d�e� �a relever nous est apparu être celui d'un traitement correct de la localisation
en bandes de cisaillement.
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Dans cette annexe, nous avons repris des d�eveloppements qui avaient d�ej�a �et�e pr�esent�es dans
un article (Stainier et Ponthot (124)), mais nous les avons ici quelque peu retravaill�es a�n de
mieux prendre en compte les non-lin�earit�es g�eom�etriques attach�ees aux grandes d�eformations.
L'expression �nale des forces de stabilisation des modes parasites dus �a la sous-int�egration
�a laquelle on aboutit est cependant peu modi��ee par rapport �a celle propos�ee dans l'article
pr�ecit�e.

Le sch�ema num�erique utilis�e pour le calcul en grandes transformations est bas�e sur une
m�ethode incr�ementale dans laquelle on suppose que le taux de d�eformation (corotationnel)
D est constant sur l'incr�ement de temps (ou de charge dans un calcul quasi-statique) �t,
comme nous l'avons expliqu�e au chapitre 3. Rappelons qu'il en r�esulte une expression donn�ee
par :

D =
1

�t
lnU =

1

2�t
ln(F t � F ) (A:1)

o�u F = RU est le gradient de d�eformation entre la con�guration en d�ebut de pas et la
con�guration en �n de pas. Si on utilise des quadrangles bilin�eaires et qu'on y int�egre les
champs sur un seul point de Gauss, situ�e au centro��de (coordonn�ees r�eduites isoparam�etriques
� = � = 0), le taux de d�eformation obtenu par application directe de la relation ci-dessus ne
prend pas en compte certains modes de d�eformation. En e�et, on peut montrer facilement
qu'il existe alors, en plus des modes rigides, deux modes parasites �a �energie de d�eformation
nulle, aussi appel�es modes sablier { ou \hourglass" { en raison de leur forme (lorsque l'on
consid�ere deux �el�ements �a la fois), comme illustr�e �a la �gure A.1. Une m�ethode pour �eliminer
les modes �a �energie nulle r�esultant de la sous-int�egration consiste �a travailler non pas avec
un champ de d�eformation constant, mais plutôt avec un champ lin�eaire en les coordonn�ees
isoparam�etriques (�; �), obtenu comme expliqu�e ci-dessous.

Les fonctions de forme du quadrangle bi-lin�eaire peuvent s'�ecrirent sous la forme suivante
(les indices en alphabet romain majuscule correspondent aux noeuds, num�erot�es comme
indiqu�e �a la �gure A.2) :

NI =
1

4
(1 + �I�)(1 + �I�) I = 1; 4 (A:2)
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Figure A.1: Les modes �a �energie de d�eformation nulle du quadrangle sous-int�egr�e
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Comme on utilise des �el�ements isoparam�etriques, le vecteur position dans la con�guration de
r�ef�erence peut être r�e�ecrit sous la forme (les indices en alphabet romain minuscule correspon-
dant aux directions de l'espace) :

Xi = ai + biX + ciY + di�� i = 1; 2 (A:3)

o�u on utilise indi��eremment (X1; X2) et (X; Y ). En particularisant aux noeuds, on obtient :

XiI = aitI + biXI + ciYI + dihI (A:4)

avec

tt = ( 1 1 1 1 ) (A.5.a)

ht = ( 1 �1 1 �1 ) (A.5.b)

Les constantes ai, bi, ci et di peuvent être d�etermin�ees �a l'aide des propri�et�es fondamentales
suivantes des vecteurs t, h, X, Y et des d�eriv�ees spatiales Bi des fonctions de forme au
centro��de dans la con�guration de r�ef�erence :

BiI =
@NI

@Xi

����
0

BiI tI = 0 BiIhI = 0
BiIXjI = �ij tIhI = 0

(A:6)

En utilisant ces propri�et�es, on obtient l'expression suivante pour les coordonn�ees dans la
con�guration de r�ef�erence :

Xi = (TI + BjIXj + �Ih)XiI (A:7)

avec

TI =
1

4
[tI � (BjIXjJ)tJ ] (A.8.a)

�I =
1

4
[hI � (BjIXjJ)hJ ] (A.8.b)

et o�u h est �ecrit pour ��.

De même, dans la con�guration actuelle, on peut obtenir l'expression suivante pour les
coordonn�ees xi :

xi = (�I + bjIxj + 
Ih)xiI (A:9)

avec

biI =
@NI

@xi

����
0

(A.10.a)

�I =
1

4
[tI � (bjIxjJ)tJ ] (A.10.b)


I =
1

4
[hI � (bjIxjJ)hJ ] (A.10.c)

Et en�n, on peut obtenir tout aussi facilement l'expression \mixte" suivante :

xi = (TI + BjIXj + �Ih)xiI (A:11)
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A partir de cette derni�ere relation, on peut �ecrire le tenseur jacobien entre la con�guration de
r�ef�erence et la con�guration actuelle comme la combinaison d'un terme constant (sa valeur
au centro��de) et d'un terme lin�eaire en � et � :

Fij =
@xi
@Xj

=

 
BjI + �I

@h

@Xj

!
xiI = F 0

ij + FHG
ij (A:12)

Pour exprimer le tenseur U , repr�esentant la d�eformation d�ebarass�ee de tout e�et de
rotation, on va faire l'hypoth�ese d'une rotation constante sur tout l'�el�ement. Autrement dit,
le tenseur de rotation R sera suppos�e constant et �egal �a sa valeur au centro��de :

U = R0t �F = R0t � F 0 +R0t � FHG = U 0 +UHG (A:13)

Sur base de la d�e�nition du logarithme d'un tenseur en terme de s�erie, et en retenant pour la
partie non-constante le terme du premier ordre uniquement, on obtient le r�esultat suivant :

lnU = (U0 + UHG � I) + � � � � lnU 0 +UHG (A:14)

On a donc l'expression suivante pour la partie non-constante du tenseur taux de d�eformation :

DHG =
1

�t
R0t � F HG (A:15)

avec

FHG
ij = qi

@h

@Xj
(A:16)

qi �etant une mesure de l'amplitude du mode \hourglass" dans la direction i :

qi = �IxiI (A:17)

que l'on appellera d�eformation \hourglass".

Remarque : On peut �egalement exprimer le tenseur UHG d'une autre mani�ere. En e�et, on
peut �ecrire la deformation logarithmique sous la forme :

lnU =
1

2
ln(F t � F ) = lnU0 +

1

2
(F 0t � F HG + F HGt � F 0) + � � � (A:18)

Dans ce cas, on peut donc approximer la partie non-constante du tenseur taux de d�eformation
par :

DHG =
1

2�t
(F 0t � F HG + FHGt � F 0) (A:19)

c'est-�a-dire qu'on utilise le tenseur F 0t �FHG sym�etris�e, alors que le tenseurR0t �F HG n'est pas
forc�ement sym�etrique. En pratique, cela a peu d'importance puisque, comme nous le verrons,
la partie cisaillement des grandeurs \hourglass" n'intervient pas dans la stabilisation. En fait,
qu'on utilise l'expression (A.15) ou l'expression (A.18), cela revient �a travailler dans un espace

interm�ediaire x̂ = R0t �x (ou x̂ = F 0t �x), les autres grandeurs intervenant dans les relations
(A.16) et (A.17) �etant relatives �a la con�guration de r�ef�erence. 2

A�n de r�esoudre les probl�emes de \locking" en cisaillement, on ne consid�ere pas la par-
tie cisaillement du tenseur taux de d�eformation \hourglass", tandis que pour supprimer le
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\locking" en d�eformation volumique, on projette ce tenseur sur la ligne des d�eformations iso-
chores de mani�ere �a le rendre enti�erement d�eviatorique (voir Bindeman et Belytschko (13)).
On obtient alors l'expression suivante pour le tenseur taux de d�eformation hourglass :

DHG =

26664
DHG

11

DHG
22

DHG
12

37775 =
1

�t

26664
+eq̂1

@h
@X � eq̂2

@h
@Y

�eq̂1 @h
@X + eq̂2

@h
@Y

0

37775 (A:20)

o�u les q̂i sont les d�eformations \hourglass" dans l'espace interm�ediaire (q̂i = �I x̂iI) et o�u l'on
a �ecrit le tenseur taux de d�eformation sous forme vectorielle. Le param�etre e est un coe�cient
auquel on donne normalement une valeur de 0.5, ce qui correspond �a une projection normale
du taux de d�eformation hourglass sur la ligne des d�eformations isochores. Pour travailler dans
un espace de r�ef�erence insensible aux rotations de la mati�ere, on va d�ecomposer l'expression
(A.20) en ses contributions en � et en �. Plus pr�ecis�ement, ce sont les d�eriv�ees spatiales de h
que l'on va d�ecomposer :

@h

@Xi
= J0ki

�1 @h
@�k

(A:21)

o�u J0 est le jacobien de la transformation des coordonn�ees isoparam�etriques vers la con�gu-
ration de r�ef�erence. On peut donc �ecrire les expressions suivantes :

DHG
11 = ���� � ����

DHG
22 = ����� + ����

(A:22)

o�u
��� =

e

�t
(J021

�1
q̂1 + J022

�1
q̂2)

��� =
e

�t
(J011

�1
q̂1 + J012

�1
q̂2)

(A:23)

Les \contraintes hourglass" dans la con�guration interm�ediaire sont alors obtenues tr�es
simplement (voir Stainier et Ponthot (124)) :

�HG
11 = Q�

1� +Q�
1� �Q�

2� �Q�
2�

�HG
22 = �Q�

1� � Q�
1� +Q�

2� + Q�
2�

(A:24)

o�u
Q� = R � Q̂�

(A:25)

et
Q̂�
1 = �(Q�

1

0
+ 2�eJ021

�1
q̂1)

Q̂�
1 = �(Q�

1

0
+ 2�eJ011

�1
q̂1)

Q̂
�
2 = �(Q�

2
0
+ 2�eJ022

�1
q̂2)

Q̂�
2 = �(Q�

2
0 + 2�eJ012

�1
q̂2)

(A:26)

o�u � est un des coe�cients de Lam�e (�egal au module de cisaillement G). Le coe�cient � est
issu du sch�ema d'int�egration de la loi constitutive par une m�ethode de type retour radial :

� =

p
sijsijq
srevij srevij

0 � � � 1 (A:27)



136 Annexe A. Sous-int�egration & grandes d�eformations

o�u sij repr�esente le tenseur des contraintes d�eviatoriques �nales et s
rev
ij le pr�edicteur �elastique,

toutes ces grandeurs �etant relatives au point de Gauss �etudi�e (voir chapitre 3).

Les forces internes nodales sont alors obtenues par l'expression suivante :

"
f1

f2

#
=
Z
V

24 b1 + e@h@x
 �e@h@x
 b2

�e@h@y
 b2 + e@h@y
 b1

35
2664
�011 + �HG11

�022 + �HG22

�012

3775 dV (A:28)

Etant donn�e la forme lin�eaire en (�; �) des @h
@xi

et des �HGij , les termes mixtes disparaissent et
on peut �ecrire les forces internes de la mani�ere classique, mais en y ajoutant des forces de
stabilisation de la forme suivante :"

fHG1

fHG2

#
=
Z
V

24 2e@h@x(�
HG
11 � �HG22 )


2e@h@y (�
HG
22 � �HG11 )


35 dV (A:29)

En exprimant toutes les grandeurs en termes de � et � et en int�egrant, on obtient �nalement :

fHG1 =
8e

3
detJ1

���
0

�
J111

�1
(Q�

1 �Q�
2) + J121

�1
(Q�

1 � Q�
2)
�

fHG2 =
8e

3
detJ1

���
0

�
J112

�1
(Q�

2 �Q�
1) + J122

�1
(Q�

2 � Q�
1)
� (A:30)

o�u on a fait l'hypoth�ese que le d�eterminant du jacobien J1 �etait constant et �egal �a sa valeur
au centro��de :

dV = detJ1
���
0
d�d� (A:31)



Quand, au cours du calcul, on change de discr�etisation, on se trouve confront�e au probl�eme
de transf�erer un certain nombre de variables de l'ancien maillage vers le nouveau. Comme a
priori les deux maillages peuvent être fortement di��erents, il est n�ecessaire de rechercher la
position des n�uds ou des points de Gauss du nouveau maillage relativement aux �el�ements de
l'ancien maillage. Ce processus de recherche doit être r�ep�et�e un grand nombre de fois et peut
repr�esenter une part importante du coût en temps CPU de l'op�eration globale de transfert
des donn�ees. C'est pourquoi l'e�cacit�e de l'algorithme de positionnement que l'on choisira
est un facteur important.

Le probl�eme se pose comme suit :

Etant donn�e un point P , quel est l'�el�ement ne du maillage donn�e dans lequel il se
trouve.

L'algorithme de positionnement le plus simple consiste �a tester de mani�ere syst�ematique
chaque �el�ement du maillage. Le test consiste en la r�esolution du syst�eme suivant :

N e
I (�i)x

e
I = xP (B:1)

o�u les N e
I sont les fonctions de forme de l'�el�ement test�e et xeI les coordonn�ees de ses noeuds.

Cette m�ethode de recherche syst�ematique demande de l'ordre de Nold op�erations par recher-
che, o�u Nold mesure la taille du maillage (nombre d'�el�ements p.e.), mais aucun pr�e-traitement
des donn�ees topologiques. Cette m�ethode peut donc su�re lorsque le maillage de r�ef�erence
est plutôt grossier, comme c'est par exemple souvent le cas lors de la g�en�eration du pre-
mier maillage. Mais on con�coit bien l'int�erêt de r�eduire quelque peu le nombre d'op�erations
n�ecessaires lorsque l'on a �a traiter des maillages plus �ns.

Peraire et al. (100) ont propos�e un algorithme de positionnement d�edicac�e au cas des
maillages triangulaires, en utilisant les r�esultats du test sur un �el�ement pour d�eterminer lequel
de ses voisins il est le plus indiqu�e de tester ensuite. En e�et, les coordonn�ees barycentriques
(L1; L2; L3) d'un triangle permettent de diviser le plan de l'�el�ement (c'est-�a-dire l'espace
complet en 2D) en plusieurs zones, comme illustr�e �a la �gure B.1. La recherche de la position
du point P s'op�ere donc comme suit : partant d'un �el�ement triangulaire donn�e, on calcule
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les coordonn�ees barycentriques du point P relativement �a l'�el�ement ; si les trois coordonn�ees
(L1; L2; L3) sont comprises entre 0 et 1, le point est situ�e dans l'�el�ement, sinon on r�ep�ete
l'op�eration pour le voisin ei o�u i est l'indice de la coordonn�ee de valeur minimale (voir
�gure B.1). On continue le processus jusqu'�a trouver l'�el�ement contenant le point P . Cet
algorithme traverse donc le maillage plutôt que de le balayer syst�ematiquement, ce qui permet
en moyenne de gagner en nombre d'op�erations, surtout si l'on part �a chaque fois du dernier
�el�ement trouv�e (pour le point P pr�ec�edent), puisque deux recherches cons�ecutives concernent
g�en�eralement des points voisins dans l'espace. Cette m�ethode peut cependant poser des
probl�emes dans le cas d'un domaine non-convexe, car le chemin vers l'�el�ement recherch�e peut
alors sortir du maillage. La solution dans ce cas est de compl�eter le maillage de d�epart avec
des �el�ements �ctifs de mani�ere �a remplir son enveloppe convexe. Il peut �egalement arriver que
le point P soit l�eg�erement en dehors du maillage, suite �a une discr�etisation di��erente de la
fronti�ere pour le nouveau maillage par exemple, mais il su�t alors de consid�erer sa projection
sur l'�el�ement le plus proche. Cette m�ethode est plus �econome en op�erations lors du processus
de recherche, mais elle demande en contrepartie une meilleure connaissance de la topologie du
maillage sur lequel on m�ene la recherche : chaque �el�ement doit pouvoir adresser ses voisins.
Une partie du coût de calcul est donc report�ee dans la partie pr�e-traitement, mais on y gagne
quand même au total.

20< <1

L10< <1

L30< <1

L1 L2 L3= min( ), ,L3

L1 L2 L3= min( ), ,L

L

1

(0,0,1)
L1 L2 L3= min( ), ,L2

1

2

3

(0,1,0)

(1,0,0)

Figure B.1: Les di��erentes zones d�e�nies par les coordonn�ees barycentriques du triangle

L'extension de la m�ethode de Peraire au cas d'un maillage quadrangulaire n'est pas
imm�ediate. En e�et, l'inversion des fonctions de forme du quadrangle bilin�eaire permet
seulement de d�eterminer si le point P se trouve �a l'int�erieur de l'�el�ement ou pas. On n'a donc
plus d'information sur la direction dans laquelle on peut orienter la recherche. Il existe cepen-
dant une solution simple : il su�t de diviser le quadrangle en deux triangles. On peut alors
appliquer l'algorithme pr�ec�edent de la mani�ere suivante : pour tester un �el�ement quadrangu-
laire, on calcule d'abord les coordonn�ees barycentriques de P dans le triangle 1� 2� 3 (voir
�gure B.2) ; si les trois coordonn�ees sont comprises entre 0 et 1, alors P est dans l'�el�ement,
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si la coordonn�ee de valeur minimale est L1, on teste le voisin e2, si c'est L3, on teste le voisin
e1 et si c'est L2, on passe au triangle 1� 3� 4.

1

4

2

3

P

4

1

3

2

Figure B.2: Extension de la m�ethode de Peraire aux quadrangles

Remarque : le calcul des coordonn�ees barycentriques est une op�eration simple, mais impli-
quant cependant un certain nombre de multiplications et de divisions (op�erations coûteuses
au niveau informatique). Il est donc int�eressant de simplement v�eri�er si le point P se trouve
dans la bô�te rectangulaire (de côt�es parall�eles aux axes) enveloppant l'�el�ement test�e avant
d'�eventuellement inverser les fonctions de formes si c'est bien le cas. On peut ainsi acc�el�erer
la recherche de mani�ere non-n�egligeable. 2

Certains auteurs ont propos�e des m�ethodes pour lesquelles le coût de recherche se r�eduit
�a l'ordre 1, c'est-�a-dire devient ind�ependant de la taille du maillage. Par exemple, Jansen
et al. (62) ont propos�e une m�ethode, baptis�ee \smart bucket algorithm", qui se base sur la
superposition d'un maillage rectangulaire structur�e sur le maillage de d�epart. Cela permet
de ne tester que les quelques �el�ements se trouvant dans un certain voisinage du point P . Il
faut cependant faire remarquer que cela demande un processus de construction du maillage
structur�e et de pr�eparation des donn�ees dont le coût est de l'ordre Nold (�a r�ealiser une seule
fois cependant). Bien que cette m�ethode soit d'apr�es ses auteurs une des plus performantes,
nous avons pr�ef�er�e, au vu de sa simplicit�e conceptuelle, nous contenter de l'algorithme de
Peraire �etendu au cas des quadrangles comme nous l'avons expliqu�e ci-dessus.
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Lors d'un remaillage, un des premiers probl�emes qui se posent est celui d'obtenir une repr�e-
sentation continue de la fronti�ere des domaines, alors que celle-ci est d�ecrite par un nombre
�ni de n�uds. Remarquons que le probl�eme peut �egalement se poser lors de la mod�elisation
initiale, o�u les contours du domaine �etudi�e peuvent être d�ecrites sous forme d'une liste de
points. L'utilisation de splines cubiques permet d'obtenir une repr�esentation de la fronti�ere
par une courbe C1, d�e�nie par morceaux.

Soient donc N points xi (i = 1; : : : ; N) sur lesquels on veut construire une courbe. Sup-
posons �egalement connus en tous les points le vecteur tangent ui (i = 1; : : : ; N). Consid�erons
le segment [xi;xi+1], param�etris�e localement par t̂ 2 [0; 1] (�gure C.1). On peut construire
le morceau de courbe suivant entre ces deux points :

x(t̂) = �0(t̂)xi + �1(t̂)xi+1 + �2(t̂)ui + �3(t̂)ui+1 (C:1)

o�u les �i sont les fonctions d'Hermite

�0(t̂) = (1 + 2t̂)(1� t̂)2

�1(t̂) = (3� 2t̂)t̂2

�2(t̂) = t̂(1� t̂)2

�3(t̂) = (t̂� 1)t̂2

(C:2)

L'unicit�e de la tangente aux points xi assure la continuit�e C1 de la courbe assembl�ee. Si
on veut maintenant travailler avec une abscisse curviligne t 2 [0; T ] plutôt qu'avec l'abscisse
r�eduite t̂, on peut utiliser l'approximation de MacConalogue (81) :

x(t) = �0(
t

T
)xi + �1(

t

T
)xi+1 + T�2(

t

T
)ui + T�3(

t

T
)ui+1 (C:3)

i x i+1

iu

ui+1

x

( t )^x

Figure C.1: Segment de spline cubique

141



142 Annexe C. Splines cubiques

o�u

T =
3

e

�q
f2 + 2ge� f

�
(C:4)

avec
f = (xi+1 � xi) � (ui+1 � ui)
g = kxi+1 � xik2
e = g � 1

2kui+1 + uik2
(C:5)

L'expression (C.4) donne en fait une tr�es bonne approximation de la longueur du segment de
spline [xi;xi+1].

Les vecteurs tangents en chaque point peuvent être obtenus par un sch�ema �a 3 points :

ui =
vi
kvik vi = (1� �)�xi�1 + ��xi (C:6)

avec

� =
k�xik2

k�xi�1k2 + k�xik2 (C:7)

o�u
�xi = xi+1 � xi (C:8)

En d�ebut et en �n de courbe, on utilise un sch�ema d�ecentr�e, avec :

v0 = (1� �0)(x1 � x0) + �0(x2 � x1) (C:9)

et

�0 =
k�x0k2

(k�x0k+ k�x1k)2 � k�x0k2 (C:10)

pour le premier n�ud et

vN = (1� �N)(xN � xN�1) + �N(xN � xN�2) (C:11)

et

�N =
k�xN�1k2

(k�xN�2k+ k�xN�1k)2 � k�xN�1k2 (C:12)

pour le dernier n�ud. On peut ainsi reconstruire sur la fronti�ere des courbes continues sur
lesquelles on pourra positionner les nouveaux n�uds.

Pour une spline, l'int�egrale (5.1) peut être calcul�ee par la m�ethode du trap�eze :

A =

Z l

0

�
1

�(s)

�
ds �

N0X
i=1

Mi�1X
j=0

 
1

�j
+

1

�j+1

!
Ti
2Mi

(C:13)

o�u N0 repr�esente le nombre de points d�e�nissant la spline, Ti est la longueur du segment i
calcul�ee par (C.4) et Mi est le nombre de pas utilis�es pour l'int�egration sur le segment i. On
peut par exemple utiliser l'entier le plus proche de



Ti

min(�i; �i+1)

o�u 
 est un coe�cient de s�ecurit�e. Le nombre N1 de n�uds que l'on va disposer sur la courbe
est alors pris comme l'entier le plus proche de A. La r�epartition des n�uds est donn�ee par
l'int�egrale (5.2) :

k =
N

A

Z sk

0

�
1

�(s)

�
ds
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Soient les entiers m et n tels que

Imn =
nX
i=1

mX
j=0

 
1

�j
+

1

�j+1

!
Ti
2Mi

N1

A
> k (C:14)

On prend alors

sk = tn + t̂m
Ti
T

k � Imn�1
Imn � Imn�1

(C:15)

o�u tn est l'abscisse curviligne cumul�ee �a la �n du segment pr�ec�edent, t̂m est l'abscisse r�eduite
relative au segment et T la longueur totale. Imn�1 est la valeur de l'int�egrale que l'on avait
obtenue pour le couple (m;n) pr�ec�edent. Remarquons que l'on peut avoir plusieurs sk entre
Imn�1 et Imn.

Dans le cas du remaillage, une simpli�cation est possible. En e�et, dans ce cas, il n'y a
qu'aux pôles de d�e�nition de la spline que l'on connait la valeur de la fonction �(s). Comme
le segment de spline [xi;xi+1] ne s'�eloigne normalement pas trop du segment de droite reliant
ces deux points, relativement �a la taille des �el�ements du maillage de r�ef�erence, on peut se
passer de l'int�egration par la m�ethode du trap�eze. On peut alors interpoler �(s) entre les
valeurs aux extr�emit�es de la spline. Pour un segment, on a alors

Ai =
Z 1

0

1

�i(1� t̂) + �i+1t̂
Ti dt̂ (C:16)

ce qui donne

Ai =

8>>><>>>:
Ti

ln(�i+1)� ln(�i)

�i+1 � �i
si �i+1 6= �i

Ti
�

si �i = �i+1 = �

(C:17)

et les valeurs de l'abscisse r�eduite des n�uds �a placer sur la courbe sont donn�ees par :

t̂k =

8>>><>>>:
�i

�i+1 � �i

�
exp

�
kAi(�i+1 � �i)

NiTi

�
� 1

�
si �i+1 6= �i

k

Ni
si �i = �i+1 = �

(C:18)



144 Annexe C. Splines cubiques



Lorsque l'on utilise un sch�ema d'int�egration temporelle explicite, la taille des pas de temps
est conditionn�ee par la stabilit�e du sch�ema (Belytschko (9)). En se basant sur une analyse
fr�equentielle dans le cadre lin�eaire, Flanagan et Belytschko (41) ont �etabli des bornes pour la
valeur critique du pas de temps, au-del�a desquelles la stabilit�e du sch�ema n'est plus assur�ee.
Nous avons montr�e (Stainier et Ponthot (124)) que l'on pouvait �etendre l'usage de ces bornes
au cas non-lin�eaire. En explicite, on utilisera donc un pas de temps donn�e par :

�t = 


s
�

(�+ 2�)biIbiI
(D:1)

o�u � est la densit�e, � et � les coe�cients de Lam�e, 
 un coe�cient de s�ecurit�e (0 < 
 � 1) et
o�u les biI sont les d�eriv�ees des fonctions de forme �evalu�ees en � = � = 0 (voir annexe A). Si
on calcule leur expression en termes des positions nodales, on obtient :

bt1 = 1
2A

h
y24 y31 y42 y13

i
bt2 = 1

2A

h
x42 x13 x24 x31

i (D:2)

o�u A est l'aire de l'�el�ement

A =
1

2
(x31 y42 + x24 y31)

et o�u xij et yij repr�esentent xi�xj et yi�yj respectivement (voir �gure D.1). Le pas de temps
d�epend donc des propri�et�es mat�erielles �a travers �, � et � et de la g�eom�etrie des �el�ements
au travers des biI . En fait, on peut même consid�erer que les biI d�e�nissent une longueur
caract�eristique de l'�el�ement qui serait donn�ee par :

Lc =
1p
biIbiI

(D:3)

Si on remplace les biI par leur expression, on peut voir que le produit biIbiI est proportionnel
�a la somme des carr�es des longueurs des diagonales de l'�el�ement. On peut �egalement tracer
le lieu des positions nodales optimales pour un �el�ement d'aire A donn�ee (voir �gure D.2). La
forme carr�ee fait bien entendu partie des g�eom�etries optimales.
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La d�eformation du maillage initial au cours du temps a souvent comme e�et de faire
diminuer le pas de temps, parfois de quelques ordres de grandeurs. Dick et Harris (29) ont
donc propos�e de limiter la r�eduction du pas de temps �a une certaine valeur, au del�a de laquelle
il est d�ecid�e de remailler. Cette approche se place dans une certaine logique puisque, comme
nous l'avons vu, la longueur Lc traduit en partie la distorsion de l'�el�ement. Cela nous a
inspir�e le d�eveloppement d'un indicateur de distorsion g�en�eral, qui serait utilisable aussi bien
en explicite qu'en implicite. A cet e�et, on consid�erera la grandeur adimensionnelle suivante :

AbiIbiI =
x224 + y224 + x231 + y231

2A

qui sera toujours positive. Pour un rectangle de côt�e a sur b, on obtient

a2 + b2

ab

et donc pour un carr�e, la grandeur est �egale �a 2, tandis qu'elle tend vers l'in�ni avec l'aspect
ratio (a=b ou b=a). Puisque l'on consid�ere l'�el�ement carr�e comme �etant optimal, on d�e�nit
l'indicateur de distorsion suivant :

� = AbiIbiI � 2 (D:4)

qui varie entre 0 pour le carr�e et +1 pour un �el�ement in�niment allong�e. Exprim�e en termes
des positions nodales, on aura :

� =
(x24 � y31)2 + (x31 + y24)2

2A
(D:5)

qui nous servira d'indicateur de distorsion d�ecidant de l'instant du remaillage.
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