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Titre : Sur quelques questions en théorie d’Iwasawa

Résumé : Ce travail de thése porte sur 1’étude des invariants lo arithmiques le long des
g g
Zd—extensions et se compose de trois parties étroitement reliées.
¢

La premiére partie est un compendium sur les diverses approches & I'arithmétique algorith-
mique, c’est-a-dire a I’étude générale des invariants logarithmiques. En particulier on y présente
quatre définitions équivalentes du groupe de classes logarithmiques et on y démontre leur équi-
valence. On donne aussi une preuve a un théoréme d’Iwasawa de type logarithmique.

La deuxiéme partie s’interpréte comme un addenda historique sur I’étude du groupe de classes
logarithmiques le long des Zg-extensions. On démontre que sous la conjecture de Gross-Kuz'min
la théorie d’Iwasawa peut étre bien employée pour ’étude du cas non-cyclotomique. Ainsi, on
démontre des relations entre les invariants @ et A correspondant au {-groupe de classes avec les
invariants [t et A attachés aux groupes de classes logarithmiques.

La troisiéme partie comporte ’étude du module d’Iwasawa logarithmique pour des Zg—
extensions, c’est-a-dire du groupe de Galois X = Gal(Lg/Kq) de la {-extension maximale abé-
lienne logarithmiquement non-ramifiée du compositum Kg des différentes Zy-extensions d’un
corps de nombres K. On démontre sous la conjecture de Gross-Kuz'min de fagon analogue au
cas classique, que X est bien un module noethérien et de torsion sous I’algébre d’Iwasawa de Kgq.
Ainsi, on déduit des relations entre les invariants logarithmiques [ et A des Ze-extensions de K
qui satisfont une hypothése de décomposition. Finalement, on donne une formule qui décrit la
croissance du groupe de classes logarithmiques le long des compositums de Zy-extensions non-
cyclotomiques.

Mots clés : Théorie algebrique de nombres, arithmétique logarithmique, théorie d’Iwa-
sawa, théorie l-adique du corps de classes.
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Title : On some questions in Iwasawa theory.

Abstract : This work is concerned with the study of logarithmic invariants on Z?—
extensions and is subdivided in three pieces, which are closely related to each other.

The first part is a compendium of the different approaches to logarithmic arithmetic, that is
the study of the logarithmic invariants. In particular we show the equivalence between the four
definitions of the logarithmic class group existing in the literature. Also, we give an alternative
proof of an Iwasawa logarithmic result.

The second part can be thought as an historic addendum on the study of the Z;-extensions.
Assuming the Gross-Kuz'min conjecture we show that the logarithmic class group can be studied
in the Iwasawa setting for non-cyclotomic extensions. We also give relations between the classical
u and A invariants and the logarithmic invariants [t and A attached to the logarithmic class
groups.

The third part studies the properties of the Iwasawa logarithmic module for Z?—extensions,
that is the Galois group X = Gal(Lg/Kq) of the maximal abelian {-extension logarithmically
unramified of the compositum Kg of the different Zy-extensions of a number field K. Assuming
the Gross-Kuz'min conjecture we show that X is a noetherian torsion module over the Iwasawa
algebra of Kgq. We also deduce relations between the logarithmic invariants @ and A of the Zy-
extensions of K which satisfy a splitting condition. In the end we give a formula who describes
the order of the logarithmic class group along the compositum of non- cyclotomic Zg-extensions.

Keywords : Algebraic number theory, logarithmic arithmetic Iwasawa’s theory, - adic
class field theory.
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Titulo : Sobre algunas preguntas en teoria de Iwasawa.

Resumen : Este trabajo trata del estudio de los invariantes logaritmicos a lo largo de
J g g
Z?—extensiones y consiste de tres partes estrechamente relacionadas.

La primera parte es un compendio de los diferentes enfoques de la aritmética logaritmica,
es decir, del estudio de los invariantes logaritmicos. En particular, demostramos la equivalencia
de las cuatro definiciones del grupo de clases logaritmicas existentes en la literatura. Ademas,
damos una prueba alternativa a un resultado logaritmico de tipo Iwasawa.

La segunda parte puede ser pensada como un addendum en el estudio de las Zy-extensiones.
Suponiendo la conjetura de Gross-Kuz'min, mostramos que el grupo de clases logaritmicas puede
ser estudiado en el contexto de la teorfa de Iwasawa en extensiones no ciclotémicas. Ademés
damos relaciones entre los invariantes clasicos iy A, y los invariantes logaritmicos (L y A asociados
al grupo de clases logaritmicas.

La tercera parte estudia las propiedades del médulo de Iwasawa logaritmico para Z?—extensiones,
es decir el grupo de Galois X = Gal(L4/Kq) de la maxima {-extension abeliana logaritmicamente
no ramificada del compositum K4 de las diferentes Zy-extensiones de un campo de ntumeros K.
Suponiendo la conjetura de Gross-Kuz'min demostramos que X es un moédulo noeteriano y de
torsion sobre el algebra de Iwasawa asociada a Kgq. También deducimos relaciones entre los
invariantes logaritmicos [t y A de las Zg-extensiones de K que satisfacen cierta hipotesis de
descomposicion. Al final, damos una férmula que describe el orden de los grupos de clases lo-
garitmicas a lo largo de compositum de Z;-extensiones no ciclotémicas.

Palabras clave : Teoria algebraica de nimeros, aritmética logaritmica, teoria de Iwa-
sawa, teoria {-4dica de campos de clases.

Esta tesis fue financiada por CONACYT (Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia de
Meéxico).
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Introduction

Les pages qui suivent traitent de l'arithmétique logarithmique dans la théorie d’Iwasawa,
c’est-a-dire de 1’étude des objets logarithmiques et ses invariants, et, plus précisément de 1’étude
du groupe de classes logarithmiques, le long des Zf}—extensions de corps de nombres algébriques.
L’ensemble est organisé en trois chapitres étroitement reliés.

Nous résumons ci-dessous le contenu des différents chapitres.

Le chapitre 1 (Arithmétique Logarithmique) est consacré aux invariants logarithmiques d’un
corps de nombres.

Les sections 1-4 introduisent les diverses approches desquels les invariants logarithmiques ont
été objet. Ces invariants ont été définis par JaulentEL et étudiés dans d’autres contextes par lui
mémeEﬂ et ses collaborateurs Diaz y Diaz, Pauli et Sorianolﬂ. Ce sont les approches considérées
dans la section 1, I’approche algébrique en termes de la théorie {-adique de corps de classes;
et dans la section 2, 'approche géométrique, en termes des diviseurs dits logarithmiques, celles
qu’on consideére le plus fréquemment dans nos études ultérieures.

La section 5 unifie ces définitions. Nous montrons leur équivalence, et aussi nous nous y
occupons de la finitude du groupe de classes logarithmiques Clyx, qui est conditionnelle & la
conjecture de Gross-Kuz'min. Nous décrivons aussi le lien entre le rang du groupe des unités
logarithmiques €k et la conjecture mentionnée.

La section 6 peut étre regardée comme la premiére comparaison, dans ce travail, entre Clx
la {-partie du groupe de classes classique et Clx le groupe de classes logarithmiques. Nous
démontrons un théoréme qui établit la trivialité du groupe de classes logarithmiques dans les
extensions cyclotomiques Q((en) pour un nombre premier régulier £. Ce théoréme est analogue
a un résultat d’IwasawaH pour la £-partie du groupe de classes.

1. Jean-Frangois Jaulent. L’arithmétique des l-extensions. Publications Mathématiques de la Faculté des
Sciences de Besangon. Université de Franche-Comté, Faculté des Sciences, Besangon, 1986. Dissertation

2. Jean-Francois Jaulent. Classes logarithmiques des corps de nombres. J. Théor. Nombres Bordeaux, 6(2):301—
325, 1994

3. Jean-Frangois Jaulent. Sur les normes cyclotomiques et les conjectures de Leopoldt et de Gross-Kuz’min.
Annales mathématiques du Québec, pages 1-22, 2016

4. Francisco Diaz y Diaz, Jean-Francois Jaulent, Sebastian Pauli, Michael Pohst, and Florence Soriano-Gafiuk.
A new algorithm for the computation of logarithmic l-class groups of number fields. Ezperiment. Math., 14(1):65—
74, 2005

5. Kenkichi Iwasawa. A note on class numbers of algebraic number fields. Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg,
20:257-258, 1956
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Le chapitre 2 (Le groupe Cl le long des Zg-extensions) est consacré a la théorie d’Iwasawa
pour Zg-extensions.

La section 1 reproduit les résultats de Jaulent! pour I’étude du groupe de classes logarith-
miques des corps Ky, contenus dans K€/K la Zg-extension cyclotomique. Nous profitons que le
calcul du groupe de classes logarithmiques a été rendu accessible par des méthodes algorith-
miqueslﬂ, et implémentém au logiciel PARI par Belabas et Jaulent, pour donner des exemples
de leur calcul pour les premiers trois étages de la Zs-extension cyclotomique de certains corps
quadratiques.

La section 2 peut étre interprétée comme un addenda historique & I’étude du groupe de
classes logarithmiques dans des Zg-extensions. Nous étudions la ramification logarithmique pour
des Zy-extensions en général et nous montrons sous la conjecture de Gross-Kuz'min que dans une
Z-extension non-cyclotomique Ky, au moins une place sauvage se ramifie logarithmiquement.
Nous utilisons la théorie d’Iwasawa pour démontrer que sous la conjecture de Gross-Kuz'min
Pexposant €, (Ky/K) de lordre |Cly,| du groupe de classes logarithmiques du n-iéme étage de
la tour Ko, /K est donné par la formule

én(Koo/K) = enﬁ + TJ\ +v,
pour des entiers fi, A, ¥ pour n suffisamment grand. Donc ceci compléte étude du groupe de
classes logarithmiques le long de Zy-extensions dans ’esprit original d’Iwasawalﬂ

La section 3 applique les résultats de la section précédente dans le cas d’une Zy-extension
non-cyclotomique d’un corps de nombres. Nous montrons, sous la conjecture de Gross-Kuz’'min,
et sous I'hypothése que les groupes de décomposition attachés aux places sauvages de K ont
indice fini dans Ko /K, que les parameétres p, fi et A associés au module logarithmique et les
paramétres p, 1 et A associés aux modules classiques satisfont les relations

p=p=0 p=uy,

et A, A ne divergent que par des facteurs cyclotomiques.
Le chapitre 3 (Modules d’Iwasawa Logarithmiques pour des Zg—extensions).

La section 1 expose les propriétés générales des Z?—ex‘uensions7 étudiées initialement par
Greenbergﬂ c’est-a-dire au compositum de d Zy-extensions, en particulier, nous équipons l’en-
semble des différentes Zy-extensions d’un corps de nombres d’une topologie.

La section 2 s’intéresse au groupe de Galois de la £-extension maximale abélienne logarithmi-
quement non-ramifiée Lq du compositum Kg de d Zy-extensions d’un corps de nombres. Nous
montrons, que le groupe de Galois X = Gal(Lq/Kgq) est un module noethérien sur l'algebre
d’Iwasawa Agq de Gal(Kg/K). En plus, sous la conjecture de Gross-Kuzmin on démontre que X
est un module de torsion.

La section 3 établit les théorémes sur les paramétres logarithmiques A et fi associés aux Z-
extensions pour lesquelles les groupes de décomposition des places sauvages dans chaque exten-
sion ont ordre fini. Nous montrons, en utilisant la topologie pour ’ensemble des Zg-extensions,

6. F. Diaz y Diaz and F. Soriano. Approche algorithmique du groupe des classes logarithmiques. J. Number
Theory, 76(1):1-15, 1999

7. Karim Belabas and Jean-Francois Jaulent. The logarithmic class group package in pari/gp. Pub. Math.
Besangon, 2016

8. Kenkichi Iwasawa. On IN-extensions of algebraic number fields. Bull. Amer. Math. Soc., 65:183-226, 1959

9. Ralph Greenberg. The Iwasawa invariants of I'-extensions of a fixed number field. Amer. J. Math., 95:204—
214, 1973
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que l'invariant [t est borné dans un voisinage d’une Z-extension K, et que si p = 0 alors
I'invariant A est aussi borné dans un voisinage de K.

La section 4 commence par exposer briévement la théorie des S-structures utilisé par Cuoco
et Monskylg sur le A g-module associé a la {-extension maximale abélienne non-ramifiée de Kq4.
Nous montrons que le module logarithmique X associé au compositum Ky de d Zg-extensions
non-cyclotomiques peut étre étudié¢ avec ces méthodes. En particulier on démontre qu’il existent
des entiers fiq, Aq, tels que Iexposant én(Kq/K) de lordre |Cly| du groupe de classes logarith-

miques attaché a I'étage K,, = KEIZ est donné par la formule
én(Ka/K) = (fig +Aan+O(1)ele=Hm,

pour n suffisamment grand.

10. Albert A. Cuoco and Paul Monsky. Class numbers in Zg—extensions. Math. Ann., 255(2):235-258, 1981
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Chapitre 1

Arithmétique Logarithmique

Il n’est pas impossible qu’un auteur soit
un grand homme, mais ce ne sera pas en
faisant des livres ni en vers ni en prose
qu’il deviendra tel.

Jean-Jacques Rousseau

A un corps de nombres K on peut associer ses invariants arithmétiques classiques, entre
autres : son anneau d’entiers Oy, son sous-groupe d’unités Ex, son groupe de classes Cyk et
son nombre de classes hi. En fixant un nombre premier £, on peut définir des invariants dits
logarithmiques (introduits par Jaulent dans [Jau86] et puis étudiés en détail dans [Jau94]). Ce
chapitre a pour objectif d’expliquer 'information qui leur est associée. En citant Jaulent, a
propos les groupes des classes logarithmiques :

«Ces groupes logarithmiques possédent un comportement & certains égards trés voisins de
ceux des groupes classiques, quelques fois différents.»

Dans l'intérét des similitudes entre les groupes classiques et les groupes logarithmiques, rap-
pelons le résultat suivant énoncé par Serre dans son exposé Bourbaki [Ser95] sur le travail de
Iwasawa.

Théoréme (Iwasawa). Soit Kn = Q((gn+1) pour n > 0, si £ ne divise pas hg, alors £ ne divise
aucun des hyg, .

__ Sous les mémes hypothéses le méme résultat est vrai pour le {-groupe de classes logarithmiques
Clk,, de K.

Théoréme (Version logarithmique). Soit Ky = Q({gn+1), si € est un nombre premier régulier
alors Clx,, est trivial pour n = 0.

La démonstration de ce résultat se déduit facilement en utilisant le résultat d’Iwasawa dans
la partie droite de la suite (1.30) et du fait que £ est totalement ramifié¢ dans chacun des étages.

En revanche, considérons le corps quadratique K = Q[v/67] : des calculs dans PARI montrent
que son anneau d’entiers Ok est principal. Mais pour £ = 3 le groupe logarithmique ﬁK est
isomorphe au groupe cyclique d’ordre 3.

Ces deux exemples, illustrent les phénoménes auxquels les invariants logarithmiques nous
confrontent et ce chapitre en fait ’étude.
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On explore les invariants logarithmiques par diverses approches : certaines plus géométriques
et certaines plus algébriques. En particulier on étudie les relations entre quatre définitions du
groupe de classes logarithmiques Clx (Thm .

1.1 Théorie {-adique des corps de classes

Dans cette section on rappelle les définitions et les résultats principaux de la théorie {-adique
du corps de classes développée par Jaulent dans [Jau86, Ch. I §1]. Comme son nom le dit,
elle imite la théorie du corps de classes au sens classique en suivant l’esprit de Chevalley (cf.
[Mil13] Neu86]), en remplagant les Z-modules (groupes abéliens) par des Zg-modules.

Les extensions considérées seront des pro-{-extensions.

1.1.1 Le groupe des classes d’idéles généralisés

On fixe K un corps de nombres et { un entier premier; on dénote par Plx ’ensemble des
classes d’équivalence de valeurs absolues de K. On écrit Plx = P1¥ UPI% comme la réunion des
places archimeédiennes P et ultramétriques Pl% de K. A chaque place ultramétrique p € Pl%
on associe son complété Ky, qui est un extension finie de Qpnz, la norme dans K, induite par la
norme p-adique permet de choisir et fixer une uniformisante 7, dans 'idéal maximal p tel que
un élément non-nul « dans Ky, peut s’exprimer comme « = & - 7y pour & € Oé et n € Z. Pour
une place archimédienne p € PI¥ on a deux possibilités pour les complétés K, soit le corps des
nombres réels R ou celui des nombres complexes C.

Les complétés L-adiques des sous-groupes multiplicatifs, sont des Zg-modules topologiques de
la forme

{£1} si p est réelle et £ =2
) % o x €8 dans les autres cas archimédiens
Ry = @Kp /Ky =~ Mpﬂgl si pf oo (1.1)
K UM Ze g
p Tt siplL
Le théoréme suivant démontre I'importance de la structure dans le cas ultramétrique ou R,
est le produit d’un sous-groupe d’unités Uy et d’'un Zg-module de dimension 1; ce sous-groupe
d’unités est composé soit par le {-sous-groupe de Sylow des racines de I'unité dans K, pour les
places étrangéres a £, soit par le sous-groupe des unités principales Ul(gl) =1+ p de K, pour les
places au-dessus de {.

Théoréme 1.1.1 (Thm 1.1.11 [Jau86|). L’application d’Artin induit un isomorphisme de Zg-
modules topologiques de Ry, sur le groupe de Galois Gy = Gal(Kgb/Kp) de la pro--extension

abélienne maximale de Ky. Cet isomorphisme envoie Uy, sur le sous-groupe d’inertie I, =
In(Kgb/Kp).

De maniére similaire au groupe d’idéles définit par Chevalley, on définit le £-groupe d’ideéles

généralisés d’un corps de nombres K comme le produit restreint des {-adifiés des groupes Kg.

Ik = H Rp = {(xp)p |xp € U, pour presque tout p € PI}}, (1.2)
pePly
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le {-groupe des idéles principaux est défini comme le Zg-module topologique
Rk =Z¢ @z K*. (1.3)

L’application naturelle du {-groupe des idéles principaux Ry dans le £-groupe d’idéles généralisés
Jx est un monomorphisme continu [Jau86, 1.1.4]. Le groupe quotient

GK = HK/:RK (1.4)
est un Zg-module compact, appelé le {-groupe de classes d’idéles du corps K.

Maintenant on peut énoncer le résultat principal de la théorie £-adique de classes du point
de vue global.

Théoréme 1.1.2 (Corps de classes global, Thm. 1.1.13 [Jau86|). Etant donné un corps de
nombres K, lapplication de réciprocité induit un isomorphisme topologique entre le groupe de
Galois de la L-extension mazimale abélienne de K et le L-groupe de classes d’idéles de K :

Gk = Gal(K®P/K) ~ Ck. (1.5)

Dans cette correspondance, le sous-groupe de décomposition Dy d’une place p de K est l'image

dans Gy du sous-module Ry de Jx ; et son sous-groupe d’inertie I, est celle du sous-groupe U,
des unités de Ry.

En résumé cette correspondance est

Sous-modules fermés de Jg pro-{-extensions abéliennes
>
contenant Rg. de K
et en particulier
Sous-modules ouverts de J {-extensions abéliennes
<
contenant Rg. de K

En plus, pour une extension L/K finie quelconque on a le diagramme suivant

Kab

L =K® N L est la sous-f-extension maximale
de L qui est abélienne sur K, alors

k| T — L -
‘ / Gal(L/K) ~ Cx/ Npk(Cr) = x/ Ny /x (I1) Rk
K

Exemple 1.1.1 (Corps de Classes de Hilbert). Considérons la {-extension maximale non rami-
ﬁéeE| H de K. Cette extension est fixée par I'image du groupe de normes Uk =[], ¢p, Up dans
Cx, c’est a dire par : UxRk/Rx.

Le groupe de Galois Gal(H/K) = Jx/Uk R s’identifie au £-groupe fini des classes de diviseurs
Clk de K, car on a

Uk = TR, /U
- P

p fini
= Ze Xz IdK

1. Non ramifiée aux places finies.
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et par passage au quotient Gal(K" /K) ~ Z, ®z Clx = Cl, le £-groupe des classes d’idéaux (au
sens ordinaire) du corps K.

¢

1.1.2 Valeurs absolues {-adiques

La décomposition de Z? comme produit du groupe des {—1 racines de I'unité par le groupe des
unités principales induit des projections sur ce dernier, celles ci définissent les valeurs absolues
{-adiques comme les applications de pr a valeurs dans le sous-groupe des unités principales Uél)
de Z; pour chaque place p de Pl :

, sip est complexe;

1

(sg(xp)), sip estréelle;

IXplp == <pr\»p(f<)>’ sipte; (1.6)
)

(N, /q, () Np~ve (<)) si ple,

Ces Zy-morphismes continus se propagent sans difficulté aux complétés {-adiques Ry. Les
nouvelles valuations v, sont définies simplement comme la valeur dans Z; de 'exposant de
I’uniformisante. On note le noyau de chacune de ces applications

Uy = ker(R, -5 UL, (1.7)
notons que 1’on a : ﬁp = U, si p ne divise pas £; tandis que pour p divisant £, on a :
Up = {xp € Ry | Logg Nig, /qq (xp) = 0},

ou Log, désigne le Logarithme d’Iwasawa. Le noyau ﬁp s’identifie au sous-groupe Gal(K%b /K3)
associé¢ a la Zg-extension cyclotomique de Ky ; ceci explique que ﬁp soit nommé le groupe des
normes cyclotomiques dans R,.

Le produit

Ug = [ . (1.8)

pePIy

est appelé le groupe des normes cyclotomiques locales dans Jx.
Proposition 1.1.1. Soit K, /Qp une extension finie. Pour tout x € Ry, on a [’égalité suivante :
Xlp = | N, /0, (X)lp, (1.9)
1.e. la valeur absolue {-adique ne dépend pas de l’extension dans laquelle on la calcule.
@n particulier le groupe ﬁqg est I'image réciproque par la norme arithmétique locale NL‘;& /Ky
de Uy.

La Proposition [1.1.1] illustre qu’on n’a pas a craindre que la formule du produit ne soit plus
vraie pour les valeurs absolues {-adiques.

Théoréme 1.1.3 (Formule du produit, Prop. 1.1.8 [Jau86]). L’application

ik — wcz
E=xp)p — & = H Ixplp

pePI
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est un Zg-morphisme continu. Son noyau EK est un sous-module fermé de Jx qui contient le
sous-groupe d’idéles principaur Ryx et qui contient aussi le groupe des normes cyclotomiques
locales Uk .

Ainsi, le noyau ﬁK de la formule du produit pour les valeurs absolues {-adiques sur K est
'image réciproque par la norme arithmétique Ny /o du méme noyau Jq pour le corps des ration-
nels Q.

1.1.3 Extensions cyclotomique et localement cyclotomique

On définit la Zg-extension cyclotomique K¢ de K comme l'extension fixée par I'image de 271(
dans Ck. La théorie {-adique interpréte Jx/Rx comme le groupe de Galois Gal(K2P/K¢).

De maniére similaire, on définit la pro-f-extension abélienne localement cyclotomique maxi-
male K!¢ comme la plus grande pro-f-extension qui est abélienne sur K et complétement décom-
posée sur K° en chacune de ses places.ﬂ

L’extension cyclotomique K€ est contenue dans 'extension K({y~) de K obtenue en ajoutant
toutes les racines £™-iémes de 'unité (pn pour tout n € N. Puisque 'extension localement
cyclotomique K¢ est totalement décomposée sur K€, on a

I
(K C)p = Kga

pour toute place p dans K. Donc on obtient que (K!), C Ky (gw).

Si p est ultramétrique, on a deux scénarios décrits par les diagrammes suivants

Uy
U =T Kab
_— p p \
__ ynor b
Ky =K K e
Ky ———— KK
Z Z, Up
K N Kg* Ky*
K, /
Si p ne divise pas £ Si p divise £

Notons que dans le cas sauvage il peut arriver que quelques étages de la tour cyclotomique
locale soient non-ramifiés. Trois exemples de cela sont donnés ci-dessous (voir [Was97, Ex. 13.3

& 13.4]).

Exemple 1.1.2. (i) Soit K un corps de nombres ne contenant pas V2. La Zs-extension cycloto-
mique de Q étant totalement réelle, elle a pour premier étage le corps de nombres Q(v/2), c’est
ainsi que K(v/2) est par composition le premier étage de la tour cyclotomique Koo/K.

Si I'on fait K = Q(v/—6), son discriminant A(K) = —24 indique que les premiers qui ramifient

2. Cette définition est en accord avec la définition initiale [Jau86, Thm. 1.1.29] comme la {-extension abélienne
maximale de K, qui est non ramifiée et {-décomposée sur I’extension cyclotomique K¢ : Prenant une place p 1 ¢,
on a linclusion D, (K2P/K!¢) C D,(K2P/K¢) qui est en fait une égalité puisqu'un élément (x,), € R, N Jx est tel
que x; = 1 pour tout I # p et donc |x,l, =1, de sorte qu'il appartient & ﬂp, donc vérifie (x,), € R, N Uk R
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sont 2 et 3, donc soient po = (2,v/—6) et p3 = (3,1/—6) les premiers au-dessus de 2 et 3 respec-
tivement avec indices de ramification e(p2]|2) = 2 et e(p3|3) = 2.

Le premier étage de la Zs-extension cyclotomique de K est donc Q(v/—6, v/2), par multipli-
cité des tours on a deux options pour po dans K(1/2) : soit il se ramifie complétement soit il
est inerte. Il ne peut pas se ramifier, car cela impliquerai que 2 est complétement ramifié dans
chaque sous-extension quadratique de K(v/2) ce qui n’est pas le cas pour Q(v/—3) ot il est inerte.
Donc e(*Bslp2) = 1 et on obtient le résultat cherché en localisant.

(ii) Soient g et x7 des caractéres de Dirichlet d’ordre 3 et de conducteurs 9 et 7 respec-
tivement. Comme p.p.c.m.(7,9) = 63, le caractére produit \Pgx7 est associé & un sous-corps de
Q(lg3) ; et, puisqu’on a Pgx7(—1) = 1, le sous-corps qui lui est associé est réel; de plus par le
théoréme des restes chinois | ker Pgx7| = 12; il en résulte que le sous-corps Kg associé a Pgxr est
de degré 3 sur Q. L’indice de ramification dans Kg est 1 pour tous les nombres premiers sauf 3,7
pour lesquels est 3 [Was97, Thm. 3.7

Or, considérons le groupe des caractéres de Dirichlet (g, x7) engendré par g et x7. L’inter-
section des noyaux des caractéres dans (g, X7) est un sous-groupe de Gal(Q(Cg3)/Q) isomorphe
a Cq x Cq, d’out il suit que son corps fixé K; est réel de degré 9 sur Q. De plus on a :

(Wox7) C (P9, Xx7) C (X7b9, Q(Lo)),

ol X(Q((g)) est le groupe de caractéres de Q((y), qui contient \Pg. En termes de corps de nombres
Ko C Ky C Ko(Co),

c’est a dire Ky est bien le premier étage de la Zs-tour cyclotomique de Kp.
Enfin I'indice de ramification de p en K; coincide avec ceux trouvés avant, ce qui confirme
que K;/Kg est non ramifiée.

(iii) Ici, on illustre la situation générale en termes strictement algébriques. Si 'on prend
une Z%—extension Z de K de groupe de Galois G = (0,y) ~ Z%. On s’intéresse aux deux sous-

extensions E; et Ey de groupe Z; fixées respectivement par (oly) et <0'€2’Y>.

L’intersection est alors fixée par le sous-groupe

2
(o%y,0%y) = (c",7)

qui définit un quotient <<;’ ?> ~ Z/8Z. On obtient donc le diagramme suivant
4
£, (o™y) 7
(0v)
Eo
/

¢

L’extension localement cyclotomique est fixée par I'image de ﬂK dans Cx. La théorie £-adique
interpréte le sous-groupe Ux Rk /Rk comme le groupe de Galois Gal(K#P/K!¢), nous verrons que
ce groupe est isomorphe a ﬂK / EK ol EK = ﬂK NRk est le L-groupe des unités logarithmiques glo-
bales, c’est-a-dire des éléments de Rx qui sont partout des unités logarithmiques (voir Définition

pour plus de détails).
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On déduit que
Gal(K'°/K) ~ gx /UxRk et Gal(K°/K) =~ Jx/d,

la dénomination cyclotomique résulte du fait que pour £ impair et pour K =Q on a Jo/ Ef]g =
(14 £€Z¢) et donc Gal(Q°¢/Q) ~ Z;, le cas général résulte de I'identité de composition K¢ = KQ°.
De sa part, 'extension localement cyclotomique porte son nom puisque en prenant une place p
ultramétrique, le corps fixe de Uy est précisément l'extension cyclotomique locale K de Ky.

Définition 1.1.1. On définit le £-groupe des classes logarithmiques de K comme le groupe de
Galois relatif -
Clx := Gal(K'/K®), (1.10)

qui est interprété selon la théorie £-adique de corps de classes comme le quotient 5}( / ﬁKﬂQK.

Le groupe de classes logarithmiques mesure ’écart d’une {-extension & plongement prés dans
I'extension cyclotomique, tel que illustré dans le diagramme :

Kab

>GK/EK

ch

Dans celui-ci le groupe de Galois Gal(K#P/K!¢) s’identifie au quotient du groupe des unités
logarithmiques locales et le sous-groupe des unités logarithmiques (voir Déf. |1.5.1)).

1.2 Approche géométrique

Dans cette section on va définir les indices et les degrés absolus et relatifs de ramification
et d’inertie logarithmiques. On s’en servira pour définir la valuation logarithmique : grosso
modo elle nous permet d’étendre les valeurs absolues {-adiques & tout le groupe Z; en passant
par le logarithme d’Iwasawa et une normalisation ad-hoc. Enfin, on donnera une description
géométrique du groupe des classes logarithmiques a 1’aide des diviseurs logarithmiques.

1.2.1 Ramification et Inertie Logarithmique

Soit K un corps de nombres, p € P1?< une place ultramétrique au-dessus de p et K, son
complété. On dénote Qp la Z-extension cyclotomique de Qp, c’est-a-dire la composée des Zq-
extensions cyclotomiques de Qp pour tous les premiers q.

3. Dans le cas { = 2, le groupe se décompose comme Z/2Z x Z, ; c’est aussi le cas si K ne contient pas i.
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Définition 1.2.1. Soit K, le complété de K dans la place p. Nous disons que :
(i) ep = [Kp : Ky N QE] est I'indice absolu de ramification logarithmique de Ky ;

(ii) fp = [Ky N 6% : Qpl est son degré d’inertie logarithmique.

Le diagramme suivant illustre la situation :

KP

Kp N QS Ky N QU

Qp

Dans celui-ci Qgr désigne la Z-extension non-ramifiée de Qp- On voit que [Kp, : Qpl = epfy, =€, %Vp.

La définition des indices ey et Fp dépend seulement de la place p.

L’indice de ramification mesure I’écart a plongement prés du complété K, dans la Z-extension
cyclotomique de Qp. Observons que si p est non ramifié au sens logarithmique, K, est le composé
des mq étages des Z4-extensions cyclotomiques de Q, pour les nombres premiers ¢ divisant le

degré d’inertie logarithmique fy. Ainsi, puisqu’on a Qg = Q" pour tout q # p (1.1.3)), on a les
égalités suivantes :

vglep) =vqlep) et vq(fp) =vq(fp); (1.11)

en particulier ils coincident dés que p est étranger au degré de I'extension, c’est a dire e, = e,
et fy =fp sipt[Kp:Qpl
On définit le quotient

R
Ap = L =2 (1.12)

il mesure une certaine divergence que dans notre cas se manifeste juste aux places au-dessus de
{, puisqu’on considére que des {-extensions.

Définition 1.2.2. Si Ly est une extension finie de K, on définit :

(i) L’indice de ramification relaNtif CLy/K, = [Lqi: Ly N (S%Kp] ;
(ii) et le degré d’inertie relatif fLy/k, = (Lp N QR Ky = Kyl

Les invariants relatifs étant définis, les formules de transition
EKB = ELm/KpEp et fm = qu}/Kpr (113)

restent valables [Jau94l §1|. On a le schéma suivant :
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ey _
€Lp/Kp

~ ¢
LgpﬂQ% 7’@1_:;3(_]](%

fop z ~
fL;B/Kp fL;p/Kp

f —
Q ——— KpynQp ————

Définition 1.2.3. Soit L/K une extension finie de corps de nombres, P8 une place de L au-dessus
de p. On dit que L/K est logarithmiquement non ramifiée en p lorsque E]_m /K, = 1, C’est a dire

si Ly est contenu dans le composé des extensions cyclotomiques IZE de Kp.

1.2.2 Valuation Logarithmique

On définit le degré (’,—adiqueE] d’un nombre premier p comme

_ | Log(p) sip# L,
deg(p) —{ Loge(1+0) sip—t: (1.14)

celle-ci peut étre étendue pour une place p € Plx au-dessus de p par la formule

degy(p) = fp deg(p). (1.15)
Dans tous les cas I’application degré prend des valeurs dans {Zy.

Définition 1.2.4. L’application

Vo (x) = _ Loge x|, _ Loge N, /q, (x)
’ deg(p) deg(p)

, (1.16)

définie sur Ry, est la £-valuation logarithmique attachée a p.

Pour x € Ry la quantité v,(x) est indépendante de 'extension finie de Q, dans laquelle
on la calcule. En plus, v, est un Z¢-épimorphisme sur le groupe additif Z¢, qui a pour noyau
le sous-module des normes cyclotomiques ﬁp. Pour p 1 ¢, la {-valuation logarithmique v, est
proportionnelle a la valuation ordinaire vy :

ou Ap est tel que définie en ((1.12)), le quotient A, est une unité {-adique égale & 1 pour presque
tout p, ceci étant une conséquence de (1.11)).

4. Cette définition motivée par des considérations computationnelles se révéle trés pratique mais différente a
celle donné dans [Jau94, Def. 1.1]. Cela ne change rien aux propriétés de la valuation logarithmique.
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1.2.3 Diviseurs Logarithmiques

Classiquement le groupe de diviseurs Dg d’un corps de nombres K est le groupe abélien
construit sur les places de K : les places finies étant libres (et indépendantes), les places complexes
étant considérées comme triviales et les places réelles sont regardées comme d’ordre 2; le groupe
Dk est ainsi le produit de v copies de Z/2Z et du groupe Ix des idéaux fractionnaires de K.
Le sous-groupe de diviseurs principaux Pk est I'image canonique de K* dans Dy. Le quotient
Clx = Dg/Pk est un groupe fini appelé le groupe de classes de diviseurs [Jau86, Prop. I11.1.2.],
qui s’identifie au groupe des classes d’idéaux au sens restreint.

En remplagant la Z-structure par la Z,-structure on obtient le Zy-module libre construit sur
les places finies de K :

Dix = ) vpp. (1.18)

pcPIY
On appelle ce Zg-module le £-groupe des diviseurs logarithmiques. L’application degré
degy : Dlx — Z;
d = Z Vpp > degg & = va degy(p). (1.19)

peP1y

a pour noyau le sous-module ﬁ’,K de Dl formé des diviseurs logarithmiques de degré nul.

De maniére analogue au cas classique on peut définir des diviseurs principaux en remplacant
K* par le groupe d’idéles principaux Ry et les valuations par les valuations logarithmiques :
I’application Zg-linéaire & valeurs dans Dk

Cﬁ(lK: RK —)@f](

X Z Vp (X)p, (1.20)

peP1y

envoie Rk sur un sous-module Pl = /iﬁK du groupe HEK des diviseurs logarithmiques de degré
nul [Jau94, Prop. & Def. 2.2|.

Définition 1.2.5. Nous disons que le quotient
fC\EK = /DVQK//?SEK (1.21)

est le £-groupe des classes logarithmiques du corps K.

1.3 Description des classes logarithmiques en termes d’idéaux

Puisque pour une place p £ on a que les valuations classique et logarithmique sont propor-
tionnelles a une constante Ap preés, tout {-diviseur & provient d’'un {-idéal a par la formule

a=]]p —oxla) =D Aopp, (1.22)
pft pte
ceci donne une description des classes logarithmiques en termes d’idéaux .
Soit
Jdx ={a =] [»>} (1.23)

ptt
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le groupe des £-idéaux, i.e. des idéaux étrangers & £. Notons
Jdx ={a € Jdx | degy 5k (a) = 0} (1.24)

le sous-groupe des {-idéaux de degré 0, et
={] [»"' ¥ 1V(a) =0 vplt} (1.25)
pte

le sous-groupe des {-idéaux principaux engendré par les idéles principaux a dont la valuation
logarithmique est nulle aux places au-dessus de £.

Définition 1.3.1. Le quotient - o
CKK = de/iPT‘K (1.26)

est le £-groupe des classes logarithmiques du corps K.

1.4 Le module de Kuz’min-Tate

Dans cette section nous allons donner, & l'aide de la théorie des genres, une autre définition
du -groupe des classes logarithmiques [Jaul6d].

Définition 1.4.1. Nous appelons module de Kuz'min-Tate d’un corps de nombres K le groupe
de Galois Tx = Gal(K/Ky,) de la pro-f-extension abélienne maximale de la Zg-extension cyclo-
tomique Ky, de K qui est complétement décomposée en toutes les places, groupe que la Théorie
de corps de classes identifie & la limite projective pour les applications normes @Cﬂ{(n des
{-groupes de {-classes attaché aux étages finis Ky de la tour Ky /K.

Le module de Kuz’'min-Tate admet une action induite de 'action de I' = Gal(Ky/K) ~ Z,
sur les étages Ky, de la tour cyclotomique. Cette action se propage aux {-groupes de classes Clx__,
et donc, au quotient C€{<n = Clg, /Clk, (0).

Définition 1.4.2. On définit le quotient des genres
Cly = rTx = T/TY (1.27)
comme le {-groupe des classes logarithmiques du corps K.

(v—1)

Notons que Ty est 'image de Tk par 'action d’un pro-générateur y — 1 de T'.

1.5 Groupe des Classes Logarithmiques

Dans cette section on rappelle les quatre définitions (1.1.1]), (1.2.5), (1.3.1)) et (1.4.2) pour le
{-groupe des classes logarithmiques données dans les sections précédentes et on démontre leur
équivalence.

Soit K un corps de nombres et £ un nombre premier, on a définit le £-groupe des classes
logarithmiques avec quatre approches différentes :
(i) Théorie {-adique de corps de classes

Cly := Gal(K'c/K€)
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(ii) Géométrique

&K = ﬁK/ﬁK
(iii) En termes d’idéaux

&K = %K/ﬁK
(iv) En termes de genres

fC\EK = (.TK/‘I](Q/il]

Théoréme 1.5.1 (Equivalence). Les définitions ci-dessus du groupe de classes logarithmiques
Clk d’un corps de nombres K sont équivalentes.

Avant de donner donner la preuve, rappelons le résultat suivant connu comme le Théoréme
d’approximationlﬂ :

Lemme 1.5.1 (Artin-Whaples). Soient |- |y,,...,[ |y, des valuations non-triviales d’un corps
de nombres K. Pour chaque 1 soit Ky le complété de K a la place pr. Soit A 'image de K dans
le produit TT = ngign Ky, avec la topologie produit. Alors A est dense dans TI.

La démonstration de ce résultat classique peut étre consultée dans [Cas67, §6]. Or, une fois
rappelé cet important résultat on revient & la preuve des équivalences.

Prewve du théoreme d’équivalence : (i)<(ii) Par la théorie {-adique de corps de classes le
groupe Gal(K!¢/K) s’identifie au quotient J K/ ﬁKfRK. L’application oﬁ/K induite au noyau de la
formule du produit Jx associe & un élément (xp)p € Jx un diviseur 2 Vplxp)p de degré nul, elle
est clairement surjective et le noyau est le groupe des normes cyclotomiques locales UK Donc
le quotient HK /Uk s’identifie au {-groupe DEK des diviseurs logarlthmlques de degré nul. Un

raisonnement similaire identifie les quotients J K/ UKRK et @(’,K / iP(’,K

(ii)<(iii) D’abord notons que les Zg-modules HK/UK et Dix s’identifient, ainsi HK/ﬁKiRK et
Dk /Plk. Par le théoréme d’approximation toute classe dans Jyx/Uk Rk peut étre représentée
par un idéle & cordonnées triviales aux places £-adiques :

[Lore Re = I/ Ty 1e Rp — Ix/ Uk Rk

Dey /Dl (0) ——» Dby /Ply

On en déduit que 'application donne une application surjective
bk : j\c/lK — EVEK.
Le noyau de cette application est le sous-groupe
kerg, = {a € Jdk | Ja € Rk tel que 5k (a) = divg(a)},

donc 'égalité ok (a) = &R/K(a) donne que les coefficients du diviseur principal aux places {-
adiques sont nulles, c’est & dire vy(a) = 0 pour tout p|¢. Il en résulte que kery = Pr comme
attendu.

(iv)<(i) Le quotient Tk / ‘J'](Q/_l) fixe une sous extension non-ramifié ¢-décomposé de KS /K¢,
Comme ‘J'I(Q/*U est la fermeture du sous-groupe dérivé du groupe de Galois Gal(KS4/K), I'ex-
tension fixée est abélienne maximale sur K, donc elle est rien d’autre que ’extension localement

cyclotomique K. On a bien ‘J'K/‘J'](g_l) ~ Gal(K!c/Ke). O

5. Weak Approzimation Theorem
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1.5.1 Conjecture de Gross-Kuz’min

Jusqu’a présent on a juste défini le £-groupe des classes logarithmiques d’un corps de nombres
K mais on connait trés peu ses propriétés quant a la finitude. D’apreés la théorie {-adique de corps
de classes, il s’identifie avec un quotient des groupes de Galois des extensions cyclotomique et
localement cyclotomique, ces derniers sont incluses dans la {-extension maximale abélienne du
corps K, donc le groupe Clk est un pro-{ groupe, qui se révéle fini dans certains cas (voir le cas
abélien et certains d’autres [Jau85l [Jau87]) et que 'on conjecture fini en général.

Conjecture 1.5.1 (Gross Généralisée, Thm. & Def. 1.1.24 [Jau86]). Le groupe de Galois Gal(K!¢/K)
de Uextension localement cyclotomique de K est un Zg-module de rang 1. Autrement dit KI° est
une extension finie de la Zg-extension cyclotomique de K.

I1 suit immédiatement qu'un corps de nombres K qui satisfait cette conjecture a pour £-groupe
de classes logarithmiques un groupe fini et inversement un corps de nombres ayant pour £-groupe

de classes logarithmiques un groupe fini, satisfait la conjecture de Gross pour le nombre premier
L.

1.5.2 Groupe d’unités logarithmiques

Définition 1.5.1. Pour tout ensemble fini S de places ultramétriques d’un corps de nombres K,
nous appelons le {-groupe des S-unités logarithmiques du corps K le sous-module de Ry défini
par :

&Y ={e € Rx|Vp(e) =0, Vp ¢ S); (1.28)

lorsque S est vide, on dénote EK pour EQK le {-groupe des unités logarithmiques.
Le {-groupe des unités logarithmiques EK s'identifie par le principe de Hasse au {-groupe
des normes cyclotomiques, c’est & dire au sous-module du {-groupe des idéles principaux Ry

de K formé des éléments qui sont normes dans tous les étages finis K;;/K de la Zy-extension
cyclotomique K€ de K.

Remarque: En général le {-groupe des normes cyclotomiques £x ne coincide pas avec le tensorisé

Zy ®z n N,k (K3).
neN

L’article [Jaul6al fait ’étude de certains cas ou ces groupes sont égaux et donne des exemples de situations
ou ils sont distincts.

Lorsque ’ensemble S C P1]0< contient I'ensemble des places Pl (£) au-dessus de {, le groupe
Ei coincide avec le £-adifié Ei =27y ®z Eﬁ du groupe des S-unités du corps K [Jau94, Scolie
3.3] dont le rang essentiel est donné par le Théoréme de Dirichlet :

dimgz, &% = dimz, & = 1K + cx + sk — 1.

Proposition 1.5.1. Le rang essentiel du {-groupe des unités logarithmiques d’un corps de
nombres K est la somme T + ck + Ok des mombres des places réelles v, et compleres cx
et du défaut dx de la conjecture de Gross dans K, i.e. dimz, Clx. Autrement dit, on a

Ex =~ py x Zprrextix (1.29)

ol wk désigne le L-groupe des racines de ['unité dans K.
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Preuve : Considérons la suite exacte de Zg-modules noethériens
s ;) divg ~ =~ =,/
1= &k = &k — Dppelep — Clx — Clg — 1,

ol le groupe E@{( ~ EEK/EEK(Q (voir (1.30)) est un sous-groupe de C{} qui est un groupe fini.
L’application dimz, est du type d’Euler-Poincaré [Lan02, Ch. III §8|, comme une suite exacte
est un complexe acyclique sa caractéristique d’Euler Xdimz, est nulle [Lan02, Ch. XX §3]. D’ou

I’on obtient dimz, EK =1k + cx + Ok. ]

1.6 Reésultats immédiats sur le groupe de classes logarithmiques

1.6.1 Un théoréme d’Iwasawa Logarithmique

On finit ce chapitre avec la preuve du théoréme énoncé & l'introduction, qui illustre les
ressemblances entre les groupes de classes classiques et ceux logarithmiques.

Dans [DyDS99| les auteurs développent un algorithme pour le calcul du {-groupe de classes
logarithmiques, la clé de cet algorithme est dii au fait suivant :

Lemme 1.6.1 ([DyDS99|). Soit CL" le L-groupe des {-classes d’idéauz du corps de nombres K,
c’est a dire le £-sous-groupe de Sylow du quotient du groupe des classes par le sous-groupe des
classes des idéaux construits sur les places au-dessus de L ; et considérons ’application

0:Cly — CU

S mpp e e
p

pte

La suite . .
0 — Clx(0) —> Clx —% Ct/ — coker® — 0 (1.30)

est exacte. Le terme a gauche EEK(@) dénote le sous-groupe de EEK engendré par les classes des
diviseurs logarithmiques au-dessus de L.

Théoréme 1.6.1. Soit Ky, = Q({n+1). Si € est un nombre premier régulier alors le {-groupe des
classes logarithmiques Clx, du corps Ky est trivial pour n > 0.

Preuve : Par un théoréme d’Iwasawa [Iwab0], lorsque £ est régulier la {-partie du groupe de
classes de Ky, est triviale, donc le groupe C{’ est trivial pour tout n > 0. Enfin, on sait que
dans Q((gn) il y a qu'une place au-dessus de {, donc le groupe Clx, ({) est trivial aussi pour tout
n > 0. OJ

Ce dernier résultat peut se déduire également d’un autre plus général qui fait usage de la
définition de Clx du point de vue des genres, pour en étudier certains conditions de trivialité.

Théoréme 1.6.2. [Jaul6c, Prop. 8] Soit Koo = Unen Kn la Zg-eatension cyclotomique de K.
Les assertions suivantes sont équivalentes : .

(i) Le quotient des genres de Ty est trivial : Clx = 1.

(ii) Les L-groupes de L-classes C€]’<n sont ultimement triviauz : C€{<n =1 pour n > 0.

(iii) Le module de Kuz’min-Tate Tx est trivial : Tk = 1.

Nous disons qu’un corps de nombres K est {-logarithmiquement principal lorsque les condi-
tions précédentes sont vérifiées.
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Chapitre 2

Le groupe de classes logarithmiques le
long des Zy-extensions

Un mathématicien qui n’a pas aussi une
part de poéte ne deviendra jamais un
mathématicien accompli.

Karl Weierstrass

En 1959, le mathématicien japonais Kenkichi Iwasawa a fait une découverte fondamentale en
théorie algébrique de nombres. Il a démontré que 'exposant e de I'ordre de la £-partie du groupe
des classes des étages le long d'une Zp-extension quelconque d’un corps de nombres K, peut étre
exprimé par une formule qui dépend de trois entiers u, A et v. Le résultat est le suivant :

Théoréme (Iwasawa). Soit Koo/K une Zg-extension d’un corps de nombres K, c’est-a-dire
Gal(Kso/K) = Zy. Il existent des entiers w,A > 0 et v, qui ne dépendent pas de n tels que

e(Koo/K) =™ +An + v,
pour n suffisamment grand.

Dans son travail de thése, Jaulent obtient une formule analogue pour le groupe des classes
logarithmiques C{ le long d’une Zy-extension cyclotomique. Il obtient ce résultat en considérant
I’extension maximale KL% de K4 qui est non-ramifiée et E—décomposée Alors pour n assez grand
le groupe de classes logarithmiques de &n du n-iéme étage de la tour cyclotomique s’exprime
simplement comme

Cly = C//C/%n,
néanmoins cette description n’est plus vraie pour des Zy-extensions qui sont non-cyclotomiques.
Ce chapitre s’intéresse a I’étude du groupe de classes logarithmiques le long des Z;-extensions
non-cyclotomiques.

On démontre que effectivement, un résultat du type Iwasawa peut étre trouvé pour de telles
Z¢-extensions, mais en considérant une méthode plus élaborée.

D’abord on montre que sous la conjecture de Gross-Kuz’min, une Zg-extension non-cyclotomique
est logarithmiquement ramifiée. On utilise donc les sous-groupes d’inertie logarithmique des

1. Elle n’est rien d’autre que ’extension maximale de K., qui est logarithmiquement non-ramifiée

31



places de K qui ramifient logarithmiquement pour obtenir des extensions KIT‘{ de Ky, qui sont loga-
rithmiquement non-ramifiées. Par contre, on ne peut appliquer directement la théorie d’Iwasawa
puisque ces extensions sont infinies. Donc, il faut travailler avec les extensions cyclotomiques
K¢ des étages Ky,. Finalement, on vérifie que la théorie d’Iwasawa peut étre bien employée dans
cette situation et on obtient le théoréme suivant :

Théoréme. Soit Ko/K une Zy-extension non cyclotomique. Soit E@Kn le groupe des classes
logarithmiques de Ky . 1l existe des entiers A,L = 0 et Vv, tels que

O — g AN
|C€Kn| =" )
pour n suffisamment grand.

Donc ceci compléte I’étude du groupe de classes logarithmiques le long de Z¢-extensions dans
I’esprit original d’Iwasawaﬂ.

La derniére partie de ce chapitre fait 'étude des invariants p, {i et A associés au module
logarithmique et on trouve des relations avec le module de la {-extension maximale non-ramifiée
de K.

Dans le cas cyclotomique classique on a le célébre théoréme de Ferrero et Washington :

Théoréme. Soit K une extension abélienne de Q. Soit K¢ la Zy-extension cyclotomique de K.
Alors u=0.

Ce qui implique en particulier que le méme résultat est vrai dans le contexte logarithmique
puisque dans ce cas L = [, c’est-a-dire L = 0.

On démontre alors que sous une hypothése de décomposition dans les places sauvages de
K qui ramifient on a le méme résultat i = 1. On démontre aussi que les invariants A et A ne
différent que par des facteurs cyclotomiques.

Finalement, on profite de I'implémentation du calcul du groupe de classes logarithmiques
dans le logiciel PARI par Belabas et Jaulent [BJ16] pour donner des exemples numériques de
nos résultats. Dans l'explication du cas cyclotomique tout au début du chapitre, on donne
des exemples des calculs faits pour les premiers trois étages de la Zs-extension cyclotomique
de certains corps quadratiques. Et a la fin du chapitre, on calcule explicitement les invariants
logarithmiques et classiques associés aux premiers étages des Zg-extensions dans le deux cas :
cyclotomique et non-cyclotomique.

2.1 Le cas cyclotomique

Soit K un corps de nombres et £ un nombre premier. On considére K¢ = Ko, = [JK;,, la
Zp-extension cyclotomique de K. On veut étudier les {-groupes des classes logarithmiques EEKn
attachés aux étages finis de la tour K. Soit CJ, le {-corps des {-classes de Ky, i.e. la {-extension
maximale abélienne de Ky, qui est non ramifié et {-décomposée. La théorie des corps de classes
identifie son groupe de Galois Gal(C},/Ky,) avec le {-groupe C€]’<n des (-classes des diviseurs
de Ky. Soit ng > 0 le plus grand entier pour lequel Ky, est contenu dans C). On a alors le
diagramme suivant :

2. Kenkichi Iwasawa. On IN-extensions of algebraic number fields. Bull. Amer. Math. Soc., 65:183-226, 1959

32



Koo Kle c!
~—_ —
e/wn

re”
cer
T
Ky cr
r
Kny —— Cp
e}
K

ou CL = |JCJ est la réunion des {-corps des {-classes associées aux étages finis de la tour
cyclotomique. Le groupe de Galois €' = Gal(Cl /K) s’identifie par la théorie des corps de
classes avec la limite projective @' = @C(’,{l pour les applications normes des {-groupes des
{-classes C{],. Le groupe de Galois G = Gal(C/ /K) est le produit semi-direct G =T x €, ou I’
agit sur C’ par conjugaison :

XY =yxy ™’ (2.1)

donc €’ est un A-module. Soit &Kn = Gal(K¢/K€) le L-groupe des classes logarithmiques du
corps Ky,. Sous la conjecture de Gross-Kuz’'min dans Ky, ¢’est un groupe fini et en plus on a
pour n >0

Cly,, =e’/e’n, (2.2)

car le sous-groupe €'®n fixe I’extension maximale abélienne de K;, qui est {-décomposée sur K,
i.e. extension localement cyclotomique Klr‘i de Ky,. On tire du lemme de Nakayama [Lan90, Ch.
5, §1] et de la finitude du quotient €'/C'“™ que € est un A-module noethérien et de torsion,
donc par le théoréme de structure on a :

en ~ e/~ (PAsm™) o (PAaes). (2.3)

On obtient naturellement le résultat suivant analogue au théoréme d’'Iwasawa [[wa59| classique

Théoréme 2.1.1. Soit K /K la Zg-extension cyclotomique de K. Soit &Kn le groupe des classes
logarithmiques de Ky. Il existe des entiers ', i’ > 0 et v/ indépendants de n et un entier ng
tels que

|E73Kn| _ eH/€“+?\/n+v/7 (2.4)

pour tout 1 = ng.

Remarque: Les paramétres n’, A’ et v/ sont notés en accord avec A-modules dont ils proviennent. Ceci
sera éclairci dans la Section 2.3.11
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2.1.1 Calculs Explicites

Cette section a pour but d’illustrer 'utilisation des fonctions et des algorithmes publiés
récemment dans [BJ16] pour calculer les groupes des classes logarithmiques. Nous calculons ces
groupes pour les premiers étages des Zy-extensions. Le code ci-dessous correspond au langage

utilisé en PARI/GP [Thel6).

Corps quadratiques, { =3

Le programme suivant calcule le 3-groupe de classes logarithmiques pour les premiers trois
étages (K = Ko, Ky et Ko) de la tour cyclotomique d’un corps de nombres quadratique Q(+/d)
ayant 3-groupe de classes logarithmiques non trivial et dans lequel 1'idéal (3) est complétement
décomposé.

Sous les hypothéses précédentes on fait le calcule pour —100 < d < 100.

for(d=-100,100,
if(d==1||!issquarefree(d) ,next);
K=bnfinit(x~2-4,1);

Cl=bnflog(K,3);

if ((#idealprimedec(K,3)!=2)||!Cl,next);
T=polcompositum(K.pol,polsubcyclo(9,3)) [1];
E=bnfinit (nfinit([T.pol,10°5]1),1);
Cl1=bnflog(E,3);
T=polcompositum(K.pol,polsubcyclo(27,9)) [1];
E=bnfinit(nfinit([T.pol,10°5]),1);
Cl2=bnflog(E,3);

print(C1,C11,C12);)

Q(Vad) Q(V/d, cos(27/9)) Q(V/d, cos(27/27))

a | Cie | cd¥ | e | Ciy, E@{f] Cly, | Cig, ”cve][f] Cly,

86 | B BB M |99 | 3] 19,3 | [27,27] | [3] | [27,9]
T4 9l e |l 271 | 9] | 3 [81] [9] [9]
65 | 381 | B [ 1l [9] 3] | 3 [27] [3] [9]
AT 91 P |l 271 | 9] | [3] [81] [9] [9]

AR R0 TRL3 27 | 3,3 [ 1243, 9] | 127] | [9, 9]
S35 B B[l 9] 3] | 3] [27] [3] [9]
143 B 9] 3] | 3] [27] [3] [9]
67 | 1381 | 3] | 1l [3] [ [3] [3] [ [3]
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Remarque: Il a été démontré par Jaulent (voir que lorsqu’on considére la Zy-extensino cycloto-
mique d’un corps de nombres, le paramétre [ attaché au groupe de classes logarithmiques est égal au
parameétre p attaché au groupe de classes. Donc le théoréme de Ferrero-Washington [EW79| reste valide
dans le contexte logarithmique. On déduit que I'invariant @t vaut 0 pour les corps considérés dessus. En
plus, on sait que dans le cas cyclotomique A’ = A, ot I'invariant A’ est celui associé a la suite des {-groupes
des f-classes C{},. Les articles de Gold [Gol75al et [Gol75b| nous donnent un critére pour déterminer la
valeur de A’ pour les corps quadratiques imaginaires. Donc on est en position de donner explicitement
la valeur des invariants [ et A pour des exemples a la fin de ce chapitre (voir .

e Sous les mémes hypothéses qu’au début, on s’intéresse aux premiers corps quadratiques
réels (d < 3000) pour lesquels les 3-groupes de 3-classes ne sont pas triviaux : donc ces corps
ont un 3-groupe de classes non trivial et le groupe engendré par les classes au-dessus de 3 est
strictement plus petit.

Q(Vd) Q(Vd,cos(2m/9)) | Q(Vd,cos(27/27))

— — N ) — 0
d Clx CBL] Cly | Cly, Ceu CE]/<1 Clx, CEI[(l Ce{(z

L I I I 1 | O o
1654 | 3] | [ [ BB [0 BBl ] Bl

1954 | 3] | I | 8] | [3] | 31 | 3] 1 13|
2419 | 3] | I | 18 | [3] I 31 | 3] 1 3]
2713 | 3] | I | 18 | [9] I 9] | [9] 1 19]
2071 | 31 | I | 18| [3] | 31 [ 3] | 3]

Remarque: Ces calculs ont pris 17 minutes et 25,573 ms.

e Enfin, sous les mémes hypothéses qu’avant et (d < 50000), on rajoute la condition que le

~[t] . . ..
sous-groupe Clyi  engendré par les deux idéaux p et p’ au dessus de £, ne soit pas trivial.

QVd) Q(v/d, cos(27/9)) Q(v/d, cos(2m/27))

d | Clx | Ct | Cli | Cly, | C | Cli, | Clx, | Coe | Cli,
3739 | (9 [ Bl [ BI | 271 | (3] [ [9] 81 [ B | [27]
726 | 331 1Bl | Bl 119331 [ 1933|2733 [ | [27.3.3]
11545 | 9] | (8] | B | [9] I 19] 9] I 19]
17134 1 9] | Bl | B | 9] I 19] 9] I 19]
19330 | 91 | BB | B | 9] I 9] 9] I 9]

Remarque: Ces calculs ont pris 28 minutes et 44,565 ms.
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2.2 Le cas non-cyclotomique

2.2.1 Préliminaires
Le {-groupe des classes logarithmiques de degré arbitraire

En analogie a la suite classique on a la suite exacte suivante pour un corps de nombres K
[BJ16] :

1—)gK—>RKdi;)D€K:@Zep—>&T<—>1, (2.5)
peP1y

ol gK est le groupe des unités logarithmiques et Ry est le groupe d’idéles principaux du corps
K; son image dans Dl est le groupe des diviseurs principaux logarithmiques.

Définition 2.2.1. /C\F]; est appelé le £-groupe des classes logarithmiques de degré arbitraire.

Nommé originalement le groupe des classes de valeurs absolues [Jau86, Ex. 1.1.19] et rebaptisé
comme {-groupe de classes logarithmiques [JaulGb|, on change encore son nom pour continuer
avec notre notion de {-groupe des classes logarithmiques sans faire appel aux degrés des diviseurs.

Ainsi, le £-groupe de classes logarithmiques &K est le sous-groupe du groupe &*K, formé des
classes de diviseurs de degré 0.

Le groupe EE*K est un Zg-module de type fini (de rang 1 sous la Conjecture de Gross-
Kuz’'min) et infini. Il est isomorphe par la théorie £-adique de corps de classes au groupe de
Galois Gal(K!'®/K) de I’extension abélienne localement cyclotomique maximale de K, donc

Gal(K'/K) ~ Iy /Ux Rk. (2.6)

Sur la ramification logarithmique

Soit K un corps de nombres et p une place de K. Dans ce qui suit nous allons décrire la
ramification logarithmique a la place p pour les {-extensions abéliennes de K.

On définit le groupe d’inertie logarithmique Ip comme l'image de ﬁp dans Gal(Kab/K)
Soient L1 /K et Ly/K deux sous-corps de K?P emboités L1 C L. Les sous-groupes ip NGal(K? /L)
et Tp N Gal(K2P/Ly) sont les sous-groupes d’inertie logarithmique correspondant aux extensions
K2P/L; et K2 /Ly respectivement, et le dernier est un sous-groupe du premier. Le premier p est
dit logarithmiquement ramifié¢ dans I'extension Ly/L; si ip NGal(Kab/Ly) # Tp NGal(K2?P/1y), et
logarithmiquement non ramifié si ip NGal(K#P /1) = Tp N Gal(K?P/Ly) auquel cas le sous-groupe
d’inertie logarithmique de p dans l'extension K&P/L; fixe Ly :

I, N Gal(K*/1;) C Gal(K*/Ly).

Une place q; de Lj (avec 1 = 1,2) au-dessus de p est dite logarithmiquement non ramifiée
dans D'extension Lo/L; si et seulement si p est logarithmiquement non ramifiée dans Lo/L;.
Autrement q; est dite logarithmiquement ramifiée. Le sous-groupe d’inertie de 'extension Ly/L;
est donné par 'image de Tp N Gal(K#P /L) par le morphisme Gal(K?"/L;) — Gal(Ly/L;). Ainsi

3. On ne se soucie pas de la place p dans K*® au dessus de p, puisque les groupes résultants sont conjugués
par I'action de Gal(K*"/K) donc coincident.
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q2 est logarithmiquement non ramifiée dans Ly/L; si et seulement si le sous-groupe d’inertie
logarithmique Ig,(La/Lq) est trivial.

Remarque:

La définition ci-dessus de ramification logarith- et alors on a bien
mique coincide avec la Définition [I.2.3] pour les ex-
tensions finies.

En fait si L/K est une {-extension abélienne finie
et P une place de L au dessus de p € Plg, le
sous groupe d’inertie logarithmique Iy de I'exten-

Iy ~ Gal(Ly /Ly N K5).

sion L/K est I'image de ip ~ U, dans le groupe de Kgb
Galois Gal(L/K) ~ Jx/ Ny /x (d1) Rk :
B o Nig /xp (Rep)
I ~ Up /Uy N Ny (I1) Rk
, s ee 1 . . . Ly |Up Nigy/x, (Ryp)
d’un autre coté l'indice de ramification logarith- B/ e

mique est défini comme le degré er, x, = [Lyp :
Ly MK, qui est égal & 'ordre du groupe de Galois

= Ly NKS
Gal(ng/ngﬂK;) =U, NL‘ﬁ/Kp (ngB)/ NL\B/K‘, (me) 2 P
Puisque L/K est abélienne ([Jau86, Ch. 1 §2.a]) on
a
Nry/k, (Rp) =Ry N Nk (IL) R Ky

Théoréme 2.2.1. Les Z;-extensions sont logarithmiquement non ramifiées aux places modérées.

Preuve : Si p est modérée, elle ne divise pas les degrés [Ky, : K] des étages finis Ky, de la Z¢-
extension considérée, et les indices de ramification logarithmique et classique coincident .
Le résultat suit alors du fait que les Zy-extensions sont non ramifiés aux places modérées au sens
classique [Was97, Prop. 13.2]. O

Théoréme 2.2.2. Soit K un corps de nombres qui satisfait la conjecture de Gross-Kuz’min, et
soit Koo /K une Zg-extension non cyclotomique de K. Au moins une place p au-dessus de { se
ramifie logarithmiquement dans Ky /K.

Preuve : Sous la conjecture de Gross-Kuz'min, le groupe E@"{( est un Zg-module noethérien

de dimension 1, qui a pour sous-groupe de torsion (&*K)tors o~ &K. Supposons que K, est
logarithmiquement non ramifiée ; alors ’application

Cly ~ Gal(K/K) = T = Gal(Koo/K)

est surjective et son noyau contient le groupe des classes logarithmiques EEK = (&T()tor; donc
Ky est fixée par Clx ce qui entraine une contradiction, puisqu’on a supposé Ko, distincte de
I’extension cyclotomique. ]

Remarque: Si la conjecture de Gross-Kuz'min est en défaut dans K le groupe de classes logarithmiques
Clk, est infini, et il existe une Zy-sous-extension de K!¢ autre que la cyclotomique. Toutes les deux sont
cependant localement cyclotomiques.

Inversement, si la conjecture de Gross-Kuzmin est vraie dans K, le groupe de classes logarithmiques
fournit un critére du type global-local pour déterminer quand une Zy-extension est cyclotomique.

Sous les mémes hypothéses que le théoréme précédent, on a le résultat suivant :
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Corollaire 2.2.1. [] existe un d tel que Koo /Kq est totalement log-ramifiée en un ensemble non
vide de places au-dessus de £ et logarithmiquement non ramifié pour toutes les autres places.

Preuve : Soient p1, ..., ps les places dans K au-dessus de € qui se ramifient logarithmiquement.
Leur groupes d’inertie logarithmique I; sont fermés et non triviaux dans I' = Gal(Ks,/K), donc
on a

~ 244
Ii ~T 1,

si I'on prend d = max d;, il est clair que I'extension Ky, /Kq est totalement log-ramifiée. O

Définition 2.2.2. On dit qu'une Zy-extension K, est localement disjointe de K€ lorsqu’il existe
une place p € Plg qui est totalement ramifiée dans K, /K au sens logarithmique, ce qui équivaut
a dire que Ko est globalement disjointe de I’extension localement cyclotomique K de K.

Remarque: Notons que les définitions précédentes sont en fait équivalentes. D’abord si un place p € Plg
est totalement ramifiée au sens logarithmique, ’extension K;/K est disjointe de 1’extension localement
cyclotomique K'°. Puisque K est I’extension maximale abélienne de K qui non-ramifiée au sens loga-
rithmique. Inversement, supposons que Ko et K!¢ sont globalement disjointes. Sous la conjecture de
Gross-Kuz’'min l'extension K, /K est logarithmiquement ramifiée. En plus, il existe au moins une place
qui se ramifie au sens logarithmique dans K; /K, sinon K; /K serait non-ramifiée au sens logarithmique et
on aurait K; C Ky, NKE.

Scolie. Soienthl, ..., Ps les places dans K au-dessus de { qui ramifient logarithmiquement et soit
ng = min{d; | I; ~ Fedi} . Il en résulte que toute sous-extension finie de Koo /Ky, est localement
disjointe de la Z;-extension cyclotomique K, /Kn,.

2.2.2 Théorie d’Iwasawa

Soit Ky /K une Zg-extension non cyclotomique de K. Sous la conjecture de Gross-Kuz’'min
soient p1,...ps les places de K au-dessus de £ qui se ramifient logarithmiquement (Thm. .
Il suit de la section précédente qu’il existe deux entiers ng et d tels que d > ng > 0; ainsi
que toute sous-extension finie de Koo /Ky, est localement disjointe de la Zg-extension cycloto-
mique K, /K, ; et Ko /Kq est complétement log-ramifiée. Cette situation est illustrée dans le
diagramme suivant :
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Koo Koo K¢ Kle

r Ka Klg

K¢ ch

Le groupe e = @E@Ln est la limite projective des groupes de classes logarithmiques de
—~ %

degré arbitraire Cly —associés aux étages finis K de la Z¢-extension, et s’identifie au groupe
de Galois de la {-extension maximale abélienne logarithmiquement non-ramifiée de K. Il en
résulte que KI¢ est la sous-extension maximale de KL"olﬂ qui est abélienne sur K, et totalement
décomposé sur K. Donc on a des isomorphismes de groupes de Galois

Cly, = Gal(KL/Ky) = Gal (KooK /Koo ). (2.7)

Le groupe TI' agit par conjugaison sur e qui fait de lui un A-module; ot A est I'algebre
d’'Twasawa Z¢[[I']]. De plus, cette action de conjugaison induit celle du produit semi-direct " x C*
qui s’identifie au groupe de Galois G = Gal(K!< /K).

Proposition 2.2.1. C* est un A-module noethérien et sous la conjecture de Gross-Kuz’min de
torsion.

Preuve : La pro-{-extension abélienne maximale qui est localement cyclotomique Kl de K est
fixée par le groupe de normes Uy, qui contient HW Hp, le groupe de normes qui fixe la {-extension

abélienne maximale de K qui est €-ramifiée : K*. Le A-module e s’exprime comme un quotient
du A-module noethérien X = Gal(K"/K) [Lwa73, Thm. 4|, d’ou la propriété noethérienne.

X
K ch Klr
00 00
\N/
e*

4. Attention! On a K K! C K!¢ mais en général I’égalité est en défaut.
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Or, pour n = 0 soit COO /n le L-corps des {-genres logarithmiques de I'extension procyclique
Koo/Kn, i.e. 'extension abélienne maximale de K, qui est logarithmiquement non ramifiée sur
Ko, 1.€. est I'extension abélienne maximale de K,, contenue dans K})‘g. On a la suite emboitée

Koo € Coo/0 C Coo/1 €+ C Cogym C -+~ C KL,

et on a bien K¢ = Un>0 600 /n- Donc on a des groupes de Galois correspondants
WnC* = Gal(K/Coo/n) € /wnC* = Gal(Coy/n/Keo), 1= 0.

Soit n > d comme dans le Corollaire [2.2.1] et soient py,...,ps les places de K au-dessus de
€ qui ramifient logarithmiquement. Pour chaque i soit L le groupe d’inertie logarithmique de
I’extension éoo/n/Kn. Puisque p est totalement log-ramifiée dans Ko, et comme Eoo/n/Koo est
logarithmiquement non-ramifiée, les groupes I; sont procycliques isomorphes a M" ~ Z;, pour
i=1,...,s. De lautre coté aucune place hors les py,...,ps n'est logarithmiquement ramifice
dans Coo /n- Par conséquent on a Gal(Cy,/y /K ley — Lp--- I car KI¢ est I’extension maximale

abélienne de K, logarithmiquement non ramifiée contenue dans COO /n- Sous la conjecture de

Gross-Kuz'min ETKH = Gal(K/Kp) est un Z;-module noethérien de dimension 1, donc

dimz, Gal(Cop/n/K) = dimz, Gal(K/Ky) + dimz, (I; - - - I)

< 1+ Z[Kpi : Qd
i=1

d’ou il suit que

S

dimz, Gal(Coo/n/Kee) = dimz, Gal(Cog/n/K) =1 < Y [Kp, : Ql,
i=1

c’est a dire dimg, é*/wné* < X i1[Kp, : Qel, ce qui est vrai pour tout n > d, et par conséquent

pour tout n > 0. Donc C* est de A-torsion parce que la dimension de e / wn(?* est bornée pour
tout n > 0 [Iwa73, Lemme 3]. O

Proposition 2.2.2. Soit € = lim EEKn la limite projective des groupes de classes logarithmiques
associés auzx étages finis de la tour Koo /K. Sous la conjecture de Gross-Kuz'min dans K, il vient
que

C* ~CdZ,. (2.8)

Preuve : Considérons la suite exacte
— —— %k
0— Clg, = Clx, — Z¢ —0;

si 'on prend la limite projective 1£1 pour les applications de la norme arithmétique dans chacun
des termes on obtient

0—>@—>@*—>Ze—>0;

puisque les modules 5Kn+1/fRKn+1 sont saturés pour les normes arithmétiques Ny, /x, [Jau86,
Thm. 1.1.26.], c’est a dire les normes arithmétiques sont surjectives et satisfont la condition de
Mittag-Leffler [Wei94, §3.5]. O
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Hypothése sur la ramification logarithmique

Dans un premier temps on va supposer que les places qui se ramifient logarithmiquement
dans K sont complétement log-ramifiées, et on récrit notre Zg-extension de fagon que K = Kg,
avec d comme dans le Corollaire On a le diagramme suivant

é*
/é\
Koo K, = KooKl K
m
///\
Kn K¢, N Kle
} } Cle }
ol ‘ — |
A
K1 K¢ Kle
\ ce
/////f—\\ga\\
K K¢ ch

Pour chaque place p; qui ramifie logarithmiquement soit LcG= C* % T le sous-groupe
d’inertie logarithmique associé. Puisque KLCO/KOo est logarithmiquemgnt non Eamiﬁée chaque
sous-groupe d’inertie logarithmique rencontre trivialement le groupe €* : I; N €* = 1. Comme
Koo/K est totalement log-ramifié sur pi, les groupes d’inertie logarithmique I; sont procycliques
et isomorphes a T :

Ii";“r.

Puisqu’on s’intéresse a ’étude des groupes des classes logarithmiques E@Kn (de degré 0). On
applique un argument semblable pour le groupe H = Gal(KL‘; /K€), on utilise le fait que la non-
ramification logarithmique se propage pour les extensions cyclotomiques. Ainsi, le groupe H qui
est le produit semi-direct de T et du sous-groupe normal €, peut étre écrit comme

H=LC=CL pourtout i=1,...,s.

En fixant des pro-générateurs o; de L, il existe ay,...,as € @ tels que

0y = (~11C~)'1.

En particulier on peut poser 6; =y pour un relévement d’un pro-générateur de I'.

Pour tout n > 0, on pose
wn =y —1. (2.9)
Soit H’ I'adhérence du sous-groupe dérivé de H. On sait que H' = woé = Té, la derniére
égalité est obtenue par l'isomorphisme Z[[T'l] ~ Z¢[[T]] donné par y — T + 1 [Was97, Lemma
13.14)].
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Proposition 2.2.3. Soit Yy le Zg-sous-module de e engendré par {a; |2 < 1< s} et par woC =
TC. Soit Y = %EYO, ot

w - 1+ —1
Wy T

Alors
&Kn ~ é/Yn pour n = 0.

Preuve : D’abord, on démontre le cas EEK ~ é/YO. L’extension localement cyclotomique
K'® est la plus grande extension abélienne logarithmiquement non ramifiée de K¢ contenue dans
Kl . Son groupe de Galois Gal(K!¢/K®) est donc égal a Gal(KIS /K®)/Zg, ot Zg est le plus petit
sous-groupe de H = Gral(KlC /K) contenant le sous-groupe dérivé H’ ainsi que les sous-groupes
d’inertie logarithmique Il, 1 <1< s. La décomposition de H en produit semi-direct de L par e
nous donne

Clx = Gal(K'°/K®) ~ H/Gal(K /K"
éil/<ily a-2 ey aS? woé>
~ é/(dz, ey ds, woé> = é/Yo

Or, supposons n > 1. Si 'on remplace K¢ par Kf, Ky /KS, est toujours une Zy-extension.
Le résultat ci dessus peut étre appliqué en remplacant le pro-générateur y par y¢ et les 6
deviennent G . On observe que pour tout entier k, on a :

5 = (aié1)
_ ~ 1y (<2~ ~—2 ~k—1~ ~—(k—=1)~k
= a1(0‘1a10‘1 )(010161 ) (0'1 101 )0'1
146146 g
= i 1 0'1

et en particulier, pour k = ™, I'isomorphisme I; ~ I' donne

,_,en ~ ~ en
¢ :aiwn/w()(gl) .

Ce qui implique que les groupes d’inertie logarithmique de H,, = Gal(KL‘g/ K¢, ) sont engendrés
par les %’gﬁi. En fin, le sous-groupe dérivé H}, de Hy est engendré par wy. D’ou le résultat
attendu. O

Cas général

Maintenant, on reprend la situation exposée au débout de la section présente. Soit Ky, /K
une Zy-extension non cyclotomique de K. Soient pi,...,ps les places de K qui se ramifient
logarithmiquement et soit d le plus petit entier tel que la Zg-extension Ky, /Kq est complétement
log-ramifiée.
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Keo K<, KooK Kle
Cl,,
r i i Cly, |
Ka K§ Kl
K

On va appliquer la Proposition m pour 'extension Ky, /Kq, le groupe € étant le méme que
celui de l'extension originale. Le pro-générateur yed engendre Gal(K,/Kg), et naturellement
w4 engendre le sous-groupe dérivé de Gal(Ky/Kg). Pour n > d on a

w n
=y ey ey (2.10)
d

et il vient que le sous-groupe dérivé de Gal(Ky /Ky ) est donné par

En (w4€) = wnC;
wq

et en général pour les sous-modules Y;, on obtient

La proposition suivante encapsule les développements précédents.

Proposition 2.2.4. Soit Ko,/K une Zg-extension non cyclotomique. Il existe d > 0 tel que

&Kn ~ é/Yn pour mn > d.
La suite exacte
0—Yy —C— Clx, —0 (2.11)

établit un pseudo-isomorphisme Y4 ~ é, c’est & dire un morphisme Y4 — € de A-modules de
noyau et conoyau finis.

Remarque: En général, la relation de pseudo-isomorphisme n’est pas une relation d’équivalence, mais
dans la catégorie de A-modules noethériens et de torsion cette relation est d’équivalence.

Rappelons le théoréme fondamental suivant (voir [VGI4, Cor 2.3, ou [Was97, Thm 13.12]
pour une approche matricielle).
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Théoréme 2.2.3 (Théoréme de Structure des A-modules noethériens). Tout A-module noethé-
rien M est pseudo-isomorphe & un unique A-module élémentaire :

s t
M~A"@ (@ /\/2“%) ® (@ /\/(f]-(T)mi)/\> ,
i=1 i=1
out,s,t, ny, my € Z et les fy sont des polynomes distingués et irréductibles.

Puisque € est de torsion on a
B s t
Ya~C~E= (@ /\/e“i/\) ® <@ A/(f (T)m")/\) :
i=1

i=1

: . ~ e
pour connaitre 'ordre des quotients [Clk | = |L|| on observe que
n

ICl. | = 1C/Ynl = IC/YallYa/Ynl,

donc il suffit de connaitre 'ordre des quotients Yq/Yn puisque le facteur a gauche du produit
reste constant. En outre, on sait que

w
Ya/—Yal
wqa

= (C[E/ SN
wq

|Yd/Yn|

ol E est le A-module élémentaire tel que Yq ~ E et ¢ est une constante. Et 'ordre du quotient

w
de E par —E est donné par une formule de la forme
Wwq

n E| — emoen—Flon—FC

w
1
wa

pour n = ng,

pour certains entiers lp, mg, ng et c.

Donc la théorie développée par Iwasawa s’applique aussi aux invariants logarithmiques tels
que le groupe des classes logarithmiques (sous la Conjecture de Gross-Kuz’'min). En conséquence
on obtient le résultat suivant.

Théoréme 2.2.4. Soit Ko/K une Zy-extension non cyclotomique. Soit E@Kn le groupe des
classes logarithmiques de Kyy. Il existe des entiers A, [t = 0 et v, tels que

Il | = eae“#«wv)
pour n suffisamment grand.
2.3 Les paramétres structurels d’un module sur I’algébre d’Iwa-

Ssawa

Rappelons le résultat suivant (sur la structure des anneaux semi-simples sur I’algébre A) qui
n’est qu'une légére généralisation du résultat classique d’Iwasawa [Twa73].
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On dispose d’un corps de nombres K, d’une Z¢-extension, Ko, = |J Ky, de groupe de Galois
neN

1 ny _ .2
Gal(Ko/K) = 1im Z/0"Z = y**

(celle derniére étant la notation multiplicative) et aussi d’une extension abélienne L/K de degré
étranger a {, de groupe de Galois A qu’on regarde en haut de la tour :

A = Gal(LKy, /Koy) = Gal(L/K).
On note A = Z;[[y — 1]] I'algébre d’Iwasawa en l'indéterminée y — 1 et 1’algébre de groupe
AA] = Z,[Allly — 111
Soit M un A[A]-module noethérien. Ses composantes isotypiques M, sont des Ay = Z o [[y—

1]l-modules noethériens (Z, est 'anneau local des entiers d’'une extension cyclotomique non
ramifiée de Qy), pseudo-isomorphes comme tels & des modules élémentaires

Se te
Mg ~ Ale & (@ /\(p/euso,i/\(p> & (P Ae/Poire
i=0 j=0

ot les Py j sont des polynomes distingués de I'anneau Z,[y — 1] = Z,[y] ordonnés par divisi-
bilité et (K¢, ;)i est une suite décroissante finie d’entiers non nuls. L’entier py, est la dimension
dima, My du Ap-module M, et le polynome

Se te
Xo = H (Hot H Poj; (2.12)
i=0 =0

est le polynome caractéristique de son sous-module de A-torsion. On pose :

P =dima, My o= Hei Ap=) deg(Pyj). (2.13)
i j

On dénote Rz, (A) le groupe de caractéres {-adiques virtuels du groupe A sur I'anneau Z;.
L’ordre d du groupe abélien A étant supposé étranger a £, ’anneau Rz, (A) est muni d’un produit
scalaire a valeurs dans Z,

(o, ) = % > et w(n); (2.14)

TEA
il vient que le degré d,, du caractére ¢ peut étre écrit comme (@, @).

Définition 2.3.1. On dit que les caractéres de Rz, (A)
P=D Pe®. K= He® et A=) Ap®,
® ® @

sont les invariants structurels du A[A]-module M.

Définition 2.3.2. On dit qu’une suite (Xn)nen de Zg[Al-modules finis est paramétrée pour
les caractéres (p, w, A) lorsque Pordre £%¢(™) de la @-composante de Xy, est asymptotiquement
donnée para la formule :

Xp(M) = (p,@)(m+1)"+ (1, @)™+ (A, )n
= de(pe(n+ 1"+ pel™ +Apn),

ou le symbole == signifie que la différence entre les membres de droite et de gauche est bornée.
De plus, on dit qu’elle est strictement paramétrée lorsque la différence est ultimement constante.
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2.3.1 Paramétres associés aux extensions cyclotomiques

Soit Ky /K lextension cyclotomique de K. Considérons la limite projective €’ = l&n Ce/, des
{-groupes des {-classes associés aux étages finis K;, de la tour cyclotomique, il s’identifie ainsi au
groupe de Galois Gal(C/, /Ky ) de la £-extension abélienne non ramifiée {-décomposée maximale
du corps Ky. €/ est un A-module noethérien et de torsion, de paramétres ' et A’. Sous la
conjecture de Gross-Kuz'min, les quotients

&Kn — e//e/wn

sont finis, et donc [Jau86, Prop. IV.1.18] il existe un caractére {-adique virtuel v’ tel que la
suite de Zg[A]-modules (Xn)nen soit paramétrée par les caractéres p/ = 0, w/, A et v/. Cette
derniére affirmation n’est que le Théoréme [2.1.1] Donc il est naturel de comparer les parameétres
associés aux (-groupes des {-classes Cl], avec ceux des {-groupes des classes logarithmiques Cl
associés aux étages finis de la tour cyclotomique Ky, /K.

Nous savons que le {-groupe des {-classes C£’ d’un corps de nombres K est le quotient du
{-groupe des classes de diviseurs au sens ordinaire C, par le sous-groupe CC¢ engendré par
les classes dans C{ des idéaux premiers de K au dessus de (. Il est intéressant d’élargir notre
comparaison en considérant les paramétres des {-groupes de classes de diviseurs C{,, associés
aux étages finis Ky,.

La limite projective € = lim C{,, des {-groupes des classes de diviseurs des corps Ky, s’identifie
au groupe de Galois Gal(KL. /Ky ) de la £-extension abélienne maximale non ramifiée K} de la
tour Ke. Nous savons que € = @1 Ct est un A[A]-module noethérien et de torsion, qui admet €’

comme quotient, plus précisément que €’ est le quotient de € par le sous-groupe €Y = 1&1 Cdf]
construit sur les places des premiers au-dessus de £.

Soit m le plus grand entier parmi les my, i = 1,...,s; tel que Ky, est le sous-corps de
décomposition d’une place pil¢ dans Ks /K. On a bien une action de I'/T*™ sur le groupe de
diviseurs D][i]“ = @m ¢ p? construit sur les places au-dessus de ¢ du corps Ky,. Puisqu’on a une
surjection D][f}n —» CE][Q le sous groupe I'*" fixe C&[fl]. Ainsi le module CY = I‘&HCEK] est un
A-module noethérien et de torsion annulé par wmy, =vy*" —1, et il vient que polynéme minimal
ni(y—1) de CY divise wy, ; donc il est fait de facteurs irréductibles de wm. Il en résulte que les
polynémes caractéristiques x, et Xt différent seulement par des facteurs cyclotomiques.

Les paramétres du module € sont donnés par les formules p = 0, p = p’ et A = A + Al
ot AlY est I'unique parameétre non nul du sous-module C¥ = @Cﬂm qui définit le quotient

e =c¢e/el,

Le tableau suivant résume la comparaison faite entre les modules considérés et leurs para-

meétres.
Caractéres associés aux suites paramétrées de Zg[A]-modules finis.
Modlfles/ Deéfinition Parameétres
paramétrés P A o
Ccu, Cl/, est le L-groupe des {-classes de Ky, 0 A w
EEKn &Kn est le £-groupe des classes logarithmiques de Ky, | 0 A=A n=
Ctn Cly, est le L-groupe de classes de diviseurs de Ky, 0| A=A 4+l i

46



2.3.2 Paramétres associés aux extensions non-cyclotomiques

Soit Ko /K une Zp-extension non cyclotomique de K. Soit € = lim C{ la limite projective des
{-groupes de classes de diviseurs des corps K;;, ¢’est un A-module de torsion qui s’identifie au
groupe de Galois Gal(K% /Ky ) de la £- extensmn abélienne maximale non ramifiée K% de Koo, de
fagon analogue la limite projective e = hm CEK des groupes des classes logarithmiques de degré
arbitraire des corps Ky, s’identifie au groupe de Galois Gad(Klc /Kso) de lextension abélienne
maximale de K qui est totalement décomposée sur Ky ; et d’aprés les propositions [2.2.1] et [2.2.2]
il est un A-module noethérien et de torsion (sous la conjecture de Gross-Kuz'min), isomorphe a
la somme directe du sous-groupe C= L CBK et d’un sous-groupe isomorphe a Zy, c’est a dire

é NG@Z(

/e*\
Ko ——— K ——— K¢
\Z/ \,V/
¢ e

Les polynémes caractéristiques de ces A-modules satisfont

(v —1), (2.15)

il en résultent les relations suivantes entre leurs paramétres

Xgo =X -

e* (G

=0 et A =A+1, (2.16)

ol [i* et A* (respectivement [i et A) sont les paramétres associés au A-module e (respectivement

e).

Soient p1,...,ps les places de K au-dessus de {. La suite de {-groupes
—~x[L] ~* © ,
0—Cly — Clx —CU' —0, (2.17)
—~—x[{] %
est exacte, ot Cly  est le sous groupe de Clyx engendré par les classes des pi, i =1,...,s; avec
0: Z mup — [ ™. (2.18)
pte

Remarque: Observons que contrairement a la suite exacte induite par 0 dans ([1.30) qui a un conoyau,
le morphisme © est toujours surjectif.
On a aussi la suite exacte suivante par définition
0 — Cl —» Clx —» Cl —» 0, (2.19)

rappelons que le groupe Clj est précisément le {-sous-groupe de Sylow du quotient du groupe
des classes d’idéaux de K par le sous-groupe des classes engendrées par les places p; au-dessus
de £.
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~x[t]
Comme le systéme projectif de groupes (CEK})T‘GN et (CE: JneN satisfont la condition de
Mittag-Leffler, en prenant la limite projective dans les suites exactes (2.17)) et (2.19) on obtient
encore des suites exactes et donc on a

e’ ~ e/l ~ /el (2.20)

Dénotons par 1, A et v (respectivement n', A" et v/ ; et p*, A et v*) les paramétres associés
au A-module € (respectivement C’; et C*). Les relations suivantes résultent des isomorphismes
précédents

p=p +pulb A=A+l (2.22)

avec ul et AlY (respectivement *¥ et 7\*[”) comme les paramétres associés a C'Y (respective-
ment C*1)),

La définition suivante, une fois vérifiée pour toutes les places sauvages nous permet d’avoir
un certain controle sur les polyndémes caractéristiques des modules considérés.

Définition 2.3.3. Soit K /K une Zg-extension. On dit qu'une place p de K est finiment décom-
posée dans la tour Ko, /K, lorsque son groupe de décomposition dans Gal(K,/K) est ouvert, c’est
a dire, lorsqu’il existe un entier ny tel que I'étage Ky, correspond au sous-corps de décomposition

de p dans Ky, /K.

Remarque: Dans une Zg-extension cyclotomique toutes les places au-dessus de { vérifient la définition
ci-dessus, c’est di au fait qu’a partir d’un certain étage toutes les places sont totalement ramifiées.

Avec les notations précédentes (2.16)), (2.21) et (2.22)), on peut énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.1. Soit Ko /K une Zg-extension non-cyclotomique. Supposons que les places au-
dessus de € sont finiment décomposées dans la tour Ko/K. Alors les caractéres associés aux
suites des groupes de classes classiques (Cln)nen €t logarithmiques (@n)neN le long de Ky /K
satisfont les relations suivantes :

p=p=0, p=pn et A peut différer de \;

c’est a dire, les polynomes caractéristiques des A-modules C et € ne different que par des facteurs
cyclotomiques.

Preuve : La premiére relation est claire étant donné que les A-modules C et € sont de torsion.

Soit Dy le sous-groupe de décomposition de la place sauvage p; dans Iextension K /K.
Les groupes D;j étant ouverts sont isomorphes a rem: pour un certain mj. Prenons m =
max)<i<simi}, alors r™ agit trivialement sur CY et C*ll: en conséquence ces modules sont
annulés par wm =vY" — 1 qui se décompose en facteurs cyclotomiques :

Puisque le polynéme minimal d'un A-module de torsion a les mémes facteurs que son polynome
caractéristique, les polynomes caractéristiques de € et C*!¢ ne different que par des facteurs

48



cyclotomiques. En particulier ils ont le méme p invariant (2.21) (2.22)). Enfin de 1’équation
(2.16) on en tire le reste de I’énoncé. O

Le tableau suivant résume la comparaison faite entre les modules considérés et leurs para-
metres.

Caractéres associés aux suites paramétrées de Zg[A]-modules finis.

Modules o el Paramétres
s Définition
paramétrés p A i
Cey, Ce, est le L-groupe des {-classes de Ky 0 A u
E:Yen &n est le {-groupe des classes logarithmiques de Ky, | 0 | A =\’ A 1 | p=
Cln Cl;, est le £-groupe de classes de diviseurs de Ky, 0 A=A+ Al w

En suite, on donne un exemple dans lequel le théoréme précédent s’applique.
Exemple 2.3.1. Soit K = Q(v/—d) un corps de nombres quadratique imaginaire et soit ¢ un
nombre premier qui se décompose en K, disons (£) = II.

Supposons que { est étranger au nombre de classes de K, donc la {-extension maximale
abélienne [-ramifiée M| est une Zy-extension, et celle ci est différente de I’extension cyclotomique.
En particulier, comme K/Q est abélienne, le Théoréme nous dit qu’au moins une place se
ramifie logarithmiquement, on peut donc appliquer les résultats de cette section.

Enfin, 'image du groupe de décomposition Dy dans Gal(M/K) est isomorphe & Z;. Donc on
conclut que les deux places sauvages sont finiment décomposées. ¢

2.4 Appendice : Calculs explicites des invariants L et A

Dans cette section on s’intéresse au calcul explicit des invariants 1L et A pour quelques exemples
numeériques.

2.4.1 Le cas cyclotomique

D’abord on déduit un résultat logarithmique d’un célébre théoréeme classique.

Théoréme 2.4.1 (Théoréme de Ferrero-Washington logarithmique). Soit K un corps de nombres
abélien sur Q et soit K¢/K la Zy-extension cyclotomique de K. Alors

n=0.

Preuve : D’aprés la Section on a u = un = u le résultat en découle du théoréme
classique de Ferrero-Washington. O

Soit K = Q(+v/—d) un corps quadratique imaginaire. Puisque 'extension K/Q est abélienne,
par le théoréme logarithmique de Ferrero-Washington on a i = 0.

Rappelons le résultat suivant de Gold :
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Théoréme 2.4.2 (|Gol75b]). Soit K un corps quadratique imaginaire et soit Ky, le n-iéme étage
de son Zg-extension cyclotomique. Soit el l’exposant de l'ordre du (-groupe des (-classes CLJ,
associé a Kn. Sl existe n > 1, tel que e}, — el _; < @({™), alors

AN =e—e ;.
Dans I’exemple qui suit on calcule le groupe des classes logarithmiques pour les étages K, Ky

et Ko de la tour Zsz-cyclotomique de corps de nombres quadratiques imaginaires Q(+/—d) pour
—100 < d < —1.

Le code qu’on utilise dans PARI/GP est :

{

for(d=-100,-1,

if (!issquarefree(d) ,next);

K=bnfinit(x~2-d,1);

Cl=bnflog(K,3);

if (!Cl,next);

eO=sum(n=1,#C1[3] ,valuation(C1l[3] [n],3));

T=polcompositum(X.pol,polsubcyclo(9,3)) [1];
E=bnfinit(nfinit([T.pol,10~5]),1);

Cli=bnflog(E,3);

el=sum(n=1,#C11[3],valuation(C11[3][n],3));

elt=sum(n=1,#C11[1],valuation(Cl1[1] [n],3));

T=polcompositum(K.pol,polsubcyclo(27,9)) [1];
E=bnfinit(nfinit([T.pol,10°5]),1);

Cl2=bnflog(E,3);

e2=sum(n=1,#C12[3] ,valuation(C12[3] [n],3));

if (el-eO<eulerphi(3),lat=el-e0,if (e2-el<eulerphi(9),lat=e2-el,error("not enough")));

print(d,C1[1],C1[3],C11[1],C11[3],C12[1],C12[3],el-e0,e2-el,lat,elt-1at);

);

}

On obtient le tableau suivant :

Q(Wd) | Q(Vd,cos(2m/9)) | Q(Vd, cos(27/27)) | 9(3) =2 | @(9) =6 | L=0

d | Clx | Clg | Clx, | Ctg, Clk, Cly, ej—el) | eb—el |A| ¥
87 BB [0 [9] 27] 27] 1 1 1] 1
6| BT 0 1199 | 193] | 27,27 | [27, 9] 3 2 2| 2
a9 |27 3] [81] [9] 1 1 1] 2
-65 | 3] | 1] 9] 3] [27] 9] 1 1 1)1
61| [3] | [3] [9] [9] [27] [27] 1 1 1)1
A7 o0 ] 17 (3] [81] [9] 1 1 1] 2
AR B3I B3 | 243,91 19, 9] 2 2 213
350 131 |1l [9] (3] 27] [9] 1 1 1] 1
B BB [9] [27] 27] 1 1 1] 1
-14 | [3] (] 9] (3] [27] [9] 1 1 171
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Avec une procédure similaire on calcule le groupe des classes logarithmiques pour les étages
K et K des tours Zs-cyclotomique et Zr-cyclotomique de corps de nombres quadratiques ima-
ginaires Q(v/—d) pour —100 < d < —1. Dans tous les cas considérés il suffit de calculer Clx et
Clx, pour déterminer les invariants d’Iwasawa logarithmiques.Les tableaux suivants montrent
les résultats de ces calculs.

Cas{=5
K =Q(vd) Ky e(B)=4|p=0
d | Ctx | Cl | Ctx, | Cli, | el—e} |A| ¥
51 2s] | [ 1625 | [5] 1 1] 3
A7 5] | Bl | 28] | [29] 1 11
A1 5] 0 125 | 5] 1 11
34 |15 I 125 | [5] 1 11
26 | 5] I 125 | [5] 1 11
11| 5] I [ 125 | [5] 1 11
Cas (=7
K =Q(vd) K1 e(7) =6 | p=0
d | Clx | Cli | Cly, | Cli, | ef—ef |A|¥
-89 | [7] 0 1 9 | [7] 1 11
73 17 T [ 49 | [7] 1 11
T T T 9] | 49 1 11
34 | 7] 0 1 49 | [7] 1 11

2.4.2 Le cas non-cyclotomique

Cette section vise & comparer les invariants classiques et logarithmiques pour certaines exten-
sions, on calcul tout simplement les groupes de classes logarithmiques pour certains cas étudiés
par Hubbard et Washington [HW17].

Soit K = Q(v/—3) et £ = 3. Soit Ky, la Zy-extension non-cyclotomique de K. Soit K; 'unique
sous-corps de Ky tel que K /K est une extension cyclique d’ordre 3, alors K; = K(+/3). L’exten-
sion L = Q(v/—=3, ¥/d) est une extension de degré 3 de K tel que

Ln = LKTL?

et alors Lo/ est une Zy-extension qui n’est pas cyclotomique.

Les exemples du tableau suivant satisfont les hypothéses nécessaires de décomposition pour
qu’on puisse appliquer le Théoréme [2.3.1] car toutes les places de L au-dessus de 3 se ramifient
complétement et donc sont finiment décomposées.
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Ly = Q(v=3, \3/&) Ly Invariants

d | Cig Cey Clk, Cly, L=R|{A|Y Alv
10 I (] 3, 3, 3] 3, 3] 1 11-1]101]-1
22 3] 3] 3, 3, 3] 3, 3, 3] 1 olofo]1
34 3] 3] 3, 3, 3] 3, 3, 3] 1 olofo]1
44 | [ 19, 3, 3 3, 3] 1 [2]-1]o0]-1
46 (] I 3, 3, 3] 3, 3] 1 11-1/0]-1
58 3] 3] 3, 3, 3] 3, 3, 3] 1 ololo]1
68 3] [3] 3, 3, 3] 3, 3, 3] 1 olofo]1
85 3] [3] 3, 3, 3] 3, 3, 3] 1 olofo]1
92 3] 3] 3, 3, 3] 3, 3, 3] 1 olofo]1
110 | [3,3,3] | [3,3,3] | [3,3,3,3,3,3,3 | [3,3,3,3, 3,3, 3 2 ol1]0]2
164 3] 3] 3, 3, 3] 3, 3, 3] 1 olofo]1
170 3] 3] 3, 3, 3, 3, 3] 3, 3, 3, 3, 3] 2 ol-1]0]0
230 [ [3,3,3] | [3,3,3] | [3,3,3,3,3,3,3] | [3,3,3,3,3, 3, 3] 2 ol1]0]2
236 3] 3] 3, 3, 3] 3, 3, 3] 1 olofo]1
253 (] (] 3, 3, 3] [3, 3] 1 11-1]0]-1
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Chapitre 3

Modules d’Iwasawa Logarithmiques
pour des Z?-extensions

On ne peut étudier que ce qu’on a
d’abord révé.

Gaston Bachelard

Il est naturel de considérer le compositum de diverses Zg-extensions. La conjecture de Leo-
poldt affirme qu’il existent ¢ + 1 telles extensions linéairement indépendantes sur un corps de
nombres avec ¢ plongements complexes. Donc le compositum Kgq de d telles Zy-extensions est
galoisien et son groupe de Galois I'q est isomorphe a d copies de Z;.

Greenberg a commencé I'étude des Zf}—extensions influencé par les travaux d’Twasawa [Gre73].
Dans son travail de thése il démontre que le groupe de Galois de la £-extension abélienne maxi-
male de K4 est un module noethérien et de torsion sur ’algébre d’Iwasawa Agq du groupe Ig.
Ce résultat généralise les résultats d’Iwasawa pour d = 1. Il est donc naturel de se demander
si un tel résultat est vrai pour le groupe de Galois associé a l’extension abélienne maximale
logarithmiquement non-ramifiée de Kg.

On démontre que le groupe de Galois de ’extension maximale abélienne logarithmiquement
non-ramifiée de K4 est en effet un Ag-module noethérien et de torsion, bien sir, en supposant
que la conjecture de Gross-Kuz’'min est vraie pour tous les corps dans 'extension K4 /K.

Dans le travail de Greenberg, on équipe d’une topologie ’ensemble des Zy-extensions diffé-
rentes d’'un corps de nombres, avec cette topologie I'espace est compact. La partie composé des
Zp-extensions pour lesquelles toutes les places de K au-dessus de { elles sont finiment décompo-
sées, est dense dans l’espace mentionné. Ainsi Greenberg, en considérant le compositum Kq de
Z-extensions, déduit des propriétés sur les invariants @ et A des Zy-extensions dans un voisinage
d’une Zg-extension K.

Comme on a vu dans le chapitre précédent, ces résultats peuvent étre appliqués directement
sur Uinvariant [t du groupe de classes logarithmiques puisque p(Ky) = (K ), par contre ceci
n’est plus vraie pour les invariants A et A. Néanmoins, quand l'invariant p(Kes) = fi(Keo) = 0,
on obtient aussi des résultats analogues a ceux de Greenberg pour les invariants A.

La derniére section de ce chapitre porte sur 1’étude du groupe de classes logarithmiques le

long de la suite des corps Ky, = KSE dans un compositum Kg de Zy-extensions. Dans le travail de
Cuoco et Monsky [CMS8]1], ils réussissent & trouver une formule pour cet effet dans le cas classique
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pour n’importe quel compositum Kq. Pour cela ils développent la théorie des S-structures pour
des Ag-modules noethériens et de torsion.

On démontre, pour d > 2 et sur I’hypothése que le compositum Kg contient que des extensions

non-cyclotomiques, que l'on peut appliquer la théorie des S-structures a la suite K$ = chre
d’extensions cyclotomiques des corps Kn. En conséquence, on obtient qu’il existe des entiers pq,
A4, tels que exposant €, (Kq/K) de 'ordre |Cly,| du groupe de classes logarithmiques attaché a

Iétage Ky = ng est donné par la formule
én(Ka/K) = (1§ +Agqn+0(1))etd=Hn,

pour n suffisamment grand.

3.1 Z¢-extensions

Soit K un corps de nombres et £ un nombre premier. Nous écrivons Kgq I'extension composée
des Z¢-extensions différentes de K, comme telle K4 est une extension de Galois avec Gal(Kg/K) ~
Zg’ pour un entier d tel que c+1 < d < n;ici c est le nombre de plongements complexes et n est
le degré [K : Q] de 'extension K/Q. La conjecture de Leopoldt affirme que d = ¢ + 1, cependant
en ce qui suit la vraie valeur de d n’est pas nécessaire.

Le groupe de Galois I'q = Gal(K4q/K) est un groupe topologique avec la topologie produit
induite des Zg-extensions. Prenons des générateurs yi,...,Yvq, on définit I’algébre d’Iwasawa
Agq de fagon analogue au cas d = 1 comme 'algébre de groupe Z¢[[Tq]], limite projective des
quotients finis de 'y sur Zy. Ainsi I'isomorphisme entre I'algébre d’Iwasawa A4 et 'anneau
Zo[[Tq,...,Tqll des séries formelles dans Ty,..., Tq variables sur Z; est obtenu par exemple via
I’application Ty — yi — 1 pour i=1,...,d. Le module A4 est un anneau régulier de dimension
d + 1. En particulier, c’est un anneau factoriel. On dénote 9t I'idéal maximal de Agq.

Exemple 3.1.1. Soit K un corps quadratique imaginaire, la {-extension maximale abélienne
(-ramifiéé My de K a pour groupe de Galois le produit d’un groupe fini et de Z%. En particulier,
si le nombre de classes de K est étranger a {, le groupe de Galois Gal(M/K) est isomorphe a Z%
et contient 'extension cyclotomique ainsi que la Zg-extension pro-diédrale de K (aussi appelée
anti-cyclotomique). ¢

Soit A ’ensemble de toutes les Zy-extensions de K, on peut équiper A de la topologie induite
par la limite projective A = lim A, par les applications naturelles Ay, — Ay, pour m 2> n ot A,
est équipé de la topologie discréte et consiste de toutes les extensions cycliques de K de degré
€™ contenues dans une Zy-extension K., de K. Avec cette topologie A est un espace topologique
compact et Hausdorff.

Pour K, € A et n > 0 les ensembles
A(Keo,m) ={KJ, € Al[Keo NKL 1 K] > €7}

forment une base pour la topologie précédente.

Pour toute Zy-extension Ky, de K, il existe un épimorphisme d’algébres d’Iwasawa Agq —
Ak, avec ici Ax_, l'algébre d’Iwasawa de I'extension Ky /K. Sil'on dénote 2(x_ le noyau de ce
morphisme on a Agq/Rjx_, ~ Ax_ . Pour tout Ag-module noethérien et de torsion Y, le quotient
Y/2x_ Y est clairement un Ax_-module noethérien, de plus il est de torsion si et seulement s’il
existe f € Ag, T & Ak, tel que fY =0 |Gre73|.
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La partie A(Y) qui consiste des Zg-extensions Ky telles que Y/k_ Y est un Ag_-module
noethérien de torsion, est ouverte dans A |Gre73, Prop. 1|. En d’autres mots si Ann(Y) = {f €
AqlfY =0} on a que A(Y) = {Kyx € A| Ann(Y) € Ax_}. Clest a dire I'égalité A(Y) = A peut
étre en défaut, par exemple quand Y = Aq/(f) pour f € ™Ax_, pour quelque Zp-extension K.

Donc, en fixant un Ag-module Y noethérien et de torsion, chaque Zg-extension Ky, dans A(Y)
donne lieu & un Ag_-module Y/2k_Y noethérien et de torsion pour lequel on peut considérer
ses invariants 1K) et A(Ky). Nous sommes intéresses en ’étude de ces invariants quand Y
provient du contexte logarithmique.

3.2 Le module logarithmique

Soit Ly la £-extension maximale abélienne logarithmiquement non-ramifiée de Kq, soit X =
Gal(Lg/Kq) et dénotons G le groupe de Galois Gal(Lgq/K). Puisque X est un sous-groupe normal
abélien de G on peut définir une action de I'q sur X, aussi X est un Zg-module compact, donc
on peut regarder X comme un Ag-module.

On sait que pour d = 1 le module X est noethérien et de torsion (sous la conjecture de
Gross-Kuz'min). On s’attend & que ce soit vrai aussi dans le cas d > 2. En fait ceci est vrai et
on le démontre avec un argument de récurrence dans le théoréme qui suit :

Théoréme 3.2.1. Sous la conjecture de Gross-Kuz’min X est un Agq-module noethérien et de
torsion.

Preuve : Soit K; une Zg-extension de K. Soit Ky un sous-corps de K4 contentant Ky tel que
Gal(Ky/K) ~ Z%. On continue de fagon récurrente pour avoir Kiy € Koy € Kg C ... C Kq et
Gal(K;/K) ~ Z%. Soit L la £-extension abélienne maximale logarithmiquement non-ramifiée de
Ki et Xi = Gal(Ll/Kl)

Ta~Zg

Z;

f— N

Dénotons par A lalgébre d’Iwasawa de Gal(K;/K) sur Z,.

On veut montrer que X; est un Aj-module noethérien et de torsion. On sait que X; est
un Aj-module noethérien et de torsion. Supposons que Xj_1 est un A;i_j-module noethérien
et de torsion. Il existe un épimorphisme d’algébres ¢ : Ay — Aj_; induit par la restriction
Gal(Ki/K) — Gal(K;_1/K). Or si I'on prend y; un générateur de Gal(K;/Ki_1) C Gal(Ki/K),

alors 'idéal d’augmentation du morphisme ¢ est engendré par y; — 1.
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Soit L{_l I’extension maximale abélienne de K;_; contenue dans Li, c’est a dire ’extension
fixé par le sous-groupe dérivé ngifl) de Gal(L;/K;i_1), en conséquence on obtient I'isomorphisme
Gal(L{_,/K;i) = Gal(Li/Ki,l)/ngrl). Or soit p une place de K;_1 au-dessus de £. On dénote
I, son groupe d’inertie logarithmique dans Gal(L{_,/Ki_;). Le groupe I, est isomorphe a un
sous-groupe de Gal(Ki/Ki_1) ~ Z; puisque Li’fl /Ki est logarithmiquement non-ramifiée. Soit
T = pr ip le Ay_1-sous-module du A-module Gal(L;_;/Ki_1), c’est & dire le sous-module
engendré par les sous-groupes d’inertie logarithmique des places au-dessus de £.

D’abord on démontre que T est un Ai_1-module noethérien et de torsion. D’aprés le remarque
qui suit la Définition [2.3:3] il existe un nombre fini de places dans K; au-dessus de {, donc un
nombre fini de classes de places p € Plk, , conjuguées (ce qui se traduit de méme pour les sous-
groupes d’inertie logarithmique I p) par l'action de Gal(K;j—1/Ky) sur Gal(L{_,/Ki_1). L’algebre
d’Iwasawa R de Gal(K;_1/K;) est un sous-algébre de I'algébre d’Iwasawa Ai_1, par conséquent
le Aj_1-sous-module T est aussi un R-sous-module engendré par un nombre fini de sous-groupes
d’inertie logarithmique Ip Alors T est un R-module noethérien, donc un A;_1-module noethérien.
Il est de torsion, sinon T admettrai un sous-module isomorphe & Ai_1, cependant tout R-sous-
module T est de type fini tandis que Aj_1 ne ’est pas. Ceci démontre que T est un A;_j-module
noethérien et de torsion.

Le quotient X;/ ng'ﬁl) est aussi un Aj_j1-module noethérien et de torsion. En fait, le sous-
corps de L{_, qui est fixé par T est logarithmiquement non-ramifié sur Ki_1, puis il est contenu
dans L; 7. Puisqu’on a supposé que X;_1 est un A;_i-module noethérien et de torsion, il suit

que Gal(L{_,/Ki_1) I'est de méme; d’ou I'affirmation sur le quotient Xi/XW.EYi*U.

De l’application ¢ au-dessus, on obtient que Aj_ 1 =~ Ai/(yi — 1)Aq. 1l en résulte que

Xi/X; (Vi=l) ost de type fini sur Ay, et si my dénote 'idéal maximal de 'algébre A; alors X/ Xml
est ﬁnl. Du théoréme de Nakayama pour A;j-modules compacts on déduit que X; est noetherlen.

Enfin, on démontre que X; est de torsion. Soit f € A; tel que fX; C (yi — 1)Xi mais
fi € (yi — 1)A4. Prenons des générateurs x1, ..., xn de X; comme Aj-module. On a

n
fx = ZCijj avec Cjk € (Yi — 1) et k = 1;-- PR
j=1

ce qui donne
n

Z(Cjk - 6]-kf)xk =0 avec k= 1, oo,

j=1
d’ici on obtient que le déterminant h = det(cjx — d;xf) € Ay appartient & 'annulateur de Xj.
De plus h = £f™ mod (y; — 1) implique que h £ 0 mod (y; — 1), donc h # 0 et on a que X; est
un Ai-module noethérien et de torsion. O

Notamment on veut appliquer les théorémes de Greenberg au Ag-module logarithmique X.
Pour cela on doit restreindre notre intérét aux Zy-extensions qui satisfont une hypothése raison-
nable de décomposition.

Proposition 3.2.1. Soit Ko une Zg-extension d’un corps de nombres K dans lequel toutes les
places au-dessus de { sont finiment décomposées (voir . Alors sous la conjecture de Gross-
Kuz’min Ko € A(X).

Preuve : 11 est clair que X/Ak X est un Ax_-module noethérien; donc on doit démontrer
que X/2x_X est de torsion.
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Soit G = Gal(Lg/Ky), ainsi X = Gal(Lg/Kq) < G est un sous-groupe abélien distingué de G
et G/X ~ Zg_l. Soit G’ le sous-groupe dérivé de G, on va démontrer que la suite

0— G'/Ax X — X/Ax X — X/G' — 0

est exacte et ses termes sont des Ax_-modules noethériens et de torsion.

D’abord observons que Ax_X C G’ C X. Le quotient G/X ~ Z?il est abélien alors
G’ C X. Or, choisissons des générateurs y1,va,...,Ya tels que yilx, engendre Gal(Ky/K) et
Y2,---,Ya € Gal(Kq/Ks) == G/X. Posons T; = y;—1, on a l'isomorphisme Agq ~ Z;[[Tq, ..., T4ll
et Ax, = (Ta,...,Tq). Le sous-groupe dérivé G’ est stable par 'action de G/X, et on en tire
que Ak X C G'.

Or, nous allons démontrer que G’/2k X est un Zg-module de type fini, donc a fortiori un
Ak -module de torsion. Le quotient X/2x_X est dans le centre de G/k_, en pour g € G et
x € Xona

o0 ?

gxg~'x = Yyxy 'y~

= ¥y x7 1 X abélien ;
XY e A X

1 1

x 7, pour ¥y € Gal(Kq/Ky) et y € X;

Il suit que tout sous-groupe de X/RAx_X est distingué dans G/UAx_X. Soient o3,...,04 €
G/Ak X tels que leurs images engendrent G/X =~ 25171 topologiquement. Soit D = ([0, 03], 1,j =
2,...,d) le sous-groupe de G/k_X, donc D C G’/Ax X C X/Ax_ X donc D est distingué dans
G/2Ax_ X. Considérons le quotient (G/Ak_X) /D, il est engendré par X/2Ax_X = ker(G/Ax X —
G/X) et {0y mod D|i=2,...,d}donc ses éléments commutent et en conséquence (G/2x_X) /D
est abélien, d’ou il suit que D = G’/k_X. Il en résulte que G’ /Ax_ X est un Zg-module de type
fini.

En suite nous démontrons que le Ax_-module G/G’ est de torsion. Soient p1, ..., ps les places
K au-dessus de £ et soient 11, . ,Ts leurs groupes d’inertie logarithmique dans l’extension
maximale abélienne de Ko contenue dans Ls. Soit T = LIy---1 C G/G’. Comme les L
rencontrent trivialement X/G’ pour i =1,...,s; T est un sous-groupe de Gal(Kqy/Ki) ~ Z?il,
il est un Zg-module de type fini. Il suit que T est un Ax_ -sous-module de G/G’ et donc de torsion.
L’extension Ly, de Ko, qui est fixée par T est par conséquence la {-extension maximale abélienne
logarithmiquement non-ramifiée de Koo. Dot (G/G’) /T ~ Gal(Ly/Ks). Sous la conjecture de
Gross-Kuz'min le Ag_-module Gal(Ls /Ky ) est de torsion . On en tire que G/G’ est de

torsion et par conséquence X/G’ aussi. O

Soit A? I’ensemble des Zg-extensions d'un corps de nombres K pour lesquelles toutes les places
de K au-dessus de { sont finiment décomposées . La proposition précédente affirme que
A® C A(X). I résulte que A? est ouvert et dense dans A [Gre73, Prop. 3|. En ce qui suit on va
considérer que des Zg-extensions Ko dans AY.

Il existent des exemples pour lesquels A = A(X) = A :
Exemple 3.2.1. Supposons que K a une seule place p au-dessus de £. On sait que cette place

ramifie au sens classique dans toute Zg-extension K., de K. Dongc, le groupe de décomposition
est d’indice fini et on a alors I’égalité. ¢

Exemple 3.2.2. Soit K un corps quadratique imaginaire et £ un nombre premier qui se décom-
pose en K. D’aprés 'Exemple les deux places au-dessus de { sont finiment décomposées
dans 'extension pro-driédale de K et il est de méme dans ’extension cyclotomique. ¢
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Remarque: Il est facile de construire des exemples pour lesquels A° est strictement contenu dans A.
Supposons que £ se décompose complétement dans K, avec [K : Q] = 1+ 2¢ et ¢ > 2. Les complétés
(-adiques R, pour 7|¢ sont des Zg-modules de rang 2; donc leurs images dans Gal(Kg/K) =~ Z? sont
des Zg-modules de rang < 2. Donc il existe une Zj-extension K, de K pour laquelle le groupe de
décomposition d’une place 7t est trivial, c’est & dire Ko & A°.

3.3 Les Invariants o et A

Soit Ko € A®. Soit Ly la €-extension maximale abélienne logarithmiquement non-ramifiée
de K. Le groupe de Galois Gal(Lo/Ks) est un Ax_-module et sous la conjecture de Gross-
Kuz'min de torsion On dénote fi(Kso) et A(Koo) les invariants structurels attachés
au module d’origine logarithmique Gal(Ly, /Ky ).

Le compositum KgLy, est une sous-extension de Lg. Considérons I’épimorphisme
X = Gal(Lq/Kq) 2 Gal(KgqLeo/Ka),

comme Ax X C ker ¢ on al’épimorphisme induit de Ax_-modules X/2Ax X — Gal(KqLo/Kq) =~
Gal(Ly/Le NKg). Le diagramme suivant illustre la situation :

X
X /A, X
A Ay, X
KgNLe ———— Lo
rq~z¢ WKOO)
Koo
FZZg

On en déduit que
AMKoo) KX/ X) et i(Koo) < FX/Ak X).

Aussi

AMGal(KgNLle/Ke)) <d—1 et p(Gal(Kg NLy/Ks)) =0.
Alors

AMKoo) < d—1+HAX/Ax X) et f(Koo) < FX/Ak, X).
En fait (1(Ky) = p(X/2Ax  X). Avec la notation de la Proposition on a
i(Koo) + 1(T) = 1(G/G) = H(X/G)
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et de la suite exacte de la méme proposition on a

H(X/2Ak X) = TX/G')+ k(G /Ak, X)
< (Koo) + 1(T) + (G /A X),

mais T et G'/2k_X sont des Zg-modules de type fini, donc leurs invariants @ sont nuls, d’ou
Iégalité.

Théoréme 3.3.1. Soit Ky une Zg-extension d’un corps de nombres K dans laquelle toutes
les places sauvages de K sont finiment décomposées. Il existe un entier ng et une constante c,
qui dépendent seulement de Ky, tels que R(KL)) < ¢ pour toute Z-extension K. de K avec
(Koo N KL K] > €M,

Preuve : Soit Ko € A? par la proposition on a Ky € A(X), c’est a dire X/ X est un
module noethérien et de torsion; il existe f € Agq tel que X =0et f & Ax__.

Supposons que X est engendré par s éléments sur Agq et soit M = Ag/(f), il existe un
homomorphisme surjectif de Ag-modules :

MS = (Aq/(f)S — X. (3.1)

Il est clair que M?®/Rdx_M?* et M/2Ax_M sont des Ax_-modules noethériens et de torsion. Il
suit que M*® /20, M* et M /R, M sont des Ay, -modules noethériens et de torsion pour tout
K/ dans un voisinage de Ko, car A(M) et A(M?*) sont des ouverts de A.

Le morphisme ({3.1)) induit un homomorphisme surjectif de Ay -modules :
M* /R, M® — X/, X,
de ce morphisme on obtient que fi(M®/x; M%) > R(K[)). Notons que i(M?®/2x; M®) =
sp(M/Rx, M). On va démontrer que (M /Rdx; M) est borné dans un voisinage de K.
Or, on a
M/, M = (Aa/(f))/(Rky (Aa/(f)))
~ Aa/ (s, + () (3.2)
o~ Ak /(f),
avec f la réduction de f modulo k. , donc R(M/Rx, M) est la plus grande puissance de ¢
divisant f dans Ak, c’est a dire, I'entier i défini comme f € (") + Ak, mais f ¢ (erF1 + Ak .

—_— —

Soit 1y = p(M/JAx M), alors on a sfip > (Ks). Et on a f ¢ (£HoH+1) 4 Ax_,, en particulier
pour ng assez grand on a f ¢ (£H0) + A + Mo Pour K., € A(Kw,Mp) on a l'inclusion
A, C A, + M il suit que £ ¢ (€#F1) + Ax, donc

R(M/2Ax M) < Ho.

On conclut que p(K.)) < sfip pour toute Zy-extension K/ de K avec [Koo N K/ 1 K] > €70,
O

Remarque: Ce résultat, peut étre déduit directement du Théoréme 4 dans [Gre73|, puisqu’on sait que
@ = [ pour toute Zg-extension (2.3.1] et [2.3.2)). Néanmoins, la démonstration de cette théoréme nous
permet de mieux comprendre celle du résultat suivant.
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Théoréme 3.3.2. Soit Ky, une Zg-extension d’un corps de nombres K dans lequel toutes les
places sauvages de K sont finiment décomposées. Si iW(Koo) = 0, alors il existe un entier ng et
une constante ¢, qui dépendent seulement de Ky, tels que (K. )) =0 et X(Kéo) < ¢ pour toute
Z-extension K. de K avec [Keo NKL 1 K] > (Mo,

Preuve : Soit Koo € AY par la proposition on a Ky € A(X), c’est a dire X/ X est un
module noethérien et de torsion. D’apreés le théoréme précédent, on peut toujours choisir un ng
assez grand tel que (K. ) = 0 pour K., € A(Ky,no).

Or, comme X/RAx X est de torsion, il existe h € Aq tel que hX C Ax_X. En plus, puisque
((Ks) =0, on a h ¢ (£) + Ax_ . Supposons que X est engendré par xi,...,Xxs. Alors

S
hXi:ZCini pouri=1,...,s et cy €Uk,
j=1

il suit que stzl(ci)- —dijh)xy =0pouri=1,...,s.
Soit f = det(ci; — 045h), alors f = +h® mod Ax_, f € Ann(X) et f ¢ (€) + Ak . Notons que

le polynéme caractéristique de X a les méme facteurs irréductibles que f.

Soit v1,...,vqa des générateurs de Gal(K4/K) tels que v1|Ks engendre Gal(Ky /K) et ya,...,vq €
Gal(Kq/Keo). Pour toute extension K., € A(Kw, 1), vilK., engendre Gal(K/ /K). Soit T; =y;—1
de maniére d’identifier ’algébre de groupe A4 avec 'anneau des séries formelles Zg[[Ty, ..., Taqll,
et notons l'idéal Ax_ = (Tz,..., Ta).

L’homomorphisme
Aa — Ak, ~ Z|[T]]

T1 — T
T, — Opouri=2,...,d

envoie
f="1o(To,..., Ta) + f1(To, ., T T + o (To, .. TO)TE + ...
dans
0(0,...,0) +f1(0,...,0)T +f2(0,...,0)T> + ...,
en particulier les f;(0,...,0) ne peuvent tous étre nuls ou divisibles par {. Notons que K/ €

A(Koo, o) si et seulement si Koo € A(KL ), 1), ce qui donne A C Ay, + MM avec M 'idéal
maximale de 'algébre Ag4. Maintenant considérons le morphisme

Aa — Axy = Aa/Axy, = Z([T]]
Ty — T

et les Ty € Ry, sont donc envoyés dans I'image de 9%, qui est juste I'idéal My, avec My
étant I'idéal maximal de 'algebre Ay, . Ce morphisme envoie f &

(f0(0,...,0) +10) 4+ (f1(0,...,0) +11)T + (f2(0,...,0) +12)T> + ...,

avec T; € M, .
o0

On utilise le méme esprit de la démonstration du théoréme précédent. Soit M = Aq/(f), on
va démontrer que A(M/2(x; M) est borné pour toute K/, € A(Kq,ng) pour ng assez grand. On
a M/Rx, M ~ Ay, /(f) avec f = f mod Ak, (voir (3.2)). On peut écrire f comme une unité
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dans A4 fois un polynome distingué (il n’y a pas de terme en { puisque p(M/2lx; M) = 0 pour
ng assez grand), donc A(M/ Rlk: M) est le degré de Weierstrass du polynome distingué. Ainsi,
X(M/QleM) = w est le plus petit entier tel que f(0,...,0) est une unité €-adique. Mais si 'on
prend ng > w, on sait que Ak C ™Ak, + M0 et chaque 1y € 93?220 dans

(f0(0,...,0) +10) + (f1(0,...,0) + )T + (f2(0,...,0) +12)T> + ...,

il résulte que les coefficients des termes Tt avec i < ng sont tous divisibles par £, puisque 93?112, =
Eﬂk,(’,kflT, e ETk*I,TNk) et le coefficient dans T" est encore une unité. Donc 5\(]\/l/QlKoo M) =
A(M/Rx: M), et alors A(KL,) < sw pour toute Zp-extension K., € A(Ke,Ng). ]

Dans le cas A’ = A(X) = A (voir Ex. et Ex. [3.2.2)), la compacité de A nous permet

d’énoncer le corollaire suivant qui suit immédiatement des théorémes précédents.

Corollaire 3.3.1. Soit K un corps de nombres pour lequel A° = A, alors [1(Ks) est borné pour
toute Zg-extension Ky de K. De plus, si i(Ks) = 0 pour toute Zg-extension de K alors, A(Kso)
est borné pour toute Ko, € A.

3.4 Nombres de classes logarithmiques dans les Z{-extensions

Soit Kgq/K une Z?—extension d’un corps de nombres K. Son groupe de Galois I'q = Gal(Kg4/K)
est un Zg-module libre de rang d, isomorphe au produit Z?. Soit Ky, le corps fixé par an et soit

én la valuation {-adique de 'ordre du groupe de classes logarithmiques Clx, de K;.

Dans cette section on démontre que la théorie de Cuoco et Monsky peut étre employée &
I’étude de l'ordre du groupe de classes logarithmiques. En particulier, on démontre que pour n
assez grand €, est donné pour une expression du type Iwasawa qui dépend aussi en d.

3.4.1 Préliminaires

Fixons une base y1,...vq de I'g, et posons X; = yi; — 1 pour identifier I’algébre de Iwasawa
Agq avec Panneau local de séries formelles Zp[[X1,...,Xqll. Tout élément de GLg(Z¢) induit
un automorphisme de 'y qui se prolonge en un automorphisme de Ag, nous appelons un tel
automorphisme linéaire.

Or supposons que y € I'g — Fg, alors (y — 1) est un idéal premier de hauteur 1 de A4 et
(v — 1) est un idéal premier de hauteur 1 de Aq = Z/LZ[[X1,...,X4l].

Définition 3.4.1. On suppose que 0 # F € Aq4. Si l'on écrit F = {*4G avec G # 0. On définit :
(i) pa(F)=pa.

(ii) z\d(F) = ) vp(G) la somme est comprise parmi les idéaux premiers P de hauteur 1 de
Aq de la forme (y —1).

Remarque: Dans le cas d = 1, pq(F) est juste 'invariant d’Iwasawa . En plus, comme AL = Z/Z[[T]],
alors Aq(F) est precisement l'invariant A d’Iwasawa, car dans ce cas F est un polynéme distingué (voir
2.13)).
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Ensembles Z;-plats

Soit y, le groupe des racines {"-iémes de l'unité dans une cloture algébrique Q; de Q.
Nous notons o, = Un>1 ¢on la réunion des .. On dénote v la valuation de Qp & valeurs
rationnelles, telle que vg(£) = 1 et avec la convention inusuelle v¢(0) = 0. Supposons F € Ag
et { = (C1,...,Cq) € &;alors F(Q) = F(¢1 —1,...,Cq — 1) représente un élément de Qg de
valuation > 0.

Définition 3.4.2. Soit I, (F) =} . %v@(F(C— 1)).

On peut équiper & dune topologie. Pour cela considérons le Zy-module libre Eq = Hom( &,

Un élément de Eq4 est donné par ¢ = (G1,...,Caq) — [[ ¢ avec (ag,...,aq) € Z?. Un ensemble
X c & est fermé s'il est I'union finie des parties définies par un ensemble fini d’équations

o0
Ti(Q) = & avec Ty € Eq et & € . Avec cette définition, on définit une topologie pour <.
Définition 3.4.3. Un ensemble T est dit Zg-plat, s’il est défini pour des équations
Ti(Q) =& avec1<i<k,

ou les T; sont linéairement indépendants et £; € . On note dimT =d — k.

En particulier, un ensemble Z¢-plat de dimension d — 1 est une partie de & définie par une
seule équation de la forme l_[s:1 C{“ = § avec ay € Zy non tous divisibles par L et £ € .

Exemple 3.4.1. L’ensemble Zs-plat de dimension avec d = 2 et k = 1 défini par I’équation
xy = (3 contient I’ensemble {(C]9‘+3, Cgk)}, avec Cg = (3. ¢

Il résulte que les parties fermées et irréductibles de & sont précisément les ensembles Z,-

plats [Mon8Ta, Thm. 1.8]. Pour & € & on définit o(&) comme le plus petit entier k pour lequel
g =1,

Définition 3.4.4. Soit A = (T1,...,7Tq) une base de E4 et m > 0 un entier. On définit C(A, m)
comme l’ensemble de tous les C € (‘)io qui satisfont :

o(t1(¢)) = m, o(t2(C)) = o(t1(C)) + m,...,0(ta(C)) = o(Ta-1(C)) + m.

On a le résultat suivant de compacité :

Théoréme 3.4.1 (Thm. 1.14 [Mon81a]). Supposons que pour chaque base A de Eq on se donne

un entier ma = 0. Alors So est couvert par un nombre fini des C(A, ma) et un sous-ensemble

propre fermé de 4.

L’estimation fondamentale

Soient f et g deux fonctions de la variable réelle x. On dit que f est dominée par g, lorsqu’il
existe des constantes C et N telles que pour tout x > N on a [f(x)| < C|g(x)]. Si f est dominée
par g, on dénote tout simplement g(x) = O(f(x)).

Théoréme 3.4.2 (Thm. 1.7 [CM8I]). Supposons que 0 #F € Aq. Alors
In(F) = (fLal™ +Aan + O(1)e4=m,

avec fig = [iq(F) et Aq = Ag(F).
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3.4.2 Plongement Cyclotomique

Soit ¢ € & . L’anneau Z;[(] est un Zg-module libre de rang @ (£7) ot {" = max;{o(¢;)}. On dit
que deux éléments dans ¢ sont conjugués s'il existe un automorphisme de Qg qui les identifie.

Le nombre de conjugués coincide avec le rang de Z¢[(]. Considérons le Z;-module @ s~ Ze (]

d.

otl la somme est comprise parmi les représentantes ¢ des classes de ¢ : son rang est £4™.

Exemple 3.4.2. Soit { =3 et { = ((3,3) € 2. Il est facile de voir que ¢ a deux conjugués,
soit lul méme et (C?;, (3), le rang de Z;[l3, Cg] = Z¢[¢3] est bien 2. De plus, il existe 5 classes

de conjugaison, dont quatre donnent lieu & des Zy;-modules de rang 2 et la classe de I'identité.
Donc § /~Ze [(] est un module de rang 9. ¢

d . .
< il existe un

Soit wy, 'idéal dans Aq engendré par les (1 4+ X;)¥" — 1. Pour chaque { €
homomorphisme

Aa/wn —> Zg[d],
Fo= FC-1)

considérons donc le produit de ces morphismes

on : Aa/wn — EP Zeld.
&/~
Le quotient Agq/(wn, ) est un espace vectoriel de dimension 4™ sur Z/pZ, alors Agq/wn, est

un Z¢-module de rang £9™. De plus, @y, est injective et son conoyau est annulé par (4™ [CMST]
Thm. 2.2].

Définition 3.4.5. Soit G un Z;-module noethérien, on dénote Gios la partie de torsion de G,
7(G) = rang(G) = rang(G/Giors) et e(G) Pexposant de Pordre £6(S) de Giops.

Théoréme 3.4.3 (Thm. 2.5 [CMS8I1]). Soit M = Aq/(F) pour F € Aq et posons G = M/wn M.
Supposons que (G ) = O(L14=2™) " Alors :

e(Gn) = (Ilden +5\dn+ O(l))e(d—l)n.

Or, soit M un Ag-module. Le résultat suivant montre que I’exposant du sous-groupe de
torsion de M/wnM ne grandit trop avec n.

d

& on utilise 'application Aq — Z;[(], F — F({ — 1) pour construire un

Pour chaque ¢ €
Z¢[C]-module fini :
MC =M A4 Z([C]. (3.3)

Il résulte quil existe un r tel que {"(M¢)iors = 0 pour tout ¢ € 9. L’application ¢@n : M —
&b a4/ Mg restreinte au quotient M/wnM :
Pn : M/wnM = P M (3.4)
&/~
est injective, et son noyau et conoyau sont annulés par {4™.
Théoréme 3.4.4 (Thm. 2.8 [CM&I1]). Soit M un Agq-module fini. Il existe une constante c telle

que L9"C annule le sous-groupe de torsion de M/wnM pour tout n.

Preuve : Prenons c tel que {¢(M¢)iors = 0 pour tout ¢ € :}o. Six € (M/wnM)iors, alors
I'image de x pour 'application @ : M/w,M — @ d M est de torsion dans chaque M, donc
£°x € ker @, C M/wnM. Mais le noyau de @y, est annulé par {9™, donc £4™+¢x = 0. O
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3.4.3 Modules sur I’algébre d’Iwasawa

Dans cette section nous nous limitons aux Ag-modules noethériens et de torsion. Il n’y
a pas de crainte & ne considérer que cette sorte de modules puisque notre module d’intérét

X = Gal(Lq/Kq) l'est (Thm. [3.2.1)).

Définition 3.4.6. On dit que deux modules M et N sont pseudo-isomorphes lorsque s’il existe
un homomorphisme f : M — N dont le localisé a tous les idéaux premiers de hauteur 1 de Ag
est un isomorphisme. On dit qu’un module est pseudo-nul lorsqu’il est pseudo-isomorphe & 0,
c’est-a-dire lorsque toutes ses localisations aux idéaux premiers de hauteur 1 de A4 sont 0.

Remarque: Cette définition coincide avec la définition pour d =1 : en fait dans ce cas on a que X et Y
sont pseudo-isomorphes s’il existe un Aj-morphisme @

0—N-—5X%Y—C—0,

avec N et C finis. Or, si I’on prend un idéal premier p de hauteur 1 de Ay, le localisé F, d’un module fini
F est 0, donc X, ~ Y, pour tout idéal premier de hauteur 1 de A;.

Rappelons le théoréme de structure pour des modules noethériens et de torsion sur des
anneaux locaux et réguliers, dans notre cas Aq :

Théoréme 3.4.5 (Théoréme de structure). Tout module noethérien et de torsion M sur Aq est
pseudo-isomorphe & une somme directe du type :

M~ P Aa/PlY
i
ot Py sont des idéaux de hauteur 1 de Agq et ri € N.

La localisation de M dans P; est un (Aq)p,-module de longueur finie ny > 0. Le polynéme
caractéristique x de M est I'idéal principal | | Pir".

Soit M un Ag-module noethérien et de torsion, et G, = M/wn M. Nous allons décrire les
propriétés de croissance de 'exposant (G, ) de ordre £¢(Gn) de la partie de torsion G de G.

Supposons que M est pseudo-nul, alors

r(Gn) =00 42M) ot e(Gn) = O(eld—1my, (3.5)

Or, soit M un Ag-module de torsion avec polynéme caractéristique x, et supposons que
T(Gn) = O(£(4=2)") "alors pour un Ag-module M’ pseudo-isomorphe & M on a

le(Gn) —e(GL)| = O(etd=1m),

donc on peut remplacer M par un Ag-module élémentaire, c’est & dire une somme directe de
Ag-modules de la forme Agq/(F;) avec [ [ Fi = x. Ainsi on peut appliquer le Théoréme m aux
Agq/(Fi) et on obtient :

Théoréme 3.4.6. Soit M un Ag-module de torsion avec polyndme caractéristique X, et on
suppose que (G ) = 0142 Alors

e(Gn) = (fial™ 4+ Agn+ O(1))ptd—bm,
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d72)n)

La question, est alors : a-t-on (G ) = O(£! ? Dans ce qui suit on donne des conditions

pour que I’égalité soit satisfaite.

Soit ¢ € & et M comme dans (3.3). M¢ est un module de type fini sur 'extension Z¢[(].
Soit T (M¢) le Zg[C]-rang de M.Notons que

(Gn) =1(M/waM) = 1| @B Mc | (@n injective (3:4))

4/~

= Z (M¢)
4
— Z T(Ze[d)re (M¢)

4/~

= Y rc(Mc) (puisque 7(Z¢[¢]) = # conjugués de ).

L'ensemble Z(M) = {C € & |T¢(M¢) > 0} est un sous-ensemble fermé et propre de & et
comme tel c’est I'union finie d’ensembles Z;-plats.

Nous allons borner le rang (M/wx M) en fonction de I'ensemble Z,, (M) ={¢ € Z(M) |t =
1}. Une borne inférieure immédiate est |Z,,(M)| < r(M/wnM). Or, supposons que M est en-
gendré par s éléments. Alors M est engendré par s éléments sur Z[(] et chaque r¢(M) <'s,
comme T(M/wy,M) = a re(M¢), on a

r(M/wnM) =Y 1 (M) < slZn(M)].

Si T est un ensemble Zp-plat de SO soit Pt ={F|F(C—1) =0 VC € T}, puisque les ensembles
Zp-plats sont irréductibles il résulte que Pt est un idéal premier de Ag4. En particulier, si T a
pour dimension d — 1, alors Pt est un idéal premier (W) de hauteur 1, on appelle un tel élément
un idéal spécial de Aq, et le lieu géométrique de W({ — 1) est I'union de T et ses conjugués, qui

sont appelés les Zg-plats attachés a (V) [CM8I, Lemma 3.10].

Théoréme 3.4.7. Soit M un Ag-module de torsion. Alors les d— 1-composantes de Z(M) sont
précisément les Zg-plats attachés aux premiers spéciaux qui divisent le polynéme caractéristique

de M..

Preuve : Soit T un Zg-plat de dimension d — 1. T C Z(M) si et seulement si (W) D Ann(M).
Mais les premiers de hauteur 1 de Ag qui contiennent 'annulateur de M sont les facteurs
irréductibles du polynéme caractéristique de M. ]

Le résultat suivant donne le critére pour la dimension du rang de Gy, cherchée :

Théoréme 3.4.8 (Thm. 3.13 [CMSI]). r(M/wn,M) = O(L14=2I") s et seulement si le polynome
caractéristique X de M n’a pas de facteurs spéciau.

Preuve : Si un premier spécial divise x alors Z(M) contient un ensemble Z;-plat de dimension

d — 1 par le Théoréme Alors ¢ld=1n <17 (M)] < r(M/wnM) pour n assez grand. Au
contraire si aucun premier spécial divise X, on a que ’ensemble fermé Z(M) est une union de
Ze-plats de dimension < d—2. Et alors |Z (M)| = 0142 donc r(M/wn,M) = O(£(d=21),
O
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Remarque: Pour le cas d = 1. Le théoréme précédent se traduit comme : 1(M/w,M) = 0 si et
seulement si le polynome caractéristique x de M n’a pas de facteurs spéciaux.

Un ensemble Z¢-plat de dimension 0 est défini par x® = & pour un & € o, et a € Z; \ {Z;. Donc
il ne contient qu’un seul élément, et celui-ci est conjugué a &. Donc l'idéal (W) qui lui correspond est
(1+T)% +1); il est bien un polynéme distingué en T. Sans craindre on peut supposer que M est de la
forme A/(P), avec P un polynéme distingué. Et on sait que M/w, M est infini dans le cas (wn, V) # 1.

3.4.4 Structures admissibles

Dans le cas d'une Zy-extension, la formule de paramétrage du groupe de classes est obtenue
en exprimant la {-partie du groupe de classes comme un quotient qui dépend, en outre du "sous-
groupe dérivé" wn M, d’un sous-module de M induit par la ramification des places sauvages. En
poursuivant cette idée, dans cette section on considére des quotients de Ag-modules noethériens
et de torsion qui dépendent de sous-modules de M et dont les quotients, tout comme les quotients
M/wnM, satisfont des propriétés de croissance similaires & ces derniers.

Définition 3.4.7. Soit M un A g-module noethérien et de torsion. Un structure & sur M consiste
d’un entier v > 0 avec un ensemble fini de couples (ti, M) avec Ty € I'q — Fg et les My sont des
sous-modules de M. Lorsqu’on donne une structure on pose win = Tfn —1.

Win
Wiy

Le quotient est un polynéme bien défini sur t; pour n > v (voir [2.10)).

Définition 3.4.8. Soit S une structure, on définit
(2) An=wnM+ 3 TM,
(¢) Gn =M/An.

Remarque: La structure (v, (T,0)) correspond au cas étudié dans la section précédent. En particulier,
si 'on ajoute la paire (T,0) & une structure les groupes attachés G,, ne changent pas.

Définition 3.4.9. Soit 8§ une structure et ¢ € So. On dénote N = N({) le sous-module de
M engendré par les M; pour lesquels w;i () = 0. On dit que ( est exceptionnel pour 8 si
T‘C(M/N)C > 0.

Remarque:
(i) Tous les ¢ exceptionnels appartient & Z(M); en fait si 1.(M/N)¢ >0 on a r¢(M¢) > 0.
(i) Si e Z(M) et w;i~(C) #0, alors ( est exceptionnel pour 8 ; ceci est aussi clair puisque dans ce
cas N est trivial.
(iii) Si les ensembles de points exceptionnels sont vides, alors les G;, sont des groupes finis.

Soit N’ I'image de N sous le morphisme M — M. Observons que

n
Win T% —1

Wi v - T%V —1
= ()T 1T 2 4

1 1
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alors

. i T [
wl,n(c):{o S Tl(C )7&0

Wi v ("~ autrement.
Donc 'image de Ay, est £ YN’. Ce qui nous donne
re(M/N)¢ = 1¢(M¢/N’)

= Tc(Mc/enivN/)

= TC(GTL)C-
Puis pour tout Ag-module noethérien M on a r(M/wn,M) = }_ a4 T (M¢), il suit que 7(Gy) =
T g re(M/N).

Si I'on dénote o, le nombre d’éléments exceptionnels ¢ € ﬂ attachés a une structure § sur

un Ag-module noethérien M engendré par s éléments. Alors on a

on <7(Gn) < sop.

Le théoréme suivant est I'équivalent au Théoréme [3.4.4] pour des structures.

Théoréme 3.4.9. Soit S une structure. Il existe une constante ¢ telle que L9 (Gp )rors = 0.

Preuve : Si x € M est un élément de torsion dans (Gn)e = M¢/EM YN’ alors x est de
torsion aussi dans (M/N); = M¢/N’. Notons que pour la définition de N({) il existe un nombre
fini de N(() différents pour les ¢ € 4. Il existe une constante ¢ telle que £5((M/N)¢)tors = 0
pour tout ¢ € . Donc £¢x € N’, puisque n > v on a que (™ ¢x =0 € (Gpn)¢, et £™¢ annule le
sous-groupe de torsion de (Gn )¢ pour tout ¢ € g. Mais le noyau et le conoyau de ’application
Gn — @(Gn)¢ sont annulés par €™, d’oi le résultat. O

Définition 3.4.10. Un structure 8 est dite admissible si 1(Gpn) = O(£(d—21).

En fait, tout Ag-module noethérien et de torsion M admet une structure admissible :

Théoréme 3.4.10 (Thm. 4.8 [CM8I]). Soit M un Agq-module noethérien et de torsion. Soient
Ti=&; avec T, €T —TY et & € o, des équations pour les composantes de dimension d — 1 de

Z(M), et v un entier tel que chaque o(&;) < v. Alors (v, (ti, M)) est une structure admissible
de M.

Preuve : Supposons que ( appartient & une composante de dimension d — 1 de Z(M). Donc
Ti(C) = & et wi~(C) =0, d’ou il suit que N(¢) = M ; donc ¢ n’est pas exceptionnel puisque
r¢(M/M); = 0. Alors les éléments exceptionnels appartient aux composantes de dimension
< d—2. Mais an, = O(€(472)1) ¢t done 1(Gy) = O(£(d—2)n), O

Soit 8 une structure admissible sur M et Gy, les groupes attachés. En considérant une nouvelle
structure 8* en remplacant M par M, on a que |e(Gy) — e(G¥)| = O(¢(4=1™) [CMS8I, Lemma
4.9]. Si 'on applique cet argument & deux structures admissibles 8 et 8 sur un module M, on
obtient le résultat suivant :

Théoréme 3.4.11 (Thm. 4.10 [CM&I]). Soient 8 et 8* deux structures admissibles sur M, et
Gn et G, leurs groupes respectives. Alors |e(Gn) — e(G})| = O(etd—tmy,

Soit 8 une structure sur un module M pseudo-nul. Par (3.5 on a

1(Gn) < 1(M/wnM) = O(eld=2m)
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et
e(Gn) < e(M/wnM) + (dn+n+c)r(M/waM) = O(e(d—l)n)7

c’est-a-dire toute structure sur un module M pseudo-nul est admissible.

Théoréme 3.4.12 (Thm. 4.12 [CMS8I]). Soient M et M’ des Agq-modules noethériens et de
torsion pseudo-isomorphes et 8 et 8’ des structures admissibles sur M et M', avec groupes Gn
et GJ,. Alors

le(Gn) —e(Gr)l = O(eldm).

Le théoréme précédent nous permet donc, de remplacer un module M par tout module
pseudo-isomorphe. Ceci est fondamental pour démontrer le résultat suivant :

Théoréme 3.4.13 (Thm. 4.13 [CMS8]1]). Soit Gy les groupes attachés a une structure admissible
sur M, et x le polyndome caractéristique de M. Alors

en(Gn) = (ﬂdﬂn +5\dn+ O(l))p(d_l)n_

Preuve : On peut supposer que M est de la forme M = Ay /1® avec U irréductible. Si P n’est
pas un premier spécial, il suit du Théoréme [3.4.8 que la structure triviale sur M est admissible.
Et on obtient le résultat cherché du Théoréme [3.4.6

Supposons donc que VP est spécial. On a deux cas & considérer :

Cas1l. p =1t —1avect € T —T% Dans ce cas on a x = PS5, fig = 0 et Aq = s. Par un
automorphisme linéaire on peut prendre T = 14 Xj. La structure (0, (T, M)) est admissible
pour ce cas par le théoréme [3.4.10] en plus les ensembles exceptionnels sont vides, donc
les groupes Gp, sont finis. Si 'on définit des éléments g et h,, dans 'algebre d’Iwasawa
Z[[X]], comme g = X et

(1+X)" —1)

My =
n X 9

et on considére ’anneau

RTL - Zf[[X]]/(gSJ hn)7

alors on a
Gn =~ RullXa, ..., Xall/((1+ X)) — 1Dacica.
Donc Gy est un Rp-module libre de rank ¢(d=1™ et R, est fini avec e(Ry) = sn [CMS81,
Lemma 4.14].
Cas 2. ¢ = % avec T € I'— T, Dans ce cas on ax = °, fiqg = 0 et Ag = s(¢" — ¢ 1).
Par un automorphisme linéaire on peut prendre T = 1 + X;. La structure (v, (t,M))
est admissible pour ce cas par le théoréme [3:4.10] et comme dans le cas précédent les

ensembles exceptionnels sont vides, donc les groupes Gy sont finis. Cette fois on définit
des éléments g et h,, dans I'algeébre d’Iwasawa Z¢[[X]] comme

(1 x)Y -1
I I+ X =)

et

et on considére ’anneau



alors on a
Gn =~ Rn[Xa, ..., Xall/((1 +Xi)*" — 1)acica-

Donc Gn est un Rp-module libre de rank £(4=Y™ ot R, est fini avec e(Ry) = s({7 —
) (n —1) [CM8I, Lemma 4.14].

O]

Pour finir cette section on énonce un résultat technique qui nous est utile dans la section
prochaine.

Lemme 3.4.1 (Lemma 4.15 [CM&I]). Supposons qu’on ait une structure 8 sur M et pour n > v
des sous-modules B, D Ay. Aussi, on suppose qu’on a la chaine de modules emboités

By DByi1 DByi2a D ...,

et que les conditions suivantes sont satisfaites :
(i) Il existe un s tel que chaque By /Ay peut étre engendré par s éléments sur Zy.
(i) Les M/By sont finis.
(iii) Les ordres des groupes By /(Bni+1 + An) sont bornés.
Alors on a
le(Gn) — e(M/Bn)| = O(n).

Preuve : Comme M/B;, est fini et A, C By, il existe des applications
Ttn : (Gn)tors — M/Bna

et le noyau ker mm,, C Bn /Ay est engendré par s éléments sur Zy. Le théoréme nous dit
qu’il existe une constante c telle que £4™F™+¢ annule le sous-groupe de torsion (Gn)iors. On en
déduit alors que e(kerm,) < s(dn+n+c) = O(n).

On va démontrer que e(coker 7t,,) = O(n), donc la suite exacte
0 — kerm, — (Gn)tors — M/Bn — cokerm, — 0,

devient triviale
0 — " (Gn)tors — L2 (M/Br) — 0,

pour des constantes ¢1 et co pour n assez grand, et donc |e(Gn) —e(M/Byr)| = O(n).

Or, considérons la suite exacte
0 — Bn/An — M/A, — M/B, — 0.

Puisque M/B;, est fini et B,,/A, peuvent étre engendrés par s éléments sur Zg, on a que
1(Gn) < s. La chaine emboitée de modules

M/An C M/Ani1 CM/Ani2 C ..,

se stabilise aux rangs, c’est a dire, il existe ng tel que 1(Gn,) = 1(Gn) pour n > ng. Et donc,
pour n > ny les quotients An,/An sont finis, et par conséquence An,/An C (Gn)tors- 11 en
résulte que coker 7y, est 'image homomorphe de M/(Bn + An,), c’est a dire le morphisme

f:M/(Bn + An,) — cokermy,

est surjectif. Puisque |(Bn+An,)/(Bnt+1+An, )| est borné. Il suit que e(Bn,/(Bn+An,)) = O(n),
et alors e(M/(Bn + Ay,)) = O(n), en particulier e(coker my) = O(n). O
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3.4.5 Le théoréme principal

Soit Kgq/K une Zg—extension d’un corps de nombres K. On dénote Iy = Gal(Kgq/K) son
groupe de Galois, Iq est isomorphe a d-copies de Zy. Soit Aq I'algébre d’Twasawa de I'q. Etant
donnés des générateurs y1,...,Yq de I'q on identifie Aq avec 'anneau Z¢[[T, ..., Tq]] des séries
formelles & d-variables sur Z; ; via I'application T; =vy; — 1.

On étudie le Ag-module logarithmique X introduit dans la section 3.2] Clest a dire, X =
Gal(Lg/Kq) est le groupe de Galois de la {-extension maximale abélienne logarithmiquement
non-ramifiée Lq de Kgq. On veut déduire des formules asymptotiques pour les nombres de classes

logarithmiques €, (Kq/K) attachés aux étages K,, = ng de la Z?—extension Kg.

Le groupe T4 agit par conjugaison sur X : y(x) = yxy~ !, avec y € G = Gal(Lq/K) un
relévement de vy € T'q. Ainsi, X est un groupe distingué de G, en outre le module X est un
Ag-module noethérien et de torsion [Thm. [3.2.1]. Alors G = X x Ty.

Soit x le polynome caractéristique de X et soient [i(Kq/K) et A(Kq/K) les invariants définis
dans la Definiton [3.4.1] donc les invariants généralisant ceux définis par Iwasawa.

Les Z?—extensions sont logarithmiquement non-ramifiées aux places modérées. En consé-
quence, les seules places qui pourraient se ramifier logarithmiquement sont les places sauvages.
On sait que pour d = 1, ceci n’arrive pas lorsque la Zg-extension est celle cyclotomique ; et sous
la conjecture de Gross-Kuz’'min dans une Zg-extension non-cyclotomique au moins une place p
de K doit se ramifier logarithmiquement.

Théoréme 3.4.14. Soit Kq une Zg-extensz'on avec d > 2. Sous la conjecture de Gross-Kuz’min
dans Kg, au moins une place p de K au-dessus de £ se ramifie logarithmiquement dans Kq.

Preuve : Supposons Kgq est logarlthmlquement non-ramifiée, alors le groupe de classes lo-

garithmiques de degré arbitraire ClZK de K contiens Gal(K4/K), mais dimz, (Gal(Kq/K)) > 2.
O

On suppose en ce qui suit que d > 2, en plus pour éviter la dichotomie dessus on suppose
que K4 ne contient pas I’extension cyclotomique K¢ de K.

Le schéma suivant décrit notre situation générale :

La

/_x C
K

c lc
Kno+\/ Kno+v Kn0+v
fa| | |
c lc
Kn0+1 no+1 /KnoJrl
I 1
Kno K<, Kle — K¢
K
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Dans notre schéma ng est le plus grand entier tel que ng C K€. En particulier, on peut
remplacer sans craindre K = Ky,.

Soit H = Gal(Lq/K®). H est un sous-groupe de G, comme tel est un produit semi-direct d’un
sous-groupe X de X et I'q :

H:)N(mrd.

Les sous-groupes d’inertie logarithmique dans Gal(L4/K) rencontrent trivialement X (et aussi
X), donc sont contenus dans I'q. On dénote H™) = Gal(Lg/KS).

Soient p1, . .. py les places de K qui ramifient logarithmiquement dans K4, soient Iy, ..., 1, C G
les groupes d’inertie logarithmique associés a des places B; au-dessus des p; dans Lg. On dénote
ign) leurs restrictions a Gal(Lgq/K$), c’est a dire ﬁn) = I; n HM™). Comme La/KS est une
extension galoisienne, tout sous-groupe d’inertie logarithmique de cette extension est conjugué

a4 un ﬁn) par un élément de H.

L’extension Lgq/K§ est logarithmiquement non-ramifiée, donc X rencontre trivialement les
groupes d’inertie logarithmique, ’application de restriction H — I'q envoie les [; dans des sous-
groupes de g, que par abus de langage on continuera a nommer Ij.

Pour o, T dans G, on dénote le commutateur [0, T] = oto~ 't~ 1. Si S et T sont sous-ensembles

de G on dénote [S, T] 'adhérence du sous-groupe engendré par [0,7T] avec 0 € Set T € T.

Définition 3.4.11. Soit Y, le sous-groupe fermé de H(M) engendré par [H(m) , H(] et les sous-
groupes d’inertie logarithmique dans Gal(Lg/K¢).

On dénote B, = Yn N X.

Remarque: Notons que Yy, est engendré par [H(™) H™] et tous les conjugués des ign) par ’action de
H.

Théoréme 3.4.15. Sous la conjecture de Gross-Kuz’min dans Kq/K. On a :
(i) HOM /Y, est un groupe fini et

en(Ka/K) = e(H™/Yy).

1) Pour tout n, les groupes 1™ engendrent un sous-groupe de T¢ d’indice fini. Cet indice
groupes 1; g group d
est constant £° pour N assez grand. _
(iii) Les By sont Ag-sous-modules de X d’indice fini et

e(X/Bn) = en(Ka/K) — 8,

pour m assez gmnd.

Preuve : Yy, fixe 'extension maximale abélienne de K¢, qui est logarithmiquement non-ramifiée

sur K,,, donc la théorie £-adique de corps de classes nous dit que cette extension est KIT‘{, et le

groupe de Galois Gal(KIT‘i /Kq) est juste le groupe de classes logarithmiques, qui est fini sous la
conjecture de Gross-Kuz’min. Ce qui donne (i).

Considérons la suite exacte
0 — X/Bn — H™ /Y, — ¢/ TTI — 0.
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De (1), il suit que 'indice du groupe engendré par les sous-groupes d’inertie logarithmique

L.En) dans an est fini. Soit v un entier tel que £(Tq/Ii)tors = 0 pour i =1,...,r. Pour n > v on
a IEnH) = (Ign))e [CMSI, Lemma 5.1], donc les indices sont finis et ultimement constants €3

d’ou (ii).
Notons que By, est un sous-groupe fermé de X qui est stable sur 'action de I'q, donc c’est un
Ag-module. De la suite exacte on déduit que X/By, est d’indice fini et que

e(H™/Y,) = e(X/Bn) + 8,
pour n > v. On obtient donc (iii). O

Définition 3.4.12. Soit Ay = X, H™] 4 Y7 Ag[H, 1]+ (HM), HV),

Aq est un sous-module de B, = Yo N X. En fait A est bien contenu dans B, puisqu’on a
HMW HMW] X c HM car H(“)/)~( est abélien et en plus D~(, HM)] et les [H,TE“)] sont contenus
dans [H™ H] ¢ B,,. Sit e H™ le commutateur [t,x] = (T — 1)x s’exprime comme I’action
d’un élément (T—1) € AgouTe Fen, c’est a dire, [K H(™)] est le produit de I'idéal engendré
parles (T—1) et )?, donc DN(, H(™)] est un Ag-module et il est de méme pour les [H, ﬁn)].

Soient p, 0, T des éléments de H™ | alors on a

1.—1

[po, 1] = poto 'p T
= pcr”r(f1 T71p71pr71T71
—_—
= plo, T+ [p, 1,
donc ~
[po, ] = [p, 7] + [0, mod [X, H™)],
car plo,T] — [0,7T] = [p, [0, T]]. D’ou 'on déduit en utilisant la compacité de HM) et [i, H(“)],
quesic € Z;

[0¢,t] = clo,T] +x, avec x € [K H(“)],
En particulier ceci démontre que [H(™), H(™)] est stable sous I’action de Z.

Soient, T; € H™ des représentants d’une base de Fgl. Le Zy-module engendré par les com-
mutateurs [Ty, Tj] est compact, alors A, est la réunion de sous-groupes compacts, il résulte alors
que A, est un sous-groupe fermé de X stable pour I'action de I'g, donc il est un A g-sous-module.
(m)

Le sous-groupe de H(™) engendré par A, et les ii est Yn. En fait, I'application

An X ﬁn) IV 5y,

(X, T1,...,Ty) =  XT1- Ty

est continue, et 'image est compact, donc fermée dans Yy,. Comme Ay, contient [H(M), H(M)] et
les [H("),ﬁn)], I'image est un sous-groupe de H qui contient [H™, H(™)] et tous les conjugués

des L(Ln) sous l'action de H. Donc I'image est tout Y.

Soit J() ¢ ﬂn) X ... X ﬁn) I’ensemble des (T1,...,Ty) tels que Ty --- T = 1, donc il existe
une application Ze-linéaire de JI™ sur le quotient By, /A,,. En effet, il existe un homomorphisme
canonique surjective ﬁn) X ..o X ﬁn) — Yn/An, dont la préimage de By, /Ay, est justement J(™).
Cette application est Z-linéaire, mais elle s’étend facilement a une application Z-linéaire par la
compacité de Yy,.
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I1 résulte que le groupe By, /Bn 1+ Ay est annulé par £. Si 'on prend un élément u € B, /A

P . . F(n
on peut I’écrire comme un produit T; ... T, avec Ty € I£ )

(’,u:(Tl...Tr)eETf...Tf mod A,.

Mais les ¢ € ﬁnﬂ), donc lu € Bni1 + An.

Or, considérons 'application Zg-bilinéaire

o T§ TS — An/DGCHM 4+ Y AgH, I

telle que pour o, T dans l"gn, et des respectifs relévements o, T dans H™ | oy (

[0, T] dans An/[)N(, H(n)]—l—z /\d[H,i ] L’image de o, engendre A, /| )N(
a(d—1)
2

Et ceci, est engendré par ¢léments, les [Ty, Tj].

. L’action de £ sur u est

0,7T)est I’ image de
n)]

J+Y AqH, 1M,

Il résulte que le groupe An/Ans + X, HMW] + > AglH, ﬁn)] est annulé par (2.

Le rang de J(™) sur Z; est majoré comme suit

T
(™) <dimz, LT = 3Ky, 2 Qul
i=1

Ceci qui implique que By /[X, H™]+ 3 A4q[H, ﬁn)] = (Bn/An)(An/X, H(W

est engendré sur Z; par un nombre fini s d’éléments.

+Y AgH, 1M

Ces derniéres observations nous permettront d’utiliser le Lemme et démontrer le résultat
principal, mais avant il faut démontrer qu’il existe une structure sur X a laquelle on va appliquer

la théorie des sections précédentes.

Théoréme 3.4.16. Il existe une structure 8 sur X telle que

An(8) = [)~(, HM] 4+ Z Aq[H, ﬁn)] pour M = V.

Preuve : Soit Ti; une base de TEV). On a Ty = 6‘%7 pour 05 € I'q — Fg.

Posons Myj = Aqltij, H] et soit 8 la structure (v, (05, Myj)). Les o

i
sur Z; des IaE n) pour n > v. Il suit que

CZ/\d ] + X, HMT.

Alors B 3
X, HM 4+ Y AgH I = +ZAd e

_e'n.

owy oy 1) vy _
Soit Wi = GED) alors [H,Tl) ] =

O H, Tyy).
; ; X HMWT = (7 —
On sait aussi que [X,H'™] = ((7 1))%]1‘,i

2
< 7(n) < w
X, HM™] + Z AaH, IV = wn X + Z —Mi
1 v
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Théoréme 3.4.17.
en(Ka/K) = e(X/An(8)) + O(n).

drés par s éléments sur Zy, que les )N(/ B, sont finis par la suite du théoréme |3.4.15| et que les
Bn/Bni1+ An(8) ont ordre borné, puisqu’ils sont engendrés par s éléments et sont annulés par

3. Donc par le lemma on a
[e(X/Br) — e(X/An(S))| = O(n),
mais e(X/Bn) + 8 = e(Kq/K) par le théoréme [3.4.15| et donc

e(Ka/K) = e(X/An(8)) + O(n).

Preuve : Considérons la structure du théoréme |3.4.16| On sait que les By /AI 8) son engen-

O

Théoréme 3.4.18. Soit Kq/K une Zg—eztension d’un corps de nombres K avec d > 2 telle que

Ke ¢ Ka. Soit X = Gal(Lgq/Kgq) son module logarithmique, X le polynome caractéristique de X
et g et Aq les invariants de x. Alors

én(Kd/K) = (llden +5\dn+ O(l))e(d_l)n.

Preuve : Les T(%/An(S)) sont bornés par le lemme La structure § = (v, (015, Myj)) est
admissible et les théorémes B.4.13] et 3.4.17 nous donnent le résultat. O

Corollaire 3.4.1. Soit Kq/K une Z?—extension d’un corps de nombres K (qui ne contient pas
extension cyclotomique K¢ de K si d > 2) et soit X = Gal(Lq/Kq) son module logarithmique,
X le polynéme caractéristique de X et iq et Aq les invariants de x. Alors

én(Ka/K) = (Bal™ +Aan +O(1)ele=m,
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