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Résumé

L’imagerie fine de la lithosphère est essentielle pour comprendre les mécanismes profonds
qui gouvernent la dynamique terrestre et valider les modèles géodynamiques déduits des obser-
vations de surface. En sismologie, les méthodes de tomographie ou de migration de fonctions
récepteur n’ont pas toujours la résolution suffisante pour proposer une interprétation géodyna-
mique univoque. Les déploiements récents de réseaux denses de capteurs ainsi que l’augmen-
tation des capacités de calcul permettent aujourd’hui l’inversion de formes d’ondes complètes
pour l’imagerie de la lithosphère à partir de données télésismiques. Cette technique permet
d’obtenir des modèles quantitatifs du sous-sol avec une résolution spatiale proche de la lon-
gueur d’onde en exploitant la totalité de l’information contenue dans les sismogrammes.
Dans cette thèse, un algorithme massivement parallèle d’inversion de formes d’ondes télésis-
miques est développé pour des milieux élastiques isotropes 3D. La modélisation sismique est
effectuée efficacement avec une méthode hybride d’injection de champ d’onde. Une première
modélisation est effectuée dans une Terre globale à symétrie sphérique avec le logiciel AxiSEM
pour déterminer les champs d’ondes aux bords de la cible lithosphérique. Ces solutions sont en-
suite propagées dans cette cible avec une méthode aux éléments finis spectraux. Le problème
inverse est résolu avec un algorithme d’optimisation locale de type quasi-Newton (l-BFGS).
La sensibilité de la méthode à la configuration expérimentale (paramétrisation du milieu, mo-
dèle initial, géométrie et échantillonnage du dispositif de capteurs) est tout d’abord analysée
avec un modèle synthétique réaliste des Alpes Occidentales. Les trois principales conclusions
sont : (i) Des modèles précis et bien résolus sont obtenus en reconstruisant la densité et les para-
mètres de Lamé (ou les vitesses P et S) durant l’inversion et en recombinant les impédances P et
S a posteriori. (ii) Des modèles terrestres de référence tels que PREM fournissent des modèles
initiaux acceptables. (iii) Des déploiements surfaciques de capteurs par opposition à des lignes
denses améliorent significativement la résolution verticale et horizontale.
L’algorithme est finalement appliqué à neuf évènements de la campagne CIFALPS dans les
Alpes occidentales jusqu’à une fréquence de 0.2Hz. Les modèles de vitesses P et S et de densité
révèlent les grandes structures lithosphériques de la chaîne alpine avec une résolution encore
jamais atteinte, en particulier la géométrie des grands bassins sédimentaires, du corps d’Ivrée
et des Moho européen et adriatique. Plus profondément, deux anomalies de vitesses lentes sous
les Alpes occidentales sont imagées dans le manteau. La première à l’Ouest de la chaîne est in-
terprétée comme la signature d’une remontée asthénosphérique, la seconde au niveau du corps
d’Ivrée indique le détachement du panneau plongeant européen. L’étude valide ainsi l’hypothèse
d’une subduction continentale de la croûte européenne et confirme un éventuel déchirement du
panneau plongeant européen au cours de la collision continentale.
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Abstract

Fine-scale imaging of lithospheric structures is crucial to understand the deep mechanisms
that govern the Earth dynamics and to appraise geodynamical models inferred from surface ob-
servations. In seismology, traveltime tomography or receiver functions migration have often an
insufficient resolution to propose an unique geodynamical interpretation of lithospheric struc-
tures. However, the recent deployments of dense seismic arrays, together with the continous
growth in computing facilities, are amenable to full-waveform inversion (FWI) of teleseismic
data for high-resolution lithospheric imaging. This technique can produce quantitative multi-
parameter models of the subsurface with a resolution close to the wavelength by handling the
full information carried out by very general wave types.
In this thesis, a massively-parallel teleseismic waveform inversion algorithm is developed for
3D elastic isotropic media. Efficient seismic modeling is performed with a wavefield injection
hybrid approach. A first simulation is performed in a symetric global Earth with the AxiSEM
code to compute the wavefields on the borders of the lithospheric target. Then, these wavefields
are propagated in the target with the spectral finite-element method. After linearization, the in-
verse problem is solved with a quasi-Newton (1-BFGS) local optimization algorithm.
The sensitivity of the teleseismic FWI to the experimental setup (subsurface parametrization,
initial model, sampling and geometry of the station layout) is first assessed with a realistic syn-
thetic model of the Western Alps. The main conclusions are :(i) Reliable models are obtained by
updating the density and Lamé parameters (or the P and S wavespeeds) during inversion before
recombining the P and S impedances for visualization and interpretation. These numerical re-
sults are consistent with the radiation pattern of the different investigated parametrizations. (ii)
One-dimensional reference Earth models, such as PREM, are sufficiently-accurate to drive the
inversion toward acceptable models. (iii) Coarse areal deployment of stations provide subsur-
face models of higher vertical and horizontal resolutions compared to dense linear deployments.
The method is finally appplied to nine events of the CIFALPS experiment carried out in the
Western Alps, up to a frequency of 0.2Hz. Reliable models of P and S wavespeeds and density
reveal with an unprecedented resolution the crustal and lithospheric structures of the Alpine
Belt, in particular the geometry of the large sedimentary basins from the Po plain and Rhone
valley, the Ivrea body, and the European and Adriatic Mohos. Deeper, two slow velocity ano-
malies beneath the Western Alps are imaged in the mantle. The first, to the west of the chain,
is interpreted as the signature of an asthenospheric upwelling, the second near the location of
the Ivrea body indicates the European slab break-off. The study validates the hypothesis of the
European continental crust subduction and confirms the possible tearing of the European slab.
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Introduction générale

« Au commencement il y eut Chaos. Puis Gaia. Puis Eros. »
La théogonie, Hésiodes

Sismologie et imagerie des structures internes de la Terre

La géophysique interne est une science dont l’objet principal est de recueillir des connais-
sances détaillées sur la structure et la composition de l’intérieur de la Terre pour comprendre
les mécanismes géodynamiques actuels et passés. Elle a pour vocation de sonder les profon-
deurs terrestres par des mesures indirectes et permet de comprendre et d’observer des objets
qui ne seraient pas accessibles autrement 1. La géophysique interne regroupe de nombreuses
disciplines : la gravimétrie, le géomagnétisme, la sismologie, les méthodes électriques ou élec-
tromagnétiques, qui se distinguent par les observables qu’elles considèrent et les phénomènes
physiques qui les caractérisent. Parmi elles, la sismologie, qui concerne l’étude des séismes, les
phénomènes associés et notamment la propagation des ondes sismiques, est probablement la
plus riche en termes de résolution et de domaines d’applications.

La sismologie est une science jeune : ce n’est que vers la fin du XIXe siècle que la sismo-
logie observationnelle moderne voit le jour avec l’émergence des sismomètres et la première
détection d’un téléséisme, le séisme de Tokyo enregistré par von Rebeur-Paschwitz (1889) à
Potsdam. La Terre n’est ni complètement opaque, ni parfaitement transparente aux ondes sis-
miques, elle est translucide (Virieux et al., 2012). Ainsi, les ondes sismiques qui se propagent
en son sein portent, en plus des informations liées à la source, l’empreinte du milieu traversé
qui réagit comme un filtre. En intégrant des techniques et des données provenant aussi bien
des domaines de la physique, des mathématiques que de la géologie, l’étude de la propagation
des ondes sismiques a permis, depuis quelques décennies, de dessiner une image précise des
structures internes du globe, de la proche surface jusqu’au centre de la Terre.

Les prémices de notre compréhension de la structure interne de la Terre (Fig. 1) remontent
aux travaux d’Oldham (1906) 2, qui construit un premier modèle sismologique de Terre après

1. À ce jour, le forage terrestre le plus profond est de 12 262 m, il s’agit du Kola Superdeep Borehole réalisé,
entre les années 70 et 80, dans la péninsule de Kola en Russie. En mer, un forage de 7 740 m a été récemment
entrepris dans la fosse du Japon ; il a battu le précédent record de 7 049 m dans la fosse des Mariannes.

2. L’hypothèse d’un noyau interne est déjà avancée par les travaux de Wiechert (1897), qui suppose que la
Terre s’apparente à une météorite géante avec un noyau de fer-nickel.
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Figure 1 – Présentation de la structure radiale de la Terre. Source : USGS
https://pubs.usgs.gov/gip/dynamic/inside.html.

avoir découvert l’existence du noyau par l’observation d’un retard sur l’arrivée des ondes S qu’il
attribue à une discontinuité sismologique majeure à 3800 km de profondeur. Dans le même
temps, Mohorovicic (1909) découvre la discontinuité entre la croûte et le manteau, qui porte
aujourd’hui son nom, le Moho, en observant dans des données de sismique réfraction deux
ondes P se propageant avec une vitesse différente : une première se propageant à 7.7 km/s (Pn)
dans une couche profonde et une seconde à 5.5 km/s (Pg) dans une couche superficielle de 50
km d’épaisseur. Gutenberg (1914) étudie la « zone d’ombre » des ondes P et repositionne la
discontinuité noyau-manteau d’Olhdam à 2900 km de profondeur. Plus tard, Jeffreys (1926),
démontre que le noyau est fluide à partir de l’étude des marées terrestres et de l’absence de
transmission des ondes S dans le noyau. Finalement, Lehmann (1936) découvre l’existence de
la graine, au sein du noyau, par la détection d’ondes P’ enregistrée par des stations situées dans
la zone d’ombre des ondes P.

La connaissance précise de la structure radiale de la Terre arrive ensuite avec l’avènement
de l’informatique et la détermination des modèles de références de Terre par l’inversion des
modes normaux (PEM-C, PEM-O, PEM-A (Dziewonski et al., 1975) et PREM (Dziewonski &
Anderson, 1981)).

Les applications sismologiques ne se limitent pas aux questionnements fondamentaux abor-
dés par la recherche académique. Les outils qu’elle procure, notamment pour la caractérisation
des structures et propriétés du sous-sol, présentent des enjeux d’ordres aussi bien économiques,
qu’environnementaux et sociétaux. L’imagerie sismique est notamment utilisée dans le domaine
énergétique pour la recherche, le contrôle et l’exploitation d’énergies fossiles tels que les réser-
voirs d’hydrocarbures et les ressources minières ou le contrôle des sites géothermiques. Au
niveau environnemental, elle intervient dans la surveillance des zones de stockage de CO2 et
des zones d’enfouissement de déchets radioactifs. Elle permet aussi, en génie civil et en ges-
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tion des risques naturels, de caractériser l’instabilité des versants, de détecter des cavités ou de
caractériser des failles. Enfin, la sismologie est un outil fondamental pour surveiller l’activité
volcanique, caractériser l’aléa sismique, les sources sismiques et prévenir le risque tsunami ;
sans oublier bien sûr la surveillance des essais nucléaires.

Ainsi, les applications de l’imagerie sismique couvrent un large spectre d’échelles d’obser-
vation, des premiers mètres du sous-sol à la globalité de la Terre. Ces observations se singu-
larisent par les configurations expérimentales d’acquisition qui dépendent du type de sources
utilisées, de la géométrie des réseaux de capteurs disponibles et de la distance de propaga-
tion entre les sources et les récepteurs considérés. En exploration sismique ou en sismologie à
sources contrôlées (CSS), les sources et les capteurs sont généralement disposés à la surface 3 de
la cible que l’on souhaite imager. Les sources utilisées sont artificielles, elles sont généralement
produites par des explosions (ou des vibrateurs) que l’on peut assez facilement caractériser et
qui produisent des signaux relativement haute fréquence. L’acquisition est dans ces configu-
rations entièrement contrôlée, les sources peuvent ainsi être répétées à des positions spatiales
prédéfinies bien échantillonnées pour augmenter considérablement les données sismiques et
les capteurs déplacés pour couvrir une zone géographique plus large. Ce type d’acquisition est
idéal pour imager les structures de la proche surface au moyen des ondes réfléchies, les images
produites par la migration des données de sismique réflexion sont alors hautement résolues et
permettent d’accéder à la réflectivité du milieu. Pour imager des structures plus profondes et
accéder aux grandes longueurs d’ondes de la cible étudiée, des dispositifs d’acquisition grands
angles doivent être considérés. Ces dispositifs ayant une plus grande ouverture, ils permettent
d’enregistrer des ondes réfractées et d’enrichir les données sismiques par des signaux plus basse
fréquence propagés dans un régime de transmission. Aujourd’hui, le défi de l’imagerie dans ce
type de configuration est de combler le déficit d’information basse fréquence pour imager les
structures de la proche surface avec un spectre large.

Contrairement à l’exploration sismique, la sismologie considère principalement des sources
naturelles non contrôlées : les tremblements de Terre. Selon les cibles considérées – la croûte,
la lithosphère, le manteau supérieur ou la Terre globale – les géométries d’acquisition, les mé-
thodes d’imagerie ainsi que la résolution des images du sous-sol varient. À l’échelle crustale,
les sources correspondent à des séismes locaux de faibles magnitudes. Ils sont localisés à faibles
profondeurs, inférieures à 30 km en général, et sont situés à proximité de réseaux permanents ou
temporaires de stations généralement peu denses. L’information utilisée pour l’imagerie repose
principalement sur la transmission et la mesure des temps de trajets des ondes propagées pour
appliquer des méthodes de tomographie sismique. La résolution des images acquises est alors
dépendante de la couverture des stations ainsi que de la positions des sources et elle diminue
rapidement avec la profondeur. À l’échelle globale, les sources et les récepteurs sont réparties
de manière éparse à la surface de la Terre. Les événements considérés sont de magnitudes éle-
vées, supérieures à 5, pour pouvoir être détectés par les stations permanentes tout autour de la
Terre. Les méthodes d’imagerie utilisées sont là encore principalement basées sur la tomogra-
phie sismique en transmission et recouvrent des modèles d’assez grandes longueurs d’ondes
des hétérogénéités mantelliques. La résolution des images est alors très inégalement répartie

3. Ce n’est pas le cas en time-lapse où la cible est focalisée en profondeur (target oriented imaging), ni en VSP
(vertical seismic profiling) où les sources et les capteurs sont disposés entre puits.
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Figure 2 – Schéma présentant la géométrie de la configuration lithosphérique. Un téléséisme
(étoile jaune) localisé à plusieurs milliers de kilomètres d’une cible lithosphérique (rectangle
gris) génère un champ d’ondes qui se propage à l’intérieur de la Terre. Le champ d’ondes télé-
sismiques en approche de la cible lithosphérique présente un front d’onde approximativement
plan (trait rouge) qui éclaire la totalité de la cible lors de sa propagation. Les triangles oranges
représentent les stations.

selon les zones géographiques. En effet, les séismes de fortes magnitudes sont localisés dans
des zones géographiques très restreintes comme les frontières de plaque et les stations sont prin-
cipalement déployées sur les continents. Il existe ainsi un déficit de couverture de stations dans
les océans et notamment dans l’hémisphère sud. Le projet MERMAID porté par le laboratoire
Géoazur vise à combler ce déficit par des réseaux sismiques de capteurs acoustiques flottants
(Simons et al., 2006, 2009; Hello et al., 2011). Enfin, à l’échelle lithosphérique, l’acquisition
est constituée de réseaux denses de capteurs (ex. USArray, AlpArray) disposés à l’aplomb de
la cible étudiée. Les sources considérées sont des téléséismes localisés à plusieurs milliers de
kilomètres de la zone d’étude comme présenté sur la figure 2. Le milieu est alors éclairé par des
ondes approximativement planes qui entrent dans la cible par en dessous et l’éclairent dans sa
totalité. Cette configuration est particulièrement adaptée pour l’étude de la croûte et du man-
teau supérieur, notamment au moyen de la tomographie de temps de trajet télésismique et de
l’analyse des fonctions récepteur.

La lithosphère (Fig.1), d’une épaisseur d’environ 150 km 4, constitue la partie rigide la plus
externe de notre planète et qui bouge de manière cohérente avec le mouvement des plaques
tectoniques (Artemieva, 2011). Elle est composée de la croûte et d’une partie du manteau supé-
rieur (le manteau lithosphérique) et est caractérisée par un comportement élastique à l’échelle
des temps géologiques. Deux types de lithosphère peuvent être distingués : la lithosphère océa-
nique et la lithosphère continentale. Contrairement à la lithosphère océanique, qui est recyclée
en environ 200 Ma, la lithosphère continentale est l’unique témoin permettant de retracer l’his-
toire de la Terre de part sa longévité. Certains cratons sont en effet âgés de plus de 3.5 milliards
d’années. L’étude des structures et de l’évolution de la lithosphère est donc d’une importance
majeure pour la compréhension des mécanismes qui gouvernent la tectonique des plaques, les
processus géodynamiques et l’histoire géologique de la Terre : de la genèse des montagnes, au

4. Son épaisseur peut varier de 50 à 300 km.
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recyclage de la lithosphère océanique jusqu’à l’étonnante stabilité des cratons archéens (Eaton
et al., 2009; Fischer et al., 2010; Artemieva, 2011).

Méthodes d’imagerie lithosphérique

À l’heure actuelle, deux méthodes d’imagerie sont principalement utilisées en sismologie
pour étudier la lithosphère. La première méthode, la tomographie sismique, est principalement
fondée sur la théorie des rais et permet de déterminer des modèles de perturbation de vitesses
en minimisant la différence entre les temps de propagation des ondes sismiques mesurés et ceux
déterminés dans un modèle de Terre de référence. La seconde méthode, l’analyse des fonctions
récepteur, permet par extraction du champ diffracté contenu dans les sismogrammes, d’accéder
à la réflectivité du milieu situé sous une station. Ces deux méthodes possèdent des niveaux de
détails différents. La tomographie, par l’exploitation de l’information en transmission, permet
de reconstruire les grandes longueurs d’ondes des hétérogénéités du sous-sol. L’inversion ou la
migration des fonctions récepteur permet au contraire d’accéder aux petites longueurs d’ondes
du milieu lithosphérique. L’inversion de formes d’ondes, en expliquant le sismogramme com-
plet peut théoriquement permettre de combler l’écart de résolution entre ces deux méthodes.
Nous présentons dans les paragraphes suivants un état de l’art de la tomographie sismique, des
méthodes liées aux fonctions récepteur et nous introduisons la technique d’inversion des formes
d’ondes complètes.

La tomographie, temps de trajet – fréquences finies – adjoint

La tomographie de temps de trajet est une méthode d’imagerie qui permet, à partir de l’ob-
servation des temps de propagation des ondes sismiques, de contraindre les variations 3D des
vitesses sismiques du sous-sol. Il s’agit d’un problème inverse d’estimation de paramètres, qui
vise à déterminer les perturbations de lenteur du milieu pour expliquer les écarts de temps de
trajets mesurés, en général, sur la première arrivée. Cette technique a été introduite par Aki &
Lee (1976) pour la détermination des anomalies 3D de vitesses d’ondes P de la croûte dans la
Bear Valley en Californie en utilisant les enregistrements des ondes sismiques émises par des
séismes locaux 5.

Le principe de la tomographie de temps de trajet est relativement simple, il est basé sur la
théorie des rais et le principe de Fermat. Le problème direct qui permet de déterminer le temps
de la première arrivée est résolu avec la théorie des rais 6 pour un milieu discrétisé par blocs de
vitesses homogènes. Au sein de ces blocs, les trajets des rais correspondent à des lignes droites.
Le temps t de propagation d’une onde le long du rai p(s) séparant une source et un récepteur
est exprimé par l’intégrale (Tarantola & Nercessian, 1984) :

t(s) =
∫
p(s(l))

s(l)dl, (1)

5. Cette référence présente une extension de la méthode de Geiger, qui permet de localiser des séismes locaux,
à l’estimation des variations de vitesses. Ces deux paramètres sont ainsi estimés de manière simultanée.

6. Ou en résolvant l’équation iconale (Podvin & Lecomte, 1991; Noble et al., 2014).
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où dl est un petit segment du rai et s(l) est la lenteur (l’inverse de la vitesse) au sein d’un bloc.
Dans un milieu de propagation perturbé, s(l) + δs(l), cette équation devient

t(s+ δs) =
∫
p(s(l)+δs(l))

s(l)dl +
∫
p(s(l)+δs(l))

δs(l)dl. (2)

Selon le principe de Fermat, la trajectoire d’un rai est stationnaire et nous pouvons remplacer le
domaine d’intégration le long des rais calculés dans le modèle perturbé par celui calculé le long
des rais du modèle de référence

t(s+ δs) =
∫
p(s(l))

s(l)dl +
∫
p(s(l))

δs(l)dl. (3)

En soustrayant (3) de (1), nous déduisons l’expression de la différence de temps de trajet entre le
milieu initial et le milieu perturbé en fonction des pertubations apportées au modèle de lenteur
(sommées le long du rai) :

δt = t(s+ δs)− t(s) =
∫
p(s(l))

δs(l)dl. (4)

Sous forme discrète, l’équation (4) devient

δt =
n∑
i=1

δsi∆li. (5)

Pour un nombre nd d’observations et un nombre nm de paramètres, ce système linéaire peut se
réécrire sous forme matricielle comme :

∆d = G∆m, (6)

où ∆d est un vecteur de taille nd contenant les temps de trajets différentiels observés. G est
la matrice des dérivées de Fréchet de taille nd × nm aussi appelée matrice de sensibilité qui
contient la longueur des segments de chaque rai. m est un vecteur de taille nm contenant les
paramètres de lenteur du milieu. Le problème inverse consiste à trouver des perturbations de
lenteur qui minimisent l’erreur entre les temps de trajets observés et calculés :

arg min
m

||dobs − dcal||. (7)

La solution au sens des moindres carrés (Menke, 2012) de l’équation (7) est obtenue en résol-
vant le système d’équations linéaires

GTG∆m = GT∆d, (8)

par exemple avec des algorithmes itératifs comme LSQR (Paige & Saunders, 1982; Nolet,
1985).

De part sa simplicité, la tomographie de temps de trajet est rapidement devenue populaire.
Elle a été adaptée et améliorée aussi bien aux échelles locales, régionales que globales (Zelt &
Barton, 1998; Spakman et al., 1993; Lippitsch et al., 2003). À l’échelle crustale, la tomographie
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utilise des séismes locaux (LET pour local earthquake tomography) et implique, du fait de la
proximité des sources et des stations, d’estimer conjointement la position des hypocentres et
les paramètres du milieu. Les améliorations qui sont apportées à la LET sont principalement
l’utilisation de méthodes de tracé de rai 3D (Lucio et al., 1995), la ré-expression du problème
sous une forme non-linéaire et itérative (Rawlinson et al., 2010), et l’utilisation des doubles
différences (Monteiller et al., 2005). Par ailleurs d’autres paramètres que les vitesses VP peuvent
être inversés, par exemple le rapport VP/VS (Vanorio et al., 2005).

Simultanément aux travaux d’Aki, la tomographie de temps de trajet est appliquée à l’échelle
globale par Dziewonski et al. (1977) pour imager les hétérogénéités latérales (≈ 5000 km) de
vitesse d’onde P dans le manteau. Ils inversent pour cela environ 700 000 temps de trajet en
paramétrant le problème par une décomposition des anomalies de vitesse en harmoniques sphé-
riques. Depuis lors, de nombreuses études ont été réitérées (Rawlinson et al., 2010; Liu &
Gu, 2012), avec l’objectif d’augmenter la résolution des images multiparamètre du manteau en
augmentant considérablement le nombre de données et en considérant d’autres arrivées sismo-
logiques (PcP, PKP ou même des ondes S). La taille caractéristique des hétérogénéités imagées
actuellement est de quelques centaines de kilomètres (Rawlinson et al., 2010).

Enfin, la tomographie de temps de trajet est directement appliquée aux échelles lithosphé-
riques par Aki et al. (1977) en considérant des sources télésismiques. Cette méthode est souvent
nommée ACH dans la littérature, en réference aux noms de ses inventeurs. À partir des temps
d’arrivés des ondes P télésismiques du réseau norvégien Norsar, ils cartographient les anomalies
latérales de vitesses dans cinq couches jusqu’à 126 km de profondeur elles-mêmes discrétisées
par des blocs de 20 km. Comparablement à la LET, la méthode ACH a évolué et est appliquée
en considérant des méthodes de tracé de rai 3D, des inversion non linéaires itératives, des cor-
rections crustales et peut être adaptée pour estimer conjointement diffférents paramètres tels
que les vitesses d’onde S, l’anisotropie ou la densité (Waldhauser et al., 2002; Lippitsch et al.,
2003; Gao et al., 2004; Tiberi et al., 2003). Ces méthodes permettent d’imager des structures de
l’ordre de 25 à 50 km.

La principale limitation de la tomographie de temps de trajet repose sur l’utilisation de la
théorie des rais, c’est-à-dire, l’approximation asymptotique à fréquence infinie de l’équation
d’onde (Červený, 2001). Ainsi, cette théorie n’est valide que si la taille caractéristique des
hétérogénéités est grande par rapport à la longueur d’onde du signal propagé. Dans la réalité, les
hétérogénéités ont des tailles variables et les ondes sismiques présentent un contenu fréquentiel
fini. En effet, les ondes émises par un séisme ont un spectre fréquentiel dont la largeur est
limitée, et elles sont atténuées au cours de leur propagation. La longueur d’onde peut ainsi
varier de plusieurs centaines de mètres dans le domaine de l’exploration sismique à plusieurs
centaines de kilomètres à l’échelle globale. Les temps de trajet mesurés ne sont pas uniquement
sensibles au chemin emprunté par le rai, comme le suppose la théorie des rais, mais à toute
hétérogénéité présente dans la première zone de Fresnel (Nolet, 2008). Cette dernière est un
volume spatial, entourant le rai, au sein duquel l’énergie sismique interfère constructivement
(Fig. 3b). Dans ce cas, les effets de diffraction contribuent de manière constructive au signal
enregistré par une station. Autrement dit, un point diffractant se situe dans la première zone de
Fresnel si les ondes diffractées par ce point sont enregistrées avec un décalage de phase inférieur
ou égal à une demie période. Ainsi, des auteurs tels que Nolet (1987), Luo & Schuster (1991),
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Woodward (1992), Marquering et al. (1998), Marquering et al. (1999) et Dahlen et al. (2000a)
proposent de prendre en compte les effets de fréquences finies en tomographie.

Figure 3 – Noyaux de sensibilité pour la tomographie des temps d’arrivées et la tomographie à
fréquences finies. (a.) En tomographie de temps de trajet la sensibilité est distribuée le long du
rai sismique. (b.) Noyau de sensibilité en tomographie à fréquences finies représentant la pre-
mière zone de Fresnel. Il s’agit d’un noyau acoustique calculé pour une période caractéristique
de 25 s. La forme du noyau est celle d’une « banane - doughnut ». La partie centrale du noyau
qui correspond au trajet du rai ne présente aucune sensibilité. r et s représentent les positions de
la source et du capteur. (Modifié d’après Hung et al. (2000)).

Plusieurs possibilités ont été proposées pour prendre en compte les phénomènes de diffrac-
tion se produisant dans la premère zone de Fresnel. Husen & Kissling (2001) proposent une
méthode pour modifier le noyau de sensibilité de la LET afin qu’elle rende compte de la zone
de Fresnel. L’équation iconale est résolue deux fois, une depuis la source et l’autre depuis le ré-
cepteur, puis les temps de trajet obtenus sont sommés en chaque point du modèle. Le « fat ray »
est finalement approximé en ne gardant que les points du milieux pour lesquels la différence
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entre le temps calculé le long du rai et celui obtenus précédemment est inférieur à une demie
période. Notons que, dans ce cas, la mesure reste un unique temps de trajet.

Une autre technique, la tomographie à fréquences finies (Marquering et al., 1998; Dahlen
et al., 2000a), se base sur l’utilisation de la théorie des rais et détermine le noyau de sensi-
bilité (en 3D) (Fig. 3) au moyen de l’approximation de Born (Hudson & Heritage, 1981). En
tomographie à fréquences finies ces noyaux sont calculés pour des différences de temps de tra-
jet mesurés par le maximum de l’inter-corrélation entre les formes d’ondes observées et celles
calculées par l’approximation de Born 7. L’équation (4) devient

δt =
∫
V
K(x)δc(x)

co
d3x, (9)

où V est le volume d’intégration, K(x) le noyau de sensibilité et δc(x)/co est la perturbation de
vitesse du milieu. Du fait de la linéarisation par l’approximation de Born, le problème inverse
est linéaire et, tout comme la tomographie de temps de trajet, peut être résolu par des solveurs
itératifs du type LSQR. Le gain en résolution apporté par cette méthode est montré par Montelli
et al. (2004a) qui comparent la tomographie de temps de trajet à la tomographie fréquences fi-
nies. L’étude met en évidence l’importance des effets de diffractions et des effets de cicatrisation
du front d’onde pour la résolution des images tomographiques du manteau. Elle leur permet de
mettre en évidence une variété de panaches mantelliques difficilement identifiables auparavant,
et de remarquer que la plupart d’entres-eux sont confinés dans la partie supérieure du manteau,
accréditant l’hypothèse que la convection dans le manteau est partiellement séparée en deux
régimes distincts (Montelli et al., 2004a,b).

Plus récemment, Tromp et al. (2005) ont réalisé un pas en avant vers l’inversion des formes
d’ondes complètes en proposant de calculer le noyau de sensibilité (K(x) dans l’équation (9)),
pour le champ d’ondes complet, en résolvant numériquement l’équation d’onde. Le noyau de
sensibilité peut alors être déterminé par construction explicite de la matrice de sensibilité (Chen
et al., 2007). Une alternative, moins chère numériquement, consiste à évaluer le gradient de la
fonction coût directement par la méthode de l’état adjoint (Tromp et al., 2005; Liu & Tromp,
2006; Fichtner et al., 2006a,b). Cette technique d’imagerie est généralement nommée « tomo-
graphie adjointe », du fait de l’utilisation de la méthode de l’état adjoint et del’utilisation de
temps de trajet mesurés par inter-correlation sur une sélection de fenêtres temporelles conte-
nant les principales arrivées (Maggi et al., 2009). La modélisation complète du champ d’ondes
permet de rendre compte de tous les effets de propagation et rend le processus d’inversion
non-linéaire. Le milieu est ainsi itérativement mis-à-jour jusqu’à la convergence du processus
d’optimisation. L’application de la tomographie adjointe en Californie du Sud a permis de re-
trouver un modèle tomographique en ondes S de la croûte californienne très détaillé, qui révèle
des structures très hétérogènes et qui permet d’envisager des études approfondies de l’aléa sis-
mique ainsi que des interprétation géodynamiques poussées (Tape et al., 2009, 2010). Fichtner
et al. (2009) et Bozdağ et al. (2011) réalisent un pas de plus vers l’inversion des formes d’ondes
complètes en introduisant des fonctions coût non plus basées sur des inter-corrélations mais sur
la phase et l’enveloppe des sismogrammes. Fichtner et al. (2010) appliquent la tomographie
adjointe à l’échelle régionale et fournissent une image de l’anisotropie du manteau australasien.

7. La modélisation ne prend alors en compte que les effets de diffraction simple.
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De même, la méthode est appliquée à l’échelle continentale par Zhu et al. (2012, 2015) pour
imager les structures du manteau européen. Le coût important de la modélisation du champ
d’ondes complet, requis pour l’application de la tomographie adjointe, rend la méthode diffi-
cile à appliquer à l’échelle globale. Néanmoins, grâce à l’augmentation des capacités de calcul,
une première application de la tomographie adjointe a pu être réalisée à l’échelle globale par
Bozdağ et al. (2016). Le modèle obtenu apporte des améliorations sur la résolution des zones
de subductions connues et permet d’approcher la résolution des modèles obtenus aux échelles
régionales.

Les fonctions récepteurs

Lorsqu’un champ d’ondes télésismique est propagée au sein d’un milieu lithosphérique, il
interagit avec les structures et génère de multiples ondes secondaires diffractées, converties ou
réfléchies. Un capteur situé en surface enregistre ainsi, en plus de l’arrivée principale, les arri-
vées de toutes ces phases lithosphériques secondaires qui caractérisent les structures du milieu
traversé.

Pour une onde P incidente, les arrivées multiples les plus énergétiques correspondent aux
conversions des ondes P en S (PS) sur les interfaces lithosphériques ainsi que les ondes PPS et
PSS, réfléchies ou converties une première fois à la surface libre puis réfléchies une seconde fois
sur l’interface lithosphérique (Fig. 4a). Les vitesses des ondes P étant plus rapides que celles
des ondes S, ces ondes multiples arrivent avec un retard de plusieurs secondes par rapport au
champ incident et sont enregistrées dans la coda de l’onde P (Fig. 4b). De manière similaire,
lorsqu’une onde S incidente rencontre le milieu lithosphérique, elle génère des ondes converties
S en P (SP). Dans ce cas, contrairement aux conversions PS, les conversions SP se propagent
plus rapidement que l’onde S incidente, elles arrivent donc avant l’arrivée le l’onde S directe.
En revanche, toutes les ondes diffractées une première fois à la surface libre arrivent en retard
par rapport l’onde S. Ainsi l’arrivée d’une onde S télésismique est précédée par ses multiples
lithosphériques (SP) et suivie par ses multiples SSP et SPP.

Les temps d’arrivée des multiples lithosphériques sont dépendants de la profondeur des in-
terfaces traversées, des vitesses du milieu et de l’angle d’incidence de l’onde. En isolant ces
temps d’arrivée, il est possible de contraindre la profondeur des différents réflecteurs lithosphé-
riques et de caractériser la réfléctivité du milieu. Cependant, ces signaux sont généralement
très faibles en comparaison de l’amplitude de l’onde P directe et ils peuvent être masqués par
la signature de la source lorsque celle-ci est de durée assez longue. Le défi des méthodes en
fonctions récepteur est d’analyser et d’extraire le signal des ondes converties pour obtenir des
images précises des réflecteurs terrestres où se produisent ces conversions.

On ne s’intéresse à présent qu’aux ondes converties lors de la propagation d’une onde P
incidente 8. La calcul des fonctions récepteur, proposé par Langston (1979) et Vinnik (1977) 9,
permet d’isoler la contribution des conversions P en S des effets de la transmission en onde P

8. Pour les conversions S en P, voir Farra & Vinnik (2000) et Yuan et al. (2006).
9. Le premier pour des applications crustales et le second pour l’étude des interfaces dans la zone de transition

du manteau.
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Figure 4 – Méthode des fonctions récepteur. (a.) Géométrie des chemins de rais télésismiques
de quelques conversions P en S sur une interface lithosphérique. Les flèches noires représentent
des chemins en ondes P et les flèches rouges des chemins en ondes S. (b.) La fonction récepteur
correspondante (Modifié d’après Hetényi (2007)).

et de la signature de la source. Le signal télésismique enregistré ui(t) par une station peut se
décomposer comme le produit de convolution entre s(t) la signature temporelle de la source, i(t)
la réponse instrumentale du capteur et gi(t) la réponse impulsionnelle du milieu de propagation :

ui(t) = s(t) ∗ i(t) ∗ gi(t), (10)

où i représente le signal enregistré dans les directions verticales, radiales et transverses (ZRT).
Pour isoler la réponse impulsionnelle du milieu gi(t), Langston (1979) propose de déconvoluer
les composantes horizontales (R et T) de la composante verticale (Z), généralement fenêtrée
autour de la première arrivée, et qui est supposée être une bonne approximation du produit
s(t) ∗ i(t). L’estimation de la fonction récepteur radiale est donnée en domaine fréquentiel par

RFR(ω) = UZ(ω)∗UR(ω)
UZ(ω)∗UZ(ω) , (11)

où ∗ représente l’opérateur complexe conjugué. Alternativement, la fonction récepteur peut être
estimée au moyen d’une déconvolution itérative en domaine temporel (Ligorría & Ammon,
1999) ou par des méthodes inter-correlation avec apodisations multiples en domaine fréquentiel
(Park & Levin, 2000).

Les premières techniques d’inversion des fonctions récepteurs ont été présentées par Owens
et al. (1984) et Ammon et al. (1990) en domaine temporel. Le problème inverse, non-linéaire 10,
est formulé au sens des moindres carrés pour reconstruire un modèle 1D de vitesses d’ondes
S. Le problème inverse est linéarisé autour d’un modèle initial et itérativement mis-à-jour pour
prendre en compte les effets de non-linéarité. Le problème direct, la modélisation des fonctions
récepteur, est quant à lui réalisé par une méthode de réflectivité qui permet de calculer des sis-
mogrammes dans les milieux stratifiés (Kennett, 1983). Les sismogrammes différentiels, autre-

10. C’est à proprement parler un problème d’inversion de formes d’ondes.
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ment dit les dérivés de Fréchet, sont alors calculées dans chaque couche en suivant le formalisme
de Kennett (1983) (voir Randall (1989)). Ammon et al. (1990) étudient la non-unicité de l’in-
version des fonctions récepteurs et montre qu’elles sont sensibles, non pas aux seules variations
de vitesses d’ondes S, mais au produit de la vitesse des ondes S et de la profondeur. En outre,
ces inversions sont sensibles aux contrastes d’impédances et non pas aux vitesses des couches
elles-mêmes, elles ne permettent ainsi que de reconstruire les courtes longueurs d’ondes du mi-
lieu lithosphérique. Pour réduire la non-unicité et combler le manque de sensibilité aux grandes
longueurs d’ondes des modèles de vitesses S, Julià et al. (2000) développent une méthode d’in-
version conjointe des fonctions récepteurs et des courbes de dispersion des ondes de surface. Les
développements récents concernant l’inversion des fonctions récepteurs proposent de modifier
la fonction coût minimisée (Bodin et al., 2013), d’utiliser des méthodes d’optimisation globales
et l’inférence bayesienne (Bodin et al., 2012, 2013) et d’inverser conjointement plusieurs jeux
de données pour contraindre par exemple l’anisotropie (Bodin et al., 2016).

Une autre approche populaire pour le traitement des fonctions récepteur est l’opération de
migration qui consiste à repositionner les arrivées temporelles sur la position des réflecteurs
en profondeur. Pour ces opérations, il est nécessaire d’améliorer le rapport signal sur bruit des
fonctions récepteur en les sommant en amont ou en aval du processus de migration (Owens
et al., 1984; Zhu & Kanamori, 2000; Zhu, 2000). Zhu & Kanamori (2000) présentent une tech-
nique de sommation des fonctions récepteurs dans le domaine H-k pour estimer la profondeur
d’une interface ainsi que le rapport VP/VS de la couche sous une station sismologique à partir
des conversions PS. Cette méthode a l’avantage d’être peu sensible aux variations latérales de
vitesses puisque les points de conversions sont proches de la station. Néanmoins, elle présente
une forte ambigüité entre l’estimation de la profondeur et le rapport de vitesses, qui peut tou-
tefois être levée en prenant en compte les ondes converties à la surface libre (PPS, PSS). La
profondeur et le rapport de vitesse sont déterminés par la valeur maximum de la sommation.
Lorsque des réseaux denses de capteurs sont disponibles, il est possible de migrer les fonctions
récepteur de chaque station pour obtenir une image de la continuité latérale des réflecteurs en
profondeur. Zhu (2000) développe une technique de sommation des fonctions récepteur en pro-
fondeur, la sommation CCP (pour common conversion point). Premièrement, les chemins de rai
sont déterminés au moyen d’un modèle de vitesse de référence, puis les amplitudes de chaque
échantillon temporel des fonctions récepteur sont positionnées le long des rais, après correction
des angles d’incidence. Ces positions correspondent aux points de conversions et sont déter-
minées à partir de la connaissance du temps différentiel de l’échantillon par rapport au temps
d’arrivée de l’onde P directe, du modèle de vitesse et du rai considéré. L’image, dont l’am-
plitude représente les contrastes d’impédance, est finalement obtenue en sommant l’amplitude
de tous les points de conversion. Cette méthode ne permet pas de prendre en compte les dif-
fractions autres que les conversions PS. Elle ne permet pas non plus d’imager précisément des
interfaces pentées, discontinues ou présentant de fortes topographies (Chen et al., 2005; Shang
et al., 2012). Elle est néanmoins couramment utilisée de part sa simplicité de mise en œuvre. De
récentes applications ont été présentées dans les Pyrénées et les Alpes occidentales par Chevrot
et al. (2015) et Zhao et al. (2015)

Enfin, d’autres approches inspirées de l’exploration sismique ont été proposées pour migrer
les fonctions récepteur en profondeur. Nous pouvons citer les méthodes basées sur la migration
par renversement temporel (Fink, 1993) proposée pour les fonctions récepteurs par Shang et al.
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(2012), celles basées sur la migration profondeur de Kirchhoff (Cheng et al., 2016) ou encore
des méthodes basées sur la résolution de l’équation d’onde (Chen et al., 2005).

Migration du champ d’ondes diffractées

Plutôt que de migrer les fonctions récepteurs pour fournir des images de la réflectivité, Bo-
stock & Rondenay (1999); Bostock et al. (2001); Shragge et al. (2001); Rondenay et al. (2001,
2005) ont directement adapté à des données télésismiques des méthodes de migration du champ
d’ondes diffractées généralement utilisées en exploration sismique (Jin et al., 1992). En explora-
tion sismique, ce champ d’ondes diffractées (c’est-à-dire l’ensemble des ondes qui ne seraient
pas reproduites par un milieu de référence lisse dans l’hypothèse d’un régime de diffraction
simple) correspond aux ondes réfléchies primaires renvoyées par les contrastes d’impédance du
milieu. Ce champ d’onde diffracté peut être modélisé par linéarisation du problème direct en
couplant l’approximation de Born à des fonctions de Green asymptotiques. L’utilisation de tracé
de rai dynamique pour calculer différents attributs sismiques tels que les temps, les amplitudes
géométriques et les angles est utile d’une part pour sélectionner des phases spécifiques lors de
la migration (par exemples, des ondes converties PS ou des multiples de la surface libre) et pour
développer l’expression analytique ou approchée d’opérateurs intervenant dans le formalisme
du problème inverse (diagrammes de rayonnements, opérateur Hessien) (Lambaré et al., 1996;
Thierry et al., 1996). Après linéarisation du problème direct, le problème inverse d’inversion des
formes d’ondes du champ d’ondes diffracté est linéaire et peut être formulé comme la minimi-
sation de l’écart entre les données diffractées enregistrées δdobs et modélisées δdcal pour mettre
à jour un modèle de perturbation δm représentant les courtes longueurs d’onde du milieu (Jin
et al., 1992) (Fig. 5)

min
δm

(x)
∑
s

∑
r

∫
t
‖ (δdcal(s, t; r)− δdobs(s, t; r)) ‖dt∆s∆r, (12)

où δdcal = B0δm etB0 est l’opérateur linéaire de Born dépendant des fonctions de Green calcu-
lées dans le milieu de référence depuis la position des sources s et des capteurs r. L’expression
du modèle de perturbation est alors donnée par

δm(x) = −
[
B†0B0

]−1
B†0∆δd. (13)

où B†0B0 est l’opérateur Hessien, B†0∆δd le gradient de la fonction coût et † indique l’opérateur
adjoint.

Ce processus peut être itéré pour mettre à jour les perturbations par sommation et améliorer
l’ajustement de l’amplitude du champ d’ondes diffracté tout en gardant le modèle de référence
fixe en accord avec les hypothèses associées à la linéarisation du problème direct.

Ces approches ont été adaptées aux configurations lithosphériques par Bostock & Rondenay
(1999); Bostock et al. (2001); Shragge et al. (2001); Rondenay et al. (2001, 2005). L’originalité
de leur approche réside dans l’utilisation de la surface libre, dont la géométrie est connue a
priori et de ce fait utilisable lors du tracé de rai pour modéliser les phénomènes de réflexion et
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Figure 5 – Découplage d’échelles entre le modèle de référence et le modèle de réflectivité
issu de la linéarisation du problème (approximation de Born) autour d’un modèle de référence
(Chauris, 2000). Le modèle de vitesse recherché (a) peut être décomposé en un modèle de
référence basse fréquence V0(x) et un modèle de réflectivité haute fréquence δV (x). Le modèle
de référence, qui peut être obtenu par exemple par tomographie des temps de première arrivée,
explique la cinématique des ondes. La partie haute fréquence correspond à la réflectivité du
milieu et peut être obtenu par une méthode de migration du champ diffracté qui consiste à
refocaliser à la position des réflecteurs les arrivées réfléchies et diffractées. D’après Pageot
(2012).
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de conversion qui s’y produisent. Elle agit ainsi comme une source secondaire ré-émettant des
ondes P et S dans le milieu.

Cette configuration permet de reproduire la géométrie d’une acquisition de sismique ré-
flexion de surface et permet l’imagerie des réflecteurs lithosphériques par migration des mul-
tiples de la surface libre.

L’inversion des formes d’ondes complètes

Contrairement à la plupart des méthodes d’imagerie présentées précédemment, l’inversion
de formes d’ondes complètes (FWI, pour full-waveform inversion (Lailly, 1983a; Tarantola,
1984b; Gauthier et al., 1986b; Mora, 1987; Woodward, 1992)) tente de reconstruire des mo-
dèles quantitatifs du sous-sol en exploitant toute l’information contenue dans les sismogrammes
observés, c’est-à-dire, l’enregistrement complet (Virieux & Operto, 2009). Cette utilisation des
formes d’ondes permet de tenir compte simultanément des informations liées aux temps d’ar-
rivées, aux variations de phases ainsi qu’aux variations d’amplitudes des différentes ondelettes
contenues dans le signal sismique qu’elles soient transmises, réfléchies ou converties. L’applica-
tion de la FWI aux données télésismiques permet donc, par une méthode intégrée, de tirer partie
de toutes ces informations et d’envisager de combler le hyatus de résolution entre les images
obtenues par migrations/inversion des fonctions récepteur et celles obtenues par l’application de
la tomographie sismique. Elle peut potentiellement permettre d’atteindre une résolution proche
de la demie longueur d’onde propagée lorsque le dispositif d’acquisition permet d’enregistrer
les réflexion verticales (ou à déport source-récepteur nul).

Le principe de fonctionnement de la FWI, schématiquement représenté sur la figure 6, est le
suivant : étant donné un modèle initial du sous-sol on cherche à estimer un nouveau modèle de
paramètres qui minimise l’écart, échantillon par échantillon, entre les sismogrammes enregis-
trés et ceux modélisés à partir du modèle de paramètre. L’application de la FWI requiert ainsi
de résoudre le problème de propagation des ondes de manière complète pour rendre compte
de tous les effets de propagation et notamment des effets de diffractions multiples. Néanmoins,
la comparaison directe des formes d’ondes observées et calculées rend le problème inverse
fortement non-linéaire. Ce dernier est de plus mal-posé du fait de la mise à jour d’un grand
grand nombre de paramètres ainsi que la prise en compte de paramètres physiques différents.
La grande taille du problème inverse ainsi que le coût de calcul de la méthode rendent inenvisa-
geable l’utilisation de méthodes d’optimisation globales pour la résolution du problème inverse.
Il est donc linéarisé autour d’un modèle initial (Lailly, 1983b; Tarantola, 1984b), et résolu de
manière itérative par des méthodes d’optimisation locales. La méthode est donc très sensible au
modèle initial utilisé qui doit être assez précis pour localiser le minimum global de la fonction
coût que l’on cherche à minimiser. Précisons que contrairement aux approches de tomographie
à fréquences finies ou de migration des champs diffractés pour lesquelles le problème direct est
linéarisé et seuls les effets de diffractions simples sont pris en compte, la FWI par la mise à jour
progressive du milieu, peut théoriquement expliquer les effets de diffraction multiple.

Historiquement, la FWI a été développée par la communauté de l’exploration sismique par
Lailly (1983b) et Tarantola (1984b) qui cherchaient à reformuler le problème de migration des
données de sismique réflexion sous la forme d’un problème inverse linéarisé. Le problème fut
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Figure 6 – Schéma présentant le concept de l’inversion de formes d’onde complètes (FWI).
La comparaison échantillon par échantillon des données modélisées dcal dans un modèle de
Terre initial et des données observées dobs crée un résidu ∆d que l’inversion chercher à mi-
nimiser. Le processus d’optimisation détermine les perturbations à apporter au modèle initial
qui est progressivement mis-à-jour, de manière itérative, jusqu’à atteindre un certain critère de
convergence sur les résidus.

d’abord formulé dans le domaine temporel pour des milieux acoustiques (Tarantola, 1984b;
Gauthier et al., 1986a) puis a été étendue aux milieux élastiques par Mora (1987). Gauthier
et al. (1986b) ont montré la faisabilité de la méthode au moyen de tests synthétiques 2D ainsi
que l’importance de l’information en transmission su signal par rapport à celle en réflexion.
Cependant, le coût numérique de la méthode, sa forte non-linéarité et son caractère mal posé
rendent difficile l’application de la FWI à cette époque. Par la suite, Pratt (1990a) et Pratt &
Worthington (1990) reformulent la FWI dans le domaine fréquentiel. L’efficacité de l’approche
fréquentielle en 2D (Sirgue & Pratt, 2004) a ensuite permis de mettre en œuvre plusieurs ap-
plications, aussi bien terrestres (Ravaut et al., 2004) que marines (Dessa et al., 2004; Prieux
et al., 2013c,b; Operto et al., 2015), sur des données réelles en considérant des milieux visco-
acoustiques ou visco-élastiques (Brossier et al., 2009b). tandis que Operto et al. (2015) ont
démontré la faisabilité de l’approche fréquentielle en 3D pour des dispositifs d’acquisition de
type OBC (Ocean Bottom Cable) pour des milieux visco-acoustiques. Durant la dernière décen-
nie, les approches temporelles se sont néanmoins réimposées dans le domaine de l’exploration
sismique pour effectuer l’imagerie en 3D en raison de leur versatilité pour implémenter des
algorithmes massivement parallèles de modélisation sismique et prendre en compte différents
types d’acquisition (streamer, OBC, OBN, terrestre) et de physique des ondes (e.g., Warner
et al. (2013).

Ces dernières années, les premières tentatives d’application de la FWI aux données télé-
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sismiques ont été entreprises pour améliorer la résolution des modèles lithosphériques. Dans ce
type d’étude, les données inversées correspondent aux formes d’ondes de l’onde P et de ses mul-
tiples diffractés par le milieu lithosphérique situés dans les premières dizaines de secondes de sa
coda. Les premières études ont été réalisées en 2D ou 2.5D (Roecker et al., 2010; Pageot et al.,
2013; Baker & Roecker, 2014) et implémentées en domaine fréquentiel (Pratt & Worthington,
1990). Le choix d’une approche fréquentielle a été motivée car les nombreuses modélisations,
requises pour la FWI, peuvent être très efficacement réalisées par des techniques d’élimination
de Gauss lorsqu’un nombre conséquent de sources est considéré et que peu de fréquences dis-
crètes sont prises en compte (Pratt, 1999). Les particularités du milieu lithosphérique et des
sources télésismiques, qui sont localisées en dehors de la cible, permettent de mettre à jour les
paramètres uniquement dans le domaine spatial de la cible lithosphérique. La source est alors
implémentée au moyen de techniques hybrides permettant d’injecter des champs d’ondes cal-
culés analytiquement (Roecker et al., 2010; Pageot et al., 2013), par exemple des ondes planes.
Pageot et al. (2013) réalisent une analyse paramétrique de la FWI télésismique en domaine
fréquentiel pour des milieux 2.5 D. Ils concluent néanmoins que l’approche fréquentielle n’est
pas adaptée pour l’application de la FWI car elle nécessite un échantillonnage très fin des fré-
quences pour compenser le déficit d’éclairage angulaire des cibles lithosphériques. Ce déficit
est directement relié à l’utilisation d’ondes quasiment planes, et à un petit nombre de sources
considérées. Ils proposent alors de reformuler la FWI en domaine temporel dans le cadre des
applications télésismiques.

L’application de la FWI pour des milieux 3D en domaine temporel est ensuite investiguée
par Tong et al. (2014b). Dans cette étude, la source télésismique est implémentée au moyen
d’une technique d’injection de champs d’ondes proposée par Monteiller et al. (2013) qui couple
une méthode de modélisation F-K (Zhu & Rivera, 2002) avec une méthode de modélisation
aux éléments spectraux (Komatitsch & Tromp, 1999b). Une implémentation de la FWI télésis-
mique est aussi présentée par Monteiller et al. (2015) qui considèrent l’injection d’un champ
d’ondes télésismique calculé dans la Terre globale par le solveur DSM (Direct Solution Me-
thod) (Takeuchi et al., 2000). Ils démontrent l’efficacité de la méthode en reconstruisant un
modèle synthétique représentatif de la lithosphère pyrénéenne au moyen de quatre sources télé-
sismiques. La faisabilité et l’efficacité de la FWI à l’échelle lithosphérique est ensuite confirmée
par Wang et al. (2016), en inversant les données de cinq événements télésismiques enregistrés
par l’expérience PYROPE, une ligne ultra-dense de capteurs larges bandes déployée dans les
Pyrénées orientales. Les modèles de vitesse d’ondes P et S reconstruits révèlent la subduction
de la croûte ibérique sous la plaque européenne ainsi que la présence d’un morceau de manteau
européen serpentinisé situé à faible profondeur sous le bassin de Mauléon.

Objectifs de cette thèse

Les interprétations géodynamiques requièrent des images de plus en plus fines des structures
lithosphériques pour permettre de contraindre, infirmer ou confirmer des hypothèses sur l’évolu-
tion et la dynamique des objets géologiques. Cette perpétuelle quête de résolution a motivé, ces
dernières années, les déploiements de réseaux toujours plus denses de capteurs tels que USarray
ou AlpArray. En parallèle, l’augmentation constante des capacités de calcul rend aujourd’hui
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possible l’application de l’inversion de formes d’ondes élastiques, en domaine temporel et pour
des milieux tridimensionnels. Ensemble ces deux avancées permettent d’envisager l’application
de la FWI aux données télésismiques et ainsi d’accroître sensiblement la résolution des images
lithosphériques.

Cette thèse s’inscrit dans ce contexte et vise à développer un algorithme d’inversion de
formes d’ondes, adapté à la configuration télésismique, pour caractériser les structures élas-
tiques tridimensionnelles de la lithosphère et, en particulier, celles des Alpes Occidentales.

Pour cela, nous considérons trois grands axes de travail.
1. Développer une méthode de simulation efficace de la propagation 3D des ondes télé-

sismiques dans les cibles lithosphériques pouvant générer des formes d’ondes avec un
contenu fréquentiel proche du hertz.

2. Formuler le problème d’inversion de formes d’ondes multiparamètre. Développer l’algo-
rithme et définir les stratégies de mise en application de la méthode. Étudier les potentiels
et les limitations de la méthode au vu des caractéristiques de la configuration lithosphé-
rique.

3. Confronter la méthode à un jeu de données réel, les données télésismiques recueillies
par la campagne CIFALPS, pour vérifier le gain apporté par la méthode développée et
complémenter les connaissances actuelles sur la lithosphère des Alpes Occidentales.

Contours du manuscrit

Suivant les trois axes définis dans la section précédente, nous organisons ce manuscrit en
trois parties distinctes qui traitent respectivement du problème direct, du problème inverse et de
l’application aux données réelles.

Dans la première partie, nous présentons quelques aspects théoriques de la propagation des
ondes élastiques ainsi que le méthodes numériques permettant de les résoudre pour des milieux
arbitrairement hétérogènes. Cette partie est divisée en deux chapitres. Le premier chapitre est
dédié à la présentation du phénomène de propagation d’ondes et à la description des champs
d’ondes télésismiques. Les équations de l’élastodynamique y sont brièvement présentées, ainsi
que quelques solutions analytiques qui nous permettrons de valider les outils de modélisation
numérique. Nous passons en revu les différents régimes de diffusion et présentons le cadre
théorique de l’approximation de Born, utile à la compréhension de certains mécanismes de
l’inversion de formes d’ondes. Enfin, nous terminons par une description du champs d’onde
télésismique. Au cours du second chapitre, nous abordons les méthodes de modélisation numé-
rique envisageables pour la résolution du problème direct. Nous présentons en détail la méthode
de modélisation aux éléments-finis spectraux que nous utiliserons lors du processus d’inver-
sion. Dans un second temps, nous présentons une technique d’injection de champs d’ondes,
qui permet de modéliser, à faibles coûts, la propagation d’un champ d’onde télésismique dans
une cible lithosphérique. Nous considérons pour cela le couplage des solutions fournies par
AxiSEM (Nissen-Meyer et al., 2014), une méthode aux éléments spectraux 2D qui permet de
simuler la propagation 3D des ondes à l’échelle globale, avec notre logiciel de modélisation
local.
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La seconde partie, quant à elle, traite exclusivement du problème inverse d’inversion de
formes d’ondes, et de son application dans le cas spécifique des applications lithosphériques.
Elle est constituée de deux chapitres. Le premier présente la théorie et les méthodes de ré-
solution des problèmes inverses et précise le caractère non-linéaire et mal-posé de l’inversion
de formes d’ondes. Nous posons ensuite l’inversion de formes d’ondes comme un problème
aux moindres carrés linéarisé visant à minimiser une fonction coût qui prend en compte la
différence, échantillon par échantillon, entre les formes d’ondes observées et modélisées. La
résolution du problème est alors effectuée au moyen d’un algorithme local d’optimisation de
type quasi-Newton (l-BFGS) qui nécessite de déterminer le gradient de la fonction coût que
nous exprimons par la méthode de l’état adjoint. Une interprétation physique des structures
du gradient est ensuite proposée. Enfin, nous présentons divers aspects, plus techniques, liés à
l’implémentation de l’algorithme de la FWI. Le second chapitre présente, sous forme d’une pu-
blication scientifique, une étude paramétrique de la FWI en configuration télésismique effectuée
à l’aide d’un modèle lithosphérique réaliste représentatif des structures des Alpes Occidentales.
Dans cette publication, nous analysons les effets de la paramétrisation, du choix du modèle ini-
tial et de l’acquisition sur les résultats de l’inversion des formes d’ondes télésismiques. Nous
montrons que des modèles de référence de la terre globale, tels que PREM, sont suffisamment
précis pour garantir la convergence de l’inversion vers un modèle lithosphérique pertinent. Nous
montrons également qu’il est important de distinguer les paramétrisations utilisées lors du pro-
cessus d’optimisation de celles utilisées pour la visualisation des résultats de l’inversion. Notre
étude indique que la paramétrisation faisant intervenir les paramètres élastiques est la plus na-
turelle pour recouvrir avec un spectre large les petites et grandes longueur d’ondes des modèles
lithosphériques. Nous montrons également que la recombinaison a posteriori de l’impédance
des ondes P et S est celle qui fournit les images les mieux résolues, et est en conséquence la
plus utile pour l’interprétation géodynamique. Finalement, nous insistons sur l’importance du
déploiement de réseaux bi-dimensionnels de stations qui permettent de bénéficier d’une résolu-
tion verticale et latérale plus importante que celles obtenues pour des réseaux linéiques, même
ultra-denses.

Enfin, la troisième partie de cette thèse porte sur l’application de la méthode aux données
réelles de la campagne CIFALPS déployée dans les Alpes Occidentales. Un court chapitre in-
troductif présente l’état des connaissances géodynamiques actuelles de la chaine Alpine, les
résultats géophysiques majeurs obtenus ces dernière années ainsi que les questionnements sub-
sistants sur les structures lithosphériques de l’arc Alpin et les processus géodynamiques qui leur
sont associés. Le second chapitre, sous forme d’un article scientifique, présente les résultats de
l’application de la FWI aux données CIFALPS. Nous montrons que la FWI permet d’accéder
à des modèles multi-paramètres fiables de densité et de vitesses d’ondes élastiques. Nous met-
tons en évidence les indices clés de la subduction et de la collision continentale : les géométries
particulières du corps d’Ivrée ainsi que le pendage, sous les Alpes internes, du Moho jusqu’à
des profondeurs de l’ordre de 75 km qui témoigne de l’enfouissement à grande profondeur de
la lithosphère européenne sous la lithosphère adriatique. La présence d’une anomalie de vitesse
lente sur le modèle de vitesse S – le mieux résolu – indiquerait la position du détachement
du panneau plongeant européen soutenant ainsi l’hypothèse de son déchirement au court de la
collision continentale.

Je conclus ce manuscrit par une synthèse des principaux résultats et par les perspectives que
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ce travail a permis de dresser.
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Première partie

Modélisation de la propagation des ondes
télésismiques
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Généralités sur la propagation des ondes
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Chapitre 1 : Généralités sur la propagation des ondes sismiques

Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons les notions de physiques permettant de décrire mathé-
matiquement le phénomène de propagation des ondes élastiques à l’intérieur de la Terre. Ces
développements nous permettront d’analyser et de décrire le comportement du champ d’onde
sismologique depuis sa nucléation à l’hypocentre d’un séisme jusqu’à son enregistrement par
des sismomètres. Ces connaissances sont importantes dans le cadre de l’inversion de formes
d’ondes puisque ce sont sur ces notions mathématiques que reposent les méthodes de modélisa-
tion numériques de champs d’ondes élastiques que nous présenterons dans le chapitre suivant.
La description physique du phénomène de propagation des ondes nous permettra de comprendre
les interactions entre les ondes et les différentes structures de la Terre et d’analyser l’empreinte
de ces interactions dans les enregistrements télésismiques. En outre, nous présenterons quelques
solutions analytiques correspondant à des exemples canoniques du problème de propagation des
ondes qui nous permettront de valider les outils de modélisation numérique.

1.1 Qu’est-ce qu’une onde ?

Une onde 1 est définie comme la propagation d’une perturbation provoquant une variation
réversible des propriétés physiques du milieu traversé. Ainsi, une onde permet de propager de
l’énergie au sein d’un milieu sans transporter de matière. On en distingue deux types :

– les ondes électromagnétiques (ex. la lumière) qui propagent un champ électromagnétique
sans support matériel connu,

– les ondes mécaniques (ex. les ondes sonores) qui propagent un champ de déformation -
déplacement mécanique dans un milieu matériel.

Ces ondes, qui sont des phénomènes oscillatoires périodiques 2, sont caractérisées par des
grandeurs qui dépendent du milieu traversé, de l’espace et du temps (figure 1.1). On définit
particulièrement la célérité (1.1) qui correspond à la vitesse de propagation de l’onde en intro-
duisant les concepts de longueur d’onde λ et de fréquence f qui correspond à l’inverse de la
période T .

c = λf = λ

T
. (1.1)

Conjointement à ces grandeurs, nous pouvons définir la pulsation ou fréquence angulaire ainsi
que le nombre d’onde angulaire,

ω = 2π
T

et k = 2π
λ
, (1.2)

qui représentent respectivement le temps et la distance nécessaires pour effectuer un cycle com-
plet.

1. Du latin unda qui signifie « eau en mouvement »
2. Une phénomène transitoire pouvant se décomposer en une somme de fonctions périodiques.
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Figure 1.1 – Différence entre période et longueur d’onde (d’après Stein & Wysession (2009)).

Les ondes sismiques, en particulier, appartiennent à la famille des ondes mécaniques élas-
tiques. Elles sont générées sous l’action d’un séisme ou d’une source artificielle, et sont pro-
pagées dans toutes les directions 3 à l’intérieur de la Terre. L’enregistrement d’un sismomètre
contient en conséquence une multitude d’informations liées à la source sismique – le séisme –
et au milieu de propagation, tous deux de natures très complexes. Pour appliquer la méthode
d’inversion de formes d’onde, il est nécessaire de simuler le signal sismique enregistré par les
stations sismologiques. Autrement dit, il nous faut un moyen de modéliser le phénomène de
propagation d’onde : son excitation et ses interactions avec le milieu terrestre le long de son
parcours.

1.2 Les équations de l’élastodynamique

Le phénomène dit de propagation des ondes élastiques est gouverné par les lois physiques
régissant l’élasticité linéaire (Duvaut, 1990), dérivées de la mécanique des milieux continus,
appelées équations de l’élastodynamique. La mécanique des milieux continus repose sur l’hy-
pothèse que le comportement macroscopique d’un milieu matériel continu – une poutre, une
voiture ou dans notre cas la Terre – est régi à l’échelle microscopique par une succession dis-
continue de particules élémentaires infiniment proches 4. Ces subdivisions de la matière sont
choisies de sorte que leurs tailles caractéristiques soient assez réduites pour que des variations
en leur sein puissent être négligées.

À partir de cette définition, nous pouvons reformuler la seconde loi de Newton dans le cadre

3. Avec toutefois une certaine directivité décrite par un diagramme de rayonnement.
4. Cette notion est fondamentale puisqu’elle implique que les quantités physiques considérées (densité, forces,

déplacements) peuvent être représentées par des fonctions continues de l’espace et du temps, et différentiables.
Elle nous permet ainsi d’avoir recours aux outils mathématiques de l’analyse fonctionnelle
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d’un milieu continu et aboutir à l’équation de conservation de la quantité de mouvement. Pour
un élément matériel situé à une position x et soumis à une force volumique externe f(x, t), elle
s’exprime par la relation :

ρ(x)∂2
t u(x, t) = ∇ · σ(x, t) + f(x, t), (1.3)

où ρ(x) correspond à la densité du milieu et u(x, t) au déplacement particulaire. Contrairement
à la seconde loi de Newton, cette formulation fait apparaître un terme supplémentaire ∇·σ(x, t)
qui correspond à la divergence du tenseur de contrainte. Cette dernière décrit l’action des forces
de surface (ou de contact) entre un élément de volume et ses voisins.

Les effets conjuguées des forces de volume et de surface induisent des déplacements infini-
tésimaux de l’élément qui se déforme en conséquence. Cette déformation s’exprime naturelle-
ment par le biais du tenseur des déformations ε(x, t), qui, dans le cas de petites déformations
correspond à :

ε(x, t) = 1
2
[
∇u(x, t) + (∇u(x, t))T

]
. (1.4)

Un milieu est dit élastique s’il existe un état de référence sans contraintes et si le tenseur des
contraintes ne dépend que du tenseur des déformations calculés à partir de l’état de référence
(Duvaut, 1990). De ce fait, des petites variations de déformation induisent des petites variations
de contraintes qui tendent à ramener le milieu à son état de référence. La loi qui relie les défor-
mations aux contraintes est appelée loi de comportement. La plus simple, celle de l’élasticité
linéaire 5, est la loi de Hooke 6. qui relie linéairement le tenseur des déformations au tenseur des
contraintes :

σ(x, t) = c(x) : ε(x, t), (1.5)

où « : » représente le produit doublement contracté sur les deux indices externes tel que σij =
cijklεkl et c est le tenseur de raideur qui décrit le comportement du matériau étudié. Ce dernier
est un tenseur d’ordre 4 et peut, de ce fait, posséder jusqu’à 81 coefficients indépendants. Néan-
moins, la symétrie des tenseurs de contraintes et de petites déformations induit des propriétés
de symétrie sur le tenseur de raideur, telles que

cijkl = cjikl = cijlk. (1.6)

Le nombre de coefficients élastiques indépendants passe ainsi de 81 à 36. De plus, si on consi-
dère que le tenseur de contrainte dérive d’une énergie potentielle élastique :

U = 1
2cijklε

ijεkl, (1.7)

nous obtenons une dernière relation de symétrie :

cijkl = cklij, (1.8)

qui réduit encore le nombre de paramètres indépendants à 21, le cas d’un milieu triclinique

5. Il s’agit en fait d’une linéarisation autour de l’état de référence.
6. ut tensio, sic vis
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Paramètres Symétrie Type de minéraux
1 Fluide – Acoustique eau
2 Isotrope verre volcanique
3 Cubique grenat
5 Hexagonal glace
9 Orthorhombique olivine

13 Monoclinique hornblende
21 Triclinique plagioclase

Table 1.1 – Tableau représentant le nombre de paramètres indépendants correspondant à
quelques symétries cristallines (Babuska & Cara, 1991). Notons le cas particulier du milieu
acoustique ne possédant qu’un seul coefficient.

c’est-à-dire un milieu totalement anisotrope. Au vu de ces symétries, il est possible et courant de
représenter le tenseur de raideur sous forme d’une matrice (cmn = c6×6) symétrique permettant
de visualiser ces 21 coefficients. Nous introduisons pour cela la notation de Voigt (Voigt, 1889)
telle que pour chaque couple d’indices ij → m et kl→ n,

11→ 1; 22→ 2; 33→ 3; 32→ 4; 31→ 5; 21→ 6.

Différents types d’anisotropie peuvent-être étudiés en considérant des matériaux présen-
tant de plus hauts degrés de symétries (Babuska & Cara, 1991). Le tableau 1.1 présente les
nombres de paramètres élastiques indépendants pour quelques systèmes de symétrie dont les
cas extrêmes sont les milieux tricliniques et fluides. À l’échelle lithosphérique, les types les
plus rencontrés sont : le milieu isotrope auquel nous nous restreindrons dans cette thèse et qui
possède deux coefficients élastiques, le milieu hexagonal (isotrope transverse) à 5 coefficients
qui possède un axe de symétrie et est souvent utilisé pour décrire l’anisotropie de milieu à
couches et enfin, le milieu orthorhombique à 9 coefficients utile pour les études mantelliques
dont le minéral dominant (l’olivine) est à symétrie orthorhombique.

Quelle que soit la physique du milieu considéré, nous obtenons, en injectant les équations
(1.4) et (1.5) dans l’équation (1.3), le système dit des équations de l’élastodynamique :

ρ(x)∂2
t u(x, t)−∇ ·

[
c(x) : 1

2
(
∇u(x, t) + (∇u(x, t))T

)]
= f(x, t), (1.9)

qui traduit le comportement du milieu, les variations temporelles et spatiales des déplacements
infinitésimaux en tous points, sous l’action d’une force extérieure. Ce système rend ainsi compte
de tous les effets relatifs à la propagation des ondes élastiques.

La Terre, en première approximation, est souvent considérée comme un milieu isotrope.
C’est-à-dire, que les propriétés physiques des matériaux qui la composent sont invariantes sui-
vant les directions de l’espace. Pour un tel milieu, le tenseur de raideur se réduit à :

cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk), (1.10)
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avec δij le symbole de Kronecker qui vaut 1 si i = j, 0 sinon. Nous voyons que le tenseur de
raideur ne contient plus que deux coefficient élastiques indépendants, appelés paramètres de
Lamé λ et µ, que nous pouvons représenter matriciellement par :

cijkl = cmn =



λ+ 2µ λ λ 0 0 0
λ λ+ 2µ λ 0 0 0
λ λ λ+ 2µ 0 0 0
0 0 0 µ 0 0
0 0 0 0 µ 0
0 0 0 0 0 µ


. (1.11)

Dans le strict cadre de l’élasticité linéaire isotrope, nous pouvons réécrire les équations de l’élas-
todynamique telles que

ρ∂2
t u− (λ+ 2µ)∇∇ · u + µ∇×∇× u = f . (1.12)

Les termes ∇ · u et ∇ × u décrivent respectivement le transport d’une onde sous forme de
variation de volume et le transport d’une onde sous forme d’une variation de rotation.

1.3 Ondes propagées dans un milieu élastique

La figure 1.2 présente l’enregistrement d’un événement télésismique, le séisme de Tohoku-
Oki 7, enregistré par un sismomètre large-bande (ECH) dans les Vosges. L’analyse du sismo-
gramme, le mouvement du sol enregistré par le capteur, met en évidence l’émergence de mul-
tiples arrivées liées à la propagation de différents types d’onde élastique. On en distingue deux
grandes catégories : les ondes de volume qui se propagent partout à l’intérieur de la Terre, et les
ondes de surface, d’amplitudes plus importantes, dont la propagation est restreinte au voisinage
de la surface.

1.3.1 Ondes de volume

Au sein d’un volume homogène isotrope et infini, l’élasticité linéaire prédit l’existence de
deux ondes de volume distinctes dont les vitesses de propagation et les polarisations sont diffé-
rentes. Les caractéristiques principales de ces ondes sont facilement déterminées en considérant
le théorème de Helmholtz (Aki & Richards, 2002; Lay & Wallace, 1995; Stein & Wysession,
2009) qui permet de reformuler le champ vectoriel de déplacement u comme la somme du
gradient d’un potentiel scalaire Φ et du rotationnel d’un potentiel vecteur Ψ :

u = ∇Φ + ∇×Ψ (1.13)

Ces potentiels indiquent que le déplacement peut-être décomposé en une composante longitu-
dinale (irrotationnelle ∇× Φ = 0) et une composante transverse (solénoïdale ∇ ·Ψ = 0). En

7. Funeste responsable de la catastrophe nucléaire de la centrale de Fukushima
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Tohoku-Oki earthquake 2011-03-11, Station ECH 
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S SS
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Body waves Surface waves

Figure 1.2 – Sismogrammes télésismiques du séisme de Tohoku-Oki (Mw = 9.1) enregistrés
par la station ECH située à une distance épicentrale de 85o. Les zones rouge et bleue repré-
sentent les domaines d’arrivées des ondes de volume et de surface.

injectant cette expression dans l’équation d’onde (1.12), on obtient après quelques arrangements
algébriques :

∇
[
ρ∂2

t Φ− (λ+ 2µ)∇2Φ
]

= −∇×
[
ρ∂2

t Ψ− µ∇2Ψ
]
. (1.14)

Cette dernière équation possède une solution, si et seulement si, les deux termes entre crochets
s’annulent de sorte que :

∇2Φ− 1
α2∂

2
t Φ = 0, et ∇2Ψ− 1

β2∂
2
t Ψ = 0. (1.15)

Nous retrouvons deux équations de d’Alembert, la forme la plus simple de l’équation d’onde,
pour les potentiels Φ et Ψ dont les vitesses de propagation sont respectivement α et β.

Ondes P

L’étude du potentiel scalaire Φ montre qu’un premier type d’onde de volume se propage de
manière longitudinale avec une vitesse de propagation :

α = vp =
√
λ+ 2µ
ρ

. (1.16)

La polarisation longitudinale des ces ondes implique que le mouvement des particules est coli-
néaire à la direction de propagation, il s’ensuit des variations locales de volume qui propagent
l’onde par une succession de pressions et de dilatations (Fig. 1.3). Il s’agit des ondes P, pour
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Figure 1.3 – Présentation des différentes ondes propagées au sein d’un milieu élastique avec
leurs polarisations. Source : Encyclopedia Britannica.

« pressure waves » (les ondes de pression), aussi nommées ondes premières car ce sont les plus
rapides et constituent, en général, les premières arrivées observées sur un sismogramme. Ces
ondes dépendent à la fois du module d’incompressibilité λ et du module de cisaillement µ.

Ondes S

L’étude du potentiel vecteur Ψ montre qu’une autre onde de volume, de polarisation linéaire
transverse, est propagée dans le milieu élastique à une vitesse de :

β = vs =
√
µ

ρ
. (1.17)

Il s’agit des ondes S, pour « shear waves » (les ondes de cisaillement), aussi appelées ondes
secondaires car elles arrivent généralement après les ondes P du fait d’une vitesse moindre,
communément d’un facteur inversement proportionnel à

√
3. Contrairement aux ondes P, elles

ne génèrent pas de variations locales de volume mais cisaillent le milieu traversé. En effet, le
déplacement particulaire associé aux ondes S est transversale, c’est-à-dire, que le mouvement
se fait dans le plan orthogonal à la direction de propagation (Fig. 1.3). On distingue deux types
d’onde S : les ondes Sv qui ont une polarisation dans le plan vertical contenant la source et
le récepteur – on parle aussi de polarisation radiale – et les ondes Sh dont la polarisation est
transverse c’est-à-dire perpendiculaire aux directions longitudinales et radiales. Les ondes S
ne dépendent que du module de cisaillement µ et ne peuvent être propagées dans les milieux
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fluides.

1.3.2 Ondes de surface

Lorsqu’un solide élastique homogène est borné par une surface 8, les ondes de volume
entrent en interaction avec cette interface et produisent une série d’ondes évanescentes 9 P et
S. L’interférence constructive de ces ondes évanescentes génèrent les ondes dites de surface.
Ces dernières sont guidées par l’interface et leurs amplitudes décroît rapidement à mesure que
l’on s’en éloigne. Elles sont, en outre, très énergétiques puisque leurs propagations essentielle-
ment 2D induisent une décroissance géométrique inversement proportionnelle avec la distance
(les ondes de volumes, quant à elles, décroissent proportionnellement avec l’inverse du carré de
la distance). On en distingue deux types : les ondes de Rayleigh et les ondes de Love.

Ondes de Rayleigh

Les ondes de Rayleigh (Rayleigh, 1887) sont générées dans tout milieu possédant une sur-
face libre, par interférences constructives d’ondes évanescentes P et Sv. Elles sont facilement
reconnaissables de part leurs polarisations caractéristiques : elliptiques et rétrogrades dans le
plan de propagation (Fig. 1.2 les composantes L et Q, et Fig. 1.3). Il n’existe pas de formule
analytique simple pour déterminer la vitesse de propagation des ondes de Rayleigh Vr, néan-
moins, une bonne approximation de cette vitesse est obtenue par la relation :

Vr = Vs

(
20−

√
256γ4 − 336γ2 + 130

16γ2 + 9

)
. (1.18)

où γ = Vs/Vp. Une autre approximation, plus courante, est de considérer un rapport Vp/Vs ≈√
3 pour lequel la vitesse approximative de l’onde de Rayleigh vaut Vr = 0.92Vs. Notons que

l’onde de Rayleigh, dans un demi-espace strictement homogène possédant une surface plane,
est non dispersive. Dans tout autre cas, si la surface est courbe et/ou des hétérogénéités sont
présentes dans le milieu, l’onde devient dispersive (dans ces cas, on parle aussi d’ondes de
Lamb).

Ondes de Love

Les ondes de Love (Love, 1911), contrairement aux ondes de Rayleigh, n’apparaissent que
lorsque le demi-espace possède, au niveau de la surface, une couche aux propriétés élastiques
différentes du reste du milieu. Ces ondes sont créées exclusivement par l’interférence construc-
tive d’ondes évanescentes Sh et sont, de plus, toujours dispersives. Les ondes de Love ont une
polarisation linéaire horizontale (Fig. 1.3) et sont ainsi visibles sur la composante transversale

8. On se restreint à la notion de surface, mais la théorie est valable pour n’importe quel type d’interface
(fluide/solide par exemple qui crée les ondes de Scholte/Stoneley (Stoneley, 1926)).

9. Des ondes dont l’amplitude décroît exponentiellement en fonction de leur distance à l’interface et qui font
partie des solutions dites de champ proche.
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d’un sismogramme (Fig. 1.2, composante T). Elles sont, par ailleurs, systématiquement plus
rapides que les ondes de Rayleigh.

1.4 Quelques solutions analytiques

Nous présentons, à présent, quelques solutions canoniques au problème de propagation des
ondes. La première est l’expression de la fonction de Green, pour un milieu homogène infini
soumis à une force ponctuelle, qui nous permettra de valider les outils de modélisation numé-
rique et de présenter le concept de fonction de Green. La seconde est l’expression analytique
de la propagation d’une onde plane, dans un demi-espace homogène, que nous utiliserons à des
fins de validation et comme solution de champ incident lors de l’injection de champ d’onde
dans des demi-espace homogènes.

1.4.1 Les fonctions de Green

Une fonction de Green est une solution élémentaire d’une équation différentielle ou d’une
équation aux dérivées partielles à coefficients constants. Ce type de fonction est obtenu en cher-
chant les solutions de l’équation différentielle pour une source impulsionnelle correspondant à
une distribution δ = δ(xs, τ) de Dirac déclenchée à la position xs et au temps τ . La théorie for-
melle du problème de Green fait ainsi appel à la théorie des distributions. Chercher une fonction
de Green du problème de propagation des ondes élastique (1.9) se réduit à résoudre le système
suivant :

ρ∂2
t G−∇ · [c : ((∇G)T +∇G)] = δ, (1.19)

où G = G(x, t|xs, τ) est la solution que nous recherchons. Pour assurer l’unicité de la solution,
il est nécessaire d’ajouter des conditions aux limites (aux frontières et initiales) à ce problème.

Considérons un milieu isotrope, infini et homogène soumis à une excitation de type force
ponctuelle. Pour un tel milieu, la fonction de Green Gij donne le déplacement particulaire dans
la direction i occasionné par une force ponctuelle dans la direction j, par le biais de :

Gij(x, t|xs, τ) = γiγj
4πρα2

1
R
δ
(
t− τ − R

α

)
+ δij − γiγj

4πρβ2
1
R
δ

(
t− τ − R

β

)

+3γiγj − δij
4πρ

1
R3

∫ R/β

R/α
τ ′δ(t− τ − τ ′)dτ ′, (1.20)

où γi et γj sont les cosinus directeurs de la composante i étudiée, soumis à la composante j de
la force ; ils sont donnés par :

γi = xi
|r|

= ∂xi
∂r

. (1.21)

L’équation (1.20) est très importante puisqu’elle permet de déterminer le champ d’onde généré
par une source localisée en xs, en tout point x du milieu et pour tout temps t. De plus, quelle que
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soit la signature temporelle de la source s, le déplacement peut-être déterminé par une simple
convolution u = G ∗ s en temps en vertu de la linéarité de l’équation d’onde.

Détaillons les différents termes de notre fonction de Green. Les deux premier représentent
la propagation, en champ lointain, des ondes P et S caractérisées par leurs vitesses α et β et pour
lesquelles l’amplitude décroît avec l’inverse de la distance. Notons au passage les expressions
des diagrammes de radiation à la source des ondes P et S (γiγj et δij − γiγj) qui décrivent
l’amplitude du champ émis en fonction de la direction de propagation. Le dernier terme, dont
l’expression est plus compliquée décrit une « rampe » entre l’arrivée de l’onde P et l’arrivée
de l’onde S. Son amplitude décroît très rapidement, de manière inversement proportionnelle au
cube de la distance. Il caractérise le champ proche.

Dans le cas d’un tenseur de moment complet, l’expression de la fonction de Green devient
plus compliquée et nous invitons le lecteur à se référer à l’ouvrage d’Aki & Richards (2002). De
même, plusieurs fonctions de Green analytiques correspondant à des conditions aux limites dif-
férentes sont disponibles dans l’ouvrage de Kausel (2006), et plus particulièrement la solution
au problème de Lamb qui est donnée par Kausel (2012).

1.4.2 Onde plane dans un demi-espace homogène

Une onde plane propagative se décrit comme le déplacement dans un espace tri-dimensionnel
d’un front d’onde plan de phase constante. La phase d’une onde plane se propageant à la vitesse
v s’écrit :

t− n · (x− xo)
v

, (1.22)

où n est un vecteur unitaire, orthogonal au front d’onde, indiquant la direction de propagation.
Considérons une onde plane harmonique, solution des équations de l’élastodynamique (1.9),
qui s’écrit sous la forme :

u(x, t) = p · A exp
{
iω

(
t− n · (x− xo)

v

)}
(1.23)

et exprime le vecteur déplacement 10 en fonction de ω la pulsation, A un facteur d’amplitude, n
la direction de propagation et de p le vecteur polarisation unitaire de l’onde considérée.

On se limite à l’étude d’une onde P se propageant dans un demi-espace homogène dans la
direction np = (npx , npy , npz )T . Sa polarisation étant longitudinale, nous déduisons que pp =
np. L’expression de l’onde plane P incidente devient :

up(x, t) = pp · exp
{
iω

(
t− np · (x− xo)

vp

)}
(1.24)

pour laquelle nous imposons que l’amplitude A est unitaire. En présence d’une surface libre,

10. L’expression (1.23) contient une exponentielle a valeur complexe, or, seule sa partie réelle possède une
signification physique. Utiliser l’exponentielle permet néanmoins de simplifier les développement, à la fin, le
déplacement physique est obtenu en prenant la partie réelle de l’équation (1.23).
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cette onde P incidente va générer une onde P réfléchie et une onde Sv convertie dont les direc-
tions de propagation npp et nps sont données par la loi de Snell-Descartes. Cette loi énonce que
les paramètres de rai, l’inverse de la vitesse apparente ch, est conservé pour toutes les ondes
réfléchies et transmises à une interface :

p = 1
ch

= sin i1
α1

= sin i2
α2

= sin j1

β1
= sin j2

β2
= cste. (1.25)

où i et j correspondent aux angles d’incidence des ondes P et S respectivement, et les indices
1 et 2 aux milieux bornant l’interface. On en déduit les directions de propagation des ondes
diffractées :

npp = (npx , npy ,−npz)T

nps = (npx , npy ,−npz)T (β/α)
(1.26)

De même que pour l’onde P incidente, l’onde PP réfléchie est longitudinale et nous pouvons
écrire que ppp = npp. En revanche, nous avons vu que l’onde Sv est polarisée de manière
orthogonale à la direction de propagation dans le plan vertical. Il s’ensuit que pps = (nps ×
npsz)× nps, que nous pouvons réécrire :

pps = npsz(−npsznpsx ,−npsznpsy , n
2
psy

+ n2
psx

)T (1.27)

À la surface, la condition de surface libre permet de déterminer les coefficients de réflexion-
conversion, pour les ondes P et Sv descendantes qui contraignent l’amplitude des déplacements
upp et ups tel que :

upp(x, t) = ppp ·RPP exp
{
iω

(
t− nps · (x− xo)

vp

)}

ups(x, t) = pps ·RPS exp
{
iω

(
t− npp · (x− xo)

vs

)} (1.28)

Le champ d’onde total est au final exprimé comme la somme des champs incidents et convertis
de sorte que :

u = up + upp + ups. (1.29)

Les coefficients de réflexion et de transmission sont donnés dans plusieurs ouvrages dont
Lay & Wallace (1995) et Aki & Richards (2002) dans le cas d’une surface libre, et dans le cas
d’interface solide-solide et fluide-solide. Nous rappelons uniquement l’expression des coeffi-
cients de réflexion à la surface pour une onde P montante :

RPP =
−( 1

β2 − 2p2)2 + 4p2 cos i
α

cos j
β

( 1
β2 − 2p2)2 + 4p2 cos i

α
cos j
β

et RPP =
4α
β
p cos i

α
( 1
β2 − 2p2)2

( 1
β2 − 2p2)2 + 4p2 cos i

α
cos j
β

(1.30)
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a. b.

Figure 1.4 – Coefficients de réflexion et conversions à la surface libre. (a.) Coefficients pour une
onde P incidente et (b.) pour une onde S incidente. Le milieu est paramétré par ρ = 3 g.cm−3,
α = 7 km.s−1 et β = 4 km.s−1. La pastille rouge indique l’angle critique à partir duquel l’onde
devient évanescente.

ainsi que pour une onde S montante :

RSS =
( 1
β2 − 2p2)2 − 4p2 cos i

α
cos j
β

( 1
β2 − 2p2)2 + 4p2 cos i

α
cos j
β

et RSP =
4β
α
p cos j

β
( 1
β2 − 2p2)2

( 1
β2 − 2p2)2 + 4p2 cos i

α
cos j
β

(1.31)

pour lesquelles, p est le paramètre du rai et i et j les angles d’incidence des ondes P et S.

La figure 1.4 montre la variation des coefficients de réflexion en fonction de l’angle inci-
dence de l’onde P montante. Nous remarquons que pour la gamme d’incidence rencontré en
configuration télésismique, de 10 à 60 degrés, les ondes PP et PS réfléchies par la surface libre
ont une amplitude importante. Pour de faibles incidences, inférieures à 20˚, la réflexion PP do-
mine tandis que pour des incidences plus importantes, au-delà de 20˚, l’amplitude des ondes
PS est dominante. Le champ secondaire provenant de la surface libre possède ainsi une ampli-
tude comparable au champ incident. Ces phases peuvent ainsi être utilisées dans une optique
d’imagerie.

Précisons que dans le cas de la propagation d’une onde plane dans un demi-espace homo-
gène, aucune onde de surface n’est générée.

1.5 Ondes sismiques en milieux hétérogènes

Jusqu’à présent, nous avons considéré la Terre comme un espace élastique homogène ou
radialement hétérogène pour lesquels s’appliquent l’optique géométrique et la théorie des rais.
Ces approximations sont suffisantes pour décrire précisément nombre de phénomènes liés à
la propagation des ondes dans la Terre globale et des milieux stratifiés. Cependant, l’intérieur
du Globe est hétérogène puisque des facteurs tels que la tectonique, la pétrophysique et la
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géothermie, entre autres, induisent des structures géophysiques complexes pouvant contenir
des hétérogénéités de tailles variables : de l’ordre de quelques centimètres à plusieurs dizaines
de kilomètres. Cette complexité affecte le champ d’onde à divers degrés qui sont notamment
dépendant de la fréquence du signal considéré et de la taille des hétérogénéités. Selon les cas
considérés, la propagation ne peut plus être décrite par des modèles physiques simples 11 et il
est nécessaire de considérer des modèles physiques plus élaborés, notamment, en prenant en
compte les effets de diffusion que nous présentons dans cette section.

1.5.1 La diffusion des ondes élastiques

Le phénomène de diffusion des ondes – wave scattering en anglais – intervient lorsqu’au
cours de sa propagation, une onde par l’interaction avec une ou plusieurs hétérogénéités pré-
sentes dans le milieu, dévie de sa trajectoire initiale. On parle de diffusion simple lorsque l’onde
interagie une seule fois, et de diffusion multiple lorsque plusieurs hétérogénéités sont impli-
quées. Au cours de leur propagation dans un milieu hétérogène, les ondes sismiques subissent
des variations de formes d’ondes, d’amplitude, de phase pouvant dépendre de la fréquence.Ces
variations peuvent aussi bien être isotropes qu’anisotropes.

La littérature est assez confuse quant à l’utilisation des termes diffusion et diffraction qui
sont utilisés, abusivement, de manière interchangeable. La diffraction des ondes est à propre-
ment parler un cas limite de la diffusion des ondes. Ce phénomène peut-être entièrement décrit
par le principe de Huygens-Fresnel : chaque point diffusant se comporte comme une source
secondaire et la diffraction résulte de l’interférence constructive des ondes diffusées par l’en-
semble de ces sources secondaires. Il en découle que l’amplitude du champ d’onde est conser-
vée. Dans la suite de ce manuscrit, le terme de diffraction sera utilisé aussi bien pour la diffrac-
tion que la diffusion.

Introduisant un ouvrage intitulé « Scattering and Attenuations of Seismic Waves » et portant
sur la diffusion et l’atténuation des ondes sismiques, Wu & Aki (1988) ont tenté de classifier les
différents régimes de diffusion des ondes sismiques en fonction de paramètres caractérisant :

– la taille des hétérogénéités a
– l’amplitude relative δm de ces hétérogénéités
– la longueur d’onde du signal propagé λ

En introduisant le paramètre adimensionnel ka qui correspond au nombre d’onde normalisé par
la taille des hétérogénéités, ils définissent quatre grands régimes de diffusion :
Quasi-homogène Apparaît lorsque ka � 0.01, les hétérogénéités sont trop petites pour être

perçues par les ondes propagées et le milieu peut-être considéré comme homogène (on
parle aussi de milieu effectif). Dans ce régime les effets de la diffusion sont négligeables.

Diffusion de Rayleigh Apparaît lorsque 0.01 < ka < 0.1. En considérant de faibles fluc-
tuations des paramètres élastiques, ce régime de diffusion peut-être modélisé par l’ap-
proximation de Born (en supposant un régime de diffusion simple). La quantité d’énergie
diffusée en 3D est proportionnelle à k4 impliquant une atténuation apparente des hautes
fréquences.

11. Comme les méthodes asymptotiques fondées sur la théorie des rais.
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Figure 1.5 – Régimes de diffusion et domaines de validité de différentes méthodes d’approxi-
mation. a : échelle caractéristique des hétérogénéités, L : distance de propagation de l’onde et
k : le nombre d’onde (d’après Wu & Aki (1988))
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Diffusion de Mie Aussi nommé diffusion grand angle ou résonnante. Ce régime de diffusion
intervient lorsque 0.1 < ka ≈ 1 < 10, c’est-à-dire que la taille des hétérogénéités est
de l’ordre de la longueur d’onde. Les ondes diffusées sont alors déviées avec des angles
très importants par rapport à l’onde incidente et une coda en réflexion peut être observées
dans le champs d’onde.

Diffusion spéculaire Aussi nommée diffusion petit angle, elle apparaît lorsque la longueur
d’onde est très faible au vue de la taille caractéristique des hétérogénéités (ka � 10).
Il s’agit du régime de l’optique géométrique où l’énergie des ondes est diffusée princi-
palement dans la direction de propagation. Dans ce régime, la diffusion arrière (back-
scattering) est faible et les effets de focalisation, de diffraction et d’interférence de-
viennent importants. Dans ce régime de diffusion, l’approximation de Rytov peut être
utilisée.

Notons que la diffusion de Rayleigh intervient lorsque la longueur d’onde du champs incident
est très grande par rapport à la taille caractéristique des hétérogénéités. Ce mode de diffusion
n’induit aucune variation d’énergie et l’onde diffusée conserve la longueur d’onde du champ
incident. Pour des particules plus grandes, on entre dans le régime de diffusion de Mie, dont la
théorie physique est exacte quelle que soit la taille des particules sphériques considérées 12.

La figure 1.5 présente les domaines de validités de différentes méthodes d’approximation
de la propagation des ondes sismiques en fonction de ka et d’une grandeur sans-dimension L/a
qui caractérise la distance de propagation. Pour des applications télésismiques, ces nombres
d’ondes et distances de propagation sont extrêmement variées. Les champs d’ondes télésis-
miques couvrent en conséquence une large gamme de phénomène de diffusion. Bien que les
méthodes de perturbation fondées sur une linéarisation de l’équation d’onde avec l’approxima-
tion de Born ou de Rytov (Woodward, 1992) 13 permettent de caractériser une part importante
de ces régimes, seules les méthodes numériques résolvant l’équation d’onde (différences-finies,
éléments-finis) sont à même de rendre compte de toute cette complexité.

1.5.2 Diffusion simple par l’approximation de Born

Nous présentons dans cette section la théorie de Born (Hudson & Heritage, 1981) qui décrit
le comportement du champ l’onde lorsque celui-ci entre en interaction simple avec une hétéro-
généité ponctuelle des paramètres élastiques. Formellement, cette approximation est valide pour
la modélisation d’un champ d’onde dans le cadre restreint du régime de diffusion de Rayleigh.
Cependant, la théorie de Born permet l’analyse simple du champ d’onde diffusé et aussi de tirer
des conclusions sur l’empreinte des différents paramètres élastiques dans les données sismiques
(Wu & Aki, 1985; Tarantola, 1986). En outre, l’approximation de Born pour la modélisation des
champs d’onde est intimement liée aux problèmes inverses de migration des champs diffusés
ainsi que de la FWI (comme nous le verrons dans la seconde partie de cette thèse). Dans ce qui
suit, nous considérons cette approximation pour l’étude de la diffusion des ondes de volume.

12. La diffusion de Rayleigh peut-être vue comme un cas limite de la diffusion de Mie.
13. L’approximation de Born perturbe l’amplitude et la phase du champ d’onde et permet de prendre en compte

le back-scattering, Rytov perturbe uniquement la phase et est essentiellement utilisée pour étudier le forward
scattering.
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Pour les ondes de surface, nous invitons le lecteur intéressé à se référer aux études de Snie-
der (1986) et de Snieder & Nolet (1987), Calvet et al. (2006) et Sieminski et al. (2009) pour
l’anisotropie et à Ribodetti et al. (2000) pour l’atténuation.

L’approche de Born consiste à linéariser, au premier ordre, la réponse du champ d’onde à
une petite perturbation des paramètres du milieu de propagation. Le modèle est ainsi séparé
en un modèle de référence mo

14 et une perturbation δm ponctuelle choisie de sorte que la
fluctuation fractionnelle δm/mo � 1. Nous décomposons donc la densité et le tenseur de
raideur tels que

ρ = ρo + δρ et c = co + δc. (1.32)

De façon similaire, nous décomposons le champ d’onde total u en fonction du champ incident
uo, solution du problème de propagation d’onde dans le modèle de référence, et du champ
diffusé par l’hétérogénéité δu de sorte que

u = uo + δu. (1.33)

On cherche à déterminer les équation qui caractérise la propagation du champs diffusé. Nous
savons que le champ total satisfait l’équation d’onde que nous réécrivons sous sa forme fré-
quentielle qui est l’équation d’Helmholtz :

−ρω2u−∇ · [c : ((∇u)T +∇u)] = f (1.34)

Les fonctions de Green G correspondantes sont solutions de

−ρω2G−∇ · [c : ((∇G)T +∇G)] = δ, (1.35)

que nous avons présentées en section 1.4.1. En injectant les approximations (1.32) et (1.33)
dans l’équation (1.34), et en négligeant les termes d’ordre supérieurs à un, nous obtenons

−ρoω2δu−∇ · [co : (∇δu + (∇δu)T )] = δρω2uo +∇ · [δc : (∇uo + (∇uo)T )]. (1.36)

Cette équation, qui a la même forme que l’équation (1.34), décrit la propagation dans le milieu
de référence mo du champ diffusé δu généré par un nouveau terme source

δf = δρω2uo +∇ · [δc : (∇uo + (∇uo)T )]. (1.37)

Cette source secondaire est similaire à un point source qui correspond à l’extraction du champ
incident uo à la position du diffuseur pondérée par les perturbations locales δρ et δc des pa-
ramètres du milieu. Connaissant les fonction de Green G′ pour un point source localisé à la
position du diffuseur et enregistré au récepteur, nous pouvons exprimer le champ diffusé sous
forme d’une convolution :

δu = G′ ∗ δf = δρω2G′uo + G′∇ · [δc : (∇uo + (∇uo)T )]. (1.38)

14. Généralement lisse ou homogène de sorte que les fonction de Green dans ce modèle soient faciles à calculer.
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Figure 1.6 – Illustration numérique de l’approximation de Born. La première colonne présente
la propagation d’une onde plane P incidente dans un milieu homogène. La deuxième, montre la
propagation du champ diffusé par une source secondaire localisée au point diffusant (rond vert).
La dernière colonne représente le champ total, soit la somme du champ incident et du champ
diffusé. La perturbation est portée sur le modèle Vs.
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Figure 1.7 – Diagrammes de radiation pour une perturbation élastique isotrope dans la para-
métrisation (ρ,λ,µ). Les flèches noires et rouges indiquent les directions de propagation respec-
tives des ondes incidentes P et Sv. La flèche rouge et noir indique la direction de propagation
de l’onde incidente Sh. Les diagrammes bleus représentent l’amplitude des ondes P diffusées
tandis que les diagrammes verts indiquent celles des ondes S. Le violet correspond à l’ampli-
tude de l’onde Sh diffusée. Un exemple numérique de la diffusion est donnée en arrière plan de
chaque interaction
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La figure 1.6 illustre la diffusion du champ d’onde par une petite hétérogénéité de vitesse S
selon l’approche de Born. Sous l’action de l’onde plane P incidente, le point diffusant émet deux
champs d’onde sphériques sous forme d’onde P et d’onde S. Le champ d’onde total résulte de la
sommation des champs incidents et diffusés. On remarque que l’amplitude des ondes rayonnées
par l’hétérogénéité varie en fonction de la direction de propagation. Cette directivité peut se
décrire au moyen des diagrammes de radiation 15. Ces derniers sont déterminés analytiquement,
dans le cadre de l’élasticité linéaire isotrope, en explicitant les fonctions de Green G′ par leur
expression analytique et en choisissant une solution en onde plane P, Sv ou Sh pour le champ
incident uo dans l’expression :

δu = δρω2G′uo − δλ(∇ ·G′)(∇ · uo)− δµ
(
∇G′ :

[
∇uo + (∇uo)T

])
. (1.39)

Ces diagrammes sont présentés sur la figure 1.7 pour des hétérogénéités de densité et de para-
mètres de Lamé λ et µ. Nous voyons que, selon le paramètre considéré, l’énergie sismique est
diffusée préférentiellement dans une direction ou une autre qui dépend non seulement du para-
mètre mais aussi du mode de diffusion (PP, PS, SP ou SS). En conséquence, l’empreinte dans
les données d’une perturbation d’un paramètre particulier varie selon les positions respectives
des sources, des hétérogénéités et des récepteurs. Dans un processus d’imagerie cela signifie
que certaines perturbations du sous-sol ne pourront pas être imagées du fait d’une trop faible
sensibilité des données. Précisons que le diagramme de rayonnement d’un paramètre peut varier
en fonction de la classe de paramètres considérée (vitesses, impédances, paramètres de Lamé,
etc.) qui constitue la paramétrisation du problème. Nous discutons de cette dépendance dans le
chapitre 4.

1.6 Caractéristiques du champ d’onde télésismique

Nous avons vu que la configuration télésismique se distingue des configurations rencon-
trées en exploration sismique, en sismologie à sources contrôlées, et de celles rencontrées en
tomographie locale et régionale par une acquisition source-récepteur particulière qui permet
d’imager des structures profondes. Les sources impliquées sont des téléséismes nucléés, spora-
diquement, en dehors de la zone d’étude à des distances de plusieurs milliers de kilomètres dont
les mécanismes au foyer ainsi que les signatures temporelles sont mal contraints. Cette particu-
larité fait que le champ d’onde télésismique éclaire la cible lithosphérique par en-dessous et que
ce dernier est relativement complexe du fait des multiples interactions entre le champ d’onde
primaire et la structure globale de la Terre, occasionnées au cours de la propagation.

1.6.1 Les sources télésismiques

Les champs incidents éclairant la cible lithosphériques présentent une grande variabilité en
terme de contenu fréquentiel, de rapport signal sur bruit, d’angle d’incidence et d’azimut. Le
facteur dominant est la distance épicentrale (source-station) considérée, typiquement de 30˚ à

15. Il s’agit de l’analogue des diagrammes de radiation caractérisant la source sismique.
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Figure 1.8 – Nomenclature des phases générées à l’échelle globale avec le chemin des rais
correspondants (d’après Stein & Wysession (2009)).

100˚, qui contraint l’angle d’incidence du champ d’onde télésismique. Pour l’onde P directe,
l’angle d’incidence varie ainsi de 60˚ à 25˚. Un autre facteur limitant est la décroissance géomé-
trique du champ d’onde, plus la distance de propagation est grande et plus l’onde P incidente
est atténuée. De ce fait seuls des événements de forte magnitude, en général supérieure à 6,
peuvent être pris en compte à grandes distances épicentrales pour obtenir un rapport signal sur
bruit suffisant. Cependant, plus la magnitude augmente moins la source télésismique peut être
représentée par un point source. Pour des magnitudes comprises entre 7 et 9 les failles peuvent
faire plusieurs centaines de km de long. La durée de rupture est ainsi plus longue et les périodes
dominantes peuvent être supérieures à plusieurs dizaines de secondes. Pour des événements
relativement proches, en revanche les magnitudes considérées peuvent être plus faibles et l’ap-
proximation en point source reste valable. Les périodes impliquées sont en conséquence plus
faibles.
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1.6.2 Ondes générées à l’échelle globale, phases télésismiques

À l’échelle globale les ondes P et S générées par un séisme interagissent avec la structure
radiale de la Terre. La Terre peut en effet, en première approximation, être assimilée à une
superposition de couches concentriques dont les vitesses P et S sont soit constantes (croûte),
soit des gradients de vitesse (manteau, noyau interne) ou dans le cas spécifique du noyau ex-
terne nulle pour les ondes S (fluide). En conséquence, les ondes P et S se convertissent et se
réfléchissent de façon multiple à ces différentes interfaces et génèrent les phases dites télésis-
miques. La figure 1.8 présente les chemins et dénominations de quelques-unes de ces phases.
La nomenclature utilisée est la suivante :

P – S Ondes P et S suivant un chemin direct de la source au récepteur.

p – s Réflexion des ondes P et S à la surface du globe (proche du séisme, incidence > 90˚).

c Réflexion d’une onde P ou S à la limite noyau-manteau.

K Une onde P se propageant dans la noyau externe (fluide).

I – J Des ondes P et S se propageant dans la partie interne du noyau.

i Réflexion sur l’interface noyau externe-noyaux interne.

De ce fait, une onde PP est une onde qui s’est réfléchie une fois à la surface de la Terre avant
d’être enregistrée et une onde PcP est une onde qui s’est réfléchie une fois à la limite noyau-
manteau. De même, une onde PKiKS est une onde P propagée dans le manteau, transmise dans
le noyau externe, réfléchie sur le noyau interne, et enfin convertie en onde S dans le manteau.

Ces différentes phases renforcent l’illumination de la cible lithosphérique fournie par l’onde
incidente P. Les temps d’arrivées et les chemins empruntés sont en effets distincts de celui de
l’onde P directe et varient de manière différente. Pour des distance épicentrales de 30˚ à 90˚,
une onde PcP arrivera aux stations avec des angles d’incidences compris entre 14˚ et 25 ˚. Le
temps d’arrivée différentiel de la PcP par rapport à la P varie, lui aussi, en fonction de la distance
épicentrale (Fig 1.9). Ces temps sont approximativement de 3 minutes à 30˚, 80 secondes à 50˚,
20 secondes à 70˚ et sont identiques à la P pour des distances supérieures à 90˚. L’utilisation
de la phase PcP peut ainsi poser des problèmes en FWI. À des distances épicentrales faibles et
intermédiaires le chemin qu’elle empreinte est totalement différent de celui de la P directe et
dépend de la topographie de la CMB (limite noyau-manteau). Intégrer la PcP dans l’inversion
présente donc le risque de générer des résidus dans le problème inverse dus à la modélisation
imprécise de phénomènes de propagation d’ondes se produisant à l’extérieur de la zone d’étude.

Similairement, les phases profondeur (ou multiples à la sources) pP et sP peuvent aussi
compromettre l’estimation de la source et polluer les données télésismiques. Ces phases sont
créées lorsque le séisme se déclenche en profondeur (Fig 1.10). Des ondes P et S rayonnées
vers le haut se réfléchissent et se convertissent à la surface libre pour générer les ondes pP
et sP. Ces phases, puisque la source est généralement peu profonde, suivent approximation le
même chemin de rai que la P directe. Elles ont donc la même incidence au niveau de la cible
lithosphérique. Leurs arrivées différentielles dépendent fortement de la profondeur du séisme : 5
et 8 s pour un séisme à 20 km de profondeur, 25 et 35 s pour un séisme à 100 km de profondeur,
plus d’une minute pour un séisme à 600 km de profondeur. Dès lors, toute erreur sur l’estimation
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Figure 1.9 – Hodochrones des phases générées à l’échelle globale. A gauche pour une source
en surface et à droite pour une source à 600 km de profondeur. D’après Stein & Wysession
(2009).

de la profondeur 16 de l’hypocentre peut se répercuter sur l’estimation de la signature de la
source lors de la FWI.

1.6.3 Multiples lithosphériques

Au contact des hétérogénéités lithosphériques, les ondes incidentes créées à l’échelle glo-
bale génèrent de multiples arrivées P et S par transmission, réflexion et conversion lors de leurs
interactions avec les hétérogénéités lithosphériques. La géométrie de ces interactions pour un
milieu lithosphérique à une couche – spécifiquement la croûte et le manteau – est illustrée sur
la figure 1.11. Ces interactions sont de deux types :

– les conversions en transmission au travers de l’interface (les ondes montantes PS et SP)

– les conversions à l’interface des ondes descendantes (provenant de la surface libre).

16. Fréquemment mal contrainte, du fait d’un fort couplage entre l’estimation du temps origine et de la profon-
deur
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Figure 1.10 – Multiples pP et sP générés par la surface libre du côté source. Les temps d’arri-
vées de ces phases dépend de la profondeur de la source. Leurs paramètres de rai sont généra-
lement proches de celui de la P directe. D’après Stein & Wysession (2009).

Ces ondes générées à proximité de la surface et du réseau de capteur arrivent ainsi dans les
quelques secondes suivant l’onde P directe 17. Les temps d’arrivée différentiels entre l’onde
directe et les différentes conversions/réflexions sur l’interface peuvent être calculés géométri-
quement en appliquant la loi de Snell-Descartes. Ils sont obtenus à partir des relations suivantes
(Gurrola et al., 1994; Zhu & Kanamori, 2000) :

∆tinter
pc′ = h

√ 1
V 2
c′
− p2

i −
√√√√ 1
V 2
p

− p2
i

 (1.40)

dans le cas d’une transmission ; et dans le cas de multiples créés par la surface libre :

∆tinter
pcc′ = h

(√
1
V 2
c′
− p2

i +
√

1
V 2
c

− p2
i

)
(1.41)

où h est la profondeur de l’interface, p = sin(i)/V le paramètre du rai, et où les indices c et c′

indiquent les types d’ondes respectivement descendantes et montantes.

Les arrivées des multiples lithosphériques correspondent à des droites parallèles à l’arrivée
de l’onde directe (Fig. 1.12, les lignes en tiretés). Comme pour la surface libre, nous pouvons
déterminer les coefficients de réflexion et de transmission des ondes montantes et descendantes
à l’interface (Fig. 1.13) et déterminer l’amplitude des multiples lithosphériques. Nous déduisons
de la figure 1.13a que l’amplitude d’une conversion PS en transmission n’excède pas 20 % de
l’amplitude de l’onde P incidente. De même les conversions et réflexions à l’interfaces dues aux
ondes descendantes sont de l’ordre de 20 % pour les gammes d’incidences rencontrées dans les
applications télésismiques. Puisque les ondes provenant de la surface libre ont des amplitudes

17. Le calcul des fonctions récepteurs vise notamment à extraire cette information des sismogrammes.
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Figure 1.11 – Schéma illustrant la géométrie des conversions lithosphériques pour une interface
plane située à une profondeur h. Les flèches noires et rouges indiquent des chemins en ondes P
et Sv respectivement.

comparable à celle de l’onde incidente, nous concluons que l’amplitude des multiples de la
surface libre réfléchies sur les réflecteurs lithosphériques est de l’ordre de 20 % de l’amplitude
du champ d’onde incident. Aussi, nous estimons que les multiples autres que ceux générés par
la surface libre présentent une amplitude trop faible pour être discernés au sein des signaux
télésismiques.

Si l’on considère un point diffusant, nous pouvons à nouveau déduire les temps d’arrivée
différentiels des phases diffusées en appliquant les règles de l’optique géométrique. Elles s’ex-
priment en fonction de la profondeur du point diffusant h, du paramètre du rai incident pi et
du paramètre du rai liant le point diffusant et la station p′ 6= pi

18. Pour les ondes strictement
montantes, nous obtenons :

∆tdiff
pc′ = h

 1− piV 2
c′pc′

Vc′

√
1− p2

c′V 2
c′

−
√√√√ 1
V 2
p

− p2
i

 , (1.42)

et dans le cas de multiples créés par la surface libre :

∆tdiff
pcc′ = h

 1− piV 2
c′pc′

Vc′

√
1− p2

c′V 2
c′

+
√

1
V 2
c

− p2
i

 . (1.43)

Les multiples lithosphériques créés par un point diffusant suivent des trajectoires hyperboliques
dans le référentiel distance-temps (Fig. 1.12, les lignes pleines). L’amplitude du champ diffusé

18. L’égalité des deux paramètres correspond à loi de Snell-Descartes qui n’est valide que pour une interface,
on peut vérifier que dans ce cas les équation (1.40) et (1.41) sont retrouvées.
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Figure 1.12 – Hodochrones lithosphériques pour un point diffractant (lignes continues) et une
interface plane (lignes tiretées). Le point diffractant et l’interface sont situés à une profondeur
h = 35 km dans un milieu de vitesse VP = 7 km.s−1 et VS = 4 km.s−1, l’onde P directe arrive
avec une incidence de 45o. À gauche, les temps différentiels, à droite les hodochrones.

peut être calculée au moyen des diagrammes de radiation présentés dans la section 1.5.2.

Notons que dans les cas présentés jusqu’ici nous n’avons considéré que les conversions P
en S pour lesquels tous les multiples lithosphériques sont enregistrés après l’arrivée de l’onde P
directe. Si plusieurs interfaces ou points diffusants sont présents les multiples générés peuvent
se superposer et rendre leur identification difficile. Au contraire, si l’on considère des conver-
sions S en P, toutes les conversions SP arriveront avant l’onde S directe et tous les multiples liés
à la surface libre après l’arrivée de l’onde S. Les conversions SP peuvent ainsi être détectées
sans être polluées par les multiples émanant d’autres interfaces. Les temps différentielles pour
les ondes S sont facilement obtenus en remplaçant VP par VS dans les équations (1.40 – 1.43).

1.6.4 Données synthétiques pour un modèle lithosphérique des Alpes Oc-
cidentales

Afin d’illustrer la complexité ainsi que la richesse des champs d’onde télésismiques nous
présentons deux exemples synthétiques d’enregistrements télésismiques (Fig. 1.14) pour deux
sources de périodes dominantes relativement élevées de deux secondes. L’acquisition est une
ligne Ouest-Est dont les capteurs sont espacés de 5 km. La cible lithosphérique est représentative
de la structure des Alpes Occidentales et présente deux bassins sédimentaires à faibles vitesses
(Se), une écaille de manteau indentée dans la croûte à faible profondeur (Ivr) et deux Moho
distincts : plan à l’Est et plongeant jusqu’à une profondeur de 100 km à l’Ouest.
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a. b.

c.

Figure 1.13 – Coefficients de réflexion et transmission pour un milieu à deux couches. (a.)
Coefficients de transmission d’une onde P montante. (b.) et (c.) coefficients de réflexion pour
une onde P et une onde S descendantes respectivement. Les couches supérieure et inférieure
sont caractérisées par des densités de 2.8 et 3.3 g.cm−3, des vitesses P de 6.8 et 8 km/s et des
vitesses S de 3.9 et 4.6 km/s. Les pastilles rouges indiquent les différents angles critiques.
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Figure 1.14 – Exemple de données télésismiques synthétiques calculées pour un modèle litho-
sphérique représentatif des Alpes. A gauche, sismogrammes pour un événement situé à 48˚ et
éclairant le réseau de capteurs par l’Est. A droite, sismogrammes pour un événement situé à
83.6˚ et éclairant les capteurs par l’Ouest. Les données sont ici calculées pour une période
dominante de 2s.

Le premier événement, éclaire le réseau par l’Ouest (avec un back-azimuth de 75,4˚) et
correspond à un événement télésismique localisé à une distance épicentrale de 48˚et une pro-
fondeur de 160 km. Le second éclaire le réseau par l’Ouest (avec un back-azimuth de 266,4˚)
et correspond à un événement télésismique localisé à une distance épicentrale de 83,6˚et une
profondeur de 110 km.

La profondeur intermédiaire des sources permet facilement d’identifier les phases profon-
deur pP et sP. Ces ondes sont, en effet, très énergétiques, de polarité opposée à l’onde P et leurs
pentes sont parallèles à celle de l’onde P. Leurs temps d’arrivée différentiels théoriques par rap-
port à la P sont d’environs 24 et 37 secondes pour le premier événement, et de 42 et 55 secondes
pour le second. Les sismogrammes générés par l’événement provenant de l’Est contiennent une
arrivée énergétique plus tardive (environ 38 secondes après la P), de même polarité que l’onde
P et dont la pente est plus horizontale. Il s’agit de l’onde PcP, visible du fait de la proximité
du séisme. En revanche, cette phase n’est pas discernable sur l’événement provenant de l’Ouest
car pour de grandes distances épicentrales la PcP et la P directe suivent approximativement le
même chemin et arrivent en même temps.

Les effets des structures lithosphériques sont aussi très marquées sur les enregistrements.
Premièrement, les arrivés globales subissent des déphasages et variations d’amplitudes créés
par les variations de vitesses et de densité en proche surface. Ainsi, on remarque des arrivés
tardives d’amplitude moindre (L) au niveau des bassins sédimentaires, précoces et d’ampli-
tudes élevées (E) au niveau de l’écaille mantellique par rapport aux arrivés attendues (R). Les
discontinuités entre ces structures sont soulignées par des hyperboles de diffraction (Diff, Ivr,
Se/Cr) très pentées. En outre, l’empreinte des variations géométriques du Moho sont visibles
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sur les ondes converties Ps (Mo-Ps) et PSs (Mo-PSs). Bien que d’autres multiples du Moho
sont discernables (Mo-Mlt), les conversions les plus énergétiques sont les Ps et PSS. Enfin, il
est également possible de discerner la réflexion des ondes diffractées par l’écaille mantellique
sur le Moho (Rfl) qui apparaît sous la forme d’une arrivée à double branchement correspondant
à une hyperbole de réflexion.

Les enregistrements de l’événement provenant de l’Ouest montrent également les multiples
lithosphériques reliés aux discontinuités de la zone de transition du manteau (à 410 et 660 km).
Ces interfaces situées en dehors de la cible lithosphériques génèrent de faibles conversions Ps
qui arrivent généralement entre 42 et 47 secondes après l’onde P pour la discontinuité à 410
km et entre 65 et 75 s pour celle à 660 km de profondeur. La topographie de ces interfaces peut
varier selon les zones d’études et il est ainsi risqué de les considérer pour l’inversion de formes
d’ondes si le modèle mis à jour ne les inclut pas.

Conclusion

Ce chapitre nous a permis de présenter les lois régissant le phénomène de propagation des
ondes sismiques et de décrire l’allure générale des données télésismiques. Nos avons vu que les
champs d’onde télésismiques résultent de multiples interactions entre le champ d’onde généré
par la source du séisme et la complexité de la structure de la Terre, tant à l’échelle globale
que locale. Ces interactions de nature plus ou moins complexes peuvent être modélisées au
moyen de différentes approximations (milieux stratifiés, approximation de Born pour la diffu-
sion). Néanmoins, pour modéliser de manière complète les champs d’ondes télésismiques, et
ce pour des milieux arbitrairement hétérogènes, il est nécessaire d’employer des méthodes de
modélisation rendant compte de tous les effets de propagation. Nous présentons dans le chapitre
suivant les méthodes numériques de résolution des équations de l’élastodynamique permettant
ce réaliser type de simulations.

Avant de conclure ce chapitre, précisons que d’autres facteurs peuvent impacter les champs
d’onde. Tout d’abord, les effets d’atténuation des ondes qui apparaissent du fait que les mi-
lieux ne sont pas élastiques. Cette atténuation est séparée en deux catégorie, l’atténuation due
à la diffusion des ondes qui se caractérise par la partition de l’énergie sismique entre les diffé-
rentes ondes converties ; et l’atténuation intrinsèque due à la dissipation de l’énergie sismique
en chaleur du fait de l’anélasticité du milieu. Cette dernière impacte fortement les hautes fré-
quences des signaux sismiques et est décrite par des facteurs de qualité qui caractérisent la
perte d’énergie sur un cycle de propagation. Elle est donc importante à l’échelle de propagation
globale (de nombreux cycles sont parcouru) et aux échelles très locales (sismique de proche
surface où les données sont très hautes-fréquences). A l’échelle lithosphérique les fréquences
considérées ainsi que le nombre de cycles propagés font que les effets d’atténuation intrinsèque
peuvent être négligés. Enfin, un autre facteur important à haute fréquence est l’irrégularité de la
topographie (Bleibinhaus & Rondenay, 2009; Bouchon et al., 1996). Cette dernière génère de
fortes diffractions et donne naissance à des ondes de surfaces (Monteiller et al., 2013), du fait
de la conversion des ondes P en ondes de Rayleigh, fortement visibles sur les enregistrements
télésismiques (Fig. 1.15).
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Without topography

With topography

Figure 1.15 – Effets d’une topographie irrégulière sur les données télésismiques, adapté de
Monteiller et al. (2013). En haut, des données télésismiques synthétiques sans topographie. En
bas, même données avec prise en compte d’une topographie complexe.
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Introduction

L’inversion de formes d’ondes en trois dimensions nécessite de modéliser la propagation
des champs d’ondes dans des milieux arbitrairement hétérogènes pour lesquels il n’existe pas
de solutions analytiques ou pseudo-analytiques connues. Nous devons ainsi, afin de résoudre le
problème aux dérivées partielles, avoir recours à des méthodes de résolution numérique capable
d’approcher la solution du problème physique considéré. De nombreuses méthodes permettent
de faire cela, chacune possédant ses avantages et ses inconvénients. Dans ce chapitre, nous
présentons succinctement les grandes catégories de techniques numériques qui permettent de
résoudre le problème de propagation des ondes élastiques, et en analysons les limitations. Nous
nous focalisons, en particulier, sur la méthode des éléments finis spectraux et détaillons son
implémentation numérique pour des simulations élastiques 3D en domaine temporel. Nous pré-
sentons également une approche d’injection de champs d’ondes permettant de propager dans
le milieu d’étude lithosphérique un champ d’ondes télésismiques, préalablement calculé dans
une Terre globale à symétrie sphérique avec le logiciel AxiSEM (Nissen-Meyer et al., 2014).
Les méthodes présentées sont finalement validées dans des configurations expérimentales ca-
noniques par comparaison entre les ondes modélisées numériquement et celles obtenues grâce
aux solutions analytiques correspondantes.

2.1 Résolution d’une équation aux dérivées partielles

De multiples applications, allant de l’évaluation de sismogrammes en sismologie globale à
l’inversion de formes d’onde, requièrent la modélisation de la propagation des ondes sismiques
aussi précises que possible. S’il est possible de trouver des solutions analytiques des équations
de l’élastodynamique (1.9) pour certaines configurations simples du milieu de propagation, ce
fut notamment le cas au chapitre précédant pour des espaces ou demi-espaces élastiques homo-
gènes (Aki & Richards, 2002; Kausel, 2006) ou encore des solutions semi-analytiques telles que
les méthodes de réflectivité (Kennett & Kerry, 1979) et F-K (Bouchon & Aki, 1977; Coutant,
1989; Zhu & Rivera, 2002) pour des milieux tabulaires, de telles solutions n’existent pas pour
des milieux arbitrairement hétérogènes. Pour pallier ce problème, des méthodes numériques
ont été développées afin de modéliser certaines caractéristiques des ondes sismiques propagées
dans ce type de configurations. Notamment, pour des applications tomographiques par inver-
sion des temps de la première arrivée, des approches asymptotiques par tracé de rayons ont été
développés dans le cadre de l’approximation haute fréquence de la théorie des rais (Červený
et al., 1977; Červený, 2001). La résolution de l’équation iconale permet de décrire unique-
ment le comportement des temps de trajet, elle peut toutefois être complémentée par la résolu-
tion de l’équation de transport fournissant l’amplitude de l’arrivée. Des évolutions ultérieures
(Dahlen et al., 2000b), ont permis d’enrichir ces méthodes par la prise en compte les effets de
fréquences-finies. Néanmoins, ces méthodes ne restent que des approximations qui ne peuvent
être appliquées que pour des milieux peu perturbés et lisses. Dans le cadre de la FWI, tous les
effets de propagation doivent être pris en compte et ce, pour des milieux arbitrairement com-
plexes. Il est dès lors nécessaire de se tourner vers des méthodes numériques qui permettent
de résoudre les équations aux dérivés partielles (EDP) qui régissent le phénomène de propa-

70



Chapitre 2 : Modélisation numérique

gation d’onde. Plusieurs catégories de méthodes sont disponibles, notamment : les méthodes
aux différences-finies (Moczo et al., 2006), les méthodes aux éléments-finis (Zienkiewicz et al.,
2005), les méthodes aux volumes-finis (LeVeque, 2002) ou les méthodes de Boltzmann sur ré-
seaux (O’Brien et al., 2012; O’Brien, 2014). Nous présentons rapidement les caractéristiques
des deux premières techniques qui sont, à l’heure actuelle, les plus répandues en géophysique.

2.1.1 Les différences-finies

La méthode aux différences-finies (DF) (Alterman & Karal, 1968; Kelly et al., 1976; Vi-
rieux, 1986; Levander, 1988; Graves, 1996; Moczo et al., 2006; Taflove & Hagness, 2005) dé-
veloppée en géophysique depuis la fin des années 60, est probablement la méthode de résolution
des EDP la plus utilisée et la plus répandue dans le domaine du fait de sa rapidité d’exécution
et de sa simplicité de mise en œuvre. La méthode DF repose sur la formulation forte des EDP
et propose de résoudre le problème en discrétisant le milieu physique ainsi que ses solutions sur
un ensemble fini de points répartis en général sur une grille cartésienne régulière. Les dérivées
partielles sont alors approximées en exprimant la solution par des développements de Taylor
tronqués à des ordres qui dépendent de la précision numérique recherchée :

f(x+ ∆x) = f(x) + ∆xf ′(x) + ∆x2

2 f ′′(x) + ...+ ∆xn
n! fn(x) +O(∆xn+1) (2.1)

ou

f(x−∆x) = f(x)−∆xf ′(x) + ∆x2

2 f ′′(x) + ...+ (−1)n∆xn
n! fn(x) +O(∆xn+1). (2.2)

Un exemple d’approximation d’une dérivée spatiale est la DF centrée, précise au second ordre,
obtenue en combinant les deux développements de Taylor précédents. Pour un champ d’onde u
au point i, elle est donnée en fonction des champs aux points voisins i+ 1 et i− 1 par

∂xui ≈
ui+1 − ui−1

2h (2.3)

où h est le pas de grille. L’équation (2.3) est un exemple de schéma numérique à une dimen-
sion. De nombreux schémas numériques peuvent être envisagés, en 3D, citons particulièrement
les schémas full-grid (Kelly et al., 1976), staggered-grid (Virieux, 1986), et partly-staggered
grid (Saenger et al., 2000). Ces schémas ont chacun leurs qualités et leurs défauts en terme de
dispersion, d’anisotropie et de stabilité numérique. Ils sont ainsi plus ou moins bien adapté aux
configuration des problèmes étudiés.

Bien que simples en théorie, les méthodes aux différences-finies souffrent de nombreux in-
convénients intrinsèquement liés à l’utilisation de grilles régulières. Le pas d’échantillonnage
spatial de ce type de grille est constant et est contraint par la vitesse minimale présente dans
le milieu de propagation. Les relations de dispersion numérique imposent que la plus petite
longueur d’onde propagée soit représentée par un nombre minimal de points (ex. 5 points pour
le schéma de Levander (1988)). Même si la zone de plus faible vitesse est très restreinte com-
parativement à la taille du domaine étudié, la grille se doit de respecter cette condition et le
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nombre de nœuds du maillage peut devenir très conséquent, limitant ainsi les domaines d’appli-
cation de la méthode. Un autre inconvénient majeur des DF provient de la gestion explicite des
conditions aux frontières et en particulier de la surface libre. Pour des interfaces planes, cette
condition peut-être implémentée par des techniques d’antisymétrisation de contrainte « image
methods » (Levander, 1988; Ohminato & Chouet, 1997; Zhang & Chen, 2006) sur le bord su-
périeur de la grille considérée. Pour des topographies complexes, en revanche, les techniques
consistent soit à simuler la présence de vide dans le milieu « vacuum formulation » (Zeng et al.,
2012), la topographie est dès lors représentée sous forme de marches d’escalier ce qui nécessite
d’augmenter considérablement le nombre de points par longueur d’onde (Bohlen & Saenger,
2006) pour obtenir une précision satisfaisante ; soit à déformer le maillage pour que son bord
supérieur puisse épouser les formes de la topographie (Tarrass et al., 2011) nécessitant là en-
core de raffiner fortement le maillage ; soit en considérant des interfaces immergées (Lombard
et al., 2008; Gao et al., 2015) qui adaptent localement les coefficients du schéma numérique
en accord avec la topographie. D’autre part, la majorité des schémas numériques tels que ceux
de Virieux (1986) ou Levander (1988) ne sont pas compatible géométriquement avec certaines
formes d’anisotropie. Enfin, un dernier handicap est lié au positionnement de la source et des
récepteur au sein de la grille. Lorsque ces positions ne sont pas colocalisées à un nœud de la
grille, il est nécessaire de faire appel à des techniques d’interpolation (Hicks, 2002) pour obtenir
un résultat précis.

2.1.2 Les éléments-finis

Lorsque des topographies complexes doivent être prises en compte, les méthodes DF de-
viennent difficilement applicables. La méthode aux éléments-finis (EF) (Zienkiewicz & Taylor,
1967; Marfurt, 1984) procure alors une alternative intéressante. Les EF, basés sur la forme va-
riationnelle des EDP et une discrétisation irrégulière, permettent de restituer fidèlement des
géométries complexes par l’usage d’un maillage adapté. Pour ce faire, le domaine de calcul est
discrétisé en un nombre fini d’éléments de forme géométriques particulières – des tétraèdres ou
des hexaèdres dans le cas de milieux 3D – qui définissent le maillage sur lequel est évaluée la
solution. Chacun de ces éléments est lui-même discrétisé en un nombre fini de nœuds portant
les propriétés physiques du milieu et auxquels sont attachés des fonctions de base, générale-
ment polynômiales et interpolantes, permettant d’approximer les solutions recherchées. Les EF
présentent de nombreuses variantes qui dépendent notamment du choix des fonctions de bases
et des points de quadrature considérés. Elles peuvent être classées en deux sous-catégories :
les EF continus pour lesquels les éléments voisins communiquent la solution par le biais de
nœuds colocalisés sur leur frontière commune, et les EF discontinus pour lesquels ces nœuds
sont propres à chaque élément (non forcément colocalisés) et où les solutions sont échangées
par le biais de flux numériques aux frontières.

La méthode aux éléments spectraux (SEM), initialement développée en sciences de la Terre
pour des milieux acoustique par Priolo et al. (1994) et Komatitsch (1997) pour les milieux
élastiques, est certainement la technique d’élément-finis continus la plus utilisée actuellement
en sismologie (Komatitsch & Vilotte, 1998; Komatitsch & Tromp, 1999b). Contrairement aux
EF classiques les SEM utilisent un choix judicieux de fonctions de base (les polynômes de La-
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grange) et de quadrature numérique (Gauss-Lobatto-Legendre) permettant d’obtenir une conver-
gence spectrale de la solution avec l’élévation du degré polynômial. Ce choix particulier à pour
effet de rendre diagonale par construction la matrice de masse du problème. La popularité de
cette méthode résulte de sa précision et de son efficacité : un seul élément 1 par longueur d’onde
est requis pour des polynômes d’ordre supérieurs à 4 ce qui permet de considérer des maillages
assez grossiers. Le frein essentiel de cette méthode est l’utilisation de quadrangles et d’hexa-
èdres pour la discrétisation spatiale du problème. Lorsque les milieux sont fortement hétéro-
gènes, il peut devenir difficile de générer un maillage respectant les interfaces. En particulier,
dans le cas d’interfaces fluide-solide, de bathymétrie complexes ou de bord de mer générale-
ment difficile à mailler et pour lesquelles les conditions de continuité doivent être respectées.

Une autre variante des EF activement développée ces dernières années est la méthode des EF
de type Galerkin-Discontinus (GD) (Käser & Dumbser, 2006; Hesthaven & Warburton, 2007;
Etienne et al., 2010; Wilcox et al., 2010; Ye et al., 2016). Contrairement aux SEM, les GD
peuvent opérer sur des éléments tétraèdriques qui simplifient la génération de maillages com-
plexes. A l’inverse des EF continus, les GD représentent la solution de manière discontinue.
Les éléments qui composent le maillage communiquent alors par le biais de flux numériques,
sans forcément partager de nœuds communs. Cette particularité offre une grande flexibilité
dans le choix des ordres d’interpolation entre des éléments voisins qui peuvent ainsi être loca-
lement adaptés, on parle de « p-adaptivity ». Elle rend aussi possible l’utilisation de maillages
non-conformes. De même la caractéristique discontinue des GD facilite la considération des
conditions de continuité pour des interfaces fluide-solide par le biais des flux numériques (Ye
et al., 2016). Notons tout de même qu’à maillage et ordres d’interpolation équivalent, les GD
considèrent un nombre plus important de degrés de libertés. En outre la méthode est nécessaire-
ment plus coûteuse que les EF continus puisqu’elle implique le calcul supplémentaire des flux
numérique entre éléments voisins.

Dans la suite de ce travail, nous présentons en détail la méthode des éléments-finis spectraux
qui sera utilisée pour modéliser le champ d’onde dans la cible lithosphérique et qui est aussi uti-
lisée pour le calcul du champs d’onde télésismique dans la Terre globale. Les raisons qui nous
poussent à considérer les SEM sont principalement leur simplicité d’implémentation par rap-
port aux GD, leur rapidité d’exécution dans les cas élastiques et leur simplicité de gestion de
la surface libre. En outre, la méthode utilisée pour générer le champ d’onde global (AxiSEM)
est aussi une méthode aux éléments spectraux. En utilisant des SEM de même ordre polynô-
mial, nous minimisons les erreurs qui pourraient être associées à l’utilisation de techniques de
modélisation différentes lors du processus d’injection.

2.2 Méthode des éléments spectraux

Nous présentons dans cette section la méthode des éléments spectraux pour la modélisation
de la propagation des ondes dans des milieux élastiques 3D. Les éléments théoriques développés
sont en grande partie repris des développements de Komatitsch & Tromp (1999b) auquel nous
invitons le lecteur à se référer pour de plus amples informations. Notamment, l’extension de la

1. 5 degrés de liberté à l’ordre 4.

73



Chapitre 2 : Modélisation numérique

méthode aux milieux anélastiques et à la Terre globale est présentée par Komatitsch & Tromp
(2002a) et Komatitsch & Tromp (2002b)

2.2.1 Forme faible des équations de l’élastodynamique

On rappelle la forme forte des équations de l’élastodynamique (1.9), réécrite de sorte à
rendre implicites les dépendances en temps et en espace

ρ ∂2
t u = ∇ · σ + f . (2.4)

Contrairement aux différences-finies qui tentent de résoudre directement l’équation (2.4) en
explicitant les conditions aux limites associées, les SEM cherchent à discrétiser et résoudre la
forme variationnelle – aussi nommée forme faible ou intégrale – des équations de l’élastodyna-
mique.

On considère le domaine de calcul Ω, borné par une frontière Γ = ∂Ω, sur lequel nous
cherchons à approximer la solution u. La forme faible du problème est obtenue en multipliant
les termes de l’équation (2.4) par une fonction test w, quelconque et indépendante du temps,
puis en intégrant sur le domaine d’évaluation Ω :∫

Ω
ρ w · ∂2

t u d3x =
∫

Ω
w · (∇ · σ) d3x +

∫
Ω

w · f d3x. (2.5)

Les seules conditions que doivent vérifier les fonctions tests sont d’être, ainsi que leurs dérivés,
de carré intégrable sur le domaine de définition Ω. En général, cela implique que ces fonctions
soient continues et se « comportent bien » au sens ou l’on peut les dériver suffisamment et
qu’elles respectent les conditions aux limites du problème.

Dans l’équation (2.5), le premier terme du membre du droite contient la divergence du
tenseur de contrainte ∇ · σ qui fait intervenir des dérivées partielles secondes en espace du
champ d’onde u. En intégrant par partie sur le volume Ω et en appliquant le théorème de Green-
Ostrogradsky (théorème de flux-divergence), nous trouvons :

∫
Ω
ρ w · ∂2

t u d3x =
∫

Γ
w · (σ · n̂) d2x−

∫
Ω

∇w : σ d3x +
∫

Ω
w · f d3x. (2.6)

Cette expression est équivalente à (2.5), sauf qu’à présent, l’intégrale volumique impliquant
le tenseur des contraintes a été remplacée par une intégrale surfacique faisant intervenir les
tractions sur les bords du domaine T = σ · n̂ et une intégrale volumique faisant intervenir le
gradient de la fonction test. Cette manipulation permet ainsi de diminuer l’ordre de dérivation
du champs d’onde u au prix d’une élévation de celui des fonctions tests w que nous pouvons
déduire analytiquement.

L’analyse de l’équation (2.6) montre que la forme faible des équations de l’élastodynamique
rend implicite la prise en compte des conditions aux frontières par le biais de l’intégrale de
surface. En particulier, la condition de surface libre – ou condition de Neumann – implique que
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la traction aux bords du domaine Γ, s’annule c’est-à-dire que

σ · n̂ = 0. (2.7)

Il en résulte que l’intégrale surfacique est nulle et la condition de surface libre est satisfaite de
manière naturelle sans avoir à imposer de traitements particuliers. Cette simplicité de gestion
de la surface libre, particulièrement lorsque des topographies complexes sont rencontrées, est
un des avantages clés des méthodes aux éléments-spectraux et permet de modéliser précisément
les ondes de surfaces.

Une autre condition aux frontières très importante dans le cadre de nos applications télésis-
miques est la condition de bords absorbants. Cette dernière permet de simuler la radiation du
champ d’ondes en dehors de la cible télésismique, c’est-à-dire aux bords du domaine de calcul.
La plus populaire des conditions aux frontières absorbantes est une approximation introduite
par Clayton & Engquist (1977) et Stacey (1988) qui est basée sur les approximations paraxiales
des équations de l’élastodynamique. L’implémentation que nous utilisons est une version mo-
difiée de Clayton & Engquist (1977) présentée par Komatisch et al. (1998) pour laquelle les
tractions sur les bords du domaine Γ sont exprimées par :

σ · n̂ = ρ [Vp (n̂ · ∂tu) n̂ + Vs (I− n̂n̂) · ∂tu] . (2.8)

Cette approximation est exacte pour des ondes se propageant orthogonalement aux surfaces
absorbantes mais est de moins en moins précise au fur et à mesure que l’angle d’incidence
de l’onde augmente. Elle donne alors lieu à des réflexions parasites émanant des bords du do-
maine. Pour des applications où l’approximation (2.8) n’est pas satisfaisante, des conditions ab-
sorbantes plus efficaces peuvent être envisagées, notamment, les « Perfectly Matched Layers »
(Bérenger, 1994; Komatitsch & Martin, 2007; Zhinan et al., 2014) et les « SMART layers »
(Tago et al., 2014). Néanmoins, l’efficacité de ces méthodes se fait au détriment du coût de
calcul et elles sont malheureusement plus difficiles à mettre en œuvre.

2.2.2 Discrétisation : maillages et fonctions de forme

Les méthodes aux éléments-finis discrétisent le domaine d’évaluation Ω du problème (2.6)
en un nombre fini d’éléments Ωe où e = 1, .., Ne, de sorte que le domaine d’évaluation glo-
bal soit représenté par l’union des Ne éléments sans recouvrement entre ceux-ci Ω = ∪Ne

e Ωe.
De manière similaires, les surfaces qui nécessitent un traitement particulier, comme une condi-
tion absorbante, sont subdivisées de sorte que : Γ = ∪Nb

b Γb (Fig. 2.1a). Plusieurs géométries
d’éléments peuvent être envisagées pour construire le maillage 2. Néanmoins la méthode des
éléments spectraux privilégie l’utilisation d’hexaèdres (et de quadrangles pour la surface des
éléments) (Fig. 2.1b) qui permettent d’exprimer les fonctions de base 3D sous forme de produit
tensoriel des fonctions de base 1D (Komatitsch et al., 2005). Ces éléments sont déformés pour
épouser les contours du domaine physique considéré.

2. Des tétraèdres peuvent aussi être utilisés. Dans ce cas, la convergence spectrale est obtenue en utilisant les
points de Fekete (Pozrikidis, 2005) pour l’intégration, dont nous ne disposons pas de solutions analytiques
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a. b.

Figure 2.1 – Discrétisation du domaine par des hexaèdres. (a.) Discrétisation du domaine. (b.)
Géométrie des hexaèdres à 8 et 27 points de contrôle. D’après Komatitsch & Tromp (1999a).

Les éléments hexaédriques étant isomorphes à un cube, il est possible de définir une matrice
Jacobienne unique permettant d’effectuer la transformation d’un élément du maillage vers un
élément de référence qui correspond à un cube. L’élément de référence est défini par ses coor-
données naturelles ξ = (ξ, η, γ) dont les valeurs sont comprises entre −1 et 1. Chaque élément
Ωe est défini à partir de ses points de contrôle ou points d’ancrage xa = x(ξa) et d’un jeu de
fonctions de forme Na(ξ) au nombre de 8 pour un hexaèdre droit et au nombre de 27 pour
un hexaèdre courbé (Fig. 2.1b). La passage d’un point physique x de l’élément Ωe au cube de
référence s’exprime comme :

x(ξ) =
na∑
a=1

Na(ξ)xa. (2.9)

où na est le nombre de points de contrôle. Les fonctions de forme sont calculées par des triples
produits de polynômes de Lagrange de degrés 1 ou 2 (Eq. 2.12).

La description d’un élément de volume dV de l’élément Ωe est donnée en fonction du Jaco-
bien de la transformation Je de sorte que :

dV = dx dy dz = Je dξ dη dγ, (2.10)

et où,

Je =
∣∣∣∣∣∂(x, y, z)
∂(ξ, η, γ)

∣∣∣∣∣ , (2.11)

qui est lui-même obtenu en calculant les dérivées partielles de la transformation (2.9).

Un raisonnement similaire est appliqué pour obtenir le passage ainsi que le Jacobien de la
transformation de la surface des éléments frontières Γb vers le carré de référence. Dans cette
thèse, tous les éléments sont construits sur des hexaèdres à 27 points d’ancrage et des qua-
drangles à 9 points.

2.2.3 Représentation polynomiale et intégration sur un élément

De manière similaire à la représentation de la forme des éléments, les méthodes aux éléments-
finis utilisent des bases polynômiales pour représenter la solution au sein d’un élément. Les
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Figure 2.2 – Fonctions d’interpolation de Lagrange pour différents ordres polynomiaux (p=1,
p=2, p=4). Ces fonctions sont définies à partir des points de colocations de la quadrature de
Gauss-Lobatto-Legendre. Remarquons que les fonctions d’interpolation de Lagrange valent 0
ou 1 lorsqu’elles sont évaluées aux points de colocation.

éléments spectraux, en particulier, approximent ces solutions au moyen de polynômes de La-
grange de degrés élevés. Les polynômes d’interpolation de Lagrange i de degré n ainsi que leurs
dérivées sont données par les relations suivantes :

Lni (x) =
n∏

k=0,k 6=i

x− xk
xi − xk

, (2.12)

et

Lni (x)′ = Lni (x)
n∑

k=0,k 6=i

1
x− xk

. (2.13)

où xk sont les points de colocation de la fonction à interpoler. Notons que les polynômes de
Lagrange évalués aux points de colocation valent 0 ou 1 : Lni (xk) = δik.

Plusieurs choix existent pour définir la position des points de colocation. Une approche naïve
consiste à prendre des points équidistants. Cependant, pour des degrés polynomiaux élevés,
cette approximation devient oscillante aux bords de l’intervalle d’interpolation, le phénomène
de Runge. Une meilleure représentation polynomiale est obtenue en choisissant des points de
colocation optimaux qui minimisent l’erreur d’approximation.

Dans la méthode aux éléments spectraux, le choix des points de colocation est intimement
lié au choix de la quadrature utilisée pour évaluer l’intégration numérique sur un élément. Les
quadratures de Gauss estiment l’intégrale de la fonction par

∫ 1

−1
f(ξ)dξ ≈

N∑
i=0

f(ξi)ωi (2.14)

où ωi est le poids de la quadrature aux points de colocation ξ irrégulièrement répartis sur l’in-
tervalle [−1,+1]. Dans le cas particulier de la quadrature de Gauss, ces points sont strictement
à l’intérieur du domaine ]−1,+1[ et correspondent à des racines de polynômes caractéristiques
de degré N + 1 (Tchebychev ou Legendre). Si la fonction à intégrer est un polynôme de de-
gré ≤ 2N + 1, cette quadrature donne un résultat exact. Pour des problèmes impliquant des
conditions aux frontières, il est avantageux d’imposer des points de colocation aux extrémités
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de l’intervalle [−1,+1]. Le type de quadrature est alors appelé quadrature de Gauss-Lobatto
pour laquelle les points de colocation correspondent aux racines de

(1− x2)p′N(x) = 0, (2.15)

où pN est un polynôme de Jacobi (Tchebychev, Legendre ou Legendre associés). Le résultat
de ce type de quadrature est exact pour des polynômes de degré ≤ 2N − 1. Dans le cas par-
ticulier de la quadrature de type Gauss-Lobatto-Legendre (GLL), les points de colocation sont
déterminés à partir des dérivées des polynômes de Lagrange (2.12) et peuvent être déterminés
numériquement (Canuto et al., 2006). Les poids de quadrature correspondant sont donnés par

ωi = 2
N(N + 1)(LN(ξ))2 . (2.16)

La figure 2.2 présente les N + 1 polynômes d’interpolation de Lagrange de degré 1, 2 et
4 pour des points de colocation de la quadrature de type Gauss-Lobatto-Legendre (GLL). Ce
choix particulier de quadrature, en conjonction de l’utilisation des interpolateurs de Lagrange,
permet non seulement de minimiser le phénomène de Runge (Davis, 1975) mais aussi, comme
nous le verrons par la suite, de rendre la matrice de masse diagonale.

À trois dimensions, la fonction f peut donc être représentée sur l’élément Ωe au moyen de
la relation :

f(x(ξ)) ≈
n∑

i,j,k=0
f ijkLi(ξ)Lj(η)Lk(γ) où f ijk = f(x(ξi, ηj, γk)) (2.17)

De même, le gradient d’une fonction ∇f est représenté au moyen des dérivés des polynômes
d’interpolation de Lagrange :

∇f(x(ξ)) =
3∑
α

x̂α∂αf(x(ξ))

≈
3∑
α

x̂α
n∑

i,j,k=0
f ijk[L′i(ξ)Lj(η)Lk(γ)∂αξ+

Li(ξ)L′j(η)Lk(γ)∂αη + Li(ξ)Lj(η)L′k(γ)∂αγ].

(2.18)

Dans le cas particulier de l’évaluation du gradient d’une fonction, nous voyons qu’il est néces-
saire d’accéder aux coefficients de l’inverse du jacobien ∂ξ

∂x . Si le gradient est évalué aux points
de colocation de type GLL, l’expression (2.18) se réduit à

∇f(x(ξ)) ≈
3∑
α

x̂α

 n∑
i=0

f ij
′k′
L′i(ξi′)∂αξ +

n∑
j=0

f i
′jk′
L′j(ηj′)∂αη +

n∑
k=0

f i
′j′kL′k(γk′)∂αγ

 .
(2.19)
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L’intégration numérique sur un élément de volume s’exprime au moyen de

∫
Ωe

f(x) dx3 =
∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1
f(x(ξ))Je(ξ) dξ3

≈
n∑

i,j,k=0
ωiωjωkf

ijkJ ijke .
(2.20)

qui fait intervenir le jacobien de la transformation.

2.2.4 Intégration numérique de la forme faible de l’équation d’onde

L’intégration numérique des termes présents dans la formulation faible des équations de
l’élastodynamique (2.6) est réalisée en utilisant la discrétisation et les règles de quadrature vues
précédemment. A cet effet, nous représentons les champs d’onde au moyen de l’expression
(2.17) et choisissons les fonctions tests comme étant des polynômes de Lagrange.

Matrice de masse

La terme de gauche de l’équation (2.6) correspond à la matrice de masse. Son expression
est obtenue en réalisant une triple intégration numérique sur l’élément de référence :

∫
Ωe

ρ(x) w(x) · ∂2
t u(x) d3x =

1 1 1∫∫∫
−1−1−1

ρ(x(ξ)) w(x(ξ)) · ∂2
t u(x(ξ))Je d3ξ

=
N∑

l,m,n

∂2
t ulmn

N∑
i,j,k

ρijkωijkJijkδliδmjδnk

= Mü.

(2.21)

où M est la matrice de masse.

La présence des symboles de Kronecker dans l’expression (2.21) indique que, par construc-
tion, la matrice de masse est diagonale du fait de la colocation des points de quadrature et
d’interpolations : ils correspondent tous deux aux points GLL. Le calcul des termes diagonaux
s’effectue en sommant les produits entre la densité ρ, le Jacobien Je et les poids de la quadrature
ωijk évalués à tous les degrés de liberté (ξi, ηj, γk) de l’élément considéré.

Précisons que la diagonalité de la matrice de masse provient du fait que la quadrature de
Gauss-Lobatto-Legendre est uniquement évaluée aux points nodaux. Cette astuce s’apparente
aux techniques de condensation de masse ( « mass lumping ») couramment utilisées dans les
méthodes aux éléments finis (Zienkiewicz et al., 2005). Néanmoins, cela implique une légère
dégradation de la précision puisque nous évaluons des polynômes de degré 2N et que l’inté-
gration n’est exacte que pour des polynômes de degré inférieur ou égal à 2N − 1. Cette im-
précision peut toutefois être diminuée en considérant des degrés polynomiaux élevés. En outre,
pour des schémas explicites d’intégration temporelle l’efficacité calculatoire fournie par cette
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astuce compense largement la perte de précision. En effet, avoir une matrice de masse diagonale
permet d’économiser énormément d’espace mémoire et rend simple, rapide et peu coûteuse son
inversion.

Matrice de raideur

Pour réaliser l’intégration volumique de la matrice de raideur, le deuxième terme du membre
de droite de l’équation (2.6), nous devons en premier lieu déterminer l’expression de ∇w et
de la contrainte σ. Pour ce faire, les gradients des fonctions tests et des déplacements sont
exprimés au moyen de l’équation (2.19). La contrainte est quant à elle obtenue en appliquant la
loi de Hooke (1.5).

L’expression de l’intégrande ∇w : σ fait intervenir le double produit contracté « : » et
s’écrit (pour un degré de liberté donné) :

∇w : σ =
3∑

i,j=1
σij∂jwi ≈

3∑
i,k=1

(
3∑
j=1

σij∂jξk)
∂wi
∂ξk

≈
3∑

i,k=1
Bik

∂wi
∂ξk

,

(2.22)

où,

Bik =
3∑
j=1

σij∂jξk. (2.23)

Nous pouvons à présent intégrer numériquement en utilisant l’interpolation lagrangienne et la
quadrature GLL :

∫
Ωe

∇w : σ dx3 ≈
1 1 1∫∫∫

−1−1−1

 3∑
i,k=1

Bik
∂wi
∂ξk

Je dξ3

≈
3∑
i=1

wαβγi [ωβωγ
N∑

α′=0
ωα′J α′βγBα′βγ

i1 L′α(ξα′)

+ ωαωγ
N∑

β′=0
ωβ′J αβ′γBαβ′γ

i2 L′β(ηβ′)

+ ωαωβ
N∑
γ′=0

ωγ′J αβγ′
Bαβγ′

i3 L′γ(γγ′)]

= Ku,

(2.24)

où K est la matrice de raideur. Contrairement à la matrice de masse, la matrice de raideur est
pleine.
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Force ponctuelle

L’intégration du terme source pour une force ponctuelle f(xs) sur l’élément Ωs qui la
contient est donnée directement par :

∫
Ωs

w · f dx3 ≈
N∑

α,β,γ=0
Lα(ξ(xs))Lβ(ξ(xs))Lγ(ξ(xs))fi = f , (2.25)

où f est le vecteur force. Dans le cas d’un tenseur de moment complet ou d’un champ de force,
les expressions sont légèrement plus compliquées et sont données par (Komatitsch & Tromp,
1999a).

Conditions aux bords

Pour évaluer les conditions aux bords seule une intégrale de surface doit être calculée. Elle
est donnée par : ∫

Γ
w · (n̂ · σ) ≈

N∑
α,β=0

ωαωβJ αβtαβi = Cu̇, (2.26)

où tαβk est la traction sur le bord Γ qui vaut zéro dans le cas d’une surface libre ou la valeur
donnée par la condition absorbante (2.8), et C est la matrice d’amortissement.

2.2.5 Intégration temporelle – Le schéma de Newmark

Le schéma de Newmark (Hughes, 2003) est une méthode de résolution numérique d’équa-
tions différentielles aux différences-finies permettant de résoudre de manière itérative, on parle
aussi d’algorithme d’évolution en temps, le problème

Mü(t) + Cu̇(t) + Ku(t) = f(t), (2.27)

où, M est la matrice de masse, K la matrice de raideur, C la matrice d’amortissement et f le
terme source (force). Le principe de la méthode de Newmark est de discrétiser, au moyen d’un
développement limité, les déplacements u et vitesses particulaires u̇ à l’instant t + ∆t à partir
de ces mêmes grandeurs à l’instant t :u(t+ ∆t) = u(t) + ∆tu̇(t) + ∆t2

2 ü(t) + ∆t3
6

...u(t) + ...

u̇(t+ ∆t) = u̇(t) + ∆tü(t) + ∆t2
2

...u(t) + ...,
(2.28)

qui, après troncature et l’introduction de deux paramètres β et γ, deviennent :u(t+ ∆t) = u(t) + ∆tu̇(t) + ∆t2
2 ü(t) + β∆t3...u(t)

u̇(t+ ∆t) = u̇(t) + ∆tü(t) + γ∆t2...u(t).
(2.29)
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En supposant que l’accélération est linéaire pour un pas de temps,

...u(t) = ü(t+ ∆t)− ü(t)
∆t , (2.30)

Il vient :u(t+ ∆t) = u(t) + ∆tu̇(t) +
(

1
2 − β

)
∆t2ü(t) + β∆t2ü(t+ ∆t)

u̇(t+ ∆t) = u̇(t) + (1− γ) ∆tü(t) + γ∆tü(t+ ∆t)
(2.31)

Les constantes β et γ sont deux paramètres qui contrôlent la stabilité numérique du schéma
ainsi que le taux d’amortissement numérique introduit dans le système par la méthode de New-
mark. Leurs caractéristiques sont présentées dans les tableaux 2.1. Pour γ = 0.5 il n’y a pas
d’amortissement tandis que pour γ > 0.5 le schéma devient dissipatif. Précisons, que le schéma
d’intégration est d’ordre 2 si et seulement si γ = 0.5. Dans le cas où γ = 0.5 et β = 0 le schéma
devient explicite et conditionnellement stable et est équivalent à un schéma aux différences-
finies centrées. Ce type d’algorithme mène à une résolution itérative en temps :

u(t+ ∆t) = u(t) + ∆tu̇(t) + ∆t2
2 ü(t)

u̇(t+ ∆t) = u̇(t) + ∆t
2 ü(t) + ∆t

2 ü(t+ ∆t)
(2.32)

La résolution numérique est effectuée sous forme d’un schéma prédicteur-correcteur. Les dé-
placements et vitesses particulaires sont ainsi prédites au temps t + ∆t en négligeant le terme
d’accélération au temps t+ ∆t. Cette dernière est estimée par résolution de l’équation (2.27) et
est utilisée pour corriger la prédiction des vitesses particulaires. Le schéma se décompose ainsi
en trois étapes distinctes :

Domaine Stabilité
γ < 0.5 instable

0.5 ≤ γ et 2β ≤ γ conditionnellement stable
0.5 ≤ γ et γ ≤ 2β inconditionnellement stable

Méthode γ β Propriété
Différences centrées 0.5 0 explicite et conditionnellement stable

Fox Goodwin 0.5 1/12 conditionnellement stable
Accélération linéaire 0.5 1/6 conditionnellement stable

Accélération moyenne 0.5 1/4 inconditionnellement stable

Table 2.1 – Stabilités et propriétés associées à la méthode de Newmark en fonction des para-
mètres β et γ (Hughes, 2003).
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Prediction

un+1 = un + ∆tvn + (∆t/2)an
ṽn+1 = vn + (∆t/2)an +�������(∆t/2)an+1

an+1 = 0
(2.33)

Calcul de l’accélération

an+1 = M−1[f −Cvn+1 −Kun+1] (2.34)

Correction
vn+1 = ṽn+1 + (∆t/2)an+1 (2.35)

La stabilité du schéma de Newmark est assurée si la condition de Courant-Friedrich-Levy (CFL)
est respectée. Elle est donnée par la relation

∆t < min(∆x)
max(V ) (2.36)

où ∆x est la plus petite distance entre deux points GLL, et V la vitesse maximale dans le
milieu. Pour des polynômes de degré 4 et des éléments peu déformés, une règle approximative
est de prendre ∆t < 0.17D/V max

p où D est la dimension caractéristique du plus petit élément
présent dans le maillage. Les analyses de dispersion (Seriani & Oliveira, 2008; De Basabe &
Sen, 2007) indiquent que cette taille doit être au minimum de l’ordre de la plus petite longueur
d’onde propagée dans le milieu.

2.2.6 Implémentation

Nous avons implémenté un code de modélisation aux éléments spectraux pour des milieux
strictement élastiques pouvant être arbitrairement hétérogènes et arbitrairement anisotropes. Le
code est adapté aux plateformes de calcul hautes-performances par un double niveau de pa-
rallélisme MPI : une décomposition sur les sources et une décomposition du maillage en sous-
domaines. La premier niveau de parallélisme permet de modéliser simultanément la propagation
de champs d’ondes générés par différentes sources au lieu de les traiter séquentiellement 3. Le
second niveau permet quant à lui de répartir la charge de calcul liée au maillage global sur
différents processeurs en le partitionnant en plusieurs sous-domaines. De cette manière, chaque
processeur réalise les calculs sur les éléments contenus dans son sous-domaine particulier. Cette
décomposition implique la communication de la solution entre les sous-domaines à chaque ité-
ration temporelle.

Bien qu’il soit possible et assez simple d’implémenter des kernels acoustiques, le code ne
peut dans son état actuel modéliser la propagation d’ondes acoustiques. Pour des milieux pré-
sentant des interfaces fluides-solides, il serait nécessaire de mailler séparément les domaines

3. Ce parallélisme ne génère que de faibles communications entre les différentes tâches, pour un grand nombre
de sources il est ainsi à privilégier.
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Figure 2.3 – Stratégie pour le raffinement du maillage du type « doubling ». Le brique dou-
bling est composée de sept éléments et permet la transition entre des éléments de taille h à des
éléments de taille 2h. Présentation des sept éléments constituant la brique élémentaire. L’as-
semblage de quatre briques doubling est conforme si celles-ci sont tournées.

fluides et solides et d’imposer les conditions de continuité des champs d’onde aux abords de
l’interface. Cela ne constitue pas un facteur limitant pour des applications exclusivement ter-
restres comme celles abordées dans ce travail.

Une étape essentielle pour appliquer les SEM consiste à définir le maillage dans lequel la
propagation des ondes est modélisée. Notre implémentation discrétise le milieu lithosphérique
par des hexaèdres à 27 points de contrôle pour lesquels les fonctions de formes sont calculées
au moyen de produits de polynômes de Lagrange de degré 2 (voir section 2.2.2). Les éléments
peuvent ainsi être déformés pour respecter la géométrie de surfaces courbes comme la sphéricité
de la Terre ou des topographies lisses.

Pour mailler le domaine lithosphérique, nous procédons en quatre étapes :

– Nous commençons par définir un maillage structuré et régulier d’hexaèdres couvrant
l’étendue du modèle lithosphérique.
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– Si besoin, le maillage est raffiné à partir d’une profondeur donnée par l’utilisateur au
moyen d’une super-brique « doubling » (Fig 2.3). Cette brique est elle-même constituée
de sept sous-éléments qui permettent de réduire de moitié la taille des éléments tout en
respectant la conformité du maillage.

– Si besoin, le maillage est déformé pour épouser la courbure de la Terre ou la forme d’une
topographie complexe donnée par l’utilisateur 4. Afin d’éviter que les éléments ne soient
trop déformés en surface, cette dernière est parcimonieusement propagée sur toute la
profondeur du maillage en suivant l’approche de Tarrass et al. (2011).

– Dans le cadre du couplage avec AxiSEM, les coordonnées locales et géographiques des
bords du maillage sont déterminées.

Figure 2.4 – Exemples de maillages hexaédrique et décomposition de domaine. En haut,
maillage régulier de 16 000 éléments déformés pour épouser la courbure de la Terre. En bas,
maillage de 108 750 éléments raffinés (d’un facteur 1/2) vers la surface et épousant une to-
pographie complexe. L’échelle de couleur indique l’identification des sous-domaines après dé-
composition de domaine pour le calcul parallèle.

4. La topographie est préalablement filtrée pour respecter le théorème d’échantillonnage de Nyquist-Shannon.

85



Chapitre 2 : Modélisation numérique

Le maillage est ensuite décomposé en domaines par une librairie développée par L. Combe
au sein du consortium SEISCOPE. Cette librairie de décomposition de domaine est elle-même
basée sur la librairie de partitionnement de graphes METIS (Karypis & Kumar, 1999).

La figure 2.4 présente deux exemples de maillage et leur décomposition respective en 24 et
360 domaines. Le premier est conçu de manière régulière, avec des éléments de 10 km de côté,
puis est déformé de sorte à rendre compte de la rotondité de la surface terrestre. Ce maillage
présente peu d’éléments (16 000) et ne requiert pas d’être localement adapté en profondeur. Le
second, en revanche, est maillé en raffinant la maille près de la surface par un facteur deux : la
taille des éléments passe de 8 km à 4 km à 70km de profondeur.Il est également déformé pour
rendre compte d’une topographie complexe (dans ce cas précis, la topographie des Alpes). Le
maillage résultant contient 108 750 éléments. S’il avait été maillé de façon purement régulière
le nombre d’éléments serait de 250 000, augmentant très significativement le coût de calcul de
la modélisation.

2.2.7 Exemples de modélisation et validations

Afin de valider l’implémentation de la méthodes des éléments spectraux pour la modéli-
sation des champs d’ondes 3D, nous considérons trois tests numériques canoniques dont nous
connaissons les solutions analytiques et comparons ces solutions aux résultats fournis par la
simulation numérique.

Pour chacun de ces tests, le milieu considéré est un espace ou demi-espace élastique iso-
trope homogène de densité ρ = 3000 kg.m−3, de vitesse P VP = 7000 m.s−1 et de vitesse S VS
= 4000 m.s−1. Le domaine de calcul a pour dimensions 140kmx140kmx70km. Il est discrétisé
avec des éléments de 1400 m de côté, produisant un maillage de 100x100x50 = 500 000 élé-
ments. La durée totale de la simulation est de 25s correspondant à 2500 pas de temps pour un
échantillonnage à 0.01s.

Espace infini homogène

Le premier test de validation consiste à comparer la réponse d’un milieu homogène infini à
une excitation de type explosion. L’explosion est simulée en considérant un tenseur de moment
isotrope dont seuls les coefficients diagonaux sont différents de zéro et égaux entre eux. Pour
une telle configuration, seule une onde P est propagée dans le volume. La figure 2.5 présente les
composantes radiales et verticales des sismogrammes numériques (rouge) et analytiques (noir)
enregistrés par des récepteurs situés à 1 km sous le toit (bord absorbant) du modèle. Sur la
figure 2.5a, la source est localisée au centre du modèle et n’est pas concourante à la position
d’un point de colocation et sa signature temporelle est un Ricker de fréquence dominante égale
à 1 Hz. Les sismogrammes modélisés par SEM prédisent raisonnablement bien l’arrivée ainsi
que l’amplitude de l’onde P mais sont également pollués par une ondes S parasite. Il a été
montré par Schubert (2003) que la génération de cette onde S est imputable à la représentation
de la source au sein d’un élément. Cette dernière, lorsqu’elle ne coïncide pas avec un GLL peut
introduire une légère anisotropie numérique. Cette conclusion est validé par la figure 2.5b pour
laquelle nous avons déplacé la position de la source de sorte à ce qu’elle soit placée sur le nœud
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Figure 2.5 – Validation de la modélisation pour une source explosive. (a.) Résultats obtenus
pour une source non-localisée sur un GLL dont la fréquence dominante est de 1 Hz. (b.) Simi-
laire à (a.) pour une source localisé sur le GLL central de l’élément. (c.) Similaire à (b.) pour
une fréquence dominante de 0.5 Hz. Les sismogrammes modélisés par SEM sont représentés
en rouge tandis que les sismogrammes analytiques sont présentés en noir.
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central d’un élément. Dans ce cas, l’onde S parasite est fortement atténuée mais néanmoins
toujours visible sur les composantes radiales. Cette anisotropie peut-être encore diminuée en
augmentant le nombre de points par longueur d’onde, c’est-à-dire en maillant plus finement, ou
bien en diminuant la fréquence dominante de la source temporelle (Fig. 2.5c). Dans ce cas, la
source est toujours un Ricker mais de fréquence dominante égale à 0.5 Hz et l’onde S disparaît
complètement.
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Figure 2.6 – Validation de la modélisation pour une source de type force. (a.) Résultats obtenus
pour une source dont la fréquence dominante est de 1 Hz. (b.) Similaire à (a.) pour une fréquence
dominante de 0.5 Hz. Les sismogrammes modélisés par SEM sont représentés en rouge tandis
que les sismogrammes analytiques sont présentés en noir.

Le second test de validation est similaire au premier excepté que la source considérée est
à présent une force ponctuelle verticale au lieu d’une explosion. Dans cette configuration, des
ondes P et des ondes S sont toutes deux propagées dans le milieu élastique. L’ajustement entre
les données modélisées et les données analytiques est montré sur la figure 2.6 pour deux Ricker
de fréquences dominantes égales respectivement à 1 et 0.5 Hz. À nouveau, l’amplitude de l’onde
P est fidèlement restituée tandis que l’onde S subit des variations d’amplitudes similaires à
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celles observées pour la source ponctuelle explosive. Il s’agit toujours d’un effet d’anisotropie
numérique engendrée par la localisation de la source au sein de l’élément. On remarque aussi
une réflexion parasite sur les sismogrammes du récepteur numéro 7. Cette dernière provient de
la réflexion du champ sur les bords absorbants du modèle.

Au vu des ces résultats numériques, nous concluons que notre implémentation des termes
sources de type force ponctuelle et de type tenseur de moment sont validés dans le cas d’un
milieu homogène infini.

Demi-espace homogène

Le test de validation suivant est celui du problème de Lamb (Lamb, 1904; Kausel, 2006,
2012). Le problème est de déterminer la réponse d’un demi-espace homogène pour une force
ponctuelle verticale appliquée à la surface du demi-espace. Cette situation génère des ondes de
volumes P et S ainsi qu’une onde de surface, l’onde de Rayleigh, qui dans ce cas précis est non
dispersive. Ce test de validation est très important dans notre étude puisque cette configuration
sera fréquemment rencontrée lors du processus d’inversion qui nécessite, comme nous le ver-
rons, des modélisations pour des forces ponctuelles localisées aux récepteurs c’est-à-dire situés
en surface.

Nous considérons donc un demi-espace homogène dont les propriétés physiques sont les
mêmes que pour les deux cas tests précédents et appliquons une force verticale au centre de
la surface du modèle. À nouveau, nous considérons deux fonctions source avec une fréquence
dominante respective de 0.5 et 1 Hz. La comparaisons des sismogrammes modélisés par SEM
et des solutions analytiques correspondantes est présentée sur la figure 2.7.

Les résultats montrent que les ondes P, les ondes S et les ondes de Rayleigh sont fidèlement
restituées, quelle que soit la fréquence considérée. Pour une fréquence dominante de 1 Hz,
une légère oscillation apparaît juste après l’arrivée de l’onde de Rayleigh. Elle est néanmoins
complètement atténuée lorsque la fréquence dominante de la source est diminuée, indiquant
qu’il s’agit probablement d’un effet de dispersion lié à la discrétisation du problème. Comme
pour la force ponctuelle, nous observons une forte réflexion parasite émanant des bords du
maillage au niveau du récepteur numéro 7. Nous concluons que notre implémentation d’une
force ponctuelle en présence d’une surface libre est correcte et est capable de rendre précisément
compte des ondes de volume et des ondes de surface.

La figure 2.8 présente quelques instantanés de l’amplitude du champ d’onde généré par
une force ponctuelle en surface. Nous voyons distinctement les fronts d’ondes sphériques des
phases P, d’amplitude différentes, se séparer des ondes S du fait de leurs vitesses de propaga-
tion différentes. Il en résulte l’apparition d’un front d’onde plan caractérisant l’onde conique
(ou onde réfractée). En surface, nous observons la propagation de l’onde de Rayleigh, de très
forte amplitude, restreinte aux abords de la surface libre. À 15s, cette dernière commence à se
« détacher » de l’onde S du fait de sa plus faible vitesse (≈ 0.92VS).
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Figure 2.7 – Validation du problème de Lamb. La source correspond à une force verticale
excitée à la surface. Les récepteurs sont eux aussi localisés sur la surface libre. (a.) Résultats
obtenus pour une source dont la fréquence dominante est de 1 Hz. (b.) Similaire à (a.) pour
une fréquence dominante de 0.5 Hz. Les sismogrammes modélisés par SEM sont représentés
en rouge tandis que les sismogrammes analytiques sont présentés en noir.
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Figure 2.8 – Modélisation SEM pour une force ponctuelle à la surface libre. L’échelle de cou-
leur représente l’amplitude des vitesses particulaires. L’identification des différentes phases est
superposée au champ d’onde. P : onde P, S : onde S, R : onde de Rayleigh et C : onde conique.
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2.3 Stratégie d’injection de champ d’onde

Bien qu’il soit à l’heure actuelle possible de modéliser la propagation 3D des ondes sis-
miques dans la Terre globale (Komatitsch et al., 2002) à des périodes minimales proches de la
seconde, il est encore inenvisageable de recourir à ce type de modélisation pour l’application
de la FWI télésismique au vu du grand nombre de modélisations requises et des fréquences
considérées. Notons toutefois que l’évolution actuelle des moyen de calculs a permis à Bozdağ
et al. (2016) d’appliquer la tomographie adjointe – une variante de la FWI 5 – à l’échelle glo-
bale pour des périodes minimales allant jusqu’à 17 secondes pour les ondes de volume et 45
secondes pour les ondes de surface. Il est en revanche possible, dans le cadre des applications
lithosphériques, de recourir à des méthodes hybrides de modélisation qui permettent, au prix de
quelques approximations, de calculer des champs d’ondes à relativement hautes fréquences et
ce de manière répétée et à moindres coûts, rendant de fait envisageable l’application de la FWI.
Ces méthodes hybrides consistent à injecter dans la cible lithosphérique, une solution de champ
d’onde télésismique préalablement calculée dans la Terre globale. Ainsi, une seule modélisation
globale est nécessaire quelle que soit le nombre de modélisations requis pour la FWI.

Les techniques d’injection de champs d’ondes ont été proposées en sismologie dès les an-
nées 60 par Alterman & Karal (1968) pour l’implémentation d’un point source dans les mé-
thodes aux différences-finies. Elles reposent principalement sur la linéarité (superposition et
continuité) du champ d’onde élastique qui peut ainsi être décomposé comme la somme d’un
champ d’onde de référence et d’un champ d’onde diffracté par un sous-domaine contenant des
hétérogénéités (Taflove & Hagness, 2000), d’où leur dénomination de technique « Total-Field
– Scattered-Field » (champ total – champ diffracté). La popularité de ces techniques est gran-
dissante aussi bien dans le domaine de l’exploration sismique (Robertsson & Chapman, 2000;
Borisov, 2014) qu’en sismologie globale (Bielak et al., 2003; Roecker et al., 2010; Pageot et al.,
2013; Monteiller et al., 2013; Tong et al., 2014a; Masson et al., 2014) pour simuler l’entrée
d’un champ d’onde dans une cible particulière ou au contraire pour simuler la sortie du champ
d’onde générée depuis la cible en question. Une alternative intéressante est le couplage complet
(Capdeville et al., 2003) de champ d’onde (injection et extraction du champ d’onde dans une
cible) particulièrement pour les études reliées à la CMB. Actuellement, ce type de problème est
un champ actif de recherche et est investigué au moyen du théorème de représentation et des
intégrales de Kirchhoff-Helmholtz (Masson & Romanowicz, 2016).

Dans nos applications, seule l’injection d’un champ d’onde dans la cible lithosphérique est
nécessaire car les stations sont situés à la surface de cette cible. L’approche hybride ne requiert
ainsi qu’un couplage partiel et nous considérons l’approche champ total – champ diffracté que
nous présentons dans la section suivante.

5. Elle diffère de la FWI par la considération de paquets de phases particulières (Maggi et al., 2009). Son coût
numérique reste toutefois identique à la FWI classique puisque le champ d’onde est aussi modélisé de manière
complète.
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2.3.1 L’approche champ total / champ diffracté

L’approche champ total – champ diffracté consiste à supposer, en vertu de la linéarité de
l’équation d’onde, que le champ d’onde total u dans un milieu hétérogène peut être décomposé
comme la somme d’un champ d’onde incident ui calculé dans un milieu de référence et d’un
champ d’onde diffracté us par les hétérogénéités du milieu perturbé :

u = ui + us. (2.37)

On peut par ailleurs décomposer le domaine de calcul en deux milieux distincts : le milieu in-
terne ΩI ne propageant que le champ total u, et le milieu externe ΩE qui lui ne propage que le
champ diffracté us (Fig. 2.9). Les deux domaines sont séparés par une frontière commune Γ sur
laquelle le champ incident du milieu de référence ui est connu. Nous verrons dans la suite que
nous exploitons la linéarité de l’équation d’onde par rapport au terme de source pour implémen-
ter la méthode d’injection à la frontière entre les deux milieux. Cela présuppose néanmoins que
ces deux milieux aient des propriétés identiques le long de la surface d’injection Γ. Il est ainsi
important pour l’efficacité de la méthode que le modèle de référence et le modèle hétérogène
soient identiques sur la surface d’injection, d’où l’addition d’une zone de transition lisse entre
la frontière et le modèle lithosphérique (Fig. 2.9, la zone marron). Le champ diffracté sortant de
la cible lithosphérique peut ensuite être atténué par l’ajout d’un domaine absorbant à l’extérieur
de la zone champ diffracté.

La configuration du problème présenté s’applique indifféremment à n’importe quelle mé-
thode numérique, différences-finies ou éléments-finis. Dans le cas particulier des SEM, les deux
domaines de calcul ΩI et ΩE peuvent être considérés séparément dans la formulation faible des
équation de l’élastodynamique (2.6). Pour le domaine interne, nous avons∫

ΩI
ρ w · ∂2

t u d3x =
∫

Γ
w ·T d2x−

∫
ΩI

∇w : σ d3x, (2.38)

et pour le domaine externe :∫
ΩE
ρ w · ∂2

t us d3x =
∫

Γ
w ·Ts d2x−

∫
ΩE

∇w : σs d3x. (2.39)

En vertu de la linéarité de l’équation d’onde nous réécrivons les tractions et contraintes comme
T = Ti+Ts et σ = σi+σs. Le champ total peut ainsi être calculé à partir du champ diffracté 6

en imposant la traction incidente dans l’intégrale de surface de l’équation (2.38). Ceci fait, le
champ diffracté peut être déterminé dans ΩE en remplaçant Ts par T − Ti dans l’intégrale de
surface de l’équation (2.39) (Zhinan et al., 2014).

Dans le cas particulier de la condition absorbante (2.8) le problème peut être simplifié en
absorbant directement le champ diffracté sur les bords du domaine interne (Monteiller et al.,
2013; Tong et al., 2014a) de sorte que :

T−Ti = ρ
[
Vp
(
n̂ · ∂t(u− ui)

)
n̂ + Vs (I− n̂n̂) · ∂t(u− ui)

]
. (2.40)

6. Nul à l’initialisation de la modélisation.
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Figure 2.9 – Géométrie de la méthode d’injection champ total - champ diffracté. Le champ
total est propagé dans le milieu interne (zone blanche) tandis que le champ diffracté est lui
propagé dans la zone champ diffracté (en vert). Le domaine de calcul peut être complété par
une couche absorbante (en gris) afin de forcer la propagation du champ diffracté vers l’extérieur
de la cible, simulant ainsi un milieu infini. La zone marron assure une transition lisse entre le
milieu perturbé et le milieu de référence.

Ce traitement aux frontières implémente naturellement l’injection du champ d’onde incident
dans les SEM et nécessite simplement la connaissance des tractions et vitesses particulaires
incidentes sur le bord Γ. Notons que dans le cas où le milieu interne est peu perturbé par rapport
au milieu de référence, le champ diffracté est assez faible et est efficacement absorbé par la
condition de Stacey (Clayton & Engquist, 1980; Stacey, 1988).

2.3.2 Injection d’une onde plane

Nous présentons à présent un exemple d’injection d’une onde plane par la méthode champ
total – champ diffracté. La solution analytique de l’onde plane dans un demi-espace homogène
est calculée à partir des relations données dans la section 1.4.2. La cible considérée est un demi-
espace homogène de vitesse P et S respectives de 7 km/s et de 4 km/s et de densité égale à 3
g.cm−3. Le champ incident est une onde plane, de source temporelle gaussienne, de 10 km de
longueur d’onde entrant dans la cible avec un angle d’incidence de 45˚. Ce dernier est injecté
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sur tous les bords de la cible à l’exception du bord supérieur où une condition de surface libre
est implémentée.

La figure 2.10 présente quelques instantanés de la propagation de l’onde plane dans la cible.
Nous observons la propagation de l’onde P incidente ainsi que la génération des multiples PP
et PS à la surface libre. En outre, nous voyons que les processus d’injection et d’absorption
n’engendrent aucune réflexion parasite significative attestant non seulement de l’efficacité de
l’injection mais aussi de la précision de la modélisation des interactions à la surface libre par les
SEM. Ces conclusions sont validées par la comparaison directe des sismogrammes analytiques
en surface et ceux modélisés par les SEM (Fig. 2.11) qui se superposent parfaitement. En effet,
dans cette configuration le modèle perturbé est identique au milieu de référence et donc u = ui
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Figure 2.10 – Injection d’une onde plane analytique au sein de la cible lithosphérique. L’échelle
de couleur représente l’amplitude de la vitesse particulaire. L’identification des différentes
phases est superposée au champ d’onde. Le champ d’ondes arrive par la gauche.
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Figure 2.11 – Validation de l’injection d’une onde plane dans un demi-espace homogène. La
longueur d’onde de l’onde P incidente est de 10 km, son angle d’incidence est de 45o, les
récepteurs sont placés à la surface. Les sismogrammes modélisés par SEM sont représentés en
rouge tandis que les sismogrammes analytiques sont présentés en tirets noirs.

2.4 Injection d’un champ d’onde télésismique avec AxiSEM

Nous avons vu que la méthode d’injection champ total – champ diffracté est efficace pour
l’injection d’un onde plane dans une cible homogène. Cependant, dans les applications télésis-
miques le milieu de référence considéré est la Terre globale dont les structures sont essentielle-
ment radiales et les champs d’ondes incidents plus complexes qu’une simple onde plane comme
nous l’avons vu dans la section 1.6. Il est ainsi important d’injecter un champ d’onde incident
qui rend compte au mieux des effets de propagation dans la Terre globale.

L’option qui s’offre à nous est alors d’injecter une solution de champ d’ondes calculée par
une méthode de modélisation à l’échelle globale avec un coût numérique raisonnable. Plusieurs
possibilités sont envisageables, citons notamment pour des modélisations hautes fréquences
les méthodes F-K (Zhu & Rivera, 2002; Tong et al., 2014a,b), la méthode DSM (Takeuchi
et al., 2000; Takeuchi & Geller, 2000; Monteiller et al., 2013, 2015) ou encore SpecFEM_Globe
(Komatitsch & Tromp, 2002a,b; Capdeville et al., 2003). 7

Pour cette thèse, nous avons fait le choix d’injecter les solutions de champ d’onde donnée
par le code de modélisation AxiSEM que nous présentons dans la section suivante. La raison
essentielle de ce choix est qu’actuellement seul AxiSEM peut à des coûts abordables modéliser
précisément la propagation des ondes télésismiques à des fréquences supérieures au hertz.

7. Cette liste n’est pas exhaustive, nous pourrions ajouter GEMINI, Yspec, les modes normaux...
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2.4.1 AxiSEM

AxiSEM (Nissen-Meyer et al., 2014) est un logiciel libre de modélisation aux éléments
spectraux qui permet de modéliser la propagation de champs d’ondes élastiques 3D, à l’échelle
globale, lesquels sont émis par des sources télésismiques réalistes. L’originalité ainsi que l’ef-
ficacité de cette méthode résident dans l’approximation axisymétrique de la structure terrestre,
des sources sismologiques et du champ d’onde propagé. Sous ces hypothèses, il est possible
de décomposer analytiquement (Nissen-Meyer et al., 2007a,b) la réponse d’un tenseur de mo-
ment complet Mij comme une superposition linéaire de trois types de sources multipolaires
elles-mêmes factorisées en fonction de leurs dépendances azimutales (Fig. 2.12). Néanmoins,
pour que cette décomposition soit valide, il est impératif que la source soit localisée sur l’axe
de symétrie c’est-à-dire au pôle.

Monopole Dipole Quadrupole

Figure 2.12 – Diagrammes de radiation pour les sources monopolaires, dipolaires et quadripo-
laires utilisées par AxiSEM pour reconstruire un champs d’ondes 3D à partir de champs d’ondes
2D. Pour un tenseur de moment complet, quatre sources sont nécessaires : deux sources mono-
pole, une source dipôle et 1 source quadripôle.Adapté de Nissen-Meyer et al. (2014)

Les champs d’onde 3D créés par chacune de ces sources multipolaires um(x) s’écrivent
ainsi comme :

um(x) =

us(x̃) cosmΦ
uΦ(x̃) sinmΦ
uz(x̃) cosmΦ

 (2.41)

où m = 0, 1, 2 sont respectivement les types de radiation monopolaire, dipolaire et quadripo-
laire, x = (s,Φ,z) sont les coordonnées cylindriques du milieu 3D et x̃ = (s,z) les coordonnées
2D après « élimination » de la dimension azimutale Φ. L’équation (2.41) indique que le champ
d’onde 3D axisymétrique associé à chaque composante multipolaire peut être reconstruit ana-
lytiquement à partir de modélisations 2D, effectuées sur des demi-disques, fournissant une di-
minution des temps calcul d’environ un ordre de grandeur comparativement à une simulation
tridimensionnelle conventionnelle. Dans le cas d’un tenseur de moment complet, la reconstruc-
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tion du champ d’onde total, nécessite quatre simulations indépendantes et est donnée par :

up(x, t) =
4∑

m=1
M̃p

m(Φ, t)G̃p
m(x̃, t), (2.42)

où G̃p
m est la fonction de Green 2D de chaque simulation m pour le point source p et pour

laquelle M̃m est donné par

M̃1(Φ) = Mrr

M̃2(Φ) = (Mθθ +MΦΦ)/2
M̃3(Φ) = Mrθ cos Φ +MrΦ sin Φ
M̃4(Φ) = (Mθθ −MΦΦ) cos 2Φ +MΦθ sin 2Φ.

(2.43)

Ainsi, contrairement aux codes de modélisation purement 3D, l’utilisation d’AxiSEM re-
quiert de cruciales étapes de pré- et post-traitements :
Pré-traitements Une rotation des récepteurs et de la source est effectuée pour placer cette

dernière au pôle. Du fait de la symétrie axiale, le dépendance en Φ est « éliminée » et l’on
passe d’une géométrie 3D à une géométrie 2D.

Résolution numérique Quatre simulations 2D sont effectuées, une pour chaque terme de la
décomposition de la source en multipôles.

Post-traitements Les champs d’ondes 3D sont construits par sommation des champs d’ondes
2D générés par chaque source après une pondération par le diagramme de radiation multi-
polaire. Une rotation est ensuite effectuée pour replacer les récepteurs et la source à leurs
position géographiques. Une autre rotation des composantes du champ d’onde est effec-
tuée pour passer dans un repère choisi et les solutions sont convoluées avec la signature
temporelle de la source.

2.4.2 Aspects pratiques du couplage

Tout comme AxiSEM nécessite des étapes de pré- et post-traitement pour générer des sis-
mogrammes synthétiques, le couplage des méthodes SEM et AxiSEM nécessite des étapes in-
termédiaires de traitement. Ces étapes sont nécessaires pour notamment :

– indiquer à AxiSEM les positions géographiques exactes des points de la frontière du
maillage SEM pour lesquels nous souhaitons obtenir les champs d’ondes 2D calculés par
les quatre simulations AxiSEM,

– reconstruire la solution 3D à partir de ces quatre solutions 2D,

– effectuer la rotation pour replacer la source télésismique à sa position géographique,

– effectuer une seconde rotation pour exprimer le champ d’onde dans le maillage SEM,

– fenêtrer et interpoler le champ d’ondes respectivement à la durée et au pas d’intégration
temporelle de la simulation SEM.

Ces étapes sont présentées ci-après.

98



Chapitre 2 : Modélisation numérique

Localisation du maillage

La localisation du maillage consiste à déterminer les coordonnées géographiques des bords
du maillage SEM. Pour ce faire, nous définissons la position du centre du maillage à l’équateur
sur le méridien de Greenwich et maillons de manière quasi-cartésienne avec les coordonnées
locales (x, y, z) exprimées en kilomètres (voir la section 2.2.6). Nous transformons ensuite ces
coordonnées locales en coordonnées géocentriques (X, Y, Z) (elles aussi exprimées en kilo-
mètres) à partir de la relation 

X = z +RT

Y = x

Z = y,

(2.44)

où RT est le rayon terrestre. Nous passons des coordonnées géocentriques au coordonnées géo-
graphiques (r, θ,Φ) au moyen des relations :

r =
√
X2 + Y 2 + Z2

λ = asin Z
R

Φ = atan Y
X
,

(2.45)

avec r le rayon, λ la latitude et Φ la longitude. Ces coordonnées sont ensuite fournies à AxiSEM
qui les utilise pour fournir les quatre solutions 2D en ces points.

Post-traitement des champs d’onde incidents

Dès que les solutions sont obtenues, ces dernières sont recombinées pour fournir les solu-
tions des champs d’ondes 3D au moyen des relations (2.41–2.43). La rotation pour replacer la
source du pôle à sa localisation géographique est donnée par la matrice

Rs :=

X
′

Y ′

Z ′

 =

sin λs cos Φs − sin Φs cosλs cos Φs

sin λs sin Φs cos Φs cosλs sin Φs

− cosλs 0 sin λs


XY
Z

 (2.46)

où λs et Φs sont la latitude et la longitude de la source considérée. La seconde rotation qui
consiste à passer des coordonnées géocentriques aux coordonnées locales du maillage est don-
née par : X

′

Y ′

Z ′

 = RT
m(λm,Φm, αm)

XY
Z

 (2.47)
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où la matrice de rotationRm
8 est donnée comme

Rm =

cosλ cos Φ − sin Φ cosα− sin λ cos Φ sinα sin Φ sinα− sin λ cos Φ cosα
cosλ sin Φ cos Φ cosα− sin λ sin Φ sinα − cos Φ sinα− sin λ sin Φ cosα

sin λ cosλ sinα cosλ cosα


(2.48)

où λ et Φ sont respectivement les latitude et longitude du centre du maillage et α l’obliquité
du maillage (défini en sens direct depuis l’Est). Les rotations successives pour les champs de
vitesses sont effectuées au moyen de :

u′ = Ru (2.49)

et, dans le cas du tenseur de contrainte, par

A′ = RTAR. (2.50)

Interpolation – Problèmes de stockage

Malgré le gain substantiel en mémoire fourni par l’approche Total-Field/Scattered-Field, le
stockage du champ incident à tous les noeuds situés aux frontières du modèle lithosphérique et
à chaque pas de temps de la simulation reste assez prohibitif. Dans les configurations les moins
favorables, ce stockage peut nécessiter jusqu’à 10 To d’espace disque par source. Néanmoins,
en considérant que le pas de temps nécessaire à la stabilité d’une simulation AxiSEM est bien
inférieur à celui requis par la condition de Nyquist, une réduction mémoire d’un à deux ordres
de grandeur peut être obtenue en sous-échantillonnant les solutions d’AxiSEM aux frontières du
modèle à la fréquence de Nyquist (Unser, 2000). Le champ incident est ainsi sous-échantillonné
par AxiSEM pour être stocké à la fréquence de Nyquist. Ces solutions sont ensuite ré-interpolé
en amont de la simulation SEM avec une fonction sinc) :

f(x) =
∑
k∈Z

f(kT )sinc
(
x

T
− k

)
(2.51)

où x est le pas de temps auquel on cherche à interpoler le signal, f(x) le signal interpolé, T la
période du signal à interpoler et k un indice de sommation. Notons que ce type d’interpolation
reste assez coûteuse puisqu’elle utilise tous les échantillons des solutions sous-échantillonnées
pour la reconstitution des solutions à chaque pas interpolé. Des alternatives moins coûteuse
pourraient être considérées en utilisant des splines ou des fonctions sinc à largeur de bande
limitées (Unser, 2000).

Pré-traitement des données

Tout comme les champs d’ondes d’AxiSEM ont besoin d’être tournés dans le repère local
du maillage SEM, les données télésismiques observées, généralement enregistrées selon les

8. Attention 2.47 est défini comme la matrice de passage permettant d’aller du repère local au repère global.
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directions géographiques (Z,N,E), doivent être tournées pour être dans le même repère que
les champs d’ondes modélisés localement. Une première rotation est effectuée pour placer les
récepteurs de leur position géographique vers la position définie par l’équateur et le méridien
de Greenwich au moyen de :

Rc :=

XY
Z

 =

cosλr cos Φr − sin λr cos Φr − sin Φr

cosλr sin Φr − sin λr sin Φr cos Φr

sin λr cosλr 0


ZN
E

 , (2.52)

où λr et Φr sont les latitudes et longitudes des récepteurs. Une dernière rotation est effectuée
pour tourner les sismogrammes dans le repère du maillage local :X

′

Y ′

Z ′

 = Rm(λm,Φm, αm)

XY
Z

 . (2.53)

Puis les composantes locales sont obtenues par :
x = Y ′

y = Z ′

z = RT −X ′.
(2.54)

2.4.3 Exemple et validation du couplage SEM/AxiSEM

Afin de valider l’approche hybride de modélisation par injection des solutions fournies par
AxiSEM nous considérons un cas synthétique de modélisation dans la Terre globale et com-
parons les sismogrammes modélisés dans la cible lithosphérique avec SEM à ceux directement
calculés dans la Terre globale par AxiSEM. Nous considérons pour cela une source télésismique
monopolaire mrr = 1024 N.m, localisée à 600 km de profondeur au point de latitude égale à 0o

et de longitude égale de 6o. La source utilisée est une gaussienne de période dominante égale à
10 s. La cible lithosphérique fait une taille de 1000x1000x500 km et localisée à une latitude de
de 0o et de longitude 0o. Nous disposons sept récepteurs à l’équateur, régulièrement espacés par
pas de 1o entre les longitudes -3˚ E et 3˚ E. Nous considérons une Terre à 3 couches homogènes :
un manteau solide, un noyau externe fluide et un noyau interne solide. A part le manteau dont
les vitesses et densité sont de ρ = 3300 kg.m−3, Vp = 8500 m.s−1 et Vs = 4900 m.s−1, le reste du
milieu est représenté par le modèle PREM.

Les figures 2.13 et 2.14 montrent respectivement des instantanées du champ d’onde 2D
modélisé par AxiSEM et leurs équivalents propagés dans la cible lithosphérique. Les champs
d’ondes présentent à l’échelle globale la propagation d’une onde P et d’une onde S émise à
l’extérieur de la cible lithosphérique. Ces champ primaires interagissent avec la surface libre
et donnent naissance à des réflexion PP et SS ainsi que des conversions PS et SP qui sont
propagées au sein de la cible lithosphérique. Dans la cible lithosphérique, les champs d’ondes
entrent et ressortent sans occasionner de réflexions parasites validant ainsi les différentes étapes
du couplage.
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Figure 2.13 – Champ d’onde 2D modélisé par AxiSEM. L’échelle de couleur représente l’am-
plitude du déplacement particulaire. L’identification des différentes phases est superposée au
champs d’ondes. Le rectangle bleu est une représentation approximative de la cible lithosphé-
rique.
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Figure 2.14 – Injection d’un champ d’onde généré par AxiSEM au sein de la cible lithosphé-
rique. L’échelle de couleur représente l’amplitude de l’accélération particulaire. L’identification
des différentes phases est superposée au champ d’onde. Le champ d’onde arrive par la droite.
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Figure 2.15 – Validation du couplage SEM-AxiSEM. La source possède une période dominante
de 10 s et est localisée à une latitude de 0o et une longitude de 6o. La durée de la simulation
est de 250s. Les récepteurs sont espacés de 1o le long de l’équateur à la surface. Les sismo-
grammes modélisés par SEM sont représentés en rouge tandis que les sismogrammes calculés
par AxiSEM sont présentés en noir.

La figure 2.15 présente la comparaison des composantes radiales et verticales des sismo-
grammes modélisés par AxiSEM (rouges) et par SEM (noir). Globalement, nous observons que
les formes d’onde sont en bon accord. La phase ainsi que l’amplitude de l’onde P sont très bien
restituées. En revanche, bien que la forme d’onde de l’onde S soit en phase, son amplitude mo-
délisée par SEM est légèrement différente de celle calculée par AxiSEM (particulièrement pour
les récepteurs proche de la source).

Nous observons une légère oscillation sur les sismogrammes modélisés par SEM, principa-
lement sur la composante horizontale, qui peut être imputée au processus de sous-échantillonnage
temporel des champs d’ondes AxiSEM et de leur ré-échantillonnage au pas de temps de a si-
mulation SEM par l’interpolation sinus-cardinal. Cette oscillation est plus importante pour les
récepteurs proches de la source et s’atténue grandement à mesure que l’on s’en éloigne.
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Conclusions

Dans ce chapitre, nous avons vu que différentes méthodes de modélisation sont envisa-
geables pour résoudre le problème de propagation des ondes sismiques en milieu hétérogène.
Le coût de calcul important de la modélisation du champ d’onde complet pour des milieux
élastiques bornés par une surface libre nous a orienté vers l’implémentation de la méthode de
modélisation aux éléments spectraux qui présente le meilleur rapport précision / efficacité. Cette
implémentation a été validée au moyen de solutions analytiques pour trois exemples canoniques
de propagation d’onde.

Nous avons vu que l’application de la FWI aux données télésismiques nécessite l’utilisation
de méthodes hybrides d’injection de champ d’onde pour n’effectuer qu’une seule modélisation
à l’échelle globale par événement. Nous avons adapté aux configurations télésismiques la mé-
thode d’injection champ total - champ diffracté et validé son implémentation dans le cas d’une
onde plane analytique. Pour prendre en compte les effets de propagation dans la Terre globale,
nous avons de plus considéré le couplage d’AxiSEM, un code de modélisation à l’échelle glo-
bale basé sur des SEM 2D axisymétriques, lui-même validé par un test synthétique.

Nous disposons désormais des ingrédients nécessaires pour effectuer les modélisations re-
quises lors de l’application de la FWI aux données télésismiques. Nous présentons dans la partie
suivante les bases théoriques de la FWI ainsi qu’une analyse paramétrique de cette méthode en
configuration télésismique.
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Inversion de formes d’ondes télésismique
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Chapitre 3

Le problème d’inversion des formes
d’ondes
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Chapitre 3 : Le problème d’inversion des formes d’ondes

Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons le problème inverse d’inversion de formes d’ondes et son
implémentation dans la configuration spécifique des acquisitions télésismiques. Avant cela,
nous introduisons la théorie des problèmes inverses, et détaillons quelques méthodes locales
de résolution des problèmes d’optimisation. Dans un second temps, nous formulons la FWI
comme un problème inverse aux moindres carrés linéarisé que nous résolvons par une méthode
d’optimisation locale. Nous détaillons le calcul du gradient de la fonctionnelle, que nous cher-
chons à minimiser, par la méthode de l’état adjoint et détaillons la structure de ce gradient dans
des configurations télésismiques. Enfin, nous présentons l’implémentation et la validation du
calcul du gradient ainsi que celui de l’algorithme d’inversion. Pour de plus amples informations
sur les problèmes inverses, nous invitons le lecteur à regarder les ouvrages de Menke (2012),
Tarantola (2005) et Kern (2002).

3.1 Notions fondamentales sur les problèmes inverses

3.1.1 Le problème inverse

Les problèmes inverses apparaissent lorsque l’on souhaite déterminer certaines propriétés
(paramètres ou état) d’un système physique à partir d’une collection d’observables en lien direct
ou indirect avec le système considéré. De telles situations sont naturellement rencontrées dans
les sciences physiques, où l’acquisition intensive de données permet d’inférer des paramètres
physiques caractéristiques de l’objet considéré.

Le problème inverse peut être défini simplement comme : déterminer les causes, connais-
sant les effets. Il s’oppose, en ce sens, aux problèmes dits directs qui visent à déduire les effets,
connaissant les causes (Kern, 2002). Dans ces deux cas de figure, nous supposons qu’il existe
un lien entre les causes (les paramètres) et les effets (les données). Ce lien (Fig. 3.1) est fourni
par des modèles physiques G, qui relient les données observées dobs aux paramètres m du
modèle physique considéré par le biais du problème direct :

dobs = G(m). (3.1)

Dans le cas de la propagation des ondes élastiques, G représente les équations de l’élastody-
namique. Résoudre l’équation (3.1) permet ainsi de prédire les données observées dobs partir
de la connaissance des propriétés élastiques du milieu m. Cette résolution est un problème dé-
terministe qui permet d’accéder à l’état du champ d’onde u(m) dans la totalité du domaine
considéré. À contrario, le problème inverse consiste à résoudre l’équation (3.1) pour déterminer
les paramètres élastiques m à partir des données observées dobs. Pour ce faire, nous émettons
l’hypothèse que la théorie physique de la propagation des ondes est connue et admettons que
les champs d’ondes obéissent aux équations de l’élastodynamique.

En général, les champs d’ondes sismiques ne sont pas connus pour l’entièreté du système
étudié. En sismologie par exemple, la mesure n’est effectuée qu’en un nombre restreint de sta-
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Theory
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Figure 3.1 – Schéma représentatif des problèmes directs et inverses. Le problème direct consiste
à prédire les données observées dobs à partir des paramètres d’un modèle m au moyen de la
théorie physique G. Le problème inverse consiste à déterminer un modèle de paramètres m à
partir des données d sachant la théorie physique G.

tions elles-mêmes localisées en surface. Il est donc nécessaire d’introduire l’équation d’obser-
vation, implicite dans la relation (3.1), qui restreint l’état du champ d’onde u(m) aux données
observées aux récepteurs

dobs = G(m) = Ru(m), (3.2)

où R est un opérateur de restriction du champ d’onde qui extrait la solution aux capteurs 1.

Comme nous allons le voir, la résolution d’un problème inverse est intrinsèquement plus
compliquée que la résolution d’un problème direct. Tout d’abord, alors que la plupart des pro-
blèmes directs sont bien posés, un problème inverse est en général mal posé et l’existence ou
l’unicité de sa solution n’est pas assurée. En outre, même si le champ d’onde est linéaire – en
vertu de la linéarité de l’équation d’onde – la relation G entre le modèle et les données est gé-
néralement non-linéaire. Ainsi, les problèmes inverses dépendent fortement de ces propriétés :
bien posé – mal posé, linéaire – non-linéaire. Nous abordons à présent ces caractéristiques pour
l’inversion de formes d’ondes, puis présentons les différentes classes de méthodes permettant
de résoudre les problèmes inverses.

3.1.2 Caractère mal posé des problèmes inverses

Selon Hadamard (1902), pour qu’un problème mathématique soit bien-posé, il doit satisfaire
les propriétés suivantes :

1. Existence : pour toutes les données, une solution au problème existe,

2. Unicité : pour toutes les données, cette solution est unique,

3. Continuité : la solution dépend de manière continue aux données d’entrée.

Ainsi, pour Hadamard seul un problème bien posé peut correctement modéliser un système
physique. La majorité des problèmes directs sont ainsi bien posés, et il est possible de trouver
des algorithmes stables de résolution (Kern, 2002). Au contraire, un problème est dit mal-posé

1. Un delta de Dirac par exemple.
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s’il ne vérifie pas tout ou parti de ces propriétés, et il est dès lors difficile de résoudre le problème
considéré. Les problèmes inverses, comme nous allons le voir, sont en général mal-posés. Il est
donc nécessaire de les reformuler ou de les transformer pour d’une part, assurer l’existence de
la solution, et d’autre part assurer ou du moins discuter l’unicité de la solution. Ci-après, nous
analysons l’origine et les effets de ces trois propriétés dans la cadre de l’inversion de formes
d’onde.

La non-existence d’une solution stricte 2 au problème inverse provient principalement des
hypothèses qui sont posées sur la théorie physique et les données observées. En FWI, nous cher-
chons à déterminer les propriétés du milieu de propagation en supposant certaine la physique
du milieu de propagation 3, par exemple, un milieu purement élastique et isotrope. Ce choix est
en général biaisé puisque nous ne connaissons pas la « vraie » physique qui caractérise le milieu
de propagation. Ce dernier pouvant parfaitement être anisotrope et/ou atténuant. Les données
observées dépendent ainsi de paramètres qui ne sont pas pris en compte par le modèle physique
utilisé et elles ne peuvent être expliquées de manière exacte. Notons par ailleurs que, même si la
physique considérée est exacte, les données sont entachées par la présence de bruit. Il est ainsi
impossible de trouver une solution stricte au problème posé.

La non-existence n’est pourtant pas si problématique, nous pouvons toujours relaxer la no-
tion de solution en cherchant une solution approchée au problème. Soit en cherchant la solution
optimale : celle qui explique au mieux les données, (Nocedal & Wright, 2006a; Sen & Stoffa,
1995). Soit en cherchant la solution la plus probable, au moyen de l’inférence bayésienne (Ta-
rantola, 1987; Sambridge & Mosegaard, 2002). Le problème est alors ramené à un problème
d’optimisation visant à minimiser une fonction coût qui caractérise l’erreur, au sens d’une cer-
taine norme, entre les données observées et les données calculées

arg min
m

||dobs − Ru(m)||. (3.3)

Précisons qu’il peut paraître intéressant de considérer une théorie physique plus complète
pour améliorer le caractère mal-posé du problème. Ce choix n’est pourtant pas évident. Tout
d’abord, cela peut engendrer un surcoût de calcul pour la résolution des problèmes directs.
Enfin, elle implique de considérer un plus grand nombre de paramètres, et accentue de fait la
non-unicité du problème.

Les problèmes linéaires sur-déterminés sont un bon exemple de problèmes pour lesquels il
n’existe pas de solution stricte.

La non-unicité est une propriété plus délicate à analyser que la précédente. En effet, puisque
le problème possède différentes solutions, il est nécessaire de définir des critères pour isoler
l’une d’entre elles. La non-unicité provient principalement du caractère sous-déterminé des
problèmes inverses, c’est-à-dire, du fait que les données accessibles – par les conditions expéri-
mentales – ne sont pas en nombre suffisant pour contraindre tous les paramètres du modèle de
manière unique. De ce fait il est possible de trouver une infinité de jeux de paramètres capables
de produire les mêmes observations et donc d’expliquer les données de manière équivalente.

2. Qui explique parfaitement les données.
3. Notons que les méthodes probabilistes permettent de prendre en compte l’incertitude liée à la théorie phy-

sique du problème.
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La non-unicité peut témoigner de différents effets. Elle peut tout d’abord traduire un manque
de sensibilité des données aux paramètres situés dans des zones non ou mal contraintes par les
données du fait des dispositifs expérimentaux. Un exemple typique est la tomographie de temps
de trajet où la sensibilité des données dépend essentiellement de la couverture spatiale du mi-
lieu par les rais reliant les sources aux capteurs. Ainsi, lorsqu’un paramètre n’est traversé par
aucun rai, aucune contrainte ne peut être apportée à son estimation. Autrement dit, quelque soit
la valeur donnée à ce paramètre les données modélisées restent les mêmes. Par ailleurs, la non-
unicité peut aussi traduire des couplages entre différents paramètres du modèle. Par exemple,
si deux paramètres sont traversés par un seul et unique rai, le temps de trajet mesuré peut être
expliqué de manière équivalente par l’un ou l’autre des paramètres ou par une combinaison
linéaire des deux paramètres. Les effets conjoints du couplage des paramètres et de la sensibi-
lité des données à ces paramètres sont critiques en FWI, particulièrement lorsqu’on considère
des problèmes impliquant plusieurs classes de paramètres comme l’estimation conjointe de la
densité, des vitesse de propagation d’ondes P et d’ondes S.

Il existe tout de même quelques moyens pour réduire la non-unicité des problème inverses.
Une première option est d’utiliser de l’information a priori additionnelle (Tarantola & Valette,
1982) pour améliorer le conditionnement du problème. Une seconde option est d’imposer la
régularité de la solution en régularisant le problème (Tikhonov, 1963; Tikhonov & Arsenin,
1977). Il est important de noter que, quelle que soit la méthode adoptée, l’information introduite
biaise l’estimation du modèle obtenue. Il n’est pas évident d’estimer le biais qui a été introduit,
néanmoins des analyses de résolution peuvent aider à apprécier la qualité de la solution (Scales
& Snieder, 2000).

Le manque de continuité est essentiellement dû à la présence de bruit dans les données.
Même si l’on peut théoriquement trouver une solution pour des données exactes, on ne peut
pas résoudre le problème pour des données inexactes car la solution ne peut qu’approcher les
données observées (même si le niveau de bruit est relativement faible). Cette difficulté est dra-
matique pour la résolution numérique des problèmes inverses puisqu’elle peut conduire à des
algorithmes instables. Dans ce cas, d’infimes variations sur les données observées peuvent en-
gendrer d’importantes variations des paramètres estimés.

3.1.3 Résolution des problèmes inverses linéaire et non-linéaire

Mathématiquement, un problème inverse est dit linéaire lorsque l’opérateur G est linéaire,
c’est-à-dire, lorsque les données dépendent linéairement des paramètres du modèle. L’estima-
tion de la signature temporelle d’une source sismique à partir de la connaissance des fonctions
de Green est un exemple typique de problème inverse linéaire. Les problèmes linéaires sont as-
sez bien compris, il est en effet possible d’obtenir des résultats précis et des algorithmes stables
en ayant recours aux outils de l’algèbre linéaire et de l’analyse fonctionnelle, en particulier, la
décomposition en valeur singulières de l’opérateur considéré (Kern, 2002; Menke, 2012).

À contrario, le problème inverse est dit non-linéaire lorsque les données sont non linéaire-
ment dépendantes des paramètres du modèle. Le plus souvent, ce sont des problèmes d’estima-
tion de paramètres d’équations différentielles ou aux dérivées partielles. La FWI est un exemple
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Figure 3.2 – Approche hiérarchique en fréquence. De gauche à droite, la fonction coût d’un
problème FWI à une dimension pour des données filtrées à 10, 3 et 1 s de période minimale. Le
modèle recherché (matérialisé par la pastille rouge) est un milieu homogène paramétré par une
vitesse de 2100 m.s−1 et une densité de 2100 kg.m−3. L’augmentation du contenu fréquentiel
des données augmente la non-linéarité de la fonction coût qui montre de plus en plus de minima
locaux dont les bassins d’attraction sont de plus en plus étroits. Notons au passage la forme
particulière des minima locaux qui traduisent une sensibilité différente de la fonction coût selon
le type de paramètre.

typique de problème non-linéaire puisque les sismogrammes enregistrés ne dépendent pas li-
néairement des paramètres élastiques du milieu. Cette non-linéarité s’ajoute à la non-unicité
du problème et se manifeste par la présence de multiples minima locaux dans la fonction coût
du problème d’optimisation. Des exemples de fonctions coût présentant plusieurs minima sont
donnés sur les figures 3.2 et 3.3.

Les problèmes non-linéaires sont ainsi plus difficiles à résoudre que les problèmes linéaires.
Ils sont généralement résolus au moyen d’algorithmes d’optimisation globaux qui permettent
une exploration complète ou partielle de l’espace des modèles (Sen & Stoffa, 1995). L’explo-
ration est réalisée en effectuant une recherche directe sur grille ou en employant des méthodes
stochastiques du type Monte-Carlo (Mosegaard & Tarantola, 1995) qui tirent des modèles de
paramètres de façon aléatoire. Ces méthodes requièrent un nombre important de modélisation
pour évaluer la fonction coût. Ce surcoût peut être légèrement amorti en optimisant le tirage
pour accélérer la convergence en utilisant des algorithmes de types recuit simulé (Metropolis
& Ulam, 1949; Kirkpatrick et al., 1983), génétiques (Holland, 1975; Sen & Stoffa, 1991) ou de
voisinage (Sambridge, 1999a,b). Bien que ces approches permettent d’obtenir le modèle opti-
mal (minimum global), elle ne permettent pas de conclure sur l’unicité de la solution ni sur la
confiance de la solution. Les approches bayesienne (Tarantola & Valette, 1982; Sambridge &
Mosegaard, 2002; Tarantola, 2005) ont ainsi été développées pour décrire l’ensemble de l’es-
pace des solutions. Dans ce type d’approche, on ne cherche plus le modèle optimal mais la
densité de probabilité de la solution dont la confiance est caractérisée au moyen d’outils statis-
tiques.

Bien que très attrayantes, les méthodes globales restent actuellement trop onéreuses pour
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Figure 3.3 – Non-linéarité, minima locaux, et approche hiérarchique en fréquence. Les courbes
présentent les fonction coût de la figure 3.2, dans trois bandes de fréquences et pour un para-
mètres de densité fixé. À 1 s, la fonction coût présente de multiples minima locaux et l’optimi-
sation converge vers un minimum local (pastille blanche). À plus basses fréquences, la fonction
coût présente une forme plus convexe. L’optimisation successive pour des données de contenu
fréquentiel croissant permet à l’algorithme d’optimisation d’approcher le bassin d’attraction du
minimum global et finalement de converger vers le modèle optimal.

être sérieusement envisagées dans des problèmes impliquant un nombre important de para-
mètres, comme c’est le cas en FWI. Il est néanmoins possible, dans le cas de problème fai-
blement non-linéaires, de se tourner vers des méthodes d’optimisation locales en linéarisant le
problème inverse (Lailly, 1984; Tarantola, 1984b). On suppose pour cela que la fonction coût
est localement quadratique aux alentours d’une estimation initiale des paramètres du milieu.
L’optimisation est alors effectuée en utilisant des algorithmes de descente basés sur le calcul du
gradient de la fonction coût. La non-linéarité est prise en compte, en mettant à jour les para-
mètres du milieu jusqu’à atteindre un critère donné de convergence. De manière équivalente aux
méthodes globales, il est possible d’utiliser l’inférence bayesienne pour analyser, localement, la
confiance que l’on peut apporter au modèle estimé (Gouveia & Scales, 1997, 1998) 4.

Une analogie existe entre la résolution de la FWI sous forme d’un problème linéarisé et les
approches d’inversions de formes d’ondes par migration "ray+Born" du champ d’ondes diffrac-
tées (Miller et al., 1987; Beydoun & Tarantola, 1988; Beylkin & Burridge, 1990; Bostock &
Rondenay, 1999). Pour ces dernières, le problème direct est linéarisé au moyen de l’approxima-
tion de Born (voir section 1.5.2) si bien qu’un problème inverse linéaire est résolu. Le modèle
initial est ainsi fixe et seules des interactions de premier ordre sont prises en compte lors de la

4. Ces approches ne sont valides que si l’algorithme local a convergé dans le bassin d’attraction global
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résolution du problème direct. Au contraire, le problème direct est résolu de manière exact en
FWI, i.e. sans linéarisation ; il rend ainsi compte de tous les effets de propagation. Néanmoins,
la linéarisation du problème inverse implique que les perturbations apportées au modèle sont
elles aussi de premier ordre. Cependant, le processus itératif permet de mettre à jour le modèle
à l’issue de chaque itération et de prendre progressivement en compte des effets de diffractions
plus complexes lors de la modélisation sismique.

Un effet de la linéarisation est la grande sensibilité de l’optimisation à l’estimé initial du
modèle. S’il n’est pas assez précis, le point de départ de l’optimisation se situe dans le bassin
d’attraction d’un minimum local et l’inversion ne converge pas vers le modèle optimal (Fig. 3.3).
Une approche pour contourner partiellement ce problème, proposée par Bunks et al. (1995),
est de réaliser l’inversion de manière hiérarchique en augmentant progressivement le contenu
fréquentiel des données observées. L’intérêt est double : d’une part elle permet d’atténuer la
non-linéarité du problème en réduisant les effets de « cycle-skipping 5 » (Virieux & Operto,
2009), favorisant ainsi la convergence vers le minimum global en augmentant la convexité de la
fonction coût. D’autre part, elle définit naturellement une approche multi-échelles de l’imagerie
en injectant progressivement des détails de plus en plus fins (Fig 3.2 et 3.3).

En amont de la résolution d’un problème inverse, il est essentiel de définir les variables
représentant les données ainsi que les paramètres du modèle, c’est-à-dire, la paramétrisation du
problème. Dans bien des cas le choix de cette paramétrisation est arbitraire et il n’y a pas de
raisons fortes pour en choisir une plutôt qu’une autre. Toutefois, ce choix devient très important
lorsqu’on s’intéresse aux problèmes inverses non-linéaires dont les solutions dépendent des
paramétrisations considérées. Ainsi, selon la paramétrisation choisie, une solution différente
peut être obtenue 6.

3.1.4 Méthodes de résolution locale

Partant d’une solution approchée initiale m0 du problème d’optimisation, les méthodes ité-
ratives locales génèrent une séquence de solutions mk = (m0,m1, ...,mk) incrémentées à
chaque itération par la relation :

mk+1 = mk + δmk

= mk + αkpk,
(3.4)

où δmk correspond aux perturbations à apporter aux paramètres pour améliorer la solution esti-
mée. Ces perturbations qui dépendent de deux quantités, pk la direction de descente et αk le pas
de descente calculés à chaque itération, sont déterminées de manière à assurer une décroissance
et un taux de convergence suffisants de la fonction coût.

5. Une différence de phase, entre les données observées et calculées, supérieure à une demi-période. Ce pro-
blème est lié à la précision cinématique du modèle et, est responsable de l’apparition de minima locaux.

6. Ce n’est pas le cas des problèmes linéaires pour lesquels la solution obtenue est invariante de toute re-
paramétrisation linéaire des données et des paramètres du modèle.
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Directions de descente

Une direction de descente est par définition tout vecteur pk qui permet une réduction de la
fonctionnelle C entre les itération k et k + 1, c’est-à-dire lorsque :

C(mk+1) < C(mk). (3.5)

En développant au premier ordre l’expression de la fonctionnelle C, il vient :

C(mk + αkpk) ≈ C(mk) + αkpTk∇C(mk) +O(α2
kp2

k) (3.6)

que nous pouvons injecter dans l’inéquation (3.5). Nous déduisons donc que si pk est une di-
rection de descente, alors αkpTk∇C(mk) < 0. Or, puisque αk > 0, il vient :

pTk∇C(mk) < 0. (3.7)

Ainsi, pk est une direction de descente si et seulement si le produit scalaire entre le gradient de
la fonctionnelle et la direction de descente est négatif.

Le pas de descente, recherche linéaire

La recherche d’un pas de descente est nécessaire pour forcer la convergence des algorithmes
d’optimisation. En effet, une trop faible valeur de α aura tendance à ralentir la convergence du
processus, tandis qu’une valeur trop élevée peut empêcher la fonction coût de décroître et, dans
des cas extrêmes, mener à des algorithmes oscillants 7.

La recherche de α constitue, en soit, un problème d’optimisation qu’il nous faut résoudre
à chaque itération de l’algorithme de résolution locale. Deux classes de méthodes permettent
de définir ce pas, les méthodes de régions de confiance et les méthodes de recherche linéaire
(Nocedal & Wright, 2006a). Nous ne nous intéressons qu’à ce dernier type de méthodes qui
sont plus faciles à mettre en œuvre que les méthodes à régions de confiance. Les algorithmes
de recherche linéaire visent à déterminer le pas de descente optimal le long de la direction de
descente. Une approche naturelle est de procéder à une recherche linéaire exacte, c’est-a-dire,
à résoudre le problème d’optimisation pour trouver le pas de descente optimal (point rouge
sur la figure 3.4). Cette stratégie est cependant difficile à appliquer dans le cadre de problèmes
fortement non-linéaires puisqu’elle implique d’évaluer de nombreuses fois la fonction coût.

Alternativement des méthodes de recherche linéaire inexactes peuvent être considérées. Ces
dernières tentent, à partir d’une valeur de αk initiale, de trouver un pas vérifiant certains cri-
tères de décroissance de la fonction coût. Des critères populaires sont les conditions de Wolfe
(Nocedal & Wright, 2006a) que nous détaillons ci-après.

Supposons qu’une direction de descente pk soit connue, le problème d’optimisation à ré-
soudre est

arg min
α>0

C(mk + αkpk). (3.8)

7. Il est ainsi vivement déconseillé de recourir à des pas de descente fixes.
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Figure 3.4 – Méthode de recherche linéaire, les conditions de Wolfe. La courbe bleue pré-
sente la fonction coût à l’itération k + 1 (dans la direction de descente) en fonction de α le pas
de descente. L’optimum de α est matérialisé par une pastille rouge, il correspond à la valeur
du pas si une recherche linéaire exacte avait été utilisée. La ligne noire correspond à la pre-
mière condition de Wolfe (décroissance suffisante), tout α donnant une valeur de C inférieure
à cette courbe satisfait la condition et est acceptable (flèches noires). Les tangentes rouges re-
présentent les pentes de la fonction coût satisfaisant la seconde condition de Wolfe (courbure
suffisante). Les valeurs de α satisfaisant cette condition sont représentées par les flèches rouges
bi-directionnelles. L’intersection de ces intervalles (zones grisées) correspond aux α satisfaisant
les deux conditions à la fois. Dès qu’un α est dans une zone grisée, un pas de descente est trouvé
et la recherche linéaire s’arrête.

Une première condition essentielle pour minimiser le problème est que la fonction coût décroît
d’une itération à l’autre, c’est-à-dire que C(mk+1) < C(mk). Pour accélérer la convergence,
nous pouvons être plus restrictif et imposer que la fonction coût décroît au minimum d’une
quantité donnée :

C(mk+1) < C(mk) + C, (3.9)

où C est une constante négative. En développant au second ordre C(mk+1), il vient :

C(mk+1) ≈ C(mk) + αkpTk∇C(mk) +O(α2
k). (3.10)

En injectant cette équation dans (3.9) et en remarquant qu’une direction de descente n’est obte-
nue que si pTk∇C(mk) < 0 nous pouvons écrire que

C(mk+1) ≤ C(mk) + c1αkpTk∇C(mk). (3.11)
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qui correspond à la première condition de Wolfe aussi nommée règle d’Armijo. Cette relation
impose un taux de décroissance en fonction du paramètre c1 ∈ [0, 1]. Plus c1 est proche de
1, et plus nous imposons un taux de décroissance important et plus le pas devient difficile à
trouver. Cette condition est matérialisée sur la figure 3.4 par un trait noir ; toutes valeurs de α
pour lesquelles la fonction coût est inférieure à cette ligne est acceptable.

En général, la première condition de Wolfe n’est pas utilisée toute seule puisqu’elle nous
expose au risque d’accepter des pas de descente trop petits entraînant de fait une convergence
lente. Pour éviter cela, nous introduisons la seconde condition de Wolfe qui est une condition
de courbure suffisante :

pTk∇C(mk+1) ≥ c2pTk∇C(mk), (3.12)

elle-même contrôlée par le paramètre c2 ∈ [c1, 1]. Elle impose que la pente de la fonction coût à
l’itération k+1 soit supérieure à celle de l’itération k fois c2. On s’assure ainsi que la recherche
linéaire ne s’arrête pas pour des pas trop petits qui ralentiraient la convergence, c’est-à-dire
en des points où la pente autorise localement une meilleur réduction de la fonction coût. Au
contraire, cette condition force la recherche linéaire à trouver un α proche d’un extremum local
(Fig. 3.4, les flèches rouges).

En pratique (Monteiller et al., 2015), on donne un estimé initial de α, si ce pas satisfait les
deux conditions de Wolfe (3.11) et (3.12) alors le pas est gardé. Dans le cas ou aucune de ces
condition n’est satisfaite, un nouveau α est testé :

– S’il ne respecte pas la première condition (3.11), alors α est trop grand et on teste un α
plus petit.

– Sinon, s’il ne respecte pas la seconde condition (3.12), alors α est trop petit et on teste un
pas plus grand.

Enfin, s’il n’est plus possible de trouver un α qui satisfasse ces relations, la convergence est
atteinte et l’algorithme est stoppé. Évidemment, le comportement de cet algorithme dépend
grandement du choix des paramètres c1 et c2. Nocedal & Wright (2006a) préconisent de prendre
des valeurs de c1 = 10−4 et c2 = 0.9, dans le cas de l’utilisation d’algorithmes de Newton ou de
quasi-Newton.

Méthode du gradient

Un choix naturel de direction de descente est de prendre la direction de la pente locale de
la fonction coût évaluée à l’itération k. Il s’agit de la méthode de plus grande pente (« steepest
descent », en anglais). Cette direction est obtenue en prenant la direction opposée du gradient
de la fonction coût qui, lui, définit la direction de plus grande montée. La direction de descente
est donc donnée par :

pk = −∇Ck, (3.13)

qui satisfait nécessairement la définition donnée en (3.7). Cette méthode, plutôt simple puis-
qu’elle ne nécessite que l’évaluation du gradient de la fonction n’est toutefois pas optimale
pour la convergence du problème d’optimisation. En effet, même pour des problèmes d’opti-
misation linéaires, le taux de convergence de la solution est linéaire (Luenberger, 1973). En
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outre, l’efficacité de la méthode du gradient est très dépendante de la mise à l’échelle des pa-
ramètres lorsque plusieurs classes de paramètres de nature différente sont reconstruites et il est
généralement nécessaire de préconditionner le gradient.

Méthode de Newton

Une meilleure direction de descente peut être obtenue en effectuant un développement de
Taylor au second ordre de la fonction coût :

C(mk + αkpk) ≈ C(mk) + αkpTk∇C(mk) + 1
2α

2
kpTk∇2C(mk)pk +O(α3

kp3
k). (3.14)

En dérivant cette équation par rapport à pk, il vient :

αk∇2C(mk)pk = −∇C(mk), (3.15)

qui correspond à l’équation de Newton et que nous pouvons réécrire, si l’inverse de ∇2C(mk)
existe, comme :

αkpk = −(∇2C(mk))−1∇C(mk) = δmk. (3.16)

Cette dernière relation indique que la direction de descente peut être obtenue en multipliant
les dérivées premières de la fonction coût (le gradient) par l’inverse de la matrice contenant
les dérivées secondes de la fonction coût (le Hessien). Elle indique aussi que, dans le cas où la
fonction coût est quadratique et donc que le problème est linéaire, le minimum de la fonction est
obtenu en une itération. Qui plus est, la direction de Newton donne directement l’expression de
la perturbation à apporter au modèle δmk. C’est-à-dire qu’il n’est pas nécessaire de déterminer
le pas de descente par recherche linéaire.

Tant que la fonction coût peut être localement approximée par une fonction convexe et tant
que le Hessien est défini positif la méthode de Newton procure une direction de descente fiable
qui est de surcroît bien mise à l’échelle par la prise en compte du Hessien. Son utilisation est
ainsi très avantageuse pour les problèmes multi-paramètres. Un autre avantage réside dans son
taux de convergence quadratique, le minimum est ainsi trouvé plus rapidement qu’en considé-
rant la méthode du gradient.

Néanmoins, l’inverse du Hessien n’est généralement pas accessible. Tout d’abord, parce
que cette matrice peut être très mal conditionnée et donc difficile voire impossible à inverser.
Mais aussi car le Hessien, ainsi que son inverse, peuvent être excessivement coûteux à calculer
et à stocker. Il existe cependant diverses alternatives à la méthode de Newton qui permettent
d’approcher implicitement (et économiquement) les effets du Hessien : les méthodes de quasi-
Newton dont les taux de convergence sont super-linéaires (Kelley, 1999). Nous présentons dans
la section suivante une méthode de quasi-Newton permettant d’estimer itérativement les effets
de l’inverse du Hessien, la méthode l-BFGS (Nocedal, 1980). D’autres méthodes de second
ordre comme les méthodes de Gauss-Newton (Pratt et al., 1998) ou de Newton tronqué (Fichtner
& Trampert, 2011a; Métivier et al., 2013) peuvent être envisagées pour approximer les effets
du Hessien.
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Méthodes de quasi-Newton : BFGS et l-BFGS

La méthode BFGS 8 est une méthode de quasi-Newton qui cherche à approximer l’inverse
du Hessien H−1

k et à raffiner cette approximation par un processus itératif. La direction de
descente s’exprime de manière similaire à la direction de Newton (3.16) par :

pk = −H−1
k ∇C(mk). (3.17)

La mise-à-jour de l’approximation de l’inverse du Hessien à l’itération k + 1 est donnée par
(Nocedal & Wright, 2006a) :

H−1
k+1 =

(
I− skyTk

yTk sk

)
H−1
k

(
I− skyTk

yTk sk

)
+ sksTk

yTk sk
, (3.18)

qui ne dépend que de l’estimation de l’inverse du Hessien à l’itération précédente et de diffé-
rences finies sur les modèles s et gradients y des itérations courante k+ 1 et précédente k telles
que sk = mk+1 −mk et yk = ∇C(mk+1) −∇C(mk). Bien que l’équation (3.18) permette de
construire itérativement une approximation du Hessien, il est toujours nécessaire de stocker et
de manipuler la matrice H−1

k+1 qui est très dense pour des problèmes de tailles conséquentes (sa
taille est Np ×Np).

Néanmoins, l’équation (3.17) indique que la direction est obtenue par un produit matrice-
vecteur entre l’approximation de l’inverse du Hessien et le gradient. Il n’est ainsi pas nécessaire
de stocker la matrice de manière explicite, mais seulement d’être capable de calculer l’effet de
cette approximation sur le vecteur gradient. Ceci est possible au moyen de la méthode l-BFGS
(pour limited-memory BFGS) (Nocedal, 1980; Nocedal & Wright, 2006a), qui est une modifi-
cation de la méthode BFGS. Son principe est d’utiliser la relation (3.18) de façon récursive de
sorte à exprimer H−1

k+1 en fonction de tous les vecteurs s1...k et y1...k. De ce fait, seuls 2× (k+1)
vecteurs de taille Np doivent être stockés en mémoire. Ce nombre peut encore être réduit en se
défaussant des modèles et gradients les plus anciens, ne gardant de fait qu’un nombre très limité
de vecteurs en mémoire.

Notons que les algorithmes BFGS ou l-BFGS nécessitent un estimé initial de l’inverse du
Hessien H−1

0 . Lorsqu’on ne dispose pas de cette estimation, un bon choix (Nocedal & Wright,
2006a) est de prendre H−1

0 = γI où γ est donné par :

γ = sT0 y0

yT0 y0
, (3.19)

qui permet notamment de calibrer la direction de descente pk de sorte que α = 1 soit en général
accepté. Dans le reste de ce manuscrit, nous utilisons exclusivement l’algorithme d’optimisation
l-BFGS pour l’application de la FWI.

8. Nommée d’après ses inventeurs : Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno.
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3.2 L’inversion de formes d’ondes, un problème aux moindres
carrés linéarisé

L’inversion de formes d’ondes (Tarantola, 1984a, 1987; Gauthier et al., 1986a) est un pro-
blème inverse non-linéaire et mal-posé dont l’objet est de reconstruire un modèle quantitatif du
sous-sol paramétré par un jeu de propriétés physiques qui gouvernent la propagation des ondes
sismiques. Ces inconnues de notre problème sont trop nombreuses pour envisager des méthodes
d’optimisations globales qui requièrent de surcroît un nombre conséquent de coûteuses modé-
lisations numériques. Nous formulons donc la FWI comme un problème d’optimisation locale
aux moindres carrés (Tarantola, 1984b).

3.2.1 La fonction coût

La FWI est fondée sur la minimisation de l’écart, échantillon par échantillon, entre les
formes d’ondes observées dobs et les formes d’ondes calculées dcal à partir d’un modèle du
sous-sol m et de la théorie physique G de la propagation des ondes. Les données calculées sont
ainsi recueillies par extraction du champ d’onde modélisé de sorte que dcal = Ru(x, t) où R
est un opérateur d’extraction qui dans sa forme la plus simple correspond à un delta de Dirac
positionné au récepteur.

L’écart sur les données à minimiser est défini par le vecteur résidu ∆d qui correspond à la
différence entre les données observées et les données modélisées tel que

∆d = dcal(m)− dobs. (3.20)

Dans le cadre d’une application sismologique, les données correspondent aux sismogrammes
enregistrés, soient des séries temporelles de Nt échantillons, par un réseau de Nr capteurs à Nc

composantes pour un certain nombre de séismes Ns. La taille totale du vecteur résidu sur les
données Nd sera en conséquence égale à Ns×Nr ×Nc×Nt. Une application télésismique im-
pliquant une dizaine d’événements enregistrés par une centaine de stations large-bandes induit
ainsi un nombre de données de plusieurs millions d’observations.

Afin de minimiser chacun des termes du vecteur résidu, nous introduisons un scalaire re-
présentant l’ajustement sur les données appelée fonction coût ou fonctionnelle d’erreur. Cette
fonction coût est définie par le type de résidu considéré – dans notre cas la forme d’onde mais
nous pourrions tout aussi bien considérer l’enveloppe, la phase instantanée ou même des temps
de trajet (Bozdağ et al., 2011) – ainsi que par le choix d’une norme || · || du vecteur ∆d ca-
ractérisant la distance entre les données observées et modélisées. Le choix de la norme n’est
pas évident pour la FWI. Dans le cas où le bruit sur les données vérifient une loi normale, c’est
à dire que la statistique du bruit est gaussienne, un choix pertinent est la norme L2 ou norme
euclidienne carrée (Tarantola, 1987). Lorsque le bruit ne suit pas une statistique gaussienne et
présente un nombre important de valeurs aberrantes (outliers), la norme L2 aura tendance à don-
ner plus de poids aux forts résidus puisque ces derniers sont élevés au carré. Il peut-être dans
ce cas plus judicieux de considérer des normes plus robustes et moins sensibles à ces anomalies
telles que la norme L1 qui minimise la valeur absolue du résidu ou de faire appel à des normes
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hybrides comme la norme d’Huber se comportant comme une norme L2 pour de faibles résidus
et comme une L1 pour des résidus importants (Tarantola, 1987; Crase et al., 1990; Brossier
et al., 2009a).

Dans ce qui suit, nous considérons que les données observées ont été sélectionnées après
élimination des données trop bruitées et nous supposons que l’hypothèse d’une statistique gaus-
sienne est vérifiée, ce choix est fait de manière assez classique en FWI (Pratt & Worthington,
1990; Pratt, 1990b). Nous nous focalisons donc sur la norme L2 qui réduit la FWI à un problème
aux moindres carrés et définissons donc la fonction coût que nous cherchons à minimiser par :

C(m) = 1
2‖∆d‖2 = 1

2∆dT∆d (3.21)

où T représente l’opérateur transposé.

3.2.2 Linéarisation du problème

Nous avons vu dans la section 3.1.3 que la minimisation de la fonction coût (3.21) peut se
faire aussi bien par des algorithmes d’optimisation locaux que globaux. Cependant, au vu du très
grand nombre de paramètres définissant le modèle m et du coût numérique de la résolution d’un
problème direct, il est impossible ne serait-ce que d’envisager l’utilisation de méthodes globales
pour des application tri-dimensionnelles en temps. Nous reformulons donc la FWI sous-forme
d’un problème itératif linéarisé afin de pouvoir appliquer des méthodes d’optimisation locale.
Pour ce faire, nous considérons que le minimum de la fonction coût C(mk) à l’itération k
est recherché aux alentours d’un modèle mk−1 obtenu lors de l’itération précédente 9. Si les
perturbations ∆mk à apporter au modèle mk−1 sont relativement faibles, nous pouvons écrire
qu’au premier ordre :

mk = mk−1 + ∆mk. (3.22)

Considérant (3.22), nous pouvons réaliser une développement Taylor de la fonctionnelle
(3.21) limité à l’ordre deux 10, qui exprime la valeur de C(mk) en fonction de C(mk−1) :

C(mk) = C(mk−1 + ∆mk) = C(mk−1) +
Np∑
i=1

∂C(mk−1)
∂mi

∆mk
i

+ 1
2

Np∑
i=1

Np∑
j=1

∂2C(mk−1)
∂mi∂mj

∆mk
i ∆mk

j +O(m3). (3.23)

La différentiation de cette équation par rapport à un paramètre ml du modèle nous donne :

∂C(mk)
∂ml

= ∂C(mk−1)
∂ml

+
Np∑
i=1

∂2C(mk−1)
∂mi∂ml

∆mk
i . (3.24)

9. À l’initialisation du processus, il est évidemment nécessaire de définir un modèle de départ mo, nous discu-
tons le choix de ce modèle dans le chapitre 4.

10. Afin d’appliquer des méthodes d’optimisation de type Newton ou Quasi-Newton vues précédemment.
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Or, un point critique – minimum, maximum ou point selle – de la fonctionnelle C(mk) est atteint
dès que sa dérivée première (3.24) par rapport à m est nulle 11. Annulant le membre de gauche
de l’équation (3.24), il vient :

∆mk = −

∂
2C(mk−1)
∂m2︸ ︷︷ ︸
Hessian


−1

∂C(mk−1)
∂m︸ ︷︷ ︸

Gradient

. (3.25)

Cette relation correspond à l’équation de Newton qui exprime le vecteur de perturbation des
paramètres du modèle et permet d’obtenir un minimum local de la fonction coût lorsque celle-
ci est localement convexe. Le terme ∆mk est déterminé par le vecteur gradient 12 et l’inverse de
la matrice hessienne de la fonction coût qui définissent la direction de plus grande pente ainsi
que la courbure au voisinage du modèle mk−1.

Il est intéressant de noter que l’équation (3.25) donne le minimum de la fonctionnelle en
une itération si la fonction coût est quadratique, par exemple, lorsqu’on considère un problème
inverse linéaire. En revanche, pour un problème non-linéaire il est nécessaire de linéariser la
mise à jour des perturbations et de procéder à une résolution itérative.

3.2.3 Les équations normales

L’équation de Newton (3.25) permet d’exprimer le vecteur des perturbations à apporter au
modèle à chaque itération en fonction du gradient et de l’inverse du hessien de la fonction coût.
En explicitant les dépendances de la fonction coût aux données observées et calculées nous
pouvons réécrire le gradient et le hessien en fonction de la matrice des dérivées de Fréchet
ou matrice de sensibilité J = ∂dcal(m)

∂m et retrouver les équations normales du problème aux
moindres carrés.

Le gradient

Le gradient ∇mC est défini comme la dérivée première de la fonction coût par rapport aux
paramètres du modèle m. Après différentiation, il vient :

∇mC =
(
∂dcal(m)
∂m

)T
∆d(m) = JT∆d. (3.26)

Le gradient de la fonction coût est donc un vecteur (de taille np) correspondant au produit de
la transposé de la matrice de sensibilité J et du résidu sur les données ∆d, il correspond à une
intercorrélation à décalage nul.

Pour obtenir le gradient, il est ainsi nécessaire de déterminer la matrice de sensibilité J.
Dans la plupart des cas, il n’est pas possible de la déterminer analytiquement puisque nous

11. Première condition d’optimalité.
12. Aussi dénommée matrice jacobienne
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ne disposons pas des solutions analytiques du champ d’ondes, et il doit donc être déterminé
numériquement. Une approche naïve consiste à la déterminer par différences-finies, ce qui né-
cessiterait de réaliser un nombre de modélisations numériques équivalent au produit du nombre
de données et de paramètres.

Une seconde option, présentée par Pratt et al. (1998), consiste à réaliser qu’une colonne de
J est physiquement équivalente au champ d’ondes diffracté par une hétérogénéité mi, le champ
d’onde aux dérivées partielles, échantillonné par les récepteurs 13. Ce champ d’onde satisfait
l’équation d’onde pour une source virtuelle, localisée à la position du point diffractant mi, et
caractérisée par la diagramme de radiation du paramètre mi (Forgues, 1996). La matrice J
peut ainsi être construite en effectuant autant de modélisations que de paramètres décrivant le
modèle.

Ce coût peut encore être réduit en exploitant la réciprocité spatiale des fonctions de Green
(Shin et al., 2001; Chen et al., 2007). Les dérivées de Fréchets sont alors obtenues en effectuant
autant de modélisations que de couples source-récepteur.

Alternativement, au lieu de construire la matrice de sensibilité J de manière explicite, nous
pouvons directement déterminer le gradient de la fonction coût au moyen de deux simulations
par source en utilisant le formalisme de l’état adjoint (Lions, 1968; Tromp et al., 2005; Ficht-
ner et al., 2006a,b; Plessix, 2006a). Le calcul du gradient est alors indépendant du nombre de
paramètre et du nombre de récepteur. Nous détaillons ces développements dans la section 3.3.

Le Hessien

Suivant le même raisonnement, il est possible de déduire l’expression du hessien en dérivant
le gradient de la fonction coût par rapport à m, nous obtenons ainsi :

∇2
mC = ∇m∇mC = JTJ +

(
∂J
∂m

)T
(∆d...∆d). (3.27)

Le Hessien est une matrice np × np qui est formée par la somme de deux termes :

1. Un terme linéaire JTJ, souvent appelé Hessien approximé. Il correspond à l’intercorréla-
tion à décalage nul entre les champs aux dérivées partielles contenus dans les matrices J
créés par deux paramètres du modèle mi et mj . Le Hessien approximé est dominé par ses
termes diagonaux qui correspondent à la somme des autocorrélations des champs aux dé-
rivées partielles (la somme des amplitudes au carré) pour chaque paramètremi. Appliqués
au gradient, ils permettent de corriger les effets liés à la décroissance géométrique des
champs diffractés. Les termes non-diagonaux sont calculés par sommation des intercor-
rélations des champs aux dérivées partielles entre deux paramètres mi et mj qui peuvent
être de classes différentes et/ou de positions différentes. Ils renseignent sur la corrélation
entre différents paramètres et prennent en compte les effets de largeur de bande limitée de
la source et du dispositif d’acquisition. Son application au gradient peut être vue comme

13. La matrice J représente l’opérateur de Born (Lailly, 1983b; Pratt, 1990a; Pratt & Sams, 1996), c’est-à-dire,
les hyperboles de diffraction pour chaque paramètre m du milieu.
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un opérateur de déconvolution (Pratt et al., 1998) re-focalisant les perturbations détermi-
nées par le gradient. Il permet en outre, dans le cas de problèmes multi-paramètres, de
dimensionner les amplitudes respectives des gradient par rapport aux différentes classes
de paramètre. Tout comme le gradient de la fonction coût, ce terme du Hessien ne prend
en compte que les effets de diffraction simple.

2. Un terme non-linéaire
(
∂J
∂m

)T
(∆d...∆d) qui correspond au produit des dérivées par-

tielles secondes du champ d’onde et des résidus sur les données. Il caractérise les effets
de diffraction double (Pratt et al., 1998) : il corrige l’empreinte des champs doublement
diffractés interprétés comme des diffractions simples par le gradient. Ce terme est généra-
lement considéré comme négligeable si le problème est quasi-linéaire ou que les résidus
sur les données sont faibles (Tarantola, 1987).

Le calcul du premier terme du Hessien est assez coûteux en domaine temporel puisqu’il
nécessite de construire la matrice des dérivées de Fréchet. Contrairement au gradient, elle ne
peut être obtenue à faible coût par des méthodes adjointes mais peut être calculée en convoluant
les fonctions de Green pour chaque couple source-récepteurs (Sheen et al., 2006; Chen et al.,
2007). La seule prise en compte de ce terme mène aux algorithmes d’optimisation locale de
type Gauss-Newton. Le terme de second ordre du Hessien est d’autant plus cher à déterminer
qu’il nécessite d’évaluer les dérivées de la matrice de sensibilité par rapport aux paramètres
du modèle. Des techniques de double adjoint (Fichtner & Trampert, 2011a; Métivier et al.,
2013) permettent néanmoins d’évaluer l’effet d’une ligne de l’inverse du Hessien complet sur
un vecteur (typiquement le gradient). Ces techniques permettent d’envisager des algorithmes
d’optimisation du type Newton tronqué ainsi que des analyses locales de résolution (Fichtner &
Trampert, 2011b).

Les équations normales

En injectant les expressions du gradient (3.26) et du hessien (3.27) dans l’équation de New-
ton (3.25), nous obtenons les équations normales :

∆m =
JTJ +

(
∂J
∂m

)T
(∆d...∆d)

−1

JT∆d. (3.28)

L’analyse dimensionnelle du gradient indique que ce dernier n’est pas homogène à la dimen-
sion d’une perturbation sur le modèle [D]×[D]

[M ] . Le gradient n’est donc pas suffisant pour obtenir
des perturbations réalistes des paramètres du modèle. Néanmoins, les équations normales, par
la prise en compte de l’inverse du Hessien dont la dimension est [D]×[D]

[M ]×[M ] , permettent de dimen-

sionner les perturbations données par le gradient puisque [D]×[D]
[M ] ×

(
[D]×[D]
[M ]×[M ]

)−1
= [M ] est

homogène aux paramètres du modèle.
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3.2.4 Régularisation

Le caractère mal-posé de la FWI implique que le problème de minimisation (3.21) ne pos-
sède pas de solution unique. En d’autres termes, les données peuvent être ajustées de la même
manière par des modèles de paramètres différents. Pour mieux contraindre l’inversion, nous
pouvons imposer des contraintes sur la solution en introduisant d’un terme de régularisation.
Elle permet de stabiliser et de réduire le nombre de solutions en ajoutant de l’information a
priori sur la solution recherchée.

La méthode de régularisation la plus fréquemment utilisée est celle de Tikhonov (Tikhonov
& Arsenin, 1977). Elle consiste à ajouter à la fonction coût un terme de pénalité R(m) sur
le modèle visant à pénaliser la « rugosité » du modèle de paramètre, c’est-à-dire, à forcer une
reconstruction lisse du modèle de paramètres. La fonction coût régularisée devient

CR(m) = C(m) + λ

2 ||R(m)||22, (3.29)

où λ est le paramètre de régularisation. Le nouveau problème (3.29) consiste ainsi à déterminer
un modèle fournissant le meilleur compromis possible entre l’ajustement des données et garan-
tissant une solution aussi « simple » que possible. Si le paramètres de régularisation λ est trop
faible, le problème (3.29) est très proche du problème originel (3.21) et des instabilités peuvent
être générées sous forme de reconstructions irréalistes de paramètres. Si λ est au contraire trop
grand, le système (3.29) est figé et les données ne peuvent pas être ajustées.

Trouver une valeur optimale du paramètre λ est un problème compliqué qui n’a pas de so-
lution évidente. Il existe toutefois quelques quelques heuristiques dont la plus populaire repose
sur l’utilisation de « L-curves » (Hansen, 1992). Cette méthode consiste à analyser le graphe
C(m) en fonction de R(m) pour différentes valeur du paramètre λ. L’idée de la méthode est
que si λ est sous-optimal, la norme de l’ajustement ne change que très peu tandis que la norme
du modèle est grande (puisque le problème est sous-régularisé), la pente de la L-curve est alors
quasi-horizontale. Dans ce cas, on n’améliore pas l’ajustement des données et l’on complique
inutilement la solution. Au contraire si λ est sur-optimal, la norme du modèle ne varie que très
peu et la norme de l’ajustement est grande, la pente est alors quasi-verticale. Cette fois-ci, le
modèle contient trop d’information a priori pour permettre d’améliorer l’ajustement. Ainsi, en
échelle log− log, la courbe obtenue a généralement l’aspect d’un « L » et le paramètre λ optimal
est choisi à proximité du coude formé par la courbe.

Différent types de pénalités R peuvent être envisagées. Elles dépendent de l’a priori que
l’on veut ajouter au problème. Sous sa forme standard, cet opérateur est l’identité I, on amortit
les paramètres ayant des valeurs élevées. Pour la FWI, ce choix n’est pas intéressant en pratique,
et l’on préfère plutôt pénaliser les discontinuités présentes dans le modèle R = ∇ ou la rugosité
du modèle R = ∇2 pour privilégier des modèles lisses. L’ajout d’un terme de régularisation
sur la fonction implique de modifier l’expression du gradient en conséquence sous forme de
termes additifs qui sont respectivement ∇2m et ∇2∇2m (Castellanos, 2014).

La recherche du paramètre de régularisation est généralement une tâche fastidieuse, déli-
cate et coûteuse. Une alternative pragmatique consiste à lisser le gradient de la fonction coût au
moyen d’un filtre gaussien (Sirgue, 2003). Les longueurs de corrélation sont ainsi facilement

127



Chapitre 3 : Le problème d’inversion des formes d’ondes

paramètrables et la régularité de la solution peut-être contrôlée de manière simple. Ce type de
régularisation s’apparente au préconditionnement de la direction de descente par reparametri-
sation (Guitton et al., 2012).

3.2.5 Paramétrisation

Pour des problèmes inverses non-linéaires, la solution du problème d’optimisation dépend
de la paramétrisation choisie pour la mise-à-jour des paramètres du modèle. Les données ob-
servées ont en effet une sensibilité différente aux classes de paramètres considérées lesquels
présentent alors des couplages différents selon les paramètres pris en compte (Tarantola, 1986;
Köhn et al., 2012; Prieux et al., 2013a). Puisque le comportement de l’inversion dépend de la
paramétrisation 14, il peut être intéressant de modifier la paramétrisation en fonction de la géo-
métrie d’acquisition ou même d’envisager des inversions successives pour différentes classes
de paramètres (Tarantola, 1986).

Le passage d’une paramétrisation à une autre peut être réalisé simplement au moyen de la
dérivation chaînée (Mora, 1987; Köhn et al., 2012) :

∇m′
i
C(m′) =

Npar∑
j=1
∇mj
C(m)dmj

dmi

. (3.30)

Les gradients exprimés dans une paramétrisation m′ s’expriment ainsi par combinaisons li-
néaires des gradients calculés dans une paramétrisation de référence m. Dans le cas d’un milieu
élastique isotrope, la paramétrisation de référence la plus naturelle est celle qui fait directement
intervenir les coefficients élastiques présents dans les équations de l’élastodynamique, c’est-à-
dire, (ρ,λ,µ). Nous détaillons le calcul de ces gradients dans la section suivante.

En sismologie, les paramétrisations les plus utilisées pour l’interprétation des images tomo-
graphiques sont celles reliées aux vitesses des ondes élastiques (ρ,VP ,VS) et aux impédances
(ρ,IP ,IS). Les relations entres ces différentes paramétrisations sont données par

λ = ρ(V 2
p − 2V 2

s ) =
I2
p − 2I2

s

ρ
et µ = ρV 2

s = I2
s

ρ
. (3.31)

En appliquant la dérivation chaînée, nous trouvons pour la paramétrisation (ρ,VP ,VS)

∇ρvC(m′) = ∇ρC(m) + (V 2
p − 2V 2

s )∇λC(m) + V 2
s ∇µC(m)

∇VpC(m′) = 2ρVp∇λC(m)
∇VsC(m′) = −4ρVs∇λC(m) + 2ρVs∇µC(m) (3.32)

14. Nous discutons des effets liés au choix de la paramétrisation dans le chapitre 4

128



Chapitre 3 : Le problème d’inversion des formes d’ondes

et,

∇ρiC(m′) = ∇ρC(m) + (2V 2
s − V 2

p )∇λC(m)− V 2
s ∇µC(m)

∇IpC(m′) = 2Vp∇λC(m)
∇IsC(m′) = −4Vs∇λC(m) + 2Vs∇µC(m) (3.33)

pour la paramétrisation (ρ,IP ,IS).

De manière similaire, nous pouvons envisager la prise en compte d’une sous-paramétrisation
pour préconditionner le processus d’inversion. Par exemple, nous pouvons considérer des para-
mètres adimensionnés m′ = m/mo pour équilibrer les poids respectifs des différents gradients
auquel cas,

∇m′C(m′) = mo∇mC(m). (3.34)

Ou bien le logarithme des paramètres m′ = ln m pour lequel,

∇m′C(m′) = m∇mC(m), (3.35)

qui permet de préconditionner les gradients en fonction de l’amplitude locale des paramètres et
donc de la profondeur.

3.3 Le gradient de la fonction coût

3.3.1 Construction par la méthode de l’état adjoint

Nous développons maintenant l’expression du gradient de la fonction coût à partir du for-
malisme de l’état adjoint. La méthode de l’état adjoint, initialement développé dans le cadre de
la théorie du contrôle optimal (Lions, 1968), est une technique permettant d’évaluer le gradient
de la fonction coût sans former la matrice de sensibilité du problème. En particulier, le calcul du
gradient devient indépendant du nombre de paramètre et ne nécessite plus que deux simulations
par source. Elle a été introduite dans la théorie du problème inverse par Chavent (1974) et appli-
quée en géophysique par de nombreux auteurs (Lailly, 1983a; Tarantola, 1984b; Tromp et al.,
2005; Liu & Tromp, 2006). Des présentations approfondis de l’application de cette méthode en
géophysique et en sismologie sont données par Plessix (2006b) et Fichtner et al. (2006a,b).

Avant de commencer le calcul du gradient par la méthode de l’état adjoint, nous introduisons
quelques définitions mathématiques. Premièrement, nous introduisons la dérivée directionnelle
(ou dérivée de Gâteaux) :

∇mC(m) · δm = C(m + δm)− C(m), (3.36)

et, afin de simplifier les notations, nous exprimons le produit scalaire sous forme de bra-ket

〈u|v〉[0,T ]×Ω =
∫ T

0

∫
Ω

u∗(x, t,m)v(x, t,m)dtdΩ (3.37)
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où ∗ est la transposé complexe.

Nous cherchons à minimiser un problème sous contrainte et commençons par définir le
Lagrangien L qui est une fonctionnelle augmentée de la fonction coût (3.21) pour laquelle les
contraintes correspondent aux équations d’état et d’observation, c’est-à-dire dans le cas présent,
les équations de l’élastodynamique ainsi que la restriction du champ d’onde aux récepteurs.
Pour une source et un récepteur dcalr , le Lagrangien s’exprime comme :

L(m,u,dcalr ,ua,dacalr) = 〈1|C(m)〉
−
〈
ua
∣∣∣ρ∂2

t u−∇ · [c : ∇u]− f
〉

−
〈
dacalr

∣∣∣dcalr −Rru
〉
, (3.38)

où, ua et dacalr sont des multiplicateurs de Lagrange correspondant aux champs et données
ajointes respectivement. Un point selle de la fonctionnelle est trouvé lorsque les dérivées du
Lagrangien L par rapport aux variables d’état u et dcalr , aux variables adjointes ua et dacalr et
aux paramètres du modèle m sont annulées.

Équations d’état

En annulant les dérivées directionnelles du Lagrangien par rapport aux variables adjointes,
nous retrouvons directement les expressions de l’équation d’état :

∇uaL · δua = −
〈
δua

∣∣∣ρ∂2
t u−∇ · [c : ∇u]− f

〉
= 0, (3.39)

et de l’équation d’observation :

∇da
calr
L · δdacalr = −

〈
δdacalr

∣∣∣dcalr −Rru
〉

= 0, (3.40)

exprimées sur le domaine [0, T ]× ∂Ω.



∫ T

0

∫
Ω
ρ∂2

t u(x, t)−∇ · [c : ∇u(x, t)]− f(xs, t) dx3 dt = 0,
u(x, 0) = 0,
∂tu(x, 0) = 0,
(c : ∇u(∂Ω, t)) · n̂ = 0.

(3.41)

Équations adjointes

Au contraire, l’annulation des dérivées directionnelles par rapport aux variables d’observa-
tion et d’état fournit l’équation satisfaite par le champ adjoint. Nous obtenons :

∇dcalr
L · δdcalr = 〈δdcalr |∆d〉 −

〈
δdcalr

∣∣∣dacalr〉 = 0, (3.42)
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et
∇uL · δu = −

〈
ua
∣∣∣ρ∂2

t δu−∇ · [c : ∇δu]
〉

+ 〈ua|Rrδu〉 = 0. (3.43)

En notant que :

– en vertu de la symétrie du tenseur de raideur : c = cT ,

– l’opérateur adjoint de la divergence est le gradient : (∇ · u)T = ∇u,

– une intégration par partie en temps est donnée par : 〈u|∂tv〉 = uv|[0,T ] − 〈∂tu|v〉,
– une intégration par partie en espace est donnée par : 〈u|∇v〉 = uv|∂Ω − 〈∇ · u|v〉,

nous pouvons appliquer une double intégration temporelle par partie ainsi qu’une double inté-
gration spatiale par partie sur l’équation (3.43), ce faisant nous aboutissons à :

∇uL · δu =−
〈
ρ∂2

t ua −∇ · [c : ∇ua]
∣∣∣δu〉+

〈
RT
r dacalr

∣∣∣δu〉
− (ua)(∂tδu)|T0 + (ua)(δu)|T0
− (ua)(c : ∇δu)|∂Ω + (c : ∇ua)(δu)|∂Ω = 0. (3.44)

Les conditions aux limites sur le champ d’onde u imposent par linéarité de l’équation d’onde :

1. une condition initiale, δu(x, t) = 0 et ∂tδu(x, t) = 0 sur les perturbations des champs de
déplacement et de vitesse,

2. une condition de surface libre sur la frontière du domaine, (c : ∇δu(∂Ω, t)) · n̂ = 0.

De même, nous imposons des conditions aux limites pour la variable adjointe en définissant :

1. une condition finale pour les champs de déplacement et de vitesse adjointes, ua(x, T ) = 0
et ∂tua(x, T ) = 0,

2. une condition de surface libre sur la frontière du domaine, (c : ∇ua(∂Ω, t)) · n̂ = 0.

Nous obtenons finalement,

∇uL · δu =−
〈
ρ∂2

t ua −∇ · [c : ∇ua]
∣∣∣δu〉+

〈
RT
r ∆d

∣∣∣δu〉
−
〈
ρ∂2

t ua −∇ · [c : ∇ua]−RT
r ∆d

∣∣∣δu〉 = 0 (3.45)

qui correspond à l’équation du problème adjoint. Nous remarquons que cette équation a la même
forme que l’équation d’état. Il s’agit, en effet, de l’équation d’onde satisfaite par le champ ad-
joint dont la source est, à présent, le résidu sur les données extraites aux positions des capteurs :
fa = Rr∆d. Cette équation est elle aussi définie sur le domaine [0, T ]× ∂Ω, mais satisfait une
condition finale (en t = T ). Le champ adjoint est alors obtenu en résolvant le système :



∫ T

0

∫
Ω
ρ∂2

t ua(x, t)−∇ · [c : ∇ua(x, t)]− fa(xr, t) dΩdt = 0,
ua(x, T ) = 0,
∂tua(x, T ) = 0,
(c : ∇ua(∂Ω, t)) · n̂ = 0.

(3.46)
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Pour réaliser numériquement cette intégration, il est nécessaire de transformer le problème de
sorte qu’il satisfasse une condition initiale. Pour cela, nous appliquons un changement de va-
riable tel que t′ = T − t, et introduisons le champ d’onde des résidus rétropropagés λ(x, t′) =
ua(x, T − t′). Il correspond au champ adjoint « renversé en temps », c’est à dire, propagé en
sens contraire du temps :



∫ T

0

∫
Ω
ρ∂′2t λ(x, t′)−∇ · [c : ∇λ(x, t′)]− fa(xr, T − t′) dΩdt′ = 0,

λ(x, 0) = 0,
∂tλ(x, 0) = 0,
(c : ∇λ(∂Ω, t′)) · n̂ = 0.

(3.47)

Le problème est maintenant exactement similaire au problème permettant de déterminer le
champ d’état (3.41) dont le terme source correspond aux résidus renversés en temps.
Gradient

Finalement, l’expression du gradient est obtenu en annulant les dérivées du Lagrangien par
rapport aux paramètres du modèle

∇mL · δm = ∇mC · δm = −
〈
ua
∣∣∣δρ∂2

t u−∇ · [δc : ∇u]− f
〉

= 0. (3.48)

Les gradients respectifs à la densité et aux paramètres élastiques s’expriment :

∇ρL · δρ = ∇ρC · δρ−
〈
ua
∣∣∣δρ∂2

t u
〉

= 0, (3.49)

et

∇cL · δc = ∇cC · δc + 〈ua|∇ · [δc : ∇u]〉
= ∇cC · δc− 〈∇ua :|δc : ∇u〉 = 0. (3.50)

Le gradient de la fonction coût peut alors s’exprimer en fonction des champs incident et adjoint

∇mC =


∇ρC =

∫ T

0

∫
Ω

ua(x, t) · ∂2
t u(x, t) dx3 dt,

∇cC =
∫ T

0

∫
Ω

∇ua(x, t) :: ∇u(x, t) dx3 dt,
(3.51)

ou en fonction du champ incident et du champs adjoint rétropropagé :

∇mC =


∇ρC =

∫ T

0

∫
Ω
λ(x, T − t) · ∂2

t u(x, t) dx3 dt,

∇cC =
∫ T

0

∫
Ω

∇λ(x, T − t) :: ∇u(x, t) dx3 dt.
(3.52)

Les équation (3.51) et (3.52) indiquent que le gradient de la fonction coût est construit par cor-
rélation à décalage nul entre les champs incident et adjoint. Plus spécifiquement, le gradient
par rapport à la densité est obtenu en corrélant les accélérations particulaires du champ incident
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InteractionDirect Adjoint Gradient
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Figure 3.5 – Construction du gradient par la méthode de l’état adjoint pour une source explo-
sive. De gauche à droite sont présentés le champ incident, le champ adjoint, l’interaction entre
les deux champs, et le gradient (λ) construit par sommation au cours du temps des interactions.
La source et le récepteur sont respectivement matérialisés par le rond blanc et le triangle rouge.

et les déplacements particulaires du champ adjoint, tandis que le gradient par rapport aux pa-
ramètres élastiques est construit en corrélant les champs de déformations incident et adjoints.

La figure 3.5 présente la construction du gradient par la méthode de l’état adjoint pour un
couple source-récepteur dans un milieu homogène infini. Ce milieu est perturbé par une inclu-
sion sphérique localisée à égale distance de la source et du récepteur. Les première et deuxième
colonnes présentent les propagations respectives des champ incident (depuis la source) et ad-
joint (depuis le récepteur) dans le milieu homogène. La corrélation à décalage nul est effectuée
en sommant la contribution des interactions entre les deux champs à chaque pas de temps (les
troisième et quatrième colonne). La figure du gradient résultante présente des franges d’interfé-
rences qui correspondent à des isochrones elliptiques. Ces ellipses indiquent la localisation des
points diffractants qui permettent de générer le résidu observé dans les données. Ces franges
sont dominées par l’ellipse centrale qui correspond à la première zone de Fresnel (transmis-
sion), les franges externes impliquent des phases générées par des réflexions ou conversions.

3.3.2 Implémentation et validation

Nous avons que le calcul du gradient de la fonction coût par la méthode de l’état adjoint
nécessite d’effectuer deux simulations différentes : une pour les champs d’ondes d’état satis-
faisant une condition initiale et une seconde pour les champs d’ondes adjoints satisfaisant une
condition finale. Le gradient est lui-même obtenu en sommant, à chaque temps t, l’interaction
entre ces deux champs. Numériquement, ceci peut être réalisé de quatre façons différentes.

133



Chapitre 3 : Le problème d’inversion des formes d’ondes

1. Réaliser les deux modélisations et les sauver en mémoire pour tous les temps de la simula-
tion. Cette méthode ne nécessite que deux simulations mais est en revanche très coûteuse
en mémoire.

2. Réaliser la simulation pour le champ adjoint et relancer, à chacun de ses pas de temps, la
simulation du champs d’état pour obtenir le champ d’onde au même temps. Cette fois-ci
aucun stockage mémoire n’est requis mais le nombre de modélisations devient prohibitif.

3. Calculer le gradient par rétropropagation au moyen de trois simulations. Une première
pour obtenir l’instantané du champs d’état au pas de temps final ainsi que son histo-
rique sur les bords du domaine de calcul. Puis deux modélisations pour rétro-propager les
champs adjoint et d’états simultanément (Liu & Tromp, 2006). Cette méthode ne néces-
site que trois modélisations mais ne permet pas de considérer des milieux atténuants pour
lesquels la rétropropagation du champ incident est instable.

4. Utiliser une stratégie de check-pointing (Symes, 2007). Il s’agit d’un compromis entre
les méthodes 1 et 2 pour laquelle quelques instantanés du champs d’état sont sauvés en
mémoire. Le champs d’état est alors propagé par temps croissants depuis un instantané
jusqu’au temps du champ adjoint. La méthode est ainsi viable quelle que soit la physique
du milieu considéré (atténuant ou non). Le nombre de modélisations requises dépend
alors du nombre d’instantanés considérés. Pour un nombre suffisant, cette méthode est
aussi coûteuse que la méthode 3.

Dans ce travail, nous ne considérons pas les effets d’atténuation, nous choisissons donc d’im-
plémenter la méthode numéro 3 qui présente le meilleur compromis nombre de simulation /
mémoire et qui est plus simple à implémenter.

Pour ce faire, nous propageons le champs d’état dans le sens croissant du temps et nous
sauvons sur disque l’histoire du champ d’onde sur les bords de la cible lithosphérique. Une
fois la simulation terminée, nous calculons les résidus ainsi que le fonction coût. L’instantané
final étant toujours en mémoire, nous itérons dans le sens décroissant du temps. Pour chaque
pas de temps, nous rétro-propageons le champ d’état et propageons le champ adjoint. Nous
calculons l’interaction entre ces deux champs et nous sommons ces contributions sur tous les
pas de temps.

Le gradient étant l’ingrédient essentiel du processus de minimisation de la FWI, nous va-
lidons à présent son implémentation 15. Pour ce faire, nous comparons dans un cas simple le
gradient calculé par la méthode de l’état adjoint au gradient estimé par différences finies de la
fonction coût :

∇mi
C ≈ C(m + ∆mi)− C(m)

∆mi

(3.53)

où ∆mi correspond à la perturbation d’un unique paramètre à une position donnée du modèle.
Le gradient est ainsi obtenu en n’effectuant que des modélisations : une dans le modèle ini-
tial permettant d’obtenir C(m) et np simulations (une pour chaque paramètre du milieu). Cette
méthode de calcul est donc très coûteuse en temps de calcul. En outre, l’implémentation est
légèrement problématique puisque la précision de l’approximation aux différences finies dé-
pend de la perturbation ∆m. Plus elle est faible et plus l’approximation est sensée être précise,

15. Il est aussi possible de vérifier la validité de la modélisation du champ adjoint par le test du produit scalaire
(Kern, 2002).
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Figure 3.6 – Validation du gradient de référence – paramétrisation (ρ,λ,µ) – construit par l’état
adjoint (courbes rouge). À titre de comparaison, le gradient approximé par différences-finies le
long d’un profil vertical (courbes bleue). En haut, la comparaison des deux gradients le long
du profil pour les trois paramètres. En bas, profil vertical des gradients respectifs obtenus par
la méthode de l’état adjoint. La source et le récepteur sont respectivement matérialisés par un
cercle blanc et un triangle rouge.
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néanmoins, il faut qu’elle soit assez importante pour générer une variation significative de la
fonction coût, c’est-à-dire supérieure à la précision numérique machine pour éviter les erreurs
d’arrondis.

Nous considérons un milieu infini homogène de densité ρ = 3 g/cm3, de vitesses VP = 7
km/s et VS = 3 km/s. Nous générons des données synthétiques en perturbant le milieu avec
une petite inclusion sphérique au centre du modèle dont les perturbations sont égales à 10 %
des paramètres du modèle homogène. La source est une explosion ponctuelle. Les gradients
obtenus par la méthode de l’état adjoint et par différences finies sont présentés sur la figure 3.6.
Comme l’estimation du gradient par différences finies est assez coûteuse en temps calcul, seuls
les gradients le long d’un profil 1D sont présentés (ce dernier est matérialisé par le tireté noir
sur la figure 3.6). Nous voyons que la forme générale, la polarité ainsi que l’amplitude des
gradients par rapport à ρ, VP et VS sont en bon accord. Nous imputons les légères différences
en amplitude aux erreurs d’arrondis numériques et concluons que l’implémentation du gradient
est validée.

3.3.3 Anatomie d’un gradient télésismique

Les spécificités de la configuration télésismique font que les champs d’ondes incidents en-
trant dans la cible lithosphérique correspondent approximativement à des champs d’ondes plans.
L’interaction d’une onde P plane avec la surface libre génère, comme nous l’avons vu, des ondes
réfléchies et converties PP et PS. Au vu de cette géométrie, il est important d’analyser l’anato-
mie générale ainsi que les contributions particulières des ondes montantes et descendantes pour
la construction du gradient télésismique. Ce dernier correspondant aux perturbations de premier
ordre que la FWI apporte au modèle initial, la connaissance de ses constituants permet de faire
le lien entre la résolution escomptée pour les différents paramètres mis à jour.

À ce titre, nous considérons un demi-espace homogène de densité ρ = 3 g/cm3 et de vitesses
sismiques VP = 7 km/s et VS = 4 km/s. Nous générons des données synthétiques en insérant
une inclusion sphérique au centre du modèle dont les perturbations sont égales à +10 % et en
considérant une onde plane d’incidence égale à 45 degrés.

La figure 3.7 présente, de manière similaire à la figure 3.5, la construction du gradient par
la méthode de l’état adjoint dans une configuration télésismique. La présence de la surface
libre ainsi que l’interaction des multiples PP et PS avec l’inclusion, génère un motif de franges
d’interférences plus complexe que celui rencontré pour une configuration en point source. Cette
complexité est typique de la configuration lithosphérique et présente :

– des franges d’interférence sub-verticales dominantes sous forme de « demi-banane » (comme
celles rencontrées en tomographie à fréquences finies (Dahlen et al., 2000a; Dahlen &
Baig, 2002)) qui sont dues à la transmission de l’onde P directe,

– des franges d’interférences sub-horizontales semblables aux ellipses de réflexion rencon-
trées en migration (Claerbout, 1985), qui proviennent des champ secondaires PP et PS
générés par la surface libre.

Les perturbations à apporter au modèle initial pour converger vers le modèle optimal sont
obtenues en sommant la contribution des gradients pour différents couples source-récepteur.
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Figure 3.7 – Construction du gradient par la méthode de l’état adjoint pour une source télésis-
mique. De gauche à droite sont présentés le champs direct, le champ adjoint, l’interaction entre
les deux champs, et le gradient construit par sommation au cours du temps des interactions. Le
récepteur est matérialisé un triangle rouge. Le gradient présenté correspond au paramètre λ.

Cette sommation est présentée sur la figure 3.8. La première ligne présente les gradients dans
la paramétrisation (ρ,VP ,VS) pour un couple source-récepteur (la configuration est la même que
pour la figure 3.7). Le calcul du gradient pour la même source, mais un nombre plus impor-
tant de récepteurs (ici, une nappe 2D constituées de 484 récepteurs) est présenté sur la seconde
ligne. Il permet de focaliser le gradient de la fonction coût sur la position de l’hétérogénéité par
interférences constructives et destructives des contributions de chaque récepteur. La sommation
des gradients calculés pour plusieurs sources, présentée sur la dernière ligne, améliore la foca-
lisation des perturbations au niveau de l’hétérogénéité et contribue à réduire l’effet des franges
parasites (les sourires de migration visibles sur les premières et deuxièmes lignes).

Puisque le champ incident est une onde plane analytique, nous pouvons séparer 16 la contri-
bution de l’onde montante (P directe) et des ondes descendantes (PP et SP) et analyser les ap-
ports respectifs de chacune des phases télésismiques au gradient de la fonction coût (Fig. 3.9).
Pour l’onde P directe, nous retrouvons la forme caractéristique de « banane » générée par la
transmission P-P (l’ellipse de migration correspondante est indiquée par une courbe bleue).
Les gradients par rapport à la densité et la vitesse des ondes S présentent une forme caracté-
ristique correspondant à l’ellipse de migration de la conversion P-S en transmission (courbe
verte). Celle-ci n’est pas visible sur le gradient de VP puisqu’une hétérogénéité de vitesse P
ne peux induire que des diffractions en mode P-P (Wu & Aki, 1985; Tarantola, 1986). Lors-
qu’on ne considère que les ondes descendantes (troisième et quatrième lignes de la figure 3.9),
Les franges d’interférences sont toutes approximativement horizontales et correspondent aux

16. Cette séparation est effectuée en enlevant la condition de surface libre et en injectant séparément les solutions
analytiques des ondes montantes et descendantes.
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Figure 3.8 – Construction du gradient par la méthode de l’état adjoint. De gauche à droites
sont présentés les gradients dans la paramétrisation (ρ,Vp,Vs). De haut en bas : gradient obtenu
pour un couple source-récepteur, gradient obtenu pour une source et une nappe de récepteurs en
surface et enfin, gradient obtenus pour 4 sources et une nappe de récepteurs. La sommation sur
les sources et les récepteurs focalise les gradients à la position de l’hétérogénéité (par interfé-
rence constructives et destructives). Ce résultat donne la perturbation à apporter au milieu pour
décroître la fonction coût et améliorer le modèle du sous-sol.

ellipses de migration en réflexion (PPP, PPS, PSP, PSS). On observe l’apparition de franges
multiples ne correspondant pas aux ellipses théoriques. Ces fantômes sont en fait générés par la
mauvaise interprétation du gradient : les phases générées en transmission (PP et PS) sont alors
interprétées comme des diffraction en réflexion (PPP, PPS, PSP, PSS) et réciproquement. La
contributions de plusieurs sources et plusieurs récepteurs permet d’atténuer par interférences
destructives ces artefacts.

Notons que les gradients par rapport à la densité et à la vitesse des ondes S sont dominés
par les phases PS et PSS. Ce sont, comme nous l’avons vu dans la section 1.4.2, les phases les
plus énergétiques. La correspondance entre les différentes phases télésismiques et les données
synthétiques utilisées pour le calcul du gradient est présentée sur la figure 3.10 Leur importance
est donc prépondérante dans le gradient télésismique. Au contraire, le gradient par rapport à la
vitesse des ondes P est dominé par la transmission PP qui est hautement plus énergétique que
les multiples PPP.

Il est aussi intéressant d’analyser l’anatomie du gradient en fonction de la paramétrisation
élastique choisie (ρ, λ, µ), (ρ, VP , VS) ou (ρ, IP , IS). Cette analyse n’est pas détaillées ici mais
sera présentée dans le chapitre 4.

138



Chapitre 3 : Le problème d’inversion des formes d’ondes

PP
PS PSPP

PP

PPP
PPS PPP

F
u

ll
In

c
id

e
n

t 
P

R
e
fl

e
c
te

d
 P

C
o
n

v
e
rt

e
d

 S

Density P-wave S-wave

PPP
PPS

PSP
PSS

PSP
PSS

Figure 3.9 – Anatomie d’un gradient télésismique pour un seul couple source-récepteur. De
gauche à droite sont présentés les gradients par rapport à ρ, Vp et Vs. De haut en bas : le gradient
total, la partie uniquement dues à l’onde P montante (transmission), la partie due à l’onde P
réfléchie (descendante) et la partie due à l’onde S convertie (descendante). L’hétérogénéité du
milieu est représentée par un cercle blanc et le récepteur par un triangle rouge. Sur les gradients
sont superposés les ellipses de migrations correspondant aux arrivées théoriques des différentes
diffractions générées par l’hétérogénéité.
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Vz Amplitude

Figure 3.10 – Anatomie des données synthétiques utilisées pour le calcul du gradient télésis-
mique (propagation d’une onde plane dans un milieu présentant une inclusion sphérique). On
remarque que les diffractions les plus énergétiques sont celles impliquant des phases en ondes
S, notamment les phases PS (vert) et PSS (jaune).
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3.4 Algorithme de la FWI

3.4.1 Implémentation

Notre programme d’inversion de formes d’ondes est implémenté sous la forme d’un pro-
blème de minimisation local. Ce problème est résolu au moyen d’une librairie d’optimisation
développée par L. Métivier au sein du consortium SEISCOPE (Métivier & Brossier, 2016a).
Cette dernière contient plusieurs algorithmes de calcul de direction de descente : la méthode de
plus grande pente, la méthode de gradient conjugué, l-BFGS ainsi que celle de Newton tron-
qué. En outre, cette librairie implémente directement la recherche linéaire d’un pas de descente
satisfaisant les conditions de Wolfe. Les seuls pré-requis de cette libraire sont les valeurs de la
fonction coût ainsi que les gradients.

Le processus de l’inversion de formes d’ondes est présenté sur la figure 3.11. En amont de
la FWI, les étapes de maillage et de calculs des champs d’ondes télésismiques avec AxiSEM
doivent être réalisées de la manière présentée dans la première partie de cette thèse. Au besoin,
la signature de la source télésismique doit être estimée et convoluée aux champs d’ondes inci-
dents (nous discutons de cette estimation dans la section 3.4.3). Le processus d’optimisation est
ensuite effectué pour des données filtrées dans une certaine bande de fréquence. Pour chaque
itération, une première modélisation est effectuée pour obtenir les données modélisées. Puis le
gradient de la fonction est calculé moyennant deux simulations par source comme expliqué dans
la section 3.3. Dès que le critère de convergence est atteint, le processus de FWI est stoppé et le
modèle sauvegardé. Si l’on souhaite effectuer une inversion hiérarchique en fréquence (Bunks
et al., 1995), le processus peut être relancé en fournissant le modèle de l’inversion précédente
et en considérant une bande de fréquence plus élevée.

Dans sa forme actuel, le programme FWI est capable de considérer plusieurs types de fonc-
tions coûts et de normes. Les normes implémentées sont les normes L2 et L1. Les fonctions
coûts disponibles sont quant à elles :

– la différence de formes d’ondes (comme présentée précédemment),

– les différences d’enveloppes et de phases instantanées (Bozdağ et al., 2011),

– la fonction coût indépendante de la source (Choi & Alkhalifah, 2011).

Concernant la régularisation du problème, nous avons implémenté les termes de Tikhonov pé-
nalisant soit le gradient soit le laplacien du modèle. Il est aussi possible de simplement lisser le
gradient de la fonction coût au moyen d’un filtre gaussien.

3.4.2 Exemple d’inversion synthétique

Afin de vérifier le comportement de notre algorithme d’inversion de formes d’ondes, nous
réalisons quatre tests synthétiques. Les données synthétiques sont obtenues en propageant huit
ondes planes dans un milieu élastique homogène de densité ρ = 3 g/cm3, de vitesses VP = 7
km/s et VS = 3 km/s, possédant une inclusion cubique de 20 km de côté localisée à 30 km de
profondeur. Dans le premier test, l’inclusion est portée par tous les paramètres avec ρ = 3.3
g/cm3, VP = 7.3 km/s et VS = 3.3 km/s. Dans les trois tests suivants, les données sont générées à
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Figure 3.11 – Workflow de l’inversion de formes d’onde télésismique.

l’aide d’une inclusion mono-paramètre portant sur la densité ou une des vitesses de propagation.
Les données sont enregistrées par une nappe régulière de 361 récepteurs à trois composantes
espacés de 5 km. Les huit ondes planes illuminent les quatre bords du milieu lithosphérique
avec deux angles d’incidences de 20 et 45 degrés. Leur période dominante est de 4.2 secondes.

Toutes les inversions sont réalisées en partant d’un milieu homogène de densité ρ = 3 g/cm3,
de vitesses VP = 7 km/s et VS = 3 km/s. L’algorithme d’optimisation local utilisé est l-BFGS
avec 10 gradients mémoires pour pouvoir prendre en compte les effets de l’inverse du Hessien.
Les inversions sont réalisées de manière hiérarchique en filtrant les données dans trois bandes
de fréquence dont les périodes minimales sont successivement de 20, 10 et 5s. Aucune régula-
risation et aucun préconditionnement n’est utilisé. Durant chaque cas test, les trois paramètres
élastiques sont mis à jour. Dans les trois derniers tests (inclusion mono-paramètre), toute image
fantôme de l’inclusion dans la reconstruction d’un paramètre n’ayant pas généré de résidus
reflétera un couplage entre ce paramètre et celui ayant généré les résidus.

La figure 3.12 présente les résultats de l’inversion de formes d’onde pour une inclusion
multi-paramètres. À l’exception du modèle VP qui est un peu plus bruité que ses homologues VS
et ρ, les modèles de vitesse et de densité reproduisent parfaitement bien la forme de l’inclusion
cubique. En outre, les profils 1D indiquent qu’en plus de la restitution de la forme de l’anomalie,
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la FWI est capable de restituer fidèlement l’amplitude des perturbations de vitesses et de densité.
Néanmoins, nous ne pouvons conclure quant à l’impact de la reconstruction d’un paramètre par
rapport à l’autre.

Figure 3.12 – Reconstruction multiparamètres (ρ,VP ,VS) dans le cas d’une inclusion cubique
multiparamètres (ρ,VP ,VS). De gauche à droite, les modèles FWI ρ, VP et VS .

Pour estimer la capacité de la FWI à reconstruire les paramètres indépendamment et analyser
les possibles couplages entre les paramètres estimés, nous présentons sur la figure 3.13 les
résultats de l’inversion pour les trois inclusions monoparamètres. Ces résultats indiquent que
peu de couplages sont présents et que l’inversion est théoriquement capable de discerner une
perturbation de densité, d’une perturbation de vitesse VP et/ou VS .

3.4.3 Estimation de la source

Jusqu’à présent nous avons considéré le problème d’inversion de formes d’ondes pour la
mise-à-jour du milieu lithosphérique en supposant les paramètres de la source télésismique
connus. Néanmoins, lorsqu’on s’intéresse à des applications sur données réelles les paramètres
de la source sont inconnus ou mal-contraints. Il est dans ce cas nécessaire d’estimer la position,
le mécanisme au foyer et surtout la signature temporelle de la source. Bien qu’il soit possible de
reformuler le problème inverse pour estimer les paramètres de la source de manière conjointe
aux structures (Kim et al., 2011), cela augmente considérablement la non-linéarité du problème.
En pratique, la source est généralement estimée en amont de la mise à jour des structures, et
peut être au besoin raffinée dans le processus de FWI (Bozdağ et al., 2016).

Une difficulté supplémentaire apparaît dans les configurations télésismiques du fait que les
sources sont localisées en dehors de la cible lithosphérique. Ré-estimer la position ou le méca-
nisme au foyer des événements télésismiques impliquerait de relancer de coûteuses simulations
à l’échelle globale avec AxiSEM. Il est donc inenvisageable de ré-estimer ces paramètres, et
nous nous contentons des bulletins données de manière routinière par les centre internationaux
tels que l’ISC, le NEIC et le globalCMT (Ekström et al., 2012). L’estimation de la source tem-
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Figure 3.13 – Reconstruction multiparamètres (ρ,VP ,VS) dans le cas d’une inclusion cubique
monoparamètre. (a.) Les perturbations sont portées par le modèle de ρ, (b.) VP et (c.) VS . De
gauche à droite, les modèles FWI ρ, VP et VS .
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porelle 17 est un problème linéaire que nous réalisons simplement par une déconvolution en
domaine fréquentiel (Pratt, 1999) :

s(ω) = d∗cal(ω)dobs(ω)
d∗cal(ω)dcal(ω) , (3.54)

où ∗ dénote l’opérateur complexe conjugué.

Les sources sismiques estimées doivent ensuite être convoluées avec les solutions AxiSEM
en chaque point des bords de la cible lithosphérique. Cette opération peut être assez coûteuse
selon le maillage considéré. Alternativement, il est possible de convoluer la source estimée avec
les données calculées dans la cible lithosphérique. La fonction coût devient alors

C(m) = 1
2 ||s ∗ dcal − dobs||22, (3.55)

où s est la signature temporelle de la source, et pour laquelle la source adjointe devient

sa = s ? (dcal − dobs), (3.56)

où ∗ et ? sont respectivement le produit de convolution et l’intercorrelation.

D’autres alternatives intéressantes, plus aveugles, consistent à modifier la fonction coût pour
la rendre insensible à la signature temporelle de la source, soit en convoluant les données ob-
servées et calculées avec une trace de référence calculée et observée (Choi & Alkhalifah, 2011;
Zhang et al., 2016; Beller et al., 2015) ou bien en considérant une fonction coût basée sur des
doubles-différences (Yuan et al., 2016).

Conclusions

Ce chapitre nous a permis de présenter et décrire les problèmes inverses de manière géné-
rale, leurs principales caractéristiques ainsi que les méthodes numériques permettant de les ré-
soudre. Considérant le grand nombre de paramètres impliqués dans la FWI et sa non-linéarité,
nous avons formulé le problème inverse sous la forme d’une problème de minimisation aux
moindres carrés lui même résolu par des méthodes d’optimisation locales. L’élément clé de
ce type de méthode est le gradient de la fonction coût que nous exprimons par la méthode de
l’état adjoint et dont nous avons validé le calcul en le comparant avec son homologue obtenu
par différences finies. L’étude de la structure du gradient nous a aussi permis de mettre en re-
lief les analogies qui existent entre la FWI et le processus de migration. Elle permet aussi de
comprendre les mécanismes du processus d’imagerie et de déterminer la contribution des don-
nées à l’estimation des paramètres du modèle. Nous avons ensuite présenté l’implémentation de
l’algorithme d’inversion de formes d’ondes et donné un exemple de reconstruction pour un mo-
dèle synthétique simple. Finalement, nous avons discuté du problème d’estimation de la source
télésismique.

17. Il existe aussi des catalogues de fonctions source pour les grands séismes (Mw ≥ 7.5) comme le catalogue
SCARDEC (Vallée et al., 2011; Vallée & Douet, 2016).
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Dans le prochain chapitre, nous analysons plus en détails le comportement de l’inversion
de formes d’ondes en configurations télésismiques à l’aide d’un modèle réaliste de lithosphère
représentatif de la structure des Alpes Occidentales. Nous étudions notamment le comportement
de la FWI en fonction des modèles initiaux utilisées, du choix de la paramétrisation et de la
géométrie expérimentale d’acquisition. Nous discuterons aussi de leurs impacts en terme de
résolution.

146



Chapitre 4

Analyse paramétrique de la FWI en
configuration télésismique

Sommaire
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
4.2 Teleseismic full-waveform inversion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

4.2.1 Theoretical background . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
4.2.2 Gradient of the misfit function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
4.2.3 Resolution analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
4.2.4 Radiation patterns for different subsurface parametrization . . . . . 157

4.3 The Western Alps lithospheric model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
4.3.1 Model description . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
4.3.2 Teleseismic data anatomy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

4.4 Parametric analysis of teleseismic FWI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
4.4.1 Experimental set-up . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
4.4.2 Which earth parametrisation for teleseismic FWI ? . . . . . . . . . . 167
4.4.3 Which initial model for teleseismic FWI ? . . . . . . . . . . . . . . 170
4.4.4 Sensitivity to acquisition design . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176

4.5 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

147



Chapitre 4 : Analyse paramétrique de la FWI en configuration télésismique

Ce chapitre est une première version d’une publication que nous comptons soumettre au
journal Geophysical Journal International. Ce travail présente une analyse paramétrique de
l’application de la méthode d’inversions de formes d’ondes aux données télésismique à partir
d’un modèle lithosphérique synthétique, représentatif de la collision continentale des Alpes oc-
cidentales. Cette étude vise à analyser les effets spécifiques de trois facteurs pouvant impacter
le comportement et la résolution spatiale de l’inversion de formes d’ondes. Ces facteurs expéri-
mentaux portent sur le choix des paramétrisations élastiques isotropes utilisées d’une part durant
le processus d’optimisation et d’autre part lors de la visualisation/interprétation des modèles, les
modèles initiaux du processus d’optimisation et la géométrie et l’échantillonnage du dispositif
de capteurs. Cette analyse indique que les modèles FWI les mieux résolus sont obtenus en uti-
lisant la paramétrisation (ρ,λ,µ) durant l’optimisation et en recombinant les impédances P et S
lors de la phase de visualisation et d’interprétation. Nous confrontons ces conclusions héritées
de l’expérience numérique avec l’analyse des diagrammes de rayonnement des différentes pa-
ramétrisations testées : (ρ,λ,µ), (ρ,Vp,Vs) et (ρ,Ip,Is) Elle indique aussi que les modèles 1D de
références tels que le modèle PREM sont suffisamment précis pour l’application de la FWI à
l’échelle lithosphérique en considérant le contenu basse fréquence des données télésismiques.
Enfin, elle montre sans ambiguïté que les géométries d’acquisition 2D sont à privilégier au dé-
triment de géométries 1D, même ultra-denses, puisqu’elles augmentent considérablement les
résolutions horizontales et verticales en prenant plus naturellement en compte des effets de
diffraction hors plan.

On the sensitivity of teleseismic full waveform inversion to earth
parametrisation, initial model and acquisition design

S. Beller, V. Monteiller, L. Combe, S. Operto and G. Nolet
to be submitted to Geophysical Journal International.

Abstract
Full waveform inversion is not yet a mature imaging technology for lithospheric imaging

from teleseismic data. Therefore, its promise and pitfalls need to be assessed more accurately
according to the specifications of teleseismic experiments. Three important issues are related
to the choice of the lithospheric parametrisation for optimisation and visualization, the initial
model and the acquisition design, in particular in terms of receiver spread and sampling. These
three issues are investigated with a realistic synthetic example that has been inspired by the CI-
FALPS experiment in the Western Alps. Isotropic elastic full waveform inversion is implemen-
ted with an adjoint-state formalism and aims to update three parameter classes by minimization
of a classical least-squares difference-based misfit function. Three different subsurface parame-
trisations, combining density (ρ) with P and S wave speeds (Vp and Vs) , P and S impedances
(Ip and Is) or elastic moduli (λ and µ) are first discussed based on their radiation patterns be-
fore their assessment by FWI. We conclude that the (ρ,λ,µ) parametrisation provides the FWI
models that best correlate with the true ones after recombining a posteriori the (ρ,λ,µ) optimi-
zation parameters into Ip and Is. One-dimensional reference global models as PREM provide
sufficiently-accurate initial models for FWI owing the low frequency content of teleseismic data
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after smoothing, that is necessary to remove the imprint of the layering. Two kinds of station
deployments are assessed : coarse areal geometry versus dense linear one. We unambiguously
conclude that a coarse areal geometry should be favoured as it dramatically increases the pe-
netration in depth of the imaging as well as the horizontal resolution. This results because the
areal geometry significantly increases local wavenumber coverage, through a broader sampling
of the scattering and dip angles, compared to a linear deployment.

Keywords : Teleseismic FWI – Parametrisation – Initial model – Acquisition

4.1 Introduction

Building high-resolution and quantitative images of the lithosphere from body waves is a
key challenge in earthquake seismology. The methodological challenge results from the hete-
rogeneous nature of the crust and the complex interaction of the wavefields with both these
heterogeneities and the free surface. From the geodynamical viewpoint, building images of the
lithosphere with a sufficient resolution is crucial to correlate tectonic deformation in the crust
with deeper mantellic process arising in the asthenosphere. Lithospheric images can be built
either from regional earthquakes (earthquakes nucleated in the lithospheric target) or from dis-
tant earthquakes, located several thousands of kilometres away from the target and commonly
referred to as teleseisms. One key advantage of the teleseismic configuration is to potentially
provide a large catalogue of events that are suitable for lithospheric imaging by either travel-
time tomography, receiver function analysis or waveform inversion techniques. The teleseismic
wave field can fairly be approximated by an incident planar wave field incoming from outside
of the lithospheric target with different incidence angles and back-azimuths. This planar confi-
guration is conducive to a rather uniform illumination of the lithospheric target but might be a
limiting resolution factor due to the limited angular illumination proved by plane-wave sources
as opposed to point sources.

Teleseismic datasets are conventionally processed by either traveltime tomography or recei-
ver function analysis. Traveltime tomography, when limited to the first-arrival P-wave, provides
subsurface model with a resolution of the order of the first Fresnel zone width (Williamson,
1991). In the teleseismic setting where the incident planar P-wave wavefields impinge the base
of the lithospheric target with incidence angles ranging between 20 to 60 degrees, the tomogra-
phic models tend to exhibit significant vertical smearing of lithospheric structures along banana-
shape sensitivity kernel (Marquering et al., 1999), hence attesting to the limited resolution of
these approaches. This vertical resolution issue has prompted some authors to enrich teleseis-
mic datasets with either regional (Bavalia et al., 2016) or global (Weidle & Widiyantoro, 2005)
datasets to perform P-wave traveltime tomography. Conversely, migration of receiver functions
(Vinnik, 1977; Langston, 1979) can provide sharper images of lithospheric discontinuities (Zhu
& Kanamori, 2000; Ryberg & Weber, 2000) . However, stacking of P-wave receiver functions
are inherently polluted by secondary arrivals, that limit their use to first order PS converted
waves generated by strong impedance contrast at major lithospheric discontinuities (Moho, 410
km and, 660 km boundaries).

The current densification of permanent and temporary arrays in conjunction with the conti-
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nuous growth of computing facilities permit the consideration of waveform inversion methods
that are expected to provide quantitative images of the subsurface with a resolution close to
the wavelength. Among teleseismic waveform inversion techniques, least-squares migration of
scattered teleseismic body waves has been first proposed by Bostock et al. (2001), Shragge et al.
(2001), Rondenay et al. (2001) and Rondenay et al. (2005). In their approach, the forward pro-
blem is linearised with the single-scattering Born approximation, Green functions are computed
by dynamic ray tracing and the migration is recast as a linear waveform inversion accordingly,
where the misfit between the recorded and modelled scattered wavefields is minimised in a
least-squares sense. Bostock et al. (2001) have emphasized the key role of the free surface as a
secondary source of down-going P and S waves. Compared to migration of receiver function,
that is often focused on the forward-scattered converted P-S waves, migration of the reflected
waves that are back-scattered by the lithospheric reflectors after a first reflection from the free
surface produces sharp images of the lithospheric structures.

A natural extension of the former linear waveform inversion is non-linear full-waveform in-
version (FWI), a technique also borrowed from exploration geophysics (Tarantola, 1984a; Mora,
1987; Pratt, 1999; Virieux & Operto, 2009). The main difference with the above-mentioned li-
near waveform inversion is that the full wave field residuals are minimized in FWI as opposed
to the single-scattered wave field residuals in scattering migration. This implies that the back-
ground subsurface model, in which seismic modelling is performed, is updated at each FWI
iteration, while the background model is kept the same over iterations in scattering migration.
A key advantage of the non linear inversion is that, as the resolution of the subsurface models
in which seismic modelling is performed improves over iterations, the resulting discontinuities
can help to more fully account for converted waves and multi-scattering during full-waveform
modelling and inversion. Conversely, a potential advantage of the linear inversion is that the
explicit separation between the background wave field and the scattered wave field during a
preprocessing stage and the use of ray tracing to select specific phases can be helpful to drive
the inversion toward the most resolving information in the data (back-scattered P-S converted
waves). Alternatively to FWI, Shang et al. (2012) proposed to image lithospheric reflectors
by reverse time migration, while the background velocity models are built by reflection tomo-
graphy from the free surface multiples (Burdick et al., 2014). This purely reflection approach
discards the contribution of the incident wavefields and uncouple the update of the long wave-
lengths of the lithosphere by migration-based velocity analysis from the shorter ones by migra-
tion through an explicit scale separation as conventionally performed in multichannel seismic
reflection processing.

In its conventional form, FWI seeks to minimize in a least-squares sense the sample-to-
sample misfit between the recorded and modelled seismograms. This implies that both travel-
times and amplitudes of all of the arrivals are involved in the misfit function. One question which
arises in relation to the use of the amplitudes is whether secondary parameters such as density
and attenuation can be reliably updated during FWI. While multi-parameter reconstruction for
density and attenuation is an active field of research in controlled-source seismology (Hicks
& Pratt, 2001; Malinowski et al., 2011; Kamei & Pratt, 2013; Prieux et al., 2013a; Kurzmann
et al., 2013; Groos et al., 2014), the path taken by the earthquake seismology community has
been rather to modify the sensitivity kernels of the FWI to remove amplitudes effects and recast
the waveform inversion as a finite-frequency traveltime inversion of the first arrival (Marquering
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et al., 1999) or selected wave packets (Maggi et al., 2009). This approach is generally referred
to as adjoint tomography by the earthquake seismological community when seismic modelling
is performed with full-wave numerical techniques such as the spectral element method (Koma-
titsch & Tromp, 1999a). Here, by adjoint is meant a mathematical technique that allows for the
efficient computation of the gradient of a functional without forming the sensitivity matrix (see
Tromp et al. (2005); Fichtner et al. (2006a,b); Plessix (2006a) for a review). An alternative to
the adjoint approach is the scattering-integral approach which relies on the explicit computa-
tion of the sensitivity matrix (Chen et al., 2007). Several applications of adjoint tomography at
regional, continental and global scales have been presented by Tape et al. (2010), Fichtner et al.
(2009), Fichtner et al. (2010), Zhu et al. (2012), Fichtner et al. (2013), Zhu et al. (2015) and
Bozdağ et al. (2016).

During these last years, there have been a few attempts to apply FWI on teleseismic data
for high-resolution imaging of lithospheric targets. The first attempts were performed in 2D and
2.5D (Roecker et al., 2010; Baker & Roecker, 2014; Pageot et al., 2013) using a frequency-
domain implementation (Pratt, 1999). A frequency domain implementation was used because
2D seismic modelling can be performed efficiently with Gauss elimination techniques when a
large number of sources are processed for a few discrete frequencies (Pratt, 1999). Pageot et al.
(2013) presented a parametric analysis that highlighted the contribution of the back-scattered
waves from the free surface to improve the resolution of the imaging as originally pointed out
by Bostock et al. (2001). They also show that a fine sampling of the frequencies was required
during the inversion to balance the narrow and coarse scattering angle illumination provided by
a few plane wave sources. This prompts them to conclude that a time-domain implementation
of FWI was more suitable than the frequency-domain counterpart according to the specificity
of the teleseismic experiments.

Three-dimensional time-domain FWI of teleseismic data has been first investigated by Tong
et al. (2014a), who assessed the ability of FWI to reconstruct reflector geometry and density,
Vp and Vs models of simple volumetric structures such as cubic inclusion or slab through a
careful analysis of sensitivity kernels of specific phases. Monteiller et al. (2015) illustrate the
resolution power of FWI relative to traveltime tomography to image a simple crustal model with
a sharp Moho even when only four teleseismic events are used for inversion. The reliability
of FWI for teleseismic application was further demonstrated with an application to real data
collected in the framework of the Pyrope experiment across the Pyrénées range (Wang et al.,
2016). FWI of five events recorded by 29 stations provided tomographic P and S wave velocity
(Vp and Vs) models of the Pyrennean lithospheric structure with an unprecedented resolution.
Moreover, Wang et al. (2016) showed the consistency between the FWI Vp and Vs models and
migrated images inferred from receiver functions. In parallel with this, Beller et al. (2017)
applied FWI on nine teleseismic events collected during the CIFALPS experiment (Zhao et al.,
2015) in the Western Alps. They use a FWI approach similar to Monteiller et al. (2015) except
that the density (ρ) was updated in addition to Vp and Vs. The FWI models show convincing
images of the continental subduction and the Ivrea body as well as a low Vs zone in the lower
lithosphere supporting the hypothesis of a slab detachment. The inversion was pushed up to
a maximum frequency of 0.2Hz. The ρ model shows structures that are consistent with those
shown in the Vs model in the upper lithosphere. However, the maximum depth at which ρ can
be imaged is smaller than for VS suggesting that ρ has been mostly reconstructed from free-
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surface multiples. Another striking result is the good resolution of the imaging in the cross-
line direction, perpendicular to the main receiver line of the CIFALPS experiment, although a
quite sparse distribution of stations in the cross-line direction. In particular, Beller et al. (2017)
successfully recovered the arc shape of the Ivrea body, whose ρ model allows to match the
Bouguer anomaly.

Although these recent success, there is still a need to appraise the promises and pitfalls of
3D teleseismic FWI. First, the plane-wave configuration raises the issue of the resolution with
which lithospheric structures can be imaged from a few teleseismic events. Although Bostock
et al. (2001) have emphasized the key role of the free surface multiples, it is not yet clear to
which extent second-order back-scattered waves can be exploited by FWI when the full wave
field is processed in one go, i.e., without explicit separation between the incident and scattered
wavefields. A second issue is related to the choice of the best subsurface parametrization (the
parameter set that fully describe the subsurface) and the optimization parameters (the subset
of parameters that are updated during the inversion as opposed to the passive parameters that
are kept fixed) for teleseismic FWI. This issue is far to be neutral as long as one seeks to
update secondary parameters such as density, attenuation or anisotropic parameters (see Operto
et al. (2013) for a tutorial). The choice of the subsurface parametrization and the optimization
parameters is mainly driven by the need to mitigate parameter cross-talk, while preserving a
sufficient resolution in the imaging. The most common tools to define a suitable parametrization
for FWI relies on the analysis of the so-called radiation patterns (Tarantola, 1986; Forgues &
Lambaré, 1997; Gholami et al., 2013; Alkhalifah & Plessix, 2014), the principal component
analysis of the sensitivity matrix (Sieminski et al., 2009) or the eigenvector analysis of the
Hessian operator (Plessix & Cao, 2011).

A third issue is related to the role of the initial model in teleseismic FWI. It is well ack-
nowledged that this initial model should allow to predict traveltimes with an error that does
not exceed half the period to prevent cycle skipping artefacts when a conventional least-squares
difference-based misfit function is used (e.g. Virieux & Operto, 2009). This condition is chal-
lenging to fulfil as long as a large number of wavelengths are propagated. This arises when
seismic data lack low frequencies as in controlled-source seismology and the acquisition geo-
metry involve long propagation distances. The low frequency content of teleseismic data should
make FWI reasonably immune to cycle skipping. However, it is unclear if other factors than the
kinematic accuracy of the initial model, for example the smoothness versus blocky character of
the velocity model or site effects near the free surface, can drive the FWI toward a local mini-
mum. A fourth obvious factor is related to the footprint of the station spread and sampling in
teleseismic FWI. Clarifying this issue is crucial to design reliable surveys amenable to high re-
solution imaging methods such as FWI. Using too coarse stations network can generate aliasing
artefacts of different nature (Shragge et al., 2001; Rondenay et al., 2005) as well as wraparound
of geological structures (Mulder & Plessix, 2004; Pageot et al., 2010). This has prompted the
design of several teleseismic acquisitions in the form of dense profile of stations spaced 5 km
apart at the expense of coarser areal deployments (Rondenay et al. (2001, Cascadia experiment),
Iglesias et al. (2010, MASE experiment), Zhao et al. (2015, CIFALPS experiment). While such
a dense linear set-up might be suitable to sample teleseismic events arriving with an azimuth
aligned with the receiver line, it is not be suitable to record waves that are scattered off the
receiver line or process events reaching the array with a significant obliquity.
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The aim of this study is to gain new insights on the four above-mentioned issues through
the application of 3D time-domain FWI on a realistic synthetic case study inspired from the
CIFALPS experiment.

In the sequel of this study, we first review the main theoretical ingredients of the FWI.
Then, we present the synthetic lithospheric model of the western Alps and describe the anatomy
of the data computed in this model. We interpret the dominant arrivals recorded by the three
geophone components and identify part of the signal that underwent aliasing. This is followed
by a parametric analysis of the FWI. We first assess three different subsurface parametrizations :
(ρ, λ, µ), (ρ, vp, vs), (ρ, Ip, Is), where λ and µ are the Lamé parameters and IP and Is the P
and S impedances. Our numerical examples suggest that the (ρ, λ, µ) parametrization provides
the best FWI results after recombining a posteriori the FWI ρ, λ and µ models into Is and Is.
Second, we assess the sensitivity of the FWI to the initial models. We show that ideally a smooth
tomographic model is the most suitable one for FWI, although 1D reference models as PREM
are enough to achieve acceptable FWI results. Third, we assess the sensitivity of the teleseismic
FWI to two different kinds of acquisition geometry : coarse areal configuration versus dense
linear acquisition. Our results strongly support that areal deployment should be firstly designed
at the expense of a dense linear deployment.

4.2 Teleseismic full-waveform inversion

This section reviews some basic principles of FWI that will be useful to interpret the results
of the numerical experiments carried out in this study. For sake of compactness, we review
these principles with a matrix formalism suitable for the frequency-domain formulation of FWI,
although our teleseismic FWI is fully implemented in the time domain.

4.2.1 Theoretical background

Let’s assume that a modelling engine such as those based upon hybrid methods is avai-
lable to compute synthetic teleseismic seismograms (Monteiller et al., 2013; Tong et al., 2014b;
Beller et al., 2017). The elastodynamic equations can be written in matrix form as

A(m)u = s, (4.1)

where s denotes the seismic source term and A the wave modelling operator. The synthetic
waveforms u are computed from subsurface properties gathered in the vector m. The most
natural parametrization of the subsurface involve the density ρ and elastic moduli cijkl since
this parametrization directly results from the equation of motion and the Hooke’s constitutive
law.

FWI is a data fitting procedure that aims to find a model m that minimises a certain measure
C of the data misfit, in its most conventional form, the least-squares norm of the sample-to-
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sample difference between the observed and the modelled data

m = arg min
m

C(m) (4.2)

where C(m) = 1
2‖∆d‖2

2 and ∆d = Ru(m) − d is the difference between the recorded data
d and the modelled wave field sampled at the receiver positions by the operator R. Because of
the computational burden of the seismic modelling and the huge dimension of the model space,
FWI is recast as an iterative local optimisation problem that seeks the minimum of the misfit
function in the vicinity of a starting model mk at iteration k. Zeroing the gradient of the misfit
function after a second-order Taylor expansion of the misfit function (4.2) around the starting
model provides the Newton descent direction. Multiplying this descent direction with a step
length γk, that can be found by a line search procedure (Nocedal & Wright, 2006a), provides
the model perturbation ∆mk+1 at iteration k

∆mk+1 = −γk H−1(mk)∇mC(mk), (4.3)

where H and∇mC are the Hessian (the second derivative of the misfit function) and the gradient
of the misfit function with respect to m, respectively.

4.2.2 Gradient of the misfit function

The gradient of the misfit function is given by

∇mC =
(
∂R u(m)
∂m

)T
∆d = JT∆d, (4.4)

where J denotes the Fréchet derivatives matrix or sensitivity matrix (Pratt et al., 1998). Diffe-
rentiation of equation (4.1) with respect to a model parameter m gives

A
∂u
∂m

= −∂A
∂m

u. (4.5)

Analogy between equations (4.1) and (4.5) shows that the partial derivative wave field ∂u
∂m

is
solution of the elastodynamic equations for a secondary virtual source −∂A

∂m
u. The sparse ope-

rator ∂A
∂m

defines the spatial and temporal supports of the virtual source at the position of m
in space and at the arrival time of u at m in time, respectively as well as its radiation pattern.
Therefore, the partial derivative wave field can be interpreted as the wave field scattered by a
point diffractor located at m. The traveltime curve followed by this partial derivative wave field
sampled at the receiver positions (this sampling gives one column of the sensitivity matrix) des-
cribes a diffraction hyperbola (Fig. 4.1). The gradient of the misfit function is simply formed by
the zero-lag correlation between the sampled partial derivative wave field and the data residuals
or in other words by the summation along the diffraction hyperbola of the product between the
partial derivative wave field and the data residuals. The aim of this correlation is to pick among
all of the residuals those which result from a potential missing heterogeneity located at m.
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Figure 4.1 – Sensitivity matrix and FWI imaging principle. The column j of the sensitivity
matrix describes the synthetic wave field that would be scattered by a diffractor located at mj

and sampled at the stations positions. In this figure, we show the case of a P-S diffraction. The
support of this scattered wave field in the time-distance domain follows a diffraction hyper-
bola. The gradient of the misfit function is formed by a weighted stack of the data residuals
along these trajectories Conversely, the line i of the sensitivity matrix describes the positions in
space along which a sample of the data residuals ∂ui is projected. These positions describe an
isochronal ellipse as in scattering migration. Summation over all possible ellipses focuses by
constructive interference the image of the scatterer with a resolution controlled by the source
bandwidth and the angular illumination provided by the acquisition geometry.
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Although equations 4.5 and 4.6 draw some clear connection between FWI and diffraction to-
mography, the gradient of the misfit function can be more efficiently computed with the adjoint-
state method at the cost of two forward simulations per source (Plessix (2006a) for a review).
Following Pratt et al. (1998), injecting the expression of the partial derivative wave field (4.5)
into (4.6) gives

∇mC = −uT
(
∂A
∂m

)T (
A−1

)T
∆d∗ = −

(
∂A
∂m

u
)T

λ∗, (4.6)

where the adjoint wave field λ satisfies

AT λ∗ = RT∆d∗. (4.7)

This expression shows that the gradient is obtained by a zero-lag correlation of the incident
wave field u weighted by the scattering matrix −∂A

∂m
with the adjoint wave field λ, that is back-

propagated in the subsurface using the residuals as a composite source term. Considering only
one sample of the data residuals associated with a source s , a receiver r and a traveltime T , its
energy will be smeared in the subsurface along positions x that satisfy the imaging condition
Tsx+Trx = T . Here, Tsx and Trx denote the traveltimes of a wave connecting the source and the
receiver to the scatterer x, respectively. These positions described an isochronal surface, which
is an ellipse in a 2D homogeneous background medium (Fig. 4.1).

All of these scattering concepts and imaging condition are typically met in migration tech-
niques (such as ray+Kirchhoff or ray+Born migration) (McMechan & Fuis, 1987; Miller et al.,
1987; Lumley et al., 1994; Rondenay et al., 2005) and highlight the connections that can be
drawn between FWI and generalized diffraction tomography (Devaney, 1984; Wu & Toksöz,
1987) as reviewed by Pratt et al. (1998).

For a general elastic medium parametrized by the density ρ and the coefficients cijkl of the
stiffness tensor, the gradient is simply given by :

∇ρC(x) =
∫ T

0 u†(x, t) · ∂2
t u(x, t)dt,

∇cijkl
C(x) =

∫ T
0 ε
†(x, t) : ∂c

∂cijkl
: ε(x, t)dt, (4.8)

where c denotes the stiffness tensor, u the displacement wave field and ε and ε†, the strain tensor
and the adjoint strain tensor, respectively (Tromp et al., 2005). Other parametrisations may be
considered and deduced from the former using the chain-rule of derivatives (Köhn et al., 2012),
three of them are inspected in section 4.2.4.

4.2.3 Resolution analysis

We review here the main experimental factors that control the spatial resolution of the FWI.
In the framework of diffraction tomography and FWI respectively, Wu & Toksöz (1987) and
Sirgue & Pratt (2004) showed that the gradient of the misfit function with respect to one pa-
rameter has the form of a truncated inverse Fourier series in which the arguments of the basis
functions are the wavenumber components locally injected in the targeted model at the position
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of the parameter. The truncation of this Fourier series, which results from the limited bandwidth
of the source and the limited spread of the acquisition, limits the resolving power of FWI.

In the high-frequency approximation (or local plane wave approximation), the local wa-
venumber vectors k injected at a given position in a 2D subsurface model (Fig. 4.2a) can be
inferred from the ray paths connecting the sources and the receivers to the scatterer leading to
the following expression

k = ks + kr = (kx, kz) = k(cosφ, sinφ) (4.9)

where

k = 2ω
c

sin
(
θ

2

)
(4.10)

and c is the local wave speed, ω the angular frequency, φ and θ are the dip and scattering angles,
respectively (Miller et al., 1987; Wu & Toksöz, 1987; Lambaré et al., 2003).

The expression of k shows that the local wavelength and the angles φ and θ are the three
parameters that control the spatial resolution of the FWI. In teleseismic applications when a few
up-going wavefields can lead to a coarse and narrow sampling of θ, the use of a broad frequency
band is useful to guarantee a proper sampling of the wavenumbers in the spatial directions
spanned by the dip angle φ. Moreover, free-surface multiples may enrich the range of dip and
short scattering angles sampled by the acquisition, hence increasing the vertical resolution of
the imaging.

Beyond the resolution limitations imposed by the limited frequency bandwidth of the source
and the limited spread of the acquisition, the radiation pattern of the virtual sources further
controls the amplitude versus θ variations of the partial derivative wavefields and hence poten-
tially narrow the real range of wavenumbers mapped in the FWI gradient. In the next section,
we analyse the radiation patterns of the virtual sources for the three subsurface parametrizations
that are used in this study for a theoretical assessment of their impact on the FWI resolution and
the trade-off between parameters.

4.2.4 Radiation patterns for different subsurface parametrization

Inferences on the sensitivity of the wave field to different parameter classes can be drawn
from the radiation patterns of elastic waves scattered by small elastic heterogeneities (Wu &
Aki, 1985; Tarantola, 1986). Such patterns give clear insights on the influence of a single pa-
rameter onto the data for different scattering regime (forward versus backward) (Fig. 4.2a).
Moreover, the overlap of the radiation patterns of different parameters with θ indicates potential
trade-off between these parameters. On the one hand, one may want to mitigate these trade-offs
by choosing a parametrisation that minimises these overlaps. On the other hand, this strategy
might narrow the influence of the parameters with θ, hence degrading the resolution with which
parameters are reconstructed accordingly. Many different parametrisations can be considered
for FWI. However, in the case of isotropic elasticity, the most common ones combine ρ with
either wave speeds (Vp,Vs), impedances (Ip,Is) or elastic moduli (λ, µ). The radiation patterns
of these three parametrisations are shown in Fig. 4.2(b-d) for a 2D homogeneous medium.
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Figure 4.2 – Radiation patterns for elastic isotropic media. (a.) Schematic illustration of the
relationship between the wavenumber components mapped in the subsurface at a given posi-
tion with the angular illumination provided by the acquisition and the reflectors of the back-
ground subsurface model (here, the free surface). In a teleseismic setting, the forward scattering
generated during the up-going propagation of the incident wave field toward the surface will
contribute to preferentially map the low-to-intermediate horizontal wavenumbers, while the ba-
ckward scattering generated after the reflection of the incident wave field from the free surface
will contribute to preferentially map the high-to-intermediate vertical wavenumbers. (b,c,d) Ra-
diation patterns of elastic scatterers for the b) (ρ, λ, µ), c) (ρ, Vp, Vs) and d) (ρ, Ip, Is) parame-
trisations . From left to right, each column presents the interaction of a P (1,4,7), Sv (2,5,8) and
Sh-wave (3,6,9) incident plane wave with, from top to bottom, a ρ (1-3), λ (4-6) (resp. Vp and
Ip) and µ (7-9) (resp. Vs and Is) scatterer. All the analytical radiation patterns (Wu & Aki, 1985)
are superimposed with the scattered wavefields that are computed numerically. Arrows indicate
the direction of the incident plane wave (black for P-wave, red for Sv wave and red-black for
Sh wave). Radiation-pattern curves are plotted in blue, green and purple for the P, Sv and Sh
scattered modes, respectively. See text for the interpretation.
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Figure 4.3 – Anatomy of a teleseismic gradient for one source-receiver pair and different para-
metrisations. FWI gradients computed for (a-c) (ρ,λ,µ), (d-f) (ρ,Vp,Vs) and (g-i) (ρ,Ip,Is) para-
metrisations. The source is a 45o incident plane-wave travelling through an homogeneous half-
space with a small heterogeneity located on the centre of the figure (white circle). The gradient
is computed for a 3-component sensor located at the position of the red triangle. The isochro-
nal curves of the scattered-waves generated through the interaction of the up-going P-wave and
down-going P and S-wave with the small heterogeneity are superimposed on the gradients. See
text for interpretation.
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The presentation of the radiation patterns is complemented with multi-parameter FWI gradients
computed for an incident P wave with an incidence angle of 45o and one station (Fig. 4.3). The
background medium is a homogeneous half space to which is added a small circular inclusion
at 50km depth to generate the data residuals.

A first noticeable feature, that is shared by the three considered parametrisations, is that λ
(resp. Vp and Ip) generates only P-P scattering with an isotropic radiation pattern (Fig. 4.2(b-
d),(4-6)). Therefore, the radiation pattern of λ (resp. Vp and Ip) has no impact on the resolution
with which this parameter is reconstructed : the local resolution is only controlled by the lo-
cal P wavelength and the range of P-P scattering angles spanned by the acquisition. The FWI
gradient with respect to λ (resp. Vp and Ip) highlights the dominant contribution of the forward-
scattered P-P mode delineated by the half-ellipse isochronal curve with one focus at the station
(Fig. 4.3b,e,h, blue curve). This forward-scattering regime is associated with wide θ and will
contribute to update the long wavelengths of λ (resp. Vp and Ip) (Fig. 4.2a). Superimposed on
the forward-scattered P-P sensitivity kernel, we also see, with much smaller amplitudes, the mi-
gration isochrone associated with the doubly P-P back-scattered wave from the free-surface and
the inclusion (Fig. 4.3b,e,h, red curve). This back-scattering regime is associated with smaller θ
and hence will contribute to update shorter wavelengths of λ (resp. Vp and Ip) (Fig. 4.2a). Since
the forward-scattering regime is dominant, the FWI will tend to update the long wavelengths
first before updating the shorter ones from the back-scattered waves once the residuals of the
incident wave will have been reduced. This hierarchy between forward and backward scatte-
ring naturally honours a multi-scale approach which is useful to mitigate the nonlinearity of the
FWI.

In contrast, µ (resp. Vs and Is) gives rise to P-P, P-S, S-S and S-P scattering, with stronger
diffracted S waves relative to the P counterparts (Fig. 4.2(b-d),(7-9)). The P-S, S-S and S-P
radiation patterns are identical for the µ, Vs and Is and the union of these three radiation patterns
covers a broad range of θ, that is conducive to a broadband reconstruction of these parameters
if the imprint of all of these scattering modes is significant in the data. However, reminding that
only incident P waves are considered in this study, the two lobes of the P-Sv radiation pattern
pointing forward in the direction of the arrow with an angle of 45o in Fig. 4.2(a-c)-(7, orange
curves) show that the long wavelengths of µ (resp. Vs and Is) cannot be updated from the P-Sv
mode since there is no radiation at very wide θ. This is supported by the gradient with respect
to µ (resp. Vs and Is) in Fig. 4.3c,f,i, green curve, which shows the more focused spatial domain
spanned by the P-Sv forward scattering mode relative to the P-P one (Fig. 4.3b,e,h, blue curve).
Note also that the amplitudes of the P-Sv forward scattering mode are small compared to those
of the doubly back-scattered modes in Fig. 4.3c,f,i due to the low values of the P-S transmission
coefficient relative to those of the P-Sv reflection coefficient at the free surface (Pageot et al.,
2013, Their Fig. 3).

Interestingly, the only difference between the radiation patterns of µ, Vs and Is is that µ gives
rise to two lobes of P-P scattering at wide and small θ (Fig. 4.2(b),(7)), while Vs and Is give
rise to P-P scattering at intermediate θ (Fig. 4.2(c-d),(7)). This difference manifests in Fig. 4.3c,
blue curve, by the clear imprint of the P-P forward-scattering mode in the µ gradient within a
half-ellipse sensitivity kernel, unlike in the Vs and Is gradients. Owing that the long wavelengths
of µ (resp. Vs and Is) cannot be updated from the P-Sv scattering mode as above-mentioned,
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the ability to update the long wavelengths of µ from the P-P mode might be an argument in
favour to the (ρ,λ,µ) parametrisation in particular if the inversion is started from a crude initial
µ model.

Potential trade-off between λ (resp. Vp and Ip) and µ (resp. Vs and Is) would result from
the overlap between the P-P radiation patterns of µ (resp. Vs and Is) and λ (resp. Vp and Ip).
These trade-offs might be more significant during the update of the long wavelengths of λ and
µ because the P-P forward-scattering sensitivity kernel of these two parameters are very similar
(Fig. 4.3(b-c)). This comment highlights the fact that it is often challenging to update multiple
parameter classes with a good resolution, while minimizing the trade-offs between them.

The radiation patterns of ρ show significant differences for the three parametrisations, al-
though ρ generates scattering for the P-P, P-S, S-S and S-P scattering modes in the three cases
(Fig. 4.2(b-d),(1)).

For (ρ,λ,µ), the radiation patterns are symmetric with respect to the incident plane wave-
front. In other words, forward and backward scattering are equally generated by ρ with this
parametrisation. Moreover, combining the contribution of the P and S scattered waves provides
a sensitivity over the full range of scattering angles. Conversely, ρ scatters waves in a prefe-
rential direction with the two other parametrisations : backward for (ρ,Vp,Vs) (Fig. 4.2(c),(1))
and forward for (ρ,Ip,Is) (Fig. 4.2(d),(1)). This implies that (ρ,Ip,Is) is suitable to update the
long to intermediate wavelengths of ρ, while (ρ,Vp,Vs) is more suitable to update the short to
intermediate wavelengths. We might conclude that (ρ,λ,µ) might be the most suitable one to
update ρ because the first-order P-P and P-S forward-scattering modes can yet generate models
of good resolution, which can be further improved by the contribution of the doubly Sv-P and
Sv-Sv back-scattered waves. Note also that the Sh-Sh radiation pattern is isotropic and hence
can contribute to significantly increase the resolution of ρ.

This theoretical analysis is supported by the gradients with respect to ρ (Fig. 4.3a,d,g). For
(ρ,λ,µ), we show well-balanced contributions of the forward- and backward scattering regimes,
while the broad P-P elliptical sensitivity kernel of the forward-scattering (delineated by the
blue curve) is dominant in the (ρ,Ip,Is) parametrisation. Conversely, the more spatially-focused
migration-like isochronal surfaces of the backward scattering are dominant for the (ρ,Vp,Vs)
parametrisation.

Significant trade-offs are expected between λ (resp. Vp, Ip) and ρ and between µ (resp. Vs,
Is) and ρ according to their respective radiation patterns. However, it is worth remembering that
λ (resp. Vp, Ip) and µ (resp. Vs, Is) control both the kinematic and the dynamic attributes of
seismic waves, while density mostly influences amplitudes. Heuristically, we may think that the
long-wavelength reconstructions of λ (resp. Vp, Ip) and µ (resp. Vs, Is) will be primarily tied
to the need to fit traveltimes and that amplitudes will play a second-order role in their update,
hence limiting the imprint of these parameter trade-offs. Controlling the trade-off between the
update of the small to intermediate wavelengths of ρ and λ (resp. Vp, Ip) or ρ and µ (resp. Vs,
Is) from reflections at short to intermediate scattering angles is probably more challenging.

A last comment concerns the presence of ghost isochronal surfaces in the gradients that
have been focused off the position of the inclusion (Fig. 4.3). These isochrones result from
the misinterpretation by the gradient of doubly-scattered waves from the free surface and the
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inclusion as single scattered waves from the inclusion and vice versa. These artefacts can be
partially cancelled out during the gradient computation by the destructive interferences of the
contributions of several receivers and events. Moreover, the Gauss-Newton Hessian can further
contribute to remove these artefacts by a deconvolution-like processing since the zero-lag corre-
lation between the partial derivative wavefields will mimic the same undesired correlations than
the zero-lag correlation between the partial derivative wavefields and the data residuals. Note
that the artefacts related to doubly-scattered arrivals generated by the discontinuities of the
background model should not be confused with those generated by double scattering between
missing heterogeneities in the background model. These doubly-scattered arrivals are present in
the recorded data but are not modelled during the FWI gradient calculation, which relies on the
single-scattering approximation. In this case, the artefacts generated by the recorded doubly-
scattered arrivals can be removed from the FWI gradient by the second-order (non linear) term
of the Hessian.

4.3 The Western Alps lithospheric model

4.3.1 Model description

Beller et al. (2017) applied FWI on nine teleseismic events recorded by the CIFALPS tem-
porary array to image the lithospheric structure of the South-Western Alps (Fig. 4.4a). In the
light of this study and for the purpose of the current study, we design a lithospheric model that
is representative of the retrieved structure of the Alpine lithosphere.

The synthetic model (Fig. 4.4b) represents the subduction of the European continental crust
below the Adriatic plate in the Western Alps. This model is 400 km× 200 km long and 200 km
deep. In its shallowest part, the model exhibits slow velocities / low density sedimentary basins,
that are 10km thick to mimic the presence of the SE-France and Po plain sedimentary basins
(Fig. 4.4a, red). The upper European crust is indented by a piece of Adriatic lithospheric mantle
(Fig. 4.4b, light blue) referred to as the Ivrea body mantle wedge. From the West to the East, the
model displays two distinct lower crusts (Fig. 4.4a, green), the first dips toward the east up to a
maximum depth of 100 km and characterises the subduction of the European continental crust
that under-thrusts the Ivrea body, whilst the other depicts the more conventional lower crust of
the Adriatic plate. Below, we designed a lithospheric mantle that gently varies from 100 km to
125 km depth beneath the Ivrea body. The asthenospheric mantle located below also contains a
piece of detached slab at the bottom end of the model (Fig. 4.4b).

Overall velocities of the synthetic model are based on the IASP91 model (Kennett & Eng-
dahl, 1991) and densities are taken from the PEM-C model (Dziewonski et al., 1975). Seismic
modelling in the lithospheric target is performed with a grid injection technique described in
Beller et al. (2017) : we first perform a global-earth simulation in the PREM model (Dzie-
wonski & Anderson, 1981) with the AxiSEM software (Nissen-Meyer et al., 2014) and store
the 3D teleseismic wave field at the boundaries of the lithospheric target. Second, the teleseismic
wave field is propagated in the lithospheric target with the spectral element method (Komatisch
et al., 1998) through a grid injection technique (Monteiller et al., 2013). To avoid numerical
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artefacts during the grid injection, we force a smooth transition between our synthetic model
and the outer PREM model with a cosine taper in a 20 km thick layer along the boundaries of
the lithospheric target.

4.3.2 Teleseismic data anatomy

Since FWI is a data-fitting procedure, it is relevant to interpret the potential information
content of the teleseismic wave field and correlate "with one’s own eyes" the geological fea-
tures of the synthetic model with their seismic response. For that purpose, we show in Fig. 4.5
synthetic seismograms recorded by a dense profile of stations sampled 5km apart for an event,
the characteristics of which are given in Table 4.1.

The relatively shallow depth (12 km) of this event together with the dominant period of
the source signature (≈ 5 s) prevents the identification of source-related multiples such as pP
and sP phases, which are hidden within the coda of the direct P-wave arrival (their theoretical
arrival times from the onset of the direct P arrival are 3.95 and 5.6 seconds, respectively). In
contrast, the intermediate epicentral distance of the event (63o) allows the PcP phase to be
well-separated from the incident P-wave within the displayed time window. This phase has a
theoretical arrival time of 37.6 s, according to PREM and the TauP toolkit (Crotwell et al.,
1999), and is characterized by a sub-planar move-out (Fig. 4.5c) .

At first glance, owing to the low frequency content of the data, it is challenging to identify
reflections from major lithospheric boundaries in the recorded data, which are dominated by the
incident P wave field and energetic diffraction from the Ivrea body. However, the footprint of
several lithospheric structures, such as sedimentary basins and Ivrea body, is clearly visible in
the onset time of the direct P arrival. In particular, the slow / buoyant sedimentary basins delay
the traveltime of the direct P arrival and increase its amplitudes (Fig. 4.5, L), while their pinch-
out generate energetic diffractions with sharp dips (Fig. 4.5, SD). In contrast, the fast Ivrea
body advances the direct P arrival onset and decreases its amplitudes (Fig. 4.5, E). Moreover,
it behaves as a strong secondary point source near the surface, that scatters waves downward
in the lithosphere. With respect to this comment, we interpret a late arrival with an hyperbolic
moveout as the reflection from the Moho generated from this diffracting source (Fig. 4.5, M).
The signature of the upper-mantle discontinuities corresponding to the top and bottom of the
transition zone at 410 and 660 km depth are also visible at around 40s and 70s after the first
arrival. These discontinuities are not part of the lithospheric target and hence will not be imaged
by FWI. However, their signature in the data will not impact upon the imaging since they will
be injected in the modelled synthetic seismograms by the grid injection technique.

The computation of receiver functions by frequency-domain deconvolution (Langston, 1979)
further helps us to analyse the contribution of late reflections from crustal heterogeneities by re-
moving the imprint of the incident wave field (figure 4.5(d-e)). The radial receiver function
nicely shows the geometry of the Moho of the European and Adriatic plate, with a pronounced
dip for the former. On the transverse component, receiver functions are dominated by three dif-
fraction hyperbola created by the pinch-out of the sedimentary basins and the Ivrea body. Note
that, due to their significant dips, these arrivals are spatially aliased. Later arrivals might indi-
cate the location of the lithosphere-asthenosphere boundary (LAB). However, as is frequently
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Sedimentary basins

Asthenosphere

Lithosphere

Ivrea body

Lower-crust

Upper-crust
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Figure 4.4 – Synthetic example design. (a.) The nine teleseismic events selected from the CI-
FALPS dataset for FWI. (b.) The 3D Alps lithospheric model representative of a continental
collision.
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Id Event
Lat (o) Dist (o) Hdur Depth Mw
Lon (o) Baz (o) Tshift (km) CMT

22 2013-02-14 67.65 62.98 5.30 12 6.7
13 :13 :53.1 142.512 17.37 6.26

Table 4.1 – Selected event for teleseismic waveform modelling indicating origin time, location
and moment tensor solution from Global CMT project (Dziewonski et al., 1981; Ekström et al.,
2012). Half duration (Hdur) and time shift (Tshift) are given in seconds.

the case in P-wave receiver function analysis, the signature of the LAB is hampered by the
Moho free-surface multiples, which makes its identification challenging.

4.4 Parametric analysis of teleseismic FWI

4.4.1 Experimental set-up

For all the experiments involved in the parametric study, we perform FWI for the same nine
events as those used for the CIFALPS experiment (Fig. 4.4a). We refer the reader to Beller et al.
(2017, Their table 1) for the precise location of the nine events used for FWI. We performed a
multi-scale FWI (Bunks et al., 1995) by successive inversion of datasets of increasingly high-
frequency content. We have generated three datasets by low-pass filtering the raw data with
cut-off periods of 20, 10 and 5s, respectively.

Unlike the real CIFALPS data application, the temporal source signature is assumed to be
known and hence is not estimated during FWI. We do not apply any time-dependent precondi-
tioning (namely, time windowing or amplitude balancing) on the data, but we normalise each
observed and computed common-event gathers by the maximal amplitude of the vertical com-
ponent of the observed data to equally balance their contribution in the gradient of the misfit
function. We use the l-BFGS optimisation algorithm (Nocedal, 1980), a quasi-Newton approach
that recursively estimates the action of the inverse Hessian on the gradient, without other ad-
ditional preconditioning on the gradient. The optimization parameters are the logarithm of the
physical parameters to further balance the parameters in depth. A mild regularization is applied
by smoothing the gradient with a Gaussian function with a correlation length of 1km in all three
Cartesian directions.

In the following numerical examples, each experimental configuration deviates from the
one we consider as the reference one in only one respect : subsurface parametrisation, starting
model or acquisition geometry. In the reference case, FWI is applied using :

– a (ρ,Vp,Vs) parametrisation,

– a starting model that consists in a smoothed version of the true model (this model will be
referred to as the Tomographic model),

– a 2-D regular grid of stations with a receiver-sampling interval of 5 km in the two hori-
zontal Cartesian directions,
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Figure 4.5 – Synthetic data computed in the Alps lithospheric model. From left to right : radial,
transverse and vertical components of particle velocities followed by radial and transverse re-
ceiver functions corresponding to the event 22 in Beller et al. (2017). E = early arrivals, L = late
arrivals, R = reference arrivals. Black ellipses indicate P-to-S wave conversions at upper-mantle
reflectors, while the green ellipse highlights data aliasing of steep diffractions generated by the
Ivrea body.
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as shown in the second line of table 4.2.

For a quantitative insight on the relevance of the FWI models, we computed a correlation-
based misfit between a vertical section of the FWI models and the Alps lithospheric model, this
vertical section being aligned with the CIFALPS profile (Beller et al., 2017, Their Fig. 3). Even
though such a norm may not be the most suitable one (in the sense that it cannot discriminate
the footprint of resolution and amplitude errors), it complements in a more quantitative way
the qualitative visual assessment of the subsurface models. The statistics of the results of the
parametric analysis are outlined in table 4.2.

4.4.2 Which earth parametrisation for teleseismic FWI ?

We first provide some insights on the most suitable subsurface parametrisation for teleseis-
mic FWI. We perform FWI for three different elastic parametrisations, (ρ,λ,µ), (ρ,Vp,Vs) and
(ρ,Ip,Is), and we jointly update the three parameter classes involved in the chosen parametrisa-
tion. For each of the three inversions, we show the parameters that have been updated by the
inversion, referred to as optimization parameters, as well as the parameters of the two other pa-
rametrisations, these parameters being built by the non linear recombination of the optimization
parameters. These parameters will be referred to as visualization parameters.

The (ρ,Vp,Vs), (ρ,Ip,Is) and (ρ,λ,µ) models are shown in Figures 4.6, 4.7 and 4.8, respecti-
vely. For each of these figures, we show from top to bottom the FWI results obtained with the
(ρ,λ,µ), (ρ,Vp,Vs) and (ρ,Ip,Is) parametrisations, respectively. This implies that, for each figure,
one row shows the optimization parameters, while the two other rows show the visualization pa-
rameters. The presentation of the subsurface models are complemented by the Fig. 4.9, whose
histograms show the level of correlation between the reconstructed models generated by each
FWI and the true subsurface models.

For a visual assessment of the subsurface models, we focus on the reconstruction of the
sedimentary basins, the Ivrea body and the subducting slab. According to these 3 criteria, we
conclude that the best subsurface models for the kinematic parameters, namely, Vp, λ and Ip
and Vs, µ and Is, are the Ip and Is (visualization) models inferred from the (ρ,λ,µ) optimization
models (Fig. 4.7(b-c)). This qualitative assessment is supported by the metric outlined in Fig.
4.9, that confirms that these Is and Is models show the best correlation with the true ones.

The ρ model inferred from the (ρ,λ,µ) parametrisation seems slightly better resolved than
the one inferred from the (ρ,Vp,Vs) parametrisation, at the expense of the noise level. In contrast,
the ρmodel inferred from the (ρ,Ip,Is) parametrization is much smoother, that is consistent with
the former analysis of the radiation pattern. This visual assessment is supported by Fig. 4.9 in
the sense that the ρmodel inferred from the (ρ,Vp,Vs) parametrisation shows the best correlation
with the true model, while the one inferred from the (ρ,λ,µ) parametrisation shows the poorest
one, which might result from the noise impacting this model. However, this noise did not prevent
a reliable recombination of the Ip and Is models from the (ρ,λ,µ) optimization parameters.

One may wonder why the (ρ,λ,µ) parametrisation provided the best subsurface models after
recombination of Ip and Is. If we limit our comparative analysis to the optimisation parame-
ters, µ is the one which shows the best correlation with the true model among the kinematic
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a. b. c.

d. e. f.

g. h. i.

j. k. l.

Figure 4.6 – Subsurface parametrisation assessment. From left to right are shown the ρ, Vp and
Vs models inferred from the FWI reconstruction of (a,b,c) (ρ, λ, µ), (d,e,f) (ρ, Vp, Vs) and (g,h,i)
ρ, Ip, Is). The last row (j,k,l) shows the true (ρ, Vp, Vs) models for comparison. The optimization
parameters are shown on the second row.
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parameter more closely related to shear waves (Vs, Is, µ), (Fig. 4.9). This might result from
the key contribution of the forward-scattered P-P mode during the long-wavelength reconstruc-
tion of µ (Fig. 4.3c). A second reason may be related to the high-vavenumber content of the
ρ model obtained with the (ρ,λ,µ) parametrisation (Fig. 4.3a). When IP is inferred from ρ and
µ by multiplication (Ip = √ρ µ), it is likely that the high wavenumber content of ρ has com-
plemented the small-to-intermediate wavenumber content of µ to focus a broadband Is model.
This improved resolution of the Ip and Is models relative to the λ and µ models is quite vi-
sible in the reconstruction of the Ivrea body and subducting slab (compare Fig. 4.7(b-c) with
4.8(b-c)). A similar line of though would explain why the sedimentary basins in the Ip and Is
models inferred from the optimization (ρ,λ,µ) parameters (Fig. 4.7(b-c)) are better focused than
those of the optimization Ip and Is models (Fig. 4.7(h-i)) The lower high-wavenumber content
of the optimization µ model, in particular at great depths (Fig. 4.8c, subducting slab), relative
to the visualization Ip and Vs models might result from the dominant imprint of the P-P forward
scattering in the µ gradient relative to that of the back-scattering components. This might have
dominantly driven the deep update of µ toward a low-to-intermediate wavenumber reconstruc-
tion at the expense to the high wavenumber components. The same comment could apply to
the Ip reconstruction from λ and µ. Another issue concerns potential cross-talk between ρ and
the two kinematic parameters. The recombination of ρ with a kinematic parameter to build the
impedance might help to remove cross-talks as suggested by Prieux et al. (2013a).

4.4.3 Which initial model for teleseismic FWI ?

FWI is a non-linear and ill-posed inverse problem that is generally tackled with local optimi-
sation techniques. In this framework, a requirement for the optimisation algorithm to converge
towards a reliable subsurface model is that the initial model should be accurate enough to posi-
tion the starting point within the attraction basin of the global minimum. Forwardly, this issue
is closely related to the cycle skipping phenomenon that occurs in FWI whenever a seismic
wiggle obtained from an inaccurate predictive model is shifted by more than half the period
with respect to the corresponding observed wiggle (Virieux & Operto, 2009). If cycle-skipping
occurs data, residuals will be back-projected onto a wrong isochrone surface hence conducting
FWI towards a local minimum.

A conventional way of mitigating cycle skipping effects is to progressively increase the
number of propagated wavelengths during seismic modelling, since the relative time error is
inversely proportional to this number. A first data-driven strategy to achieve this goal relies
on a frequency continuation approach where datasets of increasing high-frequency content are
hierarchically processed (Bunks et al., 1995). This frequency continuation can be complemented
by a time continuation that can be designed by gently increasing the selected time window
over iterations. Both data continuation strategies contribute to implement a multi-scale imaging
proceeding from the low wavenumber updates to the higher ones.

The frequency continuation approach requires that the recorded data have a sufficiently low
frequency content, which is not always the case in exploration seismology although the design
of broadband technology has became an active field of research. To overcome this issue, this
community has focused its efforts on the upstream building of reliable initial model by tra-
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a. b. c.

d. e. f.

g. h. i.

j. k. l.

Figure 4.7 – Subsurface parametrisation assessment. From left to right are shown the ρ, Ip and
Is models inferred from the FWI reconstruction of (a,b,c) (ρ, λ, µ), (d,e,f) (ρ, Vp, Vs) and (g,h,i)
ρ, Ip, Is). The last row (j,k,l) shows the true (ρ, Ip, Is) models for comparison. The optimization
parameters are shown on the third row.
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a. b. c.

d. e. f.

g. h. i.

j. k. l.

Figure 4.8 – Subsurface parametrisation assessment. From left to right are shown the ρ, λ and
µ models inferred from the FWI reconstruction of (a,b,c) (ρ, λ, µ), (d,e,f) (ρ, Vp, Vs) and (g,h,i)
ρ, Ip, Is). The last row (j,k,l) shows the true (ρ, Ip, Is) models for comparison. The optimization
parameters are shown on the first row.
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a. b.

Figure 4.9 – FWI model quality. a) The colours label the subsurface parametrisation used for
FWI or in other words the optimisation parameters of the FWI. Lame, V elo, Impe stand for
(ρ, λ, µ), (ρ, Vp, Vs), (ρ, Ip, Is), respectively. Ini refers to the initial models for each parame-
ter class. The horizontal axis labels the visualization parameter that has been built a poste-
riori by non linear recombination of the optimization parameters. The vertical axis labels the
correlation-based misfit function between the visualization and the true models. b) Same as
(a) with a transposed representation. The colours label the visualization parameter, while the
horizontal axis label the optimization parameters.

veltime and slope tomography and migration-based velocity analysis, the design of elaborated
misfit functions with better convexity properties or by extending the model space. In the case
of teleseismic data, the cycle skipping issue should be prevented by the availability of long
period (low frequency) data. Furthermore, reference 1-dimensional global earth model such as
PREM, IASP91 or AK135 are generally accurate enough to predict the arrivals of global seis-
mic phases with a confidence interval in between one and two seconds therefore preventing the
cycle skipping issue for representative teleseismic periods (20s to 1s).

To verify the previous statement, we analyse the sensitivity of the FWI to four different
starting models. A first initial model (Fig. 4.10d-f) is built by Gaussian smoothing of the true
Alps lithospheric model with a correlation length of 50 km in the three spatial directions. Des-
pite being smooth, this model yet captures some of the 3D complexity of the target and can
be considered as the analogous of an initial model built by first-arrival traveltime tomography.
In absence of such a knowledge about the lithospheric velocity and density structure, another
option is to resort to available 1-dimensional reference earth models. We investigate here two
possible initial models based on the PREM reference model : the layered original one and a
smoothed version obtained by Gaussian filtering with a 10km correlation length (Fig. 4.10g-i)
and (Fig. 4.10j-l). A last starting model is a simple vertical velocity gradient (Fig. 4.10m-o).

The FWI results for the different initial models are shown in figure 4.11. As expected, the
best FWI model has been inferred from the initial tomography-like model (Fig. 4.11d-f and
table 4.2). Using the smooth PREM model as an initial model leads to acceptable FWI results,
that may be improved by a more aggressive regularization (Fig. 4.11g-i) and table 4.2). The
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a. b. c.

d. e. f.

g. h. i.

j. k. l.

m. n. o.

Figure 4.10 – Starting models for FWI. From left to right ρ, vp and vs models for : (a,b,c) the
input model used to generate synthetic data, (d,e,f) tomographic model computed by smoothing
of the input model, (g,h,i) smoothed version of PREM model, (j,k,l) PREM model and (m,n,o)
vertical gradient.
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a. b. c.

d. e. f.

g. h. i.

j. k. l.

m. n. o.

Figure 4.11 – Assessment of initial models. From left to right, ρ, Vp and Vs models. (a-c) True
models. (d-o) FWI models inferred from (d-f) the smooth tomography-like model, (g-i) the
smoothed version of the PREM model, (j-l) the original PREM model and (m-o) the vertical
gradient model.
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FWI Vp model is very similar to the one inferred from the tomography-like model, while the ρ
and Vs models are slightly noisier. Overall, this result confirms that smoothed reference earth
models are accurate enough for teleseismic FWI. When the original PREM model is used as
initial model, the footprint of the sharp crustal layering of the initial model overlap the smoo-
ther structures updated by FWI (figures 4.11j-l). Indeed, this high-wavenumber footprint cannot
be removed or updated by FWI because its spectral content is beyond the resolution limits of
FWI. Moreover, this prior high-wavenumber content in the initial model, which can be mispo-
sitioned in depth, can drive the inversion toward a local minimum by generating, during seismic
modelling, transmitted and reflected waves that are badly positioned in time.

Interestingly the vertical gradient model is accurate enough to produce acceptable velocity
models (Fig. 4.11m-o and table 4.2). However, the ρ model shows saturated amplitudes sugges-
ting a higher sensitivity of the inversion to this parameter. A possible reason is that, among all
of the tested initial models, the vertical gradient model is the one which does not generate any
wave partitioning except at the free surface, hence leading to significant amplitude residuals.
In this case, the ρ update might have been driven by the need to remove these amplitude re-
siduals during the early iterations. This higher sensitivity to ρ might also have favoured some
leakage between the velocities and ρ updates. This leakage from the velocity to the ρ updates is
suggested by the less contrasted reconstruction of the Vp parameter in Fig. 4.11n.

In summary, a good initial model for teleseismic FWI should be smooth enough to avoid
involving wavenumber components in the initial models that cannot be easily updated by FWI
or which are beyond its resolution limit. On the other hand, our numerical experiments suggest
that the initial model should be accurate enough to predict well enough amplitude phenomena
in particular if second-order parameter such as density is jointly updated with the wave speeds.
If this condition is not satisfied, the update of the density might become exaggeratedly sensitive
to these amplitude residuals and might prevent the update of the high wavenumber components
of the wave speeds in the upper part of the lithospheric model.

4.4.4 Sensitivity to acquisition design

Linear versus areal acquisitions

High-resolution seismic imaging techniques such as receiver function migration or wave-
form tomography require dense array of seismic sensors to adequately sample the teleseismic
wave field as well as the imaging kernel. On the one hand, seismic experiments have been de-
signed for high-resolution receiver function analysis or scattering migration with dense profiles
of stations spaced 5km to 10km apart. Cascadia, Hi-Climb, MASE, CIFALPS or Pyrop expe-
riments are examples of such dense linear acquisitions. On the other hand, areal geometries
designed with a coarse grid of stations (30km to 70km interval) have been carried out to per-
form tomography at a larger scale. USArray, Iberarray or the incoming AlpArray are examples
of such experiments, where the receiver grid is either fixed or moving.

To the best of our knowledge, no synthetic experiment has been performed to assess which
acquisition geometry is the most suitable one for teleseismic FWI at the lithospherical scale.
To fill this gap, we performed FWI for seven station layouts, that have been designed based
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upon the two above-mentioned acquisition trends. Four areal acquisitions consist of 2D receiver
grids with a station-sampling interval of 5, 10, 25 and 50 km, leading to pools of 2001, 525,
105 and 21 stations, respectively (Fig. 4.12d-o). Two acquisitions consist of one line of stations
spaced 5km and 10km apart, (Fig. 4.12p-u), leading to pools of 69 and 35 stations, respectively
(Fig. 4.12p-u). Finally, for sake of comparison with the real data case study presented in Beller
et al. (2017), we also assess the CIFALPS acquisition, that combines a dense profile of stations
spaced 5km apart with a sparse irregular spread of permanent stations (Fig. 4.12v-x).

The FWI models for each experiment are shown in Fig. 4.12. As expected, the denser areal
geometry gives the best resolved models for each of the three parameter classes. The coarse-
ning from 5 to 10 km of the receiver grid does not significantly degrade the reconstruction
of the synthetic model neither in terms of spatial resolution nor in terms of noise (Fig 4.12d-
i). Furthermore, the 25 km acquisition still provides reliable reconstruction of the synthetic
model even though its resolution is clearly more limited. Here, this poorer resolution results
because the FWI stopped after two iterations during the processing of the last frequency band
(see table 4.2). For a 50 km acquisition, despite a quite low resolution, the main structural hete-
rogeneities of the synthetic model are still recognisable. However, a strong acquisition footprint
in the form of energetic velocity anomalies at the station positions every 50 km is quite visible
in the P-wave velocity model (Fig. 4.12n). Overall, we show a progressive degradation of the
spatial resolution as the receiver sampling becomes coarser. This results because the range of
scattering and dip angles sampled by the source-receiver layout becomes narrower and spar-
ser as the station interval increases. The narrowing of the scattering angle illumination will
limit the resolution of the reconstruction perpendicularly to the dip, while the coarsening of
the scattering-angle illumination can generate wraparound of the structures if narrow-frequency
bands are processed. The scattering-angle illumination as a function of the dip angle (noted φ in
the current study, equation 4.9), is illustrated in Rondenay et al. (2005, Their Fig. 3) for a linear
teleseismic acquisition and two different station samplings.

Compared to areal geometries, linear acquisitions drastically affect the ability of FWI in
recovering well-resolved lithospheric models. Although six of the nine earthquakes have back-
azimuths approximately aligned with the receiver line (Fig. 4.4a), the FWI models show a degra-
ded resolution of the Vp and Vs models as well as incomplete reconstruction of density at great
depths. This results because the linear deployment illuminates more incompletely (in terms of
bandwidth and sampling) the scattering and the two dip angles than an areal geometry, even for
the image points located in the vertical plane of the receiver line. As an illustrative example, any
non-cylindrical structure cross-cutting the vertical plane of the profile such as the Ivrea body
will generate out-of-plane scattering which cannot be recorded without an areal geometry. The
limited number of off-line stations available in the real CIFALPS acquisition helps increasing
the spatial resolution at the expense of the signal-to-noise ratio, which might have been degraded
due to spatial aliasing (Fig. 4.12v-x). It is worth remembering that, for sake of consistency bet-
ween the different experiments, we did not apply significant regularisation during FWI. When
dealing with such sparse acquisition, more aggressive smoothing constraints along the spatial
directions that are not sampled well by the acquisition geometry would improve the results as
suggested by the results of Beller et al. (2017) on the CIFALPS real data.
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Figure 4.12 – Effect of acquisition geometry on FWI reconstruction. From left to right ρ, Vp
and Vs models for : (a,b,c) the input model used to generate synthetic data ; (d,e,f), (g,h,i), (j,k,l)
and (m,n,o) results using a 2D array of station with respective inter-station spacings of 5, 10, 25
and 50 km ; (p,q,r) and (s,t,u) results using a linear acquisition with respective spacings of 10
and 5 km ; and (v,w,x) the results considering the CIFALPS acquisition as used in (Beller et al.,
2017).

178



Chapitre 4 : Analyse paramétrique de la FWI en configuration télésismique

Acquisition footprint and aliasing

The noise in the recovered FWI model might be due to the conjunction of two factors.
Firstly, FWI models are polluted by acquisition footprint in the form of high-amplitude pertur-
bations at the station positions, this acquisition footprint being particularly obvious for the 50km
station grid. These localized perturbations result from the high amplitudes of the adjoint wave-
fields at the station positions and the arrival time of the incident planar wavefields at the station.
Therefore, the product of these two wavefields generate some bright spots at the station posi-
tions if no efficient correction for these amplitude effects are applied. The Hessian, in particular
its diagonal coefficients, is expected to correct for them. However, the poor approximation of
the Hessian provided by l-BFGS during the first FWI iterations might have contributed to leave
a significant imprint of this amplitude singularities in the FWI models. These high-amplitude
perturbations can behave as strong diffractors that propagate noise in the FWI models over
iterations.

Second, aliasing effects may pollute the recovered image at high-frequencies therefore ad-
ding noise in the reconstructed image. In the framework of Kirchhoff migration, Lumley et al.
(1994) defined three kinds of aliasing : data, image and operator aliasing.

Data aliasing occurs when the recorded wave field is not properly sampled in one or more
dimension according to the Nyquist theorem. Spatial aliasing can occur when the apparent
wavelength of the incoming wave field at the surface is not sampled adequately by the receiver
grid. Even though the 5s-period incident P wavefield satisfies the sampling criterion, sharp
small-scale structures near the surface can behave as energetic diffractors that scatter energy
along steep diffraction hyperbola in the time-distance domain. In this study, the edges of the
Ivrea body and the pinch-out of the sedimentary basins generate such energetic diffractions
that undergo aliasing even for a 5km station-sampling interval (Fig. 4.5, green ellipse). An
obvious means to mitigate data aliasing is to limit the inversion to low-frequency data at the
expense of the spatial resolution of the imaging. Another strategy would consist in re-sampling
the acquisition by interpolation of seismic traces (Wilson & Guitton, 2007).

Image aliasing occurs when the mesh, that parametrizes the subsurface target, is too coarse
to properly sample the output of the imaging. In FWI, the maximum resolution is half a wave-
length and the subsurface should be meshed accordingly, that is with at least four grid points per
wavelengths in a finite-difference framework. In our case, we design the hexahedral mesh with
at least five degrees of freedom per wavelength according to the above-mentioned requirement.

Operator aliasing occurs when the integral operator that transforms the data in model up-
dates is not properly sampled. This can happen even if the data are not aliased. In the frame-
work of inverse scattering techniques, Rondenay et al. (2005, their Fig. 4) illustrated how the
sampling of the stations impacts upon the sampling of the weighting function applied to the
scattered data during their weighted stack along diffraction hyperbolas. This migration operator
becomes increasingly smooth with depth, which means that operator aliasing is mostly genera-
ted at shallow depths. Undersampling this weighting function leads to artefacts in the form of
high wavenumber "speckle" in the image. Considering that the FWI gradient and the migration
kernel obey the same imaging principle, it is likely that this kinds of aliasing has affected our
FWI results.
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Other sources of noise can result from the poor fold of teleseismic acquisitions. The sub-
surface imaging in FWI relies on the Huygen’s principle : any continuous structure in the sub-
surface is imaged by the interference of the isochrone surfaces generated by back-projection of
data residual samples. These interferences are constructive at the locus of the missing subsurface
structures and destructive off this locus. If the stations sampling is too coarse, the destructive
interferences off the locus of the missing heterogeneities is not efficient enough to cancel out
the undesired contributions of the isochrones.

Beyond the receiver sampling, the source distribution in teleseismic imaging can potentially
generate aliasing noise and degrade spatial resolution. In a parametric study of 2.5D frequency
domain teleseismic FWI, Pageot et al. (2013) have shown the footprint of the source distribution
and sampling on the quality of the imaging. Narrowing the range of incidence angles sampled by
the events contribute to narrow the wavenumber coverage accordingly and hence, degrade the
spatial resolution of the imaging. However, the source sampling for a fixed range of incidence
angles has little effects on the imaging quality provided that the temporal frequency dimension
is finely sampled. This results because a planar wave field leads to a uniform spatial sampling
of the subsurface at the expense of the angular illumination. More serious aliasing artefacts
occurred when a 2D lithospheric target is illuminated from only one side, leading to significant
gaps in the dip angle coverage. In 3D applications, this aliasing may be more prominent since
two dip angles need to be sampled.

In the current study, it is not obvious to decipher which of the above-mentioned effects is
responsible for the pollution of FWI reconstruction.

Resolution analysis

We assess now more precisely the footprint of the receiver sampling on the spatial resolution
of the FWI. We performed two spike tests, the aim of which is to image a grid of small spherical
inclusions spaced 20km apart. These inclusions are superimposed on the smooth tomographic
lithospheric model, which is used as a starting model for FWI. The diameter of the anomalies
is 20km and the amplitude of the perturbations are ±100 m.s−1 and ±100 kg.m−3 for wave
speeds and ρ, respectively, with an alternating sign from one inclusion to the next. We perform
this resolution analysis for two station deployments : the first consists of a grid of stations
sampled 25km apart (Fig. 4.13), while the second one involves a line of stations spaced 5km
apart (Fig. 4.14). The number of stations involved in the two acquisitions is roughly equivalent.
In Figures 4.13 and 4.14, we extract from the FWI models a vertical section along the receiver
line of the linear acquisition and several horizontal slices at increasing depths.

For the areal geometry, FWI succeeds in reconstructing the three parameters at shallow
depths. The resolution and the amplitudes of the Vp updates degrade with depth much faster
than those of Vs and ρ. This might result because all of the scattering modes contribute to the
update of Vs and ρ unlike Vp hence leading to a higher fold during the Vs and ρ updates. Mo-
reover, the P-S reflection coefficient at the free surface is higher than the P-P one (Pageot et al.,
2013, Their Fig. 3), making the doubly P-S-S reflections from the lithospheric reflectors more
energetic than the P-P-P counterparts. Increasing the fold is quite important when the imaging
mostly rely on the contribution of second-order back-scattered waves which is likely the case
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at these depths. Moreover, the signature of the forward scattered wave field diffracted from the
deep inclusions might have been healed when arriving at the surface, hence contributing to de-
grade the Vp resolution at depth. We also show alternating positive and negative perturbations
in the ρ vertical section at large depths. This distortion of the inclusion shape highlight limited
bandwidth effects, which result because ρ is mainly updated from back-scattered waves accor-
ding to its radiation pattern. The range of scattering angles sampled by the acquisition decreases
with depth hence impacting the vertical resolution accordingly. More surprisingly, the horizon-
tal resolution is not impacted significantly by the limited back-azimuthal coverage provided by
the nine events. In other words, the reconstruction of the inclusions in the horizontal planes do
not show any preferential direction except below 130km depth in the Vp reconstructions. This
can be however explain by the fact that spherical inclusions behave as point diffractors that
scatter waves in all the directions. These scattered waves are recorded by the areal geometry
along all of the horizontal directions hence providing a significant coverage of the horizontal
components of the wavenumber vectors.

For the line geometry, the reconstruction of the three parameters has been significantly de-
graded hence confirming the previous FWI results on the Alps model. In the vertical section,
only the shallow Vp, Vs and ρ inclusions are reconstructed at 20km depth, while the inversion
failed to reconstruct them at greater depths. Comparing these results with those obtained with
the areal geometry highlights the key contribution of off-line stations to reconstruct the vertical
wavenumber components of the inclusions at great depths. Again, this can be easily understood
by the fact that the spherical inclusions behave as point diffractor that scatter waves in all spatial
directions. Therefore, the wave field scattered by the in-line inclusions can be recorded by the
full station layout leading to a broad scattering-angle and dip illumination and a high fold. Note
however that it is not guaranteed that more cylindrical geological structures would emphasize
the same add-value of the areal geometry relative to the linear one. A second possible factor that
explains the rapidly decreasing sensitivity in depth of the imaging is that the surface waves that
are generated by conversion of the incident P wave onto Rayleigh waves near the surface might
have a significant contribution in both the vertical and horizontal resolution. The wavelength of
the Rayleigh wave at 0.1Hz (30km) is consistent with the depth resolution shown in Fig. 4.14a.

Concerning horizontal resolution, the depth slices of the ρ and Vs inclusions show a good re-
solution at 10km depth, while only the inclusions along the receiver line are reconstructed in the
Vp slices. In both case, we see a clear smearing along the cross-line (y) direction, which reflects
a deficit of wavenumber coverage along this dimension. The failure of the VP reconstruction
off the receiver line might result from the small amplitudes of the P-P waves that are back-
scattered towards the receiver line (back-scattered waves are those which dominantly sample
the horizontal components of the wavenumber vectors), while Vs and ρ reconstructions might
have benefited from the various off-line back-scattering modes generated by the inclusions and
the free surface. As for the vertical resolution, a second factor which can explain the contras-
ted horizontal resolution in the shallow updates of Vp compared to Vs and ρ is related to the
contribution of Rayleigh waves, which are more sensitive to Vs perturbations.
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Figure 4.13 – Resolution test for the areal acquisition. a) Vertical section in the middle of the
receiver grid. (b-f) Depth slices at 10km, 50km, 90km, 130km and 170km depth. From left to
right, reconstructed ρ, Vp and Vs inclusions.
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Figure 4.14 – Resolution test for the linear acquisition. a) Vertical section along the receiver
line. (b-f) Depth slices at 10km, 50km, 90km, 130km and 170km depth. From left to right,
reconstructed ρ, Vp and Vs inclusions.
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4.5 Conclusions

We have analysed several theoretical and experimental factors that have a significant in-
fluence on teleseismic FWI for lithospheric imaging. We have designed a realistic lithospheric
model of the Western Alps and used nine events collected during the CIFALPS experiment to
assess teleseismic FWI with a realistic experimental set-up.

The first open question that has been addressed deals with the best subsurface parametriza-
tion for teleseismic FWI in the elastic isotropic approximation. We have concluded that (ρ, λ, µ)
were the most suitable optimization parameters based on the analysis of the radiation patterns.
Recombining a posteriori these three parameters into P and S impedances provide the lithosphe-
ric reconstruction that correlates best with the true model. During this recombination, density
through the multiplication with the Lamé parameters, contribute to better focus some key struc-
tures such as shallow sedimentary basin, the Ivrea body and the subducting slab by injecting
high wavenumber components. However, (ρ, Vs, Vs) or (ρ, Ip, Is) optimization parameters also
provide reliable and close results without recombination. The conclusions drawn from this syn-
thetic experiment will need to be validated against real data applications where the presence of
noise might hamper reconstruction of second-order parameters such as density.

A second important conclusion is that 1-D global reference models such as PREM provide
reliable initial models for teleseismic FWI after smoothing, that is necessary to remove the
imprint of the layering. The low frequency content of the teleseismic data makes the inversion
almost immune to cycle skipping. However, too strong amplitude residuals generated by too
simple initial models, such as vertical gradient models, can make the inversion to over-update
the density parameter.

Designing reliable acquisition for teleseismic FWI is a key issue since the best trade-off
before station sampling and layout spread should be found for a given pool of stations. We
have tested two main acquisition trends corresponding to areal geometries designed with coarse
regular grids of stations and dense linear acquisitions. Our results clearly indicate that areal
geometry should be designed to improve both the penetration in depth of the imaging and the
horizontal resolution. The main reason is that, compared to a linear acquisition, an areal geome-
try will tremendously increase the fold and the wavenumber coverage with which a diffractor
point will be imaged in the subsurface
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Chapitre 5 : Les Alpes Occidentales

Introduction

La chaîne Alpine, particulièrement sa partie Occidentale, est historiquement un domaine
privilégiée d’études géologiques. Depuis les premières études effectuées par les naturalistes des
18e et 19e siècles, l’orogène alpin n’a cessé d’être documentée ce qui a permis de développer un
nombre important de concepts fondamentaux en géologie. La documentation et les données, tant
géologiques que géophysiques, disponibles sont ainsi conséquentes et les synthétiser représente
un exercice difficile. D’un point de vu géodynamique, les Alpes Occidendales sont un exemple
typique de collision continentale résultant de la convergence des marges européenne et africaine
suite à la fermeture d’un océan aujourd’hui disparu : la Téthys ligure.

Dans ce chapitre, nous présentons les connaissances géologiques et structurales essentielles
pour la compréhension de l’histoire tectonique et géodynamique des Alpes occidentales ainsi
que l’interprétation des images tomographiques. Dans un second temps, nous détaillons l’état
actuel des connaissances géophysiques sur l’arc Alpin, notamment, leurs apports pour la com-
préhension des structures lithosphériques alpines et le comportement géodynamique de la chaîne.
Enfin, nous discutons quelques problématiques actuelles concernant la dynamique et la struc-
ture des Alpes occidentales.

Ces informations sont particulièrement importantes pour interpréter les résultats de l’inver-
sion des formes d’ondes des données télésismiques de l’expérience CIFALPS menée dans les
Alpes occidentales et que nous présenterons dans le prochain chapitre.

5.1 Présentation de la chaîne alpine

Les Alpes font partie d’un système de montagnes, la ceinture alpine aussi appelée chaîne
péri-téthysienne, qui constitue un ensemble d’orogènes plus ou moins continu s’étendant de Gi-
braltar dans sa partie la plus occidentale jusqu’à l’Indonésie dans sa partie orientale en passant
par l’Himalaya. La ceinture alpine, formée durant le Mésozoïque et le Cénozoïque, présente
ainsi une structuration Est-Ouest et est liée à la fermeture de l’océan Téthys et à la dislocation
de la Pangée (Lemoine et al., 2000; De Graciansky et al., 2011). Les parties de la ceinture péri-
téthysienne situées entre Gibraltar et la Turquie constituent les chaînes péri-méditerranéennes
(Fig. 5.1). Ces dernières résultent de l’ouverture puis de la fermeture de bassins océaniques du
système téthysien et de la convergence entre les continents africain et européen et principale-
ment de la subduction du continent africain sous le continent européen (Stampfli et al., 2002;
Renard et al., 2015).

Les Alpes, au sens strict, forment une chaîne montagneuse d’environ 1000 km de long
(Fig. 5.2), allant de Nice jusqu’à Vienne, pour 100 à 400 km de large, recouvrant pas moins de
huit pays européens (Allemagne, Autriche, France, Italie, Liechtenstein, Monaco, Slovénie et
Suisse). Contrairement à la majorité des chaînes péri-méditerranéennes, les Alpes résultent de la
subduction « inversée » de la plaque européenne sous la plaque adriatique, un promontoire de la
plaque africaine aussi nommée plaque apulienne (Laubscher, 1991). Cette subduction entraîne
la fermeture (suture océanique) des océans ligure, aussi nommé néo-téthys ou océan liguro-
piemontais, et valaisan qui engendre la collision continentale entre les marges européenne et
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Figure 5.1 – Localisation de la chaîne alpine au sein de la ceinture péri-méditerranéenne.
D’après De Graciansky et al. (2011).

adriatique (Dèzes et al., 2004; Ziegler & Dèzes, 2006; Handy et al., 2010). Cette dernière est
caractérisée par un édifice de nappes chevauchant l’avant pays européen.

L’architecture de la chaîne, dans son ensemble, est simple : la marge européenne (du côté ex-
terne) est recouverte par les unités d’origine océanique qui résultent d’une obduction. Ces unités
sont elles-mêmes recouvertes par les unités de la marge opposée de l’Afrique (le promontoire
adriatique) qui constituent les unités les plus internes. Ces formations se retrouvent à l’affleure-
ment dans les grandes unités structurales de la chaîne alpine, présentées sur la figure 5.2. D’Est
en Ouest, la chaîne peut être subdivisée en trois parties distinctes (De Graciansky et al., 2011) :

– les Alpes orientales, qui font partie de la marge continentale africaine (promontoire adria-
tique) principalement représenté par les domaines autro- et sud-alpin,

– les Alpes centrales, qui font partie de la marge continentale européenne,

– les Alpes occidentales, allant de Genève jusqu’à Gêne, qui font partie de la marge conti-
nentale européenne et dessinent un arc prononcé.

Contrairement aux Alpes orientales et centrales qui présentent une structuration rectiligne Nord-
Sud, les Alpes occidentales se singularisent par une courbure et une structuration Ouest-Est.

Les Alpes occidentales sont classiquement subdivisées en deux zones structurales majeures,
les zones internes et les zones externes, séparées par un grand chevauchement vers l’Ouest : le
chevauchement Pennique frontal (Fig. 5.3) qui charrie les zones internes sur les zones externes.

Les zones externes (ou dauphinoises) Situées à l’Ouest du front Pennique, elles sont essen-
tiellement composées d’unités non ou peu métamorphisées rattachées à la marge euro-
péenne. On y distingue les chaînes subalpines comportant des roches sédimentaires du
Mésozoïque et du Cénozoïque (Chartreuse, Vercors) et les massifs cristallins externes
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Figure 5.2 – Présentation de la chaîne Alpine et de ses grandes unités structurales. D’après
De Graciansky et al. (2011).

(Argentera, Belledonne, Pelvoux, A. Rouges, Mt Blanc) constituées de roches Paléo-
zoïques qui correspondent au sous-bassement de la marge européenne. Elles ont prin-
cipalement enregistré les étapes de la collision continentale depuis l’Eocène.

Les zones internes (ou Pennique) Situées à l’Est du front Pennique et affectées de manière
plus ou moins importante par le métamorphisme alpin. Elles contiennent les zones brian-
çonnaise (continentale), piémontaise (marge océanique) et liguro-piémontaise (d’origine
océanique ex. Chenaillet et Mt Viso). Ces zones présentent des faciès métamorphiques
HP-BT (schistes bleus à éclogite) caractéristique des zones de subduction. On y rattache
aussi les massifs cristallins internes (Grand Paradis et Dora Maira). Ceux-ci témoignent
de la subduction continentale de la marge européenne. En effet, la présence de coesite 1

dans le massif de Dora Maira indique un enfouissement de la marge continentale euro-
péenne à des profondeur de l’ordre de 100 km (Chopin, 1984). La zone interne a tout
d’abord enregistré la subduction continentale à l’Eocène moyen et supérieur, puis la col-
lision continentale.

Cette organisation montre que les Alpes sont aussi structurées par un degré croissant de mé-
tamorphisme depuis les zones externes vers les zones internes. Cette évolution correspond à
une augmentation des conditions de pression et température qui enregistre un gradient de haute
pression - basse température (HP-BT) caractéristique des zones de subduction. Le degré crois-
sant de métamorphisme, d’Ouest en Est, suggère que la polarité de la subduction est orientée
vers l’Est.

1. Un polymorphe du quartz.

190



Chapitre 5 : Les Alpes Occidentales

Figure 5.3 – Présentation des grandes zones structurales des Alpes occidentales. A l’Ouest
du Front Pennique se situent les zones externes, peu métamorphisées, composées du domaine
Dauphinois et des massifs cristallins externes. A l’Est du Front Pennique se situent les zones
internes, affectées par le métamorphisme alpin et composées du domaine Briançonnais, Pie-
montais et Liguro-Piemontais. Modifié de Renard et al. (2015).
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5.2 Histoire géodynamique des Alpes

La structure géologique des Alpes nous indique que son histoire géodynamique est intime-
ment liée au devenir des océans du système téthysien. Les principales étapes de l’évolution de la
Téthys alpine sont présentées sur la figure 5.4. Au début du Mésozoïque, au Trias précisément,
la croûte continentale de la Pangée subit un phénomène d’extension, le rifting, qui aboutit au
Jurassique à l’ouverture de l’océan atlantique central et de l’océan ligure qui en est une dépen-
dance (De Graciansky et al., 2011; Pfiffner, 2014). Au milieu du Crétacé, l’ouverture de l’océan
atlantique se poursuit vers le Nord. Dans un premier temps, cette ouverture perturbe l’expan-
sion de l’océan ligure et cause son avortement. Dans un second temps, elle entraîne un début de
convergence entre l’Afrique et l’Europe qui se traduit par la fermeture de l’océan ligure.

Figure 5.4 – Évolution paléogéographique du domaine Téthysien (d’après Renard et al. (2015).
L’ouverture de l’océan atlantique central au Trias induit l’ouverture de l’océan ligure au Juras-
sique supérieur et moyen. L’avancement de l’ouverture de l’océan atlantique vers le Nord induit
l’avortement puis la fermeture de l’océan ligure au Crétacé.

La figure 5.5, présente schématiquement les stades majeurs de l’histoire géodynamique de la
chaîne alpine. Nous pouvons résumer cette histoire par trois épisodes successifs 2 : la subduction

2. Détailler l’histoire géodynamique complète de la chaîne alpine sort du cadre de ce manuscrit. Et nous
conseillons au lecteur de se reporter à la description récente de Handy et al. (2010)
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océanique, la subduction continentale et la collision continentale (Renard et al., 2015).

La subduction océanique Elle prend place il y a environ 70 Ma avec l’enfouissement de la
lithosphère océanique ligure sous la plaque adriatique. Les sédiments accumulés dans
le prisme d’accrétion, ainsi que la croûte océanique, qui sont entraînés en subduction et
métamorphisés, formeront les Schistes Lustrés, du Mont Viso et du Chenaillet (domaine
liguro-piemontais).

La subduction continentale Aux alentours de 45 Ma, la subduction océanique devient conti-
nentale. Les domaines piémontais (marge océanique) et briançonnais (marge continen-
tale) entrent en subduction sous la plaque adriatique. Les formation cristallines de Dora
Maira sont entraînées à très grande profondeur par la subduction continentale. Celle-ci
s’arrête après quelques millions d’années et laisse place à la collision continentale.

La collision continentale Les croûtes continentales européenne et adriatique entre en colli-
sion. Il s’ensuit une phase de surrection des zones internes avec exhumation des unités
HP-BT dès l’Oligocène et une progression, à partir du Miocène, des chevauchements
vers l’avant de la chaîne. La mise en place du front Pennique et les rétrochevauchements
vers l’Est contribuent au raccourcissement horizontal de la chaîne et à son épaississement
crustal.

Figure 5.5 – Océan ligure et son devenir alpin le long de la transversale Pelvoux – Mont Viso.
Modifié d’après Renard et al. (2015).
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5.3 Synthèse des connaissances géophysiques

Les méthodes géophysiques, en particulier la sismologie, permettent d’inférer des connais-
sances sur le comportement tectonique actuel des objets géologiques et d’obtenir des images
indirectes de leurs structures profondes. Ces informations sont essentielles pour comprendre
l’évolution tectonique de la lithosphère et apporter des contraintes supplémentaires pour repla-
cer les unités géologiques dans un cadre géodynamique et établir des modèles de formation
et d’évolution des chaînes de montagne. Dans les Alpes, la littérature est si fournie qu’il est
impossible de tout résumer ici, aussi, nous n’effleurons que quelques études que nous jugeons
essentielles pour la suite de ce manuscrit. Des synthèses géophysiques plus approfondies sont
données par Kissling (1993) et Kissling et al. (2006).

5.3.1 Structures crustales

Les mesures gravimétriques (Masson et al., 1999) dans la chaîne alpine sont caractérisées
par la présence de deux anomalies de Bouguer associées (Fig. 5.6), une négative et une posi-
tive, qui sont typiques des zones de collision. L’anomalie négative s’amplifie progressivement
d’Ouest en Est : elle passe de -30 mgal dans la vallée du Rhône à -150 mgal dans les zones
internes. Ce comportement traduit l’épaississement vers l’Est de la croûte continentale euro-
péenne dont l’épaisseur dépasse 50 km au milieu de la chaîne (Spada et al., 2013). Immédia-
tement à l’Est des zones internes, une anomalie positive atteignant 80 mgal correspond à la
signature gravimétrique du corps d’Ivrée, interprété comme une écaille de manteau adriatique
imbriquée à faible profondeur dans la croûte européenne (Menard & Thouvenot, 1984).

12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60
Moho (km)

Spada et al. (2012) GJI

Figure 5.6 – A gauche, profondeurs du Moho fournies par Spada et al. (2013) à partir des
données de sismique active et de l’analyse de fonctions récepteur. Au nord, le Moho européen,
à l’Est le Moho adriatique et au sud, le Moho Thyrrénéen. A droite, carte d’anomalie de Bouguer
obtenue par Masson et al. (1999).
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Vers la fin des années 80, la mise en place du programme de sismique profonde ECORS-
CROP (Bayer et al., 1987; Nicolas et al., 1990) a permis de réaliser un grand profil de sismique
active, d’environ 200 km de long et orienté NO-SE, à travers la partie occidentale des Alpes
au niveau du massif du Grand Paradis. Le profil, présenté sur la figure 5.7, précise la structure
superficielle de la croûte alpine et a donné lieu à de nombreuses interprétations (Bayer et al.,
1987; Nicolas et al., 1990; Roure, 1996; Schmid & Kissling, 2000; Lardeaux et al., 2006). Un
exemple d’interprétation structurale, celle de Schmid & Kissling (2000), est présenté sur la fi-
gure 5.8.

Les principaux résultats du profil ECORS-CROP sont :

– Un Moho européen bien défini jusqu’aux Alpes internes. Sa profondeur varie graduelle-
ment de 35 km de profondeur dans les zones externes à 55 km de profondeur sous les
zones internes tandis que le Moho adriatique est peu marqué. La base de la croûte supé-
rieure européenne est elle-aussi bien représentée.

– En proche surface, le profil permet de clairement identifier les bassins sédimentaires,
la géométrie du front Pennique, le prisme d’accrétion et les grands chevauchements du
domaine dauphinois. À l’Est, il révèle également la présence de rétrochevauchements
dans la croûte adriatique.

– Une marge européenne chevauchée par la plaque adriatique.

– Ils précisent la géométrie du corps d’Ivrée constitué, selon les auteurs, de plusieurs écailles
de manteau et/ou de croûte inférieure.

– La présence sous la zone briançonnaise d’une écaille de manteau adriatique (Bayer et al.,
1987; Nicolas et al., 1990) ou de croûte inférieure européenne (Roure, 1996; Schmid &
Kissling, 2000), confirmée par (Thouvenot et al., 2007).

Les divergences d’interprétation résultent principalement des incertitudes sur la géométrie de
grandes structures profondes où les réflecteurs sont assez diffus et donc peu contraignant pour
l’interprétation.

Figure 5.7 – Profils sismiques réflexion et réfraction ECORS-CROP des Alpes franco-
italiennes. D’après Marchant & Stampfli (1997).
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Figure 5.8 – Interprétation structurale des profils sismiques ECORS-CROP d’après Schmid &
Kissling (2000).

Les résultats du programme ECORS-CROP ont été complétés par de nombreuses études de
tomographie locale (Paul et al., 2001; Vernant et al., 2002; Béthoux et al., 2007; Diehl et al.,
2009; Wagner et al., 2012; Potin et al., 2015). Nous nous concentrons sur les résultats des études
de Paul et al. (2001) et Diehl et al. (2009).

Le modèle tomographique de Paul et al. (2001) présente une résolution limitée en profon-
deur due à la faible ouverture du réseau considéré. En conséquence, il ne contraint les vitesses
d’ondes P de la partie occidentale des Alpes que dans la partie supérieure de la croûte. Le mo-
dèle tomographique indique que la croûte est dominée par de forts contrastes de vitesses. Les
plus notables sont les anomalies de faibles vitesses dans les nappes externes de Digne et Cas-
tellane (visibles jusqu’à 10 km de profondeur) et des anomalies de vitesses très importantes
(7.4 à 7.7 km/s) sous le massif de Dora Maira et la partie la plus occidentale de la plaine du
Pô. Cette dernière est corrélée avec le corps d’Ivrée, qui est ainsi interprété comme une écaille
mantellique adriatique, dont le toit se situe à 10 km de profondeur et peut être suivie continu-
ment jusqu’à 30 km de profondeur. Horizontalement, sa géométrie est allongée dans la direction
Nord-Sud et fine dans la direction Est-Ouest (10 à 15 km de large).

Le modèle tomographique de (Diehl et al., 2009), qui fait usage d’un réseau de stations plus
important et de plus grande ouverture, permet de contraindre les vitesses d’ondes P jusqu’à
la croûte inférieure (Fig. 5.9). Ce modèle confirme les observations de Paul et al. (2001). En
proche surface, il atteste l’augmentation de vitesse liée aux zones internes de l’orogène ainsi
que leur diminution dans les bassins sédimentaires molassiques et de la plaine du Pô. La croûte
supérieure est dominée par le corps d’Ivrée dont la signature en profondeur est visible jusqu’à
30 km de profondeur avant de progressivement disparaître aux profondeurs où ses vitesses se
confondent avec celles du manteau. A 45 km de profondeur, des anomalies de faible vitesse à
l’Ouest du corps d’Ivrée témoignent de l’épaississement crustal, visible jusqu’à 60km de pro-
fondeur, du fait de l’orogénèse alpine. La figure 5.10 présente une coupe verticale du modèle de
vitesse P le long du profil ECORS. Elle indique l’origine adriatique du corps d’Ivrée qui poin-
çonne la croûte continentale européenne. Malgré une faible résolution verticale, elle confirme
aussi l’origine crustale de l’écaille briançonnaise. Néanmoins, elle ne permet pas de suivre la

196



Chapitre 5 : Les Alpes Occidentales

Figure 5.9 – Coupes horizontales du modèle tomographique crustal obtenu par Diehl et al.
(2009), représenté sous forme de perturbations de vitesses d’onde P.
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Figure 5.10 – Coupe verticale du modèle tomographique de vitesses d’ondes P de Diehl et al.
(2009) le long du profil ECORS.

géométrie de la croûte inférieure européenne sous la plaque adriatique.

La question du Moho a toujours été un problème dans les Alpes occidentales (Laubscher,
1990; Marchant & Stampfli, 1997; Lombardi et al., 2008; Stehly et al., 2009; Spada et al., 2013).
Bien que les travaux de Chopin (1984) attestent de l’enfouissement de la croûte continentale à
des profondeur de l’ordre de 90 à 100 km, aucune étude sismologique n’a permis de révéler
une signature du Moho a de telles profondeurs. Ceci est notamment dû au fait que les tomo-
graphies locales ne permettent pas de contraindre des vitesses à de telles profondeur et que les
tomographies télésismiques n’ont pas une résolution suffisante pour imager une telle structure.
Le déploiement récent du réseau ultra-dense CIFALPS, a toutefois permis à Zhao et al. (2015)
de fournir une première preuve sismologique de l’enfouissement à grandes profondeurs par le
calcul et la migration de fonctions récepteur (Fig. 5.11). L’image obtenue montre un Moho eu-
ropéen plongeant de 35 km à l’Ouest jusqu’à 40 km de profondeur au niveau du front Pennique
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Figure 5.11 – Image obtenue par migration des fonctions récepteur P en S calculées à partir des
données télésismiques de la campagne CIFALPS par Zhao et al. (2015).

avec une pente inférieure à 5 degrés. A l’Est du front Pennique, le pendage augmente pour at-
teindre plus de 20 degrés, le Moho plonge alors de 40 à 75 km de profondeur sous le massif de
Dora Maira et la partie occidentale de la plaine du Pô. Un réflecteur de polarité inverse, qui ca-
ractérise une augmentation de vitesse, délimite la frontière entre la croûte continentale subduite
et le corps d’Ivrée. Plus à l’Est, les réflecteurs de polarité positive indique la partie supérieure
du corps d’Ivrée et le Moho adriatique.

5.3.2 Structures mantelliques

L’évolution tectonique et la structure des Alpes ne peuvent être comprises ou reconstruites
sans la connaissance précise des structures 3D du manteau lithosphérique et de la géométrie de
la frontière entre la lithosphère et l’asthénosphère (Kissling et al., 2006; Fischer et al., 2010).

Les premières études tomographiques, par inversion de temps de trajet sans corrections crus-
tales, menées par (Spakman et al., 1993; Kissling, 1993; Bijwaard & Spakman, 2000; Piromallo
& Morelli, 2003) indiquent la présence d’anomalies de vitesses rapides continues jusqu’à 150
km de profondeur sous la ceinture alpine, interprétées comme de la lithosphère froide et indi-
quant le panneau plongeant européen qui subducte vers le Sud et le Sud-Est. Plus en profondeur,
la zone de transition du manteau entre 410 et 660 km de profondeur est elle aussi dominée par
du matériel rapide, lui aussi interprété comme de la lithosphère froide et constituant les reliques
d’anciens panneaux plongeants subductés (Fig. 5.12).

Plus récemment, Lippitsch et al. (2003) ont réalisé une étude tomographique du manteau
supérieur alpin par inversion de temps de trajets télésismiques eux-mêmes corrigés des effets
de propagation 3D dans la croûte. Leur modèle de perturbation de vitesse est présenté sur la
figure 5.13-b,e. Ce modèle, mieux résolu que les précédents indique une géométrie différente
des panneaux plongeants le long de la chaîne alpine. Dans les Alpes occidentales et centrales les
panneaux plongeants sont orientés NO-SE tandis que dans les Alpes orientales son orientation
est inversée (il plonge vers le Nord). De plus, alors que les panneaux plongeants sont relati-
vement continus dans les Alpes orientales et centrales, le panneau plongeant dans les Alpes
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Figure 5.12 – Comparaison des modèles tomographiques du manteau supérieur obtenus par (a)
Piromallo & Morelli (2003) et (b) Bijwaard & Spakman (2000). D’après (Kissling et al., 2006).

occidentales apparaît discontinu (Fig. 5.13-a, entre 150 et 300 km de profondeur). Cette discon-
tinuité est interprétée comme le détachement du panneau plongeant océanique européen sous
les Alpes occidentales, le « slab break-off ». Immédiatement à l’Ouest de cette discontinuité,
le modèle présente une anomalie de vitesse faible elle-même interprétée comme une remontée
asthénosphérique occasionnée par le détachement. L’asymétrie entre les panneaux plongeants
des Alpes occidentales et centrales est elle-même interprétée comme un déchirement latéral
progressif du panneau plongeant, le « slab tear ».

Le concept de détachement de panneaux plongeants n’est pas nouveau. Il a initialement été
proposé par (von Blanckenburg & Davies, 1995) pour expliquer les épisodes magmatiques ap-
parus durant le Cénozoïque. Il a ensuite été repris pour expliquer l’extension syn-convergence
et tardi-orogénique (Sue et al., 1999; Wortel & Spakman, 2000) de la chaîne alpine et les effets
de topographie dynamique (Fox et al., 2015; Nocquet et al., 2016). Il apparaît comme un pro-
cessus majeur des chaînes de collision (Wortel & Spakman, 2000) et explique la forme arquée
des Alpes occidentales ainsi que le déficit de matériel lithosphérique dans la partie supérieure
du manteau (Piromallo & Faccenna, 2004). En effet, la convergence dans les Alpes implique un
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raccourcissement horizontal d’au moins 500 km, en revanche, les images tomographiques ne dé-
cèlent les traces de la subduction que jusqu’à 200-300 km de profondeur. Piromallo & Faccenna
(2004) proposent que les anomalies de vitesse rapides, localisées dans la zone de transition du
manteau, correspondent à de la lithosphère subductée jusqu’au Paléogène, détachée entre 35 et
30 Ma, puis empilées à 660 km de profondeur.

Très récemment, Zhao et al. (2016a) ont réalisé une tomographie à fréquences finies du
manteau supérieur dans les Alpes et les Apennins en inversant des temps de trajet corrigés de
la propagation verticale dans la croûte. Ce modèle est présenté sur le figure 5.13b-d. Contrai-
rement au modèle de Lippitsch et al. (2003), le modèle de Zhao et al. (2016a) présente une
continuité latérale et verticale du panneau plongeant dans les Alpes occidentales et centrales.
Du fait de la continuité du panneau plongeant, Zhao et al. (2016a) remettent en cause l’hypo-
thèse du détachement ou déchirement du panneau plongeant. Ils retrouvent toutefois la forte
anomalie négative de vitesse à l’Ouest du panneau plongeant attestant de la remontée asthéno-
sphérique et attribuent eux-aussi l’extension observée dans les Alpes internes à des effets de
topographie dynamique. L’origine de la remontée asthénosphérique à l’Ouest du panneau plon-
geant est attribuée à un effet de succion causé par le retrait du panneau plongeant apennique
(slab roll-back).

Cette dernière hypothèse a déjà été proposée par Barruol et al. (2004, 2011) pour expliquer
les mesures d’anisotropie du manteau supérieur obtenues par l’étude de la biréfringeance des
ondes SKS. Ils observent des vitesses rapides dans une direction parallèle à la chaîne alpine,
témoins de la déformation et du flux mantellique (Fig. 5.14). Ils proposent trois hypothèses
pour expliquer cette anisotropie :

– un effet « quille » du panneau plongeant entraîné par le mouvement de la plaque euro-
péenne,

– un flux asthénosphérique lié au déchirement progressif du panneau plongeant,
– un flux asthénosphérique généré par le retrait du panneau plongeant apennique.

L’étude note aussi que l’amplitude de l’anisotropie varie de part en part de la chaîne : elle est
plus importante dans les parties externes que dans les parties internes. L’absence de mesures
fiables au centre des Alpes internes est cohérent avec la remontée asthénosphérique visible dans
les modèles tomographiques de Lippitsch et al. (2003) et Zhao et al. (2016a).

5.4 Conclusions et problématiques actuelles

Dans ce chapitre nous avons présenté les résultats structuraux et géodynamiques majeurs ap-
portés par la géologie et la géophysique aux cours des dernières années. Il est admis aujourd’hui
que les Alpes résultent de la collision continentale entre la marge européenne et le promontoire
adriatique. À l’échelle crustale, cette collision se traduit par l’épaississement de la marge eu-
ropéenne avec un rétro-chevauchement ou dédoublement de la croûte continentale inférieure,
elle-même poinçonnée par une écaille de manteau adriatique, le corps d’Ivrée (Kissling et al.,
2006). Pour les structures mantelliques, les études tomographiques concordent vers une sub-
duction de la lithosphère européenne sous la lithosphère adriatique dans les Alpes occidentales
ainsi que sur une remontée asthénosphèrique à l’Ouest de la chaîne.
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Figure 5.13 – Comparaison des modèles tomographiques du manteau supérieur obtenus par
Lippitsch et al. (2003) (M1) et Zhao et al. (2016a) (M2). (a.) Coupe verticale Est-Ouest du
modèle M1. (b.) Coupe verticale du modèle M2 le long du profil est-ouest représenté en (a). (c)
Coupe verticale du modèle M2 le long du profil CIFALPS (CIF). (d) Coupe du modèle M2 à
200 km de profondeur. (e) Coupe du modèle M1 à 210 km de profondeur.
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Néanmoins, des questionnements géodynamiques et structuraux demeurent. Il est notam-
ment nécessaire de préciser la géométrie des principales unités structurales dans la croûte.
En particulier, la géométrie du Moho européen pour caractériser plus précisément la subduc-
tion continentale à grandes profondeurs ainsi que celle du Moho adriatique généralement mal
contrainte sous la plaine du Pô. Il est également nécessaire de préciser la nature de l’écaille
briançonnaise (Thouvenot et al., 2007) et de confirmer ou non un branchement possible du
front Pennique sur une écaille du manteau.Il est également important de préciser la géométrie
du corps d’Ivrée, notamment sa bordure occidentale. À l’échelle mantellique, des images to-
mographiques de haute résolution sont requises pour contraindre la géométrie 3D des panneaux
plongeants européens (Alpes centrales et occidentales) et adriatiques (dinarique et apennique).
De telles images permettraient de déterminer les relations entre les différentes subductions (Vi-
gnaroli et al., 2008), et de déterminer si le panneau plongeant européen s’est détaché (Lippitsch
et al., 2003) ou, au contraire, s’il est continu en profondeur (Zhao et al., 2016a).

Pour tenter de répondre à ces questionnements, nous présentons dans le prochain chapitre
l’application de notre méthode d’inversion de formes d’ondes aux données télésismiques de la
campagne CIFALPS permettant de reconstruire un modèle multi-paramètres haute résolution
de la croûte et du manteau supérieur.
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Figure 5.14 – Mesures de direction d’axe rapide de la biréfringeance des ondes SKS dans les
Alpes occidentales. D’après Barruol et al. (2011).

204



Chapitre 6

Application de l’inversion de formes
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Ce chapitre est présenté sous forme d’une publication que nous avons soumis au jour-
nal Geophysical Journal International. Il présente l’application de la méthode d’inversion de
formes d’ondes aux données télésismiques enregistrées lors de l’expérience CIFALPS dans les
Alpes occidentales, pour l’imagerie multiparamètres (densité et vitesses sismiques P et S) des
structures lithosphériques superficielles et profondes de la chaîne alpine. Dans l’article, nous dé-
crivons succinctement la méthode d’inversion de formes d’ondes ainsi que les données utilisées.
Nous détaillons les traitements apportés aux données télésismiques et le déroulement du proces-
sus d’inversion des formes d’ondes. Nous présentons le modèle FWI obtenu pour la lithosphère
des Alpes occidentales et analysons sa résolution au moyen de tests de résolution. Finalement,
nous discutons de l’apport de la FWI à l’imagerie lithosphérique en terme de résolution et de
reconstruction multiparamètres, et proposons une interprétation des structures lithosphériques
observées qui semble confirmer l’hypothèse d’un détachement du panneau plongeant européen
sous les Alpes occidentales.

Lithospheric architecture of the South-Western Alps revealed by
multi-parameter teleseismic full-waveform inversion

S. Beller, V. Monteiller, S. Operto, G. Nolet, A. Paul and L. Zhao
submitted to Geophysical Journal International.

Abstract
The Western Alps, although being intensively investigated, remains elusive when it comes to

determine its lithospheric structure. New inferences on the lithospheric structure are crucial for
the understanding of processes and mechanisms of orogeny needed to unravel the dynamic evo-
lution of the Alps. This situation led to the deployment of the CIFALPS temporary experiment,
conducted to address the lack of seismological data amenable to high-resolution seismic ima-
ging of the crust and the upper-mantle. We perform a 3D isotropic full-waveform inversion of
nine teleseismic events recorded by the CIFALPS experiment to infer three-dimensional models
of both density and P and S wave velocities of the Alpine lithosphere. Here, by full waveform
inversion is meant the inversion of the full seismograms including phase and amplitude effects
within a time window following the first arrival up to a frequency of 0.2 Hz. We show that the
application of the FWI at the lithospheric scale is able to generate images of the lithosphere with
unprecedented resolution and can furnish a reliable density model of the upper-lithosphere. In
the shallowest part of the crust, we retrieve the shape of the fast / dense Ivrea body anomaly
and detect the imprints of the slow Po and SE France sedimentary basins. The geometry of the
Ivrea body as revealed by our density model is consistent with the Bouguer anomaly. A concise
Moho transition is followed from the external part (30 km depth) to the internal part of the Alps
(70-80 km depth), giving clear evidence of a continental subduction event during the formation
of the Alpine Belt. A low velocity zone in the lower lithosphere of the S wave velocity model
supports the hypothesis of a slab detachment in the Western part of the Alps that is followed
by asthenospheric up-welling. The application of FWI to teleseimic data helps to fill the gap
of resolution between traditional imaging techniques, and enables integrated interpretations of
both upper and lower lithospheric structures.

Keywords : Western Alps – Full-waveform inversion – Density – Teleseismic
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6.1 Introduction

The Alpine Belt results from the collision between the European margin and the Adriatic
margin, initiated during the Paleogene 35 Ma ago as a consequence of the Alpine Tethys clo-
sure (Stampfli et al., 2002; Handy et al., 2010). It is nowadays one of the most studied orogenic
domains in the world, and therefore an ideal target to understand the deep processes and me-
chanisms of orogeny. Notably, the Western part of the Alps has preserved its full metamorphic
history and has been the cradle of the continental subduction concept with the discovery by
Chopin (1986) of HP-LT coesite-bearing metamorphic rocks in the Dora Maira massif. These
rocks were the first evidence of the burial of the continental crust at depths greater than 90 km
within the Alpine lithosphere (Marchant & Stampfli, 1997; Zhao et al., 2015).

However, at that time, no clear seismic evidence was available for such a mechanism in
orogenies and the concept of continental subduction was highly debated. While high-resolution
tomographic images of the deep lithosphere were lacking, key insights on the upper-lithospheric
structure of the Western Alps were inferred from various geophysical studies. Notable features
like the Ivrea body (early revealed by gravity anomalies) were interpreted as uplifted mantle
materials within the upper-crust. The crustal velocities and the Moho discontinuity inferred
from the prominent ECORS-CROP seismic reflection profiling in the late 1980s suggested a
mantle wedge intruding the Alpine crust located further west from the Ivrea body (Bayer et al.,
1987; Nicolas et al., 1990). A reinterpretation of available geophysical knowledge by Schmid
& Kissling (2000) attributed this anomaly to a European lower crustal wedge. Nonetheless,
seismic details on the deep structure of the south-western part remain sparse (Thouvenot et al.,
2007) and as pointed out by Kissling (1993) : “without imaging techniques independent of
assumptions about tectonic and dynamic processes, such as seismic methods, the various models
of deep Alpine crustal structure could not be tested and improved”.

This has motivated intense seismic experiments and studies (Kissling et al., 2006). At crustal
scale, local earthquake tomography (LET) (Paul et al., 2001; Béthoux et al., 2007), sometimes
combined with gravity inversion (Vernant et al., 2002), succeed in revealing details of the shallo-
west structure of the Alpine crust. They notably underlined the extent of a high P-wave velocity
anomaly (from 7.4 to 7.7 km/s) up to 10 km depth interpreted as the Ivrea body and pointed out
its Adriatic mantle origin. Nonetheless, the limited aperture of the available seismic arrays res-
tricted the resolution of these tomographic images to the upper-crust. More recent LET studies
made use of wider seismic arrays (Diehl et al., 2009; Potin et al., 2015) with a larger number
of data allowing the inference of crustal structures down to the lower crust. The tomographic
model of Diehl et al. (2009) shows an upper to middle crust dominated by the high velocity
anomaly associated with the Ivrea body that can be traced down to 45 km depth. In the upper-
crust, this Ivrea body is surrounded by low velocity anomalies attributed to the Molasse and Po
sedimentary basins that are also well-visible on ambient-noise tomography (Stehly et al., 2009).
From 30 km depth, they observed reduced P-wave velocities associated with the thick crustal
root of the Western Alps.

The upper-mantle structure of the Alps was derived by Lippitsch et al. (2003) from crustal
corrected teleseismic P-wave traveltime tomography. Their study revealed fast velocity anoma-
lies interpreted as remnants of subducting slabs from 100 to 300 km depth in the vicinity of the
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Alpine Belt. They notably observed a change in the subduction regime along the Alpine Belt.
In the Western Alps, they denote a gap of fast velocity in conjunction with a slow velocity ano-
maly, interpreted as a testimony of slab detachment (Davies & von Blanckenburg, 1995; von
Blanckenburg & Davies, 1995) and a related asthenospheric upwelling. However, in Central
and Eastern Alps this fast anomaly can be traced from the crust down to 200 km depth with a
reverse polarity in the Eastern Alps.

Despite the significant contribution of these tomographic studies, the need to improve the
spatial resolution of the lithospheric models of the Alps and to more completely describe their
seismic properties remains. To fill this gap, a dense profile of broadband stations was deployed
during the CIFALPS temporary experiment to collect seismological data amenable to new high-
resolution seismic imaging techniques (Zhao et al., 2013). A first exploitation of the CIFALPS
data by common conversion point (CCP) migration of the teleseismic P-wave receiver functions
has provided the first conclusive seismic image of a subducting continental crust in the Western
Alps (Zhao et al., 2015).

The aim of this study is a second attempt to develop high-resolution images of the lithos-
phere of the western Alps from the CIFALPS data. We present an application of full waveform
inversion (FWI) on the CIFALPS data to derive 3D high-resolution P and S wave velocity and
density models of the lithosphere of the Western Alps and compare them with the migrated
image of Zhao et al. (2015).

Beyond receiver function analysis, waveform inversion methods are expected to provide
quantitative lithospheric models with a resolution close to the wavelength. Among teleseismic
waveform inversion techniques, migration of scattered teleseismic body waves has been first
proposed by Bostock et al. (2001), Shragge et al. (2001), Rondenay et al. (2001) and Rondenay
et al. (2005). In their approach, the forward problem is linearized with the single-scattering Born
approximation and the migration is recast as a ray-based linear waveform inversion accordingly,
where the misfit between the recorded and modelled scattered wavefields is minimised in a
least-squares sense. In this framework, Bostock et al. (2001) stress on the key contribution
of the known free-surface reflector as a second-order source of down-going P and S waves.
These down-going P and S waves are amenable to reflection from the lithospheric reflectors
before being recorded at the surface by the stations. Migration of these back-scattered waves
provide sharp quantitative images of lithospheric reflectors which are parametrised by P and S
wave velocity perturbations. An application on the teleseismic data collected during the 1993
Cascadia experiment reveals the geometry of the continental Moho and the oceanic crust of the
subduction Juan de Fuca plate (Rondenay et al., 2001).

A natural extension of the former linear waveform inversion is non-linear full-waveform
inversion (FWI), a technique also borrowed from exploration geophysics (Tarantola, 1984a;
Mora, 1987; Crase et al., 1990; Pratt, 1999). In a similar way to the linear waveform inver-
sion, FWI relies on the principles of generalized diffraction tomography (Devaney, 1984; Wu
& Toksöz, 1987) : the gradient of the misfit function is computed by the zero-lag correlation
between the recorded and modelled scattered wavefields. The modelled scattered wavefield cor-
responds to the partial derivative of the wavefield with respect to the model parameters. In scat-
tering migration, the recorded scattered wavefield is separated from the full wavefield during
a preprocessing step once and for all, while, in FWI, the recorded scattered wavefield is built
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on the fly at each iteration by the differences between the full and the modelled seismograms
(namely, the data residuals). In FWI, the forward problem is performed without linearisation
and a non-linear inversion is performed with a local optimization technique. This implies that
the initial earth model at each iteration is updated with the final model of the former iteration.
As the resolution of the subsurface models in which seismic modelling is performed improves
over iterations, the resulting discontinuities can help to more fully account for converted waves
and multi-scattering during the inversion process.

In its conventional form, FWI seeks to minimize in a least-squares sense the sample-to-
sample misfit between the recorded and modelled seismograms. This implies that both travel-
times and amplitudes of all of the arrivals are involved in the misfit function. Alternatively, the
sensitivity kernels of the FWI can be modified in order to recast the waveform inversion in
a finite-frequency traveltime inversion of the first arrival (Marquering et al., 1999) or selected
wave packets (Maggi et al., 2009). This approach, which accounts for amplitudes during seismic
modelling for accurate extraction of time delays but removes their imprint in the misfit func-
tion, is generally referred to as adjoint tomography by the earthquake seismological community
when seismic modelling is performed with full-wave numerical techniques such as the spectral
element method (Komatitsch & Tromp, 1999a). Here, by adjoint is meant a mathematical tech-
nique that allows for the efficient computation of the gradient of a functional without forming
the sensitivity matrix (see Tromp et al. (2005); Fichtner et al. (2006a,b); Plessix (2006a) for a
review). An alternative to the adjoint approach is the scattering-integral approach which relies
on the explicit computation of the sensitivity matrix (Chen et al., 2007). Several applications of
adjoint tomography at regional, continental and global scales have been presented by Tape et al.
(2010), Fichtner et al. (2009), Fichtner et al. (2010), Zhu et al. (2012), Fichtner et al. (2013)
Zhu et al. (2015) and Bozdağ et al. (2016).

First attempts of teleseismic FWI were performed in 2D and 2.5D (Roecker et al., 2010;
Baker & Roecker, 2014; Pageot et al., 2013) using a frequency-domain implementation (Pratt,
1999). A frequency domain implementation was used because 2D seismic modelling can be
performed efficiently with Gauss elimination techniques when a large number of sources are
processed for a few discrete frequencies (Pratt, 1999). Pageot et al. (2013) presented a parame-
tric analysis that highlighted the contribution of the back-scattered waves from the free surface
to improve the resolution of the imaging as originally pointed out by Bostock et al. (2001). They
also show that a fine sampling of the frequencies was required during the inversion to balance
the narrow and coarse scattering angle illumination provided by a few plane wave sources. This
prompts them to conclude that a time-domain implementation of FWI was more suitable than
the frequency-domain counterpart according to the specificity of the teleseismic experiments.

A first feasibility study of 3D time-domain FWI of teleseismic data has been performed by
Monteiller et al. (2015). In their approach, full waveform modelling is performed for lithosphe-
ric targets with an hybrid approach : first, a simulation is performed in a radially symmetric
global earth with the Direct Solution Method (DSM) method (Geller & Ohminato, 1994) and
the wavefield solutions are stored on the edges of the lithospheric target. Second, a grid injection
technique is used to propagate the wavefields in the lithospheric target with the spectral-element
method from the storage of the DSM solutions at the edges of the computational mesh (Mon-
teiller et al., 2013). Monteiller et al. (2015) illustrate the resolution power of FWI relative to

209



Chapitre 6 : Application de l’inversion de formes d’ondes aux données CIFALPS

traveltime tomography to image a simple crustal model with a sharp Moho even when only four
teleseismic events are used for inversion. The reliability of FWI for teleseismic application was
further demonstrated with an application to real data collected in the framework of the Pyrope
experiment across the Pyrenees range (Wang et al., 2016). FWI of five events recorded by 29
stations provided tomographic P and S wave velocity models of the Pyrenean lithospheric struc-
ture with an unprecedented resolution. Moreover, Wang et al. (2016) showed the consistency
between the P and S wave velocity models developed by FWI and migrated images inferred
from receiver functions.

In this study, we present an application of FWI on the CIFALPS dataset following an ap-
proach similar to that of Monteiller et al. (2015). A key difference is that we update the density
parameter (ρ) in addition to the P and S wave velocity parameters (Vp and Vs). In the first section
of the paper, we review some methodological aspects of teleseismic FWI. From the analysis of
the radiation patterns of waves scattered by elastic heterogeneities, we also provide some in-
sights on the resolution with which Vp, Vs and ρ can be imaged as well as potential leakage
between parameters that might impact upon the multi-parameter reconstruction. Then, we show
the FWI results and discuss their reliability based on a resolution analysis. We conclude with
a discussion on the role of the density in teleseismic FWI and the geodynamical implications
that can be drawn from our FWI results. Notably, we highlight the FWI potential in recovering
a reliable density model of the upper-lithosphere that shows clear correlations with regional
gravity anomalies. Upper-lithospheric velocity models well delineate known structures of the
upper-crust, particularly the geometry of the Ivrea body that is clearly connected to the Adriatic
mantle. Deeper, models display a clear crust-mantle boundary that dips down to 80-90 km be-
neath the internal Alps indicating a continental subduction event as a starting of the continental
collision. At lower-lithospheric scale, our results give evidence of slab detachement and support
the assumption of a slab tear in the Alpine Belt.

6.2 Multi-parameter teleseismic waveform inversion

6.2.1 Teleseismic full wavefield modelling

Teleseismic experiments deviate from traditional seismic applications such as local earth-
quake tomography or controlled-source seismology by rather different acquisition geometry.
Classically, seismic sensors are located on top of the lithospheric target to be imaged and ba-
sically consist of either linear one-dimensional or sparse two-dimensional arrays. The special
feature of teleseismic configuration arises from the use of passive and distant sources, loca-
ted several thousands of kilometres away from the target, commonly referred to as teleseismic
events (Fig. 6.1). In this source-receiver geometry, the teleseismic wavefield can fairly be ap-
proximated by an incident planar wavefield incoming from outside of the lithospheric target.
Such plane-wave configuration leads to a rather uniform illumination of the lithospheric target
(in the sense that planar waves do not suffer from geometrical spreading) at the expense of the
incidence-angle coverage, which is much narrower and coarser than for point-source acquisi-
tion.
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Figure 6.1 – Sketch of the teleseismic configuration.

From the computational perspective, the teleseismic setting raises the issue of the burden
associated with the simulation of the teleseismic wavefields in a global earth within the 0.05-1
Hz frequency band. Several approaches based upon hybrid strategies have been proposed to
reduce the computational effort of teleseismic wavefield simulation. The governing idea relies
on the use of a background wavefield that can be efficiently computed in a simplified earth
model and on the efficient computation of either the scattered or the full wavefield after model
alteration.

Roecker et al. (2010) introduced the so-called scattered field method (Taflove & Hagness,
2005), where the source term of the wave equation is non zero where the background model
differs from the model in question. Although this method is suitable in the frequency domain,
its time-domain implementation would require the storage of the full 3D incident wavefields
at each time step, that makes it intractable. A more affordable strategy we use in the present
study is the so-called total-field / scattered-field grid injection method, which was first pro-
posed to implement point sources in finite-difference simulations (Alterman & Karal, 1968;
Taflove & Hagness, 2005; Monteiller et al., 2013; Masson et al., 2014; Tong et al., 2014a).
As the scattered-field approach, it also relies on the pre-computation of an incident wavefield
in a simplified earth model. However, the storage of the incident wavefield is only required
along the outer boundaries of the lithospheric target. This wavefield is then injected within the
lithospheric medium by applying a time-dependent boundary condition which accounts both
for the incoming incident wavefield and the outgoing wavefield scattered by the lithospheric
heterogeneities.

Our approach relies on the 3D spectral-element method (Komatisch et al., 1998; Komatitsch
& Tromp, 1999a), an efficient method for elastic wave propagation in presence of smoothly-
varying topography, to simulate the teleseismic wave propagation within the lithospheric target.
Unlike Monteiller et al. (2013) who use the DSM method to compute the incident wavefield
in a radially symmetric global earth, we use the spectral-element AxiSEM software to compute
the 3D incident wavefield (Nissen-Meyer et al., 2014). AxiSEM is a spectral element solver that
allows one to infer 3D wavefields in a global axisymmetric earth for full-moment tensor sources
from four 2D simulations (Nissen-Meyer et al., 2007b, 2008, 2007a). Its use greatly decreases
the computational burden of simulations performed with DSM in a radially symmetric earth
(Takeuchi et al., 2000) or with SPECFEM3D_GLOBE code in a fully 3D earth (Komatitsch
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& Tromp, 2002a). Moreover, AxiSEM relies on the same discretization scheme than the one
used to perform seismic modelling in the lithospheric target, hence mitigating the imprint of the
numerical noise generated during the wavefield injection.

6.2.2 Inverse problem

Full-waveform inversion (FWI) is an iterative data fitting procedure that aims to update
model parameters m of the subsurface by minimising the waveform misfit between modelled
and recorded seismograms (Virieux & Operto, 2009). Mathematically, it can be recast as a local
optimisation problem that seeks a minimum of the least-squares misfit function :

χ(m) =
Ns∑
s=1

Nr∑
r=1

∫ T

0

1
2 ||u(xr,xs; t)− ds,r||2dt, (6.1)

where u denotes the modelled wavefield, ds,r the seismogram recorded by the source-receiver
pair (s,r), xs and xr the source and receiver positions, respectively, and t the time. Minimisation
of the misfit function (6.1) around a starting model leads to the following expression of the
model perturbation at iteration k :

∆mk+1 = −γk H−1(mk)∇mχ(mk), (6.2)

where γ denotes the step length, H the Hessian (the second derivative of the misfit function) and
∇mχ the gradient of the misfit function with respect to m. The gradient can be computed effi-
ciently at the cost of two forward simulations per source with the adjoint state method (Chavent,
1974) which was popularised by Tarantola (1984a) and has become of common use in global
and exploration seismology (Tromp et al., 2005; Plessix, 2006a; Fichtner et al., 2006a; Liu &
Tromp, 2006). The first simulation computes the incident wavefield u from the source while the
second one computes the adjoint wavefield by back-propagating the residuals from the receiver
positions. For an elastic medium parametrized by the density ρ and the coefficients cijkl of the
stiffness tensor, the gradient is simply given by the zero-lag correlation of two wavefields :

∇ρχ(x) =
∫ T

0 u†(x, t) · ∂2
tu(x, t)dt,

∇cijkl
χ(x) =

∫ T
0 ε
†(x, t) : ∂c

∂cijkl
: ε(x, t)dt, (6.3)

where c denotes the stiffness tensor, u the displacement wavefield and ε and ε†, the strain tensor
and the adjoint strain tensor, respectively (Tromp et al., 2005).

While the gradient (6.3) indicates the direction of greatest ascent and depends on first deri-
vatives of the misfit function, the Hessian is based on second derivatives of the misfit function
and accounts for its curvature. The Hessian is of particular interest for FWI, since it deconvolves
the gradient from limited bandwidth effects and removes the imprint of wavefield amplitudes.
In the framework of multi-parameter reconstruction, it contributes to mitigating the cross-talk
between multiple parameter classes.

Even though the full Hessian cannot be computed easily (Fichtner & Trampert, 2011b), its
action on the gradient can be approached considering limited-memory quasi-Newton (Nocedal,
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1980; Nocedal & Wright, 2006b) or truncated Newton (Métivier et al., 2013, 2014) methods.
In our study, the Hessian is iteratively approximated by the l-BFGS method, a matrix-free
algorithm that estimates the action of the inverse Hessian onto a vector by applying finite-
differences over previous gradients and model parameters. The optimization process including
the line search is implemented in our code with the SEISCOPE toolbox (Métivier & Brossier,
2016b).

6.2.3 High-resolution multi-parameter imaging

Traditional seismic imaging methods such as traveltime tomography or receiver function
techniques are focused on determining perturbations of wave velocities from the kinematic
attributes of the seismic wavefield (namely, traveltimes). On the other hand, the use of the wa-
veforms, through the information carried out by traveltimes and amplitudes of forward- and
backward- scattered waves, make FWI amenable to reconstruction of second-order parameters
such as density (ρ) in addition to the P and S wave velocities (Vp and Vs). Inferences on the sen-
sitivity of the wavefield to different parameter classes can be drawn from the radiation pattern
of elastic waves scattered by small elastic heterogeneities (Wu & Aki, 1985; Tarantola, 1986).
These radiation patterns represent the amplitude of P and S waves scattered by a point pertur-
bation of one elastic parameter as a function of the scattering angle. These radiation patterns
are shown in Fig. 6.2 for an isotropic elastic medium parametrised by Vp, Vs and ρ. Such pat-
terns give clear insights on the influence of a single parameter onto the data depending on the
scattering regime (forward versus backward). Moreover, the overlap of the radiation patterns of
different parameters with scattering angles indicates potential trade-off between these parame-
ters. On the one hand, one may want to mitigate these trade-offs by choosing a parametrisation
that minimises these overlaps. On the other hand, this strategy might narrow the influence of
the parameters with scattering angle, hence degrading the resolution with which parameters are
reconstructed.

Limiting our analysis to the (ρ, Vp, Vs) parametrisation, a first noticeable feature is that a Vp
scatterer generates only P-P scattering with an isotropic radiation pattern. Therefore, the radia-
tion pattern of Vp has no impact on the resolution with which this parameter is reconstructed
(Fig 6.2d-f) : the local resolution of Vp is controlled by the local P wavelength and the range of
P-P scattering angles spanned by the acquisition geometry.

In contrast, a Vs perturbation gives rise to P-P, P-S, S-S and S-P scattering, with stronger dif-
fracted S waves relative to the P counterparts (Fig. 6.2g-h). The union of these radiation patterns
covers a broad range of scattering angles, that is conducive to a broadband reconstruction of the
Vs parameter if the imprint of all of these scattering modes is significant in the data. Trade-
off between Vp and Vs updates is expected to be limited since the Vs parameter generates P-P
scattered waves only at intermediate angles with much smaller amplitudes than those generated
by Vp. Since the radiation patterns of Vp and Vs should have little influence on the resolution
with which they are reconstructed, the resolution of Vs is expected to be superior to that of Vp
according to their respective wavelengths.

Similarly to a Vs perturbation, a ρ perturbation generates scattering for the P-P, P-S, S-S
and S-P scattering modes. However, a key difference is that ρ mainly scatters waves backward
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a. b. c.

d. e. f.

g. h. i.

Figure 6.2 – Scattering patterns of elastic waves for the (ρ, Vp, Vs) parametrisation. From left to
right, each column presents the interaction of a P (a,d,g), Sv (b,e,h) and Sh (c,f,i) incident plane
wave with, from top to bottom, a ρ (a-c), Vp (d-f) and Vs (g-i) scattering point. For the seven
different interactions, the analytical radiation patterns computed in the framework of the Born
approximation (Wu & Aki, 1985; Tarantola, 1986) are superimposed on the scattered wavefields
that have been computed numerically. Arrows indicate the direction of the incident plane wave
(black for P wave, red for Sv wave and red-black for Sh wave). Radiation patterns are plotted
in blue, green and purple for the P, Sv and Sh scattered modes, respectively.
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(in the reflection regime). This is especially true for the P-P and S-P modes, while P-S and
S-S modes show significant amplitudes at intermediate scattering angles. Overall, this deficit of
sensitivity at large scattering angles can limit the ability of FWI to update the long wavelengths
of ρwhen the (ρ,Vp,Vs) parametrisation is used, which can be to some extent balanced by the low
frequency content of teleseismic data. This comment also suggests that the second-order P and
S wave sources generated by the free surface might have a leading role in the ρ reconstruction
since they generate back-scattered waves from the lithospheric reflectors. The ability to image ρ
by FWI is therefore prone to decrease rapidly with depth due to the smaller amplitudes of these
second-order scattered waves relative to the primary counterparts.

Significant trade-offs are expected at intermediate to small scattering angles between Vp and
ρ and between Vs and ρ according to their respective radiation patterns. However, it is worth
remembering that Vp and Vs parameters control both the kinematic and the dynamic attributes of
seismic waves, while density mostly influences amplitudes. Heuristically, we may think that the
long-wavelength reconstructions of Vp and Vs will be primarily tied by the need to fit traveltimes
and that amplitudes will play a second-order role in the parameter update, hence limiting the
imprint of these parameter trade-offs.

In the sequel of this study, we perform FWI with the (ρ,Vp,Vs) parametrisation. Indeed,
other combinations of parameters involving P and S impedance or stiffness coefficients can be
viewed. A sensitivity analysis of teleseismic FWI to subsurface parametrisation will be the aim
of a future study.

6.3 Application to the Western Alps

6.3.1 The CIFALPS experiment

The CIFALPS array (for China-Italy-France-ALPS seismic transect) (Zhao et al., 2015)
was deployed from June 2012 to September 2013 between the Rhône valley in France and the
Po plain in Italy (Fig. 6.3a). The network was composed of 56 three-components broadband
stations from which 46 were forming a 350 km long transect across the Western Alps from SE
France to NW Italy (Zhao et al., 2016b). The additional 10 stations were located off-profile 40
km to the North and South to fill gaps in French and Italian permanent networks (network code
FR : RESIF (1995) ; network code GU : University of Genova (1967) ; network code IV : INGV
Seismological Data Centre (1997)). On average, the inter-station spacing was less than 10 km
for the transect with a 5 km densification in the internal Alps.

Teleseismic records gave access to a catalogue of 200 earthquakes with magnitude greater
than 5.8. We deconvolved each record by its instrumental transfer function, performed a care-
ful inspection of the dataset and selected 9 teleseismic events (Fig. 6.3b) that complied to the
following criteria :

1. a range of epicentral distances between 30 to 90 degrees,

2. hypocentral depths lower than 30 km or higher than 200 km,

3. a well-discernible spatial coherency of arrivals on vertical and radial records (Fig. 6.4),
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4. a high signal-to-noise ratio of individual traces.

The lower bound of the first criterion aims to mitigate the imprint in the selected time window
of complex shallow multipathing arising outside the lithospheric target, while the upper bound
ensures that the direct P wave is the first arrival. The second one controls the complexity of the
incident wavefield with respect to source-side multiples : as the event depth increases, the time
delay between direct P and pP or sP multiples increases and their travelling paths deviate. In this
case, the pP and sP multiples can overprint the useful signals in the selected time window and
make the estimation of the source time function and subsurface parameters more coupled and
sensitive to the error on the hypocentral depth. For very deep events, however, this problem is
not a concern since the arrival time of these multiples is far beyond the considered time-window
(≈ 50 s).

Though most earthquakes from the selected catalogue are fairly aligned with the CIFALPS
transect, the catalogue covers a broad range of magnitude, distance and spectral content. This
is highlighted by the wide range of half-duration in the Global CMT solutions from 2.4 s to
35.7 s (table 6.1). This can be cumbersome for FWI, particularly at high frequency, in the
sense that events will have contrasted spectral contents. Considering the nearly planar nature
of teleseismic wavefields, it is crucial for imaging that events cover a wide range of epicentral
distances to sample a wide range of incidence angles (Pageot et al., 2013). Typically, teleseismic
wavefields are dominated by the incident P and source-side depth multiples (Fig. 6.4). These are
followed by a mixture of lithospheric converted phases such as Ps conversion from the Moho
discontinuity, the lithosphere-asthenosphere boundary or 410 and 660 mantle discontinuities.
The key challenge of FWI is to extract the information carried out by these secondary signals,
which are hidden in the P-wave coda, to enhance the resolution of lithospheric models.

6.3.2 Full-waveform inversion workflow

Before FWI, we computed and stored the wavefields computed with AxiSEM on the side and
bottom boundaries of the lithospheric target. Then, we estimated a source signature for each
individual earthquake by performing a least-squares frequency-domain deconvolution (Pratt,
1999) of the recorded vertical seismograms from the synthetic counterparts computed in the
initial FWI model. As initial model we use a smoothed version of the PREM reference model
(Dziewonski & Anderson, 1981). Note that the topography was not accounted for in our si-
mulations. An example of the data fit obtained with the initial model is shown in Fig. 6.5c-e.
Interestingly, the first arrival of the synthetic seismograms computed in the initial model are
already in fair agreement with the recorded ones for vertical, radial and transverse components.
A partial conclusion is that a layered one-dimensional reference Earth model and automatic mo-
ment tensor solutions refined by an estimation of the source time function provide the necessary
ingredients to predict the low frequency content of the data without any risk of cycle skipping.
Nonetheless, slight shifts and amplitude mismatches are visible in the early arrival and more
significant waveform differences, whose lateral coherency can be followed from one stations to
the next, are showing up for later arrivals testifying the complexity of receiver-side lithospheric
structures (Fig. 6.5i-k).
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a.

b.
Figure 6.3 – The CIFALPS experiment. (a) Topography of the Western Alps and source-receiver
layout of the CIFALPS experiment. Red stars stand for CIFALPS temporary stations whilst blue
stars denote local permanent stations. (b) The selected 9 teleseismic events symbolised by their
respective moment tensor solutions.
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Figure 6.4 – Records of event 22 for the vertical, transverse and radial components. Note some
coherent signal hidden within the P-wave coda related to receiver side lithospheric structure
(reflections and conversions).

Id Event
Lat (o) Dist (o) Hdur Depth

Mw CMT
Lon (o) Baz (o) Tshift (km)

06 2012-08-10 52.39 82.99 3.00 13 6.2
18 :37 :43.1 -167.32 356.36 5.80

08 2012-08-12 35.88 56.50 3.10 17 6.3
10 :47 :06.4 82.52 70.58 5.60

16 2012-11-07 14.11 86.58 11.90 21 7.4
16 :35 :46.7 -92.43 286.53 9.60

22 2013-02-14 67.65 62.98 5.30 12 6.7
13 :13 :53.1 142.512 17.37 6.26

26 2013-04-20 30.22 73.54 4.90 22 6.8
00 :02 :47.5 103.12 63.61 5.57

31 2013-05-24 54.61 77.02 35.70 611 8.4
05 :44 :49.0 153.77 18.89 19.35

36 2013-06-24 10.91 53.91 4.20 18 6.6
22 :04 :13.5 -42.46 247.06 4.40

39 2013-07-21 34.6 71.35 2.40 17 6.2
23 :45 :56.7 104.31 59.51 1.95

41 2013-08-13 5.77 82.40 5.00 21 6.7
15 :43 :15.2 -78.19 270.70 5.91

Table 6.1 – Selected events for teleseismic waveform inversions indicating origin time, location
and moment tensor solution from Global CMT project (Dziewonski et al., 1981; Ekström et al.,
2012). Half duration (Hdur) and time shift (Tshift) are given in seconds.
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Afterwards, we perform a multi-scale FWI of the vertical and radial components by succes-
sive inversions of data sets of increasingly high-frequency content with cut-off periods of 20, 10
and 5 seconds. Although transverse component data are accessible and may carry information
related to the 3D lithospheric structure geometry (Cassidy, 1992), they are usually influenced by
anisotropic effects from the lithospheric medium (Frederiksen & Bostock, 2000) and we safely
decided to omit them for FWI. In addition to the frequency continuation strategy, a second level
of hierarchy can be implemented by progressively increasing the time window involved in the
inversion (Monteiller et al., 2015). This time continuation strategy can help mitigating the non-
linearity of the FWI by injecting progressively more complex information in the inversion such
as back-scattered waves. However, according to the variability of our teleseismic catalogue,
notably the heterogeneous spectral content underlined by rather long duration of source-time
functions ; and by considering the theoretical traveltimes of the lithospheric phases, we used a
fixed 50 s-long time window starting 5 seconds before the P-wave onset time. We also make
the inversion equally sensitive to each event (whose data amplitudes are mainly controlled by
their epicentral distance and moment magnitude) by normalising common-event seismograms
and their corresponding incident wavefields in each frequency band.

The reduction of the misfit functional over iterations is shown in Fig. 6.5b. FWI converges
after 15, 20, and 24 iterations for cut-off periods of 20, 10 and 5 seconds, respectively, and
achieves an overall 54 % misfit reduction in 59 iterations. It is worth noting that we penalised
the misfit functional with a Tikhonov regularization term (Tikhonov & Arsenin, 1977) imple-
mented by minimising the Laplacian of the model parameters. Without this regularization term,
the data misfit can be decreased by more than 54 % with however the convergence toward an
unreliable ρ model and without significant improvements of the Vp and Vs models. We interpret
this behaviour as a data over-fitting issue when FWI starts minimising noise in the data. This
noise generates significant waveform residuals due to inconsistent amplitudes that can be more
easily accommodated by second-order parameters that are mostly sensitive to amplitudes such
as density (Przebindowska et al., 2012). This statement is supported by a χ2 analysis. Assuming
an overall data noise standard deviation equal to 10% of the maximum recorded amplitude of
each event and that all data are matched within this confidence interval, the value of the χ2

criterion would correspond to a misfit reduction that is approximately 50%.

The data fit achieved by the the final FWI model for the event 22 is shown in Fig. 6.5f-h.
Synthetic and recorded seismograms are now in remarkable agreement at least for the vertical
and radial components. The data fitting procedure has not only removed subtle phase shifts
between the recorded and modelled first arrivals but also more prominent residuals of strong se-
condary wiggles. A more quantitative assessment of the data fit is provided by the data residuals
computed in the starting and final FWI models (Figs. 6.5e-h and 6.5i-n). Residuals decrease on
the three components except for highly noisy stations (number 1 to 10) located in the Po plain
sedimentary basin, which generates strong and local amplification or attenuation of the wa-
vefields (Stehly et al., 2009). At these locations, the assumption of non-attenuating isotropic
medium is likely to be unrealistic. Noticeably, the residuals of the transverse component are si-
gnificantly decreased, although this component was not involved in the inversion (Fig. 6.5k,n).
From the misfit reduction computed separately for each component and each event (Fig. 6.5a),
we note that such a decrease is mainly shown for earthquakes (events 6, 22 and 31) whose trans-
verse component is oriented in the azimuth of the CIFALPS transect. For event 6, the transverse
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component is even better fitted than the radial one. We also note that, on average, the vertical
component is better fitted than radial and transverse components.

6.3.3 FWI models

The vertical sections of the final FWI models along the CIFALPS transect are displayed
in Fig. 6.6(a,c,e) for the VP , VS and ρ parameters. This showing is complemented by that of
the model perturbations (computed with respect to the initial model) to highlight the resolution
improvement achieved by FWI (Fig. 6.6(b,d,f)). The model perturbations roughly remove the
imprint of the low-wavenumber components from the FWI model and, hence, mimic the inter-
mediate wavenumber components that could be imaged by the migration of receiver functions.
We superimpose on these vertical sections the structural interpretation proposed by Zhao et al.
(2015) to facilitate the identification of the main structural units (Fig. 6.6, black lines). The ρ,
Vp and Vs models show similar structures with however their own resolution. As expected, the
Vp model is less resolved than the Vs one according to the P and S wavelengths. In contrast, the
ρ and Vs models show a similar high-wavenumber content in the upper part of the lithosphe-
ric target, which is consistent with the analysis of their radiation patterns (Fig. 6.2). However,
the FWI clearly fails to significantly update ρ beyond 70 km depth, unlike Vs. As suggested
in section 2, this might result from the deficit of wavefield sensitivity to ρ perturbations in the
forward-scattering regime. According to the teleseismic setting, this forward scattering is more
suitable to update the deep part of the lithosphere. Since back-scattered waves should undergo
two reflections from the free surface and the lithospheric reflectors to sample the deep lithos-
phere, it is unlikely that such second-order scattered waves can be recorded with a sufficient
signal-to-noise ratio for FWI.

Of primary attention is the Moho discontinuity. Being a first order seismic discontinuity this
boundary generally exhibits strong impedance gradients that are nicely depicted by receiver
functions computations and migrations. Our models delineate clear but rather complex Moho
geometries beneath the Alpine orogeny. On the western part, the European Moho dips from
roughly 30 km in the Rhône valley to 50 km beneath the frontal peninnic thrust (FPT, see
figure 6.6). Further East, its dip increases and the Moho reaches a depth of around 65 km (on
Vp and ρ models) at the transition between the internal Alps and the Po plain underlining a
high density / fast velocity anomaly corresponding to mantle material within the crust (blue
blob on Vp model). On the Vs model, the Moho can be followed at greater depths, down to
approximately 80 km. At this depth, the Moho is interrupted by a slow velocity anomaly that
spreads horizontally from 50 to roughly 100 km of distance. On the eastern side, the Moho
transition is more difficult to follow and exhibits strong topographic variations. Nonetheless,
absolute velocity variations (Fig. 6.6c-e) suggest a 40-50 km deep Moho boundary beneath
the Po plain. In between, the area corresponding to the Ivrea body gravity anomaly is well
delineated by a high density / fast velocity anomaly. In particular, the top-eastern boundary
of this anomaly matches well the shape of the Ivrea body in the interpretative model of Zhao
et al. (2015) (Fig. 6.6b). However, its top-western boundary highlights a very different geometry
with a pronounced sub-vertical orientation ( Fig. 6.6f). The horizontal extent of this feature is
depicted at multiple depths in figure 6.7 by a characteristic North-South pattern.
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Figure 6.5 – Data fit. (a.) Misfit reduction for each component of each event (the right bar
shows the misfit function for all components)). (b.) Overall misfit reduction over iterations.
Dash black lines indicate when FWI jumps to a new frequency band (see text for details). (c-
n) Direct comparison between recorded (black) and modelled (red) seismograms for event 22
(Fig. 6.3c). (c-e) Modelled seismograms are computed in the initial model for vertical (c), radial
(d) and transverse (e) components. (f-h) Same as (c-e) modelled seismograms computed in the
final FWI model. (i-n) Data residuals computed in the initial (i-k) and final (l-n) FWI models,
respectively. Blue stars define the time window used for FWI.
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a. b.

c. d.

e. f.

FPTRhône Po plain

Figure 6.6 – Vertical sections of the FWI models along the CIFALPS transect (W-E). (a-b) ρ. (c-
d) Vp. (e-f) Vs. The absolute values of the parameters and the perturbations are shown in (a,c,e)
and (b,d,f), respectively. Black lines denote units as defined by Zhao et al. (2015). Perturbation
models are computed with respect to the initial model. The topography is shown with a vertical
exaggeration for illustration purpose. The black dashed line shows the location of the european
LAB.
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At shallower depth, from the surface to 20 km, the three models exhibit strong parameter
perturbations. Caution must be taken examining these anomalies that are locally polluted by
the acquisition footprint which takes the form of singularities at receiver locations. Nonetheless
lateral structures can be followed that are consistent with the location and shape of sedimentary
basins. Notably all parameters show strong negative perturbations – 2000 to 2300 kg.m−3, 5000
to 5500 m.s−1 and 2600 to 2800 m.s−1 for ρ, Vp and Vs, respectively – in the Po plain that
correlates well with the basement of the sedimentary basins assumed to be 10 km thick. A
similar behaviour is visible for the Rhône valley in the western part where slow P and S-wave
(5500 m.s−1 and 3000 m.s−1) velocities are encountered.

At the upper-mantle scale, our models show small amplitude variations. Nonetheless, at
depths ranging from 80 km to 120 km, we can follow the lateral continuity of a vertical tran-
sition corresponding to a decrease of the S-wave velocity. This transition may correspond to
the lithosphere-asthenosphere boundary (LAB) (Kissling & Spakman, 1996; Eaton et al., 2009;
Fischer et al., 2010). The depth of the LAB would thus vary from 80-90 km beneath the Rhône
valley to 100-120 km at the transition between internal Alps and the Po plain. Interestingly, the
structure of the upper-mantle is sensibly different on the Vp and Vs models beneath the Ivrea
zone. While a wide-spread high velocity anomaly characterises the Vp model, a 50 km blob of
low Vs is imaged just beneath the dipping European Moho. Laterally, this anomaly follows the
arc of the Western Alps from 100 km to 140 km depth (Fig 6.7).

6.3.4 Resolution and parameter cross-talk appraisal

Before discussing the geodynamical implications than can be drawn from the FWI models,
it is worth appraising the ability of the teleseismic waveform inversion to resolve small-scale
parameter perturbations by mean of resolution tests. Even though these resolution tests, which
generally rely on local analysis around the minimum of the misfit function, cannot reveal whe-
ther the inversion has approached the global minimum of the misfit function (Lévěque et al.,
1993; Fichtner & Trampert, 2011b; Trampert et al., 2013; Rawlinson & Spakman, 2016), they
still provide a cheap manner of assessing the resolution with which heterogeneities were recons-
tructed. As explained in section 2, FWI should be able to resolve anomalies whose sizes are of
the order of the minimum propagated wavelength. At lithospheric scale, considering averaged
Vp and Vs values of 7500 and 4000 m.s−1, and considering a minimal period of 5s, we expect our
FWI model to catch heterogeneities the sizes of which are of the order of 20 km. To verify this
assumption and assess the spatial resolution of the FWI model, we designed a first resolution
test by superimposing onto the final FWI model a coarse grid of 20 km-wide Gaussian (ρ,Vp,Vs)
inclusions with positive and negative perturbations in alternates (± 100 m.s−1 for Vp and Vs and
± 100 kg.m−3 for ρ). The spacing between the inclusions is sufficiently large and their ampli-
tude sufficiently small to prevent a significant imprint of multi-scattering (non-linearity) during
FWI.

We use the final FWI model as initial model of the resolution test such that this initial model
reproduces all of the wave phenomena that occurred during the latter stage of the FWI, a neces-
sary condition for a reliable resolution appraisal (Rawlinson & Spakman, 2016). Synthetic data
computed in the FWI model with the inclusions are then inverted following the same strategy as
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Figure 6.7 – Depth slices of the FWI perturbation models. From left to right, ρ, Vp and Vs
parameters. From top to bottom, slice at 10, 25, 35, 50, 70, 100 and 140 km depth. Perturbations
are computed with respect to the initial model.
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a.

b.

c.

d.

Figure 6.8 – Resolution analysis. Reconstruction of fast and slow (ρ,Vp,Vs) Gaussian inclusions
by multi-parameter FWI (see text for details). From left to right, ρ, Vp and Vs FWI perturbation
models. (a) Vertical section along the CIFALPS transect. (b-d) Depth slices at 10 km (b), 70 km
(c) and 130 km (d) depth. The colour scale corresponds to the percentage of the true inclusion
amplitude (100 kg.m−3 for Vp and Vs and 100 m.s−1 for ρ).
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for the real data application with the final FWI model as initial model. The reconstructed inclu-
sions are shown in Fig. 6.8. As expected from the teleseismic configuration, the ability of FWI
to resolve parameter perturbations decreases with depth. While all of the three parameters are
well-retrieved in amplitude and shape at 10 km depth, which is consistent with the theoretical
resolution of FWI, FWI hardly recovers the true shape and amplitude of the anomalies at 70 km
depth with horizontal and vertical smearing effects. This results from the combination of seve-
ral factors. First, the increase of the wavelengths with depth decreases the resolution. Second,
the inversions becomes increasingly ill-conditioned with depth due to incomplete correction for
wave amplitude effects. This can make the imprint of deeply located scatterers in the wavefield
too small to be exploited by the inversion. Third, the amount and strength of scattering might
become more limited with depth as on the one hand the resolution of the FWI decreases and
on the other hand the real heterogeneities of the deep lithosphere become milder and the free
surface more distant. At 130 km depth, only the Vs parameter seems to be resolvable for 20
km-wide anomalies. This again might result on the one hand from the lack of penetration in
depth of the ρ reconstruction and on the other hand to the higher wavelength of Vp relative to
Vs.

It is also worth noting that, despite the one-dimensional nature of the receiver layout, our
FWI model successfully recovers horizontal sections of the anomalies down to 70 km depth.
Surprisingly, the depth slice at 10 km depth seems not affected by aliasing artefacts in spite of
the poor sampling of the receivers in the direction perpendicular to the CIFALPS transect (Fig.
6.9b,c). To further assess how the resolution evolves with depth, we designed two additional
resolution tests with only one 20 km-wide fast (ρ,Vp,Vs) inclusion located at 50 and 100 km
depth, respectively (Fig. 6.9a,b). We use one inclusion per test to ensure that the reconstruction
of this inclusion is not impacted upon by other close heterogeneities. The Vp FWI perturba-
tion model shows significant vertical smearing supporting the fact that the vertical wavenumber
components of this parameter are mainly reconstructed by forward scattering. In contrast, the
ρ FWI perturbation model shows a horizontal smearing indicating a better vertical resolution
relative to the horizontal one. This is consistent with the fact that the ρ reconstruction is mainly
sensitive to back scattering generated by the double interaction of the wavefield with the free
surface and the inclusion. This is well illustrated by the vertical alternates of positive and nega-
tive perturbations in the reconstruction at 100 km depth that highlights the deficit of low vertical
wavenumbers in the ρ perturbation model.

In the framework of multi-parameter reconstruction, it is crucial to assess to which extent
the FWI models are affected by parameter cross-talk. We perform three multi-parameter FWI
by considering for each test a single-parameter inclusion involving VP , VS and ρ, respectively
(Fig. 6.9c-e). Any ghost of the inclusion in the reconstruction of a parameter that has no imprint
in the data residuals will be the expression of the parameter cross-talk. The reconstruction of the
ρ and Vp inclusions do not generate significant leakage in the models of the two other parame-
ters (Fig. 6.9c-d). In contrast, the reconstruction of the Vs inclusion generates some moderate
leakage in the ρ and Vp perturbation models in the form of small negative perturbations. Howe-
ver, this leakage remains small, and prompts us to conclude that the (ρ,Vp,Vs) parametrisation
is reliable for teleseismic FWI.

A final resolution test is performed to check the reliability of the negative anomaly located
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a.

b.

c.

d.

e.

Figure 6.9 – Resolution analysis and parameter cross-talk appraisal. From left to right, vertical
section along the CIFALPS transect of the ρ, Vp and Vs FWI perturbation models. All of the
panels show results of multi-parameter FWI for ρ, Vp and Vs updates for either multi-parameter
(a-b) or mono-parameter (c-e) inclusion models (see text for details). (a-b) Resolution analysis.
Reconstruction of a fast 20 km-wide (ρ,Vp,Vs) inclusion at 100 km (a) and 50 km (b) depths
(c-e) Parameter trade-off. (c) Reconstruction of a fast 20 km-wide ρ inclusion at 50 km depth.
(d) Same as (c) for a Vp inclusion. (e) Same as (c) for a Vs inclusion. Ghost of the inclusion in Vp
and Vs models of (c), in ρ and Vs models of (d) and in ρ and Vp models of (e) highlight parameter
cross-talk. The colour scale corresponds to the percentage of the true inclusion amplitude (100
kg.m−3 for Vp and Vs and 100 m.s−1 for ρ).
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a. b. c.

Figure 6.10 – Resolution analysis for a 50 km-wide (ρ,Vp,Vs) inclusion located at the position
of the negative Vs anomaly shown in Fig. 6.6c,e. (a-c) FWI perturbation model for ρ (a), Vp (b)
and Vs (c). The colour scale corresponds to the percentage of the true inclusion amplitude (100
kg.m−3 for Vp and Vs and 100 m.s−1 for ρ).

at 100 km beneath the Ivrea zone in the Vs FWI model (Fig. 6.6c,e). We add a 50 km-wide fast
inclusion to the final Vp, Vs and ρ FWI models. The size of the inclusion was chosen according to
that of the anomaly shown in the Vs FWI model of Fig. 6.6c,e. Results are presented in Fig. 6.10.
Again, the shape of the anomaly is nicely recovered in the Vs FWI perturbation model, whereas
the Vp reconstruction is affected by strong vertical smearing. For such large anomaly at rather
great depth, FWI fails in recovering the ρ perturbation, as expected. A partial conclusion is that
the S-wave anomaly can be trusted while the P-wave one must be interpreted with caution in
view of its intrinsic low vertical resolution.

6.4 Discussion

6.4.1 Density parameter reconstruction

Through the analysis of scattering pattern in section 2.3 and the recovery of sensitivity
models in section 3.4, we have seen that the joint use of amplitude and phase informations
contained in the waveform data enables the resolution of the density. The reconstruction of
the density parameter is however restricted to the shallow part of the lithospheric model since
it might require the recording of a doubly back-scattered wavefield : reflected from the free
surface and from a lithospheric heterogeneity. We also emphasized in section 3.2, the inherent
sensitivity of the density to the noise content of the data. It is therefore relevant studying to
which extent the update of Vp and Vs during FWI is sensitive to the way in which density
is involved in the inversion, namely, as a passive parameter that is kept fixed over iteration
as in Wang et al. (2016) or as an optimization parameter as in the current study. Figure 6.11
presents the results of the FWI of CIFALPS datasets obtained by updating only Vp and Vs and
by keeping ρ fixed to the initial smoothed PREM model. A quick comparison of these results
with those of figure 6.6 indicates that the update of the ρ parameter does not significantly impact
the reconstruction of the Vp and Vs parameters, that are very close to those obtained without
involving the ρ parameter in the inversion. We conclude that accounting for ρ in teleseismic
FWI does not degrade nor improve the recovery of kinematic parameters. Beyond that, it may
allow for (shallow) inference on the density model through the use of the amplitude information.
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This statement is consistent with the conclusions of Prieux et al. (2013a, their figure 9) drawn
from FWI applications on controlled-source seismic data. We thus believe it is worth updating
the density to mitigate the effects of incorrect density information when no prior information on
density is available (Plonka et al., 2016). This is supported by Yuan et al. (2015) who concluded
that simultaneous update of ρ, Vp and Vs starting from an erroneous density model gives Vp and
Vs models that are comparable to those we would obtain using the exact density information.

The relevance of the FWI ρ model of the Western Alps is further supported by the consis-
tency between the measured and the computed regional Bouguer anomalies of the Alp, this
latter being inferred from our FWI density model (Fig. 6.12). The Bouguer anomaly map of
the Western Alps is dominated by negative anomalies that characterise the mass deficit gene-
rated by the thick crustal root of the Alps. These less dense crustal materials manifest in our
density model as reddish negative anomalies as expected. This negative trend is flanked by a po-
sitive gravity anomaly associated with the North-South oriented Ivrea body, the shape of which
(green lines on Fig. 6.12) is in good agreement with a high density anomaly at 25 km depth in
our density model.

6.4.2 Geodynamic interpretation

The Western Alps result from the convergence of Adriatic and European margins over the
past 40 Ma and points to several subduction events since 100 Ma. Despite numerous geophysi-
cal studies, an integrated interpretation of surface observations, crustal and upper-mantle struc-
tures remains difficult because of complex 3D structures and of the various sensitivities and
resolutions of available imaging techniques that further complicate the understanding of the
geodynamics evolution of the Alps. We believe that our FWI model provides a good compro-
mise to fill the resolution gap between high-resolution images of the crust obtained from CSS,
receiver functions and LET studies and lower resolution traveltime tomography images of the
upper-mantle.

For instance, our models of the Alpine lithosphere give a concise overview of the known
Western Alps crustal structures. Notably, as seen in previous LET studies (Paul et al., 2001;
Diehl et al., 2009), the structure of the upper crust is dominated by the high-velocity / high-
density Ivrea body. This feature can be continuously traced down from 10 km to 50 km depth
and appears to be connected to the Adriatic mantle as mentioned by Nicolas et al. (1990) and
Schmid & Kissling (2000) who interpreted it as a mantle wedge indenter. The relatively high
Vp (≈ 7400 m.s−1) together with a high Vp/Vs ratios clearly indicate the upper-mantle origin
of this body. The shape of the ρ anomaly nicely follows the limits of the upper-crust model of
Zhao et al. (2015). In agreement with Potin et al. (2015), the horizontal extent of the Ivrea body
seems to be separated into two independent blocks : one to the North near Torino and the other
one to the South near Cuneo (see Vp and particularly Vs at 25-35 km depth in Fig. 6.7).

The question of the Moho geometry has long been an issue in the Western part of the Alps
(Laubscher, 1990; Marchant & Stampfli, 1997; Lombardi et al., 2008; Spada et al., 2013). Evi-
dences of continental subduction such as HP-LT coesites found by Chopin (1984) in the Dora
Maira massif indicates continental crust burial at a depth of the order of 100 km. Neither LET
nor teleseismic tomography studies had a sufficient resolution to precisely image this first order
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a. b.

c. d.

e. f.

Figure 6.11 – Same as Fig. 6.6 except that the density model is kept fixed to the initial smoothed
PREM model : only Vp and Vs are updated during FWI.
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Figure 6.12 – Comparison of the density perturbation model at 25 km depth, the regional Bou-
guer Anomaly map from Balmino et al. (2012) and the Bouguer anomaly map computed from
our density perturbation model. The green line highlights the horizontal geometry of the Ivrea
body.

discontinuity of the crust that was finally imaged thanks to receiver function migration (Zhao
et al., 2015) along the same CIFALPS transect. Our FWI model clearly delineates the Moho
topography beneath the external and internal part of the Alps that is in good accordance with
the results of Zhao et al. (2015). Our Vp and ρ models agree in following the European Moho
discontinuity down to approximately 70 km depth while our (better resolved) Vs model tends to
define a Moho boundary down to 80-90 km depth beneath the Ivrea body. Our models therefore
support the assumption of subduction of the European continental lithosphere.

The subduction of continental lithosphere raises the question of the fate of continental and
oceanic slabs. Early regional traveltime tomography studies of the Alpine region (Spakman
et al., 1993; Bijwaard & Spakman, 2000; Piromallo & Morelli, 2003) have indicated the pre-
sence of continuous fast velocity slabs underlying the Alpine Belt down to 150 km depth. Un-
derneath, the mantle transition zone also appears to be dominated by high-velocity materials.
The fast anomalies have been interpreted as cold material that are remnants of subducted slabs.
Recently, Lippitsch et al. (2003) built an image of the Western Alps upper-mantle with an im-
proved resolution by crustal-corrected traveltime inversion. Their investigation revealed striking
complexities in the velocity structure of the uppermost mantle. They observed a detached fast
anomaly from 150 to 300 km depth beneath the Western part of the Alps that is bordered in
the West by a slow velocity anomaly. The upper part of their model – from 80 to 120 km depth
– displays a two-block (separated at the location of the Ivrea body) fast velocity anomaly that
may indicates the extent of the European and Adriatic LAB. These observations agree with our
Vp and Vs FWI models that also identify a variation of LAB from 80 to 120 km depth. We parti-
cularly recover the anomalously slow velocities in the Western part of the Alps lithosphere that
indicates a zone of anomalously high temperature therefore positively buoyant mantle that has
previously been interpreted as asthenospheric up-welling (Lippitsch et al., 2003). Such asthe-
nospheric flow has been interpreted by von Blanckenburg & Davies (1995) as a consequence of
the oceanic slab detachment that may explain extensional earthquakes in the Western Alps as
suggested by Sue et al. (1999). Moreover, Nocquet et al. (2016) recently proposed that present-
day uplift rates in the Alps (that are several times larger than horizontal velocities) may result
from upward traction at the base of the Alpine lithosphere. They propose that this uplift may
thus be du to the replacement of dense mantle material by more buoyant one, therefore sustai-
ning the idea of asthenospheric up-welling.
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The block separation of the lithosphere beneath the Ivrea body is not visible in our Vp model
that displays a continuous positive anomaly down to 150 km depth, nonetheless our Vs model
indicates a blob of slow velocity at the same location. We remind that the Vs velocity model
is better resolved than the Vp model, whose resolution might be hampered by strong vertical
smearing at these depths. The wide positive anomaly in the Vp model might result both from
the downward smearing of the fast Ivrea body and from the upward smearing of the detached
slab that would be located just beneath the depth limit of our FWI model according to the
tomographic model of Lippitsch et al. (2003). The negative Vs anomaly can either result from
thermal effects or the presence of fluid. The fact that the negative Vs anomaly does not correlate
with a VP negative anomaly strongly supports the presence of fluid at the base of the continental
crust at the expense of the thermal effect. These fluids would have been released from the
subducted hydrated oceanic lithosphere located beneath and possibly indicate the location of
the slab detachment at 100 km depth beneath the Ivrea body.

In summary, our FWI image of the Alpine lithosphere suggests and confirms the hypothesis
of the slab detachment (or slab break-off) in the Western part of the Alpine Belt as proposed
by von Blanckenburg & Davies (1995). The lithospheric structure of the whole Alpine Belt
as imaged by Lippitsch et al. (2003) further indicates that the detachment is restricted to the
Western part since in the Central Alps the European slab can continuously be traced within the
lower-lithosphere suggesting a lateral migration of the slab detachment : the slab tear hypothe-
sis (Wortel & Spakman, 2000). Lippitsch et al. (2003) proposed that the slab break-off at the
Ivrea location might be caused by the Ivrea body that could have acted as a buttress during the
collision of European and Adriatic lithosphere, forcing the European slab to sink beneath the
Adriatic lithosphere.

6.5 Conclusions

We presented the results of a multiparameter 3D elastic full-waveform inversion of the CI-
FALPS teleseismic dataset recorded in the Western Alps. We showed that FWI, by using the full
information content of the seismograms, is able to generate multiparameter images of the lithos-
phere with unprecedented resolution. Particularly, we emphasised the ability of FWI to recover
reliable density information on the upper lithosphere. Recovered images of the Western Alps
lithosphere agree well with previous receiver function, LET and teleseismic tomography studies
as well as regional gravity measurements. Our models nicely display sharp crustal structures of
the Western-Alps, notably, the Ivrea body and the Moho boundary and support the idea of a
continental subduction event during the Alpine orogeny. Additionally, the revealed structures
of the lower lithosphere support the hypothesis of a slab detachment or slab tear in the Western
Alps. We show that the application of FWI at lithospheric scale fills the resolution gap between
highly-resolved crustal structures provided by receiver function analysis and classical tomogra-
phic images of the upper-mantle. Further applications may be considered for more complex
elastic properties of the medium using the transverse component or even bigger time window
to include first S-wave arrival and its multiples. Added constrains on density reconstructions
may be provided if one consider a joint inversion with gravity data. The new datasets obtained
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from current AlpArray or future CIFALPS-2 experiments will provide additional lithospheric
information on the Alpine Belt and may confirm current interpretations.
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Conclusions et perspectives

« Il est souvent plus difficile de finir que de commencer... »
Mon nom est personne, (1973)

L’objectif de cette thèse était de développer une méthode d’inversion de formes d’ondes
adaptée à la configuration télésismique pour l’imagerie 3D haute résolution des structures élas-
tiques de la lithosphère, et particulièrement celles des Alpes Occidentales.

La mise en œuvre de cette méthodologie a nécessité de lourds développements et validations
numériques, notamment pour la modélisation des champs d’ondes télésismiques nécessaires au
processus d’inversion dont le coût de calcul, intimement lié aux simulations 3D en temps, im-
pose l’adaptation des programmes développées à des architectures massivement parallèles de
calcul intensif. Parallèlement à ces développements, nous avons évalué la faisabilité, le po-
tentiel et les limites de la méthode à l’aide de tests synthétiques et d’une étude paramétrique
menée sur un modèle synthétique réaliste représentatif de l’état des connaissances actuelles de
la lithosphère des Alpes Occidentales. Nous avons enfin appliqué notre méthode aux données
télésismiques enregistrées par l’expérience CIFALPS, menée dans les Alpes Occidentales, et
obtenu une image tomographique multiparamètre de la structure lithosphérique des Alpes. Les
modèles de densité et de vitesses obtenus ont permis d’imager des structures connues de la li-
thosphère Alpine, notamment le corps d’Ivrée et les bassins sédimentaires de la vallée de Rhône
et de la plaine de Pô. De surcroît, ces images lèvent toute équivoque quant à l’existence d’une
subduction continentale lors de l’orogenèse des Alpes. En effet, ces images montrent une dis-
continuité croûte-manteau très nette dont le pendage augmente à mesure que l’on s’approche de
la partie interne des Alpes. Plus en profondeur, les modèles présentent des anomalies de vitesse
en accord avec l’hypothèse d’un détachement du panneau plongeant européen.

La présentation de ces travaux au sein de ce manuscrit était divisée en trois parties dont nous
rappelons les grandes lignes dans la section suivante.

Conclusions générales

Modélisation de la propagation des ondes télésismiques

La première partie de cette thèse portait sur la modélisation tridimensionnelle des champs
d’ondes télésismiques et se divisait en deux chapitres.
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Dans le premier chapitre, nous avons présenté le cadre général des théories permettant de
comprendre, décrire et simuler la propagation des champs d’ondes élastiques. Ces bases théo-
riques sont importantes car elles décrivent la propagation des ondes dans des milieux arbi-
trairement hétérogènes et mènent aux équations de l’élastodynamique que nous cherchons à
résoudre numériquement. Par ailleurs, ces bases permettent aussi de décrypter le contenu des
signaux enregistrés par les stations sismologiques : les champs d’ondes propagées dans les mi-
lieux élastiques, la part de complexité générée par la structure globale de la Terre ainsi que les
manifestations propres aux structures lithosphériques. D’autre part, certains aspects développés
dans ce chapitre ont permis de tisser d’importants liens entre la physique de la propagation des
ondes et le principe d’imagerie inhérent au problème inverse et d’analyser les résultats de cette
imagerie en termes de résolution spatiale.

Le second chapitre était dédié à la simulation numérique de la propagation des ondes élas-
tiques. Nous avons présenté succinctement les méthodes de résolution d’équations aux dérivées
partielles communément utilisées en sismologie et nous nous somme focalisés sur la description
de la méthode des éléments finis spectraux que nous avons utilisée pour simuler la propagation
des ondes dans le milieu lithosphérique. Enfin, nous avons détaillé la méthode d’injection de
champ d’onde basée sur le couplage entre un code aux éléments spectraux 2D, permettant le
calcul efficace de champs d’ondes 3D dans une terre à symétrie sphérique (AxiSEM), et notre
code aux éléments spectraux local qui permet de simuler la propagation du champ d’onde télé-
sismique dans la cible lithosphérique.

L’inversion de formes d’ondes télésismiques

La seconde partie de ce manuscrit traitait exclusivement du problème inverse correspondant
à l’inversion de formes d’ondes télésismiques.

Dans le quatrième chapitre nous avons rappelé la définition et les principales difficultés in-
hérentes à la résolution de problèmes inverses. Nous avons présenté les différentes approches
possibles pour résoudre ces problèmes et détaillé précisément les méthodes d’optimisation lo-
cales. Par la suite, nous avons formulé l’inversion de formes d’ondes comme un problème in-
verse linéarisé résolu de manière itérative par un processus d’optimisation locale. Nous avons
détaillé l’expression du gradient de la fonction coût et fourni une interprétation physique de la
condition d’imagerie qui lui est associée, nous avons ensuite explicité comment effectuer effica-
cement son calcul numérique par la méthode de l’état adjoint. Nous avons finalement présenté
différentes aspects plus techniques liés à l’implémentation de l’algorithme de la FWI.

Le cinquième chapitre présentait, sous forme d’une publication scientifique, une étude pa-
ramétrique de la FWI en configuration télésismique. Cette étude a été effectuée à l’aide d’un
modèle lithosphérique réaliste représentatif des structures des Alpes Occidentales. Nous avons
analysé les effets conjoints de la paramétrisation, du choix du modèle initial et de l’acquisi-
tion sur les résultats de l’inversion de formes d’ondes télésismiques. Nous avons conclu que
les données télésismique ont un contenu basse fréquence suffisant pour initier l’inversion de
formes d’ondes à partir de modèles de référence de Terre sans risque de de cycle-skipping ou
de convergences vers un minimum local inacceptable. En outre, nous avons comparé les ré-
sultats de l’inversion lorsque celle-ci est effectuée pour différentes paramétrisations du milieu
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lithosphérique et nous avons confronté les conclusions de ces expériences numériques avec une
analyse de résolution théorique fondée sur l’analyse des diagrammes de rayonnement des diffé-
rentes paramétrisations testées. Nous avons conclu que la paramétrisation faisant intervenir les
paramètres élastiques et la densité était la plus favorable à une reconstruction large bande (en
termes de contenu spectral de nombres d’ondes) des trois classes paramètres. Néanmoins, les
modèles de meilleure qualité, c’est-à-dire fournissant le meilleur compromis entre la résolution
atteinte et le rapport signal sur bruit, ont été obtenus par la recombinaison a posteriori des trois
classes de paramètres sus-mentionnées en impédances P et S. Cette étude a ainsi permis d’illus-
trer la nécessité de distinguer les paramètres d’optimisation (ceux mis à jour lors de l’inversion)
et les paramètres utilisés pour la visualisation ou l’interprétation générés par recombinaison
non linéaire des paramètres d’optimisation. Enfin, étant donné les contraintes logistiques im-
portantes imposées par les acquisitions sismiques, nous avons évalué deux grandes familles de
dispositifs de capteurs pour l’imagerie télésismique : des acquisitions fondées sur des profils
denses de stations versus des déploiements plus clairsemés en nappe. Considérant le nombre
limité d’événements télésismiques généralement utilisé et l’éclairage angulaire (ou azimutal)
incomplet qui peut en résulter, nous avons conclu que les réseaux bi-dimensionnels de stations
sont à privilégier par rapports aux réseaux linéiques ultra-denses pour bénéficier d’une réso-
lution verticale et horizontale acceptables. Au vu des fréquences contenues dans les données
télésismiques et donc de la résolution escomptée, un espacement inter-station d’environ 25 km
suffit pour caractériser finement les structures lithosphériques majeures.

Application aux Alpes Occidentales

La dernière partie de ce manuscrit portait sur l’application de notre algorithme d’inversion
de formes d’ondes aux données télésismiques enregistrées par la campagne CIFALPS pour
analyser la structure lithosphérique de la chaîne alpine dans les Alpes Occidentales.

Nous avons, au cours du cinquième chapitre, présenté les grandes lignes de l’histoire géody-
namique des Alpes ainsi que ses grandes unités structurales qui résultent d’épisodes successifs
de subduction océanique, subduction continentale et collision continentale. Une synthèse des
connaissances géophysiques actuelles a permis de passer en revue quelques questionnements
importants sur la structure et l’évolution de l’arc alpin. L’écaille briançonnaise est-elle d’ori-
gine crustale ou mantellique ? Jusqu’à quelle profondeur peut-on suivre les traces du Moho
européen et de la subduction continentale ? Quelle est la géométrie de la partie occidentale du
corps d’Ivrée ? Le panneau plongeant européen est-il continu ou détaché ?

Le dernier chapitre était une publication scientifique que nous avons soumis au « Geophy-
sical Journal International » et qui présentait les résultats de l’application de l’inversion de
formes d’ondes dans les Alpes Occidentales. Nos résultats ont permis de tirer deux conclu-
sions majeures. Premièrement, ils ont montré que, malgré un nombre relativement limité de
séismes auxquels elle est appliquée, la FWI peut fournir des modèles de vitesses et de densité
de résolution suffisante pour permettre des interprétations intégrées des structures crustales et
mantelliques. La fiabilité du modèle de densité (qui est un paramètre de second ordre) a été vé-
rifiée en comparant sa signature gravimétrique à l’anomalie de Bouguer mesurée dans les Alpes
occidentales. En outre, les tests de résolution synthétiques effectués ont montré que l’inversion
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multi-paramètre n’était que faiblement impactée par des couplages inter-paramètres, confirmant
ainsi les conclusions de l’analyse paramétrique. Deuxièmement, nos modèles FWI ont permis
d’imager les principaux facteurs structuraux jouant un rôle majeur sur la géodynamique de
l’orogène alpine. Les modèles imagés révèlent l’enfouissement de la lithosphère européenne
à grandes profondeur (entre 75 et 80 km) sous les zones internes de l’arc Alpin témoignant
ainsi de la subduction continentale. Ils précisent aussi la géométrie verticale de la bordure oc-
cidentale du corps d’Ivrée lequel est clairement connecté au manteau adriatique. Nos modèles
attestent également de l’origine crustale de l’écaille briançonnaise. À l’échelle mantellique, ils
confirment l’hypothèse d’une remontée asthénosphérique sous les Alpes externes, et indiquent
un possible détachement du panneau plongeant européen à 100 km de profondeur sous le corps
d’Ivrée. Ces résultats constituent des arguments en faveur de l’hypothèse d’un déchirement du
panneau plongeant européen faisant suite à la collision continentale.

Perspectives

Amélioration de la méthode

Plusieurs axes de recherche à caractère méthodologique sont envisageables pour améliorer
la qualité des images lithosphériques et mieux contraindre les modèles lithosphériques obtenus
par inversion de formes d’ondes.

Tout d’abord, la méthode pourrait être étendue à des physiques de propagation d’ondes plus
complexes prenant en compte des anisotropies particulières ou des effets d’atténuation. Ces in-
formations apporteraient des contraintes supplémentaires pour l’interprétation géodynamique
des modèles lithosphériques. Même si ces développements ne présentent pas de difficulté par-
ticulière en ce qui concerne l’implémentation du problème direct (la modélisation sismique),
la prise en compte de ces phénomènes de propagation dans le processus d’inversion néces-
site d’être étudiée minutieusement pour analyser la sensibilité respective des données et de la
FWI à ces nouvelles classes de paramètres. De la même manière, le développement d’un pro-
blème inverse multi-physiques inversant les formes d’ondes télésismiques de manière conjointe
aux données gravimétriques (anomalie de Bouguer, ondulation du géoïde) permettrait de mieux
contraindre les modèles de densité estimés par la FWI.

D’autre part, la résolution et la qualité des modèles FWI pourraient être améliorées par la
prise en compte de phases plus tardives comme les ondes S ou SKS. Celles-ci permettraient
d’augmenter l’éclairage angulaire de la cible lithosphérique et d’enrichir les modes de diffrac-
tions utilisés par le processus d’imagerie. Les autres perspectives pour améliorer la résolution
des modèles lithosphériques impliquent le déploiement de nappes de stations de plus en plus
denses, malgré les contraintes logistiques auxquelles sont soumises ces acquisitions, tout en
considérant un nombre plus important de sources pour renforcer l’éclairage angulaire du mi-
lieu lithosphérique. Enfin, l’apport d’inversions à plus hautes fréquences reste à évaluer en
considérant le rapport signal sur bruit des données télésismiques, l’hétérogénéité des sources
télésismiques et le surcoût calculatoire que ces inversions vont engendrer.

238



Conclusions et perspectives

Précisons qu’il pourrait être envisageable de réduire les coûts numériques, qui croissent li-
néairement avec le nombre de sources considérées, en usant des méthodes d’encodage de source
développées en exploration sismique (Castellanos-Lopez et al., 2013). Avec ces méthodes, une
seule modélisation est effectuée pour un terme source encodé et ce quel que soit le nombre
d’événements considéré. Néanmoins, la réduction du coût de calcul d’une itération se fait au
détriment d’une dégradation du rapport signal sur bruit du gradient nécessitant un nombre plus
important d’itérations. La mise en œuvre de ces techniques d’assemblage et d’encodage des
sources est par ailleurs potentiellement problématique en configuration télésismique en raison
de l’utilisation de la méthodes d’injection de champs d’ondes.

Les Alpes Occidentales

Notre application de l’inversion de formes d’ondes se limitait à l’imagerie de la croûte et de
la partie supérieure du manteau (jusqu’à 200 km de profondeur) dans la partie occidentale de la
chaîne alpine. Pour accroître notre compréhension de la chaîne il serait nécessaire de l’imager
dans sa globalité, c’est-à-dire, de l’extrémité Sud des Alpes occidentales à l’extrémité Est des
Alpes orientales et en profondeur jusqu’à la zone de transition du manteau. Cela permettrait de
préciser la géométrie des différents panneaux plongeants présents dans les Alpes occidentales
pour confirmer le déchirement du panneau plongeant européen et vérifier la polarité de panneau
plongeant dinarique. En outre, cela permettrait d’analyser les interactions entre les panneaux
plongeants apennique et européen.

Cette étude pourra être menée prochainement grâce au déploiement du réseau AlpArray
(Fig. 6.13) qui couvre la totalité de la chaîne alpine et de la ligne ultra dense CIFALPS-2 qui
sera prochainement déployée entre Genève et Gênes.

Au delà de la FWI en configuration télésismique

La méthode d’injection de champs d’ondes pourrait être employée et/ou modifiée pour de
nombreuses applications en sismologie.

Dans sa forme actuelle, la modélisation hybride, pourrait permettre d’analyser les effets
respectifs des structures 3D, de la topographie, de l’anisotropie et de l’atténuation dans les
données télésismiques. Il est ainsi possible, au moyen de modèles synthétiques réalistes, de
vérifier la pertinence des méthodes classiques d’estimation de l’anisotropie ou de l’atténuation.

D’autre part, nous pouvons envisager de modifier la méthode d’injection pour analyser les
effets des structures 3D du côté de la source, notamment pour les grands séismes. La modéli-
sation locale serait alors effectuée dans un modèle complexe contenant la source, les champs
d’ondes seraient extraits sur les bords du domaine et renvoyés vers les récepteurs télésismiques
au moyen de fonctions de Green calculées par AxiSEM.

Enfin, un couplage complet – injection et extraction – de champs d’ondes pourrait être
envisagé pour l’étude de structures enfouies à très grandes profondeur. Ce genre de méthode est
particulièrement intéressant pour l’étude de la frontière noyau-manteau (Masson et al., 2014).
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Figure 6.13 – Présentation du réseau temporaire AlpArray déployé dans les Alpes. Ce réseau
est le fruit d’une initiative européenne pour améliorer nos connaissances géodynamiques sur
l’orogénèse alpine.
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Résumé
L’imagerie fine de la lithosphère est essentielle pour comprendre les mécanismes profonds qui gouvernent la dyna-

mique terrestre et valider les modèles géodynamiques déduits des observations de surface. En sismologie, les méthodes
de tomographie ou de migration de fonctions récepteur n’ont pas toujours la résolution suffisante pour proposer une inter-
prétation géodynamique univoque. Les déploiements récents de réseaux denses de capteurs ainsi que l’augmentation des
capacités de calcul permettent aujourd’hui l’inversion de formes d’ondes complètes pour l’imagerie de la lithosphère à
partir de données télésismiques. Cette technique permet d’obtenir des modèles quantitatifs du sous-sol avec une résolution
spatiale proche de la longueur d’onde en exploitant la totalité de l’information contenue dans les sismogrammes.
Dans cette thèse, un algorithme massivement parallèle d’inversion de formes d’ondes télésismiques est développé pour
des milieux élastiques isotropes 3D. La modélisation sismique est effectuée efficacement avec une méthode hybride d’in-
jection de champ d’onde. Une première modélisation est effectuée dans une Terre globale à symétrie sphérique avec le
logiciel AxiSEM pour déterminer les champs d’ondes aux bords de la cible lithosphérique. Ces solutions sont ensuite pro-
pagées dans cette cible avec une méthode aux éléments finis spectraux. Le problème inverse est résolu avec un algorithme
d’optimisation locale de type quasi-Newton (l-BFGS).
La sensibilité de la méthode à la configuration expérimentale (paramétrisation du milieu, modèle initial, géométrie et
échantillonnage du dispositif de capteurs) est tout d’abord analysée avec une modèle synthétique réaliste des Alpes Oc-
cidentales. Les trois principales conclusions sont : (i) Des modèles précis et bien résolus sont obtenus en reconstruisant
la densité et les paramètres de Lamé (ou les vitesses P et S) durant l’inversion et en recombinant les impédances P et S
a posteriori. (ii) Des modèles terrestres de référence tels que PREM fournissent des modèles initiaux acceptables. (iii)
Des déploiements surfaciques de capteurs par opposition à des lignes denses améliorent significativement la résolution
verticale et horizontale.
L’algorithme est finalement appliqué à neuf évènements de la campagne CIFALPS dans les Alpes occidentales jusqu’à
une fréquence de 0.2Hz. Les modèles de vitesses P et S et de densité révèlent les grandes structures lithosphériques de la
chaîne alpine avec une résolution encore jamais atteinte, en particulier la géométrie des grands bassins sédimentaires, du
corps d’Ivrée et des Moho européen et adriatique. Plus profondément, deux anomalies de vitesses lentes sous les Alpes
occidentales sont imagées dans le manteau. La première à l’Ouest de la chaîne est interprétée comme la signature d’une
remontée asthénosphérique, la seconde au niveau du corps d’Ivrée indique le détachement du panneau plongeant euro-
péen. L’étude valide ainsi l’hypothèse d’une subduction continentale de la croûte européenne et confirme un éventuel
déchirement du panneau plongeant européen au cours de la collision continentale.

Abstract
Fine-scale imaging of lithospheric structures is crucial to understand the deep mechanisms that govern the Earth dy-

namics and to appraise geodynamical models inferred from surface observations. In seismology, traveltime tomography
or receiver functions migration have often an insufficient resolution to propose an unique geodynamical interpretation of
lithospheric structures. However, the recent deployments of dense seismic arrays, together with the continous growth in
computing facilities, are amenable to full-waveform inversion (FWI) of teleseismic data for high-resolution lithospheric
imaging. This technique can produce quantitative multi-parameter models of the subsurface with a resolution close to the
wavelength by handling the full information carried out by very general wave types.
In this thesis, a massively-parallel teleseismic waveform inversion algorithm is developed for 3D elastic isotropic media.
Efficient seismic modeling is performed with a wavefield injection hybrid approach. A first simulation is performed in a
symetric global Earth with the AxiSEM code to compute the wavefields on the borders of the lithospheric target. Then,
these wavefields are propagated in the target with the spectral finite-element method. After linearization, the inverse pro-
blem is solved with a quasi-Newton (1-BFGS) local optimization algorithm.
The sensitivity of the teleseismic FWI to the experimental setup (subsurface parametrization, initial model, sampling and
geometry of the station layout) is first assessed with a realistic synthetic model of the Western Alps. The main conclusions
are :(i) Reliable models are obtained by updating the density and Lamé parameters (or the P and S wavespeeds) during
inversion before recombining the P and S impedances for visualization and interpretation. These numerical results are
consistent with the radiation pattern of the different investigated parametrizations. (ii) One-dimensional reference Earth
models, such as PREM, are sufficiently-accurate to drive the inversion toward acceptable models. (iii) Coarse areal de-
ployment of stations provide subsurface models of higher vertical and horizontal resolutions compared to dense linear
deployments.
The method is finally appplied to nine events of the CIFALPS experiment carried out in the Western Alps, up to a fre-
quency of 0.2Hz. Reliable models of P and S wavespeeds and density reveal with an unprecedented resolution the crustal
and lithospheric structures of the Alpine Belt, in particular the geometry of the large sedimentary basins from the Po plain
and Rhone valley, the Ivrea body, and the European and Adriatic Mohos. Deeper, two slow velocity anomalies beneath
the Western Alps are imaged in the mantle. The first, to the west of the chain, is interpreted as the signature of an as-
thenospheric upwelling, the second near the location of the Ivrea body indicates the European slab break-off. The study
validates the hypothesis of the European continental crust subduction and confirms the possible tearing of the European
slab.
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