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Introduction générale

La plupart des résultats existant dans la littérature liés a la stabilité des systémes dynamiques
concernent la stabilité au sens de Lyapunov ou la stabilité asymptotique. Ces concepts sont
définis sur un intervalle de temps infini et ne donnent aucune idée sur le régime transitoire des
trajectoires du systéme dynamique. C’est pourquoi, dans de nombreux domaines d’application
pratique concernant I’analyse de la stabilité et la synthese des lois de commande stabilisantes,
I'utilisation d’une approche plus pratique est requise. En effet, étudier le comportement des
systémes dans un intervalle de temps fini est récurrent et devient un probléme important lorsque
leur vie est finie. En outre le comportement de systéme en régime transitoire joue un role essentiel.
En effet, contraindre ’état d’un systéme en régime transitoire & ne pas dépasser certaines limites
évite les saturations, les excitations excessives des parties vitales et des dynamiques non linéaires.
Suivant ces considérations, les chercheurs russes ont introduit le concept de stabilité en temps fini
durant les années 50 [Kamb3, Leb54a, Leb54b|. Plus tard, au cours des années 1960, ce concept
est apparu dans des journaux en anglais [Dor61lb, Dor6la, MP72, WI67|. En définissant deux
ensembles bornés dans I’espace d’état, nommés “ensemble initial" et “ensemble des trajectoires",
le systéme est dit stable en temps fini (FTS, Finite-Time Stable), si les trajectoires du systéme
émanant de ’ensemble initial restent dans I’ensemble des trajectoires pendant un intervalle de
temps fini. Durant la méme époque, en 1961 Lasalle et Lefschetz [LaS60]| ont introduit le concept
de la stabilité pratique. Un systéme est dit pratiquement stable, si les trajectoires émanant de
I’ensemble initial restent dans ’ensemble des trajectoires pendant un intervalle de temps infini.
En 1967, Weiss et Infante ont étendu le concept de F'TS a des systémes non linéaires en présence
de perturbations. Cela conduit & la notion de stabilité BIBO en temps fini, qui est le méme
concept que la bornitude en temps fini (FTB, Finite-Time Boundedness) introduit par Amato
et al. Un systéme soumis a des perturbations extérieures bornées est dit borné en temps fini
si les trajectoires émanants de ’ensemble des conditions initiales restent dans ’ensemble des
trajectoires pour un intervalle de temps fixe et fini. Ainsi, un systéme borné en temps fini est un
systéme stable en temps fini en présence de perturbations extérieures bornées.

Par ailleurs, on note qu’il existe dans la littérature plusieurs travaux utilisant le terme “sta-
bilité en temps fini" [BB98, Mou05| pour décrire une notion totalement différente, a savoir la
convergence en temps fini vers un point d’équilibre. Celle-ci suppose que le systéme est déja
asymptotiquement stable. Au contraire, notre notion de stabilité en temps fini ne requiert pas
que le systéeme étudié soit asymptotiquement stable.

Il est & mentionner que Dorato a utilisé le terme “short-time Stability" [Dor61b, Dor61a]
pour décrire la notion de stabilité en temps fini (FTS) que nous avons définie. Dans [Dor61b|,
Dorato et al. fournit un premier résultat d’analyse pour les systémes linéaires variants. En 1965,
Weiss et Infante ont publié une analyse détaillée sur la F'T'S pour les systémes continus et non
linéaires [WI65]. Ils ont donné des conditions suffisantes pour assurer la FT'S d’un systéme continu
non linéaire.
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Ensuite, ils ont introduit la notion finite-time BIBO, qui était appliquée & des systémes
non linéaires perturbés [WI67|. En 1968, Weiss a développé des conditions nécessaires pour la
FTS [Wei68].

Michel a étendu les travaux de Weiss sur la stabilité en temps fini des systémes continus
a plusieurs autres types de systémes tels que les systémes discrets, les systémes simples, les
systémes interconnectés et les systémes discontinus [MW69, Mic70b, Mic70a, MP72, MMT77|.

A la méme époque, plusieurs autres résultats pour caractériser la FTS et la stabilité pra-
tique des systémes linéaires, non linéaires, déterministes et stochastiques sont apparus dans la
littérature [Kus66, WS67, HW69, HW69, KW68, KR69, Kay71, LWT75].

Tous ces travaux sont basés sur les fonctions dites “de type Lyapunov" (Lyapunov-like func-
tions) [RMO05]. Une fonction de type Lyapunov est une généralisation de la notion de fonctions de
Lyapunov. Cependant, contrairement aux fonctions de Lyapunov, ni ces fonctions, ni leurs déri-
vées le long de la trajectoire ne sont obligées d’étre signe-définies. C’est pourquoi la construction
d’une telle fonction est trés difficile en pratique, ce qui complique le développement des conditions
basées sur ces fonctions [RMO5]. I est intéressant de noter que tous ces résultats ne concernent
pas la synthése de lois de commande pour la stabilisation en temps fini des systémes bouclés : ce
sont des résultats d’analyse de la stabilité en temps fini des systémes dynamiques en boucle ou-
verte. Seul Garrard, en 1969, a présenté une approche pour la synthése d’une loi de commande par
retour d’état pour la stabilisation en temps fini d’un systéme non linéaire continu [Gar69, Gar72].

Durant la période entre 1969 et 1976, toutes les techniques d’analyse de FTS et celles de
synthése d’une loi de commande assurant la stabilisation en temps fini des systémes dynamiques,
étaient d’'une complexité de calcul tres grande.

C’est a la fin des années 80 que le développement des méthodes de résolution des inégalités
matricielles affines (LMIs, Linear Matrix Inequalities) a donné l’espoir d’une nouvelle approche
pour la conception de nouvelles conditions d’analyse FTS et la synthése de lois de commande
assurant la stabilisation en temps fini des systémes étudiés.

En 1997, Dorato, Abdallah et Famularo ont proposé pour la premiére fois la conception
d’un correcteur par retour d’état a travers la résolution des contraintes LMIs, assurant la sta-
bilisation en temps fini pour un systéme continu variant dans le temps avec des incertitudes
polytopiques [DAF97].

En 1999, Amato et al., dans [AAAD99b|, ont construit un correcteur par retour d’état sta-
tique via des contraintes LMIs garantissant la bornitude en temps fini d’un systéme linéaire
continu avec des incertitudes bornées en norme, et soumis a des perturbations constantes ou va-
riantes dans le temps. Ce travail a été prolongé pour des systémes linéaires avec des incertitudes
paramétriques [AADO1|. Plusieurs autres résultats des mémes auteurs concernant la conception
de lois & base de LMIs assurant la FTS/FTB de systémes linéaires bouclés se trouvent dans les
références suivantes [AAC03, AA05, AACO06a].

Ensuite, plusieurs publications traitant la synthése de lois de commande assurant la FTS
ou FTB des systémes linéaires dans le cas continu, discret, invariant, variant, déterministe ou
stochastique, ont vu le jour. Par exemple, dans [ZA08, YZW10], la FTS et la stabilisation en
temps fini des systémes linéaires stochastiques sont étudiés.

Par ailleurs, Ichihara et Katayama ont présenté des conditions nécessaires et suffisantes, sous
forme de DLMI (inégalité matricielle affine différentielle), pour la FTB de systémes linéaires
variants dans le temps, et ceci dans le cas continu ainsi que le cas discret [IK09a, IK09b].

On note encore qu’il y a des travaux qui se sont intéressés a la stabilisation des systémes
linéaires variants en se basant sur les équations matricielles différentielles de Lyapunov [GTB09].

En 2006, Dorato a écrit un rapport appelé “An Overview of Finite-Time Stability" qui a
rassemblé les différents résultats et références concernant la notion de la stabilité en temps fini



jusqu’a 2006 [Dor06]. Il a remarqué que, dans la littérature, la majorité des résultats existant
dans le contexte de la stabilité en temps fini concernent des systémes linéaires et non des systémes
non linéaires. Cette remarque sert d’indication pour les chercheurs pour investiguer de plus en
plus les problémes de stabilité en temps fini et de commande en temps fini pour les systémes non
linéaires.

Ainsi, dans [YLCO09]|, Yang et al. ont considéré la stabilité et la stabilisation en temps fini des
systémes non linéaires hybrides et stochastiques.

Ambrisino et al. ont étudié la FTS des systémes dynamiques impulsifs [ACCD09|. Zhuang
et Liu ont considéré la stabilisation en temps fini pour une classe de systémes non linéaires avec
retard dans [ZL10].

Dans sa theése [Mabl10], Ben Mabrouk propose un résultat d’analyse de la stabilité et la
stabilisation en temps fini avec des contraintes en norme sur l’état [MMGO09]. Ce résultat est
ensuite utilisé par ’auteur pour proposer deux résultats de synthése de correcteurs par retour
d’état et retour de sortie formulés en termes de LMIs, assurant la stabilisation en temps fini
des systémes linéaires continus et invariants [MMGO09, Mab10|. Ensuite, dans [BMBNGM11]|,
Ben Mabrouk et al. se sont aussi intéressés a la stabilisation en temps fini de systémes non
linéaires affines en la commande en proposant une loi de commande garantissant la stabilisation
en temps fini via des fonctions de Lyapunov controlées. Ce résultat est inspiré du travail de
Sontag [Son89|, [LSI1].

En 2012, Elbsat a synthétisé dans sa thése [EIB12] un retour d’état assurant la FTB de deux
classes de systémes non-linéaires : les systémes avec des non-linéarités coniques, et les systémes
dont les matrices de représentation d’état dépendent de I’état.

Dans [ACM10], Amato a dressé le probléme de la stabilité et la commande en temps fini
de systemes non linéaires quadratiques. Il a utilisé des ensembles polytopiques pour générer
des conditions suffisantes assurant la stabilité et la stabilisation en temps fini des systémes
quadratiques.

Motivé par la conclusion de Dorato [Dor06], et par les travaux de Amato [ACM10]|, cette
thése sera consacré & I’étude des stabilité et stabilisation en temps fini des systémes non linéaires
quadratiques. Ainsi ce manuscrit de thése se compose de quatre chapitres.

Le premier chapitre se subdivise en quatre parties. Nous commencons par rappeler les notions
de stabilité au sens de Lyapunov, de stabilité asymptotique ainsi que de stabilité exponentielle.
Puis nous présentons différents théorémes qui assurent la stabilité de Lyapunov, asymptotique et
exponentielle des systémes dynamiques. Dans une deuxiéme partie, nous introduisons ’analyse
convexe et les problémes d’optimisation convexe. Ensuite nous montrons que différents problémes
d’automatique peuvent se mettre sous forme de problémes d’optimisation sous contraintes LMIs.
En troisiéme partie, nous nous intéressons a d’autres concepts de stabilité des systémes dyna-
miques, tels que la stabilité pratique et la stabilité en temps fini. Nous donnons différentes notions
issues de la stabilité en temps fini, tout en montrant leur interét en pratique. Dans la derniére
partie de ce chapitre, nous présentons les différents théorémes existant dans la littérature et qui
donnent des conditions de stabilité en temps fini des systémes linéaires, tout en mettant ’accent
sur les résultats exprimeés en termes de LMIs.

Le deuxiéme chapitre propose des nouvelles conditions d’analyse de la bornitude en temps fini
et de la synthése de correcteurs assurant la stabilisation en temps fini avec bornitude en temps
fini des systémes linéaires invariants. Dans un premier temps, nous développons de nouvelles
conditions de bornitude en temps fini des systémes linéaires invariants en utilisant ’approche
descripteur. Cette approche est largement utilisée dans un contexte de stabilité de Lyapunov.
Ces nouvelles conditions sont ensuite utilisées pour résoudre le probléme de la synthése d’un
correcteur FTB. Dans un deuxiéme temps, nous nous focalisons sur le probléme de la commande
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Hoo en temps fini. Nous proposons deux méthodes de synthése d’un correcteur Hoo-FTB par
retour de sortie dynamique pour les systémes linéaires. La premiére est basée sur une approche
classique et la deuxiéme méthode est basée sur une approche descripteur. Dans le cas ot seulement
une partie des composantes du vecteur d’état est accessible a la mesure, nous proposons de faire
la commande de systémes linéaires via un observateur. Ainsi nous présentons une méthode pour
la synthése d’un correcteur Ho-FTB via un observateur Hoo-F'TB pour les systémes linéaires
invariants continus.

Le troisiéme chapitre comporte deux grandes parties. La premiére partie est consacrée a la
présentation des systémes non linéaires quadratiques non perturbés et perturbés, ainsi qu’aux
différentes représentations de tels systémes. Nous expliquons comment nous pouvons passer d’une
représentation & une autre. Ensuite, nous rappelons les deux représentations d’un polytope. Puis
nous définissons la stabilité en temps fini et la bornitude en temps fini d’un systéme non linéaire
quadratique par rapport a des ensembles polytopiques. Dans la deuxiéme partie du chapitre,
nous commengons par énoncer deux nouveaux lemmes. Le premier lemme donne des conditions
assurant la stabilité en temps fini d’un systéme quadratique non perturbé. Le deuxiéme lemme
énonce des conditions suffisantes garantissant la bornitude en temps fini des systémes quadra-
tiques perturbés. Ces deux lemmes servent pour la démonstration des prochains théorémes des
chapitres 3 et 4. Ensuite nous présentons des nouveaux théorémes assurant la stabilité et la sta-
bilisation en temps fini des systémes quadratiques via des fonctions de Lyapunov quadratiques.
Puis nous étendons ces résultats aux cas des systémes quadratiques perturbés. Ces nouveaux
résultats utilisent la notion d’annulateur dans un contexte de stabilité en temps fini, pour ré-
duire le conservatisme des résultats de la littérature. Nous finissons ce chapitre par une section
dédiée aux applications numériques. Ainsi différentes simulations sont effectuées pour montrer
numériquement 1’avantage de nos nouveaux résultats par rapport a ceux de la littérature.

Dans le quatriéme chapitre, nous résolvons les problémes de stabilité en temps fini, bornitude
en temps fini, stabilisation en temps fini et stabilisation en temps fini avec bornitude en temps
fini des systémes quadratiques via des fonctions de Lyapunov polynomiales. Ce dernier chapitre
se compose de deux parties. Une premiére partie est dédiée & la présentation des fonctions de
Lyapunov polynomiales. La deuxiéme partie est consacrée a I’analyse de la stabilité en temps fini
et de la bornitude en temps fini des systémes quadratiques. Les résultats obtenus sont présentées
en termes de LMIs. Des exemples numériques validant I’approche proposée sont détaillés. Puis
nous résolvons les problémes de stabilisation en temps fini et de stabilisation en temps fini avec
bornitude en temps fini des systémes quadratiques. Les résultats proposés sont exprimés en
termes de conditions BMIs (inégalités matricelles bilinéaires). Deux algorithmes sont proposés
pour la résolution de ces problémes BMIs dans un contexte de stabilité en temps fini. Un exemple
numérique valide I’approche proposée.
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Chapitre 1

Stabilité au sens de Lyapunov, stabilité
pratique et stabilité en temps fini

Sommaire

1.1 Imntroduction . . .. . .. . ¢ i i i i i i it ittt e e 8
1.2 Stabilité ausensde Lyapunov . . . . . .« vt v v v v v v v v v v o0 o u 8
1.2.1 Préliminaires et définitions . . . . . . ... .. Lo L. 8
1.2.2 Théorémes de stabilité . . . . . ... .. ... ... ... . . L. 11
1.3 Stabilité de Lyapunov et inégalités matricielles affines .. ... ... 14
1.3.1 Analyse convexe et optimisation convexe . . . . . ... ... .. ... .. 14
1.3.2 Problémes d’optimisation LMIs . . .. ... ... ... .......... 15
1.3.3 Analyse et synthése de la stabilité de Lyapunov par LMIs . . . ... .. 16
1.4 Stabilité pratique et stabilité en temps fini . .............. 18
1.4.1 La stabilité pratique . . . . . . . .. L 18
1.4.2 Lastabilité en temps fini . . .. ... ... .. ... L. 19

1.5 Analyse et synthése de stabilité en temps fini des systémes linéaires
invariants viades LMIs . . . . . . . . . 0 it it i it ittt e 23
1.6 Conclusion . . . . . . . . i i i it i e e e e e e e e e e e 26




Chapitre 1. Stabilité au sens de Lyapunov, stabilité pratique et stabilité en temps fini

1.1 Introduction

La notion de stabilité joue un roéle primordial dans ’étude du comportement des systémes
dynamiques et dans la synthése de lois de commande pour ces systémes. Ainsi, le probléme de la
stabilité des systémes dynamiques a été et reste un sujet de préoccupation majeur du travail des
automaticiens et des ingénieurs [Hah67]|. Dans la littérature, il existe plusieurs notions de stabilité,
trés souvent liées aux natures des systémes étudiées, & ses environnements, & ses spécifications
et aux performances désirées.

Parmi ces notions de stabilité, la plus connue est la stabilité au sens de Lyapunov, établie
en 1892 par le mathématicien russe Lyapunov [Kha02|. Sa contribution consiste en une carac-
térisation qualitative de la stabilité par une étude des trajectoires des systémes dynamiques, en
utilisant des fonctions auxiliaires appelées aujourd’hui fonctions de Lyapunov. Ainsi, la stabi-
lité au sens de Lyapunov est la plus connue et utilisée dans la littérature. Néanmoins, plusieurs
travaux présentent d’autres notions de stabilité qui permettent de résoudre plusieurs cas pra-
tiques d’étude des systémes. On citera la bornitude de ’état, la stabilité entrée-sortie [Kha02],
la stabilité pratique [LLM90]| et la stabilité en temps fini [Dor61b].

Dans ce chapitre, on donnera la définition de la stabilité au sens de Lyapunov, et quelques
résultats relatifs a cette notion dans le cas des systémes autonomes. Ensuite, on présentera les
notions de stabilité pratique et de stabilité en temps fini.

1.2 Stabilité au sens de Lyapunov

1.2.1 Préliminaires et définitions

Ici, nous aborderons la stabilité au sens de Lyapunov pour les systémes autonomes & temps
invariant, régi par I’équation différentielle suivante

{a'c = f(x) )

.CE(tQ) = 2.
Une notion primordiale dans 1’étude de la stabilité est la notion de point d’équilibre.

Définition 1.2.1 (Point d’équilibre). [Kha02] L’état x. est dit état ou point d’équilibre pour le
systeme (1.1), si x(t1) = e implique x(t) = xe pour tout t > t1. Ou tout simplement que l’état
xe vérifie l'équation f(x.) = 0.

Définition 1.2.2 (Définition intuitive de la stabilité). [PM09] Si le systéme dynamique est “lége-
rement” perturbé de son point d’équilibre, le méme systéme reste “proche” de ce point d’équilibre.
On dira alors que le point d’équilibre est stable.

Cette définition intuitive de la stabilité traduit la capacité d’un systéme dynamique, pour des
conditions initiales données, a rester treés proche d’un point d’équilibre suite a une perturbation.

Considérons comme exemple illustratif une bille sur une surface sphérique comme montré
sur la figure 1.1. Dans le schéma de gauche de la figure, suite & une légére perturbation de la
position d’équilibre, la bille reste proche de sa position d’équilibre appelée stable ; alors que dans
le schéma de droite, la bille ne reste pas proche de sa position d’équilibre qui est alors appelée
instable.

La traduction mathématique de cette définition intuitive de la stabilité est donnée par la
définition suivante.
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stable instable

F1GURE 1.1 — Tllustration de la définition intuitive de la stabilité (tirée de [PM09])

Définition 1.2.3 (Stabilité au sens de Lyapunov). [Kha02] Le point d’équilibre x. est dit stable
si Ve > 0, il existe p(e) > 0 tel que

lzo — zel| < p = ||x(t) — ze|| <€, VE > to. (1.2)
Cela signifie que, quel que soit le rayon € d’une boule centrée sur I’équilibre, il est possible de

trouver une sous-boule de rayon p(e), telle que la trajectoire issue de n’importe quelle condition
initiale dans cette sous-boule de rayon p ne quittera jamais la boule de rayon e.

(6

F1GURE 1.2 — Illustration de la stabilité au sens de Lyapunov

Définition 1.2.4. [Kha02] Le point d’équilibre x. est dit attractif s’il existe p > 0 tel que
|lxo — zel| < p= lim ||z(t) — x| =0 (1.3)
t—o0

L’attractivité signifie que, si I’état est initialisé dans un certain voisinage de I’état d’équilibre,
alors la trajectoire issue de cet état initial convergera vers I’état d’équilibre au bout d’un temps
suffisant(méme infini).

Définition 1.2.5. [PM09] un systéme dynamique est dit instable au sens de Lyapunov lorsqu’il
n’est pas stable au sens de la définition 1.2.3
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Les deux derniéres définitions éclaircissent deux faits trés importants dans I’étude de la stabi-
lité au sens de Lyapunov des systémes dynamiques. Le premier est que l'instabilité d’un systéme
dynamique ne signifie pas nécessairement une explosion ou divergence & infini. Le deuxiéme
est que I'attractivité d'un point d’équilibre n’assure pas la stabilité au sens Lyapunov. En effet,
il existe des systémes qui convergent vers un point d’équilibre quelles que soient les conditions
initiales, sans pour autant que ces systémes puissent étre considérés comme stables. En effet,
méme en rapprochant les conditions initiales du point d’équilibre, il est parfois impossible de
dominer le comportement transitoire des trajectoires résultantes.

Dongc, la stabilité au sens de Lyapunov et l'attractivité sont deux propriétés indépendantes
mais souhaitables. D’ou la définition de la stabilité asymptotique.

Définition 1.2.6 (Stabilité asymptotique). [Kha02] Le point d’équilibre x. est asymptotique-
ment stable sl est stable et attractif.

Outre la stabilité, la stabilité asymptotique exige 1'existence d’un voisinage du point d’équi-
libre, tel que pour toute condition initiale appartenant & ce voisinage, l’état x(t) converge vers
Ze lorsque le temps tend vers 'infini.

FiGURE 1.3 — Illustration de la stabilité asymptotique
Cependant, la définition de la stabilité asymptotique ne donne pas une idée sur la rapidité
de convergence de la trajectoire z(t) vers le point d’équilibre z.. D’ou la notion de stabilité
exponentielle.

Définition 1.2.7 (Stabilité exponentielle). [Kha02] Le point d’équilibre x. est exponentielle-
ment stable s’ existe a > 0 tel que, quel que soit € > 0, il existe p(e) tel que

Vt > to, [[xo — well < p = [Ja(t) — ze| < €llze — woll exp(—alt —to)) (1.4)

Cette définition traduit le fait que toute trajectoire issue d’une condition initiale appartenant
& la boule ouverte de rayon p converge vers le point d’équilibre z. plus rapidement qu’une
fonction exponentielle. a est appelé dans ce cas le tauz de convergence. On note que la stabilité
exponentielle implique la stabilité asymptotique ainsi que la stabilité au sens de Lyapunov.

Dans chacune des définitions précédentes 1.2.6 et 1.2.7, la stabilité est définie localement,
puisque les conditions initiales sont prises dans un voisinage V() autour du point d’équilibre ..
Si V(xz.) = R™, le point d’équilibre z, est dit globalement asymptotiquement (exponentiellement)
stable.

Définition 1.2.8 (Stabilitée Globale).
Si la condition de stabilité asymptotique (resp. exponentielle) est vérifiée dans tout R™, le
point d’équilibre est globalement asymptotiquement (resp. ezponentiellement) stable.

10
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~

to

FiGURE 1.4 — Tllustration de la stabilité asymptotique

On note que les définitions de la stabilité de Lyapunov, de la stabilité asymptotique et de la
stabilité exponentielle présentent quelques inconvénients :

— 11 est difficile de calculer de maniére explicite chaque solution correspondante a chacune
des conditions initiales.

— Ces définitions sont exprimées sous la forme de propositions mathématiques qu’il n’est pas
simple de vérifier (trouver e, p, «, etc.).

C’est pourquoi on présente dans la suite des résultats permettant de déterminer la stabilité
d’un systéme dynamique sans recours a 'intégration des équations différentielles.

1.2.2 Théorémes de stabilité

Commencons par des définitions trés utiles par la suite telles que candidat de Lyapunov et
fonction de Lyapunov.

Définition 1.2.9. [PM09]

— Une fonction V(z) : R" — R est dite définie positive si V(z) > 0,Vz £ 0 et V(z) =0
lorsque x = 0.

— Une fonction V(z) : R™ — R est dite définie négative si V(z) < 0,Vx # 0 et V(z) =0
lorsque x = 0.

Définition 1.2.10. [PM09/[Candidat de Lyapunov] Toute fonction V(x) définie positive et
continue est appelée candidat de Lyapunov.

Définition 1.2.11. [PMO09|[Fonction de Lyapunov] Une fonction de Lyapunov est un candidat
de Lyapunov de classe C' ayant la propriété suivante :

V(z)<0Vz#0; V(z)=0 si =0 (1.5)

11
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Par la suite, différents théorémes de stabilité seront énoncés en considérant comme point
d’équilibre l'origine 0 de ’espace d’état R™. En effet, on peut toujours se ramener & 1’étude
de la stabilité de 0 par un simple changement de variable : si z. est un point d’équilibre pour
le systéme (1.1), c’est-a-dire f(.) = 0, il suffit de considérer le changement de coordonnées
z = x — x.. Dans ce cas on aura :

zzxzﬂmzf@+ufgm@

Comme ¢(0) = 0, alors l'origine 0 est bien un point d’équilibre pour le nouveau systéme
dynamique Z = g(z)

Théoréme 1.2.1 (Stabilité au sens de Lyapunov). [Kha02] Soit x. = 0 un point d’équilibre du
systeme (1.1) etV C R™ un voisinage de ce point d’équilibre. S’il existe une fonction de Lyapunov
V définie sur V vérifiant V(z) < 0,Vx € V — {0}, alors le point d’équilibre . est stable au sens
de Lyapunov.

Théoréme 1.2.2 (Stabilité asymptotique). [Kha02] Soit o = 0 un point d’équilibre du sys-
teme (1.1) et V C R™ un voisinage de ce point d’équilibre. S’il existe une fonction de Lyapunov
V définie sur V, vérifiant en plus V(z) < 0,z € V — {0}, alors le point d’équilibre est asympto-
tiquement stable.

On note que le théoréme 1.2.1 donne des conditions suffisantes pour assurer la stabilité au sens
de Lyapunov. La non existence d’une fonction de Lyapunov pour un systéme dynamique ne veut
pas dire que ce dernier est non stable au sens de Lyapunov. De méme, le théoréme 1.2.2 fournit
seulement des conditions suffisantes qui garantissent la stabilité asymptotique. On remarque
aussi que les conditions de ces deux théorémes ne sont vérifiées que dans un voisinage autour du
point d’équilibre x., d’ou la qualification de théoréme de stabilité locale pour le théoréme 1.2.1
et théoréme de stabilité asymptotique locale pour le théoréme 1.2.2.

Dans le cas de la stabilité asymptotique, les chercheurs ont essayé de caractériser le domaine
contenant les conditions initiales & partir desquelles les trajectoires convergent asymptotiquement
vers le point d’équilibre. C’est ainsi qu’on définit la région d’attraction ou bassin d’attraction.
Dans le cas ou le domaine d’attraction est tout I'espace d’état R™, le point d’équilibre z. sera dit
globalement asymptotiquement stable. Cependant, il faut ajouter la propriété de la bornitude
non radiale aux conditions de théoréme 1.2.2 pour assurer la stabilité asymptotique globale. Le
théoréme suivant récapitule ces conditions.

Théoréme 1.2.3 (Stabilité asymptotique globale). [Kha02] Soit x. = 0 un point d’équilibre du
systeme (1.1) et soit la fonction V : R® — R de classe C, telle que

V(0)=0 e V(z)>0 dans R"—{0} (1.6a)
[z]| = 00 = V(z) = 00 (1.6b)
V(:c) <0 dans R"—{0} (1.6¢)

alors x. est globalement asymptotiquement stable.

La condition (1.6b) garantit la bornitude non radiale de la fonction V' sur R.

Outre les théoremes garantissant les stabilités locale et globale des systémes dynamiques
autonomes, il existe des théorémes caractérisant l'instabilité. Parmi ces théorémes, on cite le
théoréme de Chetaev.

12
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Théoréme 1.2.4 (Théoréme d’instabilité). [Kha02/
Considérons D C R™ un voisinage de x. = 0. Choisissons r > 0 tel que la boule B, = {z €
R™| |||l < r} soit contenue dans D. Définissons maintenant la région suivante de lespace d’état :

U={ze B, |V(z)>0} (1.7)

Soit maintenant x. = 0 un point d’équilibre du systéme dynamique (1.1). Considérons V :
D — R™ une fonction de classe C1 telle que V(0) = 0 et V(x) > 0 sur U. S’il existe xq tel que
V(zo) > 0 pour ||zo|| assez petit, alors z. = 0 est instable.

Nous allons maintenant aborder le cas particulier des systémes linéaires.

Théoréme 1.2.5. [Kha02] Considérons un systéme linéaire défini par ’équation d’état suivante :
&= Az, A e R™" (1.8)

— Le point d’équilibre O est stable au sens de Lyapunov si et seulement si toute valeur propre
de A est a partie réelle négative ou nulle et si toute valeur propre a partie réelle nulle est
simple.

— Si toutes les valeurs propres de A sont & partie réelle strictement négative, alors le point
d’équilibre 0 est asymptotiquement stable.

— s’il existe une valeur propre de A a partie réelle strictement positive, alors le point d’équilibre
est instable.

Définition 1.2.12. Lorsque toute valeur propre de A est a partie réelle strictement négative
Re()\;) <0, alors la matrice A est dite matrice de Hurwitz ou matrice de stabilité.

Lemme 1.2.1. [Kha02] Le point d’équilibre x. = 0 du systéme (1.8) est globalement asympto-
tiguement stable si et seulement si la matrice A est une matrice de Hurwitz.

Ainsi la stabilité asymptotique en Dorigine d’un systéme linéaire caractérisé par I’équation
d’état (1.8) est donnée par le théoréme suivant de Lyapunov.

Théoréme 1.2.6. [Kha02] Une matrice A est une matrice de Hurwitz, si et seulement si pour
toute matrice symétrique définie positive Q, il existe une matrice symétrique définie positive P
solution de ’équation de Lyapunov suivante :

PA+ ATP = —Q. (1.9)

Une généralisation du théoréme 1.2.5 pour les systémes non linéaires autonomes a été proposée
par Lyapunov. En effet, une approximation locale de la dynamique d’un systéme non linéaire
permet, dans certains cas, d’en déduire la stabilité locale. Ainsi, on effectue un développement
limité en série de Taylor du premier ordre en z, = 0 de I’équation (1.1). On obtient alors le
systéme approché linéaire suivant :

T =Jx (1.10)

ou
0
J = —f(x) lz=0 est la matrice Jacobienne de f en 0.

ox
13



Chapitre 1. Stabilité au sens de Lyapunov, stabilité pratique et stabilité en temps fini

Théoréme 1.2.7. [Kha02] Soit le systéme non linéaire défini par (1.1). Admettons que la
fonction f de ce systéme est définie sur un voisinage V autour de l'origine 0 et qu’elle est de
classe C1.

— L’origine est asymptotiquement stable si toutes les valeurs propres de J sont a parties réelles
strictement négatives.

— Lorigine est instable si au moins une valeur propre de J est strictement positive.

Tous ces théorémes et résultats concernent les systémes autonomes non linéaires. Ils furent
étendus au cas des systémes non linéaires non autonomes. Les lecteurs intéressés peuvent se
référer a |[Kha02, Hah67]|.

1.3 Stabilité de Lyapunov et inégalités matricielles affines

L’origine des inégalités matricielles affines (LMIs, Linear Matrix Inequalities) date de 1890.
Cette année-1a, Lyapunov a introduit I'inégalité de Lyapunov ATP + PA < 0 pour vérifier la
stabilité d’un systéme linéaire invariant et continu. En automatique, ces inégalités étaient utilisées
par Lur’e, Yakubovich, Popov et Kalman. Dans un premier temps, les LMIs étaient résolues
d’une maniére analytique pour les systémes d’ordre réduit. Dans un deuxiéme temps et avec
I’établissement du lemme borné réel, des solutions graphiques furent proposées [BEFB94]. A la
fin des années 60, une classe de LMIs a été résolue en utilisant les équations algébriques de Ricatti.
Au début des années 80, Pyatnitskiy et al. [PS82b| ont remarqué que les problémes d’optimisation
avec contraintes LMIs peuvent se formuler sous la forme de problémes d’optimisation convexe.
L’intérét des méthodes basées sur les LMIs vient donc du fait que ces derniéres peuvent étre
résolues en utilisant la programmation convexe. Avec cette approche, on n’est plus limité aux
problémes ayant une solution analytique. En résolvant ces inégalités, on obtient un domaine de
solutions faisables, c’est-a-dire de solutions satisfaisant ces LMIs, plus vaste que celui généré
par la recherche de solutions analytiques. En utilisant le fait qu'une inégalité posséde davantage
de solutions qu’une équation, il est possible d’employer les degrés de liberté supplémentaires
pour inclure d’autres objectifs que ceux initialement retenus. Les travaux actuels se concentrent
sur les formulations possibles des problémes d’automatique en tant que probléme d’optimisation
convexe sous contrainte LMI et ’amélioration des méthodes numériques de résolution des LMIs.
Ces derniéres concernent la minimisation des temps de calcul qui restent encore importants, et
les problémes de convergence lorsque la taille du probléme (dimension des matrices, nombre des
inégalités) devient grande.

1.3.1 Analyse convexe et optimisation convexe

La notion de convexité joue un réle important dans ce mémoire de thése. En effet, les pro-
blémes d’analyse et de synthése évoqués seront formulés, lorsque cela est possible, en termes
d’optimisation convexe. L’optimisation convexe permet de garantir que tout minimum local est
global et que le temps de résolution de ces problémes croit polynémiallement plutét qu’exponen-
tiellement avec la taille du probleme.

Définition 1.3.1 (Ensemble convexe). [BV04, Ziel2]
Un sous-ensemble S de R™ est dit conveze s’il contient tout segment passant par deuz de ses
points. Cela est mathématiquement équivalent a

S={ +1-Ny|z,yeS,Ae[0;1]} (1.11)
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1.8. Stabilité de Lyapunov et inégalités matricielles affines

Définition 1.3.2 (Fonction convexe). Une fonction f : S C R™ — R™ est dite conveze si et
seulement si

Ve,y € S,YA € [0:1] = fz+ (1= Ny) < M(z)+ (1 =N f(y) (1.12)

Ainsi, étant donné S un ensemble convexe, f et g;,i = 1,...,n, des fonctions convexes, un
probléme d’optimisation convexe peut se mettre sous la forme suivante

minimiser f(z)
z€S (113)
sous les contraintes g;(z) <0,i=1,...,n

Un des avantages des problémes d’optimisation convexe est que toute optimisation d’une
fonction convexe sous contraintes convexes sur un ensemble convexe peut se traiter localement,
car toute solution locale est globale.

Une classe importante de problémes d’optimisation convexe est la classe des inégalités ma-
tricielles affines.

1.3.2 Problémes d’optimisation LMIs

Définition 1.3.3. Une LMI stricte est une inégalité matricielle affine de la forme suivante

n
F(z)=Fy+ Y xiF; > 0,01 (1.14)
i=1
— 2= (21,22,...,7,)] € R" est le vecteur des variables appelées de décision.
— Fy, F1, ..., F, € R"" sont des matrices symétriques F; = FjT,j =0,...,n.

Une inégalité matricielle affine non-stricte s’obtient en remplacant I'inégalité matricielle (1.14)
par F(z) > 0. Remarquons que ’ensemble défini par E = {z € R | F(z) > 0} est convexe, ce qui
nous ameéne & considérer une contrainte LMI comme une contrainte convexe.

Un ensemble de plusieurs LMIs Fl(x) > 0, F?(x) > 0,..., F™(x) > 0 peut étre exprimé
comme étant une seule LMI, formée par une matrice diagonale avec les contraintes LMIs sur la
diagonale principale comme suit

Fl(z) 0 0
0 F@) >0 (1.15)
F3(x) 0
0 0  F™(x)

Les problémes d’optimisation convexe sous contraintes LMIs sont alors de la forme suivante

Définition 1.3.4 (Probléme d’optimisation convexe sous contraintes LMIs). Considérons la
fonction convexe h : R™ — R, alors le probléeme
minimiser fx)

" (1.16)
sous les contraintes F(x) = Fy+ inFi >0 '
i=1

représente un probléme d’optimisation convexe sous contraintes LMIs.
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Chapitre 1. Stabilité au sens de Lyapunov, stabilité pratique et stabilité en temps fini

Définition 1.3.5 (Inégalité matricielle bilinéaire (BMI)). Une contrainte BMI est une contrainte
sur x € R™ ety € R" de la forme suivante

m T m T
Flzy)=Fo+ > zFi+ Y yiHi+ > > iy FiH; >0 (1.17)
i=1 j=1 i=1 j=1
avec F; = FiT e R™" et Hj = HJT c Rxn
Les BMIs ne sont pas convexes. D’ou des difficultés dans leur résolution. De récents travaux
ont donné lieu & des algorithmes de résolution.

1.3.3 Analyse et synthése de la stabilité de Lyapunov par LMIs

Soit le systéme linéaire invariant continu défini par la représentation d’état suivante
T = Ax (1.18)

Théoréme 1.3.1 (caractérisation de la stabilité asymptotique par LMIs).
Le systéme (1.18) est asymptotiquement stable en temps fini si et seulement s’il existe une matrice
P vérifiant
P=prP">0 (1.19a)
ATP+PA<O (1.19b)

Soit le systéme linéaire continu perturbé décrit par

i =Az + B
G::{m T+ bW (1.20)

z =Cx + Dw

ou x € R™, est le vecteur d’état, z € RP le vecteur de sortie et w € R™ celui de I’entrée exogéne.

Définition 1.3.6 (Norme H).
La norme Hoo du systéme (1.20), stable ou instable, est définie par

Gl = 8D Amax(G(jw)GT (—jw)) = supa (G(jw)) (1.21)
welR weR

La norme H, d’une fonction de transfert représente le maximum sur toute la bande de
fréquence considérée de la valeur singuliére maximale de la réponse fréquentielle du systéme
considéré.

Définition 1.3.7 (Norme L, sur les signaux).
Pour un signal u(t) a valeurs dans R™, la norme Lo est définie par

Jull, = \/ | (1.2)

La norme L5 permet de définir le gain £5 d’un systéme asymptotiquement stable, qui corres-
pond & sa norme Hxo.
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1.8. Stabilité de Lyapunov et inégalités matricielles affines

Définition 1.3.8 (Gain Ls). Si le systeme (1.20) est asymptotiquement stable alors w € Lo
implique z € Lo et, pour £(0) =0, le gain Lo du systéme (1.20) est donné par

2],
G, = sup (1.23)
> weﬁg”wuz

Le gain Lo sert & mesurer la quantité d’énergie transmise par le systéme. Si ce gain est
inférieur & 1, on dit que le systéme est contractif ou non expansif. Ainsi, la notion de gain Lo est
utile pour quantifier la fagon dont le systéme rejette les perturbations externes.

Théoréme 1.3.2 (Lemme borné reél).
Les trois propositions suivantes sont équivalentes

(i) le systéme (1.20) est stable et |G|, <
(ii) 3 P = PT > 0 telle que

R=~*T-D'D>0 (1.24a)
ATP+PA+CTC+ (PB+CTD)R™YPB+CTD)! <0 (1.24b)

(iii) 3 P = PT > 0 telle que
ATP+PA PB C7
BTP -2 DT (1.25)
C D -1

Considérons le systéme linéaire invariant suivant
& = Ax + Bu (1.26)

ou x € R" le vecteur d’état et u € R™ le vecteur de commande. Nous cherchons a synthétiser
une loi de commande par retour d’état statique u = Kz assurant la stabilité du systéme (1.26).
Ce probleme a été résolu dans la littérature en résolvant le probléme LMIs suivant

Théoréme 1.3.3 (Stabilisation par retour d’état statique et LMIs).
Le systéme (1.26) est stabilisable par un retour d’état linéaire uw = Kz, s’il existe deuz matrices
Q=QT etY telles que

Q>0 (1.27a)
AQ+ QAT +YTBT + BY <0 (1.27D)

La matrice gain est donnée par K =Y Q™.

A Tinstar des deux théorémes précédents, il existe dans la littérature de nombreux résultats
de stabilité et de stabilisation au sens de Lyapunov (ou asymptotique) de différentes classes de
systemes dynamiques sous forme de LMIs. Un objectif de ce doctorat est de présenter sous forme
de LMIs des conditions de stabilité (et de stabilisation) en temps fini des systémes linéaires et
quadratiques, perturbés ou non.
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1.4 Stabilité pratique et stabilité en temps fini

La théorie de la stabilité au sens de Lyapunov est maintenant bien connue et largement
utilisée pour assurer le bon fonctionnement de la majorité des systémes dynamiques rencontrés
dans le monde réel.

Il est évident que, dans plusieurs applications, la stabilité asymptotique est plus intéressante
que la stabilité au sens de Lyapunov.

En fait, il est trés souhaitable de connaitre la taille de la région de stabilité asymptotique
afin que nous puissions juger si un systéme donné est suffisamment stable pour fonctionner
correctement. Notons qu’un domaine de stabilité trés réduit rend le systéme sans utilité d’un
point de vue pratique [LLM90|. Un exemple illustrant ce phénomeéne est le systéme de Reynolds
utilisé pour étudier I’écoulement de ’eau le long d’un tube de section transversale circulaire a
différentes vitesses. En effet, il fut démontré que I’écoulement laminaire est stable pour toutes
les vitesses. Cependant, le domaine de stabilité est trés petit pour les grandes vitesses, rendant
ainsi I’écoulement laminaire instable pratiquement [RMO05].

D’autre part, le systéme désiré peut étre non asymptotiquement stable, et pourtant il peut
osciller suffisamment prés de cet état d’équilibre, possédant ainsi des performances de fonc-
tionnement trés acceptables. De nombreux avions et des missiles se comportent de cette ma-
niére [LLM90].

De méme, dans plusieurs autres situations, il est trés commode de maintenir borné 1’état
du systéme, afin d’éviter plusieurs phénoménes non désirables, comme les saturations et les
hystérésis [AAAT14].

De plus, les définitions 1.2.3 et 1.2.6 ne précisent pas les valeurs numériques de € et §, et
n’interdisent donc pas d’avoir un rapport €/J trés grand pour certains systémes. Ainsi, les trajec-
toires de plusieurs systémes non linéaires ou linéarisés s’éloignent beaucoup du point d’équilibre
pendant le régime transitoire avant de converger vers ce point. Ce genre de comportement peut
causer des dégats matériels [HPPO1].

Tenant compte de ces considérations, plusieurs chercheurs ont introduit des nouvelles notions
de stabilité qui permettent gérer plusieurs situations d’ordre pratique. Parmi ces notions, on cite
la stabilité pratique introduite par [LL61] et la stabilité en temps fini [Kamb3].

1.4.1 La stabilité pratique

La notion de la stabilité pratique a été introduite par Lasalle et Lefschetz en 1961, pour des
systémes opérant pendant un intervalle de temps infini pour lesquels il faut spécifier les bornes
sur les trajectoires de I’état [LL61].

Définition 1.4.1 (stabilité pratique). [LL61]
Etant donné Q et Qo deux régions fermées et bornées de l’espace d’état contenant ’origine
telles que Qo C Q. Le systéme (1.1) est pratiquement stable par rapport & (Qo, @) si

z0 € Qo = x(t, 10, 70) € Q,Vt > to (1.28)

Cela revient a dire que les trajectoires commencant dans @)y resteront dans Q.

Avant de décider si un systéme est pratiquement stable ou non, on doit obligatoirement
définir les ensembles Qg et Q. Ces ensembles sont généralement définis & partir de considérations
pratiques de fonctionnement du systéme dynamique. A la différence de la stabilité pratique, pour
la stabilité asymptotique, on sait que pour ) donnée, il existe (Jy, mais sans aucune précision
sur leurs dimensions.
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"\//

8

F1GURE 1.5 — Illustration de la stabilité pratique

On note que la stabilité pratique garantit que I’état reste borné pendant un intervalle de
temps infini. Cependant, pour certaines applications industrielles, il est commode d’assurer que
I’état reste borné pendant un intervalle de temps fixe et fini. Par exemple, pour garantir le
déplacement d’un bras manipulateur d’'un point A vers un point B, ou bien pour garder la
pression, la température ou une autre grandeur physique dans certaines limites pendant une
durée fixe et finie. D’ou la notion de stabilité en temps fini. Dans la suite, on rappelle la définition
de la stabilité en temps fini en termes ensemblistes.

1.4.2 La stabilité en temps fini

Définition 1.4.2 (Stabilité en temps fini). [AAA114] Soit Sy et S deuzr régions fermées et
bornées contenant l'origine, telles que Sy C S, et soit T un intervalle de temps fini et fize. Le
systeme (1.1) est dit stable en temps fini par rapport a (So,S,T) si

xo € So = x(t, to,x0) € S,Vt €T (1.29)

FIGURE 1.6 — Illustration de la stabilité pratique
La stabilité en temps fini par rapport a (Sp, S,7T) signifie que toute trajectoire x(t,to, xo)
du systéme dynamique, émanant d’une condition initiale zog dans la région Sy, ne quitte pas la
région S pendant le temps fini 7.
On peut remarquer que la stabilité en temps fini ne différe de la stabilité pratique que par
la largeur de l'intervalle de temps. Cet intervalle de temps est infini dans le cas de la stabilité
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pratique, alors qu’il est fini dans la cas de la stabilité en temps fini. Il existe dans la littérature
plusieurs auteurs [PRGB95, GRBG04, Gar87| qui emploient le terme de stabilité pratique méme
dans le cas ou l'intervalle de temps considéré est fini.

Par ailleurs, on note qu’il existe dans la littérature plusieurs travaux utilisant le terme “sta-
bilité en temps fini" [BB98, Mou05] pour décrire une notion totalement différente de la défini-
tion 1.4.2, & savoir la convergence en temps fini vers un point d’équilibre. Celle-ci suppose que le
systéme est déja asymptotiquement stable. Au contraire, notre notion de stabilité en temps fini
ne requiert pas que le systéme étudié soit asymptotiquement stable.

D’aprés la définition 1.2.3, on peut noter que la stabilité au sens de Lyapunov est un concept
qualitatif [AAA114]. En effet, les deux boules de rayon respectifs € et p ne sont pas quantifiées.
Ainsi, la stabilité au sens de Lyapunov est une propriété structurelle du systéme dynamique :
soit le systéme considéré est stable, soit il ne I'est pas.

Cependant, d’aprés la définition 1.4.2, le concept de la stabilité en temps fini (FTS) est
un concept quantitatif [Dor61b, AAAT 14|, puisque les ensembles des conditions initiales et des
trajectoires sont spécifiés une fois pour toute au début. Par conséquent, le méme systéme peut
étre stable en temps fini par rapport a un certain choix de (Sp, S, 7) et non stable en temps fini
pour un choix différent de ces ensembles. En conséquence, la stabilité en temps fini et la stabilité
au sens de Lyapunov sont des concepts indépendants. En effet, un systéme peut étre stable en
temps fini, mais pas stable dans le sens de Lyapunov et vice versa. Une autre caractéristique est
que le concept de la stabilité de Lyapunov s’intéresse au comportement du systéme dynamique
pendant un intervalle de temps suffisamment long (en principe, infini). Cependant, le concept de
la stabilité en temps fini est un concept plus pratique et utile pour étudier le comportement du
systéme sur un intervalle fini (peut-étre court). Par conséquent, il trouve son application chaque
fois que 'on désire que les variables d’état ne dépassent pas un seuil donné, par exemple, pour
éviter la saturation ou l'excitation des dynamiques non linéaires au cours du régime transitoire.

Dans la pratique, et pour faciliter I’élaboration des conditions mathématiques vérifiant la
stabilité en temps fini, il est commode de considérer des régions de formes spécifiques comme les
boules, les ellipsoides et les polytopes.

Dans la suite, on donnera quelques définitions de stabilité en temps fini concernant les sys-
témes dynamiques autonomes.

Considérons des ensembles ellipsoidaux Sy et S, la définition 1.4.2 de la stabilité en temps
fini peut étre établie comme suit.

Définition 1.4.3 (Stabilité en temps fini). [AAC06a] Etant donné trois scalaires positifs cy, ca,
et Ty, avec c1 < c2, et une matrice symétrique définie positive R, le systéme dynamique (1.1) est
dit stable en temps fini par rapport a (c1,c2, R, Ty), si

a{ Rrg < e1 = o(t)T Ro(t) < e, Vt € [0, Ty] (1.30)

Lorsque le systéme étudié est soumis & des perturbations extérieures, le concept de stabilité
en temps fini (FTS) est remplacé par le concept de bornitude en temps fini (FTB) [AAAD99b|.
Donc un systéme borné en temps fini est un systéme stable en temps fini en présence de signaux
de perturbations initialement bornés.

Considérons le systéme dynamique perturbé représenté par I’équation différentielle suivante

&= f(z) +w(t) (1.31)

Définition 1.4.4 (Bornitude en temps fini). Soit Sy et S deuz régions fermées et bornées conte-
nant Uorigine, telles que Sy C S, T wun intervalle de temps fini et fire et W l'ensemble des
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perturbations bornées. Le systéme (1.31) est dit borné en temps fini par rapport a (So, S, W, T)
St
xo € Sp = :I}(t,to,wo) e S,YweWvteT (1.32)

En considérant des régions ellipsoidales Sy et S, la définition 1.4.4 deviendra :

Définition 1.4.5 (Bornitude en temps fini). [AAAD9Ib] Etant donné quatre scalaires positifs cq,
c2, d et Ty, avec c1 < cp et une matrice symétrique définie positive R, le systéme dynamique (1.31)
est dit borné en temps fini par rapport a (c1,c2,d,Ty), si

2l Rry < cp,et|w®)|]* < d = z(t)T Rx(t) < co,Vt € [0, Ty] (1.33)

Un systeme est dit borné en temps fini, si les trajectoires émanant des états initiaux appar-
tenant a lellipsoide 27 Rz < ¢, restent dans I’ellipsoide 27 Rz < ¢y pendant [0, Ty], ceci quelles
que soient les perturbations extérieures de norme inférieure ou égale & une constante d prédéfinie.

Le probléme de commande en temps fini concerne la synthése des correcteurs assurant la
stabilité en temps fini et la bornitude en temps fini des systémes bouclés.

Depuis la fin des années 40, des auteurs russes ont utilisé la notion de stabilité en temps
fini pour l'analyse de comportement des trajectoires de systémes dynamiques [Bul46, Kam53,
Lebb4a, Leb54b].... Ces travaux sont consacrés a l'estimation des valeurs limites des composants
d’état des systémes linéaires et non linéaires sur un intervalle de temps fixe et fini. Ces travaux
de recherche seront disponibles en anglais avec la publication du livre de W.H.Hahn en 1963.
C’est & partir de cette date que 'analyse et la synthése des conditions garantissant la stabilité
en temps fini (FTS) a connu un essor.

Il est trés intéressant aussi de mentionner que Dorato a utilisé le terme “short-time stability"
[Dor61b, Dor6lal, qui coincide avec la notion de la stabilité en temps fini (FTS) déja défini.
Dans [Dor61b|, Dorato et al. fournit un premier résultat d’analyse pour les systémes linéaires
variants.

Considérant le systéme linéaire a temps variant décrit par ’équation d’état suivante :

i=At)z (1.34)

Théoréme 1.4.1. [Dor61b] Le systeme (1.34) est stable en temps fini par rapport a (ci,c2,Ty),
c1 < cg St
t
/Ammgm?w6m@+m (1.35)
t a

0

ot A(1) est la valeur propre mazimale de (AT (t) + A(t))

En 1965, Weiss et Infante ont publié une analyse détaillée sur la FTS pour les systémes
continus et non linéaires [WI65]. Ils ont donné des conditions suffisantes pour assurer la FTS
d’un systéme continu non linéaire. Ensuite, ils ont introduit la notion finite-time BIBO, qui
était appliquée a des systémes non linéaires perturbés [WI67]. Leurs contributions majeures sont
détaillées dans le théoréme qui suit :

Soit le systéme non linéaire défini par I’équation différentielle suivante :

&= f(x,t) + w(z,t) (1.36)

Théoréme 1.4.2. [WI67] Le systeme est borné en temps fini (FTB) par rapport a (c1,co,d, T}),
sl existe une fonction réelle V(x,t) et deux fonctions réelles ¢(t), p(t) intégrables sur l'intervalle
T = [to, to + T¥] telles que les conditions suivantes sont vérifiés

2

< .
o H <p(t),YreR,t el (1.37a)
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Vi(z,t) < gp(t)Ve e R, t €L (1.37b)
to
[ 1ot0) + oot < Viz(ea) - Viglen)trite € 2 (1.37¢)
t1

ol :

R={rics < ] < e}

OV (x,t) ov
Vi(w,t) = Tf(%t) + ot
Vil (t) = ”nﬁax V(z,t)
z||=c1
V2 (t) = ”H”ﬂn Vix,t)
z||=ca

Ce théoréme a été appliqué aux systeémes linéaires variants.
Soit le systéme linéaire & temps variant régi par ’équation différentielle suivante

&= A(t)x + b(t)w(t) (1.39)
Dans ce cas le théoréme 1.4.2 se simplifie au théoréme suivant

Théoréme 1.4.3. Le systéme (1.39) est borné en temps fini par rapport a (ci,co,d,Ty) si

to 1
/ [AA(t)C% + QdAg Cg]dt < (C% — C%),Vto <t <ty < Tf (1.40)
t

1

ott A(t) est la valeur propre mazimale de (AT (t) + A(t))
et Ay est la valeur propre mazimale de b(t)b (t).

En 1968 Weiss a développé des conditions nécessaires pour la FTS [Wei68].

Michel a étendu les travaux de Weiss sur la stabilité en temps fini (FTS) des systémes
continus & plusieurs autres types de systémes tels que les systémes discrets, les systémes simples,
les systémes interconnectés et les systémes discontinus [MW69, Mic70b, Mic70a, MP72, MM77].

Entre-temps, plusieurs autres résultats sur la FTS et la stabilité pratique des systémes li-
néaires, non linéaires, déterministes et stochastiques sont apparus dans la littérature [Kus66,
WS67, HW69, HW69, KW68, KR69, Kay71, LW75].

Tous ces travaux sont basés sur les fonctions dites “de type Lyapunov" (Lyapunov-like func-
tions) [RMO5]. Une fonction de type Lyapunov est une généralisation de la notion de fonction de
Lyapunov défini dans la définition 1.2.11. Cependant, contrairement aux fonctions de Lyapunov,
ni ces fonctions, ni leurs dérivées le long de la trajectoire ne sont obligées d’étre signe-définies.
C’est pourquoi la construction d’une telle fonction est trés difficile en pratique, ce qui complique
le développement des conditions basées sur ces fonctions. [RMO5].

Il est intéressant de noter que tous ces résultats ne concernent pas la synthése de lois de
commande pour la stabilisation en temps fini des systémes bouclées : ils restent des résultats
d’analyses de la stabilité en temps fini des systémes dynamiques en boucle ouverte.

En 1969, Garrard a présenté une approche pour la synthése d’une loi de commande par retour
d’état pour la stabilisation en temps fini d’un systéme non linéaire continu [Gar69, Gar72|. Et
voici le principal résultat.

Théoréme 1.4.4. [Gar72]
Considérons le systéme non linéaire suivant
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i = f(z,t) + Bu (1.41)

Le systeme (1.41) est stable en temps fini par rapport a (c1,c2,Ty), si la commande u satisfait
linégalité suivante

n n m n
1 (6] 2
i:E - J?Zfz + i:E - X .:E . bijui — T hl(a) E xr; < 0,Vx e R (1.42)

=0

ot n est la dimension de l’état x, m est la dimension de la commande v et R défini comme dans
le théoréeme 1.4.2

Dans son travail, Garrard utilise une candidate logarithmique de Lyapunov V(z) = In ”C—lez.
Cependant, la synthése de la loi de commande (1.42) assurant la stabilité en temps fini (FTS)
est trés coliteux d’un point de vue complexité de calcul.

Durant la période entre 1969 et 1976, toutes les techniques d’analyse de FTS et celles de
synthése d’une loi de commande assurant la stabilisation en temps fini des systémes dynamiques,
étaient d’'une complexité de calcul tres grande.

C’est a la fin des années 80, que le développement des méthodes de résolution des inégalités
matricielles affines (LMIs) a donné ’espoir d’une nouvelle approche pour la conception des nou-
velles conditions d’analyse FTS et la synthése de lois de commande assurant la stabilisation en
temps fini des systémes étudiés.

1.5 Analyse et synthése de stabilité en temps fini des systémes
linéaires invariants via des LMIs

D’abord rappelons quelques définitions de stabilité en temps fini. Les ensembles des conditions
initiales et celles des trajectoires sont des ensembles ellipsoidaux.

Définition 1.5.1 (Stabilité en temps fini).
Considérons le systéeme linéaire suivant

z(t) = Az(t),z(0) = xo (1.43)

Le systéme (1.43) est dit stable en temps fini par rapport a (c1,c2, Ty, R) avec ca > c¢1 > 0,
R=R" >0, si
xd Rzo < e1 = x(t)T Ra(t) < ca,Vt € [0, TY] (1.44)

Considérons maintenant le systéme linéaire perturbé suivant
z(t) = Az(t) + Bpw(t), z(0) = o (1.45)

En fonction des hypothéses concernant la classe des signaux de perturbations W, différents
types de problémes de bornitude en temps fini (FTB) peuvent étre formulés.

Parmi ces classes, on note la classe des signaux de carré-intégrables [MS09, KBI15] donnée
par

Ty
Wi = {w(.) : / w! (T)w(r)dr < d}. (1.46)
0
et la classe des signaux de norme bornée donnée par [KBI15|

Wi = {w(.) s wh (H)w(t) < d,vt € [0, Ty} (1.47)
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La classe de perturbations considérée dans les résultats de cette section est la classe des
signaux de carré-intégrables (1.46).

Définition 1.5.2 (Bornitude en temps fini [AADO1]).
Le systeme linéaire perturbé (1.45) est dit borné en temps fini par rapport a (c1,c2, Ty, R, d), avec
ca>c1 >0, R=R">0, si

2l Rxog <1 = 2T (O)Rx(t) < o, YVt € [0, Tf], Yw(.) € Wi2. 1.48
0 4 f

Plusieurs travaux dans la littérature sont consacrés a ’analyse de la stabilité en temps fini,
la bornitude en temps fini et la Hoo-bornitude en temps fini des systémes linéaires continus
invariants et variants dans le temps. Nous précisons que notre étude se limite a 1’étude des
systémes linéaires continus invariants dans le temps.

Théoréme 1.5.1. [AACO064a] _
Le systéme (1.43) est stable en temps fini par rapport a (ci,c2, Ty, R), si en définissant QQ =

R_%QR_%, il existe un scalaire o > 0 et une matrice QQ tels que

Q=Q" >0 (1.49a)
AQ+ QAT —aQ <0 (1.49b)

)\max(Q) C2 _aT

) < e i (1.49¢)

Les deux conditions (1.49b) et (1.49c) sont deux conditions non convexes. En effet, la condi-
tion (1.49b) fait intervenir le produit de deux variables a déterminer « et @. De méme, la
condition (1.49c) fait intervenir la valeur propre maximale et celle minimale de Q. Si « est fixeé,
la condition (1.49b) devient une contrainte LMI. Et la condition (1.49c) est garantie en imposant
la contrainte suivante a @)

c
I<Q< 20T (1.50)
C1

On en déduit un lemme important donnant des conditions exprimées en termes de LMIs

garantissant la stabilité en temps fini des systémes linéaires continus et invariants.

Lemme 1.5.1. [AACO6a]
Le systéme (1.43) est stable en temps fini par rapport a (ci,co, Ty, R) si, étant donné un réel

a >0 et en définissant QV = R_%QR_%, il existe une matrice Q telle que

Q=Q">0 (1.51a)
AQ+ QAT —aQ <0 (1.51b)
1<Q< Zﬁe*an (1.51c)

1

En pratique, on peut déterminer o par une recherche en ligne sur ce paramétre. Ainsi, &
chaque valeur de o de « considérée, nous vérifions la faisabilité des conditions du lemme 1.5.1.

Remarquons que, si a = 0, outre la stabilité en temps fini, les conditions du lemme 1.5.1
assurent la stabilité asymptotique du systéme consideré.

Dans la suite nous présentons des résultats assurant la bornitude en temps fini des systémes
linéaires invariants et perturbés.
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Théoréme 1.5.2. [MS09, XXX11]
Considérant la classe des perturbations W,?, le systéme perturbé (1.45) est borné en temps fini

par rapport a (c1,c2, Ty, R, d) si, en définissant @1 = RféQlRfé, il existe un scalaire o > 0 et
deux matrices Q1 et Qo telles que

QL =Q">0 (1.52a)
Q=0QF >0 (1.52b)
(A@1 + Q1 AT — aQy BwQZ) <0 (1.52¢)
Q2BL —Q2
c1 d coe™ Ty
1.52d
)\min(Ql) * )\mm(Q2) < Amax(Ql) ( )

Les conditions du théoréme 1.5.2 ne sont pas des LMIs. En effet, méme si on fixe o, la condi-
tion (1.52d) reste non convexe. Cette condition peut étre linéarisée en imposant les conditions

suivantes
MI<@Qi <1 (1.53a)
Aol < Qz < A3l (153b)
coe s e Vd
Vel A1 0 >0 (1.53c)

Vd 0 A

Ainsi, nous déduisons le lemme suivant.

Lemme 1.5.2. [AACO6a]
Considérant la classe des perturbations W,2, le systéme perturbé (1.45) est borné en temps fini

par rapport & (c1,c2, T, R, d) si, étant donné oo > 0 et en définissant @1 = R_%QlR_%, il existe
deux matrices définies positives Q1 et Qo et des scalaires Ay > 0, Ao > 0 telles que

Qvl _ @{ >0 (1.54a)
Qs = Q%“ >0 (1.54b)
~ ~ T ~
(AQ1 + A" —ath BwQ2> <0 (1.54c)
QQBZ; _Q2
MI< Q< T (1.54d)
Mol < Q1 < Aal (1.54e)
CQe—an \/a \/&
e AL O >0 (1.54f)

Vd 0 A

Démonstration. La condition (1.54f) est vérifiée en imposant :

MI<@Qi <1 (1.55a)
Aol < Q1 < A3l (1.55b)
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€1 d —aTy
_— — < f 1.55
N + Ny ¢ (1.55¢)
En appliquant le lemme de Schur deux fois sur I'inégalité (1.55b), nous obtenons exactement
la condition (1.54f). o

1.6 Conclusion

Dans ce premier chapitre, différentes notions de stabilité ont été présentées. Premiérement,
la notion de stabilité la plus classique, celle au sens de Lyapunov, a été rappelée. Nous avons
également défini la stabilité asymptotique et la stabilité exponentielle. Ensuite, plusieurs résultats
concernant ces différents types de stabilité ont été exposés en se basant sur la définition d’une
fonction de Lyapunov. Principalement, nous avons rappelé que la caractérisation de la stabilité de
Lyapunov d’un systéme linéaire invariant peut se mettre sous forme d’un probléme d’optimisation
sous contraintes LMIs.

Dans un deuxiéme temps, nous avons introduit la notion de stabilité pratique et le concept
de stabilité en temps fini. Nous avons présenté différentes définitions liées & ce dernier concept,
telles la stabilité en temps fini et la bornitude en temps fini. Ensuite, nous avons exposé diffé-
rents résultats garantissant la stabilié en temps fini ou la bornitude en temps fini d’un systéme
dynamique. Nous avons mis 'accent sur des résultats exprimés sous forme LMIs garantissant la
stabilité en temps fini, la stabilisation en temps fini et la bornitude en temps fini des systémes
linéaires invariants.

Le second chapitre sera consacré a la présentation des nouveaux résultats concernant la bor-
nitude en temps fini et la stabilisation en temps fini des systémes linéaires continus et invariants.
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Chapitre 2. Commande en temps fini des systémes linéaires invariants

2.1 Introduction

Dans le chapitre 1, nous avons vu la notion de stabilité en temps fini (FTS), ainsi que son
extension aux systémes perturbés, appelée bornitude en temps fini (FTB) [WI67, AAAD99b|.
Rappelons qu’un systéme est dit borné en temps fini lorsque, pour tous les états initiaux com-
mencant dans un domaine donné et borné, et pour toutes les perturbations admissibles, I’état du
systéme reste dans un autre domaine donné et borné (contenant le domaine des états initiaux),
pour un intervalle de temps fixe et fini. Par conséquent, un systéme borné en temps fini est un
systéme stable en temps fini en présence de perturbations exogénes bornées. Le concept de la
stabilité en temps fini a été appliqué aux systémes tels que les réseaux ATM |[ACAA02|, des
systémes aéronautiques [WI67|, une suspension de voiture [KBI15]...

Le probléme du controle en temps fini consiste en la conception d’un correcteur qui assure
la FTS ou la FTB du systéme en boucle fermée. Pour le contréle en temps fini, les premiéres
méthodes étaient prohibitives du point de vue du calcul (voir [Dor06] et les références qui y
figurent). A partir de la fin des années 80, I'évolution des méthodes de résolution des inégalités
matricielles linéaires (LMI) ont stimulé une nouvelle approche pour la synthése des conditions
assurant la stabilisation en temps fini (voir [EIB12| et les références qui y figurent). Ainsi de
nombreux travaux ont été consacrés au cas des systémes linéaires : dans [AADO01]|, Amato et al.
ont étudié le controle en temps fini par un retour d’état statique. Ensuite, dans [MS09|, Meng et
al. ont synthétisé un correcteur par retour d’état statique qui assure a la fois la FTB du systéme
en boucle fermée et le critére Hoo.

Dans le cas ou les variables d’état d’un systéme dynamique ne sont pas toutes accessibles,
les chercheurs ont recours & la synthése d’un correcteur par retour de sortie dynamique. Plu-
sieurs articles ont été consacrés a la commande en temps fini par retour de sortie dynamique
des systémes linéaires. Dans [AAAD99a], les auteurs ont examiné le probléme de synthése d'un
correcteur par retour de sortie dynamique pour le cas des systémes linéaires invariants dans le
temps avec des incertitudes paramétriques. Les conditions d’existence de ce correcteur ont été
exprimées en termes d’inégalités matricielles bilinéaires (BMI). Or, la résolution d’un probléme
d’optimisation BMI ne conduit pas en général & une solution optimale. De plus, du point de vue
complexité de calcul, les probléemes BMI sont des problémes non-polynomiaux (N-P) et donc
coiuteux [VB00|. En 2006, Amato et al. [AACO06b| ont proposé la conception d’un correcteur
en temps fini & sortie dynamique. Leur méthode consiste en la résolution d’un probléme d’op-
timisation sous contraintes LMIs. Les inconvénients de cette approche sont que la procédure
de synthése du correcteur est effectuée en deux étapes : la premiére étape est la synthése d’un
correcteur par retour d’état statique assurant la F'T'S du systéme linéaire invariant consideré, la
deuxiéme étape est la conception d’un observateur de type Luenberger en temps fini qui conserve
les mémes propriétés établies par le correcteur par retour d’état statique. Un autre inconvénient
est l'utilisation dans cette deuxiéme phase d’une matrice diagonale de Lyapunov. Ce qui ne per-
met pas de considérer I'effet de termes croisés entre les variables d’état et celles du correcteur.
Pour surmonter la restriction a une matrice de Lyapunov diagonale, Borges et al. [BIRR12| ont
utilisé un lemme de N. Aronszajn pour les matrices positives hermitiennes [TF70]. Ils ont proposé
des conditions suffisantes pour la synthése d’un correcteur F'TB par retour de sortie dynamique.
La fonction de Lyapunov considerée pour la démonstration a une forme générale non restrictive.

Dans ce chapitre, le premier but est de fournir des conditions moins cotiteuses en calcul (moins
que les conditions BMIs) pour la synthése d'un correcteur FTB par retour de sortie dynamique
et de réduire le conservatisme des conditions LMIs présentées dans la littérature. Pour cela,
nous utilisons une approche de systéme descripteur [FS02], originale dans un contexte de FTS.
Cela permet de choisir une structure générale pour la matrice de Lyapunov, et d’exploiter les

28
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avantages des variables supplémentaires introduites par cette approche.

Nous commencons ce chapitre par la définition de la Ho, bornitude en temps fini des systémes
linéaires invariants perturbés. Nous rappelons aussi quelques résultats permettant de garantir
la Ho bornitude en temps fini de ces systémes. Dans un deuxiéme temps, nous présentons
notre approche descripteur pour la synthése d’un correcteur par retour de sortie dynamique
assurant la bornitude en temps fini d’un systéme linéaire invariant perturbé. C’est la premiére
fois que l'approche descripteur est investigué dans un contexte de stabilité en temps fini. La
difficulté de linéariser une condition de stabilité en temps fini faisant intervenir les valeurs propres
minimale et maximale de la fonction de Lyapunov est résolue de maniére élegante en considérant
une matrice de congruence. Ensuite, nous développons deux approches pour la synthése d’un
correcteur Hoo-FTB par retour de sortie dynamique. La premiére approche est dite approche
classique. Elle consiste & proposer des conditions suffisantes pour la synthése d’'un H..-FTB
correcteur par retour de sortie dynamique. La principale contribution de cette approche est la
considération d’une matrice de Lyapunov générale (non diagonale). La deuxiéme approche est la
prolongation naturelle de I'approche descripteur au probléme de synthése d’un correcteur Hoo-
FTB par retour de sortie dynamique. Lorsque des variables d’état sont non mesurables, on peut
utiliser un observateur pour estimer ces variables. Enfin, la troisiéme partie de ce chapitre sera

dédiée a la synthése d’'une commande Ho, en temps fini basée sur un observateur H, en temps
fini.

2.2 Préliminaires sur ’analyse de la stabilité en temps fini

Les notions de stabilité en temps fini et de bornitude en temps fini ont été détaillées au
chapitre 1. Dans le cas d’un systéme linéaire perturbé, il est également intéressant de limiter sa
norme Ho, (voir les définitions 1.3.6 et 1.3.8), qui quantifie I'influence de la perturbation sur la
sortie. Cela nous ameéne a la notion de H, bornitude en temps fini (FTB-Hoo).

Définition 2.2.1 (Hoo bornitude en temps fini (FTB-H) [MS09]).
Considérons le systéme linéaire continu invariant suivant

#(t) = Az(t) + Byw(t) z(0) = zg (2.1a)
z(t) = Cux(t) + Dopyw(t) (2.1b)
Le systéme linéaire (2.1) est dit Hoo borné en temps fini par rapport a (c1,c2, T, R,d,~) si il est

borné en temps fini par rapport a (c1,c2, T, R,d) et, sous conditions initiales nulles, la sortie z(t)
vérifie

Tk Tr
/ L (1)z(r)dr < 72/ w? (T)w(T)dr. (2.2)
0 0

Afin de pouvoir énoncer un théoréme garantissant la H o, bornitude en temps fini d’un systéme
linéaire perturbé, nous donnons une version modifiée du théoréme 1.5.2.

Théoréme 2.2.1.  [MS09, XXX11]
Considérons la classe des perturbations Wy? (1.46), le systeme perturbé (1.45) est borné en temps

fini par rapport a (c1,c2, Ty, R, d) si, en définissant @1 = RféQlRfé, il existe un scalaire o > 0,
un réel v > 0 et une matrice Q1 tels que

Q1=Qf >0 (2.3a)
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AQ1 + AT — Q1 By
Q1+ Q1 a1 “0 (2.3b)
BT —~2I
—aT
c1 9 coe f
+ d < = - 2.3¢c
)\min(Ql) 7 )\max(Ql) ( )

le theoréme 2.2.1 est déduit du theoréme 1.5.2 en considérant dans la démonstaration que
Q2 =TI

Maintenons nous pouvons énoncer un théoréme garantissant la Ho, bornitude en temps fini
du systéme linéaire perturbé (2.1)

Théoréme 2.2.2. [MS09, XXX11]
Considérons la classe des perturbations Wy? (1.46), le systeme perturbé (2.1) est Hoo borné en

temps fini par rapport & (0,c2, Ty, R,d,7) si, en définissant @1 = R_%QlR_%, il existe un réel
a > 0 et une matrice Q1 tels que

Q=QT>0 (2.4a)
AQ1 + Q1AT — Q1 + Q10T C.Q B+ Q,CTD,,
Q1+ Q a@)q +~Q1 L C.Q1 + Q1 “0 (2.4b)
BT + DI CQy —~2e=°Ts 1 + DI, D,
v <« — 2 2.4c
7 )\max(Ql) ( )

Démonstration.
La démonstration de ce théoréme se trouve dans [XXX11]. Nous en donnons ici les grandes lignes.
La démonstration se base sur la définition de la fonction de Lyapunov suivante

Vix) = xT@flx = xTR%QflR%x (2.5)

Dans un premier temps, on montre la bornitude en temps fini du systéme perturbé (1.45).
Dans un deuxiéme temps, on prouve le critére Hoo (2.2). L’inégalité (2.4b) est équivalente a
I'inégalité suivante

V <aV e Tty — 272 (2.6)

Cette inégalité (2.6) implique nécessairement
V —aV <~y Tiyply (2.7)

at

Multiplions les deux inégalités par e~“*, nous obtenons

e UV —aV) < y2e Tre Ty (2.8)
qui peut s’écrire comme suit

d —at 2 —aTly —at T

ﬁ(e V) < ~v% e “w(t) w(t). (2.9)

Ensuite, en intégrant de 0 & ¢, nous aurons
t
eV (2(t)) — V(2(0)) < 42T / =T w(r)Tw(r)dr (2.10)
0
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Sachant que V(z(0)) = 0 et que e™®T7 < 727 < 1 pour tout 7 € [0,7%], la condition (2.10)
implique
V(z(t) < dv? (2.11)

En remarquant que V (2(t)) > Apin(Q; 1)2T Rz, nous obtenons
TRz < dy* Amax(Q1) (2.12)
En tenant compte de (2.4b) nous écrivons
TRz < ¢y (2.13)

ce qui prouve la bornitude en temps fini du systéme perturbé (1.45).

Montrons maintenant le critére Hoo (2.2).

En multipliant (2.6) par e~ nous aurons

%(e_o‘tV> <e o [72e_anwTw - sz} (2.14)

Ensuite, en intégrant de 0 & T'r, nous obtenons
Ty
e IV (2(Ty)) < / e~ 12~ i (ru(r) — 27 (7)2(r)|dr (2.15)
0

qui implique, du fait que e *TrV (e(T})) > 0,

T T
/ "o T (1)2(r) < A2e0 T / L () (r)dr (2.16)
0 0

Comme e~°Tr < e727 < 1 pour tout 7 € [0,7}], alors le critére Hoo (2.2) est déduit, i.e.

T T
/ ' 2 (1)2(1) < 72/ ' w? (T)w(r)dr. (2.17)
0 0

Notons que la condition (2.4c), peut étre vérifiée en imposant les contraintes suivantes

MI<Q@Qi <1 (2.18a)
dy? < coe™ Ty (2.18b)

Dans la section qui suit, nous développons des nouvelles conditions suffisantes assurant la
bornitude en temps fini des systémes linéaires perturbés. Nous adoptons une nouvelle approche
dans un contexte de stabilité en temps fini. Cette approche, appelée approche descripteur, a
déja été utilisée dans un contexte de stabilité asymptotique [FS02]. Ces nouvelles conditions
nous permettent de proposer des conditions exprimées en termes de LMIs pour la synthése d’un
correcteur FTB par retour de sortie dynamique pour les systémes linéaires invariants. Cette
nouvelle approche sera ensuite comparée avec l'approche de Borges [BIRR12].
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2.3 Approche descripteur pour la stabilisation en temps fini

Rappelons que le but essentiel de cette section est la synthése d’un correcteur FTB par retour
de sortie dynamique pour les systémes linéaires invariants perturbés par approche descripteur.
Nous commencons par énoncer un nouveau théoréeme des conditions d’analyse de bornitude en
temps fini des systémes linéaires perturbés. Ensuite, nous appliquons ce théoréme pour synthéti-
ser un correcteur FTB par retour de sortie dynamique. Les conditions de synthése sont linéarisées
grace & l'utilisation d’une matrice de congruence appropriée. On finit la section par des exemples
numeériques montrant 1’efficacité de notre approche.

2.3.1 Approche descripteur pour ’analyse de la bornitude en temps fini
Considérons le systéme linéaire invariant suivant
z(t) = Az(t) + Byw(t) (2.19)
Le bruit externe w(t) € R" vérifie la contrainte suivante
vt € [0,Ty], w(t) w(t) <d (2.20)

Le théoréme suivant donne de nouvelles conditions suffisantes assurant la bornitude en temps
fini du systeme (2.19).

Théoréme 2.3.1.
Le systéme (2.19) est borné en temps fini par rapport a (c1,c2,T, R,d) si il existe une matrice

wwversible I, deux matrices symétriques définies positives Q et Qo2, et un réel o > 0 tels que

AF + FTAT —aQ FTAT +Q—F Bu,Q,

= Q- FT + AF ~F—-FT  B,Q, | <0 (2.21a)
Q2B Q2B —aQ)
d —Och
— _+ < @° _ (2.21b)
Amin(RZFQ-1FTRz)  Amin(Q2) A\, (R2FQ-1FTRz)
Démonstration.
Soit la fonction de Lyapunov suivante
V(z) = a:T@flx, Q=Q7 >0 (2.22)
avec @1 est donnée par
~ 1 1
Q=R 2Q1R™2 (2.23)

D’apres [BIRR12], on sait que le systéeme (2.19) est borné en temps fini par rapport a (c1, c2, Ty, R, d)
si les conditions suivantes sont satisfaites

= Vo) - aV(e) - au Q5w <0 2240
Cc1 d Cgefan
Amin(Ql) + Amin(QQ) < Amax(Ql) (224b)
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Maintenant, nous intégrons le changement de variable y = & dans I’équation (2.19). Immédiate-
ment, la forme descripteur du systéme (2.19) sera donnée par

b)) 20 () -

x .
) , Dégalité (2.25)
Y

Ef = 01 £+ 0 (2.26)
4 T Bu) " '

et la fonction de Lyapunov comme suit

1 0
Définissons la matrice £ = (O O) et le changement de variable & = (

sera écrite comme suit

Q' o
V) =¢" ( 5 0) § (2.27)
Soit une matrice F} inversible, remarquons qu’on a
A—1 A—1 A—1
(QS g) = (QS 2) E=ET (ile fi)f) (2.28)
et donc V() se récrit comme suit

Vi) =€ (éfl " 1) B¢ = ¢TET (éfl " ) : (2.20)

0 F FI' FF

Calculons la dérivée de V (§) par rapport au temps

: (O 0 071 0\ .
V(g) €7 (QS 0) E+er (QS 0) ¢ (2:300)
_{T T C~21_1 0 T @1_1 I :
= E (FIT F1T>£+£ < 0 F1> E¢ (2.30b)
{0 1 - 0 wT Qi 0 et Q' R 0 I - 0.,
AV, B, FT FT 0 R)|\A4 -I B
(2.30c)

Soit, aprés développement et regroupement

VE©) = (" WT) | Q' -FT+RA R -F  RB,
BLFL BLFT 0

FA+ATFT  ATFT 4+ Q7' -~ F FiB,
<€> (2.31)
w
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En calculant T" donné par (2.24a), on aura
T (RA+ATFT —aQ7' ATF +Qi'—F  FiB,

= <5> Q' —FL + R A —F - Fr F\B,, <§> (2.32)
w w
By Ff’ By Ff —aQy"

et nous déduisons que la condition I' < 0 (2.24a) est équivalente a I'inégalité suivante

FRA+ATFT —aQ7" ATFT+ Q7' - Fy FB,

Q' —FI + A —F —FT B, | <0 (2.33)
By Ff By Ff —aQy!
F78 o0 0 0 0
Multiplions (2.33) & gauche par 0 Fl_1 0 | et a droite par 0 Fl_T 0 |, nous
0 0 @2 0 0 Q2

aurons

AFTT 4 FOVAT — oF'QUYFTT FYAT — FU'QUFTT — FTT BLQo

FOQUYFTT — 7T — P 4+ AFTT —pT B,Qs | <0
Q2BL QBT —aQ)2
(2.34)
Posons les changements de variables suivants
F=FT (2.35a)
FT =F! (2.35h)
Q=FTQ['F (2.35¢)

La condition (2.34) est donc équivalente a la condition (2.21a).

Par ailleurs, compte tenu de I'expression (2.23) de Qfl, légalité (2.35¢) s’écrit
0= FTR%Ql—lR%F (2.36)
et donc l'inverse de @ est donné par
Q '=F 'R 3:QR:F T (2.37)
Ce qui nous fournit 'expression suivante de ()1
Q1= R:FQ'FTR3 (2.38)

Remplagons lexpression (2.38) dans la condition (2.24b), nous obtenons exactement l'inéga-
lité (2.21b). Ce qui finit la démonstration. o

En pratique, les conditions du théoréme 2.3.1 sont difficiles & vérifier car la condition (2.21b)
est fortement non linéaire. Notons qu’un résultat basé sur la méme approche descripteur et dont
les conditions sont linéaires est donné dans [BDZA17a]. Ce résultat dans [BDZA17a] est un cas
particulier d'un résultat général de Kussaba et al. [KBI15]. Dans la section suivante, on s’appuiera
néanmoins sur ce théoréme 2.3.1 pour résoudre la synthése d’'un correcteur FTB par retour de
sortie dynamique, en linéarisant la condition (2.21b) grace a une relation de congruence.
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2.3. Approche descripteur pour la stabilisation en temps fini

2.3.2 Synthése d’un correcteur FTB par retour de sortie dynamique

Dans ce qui suit, nous utilisons le théoréme 2.3.1 pour développer des conditions suffisantes
assurant la synthése d’un correcteur F'TB par retour de sortie dynamique.
Considérons le systéme linéaire décrit par le systéme d’équations suivant

#(t) = Az(t) + Byu(t) + Byw(t) (2.39a)
y(t) = Cya(t) + Dyt (2.39b)

ou z(t) € R™ est le vecteur d’état du systéme, u(t) € R™ est le vecteur d’entrée, y(t) € R? est la
sortie mesurée et w(t) € R" est la perturbation extérieure.
Considérons le correcteur par retour de sortie dynamique suivant

iy(t) = Axzp(t) + Bry(l) (2.40a)
u(t) = Crai(t) + Dry(t) (2.40b)

Ainsi le systéme en boucle fermée est décrit par

¢ =AC + Bw (2.41)

<:< z ) (2.42a)
Tk

avec

A+ B,DkCy B,C
A= AT PRy K (2.42b)
BxC, Ax
Bu + BuDx Dy
B— + Bulr Ly (2.42c)
By Dy

Notre but est de trouver des conditions suffisantes telles que le systéme (2.41) est borné en temps
fini par rapport aux parameétres (ci, c2, T¢, R, d).

Théoréme 2.3.2.

*
Considérons le systéme (2.39), les paramétres (ci,co, Ty, R,d), les matrices Qg = <Za: o )}
t Y

N T
G = (R ) Sl existe les matrices de dimensions appropriées U, V.,W, X, S, N, J, L, Ry, Qy,
1 0

trois matrices symétriques Qz, Qy, Wi, un réel a > 0 et des réels positifs A, A2, A3, A, A5 tels que

Uyy | Wyg | Wys

U= (x) | Wy | Ty [<0 (2.43a)
(%) | (x) | Us3

Ry > Ml (2.43b)

A3l < Wi < Aol (2.43c)
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coe™ Ty \ﬁj\l Vo

* A1 0 >0 (2.43d)
* * 5\2
GT
@ >0 (2.43¢)
G R™!
0<Qq < A5l (2.43f)
5\5 < 5\1)\min(1%) min(L 5‘121) (243g)
ou
(AN + B,W) — aQ, (%)
AN + B,W)T
\I/H = +( + ) (244&)
U — aQy (JA+VCy)
+(A+ B, XC)T | +(JA+VC)T —aQ,
Qm - N Q? -1
AN + B,W)T Ut
Py = | AN B i (2.44D)
(A+ B,XCy)T Qy—J
+Q¢— S +(AT + V)T
By + B,XD,,
U3 = * Y (2.44c)
JBy + V Dy,
~NT - N ()
Wooy — 2.44d
. ( gy —JT—J) (2440
By + B,X D,
o3 = * Y (2.44e)
JBy 4+ V Dy
V33 = —alVy (2.44f)

alors un correcteur par retour de sortie dynamique (2.40) garantit que le systéme en boucle fermée
est borné en temps fini par rapport a (c1,c2, T, R, d).

Les matrices A, Bi,Ck et Di sont déduites en résolvant le systéme de deux égalités sui-
vantes

U v L JB, Ak Bk R, 0 JAN 0
- + (2.452)
WX 0 I Cx Dk C,N I 0 0
S=JN+LR; (2.45D)

Démonstration.
Appliquons le théoréme 2.3.1 au systéme (2.41), il faut donc montrer que

AF + FTAT —aQ FTAT +Q-F BQ
d = Q—FT + AF —F—FT BQ, | <0 (2.46a)
QBT QBT —aQ)2
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2.3. Approche descripteur pour la stabilisation en temps fini

d —OéTf
— — < cc _ (246D)
Amin(R2FQ7UFTRZ)  Amin(Q2)  \por(R2FQFTR2)
Soit les partitions suivantes des matrices F' et F-1

N Z

F= ' (2.47a)
R Zy
JI Z

Fl= ’ (2.47b)
LT zy

Remarquons que

FF!

N Z Jr z
' ° (2.48a)
R1 Zz LT Z4

NJT + ZlLT NZs+ Z174
RiJT + ZoLT RZs+ Z974

10
< 07 > (2.48¢)

NJT 4z 0F =1 (2.49a)
RyJT + 2L =0 (2.49b)

(2.48D)

nous déduisons

Deéfinissons les matrices H et H comme suit

H L (2.50a)

= . a
0o LT
H 0 0

H=| 0 H 0 (2.50b)
0 0 @

Multiplions I’inégalité (2.46a) a gauche par H' et & droite par H, nous obtenons

HTAFH + HTFTATH — «HTQH HTFTATH + HTQH — HTFH HTB
H'®H=| HTQH - HTFTH + HT AFH ~HTFH - HTFTH HTB |<0
BTH BTH —aQ; !
(2.51)
En calculant le produit F'H, nous avons

N NJT+ 77
FH = (2.52)
R, R1JT + ZQLT
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Du fait des égalités (2.49a) et (2.49b), nous obtenons

N I
FH = (2.53)
Ry O
En procédant comme précédement, nous aurons
T
T I Jr N I
H"FH = (2.54a)
0 LT Ry O
I 0 N I
_ (2.54b)
J L Ry O
N I
_ (2.54c¢)
JN+ LRy J
En posant S = JN + LR;, nous obtenons
N I
HTFH = (2.55)
S J
HT AFH s’écrit comme suit
I 0 A+ B,DiC, B,C N T
HTAFH = T BulkCy K (2.56a)
BKC Ag Ry O

E)CDEDENCY
)G )G B )G

( N ) (O u)( >< : O)
(2.56d)
JAN JA L JB,) \Cx Dg)\C,N C,

AN A 0 B, L JB, A Bg R 0 I 0 (2.560)
.56e
JAN JA I 0 0 I Crx Dg CyN I 0 Cy
AN A 0 B,
I 0
L JB, A B R 0 JAN 0 I 0
R ' + (2.56t)
0 I Ckg Dg CyN I 0 0 0 Cy
De méme HTB g’écrit

I 0\ (Bw+ BuDgDyy
TR — T Bulk Dy (2.57a)
J L By Dy

X
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By, 0 By Ax B 0
+ KoK (2.57b)
J L 0 I 0 Cx Dg Dy,
By, 0 By L JBy, Ax B R 0 0
+ KooK ! (2.57d)
JBy I 0 0 I Cx Dg CyN 1) \Dyy
)
L JB, Ax B Ry 0 JAN 0 0
X KPK ! + (2.57e)
0 I Crx Dg CyN I 0 0 Dy,
mettent sous la forme suivante
AN A 0 By u Vv I 0
HTAFH = + (2.58a)
0 JA I 0 W X 0 C,
Maintenant, soit la décomposition suivante de la matrice Qg
Q: QF )

I 0 By, I 0 0 B.,\ (Ax Bk 0
+ (2.57¢)
J L 0 J L/ \I 0 Ck Dk ) \Dyuw
En tenant compte du changement de variables (2.45a), les expressions de HT AFH et H'B se
B 0 B, u Vv 0
HTB = Yol (2.58b)
J By, I 0 W X Dy,
Qt Qy

HYQH = Q, = ( (2.59)

Par la suite, posons W = Q5 ', remplacons les expressions (2.55), (2.59), (2.58a) et (2.58b)
dans la condition (2.51), nous obtenons la condition (2.43a) du théoréme 2.3.2.
Pour satisfaire la condition (2.46b), on remarque que

HTQH = Q, = HTFTR2Q 'Rz FH (2.60)

Maintenant, imposons les conditions suivantes

MI<@Qi <1 (2.61a)
Aol < Qg < )\3 (2.61b)
C1 d —aTy

— + — 2.61
)\1+/\2<026 (2.61c¢)

La condition (2.61b) est équivalente a la condition suivante
N <@t < AT (2.62)

qui n’est d’autre que la condition (2.43c) en posant A3 = )\gl, Ao = )\2_1 et Wy = Qz_l. De méme,
la condition (2.61a) est équivalente a

I<Qit<\'T (2.63)
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Multiplions I'inégalité (2.63) a gauche par HTFTR? et a droite par R%FH, nous obtenons les
deux conditions suivantes

(FH)TR(FH) < Q, (2.64a)

Q, <\ HFH)'R(FH) (2.64b)

Appliquons le lemme de Schur & la condition (2.64a), nous obtenons la condition (2.43e) du

théoréme 2.3.2.
Posons \; = A\; ', I'égalité (2.64b) est satisfaite si la condition suivante est vérifiée

Amax(Qq) < MAmin(FH)TR(FH)) (2.65)
Cette derniére est vérifiée si
Qq < A5l (2.66a)
AsI < AMAmin(FH)TR(FH)) (2.66b)
Sachant que
Amin (R)Amin (FH)T(FH)) < Amin((FH)TR(FH)), (2.67)

nous cherchons une borne inférieure de la valeur propre minimale Ay, ((FH)T (FH)). Remar-
quons que la matrice (FH)T (FH) s’écrit comme suit

NT'N +RTR, NT
(FH)T(FH) = P (2.68)
N I
et considérant la matrice suivante
I 0
e (1) oo
nous déduisons
RTR; 0
G, = KT'(FH)T (FH)K = ( 10 ! I) (2.70)

Soit Go = K~} (FH)T(FH)K. Les deux matrices Go et (FH)T(FH) ont les mémes valeurs
propres. De plus remarquons que G5 = (K7 K)~'Gy. Ce qui conduit a

Amin (KT K) ™) Ain(G1) < Min(G2) = Amin(FH)T (FH)). (2.71)

Etant donné que
1 1

Mo (KTK) A2

max

Amin(KTK)™Y) = (2.72)

(K)’

vu que toutes les valeurs propres de K sont égales a 1, et en prenant compte de la structure de
G'1, nous aurons

min(1, A2, (R1)) < Amin(G2) = Amin (FH)" (FH)). (2.73)
Du fait de (2.73), (2.66), la condition (2.64b) est vérifiée si les inégalités (2.43f), (2.43g) et (2.43b)
sont vérifiées. o
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Remarque 2.3.1.

— Bien que nous utilisions la méme démarche que [CG96] pour linéariser les inégalités (2.46),
cela n’est pas suffisant pour obtenir des conditions sous forme LMIs. La difficulté principale
est d’obtenir une borne inférieure de la valeur propre minimale de la matrice (FH)T(FH)
dans I’équation (2.68). Nous surmontons cette difficulté en utilisant la matrice de congruence
originale (2.69).

— Notons que les conditions (2.43a) et (2.43g) ne sont pas des LMIs, et donc difficiles a

résoudre. Cependant, en fixant o et A4, ces conditions (2.43a) et (2.43g) deviennent des
LMIs.

— En pratique, une recherche en ligne simultanée sur les parameétres a et A4 peut étre effectuée.
Dans ce cas, nous résolvons a chaque itération un probléme de faisabilit¢é LMI. On peut
aussi fixer la valeur d’un paramétre et effectuer une recherche en ligne sur 'autre.

— Une autre possibilité pour transformer la condition (2.43g) en LMI est d’imposer VS
Alors l'inégalité (2.43g) devient

X5 < 5\4/\min(R) (2.74)
qui est linéaire.
2.3.3 Exemples numériques
Considérons le systéme dynamique tiré de [BIRR12|
0.0884 —0.4026 —0.5796 —0.5733 0 0.01

| 0.8984  0.0276 —0.3622 0.9771 10 B - 0

—1.0667 2.8289 —2.4719 1.0680 o " 0

—1.1599 0.1808 —0.0779 —1.2306 1 0
Cy=(10 0 0 0),Dy =05 (2.75)

Soit les paramétres suivants (¢; = 0,co = 0.35,R = I,d = 1). En considérant Ty = 11, il est
montré |[BIRR12| que le systéme en boucle ouverte est non borné en temps fini par rapport a
(1 =0,c0=0.35,Tf =11, R =1,d = 1). Nous proposons de synthétiser un correcteur assurant
la bornitude en temps fini du systéme en boucle fermée (2.75). La synthése de notre correcteur
revient & résoudre le probléme d’optimisation suivant

maximiser T
I (2.76)
sous les contraintes (2.43a), (2.43b), (2.43e), (2.43c), (2.43d), (2.43f) et (2.43g)

La résolution se fait en fixant Ay = 0.01 et par une recherche en ligne du parameétre o par
pas de 0.1. A chaque pas, on résout un probléme d’optimisation convexe. Ainsi, on obtient une
solution pour a = 0.1 et Ty = 39.2126. Les matrices du correcteur sont données par

—0.1892 —0.0782 0.8554 —1.7618 0.0015
A = 10° —0.2480 —-0.1028 1.1218 —2.3109 _ —0.0109
—0.2102 —0.0865 0.9502 —1.9567 0.0093
—0.2083 —0.0860 0.9420 —.9401 0.0033
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Cr = 103 (—0.6317 0.2952 2.5974 —5.3108) , Dy = 0.0539 (2.77)

En suivant cette procédure et afin de comparer notre approche par rapport a celle de [BIRR12|,
nous résolvons le méme probléme d’optimisation en utilisant la méthode de Borges [BIRR12].
Ainsi nous obtenons a = 0.1 et Ty = 38.1749 pour le systéme en boucle fermée.

On voit que, dans certains cas, nous obtenons avec notre approche un correcteur plus perfor-
mant (T plus grand).

On déduit que les conditions de notre approche sont ici moins restrictives par rapport & celles
de Borges [BIRR12].

2.4 Commande H., en temps fini

Considérons le systéme linéaire invariant perturbé suivant

&(t) = Az(t) + Byu(t) + Byw(t) (2.78a)
2(t) = CLx(t) + Doyu(t) + Dow(t) (2.78b)
y(t) = Cya(t) + Dypw(t) (2.78¢)

ou z(t) € R™ est le vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur de commande, y(t) € R? est la
sortie mesurée et z(t) € RP est la sortie de performance.
La perturbation externe w(t) € R" est & norme bornée

/ (O w(t)dt < d (2.79)
0

Notre but est de proposer une méthode de synthése d’'une commande assurant la stabilité en
temps fini du systéme (2.78) en garantissant le critére Hoo (2.2).
Pour cela, considérons le contréleur dynamique d’ordre plein décrit par les équations suivantes

ip(t) = Axar(t) + Bry(t) (2.80a)
u(t) = Crai(t) + Dry(t) (2.80b)

Le systéme bouclé est donné par la représentation d’état suivante

¢ = AC + Bw (2.81a)
z=CC + Dw (2.81b)
avec
¢ = ( r ) (2.82)
Tk
et
A+ B,DgC, B,C
A= [ AT PPy K (2.83a)
BxC, Ak
By + BuDg Dy,
B= T BulK Dy (2.83b)
BKDyw
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C= ( O, + DsuDrCy Dol ) (2.83¢)
D = Dsy + D2uDx Dy (2.83d)

Nous désirons synthétiser des conditions suffisantes pour obtenir un correcteur a retour de sortie
dynamique donné par (2.80) tel que ’état du systéme augmenté (2.82) est borné en temps fini
et, sous conditions initiales nulles, la sortie z vérifie le critére Ho,. Pour cela, nous procédons de
deux fagons : d’abord par une approche classique [BDZ"15a] puis par une approche descripteur.

2.4.1 Commande H_ en temps fini par retour de sortie dynamique : approche
classique

Le théoréme suivant donne des conditions suffisantes pour synthétiser ce type de correcteur.

Théoréme 2.4.1. (Correcteur FTB-Ho a retour de sortie dynamique)

Considérant le systéme (2.78) et les paramétres (0,c2, T, R, d,7), s’il existe deux matrices sy-
métriques définies positives X et Y, des matrices Ry, L1, My et N1, des réels positifs a, \1 et
Ao tels que

M+ M —ay ! * % *
(A4 B.NC,y) + R —al Wz; + ML —aX | s EN .5
BLY" + DI, LT ' By, + Dy, N{ By —2emoTo] *
C.+ DeuNiCy 1 CoX + DoyMy | Doy + DeuNi Dy | —1
co —dy? >0 (2.84b)
(;2 £;>>0 (2.84c)
X —XI<0 (2.84d)
102 < Opin(R7H) (2.84€)

o

~ Y I
Q= ( s X) (2.85a)

S = (2.85b)
3y 0

My = YA+ LiCy) (2.85¢)
Moy = (AX + BuMl) (2.85d)
alors il existe un correcteur par retour de sortie dynamique garantissant que le systéme en

boucle fermée (2.81) est Hoo borné en temps fini par rapport a (0, co, Ty, R, d, 7). Une réalisation
de ce correcteur est donnée par

A =Y Y (R - YAX - YB,M;, — [L,C,X +YB,DC,X)(Y ' - X)™*

1
By = gY—l(L1 —YB,Dg)

Cr =3(M; — DxC,X)(Y ! - Xx)7! (2.86¢
Dy =N, (2.86d
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Démonstration.
Définissons la fonction de Lyapunov suivante

Vi) =2TQr e (2.87)

avec N ) )
1 =R 2Q1R2. (2.88)
Appliquons le théoréme 2.2.2 au systéme en boucle fermée (2.81). Ce systéme est Hoo borné en

temps fini par rapport a (0, c2, Ty, R,d,~y) si, en définissant @1 = RféQle%, il existe un réel
a > 0, un réel v > 0 et une matrice (1 tels que

Q=QT >0 (2.89a)
AQq + Q1AT — aQq + Q:CTCQ B+ Q.CTD
T - Q1+ Q1 anj‘ Qi1C"Ce + Q1 “0 (2.80D)
BT + DTCQl —’}/26_anI + DTD
d? < — 2 2.89c
g )\max(Ql) ( )

Outre la non-linéarité de la condition (2.89c), qui comporte la valeur propre maximale de Q1
(c’est un probléme qu’on rencontre dans tous les problémes de stabilité en temps fini), la condi-
tion (2.89b) ‘est aussi non linéaire puisque elle comporte le produit entre la matrice inconnue a
déterminer ()1 et les matrices A, B, C et D comportant les matrices inconnues du correcteur
Ak, Bi,Ck et Dg. Dans la suite de la démonstration, le but est de lever ces non-linéarités afin
d’obtenir des conditions convexes en ces variables inconnues. Remarquons que la condition (2.89b)
se met sous la forme suivante

AQ1 + QAT — aQy B Q.CcT -
V= ( BT 2Ty ) - ( DT > (1) < cQ1 D ) <0. (2.90)

Appliquons le Lemme de Schur, I'inégalité précédente (2.90) est équivalente a

AQ1 + Q1 AT — aQy B Q.CT
BT —~2eeTrr DT . (2.91)
CO1 D "y

Proposition 2.4.1.
1l existe une transformation de congruence utilisant une matrice inversible H qui permet les
transformations suivantes

Q1 — HT'Q1H = Q1 (v) (
AQ, B . HT 0\ (AQ: B\ (H 0\ (HTAQH H"B\ [A(v) B(v)
CQ1 D o 1)\c@g: p)J\o 1) \ cguH D ) \Cw) D)
(

Le but de cette transformation de congruence est de transformer les blocs qui dépendent d’une
maniére non linéaire de @) et des matrices A, B, C et D (ces derniéres matrices contenant les
matrices du correcteur Ag, Bi, Ckx et D) en de nouvelles matrices dépendantes linéairement
de nouvelles variables X, Y, U et V définies ci-dessous.
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Partitionnons les matrices Q1 et Ql_l comme suit

T
Q1= ( ); C;( > (2.93)
~ y v7T
Q' = ( v > (2.93b)

Définissons comme en [CG96| la matrice H telle que

Y I
H:(V 0) (2.94)

Posons la matrice de congruence suivante

H 0
H=| o 1 (2.95)
0 0

~N O O

Multiplions I'inégalité (2.91) a gauche par HT et a droite par H , et appliquons une transformation
de congruence par H a l'inéqualité (2.89a). Nous aurons

HTQ H >0 (2.96a)
HTAQ H + HTQ1ATH — aHT(Q:H  HTB  HTQ,CT
BT'H —~2e=oTip - DT <0 (2.96b)
CQ H D —I

D’apres la proposition 2.4.1, les conditions (2.96) sont équivalentes &

Q1(v) >0 (2.97a)
A(w)+ AT(0) —ali(e)  Bl)  CT(w)
BT (v) —~2e=Ti DT(v) | <0 (2.97b)
C(v) D(v) -1

En tenant compte des expressions de Q1 (2.93a) et de H (2.94), Q1 (v) sera égale a

Q1(v) = ( 11/ )I( ) (2.98)

Dans la suite, on montre que la condition (2.84a) est équivalente & la condition (2.97b).
Les matrices du systéme en boucle fermée (2.81) peuvent s’exprimer de maniére & faire ap-
paraitre les matrices du correcteur (2.80)
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~ I X
En remarquant que Q1H = ( 0 U ) et en insérant (2.99) dans ’équation (2.92b), nous

obtenons
HTAQ\H H'™B\ ( H' 0 A B QH 0
CQ1H D 0 I C D 0 I
y vT 1o I X
[ A B [
= I 0O + 0 ( ) 0 U
ffffff - - - C D Smmm - -
00 I 00 1+ I
YA YAX ' YB,
|
= A AX 1+ By
,,,,,,,,, LoPw
CZ CZX ' Dy
vt YB, Ax B 0 U 0
|
+ 0 B, KoK
********* Cx Dk Cy 0 Dyw
0 Dzu
YA YAX 1 YB, I 0
‘ vl vB,
- A AX ' B, + 0 B,
777777777 [ S - === 0 I
C, C,X ' D 0 D,y
([ Ax Bx U 0 0 I 1 0
|
Crx Dg CyX I Cy 0 ' Dyy
YA 0 1 YB, I 0
|
,,,,,,,, L _Dw Lo e
C, C,X ' D 0 D,y
vl YB,\ [(Ax Bx U 0+YAXO
X
0 I Cx D) \C,X I 0 0
0 I 0
X ( \ > (2.100)
Cy, 0 1 Dy,
Posons le changement de variable suivant
R, L vl YB,\ [Ax B U 0 YAX 0
o) = oK + (2.101)
M, Ny 0 I Cx Dr)\C,X I 0 0

On peut donc réécrire ’équation (2.100) en utilisant les nouvelles variables données par 1’équa-
tion (2.101). Ainsi on obtient

YA 0 1YB,
|

I !
<A(“> B(”)>: A AX1 B, |+|0 B, <R1 Ll) (O h 0) (2.102a)
Cv) D)) |- "D.. ) \o b)) M MG 0D
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A B YA+ Llcy Ry Y B, + LlDyw
( (v) B() ) - A+ B,N,C, AX + B,M, By + ByN1Dyy (2.102b)
C,+ D.,N,C, C.X + D, M \ Dzw + DzuN1Dyy

En tenant compte de I'équation (2.102b) et de I'égalité (2.98), il est facile de voir I'égalité
entre les conditions (2.97b) et (2.84a).
Pour garantir la condition (2.89c¢), nous imposons les deux conditions suivantes

Ml<@Qi <1 (2.103a)
cg —dy? >0 (2.103b)

L’inégalité (2.103b) est la condition (2.84b) du théoréme 2.4.1.

Multiplions 'inégalité & gauche et a droite par R_%, nous obtenons les deux inégalités sui-
vantes

MR <@ (2.104a)

Q< R7! (2.104Db)

Multiplions maintenant 'inégalité (2.104a) a gauche par H”', et a droite par H. Nous obtenons
MHTR'H < H'Q H (2.105)

qui est équivalent a B
Q-H'O\'R)'H>0 (2.106)

En appliquant le lemme de Schur, I’inégalité sera équivalente a

A T
( C; ;R > >0 (2.107)
1

qui n’est d’autre que la condition (2.84c¢) du théoréme 2.4.1.
Remarquons que I'inégalité (2.104b) s’écrit comme suit

X Ut .
U <R (2.108)

Cette derniére inégalité est satisfaite si la condition suivante est garantie
Amax(Q1) < Amin(R™1). (2.109)

Appliquons le lemme A.2.4 (voir Annexe A) & la matrice symétrique définie positive Q1, nous
aurons

Amax(@1) < Amax(X) + Amax(X). (2.110)

Cette derniére condition est satisfaite s’il existe Ao > 0 et A3 > 0 tels que

X < Xl (2.111a)
X < A3l (2.111b)
Ao 4+ A3 < Amin(R7Y) (2.111c)
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L’inégalité (2.111a) est exactement la condition (2.84d) du théoréme 2.4.1.
Sachant que (g Qfl = I et choisissant V7 = 3Y, nous aurons

YX+3YU =1 (2.112)
Multiplions cette égalité & droite et & gauche par Y1, il suit
Y~ =X +3U. (2.113)

D’autre part, d’aprés le lemme d’inversion de Sherman-Morrison [CG96] pour les deux matrices
partitionnés ) et Ql_l données par (2.93), nous aurons

Y = (X -UTX"1u)! (2.114)
Inversons cette derniére équation, nous obtenons

Yy l=Xx-UTX"'U (2.115)
Du fait des égalités entre (2.113), (2.115) et (2.111a), nous obtenons

. X-Y 1 NJ-Y!
= <

X 5 9 (2.116)

Ainsi U'inégalité (2.111b) est satisfaite si on impose
Mol =Yt < 9T (2.117)
Cette derniére condition est toujours satisfaite pour un choix de A3 = % et du fait que Y > 0.

Et par conséquence la condition (2.111b) est satisfaite pour ce choix.
Notons que, avec ce choix, la condition (2.111c¢) est équivalente a (2.84e). Ce qui finit la
démonstration. .

2.4.2 Commande H, en temps fini par retour de sortie dynamique : approche
descripteur

Présentons en premier lieu un lemme qui garantit la synthése d’un correcteur par retour de
sortie dynamique.

Lemme 2.4.1. Considérons le systéme linéaire perturbé (2.78) et la classe des perturbations (2.79),
il existe un correcteur par retour de sortie dynamique (2.80) qui garantit la FTB-Ho, du systeme
augmenté (2.81) par rapport a (0,c2,T, R,d, ), si il existe un réel o > 0 et une matrice Q tels
que

AF + FTAT —aQ Q- F+ FTAT B FTcT
0 FT + AF —F—FT B 0
@-F <0 (2.1184)
BT BT —’)/26_an] DT
CF 0 D T
C2
d’y2 < —
Amax(R2 FQ~'FTR)
(2.118b)
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Démonstration.
Définissons la fonction de Lyapunov suivante

Viz) =2TQ7 e (2.119)
avec (1 une matrice symétrique définie positive donnée par
Qi =R IQR 3. (2.120)

En s’inspirant de [BDZ T 15a, le systéme (2.81) est borné en temps fini par rapport a (0, ¢z, T, R, d)
si les conditions suivantes sont satisfaites

V <aV +~2e TryTw — 212 (2.121a)
C2

v < ———— 2.121b

7 )\max(Ql) ( )

En utilisant la forme descripteur pour réécrire le systéme (2.81), et en adoptant le change-
ment de variable (2.35), les conditions (2.121a) et (2.121b) impliquent les conditions (2.118a)
et (2.118b) du lemme 2.4.1. .

Notre but est de trouver des conditions suffisantes telles que le systéme (2.78) est Ho, borné
en temps fini par rapport aux parameétres (0,co, Ty, R, d, 7).

Théoréme 2.4.2.

*
Considérons le systéme (2.39), les parameétres (0,c2, Ty, R, d, ), et les matrices Q, = (Cj; o ),
t Y

N I
G = <R 0), s’il existe des matrices de dimensions appropriées U, V., W, X, S, N1,J,L,Q; ,
1

deuz matrices symétriques Qz, Qy, un réel o > 0 et des réels positifs A1, Ao, Ag tels que

Q11 | P12 | P13 | Pug
Doy | Bo3 | @
oo | ) P2 P | | (2.122a)
(%) | (x) | P33 | P11
() | (0) | (%) | Paa
Ry > Aol (2.122b)
cg —dy? >0 (2.122¢)
GT
@ >0 (2.122d)
G R
0< Q< A3l (2.122¢)
A3 < At Amin(Ro) min(1, A2) (2.122f)
ol
(AN + B,W) — aQ, (%)
AN + B ,W)T
Q1 = AN ) (2.123a)
U — aQy (JA+VCy)
+(A+ B, XC)T | +(JA+VC)T - aQ,
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Qac - N Qg—‘ -1
+(AN + BT +U?
Dy = ( ) (2.123b)
(A+ B,XCy)T Qy—J
+Qt— S +(AJ + V)T
By + By XD,
P13 = i Y (2.123¢)
JBy 4 V Dy,
NTCT + WTDI,
Py = (2.123d)
¢l +clxTpl,
~-NT - N
Doy = ) (2.123¢)
—I-S —-Jr-yJ
By + By XD,
Doz = i Y (2.123f)
JBy 4V Dy,
0
Doy = ( ) (2.123g)
0
B3z = —2e T (2.123h)
®34 = DI, + D}, X"DI, (2.1231)
By = —1 (2.1237)

alors il existe un correcteur par retour de sortie dynamique (2.40) tel que le systéme en boucle
fermée est Hoo borné en temps fini par rapport a (0,co, Ty, R, d, 7).

Les matrices A, B, Ck et Cg sont déduites en résolvant les deux égalités suivantes

U v L JB, Ax Bk R, 0 JAN 0
- + (2.124a)
WX 0 I Cx Dg C,N I 0 0

S=JN + LR, (2.124D)

Démonstration. La démonstration est trés semblable & celle du 2.3.2.

Définissons les matrices F' et F~! comme en (2.47). A partir de la matrice H définie en (2.50),
posons la matrice H comme suit

,H:

H 0

0 H
(2.125)

0 0

0 0

O ~N O O
~N O O O

Appliquons d’abord le lemme 2.4.1 et multiplions la condition (2.118a) & gauche par H' et
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A droite par H, nous obtenons

HTAFH + HTFTATH — o HTQH (%) (%) (*)
HTQH — HTFTH + HT AFH —HTFH - HTFTH
Q t G g (2.126)
BTH BTH —y2e7Ts [ (%)
CFH 0 D —I

En tenant compte du changement de variable (2.124), les expressions de H' FH, H'QH, H' AFH
et HT B sont données respectivement par (2.55), (2.59), (2.58a) et (2.58b).

Il nous reste & déterminer les expressions de CFH et D. Commencons par ’expression de
CFH

N I
CFH :( C, + D.uDkC,y DuuCi ) ( ) (2.127a)

R 0

(CZ o)+<0 Dzu> (’éi ?;) <£ é) (}Z g) (2.127b)

C. 0) (gf I>+(0 Dzu> (AK BK) (0 I) <N I) (2.127¢)
1 0 Cxk Dkg/ \Cy 0/ \R1 O

(
(c.v ¢.)+ (0 D) (‘éi ii) (c};\r 2) (é gy) (2.1274d)
(

C.N CZ> + (o Dzu>

L JB,\ (Ax Brk Ry 0 JAN 0 I 0
+ (2.127e)
0 I Ck Dk CyN I 0 0 0 Cy
De méme, D s’écrit

D =D.,y + D.uDg Dy (2.128a)

:Dzw+(0 Dzu> L JB, A Bg Ry O n JAN 0 0 (2.128D)
0 I Crx Dg CyN I 0 0 Dy

Du fait du changement de variables (2.124), nous obtenons

X

D =Dy + D.uX Dy (2.129D)

ce qui implique que U'inégalité (2.126) est équivalente & la condition (2.122a) du théoréme 2.4.2.
La condition (2.118b) est satisfaite en imposant les deux conditions suivantes

Ml < Ql <1 (2.130&)
co —dy? >0 (2.130b)

L’inégalité (2.130b) est exactement la condition (2.122¢) du théoréeme (2.4.2).

Suivant la méme démarche que la démonstration 2.3.2, 'inégalité (2.130a) est satisfaite en
imposant les conditions (2.122b), (2.122d), (2.122e) et (2.122f).

Ce qui finit la démonstration du théoréme 2.4.2. .
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2.4.3 Exemple numérique

Considérons le systéme du deuxiéme ordre de [MS09] modifié décrit par

2 1 1 0.1
A = JB’M = 7Bw =

0 1 0 0.1
(10 0) , Dy = 0.01

(1 1) Doy =1,D,, = 0.1. (2.131)

Cy
C:

Fixons les paramétres suivants (¢; = 0,R = I,d = 1,7y = 2). La courbe de la réponse du
systéme en boucle ouverte soumis & la perturbation suivante exp(—0.1t) sin(t) est donnée par la
figure 2.1

300
250f
2001
Z150]
100}

501

0 i i
0 0.5 1 15 2

temps(sec)
FIGURE 2.1 — Norme pondérée de la réponse du systéme ouvert (2.131)

Remarquons que la norme pondérée du systéme en boucle ouverte dépasse la valeur de 250 au
bout de 2 secondes. En pratique, ceci présente un danger pour le matériel et pour 'opérateur du
systéme considéré. D’ot I'idée de synthétiser un correcteur par sortie dynamique pour contraindre
I’état du systéme & rester au-dessous d’'une borne donnée pendant un temps fini. Essayons de
résoudre le probléme d’optimisation suivant

minimiser Y+ ¢
7>0,c2>0 (2.132)
sous les contraintes (2.84a), (2.84b), (2.84c), (2.84d) et (2.84e)

La résolution du probléme d’optimisation (2.132) nous fournit les deux valeurs v = 1.8161 et
co = 3.2986. Notons que le probléme est résolu par une recherche en ligne de la variable a.
De ce fait, a chaque itération de «, nous résolvons des LMIs. Les valeurs de 7 et ¢y données
correspondent & une valeur o = 2.5. Les paramétres du correcteur sont alors

~0.6158  0.000 0
AK = aBK =
~99.9983 1 333
Cx = (—2.92.1474 3) , Dy = —9.9998 (2.133)
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La figure 2.2 représente la norme pondérée de 1’état du systéme en boucle fermée.
0.12

O | |
0 0.5 1 15 2

temps (sec)

FIGURE 2.2 — Norme pondérée de la réponse du systéme (2.131) en boucle fermée

Remarquons que la norme pondérée du systéme en boucle fermée ne dépasse pas la valeur de
c2 = 3.2986 trouvée en résolvant le probléme d’optimisation (2.132).

Reprenons 'exemple (2.131) et résolvons le probléme d’optimisation suivant, correspondant
a notre approche descripteur.

minimiser v+ c2
By (2.134)
sous les contraintes (2.122a), (2.122b), (2.122c), (2.122d), (2.122e) et (2.122f)

La résolution du probléme d’optimisation (2.134) nous fournit les deux valeurs de v = 1.7229
et co = 2.9689. Notons que le probléme est résolu par une recherche en ligne de la variable a.
De ce fait, a chaque itération de «, nous résolvons des LMIs. Les valeurs de v et ¢y données
correspondent & une valeur o = 2.5. Les parameétres du correcteur sont

—21.0621 9.6416 0.4212
AK - 7BK =
—21.3525  10.6025 0.4029
Cic = (7714048 —586.7621) , Dy = ~8.8155 (2.135)
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0.1

0.08}

0.06

("R¢

0.04}

0.02}

O 1 1
0 0.5 1 15 2

temps (sec)
FIGURE 2.3 — Norme pondérée de la réponse du systéme en boucle fermée (2.131)

Remarquons que la norme ponderée du systéme fermé ne dépasse pas la valeur de co = 2.9689
trouvée en résolvant le probléme d’optimisation (2.134).

On remarque que le correcteur obtenu par ’approche descripteur donne de meilleurs résultats
que celui obtenu par 'approche classique (les valeurs de 7y et ¢y sont inférieures). Cela est confirmé
par les figures 2.3 et 2.2.

2.5 Commande H, en temps fini basée sur un observateur .
en temps fini

2.5.1 Synthése d’une commande ., en temps fini basée sur un observateur
H., en temps fini

La commande basée observateur que nous développons dans cette section est différente de
Papproche développée par Amato et al. dans leur article [AACO06b]. Nous procédons en deux
étapes. 1l s’agit d’abord de trouver la commande qui garantit les performances désirées. Ensuite,
nous construisons un filtre qui a pour but ’estimation de cette loi de commande. Notre principal
avantage par rapport a la méthode de [AACO6b| est que notre filtre est de méme ordre que
la commande, donc d’ordre réduit généralement. Rappelons que la commande dans le cas d'un
retour d’état linéaire peut étre vue comme une fonctionnelle de 1’état dans le sens ot nous avons
u = Kjz. D’ou le nom de filtre fonctionnel a temps fini.

Considérons la classe des systémes linéaires perturbés suivante

& = Ax + Byu + Byw (2.136a)
z=C,x+ Dyu+ D,,w (2.136D)
y = Cyz + Dy, w (2.136¢)

ou z(t) € R™ est le vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur de commande, y(t) € RY est la
sortie mesurée et z(t) € RP est la sortie de performance.

Le bruit extérieur w(t) € R" est & norme bornée et vérifie la contrainte (2.79).

Le but est de synthétiser un correcteur FTB-H., pour le systéme (2.136). Nous procédons
en deux étapes comme suit :
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— Premiérement, nous cherchons & déterminer un gain du retour d’état linéaire K7 qui assure
la FTB-H par rapport a (0,co, Ty, R, d) du systéme bouclé par v = K.

— Deuxiémement, nous synthétisons un filtre FTB-H,, qui estime la fonctionnelle (ou la
commande) u = Kjz. Ce filtre a pour structure

=N+ Liy+ Gu (2.137a)
u=g+Ky. (2.137b)

La dimension du vecteur d’état ¢(¢) € R™ du correcteur est la méme que celle du vecteur de
la commande u(t). Ce correcteur basé observateur est d’ordre réduit puisque dim(¢(t)) = m <
dim(z(t)) = n.

Commengons par la synthése d’un retour d’état linéaire ©v = Kix qui garantit la FTB-H
du systéme bouclé. A partir des équations (2.136a) et (2.136b) et de la commande u = Kz, le
systéme en boucle fermée a la forme suivante

i = (A + BuK1)z + Byw (2.1382)
z2=(C, + DyKq)x + Dyw (2.138Db)

Nous rappelons le théoréme suivant donnant des conditions suffisantes pour la synthése d’un
correcteur & retour d’état linéaire pour un systéme linéaire perturbé.

Théoréme 2.5.1. [MS09, XXX11]
Considérons le systéme (2.136), les paramétres (0,c2, Ty, R, d,7) et la matrice Q = R_%QR_%.
S’il existe une matrice symétrique définie positive QQ1, une matrice L, un réel o > 0 tels que

AQ+ QAT —aQ+B,L+L"BY B, QCT+LTDT,

BT —y2eTy D.., <0, (2.139a)
C.Q+ DL DT, ),
C2
dy? < —= . 2.139b
7 Sl @) (2.139b)

alors il existe un correcteur par retour d’état linéaire u = Kix tel que le systéme en boucle fermée
soit FTB-Ho par rapport a (0,co, Ty, R, d,7). La matrice gain du correcteur est donnée par

K, =LQ " (2.140)
Démonstration. La démonstration est basée sur la matrice de Lyapunov suivante
Viz) =2"Q 'a. (2.141)

Appliquons le théoréme 2.2.2 au systéme (2.138), nous devons montrer que

AQ + QAT — aQ + QCTCQ Buw+QCTD.,,
Q+QA"-o@+ Q0700 T <0, (2.1422)
BL + DT CQ —~2e=eTo] + DT D,
dy? < —2 2.142b
T Ne(@) (2.1428)
avec
A= (A+ B,K)) (2.143a)
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C = (C. + Do K1) (2.143b)

Posons L = K 1@ et appliquons le Lemme de Schur & la condition (2.142a), nous obtenons exac-
tement la condition (2.139a) du théoréme 2.5.1. Ainsi, il est clair que les deux conditions (2.139a)
et (2.139b) du théoréme 2.5.1 garantissent la FTB-#., par rapport & (0,c2, T}, R, d, ) du sys-
téme (2.138). Ce qui finit la démonstration. .

La condition (2.139b) n’est pas une condition LMI. Afin de faciliter la résolution, on peut la
remplacer par les LMIs suivantes

Q>1I (2.144a)
cg —dy? >0 (2.144b)

Passons a la deuxiéme phase et définissons ’erreur d’estimation suivante
e=Kiz—u (2.145)
Compte tenu de 'expression du filtre (2.137), nous obtenons

e=Kiz—p—Ky
= Kz — ¢ — K(Cyz + Dy,yw)
=Yz — ¢ — KDy,yw. (2.146a)

avec

=K, — KC,. (2.147)

Pour éviter la dérivation de la perturbation w, nous disposons de deux méthodes [SDZ06] : la
premiere méthode consiste a imposer la contrainte KDy, = 0, la deuxiéme méthode propose de
dériver seulement € = ¥z — ¢ au lieu de e, en posant le changement de variable suivant [SDZ06]

E=vro (2.148)
e=¢— KDy,w

Nous appliquons la premiére méthode dans la sous-section 2.5.2 et la deuxiéme méthode dans
la sous section 2.5.3.

2.5.2 Synthése d’une commande ., en temps fini basée sur un observateur
H. en temps fini sous la contrainte KD, =0

En imposant la contrainte K D,,, = 0, la dynamique de Ierreur e s’écrit
e=vYr—p (2.149)

Par dérivation de la nouvelle dynamique du filtre e défini en (2.149), nous aurons le systéme
dynamique équivalent suivant

¢ = Ne+ (YA — Nop — LCy)x + (0 By — G)u + (0By — L1 Dy 0. (2.150)
En utilisant (2.147) et (2.149), la dynamique du systéme (2.136a) s’écrit

T = Az + B,u + Byw
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= Az + By(¢ + Ky) + Byw

= Az + B,y + By Ky + Byw

= Az + B, (Y — e) + B, K(Cyx + Dyyw) + Byw

= Ax + B,Kx — BKCyx + BKCyx — Bye + By K Dy, w + B,w

= (A+ ByK1)xr — Bye + Byw (2.151a)

La sortie de performance z est donnée par

2.152a
2.152b
2.152¢
2.152d
2.152e
2.152f

z=Cx+ D, (p + Ky) + D yw

z2=CLr+ D,y(¢Yvxr — e+ Ky) + Dyyw

z=C,x+ D,yvx — Dyye + Dy Ky + +Dw

z2=Cx+ D,w(K1 — KCy)x — Dyye + D K(Cyx + Dyyw) + Dypw
z2=Cx+ D, K1x — D,yKCyx — D,ye + D, KCyx + D, K Dyyyw + D yw
z2=(C,+ DyKi)x — Dyye + Dpw

A~ "~ —~
~— —— ~— ' ~—

—~

Le systéme en boucle fermée obtenu est alors donné par

&= (A+ ByKj)x — Bye + Byw
¢ = Ne+ (YA — N — L1Cy)x + (0 By — Gu + (¥By — Ly Dyw)w (2.153)
z2=(Cy+ DyKi)x — Dyye + Dw.

Le filtre que nous considérons doit vérifier la propriété de non-dépendance explicite de la
dynamique de l'erreur d’observation avec l’état du systéme z(t) et Uentrée u(t) : cette propriété
est appelée le non biais du filtre [DB95, Dar00, SDZ06].

Ainsi, le probléme de synthése d’'une commande FTB-H,, basée sur un filtre fonctionnel
FTB-H revient & déterminer les matrices N, L1, G et K telles que

(i) le filtre (2.150) est non biaisé : si w(t) = 0 alors il ne dépend pas explicitement ni de I’état
x(t) ni de l'entrée u(t);
(ii) la nouvelle représentation du systéme en boucle fermée (2.153) est FTB-H .

Le non biais du filtre est garanti si et seulement si ces deux équations sont vérifiées

YA — Ny —L1Cy =0, (2.154a)
¥B, — G = 0. (2.154b)

L’équation (2.154a) est une équation de Sylvester.
Donc en tenant compte des conditions de non biais (2.154a) et (2.154b), le systéme en boucle

fermée s’écrit
&= (A+ ByKj)x — Bye + Byw

¢ = Ne + ($By — L1 Dyy)w (2.155)
z=(Cy, + DyKi)x — Dyye + Dyw.

Vu Pexpression (2.147) de 1, I’équation de Sylvester (2.154a) s’écrit comme suit
K\A—-KCyA— NK, + (NK — L1)C, = 0. (2.156)

Définissons
J=L— NK, (2.157)
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En rassemblant la condition (2.156) et la contrainte KD,, = 0, nous obtenons le systéme
d’équations suivant

NK;+JC,+ KC,A =K A
! y TGy ! (2.158)
KDy, =0
Cette derniére équation peut se mettre sous la forme suivante
XX =6 (2.159)
avec
X=(N J K) (2.160a)
Ky 0
Y= Cy 0 (2.160Db)
CyA Dy,
6= (KlA 0) (2.160c)

L’équation (2.159) a une solution X si et seulement si la condition de rang suivante est satis-
faite [RMT71|

py _
rang (@) =rang X (2.161)

et une solution générale X de (2.159) est donnée par [RMT71]
X =05t +Z(I-3%Y) (2.162)

oit £ est I'inverse géneralisée de ¥ (i.e. ¥ = £5TY) et Z est une matrice arbitraire de dimen-
sion appropriée. Une fois la matrice X déterminée, nous déduisons les matrices de notre filtre
fonctionnel de la fagon suivante

1
N=X|0]| =411+ ZBq1, (2.163a)
0
0
J=X|1| = A+ ZBy, (2.163b)
0
0
K=X|0| =A433+ ZB33, (2163C)
I
avec
I
A =0%T o (2.164a)
0
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2.5. Commande Hoo en temps fini basée sur un observateur Hoo en temps fini

I
Bu=I-2¥%10
0
0
Ay =037 | T
0
0

Az =087

~ O O

B3z = (I — %)

En utilisant (2.163b), (2.157) et KDy, = 0, le terme LqD,,, s’écrit comme suit

L1Dyy = (J + NK)Dy,
— (A22 + ZB22)Dyw

Et par conséquent, le systéme en boucle fermée (2.155) devient

&= (A+ ByK1)r — Bye + Byw

¢ = Ne + Bow

2= (C,+ DyKi)x — D,ye + D .
avec

Be = Be, — ZB,,

ou

Bel :[(Kl - A33Cy)Bw - A22Dyw]

Be, =[B33CyBy, + B2 Dy,

(2.164b)

(2.164c)

(2.164d)

(2.164e)

(2.164f)

(2.165)

(2.166)

(2.167)

(2.168a)
(2.168b)

Rappelons que notre but est de synthétiser un filtre fonctionnel garantissant la proprieté FTB-
Hoo du systéme (2.138a). Cela équivaut a garantir que le systéme (2.166) est FTB-Hoo. Le
théoréme qui suit donne des conditions suffisantes pour satisfaire la propriété de FTB-H .

Théoréme 2.5.2.

Le systeme (2.166) est FTB-Hoo par rapport a (0, ca, Ty, R,d, v) si, étant donné R= (

R 0
0 R.)
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~ ~ 1 1
Q1= R%QlR% et Qo = RE Q2RE, il existe deur matrices symétriques et définies positives Q1, Q2,
une matrice Y et un réel a > 0 tels que

Fi1 Fig Fizg Fiu

(%) Foy Faz Iy <0 (2.1692)
(%) (%) F33 P
(x) () (*) Fu
dv? < Amin(Q1)c2 (2.169b)
dv? < Amin(Q2)ca (2.169¢)
avec
Fii = (A+ B,K1)"Q1 + Q1(A + B, K1) — aQ, (2.170a)
Fia = -Q1B, (2.170b)
Fi3 = Q1B (2.170¢)
Fig = (C. + D2y K1)" (2.170d)
Py = (A}Q2 + Q2A11) + (YB1y + BLYT) — aQy (2.170e)
Fy3 = Q2Be, — Y B, (2.170f)
Fyy = —D], (2.170g)
Fy3 = —y?e Ty (2.170h)
F3y = DI, (2.1701)
Foy=—1 (2.1705)
Démonstration.

x ) ~ Q1 0
et la matrice de Lyapunov ) = .

Définissons le vecteur d’état augmenté ¢ = ~
e 0 Qo

Ainsi la fonction de Lyapunov correspondante est la suivante
V(Q) = ¢(1)"Q¢ = ()" Qua(t) + e(t) Qoe(t). (2.171)

Pour garantir la FTB-H, par rapport a (0, c2, Ty, R,d, ) du systéme (2.166), nous montrons
dans un premier temps les conditions suivantes

V—aV —~y2e Tt wt) + 2(t)T=(t) <0 (2.172a)
dy? <Amin(Q1)c2 (2.172b)
dy? <Amin(Q2)c2 (2.172c)

Apres calcul, la condition (2.172a) est équivalente a

Ri1 Ri2 Ris
(#) Roz Rz | <0 (2.173)
(¥) (x) Rss
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2.5. Commande Hoo en temps fini basée sur un observateur Hoo en temps fini

avec

Ruy = (A+ ByK1)" Q1 + QA+ BuE:1) + (C. + D2 K1) (Ce + D2uk) — Qs
Riz = —Q1B, — (C: + D, K1) " D.,
Riz = Q1By + (Cx + Doy K1) Dayy
Roo = N'Qz + Q2N — aQ2 + D1, D.,
Ryz = Q2B. — DL, D,
R33 = DI, Dy — v2e oTr T
En remplagant N et B, par leurs expressions respectives (2.163a) et (2.168b), en posant ¥ =

@22 dans (2.173), et en appliquant finalement le lemme de Schur, on obtient exactement (2.169a).
Remarquons maintenant que la condition (2.172a) implique nécessairement

V —aV —~y2e Tiw(t) T w(t) < 0. (2.174)

Multiplions (2.174) par e~ cela donne

e — ae MV < y2e Trehy(t) Tw(t) (2.175)
qui peut s’écrire comme
d
%(e*atV) < e s ey (1) Tw(t). (2.176)

En intégrant de 0 & ¢, on obtient
t
e~V (C(t) = V(¢(0)) < 'yge_O‘Tf/ e Tw(r) w(r)dr (2.177)
0
Puisque o > 0, V(¢(0)) = 0 et t < T, nous déduisons

V(o) < PeeTre | e w(r) T w(r)dr
0
< ~2d. (2.178)

Ainsi, comme V (((t)) = Amin(Q1)x? Rz par définition de V, et du fait de (2.172b), nous déduisons

T Vd
z(t)" Rx(t) < ——— < ca. 2.179
(O Ralt) < 555 < (2.179)
De méme, du fait que V(¢(#)) > Amin(Q2)e” Ree et du fait de la condition (2.172c), nous déduisons
2
v4d
e(t)  Ree(t) < ———— <c 2.180
(O Reelt) < 55 < (2.150)
Et donc le systéme (2.166) est FTB par rapport a (0, c2, Ty, R, d).
Maintenant, multiplions (2.172a) par e~ ®, nous aurons
d —at —at |2, —aoTy, T T
&(e V><e {’ye fww -2z (2.181)

Ensuite, en intégrant de 0 & T'r, nous obtenons
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Ty
e IV (((Ty)) < / e 7 [yze_o‘waT(T)w(T) - ZT(T)Z(T)] dr (2.182)
0
or e 11V (e(Ty)) > 0, on aura
Ty Ty
/ e T (T)2(1) < yPem Ty / e w! (tT)w(r)dr (2.183)
0 0
Comme e~ 15 < e7°7 < 1 pour tout 7 € [0,7}], alors le critére Hoo (2.2) est déduit i.e.

T T
/ ! (r)z(r) < 72/ ' w? (T)w(r)dr. (2.184)
0 0

Ce qui finit la démonstration. °

Les deux conditions (2.169b) et (2.169¢) du théoréme ne sont pas des LMIs. Afin de faciliter
les calculs, on propose de les remplacer par les inégalités suivantes

Q1 >1 (2.185a)
Qo> 1 (2.185b)
co —dy? >0 (2.185¢)

En conclusion, la synthése d’une commande Hoo en temps fini basée sur un observateur Hoo
en temps fini sous la contrainte K D,,, = 0 se réalise grace a I'algorithme suivant

Algorithme 2.5.1.

(i) Fixer les valeurs cp, T%, d, R et 7, conformément aux données physiques du probléme (les
valeurs non imposées par le probléme pourront étre optimisées).

11 1Ixer a > et résoudre les s (2.139a), (2.144a) et (2. pour obtenir le gain

ii) Fi >0 dre les LMIs (2.139 2.144 2.144b btenir le gai
K, =LQ !

(iii) Pour les paramétres co, Ty, d, R, v et K71, résoudre les LMIs (2.169a), (2.185a), (2.185b)
et (2.185c).

(iv) Calculer Z = Q;'Y.

(v) Les matrices du controleur basé observateur N, L;, G et K sont calculées grace aux équa-
tions (2.163a), (2.163b), (2.157), (2.154b) et (2.163c).

2.5.3 Synthése d’une commande H_, en temps fini basée sur un observateur
H. en temps fini sans la contrainte KD,, =0

Ainsi par dérivation de la nouvelle dynamique du filtre & défini en (2.148), nous aurons le
systéme dynamique équivalent suivant

é = Ne+ (YA — N — LiCy)z + (¥By — G + (B — Ly Dyy)w (2.186)
En utilisant (2.147) et (2.148), la dynamique du systéme (2.136a) s’écrit

T = Az + B,u + Byw
= Az + By(¢ + Ky) + Byw
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2.5. Commande Hoo en temps fini basée sur un observateur Hoo en temps fini

= Ax + Byp + ByKy + Byw

= Az + By, (Y — €) + B K (Cyzx + Dyyw) + Byw

= Ax + B,K1x — BKCyx + BKCyx — Bye + By K Dy, w + Byw

= (A+ B,K1)x — Bue + (BuK Dy + By)w (2.187a)

La sortie de performance z est donnée par

2.188a
2.188b
2.188c
2.188d
2.188e
2.188f

z2=Cyx+ D,y (¢ + Ky) + D pw

z2 =0+ Dy(Yvxr — e+ Ky) + Dyyw

z2=Cx+ Dyxr — Dyye + Dy Ky + +Dpw

z2=Cx+ D, (K1 — KCy)x — Dyye + D K(Cyx + Dyyw) + Dppw
2=Cx+ D, K1x — D, KCyx — D,y + D KCyx + D, KDyyw + D yw
z = (C, + D, K1)x — Doye + (Do K Dy + Doyy)w

A~ o~ —~
—_— — ~— ~— ~—

—~

Le systéme en boucle fermée obtenu est alors donné par

& = (A+ ByKi)x — Bye + (ByuKDyy + By)w
é=Ne+ (YA— Ny — LiCy)x+ (YBy, — G)u+ (YBy — L1 Dyy)w (2.189)
2= (C,+ D K1)x — Dyye + (Do K Dyyy + Do) w.

Le filtre que nous considérons doit vérifier la propriété de non dépendance explicite de la
dynamique de I’erreur d’observation avec ’état du systéme x(t) et de ’entrée u(t) : cette propriété
est appelée le non biais du filtre [DB95, Dar00, SDZ06|.

Ainsi, le probléme de synthése d’'une commande FTB-H,, basée sur un filtre fonctionnel
FTB-Hoo revient & déterminer les matrices N, Ly, G et K telles que

(i) le filtre (2.137) est non biaisé : si w(t) = 0 alors il ne dépend pas explicitement ni de I’état
x(t) ni de l'entrée u(t);

(ii) la nouvelle représentation du systéme en boucle fermée (2.189) est FTB-H .

Le non biais du filtre est garanti si et seulement si ces deux équations sont vérifiées

YA - Ny —L1Cy =0, (2.190a)
YB, — G =0. (2.190b)

L’équation (2.190a) est une équation de Sylvester.
Donc le systéme en boucle fermée s’écrit en tenant compte des conditions de non biais (2.190a)

et (2.190b).
&= (A+ ByKi)x — Bye + (ByK Dy, + By)w

é = Ne + ($By — L1 Dyy)w (2.191)
2= (C,+ D, K1)x — Doye + (D K Dyyy + D).

Vu Pexpression (2.147) de 1, I’équation de Sylvester (2.190a) s’écrit comme suit

KlA—KCyA—NK1+(NK—Ll)CyZO. (2192)

Définissons
J=L — NK, (2.193)
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la condition (2.192) devient
NK; + JCy + KCyA = K} A.

Cette derniére équation peut se mettre sous la forme suivante
XX=0
avec

x=(N J K)

K
»=| ¢,

C,A
0 = KA.

(2.194)

(2.195)

(2.196a)

(2.196D)

(2.196¢)

L’équation (2.195) a une solution X si et seulement si la condition de rang suivante est satis-

faite [RMT71|

> by
rang = rang
©

et une solution générale X de (2.195) est donnée par [RMT71]
X=0x"+Z(I-3xx")

(2.197)

(2.198)

ol T est l'inverse géneralisée de X (i.e. ¥ = XX TY) et Z est une matrice arbitraire de dimen-
sion appropriée. Une fois la matrice X déterminée, nous déduisons les matrices de notre filtre

fonctionnel. En effet,

I
N=X|0|=A41+ ZB,
0
0
J=X|T| =A49+ ZBs,
0
0
K=X|0|=A433+ ZBzs3,
I
avec
I
A =0x" |0
0
I
Bu=I-2x%10
0
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2.5. Commande Hoo en temps fini basée sur un observateur Hoo en temps fini

0
A =0%" | T (2.200c)
0
0
By =(I-XEM |1 (2.200d)
0
A3 =0%T |0 (2.200e)
I
0
Bss=(I -2 0 (2.200f)
I

En utilisant (2.193), (2.199a), (2.199b) et (2.199c), le terme LDy, s’écrit comme suit

LDy, = (J + NK)Dy,
= (A22 + ZBQQ + (All + ZBH)(A33 + Zng))Dyw (2.201)

Cette équation (2.201) contient une bilinéarité de la variable Z a déterminer. Ceci est di au
produit (A1 + ZB11)(Ass + ZBss). Le but est d’exprimer les conditions de synthése du filtre
sous forme d’un probléme d’optimisation convexe. Pour éliminer cette bilinéarité, nous imposons
la contrainte suivante sur le gain Z [SDZ06]

ZB33Dyy = 0. (2.202)
Ainsi I'équation (2.201) devient
L1 Dy = [Aga + ZBos + (A11 + ZB11)A33|Dyy. (2.203)
Une solution Z vérifiant (2.202) est donnée par
Z = Z(I — B33Dyy(BssDyw)™) (2.204)

et les relations (2.199a), (2.199b) et (2.199c) deviennent respectivement

N =Au + ZBn (2.205a)
J =Agy + Z By (2.205b)
K =As33 + ZB33 (2205C)
ou
Bll :(I - BS3Dyw(B33Dyw)+)Bll (2.206&)
Bay =(I — B33 Dyu(B33Dyw) ™) B2z (2.206b)
Bss =(I — B33Dyy(BssDyy) 1) Bss (2.206¢)
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Par conséquent le systéme en boucle fermée (2.191) devient
T = (A + BuKl)x — Bys + (BuAggDyw + Bw)w

¢ = Ne + Bow (2.207)
z = (CZ + DzuKl)x — D+ (DzuAggDyw + Dzw)w.

avec
B. = B., — ZB., (2.208)
ou
B., =[(K1 - A33Cy) By — (A2 + A11433) Dy (2.209a)
Be, =[B33Cy By, + (B2 + B11A433) Dyu). (2.209b)

Rappelons que notre but est de synthétiser un filtre fonctionnel garantissant la proprieté FTB-
Hoo du systéme (2.138a). Cela équivaut a garantir que le systéme (2.207) est FTB-H. Le
théoréme qui suit donne des conditions suffisantes pour satisfaire la propriété de FTB-H .

Théoréme 2.5.3.

0 R.

~ ~ 1 1
Q1 = R%QlR% et Qo = RZQ2RZ, il existe deur matrices Q1, Qo symétriques et définies positives,
une matrice Y et un réel o > 0 tels que

- - R 0
Le systéme (2.207) est FTB-Ho par rapport a (0,c2, Ty, R, d,v) si, étant donné R = ( )

Fi1 Fig Fiz3 Fu

(x) Fe Fa3 Iy <0 (2.2102)

(%) () F33 Fi

() (x) (x) Fu
dv? < Amin(Q1)c2 (2.210b)
dv* < Amin(Q2)c2 (2.210c)

avec

Fiy = (A+ B, K1) Q1 + Qi(A + B.K1) — aQy (2.211a)
Fio = —Q1B, (2.211b)
Fi3 = Q1(BuAs3Dyw + Bu) (2.211c)
Fi3 = (C, + D K1)" (2.211d)
Fay = (A]}Q2 + Q2A11) + (Y B1y + BLYT) — aQ2 (2.211e)
Fy3 = Q2B., — Y B, (2.211f)
Foy = —D], (2.211g)
Fyg = =y 01 (2.211h)
F3y = (D2uAs3Dyw + Dzw)” (2.211i)
Foy=—1 (2.211j)
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Démonstration. _
- ) ) x : ~ Q1 0
Définissons le vecteur d’état augmenté ¢ = et la matrice de Lyapunov @Q = 0 @ .
€ 2

Ainsi la fonction de Lyapunov correspondante est la suivante
V(¢) = ¢()7Q¢ = x() Qi (t) + (1) Q3 (1) (2.212)

Pour garantir la FTB-H, par rapport a (0, c2, 17, R, d,~) du systéme (2.207), nous essayons
de vérifier les conditions suivantes

V —aV —y2e Trpt)Tw(t) + 2(t)T2(t) <0 (2.213a)
dy? <Amin(Q1)c2 (2.213b)
dy? <Amin(@2)c2. (2.213¢)

Apres calcul, la condition (2.213a) est équivalente a

Ri1 Ry Ris
(¥) Roz Rog | <0 (2.214)
(*) (%) Ras

avec

Ry = (A+ B,EK1) Q1+ Qi(A + BuK1) + (C. + D2 K1) " (C. + D, K1) — aQq
Ris = —Q1B, — (C. + D.,K1)" D,
Rz = Q1(BA33Dyy + Bu) + (C: + D2uF1)" (D2u A3 Dy + Dsuy)
Roy = NTQy + QoN — aQz + DL, D,
Ry3 = Q2B — D1,(D:uAs3Dyw + Diw)
Ry3 = (D2uAs3Dyw + Do)’ (DsuAssDyy + Daw) — e 11
En remplacant N et B., par respectivement leurs expressions (2.205a) et (2.208), en posant
Y = @27 dans (2.214), et en appliquant finalement le lemme de Schur, on obtient exacte-

ment (2.210a).
Remarquons maintenant que la condition (2.213a) implique nécessairement

V —aV —y2e Trpt)Tw(t) <0 (2.215)
Multiplions (2.215) par e~
eV — ae”V < y2e e y(t) T (t) (2.216)
qui peut s’écrire comme
%(e_atV) < yremoTre= by () Tw(t). (2.217)

En intégrant de 0 & ¢, on obtient
t
eV (C(t)) — VIC(0)) < y2eoTF / =T w(r) w(r)dr (2.218)
0
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Puisque o > 0, V(¢(0)) = 0 et t < T, nous déduisons

t
V(C(t)) < A2 oTreot / e uw(r)Tw(r)dr
0
< ~%d. (2.219)
Ainsi, comme V ({(t)) = Amin(Q1)x” Rz, par définition de V et du fait de (2.210b), nous déduisons

2
y°d
— < (9.
Amin(Ql) 2

De méme, du fait que V (((t)) = Amin(Q2)e” Re et du fait de la condition (2.210c), nous déduisons

z(t)T Rx(t) < (2.220)

v’d

() Ree(t) < ——~ < co. 2.221
( ) € ( ) Amln(QQ) 2 ( )
Et donc le systéme (2.207) est FTB par rapport a (0, c2, T7, R,d).
Maintenant, multiplions (2.213a) par e~ ®, nous aurons
d
T <e*atV) <e {'er*O‘waTw - sz} . (2.222)
Ensuite, en intégrant de 0 & T'r, nous obtenons
Ty
e’anV(C(Tf)) < / e 7 [nye*anwT(T)w(T) - ZT(T)Z(T)] dr (2.223)
0
qui implique de fait que e~V (e(Ty)) > 0,
Ty Ty
/ e T (1)z(7) < ’yZe_an/ e TwT (T)w(r)dr. (2.224)
0 0

Comme e~ 2Tr < e7°T < 1 pour tout 7 € [0, 7], alors le critére Hoo (2.2) est déduit i.e.

T T
/ L)) < 42 / " T (7 )w(r)dr (2.225)
0 0

Ce qui finit la démonstration .

Notons que les deux conditions (2.210b) et (2.210c¢) du théoréme sont satisfaites en imposant
les inégalitées suivantes

Q1> 1 (2.226a)
Q2> 1 (2.226b)
cg —dy? >0 (2.226¢)

En conclusion, la synthése d’'une commande Ho, en temps fini basée sur un observateur Ho
en temps fini sans la contrainte K D,,, = 0 se réalise grace a I'algorithme suivant

Algorithme 2.5.2.

(i) Fixer les valeurs cp, T, d, R et vy, conformément aux données physiques du probléme (les
valeurs non imposées par le probléme pourront étre optimisées).
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(ii) Fixer a > 0 et résoudre les LMIs (2.139a), (2.144a) et (2.144b) pour obtenir le gain
Ky =LQ '

(iii) Pour les parameétres ca, T, d, R, 7y et K1, résoudre les LMIs (2.169a), (2.226a), (2.226b)
et (2.226¢).

(iv) Calculer Z = Q;'Y.

(v) Les matrices du controleur basé observateur N, L1, G et K sont calculées grace aux équa-
tions (2.205a), (2.205b), (2.193), (2.190b) et (2.205c).

2.5.4 Exemple numérique

Reprenons ’exemple (2.131) et résolvons le probléme de synthése de la commande FTB-H oo
via un observateur FTB-H .

Pour les paramétres (¢; = 0, R = I,d = 1,Tf = 2), les conditions des théorémes 2.5.2 et 2.5.3
ne sont pas faisables. En effet, les conditions de synthése avec un correcteur par retour de sortie
dynamique sont généralement moins restrictives, car la synthése d’'une commande via un filtre
fonctionnel revient & estimer la commande u avec un filtre d’ordre réduit.

Choisissons alors les nouveaux paramétres suivants (¢; = 0,R = I,d = 1,7y = 1) et com-
mengons par déterminer le gain de la commande qui vérifie ce probléme d’optimisation

minimiser Y+ C2
v>0,c2>0 (2227)
sous les contraintes (2.139a), (2.144a) et (2.144b).

Apres résolution, on obtient v = 0.4936, co = 0.2437 et le gain K; = (—2.8303 —1.5008)-

Passons a I’étape iii de l'algorithme 2.5.1 et résolvons le probléme de faisabilité donné par les
conditions a vérifier (2.169a), (2.185a), (2.185b) et (2.185c) pour les valeurs de v, co et Kj
trouvées dans l'étape ii et R, = 1. Le probléme est trouvé non faisable.

Passons donc a I’étape iii de I’algorithme 2.5.2 et résolvons le probléme de faisabilité donné
par les conditions & vérifier (2.169a), (2.226a), (2.226b) et (2.226¢). Pour les valeurs de v, ¢z et
K7 trouvées dans I’étape ii et R, = 1. On obtient alors les valeurs suivantes

Y = (2.5602 1.5602 1.5602) 7 = (1.5061 0.9178 0.9178) (2.228)
N = 0.0686, . = 0.2990, K = —0.4228 (2.229)
L1 =0.27,G = 1.3979 (2.230)

Les conditions de synthése d’une commande basée observateur sans la contrainte K D,,, = 0 sont
donc moins conservatives que celles avec KDy, = 0.

On constate sur la figure 2.4 la validité du correcteur synthétisé.
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¢"R¢
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temps (sec)

FIGURE 2.4 — Norme pondérée de la réponse du systéme en boucle fermée (2.131)

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, trois problémes liés & la stabilisation en temps fini des systémes linéaires
invariants perturbés ont été abordés. Dans un premier temps, le probléme de synthése d’un
correcteur FTB par retour de sortie dynamique a été résolu par ’approche descripteur. Les
résultats obtenus sont exprimés en termes de LMIs. Ces résultats ont été testés sur un exemple
numeérique. Dans un deuxiéme temps, le probléme de synthése d’un correcteur Ho.-FTB par
retour de sortie dynamique & été abordé. Ce probléme a été résolu par deux méthodes. La
premiére méthode est une extension de la méthode de Borges, la deuxiéme méthode est basée
sur ’approche descripteur. Un exemple numérique revéle que ’approche descripteur est moins
pessimiste. Dans un troisiéme temps, le probléme de synthése d’une commande basée observateur
assurant la stabilisation en temps fini avec Hoo bornitude en temps fini a été considéré. Les
résultats obtenus sont des LMIs. Un exemple numérique atteste la validité de ces résultats.
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Chapitre 3. Stabilisation en temps fini des systémes quadratiques via des fonctions de Lyapunov quadratiques

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, différents lemmes et théorémes concernant la stabilité en temps fini et
la bornitude en temps fini des systémes non linéaires quadratiques seront présentés. Dans un
premier temps, trois différentes représentations des systémes quadratiques seront introduites.
Ces représentations sont largement utilisées dans la littérature, voir entre autres [ACM10, Cd12,
Cd11, VTG10]. Nous montrerons comment passer d’une réprésentation a une autre. Dans un
deuxiéme temps, nous présenterons plusieurs notions utiles tels les ensembles convexes, les enve-
loppes convexes, les polyédres et les polytopes. Ensuite, nous donnons la définition de la stabilité
en temps fini par rapport a des ensembles polytopiques ainsi que son extension au cas de la bor-
nitude en temps fini. Puis nous énonc¢ons deux lemmes qui assurent la stabilité en temps fini et
la bornitude en temps fini par rapport & deux ensembles polytopiques des systémes dynamiques.
Ces deux lemmes servent & la démonstration de tous les résultats de ce chapitre. Une grande
partie de ce chapitre sera dédiée a I’étude de la stabilité en temps fini ainsi qu’a la stabilisation
en temps fini des systémes quadratiques. La nouveauté principale dans ce contexte est 1'utili-
sation des annulateurs [Cd12| et d’une version du lemme de Finsler. Nous montrerons que les
conditions suffisantes de FTS obtenues sont moins restrictives que celles de la littérature. Nous
finissons le chapitre par une section dédiée & des exemples numeériques illustrant la validité de nos
approches. En plus, ces exemples numériques montrent que les nouvelles approches développées
dans ce chapitre sont moins pessimistes que celles existant dans la littérature.

3.2 Préliminaires et définitions

3.2.1 Représentations des systémes non linéaires quadratiques

Dans la littérature, un systéme non linéaire quadratique peut étre décrit par plusieurs repré-
sentations [ACM10, Cd12, Cd11, VTG10].
3.2.1.1 Premiére représentation

Un systéme non linéaire quadratique peut étre présenté comme suit [ACM10] :
&= Agz + Ay(x) (3.1)

o : z € R™ est I'état du systéme, Ay est la matrice associée a la partie linéaire du systéme
dynamique et A,(x) est la partie non linéaire du méme systéme dynamique donné par

:L‘TAq1$ xTAql
2T Ao zT A

Ag() = " = "ol (3.2)
xTAqnx :L'TAqn

avec Ay € R i =1,... n.

3.2.1.2 Deuxiéme représentation

Le méme systéme non linéaire peut s’écrire comme suit [Cd11] :
&= Ax)z (3.3)
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3.2. Préliminaires et définitions

ou A(z) € R™ ™ est une matrice affine en x, donnée par :
n
A(m) = Ag+ > wiA; (3.4)
i=1

avec : A; sont des matrices réels constantes, et z; désigne la 1™ composante du vecteur d’état
x.

La deuxiéme représentation peut étre déduite de la premiére représentation. En effet chaque
matrice A; se déduit des matrices Ag1, Ag2 ... Agn comme suit

Aqi(i)
Agai
A= | e (3.5)
Agni)
ou Agj; désigne la i®™ ligne de la matrice Ag; pour j =1,...,n.

Réciproquement, chaque matrice Ag4; peut étre déduite des matrices Ay, As...., A,, comme suit

A1)
Aoy
A= |2 (3.6)
Ani)
ol Aj(;) désigne la ™ ligne de la matrice A; pour j =1,...,n.
3.2.1.3 Troisiéme représentation
Une autre représentation intéressante consiste en I’écriture suivante [VTG10]
&= Aoz + Ay Xz (3.7)
avec Ay € R ot X € R™ ™ Les matrices A, et X sont telles que
Aqg2
A, = ! (3.82)
Aqn
z(t) 0 0
0 z(t) --- 0
X = L : (3-8b)
0 0 x(t)
ou A, € Rxn? Chaque sous matrice Ay peut se représenter comme suit
Agi = (-Aqil Agiz .. Aqin) (3.9)
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avec Agij € R™" pour j = 1,...,n. La matrice X peut s’écrire sous la forme du produit de
Kronecker :
X = (I, ®x(t)) (3.10)

La troisiéme représentation peut étre déduite de la premiére représentation. En effet, chaque
matrice Ay se déduit de la matrice Ay comme suit

Ainsi la matrice A, s’écrit comme suit

Apay Age) 0 Aam)
Ay = : SR (3.12)
Ay Agny - A

qn(n)
Réciproquement, la premiére représentation se déduit de la troisiéme représentation comme suit
Aygit
Agi = Af”'? (3.13)
Agin

ol Agi; est définie en (3.9).
Remarquons aussi que la troisiéme représentation peut étre déduite de la deuxiéme représen-
tation. En effet, chaque matrice Ay se déduit des matrices Aq, Ag, ... A, comme suit

A= (A Ay - Au) (3.14)
ot Aj(;) présente la i€ ligne de la matrice Ajpour j=1,2,... n
Réciproquement, A; se déduit facilement des matrices Ag1, Ag2, ..., Agn comme suit
Agi
A; = A_qz" (3.15)
Agni

3.2.1.4 Exemples numériques

3.2.1.4.1 Exemple 1 Considérons le systéme quadratique décrit par la premiére (3.1) avec

-1 0 0 1 03 0
Ao = A = JAp = (3.16)
0 1 02 0 0.5 2

Utilisant I’équation (3.5), ce systéme peut également étre décrit par la représentation (3.3) ou
les matrices Ay et Ao seront comme suit

A 0 1 A 02 0
m:<qm>:< >@=<qmv=( ) (317)
AqQ(l) 03 0 Aq2(2) 05 2
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La troisiéme représentation (3.7) de ce systéme se déduit de 'équation (3.11) comme suit

Ap = (Apy Ape) = (0 1 02 0). Az = (Ap0) Apw)=(03 0 05 2) (318)

d’ou
0 1 02 0
A, = (3.19)
0.3 0 05 2

3.2.1.4.2 Exemple 2 Considérons un systéme quadratique décrit par la deuxiéme représen-
tation (3.3) et (3.4) avec

—0.1 05 0.6 2 0.1 3
A = A = Ay = (3.20)
0 03 0 5 1 4

Utilisant ’équation (3.6), la premiére représentation est déduite avec

A 0.6 2 A 0 5
Ay 0.1 3 As(2) 1 4
De méme pour la troisiéme représentation, on obtient

Ag = (A1(1) A2(1)) = (0.6 2 0.1 3) JAgp = (Al(g) Ag(g)) = (O 5 1 4) (3.22)

conduisant a la matrice A, suivante

0.6 2 01 3
A, = 3.23
! <o 501 4) (3:23)

3.2.1.4.3 Exemple 3 Considérons un systéme quadratique décrit par la troisiéme représen-

tation comme suit
10 2 03 0 O 1
Ag = JAg = (3.24)
6 -5 —-025 2 -4 -5

En suivant (3.13), la premiére représentation est déduite comme suit

. —-0.2 2
Ay — Aqi1 _ 0.3 0 Ay = A1 _ 0.25 . (3.25)
.Aq12 0 1 qug —4 -5

Et la deuxiéme a partir (3.15) comme suit

. 1
ap= (A2 030} 4, (A} (O (3.26)
Ag1 —0.25 2 Agas —4 -5

3.2.2 Représentations des systémes non linéaires quadratiques perturbés

Dans le cas ou le systéme est soumis a une perturbation w(t) € Rf, on peut déduire trois
représentations différentes comme dans le cas des systémes non linéaires quadratiques non per-
turbés.
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3.2.2.1 Premiére représentation

Un systéme non linéaire quadratique perturbé peut étre présenté comme suit

&= Aoz + Ay(x) + Eqw + Eq(x)w

(3.27)

ol : w € RY est la perturbation extérieure, Ey € R™"*¢ et la matrice E4(x) est donnée par

T
T qu

$TEq2
Eq(x) =

xTEqn
avec By € R i=1,.. n.

3.2.2.2 Deuxiéme représentation

Le méme systéme perturbé peut s’écrire comme suit [Cd11]
&= A(z)r + E(z)w

ott E(z) € R™*¢ est une matrice affine en 2, donnée par
n
i=1
avec : F; sont des matrices réelles constantes.

3.2.2.3 Troisiéme représentation
Une autre représentation intéressante consiste en I’écriture suivante [VTG10]
T = Agr + .Ale' + Eow + Slew

avec &, € RX(Exn) ot X € REXMXE Teg matrices &, et X7 sont telles que

Eqt
e - |
Eqn
z(t) 0 0
¥, = 0 x(t)
0 0 x(t)

Chaque sous matrice &£, peut se répresenter comme suit
gqi = (gqil gqig R gqm)
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3.2. Préliminaires et définitions

avec Eq;j € R pour j=1,...,n.
On passe d’une représentation a une autre de la méme fagon que la sous section 3.2.2. Ainsi,

on calcule les matrices Eq(x), E(z) et & de la méme fagon que les matrices Ay(x), A(z) et Aj,.
Pour plus de détails, veuillez consulter la sous section 3.2.1.

3.2.3 Deéfinitions de la stabilité en temps fini avec des domaines polytopiques
3.2.3.1 Représentations d’un polytope

La stabilité en temps fini a été définie par rapport & deux ensembles fermés et bornés. Cepen-
dant, pour avoir des conditions constructives d’analyse de la stabilité en temps fini, les premiers
ensembles considérés étaient des ensembles ellipsoidaux [AAAT14] dans le cas des systémes
linéaires invariants. La considération des ensembles ellipsoidaux permet de dériver des condi-
tions sous formes de LMIs dans le cas des systémes linéaires invariants [AAAD99b, AACO06a].
Cependant, dans des situations pratiques [AAAC07, AAACI10], il a été montré que l'utilisa-
tion de tels ensembles conduit a des résultats pessimistes. Cette constatation conduit & adopter
des ensembles polyédriques [AAACO7, AAACI10]. En effet, lorsque les variables d’état z; sont
contraintes d’étre dans un intervalle donné [a;, b;], 'utilisation de domaines polytopiques s’avére
plus pratique [AAAC10]. Pour I’étude de la stabilité en temps fini des systémes non linéaires qua-
dratiques, la considération des ensembles polyédriques s’avére judicieux [ACM10]. En effet, la
représentation (3.4) d’un systéme non linéaire quadratique est trés semblable & la définition (3.36)
d’un polyedre. De plus, un polytope est aussi un domaine convexe |[BV04]|, [Ziel2|. Rappelons
qu’un ensemble convexe est une condition nécessaire pour définir un probléme d’optimisation
convexe [Scol4|, tel que des inégalités matricielles linéaires (LMIs).

Dans la suite, nous rappelons les définitions d’un ensemble convexe, d’une enveloppe convexe,
d’un polytope, d’un polyédre et les relations qui existent entre ces différents ensembles.

Définition 3.2.1 (ensemble convexe). [BV04, Ziel2]
Un sous-ensemble S de R™ est dit convere s’il contient tout segment passant par deuz de ses
points. Cela est mathématiquement équivalent a

S={Da+(1-Ny|zyeSre0:1]) (3.34)

Définition 3.2.2 (enveloppe convexe).

L’enveloppe convezxe d’un sous-ensemble S de R™ est l'intersection de tous les ensembles convexes
de R™ contenant S. L’enveloppe conveze de S est par conséquent le plus petit sous-ensemble
conveze de R™ qui contienne S, on le note conv(S) [BV04, Ziel2].

Proposition 3.2.1. [Ziel2]
conv(S) est l’ensemble de toutes les combinaisons convezes de points de S. Cela est mathémati-
quement équivalent a

conv{S} = {Z i

i=1

k21,xi68,)\i20,z/\i:1}. (3.35)
=1

Définition 3.2.3 (Polytope).
Un polytope P; dans R™ est l’enveloppe conveze d’un nombre fini de points de R™ [BV 04, Ziel?2].
On le note comme suit [ACM10]

P; = conv {:Egi),xgi), ...,a:gz) } (3.36)
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Définition 3.2.4 (Polyedre). [BV04, Ziel2]
Un polyédre dans R™ est un ensemble de la forme

P={zxeR"| Az <b}, (3.37)

ot A € R™*" et b € R™ sont fizés. On précise que Ax et b sont des vecteurs.
Autrement dit, un sous-ensemble de R™ est un polyédre si et seulement si c’est une intersec-

tion finie de demi-espaces fermés de R™. En particulier, tout polyédre dans R™ est un convexe
fermé [BV0, Ziel?].

Proposition 3.2.2.
Tout polyédre borné P; dans R™ est un polytope. Un polytope contenant 0 peut s’écrire comme

suit [ACM10]
Pi={zeR":afz<1,k=12.,q} (3.38)

Dans la suite, nous donnons la définition de la stabilité en temps fini par raport a des domaines
polytopiques. Ensuite nous étendrons cette définition au cas d’un systéme perturbé.

3.2.3.2 Définitions de la stabilité en temps fini

La premiére définition de la stabilité en temps fini par rapport & des polytopes a été donnée
par Amato et alJ[ACMI10| pour étudier la stabilité et la stabilisation en temps fini des systémes
non linéaires quadratiques.

Définition 3.2.5 (stabilité en temps fini). [ACM10]
Etant donné deuz polytopes Py, Py et un scalaire positif Ty, le systéme (3.1) est dit stable en
temps fini par rapport a (Po, P1,Ty) si

(0) € Py = a(t) € Py, Vt € [0,Ty]. (3.39)

Lorsque le systéme (3.1) est soumis a des perturbations extérieures appartenant & un ensemble
défini W, on parle la bornitude en temps fini. L’ensemble des perturbations extérieures peut étre
I’ensemble (1.46) ou (1.47) ou tout autre ensemble.

Définition 3.2.6 (bornitude en temps fini).
Etant donné deuz polytopes Py, Pi1, l'ensemble Wg et un scalaire positif Ty, le systéme (3.27) est
dit borné en temps fini (FTB) par rapport a (Po, P1, W3, T}) si

2(0) € Po = x(t) € P1,Vt € [0,Tf], Vw(t) € W3. (3.40)

Notons que la bornitude en temps fini implique la stabilité en temps fini.

Dans la prochaine section, nous proposons de nouvelles conditions de stabilité en temps fini
et de bornitude en temps fini. De méme, de nouvelles conditions de stabilisation en temps fini
avec et sans bornitude en temps fini seront proposées. Toutes les nouvelles conditions seront
validées par deux exemples numériques. Les simulations numériques montrent que nos approches
sont moins pessimistes que celle de [ACM10].
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3.3 Etude de la stabilité et stabilisation en temps fini par des
fonctions de Lyapunov quadratiques

Dans cette section, dans un premier temps, nous développons des conditions suffisantes pour
I’analyse de la stabilité en temps fini des systémes non linéaires quadratiques via 1'utilisation
de fonctions de Lyapunov quadratiques. Ces conditions sont converties en termes de conditions
LMIs. Ensuite, une prolongation de ces résultats dans le cas des systémes quadratiques non
linéaires perturbés est faite. Nous proposons ainsi de nouvelles conditions exprimées en termes
des LMIs pour I'étude de la bornitude en temps fini des systémes non linéaires quadratiques.
Dans un deuxiéme temps, et dans le cas des systémes non linéaires quadratiques avec une entrée
de commande, nous synthétisons des correcteurs par retour d’état non linéaire permettant de
stabiliser en temps fini. Les conditions de synthése sont aussi exprimées sous forme de LMIs.

3.3.1 Conditions de stabilité en temps fini des systémes non linéaires qua-
dratiques

D’abord, nous présentons un lemme qui garantit la stabilité en temps fini par rapport a
des ensembles polytopiques de tout systéme dynamique, que ce soit linéaire ou non linéaire. Ce
lemme est déduit du lemme assurant la bornitude en temps fini [BDZA17b].

Lemme 3.3.1 (stabilité en temps fini).

Etant donné deux polytopes Py, P1, et un réel positif Ty, le systeme (3.1) est FTS par rapport a
(Po, P1,Ty) s'il existe un scalaire positif a, une fonction differentiable définie positive V : Py —
R, tels que

V(@(0))er < 1, (3.41a)
Po C & (3.41b)
& CP (3.41c)
V(z(t)) —aV(z(t) < 0,Yz € P, (3.41d)
ot &1 est un ensemble défini par
Er={zeR": V(zx) <1}. (3.42)

Démonstration.
Dans la suite, nous montrerons que toute trajectoire commencant dans le polytope Py ne sort
pas de ’ensemble &1, pour ¢t < Tr. Pour cela, nous allons argumenter par contradiction comme
dans [ACMI0].

Supposons qu'il existe un instant t; tel que 0 < t; < Ty et que z(t1) soit dans la frontiére
de &;. Sachant que x(0) € Py, Py C & (condition (3.41b)) et que les trajectoires d’état sont
continues par rapport au temps, nous pouvons toujours trouver un instant to avec 0 < to < £y,
tel que

V(z(t2)) =1 (3.43)

et z(t) € &1, pour tout t € [0, ta].
De la condition (3.41c) et de 'inégalité (3.41d), on déduit

V(z(t)) < aV(z(t)),Vt € [0,ta]. (3.44)
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En multipliant (3.44) par e~ nous obtenons

e W (x(t)) — eV (x(t)) <0 (3.45)
et donc p
a(e_o‘tV(x(t))) < 0. (3.46)
Si on intégre de 0 a ¢, nous obtenons V¢ € [0, t2]
e~V (2(t)) — V(x(0)) < 0. (3.47)

Puisque a > 0, on aura 0 < e”*7 < 1, et les inégalités précédentes conduisent a
V(z) < (V(2(0)))e™. (3.48)

Notons que, si I'inégalité (3.41a) est valable pour un Ty > 0 donné, alors elle est satisfaite
vt € [0,T¢]. Compte tenu de (3.41d), I'inégalité (3.48) implique

V(a(ts)) < 1, (3.49)

ce qui contredit (3.43).
Alors, un instant ¢; tel que t; < Ty et x(t1) € O&; n’existe pas. Donc toute trajectoire issue
de 2(0) commengant dans Py ne sort pas de &1, Vt € [0, Ty], Yw(t) € W3. CQFD. .

Les conditions du lemme 3.3.1 ne sont pas explicites. Ce lemme sera trés utile pour démontrer
les théoréemes de stabilité et de stabilisation en temps fini qui seront énoncés dans la suite.

Maintenant, nous énongons un nouveau théoréme garantissant la stabilité en temps fini d’un
systéme quadratique. Les outils de base pour avoir des conditions exprimées en termes de LMIs
sont la notion d’annulateur et le lemme de Finsler (voir annexe A).

Théoréme 3.3.1 (Stabilité en temps fini).

Etant donné deuz polytopes Py, P1, et un réel positif Ty, le systeme (3.1) est stable en temps
fini par rapport a (Po, P1,Ty), s’il existe un réel o > 0, une matrice symétrique définie positive
P, € R™™ et une matrice L de dimension appropriée, tels que

112
1 T
) >0k =1,2,.q, (3.50b)
ALy Py
B(al) + LN (@) + NT (@S LT < 0,i = 1,2,...,p, (3.50¢)
ou
CCTAll
o) = [A] + ( ATz ... Al )IPo+ PafAo+ . l1—ar, 351
T Ay,

et N(z) est un annulateur linéaire du vecteur

To —I 0 0 0
0 T3 —XI9 0 ... 0
N@ =1 . . S . : (3.52)
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Démonstration.
D’abord, définissons la fonction de Lyapunov quadratique V' (z)

V(z) = 2T Py (3.53)
et Vellipsoide £(P;,1) associé a V(z)
E(Py,1)={z cR": 2T Pox < 1}. (3.54)
Par le lemme de Schur, les inégalités (3.50b) sont équivalentes a
ap, Py lag, <1,k =1,2,...,q. (3.55)
De [BEFBY94, chapitre 5], nous déduisons que les inégalités (3.55) garantissent que
E(P,,1) C Py (3.56)
En utilisant (3.50a), nous obtenons (i = 1,...,p)
2

(4)

O'p ) o\ (p
Tp, Lalp, = max (Pr) TP,

.

< Ama

L2
< ()\max(Px)maxHajggH >€an
<1.

(3.57)
et donc l'inégalité (3.57) satisfait
Py C E(Py, 1). (3.58)
Dans la suite, nous montrons que la condition (3.50c) est équivalente &
V(z(t)) — aV(z(t) <0, (3.59)
ou V(z(t)) est donnée par
V(z(t)) = &7 Pyx + 2T P
= (Agz + Ay(2)z)" P + 27 Pp(Agx + Ay(2)x)
=2 [Af Py + PoAg + Al () Py + P Ay (2)]a. (3.60)
Donc, du fait de I'expression (3.2) de A4(z), nous obtenons
V(w(t)) —aV(x(t)) = xT[AE‘)FPm + P Ay — aP, + AqT(a:)Px + Py A (x)]z
= 2T ®(x)z. (3.61)
Et par conséquent l'inégalité (3.41d) est équivalente a
2T ®(z)x < 0,Vz € P;. (3.62)

Dans l'inégalité (3.62), la matrice ®(x) dépend aussi du vecteur z. La condition ®(x) < 0
utilisée en [ACM10] pour garantir (3.62) est pessimiste puisque elle est équivalente a

Yyl ®(z)y <0 (3.63)
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pour tout y et pas seulement pour le cas y = x, correspondant exactement & (3.62). Ainsi, pour
réduire ce conservatisme, nous proposons d’utiliser une technique basée sur les annulateurs et
le lemme de Finsler [TD14], utilisée pour la premiére fois dans [BDZA16] dans un contexte de
stabilité en temps fini.

Définissons la matrice dépendante de I’état N (z) (3.52).

Il est facile de remarquer que A (z) est un annulateur linéaire du vecteur x qui vérifie

N(x)z = 0. (3.64)

Appliquons le lemme de Finsler |[BEFB94| : I'inégalité (3.62) est garantie, s’il existe une matrice
L de dimension appropriée telle que

®(x) + LN (z) + NT(2) LT < 0,2 € Py. (3.65)

Du fait que l'inégalité (3.65) est affine par rapport aux variables 1, ....,z, et que le polytope
Py est convexe, alors elle est veérifiée pour tout € P; si les LMIs (3.50c) sont vérifices. En
conclusion, nous déduisons que I’ensemble des LMIs dans (3.50c) impliquent l'inégalité suivante

V(z(t)) — aV(z(t) — wh (t)Pyw(t) < 0,Yz(t) € Py, Vuw(.) € W2 (3.66)
Par ailleurs, comme « > 0, nous avons 0 < e~ < 1, et comme nous avons (3.82), nous obtenons
(V(2(0))) e < et (:L‘T(O)PxIL‘(O))
< & (hmax(P2) [20)1)
<)\max(Px)m?x H:cgz H2> Ty

<1. (3.67)

A

En conclusion, du fait des conditions (3.56), (3.58), (3.66), (3.67) et du lemme 3.3.1, nous dédui-
sons que les conditions du théoréme 3.3.1 assurent que le systéme (3.1) est FTS par rapport a
(Po, P1,Ty). Ce qui finit la démonstration. .

Le théoréme 3.3.1 apporte une amélioration & la condition 4d du théoréme 1 dans [ACM10]. En
effet la condition (3.50c) est moins conservative que la condition 4d du théoréme 1 dans [ACM10],
puisqu’ elle tient compte du fait que ®(z) dans (3.62) dépend de x. Ceci sera confirmé par des
exemples numériques.

3.3.2 Conditions de la bornitude en temps fini des systémes non linéaires
quadratiques

Lorsque le systéme dynamique est soumis & des perturbations extérieures, on étudie la bor-
nitude en temps fini du systéme considéré. En effet, ’étude de la bornitude en temps fini revient
a garantir que le systéme quadratique est stable en temps fini par rapport a deux polytopes et
en présence des perturbations extérieures appartenant & une classe bien définie de perturbations.
Dans ce qui suit, nous énongons un lemme qui garantit la bornitude en temps fini d’'un systéme
non linéaire quadratique pour la classe Wg des perturbations. Notons toutefois que le lemme
reste valable pour n’importe quel type de systéme dynamique.

Le lemme suivant est extension du lemme 3.3.1 au cas d’un systéme quadratique perturbé.
La démonstration est également similaire.
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Lemme 3.3.2 (bornitude en temps fini). [BDZA17b]

Etant donné deuz polytopes Py, P1, 'ensemble de perturbations Wg (1.46) et un réel positif Ty,
le systéme (3.27) est FTB par rapport a (Po, P1, Wg, Ty) s’il existe un réel positif o, une matrice
symétrique définie positive P, € R et une fonction differentiable définie positive V : P; — Rt
tels que

<V(w(0)) + /Tf eO‘TwT(T)wa(T)dT> eTr < 1,vw(.) e W3 (3.68a)
0

Po C & (3.68b)

& Ch (3.68¢)

V(x(t) —aV(z(t)) — w! Pyw < 0,Vz € P1,Yw(.) € W3 (3.68d)

ot &1 est un ensemble défini par
Ei={zeR":V(z) <1}. (3.69)

Démonstration.
Dans la suite, nous montrerons que toute trajectoire commencant dans le polytope Py ne sort
pas de 'ensemble &, pour t < Ty et Vw(T) € Wg. Pour cela, nous allons argumenter par
contradiction comme dans [ACMI10].

Supposons qu'il existe un instant ¢; tel que 0 < ¢ < T et x(t1) soit dans la limite de &;.
Sachant que x(0) € Py, Pp C &1 (condition (3.68b)) et que les trajectoires d’état sont continues
par rapport au temps, nous pouvons toujours trouver un instant to avec 0 < to < t1, tel que

V(z(ts)) = 1 (3.70)

et z(t) € &1, pour tout t € [0, ta].
De la condition (3.68¢) et de 'inégalité (3.68d), on déduit

V(z(t)) < aV(z(t) + wT (t) Pyw(t),Vt € [0, ts]. (3.71)
En multipliant (3.71) par e~ nous obtenons
e~V (x(t) — e~ aV (2(t) < e~ wT (t) Pyw(t) (3.72)
et donc p
a(e_atV(x(t))) < e T (t) Pyw(t). (3.73)

Si on inteégre de 0 a ¢, nous obtenons V¢ € [0, t2]
¢
e~V (x(t)) — V(x(0)) < / e TwT (1) Pyw(r)dr. (3.74)
0
Puisque a > 0, on aura 0 < e *7 < 1, et les inégalités précédentes conduisent &

¢
Vi) < (V(x(o))—i— / e—mwT(T)wa(T)dT) et (3.75)
0
Notons que si Iinégalité (3.68a) est valable pour un Ty > 0 donné, alors elle est satisfaite
Vt € [0, T¢]. Compte tenu de (3.68d), I'inégalité (3.75) implique
V(z(ta)) < 1, (3.76)

ce qui contredit (3.70).
Alors, un instant ¢; tel que t; < Ty et x(t1) € 0&1 n’existe pas. Donc toute trajectoire issue
de 2(0) commengant dans Py ne sort pas de &1, Vt € [0, Ty], Yw(t) € W3. CQFD. .
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Notons que les conditions de lemme 3.3.2 sont des conditions suffisantes qui garantissent la
bornitude en temps fini.

Le théoréme suivant donne des conditions explicites de FTB pour un systéme quadratique.
La démonstration est similaire & la démonstration du théoréme 3.3.1 et elle est basée sur une
fonction quadratique de Lyapunov et utilise une version du lemme de Finsler.

Théoréme 3.3.2 (bornitude en temps fini).

Etant donné deuz polytopes Py, Pi, lensemble de perturbations Wg (1.46) et un réel positif Ty,
le systéme (3.27) est borné en temps fini par rapport a (Po, P1,W3,Ty), s’il existe un réel a > 0,
deuz matrices symétriques définies positives P, € R™™ et P, € R et une matrice L de
dimension appropriée, tels que

N 112
(AmaX(Px)ma‘X ng()) H + d)\maX(Pw)> ean S 17 (3773)
1 T
D) >0k =1,2, .0, (3.77b)
Ay Px
®(20)) + LO(an)) + QT (@9 LT < 0,i=1,2,...,p, (3.77¢)
ot
o o
a(r) = [ Tt (o)) (378)
(1)21 (x) (I)QQ(.T:)
avec
zT Ay
o) = (A5 +( Ale .. ATe )P+ PlA+| o |]-aP (3.79a)
zT A,
On(e) = (B + ( B ... Eh,x )P (3.79b)
dio(z) = L (2), (3.79¢)
@22(1’) = —Pw. (379(1)

T
ot Q(z) est un annulateur linéaire du vecteur ( ), qui a pour forme
w

Q) = (N(@) Opu-rye ) (3.80)
avec
To —I 0 0 0
0 x3 —xo0 0 ... 0
N@)=| = . S . : (3.81)

Démonstration. D’abord définissons la fonction de Lyapunov quadratique V (z)
V(z) = 2! P (3.82)
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et l'ellipsoide £(P,, 1) associée a V(x)
E(Py,1)={z cR": 2T Px < 1}.
Par le lemme de Schur, les inégalités (3.77b) sont équivalentes a

ap, Py tag, <1,k =1,2,...,q.

De [BEFBY94, chapitre 5], nous déduisons que les inégalités (3.84) garantissent que

E(Py, 1) C Pr.

En utilisant (3.77a), nous obtenons (i = 1,...,p)

OIS0 2
T, P:cxpo < Amax (Pr)

’ (4)

X Po

@ ||?
< Amax (Py)max HJ:POH

(@ T
< | Amax(Pr)max ||zp ||+ dAmax(Pw) ) €7/
<1

et donc 'inégalité (3.86) satisfait
Po C E(Py, 1).

Dans la suite, nous montrons que la condition (3.77¢) est équivalente &
V(x(t) —aV(z(t)) — wh (t)Pyw(t) < 0,
ou V(z(t)) est donnée par

V(:c(t)) = i'Pox + 27 P

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

= (Agz + Ay(x)z + Bow + Ey(x)w)T Pex 4 27 Pp(Aoz + Ay(z)x + Eow + Ey(x)w)

=2 [Af Py + Py Ao + Al (2) Py + Py Ag(2)]z + 27 Py [Ey + Eq(z)]w

+wl [EL + Eg(w)]Pxx

(3.89)

Donc, du fait des expressions de A,(z) et E,(x) dans (3.27) et du ¢ dans (3.78) et (3.79), nous

obtenons

V(z(t) — aV(z(t) — wl Pyw = 2T [AT P, + P, Ay — P, + AqT(a;)Pm + Py Ay(2)]z

+ 2T P,[Ey + Ey(z)|Jw + wT [EL + Eg(x)]Pxx —wl Pyw

= 2T @y (2)2 + 2T Do (2)w + w! Boy (2)2 + w! Poy(z)w

( v )T ( B1y(z) Dia(2) ) ( v )
w Doy (z) Poa(x) w

(3.90)
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Par conséquent, I'inégalité (3.68d) est équivalente &

w

T
( v ) <1>(:c)< v ) < 0,Vz € P, Vuw(.) € W2 (3.91)

Définissons la matrice dépendante de I'état Q(z) (3.80).
w

O () ( v ) —0. (3.92)

Appliquons le lemme de Finsler [BEFB94] : I'inégalité (3.92) est vraie, s'il existe une matrice L
de dimension appropriée telle que

x
11 est facile de remarquer que 2(x) est un annulateur linéaire du vecteur ( ) qui vérifie

®(z) + LQx) + QT () LT < 0,Vz € P;. (3.93)

Du fait que I'inégalité (3.93) est affine par rapport aux variables 1, ...., z, et que le polytope
Py est convexe, alors elle est vérifiee pour tout = € P; si les LMIs (3.77c¢) sont garanties. En
conclusion, nous déduisons que ’ensemble des LMIs dans (3.77c) implique I'inégalité suivante

V(a(t) — aV(z(t)) — wl (t)Pyw(t) < 0,Yz(t) € Py, Yw(.) € W2 (3.94)

Par ailleurs, comme « > 0, nous avons 0 < e~ < 1, et comme nous avons (3.82), nous obtenons

(V(m(O)) + /Ot eO‘TwT(T)wa(T)dT> e < e <xT(O)PIa:(O) + /Ot wT(T)wa(T)dT)
< e (Amax(P2) 20
+)‘maX(Pw)/0t ’UJT(T)U)(T)dT>

(i) ||? o
< | Amax(Pp)max ||[zp, ||+ dAmax(Pw) | €7/
<1 (3.95)

En conclusion, du fait des conditions (3.85), (3.87), (3.94), (3.95) et du lemme 3.3.2, nous dédui-
sons que les conditions du théoréme 3.3.2 assurent que le systéme (3.27) est FTB par rapport a
(Po, P1,W3,Ty). Ce qui finit la démonstration. .

A notre connaissance, ceci est la premiére fois que le lemme de Finsler et les annulateurs
sont utilisés pour déduire les conditions de FTB des systémes non linéaires quadratiques. Cette

x
approche prend en considération le fait que ®(z) et (

) dépendent du vecteur z.
w

Remarque 3.3.1.

Il est intéressant de noter que les conditions (3.77a) et (3.77¢) ne sont pas des LMIs & proprement
parler, et donc sont difficiles a résoudre. Cependant, si « est fixé, les conditions (3.77a) peuvent
étre converties en les LMIs suivantes

Py < Aol (3.96a)
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Py < Mol (3.96b)
N (12
(Asmax Hx%” 4 dh)elTr < 1, (3.96¢)

ou A, rt Ay sont des réels positifs & déterminer.

Et par la suite, le corollaire suivant est déduit du théoréme 3.3.2.

Corollaire 3.3.1.

Etant donné deuz polytopes Po, P1, Uensemble des perturbations Wg (1.46) et un réel Ty, le
systeme (3.27) est borné en temps fini par rapport a (Po, Py, W?l, Ty), s’il existe trois réels positifs
a, Az, Mo, deuz matrices symétriques définies positives P, € R™ "™, P, € R’ et une matrice
constante L de dimension appropriée tels que

Py < Aol (3.97a)
Py < Aol (3.97b)
(@] oT;

(Agmax ||zp ||+ dAy)e™ <1, (3.97¢)

1 T
U ) >0k =1,2,..0, (3.97d)

Ay Px
®(20)) + LO(R)) + QT (@9 LT < 0,i=1,2,...,p. (3.97¢)

3.3.3 Stabilisation en temps fini des systémes quadratiques
Pour cela, considérons le systéme quadratique suivant
& = A(z)r + B(z)u, z(0) = zo. (3.98)

Les matrices A(x) € R™*™ sont données par (3.4), et la matrice B(z) € R™*™ est définie comme

suit n
B(x)=By+ Y =B (3.99)

i=1
ou B; (i = 0,1,...,n) sont des matrices constantes et réelles, z € R™ est le vecteur d’état,

u € R™ est le vecteur de commande, xy € R".
Pour stabiliser le systéme dynamique (3.98), la commande u € R™ est remplacée par

u=K(x)x (3.100)
avec .
K(z) =Ko+ > K, (3.101)
i=1
ou K; (i=0,1,...,n) sont des matrices réelles et constantes a déterminer.
Considérons (3.98) et (3.100), le systéme en boucle fermée est donné par
& = [A(z) + B(z)K (z)]x. (3.102)

Le théoréeme suivant donne des conditions suffisantes pour synthétiser la matrice gain K (x) dans
le but de garantir la stabilité en temps fini du systéme (3.102). Ce résultat nécessite la réécriture
de la matrice B(x) et la définition d’une matrice Q,(x) comme suit

B(z) = 9 (x) < ZO ) = By + 117 (2)B, (3.103a)
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O(z) = < M) L ) , (3.103b)

avec
T
1L, =1, ... xnIn> ) (3.104a)

(
v, = (1, HT(I))T, (3.104b)
(

T
B= (B BI ... B{) : (3.104c¢)
rolp —x11y On 0n
0y, I, —xl, ... S
No(zy=| " ™ 2 _ . (3.104d)
0, .. 0, Toly, —xp_11,

Théoréme 3.3.3 (stabilisation en temps fini d’un systéme quadratique).

Etant donné deuz polytopes Py, P tels que Py C Pi et un réel positif Ty, le retour d’état non
linéaire u(x) = K(x)x assure que le systéme (3.102) est stable en temps fini par rapport a
(Po, P1,Ty) s'il existe un réel positif o, une matrice symétrique et définie positive @, € R™™",

des matrices Yy, Y1, ..., Y, et une matrice L, de dimension appropriée, tels que
2
<Amax(Q; Hmax Hx%g > et <1, (3.105a)
1 Q.
( @, ¢ ) >0,k =1,2,....q, (3.105b)
Q$ak1 Q:c
() + Lo (a)) + QL (29 LT < 0,i = 1,2, ..., p, (3.105¢)
ot
) o
D) = [ P Pl ) (3.106)
@21(I) 0
avec
®11(z) = QAT (2) + A(2)Qr — aQu + YT (2) BT + ByY (2), (3.107a)
Py (x) = BY (). (3.107b)

La matrice gain est donnée par K(x) =Y (2)Q, ' o
Y()=Yo+z1Y1+ ...+ 2,Y,. (3.108)
Démonstration. Considérons la fonction de Lyapunov quadratique suivante
V(z) = 2 Pz, P,T = P, > 0 € R™". (3.109)
Nous dérivons V' (z) par rapport au temps ¢
V(x) = &1 Pyx + 21 Pyi
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= [(A(2) + B(2)K(2))x + 2" P;[(A(z) + B(2) K (x))]
= 2T [A(z) + BoK (z) + " (2) BK (2)]" Py + 27 Py[A(x) + BoK (z) 4+ 1" (2) BK (z)).
(3.110)

Posons ¢ = P,z et Q, = P, !, alors nous aurons

V(z)—aV(z) = TQ.[A(x) + BoK (x) + IT (2)BK (2)]7¢ + €T [A(z) + ByK ()
+ 117 (2)BK ()] Q€ — atT Q€

= TQ.AT () + A(@)Qu — aQu + QoK™ (2) BY + BoK ()QuJ¢
+&TQ. KT (2)BTTI(z) + ITT () BK () Q€
- pT<l’)(I)a($)p(:U), (3'111)
_ ( (fx ) U (2)¢ (3.112a)
((x) = H(x)¢, (3.112Db)
Y(z) = K(m)Qx (3.112¢)

Et donc la condition V(z) — oV (z) < 0,Vz(t) € Py est équivalente &
pT (@) (z)p(x) < 0,Yp(x) # 0,Va(t) (3.113)
Puisque la matrice Q,(x) définie par (3.103b) est un annulateur linéaire du vecteur p(x), i.e.
Qu(z)p(z) = 0,Vx € Py,

appliquons le lemme de Finsler, I'inégalité (3.113) est donc vérifiée s'il existe une matrice L, de
dimension appropriée telle que

o) + LaQq(z) + QL (2) LT < 0,V € Py. (3.114)

De plus, ’ensemble des LMIs dans (3.105¢) sont vérifiées sur tous les sommets a:gz de Py, et donc
par convexité, elles sont satisfaites Vo € Py, i.e elles sont équivalentes a la condition (3.114).
Finalement nous déduisons que l’ensemble des LMIs (3.105¢) sont des conditions suffisantes
garantissant

V(z) —aV(z) — w! Pyw < 0,Yz(t) € Py, Yw(t) € W3. (3.115)

Vue la démonstration du théoréme 3.3.1, I’ensemble des inégalités (3.105a) et des LMIs (3.105b)
impliquent

E(Py, 1) C P, (3.116a)
Po C E(Py, 1), (3.116b)
(V(z(0)) e < 1. (3.116c)

Finalement, selon le Lemme 3.3.1, les conditions (3.115), (3.116a), (3.116b) et (3.116¢) garan-
tissent la stabilité en temps fini du systeme (3.102) par rapport a (Poy,P1,Ty). Ce qui finit la
démonstration. °
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Remarque 3.3.2.
Si « est fixé, 'ensemble des conditions (3.105a) peut étre garanti en imposant les conditions

suivantes
Al < Qp, (3.117a)
—e T; max Ha:g())
(@) v < 0. (3.117b)
]

Compte tenu de la remarque 3.3.2, le corollaire suivant est déduit du théoréme 3.3.3.

Corollaire 3.3.2.

Etant donné deuz polytopes Py C Py et un réel positif Ty, le retour d’état non linéaire u(x) =
K(x)x (3.100) assure que le systéme (3.102) est borné en temps fini par rapport a (Po, P1,Ty)
s’il existe un réel positif o, une matrice symétrique et définie positive QQ; € R™™ ™, des matrices
Yo, Y1, ..., Y, et une matrice L, de dimension approprice, tels que

)\xl < Qma (3118&)

—e Tr max Hl‘,(,;())
ol <0, (3.118b)

max o) -
1 T Qp

( %, Q ) >0,k =1,2,...,q, (3.118¢)

Qmakl Qa:
o (29)) + LoQa(al) + QL (28 LT < 0,i = 1,2, ..., p. (3.1184)

3.3.4 Stabilisation en temps fini avec bornitude en temps fini des systémes
quadratiques

Dans la suite, les résultats donnés par le théoréme 3.3.2 et le corollaire 3.3.1 sont étendus a
la stabilisation (bornitude) en temps fini des systémes non linéaires quadratiques pertubés. Pour
cela, considérons le systéme quadratique suivant

&= A(z)r + B(z)u + E(x)w,z(0) = xo. (3.119)

Les matrices A(x) € R™ " et E(x) € R™*¢ sont données par (3.4), et la matrice B(x) € R™*™

est définie comme suit n
B(z)=By+ Y ;B (3.120)

i=1
ou B; (1=0,1,...,n) sont des matrices constantes et réelles, z € P; C R" est le vecteur d’état,

u € R™ est le vecteur de commande, w € RY est la perturbation, zg € Py C R™, Py et P; sont
des régions polytopiques de 'espace d’état telles que Py C Py.
Pour stabiliser le systéme dynamique (3.119), la commande u € R™ est remplacée par

u=K(z)x (3.121)
avec n
K(z) =Ko+ Y wiK; (3.122)
=1
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ou K; (i=0,1,...,n) sont des matrices réelles et constantes & déterminer.
Considérons (3.119) et (3.121), le systéme en boucle fermée est donné par

& =[A(z) + B(z)K (z)]x + E(z)w. (3.123)

Le théoréeme suivant donne des conditions suffisantes pour synthétiser la matrice gain K (x) dans
le but de garantir la bornitude en temps fini du systéme (3.123). Ce résultat nécessite la réécriture
de la matrice B(x) et la définition d’une matrice Q,(x) comme suit

B
B(z) = ¥{ (x) ( BO > = By + 11" (z)B, (3.124a)
Il - 0
Qo(z) = ( (z) o Dntxt ) , (3.124b)
On(n—1)xn Na(z) On(n—1)xe
avec
T
II(z) = <x1[n xolp ... xnIn> ; (3.125a)
T
v = (1, W) (3.125b)
T
B = (BlT By ... BZ) : (3.125¢)
xol, —x11, 0y, 0y,
No(z)=| " ™ 2 _ . (3.125d)
0, 0n, Tol, —xp_11,

Théoréme 3.3.4 (stabilisation avec bornitude en temps fini d’un systéme quadratique).

Etant donné deux polytopes Py C P, U'ensemble des perturbations Wg (1.46) et un réel positif T,
le retour d’état non linéaire u(x) = K(x)x assure que le systéme (3.123) est borné en temps fini
par rapport o (Po, P1, Wﬁ,Tf) s’il existe un réel positif a, deux matrices symétriques et définies
positives Q, € R™ ™, Q. € R, des matrices Yy, Y1, ..., Y, et une matrice Ly de dimension
appropriée, tels que

-1 @) ||? -1 oT
)\max(Qx )max Lp, +d)\maX(Qw) e <1, (3126&)
1 T
< iy Qs ) >0,k =1,2,...,q, (3.126h)
QCEakl Q:C
B, () + Lo () + QL (29 LE <0, =1,2,...,p, (3.126¢)
ol
Do oL
O, (z) = ( (@) Pylz) ) : (3.127)
(I)bb($) _Qw
avec

Byo(z) = ( (@) () ) , (3.1284)
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Ppp(z) = ( QuET(z) 0 ) (3.128b)
D11 (z) = Q. AT (z) + A(2)Q, — aQ, + YT (2)BL + ByY (), (3.128¢)
o1 (z) = BY (). (3.128d)

La matrice gain est donnée par K(x) =Y (2)Q, ' o

Y(z)=Yo+xz1Y1+ ...+ 2,Y,. (3.129)
Démonstration. Considérons la fonction de Lyapunov quadratique suivante
V(z) = 2" Pyx, P,T = P, > 0 € R"™", (3.130)
Nous dérivons V (z) par rapport au temps ¢
V(z) = &l Pyx + 2T Py
= [(A(z) + B(z)K (2))z + E(z)w]! Ppx + 2T P,[(A(z) + B(z)K (z))z + E(z)w]
= 2T [A(z) + BoK (x) + IIT (2) BK (2)]" Pyx + 27 P,[A(z) + BoK () + 117 (2) BK (x)]x
+wl ET(z)Ppx + 2T PLE(z)w. (3.131)
Posons ¢ = Pz, w = Pyw, Q. = P! et Qu = P!, alors nous aurons

V(z) — aV(z) — w! Pyw = 1 Q.[A(z) + BoK (z) + 1T () BK (x)]7¢ + ¢T[A(z) + BoK (z)
+ 117 (2)BK (2)]Qu — o€ Qué + @' Qué
+ETE(r)Qum — @' Quw
= ¢TQ.AT (2) + A(2)Qu — aQu + QKT () BE + BoK (2)Q.)¢
+ETQ K (2)B"(x) + ' (2)BK (2)Qu€ + @' ET ()Qué
+ETE(r)Qum — @' Quw

= p" (2)®q(2)p(2), (3.132)
§
mm(«@ =<mf%), (3.133a)
((z) =I(2)¢, (3.133D)
Y(z) = K(z)Qs. (3.133c)

Et donc la condition V(z) — aV (z) — w” Pyw < 0,Vx(t) € P1,Vw(.) € W3 est équivalente a
Pl (2)®q(x)p(z) < 0,Vp(z) # 0,Vz(t) € Py, Vw(.) € W3. (3.134)
Puisque la matrice Q,(x) définie par (3.124b) est un annulateur linéaire du vecteur p(x), i.e.

Qu(z)p(x) = 0,Vz € P,
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appliquons le lemme de Finsler, I'inégalité (3.134) est donc vérifiée s'il existe une matrice L, de
dimension appropriée telle que

®o(z) + LoQa(z) + QL (2)LE < 0,V2 € Py. (3.135)

De plus, ’ensemble des LMIs dans (3.126¢) sont vérifiées sur tous les sommets xgi de Py, et donc
par convexité, elles sont satisfaites Vo € Py, i.e elles sont équivalentes a la condition (3.135).
Finalement, nous déduisons que ’ensemble des LMIs (3.126¢) sont des conditions suffisantes

garantissant ‘
V(z) — aV(z) — w! Pyw < 0,Vx(t) € Py, Vw(t) € WA (3.136)

Vu la démonstration du théoréme 3.3.2, ensemble des inégalités (3.126a) et des LMIs (3.126b)
impliquent

E(Py,1) C Py, (3.137a)
Po  E(Pu, 1), (3.137b)
<V(Jc(0)) +/0 e_O‘TwT(T)wa(T)dT> e < 1. (3.137¢)

Finalement, selon le lemme 3.3.2, les conditions (3.136), (3.137a), (3.137b) et (3.137c) garan-
tissent la bornitude en temps fini du systéme (3.123) par rapport a (Pg, P1, W3, T¥). Ce qui finit
la démonstration. .

Remarque 3.3.3.
Si « est fixé, ’ensemble des conditions (3.126a) peut étre garanti en imposant les conditions
suivantes

>\J?I < Qazv (3138&)
Awl < Qu, (3.138Db)

—e—oTy max H:B%ZJ Vd
max Hx;gH Y o |<o. (3.138¢)

\/;Z 0 _)\w

Compte tenu de la remarque 3.3.1, le corollaire suivant est déduit du théoréme 3.3.4.

Corollaire 3.3.3.

Etant donné deux polytopes Py C P1, Uensemble des perturbations Wg (1.46) et un réel positif
Ty, le retour d’état non linéaire u(x) = K(x)x (3.121) assure que le systéme (3.123) est borné en
temps fini par rapport a (Po, P1, Wg,Tf) s’il existe un réel positif o, deur matrices symétriques
et définies positives Q, € R™ ™, Q, € R, des matrices Yy, Y1, ..., Yy, et une matrice Ly de
dimension appropriée, tels que

Al < Qq, (3.139a)
Awl < Qu, (3.139D)

—e_an max Hggg()) H \/a
max Haz%” Az 0 <0, (3.139¢)

Vd 0 —Auw
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1 0.
( @, @ > >0k =1,2,....q, (3.1394)
Qxakl Qac
B, (29)) + LaQa (@) + QL (28 LT < 0,i = 1,2, p. (3.139)
Démonstration. °

Remarque 3.3.4.

— Le théoréme 3.3.2 et le corollaire 3.3.1 englobent le cas de la FTS. En effet, si d = 0
et E(x) = 0 dans (3.27), les conditions (3.77a)-(3.77c) du théoreme 3.3.4 et les condi-
tions (3.97a)-(3.97e) du corollaire 3.3.3 deviennent des conditions suffisantes qui garan-
tissent la FTS. A rapprocher des résultats dans [ACM10] ott Amato et al. considérent un
systéme non linéaire quadratique (3.27) sans perturbation w, ou les conditions suffisantes
pour la FTS sont déduites sans utilisation d’annulateur. Ceci est différent de notre ap-
proche puisque nous utilisons des annulateurs pour déduire des conditions suffisantes pour
la FTS et la F'TB.

— L’intérét des annulateurs est d’obtenir des conditions de stabilisation moins pessimistes.
On l'illustrera a travers deux exemples numériques dans la section suivante.

3.3.5 Exemples numériques

Dans cette section, on applique les corollaires 3.3.1 et 3.3.3 & deux exemples numériques.
Lorsque le paramétre « est fixé, les conditions des corollaires 3.3.1 et 3.3.3 deviennent des LMIs.
Par conséquent la FTB peut étre testée & partir d’une recherche en ligne du parameétre « associé
a une résolution de ces LMIs. L’intérét de la matrice L dans (3.97e) est mis en évidence par
I’examen de deux cas dans chaque exemple : soit L est une matrice non nulle a déterminer, soit
on impose L = 0. Notons que dans ce dernier cas, le corollaire 3.3.1 peut étre vu comme une
extension du théoreme 1 de [ACM10]| au cas des systémes perturbés. Cette approche n’utilise pas
I’approche par annulateur, contrairement au cas ot L est une matrice non nulle & déterminer.

Exemple 3.3.1. Considérons le systéme quadratique suivant [KKM91|

0 1 a3 0
i=l00 1 |z+]| 0 |w (3.140)
00 0 1

Dans un premier temps, on utilise le corollaire 3.3.1 pour vérifier si le systéme (3.140) est
FTB par rapport a (Poy,P1,Tf = 0.7,d = 0.9), ot Py = [-0.1,0.1] x [-0.1,0.1] x [-0.1,0.1] et
Py = [-5,5] x [=5,5] x [=5,5]. Si L est fixée a zéro dans (3.97e), les LMIs (3.97a) a (3.97e) ne
sont pas faisables quel que soit «, cependant ces LMIs sont faisables lorsque L est & déterminer.
Dans ce cas, une recherche linéaire sur le parameétre o nous fournit a = 2.8.

Afin d’illustrer la faisabilté des conditions du corollaire 3.3.1, une simulation est effectuée
en considérant 10000 états initiaux aléatoires dans le polytope Py. La perturbation est donnée
par w(t) = 2e~%4 gin(2t). En considérant I’ensemble de toutes les trajectoires x(t) issues de ces
10000 états initiaux aléatoires, le maximum de la valeur absolue de chaque composante de z;(t)
de z(t) a chaque instant est tracé dans la Figure 3.1. Ces maximas n’excédent pas 5 durant
I'intervalle de temps prescrit [0,0.7].

Deuxiémement, afin de comparer 'efficacité des conditions du corollaire 3.3.1 dans les deux
cas L # 0 et L = 0, nous fixons le paramétre Ty = 0.7 et nous faisons varier le parametre d de
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FIGURE 3.1 - FTB du systéme (3.140)

0.3 4 0.9. Les résultats obtenus sont donnés dans le tableau 3.1. Ce tableau montre que, pour
les trois premiéres valeurs de d, on obtient par notre approche la faisabilité des LMIs pour des
valeurs de « inférieures au cas ou L = 0. Le paramétre o pouvant étre vu comme le facteur de
croissance du systéme analysé, notre approche montre que le systéme s’éloigne moins de son état
initial que ce que montre une approche sans annulateur (cas ou L = 0).

d |a (Corollaire 3.3.1 with L # 0)|a (Corollaire 3.3.1 with L = 0)
0.3 1 1.8

0.5 1.4 24

0.7 1.9 3

0.9 2.8 -

TABLE 3.1 — Valeurs de a pour différents d avec Ty = 0.7

Troisiémement, dans les deux cas L = 0 et L # 0, nous fixons d = 0.3 et nous faisons varier
le parametre T de 0.8 jusque 1.1. Les résultats obtenus sont donnés dans le tableau 3.2. Nous
remarquons que les conditions du corollaire 3.3.1 avec L = 0 ne permettent pas de vérifier la FTB
pour Ty > 1, cependant les conditions du corollaire 3.3.1 avec L # 0 prouvent la FTB lorsque
Ty =1et Ty =1.1. Les deux tableaux 3.1 et 3.2 montrent que les conditions du corollaire 3.3.1

Ty|o (Corollaire 3.3.1 avec L # 0)|« (Corollaire 3.3.1 avec L = 0)
0.8 1.1 2
0.9 1.2 24
1 1.4 -
1.1 1.7 -

TABLE 3.2 — Valeurs de a pour différents T’y avec d = 0.3

avec L # 0 sont moins pessimistes que celles du corollaire 3.3.1 avec L = 0.
Quatriémement, nous considérons Py = [—0.4,0.4] x [—0.4,0.4] x [-0.4,0.4], P; = [-5,5] X
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[—5,5] x [=5,5], Ty = 5, avec d = 1.6. La figure 3.2 montre que le systéme (3.140) n’est pas FTB
par rapport a (Po, P1,Tf = 5,d = 1.6). Notons que pour le tragage des courbes de la figure 3.2,
on choisit la perturbation w(t) = 2¢~%% sin(¢). Afin de rendre ce systéme FTB, une commande

25 T T T T T T T T T
---xl(t)

X, .

20 : SR
—X_(t) .
3 o
.
.
.
.
151 .t i
”’
’
—~ "
=~ »
T1oF S g
8 .*

25 3
temps (sec)
FIGURE 3.2 — Le systéme (3.140) n’est pas (Po, P1,Tf = 5,d = 1.6)-FTB

u est introduite pour le systéme (3.140) comme suit

X

w

0
t=10 z+ | 0 |u+| O |w. (3.141)
0

o O =

1
0
Les conditions LMIs du corollaire 3.3.3 nous permettent de synthétiser un retour d’état non li-
néaire u = K (z)x tel que le systéme (3.141) en boucle fermée est FTB par rapport a (Po, P1, T, d),

ot, Py = [-0.4,0.4] x [-0.4,0.4] x [-0.4,0.4], Py = [-5,5] x [-5,5] x [-5,5], Ty = 5, et d = 1.6.
Les conditions du corollaire 3.3.3 sont faisables pour o = 0.3. La matrice P, est donnée par

0.040061 —0.00064155 —0.0000267
P, =1 —0.00064155 0.46299 0.00018552
—0.0000267  0.00018552 0.051294

Les gains de la commande K (z) = Ko + 1K1 + 22 Ko + x3K3 sont donnés par

0.20689 4.6617x1077
K& =] -10372 |, KT =] —3.2344x1076 |, (3.142a)
—371.81 —0.00089472
6.6564x 1077 —0.78101
KI'=1 —46133x10°6 KI = 0.012503 . (3.142b)
—0.0012748 —0.00042625

Afin d’illustrer la FTB obtenue par le correcteur (3.142), une simulation est effectuée en
considérant 10000 états initiaux aléatoires dans le polytope Py. La perturbation est donnée par
w(t) = 2e7%5sin(t). En considérant I'ensemble de tous les trajectoires z(t) issues de ces 10000
conditions initiales, le maximum de la valeur absolue de chaque composante de x;(t) of x(t) a
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chaque instant est tracé dans la figure 3.3. Ces maximas n’excédent pas 5 durant l'intervalle de
temps prescrit [0, 5].

3 \ T -

25 = = =Max |x1(t)|
max |x,(t)| ="

ol e NAX |x3(t)|

1.5 s i

max |z;(t)]

\ \ \ \
0 1 2 3 4 5 6 7

time (sec)
FIGURE 3.3 — FTB avec stabilisation en temps fini du systéme (3.141)

Exemple 3.3.2. Contrairement a ’exemple 3.3.1, nous considérons un systéme quadratique avec
plusieurs matrices A; et E; sous la forme (3.3) avec

0 1 0 0 0 0

A(] = y A1 = y A2 = 5 (3143&)
1 -2 02 0 -05 0
0 0.6 0

Ey = , E = ) Ey = . (3.143b)
1 0 0.3

Nous choisissons Py et P; comme suit Py = [_T‘/i,g] X [—Tﬁ7§]7 Py = [-v10,V10] x
[—\/ﬁ, \/ﬁ} Nous fixons Ty = 0.8 et d = 0.1.

Premiérement, par une recherche en ligne de «, les conditions du corollaire 3.3.1 avec L # 0
& déterminer prouvent la FTB pour ce systéme avec @ = 1.4, et celles du corollaire 3.3.1 avec
L = 0, avec une valeur de o = 1.1. La figure 3.4 montre les ellipsoides £(Py1,1) et E(Pra, 1),
les polytopes Py et P1, et quelques trajectoires de notre systéeme, les matrices P,; et Ppo étant
respectivement la matrice P, déduite du corollaire 3.3.1 avec L # 0, et avec L = 0. Les états
initiaux sont aléatoirement choisis dans le polytope Py. Ils sont répresentés par des cercles. La
figure 3.4 montre que les trajectoires issues de ces conditions initiales ne quittent pas le polytope
Pi.

Deuxiémement, nous analysons 'influence des termes quadratiques E(x). Nous fixons Ty =
0.8,d = 1 et nous imposons des bornes pour E; et Es telles que —bins < E1(i,5) < bins
et —binr < FE9(i,j) < bine- Le parameétre byye est choisi dans l'ensemble de valeurs suivantes
{0.15;0.45;0.75;1}. La figure 3.5 montre les résultats obtenus en générant aléatoirement 50
termes quadratiques respectant les bornes définies par bjns. Les barres sombres correspondent
aux conditions du corollaire 3.3.1 avec L # 0 et les claires correspondent aux conditions du
corollaire 3.3.1 avec L. = 0. Pour la plupart des cas testés, les conditions du corollaire 3.3.1
avec L # 0 dépassent celles du corollaire 3.3.1 avec L = 0. En plus, pour étudier I'influence
des termes quadratiques de la matrice A(x), nous fixons Ty = 0.8,d = 0.1 et les matrices A; et
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FIGURE 3.4 — Ellipsoides £(Py1,1) et £(Py2, 1), polytopes Py et Py, et quelques trajectoires du
systéme

Ay sont remplacées par A1 + Agy et As + Ago, ou les élements de Agy et Age sont bornés par
—Ginf < A01(4,7) < Ginf, —aint < Ap2(i,7) < ajns. Le parameétre ajys est choisi parmi 'ensemble
suivant {0.1;0.3;0.5}. La figure 3.6 montre les résultats obtenus en générant aléatoirement 50
termes quadratiques respectant les bornes définies par aj,¢. Les barres sombres correspondent
aux conditions du corollaire 3.3.1 avec L # 0 et les claires correspondent aux conditions du
corollaire 3.3.1 avec L = 0. Pour la plupart des cas testés, les conditions du corollaire 3.3.1 avec
L # 0 dépassent celles du corollaire 3.3.1 avec L = 0.
45

Il +0
40 : [ =0

35 B

30 b

25 b
201~ b
15~ b

10 : 1

= -
0 1 ll—\

i i
binf=0.15 binf=0.45 binf=0.75 binf=1

FIGURE 3.5 — Occurrences de convergence parmi 50 matrices F(z) aléatoires

Troisiémement, nous considérons Py = [_T‘/i, g] X [%ﬁ, g], Pr=1[-2,2] x[-2,2], Ty =5
et d = 0.4. Le corollaire 3.3.1 avec L # 0 et avec L = 0 ne permet pas dans les deux cas d’assurer
la FTB pour le systéme en boucle ouverte par rapport a (Po, P1, Ty, d).

Pour garantir la FTB, une commande u est introduite pour le systéme (3.3) avec les ma-
trices (3.143) pour obtenir un systéme de forme (3.119), ou

()= )e=()
By = By = ,By = . (3.144)
1 0.1 —0.1

Dans la suite nous testons si les conditions du corollaire 3.3.3 permettent de synthétiser un
retour d’état non linéaire uw = K(z)x (3.101) tel que le systéme en boucle fermée est FTB par
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FIGURE 3.6 — Occurrences de convergence parmi 50 matrices A(x) aléatoires

rapport a (P, P1,Tf =5,d = 0.4), ou Py = [77\/5, 72} X [77\/5, 72], P1=[-2,2]x[-2,2], Ty =5
et d=0.4.

En utilisant le corollaire 3.3.3 et en fixant o« = 0.1, le systéme (3.119) avec les matrices (3.143)
et (3.144) est FTB stabilisable par rapport a (Po,P1,Tf,d). La matrice P, et les gains du
correcteur K(z) = Ko + x1 K1 + 22K sont donnés par

_ ( 0.29223 0.10461 > (5.1450)
0.1046  0.20281

Ko=( ~6.4625 ~10843 ) (3.145b)

Ky = ( ~0.088315 0.41494 ) (3.145¢)

Kz = ( ~0.0006783 —0.62135 ) (3.145d)

Plusieurs trajectoires, partant de plusieurs états initiaux dans Py indiqués par des astérisques,
sont tracées dans la figure 3.7 pour ¢t € [0,5]. La figure 3.7 montre que les trajectoires issues de
ces états initiaux dans Py ne quittent pas le polytope P; pour ¢t € [0, 5].

2} — —
- — T Polytope P
//,/ d ~~—
1L yA £(Pa,1)
\ N
\\\ —\ Polytope 77[)“\\
0o \\ 1‘ AN
g o | P \
L \ /
-1+ L /
~_ y
. o /
-2+ e —
I I I I I I I I I

-2.5 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

F1GURE 3.7 — Ellipsoides £(Py1,1) et £(Py2, 1), polytopes Py et Py, et quelques trajectoires du
systéme en boucle fermée
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Chapitre 3. Stabilisation en temps fini des systémes quadratiques via des fonctions de Lyapunov quadratiques

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre quatre problémes ont été traités. Le premier probléme concerne la détermi-
nation des conditions assurant la stabilité en temps fini des systémes quadratiques non linéaires.
Ces conditions ont été obtenues en considérant la notion d’annulateurs et une version du lemme
de Finsler. Le deuxiéme probléme traite la synthése d’'une commande non linéaire par retour
d’état non linéaire assurant la stabilisation en temps fini des systémes non linéaires quadra-
tiques. Ce probléme a été résolu. Les conditions de synthése étaient exprimées en termes des
LMIs. Le troisiéme probléme évoque ’analyse de la bornitude en temps fini. Les résultats obte-
nus constituent une prolongation des résultats de la stabilité en temps fini aux cas des systémes
quadratiques perturbés. Le quatriéme probléme est le probléme de la stabilisation en temps fini
avec bornitude en temps fini des systémes quadratiques perturbés. Les résulats obtenus sont
exprimés en termes des LMIs. Tous ces résultats ont été testés par des exemples numériques.
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Chapitre 4. Stabilisation en temps fini des systémes quadratiques via des fonctions de Lyapunov polynomiales

4.1 Introduction

Les fonctions de Lyapunov sont un outil standard pour aborder le probléme de ’analyse de
la stabilité en temps fini et celui de la stabilisation en temps fini des systémes dynamiques. Les
fonctions de Lyapunov quadratiques V (z) = 27 Pz ont été considérées pour I’étude de différents
problémes de stabilité en temps fini, tel que la stabilité et la stabilisation en temps fini des sys-
témes linéaires [AAD01, AAC03, AAC06a, AAC0O6b, MS09, XXX11, BDZ"15b, BDZ"15a| ou
pour I'étude de la stabilité et la stabilisation en temps fini des systémes non linéaires quadra-
tiques [ACM10, BDZA16|. Dans tous ces travaux, la stabilité en temps fini est définie en utilisant
la norme quadratique pondérée conduisant a des domaines ellipsoidaux, que ce soit pour les états
initiaux ou pour les trajectoires. La définition de tels domaines s’avére intuitive et compatible
puisqu’une fonction de Lyapunov quadratique définit un domaine ellipsoidal. Cependant, dans
certains cas pratiques, 1'utilisation des domaines polytopiques, plutot que des domaines ellipsoi-
daux, s’impose. Comme, par exemple, dans le cas o1 on a des contraintes sur les variables d’états
de la forme suivante : a; < z; < b;,i = 1,...,n. Dans ce cas, il est montré dans [AAACO7|
et [ACM10] que l'utilisation des domaines ellipsoidaux et par la suite d’'une fonction de Lya-
punov quadratique est conservative. Ainsi, dans [AAAC07| et [ACM10], des conditions assurant
la stabilité et la stabilisation en temps fini des systémes linéaires invariants sont basées sur des
fonctions de Lyapunov polyédriques V (z) = max(P”z). Ces conditions sont non convexes, et par
la suite, elles nécessitent une charge de calcul trés élevée ce qui limite leur utilisation. Pour avoir
un compromis entre les fonctions de Lyapunov quadratiques et les fonctions de Lyapunov poly-
édriques, nous proposons l'utilisation d’une classe de fonctions de Lyapunov quasi-quadratiques,
ou polynomiales [CTF02a, CETD08, TD14].

4.2 Fonctions de Lyapunov
Une fonction de Lyapunov quasi-quadratique s’écrit comme suit [Het07, EI 12]...
V(z) = 2" P(z)x (4.1)

ou P(x) est une matrice fonction de x1,xs ..., x, composantes du vecteur d’état x.

Dans la suite du chapitre, nous prenons

P(z) = U (a) PWa(a), (4.2)

ou la matrice Wy est donnée par

I
Uy — < ($)> (4.3)
I,
ou
T

H(l’) = (xlln xoly ... wnIn) (4'4)

La matrice de Lyapunov P(z) (4.1) est alors une fonction polynomiale de second dégré en x.
Et donc la fonction de Lyapunov 4.1 n’est plus une fonction de Lyapunov quadratique. Ce type
de fonction a été largement utilisée par Coutinho et.al [CTF02a, CTF02b, CBTS04, CFTDOS|
dans un contexte de stabilité asymptotique sous le nom de “fonction de Lyapunov polynomiale".
Dans la suite, et conformément avec 'appellation dans [CTF02a, CTF02b], on I'utilise sous le
nom de fonction de Lyapunov polynomiale.
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4.83. Etude de la stabilité et de la stabilisation en temps fini par fonction de Lyapunov polynomiale

Compte tenu des blocs de la matrice Wy, la matrice P peut étre décomposée comme suit

P P
(pg p0> m

ou Py = POT e R™" Py e R”QX”, P = PIT € R™*7* gont des matrices constantes a déterminer.
Ainsi, suivant les contraintes sur les matrices Py, P et P», on distingue les 3 classifications
de la matrice P(x) :

(i) Si Py, Py et P, sont non nulles, alors P(x) est quadratique en x.
(ii) Si Py, P> sont non nulles et P; = 0, alors P(x) est affine en x.

(iii) Si Py est non nulle, P; = 0 et P, = 0, alors P(x) est constante et V(x) est la fonction de
Lyapunov quadratique utilisée dans le chapitre précédent.

4.3 Etude de la stabilité et de la stabilisation en temps fini par
fonction de Lyapunov polynomiale

Dans cette section, nous commencons par présenter une nouvelle approche pour ’analyse
de la stabilité en temps fini des systémes non linéaires quadratiques. Cette approche est basée
sur les fonctions de Lyapunov polynomiales. Les conditions sont exprimées en termes de LMIs.
Nous étendons ces résultats & 'analyse de la bornitude en temps fini des systémes quadratiques
perturbés. Dans un deuxiéme temps, avec la méme approche, nous synthétisons des correcteurs
garantissant la stabilisation en temps fini des systémes non linéaires quadratiques non perturbés
et perturbés.

4.3.1 Conditions de stabilité en temps fini des systémes quadratiques

Dans un contexte de stabilité en temps fini, I'utilisation des fonctions de Lyapunov poly-
nomiales conduit & des conditions moins pessimistes que les fonctions de Lyapunov quadra-
tiques [CTF02a, HBB08, CFTD08, TD14|. Amato et al. ont montré que l'utilisation des fonc-
tions de Lyapunov polyédriques [AAAC10] pour l'analyse et la synthése en temps fini est une
bonne alternative qui, en général, est moins conservative. Cependant, cette approche ne permet
pas d’exprimer les conditions en termes de LMIs, ce qui la rend non constructive. Afin de ré-
duire le conservatisme introduit par des fonctions de Lyapunov lors de I’étude de la stabilité
en temps fini des systémes quadratiques, nous proposons d’utiliser des fonctions de Lyapunov
polynomiales [CTF02a] (voir section 4.2).

Définissons le vecteur ((z) comme suit

C(z) = Wo(2)z = (H(x)> = (H(‘”>$> (4.6)

La fonction de Lyapunov (4.1) s’écrit
V(z) = ("(2) P¢(x) (4.7)

Afin de pouvoir appliquer le lemme 3.3.1, dérivons la fonction de Lyapunov (4.7) par rapport au
temps ¢

V(w) = ((2)" P¢(x) + ((x) " P{(x) (4.8)
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La dérivée ((x) de ((x) s’écrit :

Pour déduire II(x), notons que II(z) s’écrit comme suit
n
H(.Z’) = 21‘15’1 (4.10)
i=1

N [N . 2 2 . . .
ol S; est la i-éme colonne de la matrice S € R™ *™ définie par blocs comme suit :

I’VZXTL Oan A Oan
S = - 8 (4.11)
O’I’LX'I’L L OTLX’I’L ITLX?’L
et donc II(z) est donnée par
. n
O(z) =) Sid (4.12a)
i=1
= Sisid (4.12D)
i=1
ou s; est la i-éme ligne de I,,. Soit finalement
((z) = O(2)i = O(z)A(z)z (4.13)

ou O(x) est donnée par :

o(z) = (H(:”) * %:?1 5 ‘“) . (4.14)

En posant
n
(x) = Z S8, (4.15)
i=1

©(z) s’écrit comme suit

o) = (H(‘”);ﬁ(”) . (4.16)

Afin d’exprimer ((x) en fonction de {(z), réécrivons A(x)x

A(z)z = (Ao + ) _midi)a (4.17a)
=1
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l‘lfn
$2In
:(A1 Ay ... A, AO) c e
Tnln
I,
II(x)
=(A1 Ay ... A, A T
(4 4 ) (")
= (4 4 4, A) W@
En tenant compte de (4.6), et en posant
A=(A Ay A A,

Pexpression de A(x)z (4.17) s’écrit comme suit
Afw)s = Al(x)

et donc ¢(z) (4.13) devient
((z) = O(x)Al(x).
Compte tenu de (4.8) et (4.20), nous déduisons

V(z) = ATO" (2)P((z) + (T (2) PO (2) Al ()
= (T(x)(ATO" (2)P + PO(x)A)(())

(4.17D)

(4.17c)

(4.17d)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21a)
(4.21D)

Afin d’énoncer un nouveau théoréme garantissant la stabilité en temps fini des systémes linéaires
quadratiques & partir des fonctions de Lyapunov polynomiales, nous définissons les matrices

suivantes

l‘gfn —1}1In On On
On, I, —xzoI,
No(z) = | T3 T2
0n, .. 0, Tnly —x(n,l)ln
Q(x) = (—In2 H(:U))

(4.22a)

(4.22D)

(4.22¢)

(4.22d)

(4.22€)
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Il est facile de montrer que chaque matrice vérifie

N((z) == (4.23a)
Na(2)II(z) =0 (4.23b)
Q1 (z)¢(x) =0 (4.23c)
Qo (z)¢(z) =0 (4.23d)

1
Qs(x =0 4.23e
() s

Ainsi, Q;(x) et Qy(z) sont deux annulateurs linéaires de ((x) et Q3(x) est un annulateur de

<<<1x>>'

Théoréme 4.3.1 (Stabilité en temps fini des systémes quadratiques).

Etant donné deuz polytopes Py C P et un scalaire positif Ty, le systeme (3.3) est stable en temps
fini par rapport a (Po,P,Ty) s’il existe deux scalaires positifs o, p, une matrice symétrique
Pe R(”+”Q)X(”+"2), des matrices L, Ly, My, ..., M, de dimensions appropriées tels que

1
P———1,.,2<0 4.24
(7 + DyecTr " (4240)
P+ L @) + 2 @)TLT >0, Vi=1,.,p (4.24b)
&1 (28)) + LaQa(2) + (@7 LY <0, ¥i=1,..p (4.24c)
A+ M Qs () + Qa2 MT >0, Vi € {1,..,q},¥i € {1,..,p} (4.24d)
avec
®y(z) = PO(z)A + ATO(x)TP — aP, (4.25a)
2u—1  —pag I'n
Ay = Vk e {1,..,q}, 4.25b
. ( N ) (4:25)
_ ON[&
v =max ||(zp,) (4.25¢)
Démonstration.
Deéfinissons la fonction de Lyapunov polynomiale comme dans (4.1)
V(z) = 2T P(z)x. (4.26)
Soit & ’ensemble défini par
Er={zeR":V(zx) <1}. (4.27)

Tout d’abord, nous allons montrer que la condition (4.24b) implique que V' (x) est définie positive.
En effet, V(z) > 0 est équivalent &

C(x)TP¢(x) > 0,V € P. (4.28)

Du fait que Q;(x) est un annulateur de ¢, et en appliquant le lemme de Finsler, une condition
pour satisfaire (4.28) est l’existence d’une matrice L telle que

P4 LQy(x) + Q (z)T LT > 0. (4.29)
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Du fait que Q; () est affine par rapport aux variables x1, ..., x,, et que le polytope P est convexe,
I'inégalité (4.29) est vérifiee pour tout = € P si I’ensemble des LMIs (4.24b) est garanti. Et par
conséquent, les LMIs (4.24b) impliquent que V' (z) est définie positive.

Maintenant, montrons que les LMIs (4.24d) impliquent & C P. En effet, vu la défini-
tion (4.27) de 'ensemble & et la définition (3.38) du polytope P, & C P est équivalent a

afa: <1, Vo: :I:TP(x)a; <1, Vk=1,2,...,q. (4.30)
Cela revient a écrire que
2—alx—ala,>0Ve:1 -z Plx)z >0, Vk=1,2,...q (4.31)

qui n’est autre que

T T
>0, Va : >0, Vk=1,2,...q
x —ar 0 x x 0 —P(x) x

(4.32)
En appliquant la S-procédure (voir annexe A, il existe 71 € RT tel que

T
1 2—7m  —al 1
>0, Vk=1,2,....q (4.33)
x —ar T P(x) x
1

En posant p = =, l'inégalité (4.33) est équivalente a

71
1 ’ 2p — 1 T 1
gt TH >0, Vk=1,2,....q (4.34)
x —pay  P(x) x

En développant (4.34), nous aurons
(2u — 1) — pal z — pagz’ + T P(z)z >0 (4.35)

qui est équivalent a
(2u — 1) = pag N¢ — ¢"NTpay, + ¢ P¢ > 0 (4.36)

qui n’est autre que

T
1 2u—1 —palN 1
g Hek >0, Vk=1,2,...q (4.37)
¢ ~NTpay P ¢

Par le lemme de Finsler, une condition pour satisfaire (4.37) est l'existence des matrices Mj,
de dimensions appropriées telles que

( 2u—1 —/mgN

NT » ) + MpQs(z) + Q3(z) ML >0, VE=1,2,..,q,Vz € P (4.38)
—IVT pag

ou Q3(z) est donnée par (4.22e).
Par convexité de P et par linéarité de Q3(x) par rapport aux composantes de x, nous déduisons
que les conditions (4.24d) sont équivalentes & (4.38), et donc ils impliquent

& CP (4.39)
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Maintenant, nous montrons que I'ensemble des conditions (4.24c) implique Viz)—aV(z) <0
Vu l'expression (4.28) de V(x), et celle (4.21b) de V(x), nous déduisons

V(z) —aV(z) = (T(x)®(2)¢(x),Vz € P. (4.40)

Remarquons que ®;(x) et ((x) dépendent tous deux de z. Pour tenir compte de cette dépendance
en z, nous proposons d'utiliser Q9(x) comme annulateur de ¢. En effet, Qy(z) contient Qq(x) et
une ligne de plus. Cela permet d’obtenir des résultats moins pessimistes [TD14]. En appliquant
le lemme de Finsler, une condition pour satisfaire (4.40) est lexistence d’une matrice Ly de
dimension adéquate telle que

Oy (x) 4+ LoQ(z) + Q(z)TLE <0,vz e P (4.41)
qui est équivalente a (4.24c). Et par conséquent les conditions (4.24c) impliquent
V(z) —aV(z) <0, (4.42)

Il reste & montrer que (4.24a) garantit que V(zg))e®’s < 1.
L’inégalité (4.42) implique

V(z) < V(x(0))e < V(x(0))e*Ls (4.43)
d’ou
V(2(0))e*™r < ((2(0))" P¢((0))es (4.44a)
< Amax(P) [ (2(0))[|* e*7* (4.44b)
< Amax(P maXHC( H (4.44c)

2

Cherchons un majorant a HC xpo)

ONk 2
et < (el 1) ] (449
N2

Posons max H(:z:%?))” = 7y, nous pouvons écrire

N2
max @) < (v + 19 (4.46)

et donc (4.44c) devient

V(2(0))e™™ < Amax(P)(y + 1)yes. (4.47)

En imposant Amax(P)(y + 1)7e*Ts < 1, nous garantissons que V(2(0))e®”s < 1.
Notons qu’une contrainte LMI pour que (4.47) soit satisfaite est la condition (4.24a). Fina-
lement, nous déduisons que la contrainte LMI (4.24a) garantit que

V(x(0))eTs < 1. (4.48)

En utilisant (4.24a), nous obtenons (i = 1,...,p)

)T G |2
Gy PCE) < Amax(P) | 55

108



4.83. Etude de la stabilité et de la stabilisation en temps fini par fonction de Lyapunov polynomiale

Ol
< Amax(P)max ||(p

< Amax(P)(y + 1)ye™s

<1 (4.49)

et, par convexité, l'inégalité (4.49) équivaut a
Po C & (4.50)

Finalement, les conditions (4.24a), (4.24b), (4.24c) et (4.24d) garantissent respectivement les
conditions (4.39), (4.42), (4.48) et (4.50).
Ce qui finit la démonstration.

4.3.1.1 Exemples numériques

Considérons le systéme (3.140) sans la perturbation extérieure w. Nous proposons de dé-
terminer la valeur maximale de Ty qui assure la stabilité en temps fini, pour différents types
de matrices de Lyapunov. Ceci revient a résoudre, pour « fixé, un probléme d’optimisation du
parametre Ty sous les contraintes du théoreme 4.3.1.

En posant 8 = e~°77 la condition (4.24a) du théoréme 4.3.1 ot le paramétre T’y apparait
peut étre transformée comme suit

pP- LIHW <0 (4.51)

(v+ 1
Ainsi le probléeme de maximisation de Ty sous contraintes se transforme en un probléme de
minimisation de 8 sous contraintes, comme suit

minimiser [
0<B<1 (4.52)
sous (4.51), (4.24b), (4.24c) et (4.24d).

Afin d’illustrer I'effet du choix de la matrice de Lyapunov P sur la valeur maximale de T
obtenue & partir du théoréme 4.3.1, nous considérons les différents types de matrice de Lyapunov
suivantes :

Cas 1 Py, P; et P, sont libres, c-a-d P(x) est quadratique en x.

Cas 2 Py, P, sont libres et P, = 0, c-a-d P(z) est quadratique en z. Sachant que, dans ce deuxiéme
cas, la matrice P(z) ne posséde que des termes d’ordre 2 et d’ordre 0 en x.

Cas 3 Py, P, sont libres et P; = 0, c-a-d P(z) est affine en z.
Cas 4 Py est libre, P, =0 et P, =0, c-a-d P(x) est constante.

En optimisant T’y pour les 4 types de fonctions de Lyapunov précédentes, nous obtenons les
résultats regroupés dans le tableau 4.1

Nous remarquons une augmentation de max 7Ty en allant d'une fonction de Lyapunov poly-
nomiale moins générale vers une fonction de Lyapunov polynomiale plus générale.

Une simulation est effectuée en considérant 10000 états initiaux génerés aléatoirement dans le
polytope Py. Ensuite, en considérant I’ensemble de toutes les trajectoires x(t) issues de ces 10000
états initiaux, le maximum de la valeur absolue de chaque composante x;(t) de z(t) a chaque
instant est tracé dans la figure 4.1. Cette figure montre que le premier instant ot la trajectoire de
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P(x) max Ty
Cas 1|7.1035
Cas 2|7.0681
Cas 3|6.5698
Cas 4(2.4732

TABLE 4.1 — Valeurs maximales de T obtenues pour différents types de P(x)

6 A
.
R

5- H E E EE EEEEEEEEEEEEEEEEE RS EEEEEE. :f LB bl

Al = = =max |x, (t)] ’ e . |
= o* .
\3_ max |x2(t)| R .
Eal |

< 3 — M AX |x3(t)| "* . ]
g »* ]
» [ |
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»* u
4' |
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J-li-" |

OF I Il 1 I Il 1 L Il ' 0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 892 10

t (sec)

FIGURE 4.1 — Réponse du systéme en boucle ouverte

max |z1(t)| atteint 5 est 8.92 secondes. Ce qui est bien supérieur a toutes les valeurs de max T
des différents cas présentés dans le tableau 4.1.

Dans le tableau 4.2, nous présentons les valeurs propres et la valeur propre maximale de la
matrice P pour les différentes cas.

Le vecteur des valeurs propres de la matrice P dans les cas 1,2 et 3 montre des valeurs
négatives. P n’est pas contrainte & étre définie positive comme le montre la condition (4.24b) du
théoreme 4.3.1.

Le domaine &; (4.27) est présenté dans la figure 4.2. On remarque que le domaine &; est une
ellipsoide seulement dans le cas 4 correspondant & la matrice P(z) constante. La forme de &;
n’est pas une ellipsoide dans les cas 1, 2, 3.

4.3.2 Conditions de bornitude en temps fini des systémes quadratiques

Considérons le systéme perturbé suivant décrit par
&= A(z)x + E(z)w,z(0) = xp. (4.53)

La matrice A(z) € R™" est donnée par (3.4), et la matrice F(z) € R™** est définie comme suit
n

E(x)=Eo+ Y _E; (4.54)
i=1
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P(x) Spectre de P Amax (P)
[—0.047687 —0.034227 —0.00017715 0.014911
Cas 1 0.049979 0.16646 0.30092 0.91323 0.92792

0.91457 0.91795 0.92623 0.92792]
[—0.0097358 —0.00071869 0.0011463 0.0272

Cas 2 0.034175  0.14295 0.23927 0.92974 0.94454
0.93062 0.93893 0.94354 0.94454]
[—0.016202 —0.0089434  —0.0016494 —2.3843 x 10718
Cas 3 —4.7978 x 10719 =3.6623 x 1072 6.8709 x 102! 2.1591 x 10~'9| 1.2118
1.0491 x 1018 0.048013 0.27151 1.2118]
000 O
Cas 4 00 O 0 9.3937

0 0.0399 0.88005 9.3937]

TABLE 4.2 — Spectre et valeur propre maximale de P pour différents types de P(x)

Domaine&ipourCas.1 Domaine&rpourCas.2

- .5 2 2 82 I3
Domaine&ipourCas.3 Domaine&ipourCas.4

FIGURE 4.2 — Domaine &; pour différents types de fonctions de Lyapunov

avec E; € R4 (i=0,1,...,n) sont des matrices constantes et réelles.

Deéfinissons les matrices suivantes

(1o ~(1@) + () .

G(z) = ( : A ) (4.55a)
0

H(z) = <A> (4.55b)
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0

Hy(z) = <E(ac)> (4.55¢)
Na 0

Np(z) = <In2 H(x)) (4.55d)

Le théoréme suivant donne des conditions suffisantes pour garantir la bornitude en temps fini
du systéme (4.53)

Théoréme 4.3.2 (Bornitude en temps fini d’un systéme quadratique).

Etant donné deuz polytopes Py, P1, lensemble de perturbations Wg (1.46) et un réel positif
Ty, le systeme (4.53) est borné en temps fini par rapport a (Po, P1, W3, T¢) s’il existe des sca-
laires positifs a,p, w1, w2, une matrice symétrique P € R(”+”2)X("+"2), une matrice symétrique,
définie positive P, € REXZ, des matrices L11, L12, Lo1, Loo, L31, L3, Lo, My, ..., My de dimensions

appropriées tels que,

P <l (4.56a)

Py < ol (4.56b)

(py(y + 1) + dpg) e —1 <0 (4.56¢)

P+ Ly (@) + (@) TLT > 0,Vi=1,.,p (4.56d)

rd) <0,¥i=1,.,p (4.56¢)

A+ M3 () + Q32T MT > 0,¥k € {1, .., ¢}, Vi € {1, .., p}, (4.56f)

ol

Fi(z) Tie(x) Tis(e)

[(z) = | I'Ty(z) Toa(z) Tag(x) (4.57a)
Iy(x) Toy(z) Taa(x)

Iy1(x) = —L11G(z) — GT(2) L] (4.57b)

Tyo(x) = P+ Lyt H(z) + LiaNy(z) — GT(z) L3, (4.57¢)

Ty3(x) = L1y Hy(x) — G(z) L, (4.57d)

I'yo(z) = —aP + Loy H(x) + ngNb( )+ HT (2) L, + M (2) L (4.57e)

Tos(x) = Lot Hy(z) + HY (x) L3 + N ( )L, (4.57f)

T33(2) = =Py + L1 Hi(z) + H{ ()L, (4.57g)

Démonstration. Définissons la fonction de Lyapunov comme dans (4.26) et 'ensemble £; comme
dans (4.27).

En suivant la méme démarche que la démonstration précédente, il ne reste & montrer que

V(z) —aV(x) — wl Pyw < 0 (4.58)

V(z)—aV(z) — w Pyw = (T(2)P¢(x) + C(z) T Pé(x) — ol T (2) PE(z)wT Pyw (4.59a)
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0o P 0 é(
~ (@) @ W) | P —aP 0 ||¢@)]|  @59m)
0 0 —P, w

L’équation (4.53) s’écrit comme suit
i+ A(x)z + E(z)w =0 (4.60)

Rappelons que A(z)z = A((x) et expression (4.22a) de la matrice N. Nous en déduisons

—N¢ + Al(x) + E(z)w =0 (4.61)
En outre, remarquons que
(L —(() +Ti(2))) {(x) = 0 (4.62a)
(Mo 0)¢(@) =0 (4.62D)
(<L (@) ¢@) =0 (4.62¢)
Nous déduisons
¢ v om\ [
Nifz) = ( NV ) (@) | =0 (4.6
{(x)

donc Ni(z) est un annulateur de | ¢(x)

Par le lemme de Finsler, une condition pour garantir V(z) — aV(z) — wT Pyw < 0 est

L1 Lag
lexistence d’une matrice Ly = | Ly; Log | telle que
Ls1 L3y
0 P 0
P —aP 0 |+LNi(z)+N(z)L" <o. (4.64)
0 0 —P,

En développant et par convexité du polytope Py, nous obtenons exactement la condition (4.56e).
[}

4.3.2.1 Exemple numérique

Considérons I’exemple numérique (3.140) de la section précédente. Fixons d = 0.3, nous
allons déterminer pour chaque type de fonction de Lyapunov la valeur maximale de T’. Pour
déterminer la valeur maximale de T, nous résolvons numériquement un probléme d’optimisa-
tion sous contraintes pour différents types de fonctions de Lyapunov. En posant § = e~ %77, la
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condition (4.56c) du théoréme 4.3.2, ou le paramétre 7'y apparait, peut étre transformée comme
suit

(1y(y +1) +dpz) — B <0. (4.65)

Ainsi le probléme de maximisation de Ty sous contraintes se transforme en un probleme de
minimisation de 8 sous contraintes, comme suit

minimiser f
0<B<1 (4.66)
sous (4.56a), (4.56b), (4.56d), (4.56e) (4.56f) et (4.65).

Notons que le théoréme 3.3.2 de bornitude en temps fini avec une matrice de Lyapunov
constante et le théoréme 4.3.2 utilisent deux représentations différentes du méme systéme qua-
dratique.

Nous appliquons la méme procédure d’optimisation de Ty (4.66) au théoréme 3.3.2, avec
et sans annulateur. Pour bien présenter les résultats, nommons Cas 5 le cas correspondant &
Voptimisation déduite du théoréme 3.3.2 avec annulateur (L a déterminer), et le Cas 6 celui
correspondant a l'optimisation déduite du méme théoréme sans annulateur (L = 0).

P(x) | o jmaxmax T}
Cas 1]1.3] 2.245
Cas 2|1.3] 2.044
Cas 3[1.3] 2.029
Cas 4(3.1] 0.94929
Cas 5[1.9] 1.1204
Cas 63.1] 0.9544

TABLE 4.3 — Valeur maximale de max Ty pour différentes types de P(x)

Le tableau 4.3 montre que la valeur maximale de max T} est obtenue grace a une fonction
polynomiale pleine. L’utilisation d’une fonction de Lyapunov affine montre de meilleurs résultat
par rapport & une fonction de Lyapunov constante, que ce soit en utilisant un annulateur ou sans
annulateur.

Une simulation est effectuée en considérant 10000 états initiaux générés aléatoirement dans
le polytope Py. La perturbation est donnée par w(t) = v/2.4e~*sin(t). Ensuite, en considérant
I’ensemble de toutes les trajectoires x(t) issues de ces 10000 états initiaux, le maximum de la
valeur absolue de chaque composante z;(t) de x(t) a chaque instant est tracé dans la Figure 4.1.
Cette figure montre que le premier instant ou la trajectoire de max |z ()| atteint 5 est 3.44
secondes, ce qui est bien strictement supérieur a toutes les valeurs de max Ty des différents cas
présentés dans le tableau 4.3.

Dans cette section, nous avons développé une nouvelle approche basée sur des fonctions de
Lyapunov polynomiales pour déduire des nouvelles conditions garantissant la stabilité en temps
fini et la bornitude en temps fini des systémes nonlinéaires quadratiques. Ces nouvelles conditions
étaient exprimées en termes de LMIs. A travers des exemples numériques, nous avons montré
que notre approche basée sur des fonctions de Lyapunov polynomiales est moins pessimiste que
I’approche basée sur des fonctions de Lyapunov quadratiques.

Dans la suite nous étendons 'approche basée sur des fonctions de Lyapunov polynomiales
pour synthétiser des correcteurs assurant la stabilisation en temps fini des systémes quadratiques
non perturbés et perturbés.
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T 1

R4
= = =max |x, (1) .
’
6k max [x,(0) . -
4
— max [X,(0)] °
*’
4
D - - - - - - .
'l
.
JR— "
= 4 P B
N .
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’
>< L4
g 3 ’¢' —
’

time (sec)

FIGURE 4.3 — Réponse du systéme en boucle ouverte

4.3.3 Stabilisation en temps fini des systémes quadratiques par retour d’état
non linéaire

Dans cette section nous essayons de développer de nouvelles conditions garantissant la sta-
bilisation en temps fini des systémes quadratiques perturbés et non perturbés. Pour cela nous
utilisons des fonctions de Lyapunov polynomiales. Dans un premier temps nous nous intéressons
au probléme de stabilisation en temps fini des systémes quadratiques non perturbés. Dans un
deuxiéme temps nous étudions le probléme de stabilisation avec bornitude en temps fini des sys-
témes quadratiques perturbés. Dans les deux cas, nous aboutissons a des conditions exprimées
en termes de BMIs. Pour une résolution pratique de ces BMIs, nous proposons un algorithme
original dans le contexte de stabilité en temps fini. Nous finissons cette section par des exemples
numériques. Ces derniers montrent 'efficacité de notre approche basée sur des fonctions de Lya-
punov polynomiales ainsi que la méthodologie proposée pour une mise en oeuvre pratique.

4.3.3.1 Stabilisation en temps fini

Dans la suite, les résultats donnés par le théoréme 4.3.1 sont étendus a la stabilisation en
temps fini des systémes non linéaires quadratiques. Pour cela considérons le systéme quadratique

suivant
&= A(z)r + B(z)u, x(0) = xo. (4.67)
La matrice A(z) € R™ "™ est donnée par (3.4), et la matrice B(z) € R"*"™ est définie comme suit
n
B(.Z’) = By + Z x; B; (4.68)
i=1
ou B; (i=0,1,...,n) sont des matrices constantes et réelles, z € P C R™ est le vecteur d’état,

u € R™ est le vecteur de commande, zg € Py C R", Py et P sont des régions polytopiques de
I'espace d’état telles que Py C P.
Pour stabiliser le systéme dynamique en boucle ouverte (4.67), 'entrée de commande u € R™
est définie par
u=K(z)x (4.69)
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avec
n
K(z)=Ko+ Y K, (4.70)
i=1
ou K; (i=0,1,...,n) sont des matrices réelles et constantes a déterminer.

Vu les équations (4.67) et (4.70), le systéme en boucle fermée est donné par
& =[A(z) + B(z)K(z)]x. (4.71)

Remarquons que A(x) et K(x) s’écrivent comme suit

A(z) = AUs(x) (4.72a)
K(x) = KW¥y(x) (4.72b)
ou ¥y est donné par (4.3) et
A= <A1 A ... A, A0> (4.73a)
alors (4.71) devient
&= [A+ B(z)K|¥y(x)x. (4.74)

Nous définissons les matrices suivantes.

Gla) = <1n2 —(H(a:)—i—fl(a:))) (4750)

0 I,
N 0
H(z) = <A+ B(x)]K) (4.75b)
Na 0
Nilz) = (InZ H(£)> (4.75¢)

Le théoréme suivant donne des conditions suffisantes pour déterminer la matrice gain K(z)
qui garantit la stabilité en temps fini du systéme (4.71).

Théoréme 4.3.3 (Stabilisation en temps fini des systémes quadratiques).

Etant donné deuz polytopes Py, P et un scalaire positif Ty, le systéme (4.71) est stable en temps
fini par rapport a (Po,P,Ty) s’il existe des scalaires positifs o, une matrice symétrique P €
R(”+"2)X(”+”2), des matrices L, L11, L12, Loy, Lao, My, ..., My, K de dimensions appropriées tels
que

P mez <0 (4.76a)

P+ L (@) + (@) TLT, > 0, Vi=1,..,p (4.76b)
Ay <0, Vi=1,.,p (4.76c)

A+ MQ3(2$) + Q32T MT > 0, Yk € {1,..,q},¥i € {1,..,p} (4.76d)
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avec
Aw) = A A
Afy Mg
All(.r) = —LUG(.T) — GT(.CC)L{l
Alg(l') =P+ Lllﬁ(l’) + ng./\/b(l‘) — GT(.%‘)L%;
Agy(x) = —aP + Loy H(z) + LoaNy(x) + H' () L3, + Ny (2) L3,
2u—1 —padlN
A= | FON) vk e {1, ., ¢)
—NT pay, P
PR
v = max||(zf5)
Démonstration.

Définissons la fonction de Lyapunov polynomiale comme dans (4.1)

V(z) =2 P(z)x
= (" (@)P((=).
Soit &£ I’ensemble défini comme en (4.27) par

Eir={zeR": V(zx) <1}.

(4.77a)

(4.77b)
(4.77¢)
(4.77d)

(4.77¢)

(4.77f)

(4.78a)
(4.78b)

(4.79)

Grace au lemme de Finsler, la condition (4.76b) garantit que V(z) > 0. Dérivons V(z) par

rapport au temps, nous obtenons

V(w) = (" (2)P¢(x) + ((x) " P{(x)

et donc

V(z) — aV(z) = {T(2)P¢(x) + ((2)" P{(z) — ol () P{(x)

= (@) @) (; _zp) (

Du fait de I'équation (4.74) et de l'expression (4.22a) de la matrice N, nous déduisons

[A + B(z)K]|¥s(z)x —3 =0
—N¢(z) + [A + B(@)K]¢(z) =0

De plus, remarquons que

(L2 —((2) +i(2))) {(x) =0
N, 0) () =0
(—In2 H(x)> C(x)=0

Nous déduisons

(4.80)

(4.81a)

(4.81b)

(4.82a)
(4.82b)

(4.83a)
(4.83b)

(4.83¢)

(4.84)
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donc Ni(z) est un annulateur de <C($)> =0

¢(x)
Et par le lemme de Finsler, une condition pour garantir V(z) — oV (x) < 0 est I’existence
Ly L
d’une matrice Ly = P20 felle que
Ly Lo
0o P T
+ LoNi(z) + N (z) L3 < 0. (4.85)
P —aP

En développant et par convexité du polytope P, nous obtenons exactement la condition (4.76¢).
Comme déja vu dans la démonstration du théoréme 4.3.1, la condition (4.76d) garantit que
&1 C P, et la condition (4.76a) garantit que Py C & et que chaque trajectoire qui commence
dans Py ne quitte pas &;. Ce qui finit la démonstration. .

En posant 3 = e °7f la condition (4.76a) du théoréme 4.3.3 ou le parameétre T apparait
peut étre transformée comme suit

PP _1..<0 (4.86)

n
(v+ 1)y
Ainsi le probléme de maximisation de Ty sous contraintes se transforme en un probleme de
minimisation de 8 sous contraintes comme suit

minimiser [
0<p<1 (4.87)
sous (4.86), (4.76b), (4.76¢) et (4.76d).

La condition (4.76¢) du théoréme 4.3.3 n’est pas une condition convexe a cause de pro-
duits des variables inconnues & déterminer Lg; et K figurant dans H d’une part, et Lo et K
d’autre part. Ainsi, & cause de la bilinéarité des variables figurant dans la condition (4.76¢),
les deux problémes 4.3.3 et (4.87) sont deux problémes d’optimisation sous contraintes BMIs
(Bilinear Matrix Inequalities). Les probléemes BMIs sont des problémes NP-difficiles. Cela signi-
fie que tout algorithme qui résoud un probléme BMI n’est pas un algorithme & complexité en
temps polynomial [VB00, Scol4]|. Il existe différentes approches pour résoudre un probléme d’op-
timisation sous contraintes BMIs. On peut les classer en deux grandes approches : ’approche
globale [FKO01|, [GSP94|, [TA00], [YH98| et I’approche locale [GS96], [HHB99|, [IT01], [Iwa99]. La
plupart des algorithmes globaux sont des variantes de ’algorithme dit “Branch and Bound" [FK01].
La difficulté majeure des algorithmes globaux est la complexité de calcul. Tous ces algorithmes
ont une complexité de calcul non polynomiale. En conséquence, I’approche globale n’est appli-
cable que pour des problémes avec un nombre réduit de variables de décision [TA00]. Le plupart
des algorithmes locaux existants sont moins contraignants du point de vue complexité de calcul
que ceux de 'approche globale [VB00|. Cependant, ils dépendent des valeurs initiales a attribuer
aux variables de probléme. De ce fait, la convergence vers 'optimum global n’est pas garan-
tie [VB00] [GJ79], [PS82a]. Plusieurs chercheurs ont proposé différentes méthodes relatives a
Papproche locale [GS96|, [HHB99|, [IT01], [Iwa99]. Cependant I'idée la plus simple découle du
fait qu’en fixant certaines variables y, la BMI devient convexe par rapport aux variables restantes
x et vice versa. Et par itération entre ces deux étapes, la BMI peut converger [Iwa99].

Dans la suite, nous proposons une méthode itérative basée sur cette simple idée pour ré-
soudre le probléme d’optimisation 4.3.3. En, général, la difficulté réside dans la détermination
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des valeurs initiales de T'tg, de K et de L11, L12 pour entamer la procédure de résolution itéra-
tive du probléme d’optimisation sous contraintes BMIs. Pour cette étape d’initialisation, nous
proposons une procédure adéquate en contexte de stabilité en temps fini : En effet, dans une
prémiére étape nous déterminons la valeur maximale de T'g et L1, L12 garantissant la stabilité
en temps fini du systéme en boucle ouverte en résolvant le probléme d’optimisation (4.52). Dans
une seconde étape, et pour Trg et Lq1, L1z déduits de ’étape précédente, nous déterminons K
assurant la stabilisation en temps fini du systéme en boucle fermée par rapport a (Po, P, Tfo) par
résolution des LMIs (4.76a), (4.76b), (4.76c) et (4.76d). L’étape 3 consiste en la détermination de
nouveau, de L11, L12 en résolvant les LMIs (4.76a), (4.76b), (4.76¢) et (4.76d) pour K déduite de
I’étape 2. Dans la quatrieme étape, nous optons a la détermination de T'yg et de K par résolution
des LMIs (4.76a), (4.76b), (4.76c) et (4.76d). A la fin de cette procédure d’initialisation, nous
possédons des valeurs initiales de T'yg, L11, L12 et K, et nous pouvons commenger notre procé-
dure itérative qui comporte trois étapes. Dans la prémiére étape nous déterminons, L1, L12 en
résolvant les LMIs (4.76a), (4.76b), (4.76¢) et (4.76d) sachant T’ et K. Dans la deuxiéme étape,
nous résolvons les LMIs (4.76a), (4.76b), (4.76c) et (4.76d) pour déterminer de nouveau T et
K. Dans la troisieme étape, nous incrémentons T par un €1 > 0 trés petit et fixé a 'avance.
Nous itérons ces trois étapes jusqu’a ce que T'yg > Ts + €, ou € est un nombre trés petit, astuce
numérique assurant que T'rg > T.

Algorithme 4.3.1.

e Etape 0.
Fixer (Po, P, d, Ty).

e Etape 1.
Déterminer Tyg et Lq1, L12, Lo1, Loa par résolution du probléme (4.52).

e Etape 2.
Pour T'yg, L11 et Ly; déduit de Etape 1, déterminer K par résolution des LMIs (4.76a), (4.76b),
(4.76¢) et (4.76d).

e Etape 3.
Pour T'g déduit de E‘tape 1 et K déduit de Etape 2, déterminer Li1, L1, L21, Log par résolution
des LMIs (4.76a), (4.76b), (4.76¢) et (4.76d).

e Etape 4.
PourLi; et Loy déduit de Etape 3, déterminer K par résolution des LMIs (4.76a), (4.76b), (4.76c)
et (4.76d).

e Etape 5.
while Ty < Ty + ¢ do
Tfo + €1
Etape 3.
Etape 4.
end while

4.3.3.2 Stabilisation en temps fini avec bornitude en temps fini

Dans la suite, les résultats donnés par le théoréme 4.3.3 sont étendus a la stabilisation avec
bornitude en temps fini des systémes non linéaires quadratiques perturbés. Pour cela, considérons
le systéme quadratique suivant

&= A(z)r + B(z)u+ E(x)w,z(0) = xo. (4.88)
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Pour stabiliser le systéme dynamique en boucle ouverte (4.88), l'entrée de commande u € R™
est remplacée comme dans (4.69) par
u=K(z)x (4.89)

Pour énoncer le théoréme garantissant la stabilisation avec bornitude en temps fini, définissons
les matrices suivantes

_ <ISQ H(“"») (4.90a)

= <A+ K) (4.90D)
<E?w ) (4.90¢)

Ny(z) = <_AI/:2 H@;)) (4.90d)

Théoréme 4.3.4 (stabilisation avec bornitude en temps fini des systémes quadratiques).
Etant donné deux polytopes Py, P1, lensemble Wfl et un réel positif Ty, le systéme (4.53) est
borné en temps fini par rapport a (770,731,W3,Tf) sl existe des scalaires positifs o, w, W1, pe,
une matrice symétrique P € R(”+"2)X("+"2), une matrice symétrique définie positive P, € R,
des matrices Ly1, L9, Lo1, Los, Ls1, Lso, L, My, ..., M, K de dimensions appropriées tels que

P < il 2 (4.91a)
Py < pgly (4.91b)
(m1y(y +1) + dpg) e’ =1 <0 (4.91c)
P+ I (@) + (@)L, > 0,¥i = 1,.,p (4.91d)
I(z{) < 0,vi = 1,. (4.91e)
A+ MQ3(2%) + Q32T M > 0,k € {1, ..,q},Vz’ e{1,.,p} (4.91f)
ou
I'ii(z) Tia(z) Tiz(x)
[(z) = | T4 (z) Taa(z) Tas(z) (4.92a)
[f3(x) Tis(x) Tss(x)
Tii(z) = —LuG(z) — GT(x)LT; (4.92b)
Tip(z) = P+ Ly H(z) + LiaNy(z) — GT(2) L, (4.92c)
Dy3(x) = L1 Hy(z) — G(z) LY (4.92d)
Too(x) = —aP + Loy H(z) + ng/\/'b( )+ HY (2) L, + M (2) L, (4.92e)
Dos(x) = Loy Hy(x) + HY (2) L, + N (2) L2, (4.92f)
Ds3(x) = — Py, + L3 Hy (z) + Hi (z) L (4.92g)
Démonstration. La démonstration est la méme que la démonstration 4.3.2 .
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4.83. Etude de la stabilité et de la stabilisation en temps fini par fonction de Lyapunov polynomiale

En posant 8 = e~°7, la condition (4.91c) du théoréme 4.3.4 ot le paramétre Ty apparait
peut étre transformée comme suit

(y(y+1) +du2) =B <0 (4.93)

Ainsi le probleme de maximisation de Ty sous contraintes se transforme en un probléme de
minimisation de 8 sous contraintes, comme suit

minimiger f
0<p<1 (494)
sous (4.91a), (4.91b), (4.91d), (4.91e) (4.91f) et (4.93)

Le théoréme 4.3.4 et le probléme (4.94) sont deux problémes d’optimisation sous contraintes
BMlIs. Pour résoudre ce deux problémes, nous procédons de la méme maniére que 1’algorithme 4.3.1.
L’algorithme de résolution peut étre résumé comme suit

Algorithme 4.3.2.

e Etape 0.
Fixer (Po, P, T}).

e Etape 1.
Déterminer Tg et Lq1, Lo1, L3 par résolution du probléme (4.66).

e Etape 2.
Pour Ty, et L11, L1, L31 déduit de Etape 1, déterminer K par résolution des LMIs (4.91a), (4.91b),
(4.91c), (4.91d), (4.91e) et (4.91f).

e Etape 3.
Pour T déduit de Etape 1 et K déduit de Etape 2, déterminer Lq1, Lo1, L3 par résolution
des LMIs (4.91a), (4.91b), (4.91¢c), (4.91d), (4.91e) et (4.91f).

e Etape 4.
Pour Liy, Lo, L3y déduit de Etape 3, déterminer K par résolution des LMIs (4.91a), (4.91b),
(4.91c), (4.91d), (4.91e) et (4.91f).

e Etape 5.
while Tf() < Tf + e do
Tro + €1
Etape 3.
Etape 4.
end while

4.3.4 Exemples numériques

Considérons le systéme non linéaire quadratique (3.140). Soient Py = [—0.4,0.4] x[—0.4, 0.4] x
[—0.4,0.4], Py = [-5,5] x [=5,5] x [=5,5], T = 8 et d = 1.6. Appliquons ’algorithme 4.3.2 pour
résoudre le probleme 4.3.4 pour une fonction de Lyapunov polynomiale. La simulation de 1’al-
gorithme 4.3.2 prouve que le systéme (3.140) est stabilisable en temps fini avec bornitude en
temps fini par rapport a Py = [—0.4,0.4] x [-0.4,0.4] x [-0.4,0.4], P; = [-5,5] x [-5,5] x
[—5,5],Tf = 8,d = 1.6. La courbe 4.4 montre quelques trajectoires du systéme (3.140) corres-
pondants & des conditions initiales choisis aléatoirement dans Py. La perturbation est donnée
par w(t) = 2e7 %5 sin(t). Ces trajectoires ne sortent pas de 'ensemble & et par suite, elles ne
quittent pas P; pendant [0, T%].
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Chapitre 4. Stabilisation en temps fini des systémes quadratiques via des fonctions de Lyapunov polynomiales

La matrice K du correcteur est donnée par

K — [0.042073 0.0073788 0.25757 0.023714 0.031905 0.22366 (4.95)
0.01689  0.022128 0.28269 —14.948 —18.788 —114.88] .

et on déduit les matrices gains Ko, K1, K2, K3 du correcteur u(z) = K(x)z (4.89) :

0.042073 0.023714
K& =K(,1:3)" = 0.0073788 |, KT =K(,4:6)7 =] 0.031905 |, (4.96a)
0.25757 0.22366
0.01689 —14.948
K3 =K(,7:9" = | 0.022128 K& =K(:,10:12)7 = | -18.788 (4.96b)
0.28269 ~114.88
; a

FIGURE 4.4 — Trajectoires du systéme en boucle fermée
Afin d’illustrer la FTB obtenue par le correcteur (4.96), une simulation est effectuée en
considérant 10000 états initiaux aléatoires dans le polytope Py. La perturbation est donnée par
w(t) = 2799 sin(t). En considérant I'ensemble de toutes les trajectoires x(t) issues de ces 10000
conditions initiales choisies aléatoirement dans Py, le maximum de la valeur absolue de chaque
composante x;(t) de x(t) a chaque instant est tracé dans la figure 4.5. Ces maxima n’excédent
pas 5 durant l'intervalle de temps prescrit [0, 8].

La figure 7?7 donne la courbe de la commande w pour stabiliser une trajectoire du sys-
téme (3.140) issue d’'une condition initiale générée aléatoirement.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, quatre problémes ont été résolus. Les deux premiers problémes étaient le
probléme de stabilité en temps fini et le probléme de bornitude en temps fini via des fonctions
de Lyapunov polynomiales. Dans les deux cas, les résultats obtenus sont exprimés en termes de
LMIs. Ces résultats étaient testés sur un exemple numérique. Le fait de considérer une fonction
de Lyapunov polynomiale conduit & des résultats moins conservatifs qu’avec des fonctions de
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4.4. Conclusion
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FIGURE 4.5 — Réponse du systéme en boucle fermée

4
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FIGURE 4.6 — Commande

Lyapunov quadratiques. Le troisiéme probléme et le quatriéme probléme considérés étaient res-
pectivement le probléme de stabilisation en temps fini et celui de la stabilisation en temps fini
avec bornitude en temps fini via des fonctions de Lyapunov polynomiales. Dans les deux cas, les
résultats de synthése sont exprimés en termes de BMIs. Une approche originale dans le contexte
de stabilité en temps fini a été proposée dans chaque cas afin de résoudre de maniére itérative
les contraintes BMIs. Cette procédure a été validée par un exemple numérique.
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Conclusion générale et perspectives

Ce mémoire de thése est consacré & de nouveaux théorémes pour 'analyse de la stabilité en
temps fini et pour la synthése de nouveaux correcteurs assurant la stabilisation en temps fini des
systémes linéaires invariants et continus, ainsi que pour une classe de systémes non linéaires, a
savoir les systémes quadratiques.

Dans la premiére partie de cette thése, nous avons rappelé les concepts de stabilité les plus
utilisés dans la littérature, a savoir la stabilité au sens de Lyapunov, la stabilité asymptotique
et la stabilité exponentielle. Dans des situations pratiques, il s’avére que la stabilité au sens
de Lyapunov n’est pas appropriée. Ainsi nous avons rappelé le concept de stabilité pratique et
surtout de stabilité en temps fini. Différents résultats garantissant la stabilité en temps fini et la
stabilisation en temps fini des systémes linéaires ont été cité dans cette premiére partie.

Dans la deuxiéme partie de cette thése, nous nous sommes focalisés sur 'analyse de la borni-
tude en temps fini des systémes linéaires perturbés via I’approche descripteur. Le but est d’utiliser
cette approche pour la synthése d'un correcteur FTB par retour de sortie dynamique. Dans un
deuxiéme temps, nous avons étendu ces résultats a la synthése d’un correcteur Ho.-FTB par
retour de sortie dynamique pour les systémes linéaires. On montre que les conditions, exprimées
sous forme LMIs, sont moins pessimistes que celles obtenues via 'approche classique. Nous avons
fini cette partie en traitant la commande H, basée sur un observateur H., assurant la stabili-
sation en temps fini d’un systéme linéaire. Tout les résultats de cette partie ont été validés par
des exemples numeériques.

La troisiéme partie de cette thése est consacrée a I’étude de la stabilité en temps fini, bornitude
en temps fini, stabilisation en temps fini et stabilisation en temps fini avec bornitude en temps
fini des systémes quadratiques via des fonctions de Lyapunov quadratiques. D’abord nous avons
introduit deux lemmes garantissant respectivement la stabilité en temps fini et la bornitude en
temps fini des systémes dynamiques par rapport & des ensembles polytopiques. Ces deux lemmes
ont servi & démontrer les résultats de cette troisiéme partie et ceux de la quatriéme partie. Tous
les résultats de cette partie sont exprimées en termes de LMIs. Plusieurs simulations numériques
ont été menées dans cette troisiéme partie. Toutes ces simulations ont montré I'intérét de notre
approche en comparaison avec les approches existant dans la littérature.

La quatriéme partie de cette thése constitue une extension des résultats de la troisiéme partie
en utilisant des fonctions de Lyapunov polynomiales. Cette utilisation originale des fonctions de
Lyapunov polynomiales, plus générales que les fonctions de Lyapunov quadratiques, a donné
naissance & de nouveaux résultats pour I’étude de la stabilité en temps fini, la bornitude en
temps fini, la stabilisation en temps fini et la stabilisation en temps fini avec bornitude en temps
fini. Les conditions assurant la stabilité en temps fini et la bornitude en temps fini sont exprimées
en termes des LMIs. Plusieurs simulations sont proposées pour valider ces résultats et pour les
comparer avec les résultats obtenus via des fonctions de Lyapunov quadratiques. Les résultats
de stabilisation en temps fini et la stabilisation en temps fini avec bornitude en temps fini sont
exprimés en termes de BMIs. Deux algorithmes itératifs sont proposés pour la mise en oeuvre
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pratique de ces conditions BMIs. Ces algorithmes sont testés sur un exemple numérique.

Comme perspectives, nous proposons d’essayer de développer des conditions assurant la sta-
bilité en temps fini et la stabilisation en temps fini des systémes linéaires perturbés incertains.
Il serait aussi intéressant d’essayer de trouver des conditions garantissant la stabilité en temps
fini et la stabilisation en temps fini des systémes non linéaires quadratiques pour des ensembles
ellipsoidaux, avec des fonctions de Lyapunov quadratiques ou/et polynomiales. Enfin, nous pro-
posons de synthétiser un observateur non linéaire en temps fini pour les systémes non linéaires
quadratiques.
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Annexe A

Compléments mathématiques et
Inégalités matricielles linéaires
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A.1 Les annulateurs

Un annulateur peut étre défini comme suit

Définition A.1.1 (Annulateur[TD14]). Soient f(.) : R? —— RS une fonction vectorielle et r
un réel positif, la fonction matricielle Qf : R? — R"™* est appelée un annulateur de f(.) si
Q¢(2)f(2) =0, Vz € R%.

Un annulateur n’est pas unique en général. Lorsque Q¢(2) est une fonction linéaire, I’annu-
lateur est dit annulateur linéaire.

T
Exemple A.1.1. Soit f(z) = (z% zlzz) , un annulateur linéaire de f est

Qf(z) = <22 _21> (A1.1)
Exemple A.1.2. Un cas trés intéressant est de déterminer un annulateur linéaire pour le vecteur
d’état = (xl Ty ... !L‘n) Une représentation simple d’un tel annulateur linéaire Q(z) est
la suivante
To —I 0 0 ... 0
0 3 —I2 0 ... 0
Q)= . . S : e R 1xn (A.1.2)
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A.2 Propriétés des matrices

A.2.1 Matrices définies et semi-définies

Une matrice symétrique S € R™*" est dite :
(i) définie positive (S > 0) ssi 7Sz > 0 pour tout z € R™, x # 0
(ii) semi-définie positive (S > 0) ssi 7Sz > 0 pour tout z € R", x # 0
(iii) définie négative (S < 0) ssi 27 Sz < 0 pour tout z € R, x # 0
(iv) semi-définie négative (S < 0) ssi 27 Sz < 0 pour tout z € R”, 2 # 0
A.2.2 Norme Euclidienne d’un vecteur

La norme euclidienne, aussi appelée norme 2 ou norme de Frobenius, du vecteur z € R™ est

1
n 2
lall = llell, = el » = VaTz = (Z w) (A2.1)
=1

A.2.3 Lemmes utiles

Lemme A.2.1 (Inégalité de Rayleigh). [Zhall]
Soit une matrice symétrique Q, alors on a

Amin(@Q) |2]1* < 27Qx < Anaa(Q) [|2* V2 € R™ (A.2.2)

Lemme A.2.2. [Zhall]
Soit Q € R™™ une matrice symétrique, pour toute matrice V.€ R™*™ vérifiant VIV =1, on a

Lemme A.2.3. [HJ85]
Soient A et B deur matrices symétriques de dimensions appropriées, alors on a

Amaz(A) < Apin(B) = A< B (A.2.4)
Lemme A.2.4. [TF70]

E G

Soit H = ( o ) une matrice symétrique positive semi-définie dont les valeurs propres sont
F

Y1 2 oo 2 Yn, avec B une matrice carrée dont les valeurs propres sont ay > .... > aq et F une

matrice carrée dont les valeurs propres sont 81 > ... > By, alors on a

Vitj—1 < o+ 55, Vi, 5 tels que 1 <i<a,1<j5<b. (A.2.5)

A.3 Lemmes utiles pour les LMIs

Lemme A.3.1 (Lemme de Schur [BEFB94)).
Etant donné trois matrices de dimensions appropriées, alors on a

A BT o
5 >0< (C>0 et A—B'C'B>0) (A.3.1a)
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A BT —1pT
5 >0< (A>0 e C—-BA'B' >0) (A.3.1b)

Lemme A.3.2 (S-procédure [BEFB94]).
Soient les formes quadratiques suivantes

T
A BT
qi(z) = (?) (b ¢ ) (alc> =2l A+ 207 +¢;,Vi=0,1,...,p (A.3.2)
i G

alors on a qo(x) > 0, pour tout x tel que q;(x) > 0,1 =1,...,p, s'il existe des réels p; > 0 tels
que
Ay b P[4 T
— i 1>0 A.3.3
<b0 co ;p bi ¢ ( )

Lemme A.3.3 (Lemme de complétion |[BEFB94|).

Soient P et QQ € R™™ deux matrices symétriques définies positives. Il existe une matrice symé-
trique définie positive P € RHm)X(n+m) telle que le bloc supérieur gauche (nxn) de P soit P,
et celui de P~1 = Q soit Q, si et seulement si Q >0 et P> Q™Y ou bien si et seulement si

<P I)
>0 (A.3.4)
I Q

Si (A.3.4) est vérifiée, les matrices P et Q peuvent étre paramétrées par

I (A.3.5a)
= MT p .J.0ad

- Q@ N
Q= (NT Q> (A.3.5b)

avec P=MT(P—-Q )™l etQ=NT(Q— P H™IN ou M € R™™ est une matrice arbitraire
de rang plein telle que MNT = (I — PQ).

Lemme A.3.4 (Lemme de Finsler, [TD14]).

Soit P C R® un polytope donné, soient S(.) = ST(.) : P — R et K(.) : Py — R™4
deuz fonctions matricielles et soit Q(v) une base du noyau de K(v), les propositions suivantes
sont équivalentes.

(i) Vv € P1, la condition 27 S(v)z > 0 est satisfaite ¥z € RY : K(v)z = 0.
(ii) Yv € Py, il existe une fonction matricielle L(.) : P — RT*" telle que S(v) + L(v)K(v) +
K@)TL()T > 0.
(iii) Yo € P1, Q(v)TS(v)Q(v) > 0.

Lorsque S(.) et K(.) sont des fonctions affines et L une matrice constante, I'item 2 du
lemme A.3.4 devient seulement une condition suffisante de 'item 1 exprimée en termes de LMI.
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Résumé

Ce mémoire de these traite de la stabilité en temps fini et de la stabilisation en temps fini des systémes
dynamiques. Dans plusieurs situations pratiques, I’étude de la stabilité asymptotique ne suffit pas pour
connaitre le bon fonctionnement d’un systéme dynamique. En effet, il est souvent important de garantir
que pendant le régime transitoire, les trajectoires d’état ne dépassent pas certaines limites prédifinies afin
d’éviter les saturations et ’excitation des non-linéarités du systéme, d’ou 'intérét d’étudier la stabilité
en temps fini du systéme dynamique. Un systéme dynamique est dit stable en temps fini (FTS) si, pour
tout état initial appartenant & un ensemble borné prédéterminé, la trajectoire d’état reste comprise dans
un autre ensemble borné prédéterminé pendant un temps fini et fixé. Lorsque le systéme est perturbé, on
parle de bornitude en temps fini (FTB).

Trois problémes principaux sont traités dans ce manuscrit :

(i) Commande et commande Ho. en temps fini des systémes linéaires invariants continus perturbés.
(i) Stabilité en temps fini et stabilisation en temps fini des systémes non linéaires quadratiques via des
fonctions de Lyapunov quadratiques.
(iii) Stabilité en temps fini et stabilisation en temps fini des systémes non linéaires quadratiques via des
fonctions de Lyapunov polynomiales.

Premiérement, des nouveaux résultats concernant la bornitude en temps fini et la stabilisation en
temps fini des systémes linéaires continus invariants perturbés ont été proposés. Des nouvelles conditions
suffisantes assurant la synthése d’un correcteur FTB par retour de sortie dynamique ont été developpées
via une approche descripteur originale dans ce contexte. Pour surmonter la difficulté de linéariser une
condition de bornitude en temps fini évoquant les valeurs propres maximale et minimale de la matrice de
Lyapunov, une nouvelle méthode élégante a été proposée, qui consiste & utiliser une transformation de
congruence particuliére. Les conditions obtenues sont sous forme de LMIs, et peuvent donc étre résolues
par optimisation convexe. Ce résultat a été étendu a la synthése d’un correcteur FTB-H., par retour de
sortie dynamique. Un exemple numérique montre 'intérét de ’approche descripteur dans un contexte de
stabilité en temps fini. Enfin, la synthése d’une commande H., basée sur un observateur FTB-H., a été
réalisée.

Deuxiémement, des nouvelles conditions LMIs pour I’étude de la stabilité en temps fini et la stabi-
lisation en temps fini ont été proposées pour les systémes non linéaires quadratiques perturbés et non
perturbés. Le développement de ces méthodes a été fait via des fonctions de Lyapunov quadratiques. La
nouveauté par rapport & la littérature consiste en 1’utilisation de la notion d’annulateur combinée avec le
lemme de Finsler pour obtenir des conditions moins pessimistes.

Enfin, pour obtenir des conditions encore moins pessimistes, de nouveaux développements ont été
proposés en utilisant des fonctions de Lyapunov polynomiales. Cette approche a abouti & des nouveaux
théorémes assurant la stabilité en temps fini et la bornitude en temps fini des systémes quadratiques non
linéaires. Ces conditions ont été exprimées en termes de LMIs. Pour la stabilisation en temps fini et la
stabilisation en temps fini avec bornitude en temps fini, les développements via des fonctions de Lyaponov
polynomiales ont abouti & des BMIs. Deux algorithmes itératifs ont été proposés pour résoudre ces BMIs.

Mots-clés: Stabilité en temps fini, stabilisation en temps fini, commande Ho, en temps fini, bornitude
en temps fini, systéme non linéaire quadratique, fonction de Lyapunov polynomiale, annulateur, LMIs,
BMIs



Abstract

This dissertation deals with the finite time stability and the finite time stabilization of dynamic
systems. In several practical situations, the study of the asymptotic stability is not sufficient to know
the good working of a dynamic system. Indeed, it is often important to ensure that during the transient
regime, the state trajectories do not exceed certain predefined limits in order to avoid saturations and
excitations of the nonlinearities of the system. Hence the interest is to study the stability of the dynamic
system in finite time. A dynamic system is said to be stable in finite time (FTS) if, for any initial state
belonging to a predetermined bounded set, the state trajectory remains within another predetermined
bounded set for a finite and fixed time. When the system is disturbed, it is called finite time boundednes
(FTB). In this manuscript, the goal is to improve the results of finite time stability used in the literature.

Three main fields are treated in this manuscript :

(i) Finite time control of perturbed continuous invariant linear systems.
(ii) Finite time stability and finite time stabilization of nonlinear quadratic systems via quadratic
Lyapuonv functions.
(iii) Finite time stability and finite time stabilization of nonlinear quadratic systems via polynomial
Lyapuonv functions.

New sufficient conditions for the synthesis of an FTB controller by dynamic output feedback have been
developed via an original descriptor approach. To overcome the difficulty of linearizing a FTB condition
evoking the maximum and minimum eigenvalues of the Lyapunov matrix, an original method has been
proposed which consists in using a particular congruence transformation. The obtained conditions are
expressed in terms of LMIs, and can therefore be solved by convex optimization. This result has been
extended to the synthesis of an H.-FTB dynamic output feedback controller. A numerical example
shows the interest of the descriptor approach in a context of finite time stability. Second, new LMI
conditions for the study of finite time stability and finite time stabilization have been proposed for
disturbed and undisturbed nonlinear quadratic systems. The development of these methods was done
via quadratic Lyapunov functions. The novelty with respect to the literature is the use of the notion of
annihilators combined with the Finsler lemma to obtain less conservative conditions. Third, to obtain
even less conservative conditions, new developments have been proposed using polynomial Lyapunov
functions. This approach has resulted in new theorems providing finite time stability and finite time
boundness of nonlinear quadratic systems. These conditions were expressed in terms of LMIs. For finite
time stabilization and finite time stabilization with finite time boundness, developments via polynomial
Lyaponov functions have resulted in BMIs. Two iterative algorithms have been proposed to solve these
BMIs.

Keywords: Finite time stability (FTS), finite time boundedness (FTB), Finite time control, nonlin-
ear quadratic systems, annihilators, polytopic domains, H..-FTB controllers, H..-FTB filters, Finsler’s
lemma, Linear matrix inequalities (LMI), Bilinear matrix inequality,
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