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des Systèmes Dynamiques

Thèse
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Introduction générale

La plupart des résultats existant dans la littérature liés à la stabilité des systèmes dynamiques
concernent la stabilité au sens de Lyapunov ou la stabilité asymptotique. Ces concepts sont
dé�nis sur un intervalle de temps in�ni et ne donnent aucune idée sur le régime transitoire des
trajectoires du système dynamique. C'est pourquoi, dans de nombreux domaines d'application
pratique concernant l'analyse de la stabilité et la synthèse des lois de commande stabilisantes,
l'utilisation d'une approche plus pratique est requise. En e�et, étudier le comportement des
systèmes dans un intervalle de temps �ni est récurrent et devient un problème important lorsque
leur vie est �nie. En outre le comportement de système en régime transitoire joue un rôle essentiel.
En e�et, contraindre l'état d'un système en régime transitoire à ne pas dépasser certaines limites
évite les saturations, les excitations excessives des parties vitales et des dynamiques non linéaires.
Suivant ces considérations, les chercheurs russes ont introduit le concept de stabilité en temps �ni
durant les années 50 [Kam53, Leb54a, Leb54b]. Plus tard, au cours des années 1960, ce concept
est apparu dans des journaux en anglais [Dor61b, Dor61a, MP72, WI67]. En dé�nissant deux
ensembles bornés dans l'espace d'état, nommés �ensemble initial" et �ensemble des trajectoires",
le système est dit stable en temps �ni (FTS, Finite-Time Stable), si les trajectoires du système
émanant de l'ensemble initial restent dans l'ensemble des trajectoires pendant un intervalle de
temps �ni. Durant la même époque, en 1961 Lasalle et Lefschetz [LaS60] ont introduit le concept
de la stabilité pratique. Un système est dit pratiquement stable, si les trajectoires émanant de
l'ensemble initial restent dans l'ensemble des trajectoires pendant un intervalle de temps in�ni.
En 1967, Weiss et Infante ont étendu le concept de FTS à des systèmes non linéaires en présence
de perturbations. Cela conduit à la notion de stabilité BIBO en temps �ni, qui est le même
concept que la bornitude en temps �ni (FTB, Finite-Time Boundedness) introduit par Amato
et al. Un système soumis à des perturbations extérieures bornées est dit borné en temps �ni
si les trajectoires émanants de l'ensemble des conditions initiales restent dans l'ensemble des
trajectoires pour un intervalle de temps �xe et �ni. Ainsi, un système borné en temps �ni est un
système stable en temps �ni en présence de perturbations extérieures bornées.

Par ailleurs, on note qu'il existe dans la littérature plusieurs travaux utilisant le terme �sta-
bilité en temps �ni" [BB98, Mou05] pour décrire une notion totalement di�érente, à savoir la
convergence en temps �ni vers un point d'équilibre. Celle-ci suppose que le système est déjà
asymptotiquement stable. Au contraire, notre notion de stabilité en temps �ni ne requiert pas
que le système étudié soit asymptotiquement stable.

Il est à mentionner que Dorato a utilisé le terme �short-time Stability" [Dor61b, Dor61a]
pour décrire la notion de stabilité en temps �ni (FTS) que nous avons dé�nie. Dans [Dor61b],
Dorato et al. fournit un premier résultat d'analyse pour les systèmes linéaires variants. En 1965,
Weiss et Infante ont publié une analyse détaillée sur la FTS pour les systèmes continus et non
linéaires [WI65]. Ils ont donné des conditions su�santes pour assurer la FTS d'un système continu
non linéaire.

1



Introduction générale

Ensuite, ils ont introduit la notion �nite-time BIBO, qui était appliquée à des systèmes
non linéaires perturbés [WI67]. En 1968, Weiss a développé des conditions nécessaires pour la
FTS [Wei68].

Michel a étendu les travaux de Weiss sur la stabilité en temps �ni des systèmes continus
à plusieurs autres types de systèmes tels que les systèmes discrets, les systèmes simples, les
systèmes interconnectés et les systèmes discontinus [MW69, Mic70b, Mic70a, MP72, MM77].

A la même époque, plusieurs autres résultats pour caractériser la FTS et la stabilité pra-
tique des systèmes linéaires, non linéaires, déterministes et stochastiques sont apparus dans la
littérature [Kus66, WS67, HW69, HW69, KW68, KR69, Kay71, LW75].

Tous ces travaux sont basés sur les fonctions dites �de type Lyapunov" (Lyapunov-like func-
tions) [RM05]. Une fonction de type Lyapunov est une généralisation de la notion de fonctions de
Lyapunov. Cependant, contrairement aux fonctions de Lyapunov, ni ces fonctions, ni leurs déri-
vées le long de la trajectoire ne sont obligées d'être signe-dé�nies. C'est pourquoi la construction
d'une telle fonction est très di�cile en pratique, ce qui complique le développement des conditions
basées sur ces fonctions [RM05]. Il est intéressant de noter que tous ces résultats ne concernent
pas la synthèse de lois de commande pour la stabilisation en temps �ni des systèmes bouclés : ce
sont des résultats d'analyse de la stabilité en temps �ni des systèmes dynamiques en boucle ou-
verte. Seul Garrard, en 1969, a présenté une approche pour la synthèse d'une loi de commande par
retour d'état pour la stabilisation en temps �ni d'un système non linéaire continu [Gar69, Gar72].

Durant la période entre 1969 et 1976, toutes les techniques d'analyse de FTS et celles de
synthèse d'une loi de commande assurant la stabilisation en temps �ni des systèmes dynamiques,
étaient d'une complexité de calcul très grande.

C'est à la �n des années 80 que le développement des méthodes de résolution des inégalités
matricielles a�nes (LMIs, Linear Matrix Inequalities) a donné l'espoir d'une nouvelle approche
pour la conception de nouvelles conditions d'analyse FTS et la synthèse de lois de commande
assurant la stabilisation en temps �ni des systèmes étudiés.

En 1997, Dorato, Abdallah et Famularo ont proposé pour la première fois la conception
d'un correcteur par retour d'état à travers la résolution des contraintes LMIs, assurant la sta-
bilisation en temps �ni pour un système continu variant dans le temps avec des incertitudes
polytopiques [DAF97].

En 1999, Amato et al., dans [AAAD99b], ont construit un correcteur par retour d'état sta-
tique via des contraintes LMIs garantissant la bornitude en temps �ni d'un système linéaire
continu avec des incertitudes bornées en norme, et soumis à des perturbations constantes ou va-
riantes dans le temps. Ce travail a été prolongé pour des systèmes linéaires avec des incertitudes
paramétriques [AAD01]. Plusieurs autres résultats des mêmes auteurs concernant la conception
de lois à base de LMIs assurant la FTS/FTB de systèmes linéaires bouclés se trouvent dans les
références suivantes [AAC03, AA05, AAC06a].

Ensuite, plusieurs publications traitant la synthèse de lois de commande assurant la FTS
ou FTB des systèmes linéaires dans le cas continu, discret, invariant, variant, déterministe ou
stochastique, ont vu le jour. Par exemple, dans [ZA08, YZW10], la FTS et la stabilisation en
temps �ni des systèmes linéaires stochastiques sont étudiés.

Par ailleurs, Ichihara et Katayama ont présenté des conditions nécessaires et su�santes, sous
forme de DLMI (inégalité matricielle a�ne di�érentielle), pour la FTB de systèmes linéaires
variants dans le temps, et ceci dans le cas continu ainsi que le cas discret [IK09a, IK09b].

On note encore qu'il y a des travaux qui se sont intéressés à la stabilisation des systèmes
linéaires variants en se basant sur les équations matricielles di�érentielles de Lyapunov [GTB09].

En 2006, Dorato a écrit un rapport appelé �An Overview of Finite-Time Stability" qui a
rassemblé les di�érents résultats et références concernant la notion de la stabilité en temps �ni
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jusqu'à 2006 [Dor06]. Il a remarqué que, dans la littérature, la majorité des résultats existant
dans le contexte de la stabilité en temps �ni concernent des systèmes linéaires et non des systèmes
non linéaires. Cette remarque sert d'indication pour les chercheurs pour investiguer de plus en
plus les problèmes de stabilité en temps �ni et de commande en temps �ni pour les systèmes non
linéaires.

Ainsi, dans [YLC09], Yang et al. ont considéré la stabilité et la stabilisation en temps �ni des
systèmes non linéaires hybrides et stochastiques.

Ambrisino et al. ont étudié la FTS des systèmes dynamiques impulsifs [ACCD09]. Zhuang
et Liu ont considéré la stabilisation en temps �ni pour une classe de systèmes non linéaires avec
retard dans [ZL10].

Dans sa thèse [Mab10], Ben Mabrouk propose un résultat d'analyse de la stabilité et la
stabilisation en temps �ni avec des contraintes en norme sur l'état [MMG09]. Ce résultat est
ensuite utilisé par l'auteur pour proposer deux résultats de synthèse de correcteurs par retour
d'état et retour de sortie formulés en termes de LMIs, assurant la stabilisation en temps �ni
des systèmes linéaires continus et invariants [MMG09, Mab10]. Ensuite, dans [BMBNGM11],
Ben Mabrouk et al. se sont aussi intéressés à la stabilisation en temps �ni de systèmes non
linéaires a�nes en la commande en proposant une loi de commande garantissant la stabilisation
en temps �ni via des fonctions de Lyapunov contrôlées. Ce résultat est inspiré du travail de
Sontag [Son89], [LS91].

En 2012, Elbsat a synthétisé dans sa thèse [ElB12] un retour d'état assurant la FTB de deux
classes de systèmes non-linéaires : les systèmes avec des non-linéarités coniques, et les systèmes
dont les matrices de représentation d'état dépendent de l'état.

Dans [ACM10], Amato a dressé le problème de la stabilité et la commande en temps �ni
de systèmes non linéaires quadratiques. Il a utilisé des ensembles polytopiques pour générer
des conditions su�santes assurant la stabilité et la stabilisation en temps �ni des systèmes
quadratiques.

Motivé par la conclusion de Dorato [Dor06], et par les travaux de Amato [ACM10], cette
thèse sera consacré à l'étude des stabilité et stabilisation en temps �ni des systèmes non linéaires
quadratiques. Ainsi ce manuscrit de thèse se compose de quatre chapitres.

Le premier chapitre se subdivise en quatre parties. Nous commençons par rappeler les notions
de stabilité au sens de Lyapunov, de stabilité asymptotique ainsi que de stabilité exponentielle.
Puis nous présentons di�érents théorèmes qui assurent la stabilité de Lyapunov, asymptotique et
exponentielle des systèmes dynamiques. Dans une deuxième partie, nous introduisons l'analyse
convexe et les problèmes d'optimisation convexe. Ensuite nous montrons que di�érents problèmes
d'automatique peuvent se mettre sous forme de problèmes d'optimisation sous contraintes LMIs.
En troisième partie, nous nous intéressons à d'autres concepts de stabilité des systèmes dyna-
miques, tels que la stabilité pratique et la stabilité en temps �ni. Nous donnons di�érentes notions
issues de la stabilité en temps �ni, tout en montrant leur interêt en pratique. Dans la dernière
partie de ce chapitre, nous présentons les di�érents théorèmes existant dans la littérature et qui
donnent des conditions de stabilité en temps �ni des systèmes linéaires, tout en mettant l'accent
sur les résultats exprimés en termes de LMIs.

Le deuxième chapitre propose des nouvelles conditions d'analyse de la bornitude en temps �ni
et de la synthèse de correcteurs assurant la stabilisation en temps �ni avec bornitude en temps
�ni des systèmes linéaires invariants. Dans un premier temps, nous développons de nouvelles
conditions de bornitude en temps �ni des systèmes linéaires invariants en utilisant l'approche
descripteur. Cette approche est largement utilisée dans un contexte de stabilité de Lyapunov.
Ces nouvelles conditions sont ensuite utilisées pour résoudre le problème de la synthèse d'un
correcteur FTB. Dans un deuxième temps, nous nous focalisons sur le problème de la commande

3



Introduction générale

H∞ en temps �ni. Nous proposons deux mèthodes de synthèse d'un correcteur H∞-FTB par
retour de sortie dynamique pour les systèmes linéaires. La première est basée sur une approche
classique et la deuxième méthode est basée sur une approche descripteur. Dans le cas où seulement
une partie des composantes du vecteur d'état est accessible à la mesure, nous proposons de faire
la commande de systèmes linéaires via un observateur. Ainsi nous présentons une méthode pour
la synthèse d'un correcteur H∞-FTB via un observateur H∞-FTB pour les systèmes linéaires
invariants continus.

Le troisième chapitre comporte deux grandes parties. La première partie est consacrée à la
présentation des systèmes non linéaires quadratiques non perturbés et perturbés, ainsi qu'aux
di�érentes représentations de tels systèmes. Nous expliquons comment nous pouvons passer d'une
représentation à une autre. Ensuite, nous rappelons les deux représentations d'un polytope. Puis
nous dé�nissons la stabilité en temps �ni et la bornitude en temps �ni d'un système non linéaire
quadratique par rapport à des ensembles polytopiques. Dans la deuxième partie du chapitre,
nous commençons par énoncer deux nouveaux lemmes. Le premier lemme donne des conditions
assurant la stabilité en temps �ni d'un système quadratique non perturbé. Le deuxième lemme
énonce des conditions su�santes garantissant la bornitude en temps �ni des systèmes quadra-
tiques perturbés. Ces deux lemmes servent pour la démonstration des prochains théorèmes des
chapitres 3 et 4. Ensuite nous présentons des nouveaux théorèmes assurant la stabilité et la sta-
bilisation en temps �ni des systèmes quadratiques via des fonctions de Lyapunov quadratiques.
Puis nous étendons ces résultats aux cas des systèmes quadratiques perturbés. Ces nouveaux
résultats utilisent la notion d'annulateur dans un contexte de stabilité en temps �ni, pour ré-
duire le conservatisme des résultats de la littérature. Nous �nissons ce chapitre par une section
dédiée aux applications numériques. Ainsi di�érentes simulations sont e�ectuées pour montrer
numériquement l'avantage de nos nouveaux résultats par rapport à ceux de la littérature.

Dans le quatrième chapitre, nous résolvons les problèmes de stabilité en temps �ni, bornitude
en temps �ni, stabilisation en temps �ni et stabilisation en temps �ni avec bornitude en temps
�ni des systèmes quadratiques via des fonctions de Lyapunov polynomiales. Ce dernier chapitre
se compose de deux parties. Une première partie est dédiée à la présentation des fonctions de
Lyapunov polynomiales. La deuxième partie est consacrée à l'analyse de la stabilité en temps �ni
et de la bornitude en temps �ni des systèmes quadratiques. Les résultats obtenus sont présentées
en termes de LMIs. Des exemples numériques validant l'approche proposée sont détaillés. Puis
nous résolvons les problèmes de stabilisation en temps �ni et de stabilisation en temps �ni avec
bornitude en temps �ni des systèmes quadratiques. Les résultats proposés sont exprimés en
termes de conditions BMIs (inégalités matricelles bilinéaires). Deux algorithmes sont proposés
pour la résolution de ces problèmes BMIs dans un contexte de stabilité en temps �ni. Un exemple
numérique valide l'approche proposée.
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� Delattre C., Bhiri B., Zemouche A., Souley Ali H., Zasadzinski M., Abderrahim K. Finite
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Palermo, Italy.

� Bhiri B., Delattre C., Souley Ali H., Zasadzinski M., Zemouche A., Abderrahim K. Finite
Time H-in�nity Controller Design Based on Finite Time H∞ Functionel Filter for
Linear Continuous Systems. In 4th IEEE International Conference on Systems and
Control., April 28-30, 2015, Sousse, Tunisia.
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Chapitre 1

Stabilité au sens de Lyapunov, stabilité

pratique et stabilité en temps �ni
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Chapitre 1. Stabilité au sens de Lyapunov, stabilité pratique et stabilité en temps �ni

1.1 Introduction

La notion de stabilité joue un rôle primordial dans l'étude du comportement des systèmes
dynamiques et dans la synthèse de lois de commande pour ces systèmes. Ainsi, le problème de la
stabilité des systèmes dynamiques a été et reste un sujet de préoccupation majeur du travail des
automaticiens et des ingénieurs [Hah67]. Dans la littérature, il existe plusieurs notions de stabilité,
très souvent liées aux natures des systèmes étudiées, à ses environnements, à ses spéci�cations
et aux performances désirées.

Parmi ces notions de stabilité, la plus connue est la stabilité au sens de Lyapunov, établie
en 1892 par le mathématicien russe Lyapunov [Kha02]. Sa contribution consiste en une carac-
térisation qualitative de la stabilité par une étude des trajectoires des systèmes dynamiques, en
utilisant des fonctions auxiliaires appelées aujourd'hui fonctions de Lyapunov. Ainsi, la stabi-
lité au sens de Lyapunov est la plus connue et utilisée dans la littérature. Néanmoins, plusieurs
travaux présentent d'autres notions de stabilité qui permettent de résoudre plusieurs cas pra-
tiques d'étude des systèmes. On citera la bornitude de l'état, la stabilité entrée-sortie [Kha02],
la stabilité pratique [LLM90] et la stabilité en temps �ni [Dor61b].

Dans ce chapitre, on donnera la dé�nition de la stabilité au sens de Lyapunov, et quelques
résultats relatifs à cette notion dans le cas des systèmes autonomes. Ensuite, on présentera les
notions de stabilité pratique et de stabilité en temps �ni.

1.2 Stabilité au sens de Lyapunov

1.2.1 Préliminaires et dé�nitions

Ici, nous aborderons la stabilité au sens de Lyapunov pour les systèmes autonomes à temps
invariant, régi par l'équation di�érentielle suivante{

ẋ = f(x)

x(t0) = x0.
(1.1)

Une notion primordiale dans l'étude de la stabilité est la notion de point d'équilibre.

Dé�nition 1.2.1 (Point d'équilibre). [Kha02] L'état xe est dit état ou point d'équilibre pour le
système (1.1), si x(t1) = xe implique x(t) = xe pour tout t ≥ t1. Ou tout simplement que l'état
xe véri�e l'équation f(xe) = 0.

Dé�nition 1.2.2 (Dé�nition intuitive de la stabilité). [PM09] Si le système dynamique est �légè-
rement" perturbé de son point d'équilibre, le même système reste �proche" de ce point d'équilibre.
On dira alors que le point d'équilibre est stable.

Cette dé�nition intuitive de la stabilité traduit la capacité d'un système dynamique, pour des
conditions initiales données, à rester très proche d'un point d'équilibre suite à une perturbation.

Considérons comme exemple illustratif une bille sur une surface sphérique comme montré
sur la �gure 1.1. Dans le schéma de gauche de la �gure, suite à une légère perturbation de la
position d'équilibre, la bille reste proche de sa position d'équilibre appelée stable ; alors que dans
le schéma de droite, la bille ne reste pas proche de sa position d'équilibre qui est alors appelée
instable.

La traduction mathématique de cette dé�nition intuitive de la stabilité est donnée par la
dé�nition suivante.
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1.2. Stabilité au sens de Lyapunov

Figure 1.1 � Illustration de la dé�nition intuitive de la stabilité (tirée de [PM09])

Dé�nition 1.2.3 (Stabilité au sens de Lyapunov). [Kha02] Le point d'équilibre xe est dit stable
si ∀ε > 0, il existe ρ(ε) > 0 tel que

‖x0 − xe‖ ≤ ρ⇒ ‖x(t)− xe‖ ≤ ε, ∀t ≥ t0. (1.2)

Cela signi�e que, quel que soit le rayon ε d'une boule centrée sur l'équilibre, il est possible de
trouver une sous-boule de rayon ρ(ε), telle que la trajectoire issue de n'importe quelle condition
initiale dans cette sous-boule de rayon ρ ne quittera jamais la boule de rayon ε.

Figure 1.2 � Illustration de la stabilité au sens de Lyapunov

Dé�nition 1.2.4. [Kha02] Le point d'équilibre xe est dit attractif s'il existe ρ > 0 tel que

‖x0 − xe‖ < ρ⇒ lim
t→∞
‖x(t)− xe‖ = 0 (1.3)

L'attractivité signi�e que, si l'état est initialisé dans un certain voisinage de l'état d'équilibre,
alors la trajectoire issue de cet état initial convergera vers l'état d'équilibre au bout d'un temps
su�sant(même in�ni).

Dé�nition 1.2.5. [PM09] un système dynamique est dit instable au sens de Lyapunov lorsqu'il
n'est pas stable au sens de la dé�nition 1.2.3
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Chapitre 1. Stabilité au sens de Lyapunov, stabilité pratique et stabilité en temps �ni

Les deux dernières dé�nitions éclaircissent deux faits très importants dans l'étude de la stabi-
lité au sens de Lyapunov des systèmes dynamiques. Le premier est que l'instabilité d'un système
dynamique ne signi�e pas nécessairement une explosion ou divergence à l'in�ni. Le deuxième
est que l'attractivité d'un point d'équilibre n'assure pas la stabilité au sens Lyapunov. En e�et,
il existe des systèmes qui convergent vers un point d'équilibre quelles que soient les conditions
initiales, sans pour autant que ces systèmes puissent être considérés comme stables. En e�et,
même en rapprochant les conditions initiales du point d'équilibre, il est parfois impossible de
dominer le comportement transitoire des trajectoires résultantes.

Donc, la stabilité au sens de Lyapunov et l'attractivité sont deux propriétés indépendantes
mais souhaitables. D'où la dé�nition de la stabilité asymptotique.

Dé�nition 1.2.6 (Stabilité asymptotique). [Kha02] Le point d'équilibre xe est asymptotique-
ment stable s'il est stable et attractif.

Outre la stabilité, la stabilité asymptotique exige l'existence d'un voisinage du point d'équi-
libre, tel que pour toute condition initiale appartenant à ce voisinage, l'état x(t) converge vers
xe lorsque le temps tend vers l'in�ni.

Figure 1.3 � Illustration de la stabilité asymptotique
Cependant, la dé�nition de la stabilité asymptotique ne donne pas une idée sur la rapidité

de convergence de la trajectoire x(t) vers le point d'équilibre xe. D'où la notion de stabilité
exponentielle.

Dé�nition 1.2.7 (Stabilité exponentielle). [Kha02] Le point d'équilibre xe est exponentielle-
ment stable s'il existe α > 0 tel que, quel que soit ε > 0, il existe ρ(ε) tel que

∀t ≥ t0, ‖x0 − xe‖ ≤ ρ⇒ ‖x(t)− xe‖ < ε ‖xe − x0‖ exp(−α(t− t0)) (1.4)

Cette dé�nition traduit le fait que toute trajectoire issue d'une condition initiale appartenant
à la boule ouverte de rayon ρ converge vers le point d'équilibre xe plus rapidement qu'une
fonction exponentielle. α est appelé dans ce cas le taux de convergence. On note que la stabilité
exponentielle implique la stabilité asymptotique ainsi que la stabilité au sens de Lyapunov.

Dans chacune des dé�nitions précédentes 1.2.6 et 1.2.7, la stabilité est dé�nie localement,
puisque les conditions initiales sont prises dans un voisinage V(xe) autour du point d'équilibre xe.
Si V(xe) = Rn, le point d'équilibre xe est dit globalement asymptotiquement (exponentiellement)
stable.

Dé�nition 1.2.8 (Stabilité Globale).
Si la condition de stabilité asymptotique (resp. exponentielle) est véri�ée dans tout Rn, le

point d'équilibre est globalement asymptotiquement (resp. exponentiellement) stable.
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1.2. Stabilité au sens de Lyapunov

Figure 1.4 � Illustration de la stabilité asymptotique

On note que les dé�nitions de la stabilité de Lyapunov, de la stabilité asymptotique et de la
stabilité exponentielle présentent quelques inconvénients :

� Il est di�cile de calculer de manière explicite chaque solution correspondante à chacune
des conditions initiales.

� Ces dé�nitions sont exprimées sous la forme de propositions mathématiques qu'il n'est pas
simple de véri�er (trouver ε, ρ, α, etc.).

C'est pourquoi on présente dans la suite des résultats permettant de déterminer la stabilité
d'un système dynamique sans recours à l'intégration des équations di�érentielles.

1.2.2 Théorèmes de stabilité

Commençons par des dé�nitions très utiles par la suite telles que candidat de Lyapunov et
fonction de Lyapunov.

Dé�nition 1.2.9. [PM09]

� Une fonction V (x) : Rn → R est dite dé�nie positive si V (x) > 0,∀x 6= 0 et V (x) = 0
lorsque x = 0.

� Une fonction V (x) : Rn → R est dite dé�nie négative si V (x) < 0,∀x 6= 0 et V (x) = 0
lorsque x = 0.

Dé�nition 1.2.10. [PM09][Candidat de Lyapunov] Toute fonction V (x) dé�nie positive et
continue est appelée candidat de Lyapunov.

Dé�nition 1.2.11. [PM09][Fonction de Lyapunov] Une fonction de Lyapunov est un candidat
de Lyapunov de classe C1 ayant la propriété suivante :

V̇ (x) ≤ 0,∀x 6= 0; V̇ (x) = 0 si x = 0 (1.5)

11



Chapitre 1. Stabilité au sens de Lyapunov, stabilité pratique et stabilité en temps �ni

Par la suite, di�érents théorèmes de stabilité seront énoncés en considérant comme point
d'équilibre l'origine 0 de l'espace d'état Rn. En e�et, on peut toujours se ramener à l'étude
de la stabilité de 0 par un simple changement de variable : si xe est un point d'équilibre pour
le système (1.1), c'est-à-dire f(e) = 0, il su�t de considérer le changement de coordonnées
z = x− xe. Dans ce cas on aura :

ż = ẋ = f(x) = f(z + xe)
def
= g(z)

Comme g(0) = 0, alors l'origine 0 est bien un point d'équilibre pour le nouveau système
dynamique ż = g(z)

Théorème 1.2.1 (Stabilité au sens de Lyapunov). [Kha02] Soit xe = 0 un point d'équilibre du
système (1.1) et V ⊂ Rn un voisinage de ce point d'équilibre. S'il existe une fonction de Lyapunov
V dé�nie sur V véri�ant V̇ (x) ≤ 0,∀x ∈ V − {0}, alors le point d'équilibre xe est stable au sens
de Lyapunov.

Théorème 1.2.2 (Stabilité asymptotique). [Kha02] Soit xe = 0 un point d'équilibre du sys-
tème (1.1) et V ⊂ Rn un voisinage de ce point d'équilibre. S'il existe une fonction de Lyapunov
V dé�nie sur V, véri�ant en plus V̇ (x) < 0,∀x ∈ V − {0}, alors le point d'équilibre est asympto-
tiquement stable.

On note que le théorème 1.2.1 donne des conditions su�santes pour assurer la stabilité au sens
de Lyapunov. La non existence d'une fonction de Lyapunov pour un système dynamique ne veut
pas dire que ce dernier est non stable au sens de Lyapunov. De même, le théorème 1.2.2 fournit
seulement des conditions su�santes qui garantissent la stabilité asymptotique. On remarque
aussi que les conditions de ces deux théorèmes ne sont véri�ées que dans un voisinage autour du
point d'équilibre xe, d'où la quali�cation de théorème de stabilité locale pour le théorème 1.2.1
et théorème de stabilité asymptotique locale pour le théorème 1.2.2.

Dans le cas de la stabilité asymptotique, les chercheurs ont essayé de caractériser le domaine
contenant les conditions initiales à partir desquelles les trajectoires convergent asymptotiquement
vers le point d'équilibre. C'est ainsi qu'on dé�nit la région d'attraction ou bassin d'attraction.
Dans le cas où le domaine d'attraction est tout l'espace d'état Rn, le point d'équilibre xe sera dit
globalement asymptotiquement stable. Cependant, il faut ajouter la propriété de la bornitude
non radiale aux conditions de théorème 1.2.2 pour assurer la stabilité asymptotique globale. Le
théorème suivant récapitule ces conditions.

Théorème 1.2.3 (Stabilité asymptotique globale). [Kha02] Soit xe = 0 un point d'équilibre du
système (1.1) et soit la fonction V : Rn → R de classe C1, telle que

V (0) = 0 et V (x) > 0 dans Rn − {0} (1.6a)

‖x‖ → ∞⇒ V (x)→∞ (1.6b)

V̇ (x) < 0 dans Rn − {0} (1.6c)

alors xe est globalement asymptotiquement stable.

La condition (1.6b) garantit la bornitude non radiale de la fonction V sur R.
Outre les théorèmes garantissant les stabilités locale et globale des systèmes dynamiques

autonomes, il existe des théorèmes caractérisant l'instabilité. Parmi ces théorèmes, on cite le
théorème de Chetaev.

12
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Théorème 1.2.4 (Théorème d'instabilité). [Kha02]
Considérons D ⊂ Rn un voisinage de xe = 0. Choisissons r > 0 tel que la boule Br = {x ∈

Rn| ‖x‖ ≤ r} soit contenue dans D. Dé�nissons maintenant la région suivante de l'espace d'état :

U = {x ∈ Br|V (x) > 0} (1.7)

Soit maintenant xe = 0 un point d'équilibre du système dynamique (1.1). Considérons V :
D → Rn une fonction de classe C1 telle que V (0) = 0 et V̇ (x) > 0 sur U . S'il existe x0 tel que
V (x0) > 0 pour ‖x0‖ assez petit, alors xe = 0 est instable.

Nous allons maintenant aborder le cas particulier des systèmes linéaires.

Théorème 1.2.5. [Kha02] Considérons un système linéaire dé�ni par l'équation d'état suivante :

ẋ = Ax,A ∈ Rn×n (1.8)

� Le point d'équilibre 0 est stable au sens de Lyapunov si et seulement si toute valeur propre
de A est à partie réelle négative ou nulle et si toute valeur propre à partie réelle nulle est
simple.

� Si toutes les valeurs propres de A sont à partie réelle strictement négative, alors le point
d'équilibre 0 est asymptotiquement stable.

� s'il existe une valeur propre de A à partie réelle strictement positive, alors le point d'équilibre
est instable.

Dé�nition 1.2.12. Lorsque toute valeur propre de A est à partie réelle strictement négative
Re(λi) < 0, alors la matrice A est dite matrice de Hurwitz ou matrice de stabilité.

Lemme 1.2.1. [Kha02] Le point d'équilibre xe = 0 du système (1.8) est globalement asympto-
tiquement stable si et seulement si la matrice A est une matrice de Hurwitz.

Ainsi la stabilité asymptotique en l'origine d'un système linéaire caractérisé par l'équation
d'état (1.8) est donnée par le théorème suivant de Lyapunov.

Théorème 1.2.6. [Kha02] Une matrice A est une matrice de Hurwitz, si et seulement si pour
toute matrice symétrique dé�nie positive Q, il existe une matrice symétrique dé�nie positive P
solution de l'équation de Lyapunov suivante :

PA+ATP = −Q. (1.9)

Une généralisation du théorème 1.2.5 pour les systèmes non linéaires autonomes a été proposée
par Lyapunov. En e�et, une approximation locale de la dynamique d'un système non linéaire
permet, dans certains cas, d'en déduire la stabilité locale. Ainsi, on e�ectue un développement
limité en série de Taylor du premier ordre en xe = 0 de l'équation (1.1). On obtient alors le
système approché linéaire suivant :

ẋ = Jx (1.10)

où

J =
∂f

∂x
(x) |x=0 est la matrice Jacobienne de f en 0.

13



Chapitre 1. Stabilité au sens de Lyapunov, stabilité pratique et stabilité en temps �ni

Théorème 1.2.7. [Kha02] Soit le système non linéaire dé�ni par (1.1). Admettons que la
fonction f de ce système est dé�nie sur un voisinage V autour de l'origine 0 et qu'elle est de
classe C1.
� L'origine est asymptotiquement stable si toutes les valeurs propres de J sont à parties réelles

strictement négatives.

� L'origine est instable si au moins une valeur propre de J est strictement positive.

Tous ces théorèmes et résultats concernent les systèmes autonomes non linéaires. Ils furent
étendus au cas des systèmes non linéaires non autonomes. Les lecteurs intéressés peuvent se
référer à [Kha02, Hah67].

1.3 Stabilité de Lyapunov et inégalités matricielles a�nes

L'origine des inégalités matricielles a�nes (LMIs, Linear Matrix Inequalities) date de 1890.
Cette année-là, Lyapunov a introduit l'inégalité de Lyapunov ATP + PA ≤ 0 pour véri�er la
stabilité d'un système linéaire invariant et continu. En automatique, ces inégalités étaient utilisées
par Lur'e, Yakubovich, Popov et Kalman. Dans un premier temps, les LMIs étaient résolues
d'une manière analytique pour les systèmes d'ordre réduit. Dans un deuxième temps et avec
l'établissement du lemme borné réel, des solutions graphiques furent proposées [BEFB94]. À la
�n des années 60, une classe de LMIs a été résolue en utilisant les équations algébriques de Ricatti.
Au début des années 80, Pyatnitskiy et al. [PS82b] ont remarqué que les problèmes d'optimisation
avec contraintes LMIs peuvent se formuler sous la forme de problèmes d'optimisation convexe.
L'intérêt des méthodes basées sur les LMIs vient donc du fait que ces dernières peuvent être
résolues en utilisant la programmation convexe. Avec cette approche, on n'est plus limité aux
problèmes ayant une solution analytique. En résolvant ces inégalités, on obtient un domaine de
solutions faisables, c'est-à-dire de solutions satisfaisant ces LMIs, plus vaste que celui généré
par la recherche de solutions analytiques. En utilisant le fait qu'une inégalité possède davantage
de solutions qu'une équation, il est possible d'employer les degrés de liberté supplémentaires
pour inclure d'autres objectifs que ceux initialement retenus. Les travaux actuels se concentrent
sur les formulations possibles des problèmes d'automatique en tant que problème d'optimisation
convexe sous contrainte LMI et l'amélioration des méthodes numériques de résolution des LMIs.
Ces dernières concernent la minimisation des temps de calcul qui restent encore importants, et
les problèmes de convergence lorsque la taille du problème (dimension des matrices, nombre des
inégalités) devient grande.

1.3.1 Analyse convexe et optimisation convexe

La notion de convexité joue un rôle important dans ce mémoire de thèse. En e�et, les pro-
blèmes d'analyse et de synthèse évoqués seront formulés, lorsque cela est possible, en termes
d'optimisation convexe. L'optimisation convexe permet de garantir que tout minimum local est
global et que le temps de résolution de ces problèmes croît polynômiallement plutôt qu'exponen-
tiellement avec la taille du problème.

Dé�nition 1.3.1 (Ensemble convexe). [BV04, Zie12]
Un sous-ensemble S de Rn est dit convexe s'il contient tout segment passant par deux de ses
points. Cela est mathématiquement équivalent à

S = {λx+ (1− λ)y | x, y ∈ S, λ ∈ [0 ; 1]} (1.11)
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Dé�nition 1.3.2 (Fonction convexe). Une fonction f : S ⊂ Rn → Rn est dite convexe si et
seulement si

∀x, y ∈ S,∀λ ∈ [0 ; 1]⇒ f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) (1.12)

Ainsi, étant donné S un ensemble convexe, f et gi, i = 1, . . . , n, des fonctions convexes, un
problème d'optimisation convexe peut se mettre sous la forme suivante

minimiser
x∈S

f(x)

sous les contraintes gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , n
(1.13)

Un des avantages des problèmes d'optimisation convexe est que toute optimisation d'une
fonction convexe sous contraintes convexes sur un ensemble convexe peut se traiter localement,
car toute solution locale est globale.

Une classe importante de problèmes d'optimisation convexe est la classe des inégalités ma-
tricielles a�nes.

1.3.2 Problèmes d'optimisation LMIs

Dé�nition 1.3.3. Une LMI stricte est une inégalité matricielle a�ne de la forme suivante

F (x) = F0 +

n∑
i=1

xiFi > 0, où (1.14)

� x = (x1, x2, . . . , xn)T ∈ Rn est le vecteur des variables appelées de décision.

� F0, F1, . . . , Fn ∈ Rn×n sont des matrices symétriques Fj = F Tj , j = 0, . . . , n.

Une inégalité matricielle a�ne non-stricte s'obtient en remplaçant l'inégalité matricielle (1.14)
par F (x) ≥ 0. Remarquons que l'ensemble dé�ni par E = {x ∈ R | F (x) > 0} est convexe, ce qui
nous amène à considérer une contrainte LMI comme une contrainte convexe.

Un ensemble de plusieurs LMIs F 1(x) > 0, F 2(x) > 0, . . . , Fm(x) > 0 peut être exprimé
comme étant une seule LMI, formée par une matrice diagonale avec les contraintes LMIs sur la
diagonale principale comme suit

F 1(x) 0 . . . 0

0 F 2(x)
. . .

...
...

. . . F 3(x) 0

0 . . . 0 Fm(x)

 > 0 (1.15)

Les problèmes d'optimisation convexe sous contraintes LMIs sont alors de la forme suivante

Dé�nition 1.3.4 (Problème d'optimisation convexe sous contraintes LMIs). Considérons la
fonction convexe h : Rm → R, alors le problème

minimiser f(x)

sous les contraintes F (x) = F0 +
m∑
i=1

xiFi > 0
(1.16)

représente un problème d'optimisation convexe sous contraintes LMIs.
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Dé�nition 1.3.5 (Inégalité matricielle bilinéaire (BMI)). Une contrainte BMI est une contrainte
sur x ∈ Rm et y ∈ Rr de la forme suivante

F (x, y) = F0 +

m∑
i=1

xiFi +

r∑
j=1

yjHj +

m∑
i=1

r∑
j=1

xiyjFiHj > 0 (1.17)

avec Fi = F Ti ∈ Rn×n et Hj = HT
j ∈ Rn×n

Les BMIs ne sont pas convexes. D'où des di�cultés dans leur résolution. De récents travaux
ont donné lieu à des algorithmes de résolution.

1.3.3 Analyse et synthèse de la stabilité de Lyapunov par LMIs

Soit le système linéaire invariant continu dé�ni par la représentation d'état suivante

ẋ = Ax (1.18)

Théorème 1.3.1 (caractérisation de la stabilité asymptotique par LMIs).
Le système (1.18) est asymptotiquement stable en temps �ni si et seulement s'il existe une matrice
P véri�ant

P = P T > 0 (1.19a)

ATP + PA < 0 (1.19b)

Soit le système linéaire continu perturbé décrit par

G :=

{
ẋ =Ax+Bw

z =Cx+Dw
(1.20)

où x ∈ Rn, est le vecteur d'état, z ∈ Rp le vecteur de sortie et w ∈ Rm celui de l'entrée exogène.

Dé�nition 1.3.6 (Norme H∞).
La norme H∞ du système (1.20), stable ou instable, est dé�nie par

‖G‖∞ = sup
ω∈IR

λmax(G(jω)GT (−jω)) = sup
ω∈IR

σ̄(G(jω)) (1.21)

La norme H∞ d'une fonction de transfert représente le maximum sur toute la bande de
fréquence considérée de la valeur singulière maximale de la réponse fréquentielle du système
considéré.

Dé�nition 1.3.7 (Norme L2 sur les signaux).
Pour un signal u(t) à valeurs dans Rn, la norme L2 est dé�nie par

‖u‖L2 =

√∫ ∞
0

uT (t)u(t) dt (1.22)

La norme L2 permet de dé�nir le gain L2 d'un système asymptotiquement stable, qui corres-
pond à sa norme H∞.
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Dé�nition 1.3.8 (Gain L2). Si le système (1.20) est asymptotiquement stable alors w ∈ L2
implique z ∈ L2 et, pour x(0) = 0, le gain L2 du système (1.20) est donné par

‖G‖∞ = sup
w∈L2

‖z‖2
‖w‖2

(1.23)

Le gain L2 sert à mesurer la quantité d'énergie transmise par le système. Si ce gain est
inférieur à 1, on dit que le système est contractif ou non expansif. Ainsi, la notion de gain L2 est
utile pour quanti�er la façon dont le système rejette les perturbations externes.

Théorème 1.3.2 (Lemme borné reél).
Les trois propositions suivantes sont équivalentes

(i) le système (1.20) est stable et ‖G‖∞ < γ

(ii) ∃ P = P T > 0 telle que

R = γ2I −DTD > 0 (1.24a)

ATP + PA+ CTC + (PB + CTD)R−1(PB + CTD)T < 0 (1.24b)

(iii) ∃ P = P T > 0 telle que 
ATP + PA PB CT

BTP −γ2I DT

C D −I

 (1.25)

Considérons le système linéaire invariant suivant

ẋ = Ax+Bu (1.26)

où x ∈ Rn le vecteur d'état et u ∈ Rm le vecteur de commande. Nous cherchons à synthétiser
une loi de commande par retour d'état statique u = Kx assurant la stabilité du système (1.26).
Ce problème a été résolu dans la littérature en résolvant le problème LMIs suivant

Théorème 1.3.3 (Stabilisation par retour d'état statique et LMIs).
Le système (1.26) est stabilisable par un retour d'état linéaire u = Kx, s'il existe deux matrices
Q = QT et Y telles que

Q > 0 (1.27a)

AQ+QAT + Y TBT +BY < 0 (1.27b)

La matrice gain est donnée par K = Y Q−1.

A l'instar des deux théorèmes précédents, il existe dans la littérature de nombreux résultats
de stabilité et de stabilisation au sens de Lyapunov (ou asymptotique) de di�érentes classes de
systèmes dynamiques sous forme de LMIs. Un objectif de ce doctorat est de présenter sous forme
de LMIs des conditions de stabilité (et de stabilisation) en temps �ni des systèmes linéaires et
quadratiques, perturbés ou non.

17



Chapitre 1. Stabilité au sens de Lyapunov, stabilité pratique et stabilité en temps �ni

1.4 Stabilité pratique et stabilité en temps �ni

La théorie de la stabilité au sens de Lyapunov est maintenant bien connue et largement
utilisée pour assurer le bon fonctionnement de la majorité des systèmes dynamiques rencontrés
dans le monde réel.

Il est évident que, dans plusieurs applications, la stabilité asymptotique est plus intéressante
que la stabilité au sens de Lyapunov.

En fait, il est très souhaitable de connaître la taille de la région de stabilité asymptotique
a�n que nous puissions juger si un système donné est su�samment stable pour fonctionner
correctement. Notons qu'un domaine de stabilité très réduit rend le système sans utilité d'un
point de vue pratique [LLM90]. Un exemple illustrant ce phénomène est le système de Reynolds
utilisé pour étudier l'écoulement de l'eau le long d'un tube de section transversale circulaire à
di�érentes vitesses. En e�et, il fut démontré que l'écoulement laminaire est stable pour toutes
les vitesses. Cependant, le domaine de stabilité est très petit pour les grandes vitesses, rendant
ainsi l'écoulement laminaire instable pratiquement [RM05].

D'autre part, le système désiré peut être non asymptotiquement stable, et pourtant il peut
osciller su�samment près de cet état d'équilibre, possédant ainsi des performances de fonc-
tionnement très acceptables. De nombreux avions et des missiles se comportent de cette ma-
nière [LLM90].

De même, dans plusieurs autres situations, il est très commode de maintenir borné l'état
du système, a�n d'éviter plusieurs phénomènes non désirables, comme les saturations et les
hystérésis [AAA+14].

De plus, les dé�nitions 1.2.3 et 1.2.6 ne précisent pas les valeurs numériques de ε et δ, et
n'interdisent donc pas d'avoir un rapport ε/δ très grand pour certains systèmes. Ainsi, les trajec-
toires de plusieurs systèmes non linéaires ou linéarisés s'éloignent beaucoup du point d'équilibre
pendant le régime transitoire avant de converger vers ce point. Ce genre de comportement peut
causer des dégâts matériels [HPP01].

Tenant compte de ces considérations, plusieurs chercheurs ont introduit des nouvelles notions
de stabilité qui permettent gérer plusieurs situations d'ordre pratique. Parmi ces notions, on cite
la stabilité pratique introduite par [LL61] et la stabilité en temps �ni [Kam53].

1.4.1 La stabilité pratique

La notion de la stabilité pratique a été introduite par Lasalle et Lefschetz en 1961, pour des
systèmes opérant pendant un intervalle de temps in�ni pour lesquels il faut spéci�er les bornes
sur les trajectoires de l'état [LL61].

Dé�nition 1.4.1 (stabilité pratique). [LL61]
Etant donné Q et Q0 deux régions fermées et bornées de l'espace d'état contenant l'origine

telles que Q0 ⊂ Q. Le système (1.1) est pratiquement stable par rapport à (Q0, Q) si

x0 ∈ Q0 ⇒ x(t, t0, x0) ∈ Q,∀t ≥ t0 (1.28)

Cela revient à dire que les trajectoires commençant dans Q0 resteront dans Q.
Avant de décider si un système est pratiquement stable ou non, on doit obligatoirement

dé�nir les ensembles Q0 et Q. Ces ensembles sont généralement dé�nis à partir de considérations
pratiques de fonctionnement du système dynamique. A la di�érence de la stabilité pratique, pour
la stabilité asymptotique, on sait que pour Q donnée, il existe Q0, mais sans aucune précision
sur leurs dimensions.
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Figure 1.5 � Illustration de la stabilité pratique

On note que la stabilité pratique garantit que l'état reste borné pendant un intervalle de
temps in�ni. Cependant, pour certaines applications industrielles, il est commode d'assurer que
l'état reste borné pendant un intervalle de temps �xe et �ni. Par exemple, pour garantir le
déplacement d'un bras manipulateur d'un point A vers un point B, ou bien pour garder la
pression, la température ou une autre grandeur physique dans certaines limites pendant une
durée �xe et �nie. D'où la notion de stabilité en temps �ni. Dans la suite, on rappelle la dé�nition
de la stabilité en temps �ni en termes ensemblistes.

1.4.2 La stabilité en temps �ni

Dé�nition 1.4.2 (Stabilité en temps �ni). [AAA+14] Soit S0 et S deux régions fermées et
bornées contenant l'origine, telles que S0 ⊂ S, et soit T un intervalle de temps �ni et �xe. Le
système (1.1) est dit stable en temps �ni par rapport à (S0, S, T ) si

x0 ∈ S0 ⇒ x(t, t0, x0) ∈ S,∀t ∈ T (1.29)

Figure 1.6 � Illustration de la stabilité pratique
La stabilité en temps �ni par rapport à (S0, S, T ) signi�e que toute trajectoire x(t, t0, x0)

du système dynamique, émanant d'une condition initiale x0 dans la région S0, ne quitte pas la
région S pendant le temps �ni T .

On peut remarquer que la stabilité en temps �ni ne di�ère de la stabilité pratique que par
la largeur de l'intervalle de temps. Cet intervalle de temps est in�ni dans le cas de la stabilité
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pratique, alors qu'il est �ni dans la cas de la stabilité en temps �ni. Il existe dans la littérature
plusieurs auteurs [PRGB95, GRBG04, Gar87] qui emploient le terme de stabilité pratique même
dans le cas où l'intervalle de temps considéré est �ni.

Par ailleurs, on note qu'il existe dans la littérature plusieurs travaux utilisant le terme �sta-
bilité en temps �ni" [BB98, Mou05] pour décrire une notion totalement di�érente de la dé�ni-
tion 1.4.2, à savoir la convergence en temps �ni vers un point d'équilibre. Celle-ci suppose que le
système est déjà asymptotiquement stable. Au contraire, notre notion de stabilité en temps �ni
ne requiert pas que le système étudié soit asymptotiquement stable.

D'après la dé�nition 1.2.3, on peut noter que la stabilité au sens de Lyapunov est un concept
qualitatif [AAA+14]. En e�et, les deux boules de rayon respectifs ε et ρ ne sont pas quanti�ées.
Ainsi, la stabilité au sens de Lyapunov est une propriété structurelle du système dynamique :
soit le système considéré est stable, soit il ne l'est pas.

Cependant, d'après la dé�nition 1.4.2, le concept de la stabilité en temps �ni (FTS) est
un concept quantitatif [Dor61b, AAA+14], puisque les ensembles des conditions initiales et des
trajectoires sont spéci�és une fois pour toute au début. Par conséquent, le même système peut
être stable en temps �ni par rapport à un certain choix de (S0, S, T ) et non stable en temps �ni
pour un choix di�érent de ces ensembles. En conséquence, la stabilité en temps �ni et la stabilité
au sens de Lyapunov sont des concepts indépendants. En e�et, un système peut être stable en
temps �ni, mais pas stable dans le sens de Lyapunov et vice versa. Une autre caractéristique est
que le concept de la stabilité de Lyapunov s'intéresse au comportement du système dynamique
pendant un intervalle de temps su�samment long (en principe, in�ni). Cependant, le concept de
la stabilité en temps �ni est un concept plus pratique et utile pour étudier le comportement du
système sur un intervalle �ni (peut-être court). Par conséquent, il trouve son application chaque
fois que l'on désire que les variables d'état ne dépassent pas un seuil donné, par exemple, pour
éviter la saturation ou l'excitation des dynamiques non linéaires au cours du régime transitoire.

Dans la pratique, et pour faciliter l'élaboration des conditions mathématiques véri�ant la
stabilité en temps �ni, il est commode de considérer des régions de formes spéci�ques comme les
boules, les ellipsoïdes et les polytopes.

Dans la suite, on donnera quelques dé�nitions de stabilité en temps �ni concernant les sys-
tèmes dynamiques autonomes.

Considérons des ensembles ellipsoïdaux S0 et S, la dé�nition 1.4.2 de la stabilité en temps
�ni peut être établie comme suit.

Dé�nition 1.4.3 (Stabilité en temps �ni). [AAC06a] Etant donné trois scalaires positifs c1, c2,
et Tf , avec c1 < c2, et une matrice symétrique dé�nie positive R, le système dynamique (1.1) est
dit stable en temps �ni par rapport à (c1, c2, R, Tf ), si

xT0Rx0 ≤ c1 ⇒ x(t)TRx(t) < c2, ∀t ∈ [0, Tf ] (1.30)

Lorsque le système étudié est soumis à des perturbations extérieures, le concept de stabilité
en temps �ni (FTS) est remplacé par le concept de bornitude en temps �ni (FTB) [AAAD99b].
Donc un système borné en temps �ni est un système stable en temps �ni en présence de signaux
de perturbations initialement bornés.

Considérons le système dynamique perturbé représenté par l'équation di�érentielle suivante

ẋ = f(x) + w(t) (1.31)

Dé�nition 1.4.4 (Bornitude en temps �ni). Soit S0 et S deux régions fermées et bornées conte-
nant l'origine, telles que S0 ⊂ S, T un intervalle de temps �ni et �xe et W l'ensemble des
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perturbations bornées. Le système (1.31) est dit borné en temps �ni par rapport à (S0, S,W, T )
si

x0 ∈ S0 ⇒ x(t, t0, x0) ∈ S,∀w ∈ W, ∀t ∈ T (1.32)

En considérant des régions ellipsoïdales S0 et S, la dé�nition 1.4.4 deviendra :

Dé�nition 1.4.5 (Bornitude en temps �ni). [AAAD99b] Etant donné quatre scalaires positifs c1,
c2, d et Tf , avec c1 < c2 et une matrice symétrique dé�nie positive R, le système dynamique (1.31)
est dit borné en temps �ni par rapport à (c1, c2, d, Tf ), si

xT0Rx0 ≤ c1, et ‖w(t)‖2 ≤ d⇒ x(t)TRx(t) < c2, ∀t ∈ [0, Tf ] (1.33)

Un système est dit borné en temps �ni, si les trajectoires émanant des états initiaux appar-
tenant à l'ellipsoïde xTRx ≤ c1, restent dans l'ellipsoïde xTRx < c2 pendant [0, Tf ], ceci quelles
que soient les perturbations extérieures de norme inférieure ou égale à une constante d prédé�nie.

Le problème de commande en temps �ni concerne la synthèse des correcteurs assurant la
stabilité en temps �ni et la bornitude en temps �ni des systèmes bouclés.

Depuis la �n des années 40, des auteurs russes ont utilisé la notion de stabilité en temps
�ni pour l'analyse de comportement des trajectoires de systèmes dynamiques [Bul46, Kam53,
Leb54a, Leb54b].... Ces travaux sont consacrés à l'estimation des valeurs limites des composants
d'état des systèmes linéaires et non linéaires sur un intervalle de temps �xe et �ni. Ces travaux
de recherche seront disponibles en anglais avec la publication du livre de W.H.Hahn en 1963.
C'est à partir de cette date que l'analyse et la synthèse des conditions garantissant la stabilité
en temps �ni (FTS) a connu un essor.

Il est très intéressant aussi de mentionner que Dorato a utilisé le terme �short-time stability"
[Dor61b, Dor61a], qui coincide avec la notion de la stabilité en temps �ni (FTS) déjà dé�ni.
Dans [Dor61b], Dorato et al. fournit un premier résultat d'analyse pour les systèmes linéaires
variants.

Considérant le système linéaire à temps variant décrit par l'équation d'état suivante :

ẋ = A(t)x (1.34)

Théorème 1.4.1. [Dor61b] Le système (1.34) est stable en temps �ni par rapport à (c1, c2, Tf ),
c1 < c2 si ∫ t

t0

Λ(τ)dτ ≤ ln
c2
c1
,∀t ∈ [t0, t0 + Tf ] (1.35)

où Λ(τ) est la valeur propre maximale de 1
2(AT (t) +A(t))

En 1965, Weiss et Infante ont publié une analyse détaillée sur la FTS pour les systèmes
continus et non linéaires [WI65]. Ils ont donné des conditions su�santes pour assurer la FTS
d'un système continu non linéaire. Ensuite, ils ont introduit la notion �nite-time BIBO, qui
était appliquée à des systèmes non linéaires perturbés [WI67]. Leurs contributions majeures sont
détaillées dans le théorème qui suit :

Soit le système non linéaire dé�ni par l'équation di�érentielle suivante :

ẋ = f(x, t) + w(x, t) (1.36)

Théorème 1.4.2. [WI67] Le système est borné en temps �ni (FTB) par rapport à (c1, c2, d, Tf ),
s'il existe une fonction réelle V (x, t) et deux fonctions réelles φ(t), ρ(t) intégrables sur l'intervalle
I = [t0, t0 + Tf ] telles que les conditions suivantes sont véri�és∥∥∥∥∂V (x, t)

∂x

∥∥∥∥ ≤ ρ(t),∀x ∈ R, t ∈ I (1.37a)
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V̇f (x, t) < φ(t)∀x ∈ R, t ∈ I (1.37b)∫ t2

t1

[φ(t) + dρ(t)]dt ≤ V c2
m (t2)− V c1

M (t1), t1, t2 ∈ I (1.37c)

où :

R = {x; c1 < ‖x‖ ≤ c2}

Vf (x, t) =
∂V (x, t)

∂x
f(x, t) +

∂V

∂t
V c1
M (t) = max

‖x‖=c1
V (x, t)

V c2
m (t) = min

‖x‖=c2
V (x, t)

Ce théorème a été appliqué aux systèmes linéaires variants.
Soit le système linéaire à temps variant régi par l'équation di�érentielle suivante

ẋ = A(t)x+ b(t)w(t) (1.39)

Dans ce cas le théorème 1.4.2 se simpli�e au théorème suivant

Théorème 1.4.3. Le système (1.39) est borné en temps �ni par rapport à (c1, c2, d, Tf ) si∫ t2

t1

[ΛA(t)c22 + 2dΛ
1
2
b c2]dt ≤ (c22 − c21),∀t0 ≤ t1 < t2 ≤ Tf (1.40)

où ΛA(t) est la valeur propre maximale de (AT (t) +A(t))
et Λb est la valeur propre maximale de b(t)bT (t).

En 1968 Weiss a développé des conditions nécessaires pour la FTS [Wei68].
Michel a étendu les travaux de Weiss sur la stabilité en temps �ni (FTS) des systèmes

continus à plusieurs autres types de systèmes tels que les systèmes discrets, les systèmes simples,
les systèmes interconnectés et les systèmes discontinus [MW69, Mic70b, Mic70a, MP72, MM77].

Entre-temps, plusieurs autres résultats sur la FTS et la stabilité pratique des systèmes li-
néaires, non linéaires, déterministes et stochastiques sont apparus dans la littérature [Kus66,
WS67, HW69, HW69, KW68, KR69, Kay71, LW75].

Tous ces travaux sont basés sur les fonctions dites �de type Lyapunov" (Lyapunov-like func-
tions) [RM05]. Une fonction de type Lyapunov est une généralisation de la notion de fonction de
Lyapunov dé�ni dans la dé�nition 1.2.11. Cependant, contrairement aux fonctions de Lyapunov,
ni ces fonctions, ni leurs dérivées le long de la trajectoire ne sont obligées d'être signe-dé�nies.
C'est pourquoi la construction d'une telle fonction est très di�cile en pratique, ce qui complique
le développement des conditions basées sur ces fonctions. [RM05].

Il est intéressant de noter que tous ces résultats ne concernent pas la synthèse de lois de
commande pour la stabilisation en temps �ni des systèmes bouclées : ils restent des résultats
d'analyses de la stabilité en temps �ni des systèmes dynamiques en boucle ouverte.

En 1969, Garrard a présenté une approche pour la synthèse d'une loi de commande par retour
d'état pour la stabilisation en temps �ni d'un système non linéaire continu [Gar69, Gar72]. Et
voici le principal résultat.

Théorème 1.4.4. [Gar72]
Considérons le système non linéaire suivant
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ẋ = f(x, t) +Bu (1.41)

Le système (1.41) est stable en temps �ni par rapport à (c1, c2, Tf ), si la commande u satisfait
l'inégalité suivante

n∑
i=0

xifi +

n∑
i=0

xi

m∑
j=0

bijui −
1

T
ln(

c2
c1

)

n∑
i=0

x2i ≤ 0,∀x ∈ R (1.42)

où n est la dimension de l'état x, m est la dimension de la commande u et R dé�ni comme dans
le théorème 1.4.2

Dans son travail, Garrard utilise une candidate logarithmique de Lyapunov V (x) = ln ‖x‖c1
2
.

Cependant, la synthèse de la loi de commande (1.42) assurant la stabilité en temps �ni (FTS)
est très coûteux d'un point de vue complexité de calcul.

Durant la période entre 1969 et 1976, toutes les techniques d'analyse de FTS et celles de
synthèse d'une loi de commande assurant la stabilisation en temps �ni des systèmes dynamiques,
étaient d'une complexité de calcul très grande.

C'est à la �n des années 80, que le développement des méthodes de résolution des inégalités
matricielles a�nes (LMIs) a donné l'espoir d'une nouvelle approche pour la conception des nou-
velles conditions d'analyse FTS et la synthèse de lois de commande assurant la stabilisation en
temps �ni des systèmes étudiés.

1.5 Analyse et synthèse de stabilité en temps �ni des systèmes

linéaires invariants via des LMIs

D'abord rappelons quelques dé�nitions de stabilité en temps �ni. Les ensembles des conditions
initiales et celles des trajectoires sont des ensembles ellipsoïdaux.

Dé�nition 1.5.1 (Stabilité en temps �ni).
Considérons le système linéaire suivant

ẋ(t) = Ax(t), x(0) = x0 (1.43)

Le système (1.43) est dit stable en temps �ni par rapport à (c1, c2, Tf , R) avec c2 > c1 ≥ 0,
R = RT > 0, si

xT0Rx0 ≤ c1 ⇒ x(t)TRx(t) < c2,∀t ∈ [0, Tf ] (1.44)

Considérons maintenant le système linéaire perturbé suivant

ẋ(t) = Ax(t) +Bww(t), x(0) = x0 (1.45)

En fonction des hypothèses concernant la classe des signaux de perturbations W, di�érents
types de problèmes de bornitude en temps �ni (FTB) peuvent être formulés.

Parmi ces classes, on note la classe des signaux de carré-intégrables [MS09, KBI15] donnée
par

Wd
2 = {w(.) :

∫ Tf

0
wT (τ)w(τ)dτ ≤ d}. (1.46)

et la classe des signaux de norme bornée donnée par [KBI15]

Wd
∞ = {w(.) : wT (t)w(t) ≤ d, ∀t ∈ [0, Tf ]}. (1.47)
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La classe de perturbations considérée dans les résultats de cette section est la classe des
signaux de carré-intégrables (1.46).

Dé�nition 1.5.2 (Bornitude en temps �ni [AAD01]).
Le système linéaire perturbé (1.45) est dit borné en temps �ni par rapport à (c1, c2, Tf , R, d), avec
c2 > c1 ≥ 0, R = RT > 0, si

xT0Rx0 6 c1 ⇒ xT (t)Rx(t) < c2, ∀t ∈ [0, Tf ], ∀w(.) ∈ Wd
2. (1.48)

Plusieurs travaux dans la littérature sont consacrés à l'analyse de la stabilité en temps �ni,
la bornitude en temps �ni et la H∞-bornitude en temps �ni des systèmes linéaires continus
invariants et variants dans le temps. Nous précisons que notre étude se limite à l'étude des
systèmes linéaires continus invariants dans le temps.

Théorème 1.5.1. [AAC06a]
Le système (1.43) est stable en temps �ni par rapport à (c1, c2, Tf , R), si en dé�nissant Q̃ =

R−
1
2QR−

1
2 , il existe un scalaire α ≥ 0 et une matrice Q tels que

Q̃ = Q̃T > 0 (1.49a)

AQ̃+ Q̃AT − αQ̃ < 0 (1.49b)

λmax(Q)

λmin(Q)
<
c2
c1
e−αTf (1.49c)

Les deux conditions (1.49b) et (1.49c) sont deux conditions non convexes. En e�et, la condi-
tion (1.49b) fait intervenir le produit de deux variables à déterminer α et Q̃. De même, la
condition (1.49c) fait intervenir la valeur propre maximale et celle minimale de Q. Si α est �xé,
la condition (1.49b) devient une contrainte LMI. Et la condition (1.49c) est garantie en imposant
la contrainte suivante à Q

I < Q <
c2
c1
e−αTf (1.50)

On en déduit un lemme important donnant des conditions exprimées en termes de LMIs
garantissant la stabilité en temps �ni des systèmes linéaires continus et invariants.

Lemme 1.5.1. [AAC06a]
Le système (1.43) est stable en temps �ni par rapport à (c1, c2, Tf , R) si, étant donné un réel

α ≥ 0 et en dé�nissant Q̃ = R−
1
2QR−

1
2 , il existe une matrice Q telle que

Q̃ = Q̃T > 0 (1.51a)

AQ̃+ Q̃AT − αQ̃ < 0 (1.51b)

I < Q <
c2
c1
e−αTf (1.51c)

En pratique, on peut déterminer α par une recherche en ligne sur ce paramètre. Ainsi, à
chaque valeur de α de α considérée, nous véri�ons la faisabilité des conditions du lemme 1.5.1.

Remarquons que, si α = 0, outre la stabilité en temps �ni, les conditions du lemme 1.5.1
assurent la stabilité asymptotique du système consideré.

Dans la suite nous présentons des résultats assurant la bornitude en temps �ni des systèmes
linéaires invariants et perturbés.
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Théorème 1.5.2. [MS09, XXX11]
Considérant la classe des perturbations Wd

2, le système perturbé (1.45) est borné en temps �ni
par rapport à (c1, c2, Tf , R, d) si, en dé�nissant Q̃1 = R−

1
2Q1R

− 1
2 , il existe un scalaire α ≥ 0 et

deux matrices Q1 et Q2 telles que

Q̃1 = Q̃T1 > 0 (1.52a)

Q2 = QT2 > 0 (1.52b)(
AQ̃1 + Q̃1A

T − αQ̃1 BwQ2

Q2B
T
w −Q2

)
< 0 (1.52c)

c1
λmin(Q1)

+
d

λmin(Q2)
<

c2e
−αTf

λmax(Q1)
(1.52d)

Les conditions du théorème 1.5.2 ne sont pas des LMIs. En e�et, même si on �xe α, la condi-
tion (1.52d) reste non convexe. Cette condition peut être linéarisée en imposant les conditions
suivantes

λ1I < Q1 < I (1.53a)

λ2I < Q2 < λ3I (1.53b)
c2e
−αTf √

c1
√
d

√
c1 λ1 0
√
d 0 λ2

 > 0 (1.53c)

Ainsi, nous déduisons le lemme suivant.

Lemme 1.5.2. [AAC06a]
Considérant la classe des perturbations Wd

2, le système perturbé (1.45) est borné en temps �ni
par rapport à (c1, c2, Tf , R, d) si, étant donné α ≥ 0 et en dé�nissant Q̃1 = R−

1
2Q1R

− 1
2 , il existe

deux matrices dé�nies positives Q1 et Q2 et des scalaires λ1 > 0, λ2 > 0 telles que

Q̃1 = Q̃T1 > 0 (1.54a)

Q2 = QT2 > 0 (1.54b)(
AQ̃1 + Q̃1A

T − αQ̃1 BwQ2

Q2B
T
w −Q2

)
< 0 (1.54c)

λ1I < Q1 < I (1.54d)

λ2I < Q1 < λ3I (1.54e)
c2e
−αTf √

c1
√
d

√
c1 λ1 0
√
d 0 λ2

 > 0 (1.54f)

Démonstration. La condition (1.54f) est véri�ée en imposant :

λ1I < Q1 < I (1.55a)

λ2I < Q1 < λ3I (1.55b)
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c1
λ1

+
d

λ2
< c2e

−αTf (1.55c)

En appliquant le lemme de Schur deux fois sur l'inégalité (1.55b), nous obtenons exactement
la condition (1.54f). �

1.6 Conclusion

Dans ce premier chapitre, di�érentes notions de stabilité ont été présentées. Premièrement,
la notion de stabilité la plus classique, celle au sens de Lyapunov, a été rappelée. Nous avons
également dé�ni la stabilité asymptotique et la stabilité exponentielle. Ensuite, plusieurs résultats
concernant ces di�érents types de stabilité ont été exposés en se basant sur la dé�nition d'une
fonction de Lyapunov. Principalement, nous avons rappelé que la caractérisation de la stabilité de
Lyapunov d'un système linéaire invariant peut se mettre sous forme d'un problème d'optimisation
sous contraintes LMIs.

Dans un deuxième temps, nous avons introduit la notion de stabilité pratique et le concept
de stabilité en temps �ni. Nous avons présenté di�érentes dé�nitions liées à ce dernier concept,
telles la stabilité en temps �ni et la bornitude en temps �ni. Ensuite, nous avons exposé di�é-
rents résultats garantissant la stabilié en temps �ni ou la bornitude en temps �ni d'un système
dynamique. Nous avons mis l'accent sur des résultats exprimés sous forme LMIs garantissant la
stabilité en temps �ni, la stabilisation en temps �ni et la bornitude en temps �ni des systèmes
linéaires invariants.

Le second chapitre sera consacré à la présentation des nouveaux résultats concernant la bor-
nitude en temps �ni et la stabilisation en temps �ni des systèmes linéaires continus et invariants.
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Chapitre 2. Commande en temps �ni des systèmes linéaires invariants

2.1 Introduction

Dans le chapitre 1, nous avons vu la notion de stabilité en temps �ni (FTS), ainsi que son
extension aux systèmes perturbés, appelée bornitude en temps �ni (FTB) [WI67, AAAD99b].
Rappelons qu'un système est dit borné en temps �ni lorsque, pour tous les états initiaux com-
mençant dans un domaine donné et borné, et pour toutes les perturbations admissibles, l'état du
système reste dans un autre domaine donné et borné (contenant le domaine des états initiaux),
pour un intervalle de temps �xe et �ni. Par conséquent, un système borné en temps �ni est un
système stable en temps �ni en présence de perturbations exogènes bornées. Le concept de la
stabilité en temps �ni a été appliqué aux systèmes tels que les réseaux ATM [ACAA02], des
systèmes aéronautiques [WI67], une suspension de voiture [KBI15]...

Le problème du contrôle en temps �ni consiste en la conception d'un correcteur qui assure
la FTS ou la FTB du système en boucle fermée. Pour le contrôle en temps �ni, les premières
méthodes étaient prohibitives du point de vue du calcul (voir [Dor06] et les références qui y
�gurent). À partir de la �n des années 80, l'évolution des méthodes de résolution des inégalités
matricielles linéaires (LMI) ont stimulé une nouvelle approche pour la synthèse des conditions
assurant la stabilisation en temps �ni (voir [ElB12] et les références qui y �gurent). Ainsi de
nombreux travaux ont été consacrés au cas des systèmes linéaires : dans [AAD01], Amato et al.
ont étudié le contrôle en temps �ni par un retour d'état statique. Ensuite, dans [MS09], Meng et
al. ont synthétisé un correcteur par retour d'état statique qui assure à la fois la FTB du système
en boucle fermée et le critère H∞.

Dans le cas où les variables d'état d'un système dynamique ne sont pas toutes accessibles,
les chercheurs ont recours à la synthèse d'un correcteur par retour de sortie dynamique. Plu-
sieurs articles ont été consacrés à la commande en temps �ni par retour de sortie dynamique
des systèmes linéaires. Dans [AAAD99a], les auteurs ont examiné le problème de synthèse d'un
correcteur par retour de sortie dynamique pour le cas des systèmes linéaires invariants dans le
temps avec des incertitudes paramétriques. Les conditions d'existence de ce correcteur ont été
exprimées en termes d'inégalités matricielles bilinéaires (BMI). Or, la résolution d'un problème
d'optimisation BMI ne conduit pas en général à une solution optimale. De plus, du point de vue
complexité de calcul, les problèmes BMI sont des problèmes non-polynomiaux (N-P) et donc
coûteux [VB00]. En 2006, Amato et al. [AAC06b] ont proposé la conception d'un correcteur
en temps �ni à sortie dynamique. Leur méthode consiste en la résolution d'un problème d'op-
timisation sous contraintes LMIs. Les inconvénients de cette approche sont que la procédure
de synthèse du correcteur est e�ectuée en deux étapes : la première étape est la synthèse d'un
correcteur par retour d'état statique assurant la FTS du système linéaire invariant consideré, la
deuxième étape est la conception d'un observateur de type Luenberger en temps �ni qui conserve
les mêmes propriétés établies par le correcteur par retour d'état statique. Un autre inconvénient
est l'utilisation dans cette deuxième phase d'une matrice diagonale de Lyapunov. Ce qui ne per-
met pas de considérer l'e�et de termes croisés entre les variables d'état et celles du correcteur.
Pour surmonter la restriction à une matrice de Lyapunov diagonale, Borges et al. [BIRR12] ont
utilisé un lemme de N. Aronszajn pour les matrices positives hermitiennes [TF70]. Ils ont proposé
des conditions su�santes pour la synthèse d'un correcteur FTB par retour de sortie dynamique.
La fonction de Lyapunov considerée pour la démonstration a une forme générale non restrictive.

Dans ce chapitre, le premier but est de fournir des conditions moins coûteuses en calcul (moins
que les conditions BMIs) pour la synthèse d'un correcteur FTB par retour de sortie dynamique
et de réduire le conservatisme des conditions LMIs présentées dans la littérature. Pour cela,
nous utilisons une approche de système descripteur [FS02], originale dans un contexte de FTS.
Cela permet de choisir une structure générale pour la matrice de Lyapunov, et d'exploiter les
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avantages des variables supplémentaires introduites par cette approche.
Nous commençons ce chapitre par la dé�nition de la H∞ bornitude en temps �ni des systèmes

linéaires invariants perturbés. Nous rappelons aussi quelques résultats permettant de garantir
la H∞ bornitude en temps �ni de ces systèmes. Dans un deuxième temps, nous présentons
notre approche descripteur pour la synthèse d'un correcteur par retour de sortie dynamique
assurant la bornitude en temps �ni d'un système linéaire invariant perturbé. C'est la première
fois que l'approche descripteur est investigué dans un contexte de stabilité en temps �ni. La
di�culté de linéariser une condition de stabilité en temps �ni faisant intervenir les valeurs propres
minimale et maximale de la fonction de Lyapunov est résolue de manière élegante en considérant
une matrice de congruence. Ensuite, nous développons deux approches pour la synthèse d'un
correcteur H∞-FTB par retour de sortie dynamique. La première approche est dite approche
classique. Elle consiste à proposer des conditions su�santes pour la synthèse d'un H∞-FTB
correcteur par retour de sortie dynamique. La principale contribution de cette approche est la
considération d'une matrice de Lyapunov générale (non diagonale). La deuxième approche est la
prolongation naturelle de l'approche descripteur au problème de synthèse d'un correcteur H∞-
FTB par retour de sortie dynamique. Lorsque des variables d'état sont non mesurables, on peut
utiliser un observateur pour estimer ces variables. En�n, la troisième partie de ce chapitre sera
dédiée à la synthèse d'une commande H∞ en temps �ni basée sur un observateur H∞ en temps
�ni.

2.2 Préliminaires sur l'analyse de la stabilité en temps �ni

Les notions de stabilité en temps �ni et de bornitude en temps �ni ont été détaillées au
chapitre 1. Dans le cas d'un système linéaire perturbé, il est également intéressant de limiter sa
norme H∞ (voir les dé�nitions 1.3.6 et 1.3.8), qui quanti�e l'in�uence de la perturbation sur la
sortie. Cela nous amène à la notion de H∞ bornitude en temps �ni (FTB-H∞).

Dé�nition 2.2.1 (H∞ bornitude en temps �ni (FTB-H∞) [MS09]).
Considérons le système linéaire continu invariant suivant

ẋ(t) = Ax(t) +Bww(t) x(0) = x0 (2.1a)

z(t) = Czx(t) +Dzww(t) (2.1b)

Le système linéaire (2.1) est dit H∞ borné en temps �ni par rapport à (c1, c2, T,R, d, γ) si il est
borné en temps �ni par rapport à (c1, c2, T,R, d) et, sous conditions initiales nulles, la sortie z(t)
véri�e ∫ TF

0
zT (τ)z(τ)dτ < γ2

∫ TF

0
wT (τ)w(τ)dτ. (2.2)

A�n de pouvoir énoncer un théorème garantissant laH∞ bornitude en temps �ni d'un système
linéaire perturbé, nous donnons une version modi�ée du théorème 1.5.2.

Théorème 2.2.1. [MS09, XXX11]
Considérons la classe des perturbationsWd

2 (1.46), le système perturbé (1.45) est borné en temps
�ni par rapport à (c1, c2, Tf , R, d) si, en dé�nissant Q̃1 = R−

1
2Q1R

− 1
2 , il existe un scalaire α ≥ 0,

un réel γ > 0 et une matrice Q1 tels que

Q̃1 = Q̃T1 > 0 (2.3a)
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Chapitre 2. Commande en temps �ni des systèmes linéaires invariants

(
AQ̃1 + Q̃1A

T − αQ̃1 Bw

BT
w −γ2I

)
< 0 (2.3b)

c1
λmin(Q1)

+ dγ2 <
c2e
−αTf

λmax(Q1)
(2.3c)

le thèorème 2.2.1 est déduit du thèorème 1.5.2 en considérant dans la démonstaration que
Q2 = γ2I

Maintenons nous pouvons énoncer un théorème garantissant la H∞ bornitude en temps �ni
du système linèaire perturbé (2.1)

Théorème 2.2.2. [MS09, XXX11]
Considérons la classe des perturbations Wd

2 (1.46), le système perturbé (2.1) est H∞ borné en
temps �ni par rapport à (0, c2, Tf , R, d, γ) si, en dé�nissant Q̃1 = R−

1
2Q1R

− 1
2 , il existe un réel

α ≥ 0 et une matrice Q1 tels que

Q̃1 = Q̃T1 > 0 (2.4a)(
AQ̃1 + Q̃1A

T − αQ̃1 + Q̃1C
T
z CzQ̃1 B + Q̃1C

TDzw

BT +DT
zwCQ̃1 −γ2e−αTf I +DT

zwDzw

)
< 0 (2.4b)

dγ2 <
c2

λmax(Q1)
(2.4c)

Démonstration.
La démonstration de ce théorème se trouve dans [XXX11]. Nous en donnons ici les grandes lignes.

La démonstration se base sur la dé�nition de la fonction de Lyapunov suivante

V (x) = xT Q̃−11 x = xTR
1
2Q−11 R

1
2x (2.5)

Dans un premier temps, on montre la bornitude en temps �ni du système perturbé (1.45).
Dans un deuxième temps, on prouve le critère H∞ (2.2). L'inégalité (2.4b) est équivalente à
l'inégalité suivante

V̇ < αV + γ2e−αTfwTw − zT z (2.6)

Cette inégalité (2.6) implique nécessairement

V̇ − αV < γ2e−αTfwTw (2.7)

Multiplions les deux inégalités par e−αt, nous obtenons

e−αt(V̇ − αV ) < γ2e−αTf e−αtwTw (2.8)

qui peut s'écrire comme suit

d

dt
(e−αtV ) < γ2e−αTf e−αtw(t)Tw(t). (2.9)

Ensuite, en intégrant de 0 à t, nous aurons

e−αtV (x(t))− V (x(0)) < γ2e−αTf
∫ t

0
e−ατw(τ)Tw(τ)dτ (2.10)
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2.2. Préliminaires sur l'analyse de la stabilité en temps �ni

Sachant que V (x(0)) = 0 et que e−αTf ≤ e−ατ ≤ 1 pour tout τ ∈ [0, Tf ], la condition (2.10)
implique

V (x(t)) ≤ dγ2 (2.11)

En remarquant que V (x(t)) ≥ λmin(Q−11 )xTRx, nous obtenons

xTRx ≤ dγ2λmax(Q1) (2.12)

En tenant compte de (2.4b) nous écrivons

xTRx < c2 (2.13)

ce qui prouve la bornitude en temps �ni du système perturbé (1.45).
Montrons maintenant le critère H∞ (2.2).
En multipliant (2.6) par e−αt, nous aurons

d
dt

(
e−αtV

)
< e−αt

[
γ2e−αTfwTw − zT z

]
(2.14)

Ensuite, en intégrant de 0 à Tf , nous obtenons

e−αTfV (x(Tf )) <

∫ Tf

0
e−ατ

[
γ2e−αTfwT (τ)w(τ)− zT (τ)z(τ)

]
dτ (2.15)

qui implique, du fait que e−αTfV (e(Tf )) > 0,∫ Tf

0
e−ατzT (τ)z(τ) < γ2e−αTf

∫ Tf

0
e−ατwT (τ)w(τ)dτ (2.16)

Comme e−αTf ≤ e−ατ ≤ 1 pour tout τ ∈ [0, Tf ], alors le critère H∞ (2.2) est déduit, i.e.∫ Tf

0
zT (τ)z(τ) < γ2

∫ Tf

0
wT (τ)w(τ)dτ. (2.17)

�

Notons que la condition (2.4c), peut être véri�ée en imposant les contraintes suivantes

λ1I < Q1 < I (2.18a)

dγ2 < c2e
−αTf (2.18b)

Dans la section qui suit, nous développons des nouvelles conditions su�santes assurant la
bornitude en temps �ni des systèmes linéaires perturbés. Nous adoptons une nouvelle approche
dans un contexte de stabilité en temps �ni. Cette approche, appelée approche descripteur, a
déjà été utilisée dans un contexte de stabilité asymptotique [FS02]. Ces nouvelles conditions
nous permettent de proposer des conditions exprimées en termes de LMIs pour la synthèse d'un
correcteur FTB par retour de sortie dynamique pour les systèmes linéaires invariants. Cette
nouvelle approche sera ensuite comparée avec l'approche de Borges [BIRR12].
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Chapitre 2. Commande en temps �ni des systèmes linéaires invariants

2.3 Approche descripteur pour la stabilisation en temps �ni

Rappelons que le but essentiel de cette section est la synthèse d'un correcteur FTB par retour
de sortie dynamique pour les systèmes linéaires invariants perturbés par approche descripteur.
Nous commençons par énoncer un nouveau théorème des conditions d'analyse de bornitude en
temps �ni des systèmes linéaires perturbés. Ensuite, nous appliquons ce théorème pour synthéti-
ser un correcteur FTB par retour de sortie dynamique. Les conditions de synthèse sont linéarisées
grâce à l'utilisation d'une matrice de congruence appropriée. On �nit la section par des exemples
numériques montrant l'e�cacité de notre approche.

2.3.1 Approche descripteur pour l'analyse de la bornitude en temps �ni

Considérons le système linéaire invariant suivant

ẋ(t) = Ax(t) +Bww(t) (2.19)

Le bruit externe w(t) ∈ Rr véri�e la contrainte suivante

∀t ∈ [0, Tf ], w(t)Tw(t) ≤ d (2.20)

Le théorème suivant donne de nouvelles conditions su�santes assurant la bornitude en temps
�ni du système (2.19).

Théorème 2.3.1.

Le système (2.19) est borné en temps �ni par rapport à (c1, c2, Tf , R, d) si il existe une matrice
inversible F , deux matrices symétriques dé�nies positives Q̃ et Q2, et un réel α > 0 tels que

Φ =


AF + F TAT − αQ̃ F TAT + Q̃− F BwQ2

Q̃− F T +AF −F − F T BwQ2

Q2B
T
w Q2B

T
w −αQ2

 < 0 (2.21a)

c1

λmin(R
1
2FQ̃−1F TR

1
2 )

+
d

λmin(Q2)
<

c2e
−αTf

λmax(R
1
2FQ̃−1F TR

1
2 )

(2.21b)

Démonstration.

Soit la fonction de Lyapunov suivante

V (x) = xT Q̃−11 x, Q̃1 = Q̃T1 > 0 (2.22)

avec Q̃1 est donnée par
Q̃1 = R−

1
2Q1R

− 1
2 (2.23)

D'après [BIRR12], on sait que le système (2.19) est borné en temps �ni par rapport à (c1, c2, Tf , R, d)
si les conditions suivantes sont satisfaites

Γ = V̇ (x)− αV (x)− αwTQ−12 w < 0 (2.24a)

c1
λmin(Q1)

+
d

λmin(Q2)
<

c2e
−αTf

λmax(Q1)
(2.24b)
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2.3. Approche descripteur pour la stabilisation en temps �ni

Maintenant, nous intégrons le changement de variable y = ẋ dans l'équation (2.19). Immédiate-
ment, la forme descripteur du système (2.19) sera donnée par(

I 0

0 0

)(
ẋ

ẏ

)
=

(
0 I

A −I

)(
x

y

)
+

(
0

Bw

)
w (2.25)

Dé�nissons la matrice E =

(
I 0

0 0

)
et le changement de variable ξ =

(
x

y

)
, l'égalité (2.25)

sera écrite comme suit

Eξ̇ =

(
0 I

A −I

)
ξ +

(
0

Bw

)
w (2.26)

et la fonction de Lyapunov comme suit

V (ξ) = ξT

(
Q̃−11 0

0 0

)
ξ (2.27)

Soit une matrice F1 inversible, remarquons qu'on a(
Q̃−11 0

0 0

)
=

(
Q̃−11 F1

0 F1

)
E = ET

(
Q̃−11 0

F T1 F T1

)
(2.28)

et donc V (ξ) se récrit comme suit

V (ξ) = ξT

(
Q̃−11 F1

0 F1

)
Eξ = ξTET

(
Q̃−11 0

F T1 F T1

)
ξ (2.29)

Calculons la dérivée de V (ξ) par rapport au temps

V̇ (ξ) =ξ̇T

(
Q̃−11 0

0 0

)
ξ + ξT

(
Q̃−11 0

0 0

)
ξ̇ (2.30a)

=ξ̇TET

(
Q̃−11 0

F T1 F T1

)
ξ + ξT

(
Q̃−11 F1

0 F1

)
Eξ̇ (2.30b)

=

[(
0 I

A −I

)
ξ +

(
0

Bw

)
w

]T (
Q̃−11 0

F T1 F T1

)
ξ + ξT

(
Q̃−11 F1

0 F1

)[(
0 I

A −I

)
ξ +

(
0

Bw

)
w

]
(2.30c)

Soit, après développement et regroupement

V̇ (ξ) =
(
ξT wT

)
F1A+ATF T1 ATF T1 + Q̃−11 − F1 F1Bw

Q̃−11 − F T1 + F1A −F1 − F T1 F1Bw

BT
wF

T
1 BT

wF
T
1 0


(
ξ

w

)
(2.31)
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Chapitre 2. Commande en temps �ni des systèmes linéaires invariants

En calculant Γ donné par (2.24a), on aura

Γ =

(
ξ

w

)T 
F1A+ATF T1 − αQ̃

−1
1 ATF T1 + Q̃−11 − F1 F1Bw

Q̃−11 − F T1 + F1A −F1 − F T1 F1Bw

BT
wF

T
1 BT

wF
T
1 −αQ−12


(
ξ

w

)
(2.32)

et nous déduisons que la condition Γ < 0 (2.24a) est équivalente à l'inégalité suivante
F1A+ATF T1 − αQ̃

−1
1 ATF T1 + Q̃−11 − F1 F1Bw

Q̃−11 − F T1 + F1A −F1 − F T1 F1Bw

BT
wF

T
1 BT

wF
T
1 −αQ−12

 < 0 (2.33)

Multiplions (2.33) à gauche par


F−11 0 0

0 F−11 0

0 0 Q2

 et à droite par


F−T1 0 0

0 F−T1 0

0 0 Q2

, nous

aurons


AF−T1 + F−11 AT − αF−11 Q̃−11 F−T1 F−11 AT − F−11 Q̃−11 F−T1 − F−T1 BwQ2

F−11 Q̃−11 F−T1 − F−T1 − F−11 +AF−T1 −F−T1 − F−11 BwQ2

Q2B
T
w Q2B

T
w −αQ2

 < 0

(2.34)
Posons les changements de variables suivants

F =F−T1 (2.35a)

F T =F−11 (2.35b)

Q̃ =F T Q̃−11 F (2.35c)

La condition (2.34) est donc équivalente à la condition (2.21a).
Par ailleurs, compte tenu de l'expression (2.23) de Q̃−11 , l'égalité (2.35c) s'écrit

Q̃ = F TR
1
2Q−11 R

1
2F (2.36)

et donc l'inverse de Q̃ est donné par

Q̃−1 = F−1R−
1
2Q1R

1
2F−T (2.37)

Ce qui nous fournit l'expression suivante de Q1

Q1 = R
1
2FQ̃−1F TR

1
2 (2.38)

Remplaçons l'expression (2.38) dans la condition (2.24b), nous obtenons exactement l'inéga-
lité (2.21b). Ce qui �nit la démonstration. �

En pratique, les conditions du théorème 2.3.1 sont di�ciles à véri�er car la condition (2.21b)
est fortement non linéaire. Notons qu'un résultat basé sur la même approche descripteur et dont
les conditions sont linéaires est donné dans [BDZA17a]. Ce résultat dans [BDZA17a] est un cas
particulier d'un résultat général de Kussaba et al. [KBI15]. Dans la section suivante, on s'appuiera
néanmoins sur ce théorème 2.3.1 pour résoudre la synthèse d'un correcteur FTB par retour de
sortie dynamique, en linéarisant la condition (2.21b) grâce à une relation de congruence.
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2.3. Approche descripteur pour la stabilisation en temps �ni

2.3.2 Synthèse d'un correcteur FTB par retour de sortie dynamique

Dans ce qui suit, nous utilisons le théorème 2.3.1 pour développer des conditions su�santes
assurant la synthèse d'un correcteur FTB par retour de sortie dynamique.

Considérons le système linéaire décrit par le système d'équations suivant

ẋ(t) = Ax(t) +Buu(t) +Bww(t) (2.39a)

y(t) = Cyx(t) +Dyww(t) (2.39b)

où x(t) ∈ Rn est le vecteur d'état du système, u(t) ∈ Rm est le vecteur d'entrée, y(t) ∈ Rq est la
sortie mesurée et w(t) ∈ Rr est la perturbation extérieure.

Considérons le correcteur par retour de sortie dynamique suivant

ẋk(t) = AKxk(t) +BKy(t) (2.40a)

u(t) = CKxk(t) +DKy(t) (2.40b)

Ainsi le système en boucle fermée est décrit par

ζ̇ = Aζ + Bw (2.41)

avec

ζ =

(
x

xk

)
(2.42a)

A =

(
A+BuDKCy BuCK

BKCy AK

)
(2.42b)

B =

(
Bw +BuDKDyw

BKDyw

)
(2.42c)

Notre but est de trouver des conditions su�santes telles que le système (2.41) est borné en temps
�ni par rapport aux paramètres (c1, c2, Tf , R, d).

Théorème 2.3.2.

Considérons le système (2.39), les paramètres (c1, c2, Tf , R, d), les matrices Qq =

(
Qx ∗
Qt Qy

)
,

G =

(
N I

R1 0

)
. S'il existe les matrices de dimensions appropriées U, V,W,X, S, N, J, L,R1, Qt,

trois matrices symétriques Qx, Qy,W1, un réel α ≥ 0 et des réels positifs λ̃1, λ̃2, λ̃3, λ̃4, λ̃5 tels que

Ψ =


Ψ11 Ψ12 Ψ13

(∗) Ψ22 Ψ23

(∗) (∗) Ψ33

 < 0 (2.43a)

R1 > λ̃4I (2.43b)

λ̃3I < W1 < λ̃2I (2.43c)
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
c2e
−αTf √

c1λ̃1
√
dλ̃2

∗ λ̃1 0

∗ ∗ λ̃2

 > 0 (2.43d)

(
Qq GT

G R−1

)
> 0 (2.43e)

0 < Qq < λ̃5I (2.43f)

λ̃5 < λ̃1λmin(R) min(1, λ̃24) (2.43g)

où

Ψ11 =


(AN +BuW )− αQx (∗)

+(AN +BuW )T

U − αQt (JA+ V Cy)

+(A+BuXCy)
T +(JA+ V Cy)

T − αQy

 (2.44a)

Ψ12 =


Qx −N QTt − I

+(AN +BuW )T +U t

(A+BuXCy)
T Qy − J

+Qt − S +(AJ + V Cy)
T

 (2.44b)

Ψ13 =

(
Bw +BuXDyw

JBw + V Dyw

)
(2.44c)

Ψ22 =

(
−NT −N (∗)
−I − S −JT − J

)
(2.44d)

Ψ23 =

(
Bw +BuXDyw

JBw + V Dyw

)
(2.44e)

Ψ33 = −αW1 (2.44f)

alors un correcteur par retour de sortie dynamique (2.40) garantit que le système en boucle fermée
est borné en temps �ni par rapport à (c1, c2, Tf , R, d).

Les matrices AK , BK , CK et DK sont déduites en résolvant le système de deux égalités sui-
vantes(

U V

W X

)
=

(
L JBu

0 I

)(
AK BK

CK DK

)(
R1 0

CyN I

)
+

(
JAN 0

0 0

)
(2.45a)

S = JN + LR1 (2.45b)

Démonstration.
Appliquons le théorème 2.3.1 au système (2.41), il faut donc montrer que

Φ =


AF + F TAT − αQ̃ F TAT + Q̃− F BQ2

Q̃− F T +AF −F − F T BQ2

Q2BT Q2BT −αQ2

 < 0 (2.46a)
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c1

λmin(R
1
2FQ̃−1F TR

1
2 )

+
d

λmin(Q2)
<

c2e
−αTf

λmax(R
1
2FQ̃−1F TR

1
2 )

(2.46b)

Soit les partitions suivantes des matrices F et F−1

F =

(
N Z1

R1 Z2

)
(2.47a)

F−1 =

(
JT Z3

LT Z4

)
(2.47b)

Remarquons que

FF−1 =

(
N Z1

R1 Z2

)(
JT Z3

LT Z4

)
(2.48a)

=

(
NJT + Z1L

T NZ3 + Z1Z4

R1J
T + Z2L

T RZ3 + Z2Z4

)
(2.48b)

=

(
I 0

0 I

)
(2.48c)

nous déduisons

NJT + Z1L
T = I (2.49a)

R1J
T + Z2L

T = 0 (2.49b)

Dé�nissons les matrices H et H comme suit

H =

(
I JT

0 LT

)
(2.50a)

H =


H 0 0

0 H 0

0 0 Q−12

 (2.50b)

Multiplions l'inégalité (2.46a) à gauche par HT et à droite par H, nous obtenons

HTΦH=


HTAFH +HTF TATH − αHT Q̃H HTF TATH +HT Q̃H −HTFH HTB
HT Q̃H −HTF TH +HTAFH −HTFH −HTF TH HTB

BTH BTH −αQ−12

<0

(2.51)
En calculant le produit FH, nous avons

FH =

(
N NJT + Z1L

T

R1 R1J
T + Z2L

T

)
(2.52)
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Du fait des égalités (2.49a) et (2.49b), nous obtenons

FH =

(
N I

R1 0

)
(2.53)

En procédant comme précédement, nous aurons

HTFH =

(
I JT

0 LT

)T (
N I

R1 0

)
(2.54a)

=

(
I 0

J L

)(
N I

R1 0

)
(2.54b)

=

(
N I

JN + LR1 J

)
(2.54c)

En posant S = JN + LR1, nous obtenons

HTFH =

(
N I

S J

)
(2.55)

HTAFH s'écrit comme suit

HTAFH =

(
I 0

J L

)(
A+BuDkCy BuCK

BKCy AK

)(
N I

R1 0

)
(2.56a)

=

(
I 0

J L

)((
A 0

0 0

)
+

(
0 Bu

I 0

)(
AK BK

CK DK

)(
0 I

Cy 0

))(
N I

R1 0

)
(2.56b)

=

(
I 0

J L

)(
A 0

0 0

)(
N I

R1 0

)
+

(
I 0

J L

)(
0 Bu

I 0

)(
AK BK

CK DK

)(
0 I

Cy 0

)(
N I

R1 0

)
(2.56c)

=

(
AN A

JAN JA

)
+

(
0 Bu

L JBu

)(
AK BK

CK DK

)(
R1 0

CyN Cy

)
(2.56d)

=

(
AN A

JAN JA

)
+

(
0 Bu

I 0

)(
L JBu

0 I

)(
AK BK

CK DK

)(
R 0

CyN I

)(
I 0

0 Cy

)
(2.56e)

=

(
AN A

0 JA

)
+

(
0 Bu

I 0

)

×

[(
L JBu

0 I

)(
AK BK

CK DK

)(
R1 0

CyN I

)
+

(
JAN 0

0 0

)](
I 0

0 Cy

)
(2.56f)

De même HTB s'écrit

HTB =

(
I 0

J L

)(
Bw +BuDKDyw

BKDyw

)
(2.57a)
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=

(
I 0

J L

)[(
Bw

0

)
+

(
0 Bu

I 0

)(
AK BK

CK DK

)(
0

Dyw

)]
(2.57b)

=

(
I 0

J L

)(
Bw

0

)
+

(
I 0

J L

)(
0 Bu

I 0

)(
AK BK

CK DK

)(
0

Dyw

)
(2.57c)

=

(
Bw

JBw

)
+

(
0 Bu

I 0

)(
L JBu

0 I

)(
AK BK

CK DK

)(
R1 0

CyN I

)(
0

Dyw

)
(2.57d)

=

(
Bw

JBw

)
+

(
0 Bu

I 0

)

×

[(
L JBu

0 I

)(
AK BK

CK DK

)(
R1 0

CyN I

)
+

(
JAN 0

0 0

)](
0

Dyw

)
(2.57e)

En tenant compte du changement de variables (2.45a), les expressions de HTAFH et HTB se
mettent sous la forme suivante

HTAFH =

(
AN A

0 JA

)
+

(
0 Bu

I 0

)(
U V

W X

)(
I 0

0 Cy

)
(2.58a)

HTB =

(
Bw

JBw

)
+

(
0 Bu

I 0

)(
U V

W X

)(
0

Dyw

)
(2.58b)

Maintenant, soit la décomposition suivante de la matrice Qq

HT Q̃H = Qq =

(
Qx QTt

Qt Qy

)
(2.59)

Par la suite, posons W1 = Q−12 , remplaçons les expressions (2.55), (2.59), (2.58a) et (2.58b)
dans la condition (2.51), nous obtenons la condition (2.43a) du théorème 2.3.2.

Pour satisfaire la condition (2.46b), on remarque que

HT Q̃H = Qq = HTF TR
1
2Q−11 R

1
2FH (2.60)

Maintenant, imposons les conditions suivantes

λ1I < Q1 < I (2.61a)

λ2I < Q2 < λ3 (2.61b)

c1
λ1

+
d

λ2
< c2e

−αTf (2.61c)

La condition (2.61b) est équivalente à la condition suivante

λ−13 I < Q−12 < λ−12 I (2.62)

qui n'est d'autre que la condition (2.43c) en posant λ̃3 = λ−13 , λ̃2 = λ−12 et W1 = Q−12 . De même,
la condition (2.61a) est équivalente à

I < Q−11 < λ−11 I (2.63)
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Multiplions l'inégalité (2.63) à gauche par HTF TR
1
2 et à droite par R

1
2FH, nous obtenons les

deux conditions suivantes

(FH)TR(FH) < Qq (2.64a)

Qq < λ−11 (FH)TR(FH) (2.64b)

Appliquons le lemme de Schur à la condition (2.64a), nous obtenons la condition (2.43e) du
théorème 2.3.2.

Posons λ̃1 = λ−11 , l'égalité (2.64b) est satisfaite si la condition suivante est véri�ée

λmax(Qq) < λ̃1λmin((FH)TR(FH)) (2.65)

Cette dernière est véri�ée si

Qq < λ̃5I (2.66a)

λ̃5I < λ̃1λmin((FH)TR(FH)) (2.66b)

Sachant que
λmin(R)λmin((FH)T (FH)) ≤ λmin((FH)TR(FH)), (2.67)

nous cherchons une borne inférieure de la valeur propre minimale λmin((FH)T (FH)). Remar-
quons que la matrice (FH)T (FH) s'écrit comme suit

(FH)T (FH) =

(
NTN +RT1R1 NT

N I

)
(2.68)

et considérant la matrice suivante

K =

(
I 0

−N I

)
(2.69)

nous déduisons

G1 = KT (FH)T (FH)K =

(
RT1R1 0

0 I

)
(2.70)

Soit G2 = K−1(FH)T (FH)K. Les deux matrices G2 et (FH)T (FH) ont les mêmes valeurs
propres. De plus remarquons que G2 = (KTK)−1G1. Ce qui conduit à

λmin((KTK)−1)λmin(G1) < λmin(G2) = λmin((FH)T (FH)). (2.71)

Etant donné que

λmin((KTK)−1) =
1

λmax(KTK)
=

1

λ2max(K)
, (2.72)

vu que toutes les valeurs propres de K sont égales à 1, et en prenant compte de la structure de
G1, nous aurons

min(1, λ2min(R1)) < λmin(G2) = λmin((FH)T (FH)). (2.73)

Du fait de (2.73), (2.66), la condition (2.64b) est véri�ée si les inégalités (2.43f), (2.43g) et (2.43b)
sont véri�ées. �
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Remarque 2.3.1.

� Bien que nous utilisions la même démarche que [CG96] pour linéariser les inégalités (2.46),
cela n'est pas su�sant pour obtenir des conditions sous forme LMIs. La di�culté principale
est d'obtenir une borne inférieure de la valeur propre minimale de la matrice (FH)T (FH)
dans l'équation (2.68). Nous surmontons cette di�culté en utilisant la matrice de congruence
originale (2.69).

� Notons que les conditions (2.43a) et (2.43g) ne sont pas des LMIs, et donc di�ciles à
résoudre. Cependant, en �xant α et λ̃4, ces conditions (2.43a) et (2.43g) deviennent des
LMIs.

� En pratique, une recherche en ligne simultanée sur les paramètres α et λ̃4 peut être e�ectuée.
Dans ce cas, nous résolvons à chaque itération un problème de faisabilité LMI. On peut
aussi �xer la valeur d'un paramètre et e�ectuer une recherche en ligne sur l'autre.

� Une autre possibilité pour transformer la condition (2.43g) en LMI est d'imposer λ̃4 > 1.
Alors l'inégalité (2.43g) devient

λ̃5 < λ̃4λmin(R) (2.74)

qui est linéaire.

2.3.3 Exemples numériques

Considérons le système dynamique tiré de [BIRR12]

A =


0.0884 −0.4026 −0.5796 −0.5733

0.8984 0.0276 −0.3622 0.9771

−1.0667 2.8289 −2.4719 1.0680

−1.1599 0.1808 −0.0779 −1.2306

 , Bu =


0

0

0

1

 , Bw =


0.01

0

0

0


Cy =

(
10 0 0 0

)
, Dyw = 0.5 (2.75)

Soit les paramètres suivants (c1 = 0, c2 = 0.35, R = I, d = 1). En considérant Tf = 11, il est
montré [BIRR12] que le système en boucle ouverte est non borné en temps �ni par rapport à
(c1 = 0, c2 = 0.35, Tf = 11, R = I, d = 1). Nous proposons de synthétiser un correcteur assurant
la bornitude en temps �ni du système en boucle fermée (2.75). La synthèse de notre correcteur
revient à résoudre le problème d'optimisation suivant

maximiser
Tf

Tf

sous les contraintes (2.43a), (2.43b), (2.43e), (2.43c), (2.43d), (2.43f) et (2.43g)
(2.76)

La résolution se fait en �xant λ̃4 = 0.01 et par une recherche en ligne du paramètre α par
pas de 0.1. A chaque pas, on résout un problème d'optimisation convexe. Ainsi, on obtient une
solution pour α = 0.1 et Tf = 39.2126. Les matrices du correcteur sont données par

AK = 105


−0.1892 −0.0782 0.8554 −1.7618

−0.2480 −0.1028 1.1218 −2.3109

−0.2102 −0.0865 0.9502 −1.9567

−0.2083 −0.0860 0.9420 −.9401

 , BK =


0.0015

−0.0109

0.0093

0.0033


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CK = 103
(
−0.6317 −0.2252 2.5974 −5.3108

)
, DK = 0.0539 (2.77)

En suivant cette procédure et a�n de comparer notre approche par rapport à celle de [BIRR12],
nous résolvons le même problème d'optimisation en utilisant la méthode de Borges [BIRR12].
Ainsi nous obtenons α = 0.1 et Tf = 38.1749 pour le système en boucle fermée.

On voit que, dans certains cas, nous obtenons avec notre approche un correcteur plus perfor-
mant (Tf plus grand).

On déduit que les conditions de notre approche sont ici moins restrictives par rapport à celles
de Borges [BIRR12].

2.4 Commande H∞ en temps �ni

Considérons le système linéaire invariant perturbé suivant

ẋ(t) = Ax(t) +Buu(t) +Bww(t) (2.78a)

z(t) = Czx(t) +Dzuu(t) +Dzww(t) (2.78b)

y(t) = Cyx(t) +Dyww(t) (2.78c)

où x(t) ∈ Rn est le vecteur d'état, u(t) ∈ Rm est le vecteur de commande, y(t) ∈ Rq est la
sortie mesurée et z(t) ∈ Rp est la sortie de performance.

La perturbation externe w(t) ∈ Rr est à norme bornée∫ T0

0
w(t)Tw(t)dt ≤ d (2.79)

Notre but est de proposer une méthode de synthèse d'une commande assurant la stabilité en
temps �ni du système (2.78) en garantissant le critère H∞ (2.2).

Pour cela, considérons le contrôleur dynamique d'ordre plein décrit par les équations suivantes

ẋk(t) = AKxk(t) +BKy(t) (2.80a)

u(t) = CKxk(t) +DKy(t) (2.80b)

Le système bouclé est donné par la représentation d'état suivante

ζ̇ = Aζ + Bw (2.81a)

z = Cζ +Dw (2.81b)

avec

ζ =

(
x

xk

)
(2.82)

et

A =

(
A+BuDKCy BuCK

BKCy AK

)
(2.83a)

B =

(
Bw +BuDKDyw

BKDyw

)
(2.83b)
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C =
(
Cz +DzuDKCy DzuCK

)
(2.83c)

D = Dzw +DzuDKDyw (2.83d)

Nous désirons synthétiser des conditions su�santes pour obtenir un correcteur à retour de sortie
dynamique donné par (2.80) tel que l'état du système augmenté (2.82) est borné en temps �ni
et, sous conditions initiales nulles, la sortie z véri�e le critère H∞. Pour cela, nous procédons de
deux façons : d'abord par une approche classique [BDZ+15a] puis par une approche descripteur.

2.4.1 Commande H∞ en temps �ni par retour de sortie dynamique : approche

classique

Le théorème suivant donne des conditions su�santes pour synthétiser ce type de correcteur.

Théorème 2.4.1. (Correcteur FTB-H∞ à retour de sortie dynamique)
Considérant le système (2.78) et les paramètres (0, c2, Tf , R, d, γ), s'il existe deux matrices sy-
métriques dé�nies positives X et Y , des matrices R1, L1, M1 et N1, des réels positifs α, λ̃1 et
λ2 tels que

M11 +MT
11 − αY ∗ ∗ ∗

(A+BuN1Cy) +RT1 − αI M22 +MT
22 − αX ∗ ∗

BT
wY

T +DT
ywL

T
1 BT

w +DT
ywN

T
1 B

T
u −γ2e−αT0I ∗

Cz +DzuN1Cy CzX +DzuM1 Dzw +DzuN1Dyw −I

 < 0 (2.84a)

c2 − dγ2 > 0 (2.84b)(
Q̃ ST

S λ̃1R

)
> 0 (2.84c)

X − λ2I < 0 (2.84d)

10λ2 < 9λmin(R−1) (2.84e)

où

Q̃ =

(
Y I

I X

)
(2.85a)

S̃ =

(
Y I

3Y 0

)
(2.85b)

M11 = (Y A+ L1Cy) (2.85c)

M22 = (AX +BuM1) (2.85d)

alors il existe un correcteur par retour de sortie dynamique garantissant que le système en
boucle fermée (2.81) est H∞ borné en temps �ni par rapport à (0, c2, Tf , R, d, γ). Une réalisation
de ce correcteur est donnée par

AK = Y −1(R1 − Y AX − Y BuM1 − L1CyX + Y BuDKCyX)(Y −1 −X)−1 (2.86a)

BK =
1

3
Y −1(L1 − Y BuDK) (2.86b)

CK = 3(M1 −DKCyX)(Y −1 −X)−1 (2.86c)

DK = N1 (2.86d)

43



Chapitre 2. Commande en temps �ni des systèmes linéaires invariants

Démonstration.
Dé�nissons la fonction de Lyapunov suivante

V (x) = xT Q̃−11 x (2.87)

avec
Q̃1 = R−

1
2Q1R

− 1
2 . (2.88)

Appliquons le théorème 2.2.2 au système en boucle fermée (2.81). Ce système est H∞ borné en
temps �ni par rapport à (0, c2, Tf , R, d, γ) si, en dé�nissant Q̃1 = R−

1
2Q1R

− 1
2 , il existe un réel

α ≥ 0, un réel γ > 0 et une matrice Q1 tels que

Q̃1 = Q̃T1 > 0 (2.89a)

Ψ =

(
AQ̃1 + Q̃1AT − αQ̃1 + Q̃1CTCQ̃1 B + Q̃1CTD

BT +DTCQ̃1 −γ2e−αTf I +DTD

)
< 0 (2.89b)

dγ2 <
c2

λmax(Q1)
(2.89c)

Outre la non-linéarité de la condition (2.89c), qui comporte la valeur propre maximale de Q1

(c'est un problème qu'on rencontre dans tous les problèmes de stabilité en temps �ni), la condi-
tion (2.89b) est aussi non linéaire puisque elle comporte le produit entre la matrice inconnue à
déterminer Q̃1 et les matrices A, B, C et D comportant les matrices inconnues du correcteur
AK , BK , CK et DK . Dans la suite de la démonstration, le but est de lever ces non-linéarités a�n
d'obtenir des conditions convexes en ces variables inconnues. Remarquons que la condition (2.89b)
se met sous la forme suivante

Ψ =

(
AQ̃1 + Q̃1AT − αQ̃1 B

BT −γ2e−αTf I

)
−

(
Q̃1CT

DT

)
(−I)

(
CQ̃1 D

)
< 0. (2.90)

Appliquons le Lemme de Schur, l'inégalité précédente (2.90) est équivalente à
AQ̃1 + Q̃1AT − αQ̃1 B Q̃1CT

BT −γ2e−αTf I DT

CQ̃1 D −I

 . (2.91)

Proposition 2.4.1.

Il existe une transformation de congruence utilisant une matrice inversible H qui permet les
transformations suivantes

Q̃1 → HT Q̃1H = Q̃1(v) (2.92a)(
AQ̃1 B
CQ̃1 D

)
→

(
HT 0

0 I

)(
AQ̃1 B
CQ̃1 D

)(
H 0

0 I

)
=

(
HTAQ̃1H HTB
CQ̃1H D

)
=

(
A(v) B(v)

C(v) D(v)

)
(2.92b)

Le but de cette transformation de congruence est de transformer les blocs qui dépendent d'une
manière non linéaire de Q̃1 et des matrices A, B, C et D (ces dernières matrices contenant les
matrices du correcteur AK , BK , CK et DK) en de nouvelles matrices dépendantes linéairement
de nouvelles variables X,Y, U et V dé�nies ci-dessous.
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Partitionnons les matrices Q̃1 et Q̃−11 comme suit

Q̃1 =

(
X UT

U X̂

)
(2.93a)

Q̃−11 =

(
Y V T

V Ŷ

)
(2.93b)

Dé�nissons comme en [CG96] la matrice H telle que

H =

(
Y I

V 0

)
(2.94)

Posons la matrice de congruence suivante

H̃ =


H 0 0

0 I 0

0 0 I

 (2.95)

Multiplions l'inégalité (2.91) à gauche par H̃T et à droite par H̃, et appliquons une transformation
de congruence par H à l'inéqualité (2.89a). Nous aurons

HT Q̃1H > 0 (2.96a)
HTAQ̃1H +HT Q̃1ATH − αHT Q̃1H HTB HT Q̃1CT

BTH −γ2e−αTf I DT

CQ̃1H D −I

 < 0 (2.96b)

D'après la proposition 2.4.1, les conditions (2.96) sont équivalentes à

Q̃1(v) > 0 (2.97a)
A(v) +AT (v)− αQ̃1(v) B(v) CT (v)

BT (v) −γ2e−αTf DT (v)

C(v) D(v) −I

 < 0 (2.97b)

En tenant compte des expressions de Q̃1 (2.93a) et de H (2.94), Q̃1(v) sera égale à

Q̃1(v) =

(
Y I

I X

)
(2.98)

Dans la suite, on montre que la condition (2.84a) est équivalente à la condition (2.97b).
Les matrices du système en boucle fermée (2.81) peuvent s'exprimer de manière à faire ap-

paraître les matrices du correcteur (2.80)

(
A B
C D

)
=


A 0

0 0

Bw

0

Cz 0 Dzw

+


0 Bu

I 0

0 Dzu


(
AK BK

CK DK

)(
0 I

Cy 0

0

Dyw

)

(2.99)
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En remarquant que Q̃1H =

(
I X

0 U

)
et en insérant (2.99) dans l'équation (2.92b), nous

obtenons(
HTAQ̃1H HTB
CQ̃1H D

)
=

(
HT 0

0 I

)(
A B
C D

)(
Q̃1H 0

0 I

)

=


Y V T

I 0

0

0

0 0 I


(
A B
C D

)
I X

0 U

0

0

0 0 I



=


Y A Y AX

A AX

Y Bw

Bw

Cz CzX Dzu



+


V T Y Bu

0 Bu

0 Dzu


(
AK BK

CK DK

)(
0 U

Cy 0

0

Dyw

)

=


Y A Y AX

A AX

Y Bw

Bw

Cz CzX Dzu

+


I 0

0 Bu

0 Dzu


(
V T Y Bu

0 I

)

×

((
AK BK

CK DK

)(
U 0

CyX I

)(
0 I

Cy 0

0

Dyw

))

=


Y A 0

A AX

Y Bw

Bw

Cz CzX Dzu

+


I 0

0 Bu

0 Dzu


×

((
V T Y Bu

0 I

)(
AK BK

CK DK

)(
U 0

CyX I

)
+

(
Y AX 0

0 0

))

×

(
0 I

Cy 0

0

Dyw

)
(2.100)

Posons le changement de variable suivant(
R1 L1

M1 N1

)
=

(
V T Y Bu

0 I

)(
AK BK

CK DK

)(
U 0

CyX I

)
+

(
Y AX 0

0 0

)
(2.101)

On peut donc réécrire l'équation (2.100) en utilisant les nouvelles variables données par l'équa-
tion (2.101). Ainsi on obtient

(
A(v) B(v)

C(v) D(v)

)
=


Y A 0

A AX

Y Bw

Bw

Cz CzX Dzu

+


I 0

0 Bu

0 Dzu


(
R1 L1

M1 N1

)(
0 I

Cy 0

0

Dyw

)
(2.102a)
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(
A(v) B(v)

C(v) D(v)

)
=


Y A+ L1Cy R1

A+BuN1Cy AX +BuM1

Y Bw + L1Dyw

Bw +BuN1Dyw

Cz +DzuN1Cy CzX +DzuM1 Dzw +DzuN1Dyw

 (2.102b)

En tenant compte de l'équation (2.102b) et de l'égalité (2.98), il est facile de voir l'égalité
entre les conditions (2.97b) et (2.84a).

Pour garantir la condition (2.89c), nous imposons les deux conditions suivantes

λ1I < Q1 < I (2.103a)

c2 − dγ2 > 0 (2.103b)

L'inégalité (2.103b) est la condition (2.84b) du théorème 2.4.1.
Multiplions l'inégalité à gauche et à droite par R−

1
2 , nous obtenons les deux inégalités sui-

vantes

λ1R
−1 < Q̃1 (2.104a)

Q̃1 < R−1 (2.104b)

Multiplions maintenant l'inégalité (2.104a) à gauche parHT , et à droite parH. Nous obtenons

λ1H
TR−1H < HT Q̃1H (2.105)

qui est équivalent à
Q̃−HT (λ−11 R)−1H > 0 (2.106)

En appliquant le lemme de Schur, l'inégalité sera équivalente à(
Q̃ ST

S λ̃1R

)
> 0 (2.107)

qui n'est d'autre que la condition (2.84c) du théorème 2.4.1.
Remarquons que l'inégalité (2.104b) s'écrit comme suit(

X UT

U X̂

)
< R−1. (2.108)

Cette dernière inégalité est satisfaite si la condition suivante est garantie

λmax(Q̃1) < λmin(R−1). (2.109)

Appliquons le lemme A.2.4 (voir Annexe A) à la matrice symétrique dé�nie positive Q̃1, nous
aurons

λmax(Q̃1) ≤ λmax(X) + λmax(X̂). (2.110)

Cette dernière condition est satisfaite s'il existe λ2 > 0 et λ3 > 0 tels que

X < λ2I (2.111a)

X̂ < λ3I (2.111b)

λ2 + λ3 < λmin(R−1) (2.111c)
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L'inégalité (2.111a) est exactement la condition (2.84d) du théorème 2.4.1.
Sachant que Q̃1Q̃

−1
1 = I et choisissant V T = 3Y , nous aurons

Y X + 3Y U = I (2.112)

Multiplions cette égalité à droite et à gauche par Y −1, il suit

Y −1 = X + 3U. (2.113)

D'autre part, d'après le lemme d'inversion de Sherman-Morrison [CG96] pour les deux matrices
partitionnés Q̃1 et Q̃−11 données par (2.93), nous aurons

Y = (X − UT X̂−1U)−1 (2.114)

Inversons cette dernière équation, nous obtenons

Y −1 = X − UT X̂−1U (2.115)

Du fait des égalités entre (2.113), (2.115) et (2.111a), nous obtenons

X̂ =
X − Y −1

9
<
λ2I − Y −1

9
(2.116)

Ainsi l'inégalité (2.111b) est satisfaite si on impose

λ2I − Y −1 < 9λ3I (2.117)

Cette dernière condition est toujours satisfaite pour un choix de λ3 = λ2
3 et du fait que Y > 0.

Et par conséquence la condition (2.111b) est satisfaite pour ce choix.
Notons que, avec ce choix, la condition (2.111c) est équivalente à (2.84e). Ce qui �nit la

démonstration. �

2.4.2 Commande H∞ en temps �ni par retour de sortie dynamique : approche

descripteur

Présentons en premier lieu un lemme qui garantit la synthèse d'un correcteur par retour de
sortie dynamique.

Lemme 2.4.1. Considérons le système linéaire perturbé (2.78) et la classe des perturbations (2.79),
il existe un correcteur par retour de sortie dynamique (2.80) qui garantit la FTB-H∞ du système
augmenté (2.81) par rapport à (0, c2, Tf , R, d, γ), si il existe un réel α ≥ 0 et une matrice Q̃ tels
que

AF + F TAT − αQ̃ Q̃− F + F TAT B F TCT

Q̃− F T +AF −F − F T B 0

BT BT −γ2e−αTf I DT

CF 0 D −I

 < 0 (2.118a)

dγ2 <
c2

λmax(R
1
2FQ̃−1F TR

1
2 )

(2.118b)
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Démonstration.
Dé�nissons la fonction de Lyapunov suivante

V (x) = xT Q̃−11 x (2.119)

avec Q1 une matrice symétrique dé�nie positive donnée par

Q̃1 = R−
1
2Q1R

− 1
2 . (2.120)

En s'inspirant de [BDZ+15a], le système (2.81) est borné en temps �ni par rapport à (0, c2, Tf , R, d)
si les conditions suivantes sont satisfaites

V̇ < αV + γ2e−αTfwTw − zT z (2.121a)

dγ2 <
c2

λmax(Q1)
(2.121b)

En utilisant la forme descripteur pour réécrire le système (2.81), et en adoptant le change-
ment de variable (2.35), les conditions (2.121a) et (2.121b) impliquent les conditions (2.118a)
et (2.118b) du lemme 2.4.1. �

Notre but est de trouver des conditions su�santes telles que le système (2.78) est H∞ borné
en temps �ni par rapport aux paramètres (0, c2, Tf , R, d, γ).

Théorème 2.4.2.

Considérons le système (2.39), les paramètres (0, c2, Tf , R, d, γ), et les matrices Qp =

(
Qx ∗
Qt Qy

)
,

G =

(
N I

R1 0

)
, s'il existe des matrices de dimensions appropriées U, V,W,X, S, N1, J, L,Qt ,

deux matrices symétriques Qx, Qy, un réel α ≥ 0 et des réels positifs λ̃1, λ̃2, λ̃3 tels que

Φ =


Φ11 Φ12 Φ13 Φ14

(∗) Φ22 Φ23 Φ24

(∗) (∗) Φ33 Φ11

(∗) (∗) (∗) Φ44

 < 0 (2.122a)

R1 > λ̃2I (2.122b)

c2 − dγ2 > 0 (2.122c)(
Qq GT

G R−1

)
> 0 (2.122d)

0 < Qq < λ̃3I (2.122e)

λ̃3 < λ̃1λmin(R0) min(1, λ̃22) (2.122f)

où

Φ11 =


(AN +BuW )− αQx (∗)

+(AN +BuW )T

U − αQt (JA+ V Cy)

+(A+BuXCy)
T +(JA+ V Cy)

T − αQy

 (2.123a)
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Φ12 =


Qx −N QTt − I

+(AN +BuW )T +U t

(A+BuXCy)
T Qy − J

+Qt − S +(AJ + V Cy)
T

 (2.123b)

Φ13 =

(
Bw +BuXDyw

JBw + V Dyw

)
(2.123c)

Φ14 =

(
NTCTz +W TDT

zu

CTz + CTy X
TDT

zu

)
(2.123d)

Φ22 =

(
−NT −N (∗)
−I − S −JT − J

)
(2.123e)

Φ23 =

(
Bw +BuXDyw

JBw + V Dyw

)
(2.123f)

Φ24 =

(
0

0

)
(2.123g)

Φ33 = −γ2e−αTf I (2.123h)

Φ34 = DT
zw +DT

ywX
TDT

zu (2.123i)

Φ44 = −I (2.123j)

alors il existe un correcteur par retour de sortie dynamique (2.40) tel que le système en boucle
fermée est H∞ borné en temps �ni par rapport à (0, c2, Tf , R, d, γ).

Les matrices AK , BK , CK et CK sont déduites en résolvant les deux égalités suivantes

(
U V

W X

)
=

(
L JBu

0 I

)(
AK BK

CK DK

)(
R1 0

CyN I

)
+

(
JAN 0

0 0

)
(2.124a)

S = JN + LR1 (2.124b)

Démonstration. La démonstration est très semblable à celle du 2.3.2.

Dé�nissons les matrices F et F−1 comme en (2.47). À partir de la matrice H dé�nie en (2.50),
posons la matrice H comme suit

H =


H 0 0 0

0 H 0 0

0 0 I 0

0 0 0 I

 . (2.125)

Appliquons d'abord le lemme 2.4.1 et multiplions la condition (2.118a) à gauche par HT et
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à droite par H, nous obtenons
HTAFH +HTF TATH − αHT Q̃H (∗) (∗) (∗)
HT Q̃H −HTF TH +HTAFH −HTFH −HTF TH (∗) (∗)

BTH BTH −γ2e−αTf I (∗)
CFH 0 D −I

 < 0 (2.126)

En tenant compte du changement de variable (2.124), les expressions deHTFH,HTQH,HTAFH
et HTB sont données respectivement par (2.55), (2.59), (2.58a) et (2.58b).

Il nous reste à déterminer les expressions de CFH et D. Commençons par l'expression de
CFH

CFH =
(
Cz +DzuDKCy DzuCK

)(N I

R1 0

)
(2.127a)

=

[(
Cz 0

)
+
(

0 Dzu

)(AK BK

CK DK

)(
0 I

Cy 0

)](
N I

R1 0

)
(2.127b)

=
(
Cz 0

)(N I

R1 0

)
+
(

0 Dzu

)(AK BK

CK DK

)(
0 I

Cy 0

)(
N I

R1 0

)
(2.127c)

=
(
CzN Cz

)
+
(

0 Dzu

)(AK BK

CK DK

)(
R1 0

CyN I

)(
I 0

0 Cy

)
(2.127d)

=
(
CzN Cz

)
+
(

0 Dzu

)
×

[(
L JBu

0 I

)(
AK BK

CK DK

)(
R1 0

CyN I

)
+

(
JAN 0

0 0

)](
I 0

0 Cy

)
(2.127e)

De même, D s'écrit

D =Dzw +DzuDKDyw (2.128a)

=Dzw +
(

0 Dzu

)[(L JBu

0 I

)(
AK BK

CK DK

)(
R1 0

CyN I

)
+

(
JAN 0

0 0

)](
0

Dyw

)
(2.128b)

Du fait du changement de variables (2.124), nous obtenons

CFH =
(
CzN +DzuW Cz +DzuXCy

)
(2.129a)

D = Dzw +DzuXDyw (2.129b)

ce qui implique que l'inégalité (2.126) est équivalente à la condition (2.122a) du théorème 2.4.2.
La condition (2.118b) est satisfaite en imposant les deux conditions suivantes

λ1I < Q1 < I (2.130a)

c2 − dγ2 > 0 (2.130b)

L'inégalité (2.130b) est exactement la condition (2.122c) du théorème (2.4.2).
Suivant la même démarche que la démonstration 2.3.2, l'inégalité (2.130a) est satisfaite en

imposant les conditions (2.122b), (2.122d), (2.122e) et (2.122f).
Ce qui �nit la démonstration du théorème 2.4.2. �
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2.4.3 Exemple numérique

Considérons le système du deuxième ordre de [MS09] modi�é décrit par

A =

(
2 1

0 1

)
, Bu =

(
1

0

)
, Bw =

(
0.1

0.1

)
Cy =

(
10 0

)
, Dyw = 0.01

Cz =
(

1 1
)
, Dzu = 1, Dzw = 0.1. (2.131)

Fixons les paramètres suivants (c1 = 0, R = I, d = 1, Tf = 2). La courbe de la réponse du
système en boucle ouverte soumis à la perturbation suivante exp(−0.1t) sin(t) est donnée par la
�gure 2.1

0 0.5 1 1.5 2
0

50

100

150

200

250

300

temps(sec)

x
T
R
x

Figure 2.1 � Norme pondérée de la réponse du système ouvert (2.131)

Remarquons que la norme pondérée du système en boucle ouverte dépasse la valeur de 250 au
bout de 2 secondes. En pratique, ceci présente un danger pour le matériel et pour l'opérateur du
système considéré. D'où l'idée de synthétiser un correcteur par sortie dynamique pour contraindre
l'état du système à rester au-dessous d'une borne donnée pendant un temps �ni. Essayons de
résoudre le problème d'optimisation suivant

minimiser
γ>0,c2>0

γ + c2

sous les contraintes (2.84a), (2.84b), (2.84c), (2.84d) et (2.84e)
(2.132)

La résolution du problème d'optimisation (2.132) nous fournit les deux valeurs γ = 1.8161 et
c2 = 3.2986. Notons que le problème est résolu par une recherche en ligne de la variable α.
De ce fait, à chaque itération de α, nous résolvons des LMIs. Les valeurs de γ et c2 données
correspondent à une valeur α = 2.5. Les paramètres du correcteur sont alors

AK =

(
−0.6158 0.000

−99.9983 1

)
, BK =

(
0

−3.33

)
CK =

(
−2.92.1474 3

)
, DK = −9.9998 (2.133)
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La �gure 2.2 représente la norme pondérée de l'état du système en boucle fermée.

0 0.5 1 1.5 2
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

temps (sec)

ζ
T
R
ζ

Figure 2.2 � Norme pondérée de la réponse du système (2.131) en boucle fermée

Remarquons que la norme pondérée du système en boucle fermée ne dépasse pas la valeur de
c2 = 3.2986 trouvée en résolvant le problème d'optimisation (2.132).

Reprenons l'exemple (2.131) et résolvons le problème d'optimisation suivant, correspondant
à notre approche descripteur.

minimiser
γ>0,c2>0

γ + c2

sous les contraintes (2.122a), (2.122b), (2.122c), (2.122d), (2.122e) et (2.122f)
(2.134)

La résolution du problème d'optimisation (2.134) nous fournit les deux valeurs de γ = 1.7229
et c2 = 2.9689. Notons que le problème est résolu par une recherche en ligne de la variable α.
De ce fait, à chaque itération de α, nous résolvons des LMIs. Les valeurs de γ et c2 données
correspondent à une valeur α = 2.5. Les paramètres du correcteur sont

AK =

(
−21.0621 9.6416

−21.3525 10.6025

)
, BK =

(
0.4212

0.4029

)
CK =

(
771.4048 −586.7621

)
, DK = −8.8155 (2.135)
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Figure 2.3 � Norme pondérée de la réponse du système en boucle fermée (2.131)

Remarquons que la norme ponderée du système fermé ne dépasse pas la valeur de c2 = 2.9689
trouvée en résolvant le problème d'optimisation (2.134).

On remarque que le correcteur obtenu par l'approche descripteur donne de meilleurs résultats
que celui obtenu par l'approche classique (les valeurs de γ et c2 sont inférieures). Cela est con�rmé
par les �gures 2.3 et 2.2.

2.5 Commande H∞ en temps �ni basée sur un observateur H∞
en temps �ni

2.5.1 Synthèse d'une commande H∞ en temps �ni basée sur un observateur

H∞ en temps �ni

La commande basée observateur que nous développons dans cette section est di�érente de
l'approche développée par Amato et al. dans leur article [AAC06b]. Nous procédons en deux
étapes. Il s'agit d'abord de trouver la commande qui garantit les performances désirées. Ensuite,
nous construisons un �ltre qui a pour but l'estimation de cette loi de commande. Notre principal
avantage par rapport à la méthode de [AAC06b] est que notre �ltre est de même ordre que
la commande, donc d'ordre réduit généralement. Rappelons que la commande dans le cas d'un
retour d'état linéaire peut être vue comme une fonctionnelle de l'état dans le sens où nous avons
u = K1x. D'où le nom de �ltre fonctionnel à temps �ni.

Considérons la classe des systèmes linéaires perturbés suivante

ẋ = Ax+Buu+Bww (2.136a)

z = Czx+Dzuu+Dzww (2.136b)

y = Cyx+Dyww (2.136c)

où x(t) ∈ Rn est le vecteur d'état, u(t) ∈ Rm est le vecteur de commande, y(t) ∈ Rq est la
sortie mesurée et z(t) ∈ Rp est la sortie de performance.

Le bruit extérieur w(t) ∈ Rr est à norme bornée et véri�e la contrainte (2.79).
Le but est de synthétiser un correcteur FTB-H∞ pour le système (2.136). Nous procédons

en deux étapes comme suit :
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� Premièrement, nous cherchons à déterminer un gain du retour d'état linéaire K1 qui assure
la FTB-H∞ par rapport à (0, c2, Tf , R, d) du système bouclé par u = K1x.

� Deuxièmement, nous synthétisons un �ltre FTB-H∞ qui estime la fonctionnelle (où la
commande) u = K1x. Ce �ltre a pour structure

ϕ̇ = Nϕ+ L1y +Gu (2.137a)

u = ϕ+Ky. (2.137b)

La dimension du vecteur d'état ϕ(t) ∈ Rm du correcteur est la même que celle du vecteur de
la commande u(t). Ce correcteur basé observateur est d'ordre réduit puisque dim(ϕ(t)) = m 6
dim(x(t)) = n.

Commençons par la synthèse d'un retour d'état linéaire u = K1x qui garantit la FTB-H∞
du système bouclé. À partir des équations (2.136a) et (2.136b) et de la commande u = K1x, le
système en boucle fermée a la forme suivante

ẋ = (A+BuK1)x+Bww (2.138a)

z = (Cz +DzuK1)x+Dzww (2.138b)

Nous rappelons le théorème suivant donnant des conditions su�santes pour la synthèse d'un
correcteur à retour d'état linéaire pour un système linéaire perturbé.

Théorème 2.5.1. [MS09, XXX11]
Considérons le système (2.136), les paramètres (0, c2, Tf , R, d, γ) et la matrice Q̃ = R−

1
2QR−

1
2 .

S'il existe une matrice symétrique dé�nie positive Q̃1, une matrice L, un réel α ≥ 0 tels que
AQ̃+ Q̃AT − αQ̃+BuL+ LTBT

u Bw Q̃CTz + LTDT
zu

BT
w −γ2e−αTf Dzw

CzQ̃+DzuL DT
zw −I

 < 0, (2.139a)

dγ2 <
c2

λmax(Q)
. (2.139b)

alors il existe un correcteur par retour d'état linéaire u = K1x tel que le système en boucle fermée
soit FTB-H∞ par rapport à (0, c2, Tf , R, d, γ). La matrice gain du correcteur est donnée par

K1 = LQ̃−1. (2.140)

Démonstration. La démonstration est basée sur la matrice de Lyapunov suivante

V (x) = xT Q̃−1x. (2.141)

Appliquons le théorème 2.2.2 au système (2.138), nous devons montrer que(
ĀQ̃+ Q̃ĀT − αQ̃+ Q̃C̄T C̄Q̃ Bw + Q̃C̄TDzw

BT
w +DT

zwC̄Q̃ −γ2e−αT0I +DT
zwDzw

)
< 0, (2.142a)

dγ2 <
c2

λmax(Q)
. (2.142b)

avec

Ā = (A+BuK1) (2.143a)
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C̄ = (Cz +DzuK1) (2.143b)

Posons L = K1Q̃ et appliquons le Lemme de Schur à la condition (2.142a), nous obtenons exac-
tement la condition (2.139a) du théorème 2.5.1. Ainsi, il est clair que les deux conditions (2.139a)
et (2.139b) du théorème 2.5.1 garantissent la FTB-H∞ par rapport à (0, c2, Tf , R, d, γ) du sys-
tème (2.138). Ce qui �nit la démonstration. �

La condition (2.139b) n'est pas une condition LMI. A�n de faciliter la résolution, on peut la
remplacer par les LMIs suivantes

Q > I (2.144a)

c2 − dγ2 > 0 (2.144b)

Passons à la deuxième phase et dé�nissons l'erreur d'estimation suivante

e = K1x− u (2.145)

Compte tenu de l'expression du �ltre (2.137), nous obtenons

e = K1x− ϕ−Ky
= K1x− ϕ−K(Cyx+Dyww)

= ψx− ϕ−KDyww. (2.146a)

avec
ψ = K1 −KCy. (2.147)

Pour éviter la dérivation de la perturbation w, nous disposons de deux méthodes [SDZ06] : la
première méthode consiste à imposer la contrainte KDyw = 0, la deuxième méthode propose de
dériver seulement ε = ψx−ϕ au lieu de e, en posant le changement de variable suivant [SDZ06]{

ε = ψx− ϕ
e = ε−KDyww

(2.148)

Nous appliquons la première méthode dans la sous-section 2.5.2 et la deuxième méthode dans
la sous section 2.5.3.

2.5.2 Synthèse d'une commande H∞ en temps �ni basée sur un observateur

H∞ en temps �ni sous la contrainte KDyw = 0

En imposant la contrainte KDyw = 0, la dynamique de l'erreur e s'écrit

e = ψx− ϕ (2.149)

Par dérivation de la nouvelle dynamique du �ltre e dé�ni en (2.149), nous aurons le système
dynamique équivalent suivant

ė = Ne+ (ψA−Nψ − L1Cy)x+ (ψBu −G)u+ (ψBw − L1Dyw)w. (2.150)

En utilisant (2.147) et (2.149), la dynamique du système (2.136a) s'écrit

ẋ = Ax+Buu+Bww
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= Ax+Bu(ϕ+Ky) +Bww

= Ax+Buϕ+BuKy +Bww

= Ax+Bu(ψx− e) +BuK(Cyx+Dyww) +Bww

= Ax+BuK1x−BKCyx+BKCyx−Bue+BuKDyww +Bww

= (A+BuK1)x−Bue+Bww (2.151a)

La sortie de performance z est donnée par

z = Czx+Dzu(ϕ+Ky) +Dzww (2.152a)

z = Czx+Dzu(ψx− e+Ky) +Dzww (2.152b)

z = Czx+Dzuψx−Dzue+DzuKy + +Dzww (2.152c)

z = Czx+Dzu(K1 −KCy)x−Dzue+DzuK(Cyx+Dyww) +Dzww (2.152d)

z = Czx+DzuK1x−DzuKCyx−Dzue+DzuKCyx+DzuKDyww +Dzww (2.152e)

z = (Cz +DzuK1)x−Dzue+Dzww (2.152f)

Le système en boucle fermée obtenu est alors donné par
ẋ = (A+BuK1)x−Bue+Bww

ė = Ne+ (ψA−Nψ − L1Cy)x+ (ψBu −G)u+ (ψBw − L1Dyw)w

z = (Cz +DzuK1)x−Dzue+Dzww.

(2.153)

Le �ltre que nous considérons doit véri�er la propriété de non-dépendance explicite de la
dynamique de l'erreur d'observation avec l'état du système x(t) et l'entrée u(t) : cette propriété
est appelée le non biais du �ltre [DB95, Dar00, SDZ06].

Ainsi, le problème de synthèse d'une commande FTB-H∞ basée sur un �ltre fonctionnel
FTB-H∞ revient à déterminer les matrices N , L1, G et K telles que

(i) le �ltre (2.150) est non biaisé : si w(t) = 0 alors il ne dépend pas explicitement ni de l'état
x(t) ni de l'entrée u(t) ;

(ii) la nouvelle représentation du système en boucle fermée (2.153) est FTB-H∞.
Le non biais du �ltre est garanti si et seulement si ces deux équations sont véri�ées

ψA−Nψ − L1Cy = 0, (2.154a)

ψBu −G = 0. (2.154b)

L'équation (2.154a) est une équation de Sylvester.
Donc en tenant compte des conditions de non biais (2.154a) et (2.154b), le système en boucle

fermée s'écrit 
ẋ = (A+BuK1)x−Bue+Bww

ė = Ne+ (ψBw − L1Dyw)w

z = (Cz +DzuK1)x−Dzue+Dzww.

(2.155)

Vu l'expression (2.147) de ψ, l'équation de Sylvester (2.154a) s'écrit comme suit

K1A−KCyA−NK1 + (NK − L1)Cy = 0. (2.156)

Dé�nissons
J = L1 −NK, (2.157)
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En rassemblant la condition (2.156) et la contrainte KDyw = 0, nous obtenons le système
d'équations suivant {

NK1 + JCy +KCyA =K1A

KDyw =0
(2.158)

Cette dernière équation peut se mettre sous la forme suivante

XΣ̄ = Θ̄ (2.159)

avec

X =
(
N J K

)
(2.160a)

Σ̄ =


K1 0

Cy 0

CyA Dyw

 (2.160b)

Θ̄ =
(
K1A 0

)
(2.160c)

L'équation (2.159) a une solution X si et seulement si la condition de rang suivante est satis-
faite [RM71]

rang

(
Σ̄

Θ̄

)
= rang Σ̄ (2.161)

et une solution générale X de (2.159) est donnée par [RM71]

X = Θ̄Σ̄+ + Z(I − Σ̄Σ̄+) (2.162)

où Σ̄+ est l'inverse géneralisée de Σ̄ (i.e. Σ̄ = Σ̄Σ̄+Σ̄) et Z est une matrice arbitraire de dimen-
sion appropriée. Une fois la matrice X déterminée, nous déduisons les matrices de notre �ltre
fonctionnel de la façon suivante

N = X


I

0

0

 = A11 + ZB11, (2.163a)

J = X


0

I

0

 = A22 + ZB22, (2.163b)

K = X


0

0

I

 = A33 + ZB33, (2.163c)

avec

A11 = Θ̄Σ̄+


I

0

0

 (2.164a)
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B11 = (I − Σ̄Σ̄+)


I

0

0

 (2.164b)

A22 = Θ̄Σ̄+


0

I

0

 (2.164c)

B22 = (I − Σ̄Σ̄+)


0

I

0

 (2.164d)

A33 = Θ̄Σ̄+


0

0

I

 (2.164e)

B33 = (I − Σ̄Σ̄+)


0

0

I

 (2.164f)

En utilisant (2.163b), (2.157) et KDyw = 0, le terme L1Dyw s'écrit comme suit

L1Dyw = (J +NK)Dyw

= (A22 + ZB22)Dyw (2.165)

Et par conséquent, le système en boucle fermée (2.155) devient
ẋ = (A+BuK1)x−Bue+Bww

ė = Ne+ B̄ew

z = (Cz +DzuK1)x−Dzue+Dzww.

(2.166)

avec

B̄e = B̄e1 − ZB̄e2 (2.167)

où

B̄e1 =[(K1 −A33Cy)Bw −A22Dyw] (2.168a)

B̄e2 =[B33CyBw +B22Dyw] (2.168b)

Rappelons que notre but est de synthétiser un �ltre fonctionnel garantissant la proprieté FTB-
H∞ du système (2.138a). Cela équivaut à garantir que le système (2.166) est FTB-H∞. Le
théorème qui suit donne des conditions su�santes pour satisfaire la propriété de FTB-H∞.

Théorème 2.5.2.

Le système (2.166) est FTB-H∞ par rapport à (0, c2, Tf , R̃, d, γ) si, étant donné R̃ =

(
R 0

0 Re

)
,
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Q̃1 = R
1
2Q1R

1
2 et Q̃2 = R

1
2
e Q2R

1
2
e , il existe deux matrices symétriques et dé�nies positives Q1, Q2,

une matrice Y et un réel α ≥ 0 tels que
F11 F12 F13 F14

(∗) F22 F23 F24

(∗) (∗) F33 F34

(∗) (∗) (∗) F44

 < 0 (2.169a)

dγ2 < λmin(Q1)c2 (2.169b)

dγ2 < λmin(Q2)c2 (2.169c)

avec

F11 = (A+BuK1)
T Q̃1 + Q̃1(A+BuK1)− αQ̃1 (2.170a)

F12 = −Q̃1Bu (2.170b)

F13 = Q̃1Bw (2.170c)

F13 = (Cz +DzuK1)
T (2.170d)

F22 = (AT11Q̃2 + Q̃2A11) + (Y B̄11 + B̄T
11Y

T )− αQ̃2 (2.170e)

F23 = Q̃2B̄e1 − Y B̄e2 (2.170f)

F24 = −DT
zu (2.170g)

F33 = −γ2e−αT0I (2.170h)

F34 = DT
zw (2.170i)

F44 = −I (2.170j)

Démonstration.

Dé�nissons le vecteur d'état augmenté ζ =

(
x

e

)
et la matrice de Lyapunov Q̃ =

(
Q̃1 0

0 Q̃2

)
.

Ainsi la fonction de Lyapunov correspondante est la suivante

V (ζ) = ζ(t)T Q̃ζ = x(t)T Q̃1x(t) + e(t)T Q̃2e(t). (2.171)

Pour garantir la FTB-H∞ par rapport à (0, c2, Tf , R̃, d, γ) du système (2.166), nous montrons
dans un premier temps les conditions suivantes

V̇ − αV − γ2e−αTfw(t)Tw(t) + z(t)T z(t) < 0 (2.172a)

dγ2 <λmin(Q1)c2 (2.172b)

dγ2 <λmin(Q2)c2 (2.172c)

Après calcul, la condition (2.172a) est équivalente à
R11 R12 R13

(∗) R22 R23

(∗) (∗) R33

 < 0 (2.173)
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avec

R11 = (A+BuK1)
T Q̃1 + Q̃1(A+BuK1) + (Cz +DzuK1)

T (Cz +DzuK1)− αQ̃1

R12 = −Q̃1Bu − (Cz +DzuK1)
TDzu

R13 = Q̃1Bw + (Cz +DzuK1)
TDzw

R22 = NT Q̃2 + Q̃2N − αQ̃2 +DT
zuDzu

R23 = Q̃2B̄e −DT
zuDzw

R33 = DT
zwDzw − γ2e−αTF I

En remplaçant N et B̄e1 par leurs expressions respectives (2.163a) et (2.168b), en posant Y =
Q̃2Z dans (2.173), et en appliquant �nalement le lemme de Schur, on obtient exactement (2.169a).

Remarquons maintenant que la condition (2.172a) implique nécessairement

V̇ − αV − γ2e−αTfw(t)Tw(t) < 0. (2.174)

Multiplions (2.174) par e−αt, cela donne

e−αtV̇ − αe−αtV < γ2e−αTf e−αtw(t)Tw(t) (2.175)

qui peut s'écrire comme
d

dt
(e−αtV ) < γ2e−αTf e−αtw(t)Tw(t). (2.176)

En intégrant de 0 à t, on obtient

e−αtV (ζ(t))− V (ζ(0)) < γ2e−αTf
∫ t

0
e−ατw(τ)Tw(τ)dτ (2.177)

Puisque α > 0, V (ζ(0)) = 0 et t 6 Tf , nous déduisons

V (ζ(t)) < γ2e−αTf eαt
∫ t

0
e−ατw(τ)Tw(τ)dτ

< γ2d. (2.178)

Ainsi, comme V (ζ(t)) > λmin(Q1)x
TRx par dé�nition de V , et du fait de (2.172b), nous déduisons

x(t)TRx(t) <
γ2d

λmin(Q1)
< c2. (2.179)

De même, du fait que V (ζ(t)) > λmin(Q2)e
TRee et du fait de la condition (2.172c), nous déduisons

e(t)TRee(t) <
γ2d

λmin(Q2)
< c2 (2.180)

Et donc le système (2.166) est FTB par rapport à (0, c2, Tf , R̃, d).
Maintenant, multiplions (2.172a) par e−αt, nous aurons

d
dt

(
e−αtV

)
< e−αt

[
γ2e−αTfwTw − zT z

]
(2.181)

Ensuite, en intégrant de 0 à Tf , nous obtenons

61



Chapitre 2. Commande en temps �ni des systèmes linéaires invariants

e−αTfV (ζ(Tf )) <

∫ Tf

0
e−ατ

[
γ2e−αTfwT (τ)w(τ)− zT (τ)z(τ)

]
dτ (2.182)

or e−αTfV (e(Tf )) > 0, on aura∫ Tf

0
e−ατzT (τ)z(τ) < γ2e−αTf

∫ Tf

0
e−ατwT (τ)w(τ)dτ (2.183)

Comme e−αTf ≤ e−ατ ≤ 1 pour tout τ ∈ [0, Tf ], alors le critère H∞ (2.2) est déduit i.e.∫ Tf

0
zT (τ)z(τ) < γ2

∫ Tf

0
wT (τ)w(τ)dτ. (2.184)

Ce qui �nit la démonstration. �

Les deux conditions (2.169b) et (2.169c) du théorème ne sont pas des LMIs. A�n de faciliter
les calculs, on propose de les remplacer par les inégalités suivantes

Q1 > I (2.185a)

Q2 > I (2.185b)

c2 − dγ2 > 0 (2.185c)

En conclusion, la synthèse d'une commande H∞ en temps �ni basée sur un observateur H∞
en temps �ni sous la contrainte KDyw = 0 se réalise grâce à l'algorithme suivant

Algorithme 2.5.1.

(i) Fixer les valeurs c2, Tf , d, R et γ, conformément aux données physiques du problème (les
valeurs non imposées par le problème pourront être optimisées).

(ii) Fixer α > 0 et résoudre les LMIs (2.139a), (2.144a) et (2.144b) pour obtenir le gain
K1 = LQ̃−1.

(iii) Pour les paramètres c2, Tf , d, R̃, γ et K1, résoudre les LMIs (2.169a), (2.185a), (2.185b)
et (2.185c).

(iv) Calculer Z = Q̃−12 Y .

(v) Les matrices du contrôleur basé observateur N , L1, G et K sont calculées grâce aux équa-
tions (2.163a), (2.163b), (2.157), (2.154b) et (2.163c).

2.5.3 Synthèse d'une commande H∞ en temps �ni basée sur un observateur

H∞ en temps �ni sans la contrainte KDyw = 0

Ainsi par dérivation de la nouvelle dynamique du �ltre ε dé�ni en (2.148), nous aurons le
système dynamique équivalent suivant

ε̇ = Nε+ (ψA−Nψ − L1Cy)x+ (ψBu −G)u+ (ψBw − L1Dyw)w (2.186)

En utilisant (2.147) et (2.148), la dynamique du système (2.136a) s'écrit

ẋ = Ax+Buu+Bww

= Ax+Bu(ϕ+Ky) +Bww
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= Ax+Buϕ+BuKy +Bww

= Ax+Bu(ψx− ε) +BuK(Cyx+Dyww) +Bww

= Ax+BuK1x−BKCyx+BKCyx−Buε+BuKDyww +Bww

= (A+BuK1)x−Buε+ (BuKDyw +Bw)w (2.187a)

La sortie de performance z est donnée par

z = Czx+Dzu(ϕ+Ky) +Dzww (2.188a)

z = Czx+Dzu(ψx− ε+Ky) +Dzww (2.188b)

z = Czx+Dzuψx−Dzuε+DzuKy + +Dzww (2.188c)

z = Czx+Dzu(K1 −KCy)x−Dzuε+DzuK(Cyx+Dyww) +Dzww (2.188d)

z = Czx+DzuK1x−DzuKCyx−Dzuε+DzuKCyx+DzuKDyww +Dzww (2.188e)

z = (Cz +DzuK1)x−Dzuε+ (DzuKDyw +Dzw)w (2.188f)

Le système en boucle fermée obtenu est alors donné par
ẋ = (A+BuK1)x−Buε+ (BuKDyw +Bw)w

ε̇ = Nε+ (ψA−Nψ − L1Cy)x+ (ψBu −G)u+ (ψBw − L1Dyw)w

z = (Cz +DzuK1)x−Dzuε+ (DzuKDyw +Dzw)w.

(2.189)

Le �ltre que nous considérons doit véri�er la propriété de non dépendance explicite de la
dynamique de l'erreur d'observation avec l'état du système x(t) et de l'entrée u(t) : cette propriété
est appelée le non biais du �ltre [DB95, Dar00, SDZ06].

Ainsi, le problème de synthèse d'une commande FTB-H∞ basée sur un �ltre fonctionnel
FTB-H∞ revient à déterminer les matrices N , L1, G et K telles que

(i) le �ltre (2.137) est non biaisé : si w(t) = 0 alors il ne dépend pas explicitement ni de l'état
x(t) ni de l'entrée u(t) ;

(ii) la nouvelle représentation du système en boucle fermée (2.189) est FTB-H∞.
Le non biais du �ltre est garanti si et seulement si ces deux équations sont véri�ées

ψA−Nψ − L1Cy = 0, (2.190a)

ψBu −G = 0. (2.190b)

L'équation (2.190a) est une équation de Sylvester.
Donc le système en boucle fermée s'écrit en tenant compte des conditions de non biais (2.190a)

et (2.190b). 
ẋ = (A+BuK1)x−Buε+ (BuKDyw +Bw)w

ε̇ = Nε+ (ψBw − L1Dyw)w

z = (Cz +DzuK1)x−Dzuε+ (DzuKDyw +Dzw)w.

(2.191)

Vu l'expression (2.147) de ψ, l'équation de Sylvester (2.190a) s'écrit comme suit

K1A−KCyA−NK1 + (NK − L1)Cy = 0. (2.192)

Dé�nissons
J = L1 −NK, (2.193)
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la condition (2.192) devient
NK1 + JCy +KCyA = K1A. (2.194)

Cette dernière équation peut se mettre sous la forme suivante

XΣ = Θ (2.195)

avec

X =
(
N J K

)
(2.196a)

Σ =


K1

Cy

CyA

 (2.196b)

Θ = K1A. (2.196c)

L'équation (2.195) a une solution X si et seulement si la condition de rang suivante est satis-
faite [RM71]

rang

(
Σ

Θ

)
= rang Σ (2.197)

et une solution générale X de (2.195) est donnée par [RM71]

X = ΘΣ+ + Z(I − ΣΣ+) (2.198)

où Σ+ est l'inverse géneralisée de Σ (i.e. Σ = ΣΣ+Σ) et Z est une matrice arbitraire de dimen-
sion appropriée. Une fois la matrice X déterminée, nous déduisons les matrices de notre �ltre
fonctionnel. En e�et,

N = X


I

0

0

 = A11 + ZB11, (2.199a)

J = X


0

I

0

 = A22 + ZB22, (2.199b)

K = X


0

0

I

 = A33 + ZB33, (2.199c)

avec

A11 = ΘΣ+


I

0

0

 (2.200a)

B11 = (I − ΣΣ+)


I

0

0

 (2.200b)
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A22 = ΘΣ+


0

I

0

 (2.200c)

B22 = (I − ΣΣ+)


0

I

0

 (2.200d)

A33 = ΘΣ+


0

0

I

 (2.200e)

B33 = (I − ΣΣ+)


0

0

I

 (2.200f)

En utilisant (2.193), (2.199a), (2.199b) et (2.199c), le terme L1Dyw s'écrit comme suit

L1Dyw = (J +NK)Dyw

= (A22 + ZB22 + (A11 + ZB11)(A33 + ZB33))Dyw (2.201)

Cette équation (2.201) contient une bilinéarité de la variable Z à déterminer. Ceci est dû au
produit (A11 + ZB11)(A33 + ZB33). Le but est d'exprimer les conditions de synthèse du �ltre
sous forme d'un problème d'optimisation convexe. Pour éliminer cette bilinéarité, nous imposons
la contrainte suivante sur le gain Z [SDZ06]

ZB33Dyw = 0. (2.202)

Ainsi l'équation (2.201) devient

L1Dyw = [A22 + ZB22 + (A11 + ZB11)A33]Dyw. (2.203)

Une solution Z véri�ant (2.202) est donnée par

Z = Z̄(I −B33Dyw(B33Dyw)+) (2.204)

et les relations (2.199a), (2.199b) et (2.199c) deviennent respectivement

N =A11 + Z̄B̄11 (2.205a)

J =A22 + Z̄B̄22 (2.205b)

K =A33 + Z̄B̄33 (2.205c)

où

B̄11 =(I −B33Dyw(B33Dyw)+)B11 (2.206a)

B̄22 =(I −B33Dyw(B33Dyw)+)B22 (2.206b)

B̄33 =(I −B33Dyw(B33Dyw)+)B33 (2.206c)
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Par conséquent le système en boucle fermée (2.191) devient
ẋ = (A+BuK1)x−Buε+ (BuA33Dyw +Bw)w

ε̇ = Nε+ B̄εw

z = (Cz +DzuK1)x−Dzuε+ (DzuA33Dyw +Dzw)w.

(2.207)

avec
B̄ε = B̄ε1 − Z̄B̄ε2 (2.208)

où

B̄ε1 =[(K1 −A33Cy)Bw − (A22 +A11A33)Dyw] (2.209a)

B̄ε2 =[B̄33CyBw + (B̄22 + B̄11A33)Dyw]. (2.209b)

Rappelons que notre but est de synthétiser un �ltre fonctionnel garantissant la proprieté FTB-
H∞ du système (2.138a). Cela équivaut à garantir que le système (2.207) est FTB-H∞. Le
théorème qui suit donne des conditions su�santes pour satisfaire la propriété de FTB-H∞.

Théorème 2.5.3.

Le système (2.207) est FTB-H∞ par rapport à (0, c2, Tf , R̃, d, γ) si, étant donné R̃ =

(
R 0

0 Rε

)
Q̃1 = R

1
2Q1R

1
2 et Q̃2 = R

1
2
ε Q2R

1
2
ε , il existe deux matrices Q1, Q2 symétriques et dé�nies positives,

une matrice Y et un réel α ≥ 0 tels que
F11 F12 F13 F14

(∗) F22 F23 F24

(∗) (∗) F33 F34

(∗) (∗) (∗) F44

 < 0 (2.210a)

dγ2 < λmin(Q1)c2 (2.210b)

dγ2 < λmin(Q2)c2 (2.210c)

avec

F11 = (A+BuK1)
T Q̃1 + Q̃1(A+BuK1)− αQ̃1 (2.211a)

F12 = −Q̃1Bu (2.211b)

F13 = Q̃1(BuA33Dyw +Bw) (2.211c)

F13 = (Cz +DzuK1)
T (2.211d)

F22 = (AT11Q̃2 + Q̃2A11) + (Y B̄11 + B̄T
11Y

T )− αQ̃2 (2.211e)

F23 = Q̃2B̄ε1 − Y B̄ε2 (2.211f)

F24 = −DT
zu (2.211g)

F33 = −γ2e−αT0I (2.211h)

F34 = (DzuA33Dyw +Dzw)T (2.211i)

F44 = −I (2.211j)
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Démonstration.

Dé�nissons le vecteur d'état augmenté ζ =

(
x

ε

)
et la matrice de Lyapunov Q̃ =

(
Q̃1 0

0 Q̃2

)
.

Ainsi la fonction de Lyapunov correspondante est la suivante

V (ζ) = ζ(t)T Q̃ζ = x(t)T Q̃1x(t) + ε(t)Q̃T2 ε(t) (2.212)

Pour garantir la FTB-H∞ par rapport à (0, c2, Tf , R̃, d, γ) du système (2.207), nous essayons
de véri�er les conditions suivantes

V̇ − αV − γ2e−αTfw(t)Tw(t) + z(t)T z(t) < 0 (2.213a)

dγ2 <λmin(Q1)c2 (2.213b)

dγ2 <λmin(Q2)c2. (2.213c)

Après calcul, la condition (2.213a) est équivalente à
R11 R12 R13

(∗) R22 R23

(∗) (∗) R33

 < 0 (2.214)

avec

R11 = (A+BuK1)
T Q̃1 + Q̃1(A+BuK1) + (Cz +DzuK1)

T (Cz +DzuK1)− αQ̃1

R12 = −Q̃1Bu − (Cz +DzuK1)
TDzu

R13 = Q̃1(BA33Dyw +Bw) + (Cz +DzuK1)
T (DzuA33Dyw +Dzw)

R22 = NT Q̃2 + Q̃2N − αQ̃2 +DT
zuDzu

R23 = Q̃2B̄ε −DT
zu(DzuA33Dyw +Dzw)

R33 = (DzuA33Dyw +Dzw)T (DzuA33Dyw +Dzw)− γ2e−αTF I.

En remplaçant N et B̄ε1 par respectivement leurs expressions (2.205a) et (2.208), en posant
Y = Q̃2Z̄ dans (2.214), et en appliquant �nalement le lemme de Schur, on obtient exacte-
ment (2.210a).

Remarquons maintenant que la condition (2.213a) implique nécessairement

V̇ − αV − γ2e−αTfw(t)Tw(t) < 0 (2.215)

Multiplions (2.215) par e−αt

e−αtV̇ − αe−αtV < γ2e−αTf e−αtw(t)Tw(t) (2.216)

qui peut s'écrire comme
d

dt
(e−αtV ) < γ2e−αTf e−αtw(t)Tw(t). (2.217)

En intégrant de 0 à t, on obtient

e−αtV (ζ(t))− V (ζ(0)) < γ2e−αTF
∫ t

0
e−ατw(τ)Tw(τ)dτ (2.218)
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Puisque α > 0, V (ζ(0)) = 0 et t 6 Tf , nous déduisons

V (ζ(t)) < γ2e−αTf eαt
∫ t

0
e−ατw(τ)Tw(τ)dτ

< γ2d. (2.219)

Ainsi, comme V (ζ(t)) > λmin(Q1)x
TRx, par dé�nition de V et du fait de (2.210b), nous déduisons

x(t)TRx(t) <
γ2d

λmin(Q1)
< c2. (2.220)

De même, du fait que V (ζ(t)) > λmin(Q2)ε
TRε et du fait de la condition (2.210c), nous déduisons

ε(t)TRεε(t) <
γ2d

λmin(Q2)
< c2. (2.221)

Et donc le système (2.207) est FTB par rapport à (0, c2, Tf , R̃, d).
Maintenant, multiplions (2.213a) par e−αt, nous aurons

d
dt

(
e−αtV

)
< e−αt

[
γ2e−αTfwTw − zT z

]
. (2.222)

Ensuite, en intégrant de 0 à Tf , nous obtenons

e−αTfV (ζ(Tf )) <

∫ Tf

0
e−ατ

[
γ2e−αTfwT (τ)w(τ)− zT (τ)z(τ)

]
dτ (2.223)

qui implique de fait que e−αTfV (e(Tf )) > 0,∫ Tf

0
e−ατzT (τ)z(τ) < γ2e−αTf

∫ Tf

0
e−ατwT (τ)w(τ)dτ. (2.224)

Comme e−αTf ≤ e−ατ ≤ 1 pour tout τ ∈ [0, Tf ], alors le critère H∞ (2.2) est déduit i.e.∫ Tf

0
zT (τ)z(τ) < γ2

∫ Tf

0
wT (τ)w(τ)dτ. (2.225)

Ce qui �nit la démonstration �

Notons que les deux conditions (2.210b) et (2.210c) du théorème sont satisfaites en imposant
les inégalitées suivantes

Q1 > I (2.226a)

Q2 > I (2.226b)

c2 − dγ2 > 0 (2.226c)

En conclusion, la synthèse d'une commande H∞ en temps �ni basée sur un observateur H∞
en temps �ni sans la contrainte KDyw = 0 se réalise grâce à l'algorithme suivant

Algorithme 2.5.2.

(i) Fixer les valeurs c2, Tf , d, R et γ, conformément aux données physiques du problème (les
valeurs non imposées par le problème pourront être optimisées).
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(ii) Fixer α > 0 et résoudre les LMIs (2.139a), (2.144a) et (2.144b) pour obtenir le gain
K1 = LQ̃−1.

(iii) Pour les paramètres c2, Tf , d, R̃, γ et K1, résoudre les LMIs (2.169a), (2.226a), (2.226b)
et (2.226c).

(iv) Calculer Z̄ = Q̃−12 Y .

(v) Les matrices du contrôleur basé observateur N , L1, G et K sont calculées grâce aux équa-
tions (2.205a), (2.205b), (2.193), (2.190b) et (2.205c).

2.5.4 Exemple numérique

Reprenons l'exemple (2.131) et résolvons le problème de synthèse de la commande FTB-H∞
via un observateur FTB-H∞.

Pour les paramètres (c1 = 0, R = I, d = 1, Tf = 2), les conditions des théorèmes 2.5.2 et 2.5.3
ne sont pas faisables. En e�et, les conditions de synthèse avec un correcteur par retour de sortie
dynamique sont généralement moins restrictives, car la synthèse d'une commande via un �ltre
fonctionnel revient à estimer la commande u avec un �ltre d'ordre réduit.

Choisissons alors les nouveaux paramètres suivants (c1 = 0, R = I, d = 1, Tf = 1) et com-
mençons par déterminer le gain de la commande qui véri�e ce problème d'optimisation

minimiser
γ>0,c2>0

γ + c2

sous les contraintes (2.139a), (2.144a) et (2.144b).
(2.227)

Après résolution, on obtient γ = 0.4936, c2 = 0.2437 et le gain K1 =
(
−2.8303 −1.5008

)
.

Passons à l'étape iii de l'algorithme 2.5.1 et résolvons le problème de faisabilité donné par les
conditions à véri�er (2.169a), (2.185a), (2.185b) et (2.185c) pour les valeurs de γ, c2 et K1

trouvées dans l'étape ii et Re = 1. Le problème est trouvé non faisable.

Passons donc à l'étape iii de l'algorithme 2.5.2 et résolvons le problème de faisabilité donné
par les conditions à véri�er (2.169a), (2.226a), (2.226b) et (2.226c). Pour les valeurs de γ, c2 et
K1 trouvées dans l'étape ii et Rε = 1. On obtient alors les valeurs suivantes

Y =
(

2.5602 1.5602 1.5602
)
, Z̄ =

(
1.5061 0.9178 0.9178

)
(2.228)

N = 0.0686, J = 0.2990,K = −0.4228 (2.229)

L1 = 0.27, G = 1.3979 (2.230)

Les conditions de synthèse d'une commande basée observateur sans la contrainte KDyw = 0 sont
donc moins conservatives que celles avec KDyw = 0.

On constate sur la �gure 2.4 la validité du correcteur synthétisé.
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Figure 2.4 � Norme pondérée de la réponse du système en boucle fermée (2.131)

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, trois problèmes liés à la stabilisation en temps �ni des systèmes linéaires
invariants perturbés ont été abordés. Dans un premier temps, le problème de synthèse d'un
correcteur FTB par retour de sortie dynamique a été résolu par l'approche descripteur. Les
résultats obtenus sont exprimés en termes de LMIs. Ces résultats ont été testés sur un exemple
numérique. Dans un deuxième temps, le problème de synthèse d'un correcteur H∞-FTB par
retour de sortie dynamique à été abordé. Ce problème a été résolu par deux méthodes. La
première méthode est une extension de la méthode de Borges, la deuxième méthode est basée
sur l'approche descripteur. Un exemple numérique revèle que l'approche descripteur est moins
pessimiste. Dans un troisième temps, le problème de synthèse d'une commande basée observateur
assurant la stabilisation en temps �ni avec H∞ bornitude en temps �ni a été considéré. Les
résultats obtenus sont des LMIs. Un exemple numérique atteste la validité de ces résultats.
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Chapitre 3. Stabilisation en temps �ni des systèmes quadratiques via des fonctions de Lyapunov quadratiques

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, di�érents lemmes et théorèmes concernant la stabilité en temps �ni et
la bornitude en temps �ni des systèmes non linéaires quadratiques seront présentés. Dans un
premier temps, trois di�érentes représentations des systèmes quadratiques seront introduites.
Ces représentations sont largement utilisées dans la littérature, voir entre autres [ACM10, Cd12,
Cd11, VTG10]. Nous montrerons comment passer d'une réprésentation à une autre. Dans un
deuxième temps, nous présenterons plusieurs notions utiles tels les ensembles convexes, les enve-
loppes convexes, les polyèdres et les polytopes. Ensuite, nous donnons la dé�nition de la stabilité
en temps �ni par rapport à des ensembles polytopiques ainsi que son extension au cas de la bor-
nitude en temps �ni. Puis nous énonçons deux lemmes qui assurent la stabilité en temps �ni et
la bornitude en temps �ni par rapport à deux ensembles polytopiques des systèmes dynamiques.
Ces deux lemmes servent à la démonstration de tous les résultats de ce chapitre. Une grande
partie de ce chapitre sera dédiée à l'étude de la stabilité en temps �ni ainsi qu'à la stabilisation
en temps �ni des systèmes quadratiques. La nouveauté principale dans ce contexte est l'utili-
sation des annulateurs [Cd12] et d'une version du lemme de Finsler. Nous montrerons que les
conditions su�santes de FTS obtenues sont moins restrictives que celles de la littérature. Nous
�nissons le chapitre par une section dédiée à des exemples numériques illustrant la validité de nos
approches. En plus, ces exemples numériques montrent que les nouvelles approches développées
dans ce chapitre sont moins pessimistes que celles existant dans la littérature.

3.2 Préliminaires et dé�nitions

3.2.1 Représentations des systèmes non linéaires quadratiques

Dans la littérature, un système non linéaire quadratique peut être décrit par plusieurs repré-
sentations [ACM10, Cd12, Cd11, VTG10].

3.2.1.1 Première représentation

Un système non linéaire quadratique peut être présenté comme suit [ACM10] :

ẋ = A0x+Aq(x) (3.1)

où : x ∈ Rn est l'état du système, A0 est la matrice associée à la partie linéaire du système
dynamique et Aq(x) est la partie non linéaire du même système dynamique donné par

Aq(x) =


xTAq1x

xTAq2x
...

xTAqnx

 =


xTAq1

xTAq2
...

xTAqn

x (3.2)

avec Aqi ∈ Rn×n, i = 1, ..., n.

3.2.1.2 Deuxième représentation

Le même système non linéaire peut s'écrire comme suit [Cd11] :

ẋ = A(x)x (3.3)
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où A(x) ∈ Rn×n est une matrice a�ne en x, donnée par :

A(x) = A0 +

n∑
i=1

xiAi (3.4)

avec : Ai sont des matrices réels constantes, et xi désigne la ième composante du vecteur d'état
x.

La deuxième représentation peut être déduite de la première représentation. En e�et chaque
matrice Ai se déduit des matrices Aq1, Aq2 . . . Aqn comme suit

Ai =


Aq1(i)

Aq2(i)
...

Aqn(i)

 (3.5)

où Aqj(i) désigne la i
ème ligne de la matrice Aqj pour j = 1, . . . , n.

Réciproquement, chaque matrice Aqi peut être déduite des matrices A1, A2...., An comme suit

Aqi =


A1(i)

A2(i)

...

An(i)

 (3.6)

où Aj(i) désigne la i
ème ligne de la matrice Aj pour j = 1, . . . , n.

3.2.1.3 Troisième représentation

Une autre représentation intéressante consiste en l'écriture suivante [VTG10]

ẋ = A0x+AqXx (3.7)

avec Aq ∈ Rn×n2
et X ∈ Rn2×n. Les matrices Aq et X sont telles que

Aq =


Aq1
Aq2
...

Aqn

 (3.8a)

X =


x(t) 0 · · · 0

0 x(t) · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · x(t)

 (3.8b)

où Aq ∈ Rn×n2
. Chaque sous matrice Aqi peut se représenter comme suit

Aqi =
(
Aqi1 Aqi2 . . . Aqin

)
(3.9)
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avec Aqij ∈ R1×n, pour j = 1, . . . , n. La matrice X peut s'écrire sous la forme du produit de
Kronecker :

X = (In ⊗ x(t)) (3.10)

La troisième représentation peut être déduite de la première représentation. En e�et, chaque
matrice Aqi se déduit de la matrice Aqi comme suit

Aqi =
(
Aqi(1) Aqi(2) . . . Aqi(n)

)
(3.11)

Ainsi la matrice Aq s'écrit comme suit

Aq =


Aq1(1) Aq1(2) · · · Aq1(n)

...
...

. . .
...

Aqn(1) Aqn(1) · · · Aqn(n)

 (3.12)

Réciproquement, la première représentation se déduit de la troisième représentation comme suit

Aqi =


Aqi1
Aqi2
...

Aqin

 (3.13)

où Aqij est dé�nie en (3.9).
Remarquons aussi que la troisième représentation peut être déduite de la deuxième représen-

tation. En e�et, chaque matrice Aqi se déduit des matrices A1, A2, . . . An comme suit

Aqi =
(
A1(i) A2(i) . . . An(i)

)
(3.14)

où Aj(i) présente la i
ème ligne de la matrice Aj pour j = 1, 2, . . . , n.

Réciproquement, Ai se déduit facilement des matrices Aq1,Aq2, ....,Aqn comme suit

Ai =


Aq1i
Aq2i
...

Aqni

 (3.15)

3.2.1.4 Exemples numériques

3.2.1.4.1 Exemple 1 Considérons le système quadratique décrit par la première (3.1) avec

A0 =

(
−1 0

0 1

)
, Aq1 =

(
0 1

0.2 0

)
, Aq2 =

(
0.3 0

0.5 2

)
(3.16)

Utilisant l'équation (3.5), ce système peut également être décrit par la représentation (3.3) où
les matrices A1 et A2 seront comme suit

A1 =

(
Aq1(1)

Aq2(1)

)
=

(
0 1

0.3 0

)
, A2 =

(
Aq1(2)

Aq2(2)

)
=

(
0.2 0

0.5 2

)
(3.17)
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La troisième représentation (3.7) de ce système se déduit de l'équation (3.11) comme suit

Aq1 =
(
Aq1(1) Aq1(2)

)
=
(

0 1 0.2 0
)
,Aq2 =

(
Aq2(1) Aq2(2)

)
=
(

0.3 0 0.5 2
)

(3.18)

d'où

Aq =

(
0 1 0.2 0

0.3 0 0.5 2

)
(3.19)

3.2.1.4.2 Exemple 2 Considérons un système quadratique décrit par la deuxième représen-
tation (3.3) et (3.4) avec

A0 =

(
−0.1 0.5

0 0.3

)
, A1 =

(
0.6 2

0 5

)
, A2 =

(
0.1 3

1 4

)
(3.20)

Utilisant l'équation (3.6), la première représentation est déduite avec

Aq1 =

(
A1(1)

A2(1)

)
=

(
0.6 2

0.1 3

)
, Aq2 =

(
A1(2)

A2(2)

)
=

(
0 5

1 4

)
(3.21)

De même pour la troisième représentation, on obtient

Aq1 =
(
A1(1) A2(1)

)
=
(

0.6 2 0.1 3
)
,Aq2 =

(
A1(2) A2(2)

)
=
(

0 5 1 4
)

(3.22)

conduisant à la matrice Aq suivante

Aq =

(
0.6 2 0.1 3

0 5 1 4

)
(3.23)

3.2.1.4.3 Exemple 3 Considérons un système quadratique décrit par la troisième représen-
tation comme suit

A0 =

(
10 2

6 −5

)
,Aq =

(
0.3 0 0 1

−0.25 2 −4 −5

)
(3.24)

En suivant (3.13), la première représentation est déduite comme suit

Aq1 =

(
Aq11
Aq12

)
=

(
0.3 0

0 1

)
, Aq2 =

(
Aq21
Aq22

)
=

(
−0.25 2

−4 −5

)
. (3.25)

Et la deuxième à partir (3.15) comme suit

A1 =

(
Aq11
Aq21

)
=

(
0.3 0

−0.25 2

)
, A2 =

(
Aq12
Aq22

)
=

(
0 1

−4 −5

)
(3.26)

3.2.2 Représentations des systèmes non linéaires quadratiques perturbés

Dans le cas où le système est soumis à une perturbation w(t) ∈ R`, on peut déduire trois
représentations di�érentes comme dans le cas des systèmes non linéaires quadratiques non per-
turbés.
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3.2.2.1 Première représentation

Un système non linéaire quadratique perturbé peut être présenté comme suit

ẋ = A0x+Aq(x) + E0w + Eq(x)w (3.27)

où : w ∈ R` est la perturbation extérieure, E0 ∈ Rn×` et la matrice Eq(x) est donnée par

Eq(x) =


xTEq1

xTEq2
...

xTEqn

 (3.28)

avec Eqi ∈ Rn×`, i = 1, ..., n.

3.2.2.2 Deuxième représentation

Le même système perturbé peut s'écrire comme suit [Cd11]

ẋ = A(x)x+ E(x)w (3.29)

où E(x) ∈ Rn×` est une matrice a�ne en x, donnée par

E(x) = E0 +
n∑
i=1

xiEi (3.30)

avec : Ei sont des matrices réelles constantes.

3.2.2.3 Troisième représentation

Une autre représentation intéressante consiste en l'écriture suivante [VTG10]

ẋ = A0x+AqXx+ E0w + EqX1w (3.31)

avec Eq ∈ Rn×(`×n) et X1 ∈ R(`×n)×`. Les matrices Eq et X1 sont telles que

Eq =


Eq1
Eq2
...

Eqn

 (3.32a)

X1 =


x(t) 0 · · · 0

0 x(t) · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · x(t)

 (3.32b)

Chaque sous matrice Eqi peut se répresenter comme suit

Eqi =
(
Eqi1 Eqi2 . . . Eqin

)
(3.33)
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avec Eqij ∈ R1×`, pour j = 1, . . . , n.

On passe d'une représentation à une autre de la même façon que la sous section 3.2.2. Ainsi,
on calcule les matrices Eq(x), E(x) et Eq de la même façon que les matrices Aq(x), A(x) et Aq.
Pour plus de détails, veuillez consulter la sous section 3.2.1.

3.2.3 Dé�nitions de la stabilité en temps �ni avec des domaines polytopiques

3.2.3.1 Représentations d'un polytope

La stabilité en temps �ni a été dé�nie par rapport à deux ensembles fermés et bornés. Cepen-
dant, pour avoir des conditions constructives d'analyse de la stabilité en temps �ni, les premiers
ensembles considérés étaient des ensembles ellipsoïdaux [AAA+14] dans le cas des systèmes
linéaires invariants. La considération des ensembles ellipsoïdaux permet de dériver des condi-
tions sous formes de LMIs dans le cas des systèmes linéaires invariants [AAAD99b, AAC06a].
Cependant, dans des situations pratiques [AAAC07, AAAC10], il a été montré que l'utilisa-
tion de tels ensembles conduit à des résultats pessimistes. Cette constatation conduit à adopter
des ensembles polyédriques [AAAC07, AAAC10]. En e�et, lorsque les variables d'état xi sont
contraintes d'être dans un intervalle donné [ai, bi], l'utilisation de domaines polytopiques s'avère
plus pratique [AAAC10]. Pour l'étude de la stabilité en temps �ni des systèmes non linéaires qua-
dratiques, la considération des ensembles polyédriques s'avère judicieux [ACM10]. En e�et, la
représentation (3.4) d'un système non linéaire quadratique est très semblable à la dé�nition (3.36)
d'un polyèdre. De plus, un polytope est aussi un domaine convexe [BV04], [Zie12]. Rappelons
qu'un ensemble convexe est une condition nécessaire pour dé�nir un problème d'optimisation
convexe [Sco14], tel que des inégalités matricielles linéaires (LMIs).

Dans la suite, nous rappelons les dé�nitions d'un ensemble convexe, d'une enveloppe convexe,
d'un polytope, d'un polyèdre et les relations qui existent entre ces di�érents ensembles.

Dé�nition 3.2.1 (ensemble convexe). [BV04, Zie12]
Un sous-ensemble S de Rn est dit convexe s'il contient tout segment passant par deux de ses
points. Cela est mathématiquement équivalent à

S = {λx+ (1− λ)y | x, y ∈ S, λ ∈ [0 ; 1]} (3.34)

Dé�nition 3.2.2 (enveloppe convexe).
L'enveloppe convexe d'un sous-ensemble S de Rn est l'intersection de tous les ensembles convexes
de Rn contenant S. L'enveloppe convexe de S est par conséquent le plus petit sous-ensemble
convexe de Rn qui contienne S, on le note conv(S) [BV04, Zie12].

Proposition 3.2.1. [Zie12]
conv(S) est l'ensemble de toutes les combinaisons convexes de points de S. Cela est mathémati-
quement équivalent à

conv{S} =

{
n∑
i=1

λixi

∣∣∣∣∣ k ≥ 1, xi ∈ S, λi ≥ 0,
n∑
i=1

λi = 1

}
. (3.35)

Dé�nition 3.2.3 (Polytope).
Un polytope Pi dans Rn est l'enveloppe convexe d'un nombre �ni de points de Rn [BV04, Zie12].
On le note comme suit [ACM10]

Pi = conv
{
x
(1)
Pi
, x

(2)
Pi
, ..., x

(n)
Pi

}
(3.36)
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Dé�nition 3.2.4 (Polyèdre). [BV04, Zie12]
Un polyèdre dans Rn est un ensemble de la forme

P = {x ∈ Rn | Ax ≤ b}, (3.37)

où A ∈ Rm×n, et b ∈ Rm sont �xés. On précise que Ax et b sont des vecteurs.
Autrement dit, un sous-ensemble de Rn est un polyèdre si et seulement si c'est une intersec-

tion �nie de demi-espaces fermés de Rn. En particulier, tout polyèdre dans Rn est un convexe
fermé [BV04, Zie12].

Proposition 3.2.2.

Tout polyèdre borné Pi dans Rn est un polytope. Un polytope contenant 0 peut s'écrire comme
suit [ACM10]

Pi = {x ∈ Rn : aTkix ≤ 1, ki = 1, 2, ..., q} (3.38)

Dans la suite, nous donnons la dé�nition de la stabilité en temps �ni par raport à des domaines
polytopiques. Ensuite nous étendrons cette dé�nition au cas d'un système perturbé.

3.2.3.2 Dé�nitions de la stabilité en temps �ni

La première dé�nition de la stabilité en temps �ni par rapport à des polytopes a été donnée
par Amato et al.[ACM10] pour étudier la stabilité et la stabilisation en temps �ni des systèmes
non linéaires quadratiques.

Dé�nition 3.2.5 (stabilité en temps �ni). [ACM10]
Étant donné deux polytopes P0, P1 et un scalaire positif Tf , le système (3.1) est dit stable en
temps �ni par rapport à (P0,P1, Tf ) si

x(0) ∈ P0 ⇒ x(t) ∈ P1,∀t ∈ [0, Tf ]. (3.39)

Lorsque le système (3.1) est soumis à des perturbations extérieures appartenant à un ensemble
dé�niW, on parle la bornitude en temps �ni. L'ensemble des perturbations extérieures peut être
l'ensemble (1.46) ou (1.47) ou tout autre ensemble.

Dé�nition 3.2.6 (bornitude en temps �ni).
Étant donné deux polytopes P0, P1, l'ensemble W2

d et un scalaire positif Tf , le système (3.27) est
dit borné en temps �ni (FTB) par rapport à (P0,P1,W2

d , Tf ) si

x(0) ∈ P0 ⇒ x(t) ∈ P1, ∀t ∈ [0, Tf ],∀w(t) ∈ W2
d . (3.40)

Notons que la bornitude en temps �ni implique la stabilité en temps �ni.
Dans la prochaine section, nous proposons de nouvelles conditions de stabilité en temps �ni

et de bornitude en temps �ni. De même, de nouvelles conditions de stabilisation en temps �ni
avec et sans bornitude en temps �ni seront proposées. Toutes les nouvelles conditions seront
validées par deux exemples numériques. Les simulations numériques montrent que nos approches
sont moins pessimistes que celle de [ACM10].

78



3.3. Etude de la stabilité et stabilisation en temps �ni par des fonctions de Lyapunov quadratiques

3.3 Etude de la stabilité et stabilisation en temps �ni par des

fonctions de Lyapunov quadratiques

Dans cette section, dans un premier temps, nous développons des conditions su�santes pour
l'analyse de la stabilité en temps �ni des systèmes non linéaires quadratiques via l'utilisation
de fonctions de Lyapunov quadratiques. Ces conditions sont converties en termes de conditions
LMIs. Ensuite, une prolongation de ces résultats dans le cas des systèmes quadratiques non
linéaires perturbés est faite. Nous proposons ainsi de nouvelles conditions exprimées en termes
des LMIs pour l'étude de la bornitude en temps �ni des systèmes non linéaires quadratiques.
Dans un deuxième temps, et dans le cas des systèmes non linéaires quadratiques avec une entrée
de commande, nous synthétisons des correcteurs par retour d'état non linéaire permettant de
stabiliser en temps �ni. Les conditions de synthèse sont aussi exprimées sous forme de LMIs.

3.3.1 Conditions de stabilité en temps �ni des systèmes non linéaires qua-

dratiques

D'abord, nous présentons un lemme qui garantit la stabilité en temps �ni par rapport à
des ensembles polytopiques de tout système dynamique, que ce soit linéaire ou non linéaire. Ce
lemme est déduit du lemme assurant la bornitude en temps �ni [BDZA17b].

Lemme 3.3.1 (stabilité en temps �ni).
Étant donné deux polytopes P0, P1, et un réel positif Tf , le système (3.1) est FTS par rapport à
(P0,P1, Tf ) s'il existe un scalaire positif α, une fonction di�erentiable dé�nie positive V : P1 7→
R+, tels que

V (x(0))eαTf < 1, (3.41a)

P0 ⊂ E1 (3.41b)

E1 ⊂ P1 (3.41c)

V̇ (x(t))− αV (x(t)) < 0,∀x ∈ P1, (3.41d)

où E1 est un ensemble dé�ni par

E1 = {x ∈ Rn : V (x) ≤ 1}. (3.42)

Démonstration.
Dans la suite, nous montrerons que toute trajectoire commençant dans le polytope P0 ne sort
pas de l'ensemble E1, pour t ≤ Tf . Pour cela, nous allons argumenter par contradiction comme
dans [ACM10].

Supposons qu'il existe un instant t1 tel que 0 < t1 < Tf et que x(t1) soit dans la frontière
de E1. Sachant que x(0) ∈ P0, P0 ⊂ E1 (condition (3.41b)) et que les trajectoires d'état sont
continues par rapport au temps, nous pouvons toujours trouver un instant t2 avec 0 < t2 ≤ t1,
tel que

V (x(t2)) = 1 (3.43)

et x(t) ∈ E1, pour tout t ∈ [0, t2].
De la condition (3.41c) et de l'inégalité (3.41d), on déduit

V̇ (x(t)) < αV (x(t)), ∀t ∈ [0, t2]. (3.44)
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En multipliant (3.44) par e−αt, nous obtenons

e−αtV̇ (x(t))− e−αtαV (x(t)) < 0 (3.45)

et donc
d

dt
(e−αtV (x(t))) < 0. (3.46)

Si on intègre de 0 à t, nous obtenons ∀t ∈ [0, t2]

e−αtV (x(t))− V (x(0)) < 0. (3.47)

Puisque α > 0, on aura 0 < e−ατ < 1, et les inégalités précédentes conduisent à

V (x) < (V (x(0)))eαt. (3.48)

Notons que, si l'inégalité (3.41a) est valable pour un Tf > 0 donné, alors elle est satisfaite
∀t ∈ [0, Tf ]. Compte tenu de (3.41d), l'inégalité (3.48) implique

V (x(t2)) < 1, (3.49)

ce qui contredit (3.43).
Alors, un instant t1 tel que t1 < Tf et x(t1) ∈ ∂E1 n'existe pas. Donc toute trajectoire issue

de x(0) commençant dans P0 ne sort pas de E1, ∀t ∈ [0, Tf ], ∀w(t) ∈ W2
d . CQFD. �

Les conditions du lemme 3.3.1 ne sont pas explicites. Ce lemme sera très utile pour démontrer
les théorèmes de stabilité et de stabilisation en temps �ni qui seront énoncés dans la suite.

Maintenant, nous énonçons un nouveau théorème garantissant la stabilité en temps �ni d'un
système quadratique. Les outils de base pour avoir des conditions exprimées en termes de LMIs
sont la notion d'annulateur et le lemme de Finsler (voir annexe A).

Théorème 3.3.1 (Stabilité en temps �ni).
Étant donné deux polytopes P0, P1, et un réel positif Tf , le système (3.1) est stable en temps
�ni par rapport à (P0,P1, Tf ), s'il existe un réel α ≥ 0, une matrice symétrique dé�nie positive
Px ∈ Rn×n et une matrice L de dimension appropriée, tels que(

λmax(Px)max
i

∥∥∥x(i)P0

∥∥∥2) eαTf ≤ 1, (3.50a)(
1 aTk1
ak1 Px

)
≥ 0, k1 = 1, 2, ..., q, (3.50b)

Φ(x
(i)
P1

) + LN (x
(i)
P1

) +N T (x
(i)
P1

)LT < 0, i = 1, 2, ..., p, (3.50c)

où

Φ(x) = [AT0 +
(
AT11x . . . ATnnx

)
]Px + Px[A0 +


xTA11

...

xTAnn

]− αPx (3.51)

et N (x) est un annulateur linéaire du vecteur x

N (x) =


x2 −x1 0 0 . . . 0

0 x3 −x2 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...

0 0 . . . 0 xn −xn−1

 . (3.52)
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Démonstration.
D'abord, dé�nissons la fonction de Lyapunov quadratique V (x)

V (x) = xTPxx (3.53)

et l'ellipsoïde E(Px, 1) associé à V (x)

E(Px, 1) = {x ∈ Rn : xTPxx ≤ 1}. (3.54)

Par le lemme de Schur, les inégalités (3.50b) sont équivalentes à

aTk1Px
−1ak1 ≤ 1, k1 = 1, 2, ..., q. (3.55)

De [BEFB94, chapitre 5], nous déduisons que les inégalités (3.55) garantissent que

E(Px, 1) ⊂ P1. (3.56)

En utilisant (3.50a), nous obtenons (i = 1, . . . , p)

x
(i)
P0

T
Pxx

(i)
P0
≤ λmax(Px)

∥∥∥x(i)P0

∥∥∥2
≤ λmax(Px)max

i

∥∥∥x(i)P0

∥∥∥2
≤
(
λmax(Px)max

i

∥∥∥x(i)P0

∥∥∥2) eαTf
≤ 1. (3.57)

et donc l'inégalité (3.57) satisfait
P0 ⊂ E(Px, 1). (3.58)

Dans la suite, nous montrons que la condition (3.50c) est équivalente à

V̇ (x(t))− αV (x(t)) < 0, (3.59)

où V̇ (x(t)) est donnée par

V̇ (x(t)) = ẋTPxx+ xTPxẋ

= (A0x+Aq(x)x)TPxx+ xTPx(A0x+Aq(x)x)

= xT [AT0 Px + PxA0 +ATq (x)Px + PxAq(x)]x. (3.60)

Donc, du fait de l'expression (3.2) de Aq(x), nous obtenons

V̇ (x(t))− αV (x(t)) = xT [AT0 Px + PxA0 − αPx +ATq (x)Px + PxAq(x)]x

= xTΦ(x)x. (3.61)

Et par conséquent l'inégalité (3.41d) est équivalente à

xTΦ(x)x < 0,∀x ∈ P1. (3.62)

Dans l'inégalité (3.62), la matrice Φ(x) dépend aussi du vecteur x. La condition Φ(x) < 0
utilisée en [ACM10] pour garantir (3.62) est pessimiste puisque elle est équivalente à

yTΦ(x)y < 0 (3.63)
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pour tout y et pas seulement pour le cas y = x, correspondant exactement à (3.62). Ainsi, pour
réduire ce conservatisme, nous proposons d'utiliser une technique basée sur les annulateurs et
le lemme de Finsler [TD14], utilisée pour la première fois dans [BDZA16] dans un contexte de
stabilité en temps �ni.

Dé�nissons la matrice dépendante de l'état N (x) (3.52).
Il est facile de remarquer que N (x) est un annulateur linéaire du vecteur x qui véri�e

N (x)x = 0. (3.64)

Appliquons le lemme de Finsler [BEFB94] : l'inégalité (3.62) est garantie, s'il existe une matrice
L de dimension appropriée telle que

Φ(x) + LN (x) +N T (x)LT < 0,∀x ∈ P1. (3.65)

Du fait que l'inégalité (3.65) est a�ne par rapport aux variables x1, ...., xn et que le polytope
P1 est convexe, alors elle est véri�ée pour tout x ∈ P1 si les LMIs (3.50c) sont véri�ées. En
conclusion, nous déduisons que l'ensemble des LMIs dans (3.50c) impliquent l'inégalité suivante

V̇ (x(t))− αV (x(t))− wT (t)Pww(t) < 0,∀x(t) ∈ P1, ∀w(.) ∈ W2
d (3.66)

Par ailleurs, comme α ≥ 0, nous avons 0 < e−ατ ≤ 1, et comme nous avons (3.82), nous obtenons

(V (x(0))) eαt ≤ eαt
(
xT(0)Pxx(0)

)
≤ eαt

(
λmax(Px) ‖x(0)‖2

)
<

(
λmax(Px)max

i

∥∥∥x(i)P0

∥∥∥2) eαTf
< 1. (3.67)

En conclusion, du fait des conditions (3.56), (3.58), (3.66), (3.67) et du lemme 3.3.1, nous dédui-
sons que les conditions du théorème 3.3.1 assurent que le système (3.1) est FTS par rapport à
(P0,P1, Tf ). Ce qui �nit la démonstration. �

Le théorème 3.3.1 apporte une amélioration à la condition 4d du théorème 1 dans [ACM10]. En
e�et la condition (3.50c) est moins conservative que la condition 4d du théorème 1 dans [ACM10],
puisqu' elle tient compte du fait que Φ(x) dans (3.62) dépend de x. Ceci sera con�rmé par des
exemples numériques.

3.3.2 Conditions de la bornitude en temps �ni des systèmes non linéaires

quadratiques

Lorsque le système dynamique est soumis à des perturbations extérieures, on étudie la bor-
nitude en temps �ni du système considéré. En e�et, l'étude de la bornitude en temps �ni revient
à garantir que le système quadratique est stable en temps �ni par rapport à deux polytopes et
en présence des perturbations extérieures appartenant à une classe bien dé�nie de perturbations.
Dans ce qui suit, nous énonçons un lemme qui garantit la bornitude en temps �ni d'un système
non linéaire quadratique pour la classe W2

d des perturbations. Notons toutefois que le lemme
reste valable pour n'importe quel type de système dynamique.

Le lemme suivant est extension du lemme 3.3.1 au cas d'un système quadratique perturbé.
La démonstration est également similaire.
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Lemme 3.3.2 (bornitude en temps �ni). [BDZA17b]
Étant donné deux polytopes P0, P1, l'ensemble de perturbations W2

d (1.46) et un réel positif Tf ,
le système (3.27) est FTB par rapport à (P0,P1,W2

d , Tf ) s'il existe un réel positif α, une matrice
symétrique dé�nie positive Pw ∈ R`×` et une fonction di�erentiable dé�nie positive V : P1 7→ R+,
tels que (

V (x(0)) +

∫ Tf

0
e−ατwT (τ)Pww(τ)dτ

)
eαTf < 1,∀w(.) ∈ W2

d (3.68a)

P0 ⊂ E1 (3.68b)

E1 ⊂ P1 (3.68c)

V̇ (x(t))− αV (x(t))− wTPww < 0,∀x ∈ P1,∀w(.) ∈ W2
d (3.68d)

où E1 est un ensemble dé�ni par

E1 = {x ∈ Rn : V (x) ≤ 1}. (3.69)

Démonstration.
Dans la suite, nous montrerons que toute trajectoire commençant dans le polytope P0 ne sort
pas de l'ensemble E1, pour t ≤ Tf et ∀w(T ) ∈ W2

d . Pour cela, nous allons argumenter par
contradiction comme dans [ACM10].

Supposons qu'il existe un instant t1 tel que 0 < t1 < Tf et x(t1) soit dans la limite de E1.
Sachant que x(0) ∈ P0, P0 ⊂ E1 (condition (3.68b)) et que les trajectoires d'état sont continues
par rapport au temps, nous pouvons toujours trouver un instant t2 avec 0 < t2 ≤ t1, tel que

V (x(t2)) = 1 (3.70)

et x(t) ∈ E1, pour tout t ∈ [0, t2].
De la condition (3.68c) et de l'inégalité (3.68d), on déduit

V̇ (x(t)) < αV (x(t)) + wT (t)Pww(t),∀t ∈ [0, t2]. (3.71)

En multipliant (3.71) par e−αt, nous obtenons

e−αtV̇ (x(t))− e−αtαV (x(t)) < e−αtwT (t)Pww(t) (3.72)

et donc
d

dt
(e−αtV (x(t))) < e−αtwT (t)Pww(t). (3.73)

Si on intègre de 0 à t, nous obtenons ∀t ∈ [0, t2]

e−αtV (x(t))− V (x(0)) <

∫ t

0
e−ατwT (τ)Pww(τ)dτ. (3.74)

Puisque α > 0, on aura 0 < e−ατ < 1, et les inégalités précédentes conduisent à

V (x) <

(
V (x(0)) +

∫ t

0
e−ατwT (τ)Pww(τ)dτ

)
eαt. (3.75)

Notons que si l'inégalité (3.68a) est valable pour un Tf > 0 donné, alors elle est satisfaite
∀t ∈ [0, Tf ]. Compte tenu de (3.68d), l'inégalité (3.75) implique

V (x(t2)) < 1, (3.76)

ce qui contredit (3.70).
Alors, un instant t1 tel que t1 < Tf et x(t1) ∈ ∂E1 n'existe pas. Donc toute trajectoire issue

de x(0) commençant dans P0 ne sort pas de E1, ∀t ∈ [0, Tf ], ∀w(t) ∈ W2
d . CQFD. �
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Notons que les conditions de lemme 3.3.2 sont des conditions su�santes qui garantissent la
bornitude en temps �ni.

Le théorème suivant donne des conditions explicites de FTB pour un système quadratique.
La démonstration est similaire à la démonstration du théorème 3.3.1 et elle est basée sur une
fonction quadratique de Lyapunov et utilise une version du lemme de Finsler.

Théorème 3.3.2 (bornitude en temps �ni).
Étant donné deux polytopes P0, P1, l'ensemble de perturbations W2

d (1.46) et un réel positif Tf ,
le système (3.27) est borné en temps �ni par rapport à (P0,P1,W2

d , Tf ), s'il existe un réel α ≥ 0,
deux matrices symétriques dé�nies positives Px ∈ Rn×n et Pw ∈ R`×` et une matrice L de
dimension appropriée, tels que(

λmax(Px)max
i

∥∥∥x(i)P0

∥∥∥2 + dλmax(Pw)

)
eαTf ≤ 1, (3.77a)(

1 aTk1
ak1 Px

)
≥ 0, k1 = 1, 2, ..., q, (3.77b)

Φ(x
(i)
P1

) + LΩ(x
(i)
P1

) + ΩT (x
(i)
P1

)LT < 0, i = 1, 2, ..., p, (3.77c)

où

Φ(x) =

(
Φ11(x) Φ12(x)

Φ21(x) Φ22(x)

)
, (3.78)

avec

Φ11(x) = [AT0 +
(
AT11x . . . ATnnx

)
]Px + Px[A0 +


xTA11

...

xTAnn

]− αPx, (3.79a)

Φ21(x) = [ET0 +
(
ET11x . . . ETmmx

)
]Px, (3.79b)

Φ12(x) = ΦT
21(x), (3.79c)

Φ22(x) = −Pw. (3.79d)

où Ω(x) est un annulateur linéaire du vecteur

(
x

w

)
, qui a pour forme

Ω(x) =
(
N (x) 0(n−1)×`

)
(3.80)

avec

N (x) =


x2 −x1 0 0 . . . 0

0 x3 −x2 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...

0 0 . . . 0 xn −xn−1

 . (3.81)

Démonstration. D'abord dé�nissons la fonction de Lyapunov quadratique V (x)

V (x) = xTPxx (3.82)
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et l'ellipsoïde E(Px, 1) associée à V (x)

E(Px, 1) = {x ∈ Rn : xTPxx ≤ 1}. (3.83)

Par le lemme de Schur, les inégalités (3.77b) sont équivalentes à

aTk1Px
−1ak1 ≤ 1, k1 = 1, 2, ..., q. (3.84)

De [BEFB94, chapitre 5], nous déduisons que les inégalités (3.84) garantissent que

E(Px, 1) ⊂ P1. (3.85)

En utilisant (3.77a), nous obtenons (i = 1, . . . , p)

x
(i)
P0

T
Pxx

(i)
P0
≤ λmax(Px)

∥∥∥x(i)P0

∥∥∥2
≤ λmax(Px)max

i

∥∥∥x(i)P0

∥∥∥2
≤
(
λmax(Px)max

i

∥∥∥x(i)P0

∥∥∥2 + dλmax(Pw)

)
eαTf

≤ 1. (3.86)

et donc l'inégalité (3.86) satisfait
P0 ⊂ E(Px, 1). (3.87)

Dans la suite, nous montrons que la condition (3.77c) est équivalente à

V̇ (x(t))− αV (x(t))− wT (t)Pww(t) < 0, (3.88)

où V̇ (x(t)) est donnée par

V̇ (x(t)) = ẋTPxx+ xTPxẋ

= (A0x+Aq(x)x+ E0w + Eq(x)w)TPxx+ xTPx(A0x+Aq(x)x+ E0w + Eq(x)w)

= xT [AT0 Px + PxA0 +ATq (x)Px + PxAq(x)]x+ xTPx[E0 + Eq(x)]w

+ wT [ET0 + ETq (x)]Pxx. (3.89)

Donc, du fait des expressions de Aq(x) et Eq(x) dans (3.27) et du Φ dans (3.78) et (3.79), nous
obtenons

V̇ (x(t))− αV (x(t))− wTPww = xT [AT0 Px + PxA0 − αPx +ATq (x)Px + PxAq(x)]x

+ xTPx[E0 + Eq(x)]w + wT [ET0 + ETq (x)]Pxx− wTPww
= xTΦ11(x)x+ xTΦ12(x)w + wTΦ21(x)x+ wTΦ22(x)w

=

(
x

w

)T (
Φ11(x) Φ12(x)

Φ21(x) Φ22(x)

)(
x

w

)

=

(
x

w

)T
Φ(x)

(
x

w

)
. (3.90)
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Par conséquent, l'inégalité (3.68d) est équivalente à(
x

w

)T
Φ(x)

(
x

w

)
< 0,∀x ∈ P1,∀w(.) ∈ W2

d . (3.91)

Dé�nissons la matrice dépendante de l'état Ω(x) (3.80).

Il est facile de remarquer que Ω(x) est un annulateur linéaire du vecteur

(
x

w

)
qui véri�e

Ω(x)

(
x

w

)
= 0. (3.92)

Appliquons le lemme de Finsler [BEFB94] : l'inégalité (3.92) est vraie, s'il existe une matrice L
de dimension appropriée telle que

Φ(x) + LΩ(x) + ΩT (x)LT < 0,∀x ∈ P1. (3.93)

Du fait que l'inégalité (3.93) est a�ne par rapport aux variables x1, ...., xn et que le polytope
P1 est convexe, alors elle est véri�ée pour tout x ∈ P1 si les LMIs (3.77c) sont garanties. En
conclusion, nous déduisons que l'ensemble des LMIs dans (3.77c) implique l'inégalité suivante

V̇ (x(t))− αV (x(t))− wT (t)Pww(t) < 0,∀x(t) ∈ P1,∀w(.) ∈ W2
d (3.94)

Par ailleurs, comme α ≥ 0, nous avons 0 < e−ατ ≤ 1, et comme nous avons (3.82), nous obtenons(
V (x(0)) +

∫ t

0
e−ατwT (τ)Pww(τ)dτ

)
eαt ≤ eαt

(
xT(0)Pxx(0) +

∫ t

0
wT (τ)Pww(τ)dτ

)
≤ eαt

(
λmax(Px) ‖x(0)‖2

+λmax(Pw)

∫ t

0
wT (τ)w(τ)dτ

)
<

(
λmax(Px)max

i

∥∥∥x(i)P0

∥∥∥2 + dλmax(Pw)

)
eαTf

< 1. (3.95)

En conclusion, du fait des conditions (3.85), (3.87), (3.94), (3.95) et du lemme 3.3.2, nous dédui-
sons que les conditions du théorème 3.3.2 assurent que le système (3.27) est FTB par rapport à
(P0,P1,W2

d , Tf ). Ce qui �nit la démonstration. �

À notre connaissance, ceci est la première fois que le lemme de Finsler et les annulateurs
sont utilisés pour déduire les conditions de FTB des systèmes non linéaires quadratiques. Cette

approche prend en considération le fait que Φ(x) et

(
x

w

)
dépendent du vecteur x.

Remarque 3.3.1.
Il est intéressant de noter que les conditions (3.77a) et (3.77c) ne sont pas des LMIs à proprement
parler, et donc sont di�ciles à résoudre. Cependant, si α est �xé, les conditions (3.77a) peuvent
être converties en les LMIs suivantes

Px < λxIn, (3.96a)
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Pw < λwIn, (3.96b)

(λxmax
i

∥∥∥x(i)P0

∥∥∥2 + dλw)eαTf < 1, (3.96c)

où λx rt λw sont des réels positifs à déterminer.

Et par la suite, le corollaire suivant est déduit du théorème 3.3.2.

Corollaire 3.3.1.

Étant donné deux polytopes P0, P1, l'ensemble des perturbations W2
d (1.46) et un réel Tf , le

système (3.27) est borné en temps �ni par rapport à (P0,P1,W2
d , Tf ), s'il existe trois réels positifs

α, λx, λw, deux matrices symétriques dé�nies positives Px ∈ Rn×n, Pw ∈ R`×` et une matrice
constante L de dimension appropriée tels que

Px < λxIn, (3.97a)

Pw < λwIn, (3.97b)

(λxmax
i

∥∥∥x(i)P0

∥∥∥2 + dλw)eαTf < 1, (3.97c)(
1 aTk1
ak1 Px

)
≥ 0, k1 = 1, 2, ..., q, (3.97d)

Φ(x
(i)
P1

) + LΩ(x
(i)
P1

) + ΩT (x
(i)
P1

)LT < 0, i = 1, 2, ..., p. (3.97e)

3.3.3 Stabilisation en temps �ni des systèmes quadratiques

Pour cela, considérons le système quadratique suivant

ẋ = A(x)x+B(x)u, x(0) = x0. (3.98)

Les matrices A(x) ∈ Rn×n sont données par (3.4), et la matrice B(x) ∈ Rn×m est dé�nie comme
suit

B(x) = B0 +

n∑
i=1

xiBi (3.99)

où Bi (i = 0, 1, . . . , n) sont des matrices constantes et réelles, x ∈ Rn est le vecteur d'état,
u ∈ Rm est le vecteur de commande, x0 ∈ Rn.

Pour stabiliser le système dynamique (3.98), la commande u ∈ Rm est remplacée par

u = K(x)x (3.100)

avec

K(x) = K0 +
n∑
i=1

xiKi (3.101)

où Ki (i = 0, 1, . . . , n) sont des matrices réelles et constantes à déterminer.
Considérons (3.98) et (3.100), le système en boucle fermée est donné par

ẋ = [A(x) +B(x)K(x)]x. (3.102)

Le théorème suivant donne des conditions su�santes pour synthétiser la matrice gain K(x) dans
le but de garantir la stabilité en temps �ni du système (3.102). Ce résultat nécessite la réécriture
de la matrice B(x) et la dé�nition d'une matrice Ωa(x) comme suit

B(x) = ΨT
1 (x)

(
B0

B

)
= B0 + ΠT (x)B, (3.103a)
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Ωa(x) =

(
Π(x) −In2

0n(n−1)×n Na(x)

)
, (3.103b)

avec

Π(x) =
(
x1In x2In . . . xnIn

)T
, (3.104a)

Ψ1 =
(
In ΠT (x)

)T
, (3.104b)

B =
(
BT

1 BT
2 . . . BT

n

)T
, (3.104c)

Na(x) =


x2In −x1In 0n . . . 0n

0n x3In −x2In . . .
...

...
. . . . . . . . .

...

0n . . . 0n xnIn −xn−1In

 . (3.104d)

Théorème 3.3.3 (stabilisation en temps �ni d'un système quadratique).
Étant donné deux polytopes P0, P1 tels que P0 ⊂ P1 et un réel positif Tf , le retour d'état non
linéaire u(x) = K(x)x assure que le système (3.102) est stable en temps �ni par rapport à
(P0,P1, Tf ) s'il existe un réel positif α, une matrice symétrique et dé�nie positive Qx ∈ Rn×n,
des matrices Y0, Y1, . . ., Yn et une matrice La de dimension appropriée, tels que(

λmax(Q−1x )max
i

∥∥∥x(i)P0

∥∥∥2) eαTf ≤ 1, (3.105a)(
1 aTk1Qx

Qxak1 Qx

)
≥ 0, k1 = 1, 2, ..., q, (3.105b)

Φa(x
(i)
P1

) + LaΩa(x
(i)
P1

) + ΩT
a (x

(i)
P1

)LTa ≤ 0, i = 1, 2, ..., p, (3.105c)

où

Φa(x) =

(
Φ11(x) ΦT

21(x)

Φ21(x) 0

)
, (3.106)

avec

Φ11(x) = QxA
T (x) +A(x)Qx − αQx + Y T (x)BT

0 +B0Y (x), (3.107a)

Φ21(x) = BY (x). (3.107b)

La matrice gain est donnée par K(x) = Y (x)Q−1x oú

Y (x) = Y0 + x1Y1 + . . .+ xnYn. (3.108)

Démonstration. Considérons la fonction de Lyapunov quadratique suivante

V (x) = xTPxx, Px
T = Px > 0 ∈ Rn×n. (3.109)

Nous dérivons V (x) par rapport au temps t

V̇ (x) = ẋTPxx+ xTPxẋ
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= [(A(x) +B(x)K(x))x+ xTPx[(A(x) +B(x)K(x))x]

= xT [A(x) +B0K(x) + ΠT (x)BK(x)]TPxx+ xTPx[A(x) +B0K(x) + ΠT (x)BK(x)]x.
(3.110)

Posons ξ = Pxx et Qx = P−1x , alors nous aurons

V̇ (x)− αV (x) = ξTQx[A(x) +B0K(x) + ΠT (x)BK(x)]T ξ + ξT [A(x) +B0K(x)

+ ΠT (x)BK(x)]Qxξ − αξTQxξ
= ξT [QxA

T (x) +A(x)Qx − αQx +QxK
T (x)BT

0 +B0K(x)Qx]ξ

+ ξTQxK
T (x)BTΠ(x) + ΠT (x)BK(x)Qxξ

= ρT (x)Φa(x)ρ(x), (3.111)

où

ρ(x) =

(
ξ

ζ(x)

)
= Ψ1(x)ξ (3.112a)

ζ(x) = Π(x)ξ, (3.112b)

Y (x) = K(x)Qx. (3.112c)

Et donc la condition V̇ (x)− αV (x) < 0,∀x(t) ∈ P1 est équivalente à

ρT (x)Φa(x)ρ(x) < 0,∀ρ(x) 6= 0, ∀x(t) (3.113)

Puisque la matrice Ωa(x) dé�nie par (3.103b) est un annulateur linéaire du vecteur ρ(x), i.e.

Ωa(x)ρ(x) = 0, ∀x ∈ P1,

appliquons le lemme de Finsler, l'inégalité (3.113) est donc véri�ée s'il existe une matrice La de
dimension appropriée telle que

Φa(x) + LaΩa(x) + ΩT
a (x)LTa < 0,∀x ∈ P1. (3.114)

De plus, l'ensemble des LMIs dans (3.105c) sont véri�ées sur tous les sommets x(i)P1
de P1, et donc

par convexité, elles sont satisfaites ∀x ∈ P1, i.e elles sont équivalentes à la condition (3.114).
Finalement nous déduisons que l'ensemble des LMIs (3.105c) sont des conditions su�santes
garantissant

V̇ (x)− αV (x)− wTPww < 0,∀x(t) ∈ P1, ∀w(t) ∈ W2
d . (3.115)

Vue la démonstration du théorème 3.3.1, l'ensemble des inégalités (3.105a) et des LMIs (3.105b)
impliquent

E(Px, 1) ⊂ P1, (3.116a)

P0 ⊂ E(Px, 1), (3.116b)

(V (x(0)) eαt < 1. (3.116c)

Finalement, selon le Lemme 3.3.1, les conditions (3.115), (3.116a), (3.116b) et (3.116c) garan-
tissent la stabilité en temps �ni du système (3.102) par rapport à (P0,P1, Tf ). Ce qui �nit la
démonstration. �
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Remarque 3.3.2.
Si α est �xé, l'ensemble des conditions (3.105a) peut être garanti en imposant les conditions
suivantes

λxI < Qx, (3.117a) −e−αTf max
i

∥∥∥x(i)P0

∥∥∥
max
i

∥∥∥x(i)P0

∥∥∥ −λx

 < 0. (3.117b)

Compte tenu de la remarque 3.3.2, le corollaire suivant est déduit du théorème 3.3.3.

Corollaire 3.3.2.

Étant donné deux polytopes P0 ⊂ P1 et un réel positif Tf , le retour d'état non linéaire u(x) =
K(x)x (3.100) assure que le système (3.102) est borné en temps �ni par rapport à (P0,P1, Tf )
s'il existe un réel positif α, une matrice symétrique et dé�nie positive Qx ∈ Rn×n, des matrices
Y0, Y1, . . ., Yn et une matrice La de dimension appropriée, tels que

λxI < Qx, (3.118a) −e−αTf max
i

∥∥∥x(i)P0

∥∥∥
max
i

∥∥∥x(i)P0

∥∥∥ −λx

 < 0, (3.118b)

(
1 aTk1Qx

Qxak1 Qx

)
≥ 0, k1 = 1, 2, ..., q, (3.118c)

Φa(x
(i)
P1

) + LaΩa(x
(i)
P1

) + ΩT
a (x

(i)
P1

)LTa ≤ 0, i = 1, 2, ..., p. (3.118d)

3.3.4 Stabilisation en temps �ni avec bornitude en temps �ni des systèmes

quadratiques

Dans la suite, les résultats donnés par le théorème 3.3.2 et le corollaire 3.3.1 sont étendus à
la stabilisation (bornitude) en temps �ni des systèmes non linéaires quadratiques pertubés. Pour
cela, considérons le système quadratique suivant

ẋ = A(x)x+B(x)u+ E(x)w, x(0) = x0. (3.119)

Les matrices A(x) ∈ Rn×n et E(x) ∈ Rn×` sont données par (3.4), et la matrice B(x) ∈ Rn×m
est dé�nie comme suit

B(x) = B0 +

n∑
i=1

xiBi (3.120)

où Bi (i = 0, 1, . . . , n) sont des matrices constantes et réelles, x ∈ P1 ⊂ Rn est le vecteur d'état,
u ∈ Rm est le vecteur de commande, w ∈ R` est la perturbation, x0 ∈ P0 ⊂ Rn, P0 et P1 sont
des régions polytopiques de l'espace d'état telles que P0 ⊂ P1.

Pour stabiliser le système dynamique (3.119), la commande u ∈ Rm est remplacée par

u = K(x)x (3.121)

avec

K(x) = K0 +

n∑
i=1

xiKi (3.122)
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où Ki (i = 0, 1, . . . , n) sont des matrices réelles et constantes à déterminer.
Considérons (3.119) et (3.121), le système en boucle fermée est donné par

ẋ = [A(x) +B(x)K(x)]x+ E(x)w. (3.123)

Le théorème suivant donne des conditions su�santes pour synthétiser la matrice gain K(x) dans
le but de garantir la bornitude en temps �ni du système (3.123). Ce résultat nécessite la réécriture
de la matrice B(x) et la dé�nition d'une matrice Ωa(x) comme suit

B(x) = ΨT
1 (x)

(
B0

B

)
= B0 + ΠT (x)B, (3.124a)

Ωa(x) =

(
Π(x) −In2 0n2×`

0n(n−1)×n Na(x) 0n(n−1)×`

)
, (3.124b)

avec

Π(x) =
(
x1In x2In . . . xnIn

)T
, (3.125a)

Ψ1 =
(
In ΠT (x)

)T
, (3.125b)

B =
(
BT

1 BT
2 . . . BT

n

)T
, (3.125c)

Na(x) =


x2In −x1In 0n . . . 0n

0n x3In −x2In . . .
...

...
. . . . . . . . .

...

0n . . . 0n xnIn −xn−1In

 . (3.125d)

Théorème 3.3.4 (stabilisation avec bornitude en temps �ni d'un système quadratique).
Étant donné deux polytopes P0 ⊂ P1, l'ensemble des perturbationsW2

d (1.46) et un réel positif Tf ,
le retour d'état non linéaire u(x) = K(x)x assure que le système (3.123) est borné en temps �ni
par rapport à (P0,P1,W2

d , Tf ) s'il existe un réel positif α, deux matrices symétriques et dé�nies
positives Qx ∈ Rn×n, Qw ∈ R`×`, des matrices Y0, Y1, . . ., Yn et une matrice La de dimension
appropriée, tels que(

λmax(Q−1x )max
i

∥∥∥x(i)P0

∥∥∥2 + dλmax(Q−1w )

)
eαTf ≤ 1, (3.126a)(

1 aTk1Qx

Qxak1 Qx

)
≥ 0, k1 = 1, 2, ..., q, (3.126b)

Φa(x
(i)
P1

) + LaΩa(x
(i)
P1

) + ΩT
a (x

(i)
P1

)LTa ≤ 0, i = 1, 2, ..., p, (3.126c)

où

Φa(x) =

(
Φaa(x) ΦT

bb(x)

Φbb(x) −Qw

)
, (3.127)

avec

Φaa(x) =

(
Φ11(x) ΦT

21(x)

Φ21(x) 0

)
, (3.128a)
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Φbb(x) =
(
QwE

T (x) 0
)
, (3.128b)

Φ11(x) = QxA
T (x) +A(x)Qx − αQx + Y T (x)BT

0 +B0Y (x), (3.128c)

Φ21(x) = BY (x). (3.128d)

La matrice gain est donnée par K(x) = Y (x)Q−1x oú

Y (x) = Y0 + x1Y1 + . . .+ xnYn. (3.129)

Démonstration. Considérons la fonction de Lyapunov quadratique suivante

V (x) = xTPxx, Px
T = Px > 0 ∈ Rn×n. (3.130)

Nous dérivons V (x) par rapport au temps t

V̇ (x) = ẋTPxx+ xTPxẋ

= [(A(x) +B(x)K(x))x+ E(x)w]TPxx+ xTPx[(A(x) +B(x)K(x))x+ E(x)w]

= xT [A(x) +B0K(x) + ΠT (x)BK(x)]TPxx+ xTPx[A(x) +B0K(x) + ΠT (x)BK(x)]x

+ wTET (x)Pxx+ xTPxE(x)w. (3.131)

Posons ξ = Pxx, $ = Pww, Qx = P−1x et Qw = P−1w , alors nous aurons

V̇ (x)− αV (x)− wTPww = ξTQx[A(x) +B0K(x) + ΠT (x)BK(x)]T ξ + ξT [A(x) +B0K(x)

+ ΠT (x)BK(x)]Qxξ − αξTQxξ +$TQwξ

+ ξTE(x)Qw$ −$TQw$

= ξT [QxA
T (x) +A(x)Qx − αQx +QxK

T (x)BT
0 +B0K(x)Qx]ξ

+ ξTQxK
T (x)BTΠ(x) + ΠT (x)BK(x)Qxξ +$TET (x)Qwξ

+ ξTE(x)Qw$ −$TQw$

= ρT (x)Φa(x)ρ(x), (3.132)

où

ρ(x) =


ξ

ζ(x)

$

 =

(
Ψ1(x)ξ

$

)
, (3.133a)

ζ(x) = Π(x)ξ, (3.133b)

Y (x) = K(x)Qx. (3.133c)

Et donc la condition V̇ (x)− αV (x)− wTPww < 0,∀x(t) ∈ P1, ∀w(.) ∈ W2
d est équivalente à

ρT (x)Φa(x)ρ(x) < 0,∀ρ(x) 6= 0,∀x(t) ∈ P1, ∀w(.) ∈ W2
d . (3.134)

Puisque la matrice Ωa(x) dé�nie par (3.124b) est un annulateur linéaire du vecteur ρ(x), i.e.

Ωa(x)ρ(x) = 0, ∀x ∈ P1,
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appliquons le lemme de Finsler, l'inégalité (3.134) est donc véri�ée s'il existe une matrice La de
dimension appropriée telle que

Φa(x) + LaΩa(x) + ΩT
a (x)LTa < 0,∀x ∈ P1. (3.135)

De plus, l'ensemble des LMIs dans (3.126c) sont véri�ées sur tous les sommets x(i)P1
de P1, et donc

par convexité, elles sont satisfaites ∀x ∈ P1, i.e elles sont équivalentes à la condition (3.135).
Finalement, nous déduisons que l'ensemble des LMIs (3.126c) sont des conditions su�santes
garantissant

V̇ (x)− αV (x)− wTPww < 0,∀x(t) ∈ P1,∀w(t) ∈ W2
d . (3.136)

Vu la démonstration du théorème 3.3.2, l'ensemble des inégalités (3.126a) et des LMIs (3.126b)
impliquent

E(Px, 1) ⊂ P1, (3.137a)

P0 ⊂ E(Px, 1), (3.137b)(
V (x(0)) +

∫ t

0
e−ατwT (τ)Pww(τ)dτ

)
eαt < 1. (3.137c)

Finalement, selon le lemme 3.3.2, les conditions (3.136), (3.137a), (3.137b) et (3.137c) garan-
tissent la bornitude en temps �ni du système (3.123) par rapport à (P0,P1,W2

d , Tf ). Ce qui �nit
la démonstration. �

Remarque 3.3.3.
Si α est �xé, l'ensemble des conditions (3.126a) peut être garanti en imposant les conditions
suivantes

λxI < Qx, (3.138a)

λwI < Qw, (3.138b)
−e−αTf max

i

∥∥∥x(i)P0

∥∥∥ √
d

max
i

∥∥∥x(i)P0

∥∥∥ −λx 0
√
d 0 −λw

 < 0. (3.138c)

Compte tenu de la remarque 3.3.1, le corollaire suivant est déduit du théorème 3.3.4.

Corollaire 3.3.3.

Étant donné deux polytopes P0 ⊂ P1, l'ensemble des perturbations W2
d (1.46) et un réel positif

Tf , le retour d'état non linéaire u(x) = K(x)x (3.121) assure que le système (3.123) est borné en
temps �ni par rapport à (P0,P1,W2

d , Tf ) s'il existe un réel positif α, deux matrices symétriques
et dé�nies positives Qx ∈ Rn×n, Qw ∈ R`×`, des matrices Y0, Y1, . . ., Yn et une matrice La de
dimension appropriée, tels que

λxI < Qx, (3.139a)

λwI < Qw, (3.139b)
−e−αTf max

i

∥∥∥x(i)P0

∥∥∥ √
d

max
i

∥∥∥x(i)P0

∥∥∥ −λx 0
√
d 0 −λw

 < 0, (3.139c)
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(
1 aTk1Qx

Qxak1 Qx

)
≥ 0, k1 = 1, 2, ..., q, (3.139d)

Φa(x
(i)
P1

) + LaΩa(x
(i)
P1

) + ΩT
a (x

(i)
P1

)LTa ≤ 0, i = 1, 2, ..., p. (3.139e)

Démonstration. �

Remarque 3.3.4.

� Le théorème 3.3.2 et le corollaire 3.3.1 englobent le cas de la FTS. En e�et, si d = 0
et E(x) = 0 dans (3.27), les conditions (3.77a)-(3.77c) du théorème 3.3.4 et les condi-
tions (3.97a)-(3.97e) du corollaire 3.3.3 deviennent des conditions su�santes qui garan-
tissent la FTS. À rapprocher des résultats dans [ACM10] où Amato et al. considèrent un
système non linéaire quadratique (3.27) sans perturbation w, où les conditions su�santes
pour la FTS sont déduites sans utilisation d'annulateur. Ceci est di�érent de notre ap-
proche puisque nous utilisons des annulateurs pour déduire des conditions su�santes pour
la FTS et la FTB.

� L'intérêt des annulateurs est d'obtenir des conditions de stabilisation moins pessimistes.
On l'illustrera à travers deux exemples numériques dans la section suivante.

3.3.5 Exemples numériques

Dans cette section, on applique les corollaires 3.3.1 et 3.3.3 à deux exemples numériques.
Lorsque le paramètre α est �xé, les conditions des corollaires 3.3.1 et 3.3.3 deviennent des LMIs.
Par conséquent la FTB peut être testée à partir d'une recherche en ligne du paramètre α associé
à une résolution de ces LMIs. L'intérêt de la matrice L dans (3.97e) est mis en évidence par
l'examen de deux cas dans chaque exemple : soit L est une matrice non nulle à déterminer, soit
on impose L = 0. Notons que dans ce dernier cas, le corollaire 3.3.1 peut être vu comme une
extension du théorème 1 de [ACM10] au cas des systèmes perturbés. Cette approche n'utilise pas
l'approche par annulateur, contrairement au cas où L est une matrice non nulle à déterminer.

Exemple 3.3.1. Considérons le système quadratique suivant [KKM91]

ẋ =


0 1 x3

0 0 1

0 0 0

x+


0

0

1

w. (3.140)

Dans un premier temps, on utilise le corollaire 3.3.1 pour véri�er si le système (3.140) est
FTB par rapport à (P0,P1, Tf = 0.7, d = 0.9), où P0 = [−0.1, 0.1] × [−0.1, 0.1] × [−0.1, 0.1] et
P1 = [−5, 5]× [−5, 5]× [−5, 5]. Si L est �xée à zéro dans (3.97e), les LMIs (3.97a) à (3.97e) ne
sont pas faisables quel que soit α, cependant ces LMIs sont faisables lorsque L est à déterminer.
Dans ce cas, une recherche linéaire sur le paramètre α nous fournit α = 2.8.

A�n d'illustrer la faisabilté des conditions du corollaire 3.3.1, une simulation est e�ectuée
en considérant 10000 états initiaux aléatoires dans le polytope P0. La perturbation est donnée
par w(t) = 2e−0.4t sin(2t). En considérant l'ensemble de toutes les trajectoires x(t) issues de ces
10000 états initiaux aléatoires, le maximum de la valeur absolue de chaque composante de xi(t)
de x(t) à chaque instant est tracé dans la Figure 3.1. Ces maximas n'excèdent pas 5 durant
l'intervalle de temps prescrit [0, 0.7].

Deuxièmement, a�n de comparer l'e�cacité des conditions du corollaire 3.3.1 dans les deux
cas L 6= 0 et L = 0, nous �xons le paramètre Tf = 0.7 et nous faisons varier le paramètre d de
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Figure 3.1 � FTB du système (3.140)

0.3 à 0.9. Les résultats obtenus sont donnés dans le tableau 3.1. Ce tableau montre que, pour
les trois premières valeurs de d, on obtient par notre approche la faisabilité des LMIs pour des
valeurs de α inférieures au cas où L = 0. Le paramètre α pouvant être vu comme le facteur de
croissance du système analysé, notre approche montre que le système s'éloigne moins de son état
initial que ce que montre une approche sans annulateur (cas où L = 0).

d α (Corollaire 3.3.1 with L 6= 0)α (Corollaire 3.3.1 with L = 0)

0.3 1 1.8

0.5 1.4 2.4

0.7 1.9 3

0.9 2.8 -

Table 3.1 � Valeurs de α pour di�érents d avec Tf = 0.7

Troisièmement, dans les deux cas L = 0 et L 6= 0, nous �xons d = 0.3 et nous faisons varier
le paramètre Tf de 0.8 jusque 1.1. Les résultats obtenus sont donnés dans le tableau 3.2. Nous
remarquons que les conditions du corollaire 3.3.1 avec L = 0 ne permettent pas de véri�er la FTB
pour Tf ≥ 1, cependant les conditions du corollaire 3.3.1 avec L 6= 0 prouvent la FTB lorsque
Tf = 1 et Tf = 1.1. Les deux tableaux 3.1 et 3.2 montrent que les conditions du corollaire 3.3.1

Tf α (Corollaire 3.3.1 avec L 6= 0)α (Corollaire 3.3.1 avec L = 0)

0.8 1.1 2

0.9 1.2 2.4

1 1.4 -

1.1 1.7 -

Table 3.2 � Valeurs de α pour di�érents Tf avec d = 0.3

avec L 6= 0 sont moins pessimistes que celles du corollaire 3.3.1 avec L = 0.

Quatrièmement, nous considérons P0 = [−0.4, 0.4] × [−0.4, 0.4] × [−0.4, 0.4], P1 = [−5, 5] ×
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[−5, 5]× [−5, 5], Tf = 5, avec d = 1.6. La �gure 3.2 montre que le système (3.140) n'est pas FTB
par rapport à (P0,P1, Tf = 5, d = 1.6). Notons que pour le traçage des courbes de la �gure 3.2,
on choisit la perturbation w(t) = 2e−0.5t sin(t). A�n de rendre ce système FTB, une commande
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Figure 3.2 � Le système (3.140) n'est pas (P0,P1, Tf = 5, d = 1.6)-FTB

u est introduite pour le système (3.140) comme suit

ẋ =


0 1 x3

0 0 1

0 0 0

x+


0

0

1

u+


0

0

1

w. (3.141)

Les conditions LMIs du corollaire 3.3.3 nous permettent de synthétiser un retour d'état non li-
néaire u = K(x)x tel que le système (3.141) en boucle fermée est FTB par rapport à (P0,P1, Tf , d),
où, P0 = [−0.4, 0.4]× [−0.4, 0.4]× [−0.4, 0.4], P1 = [−5, 5]× [−5, 5]× [−5, 5], Tf = 5, et d = 1.6.

Les conditions du corollaire 3.3.3 sont faisables pour α = 0.3. La matrice Px est donnée par

Px =


0.040061 −0.00064155 −0.0000267

−0.00064155 0.46299 0.00018552

−0.0000267 0.00018552 0.051294

 .

Les gains de la commande K(x) = K0 + x1K1 + x2K2 + x3K3 sont donnés par

KT
0 =


0.20689

−10.372

−371.81

 , KT
1 =


4.6617×10−7

−3.2344×10−6

−0.00089472

 , (3.142a)

KT
2 =


6.6564×10−7

−4.6133×10−6

−0.0012748

 KT
3 =


−0.78101

0.012503

−0.00042625

 . (3.142b)

A�n d'illustrer la FTB obtenue par le correcteur (3.142), une simulation est e�ectuée en
considérant 10000 états initiaux aléatoires dans le polytope P0. La perturbation est donnée par
w(t) = 2e−0.5t sin(t). En considérant l'ensemble de tous les trajectoires x(t) issues de ces 10000
conditions initiales, le maximum de la valeur absolue de chaque composante de xi(t) of x(t) à
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chaque instant est tracé dans la �gure 3.3. Ces maximas n'excèdent pas 5 durant l'intervalle de
temps prescrit [0, 5].
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Figure 3.3 � FTB avec stabilisation en temps �ni du système (3.141)

Exemple 3.3.2. Contrairement à l'exemple 3.3.1, nous considérons un système quadratique avec
plusieurs matrices Ai et Ei sous la forme (3.3) avec

A0 =

(
0 1

1 −2

)
, A1 =

(
0 0

0.2 0

)
, A2 =

(
0 0

−0.5 0

)
, (3.143a)

E0 =

(
0

1

)
, E1 =

(
0.6

0

)
, E2 =

(
0

0.3

)
. (3.143b)

Nous choisissons P0 et P1 comme suit P0 = [−
√
2

2 ,
√
2
2 ] × [−

√
2

2 ,
√
2
2 ], P1 = [−

√
10,
√

10] ×
[−
√

10,
√

10]. Nous �xons Tf = 0.8 et d = 0.1.
Premièrement, par une recherche en ligne de α, les conditions du corollaire 3.3.1 avec L 6= 0

à déterminer prouvent la FTB pour ce système avec α = 1.4, et celles du corollaire 3.3.1 avec
L = 0, avec une valeur de α = 1.1. La �gure 3.4 montre les ellipsoïdes E(Px1, 1) et E(Px2, 1),
les polytopes P0 et P1, et quelques trajectoires de notre système, les matrices Px1 et Px2 étant
respectivement la matrice Px déduite du corollaire 3.3.1 avec L 6= 0, et avec L = 0. Les états
initiaux sont aléatoirement choisis dans le polytope P0. Ils sont répresentés par des cercles. La
�gure 3.4 montre que les trajectoires issues de ces conditions initiales ne quittent pas le polytope
P1.

Deuxièmement, nous analysons l'in�uence des termes quadratiques E(x). Nous �xons Tf =
0.8, d = 1 et nous imposons des bornes pour E1 et E2 telles que −binf ≤ E1(i, j) ≤ binf
et −binf ≤ E2(i, j) ≤ binf . Le paramètre binf est choisi dans l'ensemble de valeurs suivantes
{0.15; 0.45; 0.75; 1}. La �gure 3.5 montre les résultats obtenus en générant aléatoirement 50
termes quadratiques respectant les bornes dé�nies par binf . Les barres sombres correspondent
aux conditions du corollaire 3.3.1 avec L 6= 0 et les claires correspondent aux conditions du
corollaire 3.3.1 avec L = 0. Pour la plupart des cas testés, les conditions du corollaire 3.3.1
avec L 6= 0 dépassent celles du corollaire 3.3.1 avec L = 0. En plus, pour étudier l'in�uence
des termes quadratiques de la matrice A(x), nous �xons Tf = 0.8, d = 0.1 et les matrices A1 et
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Figure 3.4 � Ellipsoïdes E(Px1, 1) et E(Px2, 1), polytopes P0 et P1, et quelques trajectoires du
système

A2 sont remplacées par A1 + A01 et A2 + A02, où les élements de A01 et A02 sont bornés par
−ainf ≤ A01(i, j) ≤ ainf , −ainf ≤ A02(i, j) ≤ ainf . Le paramètre ainf est choisi parmi l'ensemble
suivant {0.1; 0.3; 0.5}. La �gure 3.6 montre les résultats obtenus en générant aléatoirement 50
termes quadratiques respectant les bornes dé�nies par ainf . Les barres sombres correspondent
aux conditions du corollaire 3.3.1 avec L 6= 0 et les claires correspondent aux conditions du
corollaire 3.3.1 avec L = 0. Pour la plupart des cas testés, les conditions du corollaire 3.3.1 avec
L 6= 0 dépassent celles du corollaire 3.3.1 avec L = 0.
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Figure 3.5 � Occurrences de convergence parmi 50 matrices E(x) aléatoires

Troisièmement, nous considérons P0 = [−
√
2

2 ,
√
2
2 ]× [−

√
2

2 ,
√
2
2 ], P1 = [−2, 2]× [−2, 2], Tf = 5

et d = 0.4. Le corollaire 3.3.1 avec L 6= 0 et avec L = 0 ne permet pas dans les deux cas d'assurer
la FTB pour le système en boucle ouverte par rapport à (P0,P1, Tf , d).

Pour garantir la FTB, une commande u est introduite pour le système (3.3) avec les ma-
trices (3.143) pour obtenir un système de forme (3.119), où

B0 =

(
0

1

)
, B1 =

(
0

0.1

)
, B2 =

(
0

−0.1

)
. (3.144)

Dans la suite nous testons si les conditions du corollaire 3.3.3 permettent de synthétiser un
retour d'état non linéaire u = K(x)x (3.101) tel que le système en boucle fermée est FTB par
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Figure 3.6 � Occurrences de convergence parmi 50 matrices A(x) aléatoires

rapport à (P0, P1, Tf = 5, d = 0.4), où P0 = [−
√
2

2 ,
√
2
2 ]× [−

√
2

2 ,
√
2
2 ], P1 = [−2, 2]× [−2, 2], Tf = 5

et d = 0.4.

En utilisant le corollaire 3.3.3 et en �xant α = 0.1, le système (3.119) avec les matrices (3.143)
et (3.144) est FTB stabilisable par rapport à (P0,P1, Tf , d). La matrice Px et les gains du
correcteur K(x) = K0 + x1K1 + x2K2 sont donnés par

Px =

(
0.29223 0.10461

0.1046 0.29281

)
(3.145a)

K0 =
(
−6.4625 −10.843

)
(3.145b)

K1 =
(
−0.088315 0.41494

)
(3.145c)

K2 =
(
−0.0006783 −0.62135

)
(3.145d)

Plusieurs trajectoires, partant de plusieurs états initiaux dans P0 indiqués par des astérisques,
sont tracées dans la �gure 3.7 pour t ∈ [0, 5]. La �gure 3.7 montre que les trajectoires issues de
ces états initiaux dans P0 ne quittent pas le polytope P1 pour t ∈ [0, 5].

−2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2

−2

−1

0

1

2

x

Polytope P0

Polytope P

E(Px1, 1)

x1

x
2

Figure 3.7 � Ellipsoïdes E(Px1, 1) et E(Px2, 1), polytopes P0 et P1, et quelques trajectoires du
système en boucle fermée
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Chapitre 3. Stabilisation en temps �ni des systèmes quadratiques via des fonctions de Lyapunov quadratiques

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre quatre problèmes ont été traités. Le premier problème concerne la détermi-
nation des conditions assurant la stabilité en temps �ni des systèmes quadratiques non linéaires.
Ces conditions ont été obtenues en considérant la notion d'annulateurs et une version du lemme
de Finsler. Le deuxième problème traite la synthèse d'une commande non linéaire par retour
d'état non linéaire assurant la stabilisation en temps �ni des systèmes non linéaires quadra-
tiques. Ce problème a été résolu. Les conditions de synthèse étaient exprimées en termes des
LMIs. Le troisième problème évoque l'analyse de la bornitude en temps �ni. Les résultats obte-
nus constituent une prolongation des résultats de la stabilité en temps �ni aux cas des systèmes
quadratiques perturbés. Le quatrième problème est le problème de la stabilisation en temps �ni
avec bornitude en temps �ni des systèmes quadratiques perturbés. Les résulats obtenus sont
exprimés en termes des LMIs. Tous ces résultats ont été testés par des exemples numériques.
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Chapitre 4. Stabilisation en temps �ni des systèmes quadratiques via des fonctions de Lyapunov polynomiales

4.1 Introduction

Les fonctions de Lyapunov sont un outil standard pour aborder le problème de l'analyse de
la stabilité en temps �ni et celui de la stabilisation en temps �ni des systèmes dynamiques. Les
fonctions de Lyapunov quadratiques V (x) = xTPx ont été considérées pour l'étude de di�érents
problèmes de stabilité en temps �ni, tel que la stabilité et la stabilisation en temps �ni des sys-
tèmes linéaires [AAD01, AAC03, AAC06a, AAC06b, MS09, XXX11, BDZ+15b, BDZ+15a] ou
pour l'étude de la stabilité et la stabilisation en temps �ni des systèmes non linéaires quadra-
tiques [ACM10, BDZA16]. Dans tous ces travaux, la stabilité en temps �ni est dé�nie en utilisant
la norme quadratique pondérée conduisant à des domaines ellipsoïdaux, que ce soit pour les états
initiaux ou pour les trajectoires. La dé�nition de tels domaines s'avère intuitive et compatible
puisqu'une fonction de Lyapunov quadratique dé�nit un domaine ellipsoïdal. Cependant, dans
certains cas pratiques, l'utilisation des domaines polytopiques, plutôt que des domaines ellipsoï-
daux, s'impose. Comme, par exemple, dans le cas où on a des contraintes sur les variables d'états
de la forme suivante : ai ≤ xi ≤ bi, i = 1, . . . , n. Dans ce cas, il est montré dans [AAAC07]
et [ACM10] que l'utilisation des domaines ellipsoïdaux et par la suite d'une fonction de Lya-
punov quadratique est conservative. Ainsi, dans [AAAC07] et [ACM10], des conditions assurant
la stabilité et la stabilisation en temps �ni des systèmes linéaires invariants sont basées sur des
fonctions de Lyapunov polyédriques V (x) = max(P Tx). Ces conditions sont non convexes, et par
la suite, elles nécessitent une charge de calcul trés élevée ce qui limite leur utilisation. Pour avoir
un compromis entre les fonctions de Lyapunov quadratiques et les fonctions de Lyapunov poly-
édriques, nous proposons l'utilisation d'une classe de fonctions de Lyapunov quasi-quadratiques,
ou polynomiales [CTF02a, CFTD08, TD14].

4.2 Fonctions de Lyapunov

Une fonction de Lyapunov quasi-quadratique s'écrit comme suit [Het07, El 12]...

V (x) = xTP (x)x (4.1)

où P (x) est une matrice fonction de x1, x2 . . . , xn composantes du vecteur d'état x.

Dans la suite du chapitre, nous prenons

P (x) = ΨT
2 (x)PΨ2(x), (4.2)

où la matrice Ψ2 est donnée par

Ψ2 =

(
Π(x)

In

)
(4.3)

où

Π(x) =
(
x1In x2In . . . xnIn

)T
(4.4)

La matrice de Lyapunov P (x) (4.1) est alors une fonction polynomiale de second dégré en x.
Et donc la fonction de Lyapunov 4.1 n'est plus une fonction de Lyapunov quadratique. Ce type
de fonction a été largement utilisée par Coutinho et.al [CTF02a, CTF02b, CBTS04, CFTD08]
dans un contexte de stabilité asymptotique sous le nom de �fonction de Lyapunov polynomiale".
Dans la suite, et conformément avec l'appellation dans [CTF02a, CTF02b], on l'utilise sous le
nom de fonction de Lyapunov polynomiale.
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4.3. Etude de la stabilité et de la stabilisation en temps �ni par fonction de Lyapunov polynomiale

Compte tenu des blocs de la matrice Ψ2, la matrice P peut être décomposée comme suit(
P1 P2

P T2 P0

)
(4.5)

où P0 = P T0 ∈ Rn×n, P2 ∈ Rn2×n, P1 = P T1 ∈ Rn2×n2
sont des matrices constantes à déterminer.

Ainsi, suivant les contraintes sur les matrices P0, P1 et P2, on distingue les 3 classi�cations
de la matrice P (x) :

(i) Si P0, P1 et P2 sont non nulles, alors P (x) est quadratique en x.

(ii) Si P0, P2 sont non nulles et P1 = 0, alors P (x) est a�ne en x.

(iii) Si P0 est non nulle, P1 = 0 et P2 = 0, alors P (x) est constante et V (x) est la fonction de
Lyapunov quadratique utilisée dans le chapitre précédent.

4.3 Etude de la stabilité et de la stabilisation en temps �ni par

fonction de Lyapunov polynomiale

Dans cette section, nous commençons par présenter une nouvelle approche pour l'analyse
de la stabilité en temps �ni des systèmes non linéaires quadratiques. Cette approche est basée
sur les fonctions de Lyapunov polynomiales. Les conditions sont exprimées en termes de LMIs.
Nous étendons ces résultats à l'analyse de la bornitude en temps �ni des systèmes quadratiques
perturbés. Dans un deuxième temps, avec la même approche, nous synthétisons des correcteurs
garantissant la stabilisation en temps �ni des systèmes non linéaires quadratiques non perturbés
et perturbés.

4.3.1 Conditions de stabilité en temps �ni des systèmes quadratiques

Dans un contexte de stabilité en temps �ni, l'utilisation des fonctions de Lyapunov poly-
nomiales conduit à des conditions moins pessimistes que les fonctions de Lyapunov quadra-
tiques [CTF02a, HBB08, CFTD08, TD14]. Amato et al. ont montré que l'utilisation des fonc-
tions de Lyapunov polyédriques [AAAC10] pour l'analyse et la synthèse en temps �ni est une
bonne alternative qui, en général, est moins conservative. Cependant, cette approche ne permet
pas d'exprimer les conditions en termes de LMIs, ce qui la rend non constructive. A�n de ré-
duire le conservatisme introduit par des fonctions de Lyapunov lors de l'étude de la stabilité
en temps �ni des systèmes quadratiques, nous proposons d'utiliser des fonctions de Lyapunov
polynomiales [CTF02a] (voir section 4.2).

Dé�nissons le vecteur ζ(x) comme suit

ζ(x) = Ψ2(x)x =

(
Π(x)

In

)
x =

(
Π(x)x

x

)
(4.6)

La fonction de Lyapunov (4.1) s'écrit

V (x) = ζT (x)Pζ(x) (4.7)

A�n de pouvoir appliquer le lemme 3.3.1, dérivons la fonction de Lyapunov (4.7) par rapport au
temps t

V̇ (x) = ζ̇(x)TPζ(x) + ζ(x)TP ζ̇(x) (4.8)
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Chapitre 4. Stabilisation en temps �ni des systèmes quadratiques via des fonctions de Lyapunov polynomiales

La dérivée ζ̇(x) de ζ(x) s'écrit :

ζ̇(x) =

(
Π(x)ẋ+ Π̇(x)x

ẋ

)
(4.9)

Pour déduire Π̇(x), notons que Π(x) s'écrit comme suit

Π(x) =
n∑
i=1

xiSi (4.10)

où Si est la i-ème colonne de la matrice S ∈ Rn2×n2
dé�nie par blocs comme suit :

S =


In×n 0n×n . . . 0n×n

0n×n In×n
. . .

...
...

. . . . . . 0n×n

0n×n . . . 0n×n In×n

 (4.11)

et donc Π̇(x) est donnée par

Π̇(x) =
n∑
i=1

Siẋi (4.12a)

=
n∑
i=1

Sisiẋ (4.12b)

où si est la i-ème ligne de In. Soit �nalement

ζ̇(x) = Θ(x)ẋ = Θ(x)A(x)x (4.13)

où Θ(x) est donnée par :

Θ(x) =

(
Π(x) +

∑n
i=1 Sixsi

In

)
. (4.14)

En posant

Π̃(x) =
n∑
i=1

Sixsi, (4.15)

Θ(x) s'écrit comme suit

Θ(x) =

(
Π(x) + Π̃(x)

In

)
. (4.16)

A�n d'exprimer ζ̇(x) en fonction de ζ(x), réécrivons A(x)x

A(x)x = (A0 +
n∑
i=1

xiAi)x (4.17a)
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4.3. Etude de la stabilité et de la stabilisation en temps �ni par fonction de Lyapunov polynomiale

=
(
A1 A2 . . . An A0

)


x1In

x2In
...

xnIn

In


x (4.17b)

=
(
A1 A2 . . . An A0

)(Π(x)

In

)
x (4.17c)

=
(
A1 A2 . . . An A0

)
Ψ2(x)x. (4.17d)

En tenant compte de (4.6), et en posant

A =
(
A1 A2 . . . An A0

)
, (4.18)

l'expression de A(x)x (4.17) s'écrit comme suit

A(x)x = Aζ(x) (4.19)

et donc ζ̇(x) (4.13) devient
ζ̇(x) = Θ(x)Aζ(x). (4.20)

Compte tenu de (4.8) et (4.20), nous déduisons

V̇ (x) = ATΘT (x)Pζ(x) + ζT (x)PΘ(x)Aζ(x) (4.21a)

= ζT (x)(ATΘT (x)P + PΘ(x)A)ζ(x)) (4.21b)

A�n d'énoncer un nouveau théorème garantissant la stabilité en temps �ni des systèmes linéaires
quadratiques à partir des fonctions de Lyapunov polynomiales, nous dé�nissons les matrices
suivantes

N =
(

0n×n2 In

)
(4.22a)

Na(x) =


x2In −x1In 0n . . . 0n

0n x3In −x2In . . .
...

...
. . . . . . . . .

...

0n . . . 0n xnIn −x(n−1)In

 (4.22b)

Ω1(x) =
(
−In2 Π(x)

)
(4.22c)

Ω2(x) =

 Ω1(x)(
Na(x) 0

) (4.22d)

Ω3(x) =

(
x −N
0 Ω1(x)

)
(4.22e)

105
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Il est facile de montrer que chaque matrice véri�e

Nζ(x) = x (4.23a)

Na(x)Π(x) = 0 (4.23b)

Ω1(x)ζ(x) = 0 (4.23c)

Ω2(x)ζ(x) = 0 (4.23d)

Ω3(x)

(
1

ζ(x)

)
= 0 (4.23e)

Ainsi, Ω1(x) et Ω2(x) sont deux annulateurs linéaires de ζ(x) et Ω3(x) est un annulateur de(
1

ζ(x)

)
.

Théorème 4.3.1 (Stabilité en temps �ni des systèmes quadratiques).
Étant donné deux polytopes P0 ⊂ P et un scalaire positif Tf , le système (3.3) est stable en temps
�ni par rapport à (P0,P, Tf ) s'il existe deux scalaires positifs α, µ, une matrice symétrique
P ∈ R(n+n2)×(n+n2), des matrices L,L2,M1, ...,Mq de dimensions appropriées tels que

P − 1

(γ + 1)γeαTf
In+n2 < 0 (4.24a)

P + LΩ1(x
(i)
P ) + Ω1(x

(i)
P )TLT > 0, ∀i = 1, .., p (4.24b)

Φ1(x
(i)
P ) + L2Ω2(x

(i)
P ) + Ω2(x

(i)
P )TLT2 < 0, ∀i = 1, .., p (4.24c)

Λk +MkΩ3(x
(i)
P ) + Ω3(x

(i)
P )TMT

k ≥ 0, ∀k ∈ {1, .., q},∀i ∈ {1, .., p} (4.24d)

avec

Φ1(x) = PΘ(x)A + ATΘ(x)TP − αP, (4.25a)

Λk =

(
2µ− 1 −µaTkN
−NTµak P

)
, ∀k ∈ {1, .., q}, (4.25b)

γ = max
i

∥∥∥(x
(i)
P0

)
∥∥∥2 . (4.25c)

Démonstration.
Dé�nissons la fonction de Lyapunov polynomiale comme dans (4.1)

V (x) = xTP (x)x. (4.26)

Soit E1 l'ensemble dé�ni par
E1 = {x ∈ Rn : V (x) ≤ 1}. (4.27)

Tout d'abord, nous allons montrer que la condition (4.24b) implique que V (x) est dé�nie positive.
En e�et, V (x) > 0 est équivalent à

ζ(x)TPζ(x) > 0,∀x ∈ P. (4.28)

Du fait que Ω1(x) est un annulateur de ζ, et en appliquant le lemme de Finsler, une condition
pour satisfaire (4.28) est l'existence d'une matrice L telle que

P + LΩ1(x) + Ω1(x)TLT > 0. (4.29)
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Du fait que Ω1(x) est a�ne par rapport aux variables x1, . . . , xn, et que le polytope P est convexe,
l'inégalité (4.29) est véri�ée pour tout x ∈ P si l'ensemble des LMIs (4.24b) est garanti. Et par
conséquent, les LMIs (4.24b) impliquent que V (x) est dé�nie positive.

Maintenant, montrons que les LMIs (4.24d) impliquent E1 ⊂ P. En e�et, vu la dé�ni-
tion (4.27) de l'ensemble E1 et la dé�nition (3.38) du polytope P, E1 ⊂ P est équivalent à

aTk x ≤ 1, ∀x : xTP (x)x ≤ 1, ∀k = 1, 2, ..., q. (4.30)

Cela revient à écrire que

2− aTk x− xTak ≥ 0 ∀x : 1− xTP (x)x ≥ 0, ∀k = 1, 2, ..., q (4.31)

qui n'est autre que(
1

x

)T (
2 −aTk
−ak 0

)(
1

x

)
≥ 0, ∀x :

(
1

x

)T (
1 0

0 −P (x)

)(
1

x

)
≥ 0, ∀k = 1, 2, ..., q

(4.32)
En appliquant la S-procédure (voir annexe A, il existe τ1 ∈ R+ tel que(

1

x

)T (
2− τ1 −aTk
−ak τ1P (x)

)(
1

x

)
≥ 0, ∀k = 1, 2, ..., q (4.33)

En posant µ = 1
τ1
, l'inégalité (4.33) est équivalente à(

1

x

)T (
2µ− 1 −µaTk
−µak P (x)

)(
1

x

)
≥ 0, ∀k = 1, 2, ..., q (4.34)

En développant (4.34), nous aurons

(2µ− 1)− µaTk x− µakxT + xTP (x)x ≥ 0 (4.35)

qui est équivalent à
(2µ− 1)− µaTkNζ − ζTNTµak + ζTPζ ≥ 0 (4.36)

qui n'est autre que(
1

ζ

)T (
2µ− 1 −µaTkN
−NTµak P

)(
1

ζ

)
≥ 0, ∀k = 1, 2, ..., q (4.37)

Par le lemme de Finsler, une condition pour satisfaire (4.37) est l'existence des matrices Mk

de dimensions appropriées telles que(
2µ− 1 −µaTkN
−NTµak P

)
+MkΩ3(x) + Ω3(x)TMT

k ≥ 0, ∀k = 1, 2, ..., q, ∀x ∈ P (4.38)

où Ω3(x) est donnée par (4.22e).
Par convexité de P et par linéarité de Ω3(x) par rapport aux composantes de x, nous déduisons

que les conditions (4.24d) sont équivalentes à (4.38), et donc ils impliquent

E1 ⊂ P (4.39)

107



Chapitre 4. Stabilisation en temps �ni des systèmes quadratiques via des fonctions de Lyapunov polynomiales

Maintenant, nous montrons que l'ensemble des conditions (4.24c) implique V̇ (x) − αV (x) < 0.
Vu l'expression (4.28) de V (x), et celle (4.21b) de V̇ (x), nous déduisons

V̇ (x)− αV (x) = ζT (x)Φ1(x)ζ(x),∀x ∈ P. (4.40)

Remarquons que Φ1(x) et ζ(x) dépendent tous deux de x. Pour tenir compte de cette dépendance
en x, nous proposons d'utiliser Ω2(x) comme annulateur de ζ. En e�et, Ω2(x) contient Ω1(x) et
une ligne de plus. Cela permet d'obtenir des résultats moins pessimistes [TD14]. En appliquant
le lemme de Finsler, une condition pour satisfaire (4.40) est l'existence d'une matrice L2 de
dimension adéquate telle que

Φ1(x) + L2Ω2(x) + Ω2(x)TLT2 < 0,∀x ∈ P (4.41)

qui est équivalente à (4.24c). Et par conséquent les conditions (4.24c) impliquent

V̇ (x)− αV (x) < 0. (4.42)

Il reste à montrer que (4.24a) garantit que V (x0))e
αTf < 1.

L'inégalité (4.42) implique

V (x) ≤ V (x(0))eαt < V (x(0))eαTf (4.43)

d'où

V (x(0))eαTf ≤ ζ(x(0))TPζ(x(0))eαTf (4.44a)

≤ λmax(P ) ‖ζ(x(0))‖2 eαTf (4.44b)

≤ λmax(P )max
i

∥∥∥ζ(x
(i)
P0

)
∥∥∥2 eαTf (4.44c)

Cherchons un majorant à
∥∥∥ζ(x

(i)
P0

)
∥∥∥2 :∥∥∥ζ(x

(i)
P0

)
∥∥∥2 ≤ (∥∥∥(x

(i)
P0

)
∥∥∥2 + 1

)∥∥∥(x
(i)
P0

)
∥∥∥2 . (4.45)

Posons max
i

∥∥∥(x
(i)
P0

)
∥∥∥2 = γ, nous pouvons écrire

max
i

∥∥∥ζ(x
(i)
P0

)
∥∥∥2 ≤ (γ + 1)γ (4.46)

et donc (4.44c) devient
V (x(0))eαTf ≤ λmax(P )(γ + 1)γeαTf . (4.47)

En imposant λmax(P )(γ + 1)γeαTf < 1, nous garantissons que V (x(0))eαTf < 1.
Notons qu'une contrainte LMI pour que (4.47) soit satisfaite est la condition (4.24a). Fina-

lement, nous déduisons que la contrainte LMI (4.24a) garantit que

V (x(0))eαTf < 1. (4.48)

En utilisant (4.24a), nous obtenons (i = 1, . . . , p)

ζ
(i)
P0

T
Pζ

(i)
P0
≤ λmax(P )

∥∥∥ζ(i)P0

∥∥∥2
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≤ λmax(P )max
i

∥∥∥ζ(i)P0

∥∥∥2
≤ λmax(P )(γ + 1)γeαTf

≤ 1 (4.49)

et, par convexité, l'inégalité (4.49) équivaut à

P0 ⊂ E1. (4.50)

Finalement, les conditions (4.24a), (4.24b), (4.24c) et (4.24d) garantissent respectivement les
conditions (4.39), (4.42), (4.48) et (4.50).

Ce qui �nit la démonstration.
�

4.3.1.1 Exemples numériques

Considérons le système (3.140) sans la perturbation extérieure w. Nous proposons de dé-
terminer la valeur maximale de Tf qui assure la stabilité en temps �ni, pour di�érents types
de matrices de Lyapunov. Ceci revient à résoudre, pour α �xé, un problème d'optimisation du
paramètre Tf sous les contraintes du théorème 4.3.1.

En posant β = e−αTf , la condition (4.24a) du théorème 4.3.1 où le paramètre Tf apparaît
peut être transformée comme suit

P − β

(γ + 1)γ
In+n2 < 0 (4.51)

Ainsi le problème de maximisation de Tf sous contraintes se transforme en un problème de
minimisation de β sous contraintes, comme suit

minimiser
0<β<1

β

sous (4.51), (4.24b), (4.24c) et (4.24d).
(4.52)

A�n d'illustrer l'e�et du choix de la matrice de Lyapunov P sur la valeur maximale de Tf
obtenue à partir du théorème 4.3.1, nous considérons les di�érents types de matrice de Lyapunov
suivantes :

Cas 1 P0, P1 et P2 sont libres, c-à-d P (x) est quadratique en x.

Cas 2 P0, P1 sont libres et P2 = 0, c-à-d P (x) est quadratique en x. Sachant que, dans ce deuxième
cas, la matrice P (x) ne possède que des termes d'ordre 2 et d'ordre 0 en x.

Cas 3 P0, P2 sont libres et P1 = 0, c-à-d P (x) est a�ne en x.

Cas 4 P0 est libre, P1 = 0 et P2 = 0, c-à-d P (x) est constante.

En optimisant Tf pour les 4 types de fonctions de Lyapunov précédentes, nous obtenons les
résultats regroupés dans le tableau 4.1

Nous remarquons une augmentation de maxTf en allant d'une fonction de Lyapunov poly-
nomiale moins générale vers une fonction de Lyapunov polynomiale plus générale.

Une simulation est e�ectuée en considérant 10000 états initiaux génerés aléatoirement dans le
polytope P0. Ensuite, en considérant l'ensemble de toutes les trajectoires x(t) issues de ces 10000
états initiaux, le maximum de la valeur absolue de chaque composante xi(t) de x(t) à chaque
instant est tracé dans la �gure 4.1. Cette �gure montre que le premier instant où la trajectoire de
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P(x) maxTf

Cas 1 7.1035

Cas 2 7.0681

Cas 3 6.5698

Cas 4 2.4732

Table 4.1 � Valeurs maximales de Tf obtenues pour di�érents types de P (x)
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Figure 4.1 � Réponse du système en boucle ouverte

max |x1(t)| atteint 5 est 8.92 secondes. Ce qui est bien supérieur à toutes les valeurs de maxTf
des di�érents cas présentés dans le tableau 4.1.

Dans le tableau 4.2, nous présentons les valeurs propres et la valeur propre maximale de la
matrice P pour les di�érentes cas.

Le vecteur des valeurs propres de la matrice P dans les cas 1, 2 et 3 montre des valeurs
négatives. P n'est pas contrainte à être dé�nie positive comme le montre la condition (4.24b) du
théorème 4.3.1.

Le domaine E1 (4.27) est présenté dans la �gure 4.2. On remarque que le domaine E1 est une
ellipsoïde seulement dans le cas 4 correspondant à la matrice P (x) constante. La forme de E1
n'est pas une ellipsoïde dans les cas 1, 2, 3.

4.3.2 Conditions de bornitude en temps �ni des systèmes quadratiques

Considérons le système perturbé suivant décrit par

ẋ = A(x)x+ E(x)w, x(0) = x0. (4.53)

La matrice A(x) ∈ Rn×n est donnée par (3.4), et la matrice E(x) ∈ Rn×` est dé�nie comme suit

E(x) = E0 +
n∑
i=1

xiEi (4.54)
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P(x) Spectre de P λmax(P )

Cas 1

[
−0.047687 −0.034227 −0.00017715 0.014911

0.049979 0.16646 0.30092 0.91323

0.91457 0.91795 0.92623 0.92792
] 0.92792

Cas 2

[
−0.0097358 −0.00071869 0.0011463 0.0272

0.034175 0.14295 0.23927 0.92974

0.93062 0.93893 0.94354 0.94454
] 0.94454

Cas 3

[
−0.016202 −0.0089434 −0.0016494 −2.3843× 10−18

−4.7978× 10−19−3.6623× 10−20 6.8709× 10−21 2.1591× 10−19

1.0491× 10−18 0.048013 0.27151 1.2118
] 1.2118

Cas 4

[
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0.0399 0.88005 9.3937
] 9.3937

Table 4.2 � Spectre et valeur propre maximale de P pour di�érents types de P (x)

Figure 4.2 � Domaine E1 pour di�érents types de fonctions de Lyapunov

avec Ei ∈ Rn×` (i = 0, 1, . . . , n) sont des matrices constantes et réelles.

Dé�nissons les matrices suivantes

G(x) =

(
In2 −(Π(x) + Π̃(x))

0 In

)
(4.55a)

H(x) =

(
0

A

)
(4.55b)

111



Chapitre 4. Stabilisation en temps �ni des systèmes quadratiques via des fonctions de Lyapunov polynomiales

H1(x) =

(
0

E(x)

)
(4.55c)

Nb(x) =

(
Na 0

−In2 Π(x)

)
(4.55d)

Le théorème suivant donne des conditions su�santes pour garantir la bornitude en temps �ni
du système (4.53)

Théorème 4.3.2 (Bornitude en temps �ni d'un système quadratique).

Étant donné deux polytopes P0, P1, l'ensemble de perturbations W2
d (1.46) et un réel positif

Tf , le système (4.53) est borné en temps �ni par rapport à (P0,P1,W2
d , Tf ) s'il existe des sca-

laires positifs α,µ, µ1, µ2, une matrice symétrique P ∈ R(n+n2)×(n+n2), une matrice symétrique,
dé�nie positive Pw ∈ R`×`, des matrices L11, L12, L21, L22, L31, L32, L2,M1, ...,Mq de dimensions
appropriées tels que,

P < µ1In+n2 (4.56a)

Pw < µ2I` (4.56b)

(µ1γ(γ + 1) + dµ2) e
αTf − 1 < 0 (4.56c)

P + LΩ1(x
(i)
P ) + Ω1(x

(i)
P )TLT , > 0,∀i = 1, .., p (4.56d)

Γ(x
(i)
P ) < 0,∀i = 1, .., p (4.56e)

Λk +MkΩ3(x
(i)
P ) + Ω3(x

(i)
P )TMT

k ≥ 0,∀k ∈ {1, .., q},∀i ∈ {1, .., p}, (4.56f)

où

Γ(x) =


Γ11(x) Γ12(x) Γ13(x)

ΓT12(x) Γ22(x) Γ23(x)

ΓT13(x) ΓT23(x) Γ33(x)

 (4.57a)

Γ11(x) = −L11G(x)−GT (x)LT11 (4.57b)

Γ12(x) = P + L11H(x) + L12Nb(x)−GT (x)LT21 (4.57c)

Γ13(x) = L11H1(x)−G(x)LT31 (4.57d)

Γ22(x) = −αP + L21H(x) + L22Nb(x) +HT (x)LT21 +N T
b (x)LT22 (4.57e)

Γ23(x) = L21H1(x) +HT (x)LT31 +N T
b (x)LT32 (4.57f)

Γ33(x) = −Pw + L31H1(x) +HT
1 (x)LT31 (4.57g)

Démonstration. Dé�nissons la fonction de Lyapunov comme dans (4.26) et l'ensemble E1 comme
dans (4.27).

En suivant la même démarche que la démonstration précédente, il ne reste à montrer que

V̇ (x)− αV (x)− wTPww < 0 (4.58)

V̇ (x)− αV (x)− wTPww = ζ̇T (x)Pζ(x) + ζ(x)TP ζ̇(x)− αζT (x)Pζ(x)wTPww (4.59a)
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=
(
ζ̇T (x) ζ(x)T wT

)
0 P 0

P −αP 0

0 0 −Pw



ζ̇(x)

ζ(x)

w

 (4.59b)

L'équation (4.53) s'écrit comme suit

−ẋ+A(x)x+ E(x)w = 0 (4.60)

Rappelons que A(x)x = Aζ(x) et l'expression (4.22a) de la matrice N . Nous en déduisons

−Nζ̇ + Aζ(x) + E(x)w = 0 (4.61)

En outre, remarquons que (
In2 −(Π(x) + Π̃(x))

)
ζ̇(x) = 0 (4.62a)(

Na 0
)
ζ(x) = 0 (4.62b)(

−In2 Π(x)
)
ζ(x) = 0 (4.62c)

Nous déduisons

Nt(x) =

(
−G H H1

0 Nb 0

)
ζ̇(x)

ζ(x)

w

 = 0 (4.63)

donc Nt(x) est un annulateur de


ζ̇(x)

ζ(x)

w


Par le lemme de Finsler, une condition pour garantir V̇ (x) − αV (x) − wTPww < 0 est

l'existence d'une matrice L2 =


L11 L12

L21 L22

L31 L32

 telle que


0 P 0

P −αP 0

0 0 −Pw

+ LNt(x) +N T
t (x)LT < 0. (4.64)

En développant et par convexité du polytope P1, nous obtenons exactement la condition (4.56e).
�

4.3.2.1 Exemple numérique

Considérons l'exemple numérique (3.140) de la section précédente. Fixons d = 0.3, nous
allons déterminer pour chaque type de fonction de Lyapunov la valeur maximale de Tf . Pour
déterminer la valeur maximale de Tf , nous résolvons numériquement un problème d'optimisa-
tion sous contraintes pour di�érents types de fonctions de Lyapunov. En posant β = e−αTf , la
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condition (4.56c) du théorème 4.3.2, où le paramètre Tf apparaît, peut être transformée comme
suit

(µ1γ(γ + 1) + dµ2)− β < 0. (4.65)

Ainsi le problème de maximisation de Tf sous contraintes se transforme en un problème de
minimisation de β sous contraintes, comme suit

minimiser
0<β<1

β

sous (4.56a), (4.56b), (4.56d), (4.56e) (4.56f) et (4.65).
(4.66)

Notons que le théorème 3.3.2 de bornitude en temps �ni avec une matrice de Lyapunov
constante et le théorème 4.3.2 utilisent deux représentations di�érentes du même système qua-
dratique.

Nous appliquons la même procédure d'optimisation de Tf (4.66) au théorème 3.3.2, avec
et sans annulateur. Pour bien présenter les résultats, nommons Cas 5 le cas correspondant à
l'optimisation déduite du théorème 3.3.2 avec annulateur (L à déterminer), et le Cas 6 celui
correspondant à l'optimisation déduite du même théorème sans annulateur (L = 0).

P(x) α max maxTf

Cas 1 1.3 2.245

Cas 2 1.3 2.044

Cas 3 1.3 2.029

Cas 4 3.1 0.94929

Cas 5 1.9 1.1204

Cas 6 3.1 0.9544

Table 4.3 � Valeur maximale de maxTf pour di�érentes types de P (x)

Le tableau 4.3 montre que la valeur maximale de maxTf est obtenue grâce à une fonction
polynomiale pleine. L'utilisation d'une fonction de Lyapunov a�ne montre de meilleurs résultat
par rapport à une fonction de Lyapunov constante, que ce soit en utilisant un annulateur ou sans
annulateur.

Une simulation est e�ectuée en considérant 10000 états initiaux générés aléatoirement dans
le polytope P0. La perturbation est donnée par w(t) =

√
2.4e−t sin(t). Ensuite, en considérant

l'ensemble de toutes les trajectoires x(t) issues de ces 10000 états initiaux, le maximum de la
valeur absolue de chaque composante xi(t) de x(t) à chaque instant est tracé dans la Figure 4.1.
Cette �gure montre que le premier instant où la trajectoire de max |x1(t)| atteint 5 est 3.44
secondes, ce qui est bien strictement supérieur à toutes les valeurs de maxTf des di�érents cas
présentés dans le tableau 4.3.

Dans cette section, nous avons développé une nouvelle approche basée sur des fonctions de
Lyapunov polynomiales pour déduire des nouvelles conditions garantissant la stabilité en temps
�ni et la bornitude en temps �ni des systèmes nonlinéaires quadratiques. Ces nouvelles conditions
étaient exprimées en termes de LMIs. A travers des exemples numériques, nous avons montré
que notre approche basée sur des fonctions de Lyapunov polynomiales est moins pessimiste que
l'approche basée sur des fonctions de Lyapunov quadratiques.

Dans la suite nous étendons l'approche basée sur des fonctions de Lyapunov polynomiales
pour synthétiser des correcteurs assurant la stabilisation en temps �ni des systèmes quadratiques
non perturbés et perturbés.
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Figure 4.3 � Réponse du système en boucle ouverte

4.3.3 Stabilisation en temps �ni des systèmes quadratiques par retour d'état

non linéaire

Dans cette section nous essayons de développer de nouvelles conditions garantissant la sta-
bilisation en temps �ni des systèmes quadratiques perturbés et non perturbés. Pour cela nous
utilisons des fonctions de Lyapunov polynomiales. Dans un premier temps nous nous intéressons
au problème de stabilisation en temps �ni des systèmes quadratiques non perturbés. Dans un
deuxième temps nous étudions le problème de stabilisation avec bornitude en temps �ni des sys-
tèmes quadratiques perturbés. Dans les deux cas, nous aboutissons à des conditions exprimées
en termes de BMIs. Pour une résolution pratique de ces BMIs, nous proposons un algorithme
original dans le contexte de stabilité en temps �ni. Nous �nissons cette section par des exemples
numériques. Ces derniers montrent l'e�cacité de notre approche basée sur des fonctions de Lya-
punov polynomiales ainsi que la méthodologie proposée pour une mise en oeuvre pratique.

4.3.3.1 Stabilisation en temps �ni

Dans la suite, les résultats donnés par le théorème 4.3.1 sont étendus à la stabilisation en
temps �ni des systèmes non linéaires quadratiques. Pour cela considérons le système quadratique
suivant

ẋ = A(x)x+B(x)u, x(0) = x0. (4.67)

La matrice A(x) ∈ Rn×n est donnée par (3.4), et la matrice B(x) ∈ Rn×m est dé�nie comme suit

B(x) = B0 +
n∑
i=1

xiBi (4.68)

où Bi (i = 0, 1, . . . , n) sont des matrices constantes et réelles, x ∈ P ⊂ Rn est le vecteur d'état,
u ∈ Rm est le vecteur de commande, x0 ∈ P0 ⊂ Rn, P0 et P sont des régions polytopiques de
l'espace d'état telles que P0 ⊂ P.

Pour stabiliser le système dynamique en boucle ouverte (4.67), l'entrée de commande u ∈ Rm
est dé�nie par

u = K(x)x (4.69)
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avec

K(x) = K0 +
n∑
i=1

xiKi (4.70)

où Ki (i = 0, 1, . . . , n) sont des matrices réelles et constantes à déterminer.
Vu les équations (4.67) et (4.70), le système en boucle fermée est donné par

ẋ = [A(x) +B(x)K(x)]x. (4.71)

Remarquons que A(x) et K(x) s'écrivent comme suit

A(x) = AΨ2(x) (4.72a)

K(x) = KΨ2(x) (4.72b)

où Ψ2 est donné par (4.3) et

A =
(
A1 A2 . . . An A0

)
(4.73a)

K =
(
K1 K2 . . . Kn K0

)
(4.73b)

alors (4.71) devient
ẋ = [A +B(x)K]Ψ2(x)x. (4.74)

Nous dé�nissons les matrices suivantes.

G(x) =

(
In2 −(Π(x) + Π̃(x))

0 In

)
(4.75a)

H̃(x) =

(
0

A +B(x)K

)
(4.75b)

Nb(x) =

(
Na 0

−In2 Π(x)

)
(4.75c)

Le théorème suivant donne des conditions su�santes pour déterminer la matrice gain K(x)
qui garantit la stabilité en temps �ni du système (4.71).

Théorème 4.3.3 (Stabilisation en temps �ni des systèmes quadratiques).
Étant donné deux polytopes P0, P et un scalaire positif Tf , le système (4.71) est stable en temps
�ni par rapport à (P0,P, Tf ) s'il existe des scalaires positifs α,µ, une matrice symétrique P ∈
R(n+n2)×(n+n2), des matrices L,L11, L12, L21, L22,M1, ...,Mq,K de dimensions appropriées tels
que

P − 1

(γ + 1)γeαT0
In+n2 < 0 (4.76a)

P + LΩ1(x
(i)
P ) + Ω1(x

(i)
P )TLT , > 0, ∀i = 1, .., p (4.76b)

Λ(x
(i)
P ) < 0, ∀i = 1, .., p (4.76c)

Λk +MkΩ3(x
(i)
P ) + Ω3(x

(i)
P )TMT

k ≥ 0, ∀k ∈ {1, .., q},∀i ∈ {1, .., p} (4.76d)
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avec

Λ(x) =

(
Λ11 Λ12

ΛT12 Λ22

)
(4.77a)

Λ11(x) = −L11G(x)−GT (x)LT11 (4.77b)

Λ12(x) = P + L11H̃(x) + L12Nb(x)−GT (x)LT21 (4.77c)

Λ22(x) = −αP + L21H̃(x) + L22Nb(x) + H̃T (x)LT21 +N T
b (x)LT22 (4.77d)

Λk =

(
2µ− 1 −µaTkN
−NTµak P

)
, ∀k ∈ {1, .., q} (4.77e)

γ = max
i

∥∥∥(x
(i)
P0

)
∥∥∥2 (4.77f)

Démonstration.
Dé�nissons la fonction de Lyapunov polynomiale comme dans (4.1)

V (x) = xTP (x)x (4.78a)

= ζT (x)Pζ(x). (4.78b)

Soit E1 l'ensemble dé�ni comme en (4.27) par

E1 = {x ∈ Rn : V (x) ≤ 1}. (4.79)

Grâce au lemme de Finsler, la condition (4.76b) garantit que V (x) > 0. Dérivons V (x) par
rapport au temps, nous obtenons

V̇ (x) = ζ̇T (x)Pζ(x) + ζ(x)TP ζ̇(x) (4.80)

et donc

V̇ (x)− αV (x) = ζ̇T (x)Pζ(x) + ζ(x)TP ζ̇(x)− αζT (x)Pζ(x) (4.81a)

=
(
ζ̇T (x) ζ(x)T

)(0 P

P −αP

)(
ζ̇(x)

ζ(x)

)
. (4.81b)

Du fait de l'équation (4.74) et de l'expression (4.22a) de la matrice N , nous déduisons

[A +B(x)K]Ψ2(x)x− ẋ = 0 (4.82a)

−Nζ̇(x) + [A +B(x)K]ζ(x) = 0. (4.82b)

De plus, remarquons que (
In2 −(Π(x) + Π̃(x))

)
ζ̇(x) = 0 (4.83a)(

Na 0
)
ζ(x) = 0 (4.83b)(

−In2 Π(x)
)
ζ(x) = 0. (4.83c)

Nous déduisons

Nt(x) =

(
−G H̃

0 Nb

)(
ζ̇(x)

ζ(x)

)
= 0 (4.84)
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donc Nt(x) est un annulateur de

(
ζ̇(x)

ζ(x)

)
= 0.

Et par le lemme de Finsler, une condition pour garantir V̇ (x) − αV (x) < 0 est l'existence

d'une matrice L2 =

(
L11 L12

L21 L22

)
telle que

(
0 P

P −αP

)
+ L2Nt(x) +N T

t (x)LT2 < 0. (4.85)

En développant et par convexité du polytope P, nous obtenons exactement la condition (4.76c).
Comme déjà vu dans la démonstration du théorème 4.3.1, la condition (4.76d) garantit que
E1 ⊂ P, et la condition (4.76a) garantit que P0 ⊂ E1 et que chaque trajectoire qui commence
dans P0 ne quitte pas E1. Ce qui �nit la démonstration. �

En posant β = e−αTf , la condition (4.76a) du théorème 4.3.3 où le paramètre Tf apparaît
peut être transformée comme suit

P − β

(γ + 1)γ
In+n2 < 0. (4.86)

Ainsi le problème de maximisation de Tf sous contraintes se transforme en un problème de
minimisation de β sous contraintes comme suit

minimiser
0<β<1

β

sous (4.86), (4.76b), (4.76c) et (4.76d).
(4.87)

La condition (4.76c) du théorème 4.3.3 n'est pas une condition convexe à cause de pro-
duits des variables inconnues à déterminer L11 et K �gurant dans H̃ d'une part, et L21 et K
d'autre part. Ainsi, à cause de la bilinéarité des variables �gurant dans la condition (4.76c),
les deux problèmes 4.3.3 et (4.87) sont deux problèmes d'optimisation sous contraintes BMIs
(Bilinear Matrix Inequalities). Les problèmes BMIs sont des problèmes NP-di�ciles. Cela signi-
�e que tout algorithme qui résoud un problème BMI n'est pas un algorithme à complexité en
temps polynomial [VB00, Sco14]. Il existe di�érentes approches pour résoudre un problème d'op-
timisation sous contraintes BMIs. On peut les classer en deux grandes approches : l'approche
globale [FK01], [GSP94], [TA00], [YH98] et l'approche locale [GS96], [HHB99], [IT01], [Iwa99]. La
plupart des algorithmes globaux sont des variantes de l'algorithme dit �Branch and Bound" [FK01].
La di�culté majeure des algorithmes globaux est la complexité de calcul. Tous ces algorithmes
ont une complexité de calcul non polynomiale. En conséquence, l'approche globale n'est appli-
cable que pour des problèmes avec un nombre réduit de variables de décision [TA00]. Le plupart
des algorithmes locaux existants sont moins contraignants du point de vue complexité de calcul
que ceux de l'approche globale [VB00]. Cependant, ils dépendent des valeurs initiales à attribuer
aux variables de problème. De ce fait, la convergence vers l'optimum global n'est pas garan-
tie [VB00] [GJ79], [PS82a]. Plusieurs chercheurs ont proposé di�érentes méthodes relatives à
l'approche locale [GS96], [HHB99], [IT01], [Iwa99]. Cependant l'idée la plus simple découle du
fait qu'en �xant certaines variables y, la BMI devient convexe par rapport aux variables restantes
x et vice versa. Et par itération entre ces deux étapes, la BMI peut converger [Iwa99].

Dans la suite, nous proposons une méthode itérative basée sur cette simple idée pour ré-
soudre le problème d'optimisation 4.3.3. En, général, la di�culté réside dans la détermination
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des valeurs initiales de Tf0, de K et de L11, L12 pour entamer la procédure de résolution itéra-
tive du problème d'optimisation sous contraintes BMIs. Pour cette étape d'initialisation, nous
proposons une procédure adéquate en contexte de stabilité en temps �ni : En e�et, dans une
prémière étape nous déterminons la valeur maximale de Tf0 et L11, L12 garantissant la stabilité
en temps �ni du système en boucle ouverte en résolvant le problème d'optimisation (4.52). Dans
une seconde étape, et pour Tf0 et L11, L12 déduits de l'étape précédente, nous déterminons K
assurant la stabilisation en temps �ni du système en boucle fermée par rapport à (P0,P, Tf0) par
résolution des LMIs (4.76a), (4.76b), (4.76c) et (4.76d). L'étape 3 consiste en la détermination de
nouveau, de L11, L12 en résolvant les LMIs (4.76a), (4.76b), (4.76c) et (4.76d) pour K déduite de
l'étape 2. Dans la quatrième étape, nous optons à la détermination de Tf0 et de K par résolution
des LMIs (4.76a), (4.76b), (4.76c) et (4.76d). A la �n de cette procédure d'initialisation, nous
possédons des valeurs initiales de Tf0, L11, L12 et K, et nous pouvons commençer notre procé-
dure itérative qui comporte trois étapes. Dans la prémière étape nous déterminons, L11, L12 en
résolvant les LMIs (4.76a), (4.76b), (4.76c) et (4.76d) sachant Tf0 et K. Dans la deuxième étape,
nous résolvons les LMIs (4.76a), (4.76b), (4.76c) et (4.76d) pour déterminer de nouveau Tf0 et
K. Dans la troisième étape, nous incrémentons Tf0 par un ε1 > 0 très petit et �xé à l'avance.
Nous itérons ces trois étapes jusqu'à ce que Tf0 > Tf + ε, où ε est un nombre très petit, astuce
numérique assurant que Tf0 ≥ Tf .
Algorithme 4.3.1.

� Etape 0.
Fixer (P0,P, d, Tf ).

� Etape 1.
Déterminer Tf0 et L11, L12, L21, L22 par résolution du problème (4.52).

� Etape 2.
Pour Tf0, L11 et L21 déduit de Étape 1, déterminer K par résolution des LMIs (4.76a), (4.76b),

(4.76c) et (4.76d).

� Etape 3.
Pour Tf0 déduit de Étape 1 etK déduit de Étape 2, déterminer L11, L12, L21, L22 par résolution

des LMIs (4.76a), (4.76b), (4.76c) et (4.76d).

� Etape 4.
PourL11 et L21 déduit de Étape 3, déterminerK par résolution des LMIs (4.76a), (4.76b), (4.76c)

et (4.76d).

� Etape 5.
while Tf0 < Tf + ε do
Tf0 + ε1
Etape 3.
Etape 4.
end while

4.3.3.2 Stabilisation en temps �ni avec bornitude en temps �ni

Dans la suite, les résultats donnés par le théorème 4.3.3 sont étendus à la stabilisation avec
bornitude en temps �ni des systèmes non linéaires quadratiques perturbés. Pour cela, considérons
le système quadratique suivant

ẋ = A(x)x+B(x)u+ E(x)w, x(0) = x0. (4.88)
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Pour stabiliser le système dynamique en boucle ouverte (4.88), l'entrée de commande u ∈ Rm
est remplacée comme dans (4.69) par

u = K(x)x (4.89)

Pour énoncer le théorème garantissant la stabilisation avec bornitude en temps �ni, dé�nissons
les matrices suivantes

G(x) =

(
In2 −(Π(x) + Π̃(x))

0 In

)
(4.90a)

H̄(x) =

(
0

A +B(x)K

)
(4.90b)

H1(x) =

(
0

E(x)

)
(4.90c)

Nb(x) =

(
Na 0

−In2 Π(x)

)
(4.90d)

Théorème 4.3.4 (stabilisation avec bornitude en temps �ni des systèmes quadratiques).
Étant donné deux polytopes P0, P1, l'ensemble W2

d et un réel positif Tf , le système (4.53) est
borné en temps �ni par rapport à (P0,P1,W2

d , Tf ) s'il existe des scalaires positifs α, µ, µ1, µ2,
une matrice symétrique P ∈ R(n+n2)×(n+n2), une matrice symétrique dé�nie positive Pw ∈ R`×`,
des matrices L11, L12, L21, L22, L31, L32, L,M1, ...,Mk,K de dimensions appropriées tels que

P < µ1In+n2 (4.91a)

Pw < µ2I` (4.91b)

(µ1γ(γ + 1) + dµ2) e
αTf − 1 < 0 (4.91c)

P + LΩ1(x
(i)
P ) + Ω1(x

(i)
P )TLT , > 0,∀i = 1, .., p (4.91d)

Γ(x
(i)
P ) < 0,∀i = 1, .., p (4.91e)

Λk +MkΩ3(x
(i)
P ) + Ω3(x

(i)
P )TMT

k ≥ 0,∀k ∈ {1, .., q},∀i ∈ {1, .., p} (4.91f)

où

Γ(x) =


Γ11(x) Γ12(x) Γ13(x)

ΓT12(x) Γ22(x) Γ23(x)

ΓT13(x) ΓT23(x) Γ33(x)

 (4.92a)

Γ11(x) = −L11G(x)−GT (x)LT11 (4.92b)

Γ12(x) = P + L11H̄(x) + L12Nb(x)−GT (x)LT21 (4.92c)

Γ13(x) = L11H1(x)−G(x)LT31 (4.92d)

Γ22(x) = −αP + L21H̄(x) + L22Nb(x) + H̄T (x)LT21 +N T
b (x)LT22 (4.92e)

Γ23(x) = L21H1(x) + H̄T (x)LT31 +N T
b (x)LT32 (4.92f)

Γ33(x) = −Pw + L31H1(x) +HT
1 (x)LT31 (4.92g)

Démonstration. La démonstration est la même que la démonstration 4.3.2 �
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En posant β = e−αTf , la condition (4.91c) du théorème 4.3.4 où le paramètre Tf apparaît
peut être transformée comme suit

(µ1γ(γ + 1) + dµ2)− β < 0 (4.93)

Ainsi le problème de maximisation de Tf sous contraintes se transforme en un problème de
minimisation de β sous contraintes, comme suit

minimiser
0<β<1

β

sous (4.91a), (4.91b), (4.91d), (4.91e) (4.91f) et (4.93)
(4.94)

Le théorème 4.3.4 et le problème (4.94) sont deux problèmes d'optimisation sous contraintes
BMIs. Pour résoudre ce deux problèmes, nous procédons de la même manière que l'algorithme 4.3.1.
L'algorithme de résolution peut être résumé comme suit

Algorithme 4.3.2.

� Etape 0.
Fixer (P0,P, Tf ).

� Etape 1.
Déterminer Tf0 et L11, L21, L31 par résolution du problème (4.66).

� Etape 2.
Pour Tf0, et L11, L21, L31 déduit de Étape 1, déterminerK par résolution des LMIs (4.91a), (4.91b),

(4.91c), (4.91d), (4.91e) et (4.91f).

� Etape 3.
Pour Tf0 déduit de Étape 1 et K déduit de Étape 2, déterminer L11, L21, L31 par résolution

des LMIs (4.91a), (4.91b), (4.91c), (4.91d), (4.91e) et (4.91f).

� Etape 4.
Pour L11, L21, L31 déduit de Étape 3, déterminer K par résolution des LMIs (4.91a), (4.91b),

(4.91c), (4.91d), (4.91e) et (4.91f).

� Etape 5.
while Tf0 < Tf + ε do
Tf0 + ε1
Etape 3.
Etape 4.
end while

4.3.4 Exemples numériques

Considérons le système non linéaire quadratique (3.140). Soient P0 = [−0.4, 0.4]×[−0.4, 0.4]×
[−0.4, 0.4], P1 = [−5, 5]× [−5, 5]× [−5, 5], Tf = 8 et d = 1.6. Appliquons l'algorithme 4.3.2 pour
résoudre le problème 4.3.4 pour une fonction de Lyapunov polynomiale. La simulation de l'al-
gorithme 4.3.2 prouve que le système (3.140) est stabilisable en temps �ni avec bornitude en
temps �ni par rapport à P0 = [−0.4, 0.4] × [−0.4, 0.4] × [−0.4, 0.4], P1 = [−5, 5] × [−5, 5] ×
[−5, 5], Tf = 8, d = 1.6. La courbe 4.4 montre quelques trajectoires du système (3.140) corres-
pondants à des conditions initiales choisis aléatoirement dans P0. La perturbation est donnée
par w(t) = 2e−0.5t sin(t). Ces trajectoires ne sortent pas de l'ensemble E1 et par suite, elles ne
quittent pas P1 pendant [0, Tf ].
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La matrice K du correcteur est donnée par

K =

[
0.042073 0.0073788 0.25757 0.023714 0.031905 0.22366

0.01689 0.022128 0.28269 −14.948 −18.788 −114.88
] (4.95)

et on déduit les matrices gains K0,K1,K2,K3 du correcteur u(x) = K(x)x (4.89) :

KT
0 = K(:, 1 : 3)T =


0.042073

0.0073788

0.25757

 , KT
1 = K(:, 4 : 6)T =


0.023714

0.031905

0.22366

 , (4.96a)

KT
2 = K(:, 7 : 9)T =


0.01689

0.022128

0.28269

 KT
3 = K(:, 10 : 12)T =


−14.948

−18.788

−114.88

 (4.96b)

Figure 4.4 � Trajectoires du système en boucle fermée
A�n d'illustrer la FTB obtenue par le correcteur (4.96), une simulation est e�ectuée en

considérant 10000 états initiaux aléatoires dans le polytope P0. La perturbation est donnée par
w(t) = 2e−0.5t sin(t). En considérant l'ensemble de toutes les trajectoires x(t) issues de ces 10000
conditions initiales choisies aléatoirement dans P0, le maximum de la valeur absolue de chaque
composante xi(t) de x(t) à chaque instant est tracé dans la �gure 4.5. Ces maxima n'excèdent
pas 5 durant l'intervalle de temps prescrit [0, 8].

La �gure ?? donne la courbe de la commande u pour stabiliser une trajectoire du sys-
tème (3.140) issue d'une condition initiale générée aléatoirement.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, quatre problèmes ont été résolus. Les deux premiers problèmes étaient le
problème de stabilité en temps �ni et le problème de bornitude en temps �ni via des fonctions
de Lyapunov polynomiales. Dans les deux cas, les résultats obtenus sont exprimés en termes de
LMIs. Ces résultats étaient testés sur un exemple numérique. Le fait de considérer une fonction
de Lyapunov polynomiale conduit à des résultats moins conservatifs qu'avec des fonctions de
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Figure 4.5 � Réponse du système en boucle fermée

0 1 2 3 4 5 6 7 8
−35

−30

−25

−20

−15

−10

−5

0

5

t (sec)

u

temps (sec)

u
(t
)

Figure 4.6 � Commande

Lyapunov quadratiques. Le troisième problème et le quatrième problème considérés étaient res-
pectivement le problème de stabilisation en temps �ni et celui de la stabilisation en temps �ni
avec bornitude en temps �ni via des fonctions de Lyapunov polynomiales. Dans les deux cas, les
résultats de synthèse sont exprimés en termes de BMIs. Une approche originale dans le contexte
de stabilité en temps �ni a été proposée dans chaque cas a�n de résoudre de manière itérative
les contraintes BMIs. Cette procédure a été validée par un exemple numérique.
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Conclusion générale et perspectives

Ce mémoire de thèse est consacré à de nouveaux théorèmes pour l'analyse de la stabilité en
temps �ni et pour la synthèse de nouveaux correcteurs assurant la stabilisation en temps �ni des
systèmes linéaires invariants et continus, ainsi que pour une classe de systèmes non linéaires, à
savoir les systèmes quadratiques.

Dans la première partie de cette thèse, nous avons rappelé les concepts de stabilité les plus
utilisés dans la littérature, à savoir la stabilité au sens de Lyapunov, la stabilité asymptotique
et la stabilité exponentielle. Dans des situations pratiques, il s'avère que la stabilité au sens
de Lyapunov n'est pas appropriée. Ainsi nous avons rappelé le concept de stabilité pratique et
surtout de stabilité en temps �ni. Di�érents résultats garantissant la stabilité en temps �ni et la
stabilisation en temps �ni des systèmes linéaires ont été cité dans cette première partie.

Dans la deuxième partie de cette thèse, nous nous sommes focalisés sur l'analyse de la borni-
tude en temps �ni des systèmes linéaires perturbés via l'approche descripteur. Le but est d'utiliser
cette approche pour la synthèse d'un correcteur FTB par retour de sortie dynamique. Dans un
deuxième temps, nous avons étendu ces résultats à la synthèse d'un correcteur H∞-FTB par
retour de sortie dynamique pour les systèmes linéaires. On montre que les conditions, exprimées
sous forme LMIs, sont moins pessimistes que celles obtenues via l'approche classique. Nous avons
�ni cette partie en traitant la commande H∞ basée sur un observateur H∞ assurant la stabili-
sation en temps �ni d'un système linéaire. Tout les résultats de cette partie ont été validés par
des exemples numériques.

La troisième partie de cette thèse est consacrée à l'étude de la stabilité en temps �ni, bornitude
en temps �ni, stabilisation en temps �ni et stabilisation en temps �ni avec bornitude en temps
�ni des systèmes quadratiques via des fonctions de Lyapunov quadratiques. D'abord nous avons
introduit deux lemmes garantissant respectivement la stabilité en temps �ni et la bornitude en
temps �ni des systèmes dynamiques par rapport à des ensembles polytopiques. Ces deux lemmes
ont servi à démontrer les résultats de cette troisième partie et ceux de la quatrième partie. Tous
les résultats de cette partie sont exprimées en termes de LMIs. Plusieurs simulations numériques
ont été menées dans cette troisième partie. Toutes ces simulations ont montré l'intérêt de notre
approche en comparaison avec les approches existant dans la littérature.

La quatrième partie de cette thèse constitue une extension des résultats de la troisième partie
en utilisant des fonctions de Lyapunov polynomiales. Cette utilisation originale des fonctions de
Lyapunov polynomiales, plus générales que les fonctions de Lyapunov quadratiques, a donné
naissance à de nouveaux résultats pour l'étude de la stabilité en temps �ni, la bornitude en
temps �ni, la stabilisation en temps �ni et la stabilisation en temps �ni avec bornitude en temps
�ni. Les conditions assurant la stabilité en temps �ni et la bornitude en temps �ni sont exprimées
en termes des LMIs. Plusieurs simulations sont proposées pour valider ces résultats et pour les
comparer avec les résultats obtenus via des fonctions de Lyapunov quadratiques. Les résultats
de stabilisation en temps �ni et la stabilisation en temps �ni avec bornitude en temps �ni sont
exprimés en termes de BMIs. Deux algorithmes itératifs sont proposés pour la mise en oeuvre
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pratique de ces conditions BMIs. Ces algorithmes sont testés sur un exemple numérique.
Comme perspectives, nous proposons d'essayer de développer des conditions assurant la sta-

bilité en temps �ni et la stabilisation en temps �ni des systèmes linéaires perturbés incertains.
Il serait aussi intéressant d'essayer de trouver des conditions garantissant la stabilité en temps
�ni et la stabilisation en temps �ni des systèmes non linéaires quadratiques pour des ensembles
ellipsoïdaux, avec des fonctions de Lyapunov quadratiques ou/et polynomiales. En�n, nous pro-
posons de synthétiser un observateur non linéaire en temps �ni pour les systèmes non linéaires
quadratiques.
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Annexe A

Compléments mathématiques et

Inégalités matricielles linéaires
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A.1 Les annulateurs

Un annulateur peut être dé�ni comme suit

Dé�nition A.1.1 (Annulateur [TD14]). Soient f(.) : Rq 7−→ Rs une fonction vectorielle et r
un réel positif, la fonction matricielle Ωf : Rq 7−→ Rr×s est appelée un annulateur de f(.) si
Ωf (z)f(z) = 0, ∀z ∈ Rq.

Un annulateur n'est pas unique en général. Lorsque Ωf (z) est une fonction linéaire, l'annu-
lateur est dit annulateur linéaire.

Exemple A.1.1. Soit f(z) =
(
z21 z1z2

)T
, un annulateur linéaire de f est

Ωf (z) =
(
z2 −z1

)
(A.1.1)

Exemple A.1.2. Un cas très intéressant est de déterminer un annulateur linéaire pour le vecteur

d'état x =
(
x1 x2 . . . xn

)
. Une représentation simple d'un tel annulateur linéaire Ω(x) est

la suivante

Ω(x) =


x2 −x1 0 0 . . . 0

0 x3 −x2 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...

0 0 . . . 0 xn −xn−1

 ∈ R(n−1)×n (A.1.2)
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A.2 Propriétés des matrices

A.2.1 Matrices dé�nies et semi-dé�nies

Une matrice symétrique S ∈ Rn×n est dite :

(i) dé�nie positive (S > 0) ssi xTSx > 0 pour tout x ∈ Rn, x 6= 0

(ii) semi-dé�nie positive (S ≥ 0) ssi xTSx ≥ 0 pour tout x ∈ Rn, x 6= 0

(iii) dé�nie négative (S < 0) ssi xTSx < 0 pour tout x ∈ Rn, x 6= 0

(iv) semi-dé�nie négative (S ≤ 0) ssi xTSx ≤ 0 pour tout x ∈ Rn, x 6= 0

A.2.2 Norme Euclidienne d'un vecteur

La norme euclidienne, aussi appelée norme 2 ou norme de Frobenius, du vecteur x ∈ Rn est

‖x‖ = ‖x‖2 = ‖x‖F =
√
xTx =

(
n∑
i=1

|xi|2
) 1

2

(A.2.1)

A.2.3 Lemmes utiles

Lemme A.2.1 (Inégalité de Rayleigh). [Zha11]
Soit une matrice symétrique Q, alors on a

λmin(Q) ‖x‖2 ≤ xTQx ≤ λmax(Q) ‖x‖2 ,∀x ∈ Rn (A.2.2)

Lemme A.2.2. [Zha11]
Soit Q ∈ Rn×n une matrice symétrique, pour toute matrice V ∈ Rm×n véri�ant V TV = In, on a

λi+m−n(Q) ≤ λi(V TQV ) ≤ λi(Q),∀i ∈ 1, 2, . . . ,m (A.2.3)

Lemme A.2.3. [HJ85]
Soient A et B deux matrices symétriques de dimensions appropriées, alors on a

λmax(A) ≤ λmin(B)⇒ A ≤ B (A.2.4)

Lemme A.2.4. [TF70]

Soit H =

(
E G

G∗ F

)
une matrice symétrique positive semi-dé�nie dont les valeurs propres sont

γ1 ≥ .... ≥ γn, avec E une matrice carrée dont les valeurs propres sont α1 ≥ .... ≥ αa et F une
matrice carrée dont les valeurs propres sont β1 ≥ ... ≥ βb, alors on a

γi+j−1 ≤ αi + βj ,∀i, j tels que 1 ≤ i ≤ a, 1 ≤ j ≤ b. (A.2.5)

A.3 Lemmes utiles pour les LMIs

Lemme A.3.1 (Lemme de Schur [BEFB94]).
Étant donné trois matrices de dimensions appropriées, alors on a(

A BT

B C

)
>0⇔

(
C > 0 et A−BTC−1B > 0

)
(A.3.1a)
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(
A BT

B C

)
>0⇔

(
A > 0 et C −BA−1BT > 0

)
(A.3.1b)

Lemme A.3.2 (S-procédure [BEFB94]).
Soient les formes quadratiques suivantes

qi(x) =

(
x

1

)T (
Ai bTi

bi ci

)(
x

1

)
= xTAix+ 2bTi x+ ci,∀i = 0, 1, . . . , p (A.3.2)

alors on a q0(x) ≥ 0, pour tout x tel que qi(x) ≥ 0, i = 1, . . . , p, s'il existe des réels ρi ≥ 0 tels
que (

A0 bT0

b0 c0

)
−

p∑
i=1

ρi

(
Ai bTi

bi ci

)
≥ 0 (A.3.3)

Lemme A.3.3 (Lemme de complétion [BEFB94]).
Soient P et Q ∈ Rn×n deux matrices symétriques dé�nies positives. Il existe une matrice symé-
trique dé�nie positive P̃ ∈ R(n+m)×(n+m) telle que le bloc supérieur gauche (n× n) de P̃ soit P ,
et celui de P̃−1 = Q̃ soit Q, si et seulement si Q > 0 et P ≥ Q−1, ou bien si et seulement si(

P I

I Q

)
≥ 0 (A.3.4)

Si (A.3.4) est véri�ée, les matrices P̃ et Q̃ peuvent être paramétrées par

P̃ =

(
P M

MT P̄

)
(A.3.5a)

Q̃ =

(
Q N

NT Q̄

)
(A.3.5b)

avec P̄ = MT (P −Q−1)−1 et Q̄ = NT (Q− P−1)−1N où M ∈ Rn×m est une matrice arbitraire
de rang plein telle que MNT = (I − PQ).

Lemme A.3.4 (Lemme de Finsler, [TD14]).

Soit P1 ⊆ Rs un polytope donné, soient S(.) = ST (.) : P1 −→ Rq×q et K(.) : P1 −→ Rr×q
deux fonctions matricielles et soit Q(v) une base du noyau de K(v), les propositions suivantes
sont équivalentes.

(i) ∀v ∈ P1, la condition zTS(v)z > 0 est satisfaite ∀z ∈ Rq : K(v)z = 0.

(ii) ∀v ∈ P1, il existe une fonction matricielle L(.) : P1 → Rq×r telle que S(v) + L(v)K(v) +
K(v)TL(v)T > 0.

(iii) ∀v ∈ P1, Q(v)TS(v)Q(v) > 0.

Lorsque S(.) et K(.) sont des fonctions a�nes et L une matrice constante, l'item 2 du
lemme A.3.4 devient seulement une condition su�sante de l'item 1 exprimée en termes de LMI.
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Résumé

Ce mémoire de thèse traite de la stabilité en temps �ni et de la stabilisation en temps �ni des systèmes
dynamiques. Dans plusieurs situations pratiques, l'étude de la stabilité asymptotique ne su�t pas pour
connaître le bon fonctionnement d'un système dynamique. En e�et, il est souvent important de garantir
que pendant le régime transitoire, les trajectoires d'état ne dépassent pas certaines limites prédi�nies a�n
d'éviter les saturations et l'excitation des non-linéarités du système, d'où l'intérêt d'étudier la stabilité
en temps �ni du système dynamique. Un système dynamique est dit stable en temps �ni (FTS) si, pour
tout état initial appartenant à un ensemble borné prédéterminé, la trajectoire d'état reste comprise dans
un autre ensemble borné prédéterminé pendant un temps �ni et �xé. Lorsque le système est perturbé, on
parle de bornitude en temps �ni (FTB).

Trois problèmes principaux sont traités dans ce manuscrit :

(i) Commande et commande H∞ en temps �ni des systèmes linéaires invariants continus perturbés.
(ii) Stabilité en temps �ni et stabilisation en temps �ni des systèmes non linéaires quadratiques via des

fonctions de Lyapunov quadratiques.
(iii) Stabilité en temps �ni et stabilisation en temps �ni des systèmes non linéaires quadratiques via des

fonctions de Lyapunov polynomiales.

Premièrement, des nouveaux résultats concernant la bornitude en temps �ni et la stabilisation en
temps �ni des systèmes linéaires continus invariants perturbés ont été proposés. Des nouvelles conditions
su�santes assurant la synthèse d'un correcteur FTB par retour de sortie dynamique ont été developpées
via une approche descripteur originale dans ce contexte. Pour surmonter la di�culté de linéariser une
condition de bornitude en temps �ni évoquant les valeurs propres maximale et minimale de la matrice de
Lyapunov, une nouvelle méthode élégante a été proposée, qui consiste à utiliser une transformation de
congruence particulière. Les conditions obtenues sont sous forme de LMIs, et peuvent donc être résolues
par optimisation convexe. Ce résultat a été étendu à la synthèse d'un correcteur FTB-H∞ par retour de
sortie dynamique. Un exemple numérique montre l'intérêt de l'approche descripteur dans un contexte de
stabilité en temps �ni. En�n, la synthèse d'une commande H∞ basée sur un observateur FTB-H∞ a été
réalisée.

Deuxièmement, des nouvelles conditions LMIs pour l'étude de la stabilité en temps �ni et la stabi-
lisation en temps �ni ont été proposées pour les systèmes non linéaires quadratiques perturbés et non
perturbés. Le développement de ces méthodes a été fait via des fonctions de Lyapunov quadratiques. La
nouveauté par rapport à la littérature consiste en l'utilisation de la notion d'annulateur combinée avec le
lemme de Finsler pour obtenir des conditions moins pessimistes.

En�n, pour obtenir des conditions encore moins pessimistes, de nouveaux développements ont été
proposés en utilisant des fonctions de Lyapunov polynomiales. Cette approche a abouti à des nouveaux
théorèmes assurant la stabilité en temps �ni et la bornitude en temps �ni des systèmes quadratiques non
linéaires. Ces conditions ont été exprimées en termes de LMIs. Pour la stabilisation en temps �ni et la
stabilisation en temps �ni avec bornitude en temps �ni, les développements via des fonctions de Lyaponov
polynomiales ont abouti à des BMIs. Deux algorithmes itératifs ont été proposés pour résoudre ces BMIs.

Mots-clés: Stabilité en temps �ni, stabilisation en temps �ni, commande H∞ en temps �ni, bornitude
en temps �ni, système non linéaire quadratique, fonction de Lyapunov polynomiale, annulateur, LMIs,
BMIs



Abstract

This dissertation deals with the �nite time stability and the �nite time stabilization of dynamic
systems. In several practical situations, the study of the asymptotic stability is not su�cient to know
the good working of a dynamic system. Indeed, it is often important to ensure that during the transient
regime, the state trajectories do not exceed certain prede�ned limits in order to avoid saturations and
excitations of the nonlinearities of the system. Hence the interest is to study the stability of the dynamic
system in �nite time. A dynamic system is said to be stable in �nite time (FTS) if, for any initial state
belonging to a predetermined bounded set, the state trajectory remains within another predetermined
bounded set for a �nite and �xed time. When the system is disturbed, it is called �nite time boundednes
(FTB). In this manuscript, the goal is to improve the results of �nite time stability used in the literature.

Three main �elds are treated in this manuscript :

(i) Finite time control of perturbed continuous invariant linear systems.
(ii) Finite time stability and �nite time stabilization of nonlinear quadratic systems via quadratic

Lyapuonv functions.
(iii) Finite time stability and �nite time stabilization of nonlinear quadratic systems via polynomial

Lyapuonv functions.

New su�cient conditions for the synthesis of an FTB controller by dynamic output feedback have been
developed via an original descriptor approach. To overcome the di�culty of linearizing a FTB condition
evoking the maximum and minimum eigenvalues of the Lyapunov matrix, an original method has been
proposed which consists in using a particular congruence transformation. The obtained conditions are
expressed in terms of LMIs, and can therefore be solved by convex optimization. This result has been
extended to the synthesis of an H∞-FTB dynamic output feedback controller. A numerical example
shows the interest of the descriptor approach in a context of �nite time stability. Second, new LMI
conditions for the study of �nite time stability and �nite time stabilization have been proposed for
disturbed and undisturbed nonlinear quadratic systems. The development of these methods was done
via quadratic Lyapunov functions. The novelty with respect to the literature is the use of the notion of
annihilators combined with the Finsler lemma to obtain less conservative conditions. Third, to obtain
even less conservative conditions, new developments have been proposed using polynomial Lyapunov
functions. This approach has resulted in new theorems providing �nite time stability and �nite time
boundness of nonlinear quadratic systems. These conditions were expressed in terms of LMIs. For �nite
time stabilization and �nite time stabilization with �nite time boundness, developments via polynomial
Lyaponov functions have resulted in BMIs. Two iterative algorithms have been proposed to solve these
BMIs.

Keywords: Finite time stability (FTS), �nite time boundedness (FTB), Finite time control, nonlin-
ear quadratic systems, annihilators, polytopic domains, H∞-FTB controllers, H∞-FTB �lters, Finsler's
lemma, Linear matrix inequalities (LMI), Bilinear matrix inequality,
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