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Résumé

Ce travail de these porte sur différentes caractérisations des modeles mul-
tivariés de stables-Tweedie multiples dans le cadre des familles exponentielles
naturelles sous la propriété de "steepness". Ces modeles parus en 2014 dans
la littérature ont été d’abord introduits et décrits sous une forme restreinte
des stables-Tweedie normaux avant les extensions aux cas multiples. Ils sont
composés d'un mélange d’une loi unidimensionnelle stable-Tweedie de va-
riable réelle positive fixée, et des lois stables-Tweedie de variables réelles
indépendantes conditionnées par la premiére fixée, de méme variance égale
a la valeur de la variable fixée. Les modeles stables-Tweedie normaux corres-
pondants sont ceux du mélange d’une loi unidimensionnelle stable-Tweedie
positive fixé et les autres toutes gaussiennes indépendantes. A travers des cas
particuliers tels que normal, Poisson, gamma, inverse gaussienne, les modéles
stables-Tweedie multiples sont tres fréquents dans les études de statistique
et probabilités appliquées.

D’abord, nous avons caractérisé les modeles stables-Tweedie normaux
a travers leurs fonctions variances ou matrices de covariance exprimées en
fonction de leurs vecteurs moyens. La nature des polyndmes associés a ces
modeles est déduite selon les valeurs de la puissance variance a 1’aide des
propriétés de la quasi orthogonalité, des systemes de Lévy-Sheffer, et des
relations de récurrence polynomiale. Ensuite, ces premiers résultats nous ont
permis de caractériser a 1’aide de la fonction variance la plus grande classe
des stables-Tweedie multiples. Ce qui a conduit a une nouvelle classification
laquelle rend la famille beaucoup plus compréhensible. Enfin, une extension
de caractérisation des stables-Tweedie normaux par fonction variance géné-
ralisée ou déterminant de la fonction variance a été établie via leur propriété
d’indéfinie divisibilité et en passant par les équations de Monge-Ampere
correspondantes.

Exprimées sous la forme de produit des composantes du vecteur moyen
aux puissances multiples, la caractérisation de tous les modeles multivariés
stables-Tweedie multiples par fonction variance généralisée reste un pro-
bléme ouvert.

Mots clés : Famille exponentielle naturelle, steepness, fonction variance,
variance généralisée, équation de Monge-Ampere, polyndme, quasi orthogo-
nalité, systeme de Lévy-Sheffer, indéfinie divisibilité.
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Abstract

In the framework of natural exponential families, this thesis proposes dif-
fernts charcterizations of multivariate multiple stables-Tweedie under "steep-
ness" property. These models appeared in 2014 in the literature were first
introduced and described in a restricted form of the normal stables-Tweedie
models before extensions to multiple cases. They are composed by a fixed uni-
variate stable-Tweedie variable having a positive domain, and the remaining
random variables given the fixed one are reals independent stables-Tweedie
variables, possibly different, with the same dispersion parameter equal to the
fixed component. The corresponding normal stables-Tweedie models have a
fixed univariate stable-Tweedie and all the others are reals Gaussian variables.
Through special cases such that normal, Poisson, gamma, inverse Gaussian,
multiples stables-Tweedie models are very common in applied probability
and statistical studies.

We first characterized the normal stable-Tweedie through their variances
function or covariance matrices expressed in terms of their means vector. Ac-
cording to the power variance parameter values, the nature of polynomials
associated with these models is deduced with the properties of the quasi or-
thogonal, Levy-Sheffer systems, and polynomial recurrence relations. Then,
these results allowed us to characterize by function variance the largest class
of multiples stables-Tweedie. Which led to a new classification, which makes
more understandable the family. Finally, a extension characterization of nor-
mal stable-Tweedie by generalized variance function or determinant of va-
riance function have been established via their infinite divisibility property
and through the corresponding Monge-Ampere equations.

Expressed as product of the components of the mean vector with multiple
powers parameters reals, the characterization of all multivariate multiple
stable- Tweedie models by generalized variance function remains an open
problem.

Keywords : Natural exponential family, steepness, variance function, ge-
neralized variance function, Monge-Ampere equation, polynomial, quasi or-
thogonality polynomials, Levy-Sheffer system, infinite divisibility.
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Introduction générale
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Motivations

Un probléme important en analyse statistique est comment choisir une fa-
mille de lois ou de modeéles spécifiques pour décrire 1’étude d"un phénomene.
Dans certains cas, il s’avere difficile et une alternative serait de regarder les
théoremes sur les caractérisations de ces modeles sous des hypothéses rai-
sonnables relatives a la nature de 1’expérience. Tel est le cas des Familles
Exponentielles Naturelles (FEN) F qui jusqu’alors sont généralement carac-
térisées par la donnée du domaine My des moyennes m des probabilités
P (m, F) qui la composent, par la fonction variance Vg qui a tout m de Mg fait
correspondre Vg (m) I'opérateur matriciel de la variance de la loi P (m, F), par
les polyndmes orthogonaux ou quasi-orthogonaux, etc.

Plusieurs caractérisations des FEN ont été proposées dans la littérature
parmi lesquelles on peut mentionner celle de Morris (1982) qui classifie toutes
les FEN de fonction variance quadratique en dimension une. Cette classifica-
tion concerne des lois usuelles que sont : normal, Poisson, gamma, binomiale,
et binomiale négative. Différentes caractérisations des classes de Morris com-
portant des polyndmes orthogonaux sont dues a Feinsilver (1986), Meixner
(1934) & Shanbhag (1979). Une extension en univariée et multivariées de ces
caractérisations des FEN est donnée ces derniéres années par des auteurs.
En univariée par exemple, on peut noter la double caractérisation de la loi
inverse-gaussienne généralisée par Koudou & Ley (2014) dont la premiére est
basée sur l’estimateur du maximum de vraisemblance du parametre d’échelle
etla deuxiéme par une caractérisation de type Stein. Cette loi intervient dans la
modélisation de nombreux phénomenes réels, notamment la modélisation de
données concernant des temps d’attente (Jorgensen, 1982), des phénomenes
extrémes en hydrologie (Chebana et al., 2010), l’activité neuronale (Iyengar
& Liao, 1997). Letac & Mora (1990) classifient les FEN réelles de fonctions
variances cubiques tout comme Hassairi & Zarai (2004) qui les caractérisent
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par la propriété de 2-orthogonalité. Kokonendji (2005a, 2005b) caractérisent
par d-pseudo-orthogonalité et par d-orthogonalité des systemes de Sheffer les
FEN de fonctions variances polynomiales de degré 24 — 1 qui sont des cas
particuliers des classes des lois stable-Tweedie (1984).

Dans le cadre de FEN multivariées, nous nous referons d’abord a Le-
tac (1989) qui caractérise les familles Poisson-gaussiennes par fonctions va-
riances ; voir aussi Kokonendji & Masmoudi (2006) et Koudou & Pommeret
(2002) qui caractérisent ces mémes familles par le déterminant de la fonction
variance, appelée fonction variance généralisée (resp. la stabilité de convo-
lution). Plus généralement Casalis (1996) a classifié toutes les 2d + 4 — FEN
quadratiques simples sur R, lesquelles on a d + 1 types des familles Poisson-
gaussiennes (voir aussi Kokonendji & Masmoudi (2013) pour la caractérisa-
tion des familles gamma-gaussiennes par fonctions variances), la famille mul-
tinomiale et la famille hyperbolique. Voir aussi Gutierrez et al. (2002) pour la
caractérisation des FEN quadratiques simples par la propriété de martingale
inverse. Aussi, Bar-Lev et al. (1994) caractérisent six types des FEN de dia-
gonale irréductible sur R4 qui sont : normal, Poison, multinomiale, négative
multinomiale, gamma et hybride.

Au sujet des caractérisations des FEN par des polyndmes orthogonaux ou
quasi orthogonaux, on peut se référer aux travaux de Pommeret & Kokonend;ji
(2005) et Pommeret (1996). Aussi, Pommeret (2001) pour la caractérisation des
FEN quadratiques simples (resp. quadratiques) a 1’aide des polynémes or-
thogonaux (resp. pseudo-orthogonaux) via systémes de Sheffer. On peut citer
également les travaux de Hassairi & Zarai (2004), Kokonendji & Zarai (2007)
par la transorthogonalité ou 2-pseudo-orthogonalité des FEN multivariées
cubiques simples.

Organisation de la these

Ce travail de these porte sur différentes caractérisations des modeles mul-
tivariées stables-Tweedie normaux (NST) et ceux des stables-Tweedie mul-
tiples (MST) sous les propriétés de "steepnes". Les modeles MST parus dans
la revue TEST en 2014 ont été d’abord introduits et décrits sous une forme
restreinte des NST avant les extensions aux cas multiples. Ils sont composés
d’un mélange d"une loi unidimensionnelle stable-Tweedie de variable réelle
positive fixée, et des lois stables-Tweedie de variables réelles indépendantes
conditionnées par la premiere fixée, de méme parametre de dispersion égale
ala valeur de la variable fixée. Les modeles NST correspondants sont ceux du
mélange d"une loi unidimensionnelle stable-Tweedie et les autres sont toutes
gaussiennes indépendantes. A travers des cas particuliers tels que normal,
Poisson, gamma, inverse-gaussienne, les modeles MST sont tres fréquents
dans les études de statistique et probabilités appliquées. Notons que ces ca-
ractérisations sont essentiellement basées sur la décomposition matricielle en
bloc du complément de Schur (voir Zhang, 2005) et la résolution des équations

22 Cyrille C. MOYPEMNA SEMBONA



Introduction générale

de Monge-Ampeére.

Le premier chapitre est un chapitre d’introduction sur les FEN en mul-
tivariées. On trouve les définitions classiques et les résultats fondamentaux
tels que les fonctions variances et variances généralisées ou déterminant de la
matrice de variance-covariance, nécessaires a la lecture de ce travail. Les mo-
deles stables-Tweedie univariés sont également introduits. Ils seront utilisés
pour construire les NST et les MST.

Le Chapitre 2 est consacré a la caractérisation par fonctions variances des
modeles multivariés NST de fonctions variances V(m) a puissance p > 1,
entierement déterminer par la premiére composante m; du vecteur moyen
m de R¥ avec k € {2,3,...}. Selon les valeurs du parameétre p, la nature des
polynomes associés a ces modeles est déduite a 'aide des propriétés de la
quasi-orthogonalité, des systéemes de Levy-Sheffer, et des relations de récur-
rences polynomiales correspondantes.

Le Chapitre 3 concerne la caractérisation et classifications par fonction va-
riance des modeles multivariés MST. L'approche est similaire a celle utilisée
pour les NST. la différence se situe au niveau du parameétre de puissance
variance p = (p1,...,px) & composantes multiples avec p; > 1. Cette carac-
térisation a conduit a une nouvelle classification, laquelle rend la famille
beaucoup plus compréhensible et donc facilement exploitable. Ainsi, selon
les valeurs de la composante p; > 1 du parametre de puissance variance nous
avons pu résumer en quatre sous-classes les modeles MST.

Le chapitre 4 étend la caractérisation de tous les NST al’aide de la fonction
variance généralisée. La fonction variance généralisée est une mesure de va-
riabilité al’intérieur d"'une population multivariée. En pratique, elle intervient
dans diverses situations telles que la détection des individus ou observations
en dehors d'une limite de surveillance/controle ou la présence des valeurs
aberrantes dans un nuage. Tres bien connue sous hypothese gaussienne, la
fonction variance généralisée demeure peu maniable dans la jungle de la non-
normalité en multivariée. Cette caractérisation des NST par fonction variance
généralisée est établie via leur propriété d’indéfinie divisibilité et en passant
par les équations de Monge-Ampere correspondantes.

Le document se termine par une conclusion générale et des perspectives
sur les caractérisations par fonctions variances généralisées des modeles mul-
tivariées MST et les polyndmes qui leurs sont associés.
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Chapitre 1

Concepts fondamentaux

Sommaire
11 Introduction .. ... .. ... ... ...t eeen. 25
1.2 Généralités sur les familles exponentielles . . . . . ... .. 25
1.3 Fonctions variances et leurs déterminants . ... ... ... 27
1.4 Opérations classiquessur FEN . . . . ... ... ... .... 29
1.5 Modeles stables-Tweedie univariés . . ............ 30
1.6 Schéma de caractérisations des NST et MST .. ....... 35

1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a la description des FEN. Ainsi, la Section 1.2
décrit les FEN sur R¥, la Section 1.3 est consacrée aux fonctions variances et
fonctions variances généralisées. La Section 1.4 mentionne quelques opéra-
tions classiques sur les FEN et leurs fonctions variances (généralisées). Enfin,
la Section 1.5 traite les cas particuliers des modéles stables-Tweedie univariés.

1.2 Généralités sur les familles exponentielles

Les familles exponentielles représentent un ensemble de lois, contenant la
plupart des lois usuelles, qui satisfont a une propriété importante en Statis-
tique que nous référons le lecteur au livre de Barndorff-Nielsen (1978). Nous
rappelons que pour étudier la loi d"une variable aléatoire x, nous considérons,
soit ses probabilités f(x; 0) = P(X = x; 0) (cas discret), soit sa densité f(x; 0)
(cas continu) paramétrés par 6. Nous utiliserons dans les énoncés la fonction
de densité, mais le cas discret est tout a fait analogue.

Définition 1.2.1 Soit une variable aléatoire X de loi Py, 0 € ® C R* sur un espace

mesurable (X, B). Cette loi fait partie d'une famille exponentielle si elle satisfait aux
deux propriétés suivantes :
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(i) Le support Sg = {x € X, f(x; 0) > 0} = S ne dépend pas de 0,

(i) Il existe k + 1 fonctions a1(0), ..., ar(0), b(0) définies sur O, et k + 1 fonctions
T1(x), ..., Te(x), h(x) définies sur X, telles que la densité s’écrit :

In (f(x; 0)) = L_, (a/(0)Tj(x)) + b(8) + h(x),

équivalent a

k
£(x;0) = exp {Z (a/(0)Tj() + b(©) + h(x)} . (1.1)

=1

Nous pouvons encore écrire :

k
exp(b()) exp(h(x)) exp Z (/(0)T;(%)

=1

f(x; 0)

k
B()H(x) exp Z (,(0)T)(x)-
j=1

Dans (1.1), si pour tout j € {1,...,k}ona:ai(0) = 0, Ti(x) = xjet h(x) =0
pour tout 6 = (0y,...,0)T € O et pour tout x = (x1,...,x)" € R, alors on
parle d’une famille exponentielle naturelle (FEN).

Proposition 1.2.1 Soit une variable aléatoire X de loi P, 0 € ® C R* faisant partie
d’une famille exponentielle. Sous des conditions de régularité évidentes, nous avons :

(o)
20;

k .
Vie(l,... K, Y. E[Tj(X)]ag]é?) _
=1 1
Exemples de familles exponentielles usuelles

Voici quelques exemples d’illustration des familles exponentielles pour
des lois univariées.

Exemple 1 Soit une variable aléatoire X distribuée selon une loi Binomiale L(X) =
B(n;p). Pour x € {0, ..., n}, nous avons :

In(f(x;p)) = xln(%) +rin(l - p) + 1n(”—!|).

x!(n — x)!

Nous constatons que cette loi fait partie d'une familles exponentielles avec
0=p,p=1,lesupportS, ={0,...,n} = S quine dépend pas de p, et :

|
ap) = ln(ﬁ), T1(x) = %, b(p) = nIn(1 = p), h(x) = ln(ﬁ )
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1
La Proposition 1.2.1 nous donne ici E[T(X)]p S m C’est-a-dire

I-p 1-
E[X] = np.

Exemple 2 Soit une variable aléatoire X distribuée selon une loi Normale L(X) =
N (m;c?). Pour x € R, nous avons :

2
oy =X m 1 ( 1 )

In (f(x;m, o) 02 202 202 2 In 2no? )

Nous avons k = 2, 6 = (m,0%)", le support S, 2 = R xR} = S qui ne dépend
pas de m ni de 02, et :

_m o _ 1 _
a(m, o%) = 2 a(m, 0°) = ~5g2 T1(x) = x,
L) =22, bm, o?) =~ 5 & 11n(L) h(x) = 0
2T ! 202 2 \2me?)’ e

Une loi Normale univariée fait bien partie d'une famille exponentielle. Il en

est de méme pour les lois Normales multivariées. La Proposition 1.2.1, lorsque

nous dérivons par rapport a m, nous donne ici :
E[Ti(X)] + 0 E[T2(X)] = 5

0%°
C’est-a-dire E[X] = m. Lorsque nous dérivons par rapport a 02, nous obte-
nons :
m* 1

m 1
—E[T1(X)]— + E[T,(X)]— = — + .
[T:( )104 [T( )]20_4 20t T 202
C’est-a-dire E[X?] = m? + ¢2.

Proposition 1.2.2 Soit X un n-échantillon d'une variable aléatoire X de loi Py,
0 € ® C R* faisant partie d'une famille exponentielle. Alors la loi de X notée L(X)
fait partie d’une FE. Son support est S" et la vraisemblance s’écrit :

In(L(z ; 0)) = (L)1 a,(0) (Ti-y Ty(x)) + nb(6) + (L1, h(x)),
oi S et L désignent respectivement le support de Py et la densité de X.

Il suffit de considérer les mémes fonctions a;(0), j = 1,--- , k, que celles de
L(X), nb(0) et de poser Ti(%) = Yisy Tj(xi), j=1,..., ket h(x) = ¥.i_; h(x;). O

1.3 Fonctions variances et leurs déterminants

Les FEN est une classe remarquable des familles exponentielles. Elle est
en générale déterminée par la forme de sa fonction variance contrairement
aux fonctions variances généralisées qui de nos jours demeurent difficiles a
manipuler pour caractériser certaines FEN. Dans cette thése nous considérons
les FEN définies comme suit :

Cyrille C. MOYPEMNA SEMBONA 27
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Soit p une mesure de Randon positive sur Rk aveck € {2,3,...}. Soit

L,:RF > (0,00), 60— Ly(0):= fexp(((), x))p(dx),

Rk

sa transformée de Laplace et K,(0) := InL,(0) la fonction cumulante et ana-
lytique réelle sur I'intérieur ©(y) de ’ensemble convexe {6 € R¥; L,(0) < oo}.

L'application 6 +— K,(0) est une fonction convexe sur ©(u). Notons M (Rk)
I'ensemble des mesures u tels que u ne soit pas concentrée sur un hyperplan
affine. Dans ces conditions K, est strictement convexe, réelle analytique sur
O(u). Ainsi, pour p € M(R¥) fixé, 'ensemble des mesures de probabilités

F = F(p) = (P(0, p)(dx) = exp[(8, x) — K,(0)]u(dx); 0 € Ou)),

définie sur R est appelé FEN engendrée par . La mesure y est appelée base
de F et pour tout 6 € ©(u) on a:

JK,(0)
K;l(e) :( 20 ) = fo(@, pwax =: m(0),
i li=1,k
Rk
et
K/ (0) = I"K,,(6) _ 0 OVIP(O. 1\
3 )_(%’iaef )f,jzl,...,k_ f bx = m(0)] & [x ~ m(O)IP(0, p)dx,

ou m(0) désigne la moyenne de F.

De plus les applications K, : O(y) — K} (@(p)) =: Mg out My désigne
le domaine des moyennes de F et h +— K(0) (h, h) sont respectivement un
difféomorphisme (voir Letac, 1992) et une forme quadratique strictement dé-
finie positive sur R*" (espace dual de R¥). Notons ¢, : Mg — ©(y) la bijection
réciproque de Kj,. Il est alors possible de donner une nouvelle définition de
la famille F(u), sous la forme :

F = F(u) = {P(Y(m), p);m € My}, (12)

appelée paramétrisation canonique de F par son domaine des moyennes.

Définition 1.3.1 Soit F une FEN sur R* engendrée par une mesure yu € M (Rk) en
(1.2) et Mg le domaine des moyennes m. L'application Vg : Mg — S (Rk> définie
par

Vir(m) = K/ (l:bu(m)) = [‘PL(m)]‘l € S(Rk)’

est appelée fonction variance de F et caractérise les FEN, S (R") désigne I'ensemble
des matrices symétriques définies positives sur RE.
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La forme basique des fonctions variances en multivariées est celle des
fonctions variances quadratiques considérées par Letac (1989) comme suit :

Vg(m) = A(m,m) + B(m) + C, (1.3)

ot A(m, m), B(m) et C sont respectivement des matrices carrées d’ordre k
bilinéaire symétrique, linéaire et constante d’élements en m € My C R-.
Casalis (1996) décrit et classifie ’ensemble des FEN quadratiques simples sur
R¥ de fonctions variances de forme particuliere de (1.3)

Ve(m) = amm’ + B(m) + C,

pour tout m € My et a € R. Elle contribue également dans 1'ouvrage de Kotz
etal. (2000, [Chap. 54]) sur les résultats standards et les notations sur les FEN.

Définition 1.3.2 Sous I'hypothése de Définition 1.3.1, la fonction variance généra-
lisée de la famille F est 'application

det Vg : Mg — (0,0); m — det Vg (m).

1.4 Opérations classiques sur FEN

Nous présentons dans cette section quelques résultats utiles sur les FEN,
leurs fonctions variances et variances généralisées qu’on utilisera tout au long
de ce document.

Proposition 1.4.1 Soit y et y' deux mesures positives de Randon o-finies sur RF
telles que F = F(u), F = F(u’) et m € M.

(i) S'il existe (a,b) € RFX R tels que P (dx) = exp{{a,x) + b}pu(dx), alors F = F' :
O(u) =O(u) —aet K, (0) = Ky (0 +a) +b; pourm =m € Mg,

VF/ (ﬁ) = VF(m) et det VF/ (ﬁ) = det VF(m)
(if) Si W = @ =y est I'image de u par la transformation p(x) = Ax+b, oit A
est une matrice non dégénérée d’ordre k et b € R*, alors : ©(u') = ATO(u) et
Ky (0) =K, (A"0) +b"0; pourm = Am +b € ¢ (M),
Vi (M) = AVg (7' (m)) A7 et det Vp (m) = (det A)? det Vy(m).

(iti) Si W' = w' est une puissance de convolution t—ieme de p pour t > 0, alors :
O(') = O(u) et Ky (0) = tK,(0) ; pour m = tm € tM,

Ve (m) =t- Vg (£ -m) et detVy (m) =t det Vg (m).
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1.5. Modeles stables-Tweedie univariés

(iv) (Hassairi, 1999) Si u est une mesure infiniment divisible, il existe une mesure
positive de Lévy modifiée p([,t) sur Rk telle que, pour tout 6 € G)([,t) =

®(p (y)), K, (y) = IndetKj (0). De plus, si p’ = p(y) alors, pour tout

dm
— vk ’ /() —
m = Y1, (Vi (m)e)e;, Vi (m) = ~— Vi (m).

Les parties (i) et (ii) de la Proposition 1.4.1 montrent, respectivement,
que la fonction variance généralisée det Vg (m) de F est invariant pour tout
élément de ces bases (ou mesure génératrice) et pour les transformations
affines (p(x) = Ax + b telles que det A = £1, en particulier pour la translation
X = x+b.

1.5 Modéles stables-Tweedie univariés

Nous rappelons brievement ici les modéles stables-Tweedie univariés,
lesquels s’averent indispensables pour décrire les modeles multivariés NST
et MST.

Définition 1.5.1 La loi a-stable positive est une loi de probabilité générée par le
processus de Lévy (X{)o et peut étre définie par les mesures de probabilités (Feller,
1971 ; page 583),

(o]

1 HT(1 + jo) sin(=jma)
at d R
Hat(dx) Z jlad(a—1)7[(1 - a) x]

—y Y (=04,

j=1
ot € (0,1) est le parameétre d'indice, I'(-) est la fonction gamma classique, et 1,4
désigne la fonction indicatrice sur tout événement A donné.

Elle est utilisée en mathématiques, physique et analyse quantitative (finance
de marché). Le cas particulier le plus utilisé est la distribution inverse-
gaussienne (@ = 1/2). Voir Kaufman & Roberts (1966) pour a = 1/3 en utilisant
la fonction de Bessel. Rappelons qu'une variable aléatoire non dégénérée X
est (strictement) a-stable si, pour tout n > 2, il existe un réel (zéro) b, tel que

X+ ..+ X, 20X + b, (1.4)

ou Xj, ..., X, sont indépendantes copies de la variable X et 4 désigne une
égalité en lois de probabilités. Par conséquent, on a a € ]0,2]. Le cas limite
a gauche de a — 0 correspond a la distribution gamma. Pour a € [1,2] on
définit une famille de distributions stables (extrémes) concentrées sur R ol
les cas spéciaux sont les distributions de Cauchy (@ = 1) et normal (a = 2).
Puisque le parametre d’indice « dans la relation (1.4) peut aussi étre négatif
et correspond a la distribution de famille Poisson composée (o < 0), Tweedie
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(1984) a proposé une classification de toutes les distributions a — stables avec
a € [—00,2]. En introduit le parameétre de "puissance de variance" p, défini par

pipla@)=2-a)/(l-a), (1.5)

et équivalentaa :=a(p) = (p-2)/(p - 1).

Soit t > 0 le parametre de convolution, a € [—0c0,2] connecté intrinse-
quement au parametre de puissance variance p € ]—o0,0] U [1, +o0] de rela-
tion (1.5). Nous définissons les FEN stables-Tweedie, F,; = F(u,:) générées
par les mesures positives o-finies y,;, de transformées de Laplace

Ly, (60) = f exp (00x) thas(dx) = (L“a/](Go))t =: (LHP(GO))t, (1.6)

R
et les fonctions cumulantes K, , = tK,,, =: tK,, avec
exp(6o) pour p=1
K,,(6y) = § —In(=6p) pour p=2 (1.7)

[1/@ = [=(p = DO ™" pour p#1,2
pour tout 0y dans les domaines canoniques respectifs

R pour p=0,1
®( )_ [0, +co[ pour p<Ooul<p<1
P)7 ] 1=00,0[ pour 1<p<2 oup=co
]-00,0] pour 2<p<oo
de support de distributions

R pourr p<0,p—> o0
N pour p=1

[0,+0] pour 1<p<2

10, +oo[ pour p=>2.

5, = (1.8)

Ainsi, en posant m = K,’lp,t(QO) la dérivée premiere de K,,,,(0o) et en exprimant
Oy en fonction de m on obtient Oy(m) = [1/(1 —p)] (m/HTP pour p # 1 et
Oo(m) = In(m/t) pour p = 1, on trouve la fonction variance correspondante
Vi, (m) := Kij  (6o(m)) = [6;(m)]" d’expression

VE, (m) = tV,(m/t) = ' PmP Ym € Mg, (1.9)
avec Mpw = tM,, ou
’ R = 1
M, := K, (O()) = { 10, 0] 5 1 (1.10)
et
exp(0p) p=1

m(0y) = { —1/60 p=
[-(p—1)0,]"" " p=x1,2
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Une description compléte en termes des modeles exponentiels de dispersion
de parametre de puissance variance unité

Vy(m)=mP, meM,, pé€l-o0,0]UI[l,+oo[, (1.11)

peut étre trouvée dans Jergensen ( 1997, [Chap. 4]), ou M, est le domaine des
moyennes m. Pour convenance nous prenons p = oo, et la fonction variance
unité prend la forme exponentielle V() = exp(pm),  # 0.

Pour @ € (0,1) ou p > 2, on obtient les distributions a-stable positive
de (1.5.1) avec le cas particulier de la distribution inverse-gaussienne (o = 1/2
oup = 3). Le cas limite « — 0 ou p = 2 conduit a la distribution gamma. Ob-
servons cependant que les distributions stables extrémes («a € (1,2), oup < 0)
ne sont pas steep !, concentrées sur R avec le domaine des moyennes (0, )
et leurs cas limites qui sont les distributions de Cauchy (& = 1 oup = ) et
normale (@ = 2 ou p = 0). Comme pour a < 0 ou p € (1,2), c'est la famille
Poisson composée ayant une masse en zéro et par ailleurs une distribution
positive continue

(o]

dx ti(a — 1)/
(up(a),t(dx) = 50(dX) +— Z ( ) -1 x>0}

x & T (-aj) [(1 - a) 2]

(0, étant la mesure de Dirac en x). Seule la distribution de Poisson (@ = —o0
ou p = 1) est discrete dans la classe des stables-Tweedie univariées. Fina-
lement, suivant les valeurs de p, les modeles stables-Tweedie univariés se
different plus ou moins par les expressions mathématiques de leurs mesures,
les fonctions cumulantes, les supports de distribution ou leur domaines des
moyennes. Tel est le cas de famille Poisson composée ayant une masse de
distribution en zéro pour p € (1,2). La sous-classe des distributions stables
extrémes p € (—00,0) ne sont pas steep et ne sera pas considérée dans ce
travail. Par conséquent, sous la propriété de steepness nous résumons selon
les valeurs de ces p, les sous-classes des stables-Tweedies univariées Twee-
die (1984) comme suivent : la distribution normale (p = 0) avec le domaine
des moyennes et le support de distribution R, les distributions de Poisson
(p = 1) et Poisson composée (1 < p < 2) avec le domaine des moyennes
(0, 00) et les supports de distribution N et [0, o), respectivement. Et enfin, les
distributions gamma (p = 2) et positive stable (p > 2) avec les domaines des
moyennes et supports de distribution (0, o). La Table 1.5.1 suivante récapi-
tule les lois stables-Tweedie de domaine des moyennes M, et de support de
distributions S,,.

1. Steepness peut étre caractérisé comme suit : le domaine des moyennes (Mp) est égal a

l'intérieur de I'enveloppe convexe fermée du support de distribution (Sp); voir Barndorff-
Nielsen (1978).
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TaBLE 1.5.1 — Résumé des modeéles stables-Tweedie de domaine des moyennes
unité M, et de support de distributions S, (e.g. Jergensen, 1997).

Distribution(s) p=pla) a=alp) M, S,
Stable extréme p<0 1<a<2 1]0,+o00] R
Normal p=0 a=2 R R
[N’existe pas] O<p<l 2<a<o

Poisson p=1 a=-00 ]0,+00[ N
Poisson composée 1<p<2 a<0 10, +oo[ [0, +o0
Gamma décentrée p=23/2 a=-1 10, +co[ [0, +o0[
Gamma p=2 a=0 10, +00[ ]0, +o0[
Stable positive stable p>2 O<a<1 ]0,400[ ]0,+o00[
Inverse-gaussienne p=3 a=1/2 ]0,+00[ ]O,+o0[
Stable extréme p=oco a = R R

Le résultat suivant est nouveau dans ce travail de thése et est d'importance
intérét sur la continuité de la fonction p = Ki/ pour p > 1 et sera utilisé au
chapitre 4 dans la résolution des équations de Monge-Ampere.

Théoreme 1.5.1 Pour t =1, la fonction p = K/ est continue sur ]1, +ool.

Remarque 1.5.2 Pour I'instant on n’a pas la continuité a droite de p = 1. Cela est
dni au fait que la distribution de Poisson correspondante soit discrete. Une attention
particuliere mériterait de porter sur ce cas dans la suite de notre travail.

Pour la démonstration du Théoréme 1.5.1, on utilisera le lemme suivant :

Lemme 1.5.3 Pour p > 1, la fonction p — K/ satisfait les égalités suivantes :
(1) K;jp(@o) = K,,,(6o) pourp = 1.

.. /(2=p)
(11) K;[p(@o) = [(2 — p)K{yp(Qg)]p ’ pour1l <p <2,
(i) K[ (0) = exp [2K,,,(80)] pour p = 2.

(iv) K, (80) = [1/ (~(p ~ DKy, 00))] """ pourp > 2.

Démonstration : Nous considérons dans cette preuve les expressions des
fonctions cumulantes de relation (1.7).

Pour p = 1, K;,,(60) = exp(6y), les dérivées successives donnent res-
pectivement KL,,(QO) = exp(0) et K/(0p) = exp(0y) par conséquent K;[p(@o) =
Ky, (60), avec K, (6p) > 0 pour 6, € R.

(i) | Pour 1 < p < 2, K, (60) = [1/2-p)][-(p - 1)60]1+1/(1_p) équivalent

2 00 = [1/0-pl[@-pK, ©@)] "

successives donnent respectivement,

avec ©,, = (-0,0). Les dérivées
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K, (00) = [~(p ~ D0, = [2 - p)K,, (00)] ",

et

K7, (00) = [~(p ~ DO = [@ - p)K,, 0],

avec K, (6p) > 0.
Pour p = 2, K;,,(60) = —In(-6p) équivalent a 6y = —exp [—K”p (90)]

avec ©,, = (—00,0). Alors les dérivées successives donnent respectivement,
K, (69) = —1/60 = exp [KW(QO)] et K/ (0g) = 1/62 = exp [2I< (90)]

Pour p > 2, K, (60) = [-1/(p - 2)][-(p - 1)6()]1+1/(1 P) équivalent a

(1-p)/2-p)
60 = [1/(1 - p)] [ - p)K,, (60)] a
cessives donnent respectivement,

ec ©,, = (—o0,0). Les dérivées suc-

1/(p- )

K;, (60) = [1/ (~=(p = DO = [1/ (- (p - DK, (60))]

et

K (00) = [1/ (~=(p = DO = [1/ (- - Z)Kyp(ﬁo))]p/(p ”
avec K, (6p) < 0.0

Démonstration du Théoreme 1.5.1: Pour p # 1;2 la fonction p = K[/ est
bien définie et donc continue.

Pourp # 2,

p/(2-p)

lim [K; 60)] = lim [2 - p)K,, (60)

= Jim |@-p[1/@-p] [~ - 1o p)}v/@ P)

= 11m[ (p —1)0,)" "

po2-
= (60)
= exp [ZKWZ2 (90)]

= K;‘IV 2(60)’

et donc la fonction p = K/ (6o) est continue a gauche p = 2.
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. ’ o T -p/(p=2)
Jim [K, 60)] = lim [1/ (-2~ p)K,, 60)]
. ~p/2-p)
= Jim e 1)90)(2—p)/(1—p)}
o T

= lim|———

o | (o - 1)901
= (1/6)°
= exp [ZKM)=2 (60)]
= K/ _(00),

d’ot1 la continuité a droite de p = 2 et conclut la démonstration du Théo-
reme 1.5.1. [

1.6 Schéma de caractérisations des NST et MIST

La Table 1.6.1 ci-dessous décrit les différentes étapes de caractérisations
des modeles NST et MST qu’on utilisera dans la suite de ce travail. En effet,
les fleches en bleues décrivent les modeles considérés tandis que celles en
rouges donnent la procédure de caractérisations. La fleche continue rouge de
caractérisation par fonction variance généralisée est a détailler en Section 4.2.
Notons que ces fonctions variances (généralisées) sont définies sur M :=
K’(®), ou O est le domaine canonique de K.
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TasBLE 1.6.1 — Schéma de caractérisations des FEN

detV : Mp —]0, +oo, det V(m) := det[K”O(m)]

l

V : Mg S5, V(m) = [K'O(m)]

A
1

-« - -

Y(m) = [[V(m)]'dm

[

Y(m) =0 = O = P(Mp)

A

m(0) := K'(60) = m = y~1(0)

A

¥

K(6) = In [exp(0, x))u(dx) = [¢~1(6)dO
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Chapitre 2

A characterization of NST models
and their associated polynomials
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2.1 Résumé en frangais

Dans ce chapitre, on a proposé une caractérisation par fonction variance
des modeles NST multivariés sur R* décrits par Boubacar Mainassara &
Kokonendji (2014). Ces modeles sont composés d"une variable stable-Tweedie
positive fixée et des variables gaussiennes indépendantes conditionnées par
la premiére, de mémes paramétres de dispersion égale a la variable fixée. Etant
donné un vecteur aléatoire (Xi,..., Xi)" € Rk, les modeles NST multivariés
sont générés par la mesures o-finies v,; on R* (avec p > 1 et t > 0) données

par:

k
V(%) = iy (1) | | o, (@),

=2
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ot X; est une variable stable-Tweedie positive univariée de distribution 1, ; en
Definition 1.5.1 et Xj, ..., X sachant X; = x; sont k — 1 variables réelles gaus-
siennes indépendantes générées par (i, (de moyenne et de variance x;) avec
(p — D(1 — a) = 1. La fonction cumulante K,,,(0) = log ka exp({0, x))v,,(dx)

est explicitement
k
2
2 )6
=2
pour tout 0 = (64, ...,6)" dans le domaine canonique

k
1
®(Vp,t) = {6 € Rk 61 E; G @ ‘upl }

ou K =: K# est la fonction cumulante des modeles stables-Tweedie de
relatlon (1.7).
Ces modéles ont pour fonctions variances

| =

K, (6) = tK,, | 6:

Vg, (m) = 7> - mm" + Diag,(0,m,,...,m;), ¥YmeMg,,

avec t la puissance de convolution de mesure associée, p le parametre de
puissance variance et Mg,, = ]0, oo[ X R le domaine des moyennes m. A
travers la décomposition matricielle de Vg, (m) via le complément de Schur,
on a su déterminer la matrice inverse de Vg, (m), et arriver a caractériser
analytiquement les NST par leurs fonctions variances en distinguant les cas
limites p = 1 et p = 2. Les lois NST étant indéfiniment divisible pour p > 1,
la nature des polyndmes associés a ces modeles a été décrite a 1'aide des
propriétés de la quasi orthogonalité, des systemes de Lévy-Sheffer et des
relations de récurrences correspondantes.

2.2 Introduction

An important problem in statistical analysis is how to choose an adequate
family of distributions or statistical model to describe the study. For this
purpose, the characterization theorems can be useful because, under general
reasonable suppositions related to the nature of the experiment, they allow
us to reduce the possible set of distributions that can be used. One of these
reasonable assumptions is that the normal stable Tweedie (NST) models (Bou-
bacar Mainassara & Kokonendji, 2014) present particular forms of variance
functions based on the first component of mean vector and a probability mea-
sure which is not easy to handle. So, a characterization by variance functions
or by associated polynomials is required for the analysis related to this mo-
del. Recall that variance function plays a significant role in the classification
of natural exponential families (NEF). Thus, the NEFs can be characterized
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by variance functions obtained by successive differentiations of the Laplace
transform of a positive measure. Also, the variance functions are convenient
to identify a family that is, for example, a Laplace transform to identify a
probability distribution.

For an accurate presentation of this work, let us introduce some notations.
I, = Diag,(1,...,1) the k X k unit matrix. For two vectors a = (a1, ...,a)" € RK
and b = (by,...,b)" € R, we use the notations (a,b) =a’band a®b = ab"
to denote the scalar 21];:1 aib; and the k x k matrix (aibj) . respectively,

i,j=1,..
and finally S (Rk) the set of symmetric matrices on R*. About exponential
families, variance function, generalized variance function, we are referring to
Chapter 1.

Concerning notations of associated polynomials, we also recall that for all
x = (x1,...,%) € R and for all n = (ny,...,m) € N, we write x® = x]" - -- x¥,
IIx|l+ = max (— Y, L xlfr), n! =n!---m!and [n| = ny + - - - + 1. A polynomial

in x € R of the |n|th degree can be written as follows :

On(x) = Z agxd, n,q€ NF,

ql<In]

where ag # 0 when |q| = |n|. Let us now introduce the power of convolution
t > 0 of any y € M(R*) such that u* = p, generates the NEF F; = F(u,) on R*
with mean m; € Mg,. Note that, for t > 0 and then y is infinitely divisible, we
can associate F; to a Lévy process (X;)i-o; see, e.g., Sato (1999). For all n € NFK

and for all A € GL (Rk), following Schoutens & Teugels (1998) we define
a family of associated polynomials (linked to the so-called Lévy-Scheffer
systems) in x € Rf by

Pant(®) = fi(x, m,) (Aey, ..., Aey) /fy, (x, my), (2.1)

where fﬁ:‘)(x, m)(Aey, ..., Ae) is the [n|th derivative of m — f, (x, m) in |n|th
directions Ae; (1, times), ..., Aex (1, times) with

f#t(x' m) = exp{<¢[1,(m)/ X> - Kyt(labyt(m))}r Ym € MFH

and the relation ¢, (m) = 1, (m/t). When A = I, the expression (2.1) corres-
ponds to P, (x) = F(;)(x, m)/f, (x, my). In particular, f, (,m;) := 1 and Py is
a polynomial in x of degree |n| and the sequence (P n t=1),cn« fOrms a basis of
Rlx1, ..., xx].

In this paper we first characterize the NST models through their variance
functions and then describe some of their associated polynomials by quasi-
othogonality properties. For this, Section 2.3 recalls the description of all k-
variate NST models which are composed by a fixed univariate stable Tweedie
variable having a positive value domain, and the remaining random variables
given the fixed one are real independent Gaussian variables with the same
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variance equal to the fixed component. Section 2.4 is devoted to the result of
the NST characterization by variance functions, for which the proof is given in
the appendix in Section 2.6. In Section 2.5 we examine associated polynomials
with these models.

2.3 NST models and déterminant of the Hessian
cumulant function

According to Boubacar Mainassara & Kokonendji (2014) and given a ran-
dom vector (Xy,...,Xy)" € R¥, the multivariate NST models are generated by
o-finite measures v,; on R (with p > 1 and t > 0) as follows :

k
Vpu(dx) = (@) | | o (), 2.2)

i=2

where X; is a positive univariate stable-Tweedie distribution u,; of Defini-
tion1.5.1and X,, ..., Xi given X; = x; are k—1 real independent Gaussian va-
riables generated by 1, (with mean 0 and variance x;) with (p—1)(1-a) = 1.
The cumulant function K,,,(0) = log ka exp({(0, x))v, (dx) is explicitly

k
1
K, (0) =K, , [61 +5 Z 9?] , (2.3)
=2
forall @ = (64,...,06¢)" in the canonical domain
1 &
O(v,) = {9 € R (61 + 5 Y 0)e @(W)} (2.4)
=2
where K, = K, is the cumulant function of stables-Tweedie models of

relation (1.7).
The fowolling results stat some news importants properties of cumulant
of (2.3) which we will use in Chapitre 4.

Theorem 2.3.1 For t = 1, the determinant of Hessian cumulant fonction (2.3) is
continuous for all p € (1, o0) and satisfies :

(i) detK}(0) = [K,,(0)] pourp =1.

. ' T (p+k=1)/(2-p)
(i) detK} (6) = [(2 - p)K,,(0)]

pourl <p <2.
(iii) detK(6) = exp[(k + DK, (8)] pour p = 2

pour p > 2.

(iv) detK; () = :1 / (—(P ~2)K,, ( 6))](P+k—l)/(P—2)
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The following lemma is required to prove Theorem 2.3.1.

Lemma 2.3.1 Let L be a positive definite k X k matrix S (Rk) having the form

with A € R\ {0}, a = (ay,...,4-1)" € R and Aisa (k— 1) X (k — 1) symetric
matrix. Then, the determinant of matrix L is given by

detL = Adet(A - 1'a®a).

Proof : Since A # 0, one can use Schur complement A — A"'a®a of A to

obtain
L= I O A O1x(k-1) 1 A~taT
Ala L J\Op-nsa A—A'a®a)|Op-nya Lin '

where I;_; is (k — 1) X (k — 1) unit matrix, O;x-1) is 1 X (k — 1) matrix and O-1)x1
is (k — 1) X 1 matrix une matrice a k — 1 colonnes et une ligne. Then,

1 O1x(r— A Op (k- 1 A-1laT
det . Dxe-1) det 1X(k1 2 det a
Aa L O-yx1 A—A"a®a Og=1)x1 Tk—1
= (detX;)(Adet(A - 1"a®a))(detl; 1)
= Adet(A-2A"'a®a),

detL

and the Lemma 2.3.1 is proved. [J
k
Proof of Theorem 2.3.1 : Setting ¢(0) = 6; + 3 Y. 6? and t = 1, the relation
j=2

(2.3) is write
K,,(0) = K,, (5(0)) (2.5)
with p > 1. Then,

K/ (6) = K/ (3(0)) x §'(0) ® ¢'(0) + K/, (3(0)) X §"(6),
where ¢'(0) = (1,0, ..., 0" et g"(0) = Diag, (0,1, ...,1). Therefore

K:/,p(e) = K;:P (8(6)) (1/ 62/ ceey Gk) ® (1/ 62/ ceey Qk)
+K;1p (g(0)) Diag, (0,1,...,1).

Using Lemma 2.3.1 with A = K{/ (g(0)), a = K, (8(0))(62,...,6()T and A =
Kl (£(0))(62,...,60)R(6,, ..., 6+ K, (¢(0)) It-1. One deduces A— 1 'a®a =
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K, (8(0)) It and

detK; (6) = K (g(6))det[K], (3(6)) L]
K], (50) [K,, (5(0)] " detly

K7 (30) K, (s@)]
. K , k k-1
K, [91 +3 Z (9]2.] K, (91 ts Z 9?]] . (26)
=2 ‘

which we use to verify the four relationships listed in the above proposal
based on (2.42) and the expressions of K, of Définition 1.5.1 according to the
values of p.

For p = 1, K,,(60) = exp(6y), then K}, (60) = exp(6o) and K/(60) =
exp(0p) therefore (2.6) is write

k r k k-1
. 1 1
det KVP(B) = K#r [91 + 5 Z Q?J Kyp [91 + E Z 95]]

I
A
_§
—~
)
~
|—
>
~

with K, (6) > 0 pourp = 1.
(i) For 1 < p < 2, K, (60) = [1/2=p)][~(p - O] with ©, =
(—09,0). Then the firstand second order derivatives gives, respectively K|, (6o) =

[~(p - 1)6o] """ = [(2 - P)K#p(eo)]l/(z_p) and KJ (60) = [-(p - 10" =
(@)K, 00]"

p). The expression of (2.6) becomes

_ ) ‘ p/(2-p) , k (k=1)/2-p)
det K (6) 2-p)K,, |61+ 3 Z 0 [(z ~p)K,, [91 s Z 6?]]
| =2 ‘

L(p+k=1)/2-p)

[ k
1
= |@-pK, |6:+3) .6
j=2

(prk-1)/2-p)

= [@-pK,, (0)]

~

with K, (6) > 0pour1<p <2.
For p = 2, K,,,(60) = —log(~6¢) avec ®,, = (=c0,0). Then K;, (6,) =
-1/6p = exp [KW(GO)] et K;,'p(@o) =1/65 = exp [ZKHP(Qo)] and then the relation
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(2.6) is write,

det K:,’p(@)

[ k
exp [2K,,, [61 + %Z 6?]]
. L
= exp|(k+ DK, [91 ts Z 9]2]]

= exp|(k+ DK, (0)].

For p > 2, K, (60) = [-1/(p = 2)][-(p — 1)0] /"™ avec ©,, =

(=00,0). Then the first and second order derivatives gives, respectively

K, (60) = [1/ (~(p - DO = [1/ (~(p - 2K, (0))] ",

and

K (60) = [1/ (~(p = DO = [1/ (- 2K, 00)] ",

that one replaces in the expression (2.6) to get

L& (p+k=1)/(p-2)
[1 / [—(p ~2)K,, [91 3 Z eim

det K:,’p(B)

(p+k—j1:)2/(p—2)
)

[1/(-(r-2K,, () :
with K, (6) < 0 forp > 2.

For p € (1,2) U (2, 00)2, the function p — K,, is continuous. We will check
the continuity at p = 2. Then,
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Forp # 2,
T (p+k-1)/2-p)
lim [(2 - p)Ky,(6)]

p—2-

- L& (p+k-1)/(2-p)
= lim |2 - p)K,, [91 ts Z efJ]

lim |detK (0)]

p—2-

— & e
— ; (v — il 2
= lim |- 1>[91+229f]]

. k
= exp|(k+ 1)Kpp=z (_61 - % Z G?H

= exp|(k+ DK,,_, (9)]
= det K;,p:z(e)l

from where the function p = detK{ (0) is continuous from the left at p = 2.

Jim [detk; @) = 1im [1/ (- - 2K, @)

p—=2*
- L (p+k=1)/(p-2)
_ : (1 — - 2
= lim |1/|~(p - 2)K,, [91+2;6]]H

I L& (p+k=1)/(p-1)
_ : (1 — - 2
= lim |1/|~(p = 1) 61+2Z(9].m

) L —(k+1)

1 2
j=2

: y
— 2
= exp|—(k+ 1)log(—61 -5 Z ejH

j=2
: y
= exp|(k+ DK, , [—91 -52, @?ﬂ
! =2
= exp|(k+ DK, (0)]

= detK] _(0),
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from where the function p - detKY () is continuous from the right at p = 2.
O
For fixed p > 1 and t > 0, the multivariate NEF generated by v, ; of (3.2) is

the set G, = {P (6;p,1); O € G)(vp,t)} of probability distributions
P (0;p, 1) (dx) = exp (0, %) — Ky, ()] v,,4(dx).
Therefore, the variance functions of G,; = G(v, ) generated by v, is
Vg,,(m) = tHr. m’i'_z -m®m + Diag,(0,my,...,m;), YmeMg, (2.7)
and the generalized variance functions
det Vg, (m) = 17 - m!™",  Vme Mg, = (0, 00) x R (2.8)

with Mg,, = (0, 00) X R*1. Here is the covariance matrix structure of the
trivariate normal Poisson, thatisk=3andp =1

ny nip ni3

Ve, (m) =|my my+m'm;  m'myms
mz  my'myms g+ mitm;
Tables 2.3.1 summarizes the k-variate NST models with power variance
parameter p > 1, power generalized variance parameter 4 := p + k — 1 and
support of distribution S,,.

TasLE 2.3.1 — Summary of k-variate NST models with power variance para-
meter p > 1, power variance generalized g, mean domain Mg, = (0, c0) X R
and the support of distribution S,.

Type(s) p g=p+k-1 S,
Normal Poisson p=1 qg=k N x Rk-1

Normal Poisson composé 1<p <2 k<g<k+1 [0,00)xRF!
Normal noncentral gamma  p=3/2 g=k+1/2 [0,00) x RF1

Normal gamma p=2 g=k+1  (0,00) x R¥!
Normal positive stable p2 > 2 g>k+1  (0,00) x RF1
Normal Inverse Gaussienne p=3 g=k+2 (0, 00) x RF-1

2.4 Characterization of NST by variance functions

We now come to the main result. Namely, we want to prove that, given a
variance function defined in (2.7) with fixed p > 1, the corresponding NEF is
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one of the NST models generated by v, ; of (3.2). The result of characterization
with t = 1 can be stated as below and its proof is given in the appendix of
Section 2.6.

Theorem 2.4.1 Let k € {2,3,...}, p > 1 and M, = (0,0) x R*"'. Then the unit
variance function V, : M, — S (Rk) defined by
V,(m) = m’;_2 -m® m + Diag,(0,my, ..., m), (2.9)

forallm = (my,...,my)" € M, characterizes up to affinity the NST model generated
by v, of (3.2) witht = 1.

Since all NST models G, = G(v,,) are infinitely divisible (Sato, 1999), the
following result highlights their modified Lévy measures p(v,,) of the normal
gamma type for p > 1 and degenerated for p = 1. See Kokonendji & Khoudar
(2006) for some univariate situations k = 1.

Theorem 2.4.2 (Boubacar Mainassara & Kokonendji, 2014). Let v, be a gene-
rating measure (3.2) of an NST family for given p = p(a) > 1 and t > 0. Denote
n=1+k/(p—1) =n(p, k) > 1 the modified Lévy measure parameter. Then

tp = 1)710R v for p>1

= k
Plap) =1 g, (Oe, _Hzﬂz,l)*k for p=1.
j=

Corollary 2.4.1 (Boubacar Mainassara & Kokonendji, 2014). Let G}, = G(p(va),))
under assumptions of Theorem 2.4.2. Then

_ M, k)] - m®m+(e;, m)-Diag,(0,1,...,1) for p>1
Vg (m) =1 """
: k=" - Diag,(0,1,...,1) for p=1,
withm € (0, 00) x RF1,
The following lemma is also required for the proof of Theorem 2.4.1.

Lemma 2.4.2 Let L be a positive definite k X k matrix in S (]Rk) having the form

L= ,
a A

with A € R\ {0}, a € R and A a (k — 1) X (k — 1) symmetric matrix. Then, the
inverse matrix of L is given by

— AT+A%a’Sta —AaTST
—A1aS™! st

withS=A-1"1a®a.

Proof. It is easy to check that LL™' = I. Which provides the result.C]
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2.5 Polynomials associated with NST models

Throughout this section, the NST laws are associated to the Lévy processes
(Xp)t>0 because each distribution v,; defined in (3.2) is infinitely divisible for
given p > 1; see, e.g., Sato (1999). As NEF (from ;) we associate to NST
models (from v, ;) the polynomials in (2.1) denoted here by Py ., for a given
power variance parameter p > 1.

2.5.1 Some quasi-orthogonal polynomials and NST models

Let us recall here the definition of orthogonality and some of their modi-
fications.

Définition 2.5.1 A family (Py),e 0f polynomials on R* is said to be :
(i) p-orthogonal (resp. u-pseudo-orthogonal) if for all n and q in N¥, one has
ka n(X)Pq(x)u(dx) = 0 when n # q (resp. |n| # |q]).
(ii) w-transorthogonal (resp. u-2-pseudo-orthogonal) if for all n and q in N¥, one
has J., Pa(x)Pq(x)p(dx) = 0 when [In — qll+ > inf (InJ; |q]) (resp. |n| > 2|q]).
(iii) d-orthogonal (d > 1) if and only if the d terms recurrence relations are
written

k
Xi n(x) Z ai,n+ej—q(n)Pn+ej—q(x)/

j=1 0<|q|<d

forall x = (x1,...,x%)" € R,

The following proposition summarizes some known results on the asso-
ciated polynomials of NST models.

Proposition 2.5.1 Let Py ny,(x) be polynomials of (2.1) associated to NST models
forp>1,t>0and A € GL(R") with generating measure v, ;. Then, we have the
three following assertions :
(i) Panypi(X) are v, -orthogonal or v, ;-pseudo-orthogonal if and only if p = 2;
(ii) Panpi(x) are v, ~transorthogonal or v, -pseudo-orthogonal if and only if
p=3;
(iii) Ppny,(x) are p-orthogonal if and only if p € {2,3,4,...}.

Proof. Since the corresponding NST model with p = 2 is the gamma-
Gaussian type which belongs to simple quadratic NEFs, we therefore refer to
Pommeret (1996).

For the normal inverse Gaussian with p = 3 and belonging to simple
cubic NEFs, the detailed proofs are given in Hassairi & Zarai (2006) for
the v, ;-pseudo-orthogonality and in Kokonendji & Zarai (2007) for the v, ;-
transorthogonality.

(iii) | See Kokonendji & Pommeret (2005). O

Cyrille C. MOYPEMNA SEMBONA 47



2.5. Polynomials associated with NST models

Asforp €[1,0)\({2,3,...} the characterizations by modifications of ortho-
gonality property are not available. In particular, the normal Poisson polyno-
mials with p = 1 need more investigations. Beside this, the Poisson-Gaussian
polynomials are orthogonals (see Pommeret, 1996) because they are in the
simple quadratic families of Casalis (1996). See Nisa et al. (2015) and Koko-
nendji & Nisa (2016) for short discussion and differences between normal
Poisson and Poisson-Gaussian families.

2.5.2 The NST Lévy-Sheffer systems

The concept is defined as follows.

Définition 2.5.2 A polynomial set {Qn,t (x);n e Nkt > 0} is called a Lévy-Sheffer
system (see also Schoutens & Teugels, 1998) if there exits a neighborhood of m = 0
denoted by B such that

Z rrr:—!nQn,t(x) = exp {(a(m), x) — tK, (a(m))}, V(t, m) € [0, 00) X B,

neNF

where a : B — R is an analytic function with a(0) = 0 and p is an infinitely divisible
distribution on RF.

It is clear that a Lévy-Sheffer system is connected to a Lévy process (X):o
with associated distributions (u,):0 ; see also Kokonendji (2005b) for further
details. Let us recall also that if (X;);»0 is a Lévy process, then the basic link
between the polynomials and the corresponding Lévy process is given by the
following martingale equality for each n € N¥and for 0 <s <t,

E [Qn,t(xt) | Xs] = Qn,s(xs)- (210)

In the framework of NST models, we are looking for the corresponding
NST Lévy-Sheffer system and a particular case of characterization by pseudo-
orthogonality.

Proposition 2.5.2 Let P4 ny,¢(x) be polynomials of (2.1) associated to NST models
forp>1,t>0and A € GL(R") with generating measure v,; and v, := v,1. Then,
we have the two following assertions :

(1) (Pranp,)nent 1=0 forms a Lévy-Sheffer systems and for all t > s,

E {exp(ipy, (Am + my), X; = Xo) | Xs} = exp {(t = 5)Ky, (¢y,(Am +my))}, (2.11)

for all m in a neighborhood of m, ;
(i1) (Pianpt)nenk =0 18 pseudo-orthogonal if and only if p = 2.
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Proof. (i) By Taylor expansion, one successively has :

tAm +m; —m,)" .,
Fox tAm +my) = Y & AL T

|
neNk n

m"
- Z Ffv(p,f) (x, m;) (tAey, ..., tAe)

neNk

mn
= Z FPtA,n;p,t(x)/

neNk

and then,

Z I:—?PtA,n;p,t(X) = exp {<1Pvp(tAm +my),x) - K,, (% (tAm + mt))}

neNk

exp {(gbvp (Am + my), x) — tK,, (z,bvp (Am + ml))} ,

with m; = tm,. Setting a(m) = ¢, (Am + m;) and since v, is an infinitely
divisible, from this we deduce the desired result.
To prove (2.11) we apply (2.10) to the Pia n,:(x) and we get

E (PtA,n;p,t(Xt) | Xs) = PsA,n;p,s(Xs)' (212)

We now combine (2.12) with the form of the generating function. On the left
hand side we find

m" m"
Z E{PtA np,+(X) |XS}F =K { Z F{PtA,n;p,t(xt)} |Xs}

neNk neNk
= E{exp {(v,(Am + my), X;) — £Ky,, (¢, (Am + my))} |X;]
=exp {—tK,,p (l,b,,p (Am + ml))} E {exp {(gb,,p(Am + my), Xt)} IXS} .

On the right, we have

m"
Z FPSA,n;p,s(Xs) = fvp(Xs, sAm + ms)

neNk

= exp {(gb,,p(Am +my), X;) —sKy, (lpvp (Am + ml))}
= exp {—SKVP (¥y (Am + ml))} exp {(gb,,p(Am + my), Xs)} )

Combination of both previous expressions leads to the relationship
E {exp {<¢vp(Am +mq), X — Xs>} IXS} = exp {tK,,p (gbvp (Am + ml)) —sKy, (l,bvp (Am + ml))} ,

which is equivalent to relation (2.11) ; hence, Part (i) is proven.
(ii) For p = 2 the corresponding NST model is gamma-Gaussian and
belongs to quadratic NEF case. We therefore refer to Pommeret (2000). [J
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2.5.3 Recurrencerelation of polynomials associated with NST

For simplicity we here omit the power variance parameter p > 1 rela-
ted to any NST model and their corresponding polynomials and generating
measure ; because the following result holds for all p > 1.

Theorem 2.5.1 A sequence of polynomials (Pp)ent s associated with the NST
models if (Pn)ner Satisfies the following recurrence relationship

01 Pa(x) = mPa(x) +In — (p = Vel AL Pr o1y, (X) + AL Py, (X)
xiPa(x) = AfPp(x), Vi=2,..k,

where A3 = n!/(n — q)!, with convention A} = 0 forn — q ¢ N,

Proof. By Taylor expansion, for any m € M := (0, 00) X RF! and for all
x € RF we have

fubem) =Y I:—!nPn(x), (2.13)

neNk

where f,(-, m) is the associated probability density ; e.g. from Theorem 2.4.1.
Then (2.13) can write

xp (), )~ K, (P (m)} = Y Zopat),

neNk

equivalent to

exp [(u(m), )} = Y () exp (K, (9(m)

neNk

that is

’ 9 n
exp(0,x) = Z an(x) exp {K,(0)}. (2.14)

neNk

Differentiating with respect to 0; one obtains :

n(x) Z L, PK(0) | 9Ky(6)
]

xiexp<9,x>:Z 8980 ™ e,

neNk

exp {K,(0)}. (2.15)
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Chapitre 2. A characterization of NST models and their associated polynomials

From (2.14) and (2.15) we successively get

k
m" Pa(x) e
Z inPn(X) = Z r;l, anm“ “IVjj(m) + m"m;

neNk neNk ) j=1
i—1
= Pa(x) nm™mt  mm;
= al j 1 M
neNk ) j=1

k
Pn(x —e;. P2 =i (P2
+ Z l‘l( ) Z n]-m“ e/mﬁi mimj + Vlimn e; (mf; m12 + ml) + mﬂml'

n! | &
neNk ]=Z+1
Pa(x _
= Z n(X) nm" iml mim;
n! 1
neNk j=1
Pa(x _ ) . -2
+ Z # [—nimn elmp m2 +n;m" "% (m’l] mz2 + ml) + m“mi]
n!
neNk
k
Pa(x . -2 .
= Z # anm“ i~ “mymj + nmam®™ = + m™m;
n! ,
neNk j=1
— Z Pn_('x) {|n|ml‘l+€i+(p—2)€1 + nimn—ei+el + mn+ei}’
n!
neNk

and identifying the coefficients of m", it follows that :

Pn(x) ||Il % (p 2)€1||+ n+1-04
n! (1’1 — e — (p 2)@ )l Pn- ei=(p- 2)31( ) ml—)nﬂn—el(x)_i_( z) Pr- el(x)

i
equivalent to
xiPa(x) = [In—(er+(p-2)en)ll+ As " Py 4 o2y O+ 11+ 1=012) AL ™ Py () + AP, (X)-
Hence, for i = 1 we get
21 Pa(X) = mPa(xX) + ASPo,, (%) + [0 = (p = Derllh AL Prpiye, (%),

and for i € {2,3,...,k}, A5 = A97% = 0, then x,Pa(x) = A%Py_,(x). The
proof of Theorem 2.5.1 is complete. [

The following tables summarize the classical polynomials associated with
NEF on R-.
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TasLE 2.5.1 — Orthogonal polynomials on R for quadratic NEF (Morris, 1982)

Type Vi(m) Mg Qn(x) Orthog. polynomials
Gaussian 1 R (%)Hn( V2x)  Hermite

Poisson m (0,00) (=1)"CL(x) Charlier

Gamma m? (0,00) (-1)"L%x+1) Laguerre

Binomial m(l —m) (0,1) n!(%)"K,% ! (%) Krawchouk
Negative-binomial m(1 +m) (0, o) 2‘%Mé’l(x —1) Meixner
Hyperbolic m*+1 R n'Pl(x) Pollaczek

TaBLE 2.5.2 — 2-Orthogonal polynomials on R for cubic NEF (Hassairi & Zarai, 2004)

Type Vr(m),m >0

Qun(x) (Induction relations n > 2), Qp(x) =1

Inverse Gaussian
3

Ressel-Kendall
m?(m + 1)

Abel (GP)
m(m + 1)?

Takacs (GNB)
m(m + 1)2m + 1)

Strict arcsine
m(m? + 1)

Large arcsine (GSA)
mQm? +2m + 1)

Qi) =(x—-1), Q(x)=x>-6x+3
Qur1(x) = (x = 31 — 1)Qu(x) — n(3n — 2)Qp-1(x) — A3Qn_2(%)

Qi) = 3(x=1), Qa(x) = 3(¥* ~7x +4)
Que1(x) = 3[(x = 51 = 1)Qu(x) = n(4n = 3)Qu-1(x) = A5 Qu-2(%)]

Qi) = 1(x=1), Qa(x) = 5(** ~ 15x +8)
Que1(x) = 3[(x = 81 = 1)Qu(x) — n(51 — 4)Qu-1(x) = A;Qu-2(1)]

Qi) = 3(x = 1), Qa(x) = 55(x* — 15x +8)
Qua1(¥) = gl(x = 131 = 1)Qu(x) — 1(9n ~ 8)Qu-1(x) — 245 Qu-2(x)]

Qi) = 3(x~1), Qax) = ;(x* —5x +3)
Qua1(¥) = 3[(x — 41 = 1)Qu(x) = (31 ~ 2)Qu-1(x) = A3 Qu—2(x)]

Qi) = 5(x=1), Qa(x) = gr(x* —13x +3)
Qua1(¥) = 5l(x = 111 = 1)Qu(x) — 181 = 7)Qu-1(x) = 245 Qu-2(x)]

52
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TaBLE 2.5.3 — The twelve Gy-orbits of the real cubic NEF distributed in four G-orbits
(Hassairi, 1992)

G-orbit Quadratic (Morris, 1982) Cubic (Letac & Mora, 1990)

1st Gaussian Inverse Gaussian
1 m3

2nd Poisson Gamma Abel Ressel-Kendall
m m? m(m + 1)? m?(m + 1)

3rd Binomial Negative binomial Takécs
m(1l —m) m(m + 1) m(m + 1) (2m + 1)

4th Hyperbolic Large arcsine Strict arcsine
m?+1 mQ2m? +2m+1)  m(m? +1)

TABLE 2.5.4 — (d)-(Pseudo) (Orthogonal) polynomials and univariate stable Tweedie model

Types Vi(m) =mP Qu(x)

Extreme stable p<0 ?

Normal p=0 Orthogonal (Hermite)

[Do not exist] 0<p<l1

Poisson p=1 Orthogonal (Charlier)

Compound Poisson 1 <p <2 ?

Gamma p=2 Orthogonal (Laguerrre)

Positive stable p>2 ?

Inverse Gaussian p=3 2—Orthogo?al (Hassairi & Zarai, 2004;
Kokonendji, 2005b)

p=2d-1, d-Pseudo-orthogonal (Kokonendji, 2005a)

Positive stable d€{2,3,---} d-Orthogonal/Sheffer syst. (kokonendji, 2005b)
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2.5. Polynomials associated with NST models

TasLE 2.5.5 — Orthogonal polynomials on R of the Casalis class by Pommeret
(1996) with Vp(m) =am @ m + B(m) + C

Types a B(m)+C OQn(x) (Orthogonal)
goisson- 0 Diag(my,---,mj1,---,1) Charlier & Hermite
=01, k
Gaussian (PGy) 0 x Hermite
Poisson (PGy) 0 Diag,(m,--- ,my) Charlier
gM-gamma- 1 Diag,(my,---,mj,0,mj1,--+ ,mjs1) Laguerre & Charlier
=01, k
Gamma-
Gaussian 1 Diag,(0,my,--- Hermite & Laguerre
Neg.Multinomial . .
1 ... M
(NMgGy) Diag, (my,--- , my) eixner
Multinomial -1 Diag,(m,--- ,my) Laguerre & Meixner
Hyperbolic 1 Diag(my, -, m_, Zi-:ll m; + 1) Meixner & Pollaczek

TasLE 2.5.6 — (d)-(Pseudo) (Orthogonality) polynomials and multivariate NST

p—

model with Vg(m) = m;

2-m®m+Diagk(O,m1,--- ,My)

Types p=pla) Qn(x)

Normal Poisson p=1 ?

Normal Compound 1<p<2 )

Poisson '

Normal Gamma p=2 Orthogonal (Pommeret, 1996)

Normal Positive stable P > 2

Normal Inverse
Gaussian

Normal Positive stable pef3,4,---

Pseudo-Orthogonal (Pommeret, 2000)
?

Transorthogonal / 2-Pseudo-Orthogonal
(Hassairi & Zarai, 2006 ; Kokonendji & Zarai,
2007)

p-Orthogonal (Kokonendji & Pommeret,
2005) & ?7?

54
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Chapitre 2. A characterization of NST models and their associated polynomials

2.6 Proof of Theorem 2.4.1

We mainly show that, given the variance function (3.7) with fixed p > 1
then, up to affinity, the corresponding cumulant function is that introduced
in (2.3) with t = 1. For problems of existence, we first proving the limits cases
(p =1,p=2)thenthecasp € (1,2) U (2, ).

Let F, = F(1,) be a NEF satisfies (3.7), p > and for m = (my,...,m)" €
Mg, = (0,00) x R*! =: M (does not depending on p > 1). To apply Lemma
242 with L = [V,(m)] of (3.7), one sets : A = m, a = m’i'_l (my, ..., )"
and A = m’l’_2 (my, ..., m) ® (my,...,my) + mlie; = A 'a®a + mIi_;. Then
S=A-2A!a®a = mI; and, since m; > 0, we successively have : S7! =
(1/m)hy, A7+ A72a7S™la = (1/nd) + (1/m3) ¥, m, —A"'a"S™ = —(1/m3)a”
and —A'aS™! = —(1/m?)a. Thus, the inverse of variance-covariance matrix of
(3.7) can be written as

k

1 1 ) -1 .
2 et
[V,, (m)] =" ™= . (2.16)

-1 1
—a — I
my
Since m = K;p(@) and V,(m) = K:,’p(@), then by writing 0 in terms of m one
obtains

V,(m) = [6'(m)]™!

which implies
O(m) = f[Vp(m)]_ldm.

For 6 € ® := O(M) with M = (0, o) x R}, there exist an analytic function
@ : R¥ > R such that, forallm e M

82(/)(m))
8mi(9m]' i,j=12,..k .

0’(m) = ( (2.17)

Casep = 1:Forp = 1, therelation (2.16) can write, forallm = (m;, . .. ,mk)T €
M := (0, 00) x RF-1

3 ] 2
[V (m)] ™" = " m11 = 1m1 (2.18)
-—a — Iy
m1 mq

Using (2.17) and (2.18) for getting the first information on stable-Tweedie
component, we have

&2 £
gp _1 .1 Y (2.19)
1
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2.6. Proof of Theorem 2.4.1

Integrating (2.19) with respect to m; where m; > 0, we have

90

3m1 =logm — — Z m? + g(my, ..., my), (2.20)

1]2

where ¢ : R¥! — R is an analytic function to be determined. Derivative of
(2.20) with respect to m;, for j = 2,...,k gives

Fp _ m . 98

om j8m1 m? om j '

(2.21)

Expression (2.21) is equal to the (1, j)th element of [V;(m)]™! in (2.18), so by
identification we get

mj m] 88
m2 om;’
and we deduce that dg/dm; = 0 imphes g(my,...,my) = a; (a real constant).
And thus, (2.20) becomes

dp

&ml lOg my — % Z m + aq. (222)

1]2

Integrating (2.22) with respect to m; we have
@(m) = my logm; — my + — Z m? + aymy + h(m,, ..., my), (2.23)

where h : R¥! — R an analytic function to be determined. From now on,
complete informations of the model (i.e. normal components) begin to show
itself. The two first derivatives of (2.23) with respect to m; give, respectively,

a(p m; oh .
(9_mj_m_1+8_mj’ VJ—Z,...,k (224)
and,
2 2
Pl M ik (2.25)

8m]2. ™ 8m]2. !

Expression (2.25) is equal to the diagonal (j, j) of [Vi(m)]™! in (2.18) for all
j €12,...k}, hence we have

1_a ok

m &m}z. )

Consequently 0*h/dm? = 0 and oh/dm; = a; (a real constant) for all j €
{2,...,k}. Then, equation (2.24) becomes

=—L4a, j=2,..k (2.26)
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Chapitre 2. A characterization of NST models and their associated polynomials

Using equations (2.22) and (2.26) we get

k
1 my My T
=1 - 2 =, =
e(m) Og my zm% ]:Zz m]/ ml/ ’ m + (a1/a2/ /ak) ’
or
1 k m?
Ql(m) = logm1 — E Zj:Z oz + o
0(m) = m, 1 | (2.27)
Oi(m) = — +a;, j=2,...,k
m

From (2.27), each 6, belongsto R for j € {1,2,...,k} because m; > 0and 0, € R
for j € {2,...,k}. Thus, one has O(M) C R¥ and also

k

mi(6) = exp [(61 — a1) + Z (2.28)
=
1 &
mi(0) = (0; - ;) exp[(01 — ar) + 5 ;(9]- —a]j=2....k (2.29)
Since M = (0,1) x R¥!, we deduce that ®@(v) = RF. Also m = 81;‘;;9), then

using (2.28) as follow :

K, (0)

KV(G) 861

do,

k

exp (61 ay) + Z P — OC]‘)Z] + f(QZ, .., 00, (2.30)

=2

where f : R*! — R is an analytic function to be determined. Taking deriva-
tive of (2.30) with respect to 0; for each j = 2,..., k, we obtain

IK,(0)
30,

f

= (0 - a)exp (01 — ) + 22(6 — )]+ 5o

]_
which is equal to (2.29) ; then one gets df /d0; = O forall j € {2,.. ., k} implying

£(6,,...,6;) = b(areal constant). Finally, forall @ = (0, ...,6,)" € O(v), (2.30)
becomes

k
K,(0) = exp [(91 — ) + %;(91' - 0‘]')2] +

By Proposition 1.4.1 one can see that, up to affinity, this K, isa NST cumulant
function as given in (2.3) with t = 1 on its corresponding canonical domain
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2.6. Proof of Theorem 2.4.1

in (3.4) for p = 1. The proof of Theorem 2.4.1 is therefore completed by use of
the analytical property of K,,. [J

Case p = 2 : Casalis (1996) dealt this case in the context of 2d + 4 quadratic
NEFs families and corresponds to gamma-Gaussian family. For p = 2, the

-1
inverse matrix [V,,(m)] in (2.16) can write

, 2.31
h ) (2.31)
—a — I

m% my

forall m = (my,...,me)" in M := (0, 00) x RF-1, Using (2.17) and (2.31) for
getting the first information on stable-Tweedie component, we have

and then

d
o __1_ 1 Y 2+ gma, .. my), (2.32)

omy my  2m? 4
1 ]:2

where ¢ : R¥! — R is an analytic function to be determined. Derivative of
(2.32) with respect to 0; gives

I’ mj dg .
am]am1 ——m—%'i'&—ﬂl],]—z,,k (233)

Expression (2.33) is equal to (1, j)th element of [V,(m)]™! in (2.31), that is

mj - dg M

T L W, Y
my 8m] my

)
therefore % = 0 for each j = 2,...,k indeed g(my,...,m) = a; (a real
j

constant). The relation (2.32) becomes,

k

dp 1 1 )
— = ) m+m, 2.34
amy my  2m3 P P (2.34)
and its primitives can be written as
1 &
p(m) = —logm + 5 - Z n + agmy + h(my, ..., my), (2.35)
=2
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where h : R1 — Ris an analytic function to be determined. From now on,
complete information of the model (i.e. normal components) begin to show
itself. The two first derivatives of (2.35) with respect to m; give, respectively,

dp _m oh .
E Tl Viel2,... k (2.36)
and P P
PoLL I e k. (2.37)

Expression (2.37) is equal to diagonal (j, j)th element of [V,(m)] ™! in (2.31) for
j€1{2,...k}, so we deduce
1 1 0’h

—+—.
mq nq am?
Consequently d°h/ am? = 0and dh/dm; = a; (areal constant) forall j = 2,..., k.
Then, equation (2.36) becomes
0 M0 Viel.. k) (2.38)
o~ aj, Yjel{2,...k, )

using equations (2.34) and (2.38) one obtains

6i(m) = —— — S LMt m
j
O(m) = m 2Wll 2.39
=y (239)
Oi(m) = m—1+a], j=2,...,k

From (2.39), each 0; belongs to R because m; > 0 and m; € R for j € {2,...,k}.
And also

-1

T )
(01 —a1) + 5 Y0 — a))

—(0j —aj))

1
(01— ) + 5 L (0 — )
with 0;(m) —a; # O forall j € {1...,k}. Since m; > 0, then in (2.40), (61 —a;) +
1Y) - a))? < 0 and thus ©() = {0 € R (01 - a1) + 1 L1,(0; - a;? < 0},

JK,(6)

my = ) (2.40)

m; = i=2,...,k (2.41)

Also, m = 0 then using (2.40) one can obtain K, (0) as follow :
_ K,(0)
K,(0) = 20, do,
1 &
= —log[ - (61— m) - 5 Z(ej — |+ f(0a...,00, (242)
=2
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where f : R"! — R is an analytic function to be determined. Again, deriva-
tive of (2.42) with respect to 0; produces

K.(0) _ —(01 — 1) N af
90 (O1—m)+ 1L ,0,- a2 99

(2.43)

whichis equal to (2.41) ; then one gets, df /d0; = Oforall j € {2,..., k} implying
f(02,...,0) = c (areal constant). Finally, it ensues from it that we have

K,(0) = —log [ - (61 —a1) - - Z(@ —a|+c, VO eOW).

By Proposition 1.4.1 one can see that, up to affinity, this K,, isa NST cumulant
function as given in (2.3) with t = 1 on its corresponding canonical domain
in (3.4) forp=2.0

Case p € (1,2) U (2, 0) : Using (2.17) into (2.16) for getting the first infor-
mations on the stable Tweedie component, we have

Ppm) 1 1 ¢
=—+— Y m
dmi my o m ]Z;‘ ]
and then
= — ms+ g(my, ..., my), (2.44)
on, - 1)m;17—1 22 ; j T8 k

where ¢ : R¥! — R is a analytic function to be determined. Note that since
my > 0and p € (1,2) U (2, 00) then (2.44) is well defined. Derivative of (2.44)
with respect to m; gives

82(p(m) m; ag(mz, ceey mk) )
dmom, + o Vjief2,... k. (2.45)

Expression (2.45) is equal to the (1, j)th element of [V,(m)]™" in (2.16), that is

-mj dg(my,...,my) —m; .
= , v 2,...,k};
m3 " om; m? Jel }

therefore, dg(my, ..., my)/dm; = 0, for all j € {2,...,k} implies g(my, ..., my) =
ai (a real constant). Thus (2.44) becomes

0 (m) — 1 ¢
L4 - Z n +a, (2.46)
omy (P 1)m 2m3 =
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and, by integration with respect to m,, one gets

k

w-Dp-2m> 2m Z m; +aym +h(my, ..., my),  (2.47)
1 j=2

¢(m) =

where h : R*! — R is an analytic function to be determined. From now on,
complete informations of the model (i.e. normal components) begin to show
itself. The two first derivatives of (2.47) with respect to m; give, respectively,

dp(m) mj N oh(my, ..., my)

om; Ty om;

, Yie(2,...,k (2.48)

and
Opm) _ 1 Phimy,...,m)

8m? mq am? ’

Viel2,... k. (2.49)

Expression (2.49) is equal to the diagonal (j, j)th element of [V, (m)] ™! in (2.16)
forall j € {2,...,k}, hence we have
1 N Ph(my,...,mg) 1

m Qm? my

Consequently, 82h(m2,...,mk)/8m]2. = 0 and Jh(my, ..., my)/dm; = a; (a real
constant) for all j € {2,..., k}. Then equation (2.48) becomes
Ip(m) _m;

—+a;, ¥Yi=2,...,k 2.50
om; m 4 J (2.50)

Using equations (2.46) and (2.50) one obtains

-1 1
0(m) = (v - Dmy= 2 : 2.51)
j .
9] = m_1+aj’ ]22,...,k.

From (2.51) and since m; > 0 and m; € R for all p € (1,2) U (2, ), one has :
(61 — a1) < 0 which can be extended to 0 when p > 2 (see also (2.54) below)
and (0; —a;j) € Rfor j € {2,...,k}. Hence, up to affinity (see Proposition 1.4.1)
the set © introduced for (2.17) is similar to the one of (3.4). Also, the system
(2.51) leads to its converse as

- ~1/(p-1)
my(0) = [—(P - 1)[(91 —ap) + > ;(3]‘ - aj)z]] (2.52)

and

L ~1/(p-1)
m](G) = (9] - ﬂ]) [_(P - 1)[(91 - ﬂl) + E Z(Q] - El])z]] P ] = 2, . ,k,
j=2
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with 0; —a; # 0 for all j € {2,...,k}. Since m = JK,,(0)/d0 then using (2.52)
one can write K, (6) as follow :
JK;, (6)

26, '

K.,,(0)

1-1/(p-1)

k
~p- D[ ~a) + ;wj )]

+f(92/ sy Qk)/ (254)

where f : R""! — Ris an analytic function to be determined. Again, derivative
of (2.54) with respect to 0; gives

JK,,(0) k -1/(p-1) 6. O
70, :(Qj—aj)[ (v - 1) (01 —ay) + Z ] +fz_@k

=2

which is equal to (2.53); then, one gets df(0,,...,0:)/d0; = 0 for all j €
{2,...,k} implying f(0;,...,0k) = b (a real constant). Finally, it ensues from it
that we have

1 L& 1+1/(1-p)
K,,(0) = m [_(P - 1)[(61 —ap) + 5 Z(Gj - aj)z]] +b.
=2

By Proposition 1.4.1 one can see that, up to affinity, this K, isa NST cumulant
function as given in (2.3) with t = 1 on its corresponding canonical domain in
(3.4) forallp € (1,2)U(2, 00). The proof of Theorem 2.4.1 is therefore completed
by use of the analytical property of K,, . [J
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3.1 Résumé en frangais

Les modeéles multivarés stables-Teedie multiples sont introduits par Bou-
bacar Mainassara & Kokonendji (2014) comme extention des modeles NST.
Pour k € {2,3...} fixé et X = (X3,..., X)) € R¥, les modeles MST sont com-
posés de mélange d’'une variable stable-Teedie X; positive fixée et de k — 1
variables (X1, ..., Xi1, Xis1, .-, Xi) " indépendantes conditionnées par la pre-
miére fixée de mémes parametres de dispersion égales a la premiére variable
fixée.

Pour p = (p1,...,px) et @ = (ay,...,ax) avec p; = 1 et p; € {0} U[1,00)
pour tout j € {2,...,k} tel que p; = (a;j — 2)/(aj — 1) = pj(a;) équivalent a
a; = (pj —2)/(p; — 1) = aj(p;), les modeles MST sont générés par les mesures
o-finies vy ; sur R, avecp = p (a) = (py, .. PR, e =(aq,...,ap) ett > 0 comme
suivent :

k
VpaldX) = vy, (@) =ty (@) [ | 11y,
j=2
ou X; est une variable stable-Tweedie de distribution pp; et Xy, ..., X; sa-
chant X; = x; sont k — 1 variables Tweedie indépendantes générées par (i, ,
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de mémes parameétres de dispersion t = x;. La fonction cumulante est expli-
citement donnée par

k

Ku,, (0) = tK,, [0+ ) K, (0)],
j=2

forall @ = (64,...,6,)" dans le domaine canonique

k
OWp) =10 € RO (i) x .. x O (1) (01 + Y Ky, (0)) €O (11,) 1,
=2

avec © (le) donné en Definition 1.5.1.

La fonction variance et fonction variance généralisée correspondantes sont
respectivement,
1-p2 p2 T-pk

Vg,,(m) = t'1m! “mem+ Diag, (0, m; "*m m

Pk
1 o s, My mk),VmeMGP,t,

et

k
det Vg, (m) = tl‘plmi_lﬂ’ LG m?f ,
j=2
ouMg,, = (0,00) X M, ; X ... X M, ; représente le domaine des moyens.

La caractérisation par fonction variance des modeles multivariés MST est
similaire a celle établie au cas NST. La seule différence se situe au niveau
de parametre de puissance variance p = (py, ..., pr) & composantes multiples
avec p; > 1. Cette caractérisation a conduit a une nouvelle classification des
modeles MST, laquelle rend la famille beaucoup plus compréhensible et donc
facilement exploitable. Ainsi, selon les valeurs de la composante p; > 1 du
parameétre de puissance variance nous avons résumé en quatre sous-classes
les modeles MST : Le Poisson-MST (p; = 1), gamma-MST (p; = 2), Poisson
composé-MST (1 < p < 2) avec un cas particulier de gamma-non-central-MST
(p1 = 3/2) et enfin, le positive-stable-MST (p; > 2) avec un cas particulier de
gaussienne inverse-MST (p; = 3).

3.2 Introduction

Extending normal stable Tweedie (NST), multiple stable Tweedie (MST)
models are recently introduced as huge class of multivariate distributions.
They are composed by a fixed univariate stable Tweedie variable having a
positive domain, and the remaining random variables given the fixed one are
real independent stable Tweedie variables, possibly different, with the same
dispersion parameter equal to the fixed component.

Within the framework of exponential dispersion models, the characteri-
zation of MST models through their variance functions is completely proven
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under steepness property. A new classification is therefore deduced such as
Poisson-MST, gamma-MST, noncentral-gamma-MST and inverse-Gaussian-
MST families, for which each one of them contains one element of normal
stable Tweedie models namely normal-Poisson, normal-gamma or gamma-
Gaussian, normal-noncentral-gamma and normal-inverse-Gaussian distribu-
tions, respectively.

The dsecription of MST models by Boubacar Mainassara and Kokonendji
(2014) as extension of (NST) models is gven by their generalized variance
functions det V(m), of the form

detV(m) = m{'m? ...mY, (3.1)
for all mean vector m = (my,...,m)T € M C R, for given ¢ € {0,1,...,k}
and g; € R, fors € {1,...,{}. Note that £ = 0 in (3.1) is for the k-dimensional
Gaussian model with det V(m) = 1, and £ = 1 in (3.1) is for NST models with
detV(m) = m;“. We can refer to Cuenin et al. (2016b) for a recent description
of MST with simulation studies of the generalized variance estimator of (3.1).
See also Louati et al. (2016) for the same version of NST under the domination
of "multivariate normal a-stable exponential families, without extensions to
MST and their generalized variance function (3.1).

Concernig this paper we completely characterize all MST through their
variance functions (3.5) but not that of generalized variance functions in (3.1)
which is tedious taste. Note already that the characterization of the NST
models by variance functions is solidly shown in Kokonendji et al. (2015) and
this is, in fact, a very small sub-classes in the huge classes of MST. Remember
that univarite (stable) Tweedie models (Definition 1.5.1) are used to build
many new classes of models and properties ; see e.g. Jorgensen & Kokonendji
(2015), Kendal (2014) and Kokonendji et al. (2004).

In this paper we characterize the MST models through their variance func-
tions. For this, Section 3.3 presents the description of MST models which are
composed by a fixed univariate stable Tweedie variable having a positive
value domain, and the remaining random variables given the fixed one are
also real independent Tweedie variables, possibly different, with the same
dispersion parameter equal to the fixed component. Section 3.4 and 3.5 are
devoted to the theorem of characterization of MST models by variance func-
tions and its proof, respectively. Summarize and final remarks are made in
Section 3.6 introducing a new classification of MST models.

3.3 MST models and the determinant of Hessian
cumulant function
Letp = (p1,...,px) and & = (ay, ..., ) with p; > 1 and p; € {0} U [1, o) for

all j€{2,...,k} such that p; = (a; — 2)/(a; — 1) = pj(a;) equivalent to a; = (p; —
2)/(pj — 1) = a;(p;)- Now, according to Boubacar Mainassara and Kokonendji
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(2014) and given a random vector (Xj, ..., Xx)" € RK, from Definition 1.5.1 the
MST models are generated by o-finite measures v,; on R¥, with p = p (a) =
(1, pe), @ =(a1,...,ar) and t > 0 as follows :

k
vp,t(dx) = VP1~-~,Pk,t(dx) = (um,t(dxl) H Hpjx (dxj)/ (3-2)

j=2

where X is a positive univariate stable Tweedie distribution y,, ;and X, ..., X
given X; = x; are k — 1 real independent Tweedie variables generated by i, .,
with the same dispersion parameter t = x; for all j € {2,...,k}. The cumulant
function K,,,(6) = log ka exp((0, x))vp +(dx) is explicitly

k
K., (6) = tK,, [91 + Z Kypj(ej)], (3.3)

=2

forall @ = (04,...,0¢)" in the canonical domain

k
O(vp,) = {9 e RX O () X .. X O (11p,); (601 + Y K, (6))) € @(ppl)}, (3.4)

=

with © (Hm) given in Definition 1.5.1.
Fort > Oand fixedp = (py,...,pr) withp; > Tandp; € {0}U[1, o), the mul-

tivariate NEF generated by v, ; of (3.2) is the set G, ; = {P (6;p,t); O € G)(Vp,t)}
of probability distributions

P (0;p, ) (dx) = exp (0, %) — K, ,(0)| v (dx).
Therefore, the variance functions of G,; = G(vp ) generated by v, is

Vg,,(m) = tl"’lm’l’l_zm ® m + Diag, (O, mi_pzmgz, e, mi_pkmzk) , (3.5)

k . . . .
forallm € Mg, = (0, o) '><2Mp].,t, where M, is the mean domain of univariate
]:

stable-Tweedie distributions. The generalized variance functions is given by
following theorem.

Theorem 3.3.1 The corresponding generalized variance function of (3.5) is given
by,

k
det VGP,,(m) — tl—p1ml;—1+P1_P2—4..—pk ml}’j’ (36)
j=2

for all m € Mg,, above.
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According to p; values for each j € {2,..., k}, the term Di(...) of (3.5) occurs
in several ways. e.g. : up to permutation for fixed ¢ € {2,...,k}, number of
non-Gaussian components, (3.5) can write,

1-p
1

pe

¢
m,’,my,..., M),

_41- p1—2 . 1-p2_ 2
Vg, (m) =t7"'m]" "m®m + Diag, (0, m; “m,’,...,m

¢
forallm € Mg, = (0, o) _><2 Mp].,t X R*=C. In this cas, the generalized variance
S fa

function is,

S T a— :
det Vg, (m) = ' T m?],

k
=2

for allm € Mg, above, to compare with (4.1) fort =1,{ =k, q1 =k—-1+p; -
p2—---—prandgs =psfors=2,...,k.

Proof of Theorem 3.3.1: Set A = t'"1m!’, a = tl"’lm’fl_z(mZ, ...,mp)" and

- -2 . 1- 1—
A = PP (my, . m) ® (my, ..., my) + Diag_ (m, P, .. my k)

_ . 1- 1-
A'a®a+ Diag,_ (m, "mly, ..., m " ml¥),

then A - A'a®a = Diagk_l(mi_pzmzz,...,mi_p"mzk) et det(A — A'a®a) =

. 1- 1- k=1-po—ps—-—p 7Tk :
detDiag,_,(m, my’, ..., m, ) = m TP T m?’.
Applying Lemma 2.3.1 with L = Vg, ,(m), one obtains

det Vg, (m) = A det(A - A"a@a) = £ 71 PP ] Tl

k
=2

The proof of Theorem 3.3.1 is now complete. [

The following Tables 3.3.1, 3.3.2 and 3.3.3 summarize the MST models
with different values of power variance parameter p = (p1, ..., px).
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TasLe 3.3.1 — Summary of some sub-classes of MST models for p =
(p1,p2,---,p2) with p1 > 1, mean domain Mg, and support S, of distribu-
tions. S, mentioned below represents the support (1.8) of Tweedie law with

parameter p;.

Type(s) p2 Mg, Sp
Normal stable Tweedie (NST) p2=0  (0,00)xRF! 5, xRF!
Poisson stable Tweedie p2=1 (0, c0)* Sy, X NF1
Compound Poisson stable Tweedie 1 <p, <2 (0, 00" Sy, X [0, 00)tt
Non-central gamma stable Tweedie p2=3/2 O, OO)k Sy, X [0, o)kl
Gamma stable Tweedie p2=2 (0, 00)* Sy, X (0, 00)F1
Positive stable Tweedie p2 > 2 (0, OO)k S, X (0, o00)k-1
Inverse Gausian stable Tweedie p2=3 (0, ) Sy, X (0, c0)t1

TasLE 3.3.2 — Summary of all elements of gamma stable Tweedie model for
p = (p1,2,...,2) with p; > 1, mean domain Mg, = (0, OO)k and support

S, = (0, OO)k of distributions.

Type(s) P

Gamma Poisson p1=1

Gamma compound Poisson 1 <p; <2

Gamma non-central gamma p1=23/2
Multiple gamma p1=2
Gamma positive stable p1>2
Gamma inverse Gausian p1=3
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TasLE 3.3.3 — Summary of some particular elements of MST models for
p = (p1,...,p1) with p; > 1, mean domain Mg, = (0, oo)f and support S;
of distributions.

Type(s) p1 S,

Multiple Poisson pr=1 NF
Multiple compound Poisson 1 <p; <2 [0, co)

Multiple non-central gamma p1=3/2 [0, 00)

Multiple gamma pr=2  (0,00)
Multiple positive stable p1>2  (0,00)
Multiple inverse Gaussian p1=3  (0,00)

3.4 Characterization of MST by variance functions

We now come to the main result. Namely, we want to prove that, given a
variance function defined in (3.5) with fixed p = (py, ..., pr) where p; > 1, the
corresponding NEF is one of the MST models generated by v, of (3.2). The
result of characterization with t = 1 can be stated as below.

Theorem 3.4.1 Letk € {2,3,...}, p = (p1,...,px) withpy > 1and p; € {0} U[1, o0)
for j€1{2,3,...,k}. Then the variance functions defined by

Vp(m) = mﬁ”_zm ® m + Diag, (0, mi_pzmgz, e, mi_p"m’;k) , (3.7)

k
forallm = (my, .. om) € M, = (0, ) j>:<2 My, 1, characterizes up to affinity the

MST models generated by vy, of (3.2) with t = 1 and M, denotes the mean domain
of stable-Tweedie distributions.

The general result from (3.5) for t > 0 is deduced from Part (iii) of Pro-
position 1.4.1 below which contains classical operations on NEFs and their
variance functions.

The cases p; = 0 and p; € (—o0,0) U (0, 1) are excluded for all j € {1,...,k}
in this section. Which is a direct consequence of the following proposition.

Proposition 3.4.1 (i) The are no exponential dispersion models with mean do-
main M = (0, c0) and unit variance function V(m) ~ m? as m — 0 for
p €(0,1) (see [35], Lemma 7).
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(ii) p1 = 0 corresponds to the observed values in R (possible negative or null) which
is not possible for a variance of another univariate stable Tweedie distributions

(3.2).

(iii) p; < Oare linked to the extreme Tweedie models, not steep and therefore similar
argument of p; = 0 holds too.

3.5 Proof of Theorem 3.4.1

We show that (3.7) corresponds to MST variance function of families ge-
nerated by (3.2) with t = 1.
The aim is to show that for fixed p = (p1,...,pr), p1 = 1 and p; €

{0} U[1,00) for j € {2,...k}, the variance function of the NEF G,; = G (vp,t)
generated by v, ; of (3.2) with t = 1is that in relation (3.7). The proof is done in
the same manner as in the case of NST models (see Theorem 3.1 of Boubacar
Mainassara & Kokonendji, 2014) which we summarize as follows. From (1.3.1)

k
and (3.3) we here have K,,(0) =: K,,, (¢(0)) with ¢(0) = 0: + }. K, (6;) and
=2
6 € O(vp) of (3.4). Therefore, K|, (0) = K| (£(0)) x ¢'(0), and

K7 (0) = K (g(0))xg'(6)®¢'(0) + K, (g(6))%xg8"(6), (3.8)

.
withg'(6) = (1,K;, (62),..., K, (6:)) andg”(6) = Diag, (0,K7 (62), ..., K;;pk(ek)).
Since

-
m =: K, (6) = K| (3(6))xg'(6) =K, (3(6)) (1,K;p2(62), : ..,K;pk(ak)) )
using (3.4) we deduce the mean domain M, = K., (@(Vp)) = (0, oo)xK;lp2 (®Hn2)x
K, (©4,)%x XKy (8, ) = (0,00) XMy, XMy, XXM, Letting K, (8(6)) =
my andK;lp_(Qj) =m;/myforj € {2,...,k}, onegets ¢’ (0(m)) = (1, my/my, ..., me/m)" .

]
To determine K/ (g(0)) and Ky (9 ]-)) one has, from Definition 1.5.1, K|, (6;) =

1 j ]

~(p = D[~(p; - D8,

1/(1-p;)) .
] P which leads to

-1 pj
K; 6) =K, 0)x [~ - 1o;] " =K, ©)]

1 Pi
therefore, K, (3(0)) = [K,, (s(@)]" = n' and K} (0)) = [K;lpj(ej)] _

(m]-/ml)pj for j € {2,...,k}. From (3.8) with 6 = 6(m) one obtains

Vp(m)

my' X g’ (0(m)) ® ¢ (B(m)) +m; X g” (6(m))

1 _ -

P1 : P2_..P2 Pk .. Pk

my xm2m®m+m1D1agk(O,m1 my,...,m mk),
1
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which is (3.4.1) and that concludes the implication.

Conversely, under the assumption of steepness, we show that, given
the variance function (3.7) with fixed p = (p1,...,px) where p; > 1 and for
j€12,...,k},p; € {0}U[1, 00) ; and the mean domain M, = (0, 00)xM,, X. .. XM,
then, up to affinity, the corresponding cumulant function is that introduced
in (3.3) with t = 1. For consistency problems of means domain, support of
distributions or cumulant functions, different cases following the values of p
will be distinguished up to permutation as below :

— pj=0 for jef2,...,w}, M, =R with1 <w<k
pi=1 for je{w+1,...,k}, ij = (0, 00)
(3.9)
Note that if w = k in (3.9) then one has NST models and the proof is already
given by Kokonendji et al. (2015) and we here omit it. Also if w = 1 in (3.9),
means no Gaussian component in these MST models.
Also, for some values of p; for each j € {1,...,k}, MST laws differ more or
less from their mathematical expressions, or from their distribution supports.
Thus, up to permutation, we detail (3.9) without w = k as follows :

Q) 1 pj=0 for je{2,...,wi(k>w>1)
1 Plz

- ) pi=1 for je{w+1,...,6 (€ > w)
i) p1=

A pi=2 for je{l+1,...,r}(r =90 (3.10)
(1)) p1€(1,2)
pj€(1,2) for je{r+1,...,s}(s=>7)
(ZU) ]916(2,00) '
pj€(2,00) for je{s+1,...,k} (k>5s).

Note that for all limit cases (w =1, £ = w, r = {, s = r and k = s) in
(3.10) their corresponding components (normal, Poisson, gamma, compound
Poisson and positive stable, respectively) do not exist in these MST models.
From now, we first prove (iv), followed by (iii) and finally (i7) and ().

For fixed p = (p1,p2...,px) such that p; € (2,00), p; = 0 for j €
2,...,wpk>w>1),pj=1forje{w+1,...,0 (€ =>w),p =2forje
{+1,...,rt(r>20),p;€(1,2)forje{r+1,...,s} (s > r) and p; € (2,0) for
je€{s+1,...,k} (k > s), the variance function in (3.7) is written

7712 7712 mPHl
. +1 r r+1
Vp(m) = Ss,ymem  + Dlagk(O,ml,...,ml,mw+1,...,mg,—,...,—, =
m P1 mq mq mpr+l
1 1
Ps Ps+1 Pk
7 ps_l 7 ps+] _1 VAR 4 pk_l 4 .
my my

for all m € (0, 00) x R~! x (0, 00)*=®. Since m; > 0 and p; > 2, to apply Lemma

Cyrille C. MOYPEMNA SEMBONA 71



3.5. Proof of Theorem 3.4.1
. -1
242 with L = [V,(m)] of (3.11), one sets : A = m ,al pl (my, ..., mg) and
2 2
m m
-2 . £+1 r
A = mrl’1 (my,...,mp) @ (my, ..., M) +D1agk_1(m1,...,ml,mw+1,...,mg,— e, —,
my my
Pr+1 p Ps+1 Pk
mr+1 mss s+1 mk )
Pre1=17""""  pe=17 peg=177777 =1
my my 1 1
Then,
2 2 Pr+1 Ps Ps+1 Pk
m m; M m m m
S = Diagk—l(mll--'rmlrmerl/--'rm['/ %/--'/ m_r’ p::l_ll"'/ pj—l’ pssjl—l_l/' Pf 1)
! vomy oy
' 312)
whereS =A-1"la®a,
._1 ._1
R . T s m?] k m?]
AL Sa——+—Z ij+2m1+z p‘_2+Z 2 |
j=w+1 j=t+1 j=r+1 mjj j=s+1 m]
-A71aTS™ ! = —(1/m;)b™ and —A~'aS~! = —(1/m;)b, where
pre1—1 ps—1 pss1—1 pe=1
bT = ™2 Mo o L my 1My my 1 my
= m—l,...,m—l, Joeeoy ,m€+1’“.lﬁl 17 T 1 17 el
’ mr+1 M ms+1 mk
Thus, the inverse of variance-covariance matrix of (3.11) can be written as
w 2 4 r s pi—1 k pi—1
L + l ﬁ + C+ + 1 + ml __1bT
- 2 " mj m -2 -2 "
[Vp (m)] =" 1= j=w+1 j=t+1 j=r+1 1 j=s+1 1M ,
-1
—Db S
mq
(3.13)

with zero sum limits forw =1, £ = w, r = {, s = r and k = s, respectively, and
S~!is the inverse matrix of S in (3.12) . Since m = K:,p(@) and Vp(m) = K;’p(@),
= [6’(m)]™" which implies

then by writing 0 in terms of m one obtains V,(m)

O(m) = f[Vp(m)]_ldm.
(0, 00) X R¥"1 X (0, )k, there exist an analytic

For 0 € ©® := O(M,) withM,, =
function ¢ : R — R such that, for allm € M
d*p(m)

o' (m) = (—87111- (9"1]')1-,]-:1,2 ..... - (3.14)

Using (3.14) into (3.13) for getting the first informations on the stable Tweedie
k pi-1

component, we have
2 ¢ pi-1
Pom) 1 1™ - allt "y
—— = + — — + m; + my + + ,
o2 it m2 m J pi=2 pi—2
1 1 1\ j=2 j=w+1 j=t+1 j=r+1 1M j=s+1 1M
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and then
Ip(m) 1 1 v, 1 v .
= —— T ) M- — m; + log(m;)
Jm (L= pom ™ 200y ; bom j:;1 j:Zefl
s pj—2 k pj—2

n, m,

+ E _—+ E ———— + YP(my, ..., m)3.15)
S -ml ™ A -2l
] p] j ] p] j

where ¢ : R¥! — R is a analytic function to be determined. Note that since
my>0,p1>2andm;>0,p;€(1,2)U(2,00)forall j € {r+1,...,k} then (3.15)
is well defined. Derivative of (3.15) with respect to m; gives

m; cﬁb(mg,...,mk)

_m_%+ o, for je{2,...,w}
0 ey
_i+ plmz ) for je{w+1,...,¢0
ml am]
0 Seee, )
az (m) 0+ llb(mz mk) for ] € {f + 1/- . ’Ir}
;o m’" oY(my, ..., my) :
———+ for je{r+1,...,s}
m;’] 8mj
pi=2
0 Seen, )
. Pl M) e s, K,
mff/_ 3111]‘

]

Expression (3.16) is equal to the (1, j)th element of [V,(m)] ™! in (3.13), there-
fore, dy(my, ..., my)/dm; = 0,forallj € {2,..., 6}Ulr+1, ..., kland dp(m,, ..., my)/dm; =
—1/mj, with m; > 0 for all j € {¢ +1,...,r} implies ¢ is a real constant in

My, ..., Mg, Myst, - .., M. Thus Y(my, ..., m) = — Z;zm log(m;) + a1, and (3.15)
becomes
a m 1 1 w 1 4 r
gr(n) _ T 5 ZZm?—m—ZmJ-+Zlog(%
1 (1 = pym; = oy j=t+1 J
s pi—2 k pj—2
my my

+ — 5 + Z —;7]—2 + a1, (317)

S —2m S (- 2]

and, by integration with respect to m;, one gets

w 4 r
1 1 2 ml
p(m) = — + m* — log(m;) m; + m (log (_) - 1)

(1= p))(A - pym!! 2 2m ]Zz‘ ! jzgfrl 1;1 mj

s pi—1 k pi—1
+ Z m + s
—2 —2
S (= D=2 S (pj — D(p; —2m]
+aymy + C(my, ..., my), (3.18)
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where  : R¥! - R is an analytic function to be determined. From now
on, complete informations of the model begin to show itself. The two first
derivatives of (3.18) with respect to m; give, respectively,

Ip(m) _
am]'

Pp(m) _

om>

i omsm)

m om;
adl(my,...,m
—log(m;) + A i?m 2
_m, 9Cms, . )
-1
_ mrlj] + 8C(m2/ ey mk)
(pj = 1)m§-7j_1 Imj
-1
_omy Iy, ..., my)
1 .
(pj = Dm] Jmj
2
i + a C(mZI"’Imk) for
m (9m]2.
P*U(my, . .., my)
0+ e for
mq aZC(m2, ey mk)
m_]z. + (9m]2. for
pi—1
m, PU(my, . .., my)
7 + e for
j ]
pi—1
m, P*U(my, . .., my)
7 + e for
j ]

for jef2,...,w}
for je{w+1,...,¢
for je{t+1,...,r1}
for jefr+1,...,s}
for je{s+1,...,k},
jEL2,...,w}
jeElw+1,...,¢0

jelt+1,...,7

jelr+1,...,s}

jE{s+1,...

(3.19)

(3.20)

Expression (3.20) is equal to the diagonal (j, j)th element of [V,,(m)]™" in (3.13)
forall j € {2,...,k}. Consequently, 82C(m2,...,mk)/8m‘;f =0forjef{2,...,w}uU
{€+1,...,k} and (92C(m2,...,mk)/8m? =1/mjwithm; >0forje{w+1,...,¢
implies dC(my, ..., mi)/dm; is a real constant in my, ..., My, My, ..., My and
d(my, ..., my)/dm; = log(m;) +aj for j € {w +1,...,{} with a; a real constant.
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Then equation (3.19) becomes

mi .
m—1+ﬂ] for jef2,...,w)
m;
10g( )+a] for je{w+1,...,0
2p(m) —%w for jelt+1,...,1]
= b 321
c9m] m?l ' ( )
——p]__1+aj for jefr+1,...,s}
(p]_;laj)—r:lj
my .
" +a; for je{s+1,...k}.
(p]_l)m]

Since O(m) = (8(p(m) /om j)j:l , o usingequations (3.17)and (3.21) one obtains

ML M My

(1 —py)m; =2 j=w+1 j=t+1
) ) k P
1 (ml)p 1 (ml)]
N + e +ay, (3.22)
]-;177]'_ ]':Z‘s:lpj_z M
m]' .
_J for jef2,...,w}
ny
1o (ﬁ) for jefw+1 ¢}
g - ] P
mi .
Gj_aj: _Wj for ]G{{,’+1,...,r} (323)
pi-1
_ 1 (ﬂ) for jefr+1,...,s}
pj—1\m; -
-
1 (ﬂ) for jels+1,...k,
pi—1\m;

with (0, —a;) <0forje{{+1,...,k} because m; >0forje{w+1,...,k} and
pj € (1,2)U(2,00) for j e {r+1,...,k}. From (3.22) and (3.23) , one has :

4

w r
0, = pl_l —%Z —a] - Z exp(6; — aj) + Z log (~(0; - 1))
j=2

(I -p1)m j=w+1 j=t+1
S pj pj -2
£ Y (< 1)+ Z (=5 - 1O @) +ay
j=r+1 p j= s+1

Cyrille C. MOYPEMNA SEMBONA 75



3.5. Proof of Theorem 3.4.1

and the inverse,

mi

S

=) 5 (- = DO; - )"

j= r+1p

with (1 - p1) ((91 -m) + Z] zKyp ;-

ml(Qj - aj)
my exp(0; —a;)

_ml/(ej - aj)

my/ (—(Pj -
Sincem = ((9Kvp(9)/f9@j> .

v,,(9)
20, 1

K,,(6)

Z log( 0, a]) Z 7o

j=t+1
Y
j= s+1

where ¢
tive of (3.26) with respect to 0; gives

t
y Z exp(6; —

{(1 Pl) (01 —aq) + %Z a')
=)
1 o

-y L =
((1 pl>[<el—a1>+21<up 0] a»D
2)))

mf (~p; = 10— )7
1)(6; —a))7"

(~p; = 10 - 2)))"™" |

j=w+1

k

j=s+1

for je{2,

for je{w+1,...,
for je{t+1,...,r
for jefr+1,...,

for jels+1,...,

w

j=2 j=w+1

j=r+1

P2 1+ -

1 ( (i — 1)(8j—uj))vj'_:1 }}1—W1

.., w}

aj) - Z log (~(0; - a)))

j=t+1
1

(3.24)

< 0 since m; > 0, and

4

} (3.25)
s}

k},

L then using (3.24) one can write K, (6) as follow :

14
2_1—1{(1 —p0[(O1 —ar) + %Z (-0 + Y exp(6;-a)

pj-2

(=t - 1)(O; - 2))""

} ! + P(my, ..., my), (3.26)

: R¥! - R is an analytic function to be determined. Again, deriva-

mﬂ@erW for jel2,...,w)
m1exp(6j—a]-)+(%¢(m28'—é;'mk) for je(w+1,...,60
alzvgje) _ _ml/(ej—uj)#w"”af—w for jelt+l,.. 1]
ml/(_(Pf = 1)(9; ‘”J‘))’% + (%(mza,—ej,mk) for jef{r+1,...,s)
ml/(_(pj - 1)(0; —a,»))’% (Wma’—é;"mk) for jefs+1,...,k,
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which is equal to (3.25); then, one gets d(my,...,m)/d0; = 0 for all j €
{2,...,k} implying ¢(my, ..., mi) = b (a real constant). Finally, it ensues from
it that we have

t

K0 = 5 1p {(1 pl){(61—01)+22 i—a) + Y exp(6;-a))
j=w+1
1+
- Z log (—(0; - a)) + 2 ~1)(0;-a))
j=t+1 j=r+l
Ll 1+$
+ Z (~(pj ~ (6~ ap) " }} +b
j= s+1
1 k 1+1—P1
_ m[a —pl)((e1 —a1)+;1<ypj(ej—aj)]] +b
k
= K“l’l [(61 -m)+ Z K'upj(ej - a])] +b, (3.27)
j=2

where Ky, are the cumulant functions given in Definition 1.5.1 with p; > 2,

pj € (0}U[1,00)for j€ {2,...,k and [(61 - a1) + L), Ky, (6 - a))] € (=e0,0] =
O(up,). By Proposition 1.4.1 one can see that, up to affinity and because of
p1 > 2,thisK,, of (3.27) will be called the positive stable-MST cumulant function
as given in (3.3) with ¢ = 1 on its corresponding canonical domain in (3.4) for
p = (p1,p2,-..,px) such that p; € (2,00), p; = 0for j € {2,...,w} (k >w > 1),
pi=1lforje{w+1,..., 0} (( >w),p;=2forje{l+1,...,r1(r > 0),p;€(1,2)
forje {r+1,...,s}(s>r)andp; € (2,00)forje{s+1,...,k} (k > s).
Forfixedp = (p1,p2---,pr)suchthatp; € (1,2),p; = 0forj € {2,...,w}
k>w>1),pj=1forje{w+1,....0} (¢ > w),pj=2ftorje{l+1,...,7]
(r=0,pie,2)forjef{r+1,. (s >r)andp; € (2,0)forje{s+1,...,k}
(k > s), the expressions of Variance function and cumulant function are similar
to (iv). However,onehas 1+1/(1-p;) < Osincep; € (1,2), and thusin (3.27) one
has [(61 - 1) + L), Ky, (6= a)| € (=o0,0) =: O(,,) which will correspond
to the so called compound Poisson-MST families.
(ii) | For fixed p = (p1,p2, ..., px) such that p; =2,p; =0for j € {2,...,w}
k>w>1),pj=1lforje{w+1,....0} (( > w),pj=2forje{l+1,...,71]
(r=0,pje,2)forje({r+1,. }(s >r)andp; € (2,00)forje{s+1,...,k}
(k > s), the variance function in (3.7) is written

m?2 m?2
— : +1 r 1-pr1 Pre1 1-ps_ ps
Vp(m) = m®m+D1agk<0,m2,...,mg, = ,...,m—l,m1 tm, ., my T mg,
1-psi1__pra 1-p Pk
my Utml L my T,

withm € M,, = (0, c0) X R¥™! x (0, ). We proceed in the same manner as
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in (iv) from (3.11) to (3.27), and thus one obtains :

dpm) 1 1y (M)
g _m_l_ijzz(m_l)_z_+zlog

j=w+1 j=t+1
-2 k -2
: 1 nq i 1 mq i ,
1D Wi et IR W l IR
= Pi j = Pi j

3
I

—{(91—01)+%i —a g Zexp(@ —a)—Zlog
=2

j=w+1 j=t+1

Z 2- (p] R —a) = * Z 2-p; (P] 1)(9]'—01;‘))1“;’7/}

j=r+1 j=s+1

¢ -1
- [(91 —a)+ ) Ky, (6 a;)] ,
j=2

with (61 —a}) + X5, Ky, (6 =) < 0 since m; > 0. Then

w l r
Ky, (0) = —log{ (61 —a}) + %Z . Z exp(0;—a) = Y log(~(0; - a))
j=2 j=w+1 j=t+1

+ Z (~trj = 1)(0; - ) 1 =7 Z (~(p; - —a}))H%”f }}+b’

j= “‘1 j= s+l
—log {— {(61 —ay) + Z KHP]' G a})]} TV
=

k
= Ky, [(91 —a))+ Z Ky, (0~ a;)J +V, (3.28)
=2

where Kyp]_ are the cumulant function given in Definition 1.5.1 with p; = 2,

pj €{0}U[1,00) for j € {2,...,k} and (0; —a]) + Zl;zz Kypj(Qj — a}) € (—00,0) =
O(up,). Again, by Proposition 1.4.1 we prove that, up to affinity, this K, of
(3.28) will be called gamma-MST cumulant function as given in (3.3) witht = 1
on its corresponding canonical domain in (3.4) for p = (2, p,, . .., px) such that
p1=2,p;j=0forjef2,...,wytk>w=>1),pj=1forje{w+1,..., 6} (£ > w),
pi=2forjef{t+1,...,11 (r =2 ), p; € (1,2)forje{r+1,...,s} (s > r) and
p; € (2,oo) forje{s+1,...,k} (k> s).

)| For fixed p = (p1,p2...,px) such that p; = 1, p; = 0 for j € {2,...,w}
k>w>1),pj=1lforje{w+1,....00 (( > w),p;j=2ftorje{l+1,...,7]
(r=0,pje,2)forje({r+1,. }(s >r)andp; € (2,00)forje{s+1,...,k}
(k > s), the variance function in (3.7) is written

Vy(m) = 1 m ® m + Diag (0 m m G _m% e P e Pemls
= 2,..., Mg ce ce
jof m K\ Y7 7 ’ ’ my ’ ’ m s r+17 71 s 7
1=psi1 pre1 1-pi Pk)
my L m T m ),
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withm € M, = (0, 00) X R”"! x (0, ). Similary to (ii), one has :

dop(m) 1% (M2
L) ) B RS WY

j=t+1
: 1 My pj—2 k 1 m pj—2 ;
" Z —2\m; * Z o \m. tay,
o Pi T2\, i 2\m
1 1 L I/ ., r B
mo = exp{(91—a1 QZ =4 L Z exp(0; —a) - Z log(—(ej—a], ))
j=2 j=w+1 j=t+1
2 A 2y 7= p PTG
j=r+1 f)

and, successively

r

w [
exp {(91 —a)+ % Z (9]- - a;.’)z + Z exp(6; - a;-') - Z log (—(6]- - a}'))

j=w+l j=t+1

Ky, ()

p 1
+ Z (~(p; - 1(0; - ) T Z (~py =16 ~a)) " }+b"

j= r+1 j= 5+1

exp {(61 —a)+ Z Ky, (0~ a;’)} +b

=2

k
Ky, ((61 —a)+ Y Ky, (6] - a;')] +b”, (3.29)

=2
where Kypj is a cumulant function given in Definition 1.5.1 with p; =1, p; €

{0} U[1,00) for j € (2,...,k} and [(61 - a}) + T}, Ky, (6; - a;f)] e R = O(u,,).
Thus, by Proposition 1.4.1 we show that, up to affinity, this K, of (3.29) will
be called Poisson-MST cumulant function as given in (3.3) with t = 1 on its
corresponding canonical domainin (3.4) for p = (1,p, ..., px) such thatp; =1,
pj=0forje{2,... w (k>w>=1),pj=1forje{w+1,...,00 (> w),p; =2
forje{l+1,...,r1(r=>0),pje(,2)forjef{r+1,...,8} (s > r)and p; € (2, )
forje{s+1,...,k} (k > s). The proof of Theorem 3.4.1 is now complete. [

3.6 Summary and remarks

We have characterized in Theorem 3.4.1 the MST models through their va-
riance functions for which the proof leads to the following classification. For
given p = (p1,...,pr) such that p; > 1 of (3.9) and (3.10), different parts of the
proof of Theorem 3.4.1 allow to summarize in four subclasses the MST models
according to the values of p; : The Poisson-MST (p1 = 1), gamma-MST (p1 = 2),
compound Poisson-MST (1 < p; < 2) with a particular case of non-central
gamma-MST (p, = 3/2) and finally, the positive stable-MST (p; > 2) with a par-
ticular case of inverse Gaussian-MST (p1 = 3). According to Tables 3.3.1, 3.3.2
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and 3.3.3, these subclasses of MST include several families of distributions
amongst which the NST models for p = (p;,0,...,0), the multiple Poisson
models for p = (1,...,1), the non-central gamma stable Tweedie models for
p = (p1,3/2,...,3/2), the gamma non-central gamma for p = (3/2,2,...,2),
etc. These subclasses are distinguished by their support of distributions , mean
domains or by their probability measures. Note that, the variance functions of
(3.7) satisfy necessary conditions of Ghribi et al. (2015) on the characterization
of NEF once Gaussian components of MST models are removed, reducing the
mean domains to (0, co)~.

The characterization of all MST through generalized variance functions
(3.1) seems difficult for the moment and remains an opening problem. But
some authors have done for particular cases; we can refer to Kokonendji
& Seshadri (1996) on the characterization of Gausian models, Kokonendji
& Masmoudi (2006 ; 2013) for Poisson-Gaussian families and the characteri-
zation via Monge-Ampere equation of gamma-Gaussian model, respectively.
Following the values of p, we also could watch the associated (quasi/pseudo)-
orthogonal polynomials of all MST models; see Kokonendji et al. (2015) for
the particular case of NST models. An alternative constructions and applica-
tions of multivariate models with some flexibility can be found in Jergensen
(2013), Furman & Landsman (2010), respectively.
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Chapitre 4

Caractérisation par fonctions
variances généralisées des NST
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41 Introduction

Le déterminant de matrice de variance-covariance, appelé aussi variance
généralisée et introduit par Wilks (1932) sous I’hypotheése de la gaussienneté,
joue unrole important dans1’analyse multivariée de mesure de variabilité. Un
bon estimateur tel que sans biais de la variance généralisée reste un défi a rele-
ver selon les modeéles statistiques ; voir, par exemple, lliopoulos & Kourouklis
(1998) pour des références bibliographiques sur les développements de ce su-
jet dans le cas de la normalité. Une approche convenable de tel estimateur
passe par des résultats de caractérisation du modele, sous des suppositions

raisonnables de la nature du phénomene étudié.
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4.2. Procédures de caractérisations par fonctions de variances généralisées

Dans le cadre des FEN F, la variance généralisée est le déterminant
de la matrice de covariance exprimée en termes du vecteur moyen m =
(mq,...,mp)T € Mg C RFaveck € {2,3,...}. Elle est une mesure de variabilité
a l'intérieur d’une population multivariée. En pratique, elle intervient dans
diverses situations telles que la détection des individus ou observations en
dehors d’une limite de surveillance/controle ou la présence des valeurs aber-
rantes dans un nuage. Trés bien connue sous '’hypothese gaussienne, la va-
riance généralisée demeure peu maniable dans la jungle de la non-normalité
multivariée. On s’intéressera particulierement aux fonctions variances géné-
ralisées écrites sous la forme,

det Vg (m) = mT'm? ---m, (4.1)
ol Vg (m) désigne la fonction variance (matrice de covariance) du modele
exponentiel considéré, £ € {0,1,...,k} donné et g, € R. Dans (4.1), le membre
de droite est supposé connu par contre celui de gauche inconnu. On peut
citer les cas particuliers £ = 0 en (4.1) correspondant au modele Gaussien sur
RF avec det Vg (m) = 1 et £ = 1 dans (4.1) pour les modeles NST avec
det Vi (m) =m!", Vm €]0,+oo[ x R*. (4.2)
L’objectif principale de ce Chapitre est de prouver que la FEN cachée derriere
la fonction variance Vg (m) de (4.2) est belle et bien celle des NST. Les cas
Gaussiens (q; = 0), normal-Poisson (g; = 1) et normal-gamma (q; = k + 1) ont
été résolus par Kokonendji & Seshadri(1996), Nisa et al.(2016) et Kokonendji
& Masmoudi (2013) respectivement. Ainsi nous présentons en Section 4.2
les procédures de caractérisations par fonctions variances généralisées. La
Section 4.3 est consacrée au Théoreme de caractérisation des modeles NST

par fonction variance généralisée plus la preuve, et la Conclusion en Section
4.4.

4.2 Procédures de caractérisations par fonctions de
variances généralisées

Notons que contrairement aux fonctions variances, les fonctions variances
généralisées ne caractérisent pas les FEN en général. Ainsi sous hypotheses de
positivité de la matrice de covariance ou de l'infinie divisibilité de la mesure
considérée, des cas particuliers ont été résolu par certains auteurs. Dans cet
esprit, nous élaborons dans cette Section les procédures de caractérisation par
fonction variances généralisées.

4.2.1 Connexion avec ’équation de Monge-Ampere

Dans le probléme de caractérisation par fonctions variances généralisées,
par exemple dans (4.1) et (4.2), les membres de droite de ces deux équations
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sont tous donnés tandis que ceux de gauches sont des inconnus. La relation
V (m) := K” (6(m)) induit immédiatement

detV (m) = detK” (6(m)), (4.3)

sur le domaine des moyennes Mg et permet de récrire (4.2) de la manieére
suivante
detK” (8(m)) = m™, Vm € (0,00) x RF! =: M. (4.4)

17

C’est une paramétrisation par moyenne m. Alors que la reparamétrisation
canonique de (4.4) donne

detK"” (0) = A(0), 4.5)

avec 0 € ® := O (M).

Les équations du type (4.5) sont connues sous le nom d’équation de
Monge-Ampere pour une fonction inconnue et suffisamment dérivable K :
OCR 5 REk>2 0uK = (D?jK)il]‘zlr...,k désigne la matrice hessienne de K
et A est une fonction positive donnée définie sur @ (voir, e.g., Gutiérrez, 2001,
pour des détails). Cette classe d’équations (4.5) a été une source de nombreux
travauxlesquels sontliés a beaucoup de domaines de mathématiques, tels que
la géométrie et le transport optimal (e.g., Villani, 2003, et ses références biblio-
graphiques). Des solutions numériques sont également étudiées (e.g. Loeper
and Rapetti, 2005) ; ce serait une source d’inspiration pour une approximation
de nos estimateurs. Cependant, les solutions explicites demeurent générale-
ment de "challenging" problemes. En particulier pour m, = 1 dans (4.5), les
démonstrations de I’équation fondamentale de Monge-Ampére telle comme
“une fonction lisse et strictement convexe K sur R* telle que det K”(0) = 1 est
une forme quadratique” étaient progressives, différentes, et selon la dimen-
sion : Jorgens (1954) pour k = 2 (voir aussi Kokonendji, 1995), Calabi (1958)
pour k = 3, 4, 5, et Pogorelov (1972) pour k > 6. Nous renvoyons a Cheng
& Yau (1986) pour une démonstration plus analytique et soit disant courte,
et a Caffarelli & Li (2004) pour son extension a des fonctions périodiques et
positives.

4.2.2 Déterminant des matrices de moments

Rappelons que dans le cadre du modele de probabilités
F = F(p) = {Po u(dx) 1= exp{x"0 — K,(6)}(dx); 0 € O(n)},

appelé FEN engendrée par uy € M (Rk) non concentrée sur un hyperplan de
R%, si X est un vecteur aléatoire distribué comme Pg,, alors Eg(X) = KL(G) =
<DiK”(6))i=1,...,k et Varg(X) = Ky (0) ou K, désigne la fonction cumulant asso-
ciée a la mesure p. La fonction m(0) = K, (0) est une transformation bijective
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de O(u) sur My := K, (G)([,t)) et, par conséquent, m = m(0) fournit une para-
métrisation alternative de la famille F = P(m, F); m € Mg, appelée la paramé-
trisation par la moyenne. Notons que Mr ne dépend que de F, et non du choix
de la mesure génératrice u de F. La matrice de variance-covariance de P(m, F)
peut-étre écrite comme une fonction du parametre m, Vy(m) = Ky (6(m)),
appelée la fonction variance de F. Ensemble avec le domaine des moyennes
My , Vi caractérise F dans la classe de toutes les FEN ; voir, e.g., Kotz et al.
(2000, Chap. 54) pour quelques détails. La fonction qui a tout m € Mg associe
det Varp(m) s’appelle la fonction de variance généralisée de F. En dimension 1
elle correspond simplement a la variance de F. Contrairement a la fonction va-
riance, la fonction de variance généealisée ne caractérise pas les FEN F = F(u)
en général, et il est nécessaire de résoudre individuellement 1'équation de
Monge-Ampere (4.5).

Les premiers types des équations (4.5) sont apparus pour la premiére
fois dans la classification de fonction variance quadratique simple avec Vp(m) =
amm’ + B(m) + C, ot a € R, B(m) et C sont des matrices (k X k) symétriques
réelles d’éléments linéaires et constants respectivement en m € My C R¥ (Ca-
salis, 1996). Ainsi, comme une utilisation pratique en statistique, il a été conjec-
turé par Kokonendji & Pommeret (2007) qu’avec les types d’équations (4.5)
de fonction variance quadratique simple, les modéles exponentiels construits
fournissent de simples expressions des estimateurs sans biais a variance mi-
nimale (SBVM) de variance généralisée, lesquelles sont proportionnelles a
celles obtenues explicitement par la méthode du maximum de vraisemblance
(MV). Ce dernier a été établi a partir des conséquences d'une propriété élé-
gante de déterminant des matrices des moments d’un modéle exponentiel
que nous énongons par les théoremes suivants :

Théoreme 4.2.1 Soit p une mesure positive sur RE Xy, ..., X; € R¥ et v Ia mesure

. 1 , .
image de 7l (det[X;... X;])? p(dXy) - - - u(d@Xy) par I'application

k
S:(R) - R, (X, X) - Xy 4+ X

Alors
(1) det L;j(e) =L,(0)

(i) detL(6) = (Ly(e))k det [K7/(0) + K,(8) ® K, (6) .

Théoréme 4.2.2 Soit p une mesure positive sur R¥ non concentrée sur un hyperplan
affine de RE X4, ..., X, € RF et vo la mesure image de

2
d ! ! ! (dXo)u(dX;) (dXx)
et plaXo)p(aXy) - - - plaXy),
0 X e X

par l'application
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k+1
So: (R > RE (Xo, X, X) > Xo+Xg + -+ X
Alors pour chaque 6 € O(u) tel que L,(0) existe,
(i) det L,(6) = L,,(0)
. k+1
(i) det £,(0) = (Ly(0))  detK;(0),

ou L,(0) est la matrice symétrique d’ordre k + 1 donnée par

L(0) (Ly0)
£,(0) =
L) L)

Pour plus de détails voir Kokonendji & Seshadri (1994b, 1996) via un
probléme dans Pdlya & Szegd (1972) et aussi Lindsay (1989). La connection
avec SBVM est présentée au dernier paragraphe ci-dessous ot I'on s’écarte
de la proportionalité avec MV (e.g. Kokonendji, 1994).

4.2.3 Deux méthodes de résolution
Premiére méthode (par théorie de mesure)

Sous I'hypothese d’indéfinie divisibilité de F = F(u), 'un des outils tech-
niques dont on dispose actuellement pour une caractérisation de fonctions
variances généralisées (4.3) au sens de Monge-Ampere sont les suivants. Tout
d’abord et afin d’avoir une solution particuliére au probleme, nous avons
besoin de la mesure de Lévy modifiée p(u) satisfaisant (e.g., Hassairi, 1999)

Kow(0) =logdetK,(0), VO e O(). (4.6)

Ensuite, on peut faire appel aux deux résultats suivants :

1. il existe une matrice X symétrique d’ordre k X k, semi-definie positive et
de rang < k, et une mesure positive v sur R* telle que

K;/(6) = £ +L,(6),

avec L)/ (0) := ka xx" exp(0 " x)v(dx) (e.g., Gikhman & Skorokhod, 2004) ;

2. pour deux matrices A et B d’ordre k X k, on a

det(A + B) = Z det(As) det(Bs),

5cf1,2,...k}

avec S’ =1{1,2,...,k} S et As = (4;)); jes> pour A = (a;); i1 2,k (VOIL, €.8.,
Muir, 1960).
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Le premier résultat est une équivalence de la formule de Lévy-Khinchine (e.g.
Sato, 1999) ; ainsi, X vient de la partie brownienne et le reste L/ (0) correspond
a la partie des sauts du processus de Lévy associé a travers sa mesure de Lévy
v. Le second résultat permet de calculer detKj/(0) = det[X + L;(0)]. Pour
S =1iy,iy,...,0p,avec 1 < 11 < iy < ---ip < k, un sous-ensemble non-vide de
{1,2,...,k}, et 15 : R¥ > R 'application définie par t5(x) = (x;,, Xiy,---,%;,)T,
nous définissons v la mesure image de

H(dxy, ..., dx;) = (1/€)(det[ts(x1) ... T5(x)])*v(dx1) ... v(dx,)

¢
par Y : (R") — RY, (x1,6,%,) - x; + X2 + -+ + x, . D’001, la mesure de Lévy
modifiée p(u) dans (4.6) peut s’exprimer comme

P =(Ad+ ), (detAs)vs,

0£5C(1,2,...k)

de telle sorte que A soit une représentation diagonale de £ dans une base
orthonormale. Enfin, il vient la discussion astucieuse et au cas par cas (pour
Iinstant) afin d’aboutir a l'unicité de solution a "transformations élémentaires"
prés du modéle F = F(u) (i.e. changement de base, affinité et puissance de
convolution pour la mesure génératrice). Cette méthode est basée sur la théo-
rie de mesure et a été utilisé par Kokonendji & Masmoudi (2006) et Nisa et
al.(2016) pour caractériser les modeles Poisson-gaussien et normal-Poisson
respectivement.

Seconde méthode (analytique)

Sion arrive a présenter le membre de gauche det K”(0) d’équation d’équa-
tion de Monge-Ampeére (4.5) comme une fonction (connue) de K”(0), a savoir

detK”(0) := h(K(09)), 4.7)
o1 11 est une fonction connue et K”(0) inconnu ; alors le probleme (4.5) devient
h (K(0)) = A(0), (4.8)

o1 seulement K(0) est'inconnu a déterminer analytiquement. Nous referons
le lecteur au papier de Kokonendji & Masmoudi (2013) pour la caractéri-
sation de normal-gamma ot / (K(0)) = exp {(k + 1)K(0)} laquelle est un cas
particulier de

h(K(0)) = exp {aK(0) +b"0 +c}, 0¢€®CR (4.9)

ot (a,b,¢) € R X RF x R est un triplet donné des constantes. Les cas résolus
de (4.9) sont:a = 0 et b = 0 et correspond au modele gaussien (Kokonendji &
Seshadri, 1996), a = 0 pour les Poisson-gaussiens (Kokonendji & Masmoudi,
2006), a < 0 pour le multinomial quin’est pas indéfiniment divisible (Ghribi &
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Masmoudi, 2010), et un cas tres particulier de a2 > 0 pour le gamma-gaussien
(Kokonendji & Masmoudi, 2013).

Dans la suite, nous nous intéressons aux équations (4.5) dont les membres
de gauches sont de la forme

B
” _ 1 k
detK (9)_l—aK(6)] , VO e®CR (4.10)
ou
detK”(0) = [aK(0)]°, VO e ® C R, (4.11)

avec a et 5 des réels positifs fixées.

4.3 Caractérisation des modeles NST par fonction
variance généralisée

4.3.1 Enoncé et remarques

Théoréeme 4.3.1 Soitk € {2,3,...} et p > 1. Si une FEN F, satisfait (4.2) avec q; =
p+k—1et (4.10) ou (4.11) alors, a affinité pres, F, est un modele NST. En particulier,
selon les différentes valeurs de p > 1, et pour tout m € M, = ]0, +0o[ X RK1 (4.2)
s’écrit via (4.10) ou (4.11)

(i) [K(Om))I = mt pourp =1,
(i) [(2 - p)K(O(m))] P+ /P = m’fk_l pour1l<p<2,

(iii) exp [(k + 1)K(O(m))] = m*! pour p = 2,

(i) [1/ (=(p — 2K(O@@m))] "2 = 1 pour p > 2,

out K est la fonction cumulante associée a la mesure de référence.

Ces relations sont une conséquence directe du Théoréme 2.3.1 combiné a (4.2)
puisque la fonction variance V(m) = K” (m(6)) pour tout m € M.

Remarque 4.3.2 Le cas p = 2 est completement résolu dans Kokonendji & Mas-
moudi (2013) selon la seconde méthode (analytique).

Remarque 4.3.3 Le cas p = 1 a été résolu par la premiere méthode (par la théorie de
mesure) dans Nisa et al. (2016) et nous allons en proposer une autre démonstration
en Section 4.3.4 selon la seconde méthode (analytique).

Les Sections suivantes sont consacrées a la démonstration du Théoréme 4.3.1
pour p > 2,1 < p <2 ainsi que le cas limite p = 1, respectivement.
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4.3.2 Démonstration du Théoreme 4.3.1 pour p > 2

Nous montrons dans cette sous-section que pour k € {2,3,...} et p > 2
fixés, la FEN F, satisfaisant (4.2) avec q; = p + k — 1 c’est-a-dire

det Vg, (m) = m™!,  ¥m e Mg, =0, +oo[ x R}, (4.12)

est un modele NST (p > 2) a affinité prés. Les propriétés suivantes sont
nécessaires dans la suite de démonstration.

Lemme 4.3.4 Soit K la fonction cumulante associée a la FEN F, des modeles NST
avec p > 2. Alors pour tout m € Mg,

(i) det Vi,(m) = [1/ (~(p — 2K(O(m)))]""* /¢,

(i) K(6(m)) < 0.

Démonstration : Soit K la fonction cumulante associée a F, de (4.12) avec
p > 2 fixé.
(1) | C’est une combinaison de (4.3) et (iv) du Théoreme 2.3.1.

(if) | Des relations (i) du Lemme 4.3.4 et (4.12) ona [1/ (-(p — 2)K(6(m)))]*** /¢ =
p+k—1
1

m; " . Puisquem; > 0etquep > 2 alors K(0(m)) < 0. Les résultats du Lemme
sont ainsi prouvés.

Lemme 4.3.5 Soit G, la FEN vérifiant (4.12) de fonctions variances Vg,(m) =
Vim) =m!"'m;, Vj=1,... k.
Démonstration : A partir des relations (i) du Lemme 4.3.4 et (4.12) on a

p+k—110 [ -1 l
-2 8| -2K(Om)

=(p+k-1)logms,

équivalent a

L -2
K(G(m)) = —pszl u (413)
et en dérivant respectivement par rapport a m, on obtient
-1 1 r
m[Vpp(m)] U=—s (1,0,...,00u, VYueRY (4.14)
m

1

et puisqu'on a m = K'(0) et 0'(m) = [Vpp(m)] ' suivant les définitions de
la paramétrisation par la moyenne et de la fonction variance de G,, respec-
tivement. En particulier pour u = Vg, (m)e; en (4.14) ot (¢));=1,..x est la base
canonique de R¥, on obtient le résultat désiré. [J
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Lemme 4.3.6 Sous les hypotheses du Lemme 4.3.5, il existe une fonction ¢ : RF-1 —
R* telle que

K(0) = —i [~ = 1) (61 + g(0s, ..., 00)] /¥, (4.15)

sur © = {0 € RY 01 + g(0a,...., 0;) < 0).
Démonstration : A partir du Lemme 4.3.5 on a V41(m) = m}, cela signifie que
D3,K(0) = (D;K(0)) . (4.16)
En intégrant par rapport a 6, il existe une fonction g : R*"! — R* telle que
DiK(6) = [-(p — 1) (01 + g(62, ..., 00))] /¥ (4.17)
On en déduit que 07 + g(02,...,0) < 0 car D1K(0) = m; > 0,p—1 > 0.
Alors pour 0 = (0,0,...,0), on a 0 + g(0,,...,0¢) < 0, par conséquent

8(0,,...,0) <0.
La dérivée de D,K(0) par rapport a 6; donne

-9’ (0y,...,0,)D1K(0)

D? K(0) = , Vi=2,...,k 418
yK(O) (p—1)(01+8(02,...,0x) J (4.18)

et par le Lemme 4.3.5 0n a,
D} K(60) = (D:K(0)Y ' DK(6), Vj=2,...k (4.19)

avec D;K(0) = m; et Dl.zjK(G(m)) = Vij(m) pour i,j = 1,...,k. En combinant
(4.18) et (4.19) on obtient

—8'(02,...,0)D1K(0)
(]9 - 1) (61 + g(QZ, ceey Qk))’

(D:K(0))""' DiK(0) =

par conséquent,

D]K(e) = g’(@z, ey Qk) [—(p = 1) (Ql + 8(92, .., Qk))]—l/(p—l) )
pour tout j = 2,...,k et une intégration suivant 6; donne

1

KO) =~ [ =D (61 + 8O-, O 400D, (420)

ol b est une fonction a variable réelle a déterminer. Et donc en dérivant (4.20)
par rapporta 6, ona

DiK() = [~(p - 1) (61 + g(63,...,00)] """ + 1 (64),
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comparer a (4.17) on trouve b’(6,) = 0 soit b(0;) = b constante réelle. Et donc
de (4.13) et (4.20) on obtient

1 1-1/(p-1) [
_FTZ [_(P_l)(el+g(62/---/6k))] P +b= —mml P ,

avec m; = D1K(0) ci-dessus alors b = 0. D’ot1, 'expression (4.20) devient
1 “1/(p—
K(0) = = [-(p —1) (61 + g(6s,...,00)] ¢,

qui conclut la démonstration du Lemme 4.3.6. [J

Lemme 4.3.7 A partir de Lemme 4.3.6, on obtient les assertions suivantes :
(i) D2, K(0) = m
(ii) D2K(0) = mim, Vji=2,...,k

(iii) D2K(0) = mt~mam; + my 8/(0s,..., 00), Yi,j € {2,..., k), oit m; = D;K(6)
pour tout j=1,2,... k.

Démonstration : (i) et (ii) découlent du Lemme 4.3.5. Concernant (iii), la
dérivée partielle de (4.15) par rapport a 6; donne

DXK(0) = gi(62,...,00) [-(p—1) (61 + (6>, ..., Qk))]‘l/(r’—l) =m;,

et par la suite,

Dz’zjK(e) 8(02,..., 008,02, ..., 00 [-(p = 1) (61 + g(O2, ..., Y
+8(02,..., 00 [-(p = 1) (61 + &(02,..., o)V
= mim;[~(p—1) (61 +g(6a, ..., 6] P/

+81(62,..., 0 [-(p —1) (01 + 8(62, ..., 60) /D

P (02, ...,0) (4.21)

= ml ij

_zmimj +mg
pour tout i, j = 2,...,k. Le Lemme est donc démontré. [
Lemme 4.3.8 La fonction ¢ : R¥! — R* du Lemme 4.3.6 vérifie les propriétés
suivantes :
(i) g est une fonction convexe.
(ii) detg”(0s,...,0) est un réel constant indépendant de 0;, ¥j € {2,...,k}.
(iil) §” = Y1 est une matrice symétrique de R indépendante de 0;, Vj €

2,... k.

Démonstration : Soit v, = (vq, ¥]) la mesure génératrice de G, sur R X Rk-1,
(i) | Puisque la fonction (0, ..., 6) = K(0, 0, ..., 0k) =: Ky (B,,...,0) est
la fonction cumulante de v, alors la fonction (6, ..., 6f) = Kvg(ez, .00 =
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1 “1/(p—
_pTZ [-(p —1)g(6, ..., Gk)]1 V=1 ast convexe. Ceci implique que (05, ..., 6x) —

[-(r —2)K(0, 6, . .. Qk)]“l/(p_z) = —(p — 1)g(0,,...,06k) est aussi convexe. Par
conséquent g est convexe.

De Lemme 4.3.7 et Lemme 2.3.1, on peut écrire

detK”(0)

2
det [DZJK(G)]Zle ..... k
Adet(A - A'a®a),

- 1
avec A = mt, a = m| Ymy, ..., m)7 et A = Wa@ a+ mlgl’,]’.(Gz,...,Gk). Par
1
conséquent,
7 p 1 ’ 1
detK”(0) = mdet —pa®a+m1gi].(62,...,6k)——pa(g)a
m m

f 1
= mim\™ detg[i(0,,...,6))

= m’lﬂk_1 det gii(02, ..., Ok)-

Puisque det K”(0) doit étre égal a m’lﬂk_l, on en déduit que det glf]’.(Gz, oo, 0k =
1 indépendant de 0;, pour tout j € {2,...,k}.

Cela découle de (ii) et les résultats de Jorgens-Calabi-Pogorelov. [J

Dans1’ordre de conclure la démonstration du Théoreme pour p > 2,il suffit
de montrer que le modele G, = G(v,) des Lemmes 4.3.5-4.3.8 correspondent
a F, du Théoreme 4.3.1 a transformation affine prés. En effet, de Lemme 4.3.7
avec §"(0,, ..., 0) = Xx_1, la fonction variance s’écrit

0 o
Vg, (m) = m, "m@®m + m, =, (4.22)
01 Xiar

ou0 = (0,...,0)" est un vecteur de R*!. En appliquant la décomposition de
Cholesky, il existe une matrice triangulaire T telle que X, = TT'. Désignons
par G, I'image de FEN G, par la transformation linéaire x - Bx de RF avec

1 0
B = “11 ot T est la matrice inverse de T. Alors, par la formule (54. 14)
01 T!
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de Kotz et al. (2000) on a

Vo(m) = BVg, (B'm)B"

0 0
= B{m *(B™'m)® (B™'m) + m; BT
0, TTT
0 o
= mﬁ’_zm ®m + m;B BT
0., TTT
= 7 ’me®m+m ool 0 0l 1 0y
= m
01 T')|0y TTT|{0; (TT)
1 0 0 o0
= mﬁ’_zm @m + my k- k-
0r_1 T! 0,1 T
1 0
= m’;_zm Qm + my k-
01 I

= m’fzm ® m + m;Diag,(0,1,...,1)

qui correspond a affinité prés a la fonction variance des modeles NST F), et
conclut la preuve du Theoreme 4.3.1 pour p > 2. [

4.3.3 Démonstration du Théoréme 4.3.1 pour1 <p <2

Soientk € {2,...}et1 < p < 2fixés. Notons F, la FEN de (4.2) avec1 <p < 2
et g, = p + k — 1. Montrons que la fonction variance définie par

det Vg, (m) = ™™, Vm € Mg, = 10, +oo x R, (4.23)

est celle de la famille F,. Les résultats qui suivent sont nécéssaires pour la la
démonstration du Théoreme 4.3.1 avec1 <p < 2.
Lemme 4.3.9 La fonction cumulante K associée a ¥, vérifie pour tout m € Mg,

(l) det K”(B(m)) — [(2 _ p)K(G(m))](P+k—l)/(2—P) — m;17+k—l'
(ii) K(6)(m) > 0.

Démonstration:| (i) |Cela découle des relations (iv) du Théoreme 4.3.1 et (4.23).

(if) | Puisque [(2 — p)K(8(m))]P**1/C7) = m’fk_1 >0etquem; >0;1<
p < 2, alors K(0)(m) > 0.
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Lemme 4.3.10 Soit G, la FEN vérifiant (4.23) de fonctions variances Vg, (m) =
Vl](m) = m’lj_lm]-, V] = 1, cee ,k.

Démonstration : De la relation (/) du Lemme 4.3.9 on a

p+k-1
o log [(p — 2)K(O(m))] = (p + k — 1) log m;,
équivalent a
1 o
K(G(m)) = mml P, (4:24:)
et en dérivant respectivement par rapport a m, on obtient
-1 1 k
m|Ve,m)| u=—=(@,0,...,00u, YuecRY (4.25)
-

1

et puisquonam = K’'(0) et 0'(m) = [Vppm)] ' suivant les définitions de la
paramétrisation par la moyenne et de la fonction variance de G,, respecti-
vement. En particulier pour u = Vg (m)e; en (4.25) ot (¢));=1,.x est la base
canonique de R¥, on obtient le résultat désiré. [J

Lemme 4.3.11 Sous les hypothéses du Lemme 4.3.10, il existe une fonction g :
RE1 — R* telle que

K(0) = 5 [0 =D (O +5(0: ., 0], (@20

sur © = {0 € RS 01 + g(0,,..., 0;) < 0).
Démonstration : A partir de Lemme 4.3.10 on a Vy;(m) = !, cela signifie que
D7,K(8) = (D1K(0))".
En intégrant par rapport a 6, il existe une fonction g : R*"! — R* telle que
DiK(0) = [-(p - 1) (01 + g(6,,...,00))] ¥V (4.27)

On en déduit que 07 + g(02,...,0) < 0 car D1K(0) = m; > 0,p—1 > 0.
Alors pour 0 = (0,0,...,0), on a 0 + g(0,,...,0¢) < 0, par conséquent
g(0a,...,0r) <0.

La dérivée de D,K(0) par rapport a 6; donne

-8 (0,,...,0)D:1K(0)
(p—1)(61+ (0., 00)

D} K(0) = Vi=2,...,k (4.28)
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et par le Lemme 4.3.10 on a,

D} K(6) = (D:K(0)) ' DiK(0), VYj=2,...,k (4.29)

avec D;K(0) = m; et DZ.ZjK(G(m)) = Vij(m) pour i,j = 1,...,k. En combinant

(4.28) et (4.29) on obtient
—9'(0s,...,0)D1K(0)

(DlK(G))p_l D]K(G) = (p -1 (91 + g(@z, ceey Qk))’

par conséquent,
DK(6) = g'(62,..., 00 [-(p — 1) (61 + §(62,..., 6] /"7,

pour tout j = 2,..., k et une intégration suivant 6; donne

K(O) = 5 [ =101+ 50s,., 0]+ b0, (430

ou b est une fonction a variable réelle a déterminer. Et donc en dérivant (4.30)

par rapporta 0, ona
DiK(6) = [~(p = 1) (01 + 8(0x,..., 0)] " +b'(0),

comparer a (4.27) on trouve b’(0;1) = 0 soit b(0;) = b constante réelle. Et donc

de (4.24) et (4.30) on obtient
1 m- 2

1 1-1/(p-1)
g[—(p—l)(al+g(92,...,9k))] b +b:_p—2 ,
avec m; = D, K(0) ci-dessus alors b = 0. D’ot1 'expression (4.30) devient

K(0) = 3= [-(p = 1) (01 +5(6...,0)] 7,

qui conclut la démonstration du Lemme 4.3.11. [

Lemme 4.3.12 A partir de Lemme 4.3.11, on obtient les assertions suivantes :

(i) D2 K(6) = nt.

(if) D} K(6) = m} ‘m, Vj=2,...k

(i) D2K(B) = m; P mm;+mg/(0a, ..., 00, Vi, j € {2,..., K}, oivm; = D;K(6)
pour tout j=1,2,... k.

Démonstration : (i) et (ii) découlent du Lemme 4.3.10. Concernant (iii), la

dérivée partielle de (4.26) par rapport a 6; donne

DK(0) = g/(6s,...,00) [~(p = 1) (61 + §(6a, ..., 6] V¥V = m,,
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et par la suite,

DEK(O) = g/(02...,00810s,..., 00 [-(p = 1) (01 + g(02, ..., 0)] "¢V
+871(02,..., 00 [~(p = 1) (81 + g(6a, ..., O] #7Y
= mm;[~(p —1) (01 + g(0s,...,6,)] ¥/

48102, 0) [~(p = 1) (61 + g(02, ..., )] /O

= mz(z_p)mimj + mlglf]'.(ez, ey Gk), (431)

pour touti, j =2,...,k Le Lemme est donc démontré.
Lemme 4.3.13 La fonction g : R¥"1 — R* du Lemme 4.3.11 vérifie les propriétés
suivantes :
(1) g est une fonction convexe.
(ii) detg”(0s,...,0x) est un réel constant indépendant de 0;, ¥j € {2,...,k}.
(iil) §” = Yy-1 est une matrice symétrique de R indépendant de 0, Vj €
{2,...,k}.

Démonstration : Soit v, = (v1, ¥]) la mesure génératrice de G, sur R X Rk,
Puisque la fonction (0, ..., 0k) = K(0,0,, ..., 0r) =: Kv;(ez, ..., 0) est
la fonction cumulante de v, alors la fonction (0, ..., 6k) — K,,i(Gz, .0y =

ﬁ [-(p - 1)g(O, ..., Gk)]l_l/(p_l) estconvexe. Ceciimplique que (0, ..., 6k) -

[-(p — 2)K(0, 0, . .. Qk)]“l/(p_z) = —(p —1)g(6s, ..., 6;) est aussi convexe. Par
conséquent g est convexe.

De Lemme 4.3.12 et Lemme 2.3.1, on peut écrire

144 —_— 2
detK”(0) = det [Di,-K(G)]i,jzl ..... K
Adet(A - 1"a®a),

-1 1 ’”
avec A = mh, a = m" (my,...,m)7 et A = Wa@a + m&;(02,..., 0). Par
1
conséquent,
17 P 1 4 1
detK"(0) = mjdet| Fa®a+mgi(6,,...,00) - —a®a
m J mh

. 1
k— ’7”
= mymy detgi(0a, ..., 6f)

= m ™ detg/i(0s,..., 0n).

Puisque det K”(0) doit étre égal a m’l”k_l, on en déduit que det ng]’.(Gz, e, 00 =
1 indépendant de 6, pour tout j € {2,...,k}.

(iii) | Cela découle de (ii) et les résultats de Jogens-Calabi-Pogorelov.
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Dans1’ordre de conclure la démonstration du Théoreme pour p > 2,il suffit
de montrer quelemodele G, = G(v,) des Lemmes 4.3.10-4.3.13 correspondent
a F, du Théoreme 4.3.1 a transformation affine pres. En effet, de Lemme 4.3.13
avec g"(0,,...,0) = Xx_1, la fonction variance s’écrit

0 o
Vg, (m) = mi(z_”)m ®m + 1, =, (4.32)
01 Xy

ou0 = (0,...,0)7 est un vecteur de R*!. En appliquant la décomposition de
Cholesky, il existe une matrice triangulaire T telle que X;_; = TT". Désignons
par G, I'image de FEN G, par la transformation linéaire x — Bx de RF avec

1 0]
B = “11 ot T est la matrice inverse de T. Alors, par la formule (54. 14)
01 T!

de Kotz et al. (2000) on a
Vo/(m) := BVg, (B'm)B"

0 0

= B{m! *(B'm)® (B'm) + m, BT
0, TT'
0 0
= mi(z_p)m ®m + m;B =BT
0., TTT
1 o0/ 0 o0 1 0’
= m*Pmem+m k=1 k=1 k-1

1

0,1 T')|0y TTT|{0; (TT)

—(2—
= ml( m®m + m

1 0
= mI(z_p)m ®m + m; k-1
01 Txa

= mi(z_p)m ® m + m;Diag,(0,1,...,1)

qui correspond a affinité pres a la fonction variance des modeles NST F), et
conclut la preuve du Theoreme 4.3.1 pour 1 <p < 2.

4.3.4 Démonstration du Théoreme 4.3.1 pourp =1

Nous démontrons dans cette sous-section que pour p = l etk € {2,3,...}
fixés, la FEN F, satisfaisant (4.2) avec q; = p + k — 1 c’est-a-dire la fonction
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variance générailisée
det Vg, (m) = m5, ¥m € Mg, = ]0, +oo[ x RF, (4.33)

est un modéle NST a affinité pres. Les résultats suivants sont utiles pour la
démonstration de ce théoreme (p = 1).

Lemme 4.3.14 La fonction variance généralisée (4.33) satisfait pour tout m € Mg,,
(i) det Vg, (m) = [K(B(m))I* = m}.
(if) K(6(m)) > 0.

Démonstration : C’est une combinaison de (4.33) et (i) du Théoreme 4.3.1.

Puisque m; > 0 et que [K(O(m))]* = m’{, alors K(6(m)) > 0 pour p = 1.
U

Lemme 4.3.15 Soit Gy la FEN vérifiant (4.33) de fonction variance Vg,(m) =
Vijm)=m; Vj=1,...,k
Démonstration : A partir de relation (i) du Lemme 4.3.14 on a
K(6(m)) = m, (4.34)
et en dérivant respectivement par rapport a m, on obtient
m[Vg,(m)] ' u=(1,0,...,00u, YueRK (4.35)

et puisqu’on a m = K’ (6(m)) et 8'(m) = [Vg,(m)]"" suivant les définitions
de la paramétrisation par la moyenne des FEN et de sa fonction variance,

,,,,,

base canonique de R¥, on obtient le résultat désiré. [J

Lemme 4.3.16 Sous les hypotheses du Lemme 4.3.15, il existe une fonction g :
R — R* telle que
K(6) = §(6s, . .., 6 exp(6h), (4.36)

sur @ = {9 € RY; ¢(0,,...,6k) > O}.

Démonstration : A partir de Lemme 4.3.15 on a V11(m) = m, cela signifie que
D3,K(0) = D;K(0).

En intégrant par rapport a 0, il existe une fonction g : R¥"! — R* telle que

DiK(0) = (05, ..., 6x) exp(0y). (4.37)
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On en déduit que g(0,, ..., 6x) > 0 car D;K(0) = m; > 0. La dérivée de D;K(0)
par rapport a 6; donne

Df].K(Q) = ¢'(0y,...,6;) exp(6y), (4.38)
et par le Lemme 4.3.15 on a,
Df].K(e) =DK(0), Vj=2,...k (4.39)

avec D;K(0) = m; et DZ.Z].K(G(m)) = Vij(m) pour i,j = 1,...,k. En combinant
(4.38) et (4.39) on obtient

D]K(e) = g/(QZI ey Qk) exp(el)/
pour tout j = 2,..., k et une intégration suivant 6; donne
K(0) = 8(6, ..., 01) exp(61) + c(61), (4.40)

ol ¢ est une fonction a variable réelle a déterminer. Et donc en dérivant (4.40)
par rapporta 0, ona

D]K(e) = g(@z, ceey Gk) exp(61) + CI(Ql),

comparer a (4.37) on trouve ¢’(01) = 0 soit c(01) = ¢ constante réelle. Et donc
de (4.34) et (4.40) on obtient

g(@z, ceey Qk) exp(81) +b=m
avec m; = D1K(0) ci-dessus alors ¢ = 0. L'expression (4.40) devient

K(e) = 8(92/ ceey Gk) exp(el)/
qui conclut la démonstration du Lemme 4.3.16. [

Lemme 4.3.17 A partir de Lemme 4.3.16, on obtient les assertions suivantes :
(i) D3 K(0) = m;.
(i) D%jK(Q) = mj, pour tout j =2,...,k.
(i) DZ.ZJK(G) = my'mim; + mlng]’.(Qz,...,Qk), Vi,j =2,...,k oi mj = D;K(O)
pour tout j=1,2,... k.

Démonstration: (i) et (i1) découlent du Lemme 4.3.15. (iii) est une conséquence
directe du Lemme 4.3.7 avec p = 1. Le lemme est donc démontré. [J

Lemme 4.3.18 La fonction g : R¥"! — R* du Lemme 4.3.16 vérifie les propriétés
suivantes :

(1) g est une fonction convexe.

(i) detg”(0a,...,0k) est un réel constant indépendant de 0;,¥j € {2,...,k}.
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(iil) §” = Yy est une matrice symétrique de R* indépendant de 0, Vj €
{2,..., k)

Démonstration : m Pour 0; = 0, K(0,0,,...,0r) = g(0,,...,0) exp(0) =
g(0y,...,0r) et K est convexe alors il en est de méme pour g.

De Lemme 4.3.17 et Lemme 2.3.1, on peut écrire

detK”(0)

2
det [Di]‘(e)]i,jzl ..... k
Adet(A — Ala® a),

1
avec A =mq,a= (my,...,m) et A= —a®a+ m1glf]f(92, ..., 6). Par consé-
nmq

quent,

1 1
detK”(6) my det(m—a®a+mlglf]f(Qz,...,Qk) - m—1a®a)

1
= mym' ! det 811 (02,...,6k)

mli det g;]’.(Qz, e, Oh).

Puisque det K”(0) doit étre égal a m!, on en déduit que det 8ii(62,...,00) =1
indépendant de 6;, pour tout j € {2,...,k}.

Cela découle de (ii) et les résultats de Jogens-Calabi-Pogorelov. [

Dans1’ordre de conclure la démonstration du Théoreme pour p = 1,il suffit
de montrer que le modele G; = G(v;) correspond a F; du Théoreme 4.3.1 a
transformation affine pres. En effet, de Lemme 4.3.16 avec g"”(0,,...,0x) =
Yx-1, la fonction variance s’écrit

0 0,
Vg, (m) = m;'m®@m + my , (4.41)

01 2k

ot 0 = (0,...,0)7 est un vecteur de R¥!. En appliquant la décomposition de
Cholesky, il existe une matrice triangulaire T telle que ;1 = TT'. Désignons
par G/ I'image de FEN G; par la transformation linéaire x — Bx de R* avec

1 0
B = “11 ot T est la matrice inverse de T. Alors, par la formule (54. 14)
01 T!
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de Kotz et al. (2000) on a

Ve(m) = BVg, (B'm)B"

0 o,
= B{m;'(B"'m)® (B"'m) + my B"
0, TT'
0 o,
= m;'m®m+mB B'
0, TT'
T o {0 o |1 0,

= ml_lm®m+m1
0t T 0 TTT)| 00y (T

1 0,

0r_1 T! 0y T

= m{'m®m+m

1 0
- k-1
= m'm®m+m
USSR

= ml_lm ® m + m;Diag,(0,1,...,1),

qui correspond a affinité pres a la fonction variance des modeles NST F; et
conclut la preuve du Theoreme 4.3.1 pour p = 1. [

4.4 Conclusion

Le probleme de caractérisation des FEN par fonction variance généralisée
est généralement associé a la résolution des équations de Monge-Ampere.
Dans ce chapitre, on est parvenu a caractériser les modeles NST par fonction
variance généralisée. Le résultat de cette caractérisation est élaboré par l'in-
termédiaire de 1’expression de la fonction variance généralisée exprimée en
fonction de la fonction cumulante. Par cette relation, la résolution des équa-
tions de Monge-Ampere associées a ce modéle se raméne tout simplement a
une équation d’inconnue la "fonction cumulante".

Notons que, pour un échantillon de vecteurs aléatoires Xj, ..., X, ii.d. de
modeles NST paramétrisés par la moyenne, de probabilités P(m, G,), p > 1
fixé et t > 0. Les estimateurs de maximum de vraissemblance (MLE) et les
estimateurs sans biais a variance minimale de la variance généralisée (2.8)
sont facilement obtenus et égaux a : Ty, = detVg, (X) = t'7 (Z)kw 1,
respectivement U,z = Crgpt (ni) ot Cyy,p est une fonction positive, voir
Boubacar Mainassara & Kokonendji (2014).
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Suivant Boubacar Mainassara & Kokonendji (2014), en combinant la puis-
sance (p + k — 1) de la variance généralisée des modeles NST (Theorem 4.3.1),
lanouvelle classe des modéles multivariés appelés multiple stable Tweedie (voir
Ceunin et al., 2016a) ayant la fonction variance généralisée de la form

detV(m) = m"'m®?---m!,¥Ym = (my,...,m)" e M C R (4.42)

pour ¢ € {0,1,...,k} donné etg; € R,s =1,2,...,¢; avec { = 0 dans (4.42)
concerne le modele gaussien de dimension k avec det V(m) = 1. En effet, pour
{ = k dans (4.42), on a

G1=p+k—-1-g—-- =g (4.43)

Rappelons que g; = 0 correspond a la composante normal pour j = 2,...,k.
Dong, si ¢ < k dans la relation (4.42), on a k — £ composantes gaussiennes dans
(4.42). Des résultats intéressants ont été trouvés sur les estimateurs MLE et
UMVU de ces nouveaux modeles ; lesquels méritent une discussion et étude
globale, en particulier au niveau de leur caractérisation a I’aide des fonctions
variances généralisées.
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Conclusion générale et
perspectives
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Bilan des travaux

Ce travail porte sur différentes caractérisations des modeles multivariées
du type NST (stables-Tweedie normaux) et de type MST (stables-Tweedie
multiples). On a d’abord caractérisé les NST par fonction variance et étudié
les polyndmes qui leurs sont associés en proposant une relation de récur-
rences polynomiales pour le parametre de puissance variance p = 1. Selon
les valeurs du parametre de puissance variance p, la nature de ces poly-
ndmes est déduite, lesquels on a les polyndmes v,-orthogonaux ou v,-pseudo-
orthogonaux pour p = 2; v,-transthogonal ou v,-pseudo-orthogonaux pour
p = 3 et p-orthogonal sip € {2,3,4,...}.

Ensuite, on a caractérisé par fonction variance les modéles multivariés
MST. L'approche est similaire a celle utilisée pour les NST. La différence se
situe au niveau du parametre de puissance variance p = (p1,...,px) a com-
posantes multiples avec p; > 1. Cette caractérisation des MST reprend les
grandes lignes de cas NST ou il y a une certaine cohérence et une homo-
généité qui se dégagent de ces caractérisations et a conduit a une nouvelle
classification des modéles MST, laquelle rend la famille beaucoup plus com-
préhensible et donc facilement exploitable. Ainsi, selon les valeurs de la com-
posante p; > 1 du parametre de puissance variance nous avons résumé en
quatre sous-classes les modeles MST : Le Poisson-MST (p; = 1), gamma-MST
(p1 = 2), Poisson composé-MST (1 < p < 2) avec un cas particulier de gamma-
non-central-MST (p; = 3/2) et enfin, le positive-stable-MST (p; > 2) avec un
cas particulier de gaussienne inverse-MST (p; = 3).

Et enfin, la caractérisation des NST a été étendue a 1'aide de la fonc-
tion variance généralisée. Cette caractérisation est basée sur la résolution des
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équations fondamentales de Monge-Ampere de la forme det K”(0) = m;(0)"
avec g = p + k — 1 ou k représente la dimension de 1'espace considéré. Dans
la littérature, seules les cas g € {1,2,3,...} ont été résolus. La méthode uti-
lisée dans cette these pour caractériser par fonction variance généralisée les
NST consiste a transformer les équations de Monge-Ampere associées par la
relation det K”(0) = f (K(0)), ou f est une fonction positive donnée et K la
fonction cumulante a déterminer. Cette derniere relation nous permet d’iso-
ler K(0) et remonter analytiquement a la fonction variance des modeles NST.
Cette méthode parait efficace et pratique a comparer aux méthodes existantes
dans la littérature.

Notons que la fonction p — K, de tous les satbles-Tweedie en univariés
comme en multivariés est continue sur |1, +oo[.

Perspectives

La description des modeles MST telle qu’établit parait complexe au niveau
de l'expression de la fonction variance de parametre de puissance a compo-
santes multiples ot1 toutes les composantes du vecteur moyen sont présentées
en puissance de parametre. Un probleme ouvert serait : de regarder la conti-
nuité au point p = 1 évoquée ci-dessus, de déterminer les polyndmes de
NST pour p # N. Aussi, d’étendre la caractérisation par fonction variance
généralisée établie aux modeles NST au cas MST, de déterminer la nature
des polyndmes qui leurs sont associés, d’estimer les parametres des modeles
MST, d’appliquer dans la vie courante ces résultats ; néanmoins pour certains
valeurs de parametre de puissance variance.

Autre travail en perspectif serait de revoir la description des modéles NST
puis MST conditionnés cette fois par deux ou plusieurs variables stables-
Tweedie fixées ; c’est-a-dire on part un vecteur aléatoire (Xi,..., Xx)" € R tel
qu’a permutation prées X, Xy, ..., X; sont stables fixées et X4, ..., Xj sachant
celles fixées sont normales ou stables-Tweedie.
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