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Application de la réduction du modele dans les analyses par éléments
finis pour 'optimisation du bobinage des machines électriques

Résumeé

La machine a réluctance variable peut étre utilisée dans les véhicules électriques ou pour des
considérations d’autonomie, le rendement est crucial. En raison du fort champ de fuite dans la région de
I’entrefer de la machine a réluctance variable due a sa géométrie particuliere a péles saillants, les pertes «
cuivre » peuvent devenir conséquentes. Il est alors recommandé de ne pas placer les conducteurs au voisinage
de l'entrefer. Cependant, des instructions concrétes pour la conception d’un enroulement optimal sont
manquantes. Généralement, les pertes « cuivre » dans les machines électriques sont la somme des pertes Ohm
DC classiques et des pertes additionnelles dites par courants de Foucault. Les pertes DC étant constantes a un
point de fonctionnement donné, |'optimisation est axée alors sur la réduction des pertes par courants de
Foucault en jouant sur la configuration géométrique de I’enroulement. Dans le cas de calculs répétitifs
fastidieux, rencontrés par exemple lors des processus de conception et d’optimisation du bobinage des
machines électriques, il y a un intérét significatif a réduire le temps de calcul. Dans ce travail, on présente trois
techniques de réduction du modéle et leurs applications dans les analyses par la méthode des éléments finis.

Outre lI'influence de la fréquence d’alimentation et de la section du conducteur, plusieurs facteurs liés
a la configuration de I’enroulement influent sur les pertes additionnelles par courants de Foucault:

i) la position du conducteur dans I'encoche au voisinage de la dent du stator ou de la zone de I'entrefer.

ii) la disposition des conducteurs envers les lignes du champ magnétique bidimensionnelles de I’encoche.

iii) I'utilisation d’un conducteur massif ou multi filamentaire; les filaments sont connectés en paralléle et
peuvent permuter leurs positions périodiquement au sein du conducteur tout au long du bobinage.

Dans cette thése, on étudie principalement l'influence de la disposition géométrique des spires dans
I’encoche et du type du conducteur utilisé s’il s’agit d’'un conducteur massif, en fils de Litz ou en fils torsadés.

Les pertes par courants de Foucault sont la conséquence d’un couplage fort électrique-magnétique
entre la densité du courant et la variation en fonction du temps du champ magnétique. En utilisant le modele
de Maxwell, ce couplage est décrit par une équation différentielle a dérivée partielle qui ne peut étre résolue
simplement. La résolution de cette équation utilisant I'approche analytique n’est possible que sous certaines
hypothéses simplificatrices qui peuvent dégrader la fiabilité de la solution. La modélisation par la méthode des
éléments finis permet quant a elle de prendre en compte le mouvement du rotor et la non-linéarité du circuit
magnétique garantissant ainsi une meilleure précision. Néanmoins, cela conduit a une large capacité de
stockage et a un temps de calcul substantiel qui peut entraver tout processus de conception ou d’optimisation.
Pour surmonter ce probléme, on propose dans ce manuscrit trois techniques de réduction du modele. Ces
techniques assurent une réduction efficace de la taille du systéme matriciel associé a la modélisation par la
méthode des éléments finis et diminuent par conséquent le temps de calcul :

i)  une réduction spatiale qui évite une modélisation en 3D des conducteurs complexes en fils torsadés et
en fils de Litz et propose une modélisation 2D satisfaisante.

ii) la technique de la perturbation.

iii) la réduction de I'ordre du modele utilisant la méthode de la décomposition orthogonale aux valeurs
propres combinée a la méthode d’interpolation empirique discrete.

La comparaison du modele réduit a un modéle complet de référence montre I'efficacité de la réduction du
modele a réduire le temps de calcul tout en restant en dega d’une erreur de précision acceptable.

Mots clés: Pertes « cuivre », Courants de Foucault, Méthode des éléments finis, Machine a réluctance variable,
Réduction du modele, Décomposition orthogonale aux valeurs propres, Technique de la perturbation, Méthode
d’interpolation empirique discréte, Fils de Litz, Fils torsadés, Approche analytique



Application of Model Reduction Techniques in Finite Element Analyses
for the Optimization of Electric Machine Windings

Abstract

The switched reluctance machine can be used in hybrid or electric vehicle where, for autonomy
considerations, energy efficiency is crucial. Because of the strong stray field in the air-gap region of the
switched reluctance machine due to its salient pole geometry, the copper losses can become substantial. It is
firmly recommended therefore not to place the coil conductors near the air-gap region. Nevertheless, concrete
instructions for optimal winding design are missing. The copper losses in electrical machines are subdivided
into classical DC ohmic losses and additional eddy current losses occurring due to the time varying magnetic
fields penetrating the copper conductors. Based on the fact that the DC losses are constant at a given operating
point, the optimization is focused on reducing the eddy current losses by modifying the winding geometry
configuration. In the case of tedious repetitive calculations, met for example during design and optimization
processes of electrical machine windings, there is a significant interest in reducing the computation time. This
work suggests three model reduction techniques and their applications in the finite element analyses.

Besides the frequency of the excitation current and the cross section of the coil conductors, several
factors related to the winding configuration can affect the additional eddy current losses:

i)  the coil conductor position in the winding slot especially near the stator pole or close to the air gap

ii) the disposition of the coil conductor against the two-dimensional flux lines in the slot winding

iii) the subdivision of the solid conductor into multiple parallel strands swapping their positions
periodically in the conductor cross section throughout the length of the machine winding.

This thesis mainly studies the influence of the geometric coils disposition in the slot windings and the
type of the conductor used whether it is solid or stranded, with Litz or twisted wires.

The eddy current losses exit through the strong electro-magnetic coupling between the electric
current density and the time dependent magnetic flux lines penetrating the conductors; it is described
mathematically by a partial differential equation that cannot be solved easily. The analytical approach, which is
used practically for a quick resolution of the strong electro-magnetic coupling equation, is only possible under
certain simplifying assumptions that deteriorate brutally the reliability of the copper losses calculation. The
finite element modeling as for it, allows taking into account the rotor motion and the non-linear behavior of
the magnetic circuit, thus ensuring a higher accuracy. However, it leads under these conditions to a substantial
calculation time and requires large storage capacity. These constraints are critical and may hinder therefore
any process of conception or optimization. In this thesis, we suggest three different model reduction
techniques that can be effective in reducing the size of large scale complete finite element models and enable
therefore to shorten the computational time:

i) the spatial reduction avoiding the 3D modeling which seems required in the case of twisted and Litz
wires and suggesting an alternative satisfactory 2D modeling.

ii) the perturbation technique.

iii) the model order reduction using the proper orthogonal decomposition combined with the discrete
empirical interpolation method.

The comparison between the reduced model solutions to that of the complete finite element model has
proved the effectiveness of the proposed model reduction techniques; they allow shrinking the required
computational time while staying below an acceptable error of accuracy.

Keywords: Copper losses, Eddy currents, Finite element analyses, switched reluctance machine, Model
reduction, Proper orthogonal decomposition, Perturbation technique, Discrete empirical interpolation method,
Litz wires, Twisted wires, Analytical approach.
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Contexte, Motivation et Objectif de la These

Dans le cade des efforts mondiaux concertés pour une démarche globale de
réduction des dégagements de gaz a effet de serre, des émissions de particules polluantes et
de I'utilisation des énergies fossiles, les différents moyens de transports font I'objet, durant
les deux dernieres décennies, d’'une action importante d’électrification. Qu’il s’agisse de
moyens de transports terrestres ou aériens, les évolutions dans le domaine de I’électricité
permettent de concevoir des systemes alternatifs plus légers, plus souples en termes de
controle et plus facile a entretenir.

Au centre de ces systémes, la machine électrique, dont I’histoire de son évolution se
résume par un effort continu pour augmenter ses densités de puissance massique et
volumique, doit présenter un fort couple ainsi qu’un fonctionnement sur des larges plages
de vitesse. Les contraintes du milieu industriel pour la conception d’une machine électrique
varient principalement entre le co(t, le rendement énergétique, I'encombrement, la
robustesse et la slireté du fonctionnement. Le choix d’un certain type de machine dépend
alors fortement de I'application envisagée.

La machine a réluctance variable a double saillance, a laquelle on s’intéresse dans ce
travail, est une solution intéressante pour certaines applications et a sans doute un avenir
prometteur [UHS+016] [BEKO011] [HKLO016]. Récemment, cette machine a attiré
I'attention de beaucoup de constructeurs et de chercheurs particulierement pour des
applications dans le domaine de I'automobile. Elle présente de nombreux avantages. Sans
balais ni collecteur, elle est de conception tres simple et est constituée de matériaux peu
colteux. L’absence d’aimants et de bobines au rotor lui confére une grande robustesse. En
plus, les progres réalisés dans le domaine de I'électronique de puissance et de commande et
la disponibilité des solutions efficaces pour résoudre les problemes de |'ondulation du
couple et du bruit produits, ont considérablement servi a introduire cette machine dans le
monde industriel. Toutefois, la conception des machines électriques nécessite une bonne
anticipation des pertes totales dissipées. Seulement si toutes les pertes de la machine sont
déterminées avec une précision suffisante, une prévision efficace de la puissance utile
développée en sortie de la machine et du rendement devient possible. Les pertes totales de
la machine sont la somme des pertes dans les conducteurs, des pertes ferromagnétiques,
des pertes mécaniques et dans le cas des machines a aimants permanents on doit ajouter les
pertes par courants induits dans les aimants.

L’axe principal autour duquel s’articule ce travail concerne les pertes par effet Joule
développées dans les matériaux conducteurs. Les pertes par effet Joule qu’on appelle encore
pertes « cuivre » sont la somme des pertes Ohm classiques DC et des pertes additionnelles
dites par courants de Foucault. En effet, les conducteurs du bobinage des machines
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électriques alimentées en courant ou en tension, sont sujets a des champs magnétiques
variables en fonction du temps [Sto74]. D’aprés la loi de Lenz-Faraday, des boucles de
courants induits dites de Foucault se créent dans les matériaux conducteurs tendant a
compenser les variations en flux magnétiques. Ces boucles de courants de Foucault
perturbent 'hnomogénéité de la distribution de la densité du courant électrique a travers la
section des conducteurs et contribuent alors a un accroissement conséquent des pertes «
cuivre ». Simultanément, la répartition non uniforme de la densité du courant qui résulte de
la circulation des boucles de courants de Foucault a travers la section des conducteurs
conduit a son tour a une déviation des lignes du champ magnétique dans le domaine des
encoches de la machine ol sont logés ces conducteurs. Le probleme des courants de
Foucault et des pertes « cuivre » additionnelles associées sont alors le résultat d’'un couplage
fort électrique-magnétique entre la densité du courant électrique et la variation en fonction
du temps du champ magnétique pénétrant les matériaux conducteurs.

Dans les démarches de conception et d’optimisation des machines électriques,
I'approche analytique est souvent utilisée pour résoudre ce probléme afin de quantifier les
pertes par effet Joule. La résolution du probléme analytiquement n’est possible que dans le
cas de géométries d’encoches symétriques en tenant compte de certaines hypothéses
simplificatrices. Ces hypotheses simplificatrices qui nuisent parfois au réalisme de I'état
électromagnétique dans I'encoche se résument par le fait de supposer dans I'encoche un
champ magnétique unidimensionnel et d’attribuer une perméabilité magnétique infinie au
circuit magnétique de I'alentour. Dans le cas des machines électriques a encoches étroites,
typiques des machines électriques a champs tournants comme par exemple les machines
synchrones et asynchrones, les hypothéses ci-dessus sont souvent acceptables, le calcul
analytique conduit alors a un résultat rapide avec un degré de précision suffisant [Dow66]
[Lyo21] [HGBO0O0O0].

Cependant, dans le cas des machines a bobinage dentaire et notamment a réluctance
variable a double saillance, les lignes d’induction magnétiques ne sont plus
unidimensionnelles. Du fait de la forte saillance du rotor, les conducteurs du bobinage qui
sont localisés au voisinage de I'entrefer, sont pénétrés par des lignes d’induction
magnétique bidimensionnelles dont la distribution varie avec le mouvement et la position de
la dent du rotor qui passe a leur proximité. En outre, la machine a réluctance variable opére
sous une saturation magnétique remarquable due au comportement non-linéaire de son
circuit magnétique, donnant lieu alors a des lignes de champ de fuite importantes. Puisque
la contrainte d’'un champ magnétique unidimensionnel a travers I'encoche n’est pas vérifiée,
le modele analytique précédemment mentionné n’est plus adapté pour le calcul des pertes «
cuivre » dans le cas des machines a réluctance variable.

En raison de I'absence d’'un modele analytique a application plus générale, les pertes
additionnelles par courants de Foucault dissipées dans le bobinage sont souvent négligées
dans les processus de conception des machines a réluctance variable a double saillance.
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Pour quelques modeles ou applications de cette machine telles que les machines a
réluctance variable a basse puissance et celles a applications en basses vitesses, cette
hypothése n’est pas trop critique, puisque ces pertes sont en effet le plus souvent
négligeables. Ceci peut étre justifié par le fait que dans le cas des applications a basse
vitesse, la fréquence d’alimentation est faible ainsi les pertes « cuivre » par effet de peau et
de proximité peuvent étre supposées négligeables. Les machines de faibles puissances est un
exemple dans lequel les diameétres des conducteurs sont suffisamment petits pour négliger
les pertes par courants induits. Par contre, ces pertes additionnelles par courants induits
gagnent en importance d’une part lorsque la surface de la section du conducteur devient
importante dans le cas des machines a faible nombre de spires et a haute puissance et
d’autre part lorsque la machine a réluctance variable est utilisée dans des applications pour
des entrainements a trés hautes vitesses. Dans certains cas, 'utilisation des conducteurs
subdivisés en fils de Litz ou en fils torsadés devient alors nécessaire pour réduire des
accroissements conséquents de pertes par courants de Foucault [Sul99] [ASF+015]
[ABM+015] [ABM+016b] [ABS+016]. Des valeurs excessives de ces pertes aboutissent le
plus souvent a des échauffements anormaux, qui contraignent a réduire la puissance
électrique fournie a I'entrée pour forcer la température de la machine a rester en dessous
des valeurs spécifiques de fonctionnement normal. La réduction de la puissance a I'entrée
entraine simultanément une réduction de la puissance utile en sortie, provoquant ainsi une
dégradation du rendement de la machine. Il faut souligner en plus que, grace a la forte
densité des lignes du champ magnétique dans la région de I'entrefer de cette machine, il est
recommandé de ne pas placer les conducteurs a la proximité de cette région méme si cette
mesure peut amener parfois a une réduction du coefficient de remplissage au niveau des
encoches de la machine. Toutefois, des instructions précises pour choisir un enroulement
optimal sont toujours abandonnées.

L’existence d’une importante relation entre la position d’un conducteur ou d’une
spire et les pertes « cuivre » dissipées, la forte corrélation entre les pertes additionnelles par
courants de Foucault et la configuration de I'’enroulement, I'influence de la subdivision en fils
torsadés et en fils de Litz sur la réduction de ces pertes et la non-symétrie des pertes « cuivre
» dissipées dans les deux cOtés de la dent du stator des conducteurs de la méme bobine
dans le cas des machines a réluctance variable [ICD002] [KDO00O6a]. Tous ces facteurs
montrent la nécessité d’'une démarche d’optimisation concrete dans le but de choisir un
enroulement optimal en termes de pertes « cuivre » pour un nombre de spires, un
coefficient de remplissage et une plage de points de fonctionnement donnés d’une machine
a réluctance variable a double saillance. Cette démarche d’optimisation se base sur la
méthode numérique de discrétisation en éléments finis 2D tout en garantissant un temps de
calcul réduit.

La méthode des éléments finis [IB97] [Meu002] [DTL005], offre une modélisation
fine du couplage fort électrique-magnétique entre la densité du courant et la variation en
fonction du temps des lignes d’induction magnétiques en accédant aux variables locales et
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aux variations spatio-temporelles des différentes grandeurs physiques mises en jeu. Dans le
cas des machines électriques, dans le but de garantir une simulation fiable, la méthode des
éléments finis peut intégrer la technique de la bande de mouvement ou d’un macro élément
pour prendre en compte le mouvement du rotor et les itérations de Newton-Raphson pour
modéliser la non-linéarité des circuits ferromagnétiques. Si on ajoute la nécessité d’un
maillage fin dans les matériaux conducteurs et les alentours pour une modélisation plus
efficace des courants de Foucault, la modélisation par la méthode des éléments finis conduit
alors a une grande capacité du stockage et un temps de calcul substantiel qui peuvent
entraver tout processus de conception et d’optimisation des bobinages des machines
électriques. Pour surmonter cet obstacle, des techniques de réduction de modéle peuvent
étre utilisées [CLCO011] [FF95] [Lum67]. Citons parmi les techniques de réduction les plus
utilisées : les techniques de réduction spatiale du domaine d’étude [ABS+016], les
techniques de réduction de I'ordre du modeéle telles que la POD et la PGD [HC013] et la
technique de la perturbation [SD007].

Dans le travail de these, est décrit le modéle par éléments finis qui permet de simuler
le phénomeéne des courants de Foucault dans les bobinages des machines électriques et de
guantifier les pertes « cuivre » additionnelles associées. Des techniques de réduction de
modele sont proposées afin de démarrer un processus a la fois précis et rapide pour
I'optimisation du bobinage des machines électriques. Il faut noter que, les calculs par la
méthode des éléments finis sont effectués par un calculateur (4 core i5 3570k @3.4 GHz)
disposant d’'une mémoire vive de 32 Gb RAM.

Pour présenter ce travail, le mémoire est organisé en cing chapitres.

Plan du Mémoire
Chapitre 1 - Modélisation des machines électriques par la méthode des éléments finis

Dans le premier chapitre, il s'agit de la présentation détaillée de la méthode des
éléments finis. A partir des équations de Maxwell, nous établissons un modéle
électromagnétique qui permet de simuler le phénoméne des courants de Foucault dans le
bobinage des machines électriques. Le mouvement du rotor et la non linéarité du circuit
magnétique sont prises en compte en intégrant respectivement la technique de la bande de
mouvement et la méthode de Newton-Raphson. En post-traitement, le modele permet de
calculer les pertes dans le cuivre. Une évaluation des pertes « fer » dans le matériau

ferromagnétique est obtenue par la méthode "improved generalized Steimetz equation”

(iGSE). La méthode des travaux virtuels est utilisée pour calculer les forces
électromagnétiques locales et accéder ainsi a I'estimation du rendement.

Chapitre 2 - Approche analytique pour le calcul des pertes « cuivre »

Le deuxieme chapitre présente un modele analytique pour calculer les pertes « cuivre
». On traite le cas d’'un conducteur rectangulaire ou circulaire entouré d’air et le cas des

4
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conducteurs logés dans I'encoche d’un circuit magnétique. L'approche analytique est
adaptée pour pouvoir calculer les pertes « cuivre » dans une machine a réluctance variable.
La validité et la précision du modele analytique sont testées par une comparaison a un
modele par éléments finis de la machine.

Chapitre 3 - Modélisation par éléments finis 2D des conducteurs multi filamentaires en fils
torsadés et en fils de Litz

Dans ce chapitre on étudie I'influence de la subdivision d’un conducteur massif en
filaments sur la réduction des pertes additionnelles par courants de Foucault. Afin d’éviter
une modélisation par éléments finis en 3D, on propose un modele approché par éléments
finis en 2D des bobinages complexes a conducteurs multi filamentaires en fils de Litz et en
fils torsadés. Des équations supplémentaires de type circuit sont associées au modeéle par
éléments finis en 2D pour interpréter la permutation et le torsadage des filaments.

Chapitre 4 - Réduction du modeéle par la technique de la perturbation

Le chapitre quatre est consacré a la réduction du modele éléments finis par la
technique de la perturbation. L’objectif est de réduire le domaine d’étude a I'encoche de la
machine ou on fait varier la configuration géométrique du bobinage. Pour cela, la technique
proposée consiste a résoudre par éléments finis un seul modéle complet de la machine avec
un maillage grossier, un bobinage simplifié et une densité du courant uniforme. Une fois ce
probléme résolu, on capte I'information sur la frontiere de I’encoche et on I'applique comme
condition aux limites de Neumann ou de Dirichlet sur la frontiere du modele réduit linéaire
modélisant uniquement |’encoche pour des variations physiques ou géométriques de
I'enroulement intégré.

Chapitre 5 - Réduction de I'ordre du modéle par la technique de la POD-DEIM

Pour réduire I'ordre du modele éléments finis, le chapitre cing présente la méthode
de la décomposition aux valeurs propres (POD). Elle consiste a générer une projection de la
solution du modeéle complet vers une base réduite. Le nombre d’inconnues et par
conséquent la taille du systéeme d’équations matriciel a résoudre sont efficacement réduits.
Dans le cas d’'un probleme non linéaire, la méthode de l'interpolation empirique discrete
(DEIM) est employée pour améliorer considérablement le rendement et |'efficacité de la
réduction de la dimension du probleme assurée par la décomposition aux valeurs propres.
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[-Modélisation des machines électriques
par la méthode des eléments finis

1.1 Introduction

En partant d’'un modele de Maxwell, I'ensemble des phénomeénes physiques régissant
le fonctionnement des systéemes électromagnétiques peut étre décrit mathématiquement
par des équations différentielles a dérivées partielles. La configuration géométrique
complexe de certains systémes tels que les machines électriques tournantes, le
comportement non linéaire de leurs circuits magnétiques et 'emploi du régime temporel
pour modéliser les courants induits rendent l'intégration directe des équations qui en
découlent difficile voir impossible. Dans la pratique, on a recours le plus souvent a une
solution approchée utilisant les méthodes numériques telles que la méthode des éléments
finis [1B97] [Meu002] [DTLOO05] ou des différences finis [Smit84]. L’approche numérique est
axée le plus souvent sur une modélisation fine des phénomeénes physiques accédant aux
variables locales et aux variations spatio-temporelles des différentes grandeurs.

Ce chapitre est dédié a la modélisation par la méthode des éléments finis des
machines électriques tournantes. Il est décomposé en deux grandes parties. Dans la
premiere, il s’agit de la résolution par la méthode des éléments finis de la formulation
magnétodynamique a travers une section 2D du systeme électromagnétique étudié. La
deuxieéme partie porte sur le post-traitement, elle présente des modeles de calcul des pertes
« cuivre » dans le bobinage, des pertes « fer » dans le circuit magnétique et des forces
électromagnétiques nodales. Un calcul du rendement de la machine devient alors possible
lorsque le couple électromagnétique utile est calculé en sommant les forces nodales
motrices responsables du mouvement du rotor.

1.2 Modélisation locale des phénomenes électromagnétiques

1.2.1 Modele de Maxwell

L’établissement du champ électromagnétique dans les systéemes électrotechniques
est régi par les équations de Maxwell. Dans I’hypothése ol les courants de déplacement sont
négligeables aux fréquences industrielles, les trois équations de Maxwell concernées pour
décrire les propriétés locales sur le plan électrique et magnétique pourront étre exprimées
sous la forme différentielle suivante :

rot(H) =] (1.1)
rot(E) = _g_z: (1.2)



1 Modélisation des machines électriques par la méthode des éléments finis

div(B) =0 (1.3)

Ou H est le vecteur champ magnétique, E le vecteur champ électrique, B le vecteur

induction magnétique etfle vecteur densité du courant.

Ces équations ne peuvent étre résolues sans les relations constitutives du milieu. Dans le cas
des matériaux homogenes et isotropes ces relations s’écrivent :

H=v(|B|)B (1.4)

-

J= oE (1.5)

Ou les grandeurs physiques v et o représentent respectivement la réluctivité et la
conductivité du milieu.

1.2.2 Formulation du probleme électromagnétique

Un couplage aisé des équations de Maxwell (1.1), (1.2) et (1.3) avec les équations du
circuit électrique conduit a utiliser d’'une fagon privilégiée les potentiels par exemple le

potentiel vecteur magnétique Aetle potentiel scalaire électrique V.

L’équation (1.3) de Maxwell-Gauss en magnétisme montre que B dérive d’un vecteur

potentiel magnétique A tel que :
B =710t (4) (1.6)
En utilisant I’expression (1.6) de §, I’équation (1.2) de Maxwell-Faraday s’écrit alors :

(- 04\ -
rot|E+—1]=0 (2.7)
at
En partant de I’hypothése que le champ de vecteurs dont le rotationnel est nul dérive d’'un
potentiel scalaire et en considérant I'équation (1.7), on peut introduire alors le potentiel

scalaire électrique V par la relation suivante :

-

5 04 -
E+ Frin —grad(V) (1.8)

La combinaison des équations (1.4), (1.5), (1.6) et (1.8) nous permet de réécrire I'équation
de Maxwell-Ampére (1.1) en terme uniquement de potentiels :

i o 0A
rot(v(|rot(A)|)rot(A)) =0 ograd(V) (1.9)

Les systemes électromagnétiques possedent souvent des structures complexes de telle
facon que la circulation des lignes de champs se fait dans toutes les directions de I'espace.
Une modélisation tridimensionnelle est alors incontournable.
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Néanmoins, une telle modélisation s’avere souvent fastidieuse et coliteuse en particulier si
certains matériaux intégrés dans le systeme possedent des caractéristiques non-linéaires. En
exploitant la particularité de la disposition des matériaux dans ces systémes, leurs
alimentations et les symétries de leurs structures, on peut se ramener par conséquent a des
modeles réduits. Ces modeles réduits peuvent, sous certaines hypotheses simplificatrices,
simuler les phénomenes électromagnétiques, avec une précision suffisante et des colts de
calcul raisonnables.

1.2.3 Modele bidimensionnel

En effet, dans certains systemes électrotechniques tels que les machines électriques
a flux radial, la disposition des conducteurs dans le sens longitudinal parallelement a I'axe de
rotation de la machine favorise |’établissement du champ magnétique dans les plans
transversaux. En partant de I’hypothése que les dimensions longitudinales sont relativement
grandes devant les dimensions transversales et que l'effet des tétes de bobines est
négligeable, il en résulte que la distribution du champ est pratiquement invariante suivant la
direction longitudinale. Un modeéle bidimensionnel permet ainsi d’obtenir la solution avec
une précision suffisante. C'est pourquoi nous limiterons notre étude a la résolution des
équations électromagnétiques en 2D a travers une section transversale de la machine. Cette
section transversale est ainsi le domaine d’étude qu’on appelle Q de frontiere I'.

Si on considéere, dans un repére cartésien que la section a modéliser de la machine est
incluse dans le plan (x,y) transversal par rapport a I'axe longitudinal de la machine porté par

I'axe z, le vecteur induction magnétique B a l'instant t s’écrira alors sous la forme :

_ By )
B=(B,(xy1t) (1.10)

0

1.2.4 Unicité de la solution

Le potentiel vecteur magnétique, étant invariant suivant z, s’écrit sous la forme
suivante :

[ Aoy t)
A=|4,(xy 1) (1.11)

A (x,y,t)

Le théoréme de Helmholtz assure qu’on peut déterminer de fagcon unique un champ de
vecteurs dans un domaine (), en donnant en chaque point du domaine son rotationnel, sa
divergence et la valeur de sa composante normale a travers la frontiere I' du domaine.

Dans notre cas, la modélisation est bidimensionnelle; le domaine a étudier est une section
transversale de la machine située dans le plan (x,y). D’apres les équations (1.6) et (1.10), le

potentiel vecteur magnétique A est défini par son rotationnel en chaque point du domaine

10
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Q. On part de I'hypothése que la composante normale de A A travers la frontiére ', quelque
soit cette frontiére, est nulle. Cette hypothése est suffisamment vérifiée si le potentiel
vecteur magnétique est supposée dirigé suivant I'axe z. Ceci implique que :

Ax(x’% t) = Ay(x’y' t) =0 (1.12)

La jauge de Coulomb qui consiste a annuler la divergence du potentiel vecteur magnétique
en tout point du domaine sera vérifiée alors implicitement en 2D puisque le potentiel
vecteur magnétique est invariant suivant I'axe z, soit :

- aA
div(4) = =222 =0 (1.13)

D’apres ce qui précede, les trois conditions du théoreme de Helmholtz sont vérifiées et

I"'unicité du vecteur A est alors garantie, ce potentiel vecteur magnétique sera donné a
I'instant t par la représentation suivante :

0
A= < 0 ) (1.14)
Az(x,y, t) = A(X,y, t) = At

En se référant aux équations (1.5) et (1.8), le vecteur densité du courant électrique sera
donné par I'équation ci-dessous :

J=0d4/dt + ograd(V) (1.15)

Etant donné que les conducteurs sont disposés longitudinalement, ce vecteurf aura alors
une seule composante suivant lI'axe z. Cette composante dépend a chaque instant ¢
uniguement des cordonnées x et y. Si on ajoute I'hypothése que le potentiel scalaire
électrique V varie linéairement suivant I'axe z et on tient compte des équations (1.14) et
(1.15), on peut conclure que le vecteur gradient de IV s’écrit sous la forme suivante :

Wy t)_, AV(xyt)_,

grad(V) = 5, €= l e, = AV,e, (1.16)

Ou [ est la longueur de la machine, AV, la chute du potentiel scalaire électrique a I'instant ¢t
par unité de longueur et e, le vecteur unitaire porté par I'axe z.

Dans ces conditions, I'équation (1.9) du couplage fort électrigue-magnétique, a résoudre
pour un tel systéme, se ramene en 2D a I’équation scalaire suivante :

L 94
div (vgrad(At)) = aa—tt + oAV, (1.17)

On suppose maintenant, dans un domaine Q de frontiere I' (' =T, U, et I, N T, = {@}),
une fonction continue A; telle que en tout point de () elle vérifie I’équation :
- d0A;
; —_— g —t = 1.18
div (vgrad(At)) o 0 (1.18)

11
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et satisfait pour tout instant t sur la frontiére I" 'une des conditions suivantes :

a. Ay = OsurT.
b.dA;/0n = 1. grad(A;) = 0 sur I ol 71 est le vecteur unitaire normal a la frontiére T.
c. A, =0surl; etdA,/on =n.grad(A4,) = 0surl;.

Compte tenu de l'une des conditions aux limites a, b ou c¢ sur I', on peut démontrer que
I'intégrale suivante est nulle :

'K#Atvgrad(At).r_idth =0 (1.19)
r

V l'instant t = 7 > 0 considéré, en supposant que A; est nul a I'origine du temps on peut
écrire en utilisant le théoreme de Green-Ostrogradski :

[ §-Acvgrad(4,).fidrdt - [ [, Ao Stdadt + [ [, Ao St ddt

dw(Atvgrad(At))det — Ata—dﬂdt + JA—tZdQ
-[ 1L LI kS

_ ] ' j antdiv(UW(At))dndH J ' f ]Q vgrad(4)]2d0dt
0 0

4 04, A2
—J ﬂ Ata—dﬂdt+ﬂ o—dQ
o Ma ot q 2

_ jo ' HQ Acldiv (vgrad(4,)) —a%]dﬂdt+ fo ' J JQUW(At)]Zdet

Atz
+H c—dQ) =0
Q 2

Prenant en compte I’équation (1.18), I'intégrale fOT JIo Acldiv (vgrad(At)) — 0A,/0t]dQdt

(1.20)

est alors nulle et I'équation (1.20) s’écrira :

frﬂﬂv[mmt)]zdﬂdw ffﬂa%zdﬂ =0 (1.21)
0

Ceci implique que A; = 0 et que grad(4;) = 0 donc A est une constante implicitement
nulle V t.

Revenons a I'équation (1.17), A; vérifie en tout point du domaine () de frontiere T
(T =T; UL, et} NI, = {@}) une équation aux dérivées partielles de la forme :

d0A;
div (vgrad(At)) — O'E = oAV, = f(x,y,t) (1.22)

12



1 Modélisation des machines électriques par la méthode des éléments finis

On montre que la solution A; du probleme est déterminée de fagon unique a tout instant t si
la solution a I'origine du temps est donnée par A, et que les conditions aux limites associées
au domaine () obéissent a I'une des conditions suivantes sur les frontieres :

a. Condition de Dirichlet : Le potentiel vecteur A; est imposé sur la frontiere I'. On peut
montrer (voir Annexe A), que ceci revient a imposer la composante normale du
vecteur induction magnétique.

A =P sur (1.23)

b. Condition de Neumann : la dérivée du potentiel vecteur A; par rapport a la normal
sur la frontiére I' est imposée. Ceci revient a imposer la composante tangentielle du
vecteur champ magnétique (voir Annexe A).

0A;/0n =n.grad(A;) = Q surT (1.24)

c. Condition mixte : Le potentiel vecteur A; est imposé sur la frontiere I} et la dérivée
du potentiel vecteur A; par rapport a la normal sur la frontiere I, est imposée.

A =P sur Iy
-, (1.25)
0A;/0n =n.grad(A;) = Q sur [,

La démonstration est immédiate, en supposant que A;; et A;, sont deux solutions aux
problémes, alors A} = Ay — Ay, vérifie 'équation (1.18) en tout point de Q. La solution a
I'origine du temps est Ay = Ay — A, est nulle. Et par ailleurs, sur la frontiére T', A; ou sa
dérivé normale sont nulles. On conclut donc que A; = 0 et par suite A;; = As,. Pour obtenir
alors une solution unique du probléme, nous devons imposer sur la frontiere I' du domaine
d’étude des conditions aux limites de Dirichlet, de Neumann ou des conditions mixtes.

1.2.5 Couplage aux équations du circuit électrique

Une schématisation générale d’un systeme électromagnétique couplé aux circuits
électriques est donnée par la figure suivante :

I(t)

Figure 1.1 Systeme électromagnétique non-linéaire couplé aux circuits électriques.
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1 Modélisation des machines électriques par la méthode des éléments finis

Le domaine d’étude () de frontiere I' est une section transversale du systeme. Le systeme
comprend des matériaux a caractéristique magnétique linéaire, I'air par exemple, de
réluctivité vy. Dans les matériaux ferromagnétiques ou sont présents les phénomenes de
saturation, la réluctivité n’est plus constante, elle dépend fortement de I'induction
magnétique B comme le montre I'équation (1.4).

La courbe B(H) est alors nécessaire pour décrire cette non-linéarité. ¢ étant la conductivité
des matériaux conducteurs, la prise en compte de I’équation du circuit électrique se traduit
par le fait que le courant a l'instant t traversant la section S du conducteur est I(t). Ceci se
traduit alors par I’équation suivante :

1(t) =ﬂsf.£=ffs(—a%—awt)ds (1.26)

La résolution du probleme électromagnétique couplé aux circuits électriques revient donc a
résoudre le systeme d’équations suivant :

L — 0A
( div (vgrad(At)) = aa—tt + oAV,

{Ll(t)=ff5f.£=ffs(—a%—0AVt)ds

Ce systeme d’équations est résolu a travers le domaine d’étude () de frontiere I', en

(1.27)

appliquant les conditions aux limites nécessaires sur la frontiere I' et en partant d’une
solution a I'origine du temps donnée par A,.

1.2.6 Résolution par la méthode des éléments finis

La résolution de la formulation forte de I’équation (1.17) analytiquement sans
s’adresser a certaines hypothéses simplificatrices est normalement difficile et parait de
méme impossible du fait de la géométrie complexe du domaine étudié. Seules des méthodes
numeériques peuvent étre utilisées: dans ce cas, au lieu de résoudre I'équation de fagon
continue, on discrétise le potentiel vecteur en un nombre fini de points dans le domaine
d’étude. Parmi ces méthodes numériques, la méthode des éléments finis' [1B97] [Meu002]
[SC80] est la plus utilisée. Elle discrétise une formulation intégrale faible pour conduire a un
systéme algébrique qui fournit une solution approchée du probléme étudié. Dans ce cas, le
domaine étudié est décomposé en un nombre fini d’éléments. Dans chacun de ces éléments,
I'inconnue est définie a partir des valeurs nodales par des fonctions d’interpolation
appropriées.

Pour transformer une formulation forte d’un systéme d’équation aux dérivées
partielles en une formulation intégrale faible, les processus les plus souvent utilisés sont la
méthode des résidus pondérés [GG81] et la méthode variationnelle [Fou85].

T s . Ve . . , 7 7 . .

La modélisation par éléments finis est présentée en détails dans ce chapitre. Sous une sorte de rappel, on met
en ordre les étapes nécessaires a |'intégration de la non-linéarité du circuit magnétique, du mouvement du
rotor et des relations de périodicité dans le cas d'un systéeme présentant une symétrie.
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1 Modélisation des machines électriques par la méthode des éléments finis

Avec la méthode des résidus pondérés, la mise en équations du probléeme étudié est
obtenue en partant des équations différentielles. Quant a la méthode variationelle, elle
permet d’obtenir directement une formulation intégrale du probléeme a résoudre par la
maximisation d’une fonctionnelle correspondante [Lon90]. Dans la suite de notre étude, on
va développer la méthode des résidus pondérés.

1.2.6.1 Formulation faible par la méthode des résidus pondérés

Soit A; une solution approchée du probleme. Le résidu est alors I'erreur commise sur
I’équation lorsqu’on utilise cette approximation, il est défini par :

S 04
R(4) = —div (vgrad(4)) + o ==+ oV, (1.28)

Soit Ey, un ensemble des fonctions ¥ dites fonctions tests ou de pondérations, quelconques
et définies sur le domaine ). La méthode des résidus pondérés consiste a rechercher la
solution approchée A; qui permet de minimiser le résidu en le rendant orthogonal, selon un
produit scalaire précis, aux fonctions ¥ sur le domaine d’étude (). Ce qui correspond a
I’équation sous forme intégrale représentée par :

W = [[,YR(A)dQ=0; VY €E, (1.29)

En remplagant R(A;) dans I’équation (1.29) par son expression (1.28), nous obtenons :
] _ 0A;
W = ff Y[—div (vgrad(At)) + o + oAV ]dQ =0 (1.30)
Q

Apreés une intégration par parties sur le premier terme de (1.30), on peut écrire :

W = ffﬂ (vgrad(t/;). grad(At)) dQ — ﬁvd;ﬁ(/lt).ﬁd[‘

94,
+ff ¢a—dn+ﬂ¢aAthQ: 0
Q at Q

Pour discrétiser la forme intégrale (1.31), on utilise la méthode des éléments finis. Elle

(1.31)

consiste a subdiviser le domaine d’étude en sous-domaines élémentaires. Pour un domaine
bidimensionnel, la plus simple des méthodes de subdivision consiste a découper en des
triangles de premier ordre. On cherche alors a calculer la valeur du potentiel vecteur aux
différents nceuds du maillage.

1.2.6.2 Discrétisation par la méthode des éléments finis

La discrétisation spatiale du domaine d’étude permet de ramener l'intégrale W de
I’équation (1.31) sur tout le domaine Q a une somme finie d’intégrales W€ sur les éléments
ou les domaines élémentaires {1, qui composent le domaine complet (). Ce qui permet
d’écrire :
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Ne

w = i we = Z[]L (vgrad(lp).grad(At)) dQ, — fr vgrad(A,).AdT,

04,
+ff Yo——dQ, +ff YolAVdQ.] =0
Qe at Qe

Ou n, est le nombre total de domaines élémentaires (), et I, est la partie inclue dans
I'élément (), de linterpolation linéaire de la frontiere I'. L’interpolation linéaire de la

(1.32)

frontiere I' est la frontiere du maillage résultant de la discrétisation spatiale du
domaine d’étude.

Une des particularités de la méthode des éléments finis réside dans la maniere dont sont
construites les interpolations de fonctions qui sont définies par domaine élémentaire, c'est-
a-dire par élément triangulaire. Dans notre cas, on considére que pour un point de
coordonnées (x,y) donné dans I'élément ()., la valeur du potentiel vecteur est obtenue par
une interpolation linéaire des valeurs nodales comme suit :

a

Afe(xy)=(1 x ) (b) (1.33)
c

Ou 1, x et y constituent la base polynomiale de l'interpolation, ce sont des mondémes

indépendants dont le nombre est égal au nombre de variables nodales. Les coefficients a, b

et c sont appelés les variables généralisées de I'élément. Cette approximation est dite

approximation généralisée ou non nodale.

y

A €3
Q, €2
€1
>
X

Figure 1.2 Elément triangulaire de premier ordre.

Exprimons qu’en chaque nceud d’interpolation e; de coordonnées (x;,y;), la fonction Atﬂe
prend la valeur nodal 4;; al'instant t ou i € {1,2,3}:

Ase 1 X1 )1\ sa a
<A2t> = (1 X2 }/2> (b) = [P] (b) (1.34)
Azt 1 X3 Y3/ \c c
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Soit en inversant la matrice nodale [P] :

a Aq
<b) =[P]? <A2t> (1.35)
c Az

L'introduction des valeurs des coefficients a, b et ¢ dans l'interpolation (1.33) conduit a la
formule :

Atﬂe (x,y) = A1 A1 (2, y) + A Ay (x, ) + Az A3(x,y)

Ay

=4 A 13)<A2t>=(11 Ay A3)[A%]
Ase

(1.36)

Par opposition a I'approximation généralisée, cette approximation est dite nodale ou les
fonctions 4, (x,y), A,(x, y) et A5(x, y) ont pour expression :

( [(72 = ¥3)x + (x5 — x2)y + (X253 — x32)]
/11(.76', }’) = 25
L0, G y) = [((y3 —y)x + (xq —;c;)y + (x3y1 — x1Y3)] (1.37)
O = y2)x + (e = x))y + (Y2 — x2¥1)]
L/’{?)(xﬁ }’) - 28

0u2S = (x; —x1)(y3 —y1) — (x3 — x1)(y, — y;1) est le déterminant de la matrice nodale,
c’est également, en valeur absolue, deux fois I'aire du triangle.

Ces trois fonctions sont appelées fonctions d’interpolation ou fonctions de forme de
I’élément triangulaire (). Elles possédent les propriétés caractéristiques suivantes :

1 pour i=j

Ai(xf,yp) = i,j € {123} (1.38)
0 pour i#j

i oy) =1 Vv (x,y) € Q, (1.39)

Pour le calcul de I'intégrale W€ de I’équation (1.32), la méthode de Galerkine est considérée
[Fle84]. Elle consiste a choisir comme fonctions de pondération les fonctions de forme des
éléments finis triangulaires du maillage. L’ensemble des fonctions de pondérations dans
chaque élément triangulaire sera Ey, = E; = {14,4,, 43} et alors pour chaque A; € E;, W*

doit vérifier :

wWe = .U (vgrad(/li).grad(At)) dQe—f vA;grad(A,).ndr,
Qe e (1.40)

d0A;
+J.J- /‘{iO'_d.Qe +.ff AiO'AthQe
Qe at Qe
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En premier lieu, sur la frontiere I' ou sur une partie de cette frontiere, on suppose que la
condition aux limites est de type Dirichlet avec une valeur homogene nulle du potentiel
vecteur. Sur la figure 1.3 par exemple, le potentiel vecteur aux nceuds e, et e; existant sur
cette frontiére est nul :

AZt = A3t = 0 (141)

€3 Fe

€1

Figure 1.3 Exemple d’un élément triangulaire dont deux nceuds existent sur la frontiere I" du
domaine.

Le potentiel vecteur en un point (x,y) de I'élément (), s’écrit alors sous la forme suivante :

Ath (x,y) = A (x,y) (1.42)

On remarque qu’il n’y a pas d’influence des fonctions de forme A, et A5 sur l'interpolation
linéaire du potentiel vecteur dans I’élément (), on peut choisir alors 1, = A3 = 0. En plus,
sur le segment [, = [e,, e3], la fonction de forme A, est nulle. On peut conclure donc que le
I'intégrale curviligne élémentaire fre vliM(At).ﬁdFe de I'équation (1.40) est nul a
travers la frontiére ou on impose la condition de Dirichlet homogene nulle quelque soit
A;i € {44, 1,, 43}. Ou, d’une maniére plus générale, si la condition aux limites imposée est de
type Dirichlet que ce soit homogéne ou non homogeéne, le potentiel vecteur magnétique est
alors bien connu aux nceuds e, et e3. Les deux valeurs du potentiel vecteur aux noeuds e, et
e; ne font pas partie alors des inconnues du systeme d’équations finales a résoudre, ainsi,
les termes W5 et Wy associées a ces deux nceuds n’interviennent pas dans ce systeme et

alors les deux intégrales fr vA;grad(A;).1ndr, pour i = {2,3} ne sont plus a calculer.

En deuxiéme lieu, sur la frontiére I" ou sur une partie de cette frontiére, on suppose que la
condition aux limites est de type Neumann avec une valeur homogene nulle. Ceci se traduit

par le fait que dA,/dn = grad(A.).n = 0, donc de méme, le terme fr vA;grad(A,).ndr,

est nul.

Généralement, les conditions aux limites affectées aux frontieres des systémes
électrotechniques sont des conditions de Dirichlet ou de Neumann qui sont homogenes et

nulles, par conséquent le terme fr vA;grad(A;).ndT, de I'équation (1.40) est nul.
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Au vu de ce qui précede, en considérant que le potentiel scalaire électrique est constant a
travers la section du conducteur et en remplagant A; par son expression dans I'équation
(1.36), I’équation (1.40) devient :

Wiesz (vgrad(li).grad(()ll Ay /13)))dQe [Ath]
Qe
a[A Qe] (1.43)
+ f Lo Ay A3)dQ,—— + f f 2;0dQ, AV,
Qe at Qe

Dans chaque domaine élémentaire ()., I'équation (1.43) est vérifiée pour les trois fonctions
d’interpolation 1;, A, et A3. Cela conduit pour I'élément (). aux trois relations algébriques
We, Wy et Wg que I'on peut écrire sous la forme matricielle suivante :

e o14,]
W | = [$%][A,%] + [T%] —— + [d%]AV, (1.44)
we ot

Pour calculer les termes des matrices de I’équation (1.44) on utilise le changement de
variable défini par la transformation bijective T qui permet de passer d’'un élément de
référence triangulaire tres simple ), a chaque élément réel Q, du maillage.

v/\ y/\ €3
=)
Q, e
(0,0) (1,0) “u “x

Figure 1.4 La transformation T définit de I’élément de référence a I'élément réel.

Les coordonnées réelles x et y sont données en fonction des coordonnées de référence u et
v par les équations suivantes :

X =aUu+ Lyv+ vy (1.45)
y=ayu+p,v+y, (1.46)

Les noeuds géométriques de ['élément de référence se transforment aux noeuds
géométriques de I'élément réel, les coordonnées des nceuds ¢4, e, et e; peuvent s’écrire
alors sous la forme suivante :

X1 00 1\ /%
<x2> = (1 0 1> (ﬁx> (1.47)
X3 11/ \%
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V1 001\ /%
(3’2> = (0 1 1) (ﬁy> (1.48)
V3 101 Vy

La résolution des deux systémes d’équations matricielles précédentes (1.47) et (1.48)
permet de déterminer les coefficients ay, [ et yi tels que k € {x, y}. Les équations (1.45)
et (1.46) deviennent :

x=(x;—x)u+ (x3—x)v+2x, (1.49)

y=02—yDut+ @z —y)v+y (1.50)

En utilisant la dérivation en chaine, on peut calculer les dérivées en u et v d’une fonction a
partir de ces dérivéesen x et y :

9] dx dy\ /0 9 9
oul_[ououllox)| _(x2—% Ya—y1\[0dx | _ 0x
o | \ox dy Jd |~ (x3 —X; Y3 — 3’1) 1= [J] 9 (1.51)

v av v/ \ay dy ay
Ou [J] est la matrice jacobienne de la transformation géométrique T. Les termes de [J]

s’obtiennent aisément par la dérivation par rapport a u et v de (1.49) et (1.50). De la méme
maniere, les dérivées en x et y d’une fonction s’obtiennent a partir des dérivéesen u et v :

9] ou dv 0 9]
0x dx ox || ou 1| ou
S 1= 34 a5 au =[J]! au (1.52)
ay/  \ay ay/ \ow v
Ou [J]~ ! est I'inverse de [J], il est donnée par I'expression suivante :
- 1 Y3—=YV1 V1~ D)2
1
g1 = dét([J]) (xl — X3 Xz — x1) (1.53)

dét([J]) = (xy —x1)(y3 —y1) — (x3 — x)(y, —y,) est le déterminant de la matrice
jacobienne de la transformation T, c’est également, en valeur absolue, deux fois I'aire de
I’élément réel Q.. L'intégrale sur I'élément réel ), d’'une fonction f(x,y) définie dans cet
élément est donnée par:

|| reyan.= || reydxdy (1.54)
Qe Qe

En utilisant le changement de variables par la transformation T, cette intégrale devient donc

sur I'élément de référence (,. :

J fﬂ F(x v,y w)Idée((aD 10, = | fﬂ £ (e v), y o, )| dée([TD|dudv  (1.55)
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La transformation T est bijective si la matrice [J] est non singuliére c'est-a-dire son
déterminant est non nul. Il ne s’annule que si les trois sommets de I’élément sont alignés.
Plus généralement, les angles intérieurs de tous les triangles doivent rester inférieurs a 180
degrés pour éviter que |dét([J])| soit nul. En utilisant les transformations (1.49) et (1.50),
les fonctions de forme de premier ordre A;, A, et A; données dans le systeme d’équations
(1.37), s’écrivent alors dans le systeme de coordonnées (u, v) :

I{/’ll(u,v) =1l—-u-—v
4 Aw,v)=u (1.56)
L As(u,v) =v

Vu que grad(d).grad(;) = [grad(/li)]T[grad(/lj)] et que grad ((Aj(x, y))) =
[J] Y[grad ((Aj(u, v)))], les expressions des termes des matrices [S%], [T %] et [d¢] du

systeme (1.44) sont données, a partir de I'élément de référence, comme suit :

s = ||| (vigrad (Gt )21 71017 grad (3w ) eeiDlan, - s
t = f fﬂ oA (w, V)2, (w, v)|dét ([J])|dQ, (1.58)

Qe _ . -
dfe = ﬂﬂrall(u,v)|det([J])|er (1.59)

—_ T —
Oou [grad(lj)] et [J]7T sont les transposés de [grad(/lj)] et [J]~! respectivement.
1.2.6.3 Assemblage et représentation matricielle

L’assemblage des matrices élémentaires [SP¢], [T%] et [de] sur tous les éléments
du maillage conduit a un systéme d’équations algébriques de la forme :

0[A]

[S1l4c] + 11—

+ [d]AV, = [0] (1.60)

En suivant la méme démarche pour I'équation (1.26), on obtient :

I(t)=ﬂsf.d—§ =ﬂs(—a%—0AVt)ds

Ng a[Ath]
e=1 Qe Qe
ng
Z a[4."] 9[Aq]
— QT Qe — T
= 1[[d ] e + g*eAV, = [d] ot + gAV;
e=
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Ou ng est le nombre total des sous domaines élémentaires constituant le domaine de la
section S du conducteur. Dans le cas de la présence d’un nombre n. de conducteurs, AV, et
I(t) sont remplacés par les vecteurs [AV,] et [I(t)] respectivement tels que :

[AV'] [1(D)']
av] = | A‘S’tz let [1(0)] = | I (?2 | (1.62)
[AVt”CJ L1 (t)"cJ

Oou AVti est la différence du potentiel scalaire électrique par unité de longueur a travers la
section du conducteur i € {1,2, ....,n.} et I(t)" est le courant traversant la section de ce
méme conducteur a I'instant t.

Par conséquent, le vecteur [d] et le terme g sont remplacés par la matrice [D] et le vecteur
ligne [G] respectivement tels que :

[D] = [[d"] [d?] - [d"]] (1.63)

[G] =[g" 9% - g™] (1.64)

[d!] est identique au vecteur [d] sachant que 'assemblage des vecteurs élémentaires [d¢]
se fait a travers tous les éléments du domaine de la section du conducteur i. De la méme

maniére, le terme g' est donné par :

ngt ngl
iz Zgne - Z ﬂ _odQ, (1.65)
e=1 e=1 Qe

Ou ng' est le nombre des sous-domaines élémentaires constituant le domaine de la section
du conducteur i.

D’apres ce qui précede, en considérant le cas de n, conducteurs, et en combinant I’équation
du champ magnétique (1.60) avec I'équation du circuit électrique (1.61), on se ramene au
systeme d’équations algébriques suivant permettant de modéliser I'ensemble structure
électromagnétique-circuit électrique [LM93] [DHL99] [PR93]:

d[A.]
ot

(
J [SCADI[AL] + [T] + [D][AV] = [0]

(1.66)

| IS+ [G1av = (1)

Les termes de la matrice [S] dépendent de la réluctivité v. Lorsque 'on considére la non-
linéarité de certains matériaux tels que les matériaux ferromagnétiques, v dépend
fortement de la norme de I'induction magnétique B. Vu que B = m(ff), V= v(|§|) est
alors fonction du potentiel vecteur magnétique et par conséquent [S] = [S(4;)]. Dans le
systéme d’équations (1.66), les inconnues sont d’une part le vecteur [A;] représentant les
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valeurs du potentiel vecteur magnétique a l'instant t aux différents nceuds du maillage
représentant la structure électromagnétique exceptés des noeuds dont le potentiel vecteur
magnétique est imposé par une Dirichlet, et d’autre part, les courants [I(t)] parcourant les
n. conducteurs électriques ou les chutes de tensions par unité de longueur [AV;] a travers
ces conducteurs. Ceci dépend si I'alimentation est en tension ou en courant.

1.2.7 Discrétisation temporelle

Le systéme d’équations (1.66) est un systéme d’équations différentielles du premier
ordre. Pour le discrétiser en temps, on utilise la formule d’Euler implicite qui s’écrit :

0[Ac] _ [Ac] — [Ar-ac]

_ (1.67)
ot At

L'utilisation de I'expression (1.67) permet de ramener le systéme (1.66), s’il s’agit d’'une
alimentation en courant, a la forme matricielle suivante :

[T] [T]
<[S([ D]+ A— [D] )[ A ] [ A [A¢-ac l (1.68)
[D]* At[G] b LAe[1(0)] + [D1[Ar—a]

Dans le cas d’'une alimentation en tension, le systeme (1.66), aprés une discrétisation d’Euler
implicite, s’écrit :

<[S([At])]+% [0 > ] l At atl — [D][AV] l (1.69)
[D]* ae/ W®)] _at] = AL[G][AV]

Dans ce qui suit on se limite a I’étude du cas de I'alimentation en courant.
1.2.8 Prise en compte de la non linéarité du circuit magnétique

Comme nous I'avons mentionné précédemment, le systeme (1.68) est non linéaire.
La non-linéarité qui intervient est due au comportement magnétique non-linéaire du
matériau du circuit magnétique. Pour le résoudre, différentes méthodes itératives peuvent
étre intégrées telles que par exemple la méthode du point fixe [CCR95] et la méthode de
Newton-Raphson [Kel003] [Sai99]. La méthode de Newton-Raphson parait la méthode la
plus performante et la plus avantageuse du fait qu’elle converge en trés peu d’itérations. Le
principe de cette méthode consiste a écrire la fonction vectorielle dont on cherche la
solution sous forme d’un développement limité jusqu’a l'ordre 1. Le systéme non linéaire
(1.68) a résoudre peut se reformuler sous la forme suivante :

[R([X:D] = ( [SCA4:D] + %) [Ac] + [D][AV] — % [Ar—at]

[D]t[A ]+At[ 1[AV;] — At[I(t)] — [D][A¢—ne] (1.70)
Ri([A¢], [AVL])
R,([4), [AViD] ~
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OU [X;] est le vecteur constitué par I'ensemble des inconnues [4;] et [AV;] :

[X.] = [[[f‘;t]]] (1.71)

Soit [X?] la solution approchée de [X,], le développement limité & I'ordre 1 de R([X.]) au
voisinage de [X?] est donnée par :

[R([X:D] = [RUXPD] + [Inr ([XEDIUX] = [X£D) = [0] (1.72)

Introduisons maintenant le processus itératif tel que [XX*1] = [X,] et [XK] = [X?] ou [XK]
est "approximation a I'itération k de la solution a chercher [X;], on a alors :

[R(IXED)] + [Ina (IXEDI([XEH] — [XE]) = [0] (1.73)

[Inr ([XE])] est la matrice tangente (matrice jacobienne) du systéme a I'itération k, elle est
donnée par I'expression suivante :

Ry ([4:"], [AVD) /01A] - ORy([4"], [AVtk])/a[AVt]>
ve((XED] = < 1.74
I (2ED] Ry ([A:"], [AV“D/0[A:]  9R,([A."], [AV,*])/0[AV,] 7
Remplagant dans (1.74) R, et R, par leurs valeurs dans I’équation (1.70), on obtient :
d([S([ADI[A:]) [T]
ne(AaD1 = orag  ao=tart g 1P (1.75)
[D]* At[G]

Partant de I’équation (1.73), 'approximation de la solution [X;] a l'itération k + 1 sera
donnée alors par I’équation suivante :

[XE = [XE] = Ine " ([ASD[R(1XFD)] (1.76)

La matrice non linéaire notée Sy, ([A:]) = d([S([A:D][A:])/0[A;] est 'assemblage de la
matrice 6([599([Atﬂe])][Atﬂe])/a[Ath] sur tous les éléments du maillage. Supposons que

la matrice [Sﬂe([Ath])] et le vecteur [Atﬂe] dans I'élément (), sont donnés par les

expressions suivantes :
S11 S12 S13 A1t
57 = (5 2 5 )] = (1 -
S31 S32 S33

[Sﬂe([Ath])][Ath] est alors donné par I'expression suivante :

S1141¢ + S1245¢ + 513A3t>
(1.78)

[Sﬂe([Ath])][Ath] = (521A2t + 52242¢ + Sp343¢
S3141r + 53245 + S3343¢

Faisant la dérivée de (1.78) par rapport au vecteur [Atﬂe], la matrice élémentaire

a([S%([A:%])][A:"])/8[A; ] s'écrit alors comme la somme des deux matrices :
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=9 L =9

S1i S1i S1i

1i " llAit 1t Ait
L 0A; L 0A, L 0A5;
i=1 =1 =1

S11 S12 S 3 3 3

acIs(ra 11 912 13 0S.: 9S-: 0S-;

([SUADIIAD (s o 323>+ S2i g N 021, NS, | o)
04 Sa1 Say Saz 0A4; e 04y, - 0Asz;

i=1

3 3
983t , N 08, N 083,
aAlt . . 1aA2t . n 16A3t .
i= i=

i=1
Le terme Js;;/0Aj est calculé en effectuant un changement de la variable de dérivation
comme suit :
asij aSij ov aBZ
0A,;  0v 0B?0Ax;

(1.80)

Ou B est le vecteur induction magnétique dans I'élément (). En utilisant les équations (1.6),

(1.14) et (1.52), B est donné par I’équation suivante :

94, % \

= rot(A) ajlyﬂe |

0x
6
1 X1 — X3 Xy — xl u 5
e — A /1 .
dét([J]) (yl — Y3 Y2 —y1 i 2 A3)[A]
Jv
11
10

(1.81)
1 X1 —X3 X2 — X 0
R A
dét([J]) (3’1 —Y3 Y2~ 3’1) ( 1 AZt
3t
1
—— A (xy —x3) + Ay (X —x3) + A3 (x, — x
det([‘j]) [ 1t( 2 3) Zt( 1 3) St( 2 1)]
B 1
—[A - +A - + A -
dét([JD [A1:(y2 — ¥3) 26(V1 — ¥3) 3t (V2 — y1)]
La norme au carré de I'induction magnétique B est donnée par :
2 2
94,5 9A, e
B? = + (1.82)
( 0x ) ( dy
Le terme ;Bz sera calculé en faisant la dérivée partielle par rapport a A, de B?:
kt
oB* , 94,%\ 9 [04,% ) 94, %\ 9 [04,% (1.83)
0Ax, 0x JOAy: \ Ox dy JOAy:\ 0y '
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. . . . L) s dv
Connaissant la valeur de linduction magnétique B dans I'élément (., v et 35 sont

déterminés en utilisant une représentation analytique approchée de la courbe de saturation
B(H) caractéristique du matériau non-linéaire.

1.2.9 Réduction du domaine d’étude pour des raisons de symétrie

Dans le cas d’une modélisation bidimensionnelle par la méthode des éléments finis,
seule une section dans le plan (x,y) du dispositif électromagnétique est modélisée. Si la
section présente des symétries sur les plans géométrique et magnétique, une portion de
cette section est souvent suffisante pour faire la modélisation tout en assurant la méme
précision.

A un instant t, le champ magnétique varie périodiquement dans I'espace. Le calcul du champ
magnétique se fait alors dans une seule portion, dite de référence. Suite a la symétrie
spatiale, les autres portions se déduisent de la portion de référence modélisée par des
translations ou des rotations. Ainsi, la solution dans les autres portions se déduit de la
solution de référence par des relations de périodicité ou d’antipériodicité.

Etudions le cas d’une symétrie spatiale par rotation sur 4 portions a titre d’exemple. Le
domaine (), pour des raisons de symétrie, est divisé en 4 portions ou sous domaines
symétriques Q4, Q,, Q3 et Q4. Les 4 sous domaines sont séparés par les 4 frontieres §;,
8,, 85 et 8, a travers lesquelles iy, U,, Uz et U, représentent respectivement les directions
globales des lignes du champ magnétique. Le sous domaine (); est pris comme sous
domaine de référence sur lequel les équations de Maxwell sont résolues sous des conditions
aux limites appropriées périodiques ou antipériodiques sur les frontieres de séparation §; et
Oy.

Figure 1.5 La partition du domaine Q en quatre sous domaines symétriques.

On suppose que le sens des aiguilles d’'une montre est le sens positif de la circulation des
lignes du champ. Le passage des lignes de champ a travers §; et §, se fait alors dans deux
sens contraires (Figure 1.6). Par conséquent, les frontieres §; et &,, du point de vue
potentiel vecteur magnétique, sont reliés par des conditions d’antipériodicité :
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A(8)) = —A(5,) (1.84)
[y
TR
;
ﬁl 51

Figure 1.6 Le domaine d’étude de référence.

Si la circulation des lignes de champ a travers les frontieres §; et §, se fait dans le méme
sens (Figure 1.6), on parle dans ce cas des conditions de périodicité :

A(8,) = A(S7) (1.85)

La solution dans les autres sous-domaines non modélisés est liée a la solution du sous
domaine de référence par des relations périodiques ou antipériodiques. Pour connaitre le
type de la relation entre la solution du sous domaine £; (i € {2, 3, 4}) par exemple et celle
du sous domaine de référence ()4, il faut superposer ces deux domaines. Si les sens de
circulation des lignes de champ a travers les frontiéres superposées sont identiques (Figure
1.7), les deux sous domaines sont alors périodiques A(Q,) = A(Q;), comme par exemple
dans le cas des sous domaines (); et (3. Dans le cas contraire (Figure 1.7), les deux sous
domaines sont dits antipériodiques A(Q;) = —A(Q;) tels que les domaines Q; et Q, et les
domaines Q; et Q.

|| | T
v |

Figure 1.7 Deux sous-domaines superposés périodiques (gauche), antipériodiques (droite).

Il faut noter que, dans certains cas particuliers, les conditions de périodicité peuvent étre
évitées. Par exemple, lorsque les lignes du champ magnétique dans le domaine (); peuvent
étre par une sorte d’approximation considérées parfaitement perpendiculaires sur la
frontiere §; ou &,, la composante tangentielle du champ magnétique est alors négligée; les
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conditions d’antipériodicité sont évitées et ainsi une condition aux limites de Neumann nulle
peut étre attribuée sur ces frontiéres. De méme, lorsque les lignes d’induction magnétique,
sous certaines approximations, sont considérés parfaitement paralléles aux frontieres §; ou
6., la composante normale de l'induction magnétique est alors négligée et ainsi une
condition aux limites de Dirichlet nulle peut étre attribuée sur ces frontieres.

1.2.10 Prise en compte du mouvement

Afin de prendre en compte le mouvement du rotor dans les machines électriques,
différentes techniques ont été développées. Elles consistent généralement a considérer le
mouvement uniquement dans une zone intermédiaire entre la partie fixe dite stator et la
partie mobile ou le rotor. Les techniques les plus performantes sont principalement: le
macro-élément [ACF+82], la ligne de glissement [PRS88] et la bande de mouvement
[DRL85] [Ren85] [Pec90].

Dans ce travail, la technique utilisée est celle de la bande de mouvement. Il s’agit d’une
bande qui peut occuper la totalité de la zone de I'entrefer ou une partie de celle-ci. Dans le
cas d’'une modélisation bidimensionnelle, cette bande qu’on appelle “bande de
mouvement”’ est discrétisée avec une couche d’éléments triangulaires traditionnels. Durant
la rotation du rotor, le maillage du rotor et celui du stator sont inchangés; par contre, les
nceuds du rotor sont déplacés par rapport aux noeuds fixes du stator ; le maillage de la
bande est ainsi modifié a chaque pas de mouvement de sorte a avoir le minimum de
déformation sur les éléments. Pour ce faire, on utilise généralement une technique fondée
sur le calcul de la distance entre les nceuds de part et d’autre de la bande afin de trouver les
plus petites arétes pour chaque triangle.

Instant t Instant t+At

(a) (b)

Figure 1.8 Modification du maillage dans la bande de mouvement suite a un déplacement du
rotor.
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Soient n,- le nombre de nceuds de la bande coté rotor et ng le nombre de nceuds coté stator
(n, # ng). La figure 1.8 est une schématisation simplifiée de la bande pour deux positions
du rotor.

Pour toute position du rotor on calcule, en premier lieu, les distances entre le nceud 1 coté
stator et tous les noeuds coté rotor. Le nceud i le plus proche, du nceud 1 (i = 20 dans le cas
de la figure 1.8 a et i = 35 dans le cas de la figure 1.8 b), sera le deuxieme sommet du
premier élément triangulaire de la bande. Ensuite on compare les distances d; et d,
respectivement entre le noeud 1 et le nceud suivant au nceud i coté rotor et entre le nceud i
et le nceud suivant au nceud 1 coté stator. La distance la plus petite définit le troisieme
sommet du premier élément (c’est le nceud 2 dans le cas de la figure 1.8 a et le nceud 36
dans le cas de la figure 1.8 b). La méme démarche est poursuivie pour définir tous les autres
éléments de la bande.

Dans le cas d'un systeme qui présente des symétries sur les plans géométrique et
magnétique, il peut étre divisé, comme nous en avons déja parlé dans la section précédente
1.2.9, en des sous domaines symétriques dans I'espace. Le sous-domaine étudié est alors
une portion du systéme complet. Sa solution, qui est dite de référence, est liée a la solution
dans les autres sous domaines de symétrie, comme déja évoqué dans la section précédente,
par les relations de périodicité ou d’anti-périodicité. Des transformations géométriques
permettent le passage d’un point d’un sous domaine a son symétrie dans le sous domaine
de référence.

On pose que la zone de référence modélisée est définie par le sous domaine de référence
dans sa position initiale, avant tout déplacement du rotor. Durant le mouvement du rotor,
des noeuds cOté rotor de la bande du mouvement peuvent sortir de la zone de référence
modélisée. Ces nceuds sont remplacés par ce qu’on appelle des noeuds virtuels qui entrent
de l'autre co6té de la zone modélisée. Les nceuds virtuels sont créés sur la bande du
mouvement c6té rotor et sont liés géométriquement aux noeuds réels sortants de la zone
modélisée par des transformations géométriques bien définies. Les valeurs du potentiel
vecteur magnétique en ces noeuds ne sont pas considérées comme de nouvelles inconnues
pour le systeme matriciel. En effet, les valeurs du potentiel vecteur magnétique aux noceuds
virtuels sont liées magnétiquement a celles des nosuds réels par les relations de périodicité
ou d’anti-périodicité.

Etudions le cas des machines tournantes, la transformation géométrique qui permet le
passage d’un point du sous domaine (); a son symétrie dans le domaine de référence (1, est
une rotation plane telle que A8; est son angle de rotation autour du centre de la machine. Le
noeud j de la bande c6té rotor, qui sort de la zone modélisée et entre dans le domaine ();,
est alors remplacé par le nceud virtuel N,;. R étant le rayon interne de la bande de
mouvement, dans un repere cylindrique (7, 6) lié au rotor, les nceuds j et N,,; vérifient alors
les relations géométriques suivantes:
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r(N,,j) =r(j)=R (1.86)
0(Ny,;) = 6()) + A6; (1.87)

Si la solution dans le domaine ; est liée a la solution du domaine de référence par les
relations de périodicité ou d’antipériodicité, les valeurs du potentiel vecteur magnétique aux
noeuds j et N,; sont alors liées magnétiquement par les relations suivantes respectivement :

A(N,;) = A() (1.88)

A(N,;) = —AQ() (1.89)

La figure 1.9 est une schématisation simplifiée linéaire de la bande de mouvement pour deux
positions du rotor ou le coté ED sort de la zone de modélisation de référence et entre dans
un sous domaine de symétrie. Le coté E'D’ vient alors de le remplacer en entrant de I'autre
coté de la zone modélisée mais de méme coté de la bande de mouvement. Il faut noter qu’a
la position initiale, les noeuds correspondant aux points A, B, C et D appartiennent aux
frontieres du domaine d’étude (),. Ce sont les frontieres perpendiculaires au déplacement,
les nceuds y appartenant sont alors liés par des conditions de périodicité ou
d’antipériodicité. Le nceud virtuel correspondant au nceud d’extrémité au point D coincide
avec le noeud au point C, ils ont par conséquent la méme valeur inconnue du potentiel
vecteur magnétique. Ces deux nceuds d’extrémités permutent leurs positions d’une fagon
périodique et ne sont pas considérés, pour le systeme matriciel, comme de nouvelles

inconnues.
Domaine d’étude (; Domaine symétrique Q;

A * " —t ” . B
0=0

¢ T ‘ ‘ ‘ D

A ” * —t » » B
6>0

E’ D'.EC ) ) ) ) ) E- =D

Figure 1.9 Modification du maillage dans la bande de mouvement dans le cas d’'un domaine
symétrique suite a un déplacement d’un angle 6.
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1.3 Post-traitement

La solution du probleme électromagnétique résolu par la méthode numérique de
discrétisation par éléments finis est constituée des variables locales. Dans le cas d’un
couplage aux équations du circuit électrique, les variables locales représentent les valeurs du
potentiel vecteur magnétique aux différents nceuds du maillage et les valeurs du gradient du
potentiel scalaire électrique a travers les conducteurs individuels. Pour remonter aux
variables globales, telles que les pertes « cuivre », les pertes « fer », le flux embrassé par une
bobine ou le couple résultant sur I'arbre d’une machine, des calculs intermédiaires connus
sous le nom de calculs de post-traitement doivent étre effectués.

Dans ce travail on s’intéresse particulierement au calcul des pertes « cuivre » dans le
bobinage des machines électriques. On va présenter dans cette partie, le modéle détaillé
pour le calcul des pertes « cuivre » dans les matériaux conducteurs, il permet de prendre en
considération les pertes additionnelles par courants de Foucault. L’évaluation de ces pertes
peut s’'avérer d'une extréme importance lors du dimensionnement des machines
électriques, car non seulement elles entrainent des dégradations des performances et
notamment la diminution du couple utile récupérée sur I'arbre du moteur mais elles
peuvent aussi conduire a des échauffements anormaux. En outre, la forte dépendance de la
valeur de ces pertes sur la configuration de I'enroulement montre la nécessite de
sélectionner un enroulement optimal et de porter une attention particulier sur le type du
conducteur utilisé.

En effet, le calcul des forces électromagnétiques nodales et I'estimation des pertes « fer »
sont nécessaires pour un dimensionnement efficace des machines électriques. Pendant
gu’on présente brievement dans cette partie, les modeles de calcul des forces
électromagnétiques nodales et des pertes « fer », ils sont développés en détails dans les
annexes B et C respectivement. Le modeéle de calcul des pertes « fer » permet d’estimer les
pertes dissipées dans les circuits ferromagnétiques du stator et du rotor. Par ailleurs, le
modele de calcul des forces électromagnétiques nodales peut aboutir au calcul du couple
électromagnétique et des forces radiales. En particulier, le couple électromagnétique est
calculé en sommant les composantes tangentielles de toutes les forces électromagnétiques
qui s’exercent sur le rotor. Lorsque la valeur de la puissance électromagnétique peut étre
déterminée en utilisant la valeur du couple électromagnétique et en tenant compte les
valeurs des pertes « cuivre » et des pertes « fer » dissipées, un calcul du rendement de la
machine devient alors possible. Connaissant la puissance électrique fournie a I'entrée et
négligeant les pertes mécaniques, les équations au rendement sont établies dans I’Annexe
D.

1.3.1 Modéele pour le calcul des pertes « cuivre »

Considérons un conducteur de conductivité g, de section S et de longueur [ suivant
I’axe z .Son volume est ainsi V. = S * [. En post-traitement de la résolution par la méthode
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des éléments finis du systéeme (1.68), les pertes « cuivre » (ou identiquement parlant les
pertes par effet Joule) a travers ce conducteur sont données par I’équation suivante :

P = vaédv (1.90)

J étant invariant suivant z, I'équation (1.90) s’écrit :

P = lffsgds (1.91)

La section S du conducteur est subdivisée en ng, éléments triangulaires (1., donc :

p=Y1f[ Lan= Y1 ] Liacetovran no
e=1 e e=1 r

Ou la valeur de la densité du courant dans I'élément (), est donnée par :

d0A; o °
i=1

1.3.2 Modele pour le calcul des forces électromagnétiques nodales

En post-traitement, la valeur de la densité d’énergie magnétique peut étre
déterminée par élément en tenant compte des propriétés non-linéaires du matériau
ferromagnétique utilisé. L’application du principe des travaux virtuels permet alors de
calculer les forces électromagnétiques nodales en sommant les contributions de tous les
éléments avoisinant le nceud. Ayant deux composantes, I'une azimutale et 'autre radiale,
ces forces vont d’une part, contribuer a la production d’un couple utile moteur et d’autre
part, déformer la structure sous I'action des forces radiales.

Pour plus de détails, le modeéle pour le calcul des forces électromagnétiques nodales par la
méthode des travaux virtuels, en vue des calculs du couple électromagnétique et des forces
radiales, est présenté dans I’Annexe B.

1.3.3 Modéele pour le calcul des pertes « fer »

En ce qui concerne les pertes « fer », étant donné que les fonctions d’interpolation
utilisées dans la méthode des éléments finis sont de premier ordre, la densité du flux
magnétique est constante a travers chaque élément. Les circuits magnétiques du stator et
du rotor sont alors décomposés en des portions suivant la direction globale du flux
magnétigue qui gouverne chaque partie; ces portions sont souvent des dents ou la direction
globale du flux est paralléle a son axe ou des culasses ou la direction du flux est tangentielle.
Ensuite la valeur moyenne instantanée de la densité du flux suivant sa direction globale est
calculée dans chaque portion, et un modele de pertes « fer » peut étre ainsi établi en
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utilisant I'’équation généralisée améliorée de Steinmetz (dite “improved generalised
steinmetz equation” (iGSE) en anglais).

On trouve le modeéle détaillé pour le calcul des pertes « fer » par la méthode iGSE dans
'Annexe C, il est adapté aux formes d’ondes non sinusoidales du flux d’induction
magnétique typique des machines a réluctance variable.

1.4 Conclusion

Apres un bref rappel sur les équations de Maxwell, un modéle magnétodynamique
2D associé aux équations du circuit électrique a été présenté pour décrire les phénomenes
électromagnétiques dans les machines électriques. La discrétisation du domaine d’étude par
la méthode des éléments finis a permis la résolution du probléme, elle est bien adaptée a la
prise en compte de phénomeénes non linéaires dans des systéemes a géométries complexes.
Le solveur de Newton-Raphson et la technique de la bande de mouvement sont intégrés
dans le modele pour prendre en compte respectivement le comportement non linéaire du
circuit magnétique et le mouvement du rotor dans le cas des machines tournantes. En
profitant de la symétrie de certains systemes électromagnétiques, on peut modéliser
seulement une portion de ces systemes en exploitant les conditions de périodicité et d’anti-
périodicité. Le systeme résultant a résoudre est un systéme d’équations algébrique ramené
sous forme matricielle. Les inconnues sont la valeur du potentiel vecteur magnétique aux
différents nceuds du maillage et la variation par unité de longueur du potentiel scalaire
électrique a travers les différents conducteurs alimentés chacun par un courant d’excitation
donné.

En post traitement, un modele pour le calcul des pertes « cuivre » dans les matériaux
conducteurs est établi a partir des valeurs du gradient du potentiel scalaire électrique et de
la variation en fonction du temps du potentiel vecteur magnétique. Les pertes « cuivre »
peuvent étre calculées instantanément ainsi que la distribution spatiale de la densité du
courant électrique a travers les sections des conducteurs individuels.
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Chapitre 2
Approche analytique pour le calcul des
pertes « cuivre »
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[I- Approche analytique pour le calcul des
pertes « cuivre »

2.1 Introduction

Les pertes par courants de Foucault sont la conséquence de la circulation des boucles
de courants induits dans les matériaux conducteurs pour agir contre la variation en fonction
du temps du flux d’induction magnétique. On peut distinguer les pertes par effet de peau
lorsque la variation du flux d’induction est due au courant d’alimentation propre variable en
fonction du temps et les pertes par effet de proximité lorsque le flux magnétique est envoyé
par des conducteurs a la proximité. Dans certains systemes électrotechniques tels que les
machines électriques, ces pertes sont indésirables, elles peuvent diminuer le rendement et
les performances de la machine et aboutir parfois a des échauffements critiques. Pour
prendre en compte ces pertes dans le processus de conception des machines, on a recours le
plus souvent au modele analytique.

Généralement, un modele analytique est constitué d’équations symboliques qui
relient les performances d'un systeme a concevoir, d'une part, aux parametres
géométriques qui décrivent sa structure et d’autre part, aux parametres physiques donnant
les caractéristiques des matériaux utilisés. Les équations du modéle mettent généralement
en jeu les paramétres descriptifs du systéme en tant que grandeurs d’entrée. Le modéle
analytique permet une grande variation de tous les parametres dans les limites de validité
de ses équations, et comparé au modeéle numérique, il est rapide, simple, permet d’explorer
au maximum l'espace des solutions et nécessite peu de calculs. Il présente alors un grand
intérét lors de l'utilisation des procédures itératives et répétitives de dimensionnement, de
conception ou d’optimisation.

En partant des équations fondamentales qui régissent la circulation des courants de
Foucault dans les matériaux conducteurs, un calcul analytique préliminaire du champ
électromagnétique est introduit dans ce qui suit dans le but de calculer les pertes « cuivre »
dans le cas des géométries de conducteurs de formes spéciales. On va traiter les cas d’un
conducteur circulaire et d’un conducteur rectangulaire entourés de l'air et le cas des
conducteurs logés dans les encoches d’un circuit magnétique typique du bobinage des
machines électriques. La validité et la précision du modele analytique sont testées par une
comparaison a un modéle numérique utilisant la méthode des éléments finis.

Dans ce travail on s’intéresse particulierement au calcul des pertes « cuivre » dans le
bobinage des machines électriques. Ces pertes sont la somme des pertes Ohm classiques DC
et des pertes additionnelles dites par courants de Foucault. Ces derniéres sont la
conséquence du couplage fort électrique-magnétique entre la densité du courant électrique
et la variation en fonction du temps des lignes du champ magnétique pénétrant les
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conducteurs [Car007] [Dow66] [Sto74]. Les pertes par courants de Foucault dissipées a
travers I'encoche des machines électrique ne dépendent pas uniquement de la fréquence
d’alimentation et de la section du conducteur (effet de peau). Elles dépendent de méme du
flux envoyé par les conducteurs a la proximité (effet de proximité) [KD003] [KDO006a]
[KDOQO06b] et de la perturbation de la distribution des lignes du champ magnétique (effet
d’influence) [IUNO13]. Cette perturbation de la distribution des lignes du champ
magnétique dans le domaine de I'encoche est la conséquence d’une part de la fuite des
lignes du champ due a la saturation du circuit magnétique et d’autre part de la variation de
la reluctance magnétique attribuable au mouvement du rotor a caractére saillant. La
modélisation par la méthode des éléments finis qui prend en compte le mouvement du rotor
et la non linéarité du circuit magnétique permet de simuler les lignes du champ magnétique
bidimensionnel a travers le domaine de I'’encoche. Ceci se fait par la résolution de I'’équation
différentielle a dérivées partielles non-linéaire décrivant le couplage fort électrique-
magnétique [Cha74]. Les pertes « cuivre » par influence pourront étre alors prises en
compte par la méthode des éléments finis 2D [SOB93]. L'importance de ces pertes est
évaluée lorsqu’on calcule les pertes « cuivre » dans une machine a réluctance variable a
double saillance [KD003] [KD006a] [ICD002]. C'est le cas d’'une machine spéciale qui
représente une double saillance (au niveau du circuit magnétique du stator et du rotor) et
qui opére sous une saturation magnétique marquée due a son bobinage concentré autour
de la dent du stator et aux niveaux élevés ainsi de la force magnétomotrice. Les pertes «
cuivre » calculées par la méthode des éléments finis seront comparées a celles calculées par
une approche analytique qui traite un champ unidimensionnel a travers le domaine de
I’encoche négligeant par conséquent le mouvement du rotor et la non-linéarité du circuit
magnétique.

2.2 Effet de peau dans un conducteur circulaire entouré de I’air

2.2.1 Mise en équation pour le calcul de la densité du courant

Comme présentées dans le premier chapitre, les équations de Maxwell en
magnétostatique traduisent sous forme locale différents théorémes qui régissent
I’électromagnétisme. Elles décrivent le comportement d’un milieu sur le plan électrique et
magnétique. La résolution analytique de ces équations dans le cas d’'un conducteur alimenté
par un courant variable en fonction du temps permet d’accéder aux densités de courants
induits et ainsi aux pertes « cuivre » associés. Elle offre par ailleurs une détermination de ces
pertes en fonction du courant d’alimentation, de la fréquence et de la géométrie du
conducteur.

Dans un repére cylindrique de base (e, eg,e,), on suppose premiérement le cas d’un
conducteur électrique d’axe z alimenté par le courant I(t). Le conducteur étant supposé de
rayon 1, et de longueur L >> 1y, I'évolution du champ électromagnétique est pratiquement
invariante suivant la direction longitudinale. On limite alors notre étude a une section Q
transversale du conducteur (Figure 2.1). Grace a la symétrie circulaire de la section du
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conducteur, la distribution de la densité du courant dépend uniquement de la distance r de
I’axe du conducteur. En utilisant alors la relation entre le vecteur densité du courant et le
champ électrique (1.5) du chapitre précédent, le vecteur densité du courant porté par I'axe z
peut étre donné par I’expression suivante :

J=JG, the, = oF = oE(r, t)e, (2.1)

Cette distribution de la densité du courant permet d’établir des lignes du champ magnétique
homogenes, circulaires et concentriques. Le vecteur champ magnétique s’écrit alors sous la
forme suivant :

H=H(@r e, (2.2)

Figure 2.1 Section transversale du conducteur circulaire entouré par I'air.

Dans le repére cylindrique et en utilisant les expressions (2.1) et (2.2), les équations de
Maxwell-Ampére (1.1) et de Maxwell-Faraday (1.2) s’écrivent respectivement :

9] d
E(E(T, t)) = ‘ua(H(T, t)) (23)

%% (rH(r,t)) = %H (r,t) + % (H@r, 1) = 0E(r,1) (2.4)

En dérivant I'équation (2.4) par rapport a t et en utilisant I'’équation (2.3) on obtient
I’équation différentielle suivante pour le champ électrique :

0? 10 0
a—rz(E(r, t)) +;E(E(r, t)) = ,uaa(E(r, t)) (2.5)

Pour résoudre cette équation différentielle on utilise la méthode de séparation des
variables. La solution E (7, t) est alors donnée sous la forme suivante :

E(r,t) = R(r)T(t) (2.6)

En insérant (2.6) dans I'équation a résoudre (2.5) et en divisant le résultat par ugE(r,t) on
obtient :
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i R”(r) 1R'(r) _T'(®)

1o ‘R0 TTRM’ T T 27)

Le coté gauche de I’équation (2.7) dépend uniquement de r et le coté droit dépend
uniquement de t. Pour cela, les deux cotés doivent étre égaux a une constante qu’on appelle
c.

Le coté droit de I'équation (2.7) aboutit a I'équation différentielle du premier ordre
suivante :

T'(t)

— . 2.8
0 (2.8)
La solution de cette équation est donnée par T(t) = e‘t.

Le coté gauche de I'équation (2.7) aboutit a son tour a I'équation différentielle du second
ordre suivante :

0? d
2 — 2.2 = 2.9
r ar2R(r)+rarR(r)+er(r) 0 (2.9)
ou
m2=—cuoc = m=.—cuo (2.10)

Pour résoudre cette équation différentielle on utilise le changement de variable suivant :

1
Z=mr = 0r=—0z (2.11)
m

1
Z’=m%? = or’= Ezazz (2.12)

L’équation (2.9) peut alors s’écrire sous la forme de I'équation standard de Bessel suivante :

2

0 0

La solution générale de cette équation est donnée par :
R(Z) = Clgo(Z) + CzYO(Z) (214)

Joy et Y, sont respectivement les fonctions de Bessel d’ordre 0 de premiere et de deuxieme
espéce. Le champ électrique sera donné alors par I'expression suivant :

E(r,t) = R(mr)T(t) = (c9o(mr) + ¢, Y, (mr) )et (2.15)

Puisque la fonction de Bessel d’ordre 0 de deuxiéme espece est singuliére lorsque mr tend
vers 0 et vu que la fonction de Bessel d’ordre 0 de premiere espéce vaut 1 lorsque mr tend
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vers 0 et que le champ électrique est fini au centre du conducteur c'est-a-dire pour un rayon
r = 0, la constante c, est alors mise a 0 ce qui simplifie par la suite I'équation (2.15) :

E(r,t) = R(mr)T(t) = ¢,Jy(mr)et (2.16)
En utilisant I'’équation (2.1), la densité du courant électrique sera donnée par :
J(r,t) = oc,Jy(mr)ect (2.17)

La densité du courant étant fonction de la position radiale, elle est non homogene a travers
la section du conducteur. La répartition non uniforme de la densité du courant est due a la
circulation des boucles de courants de Foucault. En effet, le conducteur est parcouru par un
courant variable en fonction du temps, il est alors le siege d’'un champ magnétique propre
variable. Selon la loi de Faraday, les boucles de courants de Foucault créent un champ
magnétique de réaction qui tend a s’opposer a la variation en fonction du temps du champ
magnétique pénétrant le conducteur, elles permettent par conséquent d’altérer la
distribution uniforme de la densité du courant comme dans le cas d’un régime statique a
courant continue. La densité du courant non-uniforme est présentée par une valeur
maximale a la périphérie du conducteur ou en d’autres termes par une tendance du courant
a se déplacer vers la surface du conducteur; ce phénomeéne s’appelle I'effet de peau, il sera
illustré ultérieurement dans un exemple d’application (Figure 2.3).

La densité du courant étant donnée par I'équation (2.17), les pertes par effet Joule peuvent
étre calculées en utilisant I’équation suivante :

2 To ,t 2
P = Lj VP s LGf Vo1 4 (2.18)
s O 0 o

Les fonctions de Bessel de premiere espece pour les différents ordres sont liées entre elles
par la relation générale suivante :

I (Z) 07,(2)
7z 0z

Jns1(Z) =n (2.19)

a7 . . N .
J, et a—; sont respectivement la fonction de Bessel d’ordre n de premiere espéce et sa

dérivée.

En utilisant la relation (2.3) entre les champs magnétique et électrique, en se servant de
I’équation (2.16) et en faisant la correspondance avec I'équation (2.4), on peut déduire
I’expression du champ magnétique :

__am ot
H(r,t) _.UC J,(mr)e (2.20)

Il faut noter que le calcul des constantes ¢ et ¢; dépend de la forme du courant utilisé. On
considére a titre d’exemple le cas d’un courant sinusoidal I(t) = Icos(wt + ¢) d’amplitude
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I, de pulsation w et de phase a I'origine du temps ¢. La représentation complexe du courant
I(t) est donné par I(t) = [e/?e/"t = [e/V,

La circulation du champ magnétique autour du conducteur est égale au courant [ej""t, ceci
se traduit par I’équation suivante :
cym .
2mroH (1y, t) = =277, l—cﬂl(mro)e“ = Je/Wt (2.21)
u 1
En faisant la correspondance, on obtient les constantes :
c=jw (2.22)

_ Twld (2.23)
€= 2nromJ; (mry) '

Les expressions en notation complexe du champ magnétique, du champ électrique et de la
densité du courant sont alors les suivantes :

_ 1 J,(mr) W
ﬂ(‘l", t) = znromej t (224)
_ oml Jo(mr) Wt
EGro) = 21ry0 3, (mry) ¢’ (2.25)
Jr,t) = ml Mefwf (2.26)

- 2mry 3, (mry)

1(t) étant la partie réelle de sa représentation complexe, il faut noter que pour obtenir les
valeurs réelles du champ magnétique, du champ électrique et de la densité du courant, il
faut prendre d’un maniére analogue au courant électrique, la partie réelle des expressions
précédentes dans les équations (2.24), (2.25) et (2.26) respectivement.

2.2.2 Calcul des pertes par effet de peau

Dans le cas d’une alimentation par un courant uniforme I(t) = I, la densité du
courant électrique est dans ce cas uniforme, elle est donnée par le rapport du courant a la

surface de la section du conducteur Jp, = I/nr > . Les pertes par effet Joule représentent
0

alors les pertes Ohm classiques :

(VL e p
P]DC —_ L 7d$ —_ 0'7'[7"02] —_ RDCI (2.27)
Q

Rpc est la résistance classique DC.

On peut calculer les pertes par effet Joule en utilisant I’équation (2.18). Une autre méthode
s’appuie sur le théoreme de Poynting. D’apres le théoreme de Poynting, la puissance
électromagnétique développée a l'intérieur d’'un volume V est donnée par le flux entrant du

vecteur de Poynting a travers la surface fermée X qui I’entoure.
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Dans notre cas, le vecteur de Poynting est donné par :

o L R . mI*> J,(mry) _,
M=EAH" = E(ry, t)e, AH*(rp, t)eg = o(mro)

— 2.28
4m?ry%0 3, (mry) ér (2.28)

= Y . 7 ’ . . 7
Le flux de M a travers la surface X donne la puissance électromagnétique instantanée s(t) :

; —#‘ﬁd_)— LmlI?* Jy(mry) 55
s(®) = s 5= 2nryo I, (mry) (2.29)

. . s . . . . s . w .
On est dans le cas d’'une alimentation périodique sinusoidale de période —, la puissance
2T

électromagnétique moyenne s’avére alors :

S =

w
w (2n LmryI? 3, (mry) mry Jp(mry) ,
o sty = g By, TR p 4o (230)
2m ), 2ntry%o 3, (mry) 2 J,(mry)

Les pertes actives ou les pertes par effet Joule P; sont données par la valeur moyenne de S,
la puissance réactive Q est déterminée par la partie immaginaire.

Normalisant (2.30) par rapport aux pertes Ohm classiques, on obtient :

P ny Q =mr070(mr0) (2.31)
Pipc Pipe 2 J;,(mry) '

2.2.3 Analyse en fonction de I'épaisseur de peau

A partir de I'’équation (2.31), on peut conclure que indépendement des pertes Ohm
DC classique, les pertes additionnelles par courant de Foucault dépendent fortement du
coefficient mr, c'est-a-dire d’une facon implicite du rayon 1, du conducteur et de la

/ . . w ;. .
fréquence d’alimentation f = 2 MTo peut s’écrire sous la forme suivante :

mry = =j2ufrory = (1 = Proy/afuo = (1= )2 (2.32)

Ou & =1/ nfuc est appelée I'épaisseur de peau. Le terme épaisseur de peau est
originallement utilisé dans le cas d’'un conducteur plan [Har89], c’est la distance de la
surface du conducteur jusgqu’au niveau ou I'amplitude de la densité du courant est diminué

de 1/, (~63.2%).

Cette notion de I'épaisseur de peau peut étre adaptée au cas d’un conducteur circulaire
comme dans le cas du conducteur plan si certaines conditions géométriques étaient
vérifiées. Par example, si le rayon du conducteur est trés grand par rapport a I'épaisseur de
peau, le conducteur circulaire peut étre considéré dans ce cas comme un conducteur plan.
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Sur la figure 2.2, on trace |'évolution de la partie réelle et imaginaire de la puissance
normalisée par rapport aux pertes ohm classiques en fonction de la fréquence et du rayon
du conducteur.

3

N
1)

N

Puissance Normalisée
—
- (4, ]

o
[2)

(=)
'
i
q
v

X
1
L}

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
1‘0/5

Figure 2.2 Puissance normalisée du conducteur circulaire en fonction de son rayon et de la
fréquence d’alimentation.

On remarque que les pertes par effet Joule normalisées sont maximales lorsque le rayon du
conducteur est trés grand par rapport a I'épaisseur de peau (15 > §).

Un rayon tres élevé par rapport a I'épaisseur de peau cede le passage a des boucles
additionelles par courant de Foucault, ceci permet une variation primordiale de la densité du
courant et ainsi un accroissement des pertes par effet Joule. Au contraire les pertes par effet
Joule sont minimales et ainsi proches des pertes Ohm classiques lorsque le rayon est tres
petit par rapport a I'épaisseur de peau (1 < §).

Pour illuster le phénomeéne de I'effet de peau, on souhaite calculer le cas d’un conducteur
circulaire de rayon ry = 2,5 mm. Il est alimenté par le courant sinusoidal I(t) d’amplitude
[ = 200 A et de fréquence f = 5000 Hz. Les propriétés physiques du conducteur sont telles
que sa conductivité est o = 54.94 x 10° Q" 1m™! et sa permeabilité magnétique est celle de

I'air p = py = 4pi X 1077 H/m. En calculant I'épaisseur de peau a § = 0.96 mm, le rapport
To _
2=
suivant le rayon du conducteur. Le centre du conducteur est situé a r = 0 et un point

2.08. Sur la figure 2.3 suivante on présente la distribution de la densité du courant

qguelconque de la périphérie du conducteur a r = ry. Pour comparer la distribution de la
densité du courant avec et sans I'effet de peau, on trace sur un graphe la valeur efficace de

la densité du courant uniforme Jp. = I/ , pour une alimentation avec un courant
VZr,
continu d’amplitude I/\/f et la valeur efficace de la densité du courant analytique J.rf.

Grace a I'effet du peau, la densité du courant reel . est inférieure a la densité du courant

Jpc au centre du conducteur, mais la dépasse clairement a la surface du conducteur (Figure
2.3).

42



2 Approche analytique pour le calcul des pertes « cuivre »
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Figure 2.3 Distribution de la valeur efficace de la densité du courant en fonction de la
position radiale.

2.2.4 Alimentation avec un courant périodique non sinusoidal

Dans le cas d’une alimentation périodique non sinusoidale, le courant I(t) de
fréquence w/2m s’écrit sous la forme d’une somme infinie de fonctions sinusoidales (dite
série de Fourier) :

I(t) = Ipc + Z I, V2cos (kwt + ¢@y,) (2.33)
k=1

Pour calculer le champ magnétique, le champ électrique et la densité du courant on applique
le théoréme de la supperposition. La représentation complexe du courant I(t) peut s’écrire
sous la forme d’une somme infinie des temes I, e/ ?ke/*t = [, /KWt

L(t) = IDC _l_ZIkej(PkejkWt == IDC +ZlkejkWt (234)

Pour une alimentation en courant continu, la densité du courant est uniforme Jp = 0Ep; =

IDC/nr 2. La circulation du champ magnétique sur un cercle de rayon r est égale au courant
0

qui traverse ce cercle, ceci permet de déterminer la distribution du champ magnétique a
I'intérieur du conducteur selon I’équation suivante :

c*mr?  JpexT

(2.35)
21T 2

Hr) _Ib

Lorsque le conducteur est alimenté par le courant sinusoidal [kejk""t, nous avons déterminé
le champ magnétique, le champ électrique et la densité du courant, les expressions
respectives sont les suivantes:

43



2 Approche analytique pour le calcul des pertes « cuivre »

Ly 3,(myr) .
Ho(r t) = — 1k 7 pjkwt 2.36
B, 0 anoﬂl(mkro)e (2.36)
mly  3,(myr) .
E (r,t) = —— o ")eﬂ‘wt (2.37)
— 2nryo 3, (my1y)
mly 3,(m,r) .
Ji(r,t) = —= o(MiT)  jewe (2.38)

211y Iy (Mg 1)

Par supperposition, on peut déterminer maintenant le champ magnétique, le champ
électrique et la distribution de la densité du courant, suite a I'alimentation par le courant
total I(t), comme étant la somme de la composante continue avec les différentes

composantes aux fréquences d’alimentation kw :

I_k 7y (myer)

jkwt 2
211y Iy (Mg 7o) ¢ (2.39)

H(,6) = Hpe() + )
k=1

ml_k Jo(my1)

E(r,t) = Epc(r) + Z > elkwt (2.40)
k=1

ryo Iy (myry)

= mly Jo(myr) .
1) = E e/ 2.41
[ =Jpe + o] 2mry I, (myry) ¢ (2.41)

Dans notre cas, le vecteur de Poynting est donné par :

N=EAH =E(ry,t)e, AH*(ry, t)eg
ml_" Jo(my1)

= —(Bpc (o) Hpc () + ). eJhwt
pc\To)Hpc\Ty kzlznroaﬂl(mkro) (2.42)
— —jkwtN5
i anoe )er
k=1

D’aprés le théoreme de Poynting, le flux de I a travers la surface X donne la puissance

électromagnétique instantanée s(t) :
s(t) = # M.ds = |ﬁ| * 2101, (2.43)
s

. . ;s . . . . ;. w .
On est dans le cas d’'une alimentation périodique sinusoidale de période py’ la puissance

électromagnétique moyenne s’avere alors :

v 2 _ : 2.44
S ZHJ;) s(t) = P, +jQ (2.44)

Etant donnée la valeur de I'intégrale suivante:
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2T

WAV gitg-kpwt — {0 siq=p (2.45)
om ), 1 siq#p

La puissance S s’écrit alors sous la forme suivante, comme étant la somme des puissances
correspondantes aux différents composants de la série de Fourier [Ven84] [HGBO000] :

5: f: . f: myro Jo (M 1o)
S=SDC+ Sk =SDC+ ij+]Qk =SDC+ (246)
k=1 k=1 = 71 (myero)

Ou

Spc = Pipc = Rpclpc? (2.47)

2.3 Effet de peau dans un conducteur rectangulaire entouré d’air

2.3.1 Etablissement des champs électriques et magnétiques et calcul de la
densité du courant

Dans le repére cartésien de base (Zc’,a,’,e_z’), on considére maintenant le cas d’un
conducteur de profondeur L et a section rectangulaire de longueur b et de largeur a (Figure
2.4). Ce conducteur est supposé parcouru par un courant I(t) suivant I'axe z.

S 4

Figure 2.4 Section transversale d’un conducteur rectangulaire entouré par I'air.

La densité du courant électrique dépend des coordonnées x et y. Le vecteur densité du
courant électrique est alors donné par J = J(x, y, e, = oF = oE(x, y,t)e,. En partant de
I’hypothése que la profondeur du conducteur est trés grande devant les dimensions de la
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section transversale (L > a et L > b), l'établissement du champ magnétique est
pratiguement invariant suivant la profondeur z. Le vecteur champ magnétique a travers une

section transversale du conducteur s’écrit alors : H = H,(x,y)e; + H,(x,y)e,. En utilisant

les expressions précédentes de f et de ﬁ, I’évaluation des équations de Maxwell-Faraday
(1.2) et de Maxwell-Ampére (1.1) dans le repére cartésien donne :

0 0
EP (Hy(x, Y, t)) ~ 3 (Hy(x,y,t)) = 0E(x,y,t) (2.48)

9] 0
@(E(x)y’ t)) = —Ha(Hx(x,y' t)) (249)

0 0
a(E(x,y, t)) = ua(Hy(x, Yy, t)) (2.50)

En dérivant I'équation (2.48) par rapport au temps et en y insérant les équations (2.49) et
(2.50) on obtient I’équation différentielle suivante :

02 0? d
a—sz + a—yzE = HO'EE (2.51)

Pour résoudre ce type d’équation différentielle, nous pouvons a nouveau utiliser la méthode
des variables séparées telle que E(x,y,t) = X(x)Y(y)T(t), I'équation (2.51) devient ainsi :

@: 1 <X"(x) +Y"(y)>
T(t) wo\X(x) Y()

Le coté gauche de I'équation (2.52) dépend uniquement de t, le coté droit dépend

(2.52)

uniquement de x et de y. Pour cela, les deux cotés doivent étre égaux a une constante qu’on
appelle c.

Le coté droit de I'équation (2.52) aboutit a I'équation différentielle du premier ordre

suivante :
T'(t
re_, (2.53)
T(t)
La solution de cette équation est donnée par
T(t) = et (2.54)

Le coté gauche de I'’équation (2.52) aboutit a son tour a I'équation différentielle suivante :

1 <X"(x) N Y"(y))

w\xXm Ty € (2.35)
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Dans I’équation (2.55), il s’agit de l'addition de deux termes dont la somme est une
constante. Puisque ces deux termes dépendent de coordonnées différentes, ils sont
forcément constants :

X (%)

X00 :pz (2.56)
Y' ()

) 2.57
Y(y) 1 (2:37)

Il s’agit de deux équations différentielles du second ordre dont les solutions sont
respectivement :

X(x) = kq sinh(px) + k, cosh(px) (2.58)
Y(y) = k5 sinh(qy) + k4 cosh(qy) (2.59)

En utilisant I'’équation (2.55), les constantes p et g sont liées respectivement par la relation
suivante :

p? 4 g? = poc (2.60)
Le champ électrique se déduit alors des équations (2.54), (2.58) et (2.59) selon :

E(x,y,t) = [ky sinh(px) + k, cosh(px)][k; sinh(qy) + k4 cosh(gy)]et (2.61)
La densité du courant électrique sera donnée par :

J(x,y,t) = o[k, sinh(px) + k, sinh(px)][k; sinh(qy) + k, sinh(gy)]et (2.62)

2.3.2 Alimentation avec un courant sinusoidal

Dans le cas d’une alimentation par un courant sinusoidal I(t) d’amplitude I, de
pulsation w et de phase a I'origine du temps ¢, I(t) sera donc donné par sa représentation
complexe Ie/?e/Wt = [e/Wt. [e/"t est alors lintégrale de J(x,y,t) a travers la section
transversale du conducteur :

a b
e (7 (2 _ _ _
le/"t = f_g _Qa[kl sinh(px) + k, sinh(px)][k; sinh(qy) (2.63)
2 2
+ k4 sinh(qy)]dxdye*‘t

Par identification, on peut conclure que ¢ = jw.

Il s’agit d’un régime sinusoidal, les équations (2.49) et (2.50) s’écrivent alors :

0
@(E(x,y; t)) = —‘Lle(Hx(X, Y t)) (264)
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0
o (E(x,y,1)) = ww (Hy(x, y, t)) (2.65)

On conclut alors les expressions des composantes suivant x et y du champ magnétique :

Hy(x,y,t) = — 1 [k, sinh(px) + k, cosh(px)][ks cosh(qy) + k4 sinh(gy)]e’™*  (2.66)

ww

H,(x,y,t) = [k, cosh(px) + k, sinh(px)][k; sinh(qy) + k4 cosh(qy)]e/*t  (2.67)

ww
En raison de la symétrie de la section rectangulaire du conducteur, la composante suivant x
et la composante suivant y du champ magnétique sont nulles a y=0 et x =0

respectivement, ceci est valide quelque soit t :

H,(x,0,t) = _.U]LW [k, sinh(px) + k, cosh(px)][ks cosh(gy)]e/*t =0 (2.68)
H,(0,y,t) = i [k, cosh(px)][ks sinh(qy) + k4 cosh(gy)]e/"t =0 (2.69)

On conclut alors que k3 = 0 et k; = 0. En supposant que k = k,k, les expressions de H,,
H,, E et ] deviennent :

H,(x,y,t) = — ﬂ cosh(px) sinh(gqy) e/"* (2.70)
wiw
Hy(x,y,t) = ﬁsinh(px) cosh(qy) e/"¢ (2.71)
wiw
E(x,y,t) = k cosh(px) cosh(qy) e/*¢ (2.72)
J(x,y,t) = ok cosh(px) cosh(qy) e/ (2.73)

La constante k est déterminée en utilisant I'égalité suivante :

a b

. 2 (2
!eJWt = fafb](x'y, t)dxdy (2.74)

2772

En résolvant I'équation (2.74), on obtient :

qp
sinh (p %) sinh (q g)

1
= (2.75)
2.3.3 Traitement de cas particuliers

Les équations (2.70), (2.71), (2.72) et (2.73) décrivent le comportement
électromagnétique a travers une section transversale rectangulaire du conducteur. Par
contre, la résolution du probléme reste incompléte sans la détermination des constantes q
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et p. L'équation (2.60) est insuffisante, il y a une équation additionnelle qui manque. La
détermination de ces constantes ne se fait sans ajouter des hypotheses simplificatrices.
Regardons les deux cas suivants: un conducteur de section en forme d’un carré ou situation
d’un fonctionnement a basse fréquence [Ger009].

2.3.3.1 Section symétrique carré du conducteur

Dans le cas d’un conducteur a section transversale symétrique carré caractérisé par
a = b, I'analogie entre les composantes suivant x et y du champ magnétique permet de
conclure intuitivement que g = p. En associant I’équation (2.60), on peut extraire les valeurs
depetq:

N L - (2.76)

Ou 6 = 1//mfuo est I'épaisseur de peau dans le cas d'un conducteur plan.
2.3.3.2 Tres basses fréquences

Dans le cas des tres basses fréquences, on peut assumer que la valeur absolue du
champ magnétique aux points (x = a/z,y =0)et(x=0y= b/z) sont identiques. Ces

deux valeurs sont données par :

k .
H(x = /5,y =0, t) = Hy(x = a5,y =0,t) = lZstinh(p a/z) e/Wt (2.77)
—0y=b/ ) =H. =0y =P/ t) = — L sinn(qP/,) et
H(x 0,y /z,t) H,(x=0,y /Z't) w smh(q /Z)e (2.78)

L’égalité de (2.77) et (2.78) donne I’équation suivante :

p sinh(p a/z) =q sinh(q b/z) (2.79)

En régime continu, la pulsation w est nulle. Puisque la distribution de la densité du courant
doit étre uniforme, on peut conclure en utilisant I'’équation (2.73) que les constantes
complexes p et g doivent étre nulles et qu’aux tres basses fréquences, ces constantes sont
localisées au voisinage de 0. En partant de I'hypothése que le développement limité au
voisinage de 0 et a 'ordre 1 de la fonction sinus hyperbolique est donné par : sinh(x) = x,
on déduit de I'équation (2.79) que :

pza/2 — qzb/2 (2.80)

Les constantes p et g seront données alors par :
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1 2b
- (2.81)
P=5la+b
1 2a
- (2.82)
q d.Ja+b

2.4 Conducteurs logés dans I'’encoche d’un circuit magnétique

Le calcul analytique effectué dans les deux sections précédentes était basé sur le fait
qgue le conducteur circulaire ou rectangulaire est entouré par I'air. Cependant, dans le cas
des transformateurs et des machines électriques, les conducteurs sont normalement logés
dans des encoches du circuit magnétique. La forme géométrique de ces encoches et la
distribution des conducteurs du bobinage a I'intérieur dépendent fortement du type de la
machine étudié et de la méthodologie de répartition du bobinage sur les dents du stator. La
présence d’un circuit magnétique a perméabilité élevé pour les différentes géométries influe
la circulation des lignes du champ magnétique et le mouvement du rotor particulierement
dans le cas des machines électriques a poles saillants favorise I'établissement d’un champ
magnétique bidimensionnel. Le calcul analytique qu’on présente dans cette section
concerne les encoches symétriques a dents paralléles, la perméabilité du circuit magnétique
est supposée infinie et I'influence du mouvement du rotor est désormais négligée.

2.4.1 Etablissement des champs électriques et magnétiques et calcul de la
densité du courant

On considere maintenant le cas de n = 1 conducteurs individuels logés I'un au dessus
de l'autre dans une encoche symétrique a deux pbles paralléles. Les conducteurs sont a
section transversale rectangulaire et sont alimentés chacun par le courant imposé I(t). Vu
gue les conducteurs seront étudiés individuellement, chaque conducteur est associé alors a
un systeme de coordonnées cartésiennes (x,y,z) comme le montre la figure (2.5). Pour
démarrer le calcul analytique des phénomenes électromagnétiques dans ces conducteurs,
on suppose les trois hypothéses simplificatrices suivantes :

1. La perméabilité magnétique du matériau ferromagnétique est infinie, d’une fagon
gue le champ magnétique dans le circuit magnétique est négligeable.

2. Les champs magnétique et électrique sont indépendants des coordonnées x et z.

3. Les vecteurs champs électriques et magnétiques ont chacun une seule composante,
suivant I'axe des x pour le champ magnétique tel que H= H,(y,t)e, = H(y, t)e, et

suivant I'axe des z pour le champ magnétique tel que E= E,(y,t)e, = E(y,t)e,.
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Dans les conducteurs électriques, le vecteur densité du courant se déduit alors par
J=7],(y,0)e, = J(y,t)e, = dE(y,t)e, [Dow66].

Le
L

<

¢h

Figure 2.5 Exemple de n = 6 conducteurs placés I'un au dessus de I'autre dans une encoche
symétrique a dents paralléles.
Le champ magnétique étant négligeable dans le matériau ferromagnétique, il ne contribue

pas alors a la circulation du champ magnétique éﬁa L'application maintenant du
théoréme d’Ampere et de la loi de Faraday a une section d’un conducteur de hauteur dy, de
longueur [ suivant I'axe z et de largeur [. placé dans une encoche de largeur [, donne les
deux équations différentielles suivantes en fonction de H(y, t) et E(y, t):

OHE,1) _ ol
oy L
OE®D.D) _
220

E(y,t) (2.83)

uoH(y,t)/ot (2.84)

Ou o et u sont respectivement la conductivité et la perméabilité du cuivre. Ces équations
(2.83) et (2.84) sont vues comme étant les équations fondamentales pour le calcul

analytique des pertes « cuivre » ou le rapport lc/l est appelé le coefficient de Dowell. Il faut
e

insister sur le fait que la validité et la fidélité du calcul analytique décroit lorsque le
coefficient de Dowell diminue c'est-a-dire lorsque la largeur de la couche des conducteurs [,
est petite relativement a la largeur de I’encoche [, [Rob002a] [Rob002b]. Si on suppose le
cas d’une alimentation par un courant sinusoidal périodique I(t) = Iv2cos (wt+ @), ce
courant peut étre écrit sous la représentation complexe suivante [ = 1e/9e/Wt ol I est la
valeure efficace du courant, w la pulsation et ¢ la phase a 'origine du temps. En utilisant
alors la notation complexe, les champs électrique et magnétique et la densité du courant
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électrique peuvent étre écrits sous leurs notations complexes correspondantes E(y,t) =
E()e/, H(y,t) = H(y)e/** and J(y,t) = J(y)e/*" respectivement. Réciproquement, il
faut noter qu’une grandeur temporelle quelconque g(y,t) qui peut étre le champ
électrique, le champ magnétique ou la densité du courant sera déterminée par la partie

réelle de sa représentation complexe g(y,t) = g(y)ej""t multiplié par V2 tel que
g(t) = Réelle (\V2g(y,t)). La combinaison maintenant des deux équations (2.83) et (2.84)

sous leurs formes complexes donne I'équation différentielle du second ordre suivante en
fonctionde H(y) :

’(H@y)) . ol _
oy Jen T HO)=0 (2.85)

La solution générale de I'équation (2.85) est donnée par :

Hy) =ce™ +ce™” (2.86)

Ou ¢, et ¢, sont des constantes complexes et r est donné par I'expression suivante:

r =,/joucl./l, (2.87)

Puisque les n couches de conducteurs sont isolées telles que chacune est alimentée par le
courant I(t), le champ électrique et consécutivement la densité du courant sont
discontinues a la frontiére des conducteurs. Le calcul des champs électrique et magnétique
se fait alors dans chaque conducteur séparément. L'axe des x du systéme de coordonnées
associé a chaque conducteur est supposé localisé sur la frontiere inférieure du conducteur
étudié. Un parametre p est utilisé pour identifier le conducteur étudié dans I'encoche tel
que 1 < p < n, oun est le nombre total des couches de conducteurs placés I'une au dessus
de l'autre. Le paramétre p = n marque le conducteur le plus haut, et celui p = 1 marque le
conducteur le plus bas. Pour déterminer maintenant les constantes complexes c¢; et ¢, on
utilise les conditions aux limites du champ magnétique H(0) sur la frontiére inférieure et
H(h) sur la frontiére supérieure du conducteur. OU h représente la hauteur de chaque
conducteur. La ligne du champ magnétique qui passe le long de la frontiere supérieure du
conducteur p a la position y = h et qui vient de se fermer dans le circuit magnétique
encercle p fois le courant [ alors que celle qui passe le long de la frontiere inférieur a la
position y = 0 encercle dans ce cas (p — 1) fois le courant I. En utilisant ces deux conditions
aux limites dans I’équation (2.86) on peut obtenir les deux équations suivantes a résoudre

pour déterminer les constantes c; et ¢, :
(cie™ + c,e™™)1, = pl (2.88)
(cr+e)le=(@—DI (2.89)

La détermination des constantes c¢; et ¢, donne la distribution du champ magnétique a

travers le conducteur étudié p :
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H(y,t) = [p sinh(ry) — (p — 1) sinh(r(y — h))]e/"* (2.90)

[, sinh(rh)

L'utilisation de I"’équation (2.84) sous sa forme complexe permet de donner I'expression du
champ électrique :

E(y,t) = [p cosh(ry) — (p — 1) cosh(r(y — h))]e/** (2.91)

rl
ol. sinh(rh)

En multipliant le champ électrique par la conductivité o, la distribution de la densité du
courant a travers la section transversale du conducteur p est donné par :

l(y, t) [p cosh(ry) — (p— 1) cosh(r(y — h))]ej‘”t (2.92)

__
" 1, sinh(rh)

2.4.2 Pertes « cuivre » totales par effet de peau et de proximité

Les pertes totales par effet Joule dans le conducteur p de longueur [ suivant I'axe z
peuvent étre calculées selon I’équation suivante :

P =1l/c foh |[(y)|2 dy (2.93)

Pour calculer le module de J(y), les fonctions hyperboliques doivent étre scindées en leurs

partie réelle et imaginaire, ainsi les pertes totales par effet Joule dans le conducteur p seront
données par I'expression suivante :

Py = RpcplPlo(x) + p(p — DY (0)]; x = hT/\/Z_j (2.94)

OU Rpcp = 1/0hl, est la résistance DC du conducteur p, et les fonctions ¢ (x) et (x) sont
données par les expressions suivantes :
(sinh 2x + sin2x)

() =x (cosh 2x — cos 2x) (2.95)

B (sinh x — sinx)
Y = 2x (coshx + cos x) (2.96)

On détermine maintenant les pertes par effet Joule totales dans les n conducteurs en faisant

la somme des pertes individuelles de chaque conducteur p € {1,2,3, ...,n}:

n 2 _ 1
Py = Z Py = Rpcl? lqo(x) + %nb(x) (2.97)
p=1

Ou R est la résistance DC totale des n conducteurs, Rpc = nRpcp.
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2.4.3 Alimentation avec un courant non sinusoidale

Dans le cas d’une alimentation par un courant périodique non sinusoidal, le courant
de fréquence w/2m peut s’écrire, comme évoquée précédemment, sous la forme d’une
expansion en série de Fourier :

1(6) = I + Z I, VZsin (kwt + ;) (2.98)
k=1

Ou, Ipc est la composante continue du courant I(t), I; et ¢, sont respectivement la valeur
efficace de la composante spectral de fréquence kw/2m et sa phase a I'origine du temps.
Les pertes totales par effet Joule, comme déja démontré, sont calculées comme étant la
somme des pertes par effet Joule correspondantes a chaque composante spectrale de la
série de Fourier :

oo 24
Psc = Rpclljc + z I l‘ﬂ(xk) + %U’(xk) ] (2.99)
k=1

En s’adressant aux équations (2.95) et (2.96), on peut évaluer séparément a partir de
I’équation (2.99), les pertes classiques DC, les pertes AC par effet de peau et les pertes AC
par effet de proximité ou :

X = hrk/\/Z_j and r, = /jkwuol,/l (2.100)

2.4.4 Cas des conducteurs circulaires logés dans I'’encoche

En raison des co(ts plus faibles et d’'une manipulation plus facile, les spires dans les
machines électriques sont fabriquées a partir des conducteurs circulaires. Pour calculer les
pertes « cuivre » dans le cas des conducteurs circulaires logés dans I'encoche, une solution
approximative peut étre obtenue en remplacant les conducteurs circulaires par des
conducteurs carrés de méme surface en section transversale. Cette simplification n’est
correcte que dans de cas des diametres de conducteurs circulaires inférieurs ou égaux a
I’épaisseur de peau 6.

dQOOlOOO

cEEEEEN

Figure 2.6 Transformation des conducteurs circulaires en des conducteurs carrés a surface
de sections équivalente.
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La figure 2.6 illustre le processus de transformation appliqué sur une couche formée de m
conducteurs a sections circulaires logés dans I'encoche d’un circuit magnétique[Fer94]
[Dow66]. D'abord les conducteurs circulaires de diamétre d sont remplacés par des

. Ny s d N N s
conducteurs carrés de coté a = Ex/ﬁ. Enfin, il faut a nouveau rappeler que la validité du

calcul analytique des pertes « cuivre » dans les conducteurs logés dans I'encoche diminue
lorsque la largeur [ de cuivre devient faible par rapport a la largeur de I’encoche [;.

2.4.4 Exemple d’application simple et comparaison avec la modélisation par
éléments finis

Pour tester la validité du modéle analytique de calcul des pertes « cuivre » dans des
conducteurs logés dans I’encoche, on souhaite le comparer au modele numérique utilisant la
méthode des éléments finis.

On commence |'étude de deux exemples de cas test. Le premier est un probléme illustrant
I'effet de peau, il s’agit d’'un seul conducteur (n = 1) de section S placé dans une encoche
symétrique a poles paralléles et alimenté avec un courant I(t). Le deuxiéme est un
probleme étudiant I'effet de proximité, il s’agit alors de 18 conducteurs (3 X 6) alimentés
chacun par le courant I(t)/18. La configuration (3 X 6) signifie qu’on a trois couches
horizontales de conducteurs telles que chacune est constituée de 6 conducteurs placés
verticalement. Chaque conducteur représente une section transversale de surface S/18
(Figure 2.7).

Figure 2.7 Exemple de 'effet de peau (gauche). Exemple de I'effet de proximité (droite).

Les deux problémes étudiés développent alors la méme force magnétomotrice I(t) et
présentent les mémes pertes DC classiques. La forme d’onde de la force magnétomotrice
I(t) utilisée est typique dans le cas d’une alimentation a basse vitesse des machines a
reluctance variable (Figure 2.8).

C’est une force magnétomotrice périodique non sinusoidale a la fréquence d’alimentation
de 1000 Hz, et dont les dix premiers coefficients de sa représentation en série de Fourier
sont montres dans la figure 2.9. En premier lieu, la modélisation par éléments finis est
implémentée. Sur la figure 2.8, les pertes par effet Joule et la courbe de pertes DC commun
aux deux problémes illustrant I'effet de peau et I'effet de proximité sont tracées en fonction
du temps.
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Figure 2.8 Les pertes par effet Joule calculées par la modélisation éléments finis dans les
deux problemes de |'effet de peau et de proximité.
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Figure 2.9 Les dix premiers coefficients de Fourier de la force magnétomotrice I(t).

En deuxieme lieu, le calcul analytique est employé. L’équation (2.99) présentée pour le calcul
analytique des pertes totales par effet Joule dans un segment d’une encoche symétrique a
dents paralleles de longueur [ et de largeur [, est définie pour des géométries de bobinages
de largeur [. et qui présente n couches de conducteurs placés horizontalement l'un au
dessus de I'autre et de hauteur h chacune. Les cinq parametres géométriques [, [, [,, n et h
sont alors fondamentales. Pour une géométrie d’enroulement donné, le nombre des
couches de conducteurs n peut etre déterminé en appliquant une transformation
géométrique de la géométrie donnée vers une géométrie équivalente. Dépendamment de la
géométrie réelle d’enroulement, généralement plusieurs conducteurs sont fusionnés en un
seul conducteur au cours de la transformation géométrique d’une facon que les forces
magnétomotrices totales de la géométrie réelle et la géométrie équivalente soient égales.
Revenant aux deux exemples d’étude, d’une part dans le cas du probléme de I'effet de peau,
aucune transformation géométrique est demandée, le nombre de couches de conducteurs
est donnée par le parameétre n = 1. D’autre part, pour le probleme étudiant I'effet de
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proximité, la figure 2.10 clarifie I'adaptation géométrique appliquée pour pouvoir étudier
analytiquement les pertes par effet Joule dans la configuration (3 X 6). Grace a des raisons
de symétrie, les distributions de la densité du courant a travers les six conducteurs de
chaque couche sont égales puisqu’en premier lieu, les conducteurs sont parcourus par le
méme courant et en deuxieme lieu, les lignes de champs magnétiques sont horizontales
partout dans I'encoche et que la valeur du champ magnétique indépendante de x est la
méme a travers les conducteurs placés dans la méme couche. Pour la configuration (3 X 6),
les six conducteurs verticaux de chaque couche sont alors fusionnés en un seul conducteur
horizontal (Figure 2.10). Le probleme de I'effet de proximité devient alors un probleme
étudiant une géométrie d’enroulement plus simple a trois conducteurs horizontaux solides
(n = 3) tels que chaque conducteur est alimenté par le courant 6 * I(t)/18 = I(t)/3.

Figure 2.10 Détermination de la géométrie équivalente, les 6 conducteurs verticaux de
chaque couche sont fusionnés en un seul conducteur horizontal.

Lorsque tous les parameétres géométriques des deux exemples sont déterminés, le calcul
analytique peut étre effectué.

Tableau 2.1 Comparaison entre le modele analytique et le modéle par éléments finis pour le
calcul des valeurs moyennes des pertes par effet Joule dans les deux exemples de cas test.

Pertes « cuivre » en W
. Pertes Ohm
Cas test . Modele par
Calcul analytique " _ DCen W
éléments finis
Exemplel (n=1) 87.81 89.43 59.18
Exemple 2 (n = 3) 131.92 127.72 )

Les deux configurations ont la méme résistance DC et produisent la méme force
magnétomotrice, mais les pertes AC par effet Joule par contre du second exemple, sont
d'environ 1,5 fois plus élevés que celles du premier exemple. Bien que les dimensions des
conducteurs choisis et la fréquence d'excitation ne correspondent pas a des conditions
réalistes pour un enroulement d’encoche, les deux exemples illustrent la forte corrélation
entre la géométrie d'enroulement sur les pertes additionnelles par courant de Foucault. Les
pertes de cuivre calculées par la modélisation par éléments finis sont trés proches des
valeurs analytiques avec une erreur ne dépassant pas les 3,2% (Tableau 2.1). Cette erreur
faible montre la validité d’une approche analytique dans le cas d’une encoche symétrique a
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dents paralleles et justifie en particulier 'utilisation de la transformation géométrique qui a
permis de fusionner les conducteurs verticaux de la méme couche en un seul conducteur.

2.4.5 Adaptation du calcul analytique dans le cas d’'une machine a
réluctance variable

Nous allons maintenant appliquer le modele analytique pour calculer les pertes «
cuivre » dissipées dans le bobinage d’une machine a réluctance variable. La forme d’onde
arbitraire du courant d’alimentation, typique des machines a reluctance variable, n’est pas
vu comme probléme puisque le courant périodique s’écrit comme une expansion en série de
Fourier ou les pertes « cuivre » peuvent étre calculés indépendamment pour toutes les
composantes harmoniques. Cependant, les encoches d’une machine a réluctance variable ne
sont pas tout affait en accord avec les contraintes géométriques demandées pour établir le
modele analytique. En effet, les dents du circuit magnétique a la frontiére de I'encoche ne
sont pas paralléles et la largeur de I'’encoche est considérablement large par rapport a la
largeur du bobinage ne respectant pas ainsi la conclusion évoquée par Robert dans
[Rob002a] [Rob002b] concernant le coefficient de Dowell [Dow66].

Une machine a réluctance variable a double saillance 8/6 est prise maintenant comme un
exemple plus réaliste. Une seule phase est alimentée, elle se compose de deux bobines
connectées en série sur dents; chacune d'elles a 18 spires. La moitié de la machine est
étudiée pour des raisons de périodicité (Figure 2.11).

Figure 2.11 Machine a réluctance variable a 18 spires par dents.

Les 18 spires peuvent étre distribuées dans I'encoche sur la dent de la machine de
différentes manieres ce qui conduit a diverses configurations géométriques d'enroulement.
Les conducteurs de I'enroulement peuvent étre placés horizontalement (18 X 1),
verticalement (1 X 18) ou suivant d'autres différentes configurations, telles que (9 X 2),
(6 X 3), (3x6)ou(2x9)(Figure 2.12). En se basant sur la conclusion précédente, a savoir
que la valeur des pertes additionnelles par courants de Foucault est fortement liée a la
maniere de disposer les spires a travers 'encoche de la machine fentes, il est fermement
recommandé de sélectionner la configuration d'enroulement optimal en termes de pertes
totales par effet Joule [ABM+016a].
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(1x18) (18x1) (3x6)

(6x3) (9%x2) (2x9)

Figure 2.12 Six configurations géométriques différentes dans le cas d’un enroulement a 18
spires.

2.4.5.1 Transformation géométrique au niveau de I'’encoche

Tout d’abord, les pertes « cuivre » sont calculées pour les différentes configurations
géométriques d'enroulement a I'aide de la modélisation par éléments finis. Ensuite, le calcul
analytique des pertes est effectué. Cependant, plusieurs parametres [, [, [, n et h doivent
étre déterminées en premiére étape. Du coup, La géométrie réelle de I'encoche de la
machine électrique est transformée en une géométrie équivalente symétrique a poles
paralléles qui permet alors |'extraction des parameétres géométriques. Les poles de I’'encoche
des machines a réluctance variable n’étant pas paralléles, nous avons calculé une valeur
moyenne pour [, en utilisant I'équation (2.101) dans laquelle [,; et l,, représentent
respectivement la largeur de I’encoche au niveau des frontiéres supérieure et inférieure de
I'enroulement d’encoche (Figure 2.13).

lel [,

lez .

Figure 2.13 La géométrie réelle de I'encoche d’une machine a réluctance variable (gauche).
La géométrie équivalente (droite).

lel + le2
e = —2 (2.101)

2.4.5.2 Transformation géométrique au niveau de I'’enroulement

La géométrie équivalente est alors une géométrie symétrique avec des poéles
paralléles; on est ainsi ramené a la géométrie d’encoche qui a été étudiée dans I'exemple du
cas test précédent. Ensuite, pour déterminer le nombre de couches de conducteurs n,
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qguelques configurations géométriques réelles d'enroulement sont transformées en leurs
géométries équivalentes (Figure 2.14).

= = =

= =

Figure 2.14 Transformation des configurations géométriques réelles d’enroulement vers des
géomeétries équivalentes.

2.4.5.3 Influence de la géométrie de I'’enroulement

Dans le cas d’une alimentation avec un courant sinusoidal, le calcul analytique sur
une plage de fréquences industrielles d’alimentation choisie entre 0 et 5000 Hz montre la
forte corrélation entre les pertes par effet Joule et la géométrie d’enroulement. La figure
2.15 montre clairement que les pertes additionnelles par courant de Foucault varient d’'une

géométrie d’enroulement et ceci quelque soit la fréquence d’alimentation utilisée
[ABM+016a].

30001 _._Spires verticales
Configuration (1x18)
2500 T Configuration (2x9)
= >Configuration (3x6)
£ 2000" *Configuration (6x3) _
& > Configuration (9x2) X -
"5 1500~ Spires horizontales y e
% Configuration (18x1)
% 1000
=1
500~
fﬁ-., : | | l | J | | |

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Fréquence en Hz

Figure 2.15 Forte influence de la géométrie d’enroulement sur les pertes par effet Joule
dépendamment de la fréquence d’alimentation.
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2.4.5.4 Comparaison entre le modele analytique et le modele numérique utilisant
la méthode des éléments finis

Un point de fonctionnement réel est maintenant étudié, il s’agit d’un entrainement
du rotor a la vitesse N = 7100 tr /min.
Le bobinage du stator est supposée alimenté a I'aide d’un convertisseur de puissance
raccordée a une source de tension continue Upc = 220 V.

100
Point de fonctionnement

a la vitesse de 7100 tr/min

80

60

40~

Courant en A

20

| | 1 | I 1 |

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Position en degré électrique (°)

Figure 2.16 La formes d’onde du courant d’alimentation correspondante au point de
fonctionnement a la vitesse N = 7100 tr/min.

La forme d’onde du courant d’alimentation est précalculée a I'aide d’un logiciel de
simulation de machines a réluctance variable, nommé "MRVSIM", réalisé conjointement
avec les laboratoires SATIE de I'ENS de Cachan, le LGEP et Renault [BMO004]. Il a été
développé sous environnement MATLAB et fait appel a des interfaces graphiques qui
simplifient son utilisation. A vitesse constante, la position du rotor 6 est proportionnelle au
temps t, on peut tracer alors la forme d’onde du courant d’alimentation, correspondante au
point de fonctionnement, en fonction de la position du rotor. La position du rotor en degré
électrique 0 est plus intuitive qu’une échelle en temps t dans le cas de certaines machines
telles que la machine a réluctance variable. Dans ce type de machine, I’évolution de la forme
d’onde du courant d’alimentation afin de produire un couple utile donné a une vitesse
donnée dépend fortement de la position du rotor. L’origine de I'axe du position, sur la figure
2.16, qui correspondant a 8 = 0° représente la position de conjonction du rotor. C'est la
position du rotor de la machine a réluctance variable ou la dent du stator est équidistante
des deux dents adjacentes du rotor (Figure 2.11). Par contre, la position du rotor a 8 = 180°
représente la position d’opposition, c’est la position a laquelle la dent du stator se trouve en
opposition ou en face d’'une dent du rotor. Il faut noter que la rotation du rotor d’une
position de conjonction ou d’opposition a la position de conjonction ou d’opposition
suivante respectivement correspond a une rotation de 360° électrique [Kri001].
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Le calcul par la méthode des éléments finis a permis en post-traitement de tracer les pertes
« cuivre » instantanées pour les diverses configurations géométriques d’enroulement (Figure
2.17). On voit clairement limportante influence de la configuration géométrique
d’enroulement sur les pertes « cuivre » dissipées. Pour chaque configuration, les valeurs
instantanées des pertes « cuivre » dépendent fortement de la position du rotor.

L ...Spires verticales
600 Configuration (1x18)
2¢Configuration (2x9)
450

-—Configuration (3x6)
-} Configuration (6x3)
Configuration (9x2)

- o __Spires horizontales
150 1/ oo eendds AT Configuration (18x1)

300+

Pertes cuivreen W

0 60 120 180 240 300
Position en degré électrique (°)

Figure 2.17 Les pertes « cuivre » instantanées dissipées dans les diverses configurations

d’enroulement.

La forme d’onde du courant d’alimentation de la machine a réluctance variable n’est pas
symétrique, les valeurs du courant ne sont pas identiques pour les positions de la dent du
rotor de part et d’autre d’'une méme dent du stator. Ajoutons a ce qui précede, le fait que la
machine a réluctance variable représente une double saillance au niveau du rotor et du
stator, les conducteurs d’aller et de retour ne voient pas alors, a une valeur donnée du
courant d’alimentation, la méme position de la dent du rotor adjacente et sont sujets ainsi a
des différentes influences magnétiques. Dans ce type de machine, il vaut mieux alors tracer
séparément les pertes « cuivre » dissipées dans les conducteurs d’aller et de retour du
méme bobinage.

400
*Conducteurs d’aller

= 300 <Pcuivre-CA>=66.05 W
3 Conducteurs de retour
s 200 <Pcuivre-CR>=79.3 W
=
ot —Pertes Ohm DC
2 <POhmDC>=30.05 W
E 100

120 180 240 300 %t
Position en degré électrique (°)

400

Figure 2.18 Les pertes « cuivre » instantanées dissipées dans les conducteurs d’aller et de
retour du méme bobinage de la configuration d’enroulement (3x6).
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Sur la figure 2.18, on trace a titre d’exemple les pertes « cuivre » instantanées dissipées dans
les conducteurs d’aller et de retour du méme bobinage dans le cas de la configuration
d’enroulement (3Xx6). Les conducteur de retour ou les conducteur du coté droit de la bobine
(Figure 2.11) présentent les pertes « cuivre » les plus élevées, ce sont les conducteurs qui
voient la dent du rotor a leur proximité lors de la magnétisation de la phase. Lorsque les
conducteurs de retour sont parcourus par un courant maximal et voient la dent du rotor a
leur proximité, ils sont sujets a un champ magnétique bidimensionnel intense a la proximité
de I'entrefer. Ce champ magnétique est variable en fonction du temps grace au mouvement
du rotor saillant, il est a I'origine des pertes additionnelles conséquentes par courant de
Foucault.

Dans l'approche analytique, le mouvement du rotor est négligée, ainsi ces pertes
additionnelles par courant de Foucault du au mouvement du rotor ne sont pas prises en
compte. Les pertes « cuivre » calculées analytiquement sont alors identiques dans les
conducteurs d’aller et de retour. Le tableau 2.2 permet la comparaison des valeurs de pertes
« cuivre » moyennes calculées en utilisant I'approche analytique et la modélisation par la
méthode des éléments finis dans les conducteurs d’aller et de retour des différentes
configurations. Les résultats montrent une différence importante entres les valeurs
moyennes analytiques et numériques des pertes « cuivre ». En prenant, le modéle éléments
finis comme modele de référence, le modeéle analytique pour le calcul des pertes « cuivre »
présentent des erreurs importantes sur la valeur moyenne. Cette erreur qu’on note g, peut
atteindre des valeurs élevées autour de 40%, elle met en cause la précision du modele
analytique du calcul des pertes « cuivre » dans le cas du bobinage des machines a réluctance
variable. L’hypothése d’un champ unidimensionnelle dans le modeéle analytique, nous
ameéne comme évoqué précédemment, a des pertes « cuivre » identiques a travers les
conducteurs d’une méme couche horizontale. Cette hypothese n’est pas justifiée dans la
modélisation numérique par éléments finis. Les pertes « cuivre », a titre d’exemple dans les
6 conducteurs d’aller et de retour placés au voisinage de I’entrefer, ne représentent plus les
mémes valeurs moyennes de pertes « cuivre ».

40+ —Conducteur 1 <Pcuivre-EF>=3.96 W
—Conducteur 2 <Pcuivre-EF>=4.59 W
=—=Conducteur 3 <Pcuivre-EF>=5.33 W

30" ——Conducteur 4 <Pcuivre-EF>=6.18 W
—Conducteur 5 <Pcuivre-EF>=7.12 W
20F Conducteur 6 <Pcuivre-EF>=8.12 W

—<Pcuivre-Anal>=4.22 W

— \

0 60 120 180 240 300 360 400
Position en degré électrique (°)

10

Pertes cuivreen W

Figure 2.19 Les pertes « cuivre » calculées dans les conducteurs d’aller a la proximité de
I'entrefer.
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Ces valeurs varient énormément en fonction de la position du conducteur, elles sont
maximales dans les conducteurs localisés a la proximité de I'entrefer juste a c6té de la dent
du stator. Cette région est le siege d’un champ magnétique bidimensionnel variable en
fonction du temps avec la position du rotor a caractére saillant. Il s’agit d’'un champ
magnétique de fuite intense qui vient quitter la dent du stator pour joindre la dent du rotor
en mouvement. La valeur analytique des pertes « cuivre » dans I'un de ces conducteurs est
égale a 4.22 W, cette valeur calculée par la méthode des éléments finis varie entre 3.96 et
8.12 W (Figure 2.19) pour les conducteurs d’aller et entre 3.06 et 15.65 W pour les
conducteurs de retour (Figure 2.20).

100+ —Conducteur 1 <Pcuivre-EF>=15.65 W
=——Conducteur 2 <Pcuivre-EF>=10.77 W
—Conducteur 3 <Pcuivre-EF>=7.32 W

80~ —Conducteur 4 <Pcuivre-EF>=5.16 W
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60~ Conducteur 6 <Pcuivre-EF>=3.06 W

—<Pcuivre-Anal>=4.22 W

40
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Figure 2.20 Les pertes « cuivre » calculées dans les conducteurs de retour a la proximité de
I"entrefer.

De la méme maniére, les pertes « cuivre » dans les conducteurs d’aller et retour localisés a la
proximité de la dent du stator sont calculées en utilisant le modele analytique et le modele
numérique utilisant la méthode des éléments finis. Ces calculs montrent que les pertes «
cuivre » dans des conducteurs placés verticalement augmentent lorsqu’on approche de
I'entrefer (Figures 2.19 et 2.20).
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Figure 2.21 Les pertes « cuivre » calculées dans les conducteurs d’aller a la proximité de la
dent du stator.
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Par ailleurs, les valeurs des pertes moyennes ne sont pas en accord avec les valeurs
numeérique, une différence importante y existe, elle se traduit par des erreurs qui dépassent
73% surtout au niveau des conducteurs de retour (Figure 2.20). En dehors de I'effet
important du mouvement du rotor sur |'établissement du champ bidimensionnel qui est a
I'origine des pertes additionnelles par courant de Foucault, des lignes de champs de fuites a
la proximité de la dent du stator peuvent avoir leur propre efficace contribution. Ces lignes
de champs de fuite variables en fonction du temps, dépendent de la géométrie du circuit
magnétique au stator, et deviennent intenses lorsque des régions de la dent du stator sont
en saturation magnétique.

Conducteur 1
100!} —<Pcuivre-EF>=2.29 W 1
<Pcuivre-Anal>=1.78 W
Conducteur 2

N

80 —<Pcuivre-EF>=4.69 W
<Pcuivre-Anal>=2.59 W 3
60 Conducteur 3

—<Pcuivre-EF>=15.65 W
<Pcuivre-Anal>=4.22 W

40

Pertes cuivreen W

20

0 60 120 180 240 300 360 400
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Figure 2.22 Les pertes « cuivre » calculées dans les conducteurs de retour a la proximité de la
dent du stator.

Tableau 2.2 Comparaison entre le modéle analytique et le modéle par éléments finis pour le
calcul des valeurs moyennes des pertes par effet Joule dans les différentes configurations

Valeurs moyennes des pertes « cuivre » en W
. . Conducteurs d’aller Conducteurs de retour
Configuration : . . :
Modele Modele £ (%) Modele Modele £ (%)
EF analytique m EF analytique m
(1x18) 61.26 58.85 3.93 76.72 58.85 23.29
(2x9) 72.53 61.36 154 89.65 61.36 31.25
(3x6) 66.05 51.58 21.9 79.30 51.58 34.95
(6x3) 47.76 37.83 20.79 54.54 37.83 30.63
(9x2) 42.17 33.83 19.7 50.59 33.83 33.13
(18x1) 37.80 31.05 19.8 54.39 31.05 42.91

Revenant au choix de I'’enroulement optimal. Le calcul analytique a été fait pour déterminer
rapidement les valeurs des pertes « cuivre » moyennes pour les différentes configurations.
Le tableau 2.2 permet la comparaison des valeurs de pertes « cuivre » moyennes calculées
par I'approche analytique et la modélisation par éléments finis pour souligner la forte
dépendance des pertes additionnelles par courant de Foucault de la géométrie
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d’enroulement pour deux différents points de fonctionnement a basse et haute vitesse. Le
choix d’un enroulement optimal s’avérait nécessaire alors pour réduire les pertes « cuivre »
et ainsi les problémes graves d’échauffement.

A la vitesse de rotation du rotor relativement élevé de 7100 tr/min, les résultats sur le
calcul des pertes « cuivre » données par la modélisation par éléments finis et le calcul
analytique pour le choix de I'enroulement optimal sont en accord; ils montrent tous les deux
que la disposition en spires verticales (2x9) est la configuration d'enroulement a éviter, elle
conduit aux pertes « cuivre » maximale tandis que la configuration (9x2) représentent le
choix optimal du point de vue pertes « cuivre » minimales. Par contre, les valeurs des pertes
« cuivre » calculées par le modéle analytique et le modele numérique par la méthode des
éléments finis ne sont pas en concordance. Si le modéle numérique est pris comme modeéle
de référence, les valeurs des pertes « cuivre » calculées analytiquement sont données avec
des erreurs qui dépassent les 42%. La non congruence parfaite des valeurs moyennes des
pertes « cuivre » données par les deux approches de calcul analytique et par éléments finis
était attendue. Ceci est due en particulier a l'influence du mouvement du rotor et la non-
linéarité du circuit magnétique qui sont négligés dans le calcul analytique. Ajoutant a ce qui
précede, d’autres simplifications plus ou moins fortes telles que les transformations
simplificatrices qui ont été faites sur la configuration de I'enroulement et sur la géométrie de
I'encoche d’'une part et d’autre part I'hypothese que nous avons admis concernant la
représentation unidimensionnelle de champs électriques et magnétiques. L'approche
analytique assure un calcul trés rapide et présente une proposition préliminaire pour
sélectionner la configuration optimale de la géométrie d'enroulement en fonction des pertes
« cuivre ». Par contre, sa crédibilité est faible, il ne peut pas étre utilisé alors comme une
méthodologie de calcul fiable dans des processus d’optimisation du bobinage des machines
a réluctance variable.

2.5 Conclusion

Ce chapitre éclaircit les principes fondamentaux de la circulation des courants de
Foucault dans les matériaux conducteurs et présente des équations analytiques pour
calculer les pertes « cuivre » conséquentes. Dans le cas d’un conducteur entouré de I'air,
I'approche analytique permet d’exprimer les pertes « cuivre » comme fonction de la
fréquence électrique d’alimentation, des propriétés physiques du matériau (la conductivité
et la perméabilité) et des dimensions du conducteur. Par ailleurs, un modele analytique est
établi pour calculer les pertes « cuivre » dans le cas des conducteurs logés dans I'encoche
d’un circuit magnétique a bordures paralléles. En partant de I'hypothése d’'un champ
magnétique unidimensionnel et d’une perméabilité infinie du circuit magnétique, les pertes
« cuivre », calculées dans ces conducteurs comme étant la somme des pertes par effet de
peau et des pertes par effet de proximité, sont données en fonction des paramétres
géométriques liés a la géométrie de I'encoche et de I'enroulement. Les conducteurs
circulaires sont transformés en des conducteurs rectangulaires et en admettant un champ
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magnétique unidimensionnel, les conducteurs placés horizontalement sont fusionnés en un
seul conducteur. Ce modele analytique a été adapté pour calculer les pertes « cuivre » dans
I’enroulement des machines électriques a double saillance. Les formes d’ondes carrées ou
impulsionelles, typiques pour les machines a réluctance variable, ne sont pas considérés
comme un probléme, car la forme d’onde du courant périodique peut étre décomposée en
une série de Fourier et les pertes « cuivre » associées a chaque harmonique sont alors
calculées de facon indépendante. Cependant, la géométrie de I'encoche des machines a
réluctance variable est en contradiction avec les contraintes géométriques nécessaires pour
le calcul analytique des pertes; les bordures de I’'encoche des machines a réluctance variable
sont typiguement non paralléles et la contrainte de Robert n’est pas respectée vue que la
largeur du conducteur est faible devant la largeur de I’encoche. En outre, la non linéarité du
circuit magnétique et le mouvement du rotor a caractére saillant permettent de I'apparition
des flux de champ magnétique de fuite et des déviations importantes des lignes de champ
surtout du coté de la dent du stator et a la proximité de I'entrefer ce qui aboutissent a un
établissement d’'un champ bidimensionnel au niveau de I'encoche [IUNO13]. Tous ces
éléments se réunissent pour mettre en cause le modéle analytique dédié en principe a un
systéme électromagnétique statique, négligeant la non-linéarité du circuit magnétique et
admettant un champ magnétique unidimensionnel.

En revanche, le modéle numérique utilisant la discrétisation par la méthode des
éléments finis, est présenté dans le chapitre 1. Il est fondé sur la résolution directe des
équations décrivant, avec un faible niveau d’hypotheses, le comportement physique du
systéme a concevoir. En utilisant la discrétisation du domaine d’étude, il fournit comme
solution les valeurs des potentiels (magnétique et électrique) en chaque nceud du maillage.
Les valeurs des grandeurs macroscopiques, telles que par exemple les pertes « cuivre », sont
ensuite calculées a partir de celles des potentiels. Le modele numérique est en outre habilité
a intégrer des solveurs et des outils qui permettent de prendre en compte la non-linéarité du
circuit magnétique et la modélisation du mouvement du rotor. Méme si le modele
analytique se base sur des équations simples, rapides et nécessitant peu de calculs, sa
précision est déterministe lorsqu’il est utilisée dans les processus de conception et
d’optimisation. Ce modele a vérifié son exactitude et sa performance dans le cas des
machines électriques a encoches étroites, typiques dans le cas des machines électriques a
champs tournantes telles que sous titres d’exemples sans y limiter les machines synchrones
et asynchrones, ou les lignes d’induction magnétique dans I’encoche sont quasiment
unidimensionnel. Par contre, dans le cas des machines a reluctance variable qui disposent
d’une forte saillance au niveau du rotor et qui opéerent sous une saturation magnétique
remarquable du au comportement non-linéaire de son circuit magnétique, le modéle
analytique qui néglige les pertes « cuivre » par influence (fuite du flux magnétique et
mouvement du rotor) aboutit a une imprécision critique et une erreur importante dans la
guantification des pertes « cuivre » qui peut dépasser les 40% par rapport au modeéle
numérique par éléments finis.
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2 Approche analytique pour le calcul des pertes « cuivre »

Pour garantir une bonne précision dans le calcul des pertes « cuivre », I'utilisation du
modele numérique par éléments finis devient incontournable. La méthode des éléments
finis, plus particulierement en 3D, lorsqu’elle emploie la technique de la bande du
mouvement et le solveur chronophage de Newton-Raphson, aboutit a un temps de calcul
substantiel et une capacité de stockage importante entravant par conséquence tout
processus itératif de conception ou d’optimisation. On a recours alors a des techniques de
réduction du modele pour réduire efficacement I'ordre du modéle ou en d’autres termes la
taille du systeme matriciel a résoudre et par la suite raccourcir le temps de calcul nécessaire.
Dans les chapitres suivants, on présente trois techniques de réduction de modéles qui
peuvent étre utilisées séparément ou en coopération pour réduire la taille du modéle par
éléments finis. Elle représente une importance élevée lorsqu’elles peuvent étre utilisées
dans les processus répétitifs de dimensionnement de conception ou d’optimisation. En tant
gue modele fin, le modéle par éléments finis réduit peut étre associé au modele grossier
analytique dans une méthodologie d’optimisation telle que par exemple la technique dite en
anglais “output space mapping”’ [EPL+008].
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Chapitre 3
Modélisation par éléments finis 2D des
conducteurs multi filamentaires en fils
torsadés et en fils de Litz
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3 Modélisation par éléments finis 2D des conducteurs en fils torsadés et en fils de Litz

[II-Modélisation par élements finis 2D des
conducteurs multi filamentaires en fils
torsadés et en fils de Litz

3.1 Introduction

La conception des machines électriques pour les applications en automobile
nécessite une bonne anticipation des pertes totales de la machine. Seulement si la totalité
des pertes sont déterminées, une prévision précise de la puissance continue en sortie et
ainsi du rendement de la machine est possible. Les pertes « cuivre » constituent une partie
importante des pertes totales; elles sont la somme des pertes ohm classiques DC et des
pertes additionnelles dites par courants de Foucault. Ces derniéres se produisant dans les
matériaux conducteurs conséquemment a la variation en fonction du temps des lignes du
champ magnétique y pénétrant. La variation en fonction du temps des lignes du champ
magnétique se produit sous trois effets différents, on parle de I'effet de peau, de proximité
et d’influence. Les lignes de champs varient en fonction du temps si le courant
d’alimentation propre au conducteur varient temporellement, on parle dans ce cas de I'effet
de peau [Dow66]. Les lignes de champs peuvent étre créées et envoyées par un conducteur
a la proximité dont le courant d’alimentation est variable en fonction du temps, il s’agit dans
ce cas de l'effet de proximité [KD003]. On peut parler d’un troisieme type de lignes de
champs, ce sont les lighes du champ magnétique additionnelles dites de fuite qui pénetrent
le conducteur et viennent se fermer a travers le circuit magnétique dont la reluctance est
variable en fonction du temps [IUNO13]. La variation de la reluctance magnétique est due
au mouvement d’une ou plusieurs partie du circuit magnétique comme c’est le cas lors du
mouvement du rotor saillant de la machine, on parle dans ce cas de I'effet de I'influence.

La forte corrélation entre le niveau des pertes supplémentaires par courants de
Foucault et la géométrie des enroulements montre la nécessité de porter une attention
particuliére sur la maniére de disposer les spires dans I'encoche d’'une machine et sur le
type du conducteur utilisé s’il s’agit d’'un conducteur massif ou d’'un conducteur multi
filamentaire en fils torsadés ou en fils de Litz. En littérature, il est connu que la subdivision
d’un conducteur en des filaments ou brins d’une part et la transposition de ces filaments
d’autre part permettent de réduire les effets de peau et de proximité, ces techniques sont
recommandées alors comme solution pour diminuer les pertes par courants de Foucault.

Etant donné que les pertes supplémentaires par courants de Foucault résultent du
couplage fort entre grandeurs électriques et magnétiques qui lie la densité du courant a la
variation en fonction du temps du champ magnétique, leur calcul nécessitera alors la mise
en place d’'un modeéle couplant les équations du champ électromagnétique a celles du circuit
électrique. Le couplage électromagnétique fort ne peut pas étre résolu simplement, on a
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recours souvent a des méthodes numériques tels que la résolution par la méthode des
éléments finis. La méthode des EF 2D a montré son efficacité dans la modélisation des
systémes électromagnétiques dans le cas des enroulements a conducteurs massifs.
Cependant pour limiter les pertes, I'utilisation des conducteurs multi filamentaires est
recommandée. On a alors naturellement recours a une modélisation 3D si I'on souhaite en
capter les effets électromagnétiques, puisque, en effet la subdivision n’est efficace que si
elle s"accompagne d’un torsadage des filaments au sein de I'encoche et le long de la
machine comme pour les conducteurs en fils torsadés ou de leur transposition comme pour
les conducteurs en fils de Litz. Si la résolution en 3D du probleme donne une solution
numérique précise par éléments finis, elle conduit a un temps de calcul conséquent et exige
une capacité de stockage importante. Ces contraintes sont alors trop fortes si I'on souhaite
par ailleurs appliquer une démarche de conception et d’optimisation du bobinage. L'objet de
ce chapitre est de présenter une méthode par EF 2D non linéaire pour la modélisation
électromagnétique des conducteurs multi filamentaires complexes tels que les conducteurs
en fils de Litz et en fils torsadés. Chaque conducteur est subdivisé en des filaments qui sont
torsadés ou tressés entre eux au sein de I'encoche. Des relations de type circuit en courant
ou en tension électriques sont utilisées pour interpréter la transposition et le torsadage des
brins au sein du conducteur multi filamentaire. Un modele par éléments finis 2D, combiné a
ces relations de type circuit, est présenté dans ce chapitre. Ce modéle permet de calculer les
pertes « cuivre » et de déterminer la distribution de la densité du courant dans chaque fil
individuellement.

L’'exemple test d’application est le bobinage d’une machine a réluctance variable. Ce
type de machine peut étre utilisé dans les véhicules électriques ou hybrides ou pour des
considérations d’autonomie, le rendement est crucial. Plusieurs types de conducteurs sont
étudiés, tels que le conducteur massif ou solide, le conducteur en fils torsadés et le
conducteur en fils de Litz. En comparant les valeurs moyennes des pertes « cuivre » le long
d’une période électrique d’alimentation pour les différents types de conducteurs utilisés, on
peut déduire qu’avec le méme coefficient du remplissage et la méme force magnétomotrice
d’alimentation, la subdivision du conducteur en des filaments et leur transposition montre
un avantage dans la réduction des pertes additionnelles par courants de Foucault. En outre,
de multiples versions des conducteurs multi filamentaires avec des différents nombres de
brins, différentes techniques de torsadage et différentes géométries de distribution des
brins a travers la section des conducteurs de méme type sont analysées dans le but de
montrer leurs influences sur la réduction des pertes par courants de Foucault.

3.2 Conducteur logé dans I’encoche et subdivisé en des brins en
paralleles

On considere le cas d’'un conducteur multi filamentaire logé dans I’encoche d’une
machine électrique. La machine a réluctance variable a double saillance 8/6 est prise comme
un exemple d’application (Figure 3.1). La moitié de la machine est modélisée pour des
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raisons de symétrie. En partant de I’hypothése que I'inductance magnétique mutuelle entre
les bobinages des différentes phases est négligeable et ainsi également I'effet de proximité
entre les phases de la machine, une seule phase est alimentée. Pour alléger le probleme, un
bobinage simplifié a une seule spire par dent est étudié. Le conducteur de la spire est multi
filamentaire; il est subdivise en 9 brins en paralleles. Ces brins sont isolés mais
électriquement connectés au terminus de la bobine. La spire est supposée alimentée par le
courant I(t) (Figure 3.2) en créneaux périodique de fréquence 710 Hz sous une source de
tension continue U,;. de 12 V. Les parametres du control de ce courant d’alimentation
théorique sont précalculcées a I'aide du logiciel "MRVSIM".

3.2.1 Influence de la position du conducteur sur la répartition du courant

On remarque que, si les 9 brins sont mis en paralléles, le courant d’alimentation
imposé se répartit d’'une fagon asymétrique sur les différents brins du méme conducteur
suivant leurs positions dans I’encoche par rapport a I'entrefer et au circuit magnétique.

a8

Figure 3.1 La position des 9 brins en parallele du méme conducteur dans I'encoche de la
machine a reluctance variable.

Evidement, méme si les courants individuels dans les 9 brins peuvent &tre différents, leur
somme doit étre toujours égale au courant total I(t). La figure 3.2 illustre clairement ce
phénoméne. La valeur du courant dans chaque brin est alors dépendante de la position du
brin dans I'encoche [Car007].

Durant la phase de magnétisation de la bobine, la plus grande proportion du courant
d’alimentation circule dans les trois brins inférieurs (5, 6 et 7) situé a la proximité de
I'entrefer. Dans la période de démagnétisation, on remarque que le courant du brin 5
devient méme négatif, bien que le courant total imposé de la bobine soit positif. La
répartition du courant a travers les différents brins montre que le courant imposé est
déplacé vers les brins situés a la proximité de I'entrefer. Ceci est du aux boucles de courants
induits dites boucles de courants de Foucault qui viennent circuler a travers les différents
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brins du conducteur pour s’opposer a la variation en fonction du temps du champ
magnétique. Ces boucles de courants induits permettent de modifier ainsi la répartition du
courant d’alimentation imposé I(t). En effet la répartition du courant sur les différents brins
dépend de la variation en fonction du temps de la valeur du champ magnétique et de la
circulation des lignes du champ au sein de chaque brin. Le champ magnétique et sa variation
en fonction du temps peut changer d’un point a un autre dans I'encoche, ceci peut induire
des densités des courants de Foucault non homogénes dans les matériaux conducteurs
suivant leurs positions par rapport a I'entrefer et le circuit magnétique. Comme déja
mentionné, le champ magnétique en un point donné peut varier en fonction du temps d’une
part si les courants varient temporellement [Sul99] (effet de peau et de proximité) et/ou si
la réluctance vient a varier (effet d’influence) comme c’est le cas lors du mouvement du
rotor saillant d’'une machine [IUN013].

— Courant dans le brin 1

20001 ——Courant dans le brin 2

——Courant dans le brin 3

1500- —+—Courant dans le brin 4
——Courant dans le brin 5
——Courant dans le brin 6
1000 -=-Courant dans le brin 7
——Courant dans le brin 8
——Courant dans le brin 9
2220002000000, ' === 1/9¥I(t)

==Total Current I(t)

v

500~

Courant en A

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Position en degré électrique (°)
Figure 3.2 La répartition asymétrique du courant d’alimentation a travers les 9 brins en
paralléle.

3.3 Approche 2D des conducteurs en fils torsadés et en fils de Litz.

Nous considérons maintenant le cas d’un conducteur multi filamentaire dont les
filaments ou autrement dit les brins sont montes en parallele mais permutent cette fois ci
leurs positions au sein de I'encoche le long de la machine. On parle généralement des
conducteurs en fils de Litz ou en fils torsadés.

Si nous partons de I'hypothése que l'influence des tétes de bobines est négligeable et que
les phénomeénes électromagnétiques sont identiques sur chaque section transversale de la
machine perpendiculaire a I'axe z longitudinal, on peut conclure que les brins qui permutent
leurs positions dans I'encoche et occupent globalement les mémes positions spatiales
successives, elles seront sujettes aux mémes influence électromagnétiques. En raison du fort
couplage entre la densité du courant électrique et la variation en fonction du temps du
champ magnétique, les brins qui permutent sur les mémes positions seront parcourues alors
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par le méme courant électrique. Une prise en compte de cet effet peut alors étre
appréhendée par une modélisation 2D en imposant le méme courant dans chacun des
filaments qui occupent globalement les mémes positions au sein de I'encoche sur la
longueur de la machine [LL93] [How17]. Les hypothéses que les brins sont paralléles et que
ceux qui permutent leurs positions sont alimentés par le méme courant sont ajoutées au
systeme d’équations (1.68) afin d’obtenir une solution par éléments finis 2D du probleme.
Pour comprendre I'approche par éléments finis 2D des conducteurs multi filamentaires en
fils de Litz et en fils torsadés, nous prenons I'exemple simple d'un conducteur subdivisé en 4
brins montés en paralléle comme le montre la figure 3.3. Le conducteur est supposé logé
dans I'encoche d’une machine électrique et alimenté par un courant I(t). Lorsque les brins
sont montés en paralléle et restent en positions fixes le long de I'encoche, le courant I(t),
comme on a déja vu, se distribue d’'une facon asymétrique sur les 4 brins.

Figure 3.3 Section transversale d’un conducteur multi filamentaire subdivisé en 4 brins en
paralléle.

3.3.1 Cas d’'un conducteur en fils torsadés

Si le conducteur est en fils torsadés alors les brins de la périphérie numérotés 1, 2 et
3 sur la figure 3.3 permutent leurs positions au sein de I’'encoche périodiquement le long de
la machine tandis que le brin 4 au centre reste fixe. La figure 3.4 montre comment les
positions des brins changent le long d’un pas de torsadage de longueur Al.

Figure 3.4 La permutation sur un pas de torsadage de longeur Al suivant I’axe z des positions

. , . , . . L . , Al
des brins sur la périphérie d’un conducteur multi filamentaire a brins torsadés. a) 0 < z < <>

Al Al Al
b)?SZ<2T,C)2?SZ<Al.
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Sur la figure 3.4, il s’agit de trois sections du conducteur qui représentent sur un pas de
torsadage les trois dispositions différentes des brins. Ces trois dispositions résument la
permutation des positions des trois brins périphériques autour du brin 4 central. Une de ces
trois sections est modélisée par la méthode des éléments finis 2D en utilisant le systeme
algébrique d’équations (1.68). Des équations de type circuit sont ajoutées a ce systéme pour
prendre en compte le torsadage des 4 brins en paralléle du conducteur:

L,(8) = I,(t) (3.1)

I (t) = I3(t) (3.2)

AV, (t) = AV;(t)/3 + AV, (t) /3 + AV3(t)/3 (3.4)
L)+ L)+ (@) =I1(t) (3.3)

En permutant leurs positions régulierement, les brins 1,2 et 3 de la périphérie voient
globalement le méme état magnétique et induisent conséquemment les mémes boucles des
courants additionnels de Foucault, ils sont parcourus alors par le méme courant. Ceci est pris
en compte en considérant les équations (3.1) et (3.2). Pour écrire I'équation du couplage en
tension on part de I’hypothése que AV; représente la variation de la tension par unité de
longueur pour le conducteur i dans sa position sur la figure 3.4 (a). Du coup, le conducteur 1
sur la figure 3.4 (a) qui occupe sa position sur une longueur de Al/3 est soumis a la tension
AV; * Al/3. 1l sera soumis par la suite a la tension AV, *x Al/3 lorsqu’il occupe sa seconde
position dans la figure 3.4 (b) et a la tension AV; x Al/3 dans sa troisieme position sur la
figure 3.1 (c). Sur un pas de torsadage, le conducteur 1 sera soumis alors a la tension somme
AV = (AV; + AV, + AV3) = Al/3. Par analogie les deux autres conducteurs de la périphérie
seront soumis a cette méme tension vu qu’ils occupent les mémes positions sur le pas du
torsadage. Par contre, le conducteur au centre restant a sa position fixe le long du pas de
torsadage Al, il sera soumis alors a la tension AV, * Al. Les 4 brins sont montés en parallele,
ils sont alors les sieges de la méme tension AV, d’ou I'équation (3.3). Finalement, I’'équation
(3.4) a son tour assure le fait que la somme des courants des 4 brins est égale au courant
imposé I(t).

Dans le but de comprendre la modélisation 2D des conducteurs multi filamentaires en fils
torsadés et en fils de Litz, I'exemple simple d’'un conducteur a 4 brins et a deux niveaux est
étudié. Dans le cas du conducteur de la figure 3.3, le premier niveau est représenté par le
conducteur central fixe alors que le deuxiéme niveau est constitué par les trois brins
périphériques en permutation. Pratiquement, le conducteur en fils torsadés peut étre plus
complexe et peut impliquer plusieurs niveaux de brins et méme plusieurs groupes de fils
torsadés qui sont, également, a leur tour, torsadés ensemble. L'étude de ces types de fils
torsadés complexes plus compliqués peut étre faite en suivant le méme raisonnement et en
appliquant les mémes principes mentionnés dans les équations de circuit électrique déja
citées.
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3.3.2 Cas d’'un conducteur en fils de Litz

Maintenant, dans le cas d’un conducteur en fil de Litz, aucun brin n’est fixe, tous les
brins permutent leurs positions sur chaque pas de torsadage périodiquement. On suppose
gue le pas de torsadage a une longueur Al le long de I'axe z. La figure 3.5 montre pour un
exemple d’un conducteur en fils de Litz a 4 brins les différentes positions qui peuvent étre
occupées par les 4 brins sur un pas de torsadage.

Sur la figure 3.5 les 4 brins en permutant tous leur positions, ils voient globalement les
mémes influences électromagnétiques et sont parcourus alors par le méme courant
electrique I(t)/4.

Une des 4 différentes dispositions des 4 brins est modélisée par la méthode des éléments
finis, alors que la prise en compte de la permutation des brins est assurée en considérant les
équations de type circuit suivantes :

I,(t) = I,(t) (3.5)
() = I3(0) (3.6)
I,(6) = 1,(¢) (3.7)
L)+ L) + () + 1,(t) =1(t) (3.8)

Les équations (3.5), (3.6) et (3.7) imposent I'égalité des 4 courants dans les 4 brins alors que
I’équation (3.8) assure un courant total imposé égal a I(t).

Figure 3.5 La permutation sur un pas de torsadage de longeur Al suivant I'axe z des positions

L - . . . Al |\ Al Al
des 4 brins d’un conducteur multi filamentaire en fils de Litz. 2)0 < z < ~ b) " <z< — c)

Al 3AL |, 3Al
—<z<—,d)—<z<AL
2 4 4

3.3.3 Effet de la subdivision sur I'accroissement des pertes « cuivre » DC

En effet, la résistance DC d'un brin toronné qui permute sa position au sein d’un
conducteur est plus grande que celle d'un brin qui reste a une position fixe méme les deux
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brins ont la méme section transversale et s’étalent tous les deux sur la méme longueur
spatiale du conducteur [TS003] [BNR96]. Ceci parait évident, vu que la distance réelle
parcourue par un brin qui alterne sa position est plus grande que la longueur du conducteur
c'est-a-dire en d’autres termes, elle est plus grande que la distance parcourue par le brin
lorsqu’il va tout droit en restant toujours dans une position fixe. Toutefois, dans ce chapitre,
nous considérons que les deux brins possédent la méme résistance DC pour mieux se
concentrer sur I'effet de la subdivision et la permutation des brins au sein du conducteur sur
la réduction des pertes supplémentaires par courants de Foucault.

Cependant, un calcul plus précis des pertes « cuivre » totale d’un brin en transposition est
donnée par:

I (2.9)
T
Pj = Poper A_l

[, est la longueur réelle d’un brin sur un pas de torsadage qui occupe une longueur spatiale
Al du conducteur. P; représente alors les pertes « cuivre » dans le brin en tenant compte de
I'augmentation de sa longueur due a la permutation de sa position au sein du conducteur.
P,per représente les pertes « cuivre » calculées par la méthode des éléments finis 2D sur
une longueur uniforme pour tous les brins. Cette longueur uniforme est prise égale a la
longueur de la machine en négligeant I'effet de la transposition. Le facteur d’augmentation

de la IongueurA—Tl peut varier d'un brin a un autre en raison de leurs différentes trajectoires le

long du pas de torsadage au sein du méme conducteur et d'un type de conducteur a un
autre en raison des différentes techniques utilisées dans la permutation des brins du
conducteurs en fils torsadés ou en fils de Litz ou n‘importe quel autre type agréé pour la
permutation des brins.

3.4 Applications sur un bobinage simplifié d'une machine a réluctance
variable

3.4.1 Bobinage simplifié avec un conducteur massif

La mise en ceuvre de l'approche 2D de la modélisation des conducteurs en fils
torsadés et en fils de Litz est réalisée sur un modele par éléments finis 2D de la machine a
réluctance variable a double saillance 8/6. Dans un premier temps, un enroulement simplifié
sur dent est étudié. Il se compose de deux bobines connectées en série; chacune d'eux est
constituée d’'une seule spire. La bobine formée d’une seule spire est constitué d’un
conducteur d’aller qu’on appelle coté gauche de la bobine et d’un conducteur de retour
gu’on appelle coté droit (Figure 3.6). Chaque bobine est placée sur une dent de stator. Le
conducteur étudié est soit un conducteur solide de surface S et de facteur de remplissage 1
ou un conducteur multi filamentaire avec la méme surface S et au méme coefficient de
remplissage 1. Le conducteur multi filamentaire peut étre en fils de Litz ou en fils torsadés. I
est composé de p brins paralléles isolés électriquement mais interconnectés aux bornes de
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la bobine. Plusieurs exemples du nombre de brins sont étudiés pour les deux types de
conducteurs en fils torsadés et en fils de Litz, par exemple 25, 36, 64 et 81 pour montrer au
méme facteur de remplissage l'influence du nombre de brins ou en d’autre terme pour
qguantifier I'influence de la subdivision sur les pertes additionnelles par courants de Foucault.
Tout d'abord, nous étudions I'enroulement pour le conducteur solide. Il a une section
transversale avec une hauteur de 13 mm et une largeur de 8,5 mm. Le courant
d’alimentation est a la fréquence de 710 Hz, ou I'épaisseur de peau est égale a 2,54 mm. Les
conducteurs solides sont logés dans les encoches de la machine avec un coefficient de
remplissage 1 de 27%.

Figure 3.6 Le bobinage simplifié a une seule spire sur dent de la machine a réluctance
variable.

Le calcul par éléments finis permet de calculer les pertes « cuivre » instantanées dans la
bobine. Les deux courbes de pertes « cuivre » du c6té gauche et du co6té droite de la bobine
pendant une période électrique sont présentées sur la figure 3.7.

400 2000
_._Conducteur de retour (CR)‘
<Pcuivre-CR>=83.3 W
Conducteur d'aller (CA)
<Pcuivre-CA>=62.5 W
... Pertes Ohm dc
<Pohmdc>=30.05 W 1000
—Force magnétomotrice

200

Pertes cuivre en W
Force Magnétomotrice en A

- - o 0
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Position en degré électrique (°)

Figure 3.7 Les pertes « cuivre » instantanées dans les deux conducteurs d’aller et de retour
dans le cas d’un conducteur solide

A vitesse constante, la position du rotor est proportionnelle au temps. Les pertes sont
représentées graphiquement en fonction de la position du rotor, puisque les degrés
électriques sont plus intuitifs que I'échelle en temps. Les courbes de pertes pour les
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conducteurs d’aller et de retour ne sont pas identiques puisque ces deux conducteurs sont
soumis a différentes influences des lignes du champ magnétique parasites pendant le
mouvement du rotor. Nous admettons que le rotor se déplace dans le sens anti horaire
(contraire a celui des aiguilles d’'une montre). Le c6té droit de la bobine ou le conducteur de
retour est sujet a des valeurs plus élevées de pertes « cuivre » par rapport au conducteur
d’aller. Des valeurs plus élevées des pertes « cuivre » signifient des valeurs plus élevées des
pertes additionnelles par courant de Foucault. Il faut noter que le conducteur de retour est
le conducteur qui voit la dent du rotor a sa proximité pendant la période d'aimantation de la
phase, il est donc le sieége des lignes de champ magnétique de fuite importantes.

Sur la figure 3.7 on remarque que la valeur maximale des pertes « cuivre » instantanées se
produit durant la période de la magnétisation de la phase. Ensuite, durant la période ou le
courant d’alimentation reste constant, les pertes « cuivre » commencent a diminuer pour
s’approcher des pertes ohm DC classique (RycI(t)?) qui définissent la valeur la plus basse
possible des pertes « cuivre ». Au début de la période de démagnétisation de la phase, les
deux courbes de pertes représentent un pic de pertes pour décroitre ensuite continllment
avec la décroissance de la valeur du courant d’alimentation. A linstant ol le courant
d’alimentation s’annule a la fin de la période de démagnétisation de la phase, on remarque
gu’il y a toujours des pertes « cuivre » qui sont présentes dans les conducteurs. Ces pertes
sont dues au fait que les densités du courant électrique a travers la section du conducteur ne
s’annulent pas instantanément mais des boucles de courants de Foucault continuent a
circuler dans le bobinage méme si le courant total a travers la section du conducteur est nul.
On note que la force magnétomotrice représente les amperes-tours du bobinage, dans notre
cas, elle est égale au courant d’alimentation. Sur la figure 3.8, les sections transversales des
conducteurs d’aller et de retour sont subdivisées en post-traitement en un nombre de
portions virtuelles (dans notre cas 81 portions) dans le but de montrer la distribution
spatiale des pertes « cuivre » moyennes. Les barres représentent alors les valeurs moyennes
des pertes « cuivre » dans chaque portion virtuelle du conducteur solide.

o

P, =15.05W
J = 67.96 A/mm?>

15

Pertes cuivre en W

Figure 3.8 Distribution spatiale des pertes « cuivre » moyennes dans les deux conducteurs
d’aller et de retour dans le cas de la spire a conducteur solide.
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On remarque sur la figure 3.8 que les pertes « cuivre » moyennes ne sont pas uniformément
distribuées a travers les sections transversales des conducteurs d’aller et de retour, elles
sont minimales en fond de I'encoche et croissent en s’éloignant dans la direction de
I’entrefer pour atteindre leurs valeurs maximales dans les portions du conducteur localisées
a la proximité de I’entrefer juste a coté de la dent du stator.

Sur le coté droit de la bobine ou sur le conducteur de retour, les lignes de champs variables
en fonction du temps sont plus denses que sur le c6té gauche grace au mouvement de la
dent du rotor a sa proximité [Car007] [KD0O03] [KDOO6a]. Ces lignes de champs de fuite qui
viennent traverser le conducteur permettent de créer des boucles de courants
additionnelles de Foucault pour s’opposer a la variation du champ magnétique. La
prédominance des pertes « cuivre » sur le coté droit de la bobine est alors la conséquence
des courants additionnels de Foucault qui viennent modifier la densité du courant électrique
a travers la section du conducteur.

La distribution spatiale uniforme des pertes ohm DC moyennes a comme valeur 0.37 W. Elle
correspond a une valeur efficace de 8.4 A/mm? de la densité du courant électrique. En
revanche, le pic de pertes de valeur 15.03 W sur le coté droite de la bobine est localisé a la
proximité de I'entrefer et correspond a une valeur efficace de 69.76 A/mm? de la densité du
courant. Ces valeurs excessives des pertes « cuivre » et de la densité du courant peuvent
provoquer des échauffements locaux anormaux, elles représentent des valeurs beaucoup
trop élevées si on adopte des méthodes de refroidissement classiques.

3.4.2 Bobinage simplifié avec un conducteur multi filamentaire

Les pertes par courants de Foucault gagnent en importance lorsque la surface de la
section des conducteurs augmente, e qui est en particulier le cas des machines tournantes a
puissances élevées et un faible nombre de spires. Dans de telles machines, I'utilisation des
conducteurs multi filamentaires en fils torsadés ou en fils de Litz pourrait étre nécessaire
[MJH93].

Dans cette partie, nous étudions la configuration d’un conducteur multi filamentaire. Il est
équivalent au conducteur solide déja étudié en termes de la surface de la section
transversale et du coefficient de remplissage. Il est identiquement alimenté par la méme
forme d'onde de la force magnétomotrice et présente par conséquence les mémes pertes
Ohm DC. La différence maintenant est que le conducteur multi filamentaire est un
conducteur subdivisé en plusieurs brins ou filaments montés en paralléle (p brins).

Il est connu en littérature que la subdivision d’'un conducteur en des brins paralléles, ne
réduit pas efficacement les pertes « cuivre » sauf si elle s"Taccompagne d’un torsadage des
filaments (Fils torsadés) ou de leur transposition comme pour les fils de Litz. Dans la partie
précédente on a étudié le cas d’un bobinage a conducteurs massifs, dans cette partie on va
traiter le cas d’un bobinage a conducteurs multi filamentaires en fils torsadés ou en fils de
Litz. Comme nous |'avons mentionné auparavant, plusieurs valeurs de p sont étudiés pour

80



3 Modélisation par éléments finis 2D des conducteurs en fils torsadés et en fils de Litz

les deux cas. Ces valeurs sont 25, 36, 64 et 81. La figure 3.9 montre un exemple de la fagon
dont un conducteur est subdivisé en p=25 brins et comment sont logés ces brins dans
I’encoche de la machine a réluctance variable.

&

Figure 3.9 La distribution géométrique dans I'encoche des 25 brins en paralléle du
conducteur d’aller et celui de retour de la méme spire.

Les pertes « cuivre » instantanées dans les bobinages a conducteurs en fils torsadés et en fils
de Litz en fonction de I'angle de rotor sont présentées respectivement dans les figures 3.10
et 3.11.
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—-25 brins torsadés

36 brins torsadés
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Position en degré électrique (°)

Figure 3.10 Les pertes « cuivre » instantanées dans le cas des conducteurs en fils torsadés
avec les différents nombres de brins 25, 36, 64 et 81.

Par rapport a lI'enroulement a conducteur solide, les pertes « cuivre » en cas des
conducteurs en fils torsadés (Figure 3.10) et en fils de Litz (Figure 3.11) sont
considérablement réduites. Leurs valeurs croissent et décroissent beaucoup plus rapidement
au début des périodes de magnétisation et de démagnétisation de la phase respectivement.
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Ceci refléte la présence d’une constante de temps de variation plus courte dans le cas d’un
conducteur subdivisé, ce qui permet d’expliquer la raison pour laquelle les pertes « cuivre »
s’approchent de la valeur nulle dans les deux cas conducteurs en fils torsadés et en fils de
Litz a I'instant ou le courant d’alimentation du conducteur disparait.

Les courbes des pertes « cuivre » dans les conducteurs en fils torsadés et en fils de Litz
atteignent leurs valeurs maximales qui sont moins élevées par rapport au pic de pertes dans
le cas du conducteur solide pour finir par tomber sur le niveau des pertes ohmiques DC pour
un intervalle de temps pendant la période ol le courant d’alimentation demeure constant.
Cet intervalle de temps ou les pertes « cuivre » représentent leurs valeurs minimales est plus
grand dans le cas du conducteur en fils de Litz.

1000 2000
*Conducteur solide

=25 brins en Litz

36 brins en Litz

750 1500
%64 brins en Litz
-©-81 brins en Litz

500 ---Pertes ohm de¢ 11000

—Force magnétomotrice

Pertes cuivre en W

250 500

Force Magnétomotrice en A

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Position en degré électrique (°)

Figure 3.11 Les pertes « cuivre » instantanées dans le cas des conducteurs en fils de Litz avec
les différents nombres de brins 25, 36, 64 et 81.

La comparaison entre les courbes de pertes « cuivre » dans le cas des conducteurs en fils
torsadés (Figure 3.10) et en fils de Litz (Figure 3.11) pour les différents nombre de brins
montrent |'avantage de la subdivision du conducteur solide en des filaments et de la
permutation de ces filaments dans la réduction des pertes additionnelles par courants de
Foucault. Le tableau 3.1 montre les valeurs moyennes des pertes « cuivre » pour les
différents types de conducteurs solides, en fils torsadés et en fils de Litz. Plus le nombre de
brins est élevé, moins le sont les pertes supplémentaires par courants de Foucault.

Nous devons noter que, dans des applications réelles, ol on va tres loin dans la subdivision
du conducteur ou en d’autres termes lorsqu’on augmente le nombre de brins, les pertes par
courants de Foucault peuvent étre diminuées, mais les pertes ohm DC vont augmenter en
raison de |'espace occupé par I'isolant [Sul99].

Comme nous pouvons le voir dans le tableau 3.1, Les deux topologies en fils torsadés et en
fils de Litz réduisent considérablement les pertes par courants de Foucault supplémentaires
avec une légere distinction des fils de Litz. La technique du torsadage des brins, étant la
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moins chere parmi les deux techniques étudiées de la transposition des brins, pourrait étre
un bon compromis pour la réduction des pertes additionnelles par courant de Foucault et le
prix industriel. Néanmoins, pour aller plus loin dans la réduction des pertes, la technique de

la transposition des brins en fils de Litz est plus performante.

Tableau 3.1 Valeurs moyennes des pertes « cuivre » dans le cas des configurations a
conducteur en fils torsadés et en fils de Litz en comparaison avec celles a conducteur massif.

Pertes « cuivre » en W
Nombre de
brins Fils torsadés | Fils de Litz . W

solide

25 228,9 211,9

36 209,8 188,2
295,6 120.2

64 188,5 161,1

81 181,4 152,9

Les figures 3.12 et 3.14 représentent les pertes « cuivre » instantanées dans les deux
conducteurs d’aller et de retour dans le cas des topologies en 81 brins torsadés et en fils de
Litz respectivement. Au contraire des résultats obtenus avec le conducteur solide (Figure

3.7), les courbes de pertes « cuivre » dans les conducteurs d’aller et de retour sont moins

écartées l'une de l'autre; les valeurs moyennes des pertes « cuivre » dissipées dans les deux

conducteurs d’aller et de retour sont presque les mémes dans le cas des conducteurs en fils

torsadés ou en fils de Litz.
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Figure 3.12 Les pertes « cuivre » instantanées dans les deux conducteurs d’aller et de retour
dans le cas d’un conducteur subdivisé en 81 brins torsadés.

En outre, la répartition spatiale des pertes « cuivre » moyenne est tracée sur la figure 3.13.

On se contentera par la répartition spatiale des pertes dans le cas des 81 brins torsadés. Les
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brins transposés dans les anneaux rectangulaires concentriques permutent successivement
leurs positions et voient globalement le méme état magnétique, du coup, les pertes sont
uniformes dans chaque groupe de brins transposés. Les pertes dans les deux cotés gauche et
droit de la spire sont a peu prés égales et donc l'influence du flux de fuite durant Ila
magnétisation de la phase sur le co6té gauche de la bobine est presque négligeable. Ceci est
dd a la configuration des brins paralléles tout au long de la spire autour de la dent du stator.
Les brins sont en paralléles et donc, les brins sur les deux cotés de la bobine sont parcourus
par le méme courant individuel, ce qui permet de mieux équilibrer la répartition de la
densité de courant sur les deux cotés de la bobine.

Les conducteurs périphériques, en permutant leurs positions, deviennent a la proximité de
I’entrefer pour une partie de leur trajet au sein de I’encoche, d'ou leur valeur la plus élevée
des pertes « cuivre ». La valeur moyenne maximale de pertes « cuivre » est de 0,78 W dans
le conducteur périphérique du coté de la bobine droite correspond a une densité de courant
de 14,27 A/ mm?2. La répartition spatiale des pertes « cuivre » dans le cas des fils torsadés
est beaucoup plus uniforme par rapport au conducteur solide. En outre, les valeurs
maximales des pertes « cuivre » et les densités correspondantes du courant sont modérées,
ce qui représente un avantage en ce qui concerne le refroidissement et ainsi la réduction de
la température du point le plus chaud.

P, =0.78W

J = 14.27 A/mm?®

0.7
0.6
0.5
04
0.3
0.2
P;=0.73W 0.1
J = 14.27 A/mm? 0

Pertes cuivre en W

Figure 3.13 Distribution spatiale des pertes « cuivre » moyennes dans les deux conducteurs
d’aller et de retour dans le cas d’'un conducteur en 81 brins torsadés.

Par contre, dans le cas des 81 brins en Litz, tous les brins du méme c6té de la dent du stator
permutent leurs positions et voient globalement les mémes influences électromagnétique;
ils vont dissiper ainsi la méme quantité de pertes « cuivre ». Si on a tracé la distribution
spatiale des pertes « cuivre » moyennes sur les différents brins dans le cas du conducteur en
fils de Litz, nous aurions vu sur les sections du conducteur d’aller et de retour une
distribution uniforme des pertes moyennes schématisées par des batons de méme longueur.
Sur les conducteur d’aller et de retour les batons uniformes tous devraient indiquer une
valeur de pertes « cuivre » moyenne égale a 0.459 et 0.485 W respectivement
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correspondant aux valeurs efficaces de la densité du courant respectives 12.16 et 12.5
A/mm?. Ces valeurs de pertes « cuivre » moyenne peuvent étre calculées en utilisant les
valeurs moyennes des pertes « cuivre » sur les conducteurs d’aller et de retour. Puisque la
distribution des pertes doit étre uniforme, chaque brin devrait avoir une valeur de pertes
égale aux pertes totales du conducteur divisée par 81 représentant le nombre de brins. Sur
la figure 3.14, on trace les pertes « cuivre » instantanées dans les conducteurs d’aller et de
retour en 81 brins en Litz en indiquant les valeurs moyennes des pertes de 37.2 et 39.3 W
des deux conducteurs respectivement.

200 2000
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Position en degré électrique (°)

Figure 3.14 Les pertes « cuivre » instantanées dans les deux conducteurs d’aller et de retour
dans le cas d’un conducteur subdivisé en 81 brins de Litz.

Par ailleurs, on a étudié le cas d’'un bobinage a conducteur subdivisé en des brins paralléles
sans y appliguer aucun torsadage ou aucune transposition. Ce type de conducteur a conduit
d’'une maniére inattendue, dans le cas particulier de la machine a réluctance variable, a une
réduction significative des pertes additionnelles par courants de Foucault (Figure 3.15 et
Tableau 3.2). Ceci peut étre expliqué par le fait que dans le cas de la machine a réluctance
variable comme on a vu sur la figure 3.7, les deux cotés de la méme bobine ne développent
pas les mémes pertes « cuivre » puisque ces deux cotés ne voient pas les mémes influences
électromagnétiques ou en d’autres termes les mémes variations en fonction du temps du
champ magnétique. Le fait alors de subdiviser les conducteurs en des brins en paralléles tout
au long de leurs enroulements autour de la dent du stator permet de favoriser I'égalité du
courant dans les différents brins sur les deux cotés de la bobine ce qui permet a son tour de
limiter le couplage électromagnétique entre la densité du courant et la variation en fonction
du temps du champ magnétique. Ceci améliore 'lhomogénéité de la distribution du courant
électrique a travers les brins du méme coté de la bobine et méme sur les deux cotés ce qui
permet de réduire les pertes additionnelles par courants de Foucault. L’avantage de la
subdivision sur la réduction des pertes « cuivre » totales se voit clairement sur la figure 3.15
et sur le tableau 3.2 alors que I'effet de la subdivision sur la limitation de la différence des
valeurs de pertes entre les deux cotés de la méme bobine se voit clairement sur la figure
3.16. Les pertes « cuivre » du c6té droit de la bobine sont Iégerement supérieures a celles du
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coté gauche avec une différence faible de 3.48% alors que cette différence était importante
de I'ordre de 25% lorsqu’on était dans le cas des conducteurs massifs (figure 3.7).
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Figure 3.15 Les pertes « cuivre » instantanées dans le cas des conducteurs subdivisés en des
brins en parallele avec les différents nombres de brins 25, 36, 64 et 81.
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Figure 3.16 Les pertes « cuivre » instantanées dans les deux conducteurs d’aller et de retour
dans le cas d’'un conducteur subdivisé en 81 brins en paralléle.

Tableau 3.2 Valeurs moyennes des pertes « cuivre » dans le cas des configurations a
conducteur subdivisé en des brins paralléles en comparaison avec celles a conducteur

massif.
Pertes « cuivre » (W)
Nombre de
brins Conducteur a brins en Conducteur Pertes DC
paralléle solide (W)
25 243.96
36 227.92
295,6 120.2
64 210.13
81 203.26
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3.5 Applications sur un bobinage plus réaliste a 18 spires par dent
d’'une machine a réluctance variable

Une deuxieme étude est réalisée sur un enroulement plus réaliste. Il est constitué,
contrairement au bobinage simplifié a une seule spire par dent étudié dans la partie
précédente, de plusieurs spires montées en série. Toujours, une seule phase est alimentée.
Elle se compose de deux bobines connectées en série. Chaque bobine est placée sur un poéle
du stator; elle comporte 18 spires qui sont enroulées sous la position horizontale ou
verticale des conducteurs, comme deux exemples. Il faut souligner le fait que la disposition
en spires verticales est largement répandue dans l'industrie alors que la configuration en
spires horizontales est tres difficile a concevoir. Le coefficient de remplissage en « cuivre »
est toujours le méme que dans le cas précédemment étudié et la bobine est alimentée par la
méme forme d'onde de la force magnétomotrice. Le bobinage étant constitué de 18 spires,
la force magnétomotrice représente 18 fois le courant d’alimentation. Dans le cas des spires
horizontales, deux types de conducteurs sont étudiées. Dans le premier, il s’agit d’un
conducteur solide de surface s = S/18. Dans le second type, le conducteur, de la méme
surface s, est en fils de Litz, qui est composé de 9 brins (3x3) comme montré dans la figure
3.17.

Figure 3.17 Distribution géométrique dans I’encoche des spires horizontales, chaque
conducteur de la spire est un conducteur en 9 fils de Litz.

La comparaison entre les pertes « cuivre » dans les cas du conducteur solide et le
conducteur subdivisé en fils de Litz montre I'avantage du dernier pour réduire les pertes par
courants de Foucault et ainsi la plage de variation des densités de courant. L'utilisation des
conducteurs en fil de Litz au lieu de conducteurs solides conduit a une réduction de 20% des
pertes « cuivre » (figure 3.18).
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Dans le cas des spires horizontales a conducteurs solides, le conducteur du retour
appartenant au coté droit du bobinage et situé tout en bas a la proximité de I'entrefer,
présente le maximum des pertes additionnelles par courant de Foucault a une large gamme
de variation des densités de courant instantanées. Ces valeurs sont comprises entre -169 et
70 A/mm?. Ces valeurs correspondent a la position électrique du rotor de 48° ou les pertes
présentent leur maximum (figure 3.18), cette plage de variation est réduite en cas d’un
conducteur en fils de Litz, elle devient comprise entre -65 et 25 A/mm? (Figure 3.19). La
subdivision d’un conducteur en des brins et la transposition de ces brins évite ainsi des
valeurs instantanées excessives de la densité du courant.
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Figure 3.18 Les pertes « cuivre » instantanées dans les spires horizontales a conducteur
solide et a conducteur en 9 fils de Litz
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Figure 3.19 La distribution de la densité du courant dans le conducteur de retour situé a la
proximité de I'’entrefer du coté droite du bobinage
conducteur solide (haut), conducteur en fils de Litz (bas) (Position=48° électriques).

Par contre, dans le cas des spires verticales, |'utilisation d'une premiére version des
conducteurs en fils de Litz (3x3), comme le montre la figure 3.20, a conduit d’'une maniére
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inattendue a une élévation des pertes « cuivre » moyennes (figure 3.21). Méme si la
transposition des filaments en fils de Litz permet homogénéisation de la répartition du
courant a travers les brins, les pertes « cuivre » dans le cas des fils de Litz peuvent encore
étre trop dominées par I'effet de proximité, mais cette fois ci au niveau des brins [Sul99].

Figure 3.20 La distribution géométrique dans I’encoche des 18 spires verticales a conducteur
en premiere version des fils de Litz (3x3).
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Figure 3.21 Les pertes « cuivre » instantanées dans les spires verticales a conducteur solide
et a conducteur en premiére version des fils de Litz (3x3).

Le choix d'une deuxieme version du fil de Litz, qui est composée toujours de 9 fils mais
placés cette fois verticalement (9x1) (figure 3.22). Cette deuxiéme version conduit au
contraire de la premiére version (3x3) a une réduction de 45% des pertes « cuivre » (figure
3.23). Ceci accentue l'importance de la géométrie de la distribution des brins a travers la
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section du conducteur en plus de I'importance de la subdivision et du nombre de brins sur la
réduction des pertes par courants de Foucault supplémentaires.

Figure 3.22 La distribution géométrique dans I’encoche des 18 spires verticales a conducteur
en deuxiéme version des fils de Litz (9x1).

1000 Spires verticales 2000
-©-Conducteur solide
. _ <
800 <P.culvre>_'2'73.5 W 1600 =
Bz Spires verticales :
o Conducteur en fils de Litz E
]

o 600 (2éme version) 1200 ©
; <Pcuivre>=149.8 W E
3] ___Pertes ohm de ‘2
E 400 <Pohmdc>=120.2 W 800 0
r_i_"’ —Force magnétomotrice §
200 400 3
=

\ 0 I | | Rz, oo 220 S L R 5 0

0 50 100 150 200 250 300 350 400

Position en degré électrique (°)

Figure 3.23 Les pertes « cuivre » instantanées dans les spires verticales a conducteur solide
et a conducteur en deuxiéme version des fils de Litz (9x1).

3.6 Conclusion

La méthode EF 2D utilisée pour modéliser des géométries de conducteurs complexes
tels que les conducteurs en fils torsadés et en fils de Litz a vérifié l'intérét de ces
enroulements pour réduire les pertes par courants de Foucault supplémentaires. Nous avons
souligné l'influence importante de la subdivision et du nombre de brins d’'une part et de la
géométrie de leur distribution a travers la section du conducteur sur la réduction des pertes
« cuivre ». Lorsqu’il empéche une modélisation par éléments finis en 3D, le modeéle
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approché en 2D réduit énormément le temps de calcul et la capacité de stockage.
Pratiguement, les conducteurs subdivisés en des brins transposés ne vérifient pas leur
avantage par rapport au conducteur solide a moins qu'ils diminuent les pertes « cuivre »
dans un facteur beaucoup plus élevé que celui de I'augmentation des pertes DC classiques.
L'augmentation des pertes DC a lieu en raison de la transposition des brins et la permutation
de leurs positions. La transposition des brins conduit a I'augmentation de leurs longueurs par
rapport a la longueur d'un conducteur solide fixe qui va tout droit. Cette diminution des
pertes additionnelles par courants de Foucault utilisant les conducteurs multi filamentaires
en fils de Litz ou en fils torsadés, doit étre mis en regard avec I'augmentation du a
I'accroissement de la résistance DC

L'approche de modélisation 2D par la méthode des éléments finis des géométries
de conducteurs complexes représentée dans ce chapitre, permet un calcul précis des
densités de courant et des pertes « cuivre » instantanées dans chaque brin individuellement.
Lorsqu’elle est associée a un modeéle réduit de la machine qui réduit efficacement le temps
de calcul, elle peut étre utilisée dans de nombreux probléemes de conception et
d'optimisation quand on recherche la géométrie optimale de la distribution des brins d’'une
part et le nombre de brins réalisable optimisé pour un bobinage donné d’'une machine.
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Chapitre 4
Réduction du modele par la technique
de la perturbation

92



4 Réduction du modéle par la technique de la perturbation

[V-Réduction du modele par la technique
de la perturbation

4.1 Introduction

Les chapitres 2 et 3 ont justifié clairement la forte corrélation entre les pertes
additionnelles par courants de Foucault et la géométrie du bobinage dans les machines
électriques. Dans ce début de chapitre, des éléments majeurs du contexte d’étude et des
conclusions de chapitres précédents vont étre rappelés. En partant de I'hypothése que les
pertes « cuivre » qui comprennent les pertes additionnelles par courant de Foucault sont
déterminantes au niveau du rendement de la machine, le choix d’'un enroulement optimal
devient par conséquent incontournable. Il est nécessaire alors de porter une attention
particuliére sur la maniére de disposer les spires dans I'encoche telles que sous titres
d’exemples sans y limiter, la disposition en spires verticales ou horizontales, et sur le type du
conducteur utilisé s’il s’agit d’un conducteur massif ou multi filamentaire, en fils de Litz ou
en fils torsadés. Dans le cas d’un conducteur multi filamentaire ou multibrins, il faut rappeler
I'influence majeure non seulement de la subdivision ou du nombre de brins mais ainsi de la
maniere de répartir les brins a travers la section du conducteur et sur les techniques de
torsadage ou de transposition utilisées.

L'optimisation du bobinage en termes des pertes « cuivre » incluant les pertes
additionnelles par courant de Foucault nécessite une modélisation fiable des courants
induits dans les matériaux conducteurs. Comme déja évoqué, les boucles des courants de
Foucault dans les matériaux conducteurs d'un systéme électromagnétique en général
existent grace au couplage fort électrique-magnétique entre la densité du courant électrique
et la variation en fonction du temps des lignes du champ magnétique qui traversent ces
conducteurs. Cette interaction entre les grandeurs électriques et magnétiques ne peut pas
étre résolue facilement, on a recours alors, le plus souvent, a des méthodes de discrétisation
telles que la méthode des éléments finis pour donner une solution numérique au probléme.
Dans le cas des machines électriques, dans le but de garantir une simulation fiable, la
méthode des éléments finis doit intégrer la technique de la bande de mouvement ou d’un
macro élément pour prendre en compte le mouvement du rotor et les itérations de Newton-
Raphson pour modéliser la non-linéarité des circuits ferromagnétiques. Si on ajoute la
nécessité d’'un maillage fin dans les matériaux conducteurs et les alentours pour une
modélisation plus efficace des courants de Foucault, la modélisation par la méthode des
éléments finis ameéne alors a une grande capacité du stockage et un temps de calcul
substantiel qui peuvent entraver tout processus de conception et d’optimisation des
bobinages des machines électriques.

Pour surmonter cet obstacle, la réduction du modele peut étre utilisée. Dans ce
chapitre, on a recours a la réduction spatiale du domaine électromagnétique basée sur la
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technique de la perturbation [DSK008] [SD007] [DSF+009]. Cette méthode évite, a chaque
variation de la géométrie d’enroulement, une modélisation compléte de la machine. Elle
consiste a résoudre par éléments finis un seul modéle complet avec un maillage grossier et
un bobinage simplifié. Une fois ce probleme résolu, elle recherche une solution rapide et
précise par éléments finis dans un domaine réduit contenant les encoches lorsque des
variations physiques ou géométriques se produisent au niveau de I'enroulement. Ceci est
obtenu en imposant une condition aux limites adéquate, obtenue a partir de la solution du
probleme précédent. La méthode de projection de mortar est utilisée pour adapter les
conditions aux limites dans le cas de maillages non-conformes [BMP93] [BMP94]
[ABS+006].

4.2 Méthode de réduction du modele par la technique de la
perturbation dans le cas d’'un bobinage a conducteurs en fils de Litz

Dans le chapitre 2, les 18 spires de la machines a réluctance variable étaient
disposées dans |’encoche suivant deux configurations de I'enroulement: en spires
horizontales et en spires verticales. Ces deux configurations différentes, ayant le méme
coefficient de remplissage dans I’encoche et étant alimentées par la méme forme d’onde de
la force magnétomotrice et sous la méme fréquence d’alimentation de 710 Hz, ont abouti
par contre a des valeurs différentes de pertes « cuivre » totales. Ceci a souligné l'influence
de la géométrie d’enroulement sur la valeur des pertes additionnelles par courants de
Foucault. Les deux enroulements étaient le siége de valeurs excessives des pertes
additionnelles par courants de Foucault. Pour la configuration a spires horizontales, les
pertes additionnelles par courant de Foucault constituent environ 50% des pertes DC alors
gue dans le cas des spires verticales cette proportion atteint le 128%. Ces pertes excessives
peuvent provoquer des échauffements anormaux critiques surtout au niveau des
conducteurs localisés a la proximité de I'entrefer et au voisinage de la dent du stator. Elles
conduisent de méme a réduire le rendement de la machine, et donc son autonomie pour
une utilisation dans un véhicule électrique. La solution proposée pour réduire ces pertes
excessives était |'utilisation a la place des conducteurs massifs, de conducteurs multi
filamentaires a brins torsadées ou en fils de Litz. Le modeéle proposé 2D pour modéliser ces
types de conducteurs a montré non seulement l'influence de la subdivision a réduire les
pertes additionnelles par courant de Foucault mais en plus 'influence majeure du nombre
de brins d’'une part et d’'une autre part de la maniéere de répartir ces brins a travers la section
du conducteur. Les techniques de permutation des brins dans I'espace que ce soit le
torsadage (fils torsadés) ou la transposition (fils de Litz), favorisant chacune a sa propre
maniére I’homogénéisation de la répartition du courant a travers les brins du conducteur,
possedent des impacts différenciés sur la réduction des pertes additionnelles par courant de
Foucault. Revenons maintenant aux deux configurations d’enroulement a 18 spires
horizontales et verticales. Dans le cas de I'enroulement a spires horizontales, on a remarqué
dans le chapitre 3, que l'utilisation a la place des conducteurs massifs d’une premiere
version de conducteurs en fils de Litz formés de 9 brins chacun (3X3) a permis une réduction
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de 20% des pertes « cuivre » totales d’une part et une réduction importante de la plage de
variation de la densité du courant électrique ce qui permet d’éviter les échauffements locaux
anormaux. Lorsque cette premiére version des conducteurs en fils de Litz a échoué a réduire
les pertes « cuivre » dans le cas de la disposition en spires verticales, une deuxieme version
sous une différente répartition des brins a travers la section des conducteurs (9% 1) a réussi a
réduire ces pertes avec une proportion d’environ 45%. Le choix d’étudier en particulier ces
deux versions de conducteurs en fils de Litz pour réduire les pertes « cuivre » est arbitraire.
Techniquement, pour choisir I'enroulement optimal, il est recommandé de démarrer un
processus d’'une série des calculs itératifs qui permet de modifier la géométrie de
I’enroulement que ce soit la disposition des spires dans I'encoche, le nombre de brins et la
technique de leur permutation ou leur répartition a travers la section du conducteur multi
filamentaire pour arriver a concevoir I'enroulement optimal. La méthode des éléments finis,
en intégrant normalement la technique de la bande de mouvement pour prendre en compte
la rotation du rotor et les boucles itératives fastidieuses de Newton-Raphson pour modéliser
la non linéarité de la caractéristique magnétique des circuits ferromagnétiques, conduit a
une grande capacité de stockage et un temps de calcul conséquent et peut par conséquent
pénaliser, voir compromettre tout processus de conception et d’optimisation de
I’enroulement en termes de pertes « cuivre ». Si I'on veut intégrer les analyses par éléments
finis dans les processus de calcul répétitifs, la réduction du modeéle devient alors
incontournable.

4.2.1 Généralité sur la technique de la perturbation

Dans ce chapitre, la méthode de réduction du modéle proposée est une approche par
sous-problémes basée sur la technique de la perturbation [DSK008]. La complexité du
probléeme initial est ainsi largement diminuée en ne se concentrant que sur les zones les plus
pertinentes. Cette méthode de réduction du modele peut bénéficier d’'une seule résolution
du modele complet de la machine par la méthode des éléments finis, pour trouver par la
suite des solutions rapides dites “perturbations” uniquement dans le domaine des
encoches. Ceci permet d’éviter la modélisation compléte de la machine quand une variation
géométrique dans la configuration de I'enroulement ou un changement des propriétés
physiques du matériau conducteur se produit [SD007] [DSF+009] [ABM+016b].

4.2.2 Application pour une machine a réluctance variable dans le cas d’'un
bobinage a conducteurs en fils de Litz

L'exemple d’application est toujours la machine a réluctance variable a double
saillance dont le bobinage d’enroulement est formé de 18 spires. Ces spires comme déja
mentionné dans les chapitres précédentes peuvent étre distribuées dans I'encoche de
différentes manieres. Les spires sont soient des conducteurs massifs a une section
transversale de surface s chacune, soient des conducteurs multi filamentaires subdivisés en
un nombre de brins p dont le nombre, la répartition géométrique a travers la section du
conducteur et la technique de permutation sont variables afin de trouver la géométrie
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d’enroulement optimale en termes de pertes « cuivre ». Pratiquement, il faut faire parfois
des compromis entre la réduction des pertes « cuivre », la complexité et le prix du
conducteur multi filamentaire, et les contraintes industrielles. Pour éviter une modélisation
par éléments finis compléte de la machine a chaque changement dans la géométrie de
I'enroulement, un seul modéle complet a maillage grossier de la machine, un bobinage
simplifié a une seule spire par dent et une densité du courant uniforme est employé. Le
bobinage du modele complet doit maintenir le méme coefficient de remplissage et produire
la méme force magnétomotrice que le probléme réel. Etant donné que le bobinage réel de la
machine est formé de 18 spires par dents, et que chaque spire est un conducteur a une
section de surface s et parcourue par le courant I(t), le bobinage simplifié est formée d’une
seule spire de section S = 18 * s et parcouru par le courant total 18 * I(t). Une fois ce
probléeme résolu, la solution du potentiel vecteur magnétique sur la frontiere du domaine de
I’encoche, a chaque pas de temps, est appliquée comme conditions aux limites de Dirichlet
sur le nouveau domaine d’étude réduit représenté par le domaine de I'encoche olu on
intégre maintenant la configuration réelle du bobinage.

Dans le cas particulier de la machine a réluctance variable qui représente un rotor a forte
saillance et un courant d’alimentation qui n’est ni symétrique ni alterné pendant la période
électrique d’alimentation, les cotés de la méme bobine ou en d’autres termes les
conducteurs d’aller et de retour du méme bobinage ne voient pas les mémes influences
magnétiques. Les conducteurs d’aller et de retour sont les siéges de différentes trajectoires
et intensités des lignes de champs de fuites et ainsi produisent comme on a vu dans les
chapitres précédents, grace au fort couplage entre la densité du courant et la variation en
fonction du temps du champ magnétique, de différentes valeurs des pertes additionnelles
par courants de Foucault. Par conséquent, les deux domaines d’encoches comportant les
conducteurs d’aller et de retour doivent étre étudiés séparément.

Dans le modéle complet de la machine, les deux sections des deux conducteurs d’aller et de
retour du bobinage simplifié sont discrétisées avec un maillage grossier (Figure 4.1) puisque
la densité du courant électrique a travers ces deux sections est uniforme et vaut /o = [18 *

1(t)]/S.

Figure 4.1 Modele complet de la machine avec un bobinage simplifié (une seule spire par
dent) et un maillage grossier.
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Les deux domaines des encoches gauche et droite intégrant le conducteur d’aller et celui du
retour respectivement, comme les montre la figure 4.1, sont nommeées ()., de frontiere I';;
et ()., de frontiere [;,.

Dans le modeéle réduit, les domaines sur la figure 4.2 de I'encoche des conducteurs d’aller et
de retour respectivement sont nommeés (1, de frontiere [, et {1,, de frontiere [;,.
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Figure 4.2 Modeles réduits des deux encoches intégrant le bobinage réel. Gauche: Encoche
gauche comportant les spires d’aller. Droite: Encoche droite comportant les spires de retour.

Ces domaines sont les seuls sous-domaines modélisés de la machine aprées chaque
changement dans la géométrie réelle de I'enroulement ou aprés chaque variation d’une
grandeur physique telle que par exemple la conductivité o du matériau conducteur. La
répartition de la densité du courant a travers la section des conducteurs électriques est

maintenant régie par I’équation f = aaﬁ/at + GW(V). Pour une modélisation fiable de
la distribution de la densité du courant et ainsi des phénomenes des courants additionnels
de Foucault, les domaines de I'’encoche en modele réduit sont discrétisés normalement par
un maillage fin. La densité du maillage en effet est fonction de plusieurs facteurs tels que les
plus importants sont la fréquence d’alimentation et la surface de la section des conducteurs.
Par contre, dans le modeéle complet a bobinage simplifié et densité du courant uniforme, le
maillage est normalement grossier a travers les conducteurs. Pour adapter ainsi les maillages
non conformes, on utilise la méthode de projection classique de mortar. Elle permet de
projeter la solution nodale du potentiel vecteur magnétique des frontieres I[',; et I';, vers les
nceuds des frontieres I, et [}, respectivement. La solution du potentiel vecteur sur les
frontieres I.; et I, constituent a chaque pas de temps les conditions aux limites de Dirichlet
sur les domaines réduits (1,4 et (.., respectivement afin de résoudre I’équation du couplage
fort électrique-magnétique a travers ces deux domaines par la méthode des éléments finis.
Dans le modele réduit, le probleme est donc linéaire sans le mouvement. On évite ainsi les
itérations fastidieuses de Newton-Raphson et I'intégration de la technique de la bande du
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mouvement. La réduction du modeéle, qui permet en plus d’adapter les maillages non
conformes, représente ainsi un intérét clair et certain dans les problemes a calculs et
analyses répétitifs tels que la conception et I'optimisation de la géométrie de I'enroulement
des machines électriques.

Sur la figure 4.2, dans les deux domaines d’encoche, on modélise a titre d’exemple, la
configuration réelle d’enroulement a 18 spires horizontales. Les spires sont formées par des
conducteurs multi filamentaires constitués chacun de 9 brins en fils de Litz suivant la
premiere version (3X3). Les conducteurs aller et retour sont intégrés respectivement dans
les domaines réduits ,.; et Q5.

Il faut noter que le fait d’imposer une condition aux limites de Dirichlet sur le bord du
domaine réduit revient a imposer la composante normale du champ magnétique sur la
frontiere de I’encoche. Le modeéle grossier de la machine est résolu une seule fois sous une
force magnétomotrice et une fréquence d’alimentation données. La récupération de la
solution du potentiel vecteur magnétique conduit donc a fixer la composante normale du
champ magnétique sur la frontiere des encoches dans les problemes réduits résolus en
posteriori. Le probléme réduit est résolu sous la méme force magnétomotrice et sous la
méme fréquence mais en faisant seulement varier la géométrie d’enroulement et en
attribuant une conductivité o au matériau conducteur. Dans le modele complet de la
machine, les lignes du champ magnétique sont pratiquement perpendiculaires a la frontiere
du circuit magnétique. Dans la zone de l'entrefer, ces lignes subissent des déviations
importantes et tendent a joindre la dent du rotor lorsqu’elle passe a la proximité [IUN013].
Le fait d’imposer la composante normale du champ magnétique, dans le modeéle réduit, agit
au nom du circuit magnétique ou en d’autres termes remplace la présence du circuit
magnétique en ce qui concerne la direction globale des lignes de champs, et prend en
compte leur déviation due a I'influence de la rotation du rotor [ABM+016b].

Lorsque les conducteurs de la configuration réelle de I'enroulement intégré dans le modele
réduit sont des conducteurs multi brins en fils de Litz, la mise en paralléle des brins et leur
permutation au sein du conducteur tout au long du bobinage conduit a I’'homogénéisation
du courant a travers les brins et favorise ainsi I'homogénéisation de la densité du courant
globalement a travers les matériaux conducteurs qui constituent |'ensemble des
conducteurs d’aller et de retour dans les deux différents domaines réduits des deux
encoches. Par conséquent, la solution du potentiel vecteur magnétique a travers la frontiere
de I'encoche dans le modele complet a densité du courant uniforme semble étre compatible
avec celle obtenue dans le cas de configurations d’enroulement a conducteur en fils de Litz.
Dans ce cas particulier, il est prévu alors que le modele réduit, résolu sous les conditions aux
limites de Dirichlet, conduise a une bonne précision dans le calcul des pertes « cuivre ».

Par contre, lorsque les spires de I'enroulement sont a conducteurs massifs, la déviation des
lignes du champ magnétique a travers la frontiere de I'encoche est significative,
conséquence du déplacement du courant a travers la section des conducteurs électriques.
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L’analyse de ce phénomene qui vient modifier considérablement la composante normale du
champ magnétique a travers la frontiere de I'encoche, met en doute la validité de la
condition aux limites de Dirichlet récupérée du probléme a densité du courant uniforme. Ce
probleme et sa résolution seront repris dans la partie suivante. Actuellement, on se
concentre a I'étude des cas des conducteurs multi filamentaires en fils de Litz ol on pense
gue l'application de la condition aux limites de Dirichlet s’adapte bien pour la résolution du
modele réduit.

4.2.3 Traitement du cas des maillages non conformes

Lorsque le maillage du domaine de I'’encoche dans le modele réduit et celui dans le
modele complet sont réalisés ou condensés indépendamment ; ils ne sont pas conformes. La
frontiere I' qui limite un domaine de I'encoche est unique pour les deux modeles complet et
réduit mais elle est discrétisée de deux manieres différentes comme le montre la figure 4.3.
La méthode des éléments finis avec joint ou tout simplement la méthode de mortar (dite
“mortar element method” en anglais) est utilisée pour projeter la solution du potentiel
vecteur magnétique sur les nceuds de la frontiére I, du domaine de I'encoche dans le
modele complet que ce soit [;; ou I',, vers les noeuds de la frontiere I, du domaine de
I’encoche dans le modele réduit que ce soit respectivement [.; ou [},.

Ie

/
IWAVAVAVAVAVAVA

Figure 4.3 Défaut de conformité du maillage des frontieres du domaine de I’encoche dans le

modele complet et le modéle réduit.

On suppose que [ATc] et [AT] représentent respectivement la solution nodale du potentiel
vecteur magnétique a travers les frontiéres I, et [.. En se basant sur une représentation
bréve de la méthode de projection de mortar dans [ABS+006], La solution [A'"] qu’on
cherche comme projection de la solution [AT<], peut s’écrire comme fonction de cette
derniére suivant les expressions équivalents suivantes :

[R][AT"] = [C][A"<] (4.1)
[AT"] = [R][C][ATe] (4.2)
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[ATr] = [Q][A] (4.3)

Les matrices [R] et [C] peuvent étre calculées en utilisant les intégrales curvilignes suivants

a travers la frontiere I' qui représente I'une des deux frontieres I, ou I, [ABS+006]:
r

r

Ou les coefficients 1; ; et ¢; ; sont respectivement les coefficients des matrice [R] et [C]
correspondant a la ligne i et la colonne j. La fonction y; est la fonction de forme nodale sur
les arrétes de la frontiére I} connectées au nceud i appartenant aux nceuds de discrétisation
de cette frontiere. 1; est non nulle au nceud i. Par analogie, la fonction ¢; est la fonction de
forme sur les arrétes de la frontiére [, connectées au nceud j. Lorsque le nombre total des
noeuds de la frontiére [}. est n et le nombre des nceuds de la frontiere T, est p, les matrices
[R] et [C] ont alors comme dimensions (n X n) et (n X p) respectivement.

Si on considere une arréte sur la frontiere I' formée par les deux nceuds 1 et 2 de
coordonnées en 1d s; et s, respectivement (Figure 4.4), les fonctions de formes sur cette
arréte sont données par :

_(a;s+b; sis; <s<s, ouie{l2}
Ai(s) = { 0 sis<s; ous>s, (4.6)
1 si i=j
Ai(s) = {0 si %] (4.7)
@ O
51 52

Figure 4.4 Une arréte de la frontiere T formée par les nceuds 1 et 2.

La fonction de forme non nulle au noeud i est alors la fonction A;. Pour simplifier le calcul des
termes des matrices [R] et [C] en utilisant les équations (4.4) et (4.5), on utilise la méthode
numérique de quadrature qui permet d’évaluer la valeur d’une intégrale de maniere
approchée. L'utilisation de quadrature est pratiqguement incontournable dans la méthode
des éléments finis. On ne s’en sert pas exclusivement pour calculer les matrices de
projection [R] et [C], mais pour calculer aussi les matrices du systeme d’équations résultant
de la discrétisation par la méthode des éléments finis. En effet, comme on a déja vu dans le
chapitre 1, une fois construit I'espace d’approximation, la solution discrete s’obtient par la
résolution d’'un systeme (1.67) dont les coefficients des matrices s’évaluent a partir
d’intégrales.
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En 1D, une intégrale de la fonction f(s) sur un segment [sy; s,] se rapproche en utilisant la
méthode de quadrature par la formule suivante :

f(s)ds = if () (4.8)

Les points 7; inclus dans le segment [s;; s,] sont appelés les points de Gauss-Lobatto ou les
nceuds de quadrature et les coefficients réels w; sont les poids de quadrature associés. Pour
une quadrature d’ordre 3, les points de Gauss-Lobatto P;, P, et P; (Figure 4.5) choisis sur le
segment [sq; S,] avec leurs poids de quadrature associés sont donnés par le tableau 4.1

suivant :

Tableau 4.1 Points de Gauss-Lobatto et les poids associés pour la quadrature d’ordre 3 sur le

(s1+52)

segment [sq; Sp|,; m = etd = s, — 5.

Points de Gauss-Lobatto Poids associés
m 2 0
3
5 1
m — Z
/2 c )
5 1
+ —
P; P, P;
C C o]
S1 (s1+52) S
2

Figure 4.5 Les trois points de Gauss-Lobatto localisés sur le segment [sq; S5 ].

Il faut noter que la méthode de quadrature est dite d’ordre k si k est le plus grand entier tel
que l'intégrale d’une fonction quelconque appartenant a [P, (x)] est exactement égale a la
formule approchée par la méthode quadrature ol [Py (x)] est I'ensemble des polynémes
d’ordre k.

4.2.4 Résultats et comparaison

Pour tester la validité et la précision du modele réduit, on va comparer le calcul par la
méthode des éléments finis du modele complet avec celui du modeéle réduit dans le cas des
deux configurations d’enroulement a 18 spires verticales et horizontales a conducteurs multi
filamentaires en fils de Litz. Ces deux configurations étudiées, utilisant les conducteurs multi
filamentaires, sont celles utilisées dans le chapitre trois pour réduire les pertes « cuivre »
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totales. La premiéere est la configuration en spires horizontales utilisant la premiere version
des conducteurs en fils de Litz (3%3) et la deuxiéme est celle en spires verticales utilisant la
deuxiéme version (9%x1). Comme on a vu précédemment, 'utilisation de ces deux versions
de conducteurs en fils de Litz ont conduit, par rapport aux deux configurations utilisant les
conducteurs solides, a une réduction des pertes « cuivre » totales (Tableau 4.2 et figures 4.6
et 4.8) en favorisant I'homogénéisation de la densité du courant. En effet, les conducteurs
en fils de Litz ont abouti a réduire la plage de variation de la densité du courant a travers la
section des conducteurs. Sur la figure 4.7, par exemple, I’extension de la densité du courant
critique qui correspondait au pic de pertes « cuivre » a la position 48° du rotor dans le cas
des spires horizontales a conducteurs solides, était entre -169 et 70 A/mm?, elle devient en
utilisant les fils de Litz entre -65 et 25 A/mm?.

500 Conducteur solide 2000
Modeéle complet <
400 Conducteur en fils de Litz| 1600 §
B Modeéle complet g
§ 300 _._Conducteur en fils de Litz 1200 %
E Modele réduit g
g ---Pertes Ohm de¢ dé
g 200 —Force magnétomotrice 800 @
5 =
A o
100 400 E

‘ R I 0
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Position en degré électrique (°)
Figure 4.6 Les pertes « cuivre » instantanées dans le cas des spires horizontales a
conducteurs solides (modéle complet) et dans le cas des conducteurs en fils de Litz (1ere

version (3X3)) (modele complet de référence et modele réduit).

[}
— I ? g
L] (=}
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Figure 4.7 La distribution de la densité du courant a travers la section de la spire horizontale
critique de retour située a la proximité de I'entrefer. Spire a conducteur massif avec un
calcul par éléments finis complet (en haut), spire a conducteur en fils de Litz avec un calcul
par éléments finis complet (au milieu) et avec un calcul en modéle réduit (en bas).
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200 400

10007 Conducteur solide 2000
Modeéle complet <
800 Conducteur en fils de Litz| 1600 §
B Modéle complet 8
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Figure 4.8 Les pertes « cuivre » instantanées dans le cas des spires verticales a conducteurs
solides (modéle complet) et dans le cas des conducteurs en fils de Litz (2°™° version (9x1))
(modeéle complet de référence et modele réduit).
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Figure 4.9 Les pertes « cuivre » instantanées locales a travers les 9 brins de la spire verticale
critique de retour a la proximité du circuit magnétique. En haut: Modele complet par
éléments finis. En bas: Modele réduit.
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Tableau 4.2 Valeurs moyennes des pertes « cuivre » dans le cas des spires a conducteurs
solides (Modele complet) et dans le cas des spires a conducteurs multi filamentaires en fils
de Litz (Modele complet et modeéle réduit).

Pertes « cuivre » (W)

Configuration Modele Modele Pertes
de Complet réduit ohm DC
I’enroulement Conducteur  Conducteur Conducteur (W)
solide en fils de Litz  en fils de Litz
18 spires 149,79
verticales 2733 2°™ version (9x1) 150,59
120,2
18 spires 143,46

180,2 5 147,16
horizontales 1°® version (3x3)

Comparons maintenant les deux modeéles réduit et complet. De point de vue grandeurs
globales, on remarque que les pertes « cuivre » totales instantanées calculées par les deux
modeéles sont largement congruentes (Figures 4.6 et 4.8). L'erreur quadratique ne dépasse
pas les 2% et I’erreur sur la valeur moyenne des pertes « cuivre » est de méme tres faible, il
est de l'ordre 2.5% et 0.5% respectivement, dans le cas des deux configurations en spires
horizontales et verticales (Tableau 4.2).

Sur la figure 4.9, les pertes « cuivre » locales par unité de longueur sont calculées dans les
différentes positions de brin du conducteur de retour de la spire vertical critique. Cest le
conducteur qui représente le plus de pertes, il est localisé a la proximité de la dent du stator.
On remarque que les valeurs instantanées de pertes calculées par le modele réduit
présentent des courbes qui se correspondent aisément aux pertes « cuivre » locales
calculées par le modéle complet. L'erreur concernant la valeur moyenne des différentes
courbes de pertes a travers les 9 différents brins ne dépassent pas les 3%.

D’autre part, de point de vue grandeurs locales, sur la figure 4.7, les deux cartes de
distribution de la densité du courant, au milieu et en bas de cette figure, représentent
respectivement la distribution de la densité du courant a travers les 9 brins du conducteur
horizontale de retour. Elles sont évaluées a la position critique du rotor qui correspond au
pic de pertes lors de la phase de magnétisation de la bobine (6, = 48° électriques) (Figure
4.6). Le conducteur horizontal de retour choisi est celui qui est situé a la proximité de
I'entrefer, et représente ainsi le plus de pertes. On remarque que la différence entre ces
deux distributions est tres faible d’'une fagon qu’il est tres difficile de la détecter.

Tous ces résultats montrent clairement I'importante coincidence entre les deux solutions
calculées par le modeéle réduit et le modéle complet.
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4.2.5 Accélération en temps de calcul

De point de vue temps de calcul, si T, est le temps de calcul nécessaire pour faire un
calcul par la méthode des éléments finis d’'un modele complet de la machine intégrant la
configuration réelle de I'enroulement et T, celui du modele réduit (T, << T,), si on veut
répéter le calcul pour n configurations d’enroulement afin de choisir I'optimale, le facteur
d’accélération en temps de calcul peut étre donné par I'’équation suivante :

nT,

=—" 4.9
Pred aTC + nTr ( )

Ou aT, est le temps nécessaire pour calculer la solution du modele complet de la machine a
bobinage simplifié et a densité du courant uniforme. Ce modéle est normalement discrétisé
avec un maillage grossier par rapport au modéle complet intégrant la configuration réelle de
I’enroulement et modélisant les courants de Foucault qui est discrétisé généralement en
maillage fin pour des raisons de crédibilité de la modélisation du phénomene des courants
de Foucault. Le coefficient a compris alors entre 0 et 1 représente la proportion de la
réduction en temps de calcul du modéle complet en passant d’un maillage fin a un maillage
grossier.

Dans notre cas, trois différentes versions de conducteurs en fils de Litz (n = 3) ont été
étudiées (la version (3X3) dans le cas des spires horizontales et les deux versions (3%x3) et
(9%1) dans le cas des spires verticales). Si T, = 53 minutes, T,, = 36 secondes et « = 0.35,
on peut dire que la réduction du modele par la technique de la perturbation conduit a un
gain en temps de calcul de I'ordre de 8 fois le temps nécessaire pour une modélisation
compléte.

On peut conclure alors que, la réduction du modeéle en se basant sur la technique de la
perturbation, en évitant les itérations chronophages de la non-linéarité et la technique de la
bande en mouvement, permet un calcul précis et rapide des pertes de « cuivre »
instantanées et des distributions de la densité du courant dans chaque brin
individuellement. Elle peut étre utilisée dans les processus de conception et d’optimisation
des enroulements dans les systémes électromagnétiques a séveres contraintes énergétiques
telles que la machine a reluctance variable pour application en automobile.

4.3 Méthode de réduction du modele par la technique de la
perturbation dans le cas d’'un bobinage a conducteurs massifs

4.3.1 Application a un exemple de cas-test

Dans cette partie on veut étudier la validité de la méthode de la réduction du modele
par la technique de la perturbation dans le cas d’un bobinage a conducteurs massifs. Pour
commencer, on considere I'exemple d’un cas test simple: celui d’'un seul conducteur massif,
logé dans I'encoche d’un circuit magnétique comme le montre la figure 4.10.
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Figure 4.10 Cas-test: Conducteur solide logé dans I'encoche d’un circuit magnétique.

Le conducteur est alimenté par un courant périodique sinusoidal a alternances positives
uniquement (semblable a celui d’'une machine a réluctance variable) et de fréquence 300 Hz.
En premier lieu, un premier calcul de référence avec la méthode des éléments finis est
effectué sur le modele complet de ce systeme électromagnétique en supposant que le
conducteur étant le siége de la circulation des courants de Foucault ou la densité du courant

électrique est régie par la relation f = aaﬁ/at + oggrad(V). Le domaine complet du
systeme électromagnétique est nommé (), de frontiére [, (Figure 4.11). Une condition aux
limites de Dirichlet nulle est normalement imposée sur la frontiere T;,.

/ .

Ly

/

2
s
P |—

Figure 4. 11 Gauche: Modeéle complet a densité du courant uniforme. Droite: Modeéle réduit
de I'encoche ol on suppose la circulation des courants de Foucault.

En deuxiéme lieu, on utilise la méthode de la réduction du modele par la technique de la
perturbation. Elle consiste a faire un calcul préliminaire avec la méthode des éléments finis
sur le modele complet du systeme électromagnétique mais cette fois ci en supposant que la
densité du courant électrique est constante a travers la section du conducteur. Une fois ce
calcul effectué, on capte la solution du potentiel vecteur magnétique sur la frontiere I, du
domaine Q. de I’encoche. Cette solution est appliquée comme condition aux limites de
Dirichlet sur la frontiere I} afin de résoudre le probleme dans le modele réduit (1, de
I’encoche ol on suppose maintenant que le conducteur est a conductivité o telle que la
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densité du courant est maintenant f= aaﬁ/at +0’W(V). Normalement, le domaine
réduit est finement maillé (Figure 4.11). Cependant dans notre cas, pour simplifier le
probléme, on suppose que le maillage dans le modele réduit de I’encoche (), est équivalent
au maillage de I'encoche dans le modele complet a densité du courant uniforme. Ceci a pour
conséquence d’annuler I'erreur qui peut apparaitre suite a la projection par la méthode
classique de mortar de la solution du potentiel vecteur magnétique de la frontiere I, sur la
frontiere I.

4.3.2 Résultats et discussion

Pour tester la validité du modele réduit, on compare les pertes « cuivre »
instantanées calculées en post-traitement par le modéle complet de référence et le modele
réduit ainsi que la distribution de la densité du courant a travers la section du conducteur et
la distribution des lignes de champs magnétiques dans le domaine de I'encoche.

35, —+Modéle EF complet 11400
30- S¥-Modéle réduit (conditions aux limites de Dirichlet) 11200 <
=—Courant du conducteur 5
=25 ' +1000 §
20 800 %
2 £
© 15 1600
§ 2
510 400 %
5% 1200 3

Tempsens

Figure 4.12 Les pertes « cuivre » instantanées durant les deux périodes d’excitation calculées
par le modele complet de référence et le modeéle réduit sous les conditions aux limites de
Dirichlet.

K8

/<l
Densité du courant en A/mm?

Figure 4.13 Les trois distributions de la densité du courant électrique a travers la section du
conducteur calculées par le modéle complet a densité du courant uniforme (gauche), le
modele réduit sous les conditions aux limites de Dirichlet (milieu) et le modele complet de
référence (droite). Temps = 4.7 ms.
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Figure 4.14 Les cartes de distribution des lignes du champ magnétique a travers le domaine
de I'’encoche. Gauche: Modele complet a densité du courant uniforme. Milieu: Modele
réduit sous les conditions aux limites de Dirichlet. Droite: Modele complet de référence.
Temps =4.7 ms.

Sur la figure 4.12, les pertes « cuivre » instantanées calculées par le modele complet de
référence et le modele réduit résolu sous les conditions aux limites de Dirichlet sont tracées
en fonction du temps. On remarque que les conditions aux limites de Dirichlet récupérée du
modeéle complet résolu avec une densité du courant uniforme ne conviennent pas tres bien
pour la résolution du probléme réduit vu que les deux courbes de pertes « cuivre » sont tres
écartées l'une de I'autre. Elles ne sont pas similaires: I'erreur sur la valeur moyenne dépasse
le 50% alors que la valeur efficace de I’erreur instantanée approche 62%. L’écart significatif
entre les courbes de pertes « cuivre » du modeéle complet de référence et du modeéle réduit
revient a la construction non cohérente de la solution dans le domaine réduit de I'encoche.
Ceci se manifeste, en outre, par une erreur importante sur la distribution de la densité du
courant (Figure 4.13) et des lignes de champs magnétiques (Figure 4.14). Les figures 4.13 et
4.14 montrent respectivement la distribution de la densité du courant électrique a travers la
section du conducteur et la carte de répartition des lignes du champ magnétique a travers le
domaine de I'encoche a l'instant t = 4.7 ms. Cet instant correspond a la valeur maximale du
courant d’alimentation durant la deuxiéme période d’excitation (Figure 4.12).

Comme nous I'avons mentionné, 'application de la condition aux limites de Dirichlet ou en
d’autres termes, I'imposition de la solution du potentiel vecteur magnétique calculée dans le
modele complet, revient a imposer sur la frontiére de I'’encoche dans le modeéle réduit la
composante normale du champ magnétique obtenue lorsque le courant électrique
alimentant le conducteur est a densité du courant uniforme (Figure 4.15). Dans le cas
présent, cette pratique n’est pas satisfaisante.

En effet, lorsque le conducteur de conductivité o, est le siege des boucles des courants de
Foucault, ce courant sera déplacé vers la bordure supérieure du conducteur ou la densité du
courant électrique représente les valeurs les plus élevées (voir la distribution de la densité
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du courant a travers la section du conducteur dans le modele complet de référence sur la
figure 4.13). Cette modification de la densité du courant conduit a un déplacement
important des lignes du champ magnétique a travers le domaine de I'encoche (voir la
répartition des lignes du champ magnétique a travers le domaine de I’encoche sur la figure
4.14).

La figure 4.15 représente la distribution des lignes du champ magnétique a travers le
systeme complet pour une densité du courant uniforme. Puisque les lignes du champ
magnétique circulent presque dans la direction horizontale dans le domaine de I’encoche et
pénéetrent perpendiculairement a travers les bords du circuit magnétique (Figure 4.15), la
composante du champ magnétique normale a la frontiere de I'encoche sera alors la plus
modifiée suite au déplacement potentiel des lignes du champ magnétique. Ce phénomene
se voit clairement sur la figure 4.14 ou les déplacements des lignes du champ sont dus a la
circulation, a travers le conducteur, des courants additionnels de Foucault.

Figure 4.15 La distribution des lignes du champ magnétique lorsque le conducteur est
alimenté avec un courant a densité uniforme.

4.3.3 Correction de la composante normale du champ magnétique par une
condition aux limites de Neumann

Le fait alors d’imposer les conditions aux limites de Dirichlet sur le bord du domaine de
I’encoche empéche toute modification de la composante normale du champ magnétique et
constitue ainsi la cause principale de I'erreur importante dans la solution calculée dans le
modele réduit par rapport a la solution calculée dans le modele complet de référence. Pour
surmonter ce probleme, on remplace la condition aux limites de Dirichlet, sur la frontiere
commune avec le circuit magnétique, par une condition aux limites appropriée qui peut
corriger la composante normale du champ magnétique. C'est la condition aux limites de
Neumann [ADB+016a] [ADB+016b] [BSD008].
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4.3.3.1 Méthodologie

En effet, on remarque d’une part sur la figure 4.15, que les lignes du champ
magnétique sont quasi paralleles a la frontiere supérieure du domaine de I'encoche alors
gu’elles sont pratiquement perpendiculaires aux deux autres frontiéres a travers lesquelles
elles pénétrent dans le circuit magnétique. Méme a la suite des modifications de la densité
du courant suite a la circulation des boucles des courants de Foucault, ces lignes de champs
sont déplacées en conservant toujours les mémes directions globalement. On peut voir cela
clairement en comparant la distribution des lignes de champs a travers le domaine de
I’encoche du modeéle complet dans le cas d’une alimentation a densité du courant uniforme
et dans le cas du modéle complet de référence ol le conducteur est le siege des boucles
additionnelles des courants de Foucault (Figures 4.14 et 4.15). En partant d’autre part, des
deux notions qui disent que la condition aux limites de Dirichlet permet de fixer la
composante normale du champ magnétique et de corriger sa composante tangentielle sur la
frontiere du domaine étudié au cours de la résolution du probléme et que la condition aux
limites de Neumann permet au contraire de fixer la composante tangentielle et de corriger
la normale, la correction du modeéle réduit revient alors a décomposer la frontiere [} de
méme pour la frontiere I';, comme le montre la figure 4.16, en deux sous-frontieres [, en
bleu et I,y en rouge. Sur les frontiere I, et I}, on fixe respectivement les conditions aux
limites de Dirichlet et de Neumann déja calculées sur la frontiéere du domaine de I'’encoche
dans le modele complet oU la section du conducteur est parcourue par un courant a densité
uniforme.

Dl—

Figure 4.16 Gauche: Modele complet a densité du courant uniforme. Droite: Modeéle réduit
modifié de I’encoche ou la frontiere I,. est décomposée en deux sous frontieres I,.p et I.x
auxquelles on applique les conditions aux limites mixtes.

Pour expliquer la facon dont nous allons imposer les conditions de Neumann,
revenons quelques instants sur la formulation aux éléments finis. Dans le modele complet du
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systeme électromagnétique étudié (Figure 4.15), lorsque la densité du courant a travers la
section du conducteur est uniforme, son vecteur dirigé suivant I'axe des z est donné par
I’équation suivante :

J= ! (t) e (4.10)

L’équation de Maxwell-Ampére (1.1), en se servent des équations (1.4), (1.6) et
(1.14), s’écrit alors uniquement en terme du potentiel vecteur magnétique sous la forme de
I’équation scalaire suivante:
I(t

—div (V(At)grad(At)) =< (4.11)

La réluctivité v = v(A;) est dépendante de la solution potentiel vecteur magnétique
lorsque le circuit magnétique est a caractéristique B(H) non linéaire. Soit Ey, un ensemble
des fonctions Y dites fonctions tests ou de pondérations, quelconques et définies sur le
domaine (), du systeme électromagnétique étudié. La méthode des résidus pondérés
consiste, en utilisant I'’équation (4.11) et suite a une intégration par partie, a écrire
I’équation sous forme intégrale suivante :

ﬂﬂ (v(At)grad(l/J).grad(At)) dQ —jg vpgrad(A,).Rdl — .Uﬂ —dﬂ =0 (4.12)

Comme on a vu précédemment dans le chapitre 1, le deuxieme terme
56r vipgrad(A,).7dl’ de I'équation (4.12) est nul lorsque la condition aux limites imposée
u

sur la frontiere I, est une condition de Dirichlet nulle. Par contre, lorsqu’on se limite a écrire

I’équation (4.12) uniquement dans le domaine de I'encoche (). de frontiere I, on obtient
I’équation suivante :

ffﬂ (vgrad(t/)).grad(At)) dQ — ﬁ vwm(At).ﬁdF —f %dﬂ =0 (4.13)

Qc

Le domaine (). est a caractéristique magnétique B(H) linéaire ou en d’autres termes
la réluctivité v est indépendante de la solution potentiel vecteur magnétique. Le deuxieme

terme —¢ vipgrad(A,).7dl’ dans I'équation (4.13) ne peut pas étre nul, il représente la

Te
contribution de la composante tangentielle du champ magnétique sur la frontiére I, de
I’encoche. La discrétisation spatiale de la section 2D du domaine (. de I'encoche ainsi que la
formulation variationnelle de I'’équation (4.13) permettent d’obtenir le systéme matriciel
suivant :

[Sc1[Ac] = [F.] = [N.] (4.14)
[S.] est appelée la matrice de rigidité, elle est construite uniquement a travers le maillage du

domaine (1, de I’encoche, c’est une matrice symétrique, définie positive et creuse. Le
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vecteur [F,] est le terme source correspondant aux courants d’alimentation. Le vecteur [N,]
qui est non nul uniquement pour les nceuds de la frontiere I', de I'encoche, il représente la
contribution de la composante tangentielle du champ magnétique sur cette frontiére.

Dans la pratique, le calcul du vecteur [N.] peut se faire en utilisant uniquement les nceuds
appartenant a la bande de transition A du domaine de I’encoche (). La bande de transition
A du coté du domaine ()., comme la montre la figure 4.17, est I'ensemble des éléments du
domaine . qui possédent au moins un noeud en commun avec la frontiere I'.. Si on appelle
[A;a] la solution potentiel vecteur magnétique aux noeuds de la bande de transition, le
vecteur [N,] peut étre calculé alors en utilisant I’équation suivante :

[SCA] [AtA] - [Fc 1= [Nc] (4.15)

Ou la matrice [S.5] et le vecteur [F.5] contiennent respectivement les termes de la matrice
[S.] et du vecteur [F,] qui reviennent uniqguement aux nceuds de la bande A. Du vecteur [N,]
on peut retirer le vecteur [NCFCN] aux nceuds de la frontiére Iy, il représente la contribution
de la composante tangentielle du champ magnétique sur la frontiére I'.y.

Figure 4.17 La bande de transition A du domaine Q. de I’encoche.

D’une autre part, dans le modeéle réduit linéaire ou le conducteur est le siege des boucles des
courants de Foucault, le vecteur densité du courant est donné par I’équation suivante :

> aA
] = —(aa—tt + oAV)e, (4.16)

L’équation de Maxwell-Ampére (1.1), en se servant des équations (1.4), (1.6) et (1.14)
et en supposant une caractéristique magnétique linéaire H = vB, s’écrit alors dans le
domaine de I'encoche (), uniguement en terme du potentiel vecteur magnétique sous la
forme de I’équation scalaire suivante:

. —_— aAt
div (vgrad(At)) =o——+ oAV, (4.17)

La méthode des résidus pondérés consiste, en utilisant I'équation (4.17) et suite a
une intégration par partie, a écrire I’équation sous forme intégrale suivante :
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ﬂn (vgrad(lp).grad(At)) dQ — f vpgrad(A,).AdT

I

T

" (4.18)
94,
+ff 1/)0—dﬂ+ff YolAV,dQL =0
o, Ot Q

La frontiere I, est décomposée en deux sous-frontieres I, et [}y, le deuxieme
terme de I'équation (4.18) s’écrit alors :

_‘}g vpgrad(A,).7dl = jﬁ
r

T I"rD

vpgrad(A,).Adr + jﬁ vpgrad(A,). Adr (4.19)
Trn

Sur la frontiére I.p, on impose la solution calculée dans le modéle complet a densité
du courant uniforme sur la bordure supérieure de la frontiere du domaine de I'encoche (}..
Ceci revient en d’autres termes a imposer une conditions aux limites de Dirichlet sur [.. Les
valeurs du potentiel vecteur magnétique sont alors connues sur les nceuds de la frontiére
[p, il n’est plus alors nécessaire d’utiliser les équations relatives a ces nceuds. Par la suite,
des fonctions de forme nulles peuvent étre attribuées a la frontiére I}.p, et le terme

sﬁw vipgrad(A,).ndrl devient alors nul.

_
Il reste alors a calculer le deuxieme terme 931, vipgrad(A,).ndl’ qui représente la
rN

contribution de la composante tangentielle du champ magnétique sur la frontiere I.y. La
discrétisation spatiale de la section 2D du domaine (), de I'encoche dans le modéle réduit
ainsi que la formulation variationnelle de I'équation (4.19) et l'utilisation de la formule
d’Euler implicite pour la discrétisation en temps permettent d’obtenir le systeme matriciel
suivant :

[T ] [7;]

A [A] + [D,][AV:] = == [A¢—as] + [N,"™] (4.20)

(5,114 + =

Le vecteur [Nrr”"] représente la contribution de la composante tangentielle du
champ magnétique sur les noeuds de la frontiere I.y. De la frontiere I, on capte la solution
du potentiel vecteur magnétique sur les nceuds de cette frontiere pour les appliquer comme
conditions aux limites de Dirichlet directement si les maillages de (). et (), sont conformes
ou d’appliquer leurs projections sur les nceuds de la frontiere I',p dans le cas contraire des
maillages non conformes. Dans ce cas on utilise, par analogie aux équations (4.1), (4.2) et
(4.3), la projection de mortar donnée par I'équation suivante :

[4."] = [QI[A,""] (4.21)

Ou [AtFTD] et [AtFCD] sont respectivement la solution du potentiel vecteur magnétique sur
les noeuds des frontieres I, et I'.p.

D’autre part, pour imposer la condition aux limites de Neumann sur la frontiere I,y ou en
d’autres termes pour imposer la composante tangentielle du champ magnétique sur cette
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frontiere, si les deux maillages des deux domaines Q. et (), sont conformes, il suffit
d’égaliser les deux termes suivants [Nrr“"] = [NCFCN]. Par contre, si les deux maillages ne
sont pas conformes et ainsi les deux bandes de transitions ne sont pas identiques on peut
projeter la solution potentiel vecteur magnétique [A.p] aux nceuds de la bande de
transition A du domaine (1. vers les nceuds de la bande de transition A, du domaine (1, pour
obtenir la solution [A;-4] aux nceuds de cette bande. La méthode de mortar est toujours
utilisée pour réaliser cette projection. Le vecteur [N,] peut étre calculé alors par I’équation
suivante :

[Nr] = [SuA] [AtrA] - [FrA] (4.22)

Ou la matrice [S,5] et le vecteur [F,,] renferment les termes de la matrice de rigidité [S, ] et
du vecteur terme source [F,] construites tous les deux sur le maillage fin du domaine (, et
qui reviennent uniquement aux noceuds de la bande A,. Du vecteur [N,] on peut retirer le
vecteur [Nrr”"] aux nceuds de la frontiere I,y et qui représente la contribution de la
composante tangentielle du champ magnétique sur la frontiere I.y. Le vecteur [Nrr”"]
lorsqu’on le remplace par cette valeur calculée a partir de la solution potentiel vecteur du
modele complet a densité du courant uniforme permet d’'imposer une condition aux limites
de Neumann sur la frontiere Iy ou en d’autres termes, permet d’imposer la composante
tangentielle du champ magnétique a travers la frontiere I,y du modéle complet a densité du
courant uniforme sur la frontiere I,y. Le probléme réduit s’avere alors un probleme auquel
on impose deux conditions aux limites, I'une de Dirichlet sur la frontiere I, qui permet de
fixer la composante normale du champ magnétique et de corriger sa composante
tangentielle et I'autre de Neumann sur la frontiere Iy qui permet au contraire de fixer la
composante tangentielle et corriger la composante normale, il s’agit alors d’'un modéle
réduit a conditions aux limites mixtes.

4.3.3.2 Traitement du cas des maillages non conformes

Si les maillages des deux domaines (). et (), ne sont pas conformes (Figure 4.18), les bandes
A, et A, ne sont plus identiques, et ainsi une projection de la solution par la méthode de
mortar est nécessaire.

>
a

Figure 4.18 Exemple de deux bandes de transitions construites sur deux domaine de la
méme encoche mais a deux maillages différentes non conforme.
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Cette derniere se fait d’une facon analogue a celle expliquée dans la partie précédente
lorsqu’on était dans le cas de la projection de la solution d’une frontiére vers une autre
frontiere différemment discrétisée. La différence maintenant est que le vecteur solution a
projeter [A;.a] est le vecteur solution potentiel vecteur magnétique sur les nceuds des
éléments triangulaires de la bande A.. Ce vecteur doit se projeter en utilisant la méthode de
mortar classique sur les nceuds des éléments triangulaires de la bande A, dans le domaine
de I'encoche du modeéle réduit pour obtenir le vecteur solution sur la bande [Aga].

Le vecteur [A;.a] peut s’écrire alors comme fonction du vectuer [Ag4] en utilisant les
relations équivalentes suivantes :

[RallA¢ral = [CallAtcal (4.23)
[Aeral = [Ra] ' [CallAgeal (4.24)
[Aeral = [Qall[Atcal (4.25)

Les matrices [Rp] et [Ca] peuvent étre calculées en utilisant les intégrales surfaciques

suivants a travers la bande A qui représente I'une des deux frontieres A ou A, :

rAi,j = J‘Allil l/J]dF (426)

CAi,j = jll)l (pde (427)
A

Ou les coefficients 1; ; et c; ; sont respectivement les coefficients des matrice [R,] et [Cy]
correspondant a la ligne i et la colonne j. La fonction i; est la fonction de forme nodale sur
les éléments triangulaires de la bande A, connectés au nceud i qui appartient aux nceuds de
discrétisation de cette bande. y; est la fonction de forme non nulle au noeud i. Par analogie,
La fonction ¢; est la fonction de forme sur les éléments triangulaires de la bande A,
connectés au nceud j. Lorsque le nombre total des nceuds de la bande A, est n et le nombre
des nceuds de la bande A, est p, les matrices [R)] et [C,] ont alors comme dimensions
(n X n) et (n X p) respectivement.

Si on considere un élément triangulaire quelconque sur la frontiere A formé par les trois
noeuds 1, 2 et 3 de coordonnées en 2d (xq,Y1), (x2,¥2) et (x3,y3) respectivement (Figure
4.19), les fonctions de formes sur ce triangle sont données par :

_ ( aix+byy +c¢; silepoint (x,y) estinclus dans le traingle
A y) = { 0 si le point (x, y) est en dehors du traingle (4.28)
1 si i=j

La fonction de forme non nulle au nceuds i est alors la fonction A;. Pour calculer les
intégrales de surface dans les équations (4.26) et (4.27) afin de déterminer les termes des
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matrices [R,] et [Ca], on utilise la méthode numérique de quadrature qui permet d’évaluer
la valeur d’une intégrale de maniére approchée.

1(X1, J’1)
2(x2,¥2)

3(x3,¥3)
Figure 4.19 Un élément triangulaire de la bande A formé par les nceuds 1, 2 et 3.

En 2D, une intégrale de la fonction f(x,y) sur un élément triangulaire par exemple celui de
la figure (4.19) s’obtient en utilisant la méthode de quadrature par la formule suivante :

JJ e = i wif (1) (4.30

Les points n; inclus dans I'élément triangulaire A® sont appelés les points de Gauss-Lobatto
ou les nceuds de quadrature et les coefficients réels w; sont les poids de quadrature
associés. m représente le nombre de ces points, dans notre cas on choisit m = 4. Pour une
quadrature d’ordre de précision 3, les 4 points de Gauss-Lobatto P;, P,, P; et P, (Figure 4.20)
choisis dans le triangle élémentaire A® avec leurs poids de quadrature associés sont donnés
par le tableau 4.3 suivant :

Tableau 4.3 Points de Gauss-Lobatto et les poids associés pour la quadrature d’ordre 3 sur le
traiangle élémentaire A®; X5, = (x5 — x1), X31 = (X3 — x1), Yo1 = (V2 — Y1),
Y31 = (3 — ¥1), et & = [Xp1 Y31 — X351 Y24

Points de Gauss-Lobatto Poids associés
1 1
xPl 3*X21+§*X31+x1 _z
1 1 48
Yp, = 3*Y21+§*Y31+J’1
1 3
xPZ 5*X21+§*X31+x1 E
1 3 48
Yp, = 5*Y21+§*Y31+J’1
1 1
Xp, = 5*X21 5*X31+x1 E
1 1 48
J’P3:§ Y21+§*Y31+3’1
3 1
x4:§*X21+§*X31+x1 25
3 1 48
Yp, :g*Y21+§*Y31+3’1
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1(x1,¥1)
Z(xz, yZ)

3(x3,¥3)
Figure 4.20 Les quatre points de Gauss-Lobatto localisés sur le triangle A®.

Dans notre cas, les deux domaines de I'encoche (). et (), dans le modéele complet a densité
du courant uniforme et dans le modeéle réduit respectivement sont discrétisés avec le méme
maillage. Ceci permet d’annuler I'erreur qui peut étre due a la projection de la solution
potentiel vecteur magnétique de la bande A, vers la bande A,. Le cas des maillages non
conformes sera étudié dans la section suivante 4.3.4 pour une application plus réaliste a la
machine a reluctance variable. Lorsque le modele complet a densité du courant uniforme
est résolu, on capte l'information de la frontiere I'; a partir de laquelle le potentiel vecteur
magnétique sur la frontiere I';p et sa dérivée par rapport a la normale de la frontiere I'.y
sont imposées comme conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann respectivement sur
les deux frontieres I, et [y du domaine (), de I'encoche. On rappelle que le fait d'imposer
le potentiel vecteur magnétique sur la frontiere [, revient a imposer la composante
normale du champ magnétique et corriger la composante tangentielle alors que le fait
d’'imposer la dérivée du potentiel vecteur magnétique suivant la direction normale revient
au contraire a imposer la composante tangentielle du champ magnétique et permet de
corriger sa composante normale.

Le modele réduit consiste a résoudre le probléme électromagnétique par la méthode des
éléments finis uniguement dans le domaine de I'’encoche. On intégre le conducteur a
conductivité o et on impose sur la frontiére les conditions aux limites mixtes de Neumann et
de Dirichlet. Une fois les conditions aux limites imposées, le probleme du modeéle réduit peut
étre alors résolu. Pour évaluer la précision du modeéle réduit, sa solution est comparée a la
solution du modele complet de référence. Le modeéle complet de référence est le modele
complet résolu par la méthode des éléments finis du systéeme électromagnétique étudié ou
le conducteur logé dans I'encoche a une conductivité o.

4.3.3.3 Résultats et discussion

La figure 4.21 représente les pertes « cuivre » totales dissipées dans le conducteur. Elles sont
calculées respectivement par le modéle complet de référence, le modele réduit sous les
conditions aux limites pur Dirichlet et le modele réduit sous les conditions aux limites mixtes
de Neumann-Dirichlet. La courbe des pertes « cuivre » du modele réduit sous la condition de
Dirichlet est, comme nous I'avons vu précédemment, clairement éloignée de la courbe des
pertes « cuivre » de référence, avec une erreur quadratique de 'ordre de 62%.
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35 -|—Modé|e EF complet ~1400
=¥ Modéle réduit (conditions aux limites de Dirichlet) <
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Figure 4.21 Les pertes « cuivre » instantanées durant les deux périodes d’excitation calculées
par le modele complet et le modeéle réduit sous les conditions aux limites mixtes.

Le modeéle réduit modifié a conditions aux limites mixtes permet de corriger cette erreur
telle que la courbe de perte est ostensiblement conforme avec la courbe de perte de
référence avec une erreur quadratique sur les valeurs instantanées tres faibles qui ne
dépassent pas 0.01%.

Densité du courant en A/mm?

Figure 4.22 Les deux distributions de la densité du courant électrique a travers la section du
conducteur calculées par le modele complet de référence (gauche) et le modele réduit sous
les conditions aux limites mixtes (droite). Temps = 4.7 ms.

Sur la figure 4.22 on représente les deux distributions de la densité du courant électrique
calculées par le modeéle réduit et le modele complet de référence respectivement. Cette
densité du courant est calculée a l'instant T = 4.7 ms ol le courant d’alimentation
représente sa valeur maximale durant la deuxieme période d’excitation. La différence entre
la distribution de la densité du courant électrique du modeéle réduit et du modele complet de
référence est tres faible, voir difficilement détectable. On remarque ainsi que la précision du
modele réduit résolu sous les conditions aux limites mixtes est excellente, sa solution est
pratiguement superposée avec la solution du modele de référence. La condition aux limites
de Neumann sur la frontiere I, de 'encoche commune avec le circuit magnétique permet
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de corriger la composante normale du champ magnétique qui en pénetre a travers cette
frontiere. Cette correction de la composante normale du champ magnétique a permis une
prise en compte de la déviation des lignes du champ magnétique dans le domaine de
I’encoche. Cette déviation du courant est du au déplacement du courant dans le conducteur
vers sa bordure supérieure suite a la variation de la densité du courant a travers sa section
qui est due a son tour a la circulation des boucles des courants induits additionnelles de
Foucault (Figure 4.22). Sur la figure 4.23 on représente les trois distributions des lignes du
champ magnétique dans le domaine de I'encoche du modele complet a densité du courant
uniforme, du modeéle réduit sous les conditions aux limites mixtes et du modele complet de
référence.

s
m ¥ m
* *
- » - »
* *
s " e . LI * .
L O L T S T L A L P . R T
- L * o *
* LI LA *

. » - - - - ® & & Bmaw L R - * * - LR N R . » - - - - # 8

Figure 4.23 Les cartes de distribution des lignes du champ magnétique a travers le domaine
de I'encoche. Gauche: Modeéle complet a densité du courant uniforme. Milieu: Modele
réduit sous les conditions aux limites mixtes. Droite: Modele complet de référence. Temps =
4.7 ms.

Le déplacement des lignes du champ magnétique dans le modéle complet a courants induits
par rapport aux lignes du champ magnétique du modele complet a densité du courant
uniforme a été prise en compte dans le modeéle réduit par I'intermédiaire de la condition aux
limites de Neumann sur la frontiere I[}.y. Les deux distributions des lignes du champ dans le
modele complet de référence et le modele réduit, a travers le domaine de I'encoche, sont
identiques. Ceci indique d’une part véritablement la compatibilité entre la solution du
modele réduit avec la solution du modéle complet de référence et souligne d’'une autre part
le fait que la modification des lignes du champ magnétique sortant de I'encoche grace a la
circulation des boucles des courants de Foucault peut étre bien représentée et interprétée
dans le modele réduit au moyen de la condition aux limites imposée de Neumann.

4.3.4 Application a la machine a réluctance variable

Comme on a vu précédemment, la méthode de réduction du modele par la technique
de la perturbation, dans le cas des bobinages a conducteurs massifs logés dans des encoches
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du circuit magnétique, n’est efficace que si elle permet d’attribuer au domaine réduit de
I’encoche des conditions aux limites mixtes de Neumann-Dirichlet. Des conditions aux limites
de type Neumann permettent la correction de la composante normale du champ
magnétique sur la frontiere du domaine. Cette déviation est la conséquence de la circulation
des boucles de courants additionnelles de Foucault qui favorisent la non-homogénéité de la
distribution de la densité du courant et entrainent alors le déplacement du courant a travers
la section des conducteurs massifs.

4.3.4.1 Position du probléeme et méthodologie

L'exemple étudié dans la partie précédente était un exemple simple ou il s’agissait
d’un seul conducteur massif logé dans I'encoche d’un circuit magnétique symétrique. On
souhaite par contre dans cette partie appliquer la méthode de réduction du modéle par la
technique de la perturbation sur I'exemple de la machine a réluctance variable. Dans cet
exemple, il y a le mouvement du rotor qui vient s’ajouter pour modifier a son tour la
déviation des lignes du champ a travers le domaine de I'encoche. Le bobinage de la machine
est formé de 18 spires par dent et alimenté par le courant I(t). Chaque spire est formée
d’un conducteur massif a section transversale rectangulaire de surface s qui peut étre
dimensionné de différentes manieres donnant la possibilité d’avoir six différentes
configurations d’enroulement ou en d’autres termes six différentes géométries de
distribution des conducteurs dans le domaine d’encochage de la machine (Figure 4.24).

(1x18) (18x1) (3x6)

(6x3) (9x2) (2x9)

Figure 4.24 Les 6 dispositions possibles des conducteurs dans I’encoche le machine dans le
cas d’un bobinage a 18 spires par dents.

Les pertes « cuivre » sont la somme des pertes Ohm classiques et des pertes additionnelles
par courants de Foucault. Ces dernieres lorsqu’elles existent avec une proportion
importante, conduisent a dégrader fatalement le rendement de la machine. En se basant sur
I’hypothese qui dit que les pertes par courant de Foucault sont fortement corrélées a la
configuration de I’enroulement, il est alors fortement recommandé de choisir la
configuration optimale. D’'une part, la méthode de discrétisation par éléments finis
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lorsqu’elle modélise la non linéarité du circuit magnétique par les itérations de Newton-
Raphson, prend en compte le mouvement du rotor par la technique de la bande de
mouvement, et adapte un maillage fin dans les matériaux conducteurs, permet, comme on a
déja vérifié dans le chapitre 2, une bonne interprétation du phénomene des courants de
Foucault et ainsi un calcul précis des pertes « cuivre » totales dans la machine. Le calcul par
éléments finis aboutit généralement a une grande capacité de stockage et un temps de
calcul conséquent, il entrave ainsi tout processus de conception et d’optimisation de la
configuration de I'enroulement en termes de pertes « cuivre ». D’autre part, La méthode
analytique lorsqu’elle travaille sous des hypotheses simplificatrices réductrices de la
complexité du probléme telle que a titres d’exemples, sans s’y limiter, la négligence de la
non linéarité du circuit magnétique et le mouvement du rotor, elle réduit considérablement
le temps de calcul mais perd simultanément I'intérét de calculer avec une précision acceptée
les pertes cuivres dans les enroulements des machines. La méthode de réduction du modéle
par la technique de la perturbation, en adaptant les conditions aux limites appropriées sur la
frontiére du domaine réduit, est proposée alors comme un compromis. Pour éviter pour
chaque nouvelle configuration d’enroulement ou aprés chaque modification de Ia
conductivité du matériau conducteur un calcul par éléments finis du modele complet non
linéaire de la machine, un seul calcul par éléments finis du modele complet non linéaire de la
machine avec un maillage grossier, un bobinage simplifié et une densité du courant
uniforme est nécessaire. Le bobinage simplifié est constitué d’une seule spire massive ou en
d’autres termes de deux conducteurs massifs d’aller et de retour de surface S =18 s
chacun et alimentée par le courant 18 * I(t) (Figure 4.25).

Figure 4.25 Modele complet de la machine a bobinage simplifié a une seule spire par dent et
une densité du courant uniforme.

Une fois ce modele résolu, on capte I'information sur la frontiere du domaine de I'encoche
gue ce soit la composante normale de I'induction magnétique ou la composante tangentielle
du champ magnétique. Ces deux composantes sont appliguées comme des conditions aux
limites de Dirichlet ou de Neumann respectivement a travers la frontiere du domaine de
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I’encoche ou on integre maintenant la configuration géométrique réelle de I’'enroulement.
Contrairement au modele grossier ol le bobinage simplifié était alimenté par un courant a
densité uniformément répartie, le bobinage réel du domaine réduit est constitué d'un
matériau conducteur a conductivité o, il est donc le siege des courants additionnels de
Foucault. Le modeéle réduit consiste alors a résoudre par la méthode des éléments finis le
probleme électromagnétique uniquement dans le domaine linéaire de I'encoche. Les
conducteurs d’aller et de retour du méme bobinage ne voient pas les mémes influences
électromagnétiques et développent ainsi des pertes par courant de Foucault différentes. Les
deux domaines de I'encoche de part et d’autre de la dent du stator sont alors modélisés
pour obtenir la valeur des pertes « cuivre » totales du bobinage. Il faut noter que les
conducteurs d’aller et de retour dans les deux encoches, appartiennent au méme bobinage
et sont alimentés par le méme courant I(t). Cependant, ces conducteurs ne voient pas les
mémes influences électromagnétiques parce qu’en fait, grace a la saillance du rotor, ces
conducteurs, a la méme valeur du courant, ne voient pas la méme position des deux dents
du rotor les plus proches. En résumé, lorsque le modele complet a densité du courant
uniforme est résolu, on capte alors I'information sur les frontieres I,; et I, des deux
domaines de I'encoche Q. et (., afin d’étre attribuée comme condition aux limites de
Neumann et de Dirichlet sur les frontieres I, et I}, des deux domaines de I’encoche (},.; et
Q,, ou on integre les conducteurs d’aller et de retour respectivement (Figure 4.26).

Fr FT'Z

1 = A

(1 o

Figure 4.26 Modele réduit des deux encoches de la machine intégrant respectivement les
conducteurs d’aller et de retour du bobinage réelle (configuration (3X6)) ou on suppose la
circulation des courants de Foucault.

Sur I'exemple du cas test de la partie précédente, le fait d’ajouter une condition aux limites
de Neumann sur la frontiere du domaine de I'encoche [,y commune avec le circuit
magnétique, permet de corriger la composante normale du champ magnétique sur cette
frontiere. Ceci avait pour conséquence de prendre en compte le déplacement intense des
lighes du champ magnétique qui peut avoir lieu grace a la circulation des boucles
additionnelles des courants du Foucault. La condition de type Neumann est la condition aux
limites appropriée sur la frontiere Iy, puisque les lignes du champ magnétique pénétrant
dans le circuit magnétique sont quasi perpendiculaires a cette frontiére. Les lighes du champ
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magnétique étant quasi paralléles a la frontiére I}p, la condition aux limites de Dirichlet
correspond parfaitement sur cette frontiére.

La figure 4.27 représente la distribution des lignes du champ magnétique a travers une demi-
section de la machine a réluctance variable dans le cas d’un bobinage simplifié a densité du
courant uniforme. Sur cette figure, on remarque, également a I'exemple précédent du cas-
test, que les lignes du champ magnétique pénetrent sous une direction quasi-
perpendiculaire a travers la frontiere commune au circuit magnétique. De méme, sur la
frontiere qui est localisée du coté de I’entrefer, les lignes du champ magnétique traversent
qguasi-perpendiculairement cette frontiere pour joindre la dent du rotor qui passe a la
proximité. Sur la frontiere de I’encoche, les lignes du champ magnétique sortent
perpendiculairement pour joindre le circuit magnétique fixe du stator ou mobile du rotor, la
condition aux limites de Neumann est alors la condition qui va étre imposée sur l'intégralité
de cette frontiére pour permettre la correction de la composante normale du champ
magnétique. Cette composante est prévue d’étre largement modifiée lorsqu’on intégre la
configuration d’enroulement réelle de conductivité o dans le domaine de I'encoche du
modéle réduit. Pour s’assurer que la solution a chaque pas de temps ne soit pas quelconque
et imposer alors le fait que le probléme réduit intégrant la configuration réelle de
I’enroulement soit une correction de la solution dans I’encoche du modele complet a densité
du courant uniforme, il faut imposer la valeur du potentiel vecteur magnétique en un seul
nceud sur la frontiere. C'est la valeur du potentiel vecteur magnétique qui a été calculée
dans le modele complet a densité du courant uniforme en ce méme nceud. Ce nceud est
généralement choisi sur un coin de I'’encoche pour qu’il ne varie pas en changeant la densité
du maillage du domaine de I'encoche. Le fait d’'imposer le potentiel vecteur magnétique, en
un seul nceud, revient donc a imposer une condition aux limites de Dirichlet en ce nceud, et
le probleme réduit dans le domaine de I'’encoche sera résolu alors sous les conditions aux
limites mixtes de Neumann-Dirichlet.

Figure 4.27 Distribution des lignes du champ magnétique dans le cas d’une machine a
bobinage simplifié pour une position donnée du rotor (6, = 60° électrique).
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Normalement, les maillages des encoches dans le modele complet a densité du courant
uniforme et dans le modeéle réduit ol on intégre la configuration réelle de I'’enroulement, ne
sont pas conformes (Figure 4.28 et 4.29).

Figure 4.28 Maillage grossier d’'une demi-section de la machine a bobinage simplifié.

Figure 4.29 Maillage fin dans les modeéles réduits des encoches ol on integre les conducteurs
d’aller et de retour de la configuration géométrique de I'enroulement (3X6).

Ceci est du au fait que le modéle complet est a densité du courant uniforme, ainsi un
maillage grossier du conducteur est suffisant. Tandis que dans le modeéle réduit, on integre le
bobinage a conductivité o dans le domaine de I'’encoche et un maillage fin est pratiqguement
nécessaire pour prendre en compte les effets des courants de Foucault. Un maillage
différent dans les deux domaines implique des discrétisations différentes de leurs frontieres.
Pour la condition de Dirichlet, la valeur du potentiel vecteur est imposée en un seul nceud de
la frontiére, aucune projection est alors nécessaire par contre pour projeter la composante
tangentielle du champ magnétique afin de I'appliguer comme une condition aux limites de
Neumann sur la frontiere du modele réduit, la projection de mortar est utilisée : la solution
du potentiel vecteur magnétique est alors projetée de la bande de transition du domaine de
I’encoche dans le modéle complet vers la bande de transition de celui dans le modeéle réduit.
La bande de transition étant la bande ou la couche des éléments triangulaires de maillage
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incluses dans le domaine de I’encoche et ayant des nceuds en commun avec la frontiére du
domaine de I'encoche. Une fois, I'information est captée des frontieres I';; et I'., des deux
domaines de I'encoche Q. et Q.,, elle sera projetée sur les frontieres I}, et [},. Le
probléme réduit dans les domaines de I'encoche (), et Q,, pourra étre résolu ainsi pour
chaque nouvelle configuration réelle de I'enroulement.

4.3.4.2 Résultats et discussion

Pour valider le modele réduit et apprécier sa précision, on compare sa solution dans les deux
encoches intégrant les conducteurs d’aller et de retour avec la solution calculée par le
modeéle complet de la machine (Figure 4.30). Ce modele complet non linéaire, dit de
référence, intégre la configuration réelle de I'enroulement a conductivité o qui est alors le
siege des boucles additionnelles de courants de Foucault.

Figure 4.30 Modele complet de la machine avec un bobinage réelle (configuration (3x6)) et
une densité du courant électrique incluant les courants induits de Foucault.

Entre le modele complet de référence et le modele réduit, les grandeurs comparées sont :

a. les pertes « cuivre » totales instantanées dans les conducteurs d’aller et de retour.

b. les pertes « cuivre » locales instantanées dans les six conducteurs critiques a la
proximité de I'entrefer.

c. la distribution de la densité du courant électrique dans les conducteurs d’aller et de
retour a la position du rotor qui représente le plus de pertes.

d. la distribution des lignes du champ magnétique a travers les deux domaines des
encoches a gauche et a droite intégrant les conducteurs d’aller et de retour
respectivement a cette méme position du rotor.

Les six conducteurs critiques d’aller et de retour sont les conducteurs qui représentent le
plus des pertes additionnelles par courants de Foucault, ils sont localisés a la proximité de
I'entrefer. Les positions du rotor auxquelles les pertes « cuivre » instantanées représentent

125



4 Réduction du modéle par la technique de la perturbation

leur maximum dans les conducteurs d’aller et de retour sont respectivement en degré
électrique 6,; = 45° et 6,, = 48°. Sur les figures 4.31 et 4.35, on trace respectivement les
pertes « cuivre » dissipées dans les conducteur d’aller et de retour respectivement. Ces
pertes dans chaque cas sont calculées par le modele complet de référence et le modele
réduit dans le domaine de I'encoche. Les courbes calculées par le modele complet de
référence et le modele réduit se superposent l'une sur l'autre, elles sont largement
congruentes avec une erreur quadratique tres faible de g.5 = 1.53% et &,5 = 1.87% dans
les conducteurs d’aller et de retour respectivement. Lorsque les valeurs moyennes des
pertes « cuivre » dans les conducteurs d’aller et de retour calculées par le modele complet
de référence sont < Pcuivre — MEFC >= 66.04 W et < Pcuivre — MEFC >= 79.3 W, le
modele réduit sous les conditions aux limites mixtes indique les valeurs suivantes
< Pcuivre — MRCLM >= 64.74 W et < Pcuivre — MRCLM >= 79.02 W avec une erreur
trés légére sur la valeur moyenne de ¢, = 0.46% et ¢,, = 0.35% respectivement. Il faut
noter que les abréviations MEFC et MRCLM correspondent respectivement a “modeéle
éléments finis complet” et “modele réduit sous les conditions aux limites mixtes”. Les
résultats du modeéle réduit sont trés satisfaisants, pas seulement au niveau des pertes
totales, mais pareillement au niveau des pertes locales dans les différents conducteurs
individuels et plus particulierement dans les conducteurs critiques qui sont localisés a la
proximité de I'entrefer et qui présentent le plus de pertes. Les pertes « cuivre » locales
instantanées produites par ces 6 conducteurs d’aller et de retour sont tracées
respectivement sur les figures 4.32 et 4.36. On remarque que ces pertes calculées par le
modele réduit présentent des courbes qui correspondent aisément a celles calculées par le
modele complet de référence avec des erreurs efficaces faibles et des erreurs sur la valeur
moyenne qui ne dépassent pas le 1%.

De point de vue grandeurs locales telles que la densité du courant électrique, les figures 4.33
et 4.37 donnent la distribution de la densité du courant électrique a travers le maillage des
conducteurs d’aller et de retour respectivement. Ce calcul de la distribution de la densité du
courant est effectué a la position du rotor ou les pertes « cuivre » présentent leur valeur
maximale de pertes. La différence entre les distributions de la densité du courant électrique
calculées par le modeéle complet de référence et le modele réduit est particulierement faible
d’une facon qu’on ne peut pas la remarquer. Les figures 4.34 et 4.38 représentent les cartes
de distribution des lignes du champ magnétique a travers les domaines des encoches
localisés de part et d’autre de la dent du stator et qui renferment respectivement les
conducteur d’aller et de retour de la configuration d’enroulement (3 X 6). La distribution des
lignes du champ dans les domaine des encoches sont quasiment identiques dans le modele
complet de référence et dans le modeéle réduit, ce qui montre d’une part I'importante
coincidence entre les deux solutions calculées par le modéle réduit et le modéle complet de
référence. Cela souligne d’une autre part le fait que la modification des lignes du champ
magnétique sortant de I'encoche grace a la circulation des boucles des courants de Foucault
peut étre bien prise en compte dans le modele réduit par la condition aux limites de type
Neumann qui permet la correction de la composante normale du champ magnétique.
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Figure 4.32 Les pertes « cuivre » instantanées locales dans les 6 conducteurs d’aller critiques
au voisinage de I'entrefer de la configuration d’enroulement (3x6) calculées par le modéle
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Figure 4.33 Les deux distributions de la densité du courant électrique a travers la section du
conducteur d’aller de la configuration d’enroulement (3X6) calculées par le modeéle complet
de référence (gauche) et le modele réduit (droite). Position du rotor 8, = 45° électriques.
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Figure 4.34 Les cartes de distribution des lignes du champ magnétique a travers le domaine
de I'’encoche intégrant les conducteurs d’aller de la configuration d’enroulement (3X6).
Gauche: Modéle réduit. Droite: Modéle complet de référence. Position du rotor 8, = 45°
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Figure 4.35 Les pertes « cuivre » instantanées dans les conducteurs de retour de la
configuration d’enroulement (3x6) calculées par le modele complet et le modéle réduit.
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Figure 4. 36 Les pertes « cuivre » instantanées locales dans les 6 conducteurs de retour
critiques au voisinage de I'entrefer de la configuration d’enroulement (3x6) calculées par le
modele complet et le modele réduit.
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Figure 4. 37 Les deux distributions de la densité du courant électrique a travers la section du
conducteur de retour de la configuration d’enroulement (3x6) calculées par le modéle
complet de référence (gauche) et le modele réduit (droite). Position du rotor 8, = 48°
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Figure 4.38 Les cartes de distribution des lignes du champ magnétique a travers le domaine
de I'encoche intégrant les conducteurs de retour de la configuration (3X6). Gauche: Modéle
réduit. Droite: Modéle complet de référence. Position du rotor 8, = 48° électriques.

Le méme calcul a été fait pour les autres configurations d’enroulement (1x18) qui représente
la disposition en spires verticales, (2x9), (6x3), (9x2) et (18x1) qui représentent a son tour la
disposition en spires horizontales. Les pertes « cuivre » développées dans les conducteurs
d’aller et de retour de ces différentes configurations sont représentées sur les figures (4.39),
(4.40), (4.41), (4.42) et (4.43) respectivement. Ces courbes de pertes qui sont calculées par le
modele complet de référence et le modele réduit se correspondent largement avec des
erreurs efficaces et des erreurs sur la valeur moyenne tres faibles. Ceci montre clairement
I’efficacité et la précision du modeéle réduit dans le calcul des effets électromagnétiques des
courants de Foucault dans les encoches des machines telles que la machine a réluctance
variable. Les valeurs moyennes des pertes « cuivre » dans les conducteurs d’aller et de
retour pour les différentes configurations d’enroulement calculées par le modele complet de
référence et le modele réduit sont synthétisées dans le tableau 4.4. Ce tableau représente
en plus, les valeurs de I'erreur relative efficace (erreur quadratique) &.5 et I'erreur sur la
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valeur moyenne g,,. L'erreur efficace représente la valeur efficace de I'erreur sur les valeurs
instantanées.

De point de vue accélération en temps de calcul, on peut dire que, par analogie a la
réduction du modeéle qui a été employée dans le cas des spires a conducteurs en fils de Litz,
I'accélération en temps de calcul en se servant de I'équation (4.9) peut étre donnée par
Prea = nT./(aT, + nT,). La résolution du modele complet non-linéaire de référence
(modele magnétodynamique) se fait en T, = 43 minutes. Par contre, La résolution du
modele complet non linéaire a bobinage simplifié, avec une densité de courant uniforme
(magnétostatique) et un maillage grossier est réalisée en 18 minutes. Le coefficient a peut
étre calculé ainsi: @ = 18/43 = 0.4. Le modele réduit est linéaire, sa résolution est alors
trés rapide, elle se fait en T, = 27 secondes. Dans notre cas, on veut étudier n =6
différentes configurations géométriques d’enroulement (Figure 4.24), et du coup, on tombe
alors sur un gain important en temps de calcul qui est de I'ordre de 15. En évitant ainsi une
modélisation compléte non linéaire de la machine pour chacune des six différentes
configurations géométriques de I’enroulement, la réduction du modele permet de
déterminer la configuration d’enroulement optimale (configuration en spires horizontales
(18x1)) avec une accélération de 15 fois en temps de calcul et une erreur quadratique faible
qui ne dépasse pas les 3%.
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Figure 4.39 Les pertes « cuivre » instantanées dans les conducteurs d’aller (Haut) et de
retour(Bas) de la configuration (1x18) calculées par le modéle complet et le modéle réduit.
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Figure 4.42 Les pertes « cuivre » instantanées dans les conducteurs d’aller (Haut) et de
retour(Bas) de la configuration (9%x2) calculées par le modéle complet et le modéle réduit.
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Figure 4.43 Les pertes « cuivre » instantanées dans les conducteurs d’aller (Haut) et de
retour(Bas) de la configuration (18%1) calculées par le modeéle complet et le modéle réduit.
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Tableau 4.4 Comparaison des valeurs moyennes de pertes « cuivre » calculées par le modele
complet de référence et le modele réduit.

Valeurs moyennes des pertes « cuivre » en W
Configuration Bobine gauche Bobine droite

Modele Modele Modele Modele

complet réduit Em | Eeff complet réduit Em | Eeff
(1x18) 61.26 60.54 1.17 | 1.45 76.72 74.49 1.61]|2.19
(2x9) 72.53 71.95 0.86 | 2.27 89.65 88.90 0.83 | 2.65
(3x6) 66.05 64.74 0.46 | 1.53 79.30 79.02 0.35| 1.87
(6x3) 47.76 47.63 0.26 | 0.52 54.54 54.44 0.19 | 0.59
(9x2) 42.17 42.00 0.39 | 0.74 50.59 5041 0.35 | 0.74
(18x1) 37.80 38.03 0.59 | 0.89 54.39 53.78 1.11|1.58

4.4 Conclusion

La forte corrélation entre les pertes « cuivre » et la géométrie de I'enroulement
montre la nécessité de porter une attention particuliére sur la maniere de répartir les spires
dans I'encoche et sur le type du conducteur utilisé. Les résultats seront différents suivant
gu’on utilise un conducteur massif ou multi filamentaire, en fils torsadés ou en fils de Litz. Si
on dispose d’un enroulement a n spires alimenté avec un point de fonctionnement donné et
occupant un tel coefficient de remplissage a travers la surface de I'encoche d’'une machine
électrique, afin d’avoir le minimum de pertes par courants de Foucault, il est recommandé
alors de choisir la configuration optimale de I’'enroulement. Sous des contraintes budgétaires
et industrielles, de divers choix pour la configuration de I'’enroulement et de divers types de
conducteurs peuvent étre mis en ceuvre. La modélisation du systéme complet conduit a des
temps de calculs conséquents. En effet, des résultats précis ne peuvent étre obtenus qu’en
considérant la non-linéarité des matériaux magnétiques, la prise en compte du mouvement
et la distribution non uniforme du courant dans les conducteurs. Ceci donne lieu a un
nombre élevé de calculs répétitifs longs si on voudrait modéliser complétement la machine
électrique apreés chaque changement de la configuration de I'enroulement. Pour choisir alors
la configuration optimale en termes de pertes « cuivre » suivant un processus
d’optimisation, la modélisation compléte de la machine électrique par la méthode des
éléments finis devient délicate et constitue une pierre d'achoppement. Afin de réduire le
temps de calcul on a recours normalement aux méthodes de réduction du modele. Dans ce
chapitre, pour éviter, en particulier, les modélisations complétes répétitives, on a appliqué
alors la méthode de réduction du modéle par la technique de la perturbation.

Dans le but de calculer les influences électromagnétiques des courants de Foucault
uniguement dans le domaine des encoches des machines électriques, la réduction du
modele par la technique de la perturbation peut s’avérer intéressante. Elle consiste a utiliser
les conditions aux frontieres du domaine de I'’encoche pré-calculées a partir d’'un unique
modele complet non linéaire de la machine a bobinage simplifié et a densité du courant
uniforme, et permet ainsi de faire des calculs répétitifs rapides dans le domaine linéaire de
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I’encoche uniquement ou on intégre et on fait varier la configuration réelle de
I’enroulement. La comparaison entre les résultats issus du modele réduit et du modele
complet non linéaire de référence dans le cas des spires a conducteurs massifs et a
conducteurs multi filamentaires a permis de valider I'approche. La similitude des résultats
des deux problémes a été vérifiée non seulement sur le plan des grandeurs globales mais
également sur celui des grandeurs locales. Le modele réduit a prouvé alors son efficacité a
pouvoir réduire de facon conséquente le temps de calcul tout en conservant une précision
suffisante.

On peut conclure alors que, la réduction du modeéle en se basant sur la technique de
la perturbation, en évitant les itérations chronophages de la non-linéarité et la technique de
la bande en mouvement, permet un calcul précis et rapide des pertes de « cuivre »
instantanées et des distributions de la densité de courant dans chaque conducteur et chaque
brin individuellement. Elle peut alors étre utilisée dans les processus de conception et
d’optimisation des enroulements dans les systémes électromagnétiques a séveres
contraintes énergétiques telles que la machine a reluctance variable pour application en
automobile.

Les deux conditions aux limites de types Dirichlet et Neumann sont étudiées. La
condition aux limites de Dirichlet, est récupérée d’un modéle complet de la machine a
bobinage a densité de courant uniforme. Elle permet d’imposer la composante normale de
I'induction magnétique sur la frontiere de I'encoche, et d’agir ainsi au nom du circuit
magnétique et du mouvement du rotor pour établir une distribution convenable des lignes
du champ magnétique. Elle est compatible pour un probleme traitant les conducteurs en fils
de Litz qui favorisent ’'homogénéisation du courant a travers la section du conducteur. Par
contre, la condition aux limites de Neumann s’avére nécessaire pour corriger la composante
normale du champ magnétique dans le cas des déviations significatives des lignes du champ
magnétique. Ces lignes de champ sortent suivant une direction pratiquement
perpendiculaire a la frontiere de I'’encoche pour pénétrer dans le circuit magnétique ou
joindre la dent du rotor la plus proche. Cette condition de type Neumann convient alors pour
des problémes traitant les conducteurs massifs sujets a des déplacements importants du
courant dus a la circulation des boucles de courants induits.
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Chapitre 5

Réduction de I'ordre du modele par la
technique de la POD-DEIM
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V-Réduction de I'ordre du modele par la
technique de la POD-DEIM

5.1 Introduction

La méthode des éléments finis associée a un schéma de discrétisation en temps est
souvent utilisée pour calculer les pertes « cuivre » dans les systéemes électromagnétiques
couplée a des équations du circuit électrique. Elle permet d’attribuer une solution
numeérique au couplage électromagnétique fort entre la densité du courant électrique sous
sa distribution non uniforme a travers la section des conducteurs et le champ magnétique
variable en fonction du temps. En post traitement, pour un calcul précis des pertes « cuivre »
a partir de la solution numérique du probleme, il faut veiller a ce que les données évaluées
décrient le comportement du systéme sans aucune composante transitoire. Dans ce type de
probleme dépendant du temps, les solutions transitoires dans les premiéres périodes
électriques de simulation sont la conséquence d’un choix d’une condition initiale arbitraire,
qui est souvent une solution imposée nulle a I'origine du temps. Ainsi, plusieurs périodes
électriques doivent étre simulées successivement pour atteindre finalement les conditions
d’un régime permanent. Lorsqu’un maillage fin et un faible pas de temps bien adaptés, sont
choisis, le temps nécessaire pour la résolution d’un systeme non-linéaire a grande échelle
peut étre prohibitif. Pour aborder ce probléme, des techniques de réduction de I'ordre du
modele peuvent étre utilisées, elles sont efficaces dans la réduction du nombre d’inconnues,
et par conséquent, du temps de calcul nécessaire a la résolution par la méthode des
éléments finis des systémes électromagnétiques dépendant du temps [ARF008] [HC013]
[CLCO11]. Ces techniques de réduction se basent généralement sur la réalisation d’une
projection de la solution du probléme complet vers une base réduite. Elles peuvent réduire
alors efficacement la taille du systeme d’équations a résoudre.

Dans la littérature, la méthode de la décomposition aux valeurs propres (dite en
anglais “Proper Orthogonal Decomposition” ou tout simplement “POD"”’) [Lum67] [Sir87]
[SC012] [Cha000] combinée a I'approche des « Snapshots » est 'une des techniques les plus
connues de réduction de I'ordre du modele. Elle consiste a générer un projecteur de la
solution du modele complet vers une base réduite a partir des « Snapshots », ce sont des
solutions pré-calculées dans le modele complet. Dans la base réduite, le nombre des
inconnues et ainsi la taille su systéme d’équations a résoudre sont fortement réduits,
I"'approche POD conduit alors dans le cas d’un probléme linéaire a une réduction importante
du temps de calcul. Par contre, dans le cas d’un probléme non linéaire, cette méthode n’est
pas assez efficace. Le colt élevé du calcul des termes non linéaires réduit effectivement sa
performance. En fait, ces termes non linéaires nécessitent pour leur calcul des appels
supplémentaires aux solutions du modele complet a chaque itération du solveur itératif de la
non-linéarité. La reconstruction de la solution du modeéle complet est alors indispensable a

136



5 Réduction de I'ordre du modéle par la technique de la POD-DEIM

chaque itération, ceci annule alors partiellement les avantages offerts par la méthode de
POD en termes d'exigences de mémoire et du temps de calcul. Pour résoudre ce probléme,
la méthode d’interpolation empirique discrete (dite “Descrite Empirical Interpolation
Method” en anglais ou “DEIM”’) [CS010] [BMN+004] peut étre couplée a la POD. La DEIM
permet d’interpoler le comportement non-linéaire de la perméabilité du champ magnétique
sur le domaine complet du circuit magnétique a partir de I’évaluation de son comportement
dans un nombre réduit de domaines élémentaires préalablement définis et localisés. Ainsi, le
temps de calcul des termes non linéaires en appliquant la technique combinée POD-DEIM
est efficacement réduit. Néanmoins, dans le cas des problémes a courants induits et a
fréquences d’alimentation relativement élevées, lorsqu’ on applique une réduction totale du
domaine d’étude par la POD-DEIM, on rencontre des faibles précisions dans le calcul de la
solution dans les matériaux conducteurs. Pour faire face a ce probleme, nous proposons
I'approche de la réduction partielle du domaine d’étude. La réduction du modele attaque
uniguement les domaines non-linéaires, tandis que les domaines des matériaux linéaires et
des matériaux conducteurs particulierement, sont entierement modélisés.

5.2 Rappel sur la formulation de la méthode des éléments finis

On rappelle, comme déja mentionné dans le chapitre 1, que I'établissement du
champ magnétique dans un systeme électromagnétique non linéaire couplé a des équations
du circuit électrique est décrit par le systeme d’équations algébrique (1.66).

Lorsqu’un schéma d’Euler implicite est utilisé pour la discrétisation en temps et les itérations
de Newton-Raphson sont intégrées pour prendre en compte la non linéarité du circuit
ferromagnétique, on est ramené a résoudre I'équation suivante :

(XK1 = [XK] — Ine " ([AED[R([XE])] (5.1)

Il est recommandé de rappeler que le vecteur solution, la matrice jacobienne et le vecteur
résidu a l'instant t et a l'itération k sont données respectivement par les expressions

suivantes :
[X£] = [[4[1?/15’]‘]1 (5.2)
us(taty = (P DL /e 2L ) (5:3)
LCRS (Wriisattd 2

Lorsqu’il s’agit de n. conducteurs, le vecteur tension [AVtk] aura pour dimensionn. X 1. Le
vecteur [A’,_.‘] de dimension n,, X 1 représente les valeurs du potentiel vecteur magnétique a
I'instant t et a l'itération k aux différents noeuds du maillage sans ceux imposés par une
condition aux limites de Dirichlet. n,, représente ainsi le nombre de degré de liberté. La
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dimension du vecteur solution [XX] sera alors n,,, X 1 ol n,, = (n, +n.) est le nombre
total d’inconnues du systeme d’équations (5.1) a résoudre.

5.3 L’exemple d’application de la machine a réluctance variable

L'exemple d’application est toujours la machine a réluctance variable a double
saillance. Le bobinage dans ce cas est formé de 4 spires par dent comme le montre la figure
5.1. Ces spires peuvent étre réparties sous trois différentes configurations :

a. La configuration en spires verticales ou configuration (1 X 4) (Figure 5.1).
b. La configuration en spires horizontales ou configuration (4 X 1).

c. La configuration en spires mixtes ou configuration (2 X 2).

On va développer notre étude sur le bobinage avec la configuration en spires verticales. Les
résultats concernant les deux autres configurations seront récapitulés a la fin.

Figure 5.1 La machine a réluctance variable avec un bobinage a 4 spires verticales sur dent.

Le bobinage est alimenté par le courant imposé I(t) a la fréquence 2000 Hz tel que la force
magnétomotrice produite par les 4 spires est donnée par F.m.m(t) = 4I(t). La forme
d’onde de la force magnétomotrice est représentée sur la figure 5.2, elle est pré-calculée par
le logiciel “MRVSIM” sous une tension d’alimentation Up. = 520 V.

En partant d’'une solution nulle a I'origine du temps, le systéme (5.1) est résolu pour donner
I’état magnétique de la machine électrique a chaque pas de temps et les pertes « cuivre »
sont calculées par la suite en post traitement. La figure 5.2 montre les pertes « cuivre »
instantanées dissipées dans le bobinage durant la premiere et la troisieme période
électrique d’excitation. A Iinstant oU le courant d’alimentation s’annule, on remarque,
comme déja évoqué précédemment dans le chapitre 3, que des pertes « cuivre » sont
toujours présentes dans le bobinage. Ces pertes sont dues au fait que les densités du
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courant électrique a travers la section des conducteurs du bobinage ne s’annulent pas
instantanément mais des boucles de courants de Foucault continuent a circuler méme si le
courant total a travers la section des conducteurs est nul. Etant donné que des boucles de
courants de Foucault circulent toujours dans les conducteurs du bobinage a la fin de la
période électrique d’excitation, le potentiel vecteur magnétique a travers la machine
électrique n’est alors plus égal a zéro au début du déclenchement d’une nouvelle période
d’excitation. Une solution nulle a l'origine du temps ne correspond donc pas a la solution en
régime permanent, elle nous amene alors a une situation transitoire. Généralement, pour
calculer de maniere fiable les pertes « cuivre » en post traitement, la solution traitée ne doit
présenter aucune composante transitoire. Pour se faire, plusieurs périodes électriques de
simulation fastidieuses doivent étre mises en ceuvre pour atteindre finalement la solution en
régime permanent. Trois périodes électriques sont simulées alors pour atteindre enfin les
conditions du régime permanent. A partir de la troisiéme période électrique, on a constaté
que la solution du probléme commence a se stabiliser. Etant donné que la solution de la
guatrieme période correspond trés bien a celle de la troisieme période avec une erreur qui
ne dépasse pas le 1%, la simulation de trois périodes électriques est considérée alors
suffisante pour atteindre les conditions d’un régime permanent. En effet, les pertes « cuivre
» instantanées, en régime transitoire, calculées dans la premiere période représentent un
écart important d'environ 31% par rapport a celles calculées en régime permanent dans la
troisieme période. Cette valeur représente I'écart quadratique alors que I'écart sur la valeur
moyenne est égale a 18.5%.

20001 4000
lére période électrique
<Pcuivre-lérepériode>=584.6 W <!

1600 _,_3éme période électrique 3200 &
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Figure 5.2 Les pertes « cuivre » totales instantanées dissipées dans le bobinage a spires
verticales au cours de la premiére et la troisieme période électrique.

La Figure 5.2 clarifie ce phénomene. On voit nettement la nécessité de résoudre le probleme
sur plusieurs périodes de simulations afin de calculer une valeur plus représentative des
pertes « cuivre » de la machine en régime permanent. Pour éviter ces simulations répétitives
et longues du modele complet de la machine, la méthode de réduction de I'ordre de modele
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est adoptée. Elle bénéficie de la solution transitoire du modele par éléments finis complet
(MEFC) de la machine dans la premiére période électrique, pour calculer la solution du
modele réduit dans les périodes d’excitation ultérieures en utilisant la technique de la POD
combinée avec la méthode de la DEIM.

5.4 Réduction totale de I'ordre du modele en utilisant la technique
duale de la POD-DEIM

La Décomposition Orthogonale aux valeurs Propres ou Proper Orthogonal

Decomposition (POD) est une technique élégante et tres efficace d’analyse de données. Elle
permet d’approximer un systéme de dimension élevée par un autre de dimension nettement
plus faible.
Essentiellement, cette méthode est une procédure linéaire, qui consiste a déterminer une
base de modes propres orthogonaux représentatifs par définition des réalisations les plus
probables. Elle est trés répandue dans la réduction des probléemes en électromagnétiques
[HCO014] [ABM+016c] [FRM+015].

5.4.1 Décomposition orthogonale aux valeurs propres

Généralement, I'idée de la réduction de I'ordre d’'un modeéle spatio-temporel est
basée sur le fait d’exprimer la solution a un instant donné, en fonction de la combinaison
linéaire pondérée des m solutions précédentes calculées aux premiers m pas de temps. Si
[A1], [A2], .. [Am] sont les solutions du probléme aux instants t;, t;, ... tm
respectivement, la solution a l'instant t sera donnée par :

m

O] = ) [4]e (5.5)

i=1
a; est le coefficient ou le poids de pondération correspondant a la solution [4;]. Si n, est le

nombre de degrés de liberté du systeme spatiotemporel a résoudre a chaque pas de temps,
m < n,. La base constituée par les vecteurs solutions qu’on appelle les « Snapshots », n’est
pas forcement orthonormée, ce qui peut conduire le plus souvent a une divergence de la
solution.

Pour résoudre le probléme, définissons maintenant la matrice des « Snapshots » [M,] de
dimension (n,, X m) comme étant I'ensemble des vecteurs solutions calculés aux premiers m
pas de temps :

[M] = ([A]]D1<jem (5.6)

La méthode de décomposition aux valeurs singulieres (dite en anglais “Singular Value
Decomposition” ou “SVD”) permet d’écrire la matrice [M] sous la forme factorisée
suivante :

[M] = [Y][Z][W] (5.7)
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Les matrices [Y;, xn,] €t [Winxm] sont des matrices orthonormées. La matrice [X), xp] est
une matrice diagonale contenant les éléments oy, 05, ....., 6, appelés valeurs singulieres de
[M,], telles que 0 < 0; < 0, < 03 ........< 0,.. T est le rang de la matrice [M], il est égal au
nombre de valeurs singulieres non nulles. Un opérateur [¥, ] peut étre calculé par le
produit des matrices [Y] et [X] tel que :

[lpnnxm] = [Y][Z] (5.8)

Si on pose que le rang r de la matrice [M,] est égale a m (r = m), 'opérateur [llfnnxm] sera
constitué de m vecteurs colonnes orthonormées, la matrice [M,] peut s’écrire ainsi sous la
forme suivante :

[Ms] = [P, xm][W]" (5.9)

Par conséquent, chaque vecteur colonne « Snapshot » de la matrice [M] peut s’écrire
comme une combinaison linéaire pondérée des m vecteurs colonnes orthonormées de la
matrice ['Pnnxm]. [‘Pnnxm] est alors la base orthonormée qu’on cherche. Utilisons I’équation
(5.9) dans I’équation (5.5) revient alors a écrire la solution [A(t)] sous la forme de la
projection suivante [HC015] [FRM+015] :

[A(t)] = [Wnnxm] [Am(t)] (5.10)

La solution [A(t)] s’écrit alors sous la forme d’une combinaison linéaire pondérée des
vecteurs orthonormés obtenus a partir d’'une décomposition aux valeurs singuliéres de la
matrice [M], d’ou le nom de « décomposition orthogonales aux valeurs propres » (POD).
[A, (t)] est le vecteur a I'instant t des coefficients de pondération.

Passant maintenant a la réduction du probléme. Pour assurer une réduction efficace, il est
parfois conseiller de tronquer la matrice [¥}, xm] a I'ordre n,. [CFO08]. Des valeurs faibles de
o seront alors évitées, la présence ainsi des vecteurs « Snaphots » quasi-colinéaires, qui
peuvent amener a des erreurs de calculs numériques conséquentes et parfois des
divergences, est provisoirement remédiée. La décomposition aux valeurs Singulieres
tronquée (Truncated Singular Value Decomposition) a l'ordre n, de la matrice des
« Snapshots » consiste a ne conserver que les n, premiers vecteurs colonnes de la base
[’Pnnxm]. En se basant sur le fait que, la réduction de I'ordre du modéele, dans notre cas, se
fait uniquement sur le potentiel vecteur magnétique, le vecteur solution du potentiel
vecteur magnétique du modele complet [A(t)] est remplacé par le vecteur réduit [Anr(t)]
de dimension n,. X 1 (n, K ny). [P, xn,] qu’on note désormais [¥], est appelé I'opérateur
de projection discret. La réduction de I'ordre du modeéle par la méthode de la POD conduit
alors a vérifier la relation suivante entre le vecteur solution du modele complet et celui du
modele réduit :

[A(D)] = [¥][An, ()] (5.11)
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En intégrant 'opérateur de projection discret [W] dans le systéme (5.1), le nouveau systéme
a résoudre dans la base réduite devient [HCO15]:

[Anr(t)"“]l_ [Anr(t)"]l_ Sk I <[Anr(t)"]l>l
l[AV(t)k+1] - [AV(t)k] [JNRnr ([At])] Rnr [AV(t)k] (5-12)
Ou:
A (OF t
(| O = (% ) maron) (5.1
_ ([Snin, [A@® D] + [T, 1/8t  [Dy,]
[Inrn, [A®)D] = ( G A t[G]) (5.14)

Il faut noter que [I,] est la matrice identité, [Sy.,, ([A®)*D] = [¥1[Sn. ([A®*DI[¥],
[T, ] = [#T[TI[¥] et [Dy, ] = [¥]°[D].

5.4.2 Méthode d’interpolation empirique discrete

Avec la présence d’'une non-linéarité générale, la technique standard de la POD réduit
la dimension ou l'ordre du modeéle dans le sens ol beaucoup moins d’inconnues sont
présentes dans le systéme matriciel a résoudre, cependant, la complexité de I’évaluation des
termes non linéaires demeure équivalente a celle du probléme original. Dans le cas d’un
probleme non linéaire. La méthode de linterpolation empirique discréte (DEIM) est
employée pour réduire considérablement la complexité de calcul de la méthode de
décomposition en valeurs propres, et améliore ainsi le rendement et I'efficacité de la
réduction du modele.

Pour résoudre le probleme réduit, il faut construire la matrice jacobienne donnée par son
expression dans I'équation (5.14) et ainsi calculer la matrice non-linéaire [Sy. ([A()*])] a
chaque itération de Newton-Raphson. Ce calcul nécessite de projeter le vecteur solution
réduit [Anr(t)k], a l'itération itération k, pour construire la solution dans la base originale
du modeéle complet en utilisant la projection [A(t)*] = [¥] [Anr(t)"]. Ce processus répétitif
et fastidieux accroit le temps de calcul et fait perdre ainsi les performances de la réduction
de I'ordre du modéle assurée par la POD.

Pour I'éviter, on a donc recours a la méthode de la DEIM qui, en se basant sur la projection
et l'interpolation, permet de faire une approximation de la matrice [Sy.([A(£)*])] en
calculant seulement un nombre réduit de ces composantes. Du coup, la DEIM, en réduisant
considérablement le nombre des termes a calculer dans la matrice du modele complet,
permet d’accélérer efficacement la résolution du probleme réduit non-linéaire.

En utilisant la solution du modele complet dans les m premiers pas de temps, une matrice
qu’on appelle [D] de dimension (n, X m) est construite a partir des m vecteurs qui
résultent du produit de la matrice non linéaire par les m vecteurs solutions du potentiel
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e

vecteur magnétique [SNL(Aj)][Aj], olu A’ est le vecteur solution au j"Sm pas de temps et
1 <j <m. On applique maintenant sur la matrice [D] la décomposition aux valeurs
singulieres de la méme maniére déja mentionné dans I’équation (5.7), telle que [D] =
[E]1[F][G]t. Ensuite, les npgy modes f; (1 <i<npgy) les plus significatifs qui
correspondent aux valeurs propres les plus élevées de la matrice [F] sont enregistrées afin
de construire I'opérateur de projection en DEIM qu’on note [U] a partir des npgy premiers
vecteurs de la matrice orthogonale [E]. A ce stade, on utilise un algorithme bien déterminé
de type « glouton » présenté dans la référence [CS010], il permet de localiser les npgy
nceuds sur le maillage du domaine non linéaire. Par la suite, une matrice [P] de dimension
(n,, X npgy) sera construite a partir des npgpy, vecteurs colonnes de la matrice identité [I4]
de dimension (n,, X n,). Les indices de ces npgy vecteurs colonnes ainsi que la localisation
des npgy noeuds sur le maillage sont définies a partir des indices des termes les plus
significatifs de la matrice [U]. Le nombre des noeuds npg est choisi par le programmeur de
sorte qu’on converge mieux vers la solution recherchée.

Au-deld, la matrice non-linéaire [Sy.([A(t)*])] est calculée en considérant uniquement les
contributions des éléments connectées aux npg;y Noeuds du maillage prédéfinis. La matrice
non linéaire dans la base réduite [SNLnTDE,M] sera approximée alors selon la méthode de la
DEIM en utilisant la projection suivante :

[SNLnrDEIM] = [lp]t(UPt)_lpt[SNLDEIM][l’U] (5.15)

Ou, la matrice [Sy.prmm ([A(£)*])] est déterminée en extrayant seulement npg;), vecteurs
colonnes de la matrice non-linéaire [Sy. ([A(£)*])].

5.4.3 Application dans le cas d’'une machine a réluctance variable
5.4.3.1 Choix des « Snapshots »

Comme déja évoqué dans la section 5.3, la machine a reluctance variable a double
saillance est prise comme un exemple d’application. On va comparer les résultats de la
modélisation compléete de référence par éléments finis a celles obtenues par la réduction de
I'ordre du modeéle utilisant la technique de la POD-DEIM. Il faut noter que le modéle entier
de la machine subit une réduction totale a I'aide de la POD. Le nombre des inconnues passe
de 4462 dans le modele complet de la machine a n,. inconnues virtuelles dans le probleme
réduit. Les 4462 inconnues du modele complet représentent les valeurs qu’on cherche du
potentiel vecteur magnétique aux différents nceuds du maillage du domaine complet
exceptés des nceuds de Dirichlet.

La solution calculée par le modéle complet est considérée comme solution référence. Du
point de vue temps de calcul, le modele complet par éléments finis exige une durée de 63
minutes pour simuler trois périodes de simulations électriques afin d’arriver au régime
permanent. On note que chaque période électrique de simulation s’étale sur 40 pas de
temps.
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5 Réduction de I'ordre du modéle par la technique de la POD-DEIM

Evidement, la sélection des « Snapshots » est déterminante au niveau de la qualité de la
solution et de sa convergence, puisque en fait, 'opérateur de projection de la solution du
modeéle complet vers le modeéle réduit dépend totalement sur une décomposition aux
valeurs singulieres de la matrice des « Snapshots ». Pratiquement, des outils automatiques

tels que la méthode de la base réduite (dite en anglais “Reduced Basis Method’’) [NP80]

sont trés répandus et efficaces dans la sélection des « Snapshots ». Dans notre cas, la

sélection des « Snapshots » se fait manuellement en se basant sur plusieurs essais.

On rappelle que, dans notre cas, les « Snapshots » sont choisis parmi les solutions
transitoires de la premiere période d’excitation. Pour faire des essais, la matrice des

« Snapshots » est constituée a partir des m premiéres solutions aux m premiers pas de

temps. m peut prendre les valeurs 10, 20, 30 et 40. On suppose qu’en premier lieu

I'opérateur discret de projection [¥], n’est pas tronqué, ainsi on choisit un nombre

d’inconnues n, = m dans le modéle réduit. La technique combinée de la POD-DEIM est
appliquée pour réduire le modéle de la machine, et les pertes « cuivre » instantanées sont
calculées dans les différents modeles réduits associés aux différents valeurs du nombre m de
“Snapshots ». Pour confronter ces modeles réduits, les différentes courbes de pertes «

cuivre » correspondantes sont comparées a la courbe de pertes calculées par le modele
complet de référence.
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Figure 5.3 Evolution des pertes « cuivre » calculées dans un modéle réduitam
« Snapshots ».

Les résultats sont présentés sur la figure 5.3, on remarque que |'écart entre les courbes de
pertes calculées dans le modele réduit et la courbe de pertes de référence diminuent
lorsque le nombre m des « Snapshots » augmente. En plus, peut constater que pour m = 10
et m =20 les courbes de pertes du modele réduit conduisent a des divergences
conséquentes. Pour m = 30, I'’erreur maintenant est plus faible, les deux courbes de pertes
du modele réduit et du modele de référence se rapprochent sur un nombre important de
pas de temps de la période de simulation, par contre, un écart important apparait
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brusquement en derniere phase. Le cas de m = 40 est le plus favorable, les deux courbes se
correspondent pratiquement sur l'intégralité de la période de simulation. Les écarts dans ce
cas sont les plus faibles. On peut conclure alors d’une part, que lorsque le nombre se
« Snapshots » augmente, |'erreur produit par la réduction du modele est plus faible. D’autre
part, dans le casde m = 10, m = 20 et m = 30, on peut remarquer sur la figure 5.3, que les
divergences et I'écart important de la courbe de pertes du modele réduit par rapport a la
courbe de référence surviennent brusquement a l'instant qui correspond a la derniere
solution pré-calculée utilisée dans la matrice des « Snapshots ». En plus, le fait d’avoir une
erreur minimale avec un m = 40 montrent que les différentes solutions sont nécessaires
pour construire la base orthonormée. Ceci peut étre expliqué dans notre par les deux
propositions suivantes:

a. La machine modélisée est la machine a réluctance variable a courant d’alimentation non
symétrique. Elle représente un rotor a forte saillance et opére a une saturation
importante du circuit magnétique. Pour cela, la prise en compte des différentes
solutions a différentes positions du rotor et différentes valeurs du courant électrique
permet d’enrichir la base orthonormée.

b. La réduction du modeéle se fait par l'intermédiaire de la technique de la POD-DEIM.
Généralement, l'intégration de la DEIM dans un probleme non-linéaire, demande un
nombre plus élevé des « Snapshots » pour éviter les divergences, converger plus
rapidement, et pour avoir une solution plus proche de la solution d’un probléme
complet de référence [HC014].

En conclusion, pour avoir une erreur minimale, la matrice [M] des « Snapshots » est alors
construite par les m = 40 solutions transitoires de la premiére période de simulation.

Par ailleurs, la troncature de l'opérateur de projection, comme déja mentionné, est
couramment utilisée pour réduire efficacement la dimension du probléme réduit lorsque le
nombre des «Snapshots » est trés élevé, et conduit alors a une résolution plus rapide du
systeme. Elle consiste a ne conserver que les valeurs singulieres les plus élevées de la
matrice diagonale [2] qui résultent de la décomposition aux valeurs singuliéres de la matrice
des « Snapshots » [M,]. En effet, ces modes les plus significatifs sont associés aux vecteurs
orthogonaux les plus fondamentales de la base orthonormée. Les valeurs singulieres les plus
faibles, sont la conséquence le plus souvent de la présence des vecteurs quasi-colinéaires
dans la matrice de « Snapshots ». Eviter ces valeurs conduit alors a éviter les divergences
graves et a réduire les erreurs numériques conséquentes. Comme déja évoqué, nous avons
décidé de construire la matrice des « Snapshots », a partir des 40 solutions de la premiere
période transitoire, la troncature de I'opérateur de projection consiste a choisir les premiers
n, vecteurs orthogonaux. Dans notre cas, on étudie 4 cas différents traitant 4 valeurs
différentes de n,.. n,- peut prendre les valeurs 10, 20, 30 et 40. Par contre, il faut noter que,
le fait de prendre n,, = 40 consiste effectivement a ne pas tronquer.
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Pour valider I'effet de la troncature, 4 modeéles réduits sont réalisés pour les différentes
valeurs de n,.. Les pertes « cuivre » instantanées sont calculées dans chaque modele afin de
les comparer a la courbe de pertes « cuivre » donnée par le modeéle complet de référence de
la machine. Les résultats sont montrés sur la figure 5.4, ils correspondent aux pertes « cuivre
» calculées dans la troisieme période électrique de simulation. On remarque que la
troncature de 10 et 20 vecteurs orthogonaux de I'opérateur de projection [¥] ont aboutit a
une divergence locale des courbes de pertes. Dans le cas ou n,, = 30, la courbe de pertes
vient converger vers la courbe de référence sauf en quelques positions du rotor ou elle
présente des écartements a faible ampleur.
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Figure 5.4 Evolution des pertes « cuivre » calculées dans un modele réduitam = 40
« Snapshots » mais a opérateur de projection discrete tronqué a n,. valeurs.

Dans le dernier cas correspondant a n,, = 40 ou aucune troncature n’a été faite, les écarts
sont trés légers et I'erreur quadratique est le plus faible comparativement aux trois autres
valeurs de n,. Dans notre exemple, la construction d’une base plus riche s’avere ainsi
indispensable pour augmenter la précision de la solution du probléme réduit. Le fait d’avoir
besoin des n,, = 40 vecteurs dans la base orthonormée pour avoir une erreur minimale,
peut étre la conséquence non seulement, de la forte saillance du rotor et de la saturation
remarquable du circuit magnétique, mais encore de la déviation considérable des lignes du
champ a travers le domaine des encoches. Cette déviation, qui dépend fortement du
mouvement du rotor, est le résultat de la circulation des boucles de courants induits
importants sous une fréquence d’alimentation élevée de 2000 Hz.

On remarque alors que, dans notre cas particulier de la machine a réluctance variable, la
prise en compte des 40 vecteurs de I'opérateur de projection semble fondamentale pour la
construction de la solution dans la deuxieme et la troisieme période de simulation a partir de
la solution transitoire de la premiere période. En plus, la troncature qui est utilisée
pratiguement pour réduire efficacement la dimension du probléeme réduit, n’est pas tres
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importante dans notre cas puisque le nombre des inconnues du probleme réduit (n, = 40)
est déja relativement faible.

5.4.3.2 Résultats et discussion

Une demi-section de la machine a réluctance variable est modélisée en 2D, son maillage
spatial est constitué de 4822 nceuds et 8912 éléments triangulaires alors que le nombre de
degrés de liberté est 4462. En termes de temps de calcul, si on suppose trois périodes
électriques de simulation avec 40 pas de temps par périodes, le systeme (5.1) associé au
modele complet de référence est résolu en 63 minutes.

Comme déja mentionné, la matrice des « Snapshots » [M,] est construite en utilisant les 40
solutions de la premiere période de simulation. Par une décomposition aux valeurs
singuliéres (SVD) de la matrice [M,], I'opérateur discret de projection est calculé, il est
constitué de (n,, =40) vecteurs orthonormés. En utilisant la projection de la solution du
modéle complet vers le modéle réduit, Les 4462 inconnues réelles sont remplacées alors par
40 inconnues virtuelles.

Premierement, le systéme réduit (5.12) est résolu sans utiliser la DEIM, il a besoin de 45
minutes pour calculer la solution sur trois périodes électriques. Ce temps de calcul comprend
le temps nécessaire pour calculer la solution transitoire de la premiére période. Pour 40
« Snapshots », il est d’environ 21 minutes.

En employant maintenant la DEIM pour calculer la matrice non linéaire [SNLnT([A(t)k])] par
I'intermédiaire d’une projection et d’une interpolation comme dans I'équation (5.15), le
temps de calcul décroit de 45 a 24 minutes seulement. En plus I'erreur quadratique par
rapport a un modéle complet de référence est quasiment le méme dans les deux cas (POD :
13.8%, POD+DEIM : 14%), d’ou le rOle important de la DEIM, elle permet d’améliorer
considérablement I'efficacité de la POD dans la réduction de la dimension du probleme en
maintenant presque la méme précision du calcul.

Si on exclut les 21 minutes nécessaire pour calculer la solution dans la premiére période, le
temps restant qui vaut approximativement 3 minutes est le temps nécessaire pour
construire les matrices de projection vers la base réduite et les matrices de projection et
d’interpolation concernant la technique de la DEIM d’une part et pour résoudre le modele
réduit sur la deuxieme et la troisieme période d’autre part.

En effet, la réduction du temps de calcul de 63 minutes a 24 minutes montre une
accélération d’environ 2.5. Malheureusement, les pertes « cuivre » calculées par le modele
totalement réduit par la POD-DEIM ne présentent pas une courbe en grande concordance
avec celle des pertes « cuivre » calculées par le modéle complet de référence (Figure 5.5).

L’erreur instantanée est significative de valeur quadratique d’environ 14% alors que |'erreur
sur la valeur moyenne est de 3%. Ce résultat peut étre expliqué par le fait qu’on est en train
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d’étudier le cas d’une excitation a fréquence relativement élevée de |'ordre de 2000 Hz ou le
déplacement du courant a travers la section du conducteur grace a la circulation des
courants additionnels de Foucault est tres important. Par conséquent, la reconstruction de la
solution dans la deuxieme et la troisieme période avec une grande précision a partir de la
solution transitoire de la premiére période au moyen d’une réduction totale du domaine par
la POD-DEIM semble incertaine.
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Figure 5.5 Les pertes « cuivre » totales instantanées dissipées dans le bobinage a spires
verticales au cours de la troisieme période électrique calculées par le modéle complet et le
modeéle totalement réduit en utilisant la POD-DEIM.

Pour surmonter ce probléme, on propose comme solution alternative la méthode de
réduction du sous domaine non linéaire (RSNL). Elle présente une analogie avec la méthode
de réduction par sous domaines présentée dans [SSC014] et [SSCO13], bien que,
contrairement a notre cas, la réduction dans ces deux références est appliquée aux sous
domaines linéaires. La RSNL est une approche de réduction de I'ordre du modéle qu’on peut
considérer comme une extension de la méthode de réduction développée dans la section
précédente, elle consiste a réduire au moyen de la méthode de la POD-DEIM uniquement les
sous domaines non-linéaires du systeme électromagnétique. Les sous domaines linéaires,
par contre, tels que l'air et les matériaux conducteurs restent entierement modélisés.
Autrement dit, cette approche peut étre considérée comme une réduction partielle de
I'ordre du modele.

Sur le plan du temps de calcul, I'influence de la réduction partielle du modele via la POD-
DEIM agit dans trois directions principales.

En premier lieu, la réduction de la dimension des matrices de projection et d’interpolation
de la DEIM qui sont utilisées répétitivement dans chaque itération de Newton-Raphson,
permet de réduire le temps de calcul davantage par rapport a un probléme totalement
réduit.
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Cependant, en deuxieme lieu, la modélisation complete des sous domaines non linéaires
ameéne normalement a une augmentation du temps de calcul par comparaison au probléme
totalement réduit. Globalement, le pourcentage d’augmentation du temps de calcul est
relativement a petite échelle par comparaison a celui de sa réduction. Les domaines
entierement modélisés sont les sous domaines linéaires ou la méthode des éléments finis
peut résoudre le probléme typiquement d’'une maniere tres rapide.

En troisieme lieu, dans le cas d’'une réduction partielle par la RSNL, la dimension de la
matrice des « Snapshots » est fortement réduite. Le calcul de I'opérateur de projection [¥]
et par la suite le calcul des différentes matrices dans la base réduite du systeme d’équations
a résoudre, est moins couteux par rapport a celui d’'un probléme traitant la réduction totale.
Enfin de compte, sous certaines approximations, la diminution du temps de calcul par la
réduction partielle du modeéle (réduisant le sous domaine non-linéaire) est prévue d’étre
similaire a celle d’un probléme totalement réduit.

5.5 Réduction du sous domaine non linéaire au moyen de la POD-DEIM

5.5.1 Séparation des variables

La sous-structuration du domaine spatial du systeme électromagnétique en fonction
de la linéarité et la non linéarité des sous domaines conduit a la séparation des nceuds qui
appartiennent au sous domaine non-linéaire des autres. Si le vecteur [A(t)] est, a I'instant t,
I’ensemble des variables nodales discrétes du potentiel vecteur magnétique sur le maillage
du modele complet, en utilisant la réorganisation des variables, ce vecteur peut s’écrire alors
sous la forme suivante :

4] 5.16)

[42(0)]

Ou [A;(t)] est I'ensemble des valeurs inconnues du potentiel vecteur magnétique des

[A©1 = |

nceuds du maillage appartenant au sous domaine non-linéaire et [A,(t)] est celui des
nceuds qui restent et qui appartiennent ainsi aux sous domaines linéaires tels que I'air et les
matériaux conducteurs. Cette séparation des variables nodales conduit en se basant sur
I’équation (1.68) a la formule résiduelle couplée suivante :

[512(41 ()] [$15] 0\ [14:0)] —_—
st Salemae o) )[mo) -] Dise-an)
0 [0 MG TIAVOL | aefre)] + D14yt — 401]  (5.17)
[R,([X(®)D]
= [R([X(®)D] = [[R([X(©)D]
[Rz([X(©)D]

Intégrant maintenant le processus itératif de Newton-Raphson pour résoudre la non-
linéarité, on obtient alors le systeme différentiel a résoudre suivant :
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[X**1(©)] = [X*®] = I (X ODIRX (D] (5.18)

Tel que, a litération k, le vecteur solution et la matrice tangente sont données
respectivement par les expressions suivantes :

[4;()¥]
[X£] = | [A2(DF] (5.19)
[AV (£)¥]
[S11n: (A1 ()] [S12] 0
JHX*DD = [S1]" [S22] + [T1/A¢ - [D] (5.20)
0 [D]t At[G]

Oou:

9([S11 (A1 (DDA ()]

)
[511NL(A1(t)k)] = 94, (D] I[A1(t)]=[A1(t)k]

(5.21)

5.5.2 Application de la POD-DEIM au sous domaine non-linéaire

On applique maintenant la réduction du sous domaine non linéaire (RSNL). C'est une
technique de réduction partielle de I'ordre du modéle qui permet au moyen de la méthode
combinée de la POD-DEIM de réduire uniquement les inconnues sur le sous domaine non-
linéaire. Le sous vecteur [A;(t)] du vecteur solution est le seul projeté sur la base réduite
selon I'équation :

[4; ()] = [¥][An, (D] (5.22)

On obtient par conséquent le nouveau systeme différentiel réduit a résoudre :

[an(t)k+1] = [an(t)k] - [Jnr_l([an(t)k])] [Rnr([an(t)k])] (523)

Le vecteur solution, le résidu et la matrice tangente du modeéle partiellement réduit au
moyen de la technique RSNL sont donnés respectivement par les expressions suivantes:

A, (©)
[X.. )] = 4,0 (5.24)
AV (¢)
[WI°R, ([XE.(®)])
[Rn, (XK. OD] = R([x% ®]) (5.25)
Rs([x% (©)])
[#1[S1 1. ([A1 (ODI[P] [#]°[S;2] 0
[T, (X5, ®O])] = [S1,]E[¥] [S,,] + [T]/At - [D] (5.26)
0 [D]t At[G]
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5.5.3 Comparaison entre la réduction totale et la réduction par sous
domaine (RSNL)

La technique de réduction partielle RSNL, en modélisant totalement les matériaux
linéaires et plus spécialement les matériaux conducteurs, devrait assurer un calcul plus
précis des effets des courants de Foucault. En post-traitement les pertes « cuivre » incluant
les pertes additionnelles par courants de Foucault sont calculées.
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Figure 5.6 Les pertes « cuivre » totales instantanées dissipées dans le bobinage a spires
verticales au cours de la troisieme période électrique calculées par le modéle complet et le
modele partiellement réduit au moyen de la RSNL.

La figure 5.6 montre que les courbes de pertes « cuivre » calculées par le modéle par
éléments finis complet et le modéle partiellement réduit par la RSNL présentent un bon
accord. La valeur quadratique de l'erreur est maintenant faible et égale a 3.1% par
comparaison a l'erreur de 14% dans le cas de la réduction totale du domaine entier de la
machine.

Pour 40 inconnues dans la base réduite ou en d’autre termes 40 solutions « Snapshots »
comme base de donnée pour le modeéle réduit, le temps de calcul de la RSNL sur trois
périodes de simulation est 22 minutes et 30 secondes.

Ce temps de calcul inclus le temps nécessaire pour calculer la solution transitoire de la
premiere période électrique par le modéle complet, pour 40 pas de temps, ce temps est de
21 minutes. Par comparaison au modele par éléments finis complet, il s’agit d’une
accélération qui vaut 3 en temps de calcul. Le temps de calcul dans le cas de la réduction
totale étant de 25 minutes, on peut conclure que la RSNL ne donne pas seulement une
meilleure précision mais une résolution plus rapide du probleme. Ceci est d{i a la réduction
de la dimension des matrices de projection et d’interpolation de la DEIM qui sont utilisées
répétitivement dans chaque itération de Newton-Raphson. En plus, on a remarqué que la
convergence en Newton-Raphson est plus rapide dans le cas du probléme partiellement
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réduit par la RSNL par rapport au probléme totalement réduit. Cette influence sur le temps
de calcul devient importante dans le cas d’un maillage fin et surtout dans les matériaux
conducteurs ou le maillage fin est parfois impératif en fonction de la section des conducteurs
et de la fréquence d’alimentation pour une meilleure précision dans le calcul des effets des
courants induits. Ce maillage fin, en augmentant le nombre des inconnues et ainsi la
dimension des matrices de projections et d’interpolation, conduit a augmenter le temps de
calcul dans le cas d’une réduction totale du domaine d’étude par la POD-DEIM.

Cependant, dans le cas de l'intégration de la technique RSNL, le maillage fin augmente le
nombre des inconnues dans le domaine linéaire qui est complétement modélisé et accroit
alors le temps de calcul nécessaire a la résolution du probléme mais dans une moindre
mesure. En effet, la résolution du probleme linéaire est peu couteuse par rapport au temps

nécessaire pour le traitement des non-linéarités.

5.5.4 Résultats de la réduction efficace par la RSNL

Dans les deux probléemes a réduction, totale et partielle on a choisi les mémes points
DEIM, leur nombre est 7, ils sont localisés normalement dans les régions les plus saturées.
Sur la figure 5.7 on montre tous les éléments triangulaires du maillage qui sont connectés
aux 7 points DEIM, c’est en fait sur ces éléments uniquement ol la matrice non linéaire a été
calculée en appliquant la méthode de la DEIM. Pour des raisons de simplifications, on a déja
mentionné que la machine a réluctance variable étudiée est équipée par une seule phase. La
saturation est alors maximale dans la dent du stator associée et la dent du rotor située a sa
proximité, ou sont localisés alors les nceuds DEIM. Puisque les noeuds DEIM sont a
localisation fixe le long de la simulation, pour garantir alors que la dent du rotor ou on a fixé
les nceuds DEIM soit toujours a la proximité de la dent du stator associée a la phase
alimentée, on fait tourner le rotor a sa position initiale aprés chaque période électrique de

simulation.

el
vl

S RS
(avi T APAN S

i o

il
eSVAS
".a';‘;‘%%':gl

: e
Eg-uﬁr}}a%ﬁ\ﬂg

s Vi

"’4 e ool
AR
'i!gé_\ i
‘“ﬂhﬂ“

ARk e, |
v P e A A
AT GEVSATURRE
Ay AN Sy
RN U A <

Fi? S oy

B oK iy

e B

A :a.“qﬁ..‘:

sy,

ot

N
&)

Figure 5.7 La localisation des 7 points DEIM sur le maillage du domaine non linéaire.
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Figure 5.8 Cartes de distribution de la densité du flux magnétique a la position du rotor qui
représente le plus de saturation (6, = 171° électriques). a) Modele par éléments finis
complet, b) modele réduit au moyen de la RSNL.

Pour tester plus en avant la précision du modeéle réduit par la RSNL, on a calculé et comparé
la distribution a travers le circuit magnétique de la densité du flux magnétique calculée par
le modele complet et le modeéle réduit. Sur la figure 5.8, on voit les deux cartes de
distribution de la densité du flux magnétique au courant maximal a la position du rotor qui
représente le plus de saturation (8, = 171° électriques), en haut pour le modéle complet
de référence et en bas pour le modeéle réduit. La différence entre la distribution de la densité
du flux magnétique entre le modéle complet et le modele réduit est trés faible, voir difficile
a détecter. En plus, au niveau des pertes « cuivre » et des effets des courants additionnels de
Foucault, la précision du modeéle réduit est justifiée pas seulement au niveau du calcul des
grandeurs globales telles que les pertes « cuivre » totales dans le bobinage mais aussi au
niveau des pertes locales dans chaque conducteur du bobinage individuellement et au
niveau des grandeurs locales telles que la distribution de la densité du courant électrique a
travers la section des conducteurs d’aller et du retour du méme bobinage. Sur les figures 5.9
et 5.10, les courbes de pertes « cuivre » locales dans les conducteurs d’aller et de retour
calculées par le modele réduit présentent un large accord avec celles calculées par le modele
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complet. La valeur efficace de I'erreur considérant les valeurs instantanées des pertes «
cuivre » locales entre le modeéle réduit par la RSNL et le modéle complet ne dépasse pas les
3% alors que dans le cas de la réduction totale par la POD-DEIM, il peut atteindre les 22%. La
figure 5.11 représente la répartition de la densité du courant électrique a travers la section
des conducteur d’aller et de retour a la position (6, = 207° électriques) qui désigne la
position du rotor correspondante au pic des pertes dans la phase de démagnétisation. Cette
distribution montre clairement la grande coincidence des solutions calculées par le modele
complet et le modele réduit par la RSNL. La réduction du modele par la RSNL nous permet
ainsi de calculer les effets des courants de Foucault et de réduire le temps de calcul tout en
maintenant une bonne précision.

1401 —Conducteur d'aller n°1 (MEFC)
—Conducteur d'aller n°2 MEFC)
—Conducteur d'aller n°3 (MEFC)

2 100 —Conducteur d'aller n°4 (MEFC)

5 4+ Conducteur d'aller n°1 (POD-RSNL)
g 80 X Conducteur d'aller n°2 (POD-RSNL)
g O Conducteur d'aller n°3 (POD-RSNL)
§ 60 # Conducteur d'aller n°4 (POD-RSNL)
& 40
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Figure 5.9 Les pertes « cuivre » locales instantanées calculées dans les conducteurs d’aller
par le modele complet et le modéle partiellement réduit au moyen de la RSNL.

300" —Conducteur de retour n°5 (MEFC)
—Conducteur de retour n°6 (MEFC)
—Conducteur de retour n°7 (MEFC)
—Conducteur de retour n°8 (MEFC)
+ Conducteur de retour n°5 (POD-RSNL)
X Conducteur de retour n°6 (POD-RSNL)
O Conducteur de retour n°7 (POD-RSNL)
# Conducteur de retour n°8 (POD-RSNL)
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Figure 5.10 Les pertes « cuivre » locales instantanées calculées dans les conducteurs de
retour par le modele complet et le modeéle partiellement réduit au moyen de la RSNL.
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Figure 5.11 La densité du courant électrique a travers la section des conducteurs calculées
par le modele complet et le modéle partiellement réduit au moyen de la RSNL (6, =
207° électriques). Haut: conducteurs d’aller. Bas: conducteurs de retour.
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Figure 5.12 Les pertes « cuivre » totales instantanées dans le bobinage a spires horizontales
au cours de la troisieme période électrique calculées par le modele complet et le modele
partiellement réduit au moyen de la RSNL.
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Figure 5.13 Les pertes « cuivre » totales instantanées dans le bobinage a spires mixtes au
cours de la troisieme période électrique calculées par le modéle complet et le modéle
partiellement réduit au moyen de la RSNL.

L'efficacité de la réduction du modele par la technique de la POD-DEIM appliquée pour
réduire seulement le sous-domaine non linéaire est étudiée également dans le cas des deux
autres configurations d’enroulement. La premiére configuration est la disposition en spires
horizontales et la deuxieme configuration est celle de la disposition en spires mixtes (2 X
2).La configuration (2 X 2) signifie qu’on a deux couches horizontales de spires a deux spires
verticales chacune. La réduction du modele par la RSNL prouve d’une part son efficacité dans
le cas des deux configurations pour calculer les pertes « cuivre » totales (Figures 5.12 et
5.13) et montre d’une autre part son avantage par rapport a la réduction totale par la POD-
DEIM en assurant une meilleure précision (Tableau 5.1) sous un temps de calcul réduit.

Tableau 5.1 Comparaison des valeurs quadratiques de I'erreur de calcul
des pertes « cuivre » par les deux méthodes de réduction du modele (POD totale et POD
partielle) dans le cas des trois différentes configurations d’enroulement.

Configurations Valeur quadratique de I'erreur (%)
de I'’enroulement  POD totale POD partielle (RSNL)

4 spires verticales 14 3.1
4 spires horizontales 9.9 0.43
4 spires mixtes 10.6 2.13

5.5 Conclusion

Le calcul des pertes « cuivre » dans les machines a réluctance variable a double
saillance est un probleme électromagnétique dépendant du temps. Lorsque la solution a
I'origine du temps est choisie arbitrairement et fixée le plus souvent comme solution nulle,
la solution du probleme par éléments finis est généralement mélangée avec des oscillations
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et des composantes transitoires. Se contenter d’'une seule période de simulation pour le
calcul des pertes « cuivre » ameéne, dans le cas des excitations a fréquence relativement
élevée, a des valeurs de pertes incompatibles a celles déterminées en régime permanent.

Pour éviter une modélisation compléete répétitive de la machine sur plusieurs
périodes de simulation indispensables pour converger vers la solution en régime permanent,
la réduction du modele est adaptée. Dans ce chapitre, on a utilisé la réduction de I'ordre du
modele par la technique de la POD combinée a la DEIM. Pour cela, la projection vers une
base réduite se fait par une décomposition aux valeurs singulieres de la matrice des
« Snapshots » obtenue a partir des solutions transitoires du modele complet durant la
premiére période de simulation. Dans le cas des excitations a fréquences relativement
élevées, on a constaté que lorsque la réduction totale du domaine par la POD-DEIM conduit
a calculer la solution avec une faible précision, la technique alternative de la RSNL qui
permet de réduire uniqguement le domaine non-linéaire est parvenu a calculer la solution du
probléme et ainsi les effets importants des courants induits avec une précision plus élevée et
un temps de calcul réduit.
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Conclusions

Les travaux présentés dans ce mémoire traitent de techniques de réduction de
modele et de leurs applications dans les analyses par éléments finis. Ces techniques
permettent de calculer la solution dans des problémes électromagnétiques avec une
précision acceptable et un temps de calcul réduit. Elles peuvent étre utilisées par
conséquent dans des processus de calcul répétitif tels que par exemple ceux présents lors de
la conception et I'optimisation du bobinage des machines électriques visant a minimiser les
pertes « cuivre ».

Les pertes « cuivre » sont la somme des pertes Ohm classiques DC et des pertes
additionnelles par courants de Foucault. Lorsqu’un matériau conducteur est traversé par des
lignes de champ magnétique variable en fonction du temps, des boucles de courants induits
dites de Foucault y circulent pour s’opposer a cette variation. La circulation des courants
induits favorise la non-homogénéisation de la densité du courant a travers la section des
conducteurs et conduit ainsi a un accroissement des valeurs des pertes « cuivre ».
Simultanément, une non-homogénéisation au niveau de la distribution spatiale de la densité
du courant a travers la section des conducteurs conduit a son tour a une déviation des lignes
du champ magnétique: les courants de Foucault et les pertes associées sont alors le résultat
d’un couplage fort électrique-magnétique entre la densité du courant et la variation en
fonction du temps du champ magnétique. En se basant sur un modele de Maxwell, ce
couplage peut s’écrire sous la forme d’'une équation différentielle du second ordre aux
dérivées partielles.

Dans les deux premiers chapitres de ce manuscrit, on traite deux approches pour la
résolution de cette équation, I'une analytique et I'autre numérique. L'approche analytique
est développée pour étudier les courants de Foucault dans le cas des conducteurs logés dans
I’encoche d’un circuit magnétique. Son utilisation est limitée a I'étude de géométries
d’encoches symétriques simplifiées ou on suppose un champ magnétique unidimensionnel
et une perméabilité infinie du circuit magnétique. Les encoches de la machine a réluctance
variable, étant a dents non paralléles, une transformation géométrique est alors appliquée
pour y adapter le modele analytique. Les notions des pertes par effet de peau et des pertes
par effet de proximité sont mises en évidence. Le modéle numérique, quant a lui, est basé
sur la méthode de discrétisation par les éléments finis. || permet une modélisation adéquate
bidimensionnelle (2D) du champ magnétique a travers les encoches et prend en
considération le mouvement du rotor et la non-linéarité du circuit magnétique. Outre les
pertes « cuivre » résultant de |'effet de peau et de proximité, le modele numérique tient
compte des pertes par effet d’influence du circuit magnétique, elles sont liées a la déviation
des lignes du champ magnétique due au mouvement du rotor et au champ magnétique de
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fuite. Les pertes par effet d’influence peuvent étre importantes dans le cas de la machine a
réluctance variable qui présente un rotor a forte saillance et opére sous une forte saturation
magnétique. Ceci met en défaut I'utilisation du modeéle analytique pour un calcul précis des
pertes « cuivre » dans le bobinage des machines a réluctance variable. En effet, lorsqu’il
néglige les pertes par effet d’influence, le calcul analytique conduit a des erreurs de calcul
importantes qui dépassent les 40% par rapport aux résultats du calcul numérique utilisant la
méthode des éléments finis.

Dans le troisieme chapitre, on propose une analyse par éléments finis en 2D des
conducteurs multi filamentaires complexes en fils torsadés et en fils de Litz. En effet, des
équations de type circuit, qui prennent en considération I'effet de la permutation des
filaments au sein du conducteur sur la répartition du courant, permettent de s’affranchir
d’'une modélisation complexe en 3D. Cette analyse par éléments finis, qui permet de
comparer les pertes présentes dans un conducteur massif ou dans des conducteurs multi
filamentaires en fils torsadés et en fils de Litz, montre I'avantage de la subdivision sur la
réduction des pertes additionnelles par courants de Foucault. Elle permet de souligner, en
outre, l'influence importante du nombre de filaments, de leur distribution a travers la
section du conducteur et de la technique de torsadage ou de permutation utilisée sur la
réduction de ces pertes. Par ailleurs on a mis en évidence, I'influence cruciale de la position
des conducteurs dans I'encoche sur les pertes par courants de Foucault, ces pertes sont
maximales a la proximité de la zone de I'entrefer juste a c6té de la dent du stator. Par
ailleurs, dans le cas de la machine a réluctance variable qui représente une double saillance
au niveau du stator et du rotor, les conducteurs du méme bobinage situés de part et d’autre
de la dent du stator ne développent pas les mémes pertes par courant de Foucault. Ces
pertes sont maximales dans les conducteurs qui voient la dent du rotor a leur proximité lors
de la magnétisation de la phase. Pour choisir un enroulement optimal en pertes « cuivre »,
sous un nombre de spires et un point de fonctionnement donnés, il faut porter une attention
toute particuliere sur la configuration géométrique de I'enroulement et sur le type du
conducteur utilisé s’il s’agit d’un conducteur massif ou multi filamentaire, en fils torsadés ou
en fils de Litz. Une modélisation 3D est évitée dans le cas des conducteurs multi
filamentaires, et pourtant le modéle par éléments finis en 2D, intégrant la technique de la
bande de mouvement et les itérations de Newton-Raphson pour la non-linéarité, peut
entraver tout processus itératif de conception ou d’optimisation. Pour surmonter ce
probleme, des techniques de réduction du modeéle, en vue de I'optimisation, sont appliquées
aux analyses par éléments finis pour assurer simultanément une bonne précision et une
réduction efficace du temps de calcul.

Dans le quatrieme chapitre, on étudie la réduction du modeéle par la technique de la
perturbation. Une modélisation compléete de la machine, a chaque changement de
configuration géométrique de I'enroulement, est évitée. Néanmoins, une unique simulation
complete a maillage grossier, bobinage simplifié et densité du courant uniforme est
nécessaire. Une fois ce modeéle résolu, on récupere l'information sur la frontiere de
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I’encoche. Cette information est imposée sous forme de conditions aux limites de Neumann
ou de Dirichlet au domaine réduit de I'encoche ou on intégre maintenant la configuration
géométrique réelle de I'enroulement. Une condition aux limites de Dirichlet convient trés
bien dans le cas des conducteurs en fils de Litz, elle permet la prise en compte de la
présence du circuit magnétique et du mouvement du rotor. Par contre, dans le cas des
conducteurs massifs, la condition aux limites de Neumann est nécessaire pour corriger la
composante normale du champ magnétique et ainsi prendre en compte les déviations
conséquentes des lignes du champ magnétique. Par comparaison a une modélisation
compléte de référence, la technique de la perturbation conduit a des résultats en bon
accord, une erreur quadratique tres faible ne dépassant pas les quelques pourcents et une
accélération tres importante du temps de calcul (facteur de 15).

Pour terminer, dans le cinquieme chapitre, on traite d’'une méthode de réduction de
I'ordre du modele par la technique de la POD-DEIM. En fait, la modélisation des machines
électriques dans le but de calculer les pertes « cuivre » incluant les pertes additionnelles par
courant de Foucault, conduit a traiter un probléme électromagnétique dépendant du temps.
Lorsque la méthode des éléments finis associée a un schéma d’Euler pour la discrétisation en
temps est utilisée pour la résolution du probleme, la solution transitoire est fortement liée
aux conditions initiales parmi lesquelles la plus importante est la solution a l'origine du
temps. Etant donné que cette solution est le plus souvent choisie comme une solution
arbitraire, plusieurs périodes électriques de simulation fastidieuses doivent étre mises en
ceuvre pour atteindre finalement la solution au régime permanent. De plus, I'intégration des
boucles de Newton-Raphson pour résoudre la non-linéarité des matériaux ferromagnétiques
contribue a I'expansion du temps de calcul. Pour réduire le temps de calcul, des méthodes
de réduction de modéle sont souvent utilisées. Ce chapitre propose une réduction de l'ordre
du modele qui profite de la solution par éléments finis du modele complet de la machine sur
la premiére période électrique de simulation pour calculer les solutions du modele réduit
dans les périodes suivantes de simulations. Cette technique de réduction de I'ordre du
modele par éléments finis est basée sur la décomposition orthogonale aux valeurs propres
combinée a la méthode de l'interpolation empirique discrete. Cependant, dans le cas d’'une
excitation a fréquences relativement élevées, la méthode de réduction conduit a une
imprécision significative dans le calcul des pertes « cuivre » (erreur quadratique de 14%). La
qualité de la solution est grandement améliorée en appliquant la réduction uniquement au
sous-domaine non-linéaire, elle permet une précision élevée (erreur quadratique de 3%) et
en paralléle une réduction significative du temps du calcul (facteur de 3).

160



Conclusions et Perspectives

Perspectives et futur travail

Comme déja évoqué, le modele analytique conduit a un calcul tres rapide des pertes
« cuivre », il permet d’exprimer ces pertes comme fonction des parameétres géométriques de
I'encoche et de différentes composantes harmoniques du courant d’alimentation. Par
contre, il conduit le plus souvent a une erreur de calcul significative puisqu’il se contente
d’un champ magnétique unidimensionnel négligeant par conséquent I'effet du mouvement
du rotor et des champs de fuite au niveau du circuit magnétique. En revanche, la méthode
des éléments finis permet une modélisation bidimensionnelle du champ magnétique a
travers le domaine de I'encoche. Lorsqu’elle prend en compte le mouvement du rotor et la
non-linéarité du circuit magnétique, elle assure un calcul précis des courants induits et des
pertes « cuivre » additionnelles conséquentes. Des techniques de réduction de modeéle ont
été appliquées aux analyses par éléments finis pour réduire la dimension du probléeme et
diminuer le temps de calcul, leur intégration dans des processus d’optimisation reste
toujours difficile. Pour cela, le modéle par éléments finis réduit, en tant que modéle fin,
pourra étre associé au modeéle grossier analytique afin de déclencher une démarche
d’optimisation efficace par la technique “output space mapping”.

Les pertes « cuivre » dans le bobinage des machines électriques ne dépendent pas
seulement de la configuration géométrique de I’enroulement. Elles sont fonction, comme on
a déja souligné, de la position des conducteurs dans I'encoche par rapport a la zone de
I'entrefer et de la culasse du circuit magnétique et ainsi plus particulierement de leur
position vis-a-vis aux dents du stator. Des outils d’optimisation efficaces tels que la méthode
“0On/Off” peut étre utilisée alors pour déterminer, sous certaines contraintes industrielles et
géométriques, la distribution optimale des conducteurs dans la surface d’encochage
assurant des pertes minimales par courants de Foucault.

Outre la géométrie de I'enroulement et la répartition spatiale des spires dans I’encoche,
d’autres facteurs importants peuvent influencer les pertes additionnelles par courants
induits. On cite a titres d’exemples, les parameétres de contréle du courant d’alimentation
tels que la tension d’alimentation de la phase, les gradients du courant, les angles
d’amorcage et de conduction et certainement les amplitudes des composantes a hautes
fréquences de la décomposition en série de Fourier de la forme d'onde du courant
d’alimentation. Ces paramétres doivent étre pris en compte dans les processus
d’optimisation pour aller plus loin dans la réduction des pertes « cuivre » tout en respectant
un cahier des charges et de performances donné.

De maniére a compléter notre étude, d’autres techniques de réduction du modeéle pourront
étre appliquées, en vue de I'optimisation du bobinage des machines électriques, telles que
par exemples la méthode de la décomposition propre généralisée (dite en anglais “Proper
Generalized decomposition” ou la “PGD") et la méthode de réduction par sous domaines de
Krylov. L'efficacité et les performances des différentes méthodes pourront étre étudiées et
un estimateur d’erreur de calcul pourra étre envisagé.
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Les techniques de réduction du modeéle traitées dans ce manuscrit ont justifié, chacune par
sa spécificité, leurs efficacités dans la réduction de la dimension du probleme éléments finis.
Pour cumuler les avantages, ces techniques de réduction du modeéle peuvent étre couplées
entre elles afin d’abaisser davantage le temps de calcul nécessaire a la résolution du
probleme. Par exemple, la technique de la perturbation qui limite la résolution du probléme
au domaine linéaire des encoches peut conduire, dans certains cas pour des raisons de
précision, a un maillage trés dense a travers le bobinage et ainsi un nombre d’inconnus
conséquent. Une simple POD peut donc étre associée pour réduire efficacement le nombre
des inconnues et accélérer par la suite la résolution du probléme.
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Annexe A

Imposition de la composante normale du vecteur induction
magneétique par une condition aux limites de Dirichlet

—

Pour imposer la composante normale du vecteur induction magnétique B, a une
valeur qu’on note By, sur une section élémentaire de la frontiere du domaine d’un systeme
électromagnétique en 2D (Figure A.1), on pose:

B.7i =B, (A.1)

Figure A.1 Section élémentaire de la frontiere du
domaine reliant les deux nceuds e; et e;.

La section élémentaire est notée [, elle est limitée sur ses extrémités par les deux nceuds ¢;
— — . . . N .

et e;. 11 et e, sont, respectivement, le vecteur normal unitaire a cette section et le vecteur

porté par I'axe des z. En utilisant les équations (1.6) et (1.14) du chapitre 1, on peut réécrire

I’équation (A.1) sous les formes équivalentes suivantes :

0A;
— 2 — a —
rot(A).n = a}th .n =8, (A.2)
0x

cos (/) sin("/))\[ox | -
<—Sin (1-[/2) cos (7‘[/2)> % .n = B, (A.3)
dy

cos (”/2) sin (”/2) L
—sin (/) cos (ﬂ/2)> = b A4)

grad(At).e_tg’ = B, (A.5)

Em_d’(At).(
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Le vecteur e—tg’ se déduit du vecteur normal unitaire 71 par une rotation plane, de centre
I'origine des axes et d’angle 7T/Z. e_tg’ est ainsi le vecteur unitaire tangent a la section

élémentaire [e; e;]. L'équation (A.5) s’avere alors :

04,

E BO (A.6)

On peut conclure alors de I'équation (A.6) que le fait d’'imposer la valeur normale de
I'induction magnétique sur la frontiére, revient a imposer la dérivée tangentielle du
potentiel vecteur magnétique.

En effet, une condition aux limites de type Dirichlet consiste a imposer la valeur du potentiel
vecteur magnétique sur la frontiere. Vu que les valeurs nodales du potentiel vecteur
magnétique sont imposées, elle permet ainsi de prédéfinir, implicitement, la dérivée
tangentielle du potentiel vecteur magnétique a travers cette frontiére. Par équivalence, la
condition aux limites de Dirichlet conduit a imposer la composante normale du vecteur
induction magnétique.

Imposition de la composante tangentielle du vecteur champ
magnétique par une condition aux limites de Neumann

De méme pour imposer la composante tangentielle du champ magnétique H
a une valeur qu’on note Hy, sur la section élémentaire [e;; e;] de la figure A.1, on pose:

ﬁ.@ = H, (A.7)

et, étant le vecteur tangent unitaire a cette section, on peut I’écrire sous la forme du produit

vectoriel suivant:
e—tg’ =7Ae, (A.8)

En utilisant maintenant les équations (1.4), (1.6) et (1.14) du chapitre 1 et I'’équation (A.8),
I’équation (A.7) peut se donner sous les écritures équivalentes suivantes:

vrot(4). (M A€) = H, (A.9)

. L H
(e_Z’Arot(A)) == (A.10)

v

. H
grad(A,).7 = 7" (A.11)
% = ﬂ (A.12)
on v
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De l'équation (A.12), on conclut que lorsque la composante tangentielle du champ
magnétique est imposée, ceci revient a imposer la dérivée du potentiel vecteur magnétique
par rapport a la direction normale.

En effet, une condition aux limites de type Neumann consiste a imposer la valeur de la
dérivée normale du potentiel vecteur magnétique sur la frontiére. Elle permet ainsi, par
équivalence, d'imposer la composante tangentielle du vecteur champ magnétique.
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Annexe B

Calcul des forces magnétiques locales

\

v(t)
Figure B.1 Convertisseur électromécanique simple

De maniere générale, un convertisseur électromécanique est un dispositif destiné a
transformer I’énergie électrique en énergie mécanique ou réciproquement. Il est formé d’un
circuit magnétique comportant une partie fixe sur laquelle est placé un bobinage et une
partie mobile en rotation ou en translation. La partie mobile est le siege de forces
magnétiques E qui permet son déplacement suivant la direction 1. Pour le bobinage,
appelons respectivement r la résistance, v(t) et i(t) la tension et le courant en convention
récepteur et @ le flux totalisé avec une orientation en concordance avec le courant. Ces
diverses grandeurs sont reliées entre elles par la relation suivante :

v(t) =ri(t) + ii—qt) (B.1)

En multipliant par i(t)dt, I'équation (1.94) devient :
v(t)i(t)dt = ri’(t)dt + i(t)dP (B.2)

En négligeant les pertes mécaniques et les différents types de pertes dans le circuit
magnétique tels que les pertes par hystérésis et les pertes « fer », on peut établir le bilan
énergétique associé au dispositif électromécanique :

dWelEC = thh + dWmag + dWmec (B3)

Ou, pendant la durée dt, dW,,;,. = v(t)i(t)dt est I'énergie électrique fournie a la bobine,
dW,, = ri*(t)dt est I'énergie perdue par effet joule, dW,.. = E,du est le travail
mécanique produit par les forces magnétiques sur un déplacement élémentaire du et
AWy qg est la variation de I'énergie magnétique du dispositif.
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En prenant en compte les équations (1.95) et (1.96), on peut écrire :
AWpag = i(t)dd — E,du (B.4)

En partant de I'hypothése que I'énergie magnétique est une fonction qui dépend
uniqguement du flux magnétique @ et du déplacement u, dW,,, étant une forme
différentielle exacte, nous avons:

di(t) 0F,
= B.5
ow,
i(t) =—¢ " u (8.6)
ow,
F,=- a’zag lo (B.7)

L’équation (B.7) formule le principe de la méthode des travaux virtuels [RR92] [B0s92].
Cette méthode est utilisée pour le calcul des forces magnétiques locales s’identifiant a la
variation de I'énergie magnétostatique lors d’un déplacement virtuel du suivant la direction
U tout en maintenant un flux magnétique constant; la force magnétique F, résultante est la

composante suivant la direction % du vecteur force magnétique locale F.

Dans le cas d’'un domaine décomposé en un nombre finis des éléments triangulaires, on
cherche a calculer les forces magnétiques nodales. On note Wmage I’énergie magnétique
emmagasinée dans un volume élémentaire V, correspondant a un élément triangulaire Q,
de maillage de profondeur [ suivant I'axe z.

La force magnétique au nceud e;, de coordonées (x;,y;), relative a la contribution de
I’élément (Q,, possede deux composantes suivant x et y. Ces deux composantes au nceud ¢;
sont calculées en supposant deux déplacement virtuels dans les directions x et y du nceud

e;:
aw,
F, = ——"Y B.8
ow,
po. - _ 9Wmag B.9

La force magnétique nodale totale au nceud ¢; est la somme des contributions de I'ensemble
des éléments triangulaires avoisinant le nceud e;.

Explicitions maintenant le calcul de la composante suivant u € {x, y} de la force magnétique
au nceud e; due a la contribution de I'élément Q.. Supposons une variation élémentaire de
la coordonnée u; € {x;,y;} du nceud e;, on peut alors écrire :

B Wrnag

Fle, = ou, lo (B.10)
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Le volume V, est le volume constitué d’une base qui est le domaine élémentaire (), et d’'une
profondeur [. Le flux a travers le volume est considéré constant si les flux a travers ces trois
facettes sont constants.

€

Figure B.2 Le volume élémentaire V, associé au domaine Q.

Une facette S de ce volume est un rectangle de largeur la longueur d’une arréte [e;, ¢;] et de

longueur L. Le flux sortant de B a travers cette surface de frontiere T est donné par :

=ffsﬁﬁzffsm(j).d_s’zjgrj.ﬁzz(Ai—Aj) (B.11)

Pour que @ soit constant, il faut donc que la différence de potentiel vecteur magnétique
entre les deux nceuds d’une arréte soit constante. Cette condition est vérifiée implicitement
si on maintient le potentiel vecteur magnétique constant aux noeuds du domaine d’étude Q
lors du calcul des forces magnétiques nodales.

Dans le volume élémentaire V, associe au volume ()., I'énergie magnétique s’exprime

_ jﬂve(j:hdb) dv, = lﬂne(JoBhdb) do, (8.12)

En utilisant la transformation T, cette énergie s’exprime dans I'élément de référence sous la

comme suit :

forme suivante :

nas =] ( " hdb) |dét(1gDIdO, (3.13)

AWinag

Ou
av

f hdb est la densité volumique de I'énergie magnétique.

L'expression de la force magnétique de I'équation (1.103) s’écrit alors :

Fley = —Zme g = — [ () hdb)ldet([ Dlda,=

:—sz a—(f hdb) |dét([ID|dQ, —sz f [IDDAQ, (814
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L'intégrale fOB hdb dans le deuxieme terme de I'équation (B.14) est la densité volumique de

I’énergie magnétique calculée comme montré sur la figure B.3.

b

B

dWmag < |

dv

h

Figure B.3 Trace de la courbe d’aimantation b(h) montrant la densité
volumique de I’énergie magnétique.

d , B . . o
Le calcul de a(fo hdb) par contre dans le premier terme exige une approximation telle

que :

0 B 0 B o v 0 (Voo
= = 5B%) = =BT B.15
T ( fo hdb> T ( fo vbdb> e (213 ) T (ZB B) (B.15)

L’équation (1.81), du chapitre 1, montre que le vecteur B dans I'élément Q. s’écrit sous la
forme suivante :

B = [J]"'GRAD|[A"] (B.16)

P —

Ou GRAD est donne par la matrice suivante :

A —110)

GRAD = (_1 01 (B.17)

Prenons en compte les équations (B.16) et (B.17), I'expression (B.15) de la force magnétique
s’écrit alors :

— a —
Pe, = L[| (3[4 GRAD - (191" [91GRAD[4,*] ) ldéc(iaDlde,
Q, i

. (B.18)
d ,
~t [ a5 ageraapnan,
Avec :
0 d d
W([J]_T[J]_l) = ﬁ[ﬂ]_T[ﬂ]_l + [J]_Tﬁ[ﬂ]_l

L 9 ! la (B.19)

= 17T [I1 g1 (g1~ + [J]_T[J]_I[J]E [g]~!

On démontre que :
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-9 o= - 2 a1
5ur (TN =520 =0 = 5=V + 1J)5- (717 (8.20)
Ou I est la matrice identique, donc :
0 d
En [IDLI]* = —-[J] [9]7* (B.21)
Uu; (?ul-

En partant de I’équation (1.113), I'’équation (1.111) s’exprime alors sous la forme suivante :

O (T = 91T

(g1 1g1~" + [J17*

aui aui

[IDIII™ (B.22)

aui

Le calcul des forces magnétiques locales nous permet de calculer les efforts globaux tels que
les forces radiales et le couple électromagnétique dans le cas d’un actionneur rotatif ou la
force globale du mouvement s’il s’agit d’un actionneur linéaire.

Culasse du stator

Dentdu
stator

Figure B.4 La force radiale globale appliquée sur la dent du stator.

Les forces radiales sont des forces appliquées sur les dents statoriques et rotoriques, elles
sont maximales pour un courant donné lorsque celles-ci sont en vis-a-vis. Ces forces sont a
I'origine des vibrations mécaniques importantes dans la machine. Ces vibrations sont assez
marquantes dans les machines a réluctance variable a double saillance. Pour calculer la force
radiale F,,4 appliquée sur une dent du stator par exemple, toutes les forces locales exercées
sur cette dent sont projetées sur la direction radiale ¥ paralléle a I'axe du stator pour faire
par la suite la sommation des composantes projetées.

Fradzz

n
i=1

E.o (B.23)

~

Ou n est le nombre total des noeuds de la dent du stator considérée et Fl la force appliquée
au nceud i.
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Dans un actionneur rotatif I'effort utile considéré est le couple électromagnétique. Pour le
déterminer, on fait la somme sur les composantes tangentielles des forces magnétiques
nodales. La composante tangentielle des forces magnétiques est dite motrice, c’est la
composante responsable du mouvement. On en déduit le couple électromagnétique, soit :

Cemzz

n
=1

e 1)

Ou n est le nombre des nceuds a la frontiére entre le rotor et I'entrefer, 17[ la force appliquée
au noeud i, 7; est la distance entre le centre O du rotor et le noeud i et u; est le vecteur
unitaire tangent au cercle de centre O et de rayon r; dirigée dans le sens du rotation du
rotor.

0]

Figure B.5 Eléments de calcul du couple électromagnétique

Par contre, dans le cas d’un actionneur linéaire, le mouvement de la partie mobile est un
mouvement de translation. L'effort électromécanique utile considéré n’est plus dans ce cas

—
le couple mais la force globale motrice F,, exercée sur la partie en mouvement.

Partie mobile >

Figure B.6 La force globale exercée sur la partie mobile
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Pour calculer cette force globale qui est suivant la direction portée par le vecteur 4, toutes
les projections suivant la direction du mouvement des forces locales exercées sur la partie
mobile sont sommées :

e 1)

E, = z i (B.25)

n
=1

Ou n est le nombre total des nceuds de la parti mobile et 17{ la force appliquée au nceud i.
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Annexe C

Modele pour le calcul des pertes « fer »

Le calcul des pertes « fer » dans les circuits magnétiques est souvent basé sur des
formules empiriques qui ont pour origine I'équation proposée par Steinmetz [Ste84]: la
densité volumique des pertes « fer » dans les circuits magnétiques est estimée par la
formule suivante :

Pfer = kfagﬁ (C.1)

Ou B est 'amplitude de I'induction magnétique dans le cas d’une excitation sinusoidale de
fréquence f. k, a et B, souvent appelées les parametres de Steinmetz, sont des parametres
caractéristiques du matériau magnétique. lls sont déduits de I'ajustement des courbes de
pertes prer = pfer(ﬁ) avec 'équation pg., = kf*BA. Les courbes de pertes sont données
comme courbes caractéristiques déterminées expérimentalement pour plusieurs fréquences
d’alimentation sinusoidales données.

Vu que, les mesures expérimentales ont prouvé que la décomposition en série de Fourier
n'est pas adéquate avec I'équation de Steinmetz [MK92], de nombreuses modifications
empiriques [RD97] [LAS001] ont été proposées a I'équation de Steinmetz pour calculer les
pertes « fer » dans le cas des systemes a excitations non sinusoidales périodiques telles que
par exemple les machines a réluctance variable. En 2002, Venkatachalam et al. introduisent
la méthode intitulée “the improved generalised Steinmetz equation” (iGSE) qui dépend de la
variation en fonction du temps de l'induction magnétique et de I'écart entre les maximums
et les minimums locales successifs de I'induction magnétique[AN013] [VSA+002] :

n
Pfer = Z ;11 (C.2)
=1
k;(AB)E=%  1dB(t)|*
= dt c3
= fT . (c3)

Ou n est le nombre total des courbes intermédiaires (C;), de la courbe de I'induction B(t),
qui relient les maximums locaux aux minimums locaux successifs et vice versa, T; la période
de la courbe intermédiaire (C;), AB I'écart entre le minimum et le maximum de (C;) et T la
période de I'induction magnétique B(t). Le coefficient k; est donné par la formule suivante :

k
ki = 2
(2m)a=1 [ |cos (0)|*2F~2d6

(C.4)

Un exemple d’une courbe d’induction B(t) est représenté sur la figure C.1, elle est séparée
en 5 courbes intermédiaires sur lesquelles se fait le calcul de la densité volumique des pertes
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« fer ». Décomposons la période T; de la courbe (C;) en n intervalles de temps, I'équation
(C.3) peut étre approchée par I'expression suivante :

n

ki(AB)B_a Bm - Bm—la
| = — — | (), — e C5
bi Ti Z t — tm1 ( m m 1) ( )
m=
B(t),
)

LG |

T 3

e

Tl Ty Ts

Figure C.1 Séparation des courbes intermédiaires (C;) reliant les maximums
locaux aux minimums locaux successives.

Les courbes de l'induction magnétique sont déterminées dans les parties essentielles du
circuit magnétique au stator et au rotor. Ces parties sont la culasse au stator, la culasse au
rotor, le p6le au stator et le pole au rotor.

Culasse du stator

Péle
du stator

Pole
du rotor

Figure C.2 Coupe transversale de la culasse du stator, la culasse du rotor, du péle stator et du
pole du rotor d’une machine a réluctance variable
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Pour calculer les pertes «fer » totales, les densités de perte dans toutes les parties
essentielles du circuit magnétique au stator et au rotor sont déterminées séparément.
Multipliant toutes les densités de perte par les volumes des parties magnétiques
correspondantes, on obtient alors les pertes « fer » totales.

Pfer = Vps * pfer,ps + Vpr * pfer,pr + Vcs * pfer,cs + Vcr * pfer,cr (C-6)

OU Pferpss Prer,prs Prer,cs €t Drer,cr SONt respectivement les densités de perte « fer » dans le

poble su stator, le pble au rotor, la culasse du stator et la culasse du rotor.

La figure C.2 montre les sections transversales des différentes parties du circuit magnétique.
Les volumes correspondants sont calculés en multipliant la surface des sections
transversales par la longueur de la machine [ et le nombre des pdéles au stator et au rotor. Si
Spsr Spr» Scs €t S sONt respectivement les surfaces des sections transversales du pole au
stator, péle au rotor, culasse du stator et culasse du rotor, les volumes correspondantes
s’écrivent :

Vs = Sps * L * N (C.7)
Vor = Spr * L * N (C.8)
Ves = Ses * L+ Ny (C.9)
Ver = Ser ¥ L* N, (C.10)

Avec, N, et N,., respectivement, le nombre de pdles au stator et au rotor.
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Annexe D

Calcul du rendement

Dans le cas d’'une machine tournante telle que la machine a réluctance variable, la
différentielle de I'énergie magnétique donnée par I'’équation (B.4), de I'annexe B peut se
réécrire sous la forme suivante :

AWpag = i()dD — Copndb (D.1)

Com est le couple électromagnétique de la machine calculée dans I'équation (B.24), de
I’annexe B, a partir des forces électromagnétiques nodales et df le déplacement angulaire
élémentaire de la machine. D’aprés [I’équation précédente (D.1), le couple
électromagnétique est donné a partir de I’énergie magnétique par la formule suivante :

 OWnag
20

lo (D.2)

Com =

Supposons T, la période d’excitation électrique, la valeur moyenne du couple
électromagnétique est donnée par I'’équation suivante :

1
< Copy > = —f Comdt (D.3)
T. )y,

. s . . . . de
Si on multiplie I'’équation (D.3) par la vitesse angulaire de la rotation du rotor y, = - eton

prend en compte I'équation (D.2), on obtient |'expression suivante de la puissance
électromagnétique P,,, :

1 1 —A
<Cem>Vr = _J Cemdty, = _J Cemdd = ——— =Py (D.4)
T, T,

Te Te
Ou AW;,44 est la variation de I’énergie magnétique pendant la période électrique.

En prenant en compte les différents types de pertes dans la machine telles que les pertes «
fer » et les pertes Joule d’une part et en négligeant les pertes mécanique d’autre part, le
rendement de la machine électrique sera donné alors par I'expression suivante :

_Pem_Pfer

D.5
Pom + P, (D5)
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