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Résumé

Nous développons une nouvelle approche éléments finis pour des équations aux dérivées partielles
elliptiques de type élasticité linéaire ou Stokes sur une surface fermée de R?. La surface considérée
est décrite par le zéro d’une fonction de niveau assez réguliere. Le probleme se ramene a la mini-
misation sous contraintes d’une fonctionnelle énergie pour le champ de vitesse. Les contraintes
sont de deux types : (i) la vitesse est tangentielle a la surface, (ii) la surface est inextensible. Cette
deuxieme contrainte équivaut a I’incompressibilité surfacique du champ de vitesse. Nous abordons
ce probleme de deux fagons : la pénalisation et I'introduction de deux multiplicateurs de Lagrange.
Cette derniere méthode a 1’avantage de traiter le cas de la limite incompressible d’un écoulement
en surface dont nous présentons pour la premiere fois I’analyse théorique et numérique. Nous
montrons des estimations d’erreurs sur la solution discrete et les tests numériques confirment
I’optimalité des ces estimations. Pour cela, nous proposons plusieurs approches pour le calcul
numérique de la normale et la courbure de la surface. L’ implémentation utilise la librairie libre
d’éléments finis Rheolef. Nous présentons aussi des résultats de simulations numériques pour
une application en biologie : la morphogenese de I’embryon de la drosophile, durant laquelle
des déformations tangentielles d’une monocouche de cellules avec une faible variation d’aire. Ce
phénomene est connu sous le nom de 1’extension de la bande germinale.

Mots-clés. Equations aux dérivées partielles sur des surfaces ; éléments finis mixtes ; calcul de

courbure ; embryogenese.
Abstract

We develop a novel finite element approach for linear elasticity or Stokes-type PDEs set on a
closed surface of R3. The surface we consider is described as the zero of a sufficiently smooth
level-set function. The problem can be written as the minimisation of an energy function over a
constrained velocity field. Constraints are of two different types : (1) the velocity field is tangential
to the surface, (ii) the surface is inextensible. This second constraint is equivalent to surface
incompressibility of the velocity field. We address this problem in two different ways : a penalty
method and a mixed method involving two Lagrange multipliers. This latter method allows us to
solve the limiting case of incompressible surface flow, for which we present a novel theoretical and
numerical analysis. Error estimates for the discrete solution are given and numerical tests show the
optimality of the estimates. For this purpose, several approaches for the numerical computation of
the normal and curvature of the surface are proposed. The implementation relies on the Rheolef
open-source finite element library. We present numerical simulations for a biological application :
the morphogenesis of Drosophila embryos, during which tangential flows of a cell monolayer take
place with a low surface-area variation. This phenomenon is known as germ-band extension.

Keywords. Surface partial derivative equations ; mixed finite elements ; curvature computation ;
embryogenesis.






Tables des notations

R ensemble des nombres réels,
T point dans R,
r surface contenue dans R?, d = 2, 3,
n normale sortante a [,
p projection sur I,
1 tenseur identité,
P tenseur de projection sur /',
H tenseur de courbure,
K courbure moyenne,
Ki courbures principales,
t; directions principales,
Yy vecteur courbure,
0] fonction de niveau,
Us bande de largeur ¢ autour de [,
|| norme euclidienne,
tr (-) trace d’un tenseur,

Sym(-) partie symétrique d’un tenseur,
cy coefficient de friction,
n viscosité de cisaillement,
A viscosité de compression,
7y parametre de pénalisation,
u vitesse de I’écoulement,
U, champ de vitesse pénalisé,

v fonction test associé a u.,
p multiplicateur de Lagrange associé a I’incompressibilité surfacique,

q fonction test associé a p,

0 multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte “écoulement tangentiel”,
3 fonction test associé a @,

D, (u) tenseur des taux de déformations surfaciques,
o tenseur des contraintes totales,
o, tenseur de contractilité de I’actomyosine,
o, distribution de la myosine,

v



div
div

. r
div,

* 73

opérateur de Laplace-Beltrami,

divergence surfacique d’un vecteur,

adjoint de la divergence surfacique d’un vecteur,
divergence surfacique d’un tenseur,

gradient surfacique,

approximation polynomiale par morceaux de [,
normale sortante a /7,

restriction de p a Iy,

tenseur de projection sur [},

approximation continue de n et n r, Sur Iy,
approximation du tenseur de courbure sur /7,
approximation du tenseur de courbure sur [}, apres n lissages,
approximation de la courbure moyenne sur 7,
approximation du vecteur courbure sur [/},
approximation polynomiale par morceaux de u.,
approximation polynomiale par morceaux de p,
approximation polynomiale par morceaux de 6,
divergence surfacique d’un vecteur sur /7,
approximation de D . sur [7,.
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0.1 Contexte et problématique de la these

Les équations aux dérivées partielles posées sur des surfaces se présentent dans une large variété
d’applications dans les domaines comme la mécanique des fluides et la biologie cellulaire. Les
surfaces considérées peuvent €tre 1’interface entre deux phases (liquide et gaz par exemple),
des films (film liquide des bulles de savon) ou des membranes fluides (par exemple les tissus
biologiques). Nous pouvons citer comme exemples d’applications, le calcul de la forme de gouttes
en rotation dans [Heine, 2003], [Heine, 2006], la dynamique des surfactants (tensioactifs ou agents
de surface) a I’'interface entre deux fluides comme dans [James and Lowengrub, 2004, Garcke
et al., 2014], la séparation de phase sur les membranes biologiques [Elliott and Stinner, 2010]
et la modélisation de la motilité cellulaire [Elliott et al., 2012]. Comme telles, les équations aux
dérivées partielles posées sur des surfaces constituent un défi en restant dans le theme général de
I’analyse numérique. L’ étude des modeles faisant intervenir ces types d’équations est devenue un
domaine de recherche actif au cours des dernieres années grace leurs nombreuses applications.

Dans le cadre cette these, les équations aux dérivées partielles envisagées décrivent des méca-
nismes intervenant en biologie cellulaire : probleme 1’élasticité linéaire compressible, incompres-
sible en surface ou probleme de type Stokes surfacique. Les solutions sont vectorielles et elles
peuvent étre tangentielles ou non. L’idée ici est de concevoir et d’utiliser des méthodes d’ap-
proximation numérique efficaces pour des telles équations aux dérivées partielles. Les méthodes
numériques qui seront développées dans cette these nous servirons a simuler I’écoulement tangen-
tiel observé expérimentalement (fig. 5.1, page 132) lors de I’extension de la bande germinale de la
Drosophile. Ces méthodes constituent une base pour s’orienter vers des problemes non linéaires
plus complexes comme les équations viscoélastiques ou éventuellement élastoviscoplastiques sur
surface. Les types de modeles permettant d’envisager de modéliser et simuler des phénomenes
plus complexes en biologie cellulaire en 3D : le phénomene de gastrulation dans I’embryoge-
nese de la Drosophile (cf. [Conte et al., 2008] ou [Allena et al., 2010] par exemple) ou d’autres
dynamiques des tissus biologiques comme par exemple dans [Tlili et al., 2015].

0.1.1 Quelques résultats récents en analyse numérique sur les surfaces

Les premiers résultats de référence sur 1’analyse numérique des équations aux dérivées partielles
posées sur des surfaces ont été introduit dans [Dziuk, 1988] et [Destuynder and Salaiin, 1990].
Dziuk a été I’un des pionniers dans le domaine. Il a développé une approche intrinseque par la
méthode des éléments finis pour 1’équation de Laplace-Beltrami sur des surfaces arbitraires. Il a
réalisé sur cette approche les premieres techniques d’estimations d’erreur a priori dans le cas des
approximations affines par morceaux. A partir des années 2000, son approche a été fréquemment
utilisée notamment dans [Heine, 2006] sur des équations aux dérivées partielles plus complexes
que I’équation de Laplace-Beltrami faisant intervenir des termes de courbure et dans [Demlow
and Dziuk, 2007]. Cette approche a été généralisée sur des approximations isoparamétriques
de degré polynomial supérieur (cf. [Demlow, 2009], [Dziuk and Elliott, 2013] par exemple).
Une premiere variante de cette approche basée sur une formulation de fonction de courant a été
proposée dans [Nitschke et al., 2012a] puis utilisée dans [Reuther and Voigt, 2014] pour des
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écoulements de fluides incompressibles a deux phases. Puis une deuxiéme variante basée sur une
méthode de Galerkin discontinu a été proposée dans [Madhavan, 2014] pour les équations aux
dérivées partielles de type convection-diffusion sur des surfaces.

A coté de ces approches, il y a I’approche mixte proposée dans [Destuynder and Salaiin, 1990]
sur le modele de Koiter (cf. [Koiter, 1970] [Koiter, 1980], [Destuynder, 1985]) pour les coques
minces. On peut consulter [Destuynder and Salaiin, 1995a], [Destuynder and Salaiin, 1995b]
et [Destuynder and Salaiin, 1996] pour plus details sur I’analyse théorique et numérique de cette
approche mixte. La solution du modele étant vectorielle, cette approche mixte est basée sur
une méthode de multiplicateurs de Lagrange dont la formulation variationnelle mixte sépare
les composantes tangentielle et normale de la solution. L’avantage d’une telle approche par
rapport a celles proposées ci-dessus, est le fait qu’elle permet d’utiliser des espaces éléments
finis directement tangents a la surface exacte considérée, puisque cette derniere est supposée
connue explicitement et on peut donc calculer exactement toutes les grandeurs géométriques
comme la normale et les courbures. Par contre, elle n’est pas pratique si la surface n’est pas
connue explicitement (par exemple une surface qui évolue dans le temps) contrairement a celles
proposées ci-dessus. Dans la littérature, il existe des résultats dans ce sens par exemple dans [Dziuk
and Elliott, 2007] pour I’opérateur de Laplace-Beltrami. Donc I’approche de Dziuk combinée a
des méthodes d’approximation des grandeurs géométriques comme la normale et les courbures
de surfaces discretes (cf. [Cazals and Pouget, 2003] ou [Heine, 2004] par exemple) permet
d’envisager d’étendre la technique utilisée dans [Dziuk and Elliott, 2007] a des équations aux
dérivées partielles plus complexes.

0.1.2 Approches de simulation des tissus biologiques

De nombreuses approches tres différentes ont été utilisées pour simuler les tissus biologiques.
Une approche tres fréquente est de baser la modélisation sur les éléments discrets que forment
les cellules plutot que sur un modele de mécanique des milieux continus. Frangois Graner a été
un pionnier dans ces approches [Glazier and Graner, 1993]. Ces méthodes ont des avantages
de prendre en compte directement la présence de différentes structures mécaniques au sein des
cellules (par exemple, de faire une différence entre actomyosine dite "jonctionnelle", c’est-a-dire
présente aux interfaces entre cellules, et "médiale", présente sur la surface extérieure, dite apicale,
des cellules), et I’'inconvénient d’€tre moins faciles a analyser mécaniquement et d’un point de
vue de I’analyse numérique. Des méthodes de ce type qui ont été utilisées jusqu’a présent pour
simuler I’extension de la bande germinale par [Rauzi et al., 2008b, Collinet et al., 2015], dans
ces modélisations la bande germinale est considérée isolément (le reste des tissus qui forment
I’embryon n’est pas simulé mais des conditions aux limites sont appliquées pour reproduire son
influence), et la courbure de I’embryon n’est pas prise en compte.

A coté de ces méthodes, quelques méthodes basées sur la mécanique des milieux continus ont été
utilisées par exemple pour la gastrulation, un mouvement qui déforme la surface de I’embryon et
a lieu juste avant I’extension de la bande germinale. Différentes approches pour ce probleme sont
discutées dans I’article de revue [Rauzi and Leptin, 2013]. La plupart sont bidimensionnelles ou



axisymétriques, sauf [Conte et al., 2008] et [Allena et al., 2010]. Dans ces dernieres méthodes,
la structure mécanique considérée est la monocouche de cellules toute entiere, qui ne constitue
pas une structure mince (a la différence des structures d’actomyosine, qui sont situées dans une
couche mince a la surface de I’embryon), a laquelle une rhéologie de matériau linéaire élastique
homogene et isotrope est attribuée. Cette rhéologie amene les auteurs a remplacer les contraintes
générées par la myosine par un changement dans la configuration de référence du matériau.
Cette méthodologie permet de reproduire des déformations similaires a la formation du sillon
ventral lors de la gastrulation. En 2010, Allena et al. entreprennent avec cette méthode de simuler
I’extension de la bande germinale en imposant le déplacement des cellules de celle-ci. Cependant,
ils mentionnent que ce choix de rhéologie les limite a de faibles déplacements.

0.2 Objectifs et contributions de la these

Cette these s’inscrit de la problématique des équations aux dérivées partielles posées sur des
surfaces. Bien que nous nous limitons a des équations linéaires, plusieurs contributions ont été
apportées a ce domaine de recherche et elles représentent le premier noyau vers des équations aux
dérivées partielles plus complexes posées sur des surfaces notamment non linéaires.

La premiere contribution de cette theése est I’élaboration d’une approche éléments finis pour
approcher les courbures d’une surface a partir d’une approximation polynomiale par morceaux.
Des estimations d’erreurs a priori ont été réalisées sur cette approche numérique pour mieux
comprendre les difficultés liées aux calculs de courbures discretes notamment dans le cas d’une
approximation affine par morceaux. Et ces estimations ont été validées sur quelques exemples de
surfaces définies par des fonctions de niveau. Nous proposons également un algorithme itératif
plus général (que nous appellerons algorithme de lissage) qui nous permet d’améliorer I’ordre de
convergence de notre approche numérique. Cet algorithme permet donc de traiter méme le cas
d’une approximation affine par morceaux qui est le cas le plus difficile numériquement. Avec un
choix particulier du nombre d’itérations, nous montrons que cet algorithme a un coft de résolution
optimal (cofit d’une résolution de systemes linéaires en dimension 2). Cette approche optimale
et robuste offre une nouvelle alternative aux méthodes décrites dans [Cazals and Pouget, 2003]
et [Heine, 2004].

La deuxieme contribution est 1’élaboration d’une méthode numérique pour résoudre des équations
aux dérivées partielles de type Stokes tangentiel sur une surface. Ces équations aux dérivées
partielles modélisent 1’écoulement d’un fluide newtonien compressible ou incompressible sur
une surface. Du point de vue numérique, la méthode proposée permet d’obtenir des solutions
discretes tangentes sans passer par des espaces éléments finis directement tangents. Le probleme
est résolu dans R¢, d = 2 ou 3 en controlant la composante normale et ses dérivées par la
combinaison d’une méthode de pénalisation et d’une méthode de multiplicateurs de Lagrange.
Ainsi, la méthode numérique proposée est analogue aux méthodes numériques classiques pour des
équations aux dérivées partielles de type élasticité linéaire ou Stokes sur un domaine R?, d = 2
ou 3. Nous proposons des analyses théoriques et numériques de notre probleme modele a travers
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lesquelles nous montrons que la précision globale de la méthode ne depend que de la précision de
I’approximation de la courbure.

La troisieme contribution concerne notre approche de modélisation et la simulation numérique du
phénomene de I’extension de la bande germinale de la Drosophile. La méthode proposée dans
cette these pour cette modélisation n’est pas basée sur des éléments correspondants aux cellules,
mais sur une approche de mécanique des milieux continus. Les avantages et inconvénients de
cette approche de milieux continus sont discutés d’un point de vue biophysique dans le chapitre 5.
Du point de vue des mathématiques appliquées, cette approche permet de séparer les aspects de
modélisation, qui ne sont abordés dans cette these que dans I’article en préparation du chapitre 5,
des aspects de simulation numérique du modele. C’est ainsi que nous pouvons montrer que les
simulations numériques fournissent une bonne approximation de la solution du modele mécanique
continu. Par rapport aux méthodes évoquées ci-dessus, cette modélisation permet de prendre
en compte simultanément la courbure de I’embryon, une activité anisotrope de la myosine, la
faible épaisseur de la couche d’acto-myosine et les tres grandes déformations inélastiques qui
caractérisent I’écoulement de la bande germinale.

0.3 Plan de la these

Cette these est décomposée en cinq chapitres. Nous commencgons par un premier chapitre dont le
but est d’introduire quelques notions fondamentales sur les surfaces. Il s’agit des outils mathéma-
tiques de base qui vont étre utilisés tout au long de la these. Il y aura notamment quelques rappels
sur les produits scalaires euclidiens et les espaces fonctionnels comme les espaces de Lebesgue et
les espaces de Sobolev sur une surface. Nous ferons aussi un tour d’horizon sur quelques notions
de la géométrie différentielle en restant dans le systeme de coordonnées cartésien, notamment la
projection sur une surface et la définition de quelques opérateurs différentiels surfaciques.

Le deuxieme chapitre porte sur le développement d’une méthode d’éléments finis pour approcher
la normale et des courbures d’une surface. De telles approximations sont souvent nécessaires
pour aborder des équations aux dérivées partielles posées sur des surfaces. En particulier, elles
vont nous servir par la suite pour la modélisation et la simulation numérique de notre application
biologique. Nous présentons des analyses de convergence théorique sur les approximations de la
normale et des courbures et des tests numériques pour la validation. Nous terminons ce chapitre
par I’algorithme de lissage qui sera comparé aux méthodes proposées dans [Cazals and Pouget,
2003] et [Heine, 2004].

Nous abordons dans le troisieme chapitre un probleme de minimisation d’une fonctionnelle
d’énergie sous une contrainte. Ce probleme permet de modéliser un écoulement sur une surface
sous la contrainte que celui-ci soit tangentiel. Nous introduisons une méthode de pénalisation
permettant de contrdler la contrainte et ainsi reformuler le probleme initial comme un probleme
de minimisation d’une fonctionnelle d’énergie sans contrainte. Nous présentons une analyse
théorique de I’existence et I’unicité de la solution du probleme pénalisé ainsi obtenu. Nous propo-



sons une discrétisation par la méthode des éléments finis du probléme pénalisé. Nous présentons
une analyse numérique abstraite du probleme discret ainsi obtenu qui sera validée par des tests
numériques.

Le quatrieme chapitre porte sur une amélioration de la méthode numérique proposée dans le
troisieme chapitre en terme de précision sur la contrainte et de cofit de calcul en pratique. Nous
introduisons deux multiplicateurs de Lagrange permettant de traiter efficacement (du point de vue
numérique) le probleme pénalisé dans le cadre général et d’atteindre en perspective les limites
d’incompressibilité surfacique et tangentiel de I’écoulement modélisé.

Le cinquieme chapitre concerne le volet application de la these : I’extension de la bande germinale
de la Drosophile. Dans un premier temps, nous décrivons brievement le modele mécanique utilisé
pour simuler ce phénomene, ensuite nous mettons en évidence le lien entre 1’équilibre mécanique
du phénomene et notre modele mathématique étudié dans les chapitres 3 et 4. Nous présentons en-
fin des résultats de simulations numériques de 1’extension de la bande germinale de la Drosophile.
Finalement, un article en préparation plus détaillé du point de vue bio-mécanique sera joint a ce
chapitre.

Nous finissons ce manuscrit par des annexes portant respectivement sur les noyaux de quelques
opérateurs surfaciques, la géométrie de la Drosophile, quelques propriétés des normes sur les
espaces de Lebesgue et de Sobolev utilisées dans les estimations d’erreurs des chapitres 2 et 3,
quelques formulaires sur les tenseurs euclidiens et les opérateurs différentiels surfaciques dans le
systeme de coordonnées sphériques.



Chapitre 1

Notions fondamentales sur les surfaces

Sommaire
1.1 Produits scalairesetnormes . .. ... ... ...ttt 8
1.2 Un peu de géométrie différentielle . ... ................... 9
1.2.1 Notion de projection orthogonale . . . . . .. .. ... ... ..... 9
1.2.2  Tenseurs surfaciques . . . . . . .. .. .. ... .. ... ..., 10
1.2.3  Opérateurs différentiels surfaciques . . . . . .. ... ... ... ... 11
1.3 Espacesfonctionnels . . . . . ... ..... ... it 16
1.3.1 Espacesdelebesgue . .. ... ... ... ... .. .......... 16
1.3.2 Espacesde Sobolev . . . . ... ... . ... ... ... ... 16
1.4 Formules de Green pour les opérateurs surfaciques . ............ 17
1.5 DL’adjoint de la divergence surfacique d’un vecteur . . . . . ... ... ... 20
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Dans ce chapitre introductif sur les surfaces, nous allons définir quelques notions de base qui vont
étre utilisées tout au long de la these. Outre quelques rappels, nous définissons des opérateurs de
dérivation sur les surfaces et nous caractérisons certaines de leurs propriétés. Tout au long de ce
chapitre, I" désignera une surface bornée et orientable contenue dans R¢, d = 2 ou 3. On désigne
par n la normale unitaire (locale) sortante a ['.

1.1 Produits scalaires et normes

Nous rappelons les définitions suivantes sur les produits scalaires :

Définition 1.1 (Produit scalaire entre deux vecteurs). Soient v,w € R? deux vecteurs. Nous
définissons le produit scalaire entre v et w, noté v - w par

d—1
N
Vw=v w= g VW,
=0
ol v; et w; sont respectivement les composantes de v et w dans la base canonique de R°.

Il s’agit du produit scalaire euclidien sur R¢. La norme associée a ce produit scalaire est notée
simplement |- :

(1.1.1)

Définition 1.2 (Produit scalaire entre deux tenseurs d’ordre 2). Soient A, B € R%*? deux tenseurs
d’ordre 2. Nous définissons le produit scalaire entre A et B comme le produit doublement
contracté entre A et B. Ce produit noté A : B est défini par

QL
—
IS9

-1
A:B=tr (ATB) = @i,jbi,ja

i

Il
=)
.

I
o

ot a; ; et b; ; sont respectivement les composantes de A et B dans la base canonique de R**?.

Nous noterons aussi la norme associée a ce produit scalaire par |-| :

(1.1.2)

C’est la norme euclidienne standard appelée norme de Frobenius.

Remarque 1.1. La définition de la notation |-| est déterminée par I’ordre du tenseur considéré.
1l s’agit de la valeur absolue pour les scalaires (tenseurs d’ordre 0), la définition 1.1.1 pour les
vecteurs (tenseurs d’ordre 1) et la définition 1.1.2 pour les tenseurs d’ordre 2).
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1.2 Un peu de géométrie différentielle

Le but de cette section est de rappeler quelques définitions fondamentales sur les champs définis
sur une surface (dans la généralité). Nous allons aussi définir certains opérateurs différentiels sur
ces champs. On retrouvera la plupart des définitions qui vont suivre par exemple dans [Edward
et al., 1991], [Gurtin et al., 1998], [Heine, 2003] ou [Henrot and Pierre, 2005].

1.2.1 Notion de projection orthogonale

Soit & € I'. Notons par T, " I’espace tangent 2 I" au point . Alors pour tout v € R?, il existe
deux applications linéaires continues 7, : R? — T, et g : R? — R telles que :

v =7,(v) + g(v)n(x). (1.2.1)

Définition 1.3 (Projection orthogonale en un point sur I"). On appelle projection orthogonale en
un point x de la surface I' I’application continue :

we: RY — T,T
v — me(v) =v—g(v)n(x).

Par définition, la projection 7, vérifie 7, (v) - n(x) = 0 pour tout v € R%. Ce qui nous ramene a
la définition suivante :

Définition 1.4 (Vecteur tangent - Vecteur normal). Soit v € R% On dit que v est
(i) tangent a la surface I' en x si w,(v) = v,
(ii) normal (orthogonal) a la surface I' en x si w,(v) = 0.

Par exemple, le vecteur normal n vérifie naturellement 7, (n(x)) = 0 en tout « € I". Désormais,
nous identifions I’espace tangent en un point  de I (I’espace de tous les vecteurs tangents a [’
au point ) avec I’hyperplan affine de R? qui est tangent 2 I" au point . On peut consulter par
exemple [Heine, 2003] pour plus details).

Définition 1.5 (Opérateur de projection sur I"). On appelle opérateur de projection ou tenseur de
projection sur I' I’opérateur linéaire noté P associé a la projection orthogonale T, au point x.
Autrement dit, I’opérateur linéaire qui vérifie :

P(x)v = m.(v) VwveR% (12.2)

On peut expliciter cet opérateur connaissant la normale n en un point & (cf. [Gurtin et al., 1998])
comme suit :
Px)=1—n(x)®n(x) (1.2.3)
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ou I désigne le tenseur identité (cf. Annexe D). Cet opérateur vérifie :
P=P>=P". (1.2.4)

A partir de cette définition, nous pouvons caractériser les vecteurs tangents et orthogonaux a la
surface I" comme suit : un vecteur v appartenant a R? est

- tangent a la surface I” si et seulement si Pv = v en tout point de I,

- orthogonal a la surface [’ si et seulement si Pv = 0 en tout point de /.
Introduisons la notation v, = Pv. Grice a la caractérisation précédente, on peut décomposer de
maniere unique tout champ de vecteur v défini sur /' comme suit :

v=v,.+ (v -n)n, (1.2.5)
ou v, et v - m sont appelée respectivement la composante tangentielle et normale de v.

Dans la suite de ce document, nous utiliserons cette décomposition qui a I’avantage d’étre plus
simple a utiliser puisqu’on n’a pas besoin de connaitre explicitement les vecteur(s) directeur(s) de
I’espace tangent local.

1.2.2 Tenseurs surfaciques

Dans cette partie, tous les tenseurs auxquels nous ferons référence sont d’ordre 2. On peut
consulter [Gurtin et al., 1998] pour plus de details sur cette partie.

Définition 1.6 (Tenseur surfacique). Soit 7 : R? — R4 yn tenseur d’ordre 2. On dit que T
est surfacique si Tn = 0 en tout point de I'.

L’exemple le plus simple de tenseur surfacique est le tenseur de projection P. En effet, par
définition (cf. définition 1.5) nous avons :

P(x)n(x) = mz(n(x)) =0 Veel.

Par conséquent, pour tout tenseur 7 : R — R9* le tenseur 7P est surfacique. Comme un
vecteur, un tenseur surfacique peut étre tangent ou normal a la surface I.

Définition 1.7 (Tenseur tangent - Tenseur normal). Soit T un tenseur surfacique. On dit que T est
tangent (respectivement normal) a la surface I’ si pour tout vecteur v , le vecteur Tv est tangent
(respectivement normal) a la surface I'. Autrement dit, T"n = 0 (respectivement PT = 0) en
tout point de I'.

Par exemple, le tenseur de projection P est tangent a la surface I'. Etant donné un champ de
vecteur v tangent a /', le tenseur 7 = n ® v est un tenseur normal a I'. En effet, en utilisant les
propriétés du produit tensoriel nous avons pour vecteur v :

Tv=(nNnuv)v=(v-v)n
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qui est bien un vecteur normal a /. Plus généralement, tout tenseur surfacique 7 admet une unique
décomposition de la forme :

T=T,+T, (1.2.6)
ou T, et 7;, sont respectivement les tenseurs surfaciques tangentiel et normal :
7. =P, 7, =n® (TTn) . (1.2.7)

On trouvera la preuve de cette décomposition dans [Gurtin et al., 1998].

1.2.3 Opérateurs différentiels surfaciques

Notre objectif dans cette partie est de définir les opérateurs différentiels tels que le gradient et la
divergence surfacique sur des fonctions scalaires, vectorielles ou tensorielles de classe C L

Définition 1.8 (Gradient surfacique d’une fonction scalaire). Soit © une fonction de classe C!
sur I'. On définit son gradient surfacique ou tangentiel noté grad . (¢) par

grad () = Pgrad (¢) = grad (¢) — g—:in sur I’

ot ¢ est un prolongement de ¢ de classe C' sur R? et

9p _ _
I grad (p) - n.

Cette définition est indépendante du prolongement choisi (cf. [Henrot and Pierre, 2005]). On
peut remarquer que par définition, le gradient surfacique d’une fonction scalaire est un champ
de vecteurs tangentiels. De maniere analogue, nous pouvons définir le gradient surfacique d’une
fonction vectorielle définie sur [’ (cf. [Gurtin et al., 1998]).

Définition 1.9 (Gradient surfacique d’une fonction vectorielle). Soit v une fonction de classe C*!
sur I'. On définit son gradient surfacique noté grad , (v) par

Py
grad  (v) = grad (v) P = grad (v) — 8_’0 ®@n surl
n
oL v est un prolongement de v de classe C"' sur R? et
0v

I (grad (v)) n.
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Contrairement au cas scalaire, le gradient surfacique d’une fonction vectorielle est un tenseur
surfacique qui n’est pas tangentiel en général. Il est important aussi de préciser que cette définition
est valable uniquement pour la convention :

grad (v) = Z % (e; ®ej) (1.2.8)

pour définir le gradient d’un vecteur. Il s’agit de la méme convention utilisée dans 1’ Annexe E
pour d = 3 (cf. relation (E.2.3)). Pour la convention inverse (utilisée généralement en mécanique),
la définition 1.9 correspond a la transposée du gradient surfacique.

Remarque 1.2. Dans la définition 1.8 et 1.9, si ¢ est de classe C' au voisinage de I', alors :

i

grad, () = Pgrad () = grad () — 5 n.

Il en est de méme pour v de classe C* au voisinage de I" en utilisant la définition 1.8 :

grad (v) = grad(v)P = grad (v) — g—z ®n.

Par conséquent, nous obtenons un lien entre le gradient classique et le gradient surfacique :

grad (p) = grad, (¢) + g—:in (1.2.9a)
grad (v) = grad_ (v) + Z_v ®n. (1.2.9b)
n

Définition 1.10 (Opérateur D ,.). Soit v une fonction de classe C' sur I'. On définit I’opérateur
D, par:

D, (v) =PD(v)P = = (Pgrad, (v) + grad/ (v)P).

N | —

On rappelle que D est la partie symétrique du gradient qui s’applique sur un champ de vecteurs
(cf. relation (E.2.5)). L'opérateur D, est tangentiel, et plus précisément, pour tout v de classe C'*
sur I, D . (v) est la partie symétrique du tenseur tangentiel Pgrad _(v).

Définition 1.11 (Divergence surfacique d’une fonction vectorielle). Soit v une fonction de classe
C' sur I'. On définit sa divergence surfacique notée div . (v) par

ov

%-n sur I

div, (v) = P : grad (v) = div (v) —

ot U est un prolongement de v de classe C* sur R%.
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Comme pour le cas du gradient surfacique, la définition 1.11 est indépendante du prolongement
choisi. Nous avons le résultat suivant sur la divergence surfacique d’une fonction vectorielle :

Proposition 1.1. Soit v une fonction de classe C' sur I'. Alors

div, (v) = tr (grad, (v)).

Démonstration. Soit v une fonction de classe C'! sur . En utilisant la définition 1.9, nous avons
pour tout ¥ prolongement de v de classe C' sur R? :

tr (grad  (v)) =tr (grad (v) — g_:, ® n) = tr(grad (v)) — tr (g_:,‘ ® n>

Or, nous avons :
tr (grad (v)) =div(v) (cf. relation E.2.7, page 177)

o0v o0v
tr o @n| = v, n  (cf. relation D.3.7, page 171).
on on

Par conséquent, nous obtenons

tr (grad . (v)) = div(v) — g—z -n =div, (v).

Ce qui prouve la proposition 1.1. ]

Remarque 1.3. Par définition de la trace (cf. relation D.3.6, page 171), la définition 1.11 ne
dépend pas de la convention choisie pour définir le gradient (cas vectoriel).

Définition 1.12 (Divergence surfacique d’une fonction tensorielle). Soit T une fonction tensorielle
de classe C' sur I'. On définit sa divergence surfacique notée div . (1) par

div, () =grad(7): P surl
oit T est un prolongement de T de classe C* sur R¥?,

On rappelle que le gradient d’un tenseur 7T est le tenseur d’ordre 3 défini par :

-1
0T
grad (7) = Z 8;; (e;®e; ®ey). (1.2.10)

i7j7k:0

Comme les opérateurs surfaciques précédents, la divergence surfacique d’un tenseur d’ordre 2 ne
dépend pas du prolongement choisi.
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Remarque 1.4. Tous les opérateurs différentiels surfaciques définis précédemment sont linéaires.
C’est une conséquence de la linéarité des opérateurs différentiels classiques qui permettent de les

définir.
A présent, nous allons donner quelques propriétés utiles des opérateurs surfaciques.
Proposition 1.2 (Quelques propriétés des opérateurs surfaciques). Soient @ une fonction scalaire,

v, w deux fonctions vectorielles et T une fonction tensorielle. On suppose que ©,v,w et T sont
de classe C* sur I'. Alors nous avons les propriétés suivantes :

grad _(¢pv) =v®grad_ () + ¢grad, (v) (1.2.11)
grad (v -w) = gradT (v)w + grad” (w)v (1.2.12)
div, (pv) =grad_ () v+ ¢div, (v) (1.2.13)
div, (r"v) =div, (r)-v+7:grad, (v). (1.2.14)

Démonstration. Pour la relation (1.2.14), on peut consulter [Gurtin et al., 1998]. Soient ¢, v et w
des prolongements respectives de o, v et w. Nous avons :

grad  (¢v) = grad (pv)P.

En utilisant la convention (1.2.8), nous obtenons :

A
grad, (pv) = 30 =5 (e o)
1,],K=

ou les p;; et v; sont respectivement les composantes de P et v. Donc, nous avons :

d—1 95 9%,
grad, (pv) = Z (8 k 908 > Prj (€ ® e;))
0

i7j7k:
d—1 d—1 _
op ov;
= Z 5 ViPkj (ez & e] + Z (p_pkj (ez ® eg)
axk 8
4,7,k=0 %,7,k=0
d—1 d—1 _
99
= Zvi (Zpyk%) <e7,®e] +§0 Z pkj el®e])
i,j=0 k=0

Par conséquent, nous obtenons :

grad  (pv) = v ® (grad (¢)P) + pgrad (v) P.



1.2 Un peu de géométrie différentielle 15

En utilisant les définitions 1.8 et 1.9, nous déduisons que :
grad  (pv) =v®grad, (p) + pgrad, (v).

Ce qui prouve la relation (1.2.11). On procede de la méme maniere pour la relation (1.2.12). Nous
avons :

grad _ (v-w) = Pgrad (v-w).

En utilisant la définition 1.8, nous obtenons :

grad  ( Z plk Z pzk

i,k=0 ,5,k=0
Par suite, nous avons :
d—1 _
d 3w]~ .
gra Dik wj + v Dz e;
,5,k=0
d—1 _ _
0v; 8wj
= Di k@m w;€; + E DikVj— a
4.4, k=0 k i,j k=0

Par conséquent, nous obtenons :

grad (v-w) = Pgrad” (v)w + Pgrad” (w)v
— (grad (3)P)" w + (grad (@) P) " v.

En utilisant la définition 1.9, nous déduisons que :
grad (v-w) =grad’ (v)w +grad’ (w)v

Ce qui prouve la relation (1.2.12). La relation (1.2.13) une conséquence de la relation (1.2.11).
En effet, d’apres la proposition 1.1 et la relation (1.2.11) :

div, (pv) = tr(grad, (¢v))
= tr (v ® grad . (p) + pgrad . (v))
= tr (v ®@grad  (p)) + ptr (grad . (v)).

En utilisant la propriété (D.3.7), page 171, nous obtenons :

div, (pv) = grad, (p) v+ ¢div, (v).
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1.3 Espaces fonctionnels

Comme pour un ouvert de R, on peut définir les espaces fonctionnels usuels sur une surface de R?
en utilisant les cartes locales qui la définissent. Ici, les espaces fonctionnels qui nous intéressent
sont les espaces de Lebesgue L7, et les espaces de Sobolev WP avec 1 < p < ocoetm > 1. On
peut consulter par exemple sur [Heine, 2003] et [Dziuk and Elliott, 2013] pour les définitions qui
vont suivre.

1.3.1 Espaces de Lebesgue

Soitp: I' — R.Pour 1 < p < 0o, on définit :

1
el = ([ 167 05)" etlil . = splite)l. 131)
r zel

Alors pour 1 < p < oo, nous désignons par L? (I") I’espace de Lebesgue défini par :
P (ry={¢: I — R|lel,,, <+oo}.

L'espace L? (I') muni de la norme || - ||, . est un espace de Banach. En particulier, L* (I") est
un espace de Hilbert. De plus, les espaces C° (I') et C'' (I') sont denses dans L? (I'). Nous
définissons de maniere analogue les espaces de Lebesgue pour les fonctions vectorielles et
tensorielles pour 1 < p < oo en utilisant les normes :

1
p
ol = ([ 1ol a5) el = o o (132
1
P
7lose = ([170a5)" etlrlons = o gl 033)

ou les v; et 7;; sont respectivement les composantes de v et 7.

1.3.2 Espaces de Sobolev

Soit ¢ une fonction de classe C''. Nous introduisons la notation D;y la iéme composante du
gradient surfacique de ¢ :

grad (p) = (D1p,.cce; Dg_19) .

Définition 1.13 (Dérivée au sens faible). Soit  une fonction appartenant a L' (I'). On dit que
© admet une dérivée au sens faible v; € L' (I') si pour toute fonction test ) € C1 (I'), on ala
relation :

/F@Dﬂﬁds = /FgowdivF (n)n; ds—/Fz/wi ds
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ou n; est la ieme composante de n.

Définition 1.14 (Espaces de Sobolev W™ (I")). Pour les entiers naturels m > 1 et 1 < p < oo,
on définit les espaces de Sobolev notés par :

WP () = {p e W (I')| Dip™Y e LP (')}

ot WO (I') = LP (I).

Pour p = 2, nous utilisons la notation H™ (I') = W™?2 (I'). En particulier, I’espace H' (I") muni
de la norme :

ol = Il + llgrad, (] (134)

0,2,

est un espace de Hilbert. Les définitions ci-dessus s’étendent naturellement aux fonctions vecto-
rielles et tensorielles.

1.4 Formules de Green pour les opérateurs surfaciques

Dans cette section, nous allons donner deux formules d’intégration par parties pour des intégrales
sur la surface I'. Ici nous supposons que I" est fermée et sans bord (01" = (). Dans les cas de
surfaces avec un bord, il faudrait aussi faire intervenir la normale au bord. On peut consulter par

exemple [Henrot and Pierre, 2005] pour d’autres formules d’intégration sur les surfaces.

Proposition 1.3 (Théoreme de la divergence surfacique). Soit v € (H'(I'))" un champ de
vecteur tangent a I', c’est a dire v - n = 0 sur I'. Alors

/ div, (v) ds =0.
r

Cette proposition a été démontrée dans [Henrot and Pierre, 2005]. Ce résultat permet de démontrer
les deux formules d’intégrations sur la surface I’ qui vont suivre.

Proposition 1.4. Soient o € L2(I') etv € (H' (I'))". Alors

/divp (v) ds

r

/ grad (o) - vds+/ ediv, (v) ds =
r r

S— 5

div, (n)v-nds (1.4.1)

ediv,. (n)v - nds (1.4.2)
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Démonstration. Soient p € L2 (I') etv € (H' (I'))*. En utilisant la décomposition (1.2.5) de v
et la propriété (1.2.13), nous avons :

div, (v) =div, (v,.) +div, ((v-n)n)
=div, (v,) +igradr (v-n)- n;—l—('v -n)div, (n)

~~
=0

=div, (v,) + (v-n)div, (n).

Par conséquent, en utilisant la proposition 1.3 sur v, nous avons :

/divF (v) ds = /divF (v,) ds+/divp (n)v-nds = /divr (n)v-nds.
r r r

r

D’ou la formule (1.4.1). La formule (1.4.2) est une conséquence directe de (1.4.1). En effet, en
appliquant la formule (1.4.1) sur le champ (v, nous obtenons :

/divr (pv) ds = /gpdivF (n)v-nds.
r r

En utilisant la propriété (1.2.13), la relation précédente devient :

[ (erad, () 0+ g, (0) ds = [ v, ()v- .

D’ou la formule (1.4.2). Ce qui prouve la proposition 1.4. [

Proposition 1.5. Soient v € (H' (I'))* et T € (L2 (I'))™“. Alors

/diVF(TP)-UdS+/TZDF(U) ds =0.
r

r

Démonstration. Soient v € (H* (I"))" et 7 € (L*(I'))™*“. En utilisant la proposition 1.3 sur
P7 ", nous avons :

/divF (P’TTU) ds =0.
r
Or, d’apres la propriété (1.2.14), nous avons :
div, (Pr"v) =div, (rP)"v) = div, (vP)-v+ 7P : grad, (v).

Par conséquent, nous avons :

/ div, (7P) - vds+ / TP :grad (v)ds = 0.
r r
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Il nous reste a montrer que 7P : grad _ (v) = 7 : D, (v). Par définition (cf. annexe D, formule
(D.3.9), page 171), nous avons :

‘D (U)_l dz_i . %Jr%
T7:D, =3 Dik oz, Omn DijTij

i7j7k7l:1
d—1 d—1
1 Z (%k + (%l
=5 Pika—DyTi + Y Pikm—PuTii | -
2\ T Oy,
1/7j7k7l:1 Zajzkzlzl

En échangeant les indices k et [, nous obtenons :

d—1
ov
7:D,.(v) = Z pika_xljpljﬂ'j = 7P :grad_(v).

i k=1
D’ou
/divF (tP) -'vds—l—/T :D, (v) ds =0.
r r

Ce qui prouve la proposition 1.5. ]

Proposition 1.6. Soient ¢ € L*(I') et v,w € (H' (I'))". Alors

/ div, (¢P) - wds = — [ @div, (w) ds (1.4.3)
r

/ div, (2D, (v))-wds = — | 2D (v) : D, (w) ds. (1.4.4)

dxd
€

Démonstration. Soient p € L2(I') et v,w € (H' (I'))*. Posons 71 = ¢P € (L2(I')) t

T9=2D, (v) € (L? (F))dXd. En appliquant la proposition 1.5 sur 7; et 79, nous avons :
/ div, (¢P) - wds = — / ¢P : D, (w) ds
r r
/ div, (2D, (v)) - wds = — / 2D, (v) : D, (w) ds.
r r

Or, nous avons :

P:D,(w) =P :grad, (w) = tr(grad, (w)) = div, (w).
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Par conséquent, nous obtenons :
/divp (pP)-wds = —/gpdivF (w) ds
r r
/ div. (2D, (v)) - wds — — / 9D (v) : D, (w) ds.
r r

Ce qui prouve la proposition 1.6. ]

En particulier, pour tout v, w € (H' (I'))%, nous avons :

/ div, (div, (v)P) - wds = — / div, (v) div, (w) ds. (1.4.5)
r r

1.5 L’adjoint de la divergence surfacique d’un vecteur

Rappelons la formule (1.4.2) de la proposition 1.4 pour ¢ € L? (') etv € (H' (I ))d :

/Fgodivp (v)ds = /FSOdin (n)v-nds— /FgradF (p)-vds
- /P (div, (n)n — grad_ () - v ds.

Cette derniere écriture nous permet d’identifier I’adjoint de 1’ opérateur div,..

Définition 1.15 (L’ opérateur adjoint de div,.). On définit I’opérateur adjoint de la divergence
surfacique noté div’, par :

div' : L*(I') — (H (D))"
") > div] (p) = @div,. (n)n —grad, (¢) .

C’est I’'unique opérateur qui vérifie :

/Fgodivp (v) ds = /'v~div>; (p) ds Vove (H (F))d,goeLQ(F).

r

Notons par ker (div’;) le noyau de I’opérateur div’, :
ker (div?) = {¢ € L*(I') | div’ (¢) =0} .
Alors nous avons :
ker (div?) N H' (I') = {0}. (1.5.1)

La preuve est donnée dans I’annexe A.
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2.1 Introduction

Dans nombreux problemes mathématiques, physiques ou bio-mécaniques, des écoulements se
produisent sur des courbes ou des surfaces courbes dans I’espace. Souvent dans ces types d’écou-
lements, la courbure de ces surfaces joue un role important. La résolution numérique de ces
problemes est trés souvent difficile si la courbure ou ses dérivées interviennent explicitement dans
les équations aux dérivées partielles qui modélisent I’écoulement considéré. En effet, dans les
méthodes numériques comme les éléments finis, la surface exacte est approchée par une surface
discrete dont la normale extérieure n’est pas continue en général. Donc, pour définir la courbure
de la surface discrete, on ne peut pas utiliser globalement sa normale. Par conséquent, il faut
une définition discreéte de la courbure. Dans la littérature notamment en géométrie discrete, il
y a beaucoup de propositions d’algorithmes pour calculer des courbures discretes. Mais peu
d’auteurs ont réalisé une analyse numérique (étude de convergence) de leurs algorithmes. Les
travaux de référence dans ce cadre sont ceux de [Cazals and Pouget, 2003] basés sur la méthode
des moindres carrés et de [Heine, 2004] basés sur la méthode des éléments finis. Dans ce chapitre,
nous proposons une alternative aux méthodes citées ci-dessus pour approcher la courbure d’une
surface discréte contenue dans R?, d = 2 ou 3. Cette méthode d’approximation est basée aussi sur
la méthode des éléments finis. L'idée est de calculer la courbure discrete a partir d’'une approxima-
tion continue de la normale que I’on définira. Nous réalisons une étude théorique et numérique de
ces approximations (normale et courbure) en terme de convergence vers la normale et la courbure
exacte. Pour finir ce chapitre, nous comparons nos résultats a ceux de [Cazals and Pouget, 2003]
et de [Heine, 2004].

2.2 Notations et définitions fondamentales

L’analyse sur les surfaces (en général sur les variétés) est traitée en détail par exemple dans [Aubin,
1982], [Do Carmo, 1976] , [Do Carmo, 1994]. On peut trouver également des aspects pertinents par
exemple dans [Edward et al., 1991], [Ciarlet, 2000] ou [Gilbarg and Trudinger, 2001]. Cependant,
nous n’avons pas besoin des notions de différentiabilité et de courbures dans le cadre général,
mais seulement pour le cas des surfaces fermées en dimension 2 ou 3. Par conséquent, nous nous
limiterons a des définitions élémentaires mais fondamentales sur ces types de surfaces et leurs
courbures.

2.2.1 Courbures d’une surface réguliere

On considere I' C R¢, d = 2 ou 3, une surface bornée orientable fermée (c’est a dire 1" = () et
assez réguliere (au moins de classe C?). Nous identifions I’espace tangent en un point « de I" avec
I’hyperplan affine de R qui est tangent & I" au point . On désigne parn : I' — R<, 1anormale
unitaire (locale) sortante a /'. On définit le tenseur de courbure (appelé aussi endomorphisme de
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Weingarten), noté¢ H par

H: ' — R

x +—— H(x)=grad_ (n)(x) 2.2
ougrad, : I' — R4 désigne 1’opérateur gradient surfacique qui s’applique sur un champ
de vecteurs (cf. la définition 1.9, page 11). Ce tenseur est par définition symétrique (cf. [Edward
et al., 1991]).

Remarque 2.1. Le tenseur H est la seconde forme fondamentale usuelle écrite dans la base
canonique de R? avec une extension nulle dans la direction normale. Pour x € I', H admet
au plus d — 1 valeurs propres non nulles notées r;, pour 1 < 1 < d — 1, qui sont appelées
les courbures principales de ' au point x. Les vecteurs propres associés aux r;, notés t; pour
1 <@ < d — 1 sont appelés directions principales (cf. la fig. 2.1). Le vecteur normal unitaire n
est un vecteur propre associé a une valeur propre nulle.

FIGURE 2.1 Un exemple de configuration dans R®. Les directions principales t; et £, sont
respectivement les vecteurs propres associ€s aux courbures principales x; et Ko.

Nous définissons également la courbure moyenne et le vecteur courbure dans la base canonique
de R? par :

d—1

k=Y K =tr(H) (2.2.2a)
=1

y=rn=tr(H)n. (2.2.2b)

2.2.2 Surface définie par une fonction de niveau

Pour simplifier la présentation dans la suite, nous considérons que notre surface /' est représentée
par le zéro d’une fonction de niveau ¢ définie sur R? et de méme régularité que I :

I={xeR’, ¢(x)=0}. (2.2.3)
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Sans perdre en généralité, on peut supposer que le gradient de ¢ est un vecteur unitaire au
voisinage de I'. Dans ces conditions le gradient de ¢ coincide avec m sur I'. Ce prolongement

n(x) = grad (¢) (x), 2.2.4)

peut étre étendu a tout R? selon [Henrot and Pierre, 2005]. De plus, le tenseur de courbure H
coincide aussi avec le Hessien de ¢ sur ['.

FIGURE 2.2 Exemple de surface I" définie comme le niveau zéro d’une fonction réguliere ¢ dans
le plan d = 2. La fonction ¢ est définie sur R2. La bande Us; de largeur § est représentée en jaune.
Chaque point contenu dans Us s’écrit de fagon unique par la décomposition (2.2.6).

bx= p(zc) + ¢(x)n

r‘;_{¢(w) = 0,6 € C?}

Nous introduisons une bande de largeur de § qu’on note Uy, autour de " (fig. 2.2)
Us={x eR?, |¢(x) <4}, (2.2.5)
ainsi que la décomposition
x =p(x) + o(x)n(p(x)), x € Us (2.2.6)

oup:R? — [ estlaprojection sur I'. Nous supposons dans la suite que

1
max || k;] < - (2.2.7)

1<i<d—1 0,00, )

Proposition 2.1 (Unicité globale de la décomposition). Si la condition (2.2.7) est satisfaite, alors
la décomposition (2.2.6) est globalement unique.

Démonstration. La condition (2.2.7) est suffisante pour assurer que la décomposition (2.2.6) soit
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unique localement (cf. [Gilbarg and Trudinger, 2001]). Cette unicité est globale puisque [’ est
supposée €tre bornée (d’apres [Demlow and Dziuk, 2007]). L]

L’unicité de cette décomposition nous permet d’étendre sur Us de maniere unique n’importe
quelle fonction ¢ (scalaire) quelconque définie sur /' par la relation :

p(x) = pop(x) =¢(x—¢(x)n(p(x))), =ec/Us. (2.2.8)

On peut étendre naturellement la relation (2.2.8) aux fonctions vectorielles et tensorielles en
raisonnant composante par composante.

2.2.3 Surfaces discretes et éléments finis isoparamétriques

Pour utiliser 1a méthode des éléments finis, une surface régulicre I" est approchée par une surface
discrete qu’on notera [},. La surface I, est polynomiale par morceaux et globalement continue.
Dans le cas le plus simple, I, est polygonale (approximation affine par morceaux). Cela introduit
une erreur géométrique entre I et [, notamment sur les quantités géométriques comme la normale
et les courbures, ce que nous traiterons dans la section 2.4. L objectif ici, est de décrire précisément
la construction d’une famille d’approximations polynomiales de degré k£ > 1. On trouvera une
breve description de cette famille dans [Heine, 2004] ou dans [Demlow and Dziuk, 2007] et une
description plus détaillée dans [Heine, 2003], [Dziuk and Elliott, 2013] ou [Demlow, 2009].

Approximation affine par morceaux (k = 1)

La surface I" est approchée par une surface /7, globalement continue, contenue dans la bande Uy
définie en 2.2.5. En particulier, pour d = 2, '}, est une surface polygonale constituée de segments
(cf. la fig. 2.3), et pour d = 3, elle est constituée de triangles. Nous supposons que la surface
discrete [}, possede les propriétés suivantes :

- I, est I'union d’un nombre fini de (d — 1)-simplexes dans R?. Nous notons par 7y,
I’ensemble de ces(d — 1)-simplexes, alors

m:LJK

KeTy

De plus, les sommets des (d — 1)-simplexes sont exactement sur /" .

- La famille (7)., est conforme, c’est a dire pour deux (d — 1)-simplexes quelconques
distincts K, K, € Ty, soit K1 N Ky = (), soit K N K, est un sommet (pour d = 2, 3) ou
une aréte (pour d = 3) commun aux deux (d — 1)-simplexes K; et K>.

- La famille (7),,. , est quasi-uniforme. Cette derniére condition en dimension 3 se traduit
par :

h(K) < Cp(K), VEKET,
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ol C' est une constante strictement positif indépendante de h, h(K) est le diametre de K’

et p(K) est le rayon du cercle inscrit de K. On trouvera plus de precisions par exemple
dans [Ciarlet, 2002] ou [Brenner and Scott, 2008].

FIGURE 2.3 Approximation d’une surface réguliere par une surface polygonale pour d = 2.
La taille caractéristique des éléments de [, doit étre choisie suffisamment petite pour assurer
I’inclusion I}, C Us.

Mec'np
(I, T,) < Ch?

A noter que, par la proposition 2.1, pour chaque simplexe K € 7, son image par p qu’on notera
K est un simplexe courbe contenu dans ' c’est a dire

Kcl, = K=pK)cCT. (2.2.9)

Mais I’inverse n’est pas nécessairement vrai. Afin d’éviter les cas pathologiques, nous suivons
[Demlow and Dziuk, 2007] et supposons que la restriction de p sur [, est bijective. Ceci assure
I'implication inverse de (2.2.9). Ainsi, K représente la projection orthogonale de K sur la surface
I'. La fig. 2.4 illustre un exemple de configuration en dimension 2.

FIGURE 2.4 Projection orthogonale de K sur la surface réguliere /.
p(z)

F/KCFh =
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Approximation polynomiale de degré supérieur (& > 2)

Dans le paragraphe précédent, nous avons décrit le cas d’une approximation polynomiale de
degré 1. Les approximations d’ordres supérieurs de la surface I sont basées sur 1I’approximation
affine par morceaux et sont liées aux approximations isoparamétriques aux frontieres dans les
méthodes d’éléments finis habituels. Pour plus de details, on peut consulter par exemple les
références [Zlamal, 1974], [Nedelec, 1976] ou [Lenoir, 1986]. Soit

ri=J K,

KleT}

I’approximation affine par morceaux de /" du paragraphe précédent. Nous supposons toujours que
p: I} — I estbijective. Nous désignons par p, I'interpolation de Lagrange de degré k de p
sur I’élément K. Nous définissons alors I’approximation polynomiale de degré k par

La fig. 2.5 illustre cette définition sur un exemple en dimension 2. L approximation isoparamé-
trique ainsi définie possede globalement les mémes propriétés que 1’approximation affine par
morceaux 7.

FIGURE 2.5 Exemple de construction d’un élément courbe de degré 2 de I'? a partir d’un segment
contenu dans '}. On construit ainsi segment par segment une approximation polynomiale par
morceaux de degré 2 de la surface [

p(fvz)

I Kl : . SNS~—— Fh

L,

Ainsi, dans la suite de ce document, sauf indication contraire, nous désignons toujours par [},
I’approximation polynomiale par morceaux de degré k > 1 (cf. fig. 2.6), globalement continue
décrite dans les paragraphes précédents. Nous faisons 1’hypothese suivante sur 7, :

Hypothese 2.1. Sous la condition (2.2.7), il existe une constante strictement positive hy > 0 telle
que pour tout h < hg :

- I}, est contenu dans Usy,

- Py, I, — I est bijective.

Notons par 72, la normale unitaire discrete sortante a /7, bien définie par exemple dans [Demlow,
2009]. Cette normale discrete est par construction P,_;-discontinue ¢’est a dire polynomiale par
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FIGURE 2.6 Approximation polynomiale de degré supérieur d’une surface réguliere /'

:f}’fEC’OﬂPk

d(I', I'}) < ChF+!

morceaux de degré au plus k£ — 1 mais pas nécessairement continue en passant d’un élément a un
autre. Soit X, le sous espace vectoriel de dimension finie de H* (I7,) défini par

Xn = {in € CO(Tn) OV H' (T1)  on, € P, VER € T} (2.2.10)
h
et IV}, le sous espace vectoriel de dimension finie de L? (I7,) défini par
N, = {gph € L2 (1), n,, € Pe1, VK, € rh}. 2.2.11)

Anoter que, n, € N, 4. nous avons le résultat suivant (classique) sur I’opérateur d’interpolation
sur I’espace €lément fini X, :

Proposition 2.2 (Opérateur d’interpolation sur X). Soit 7, [’opérateur d’interpolation de
H* (') € C°(I') dans X, défini par :

dim(Xh)

=Y p@)p, e HH(I)

i=1

ot 1; est la fonction de base associée au neeud x;. Alors nous avons : pour tout @ € H* (I), il
existe une constante strictement positive C' telle que :

16 = Tl o r, < CHM NN ar,, 1=0,1

ou Q représente une projection de o sur [,
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Nous avons aussi des résultats analogues pour les espaces éléments finis X¢ et X ,‘fXd en raisonnant
composante par composante.

Démonstration. On pourra consulter par exemple [Ciarlet and Raviart, 1972], [Ciarlet, 2002]
ou [Brenner and Scott, 2008] pour la preuve de la proposition 2.2. ]

Ce résultat sera tres utile pour nos estimations d’erreurs abstraites dans ce chapitre et le chapitre
suivant. Nous énongons des résultats concernant 1’approximation de " par [},

Proposition 2.3. Sous [’hypothese 2.1, nous avons
d(r,n) =llell,., < Ch, (2.2.12a)
< Ch*, (2.2.12b)

|n-n,
0,00,I'p,

ou C' est une constante strictement positive qui ne depend que de ¢ et ses dérivées.
Démonstration. cf. [Demlow, 2009]. ]

Proposition 2.4. Sous [’hypothese 2.1, nous avons

< Ch*,

0,2,T},

|n-n,
ou C est une constante strictement positive qui ne depend que de I', ¢ et ses dérivées.
Démonstration. En utilisant I’inégalité de Jensen (cf. lemme C.1, page 163), nous avons

< |Dj

0,2,T},

n—-—mnm n—-mn
H Ip Iy,

0,00,1",
En utilisant le fait que [, est bornée et le résultat de la proposition 2.3, nous déduisons qu’il existe

une constante C' strictement positive et indépendante de h telle que :

< Ch*.

0,2,T,

|n=n,

Ce qui prouve la proposition 2.4. ]

2.2.4 Projection et extension de fonctions

Afin de comparer les champs définis sur I}, avec les champs définis sur /', nous allons ramener
sur I' les fonctions définies sur [}, ainsi que les dérivées de ces fonctions. Cela nécessite de
définir d’une part une notion de changement variable entre /7, et [’ et d’autre part une extension a
Us des fonctions définies sur /},. Dans cette optique, nous allons reprendre une technique assez
classique, déja utilisée par exemple dans les articles comme [Dziuk, 1988], [Demlow and Dziuk,
2007] ou [Olshanskii et al., 2009].
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Lemme 2.1 (Projection et extension de fonctions). Etant donné une fonction @y, définie sur Iy,
on peut définir de maniere unique une fonction ¢y, sur I’ telle que :

on(x) = onop(x) = Pu(x — d(x)n(x)), x € [} (2.2.13)

De plus, on peut définir une extension de o, a Us, notée @, par

on(x) = ¢nop(x) = Pu(x — ¢(x)n(x)), x € Us. (2.2.14)

Démonstration. Soient y;, une fonction définie sur [}, et x € [7,. En utilisant la bijectivité de

Py, sur I, (cf. hypothese 2.1), nous pouvons écrire & = p‘_Fi (p| " (az)) Par conséquent,

enl@) = en (p,! (b, @) =wnop)! (b, @) = enop],! (pa).
Posons ¢, = ¢y, o p‘_r1 , ©n, est bien I’unique fonction définie sur /' (par construction) telle que :
h

on(x) = ¢npop(x), x € I}

D’ou la relation (2.2.13). La relation (2.2.14) est une application directe de (2.2.8) sur ¢,. O

Dans la suite, toutes les extensions de fonctions sur Us auxquelles nous ferons référence seront
supposées constantes selon la direction normale. Ainsi, les prolongements des fonctions définies
sur /' et de fonctions définies sur [}, ont essentiellement les mémes propriétés en terme de
régularité.

Remarque 2.2. Soient @), € L? (I7,) et ¢y, € L*(I') telle que : ¢j, = p, 0 p,, - Alors

[ eterton= [ avopamivionas

ou iy, désigne le jacobien de la projection p. De plus, comme [Dziuk, 1988], nous supposons que
la surface I’ est suffisamment réguliére pour qu’on puisse trouver une constante C' strictement
positive qui ne dépend que de 6, hg et I telle que :

1
— < < C.
O_,uh_

Remarque 2.3. Le résultat du lemme 2.1 s’étend naturellement aux fonctions vectorielles et

. . ; . d
tensorielles en raisonnant composante par composante. Par conséquent, si v, € (H' (I',))" et

T € (L2 ()™ alors on peut définir de maniére unique deux fonctions v, € (H* (I'))" et
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Ty € (L2 (F))dXd telles que pour tout x € I}, :

vp(x) = vy o p(x) = Vp(x — o(x)n(x)), (2.2.15a)
Th(x) = Thop(x) = Tr(x — d(x)n(x)). (2.2.15b)

Concernant la correspondance des dérivées en approchant I" par [}, nous nous limiterons au
cas des gradients surfaciques. La correspondance des gradients des fonctions scalaires est traitée
dans [Dziuk, 1988] dans le cas des approximations affines et [Heine, 2004] dans le cas des ap-
proximations de degré supérieur. Nous allons donc étendre ces résultats aux fonctions vectorielles.
Rappelons que 7, est la normale unitaire sortante a /7. Nous définissons pour x € I,

Pyz)=1-n, (z)®n, (), (2.2.16)

le projecteur sur la surface [,. Soit f’h le tenseur défini par la relation 15h =P, o0 pl;l. Nous
h
avons le résultat suivant :

Lemme 2.2. Soit v;, € (H' (Fh))d. Alors pour tout x € I}, :

grad, (v;) (z) = grad, (v,) (p(x)) — grad, (v,) (p(z))P (I — Ay) (p(z)),

ou Ay, est défini par
An(p(@)) = (P(I—¢H) Py ) (p(@)).

Une estimation en norme L*° de P (I — A;) sera donnée au lemme 2.5. Pour démontrer ce
lemme, nous avons besoin du résultat qui va suivre.

Proposition 2.5 (Gradient de p). Pour tout x € RY, on a

grad (p) (z) = P(z) (I — ¢H) (z).

Démonstration. Soit x = (z, ....., z4_1) € R% nous avons : pour tout i, j € {0, ......,d — 1} :

Ip; o 0 o A
(ax]-)i;(a—w ﬁf’””)ij

-(n), - Gom), 2 (&)
n 8xj ij aZL’jnl i 8xj ij

on;
= (653);; — (ninj),; — & (82) :
i/ ij
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Par suite grad (p) (x) = P(x) — ¢(x)grad (n) (x). En utilisant le fait que :
HP =PH = H =grad (n),
on déduit le résultat de la proposition 2.5. ]

Démonstration du lemme 2.2. En utilisant la formule de la dérivée composée, nous avons pour
toutx € I}, :

grad (v,) (x) = grad (v;) (p(x))grad (p) ().

En utilisant le résultat de la Proposition 2.5, nous avons pour tout € [}, :

grad (v,) () = grad, (#4) (p(2)) (I — ¢H) (@).
Donc pour tout ¢ € [, :
grad, (v) (@) = grad, (84) (p(@)) (I - 6H) (z)Py(=)
~ grad, (8,) (p(@)) - grad, (84) (p(2)) [I — (I - ¢H) (2)P()]
= grad, (&) (p(2)) - grad, (&:) (p(2)) [I — (I — oH) (2)Py(p(=))| .

En utilisant I’invariance grad . (v,)P = grad_ (v;) et I’expression de A;, nous obtenons
finalement :

grad, (vp)(x) = grad, (v,) (p(x)) — grad, (v,) (p(x))P (I — Ap) (p(x)),  x € 1)
D’ou le résultat du lemme 2.2. L]

Lemme 2.3 (Equivalence des normes entre I, et I'). Soient v, € (H'(I})" et 7, €
(L2 (1)), Alors il existe une constante strictement positive C indépendante de h telle que :

Sl < loill,,, < Clol,,, @217
Slonl,,, < loal,,, < Clinl,,, @2.170)
Sl < loill,, < Cll,,, (2.2.17¢)
Sl < Iy, < CliEl,,, 2.2.174)

Démonstration. Des résultats analogues ont été démontrés dans [Dziuk, 1988] pour des champs
scalaires. Nous utilisons le méme principe pour les champs vectoriels et tensoriels. Soit v, €
(H! (Fh))d, d’aprés la remarque 2.2, on peut trouver une constante C' > 0 dépendante uniquement
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1
de I', telle que : ol < up < C. Par conséquent,

H’UhHOQF :/ Vp - Up dShI/fih-th ppds
ok Iy r
Par suite
1 0 -V < < C | v, v
6 F’Uh"l)h ds < th”0,2,Fh >~ F’Uh"l)h ds.

Ce qui prouve I’encadrement (2.2.17a). De la méme maniere, nous montrons 1I’encadrement
(2.2.17d). Pour monter I’encadrement (2.2.17b), nous pouvons écrire

grad, (vi) = (gradrh (CI ,grad, (vi_l)) ’

ou les v! sont les coordonnées de vy, dans la base canonique de R?. Par conséquent,

d—1
2 - d 2 o P12
vil?, ,, = ||erad,, (wn) oy = 2
20
D’apres [Dziuk, 1988], nous avons
L5 i < C|o
5 vh‘l,z,r - ’vh‘l,zrh - }’Uh‘}l,ZF.

Par suite, en faisant la somme membre a membre, nous obtenons

1 . -
clonl e = lval < Clon]

1,2, °

Enfin, ’encadrement (2.2.17¢c) est une conséquence directe des deux premiers encadrements
(notamment (2.2.17a) et (2.2.17b)). L]

Dans le but de réécrire les définitions de nos approximations de la normale et les courbures sur [,
nous introduisons les espaces X}, et N, définis par

Xp = {sf)h € CU(I)NH(I'),&n=pnopj, . ¢n EXh} C H'(I), (2.2.182)

Nu={en € L2(),@n = pnoplion € Nuf C L(I). (2.2.18b)

Nous pouvons définir un opérateur d’interpolation sur X}, a partir de celui de X, comme 1’énonce
la proposition suivante.

Proposition 2.6 (Opérateur d’interpolation sur X}). Soient X, 'espace élément fini défini par
(2.2.10), X}, I'espace défini par (2.2.18a) et 7, I’opérateur d’interpolation de H**' (I") dans X.
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Alors il existe un unique opérateur 7, de H**' (I') dans X, tel que pour tout ¢ € H*' (I
~ —1
Thp = ThP o P, -
h
De plus, il existe une constante strictement positive C' telle que :

lo = Fnpll,or < CH Rl s 1=0,1

Démonstration. Soit ¢ € H** (I') C C°(I"), donc I’unique opérateur d’interpolation 7, de
H*L(I') dans X, tel que : m,0(x;) = p(x;) est bien défini comme dans la proposition 2.2, ol
()1 <i<dim(x,,) sont les nceuds de I',. Nous avons

me= Y, p@)bi=| D e@)d|op

i=1 i=1

ou ; est la fonction de base associée au nceud x; et z/?z est I’unique fonction définie sur /' telle
que : 1; = ;0 p|_Fl. Soit I’opérateur 7;, de H**1 (I") dans X, défini par :
h

dim(Xp,)

fnp= Y ol

=1

L’ opérateur 7, est par construction 1’unique opérateur vérifiant :
= ~1
Thp =Thpop, .
h

L'unicité de 7, découle de celle de 7, et la bijectivité de p, . En utilisant I’équivalence des
normes entre [’ et [}, (cf. lemme 3 dans [Dziuk, 1988]) et la proposition 2.2, nous déduisons
I’existence d’une constante C' strictement positive telle que :
~ k411 _
le = Tl or < CRlollprors 1=0,1

1,2, ' —

Ce qui prouve la proposition 2.6. ]

2.3 Approximations de la normale et des courbures

Soient I, I'approximation de la surface exacte /" comme dans la section 2.2.3 et . la normale
unitaire sortante a [},. L’idée ici est de construire une meilleure approximation n; de n, qui
soit continue et dérivable sur [, en utilisant 72, , qui elle n’est pas continue. Ensuite, nous nous
servirons des dérivées de cette approximation de m pour définir les courbures discretes de ,. Dans
cette optique, nous utilisons une méthode de projection appelée communément projection-L?,
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qui est une technique assez classique pour augmenter la régularité d’un champs élément fini. En
particulier, si le champ en question est globalement discontinu, cette méthode va nous permettre
de gagner en terme de continuité et de dérivabilité. Soit S la sphere unité de R? :

S ={zeR’|z|=1},
et pg la projection orthogonale sur S, définie par :

pg: RT — S

o psle) = (2.3.1)

Définition 2.1 (Normale approchée continue). On définit la normale approchée continue notée n,
comme linterpolée de Lagrange aux nceuds de I'y, du vecteur unitaire associé a la projection-L>
de n, surl’espace élément fini X 4. Autrement dit, m, est défini par

ny(x) = 7 0 Pg (ngj) (z), Vazecl, (2.3.2)

N z . . 2 L . .
ou Ty est 'opérateur d’interpolation sur I}, et nﬁ représente la projection-L? de n, sur
h

Iespace élément fini X¢, caractérisé par

/ n vy, ds, = / n, -vpdsy, Vo, € Xf (2.3.3)
I'n Iy

Le champ n, ainsi défini est unitaire aux noeuds de /7, et définit une approximation continue et
dérivable de n et de nn,, dans X 4. Nous pouvons désormais définir des courbures discretes de 7,
en utilisant des dérivées de n,.

Définition 2.2 (Tenseur de courbure discret). On définit le tenseur de courbure discret noté
H,; € X,ffXd comme [’unique solution de

/ Hy:7),ds), = / grad, (n,):Tydsp, V7, € X5 (2.3.4)
Iy Iy )

ou ny, est la normale approchée de la définition 2.1.

Cette définition du tenseur peut étre vue comme la formulation faible discrete sur I3, de 1’égalité
variationnelle

dxd

/ H:7ds= / grad (n):Tds, VTe (L)) (2.3.5)
r r

Remarque 2.4. Le tenseur de courbure discret de la définition 2.2 représente la projection-L? du
champ gradrh (n) sur Uespace élément fini X



36 Approximations éléments finis de la normale et de courbures d’une surface

Lemme 2.4 (Estimation du tenseur de courbure). Soient H}, le tenseur de courbure discret de la
définition 2.2 et ny, la normale approchée de la définition 2.1. Alors

HHh”O,Q,Fh S ||nh||1,2,1—'h :

Démonstration. En prenant 7, = H, dans la relation (2.3.4), nous avons :
/ H,: H,ds, = / grad . (n,): Hj, dsp,.
Iy Iy, "

Donc, en utilisant I’'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

1 2
2 2
e, < [erad, | e, < 5 (feea, mof) iz, )
0,2,T}, 0,2,T,
Par suite
1 ) 1 2 1 )
SN, < 5 flerad,, )] < Sl
D’ou le résultat du lemme 2.4. L

Nous utilisons la définition du tenseur de courbure discret H, et les formules (2.2.2a) et (2.2.2b)
pour définir des approximations de la courbure moyenne le vecteur courbure sur [}, :

Kp = tr (Hh) (2363)
Y, = kpmy, = tr (Hp) ny,. (2.3.6b)

2.4 Analyses de convergence

Dans cette section, nous allons établir des estimations des erreurs commises avec la normale
approchée continue de la définition 2.1 et sur des courbures, notamment sur le tenseur de courbure
discret. Pour commencer, nous avons le résultat suivant :

Lemme 2.5. Sous [’hypothese 2.1, il existe une constante strictement positive C' indépendante de
h telle que

=l < CH**,
|P (I — Ap) < ChF.

HO,OO,F -

Démonstration. Ce lemme a été€ démontré dans [Heine, 2004]. ]
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2.4.1 Estimation de I’erreur sur la normale approchée

Rappelons que n,, € N{ est la normale a I, et nfi € X2, sa projection-L2. Le lemme 2.1

. ey . ~ 7 ~ 2 et ~ et ) .
permet d’assurer I"existence et I'unicité des fonctions nn,, € N [ nﬁ € Xletn, € X définies
) h

sur " telles que I’on ait, pour tout & € [}, :

n, (x) =n, op(x) =n, (x — ¢(x)n(p(x))), (2.4.1a)
n' (@) = ik o p(@) = (@ — o(@)n(p()), (2.4.1b)

na (@) = fn 0 p(@) = An(@ — H(@)n(p())). (24.10)

Théoréme 2.1 (Estimation de I’erreur sur la normale). Soit I' C R% d = 2 ou 3, une surface
fermée comme dans la sous-section 2.2.2. Soit I'y, I’approximation de I’ de degré polynomial k
comme dans la sous-section 2.2.3. Alors, sous I’hypothése 2.1, il existe une constante positive C'
indépendante de h, telle que :

~ T2
Hn—nL
Iy

: - k
< 1n£d [n— o, .+ Ch" (2.4.2)

0,2,I" thXh

Démonstration. Soit vy, € X ,Cf, une fonction test arbitraire. En utilisant les relations (2.4.1a) et
(2.4.1b) et la remarque 2.2, nous avons d’une part :

2 ~ 72 ~
/ nﬁh -vhdsh:/nﬁh Oy iy ds
Iy r
~ 72 - ~ T2 ~
:/nl{/h -’Uhds—/ (1—/J,h)n][:h ~’UhdS
r r
et d’autre part :
/ ’I’I,Fh *Up dSh = / ,ﬁ’rh . ’E)h MhdS
Iy r
:/’fLFh "{)hdS—/ (l—uh)ﬁph "lN7h dS,
r r

ol v, = vy 0 pl’r1 € X{. Par conséquent, nous pouvons réécrire la relation 2.3.3 sous la forme :
h

/F’ﬁ,?j -vp ds = /Fﬁph -0y, ds — /F (1 — pp) (ﬁrh - ﬁ,i) -0y, ds. (2.4.3)

oy , .. ~ T2 ~ T2 ~ it
En utilisant la décomposition nf =n— <n — nf ), nous obtenons pour tout ¥, € X}
h h

-T2 ~ ~ ~ ]2 ~
/nL'vhds—/nﬂvhds—/(n—nL)~'vhds.
I'p, Ip,
r r r
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Donc, la relation (2.4.3) est équivalente a

/P <n - ﬁﬁj) oy ds = /F <n - ﬁ,Fh> oy, ds + /P (1 — ) (ﬁph - ﬁfj) oy, ds. (2.4.4)

... , .. 2 - -2 - e, e L

En utilisant la décomposition n — nf =(n—12o,) — (n? — 'vh) et la linéarité de I’intégrale,
h h

nous avons :

2

= / (n—ﬁf) . (n—ﬁ’;}) ds
0,2,T" r h h

- / (n . ﬁfﬁ) (o — ) ds — / (n - nL> : <nL - i;h> ds.

r h r h h

Par conséquent, comme ﬁf}j —v,eX ,‘f, la relation (2.4.4) permet d’obtenir la relation
2 -2 ~ ~ _ 12

= (n—nF>-(n—'vh) ds — (n—nF>-<nr —'vh> ds
0,2,7 r h r h h

~ 2 ~ ~ ]2 ~
- /F (1 — up) <th - nph> : (nph — vh> ds.

En appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz sur les intégrales précédentes, nous avons :

L2
I'p

Hn—ﬁ

2

~ T2 ~ 12 ~ ~ ~[2 ~
Hn—nL < Hn—nL ln — 04| +Hn—n n — o,
ry ry 0,2, o Ty
0,2, 0,2,T 0,2, 0,2,
~ ~ [2 ~ 12 ~
+ ||]‘ - Mh”o,oo,r nl“h - nph nrh - 'Uh
0,2,I 0,2,I"
_ - - = 2 . £k fant -
Posons t;, = Hn -n, + |1 — ,uh||0mI n, —n; . La relation précédente devient :
0,2,I" 0,2,I"
~ [2 2 ~ [2 ~ ~ 2 ~
n—n <|n-n |ln—o,] . +tp|n — o
Ip Ip, 02,1 Ip,
0,2,I 0,2,I 0,2,I

Cette derniere inégalité est valable pour tout ©;, € X. Donc, en particulier, si nous choisissons
~ . . ~ [2 it
¥, comme la projection orthogonale 12~ de n sur X 4 au sens de la norme L?, nous avons :

2

~ ]2 ~ T2 ~ T2 ~ T2 ~ T2
Hn—nL < Hn—nL n—nr 4ty ||RY — Rk (2.4.5)
I Tn I'n
0,2,I" 0,2,I" 0,2,I" 0,2,I"
Cette projection vérifie :
~ 2 . ~
Hn—nh = inf [ln -, . (2.4.6)

0,2,I" vpEX]
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et elle est caractérisée par :
/ (n — ﬁﬁz) opds =0, Vo, e XL (2.4.7)
r
Donc, en utilisant la décomposition :
e = () - (08
dans la relation (2.4.7), nous obtenons : :

/F<n—ﬁf;>.f)hds—/F<ﬁfj_ﬁ£2).{;hdS —0, Ve X

. . ~ ~ [2 ~[2 . ,
En particulier, pour v, = nf —ny dans la relation précédente, nous obtenons :
h

2 ~I2 ~ 12 ~J2
= n—n:|)-(n’ —mn; |ds
Tn T
0,2,I" I

Par conséquent, nous avons par I’inégalité de Cauchy-Schwarz

~L2 ~L2
n, —mny

2
~ T2 ~ T2 ~ T2 ~ T2 ~ T2
HnL —ny < Hn—nL nt —nj
I I Ih
0,2,I" 0,2,I" 0,2,I"
Par suite, nous avons
-2 L2 72
n’ —nr < Hn—nL
Ip Ih
0,2,I" 0,2,I"

Par conséquent, de I’inégalité (2.4.5) et la relation (2.4.6), nous avons

2
. ~ ~L2
< 1nf~dHn—vh||O’2’r +ty, Hn—nph

0,2,I" vpEX) 0,2,I"

~ 2
|n -

Par suite, nous avons

~ T2
Hn—nL
Ty

< inf [[n— o,
0,2,T vpeX]

) 0,2,I" + th'
Il ne reste plus qu’a estimer le terme ¢;,. La proposition 2.4 et le lemme 2.3 nous permettent de
majorer le premier terme de ¢, le second terme est le produit de ||1 — ||, majoré au lemme
2.5 et d’un terme qu’il nous suffit de borner. En utilisant, I’'inégalité¢ de Cauchy-Schwarz sur

la relation (2.3.3) et le lemme 2.3, nous pouvons trouver une constante strictement positive Cj
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indépendante de h telle que :

~ 2 2 ~
HnL < C’OHnL < COHnF < Cg n

In Iy, h Iy,

0,2,I" 0,2, 0,2, 0,2,
Par conséquent, en utilisant 1’inégalité triangulaire, nous avons : :
~ ~ [2 ~ ~ 2 2\ ||~
‘ n, — nrh < Hnrh + n[‘h < (1 + CO) n,
0,2, 0,2, 0,2,I" 0,2,

Or, comme [’ est bornée et n I, est un vecteur unitaire, nous avons :
3
1
2 2 1
- ‘n ds) = |2.
0,2, r

<(1+C3)|N°.

T'p
Par suite, nous avons :

Iy Iy

0,2,

Par conséquent, nous pouvons trouver une constante strictement positive C', indépendante de h
telle que :

~ ~ [2
th — th

< Cih*+ Cy(1+ C3) 172 D,

0,2,

= |n-ny| -,

En utilisant I’hypothese 2.1, nous obtenons :
tn < Cy (14 (1+C3) 117 ho) B

Donc, en considérant cette derniere inégalité dans 1’inégalité (2.4.5), nous obtenons :

~ 2 . - &

n—n < inf |[[n—2 + Ch”. 2.4.8

H I'p, oor f)}LEX;Li H hHO,Z,F ( )

avec ' = C) (1 +(1+C5) |F|% ho). Ce qui prouve le théoréme 2.1. 0

Corollaire 2.1. Sous les hypothéses du théoreme 2.1, il existe une constante positive C' indépen-
dante de h, telle que :

Hn—’ﬁ?z < Ch*.

h

0,2,

Démonstration. D’apres la proposition 2.6, il existe un opérateur 7, tel que :

||’n, — ﬁ'h’nH S Cohk+1|’n||k+1,2,r‘

0,2,
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ou (y est une constante positive indépendante de h. Par conséquent, nous avons :
: ~ k+1

- lnf;d “n - vhHo’gﬂp < Coh ||n||k+1,2,r‘
'UhEXh

En utilisant le résultat du théoréme 2.1, nous pouvons trouver une deuxieéme constante positive C
indépendante de h, telle que :

L2
Ip,

< COthrlHnHkH,zF + Clhk

Hn -n
0,2,I"

< (Cl + COth||k+1,2,F) h*.

Par conséquent, en utilisant la constante hy de I’hypothese 2.1, nous avons :

|n=a2| < (ci+ Conolnll,,, ) B
0,2,
D’ou
Hn — Al < ChF,
hllo2,r
avec C' = (Cy + Cohg||n|,,, , ). Ce qui prouve le corollaire 2.1. O

Corollaire 2.2. Sous les hypothéses du théoreme 2.1, il existe une constante positive C' indépen-
dante de h, telle que :

< Chk%5"

~ T2
1=
h 0,00,I"

Démonstration. En utilisant le lemme C.3, page 164, nous avons :

~ T2 ~ T2
Hl—’nL < \/EHn—nL
Ty T'p

-

~I2
nf‘
0,00,I" h

0,00,I" 0,00,I"

Par conséquent, les résultats du lemme C.6, page 167 et du théoreme 2.1, nous permettent de
trouver deux constantes C et C strictement positives et indépendantes de / telles que :

- - _d-1 - _d-1
Hl— nfz < \/EHn—nf2 < CoVdh™ = Hn—’nﬁ2 < CoCiVdhF 7.
g oo, g oo, r hiloor
D’ou
~ _d—1
Ji-fazll, _, = cr=

0,00,I"

avec C' = CyC1+/d. Ce qui prouve le corollaire 2.2. O]
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Théoreme 2.2. Sous les hypothéses du théoreme 2.1, il existe une constante positive C' indépen-
dante de h, telle que :

In—l,,, <O,

ouny, € X{ est 'unique fonction définie sur I' par i, = ny, o P, -
h

Démonstration. En utilisant I’'inégalité triangulaire et le théoréme 2.1, nous pouvons trouver une
constante Cy strictement positive et indépendante de h telle que :

In=wll,,, < |jn -7k

Ty

~ 2 ~
0,2,I" + nrh —np

0,2,I" 0,2,I"

e
h

0,2,

11 nous reste a estimer I’erreur en norme L? entre 1, et 'fz?j Pour cela, nous utilisons la relation
(2.3.2) dans la définition 2.1 :

~ ]2 ~ ~ [2 ~
H’I’I,L — Ny = H’I’LL —ny
Iy Iy,
0,2,I" 0,2,T
_ ||#22 - L2 ~ AL
_ H‘n Ps (n) o pg (n

0,2,

En utilisant la décomposition ’ﬁﬁj‘ =1- (1 — ‘ﬁfi D et I’inégalité triangulaire, nous obtenons :

~ T2 ~ ~ ~ T2
nt —ny, < H(I—Trh)ops <n£>
h 0,2, h 0,2,
-T2 - ~ T2
+ ’(1 — ’nfh ) (I — 7)o pg (nﬁh>
0,2,I"
< H(I — 7t) © Pg <ﬁL2>
Fh 0,2,I
~ T2 ~ ~ T2
+ )1— nﬁ’h (I —7t,) o pg <n{fh>
0,00,I" 0,2,I"
Par suite, nous avons :
~ T2 ~ ~ T2 ~ ~ T2
Hnﬁh || < (1 + H1 ~|aL ) H(I _ 7)o pg <nfh) (2.4.9)
0,2,I" 0,00,I" 0,2,I"

Remarquons que le terme en norme L? est une erreur d’interpolation. Mais nous ne pouvons pas

2 L . 2 3N
f ) n’est pas nécessairement assez réguliere sur
h

I" pour I’appliquer. Par contre, on peut utiliser les résultats sur les erreurs d’interpolations locales
sur les éléments de [}, (cf. [Ciarlet and Raviart, 1972]). En utilisant le lemme 2.3, nous pouvons

utiliser le résultat de la proposition 2.6, car pg <fz
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trouver une constante C'; strictement positive et indépendante de A telle que :

H(I — 7t) © Pg <ﬁf2> < Cy ||[(I —7p) opg ( LQ) :
h 0,2, T 0,2,T,
Or, par construction de /7, nous avons :
fr-mem ()], = 5 Jir-men (52)
h 0,2,I" h 0,2,K
2 Th Kerly, 2

Sur chaque élément K, pg ( h) € (C> (K ))d, donc on peut trouver une C’ strictement positive
et indépendante de h telle que :

H(I — ) © Py (ﬁ?)

h

~ T2
< Cyh* ! Hps ("ﬁ})

0,2,K k+1,2,K

Par conséquent, nous avons :

-

Iy,

< CshM < Cshoht.

k+1,2,K

< Z o || p (nL§>

ou C3 > (5 est une constante strictement positive et indépendante de h, et h, est la constante
I’hypothese 2.1. Il nous suffit maintenant de borner le premier terme du produit dans I’inégalité
(2.4.9) pour obtenir une estimation en norme norme L? de n — ny,. D’apres le corollaire 2.2, il
existe une constante C strictement positive et indépendante de h telle que :

0,2,

d—1

e S1H+COMF < 14+ Cuhy *

0,00,I"
Par conséquent, 1’inégalité (2.4.9) devient :

~ ]2 ~
’I’Lph — Ny

< Cyho (14 Culig 7 ) 1

0,2,
D’ou

In —all,, . < CHE,
avec

C = Cy+ Ciho (14 Ciy,” )

Ce qui prouve le théoreme 2.2. L

En résumé, nous avons trois approximations de la normale exacte n a [":
-n, normale exacte a [}, discontinue,
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2 . . . . o, e
- nf projection-L? de . dans X ff, continue mais non unitaire,
h . . . “ N LQ
- et ny, le champ de vecteurs unitaire aux noeuds de I” et continu associé a n; .
h

nous avons démontré que toutes ces approximations convergent vers la normale exacte n quand h
tend vers 0 pour tout k£ > 1, et que ’ordre de convergence théorique vaut exactement k. Dans la
suite, nous utiliserons 1’approximation n;, de m, qui a I’avantage d’étre continue et unitaire.

2.4.2 Estimation de I’erreur sur le tenseur de courbure discret

Comme dans le cas de la normale, nous allons réécrire sur I” la relation (2.3.4) de la définition
2.2. Le lemme 2.1 assure 1’existence d’une fonction H;, € X ZXd telle que :

H,(x) = Hjop(x) = Hy(x — o(x)n(x)). (2.4.10)

Théoréme 2.3 (Estimation d’erreurs sur le tenseur de courbure). Soit I’ C R% d = 2 ou 3,
une surface fermée comme dans la sous-section 2.2.2. Soit I', I’approximation de I’ de degré
polynomial k comme dans la sous-section 2.2.3. Alors, sous I’hypothese 2.1, il existe une constante
positive C' indépendante de h, telle que :

HH—]EIh

< inf ||H -7

0,2,I" ThEX),

+C (=7l + 1 lnll,,, )

0,2, 1,2,1

Démonstration. Soit T, € X ,ff *d une fonction test arbitraire. En utilisant la relation (2.4.10), nous
avons d’une part

HhSThdSh:/I:Ihi’f'h,U/hdS
r

F}L
:/Hhi’f'hds—/(l—ﬂh)ﬁhi%hds
r r
et d’autre part, en utilisant le lemme 2.2, nous avons
/ H,; : 1), ds, = / grad . (n,): 7, dsy,
Iy Iy, "
= / [grad  (n),) — grad, (n,) P (I — Ap)] : 74 pnds
r

= / gradp (’fbh) . 7-h ,uhds — / [gradr (’fl,h) P (I — Ah)} . 7-h ,uhds
r r

= / grad  (my) : 7 ds — / (1= pn) grad, (ng) - 7 ds
r

r

— /F [gradF (’fbh) P (I — Ah)} . 7-h /uLhdS.
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Par conséquent, la relation (2.3.4) peut s’écrire sous la forme
/ﬂhti'hds: /gradp(ﬁh):i'hds—l—/ (1—,uh) <I:Ih—gradp(ﬁh)> :7~'hdS
r r r
+ / [grad  (n,)P (A, — I)] : 7 pds.
r
En retranchant la relation précédente a (2.3.5) en prenant 7 = T, nous obtenons
/ (H—ﬁh> s, ds = /gradp(n—ﬁh):%hds
r r
+/ (1 — uh) (-Hh — gradF (’flh)> : 7-h ds
r

+ /Fuh [grad, (7)) P (A, — I)] : 7 ds.

En utilisant la décomposition H — H, = (H —T) — (ﬁ n— 7~'h> et la linéarité de I’intégrale,

nous avons
2 ~ ~
_ / (H—Hh> : (H—Hh> ds
0,2,I I

/F(H—ﬁIh>:(H—%h) ds — /F<H_I:Ih>:(ﬁh_7~'h> &

Par conséquent, comme H;, — 7, € X,CfXd, nous obtenons la relation

HH—ﬁIh

- 2
HH—Hh

:/F<H—fIh>:(H—7~'h) ds—/FgradF(n—'ﬁh): (Hh—%h> ds
—/F(l—uh) (I:Ih—gradp ('fzh)> : (I:Ih—f'h) ds

_ /F,uh [gradf (np) P (A — I)} : <I~{h — f‘h) ds.

0,2,I

En appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz sur les intégrales précédentes, nous avons :

2

HH—EI}L < HH—]ZI}L ||H—7~'h||0”+ngadp(n—'fzh)H IZI}L—%}L
0,2,I" 0,2,I" o 0,2,1 0,2,I"
+”1_Uh”000p I:Ih—gradF (1) H;, — 7,
N 0,2,I" 0,2,I"
FIBul, ., llgvad, )], [ B -7

0,2,I
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ou By, = up,P (Aj, — I). En utilisant quelques majorations élémentaires, nous obtenons

2

Hﬂ_ﬁh < Hﬂ_ﬁh H, -7,
0,2,I"

+n — 7

0,2, 1,2,1

[H — 74
r

0,2, 0,2,

i, ) |-

= al, ., (0

+ Bl

0,2,

H;, -1y,

0,2,

72|

0,00,I" | 1,2,I"

0,2,I

D’apres les lemmes 2.3 et 2.4, nous pouvons trouver une constante strictement positive Cj telle
que

< Co |7

1,2, "
0,2,I"

|

Par conséquent, nous obtenons

2 ~
< HH _ i, ,
0,2, 0,2,I"

HH-IS{h

|H = %4l +t | EHn =7

0,2,

th=lIn =l + ((L+ Co) L= puall, _, + I1Ball, ) 7l

0,00,I"

Cette derniere inégalité est valable pour tout 7, € X ;‘fXd. Donc, en particulier, si nous choisissons

~ v - L2 S
T, comme la projection orthogonale H, de H sur X ,‘fXd au sens de la norme L?, nous avons :

~ 2 ~ ~ 12 ~ ~ 12
HH—Hh < HH—Hh H-H/ +thHHh—H§ (2.4.11)
0,2, 0,2, 0,2, 0,2,
Cette projection vérifie
L2 . ~
HH—Hh = inf [|H-Fl,,. (2.4.12)
0,2,T FReX) o
et elle est caractérisée par
~ [2 ~
/ (H —H ) Fpds =0, VA, e X0 (2.4.13)
r

Donc, en utilisant la décomposition :
~ L2 ~ ~ ~ L2
H-H = (H—Hh> - <Hh—Hh )

dans la relation (2.4.13), nous obtenons :

/(H—ﬁh>-%hds—/(ﬁh—ﬁﬁz)-+hds —0, V7,eXd
r r
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I - - - L2 : ‘.
En particulier, pour 7, = Hj; — H,; dans la relation précédente, nous obtenons :

;,p - /F<H_ﬂh> ' <ﬁh—ﬁi2> ds.

Par conséquent, nous avons par I’inégalité de Cauchy-Schwarz

~ 2

~ ~ L2 2 ~ ~ ~ L2
HHh—Hh < HH—Hh H, - H
0,2,I" 0,2,I" 0,2,I"
Par suite, nous avons
~ ~ 2 ~
H, - H < HH _H,
0,2, 0,2,I

Par conséquent, de I’inégalité (2.4.11) et (2.4.12), nous avons

- 2 -
HH—Hh < inf |H-#4, 4t HH—Hh
0,2,I %heX]‘fXd o 0,2,I
Par suite, nous avons
HH ~H,| < wf |H-# .+t (2.4.14)
0,2,I i—hef(ff” 02,1

Il nous reste a estimer ;. En utilisant le lemme 2.5, nous avons : 1 — p;, = o(h*+1) et
Bh = ,U,hP (Ah — I)
=P (A, —I)+o(h*).

Par suite, B;, = o(h*). Donc, nous pouvons trouver une constante réelle C; strictement positive
indépendante de h telle que

tn <O (=l + Wl ).

1,2,

En utilisant en plus I’inégalité triangulaire sur n, = n — (n — mny,), nous obtenons

H’I’I, - ﬁh||1,2,r + hk ||/f”h||1,2,F S (1 + hk) ||n - ﬁh”l,z,r + hk Hn”l,lf
< (1+hf) lIn— sl + 05 nll
< (14 1) (I =l ¥, ).
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ou hg est la constante de I’hypothese 2.1. Par conséquent, I'inégalité (2.4.14) devient :

[ =g | < mt NE =l C (R (=l )
2, Fre
D’ou
HH - H, - < hénf IH =74, . + <||n =, + h Hn”l”) ’
avec C'= C} (1 + h{). Ce qui prouve le théoréme 2.3. =

Corollaire 2.3. Sous les hypothéses du théoreme 2.3, il existe une constante positive C' indépen-
dante de h, telle que :

HH—ﬁh

<C (||n — 7, + hk) .

0,2,

Remarque 2.5. Ce corollaire ne permet pas de démontrer que H, converge H quand h tend
vers 0 en norme L*. Il exprime seulement que la convergence de 1, vers n en norme H' entraine
la convergence de H ,, vers H en norme L. Nous verrons a travers des tests numériques dans la
sous-section 2.4.4 qu’en général, 1, ne converge pas vers n en norme H' pour k = 1.

Démonstration. La preuve de ce corollaire est tres similaire a celle du corollaire 2.1. En utilisant
la proposition 2.6, nous déduisons que le terme

inf ||H — 7]

- S 0,2,
Fh ded

est majoré par I’erreur d’interpolation. Cela signifie qu’il existe une constante C strictement
positive indépendante de h telle que :

inf || H — 74|

N e 0,2,
ThEXZXd

< Con** | H|

k+1,2,1"

Par conséquent, en utilisant la constante hy de I’hypothese 2.1, nous avons

mf | H — Thu gC’ohoh’“HHH

k41,2,
ded +

En utilisant le résultat du théoréme 2.3, nous pouvons trouver une constante C strictement
positive indépendante de h telle que :

< Cohoh* | H| +Cy|ln — |, + CihF |n|

k+1,2,T 1,2, 1,2, °

HH—I}h

0,2,
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Par suite, nous avons :

HH _H, =G, (G Colo) h* (||n||1,” + ||H||k+1,2,p>
< (26 + Coho) (Il + 1H,,.,.) (I =7l +5*).
D’ou
HH—INI;Z §C<||n—’fbh||1,”+hk>,
02,1
avec C' = (2C) + Cyhy) <||n||17” + ||H\|k+17”>. Ce qui prouve le corollaire 2.3. O

Corollaire 2.4. Sous les hypothéses du théoreme 2.3, il existe une constante positive C' indépen-
dante de h, telle que :

I = fall,,, < C (In=mall,,, +1°).,
oil i, € X, est l'unique champ défini sur I vérifiant :
kp(x) = Fp o p(x) = Rp(x — d(x)n(x)). (2.4.15)

Démonstration. Ce résultat est immédiat en utilisant les relations (2.2.2a), (2.3.6a) et (2.4.10).
En effet, par unité de k;, nous avons :

k() = tr (I:Ih(:n - ¢(a:)n(:1f:))> .
Par conséquent, nous avons :

l& = Fall,, , =

tr (H — ﬂh)

< Jm
0,2,

0,2,

11 suffit d’utiliser le résultat du corollaire 2.3 pour conclure. L

2.4.3 Estimation de ’erreur sur le vecteur courbure discret
Soit §,, € X telle que :

Yyn(x) =y, op(x) = y,(x — ¢(x)n(x)). (2.4.16)
Nous avons le théoreme suivant :

Théoréme 2.4 (Estimation d’erreurs sur le vecteur courbure). Soit I’ C R% d = 2 ou 3,
une surface fermée comme dans la sous-section 2.2.2. Soit Iy, I’approximation de I’ de degré
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polynomial k comme dans la sous-section 2.2.3. Alors, sous ’hypothese 2.1, il existe une constante
positive C' indépendante de h, telle que :

+ Ch*.

0,2,

Hy_@hHOJ,F < HH_Hh

Le théoreme permet de déduire que y;, converge vers le vecteur courbure y dés que H;, convergent
vers H.

Démonstration. En utilisant les relations (2.2.2b), (2.3.6b) et (2.4.16), nous avons
y— gy = tr(H)n — tr (Hy )
— tr (H) (n — 7)) + tr (H - Hh) .
Donc, nous avons :

ly =@l = |[tr () (= 0) + tx (H = 1) 7

0,2,

En utilisant 1’égalité triangulaire sur la relation précédente, nous obtenons

tr (H—f{h> ’th

ly =@l < ltr(H)(m—nu)],,, +

0,2,

< lltr (H)|, - lme = 7]

tr (H—ﬂh>

A
——

0,00,T" 0,2,T

0,2,
=1

Comme ||725[|, = 1 par construction, alors nous obtenons
5,00,

ly =l < VHI,_, In—dul,,, + |-,

0,2,

En utilisant le résultat du théoreme 2.2, nous pouvons trouver une constante C strictement
positive et indépendante de h telle que :

||y - gh”og,p S CO ”HHO,OO,F hk t HH a I~{h

0,2,
D’ou

+ Ch¥,

0,2,I"

ly = aull,,, < ||H -,

avec C' = Cq [|H|, . Ce qui prouve le théoreme 2.4. O
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2.4.4 Tests numériques

Nous présentons dans cette section les résultats de tests numériques de nos définitions respectives
de la normale approchée et des courbures, en utilisant la librairie d’éléments finis Rheolef (cf.
[Saramito, 2012] pour plus de détails). Les tests sont effectués sur les surfaces exactes définies
implicitement par le z€ro des fonctions de niveaux :

o1(z,y,2) =2 +y° + 27— 1, (2.4.17a)
2 2

bo(z,y,2) = 2* + (2y)* + (gz) —1, (2.4.17b)

ds(,y,2) = (=22 + 2 + 22— 1, (2.4.17¢)

ba(x,y,2) =2 +y* +2° — 1. (2.4.17d)

Nous utilisons des maillages de degré polynomial £ = 1,2, 3,4 de ces surfaces. Ces maillages
respectent les conditions décrites dans la section 2.2.3. Soit /V le nombre d’éléments du maillage
considéré. Pour ces tests, nous utilisons comme taille caractéristique

he L (2.4.18)

VN

Les figures 2.7 4 2.10 représentent respectivement d’une part les erreurs en norme H*', L? et L™
entre la normale exacte n et son approximation continue 7, et d’autre part les erreurs en norme
L? et L> entre le tenseur de courbure exact H et son approximation H, pour les quatre surfaces
(2.4.172)-(2.4.174).

Résultats numériques sur la normale

On observe que

In—nll,,, =0
In—mll, ., =0
In—mll,,, =0,

ou « et 3 sont respectivement les ordres de convergences numériques pour les approximations
polynomiales de degré £ = 1,2, 3,4. Pour les surfaces (2.4.17a) et (2.4.17b), o dépend de la
parité de k :

k si k est impair

k+1 si non,

et pour les surfaces (2.4.17c) et (2.4.17d), a ~ k. Sans surprise du point de vue de la méthode
des éléments finis, nous trouvons que J est égale a o — 1, ¢’est a dire pour les surfaces (2.4.17a)
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définie

7

€ro

1) quasi-uniforme de la surface de niveau z

FIGURE 2.7 Approximation affine (k
par (2.4.17a) en 3D avec les lunettes rouge-cyan et les erreurs en échelle logarithmique sur nos

définitions de normale approchée 2.1 et du tenseur de courbure 2.2, respectivement en norme H!,

L? et L™ sur des approximations de degré polynomial k de la surfaces (2.4.17a).
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FIGURE 2.8 Approximation affine (k = 1) quasi-uniforme de la surface de niveau zéro définie
par (2.4.17b) en 3D avec les lunettes rouge-cyan et les erreurs sur nos définitions de normale
approchée 2.1 et du tenseur de courbure 2.2, respectivement en norme H*', L? et L™ sur des

approximations de degré polynomial £ de la surfaces (2.4.17b).
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FIGURE 2.9 Approximation affine (k = 1) quasi-uniforme de la surface de niveau zéro définie
par (2.4.17¢) en 3D avec les lunettes rouge-cyan et les erreurs sur nos définitions de normale
approchée 2.1 et du tenseur de courbure 2.2, respectivement en norme H*', L? et L™ sur des

approximations de degré polynomial £ de la surfaces (2.4.17c¢).
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FIGURE 2.10 Approximation affine (k = 1) quasi-uniforme de la surface de niveau zéro définie
par (2.4.17d) en 3D avec les lunettes rouge-cyan et les erreurs sur nos définitions de normale
approchée 2.1 et du tenseur de courbure 2.2, respectivement en norme H*', L? et L™ sur des
approximations de degré polynomial £ de la surfaces (2.4.17d).
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et (2.4.17b),on a

k—1 sik estimpair

™
12

k si non,

et pour les surfaces (2.4.17c) et (2.4.17d), B ~ k — 1. Cela confirme que la normale approchée
de la définition 2.1 converge vers la normale exacte pour k > 1 en norme L? et L> comme le
montre 1’analyse de convergence théorique dans la section 2.4. Nous retrouvons aussi 1’ordre de
convergence théorique du théoreme 2.2 pour les surfaces (2.4.17c) et (2.4.17d). Cependant, le
résultat du théoreme 2.2 reste cohérent avec les résultats numériques obtenus pour les surfaces
(2.4.17a) et (2.4.17b), néanmoins pour les k impairs. Le cas des £ pairs est plutdt surprenant, on
observe une super-convergence sans doute liée a la structure géométrique particuliere des surfaces
(2.4.17a) et (2.4.17b), c’est a dire des surfaces qui ont une courbure globalement tres homogene,
contrairement des surfaces (2.4.17c) et (2.4.17d) qui ont une importante variation de courbure par
région. En ce qui concerne la convergence en norme H', nous arrivons a une conclusion analogue
qu’en norme L2, sauf dans le cas k = 1, ou I’erreur en norme H'! n’exhibe pas de convergence.

Résultats numériques sur le tenseur de courbure

Nous obtenons des résultats trés similaires a ceux obtenus dans le cas de la normale en norme H'!
surtout dans le cas des approximations de degrés supérieurs (k > 1). En effet, on observe sur les
figures 2.7 2 2.10 que

|H — H||
|H — H,||

0,2,

= O(h?)
_=0(1").

0,00,I"
Cela signifie que le tenseur de courbure de la définition 2.2 converge vers le tenseur de courbure
exacte pour k > 1 ennorme L? et L°°. Dans le cas k = 1, I’erreur en norme L? est quasi-constante.
L’erreur en norme L*° diverge (lentement). Donc, globalement ces tests numériques sur le tenseur
de courbure sont cohérents avec le résultat théorique énoncé dans le théoreme 2.3 dans le sens ou
la convergence de la normale approchée vers la normale exacte entraine la convergence du tenseur
de courbure discrete vers tenseur de courbure exacte. Ces tests permettent aussi de prouver qu’en
général, le tenseur de courbure discret de la définition 2.2 ne converge vers le tenseur de courbure
exacte pour une approximation affine par morceaux.

En résumé :

Nos résultats numériques obtenus sur les figures 2.7-2.10 sont conformes a nos analyses théoriques
de convergence sur la normale et le tenseur de courbure. Donc ces résultats (théoriques et
numériques) en soi sont satisfaisants. Mais, on peut encore les améliorer en terme de vitesse de
convergence numérique, notamment le cas £ = 1. Ce qui sera I’objet de la section suivante.
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2.5 Meéthode de lissage

Dans cette section, nous proposons un nouvel algorithme pour approcher le tenseur de courbure
d’une surface fermée et bornée I" contenue dans R¢. Cet algorithme est basé sur la méthode de
projection-L? comme pour la définition 2.2 mais on effectue de plus des itérations dites de lissage.
Le but de cet algorithme est d’améliorer 1’approximation du tenseur de courbure de la définition
2.2 en terme de vitesse de convergence numérique, notamment dans le cas d’une approximation
affine par morceaux de /', ou nous n’avons pas la convergence (cf. la remarque 2.5).

2.5.1 Description de I’algorithme de lissage

L’idée est assez simple, nous construisons une suite finie d’approximations continues (H : h) L<icn
qui converge vers le tenseur de courbure exacte H de I'. L’entier n désigne le nombre d’itérations
de I’algorithme. Nous verrons dans la sous-section 2.5.2 comment choisir le nombre d’itérations
de I’algorithme. Posons

Hgvh =grad  (n;) € N,‘fXd,

ou 1y, est la normale approchée de la définition 2.1 et IV, est I’espace d’éléments finis discontinus
défini par la relation (2.2.11). Pour i € 1, ...., n, nous déterminons la projection orthogonale H'{

de HY |, au sens de la norme L? dans X[ caractérisée par la relation

H, :75dspy= [ H{,,:7ds,, V75X, (2.5.1)

Z)
Iy I'n
ou X, est ’espace d’éléments finis défini par la relation (2.2.10). Puis, nous calculons la projection
orthogonale H ‘Z » de H7; au sens de la norme L? dans N ,ffXd par la relation

/ HY, - 7 dsy =/ H, :7ids,, V7§eN*. (2.5.2)
Fh Fh

Et on recommence, ainsi de suite. L’algorithme | résume cette description. A noter que 1’approxi-
mation H{ ; correspond au tenseur de courbure discret de la définition 2.2.

2.5.2 Nombre d’itérations de I’algorithme de lissage

Pour le choix du nombre d’itérations de I’algorithme de lissage, nous ne disposons pas pour
I’instant de théorie mathématique pour garantir la convergence. Nous proposons ici une étude
numérique pour choisir le nombre d’itérations n sous deux criteres importants :

- convergence pour les approximations affines par morceaux de la surface exacte I,

- coft de calcul raisonnable.
Les tests sont effectués sur les surfaces exactes définies implicitement par le zéro des fonctions
de niveaux (2.4.17a)-(2.4.17d). L’idéal en terme de colit de calcul est de choisir un nombre
d’itérations n constant (indépendant de [" et [7,). Mais en général, nous n’avons la convergence
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Entrées: [}, : maillage de I', n;, : approximation continue de n, X}, et IV}, les espaces
éléments finis définis respectivement par (2.2.10) et (2.2.11).
Sorties: n : nombre d’itérations en fonction de I',, H7, ;.
début
H{, :=grad, (n;) € N>
:= n(h) (cf. sous-section 2.5.2)
pour ¢ allant de 1 a n — 1 faire
Calculer H7 ), en fonction de H fﬁl’ , par la relation

(- _ d . C c dxd
H’i,h . Th dSh — Hi—l,h . Th dSh, V Th € Xh .
Iy, Iy,

Puis, calculer H¢, en fonction de H¢, par la relation

d . .d _ c . ~d d dxd

7, 7
I, I,

fin
Calculer H7, ;, en fonction de H iq, ;, par la relation

c . C _ d . C c dxd
/ H’I’L,h . Th dSh — / H’n—l,h . Th dSh, V Th 6 Xh .
I'n I'n

fin
Algorithm 1: Calcul de la suite d’approximations continues ( ; h) | <<, du tenseur de courbure
exacte H de I" par une méthode de lissage. o

dans ce cas de I’erreur ni en norme L?, ni en norme L>. La fig. 2.11 illustre un contre-exemple
pour n = 5 dans le cas de la surface (2.4.17a). Donc le nombre d’itérations n doit nécessairement
dépendre de la taille caractéristique h de I’approximation /', de I'. Pour confirmer cette hypothese,
nous avons représenté I’évolution de I’erreur commise sur le tenseur de courbure exacte H en
fonction du nombre d’itérations n en norme L2 et en norme L>°. Nous présentons les résultats
obtenus respectivement sur les figs. 2.12 et 2.13, I’entier s spécifie la subdivision dans chaque
direction (cf. le manuel de rheolef [Saramito, 2012]). L’inverse de s est une taille caractéristique
du maillage considéré. Les résultats obtenus montrent qu’on peut trouver une taille constante
hy (qui ne dépend a priori que de la surface exacte) a partir de laquelle le profil de I’erreur en
fonction du nombre d’itérations n est plutot parabolique et présentant donc un optimum. Nous
observons cela surtout dans les cas des surfaces (2.4.17a), (2.4.17b) et (2.4.17d). Dans le cas de la
surface (2.4.17c), les maillages ne sont pas suffisamment fins pour observer le profil parabolique.
Compte tenu de ces résultats, le choix optimal serait 1’entier naturel qui minimise la suite d’erreurs
( in— H )ieN en norme L? ou L. Notons par n; et n’, les plus petits entiers naturels non nuls

qui minimisent la suite d’erreurs ( n—H ) respectivement en norme L? et en norme L.

1€eN
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Alors :

|- m

= min |HS, —H| . p=200. (2.5.3)

0,p,I"
0,p,I'p, Prth

Les entiers n; et n’, dépendent évidemment de ' et son approximation /},. Nous présentons
sur la fig. 2.14 les erreurs commises sur le tenseur de courbure en norme L? et L* en utilisant
I’algorithme 1 respectivement pour n = nj et n = n’ . Nous observons une convergence
des approximations du tenseur de courbure exact obtenues pour des approximations affines par

FIGURE 2.11 Erreurs commises en échelle logarithmique sur tenseur de courbure en utilisant
I’algorithme 1 pour n = 5,20 en norme L? et L™ sur des approximations affines par morceaux
des surfaces (2.4.17a)-(2.4.17d).
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morceaux des surfaces exactes (2.4.17a)-(2.4.17d). Nous obtenons :

12

C
HH - HS,,

0,2,T,

12

|H — H

0,2,T},

|#r - B3

|H — H

~ O(hP)

0,00,I"y,

~ O(h%).

0,00,1"y,

FIGURE 2.12 L’évolution de I’erreur commise en échelle logarithmique sur le tenseur de courbure
exacte H en fonction du nombre d’itérations n en norme L? sur des approximations affines par

morceaux des surfaces de niveau zéro (2.4.17a)-(2.4.17d).
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ou [ est I’ordre de convergence numérique tres proche de 1. Donc, ces résultats satisfont notre
premier critere pour le choix du nombre d’itérations. Concernant notre deuxieme critere (sur
le colit de calcul), ces résultats sont moins satisfaisants. En effet, nous pouvons caractériser

FIGURE 2.13 L’évolution de I’erreur commise en échelle logarithmique sur le tenseur de courbure
exacte H en fonction du nombre d’itérations n en norme L sur des approximations affines par
morceaux des surfaces de niveau zéro (2.4.17a)-(2.4.17d).

1012 ‘ ‘ 1012 ‘ ‘
[H-H, ., | s=10 —— [H-H, ., | s=10 ——
§=20 -owe §=20 -owe
s =40 - e s =40 - e
s =80 B s =80 B
1070 | 1 107°F
= ren
w..g:,;'ﬂ;' N

1072 I I 1072 I I I
1 5 25 1 5 25
n n
(a) surface (2.4.17a) (b) surface (2.4.17b)
10+2 T 10+2 ,
HHﬁ Hfl,h”(),oo,rh HHﬁ Hf’L,hHO,oo,[}L
R Ao
x-"j ...... PUSPTELES ‘--"":"':—*“ _— Dt |
e s o @Eaa= =
1070 L g . - 1070 L
s=10 ——
§ =20 -aeeen
s =40 - LR
s =80 B
1072 : : : 1072
1 5 25 1 5 25
n n

(c) surface (2.4.17¢) (d) surface (2.4.17d)




62 Approximations éléments finis de la normale et de courbures d’une surface

numériquement les fonctions n;(h) et n’ (h) en utilisant la relation (2.4.18) sous la forme :

Gy

ny(h) = o

=C,N?,  p=2,00, (2.5.4)

ou (5 et C, sont des constantes qui ne dépendent que la surface exacte et m est un entier naturel.

Rappelons que NV est le nombre d’éléments de [},. Par exemple, m =~ 1 dans les cas des surfaces

(2.4.17a) et (2.4.17b) (illustration sur les figs. 2.15). Donc pour les surfaces (2.4.17a) et (2.4.17b),
1 .

le coiit typique de I’algorithme 1 est d’ordre N x Nz donc, plus élevé que le colt typique de

FIGURE 2.14 Erreurs commises en échelle logarithmique sur tenseur de courbure en utilisant
I’algorithme 1 pour n = n}, n’, en norme L? et L*° sur des approximations affines par morceaux
des surfaces (2.4.17a)-(2.4.17d).
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la résolution d’un systeme linéaire 2 N inconnus (N X log(/N)). Par conséquent, I’avantage de
faire le choix de n; ou n), comme nombre d’itérations est d’obtenir des approximations tres
précises du tenseur de courbure H mais cela demande un colit de calcul tres élevé. L’ alternative
logique pour avoir un coft typique d’ordre N x log(V) est de choisir comme nombre d’itérations
la fonction entiere 7., définie par :

mos(h) = |5 Tog(h)] = [log(N)]. (2.55)

Les résultats obtenus en utilisant I’algorithme 1 pour n = ny., sont présentés sur la fig. 2.16. Nous
observons une convergence de 1’approximation H f%y 5, du tenseur de courbure exact obtenue pour
des approximations affines par morceaux des surfaces exactes (2.4.17a)-(2.4.17d). Ces résultats
sont analogues a ceux obtenus dans les cas de nj et n_ (ordre de convergence numérique proche
de 1) avec un colt de calcul réduit. Le choix de nj,, comme nombre d’itérations de 1’algorithme 1
a I’avantage d’étre le moins cofiteux avec un cofit typique qui est d’ordre de N log(/N) (coit de
résolution d’un systeme linéaire a N inconnus). Ce choix est donc celui qui respecte nos criteres
définis ci-dessus c’est a dire convergence de 1’algorithme 1 dans le cas des approximations affines
par morceaux avec un cofit de calcul raisonnable.

2.5.3 Tests numériques pour approximations isoparamétriques

Nous présentons ici les résultats de tests numériques obtenus en utilisant 1’algorithme de lissage 1
sur des approximations de degré polynomial & = 1, 2, 3, 4 des surfaces (2.4.17a)-(2.4.17d). Les
figs. 2.17-2.20 représentent respectivement les erreurs en norme L? et L™ entre H et H leog, h

pour les quatre surfaces (2.4.17a)-(2.4.17d). On observe une convergence de I’erreur en norme L2

FIGURE 2.15 Les courbes des fonctions n;(h) et n* (h) en échelle logarithmique sur des ap-
proximations affines par morceaux des surfaces de niveau zéro (2.4.17a)-(2.4.17b).
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FIGURE 2.16 Erreurs commises en échelle logarithmique sur le tenseur de courbure en utilisant
I’algorithme 1 pour n = ny,, en norme L? et L™ sur des approximations affines par morceaux
des surfaces (2.4.17a)-(2.4.17d).
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FIGURE 2.17 Erreurs commises en échelle logarithmique sur le tenseur de courbure en utilisant
I’algorithme 1 pour n = ny,, en norme L? et L sur des approximations de degré polynomial &
de la surface (2.4.17a).
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et L> pour k > 1. Plus précisément, nous observons que 1’ordre de convergence numérique /3 est
proche de k pour les surfaces (2.4.17a) et (2.4.17b) sauf pour k = 3ou f ~ k — 1 = 2. pour la
surface (2.4.17c), nous retrouvons 3 ~ k sauf pour £k = 4 ot on observe 5 ~ k — 1 = 3. Pour la
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FIGURE 2.18 Erreurs commises en échelle logarithmique sur le tenseur de courbure en utilisant
I’algorithme 1 pour n = ny,, en norme L? et L sur des approximations de degré polynomial &
de la surface (2.4.17b).

107! ‘ 107! ‘
HH_ Hzlog,hHo,Q,Fh HH_ nlog,hHo,oo,Fh
10—1 L ‘* i 10—1 L —1 i
— 11 “_u" R
" A 2 x “
} 9 X o “,I'”
1073 I‘ 1 1073 f .“‘x 2 @ ’ i

k=1 —— bl ——
E'"A 4 k=2 k=2
k=3 woomen k=3 woomen
k=4 g k=4 g
107 ‘ 107 :
102 101 102 107!
h h

FIGURE 2.19 Erreurs commises en échelle logarithmique sur le tenseur de courbure en utilisant
I’algorithme 1 pour n = nyo, en norme L? et L™ sur des approximations de degré polynomial k
de la surface (2.4.17¢).
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FIGURE 2.20 Erreurs commises en échelle logarithmique sur le tenseur de courbure en utilisant
I’algorithme 1 pour n = ny,, en norme L? et L sur des approximations de degré polynomial &
de la surface (2.4.17d).
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Ce dernier résultat sur la surface (2.4.17d) permet de mieux comprendre ceux obtenus sur les
autres surfaces. En effet, ce qu’on observe pour £ = 4 sur les surfaces (2.4.17a) et (2.4.17b) et pour
k = 3 sur la surface (2.4.17c) est une superconvergence. Globalement, en utilisant I’algorithme
de lissage pour n = ny,,, nous obtenons :

\H-m, | =oum
o8 0,2,y
|\H-m, | =omm
o8’ 0,00,1",
ou
k sik <2
M= k=1 sik>2

Cela signifie que par rapport a I’analyse de convergence théorique présentée dans la section 2.4,
I’algorithme 1, permet de gagner un ordre de convergence pour les approximations polynomiales
par morceaux de degré 1 et 2. En revanche, pour les approximations polynomiales par morceaux
de degré supérieur (k£ > 2), nous retrouvons des résultats analogues avec la méthode de lissage
que ceux obtenus numériquement par 1I’approximation de la définition 2.2.
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En résumé :

Nos résultats numériques obtenus par la méthode de lissage sur les figures 2.17-2.20 montrent
des améliorations en terme de vitesse de convergence pour k£ < 2 par rapport a nos analyses de
convergence théorique et numérique de la section 2.4. Pour les degrés supérieurs (k > 2),iln’y a
pas d’interét d’utiliser I’algorithme 1 pour approcher le tenseur de courbure. Mieux vaut utiliser la
définition 2.2.

2.6 Comparaison avec d’autres méthodes

L’ objectif de cette section est de comparer respectivement notre méthode d’approximation de
courbure et celles de [Heine, 2004] et de [Cazals and Pouget, 2003]. Le principal axe de compa-
raison sera la convergence numérique de la courbure moyenne pour les approximations affines par
morceaux. Ces comparaisons seront faites sur la sphere unité (surface (2.4.17a)).

2.6.1 Meéthode de Heine

Avec la définition 2.2, nous avons obtenu des résultats théoriques et numériques analogues a
ceux obtenus dans [Heine, 2004] sur I’approximation de la courbure. La différence se situe
au niveau de généralisation de la définition 2.2 avec ’algorithme de lissage qui nous permet
d’avoir la convergence de la courbure pour les approximations affines par morceaux. La fig. 2.21
illustre I’amélioration (numérique) que nous apportons sur la méthode [Heine, 2004] pour les
approximations affines par morceaux. Pour les degrés supérieurs, il n’y a pas d’amélioration
significative par rapport aux résultats obtenus dans [Heine, 2004].

FIGURE 2.21 Erreurs commises en échelle logarithmique sur la courbure moyenne en norme L?
et L*° en utilisant des approximations affines par morceaux de la sphere unité.
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2.6.2 Méthode de Cazals et Pouget

Cette méthode a été étudiée et testée uniquement pour les nuages de points et les approximations
affines par morceaux. Cazals et Pouget ont démontré dans [Cazals and Pouget, 2003] qu’une
approximation polynomiale de degré I du tenseur de courbure converge en O(h!~!). Donc comme
nous, leur méthode ne converge pas pour [ = 1. Mais, avec cette méthode on peut varier le degré
polynomial /. La méthode a été validée dans [Cazals and Pouget, 2003] pour 2 < [ < 9. De plus,
le coiit de leur algorithme est O(N). L’inconvénient de la méthode est sa sensibilité a la precision
des coordonnées des points du maillage (illustration sur la fig. 2.22).

FIGURE 2.22 Erreur en échelle logarithmique sur la courbure moyenne en norme L°° en utilisant
des approximations affines par morceaux de la sphere unité.
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Dans ce chapitre, nous développons une nouvelle approche éléments finis pour des équations
aux dérivées partielles elliptiques de type Stokes tangentiel sur une surface fermée sans bord. La
surface considérée est décrite implicitement par le zéro d’une fonction de niveau assez réguliere
(cf. sous-section 2.2.2). Le probleme se ramene a la minimisation d’une fonctionnelle énergie
sous contrainte pour le champ de vitesse. Nous abordons ce probléme en introduisant un terme de
pénalisation dont nous présentons pour la premiere fois 1’analyse théorique et numérique. Nous
montrons des estimations d’erreur a priori sur la solution discrete. Nous présentons aussi des tests
numériques pour la validation.

3.1 Position du probleme

Soit I une surface fermée sans bord (01" = () contenue dans R?, d = 2, 3 comme décrite dans le
chapitre 2. Soient 1, y et H respectivement la normale a [, le vecteur courbure et le tenseur de
courbure de la surface I". Nous supposons que la surface I" est assez réguliere pour obtenir :

ne (L= ()", ye (L ()" et H e (L® ()™,

Autrement dit, la surface I" est supposée étre au moins de classe C?. Soit H (I") le sous-espace
vectoriel des champs vectoriels tangent a la surface I" de (H* (I'))" :

H(I) = {v e (H ()" \v-nzo}. (3.1.1)

Nous nous intéressons ici a I’écoulement tangentiel de type Stokes sur la surface /' d’un fluide
newtonien de viscosité de cisaillement 7 et de viscosité de compression A. Nous supposons que
I’équilibre mécanique du systeme qui gouverne la vitesse de I’écoulement du fluide peut s’écrire
mathématiquement sous la forme :

Probléme 3.1 (Probléme de minimisation sous contrainte). Trouver w € H (I) tel que :

u = arg vei;IlfF) E(v).

ou E est I’énergie dissipée dans le fluide considéré que I’on définit par :
A
E(v) = / C2—f lv|* ds +/ n|D, (v)|° ds +/ B |div, (v)]* ds — / f-vds. (3.1.2)
r r r r

Il s’ agit de trouver un champ vectoriel w € (H' (I’ ))d qui minimise 1’énergie F sous la contrainte :
uw-n=0sur . (3.1.3)

Dans I’expression de I’énergie, les opérateurs D . et div, sont définis dans le chapitre 1, le
champ vectoriel f représente les forces extérieures et cy est le coefficient de friction. Le premier
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terme dans 1’expression de 1’énergie correspond a 1’énergie de friction, le second terme est
I’énergie de déformation plane, le troisieme terme correspond a 1’énergie de compression (qui
provient des éventuels changements d’aire de [ sous I’effet d’une compression) et le dernier
terme correspond a 1’énergie injectée dans le systeme par les forces externes. Du point de vue
mécanique et mathématique, le probleme continu 3.1 est bien posé (cf. [Ciarlet, 2002]). Mais,
ce probleme tel qu’il est posé présente des difficultés numériques par rapport a la méthode des
éléments finis. En effet, pour résoudre le probleme continu 3.1 numériquement, il faut des espaces
éléments finis dans lesquels la contrainte (3.1.3) est fortement imposée. C’est la méthode utilisée
par exemple dans [Destuynder and Salaiin, 1995a]. Il y a aussi une variante qui a été utilisée
dans [Hecht, 1981] pour les écoulements de Stokes classiques. Cela nécessite la construction
de bases polynomiales directement tangents pour I’espace H (I"), qui est assez délicate. Peu
de travaux ont suivi ceux de [Destuynder and Salaiin, 1995a] et [Hecht, 1981] et les résultats
obtenus présentent peu d’avantages. Il existe d’autres moyens comme la formulation utilisant
une fonction de courant (cf. [Nitschke et al., 2012a]), qui est une méthode utilisée pour des
écoulements de fluides incompressibles. Notre objectif ici, est de reformuler le probleme 3.1 sans
la contrainte (3.1.3) afin d’éviter les difficultés numériques mentionnées ci-dessus. Pour cela, il
existe deux alternatives : méthode de pénalisation ou méthode de multiplicateurs de Lagrange.
Dans ce chapitre, nous proposons une méthode de pénalisation pour reformuler le probleme 3.1
sur (H' (I'))? tout entier. Cette méthode de pénalisation est décrite dans la section suivante. Nous
nous limitons dans ce chapitre a I’étude des écoulements tangentiels de fluides compressibles. Les
écoulements tangentiels de fluides incompressibles seront traités en détail dans le chapitre 4 en
utilisant une méthode de multiplicateurs de Lagrange.

3.2 Méthode de pénalisation

L’ objectif de cette section est de reformuler le probléme 3.1 sans la contrainte (3.1.3). Dans
cette optique, nous décrivons une méthode de pénalisation qui est une technique assez classique
permettant d’analyser théoriquement (existence et unicité de solution) ou numériquement des
problemes de minimisations avec contrainte(s). La pénalisation consiste a transformer le probleme
avec contrainte(s) en un probleme ou plusieurs probleémes de minimisation sans contrainte. On
peut consulter par exemple les références [Bonnans et al., 2006], [Bertsekas, 1999] ou [Bertsekas
and Tsitsiklis, 1997] pour plus de détails sur la méthode de pénalisation et les problemes de
minimisation ou d’optimisation en général.

Dans le cas du probleme 3.1, I’idée est de remplacer I’énergie £ qui ne nous permet pas de
contrdler les déformations normales, par une nouvelle énergie qui pourra les controler. Nous
définissons ici cette énergie notée L., définie a partir de £ par la relation :

E. (v) = E(v) +vE,(v), (3.2.1)

ou vy est un nombre réel strictement positif appelé parametre de pénalisation et £, est la fonction de
pénalisation. Il y a plusieurs manieres de choisir cette fonction de pénalisation. Nous la choisissons
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ici comme suit :
1
E,(v) = /§|L(v)]2ds, (3.2.2)
I

ou L: (H! (F))d — R? est I’opérateur défini par :
L (v) =div’ (v-n) = (v-n)y — Hv —grad’ (v)mn, (3.2.3)

ol div’ désigne I’opérateur adjoint de 1’opérateur div,. (cf. définition 1.15, page 20). Cette
fonction de pénalisation a les propriétés suivantes :

E, est continue sur (H! (e,
Vv eR!: By (v) >0, (3.2.4)
E,(v)=0 & ve H(I).

La derniere propriété est une conséquence de la relation (1.5.1) (page 20). En outre, pour v
donné, la fonction de pénalisation F,, peut étre interprétée comme une énergie qui ne dépend que
de la composante normale de v. Donc par la relation (3.2.1), I’énergie £, s’interprete comme
une énergie pénalisée permettant de contrdler toutes les composantes de v via le parametre de
pénalisation ~.

Remarque 3.1. Les énergies I/ et ., sont égales si et seulement si I’écoulement est tangentiel,
c’est a dire que la contrainte (3.1.3) est satisfaite.

Considérons maintenant le probleéme de minimisation suivant pour -y fixé :

Probléme 3.2 (Probléme de minimisation sans contrainte). Trouver u., € (H* (I’ N tel que :

u, =arg inf E (v).
ve(HY(I)?

Il est clair que les problemes 3.1 et 3.2 ne sont pas équivalents quel que soit le choix . Mais
sous les propriétés (3.2.4), on peut vérifier que la suite de solutions (u.),~( converge vers une
solution du probleme 3.1 (cf. [Polyak, 1971], [Kleinmichel, 1972] par exemple). Autrement
dit, le probleme 3.2 est une approximation convergente du probleme 3.1 quand le parametre de
pénalisation tend vers I’infini. Par rapport au probleme 3.1, le probleme 3.2 a I’avantage d’étre
sans contrainte, donc il est simple a étudier théoriquement et numériquement.

3.3 Probleme continu

Dans cette section, 1’objectif est d’étudier I’existence et I’unicité de la solution associée au pro-
bleme de minimisation 3.2. Pour cela, nous allons d’abord écrire le probleme 3.2 sous formulation
variationnelle, ensuite utiliser le théoreme de Lax-Milgram (cf. par exemple [Brezis, 1983]).
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3.3.1 Formulation variationnelle

Soitu, € (H' (I’ ))d une solution du probleme 3.2. alors u., vérifie

dE,

= (u,) = 0.
du’y (u’Y)

Comme I’énergie E., est quadratique et dérivable en w.,, alors cette derniere équation s’écrit :

lim Ev(u'y + ev) — E’y(“'y)
e—0 €

—0, Vwe (H' (D))"

Il s’agit d’une dérivée directionnelle. En utilisant I’expression de £, dans le probléme de minimi-
sation 3.2, nous avons

A
5 |div, (u, + ev)|* ds

B (u, + ) = |

r

+/f—Y|L(uw+ev)|2 ds—/f-(u7+ev)ds.
r2 r

C
§f|uw+ev|2 ds+/n|DF (u, + ev)|? ds—l—/
r r

En utilisant la linéarité des opérateurs considérés, nous obtenons
E,(u, + ev) = E,(u,) + e(a(l;u,,v) — £(1;0)) + € E, (v)

oua: L*(I) x (HY ()" x (H*(I')" — Retl: L>(I') x (L2(I))" — R sont
respectivement les formes trilinéaire et bilinéaire définies par

a(p; w,v) = / crw - v pds + / 2nD, (w) : D, (v) pds + / Adiv,. (w) div, (v) pds
r r r
+/’yL (w) - L (v) pds, (3.3.1a)
r
s v) = / f - vpds. (3.3.1b)
r

Nous verrons ’interét de ces notations particuliéres notamment la présence de p € L>° (1) dans
la définition des formes a et ¢ dans les sections 3.4 et 3.5. Par suite, nous avons :

lim By(u, +ev) = Bylwy) _ lim (a(1;u,,v) — ((1;0) + €E,(v)) = a(1;u,, v) — £(1;v).

e—0 € e—0
Donc le probleme 3.2 est équivalent au probleme suivant :
Probléme 3.3 (Formulation variationnelle continue). Trouver u., € (H' (I" N tel que :

a(l;u,,v) = ((L;v), Vwe (H ()"
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Remarque 3.2. Si u, € (H*(I' N alors en utilisant les formules de Green surfaciques (cf.
section 1.4, page 17), nous pouvons monter que le probleme 3.3 correspond a la formulation
variationnelle du probleme suivant :

Probléme 3.4 (Formulation forte). Trouver u., € (H? (I’ N tel que :

cruy, —div, (20D, (u,) + Adiv, (uy) P) +div, (L (u,))n = f sur I'.

Remarque 3.3. Si c; = 0 alors pour tout uy appartenant lintersection des noyaux de D, et
L, u., + ug est une solution du probléeme 3.3. Autrement dit, les solutions du probléme 3.3 sont
déterminées a une translation et rotation tangente pres (cf. annexe A).

3.3.2 Existence et unicité de la solution du probleme continu

Dans le but de démontrer I’existence et I'unicité de la solution du probleme 3.3, nous avons besoin
de quelques résultats préliminaires :

- la continuité de a sur L (I') x (H* (I'))* x (H*(I"))",

- la continuité de ¢ sur L (I') x (L2 (I"))",

- et la coercivité de a(1;-, ) sur (H' (I"))".
Nous faisons les hypotheses suivantes :

X
X

Hypothese 3.1. Les parametres sont tels que

- ¢y et \ sont des nombres réels positifs ou nuls,

- 1 et 7y sont des nombres réels strictement positifs,
Le terme source f appartient a (L> (I'))".

Notons par |-| la semi norme associée a la forme bilinéaire a(1;-,-) :

o = Va(vv),  VYove (H ()" (33.2)

Lemme 3.1. Sous I’hypothese 3.1, il existe une constante strictement positive C ne dépendant
que de I et des paramétres cy, 1, \ et 7, telle que

d
lv| < Cl| Vove (H (I)".

1,2,

Démonstration. Soit v € (H" (I'))”. Par définition de a, nous avons :

ol = a(l;v,v)

=cr oI, .+ 20D, ()7, + Aldiv, ()7, .+~ 1L )|

0,2,I" 0,2, 0,2,I" 0,2, "
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Nous avons d’une part par définition de div,. (v) = tr (D,. (v)), cela implique que :
Idiv, (), < 1D, ()]

0,2, "’

et d’autre part, par définition (cf. définition 1.10, page 12) :
2D, (v) = Pgrad  (v) + (Pgrad, (v)) T
nous obtenons, de ’'inégalité triangulaire :

2D, (), < |[Perad, (v, +||(Perad, (v)"

0,2, —

0,2,

<2 HPgradF (v)HO’M
<2[P[|, ., |lerad, (v)

0,2,

Par ailleurs, en utilisant une seconde fois I’'inégalité triangulaire, nous avons :

1Pl < ]

0,00,I"

tlnon|,_, =2
——

=1 =1

Par suite, nous avons :

D, ()ll,,, <2|grad, (v)

0,2, 02,7

Donc, sous I’hypothese 3.1, nous avons :

21D, (v)]I]

0,2,

+Aldiv, (@)}, < 27+ 1) D, (v)

I2
2,0 T 0,2,I

2
<4(2n+\) ||grad,, (v)HO’M .
Il reste & majorer le terme || L (v) Hi , - Rappelons que :
Hv +grad! (v)n =grad,_ (v-n),

donc (v -n)y - (Hv +grad’ (v)n) = (v-n)y - grad, (v-n) = 0. Par conséquent, nous
avons

L@, = [ D@ o

— /F(v.n)2 ly|? ds—i—/F‘ijLgradf ('u)n‘2 ds.
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En utilisant la relation 2.2.2b, page 23, nous obtenons :
|L (v >H02p = / K (v -n)? \n|2 ds + / ‘Hv + gradFT (v) n‘z ds
r r

= //@2('0-71)2 ds+/ |Hv—|—gradf ('v)n|2 ds
r
= ||k(v - n)| 02F+ HH'v+gradT nH

02,

Par suite, en utilisant I’inégalité triangulaire et le lemme C.5, page 165, nous avons :

2
L@, < Inl?_, lo-nl?,, + (1Hol,,, + |grad! @)n], )
+2||H'U||

A

&> Jlv-n|? +2||grad” (v) )’

0,2,I" 0,2,I

+2Vd | H|?

0,00,I"

< V|82
+2Vd|n|?_ . ||lgrad, (v

0,2,I

Inll; ol o]l

0,00,T 0,2,T 0,00, 0,2,T
”0,2,1“'

Or m est un vecteur unitaire, donc 1’inégalité précédente devient :

2
IL@)2,, <2Va (sl ol + IHI_, ol + |erad, @), ).
En utilisant la relation 2.2.2a, page 23 nous avons :

= llte(H), .. < d[H]|

[l :
0,00,I" 0,00,I"

Par conséquent,

IL@)2,, <2Va((+a) =2, [v]2,, +|erad, @), ).
Donc, sous I’hypothese 3.1, nous avons :

1L )2, <2vda+d) (JHE, o], +[erad, @], )

Par conséquent, nous avons :

0,2,I"

+ (4@ + ) +29Vd(1 + @) |lgrad, (o)

0,2,

wl? < (ep +2Vd(+d) |HIE_, ) vl

Donc, en choisissant

€ = \fma (e + 20+ @) [HI? _, 420+ 3) + 231+ ),
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nous avons
2 2 2 2
v < (ol +|lerad, ()], ).
D’ou
ol, <Cloll,, -
Ce qui prouve le lemme 3.1. ]

Lemme 3.2 (Continuité de a et /). Il existe deux constantes strictement positives C,, Cy telles
que pour tout w, v appartenant & (H' (I'))" et p appartenant & L (I') :

la(p; w,v) < Cq |yl
(s 0) < Co|lpll

wll , vl
0,00,I" 1,2, 1,2,

il

0,00,I" 0,2, °

Autrement dit, a et { sont respectivement continues sur L (I') x (H* (I'))* x (H* (I'))* et

L= (I') x (L2 ()™

Démonstration. Soit (1, w,v) € L® (I') x (H*(I'))* x (H*(I'))". En utilisant I'inégalité de
Cauchy-Schwarz sur la forme bilinéaire a(y; -, -) nous avons
la(; w, o) <crllpl, , Mwll,, vl .+ 200l D @)l , D, @),

+ Mlpll, vy ()], Aldive (), llall o MG @), L @),

En utilisant la définition de la semi-norme |-| , nous avons :
a

crllully o el ol - < eplledl, Tl fol,

De la méme maniere, nous pouvons majorer les autres termes de 1’inégalité précédente. Par
conséquent, nous obtenons :

la(u; w, ) < (ep +2n+ A +) |, . lwl, [v], .

0,00,I" |

En utilisant le lemme 3.1, nous pouvons trouver une constante C, = C,(cy,n, A, 7, ") strictement
positive indépendante de h telle que

la(p; w,v) < Colp, . llwl]

ol .-
0,00,I" 1,2,I" 1,2,I"

De méme, nous avons par I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

o) < Nl el 0
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[(;v) <Oy ||ILL||0’OO’[' “v”o,z,r ’
avec C) = HfHO,oo,p' .

A noter que dans la démonstration du lemme précédent, nous avons déterminé la valeur exacte de
la constante de continuité (' :

Co= £, -
Donc pour tout v appartenant a (L2 (I'))? et 1 appartenant & L* (I') nous avons I'inégalité

o) < lall, £, Dol (3.33)

Remarque 3.4. La continuité de la forme bilinéaire ( sur I’espace L*° (I') x (L? (I" ))d entraine
sa continuité sur L= (I') x (H' (I'))", puisque I est bornée, donc H' (I'y € L?(I'). De plus, a
partir de la relation (3.3.3), nous avons pour tout (j,v) € L (I') x (H' (I'))* I'inégalité :

(i) < lell, TN T

Lemme 3.3 (Coercivité de a). Sous [’hypothese 3.1, il existe une constante strictement positive
Qg telle que :

a(l;v,v) > aq ||| Voe (H (F))d.

1,2,1 "

Nous donnons la preuve de ce lemme dans le cas ou ¢y > 0. Elle peut étre adaptée au cas ¢y = 0
en se placant dans I’espace quotient (H' (I"))* /M ot M est I’ensemble des translations et des
rotations tangentes :

M:{ve (H" (I))* |Dr(v):L(v):0}.

Démonstration. Soitv € (H' (I'))". Nous pouvons écrire v sous la forme :
v=v,+ (v-n)n,

ou v, estla composante tangentielle v. En utilisant I’inégalité de Korn sur la surface I" (cf. [Ciarlet,
2002] ou [Mardare, 2003] par exemple), on peut trouver une constante C' strictement positive telle
que

D, ()}

0,2,

» 2 D, (@)l2,, = Cl

|2
0,2, — rlyor-
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Par conséquent,

2D, @), , + Aldiv, @2, > 2C]o, [, . (334
Nous avons vu dans la démonstration du lemme 3.1 que :

IL@)I2,, = la(o-n)2,, +||grad, (v-n)[?, .
Par conséquent, nous avons 1’inégalité

L@, = win (1 w@)1) fo-nl?,,
En utilisant le lemme C.2, page 163, I'inégalité précédente entraine
IL@)[?,, > min (;g; R (@), 1) (1+1E], ) lwenml?,, (39
A partir des inégalités (3.3.4) et (3.3.5), nous avons
a(lv,0) > ¢ o, +20C o, [,
+ v min (31315; K% (x), 1) (1 + HHHO’OO’F>_ l|(v - n)nHiM :

Or, on peut facilement vérifier que

2 2 2
[oll5,, = lvrll, . + (v -n)n[C .

Par conséquent, I’'inégalité précédente devient

a(Liv,v) > min(es, 20C) v

2
Pl
. . . 2 -2 2
+ min (cf,fymm (irg/@ (), 1) (1 + HHHOmF> ) [(v-n)n|, ..
Donc

+ (v n)n|;

1,2,F> )

a(;v,0) = ag (o, |

1,2,

-2
a, =min (cf,QnC,vmin (in? K*(x), 1) (1 + |1 H|, F) ) .
xrc »00,
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Sous I’hypothese 3.1 et pour c; > 0, , est bien une constante strictement positive. D’ou

a(l;v,v) > ag vl .

Ce qui prouve le lemme 3.3. ]

Remarque 3.5. A travers la démonstration du lemme 3.3, notamment 1’inégalité (3.3.5), nous
montrons que si u., est une solution du probléme 3.3 alors I’opérateur L permet de controler
les dérivées de la composante normale de u.. Cela permet d’assurer que le probleme initial
(probleme de minimisation 3.2) est bien posé. Sans cet opérateur c’est a dire pour v = 0 (cas
exclu par ’hypothese 3.1), il faut une (ou des) contrainte(s) sur la composante normale de u.,
pour avoir un probleme bien posé.
Nous avons le théoreme suivant sur 1’existence et I’unicité de la solution du probleme 3.3.
Théoreme 3.1 (Existence et unicité de la solution du probleme 3.3). Sous I’hypothése 3.1,

(i) sicy > 0 alors le probleme 3.3 admet une unique solution u., € (H' (F))d,

o R . . d s
(ii) si ¢y = 0 alors le probleme 3.3 admet une unique solution u., € (H' (I"))" /M, c’est a
dire u, est unique a une translation et rotation tangente pres.

De plus, dans les deux cas w., vérifie :

1
V aa

|'“w’a <

£l

ou «, est la constante de coercivité de a.

Démonstration. En utilisant les résultats des lemmes 3.2, 3.3 et la remarque 3.4, a(1; -, -) est une
forme bilinéaire continue et coercive sur (H' (I'))* x (H' (I'))%, ¢(1; ) est une forme linéaire
continue sur (H' (I"))*. Alors, le théoréme de Lax-Milgram permet de déduire que le probleme

3.3 admet une unique solution dans (H* (I"))* x (H" (I'))" pour tout ¢ ¢ strictement positif. Dans
le cas ou ¢; = 0, nous avons I'unicité€ de la solution a une translation et rotation pres (cf. la
remarque 3.3). Et de plus, en appliquant 1’inégalité de Cauchy-Schwarz sur ¢(1; ), nous avons
pour w., solution de 3.3 :

2
= a(liugwy) = (Lw) < I, sl < IF sl -

Le lemme 3.3 permet d’écrire

1
u|2§

< ——

ou ¢, est la constante de coercivité de a. D’ou

I, - Tl

a

1
lu,| < o [P

N

Ce qui prouve le théoreme 3.1. ]
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3.4 Probleme discret

Dans cette section, 1’objectif est d’écrire une formulation variationnelle (discrete) associée au
probléme 3.3 sur un espace vectoriel de dimension finie de (H* (I},)), puis d’étudier I’existence
et I’unicité de la solution associée sous certaines hypotheses qui vont suivre. Soit [}, une approxi-
mation globalement continue de /', polynomiale par morceaux et de degré polynomial k (k > 1).
Nous supposons que [}, est construite comme dans la sous-section 2.2.3 du chapitre 2 et qu’elle
vérifie I’hypothese 3.2 :

Hypothese 3.2. Il existe une constante strictement positive hy > 0 telle que pour tout h < hg, I,
est contenu dans Us (bande autour de I' définie par (2.2.5) dans le chapitre 2) et que la restriction
de p (projection orthogonale sur I') a '}, est bijective.

Soit i, la normale discrete sortante a I',. Sous I’hypothese 3.2, nous avons la proposition 2.3.
Soient ny,, y,, et H}, des approximations respectives sur [}, de n, y et H. Nous supposons qu’il
existe un algorithme pour définir ces approximations, par exemple en utilisant notre méthode
décrite dans le chapitre 2 ou par une autre méthode. Nous faisons I’hypothese suivante :

Hypothese 3.3. Lorsque h tend vers zero, les approximations ny,,y,, et H, convergent respecti-
vement vers n,y et H et il existe une constante C' strictement positive indépendante de h et deux
nombres réels strictement positifs p > k et ¢ > k — 1 tels que

ln—mnall, . <Ch (3.4.1a)

ly =yull,.,, <Ch, (3.4.1b)

|H — H,|| < Ch. (3.4.1¢)
O,oo,Fh

A noter que les approximations ny, y;, et Hj ne sont pas nécessairement continues.

3.4.1 Discrétisation par la méthode des éléments finis

Nous approchons la solution du probleme continu en utilisant la formulation suivante :
trouver u., , € (H! (L) N (CO (1) tel que

ah(u%h, ’Uh) = fh(vh), Vo, € (Hl (Fh))d N (CO (Fh))d, (342)

ou ay, et £}, sont respectivement les formes bilinéaire et linéaire définies par
ah('wh,'vh) = / CrWp * Uy dSh +/ 27’]DFh (wh) : DFh ('Uh) dSh
I'y I'n
—l—/ Adiv,, (wp)div,, (vh) ds, +/ vLy, (wy,) - Ly, (vy,) dsy,
Fh Fh

fh(vh) = / fh - vpdsy,
Iy,



82 Eléments finis pour des écoulements tangentiels a des surfaces courbes

avec
- D, (vn) = PyD (v) Py, div,, (vp) = tr (Drh (’vh)> pour vy, € (H' (I},))" et Py, est
I’opérateur de projection sur [} défini par :

P,=I-n,®n,
- Ly, est I’opérateur défini par :
Ly (vy) = (v, -np) y, — Hyvp — gradFTh (vp) g, vy, € (H1 (Fh))d, (3.4.3)
- et f,, estune approximation polynomiale par morceaux de f sur /},, nous avons :
Fre (L2 ()"

Le choix de Iespace (H! (I},))" N (C° (I7,))" est nécessaire pour bien définir globalement les
opérateurs différentiels sur I,. Soit V, un sous-espace de dimension finie de (H! (I},))" N

(CO(r; h))d quelconque, nous allons chercher la solution du probleme 3.4.2 dans V. Cela nous
conduit au probléme suivant :

Probleme 3.5 (Probleme discret sur [3,). Trouver w.,;, € V), tel que

ah(u%h, ’Uh) = éh(vh), A vy € Vh.

Pour étudier I’existence et ’unicité de la solution associée au probleme 3.5, nous allons établir
une notion d’équivalence entre les normes définies sur /' et [}, sous les hypotheses 3.2 et 3.3.
Cette notion d’équivalence nous permettra de déduire certaines propriétés sur le probleme discret
a partir de celles du probleme continu. Cela fera 1’objet de la sous-section suivante.

3.4.2 Relations entre les opérateurs discrets et continus

Soit v;, € V},. Nous avons :
2D, (vs) = Pugrad, (v;) + gradFTh (vy,) Pp.
Soient o, € (H' (I'))* et P), € (H' (I'))™* les fonctions définies respectivement par :
vV, = vy opfp}ll etlsh = Py opl’F’lL.
Rappelons que (cf. le lemme 2.2, page 31) :

grad, (vn) = grad, (v,,) —grad, (v,) P (I — Ap),
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ou Ay est défini par :

An(p(2)) = (P (I - 0H) Py (p(x)).
En écrivant f’h =P - (P — f’h> alors nous obtenons
P,grad (vp) = f’hgradp (0n) + f’hgrad (0,)P (A, —I)
= Pgrad  (v,) — <P Ph> grad (v;)+ Pgrad (v,)P (A, —1I)
(P Ph> grad (4,) P (A, — I).
Donc
2D,. (vs) = Pgrad, (vp) + gradf (o) P
— <P — f’h> grad  (v,) — gradf (0n) (P — f’h)
+ 2Sym (Pgrad, (v,)P (A, — I))

— 2Sym ((P — f’h> grad  (v,) P (A, — I)) ;

ol Sym (-) désigne la fonction partie symétrique définie par :

(0'—|—0'T), Vo.

N | —

Sym (o) =
On en déduit que
D, (vn) () = (D, (0) = 7(04)) (p(®)), @€ I (3.4.4)
ouT: (H' ()" — L2(I)* estI’opérateur défini par :

v— 271(v) = (P - ph) grad, (v) —grad; (v) (P - 15h>
— 2Sym (Pgrad, (v)P (A, — 1))
+2Sym ((P - 15h> grad_(v)P (A, — I)) :

On déduit de (3.4.4) que pour tout vy, € [, :

div, (vy) =1:D, (vp) =1:D, (vs) — I :7(vy) =div, (v5) — tr (7(vs))

div,, (vp) (@) = (div, (84) — tr (7(4))) (P(x)), @ € L. (3.4.5)

Lemme 3.4 (Estimation de 1’opérateur 7). Soit v € (H' (I'))". Sous I’hypothése 3.2, il existe
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une constante strictement positive C' indépendante de h telle que

@), <Ch*lol, .

Démonstration. En utilisant ’inégalité triangulaire, nous avons :

I, < ||P-P

Jgrad, @), +1IP (4~ D, _, [Perad, (v)]

0,00,I" 0,2,

+HP—Ph

0,2,

NP (A =D, . [lerad, (v)]

0,00

Par suite, nous avons

IR A= Dl P, ) llerad, @),

P (4, =D, [lerad, )]

r)l,,, < ([P~

+HP—f>h

0,00,

0.00 0,2,T

Par définition de la norme H', nous avons ||grad _ (v)|| = < |[lv||,, . parconséquent, I'inégalité
r 0,2,I" 1,2,I"

précédente devient :

HIP(An =Dl . HPHO,W,F> ol ,.,
0,00,

P (4, - D)

7@, < ([P~

+HP—Ph

|| || °
0,00,I" 1,2,I
0,00

En utilisant le résultat du lemme 3.3 (coercivité de a) et le fait que [|P[| =~ < 2, I'inégalité
précédente devient :

@), <= (PP

1
vV Qa

ou o, est la constante de coercivité de a. Sous I’hypothese 3.2, nous pouvons appliquer le lemme
2.5. Autrement dit, il existe une constante strictement positive Cj indépendante de h telle que :

+IP (43~ DI, ) o],
r

0,00,

+ P-P,

1P (An — 1)

0,00,I"

vl -
0,00,I" a

IP (A~ D), . <Coh"

. Par unicité de P, nous avons

Il nous reste a estimer HP - Py
0,00,I"

P,=I-n, ®n, ,

h h
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oun, estl'unique fonction définie parn, =mn, o p‘_F1 . Par conséquent,
h
P-P, =n,®n, —nan.
En écrivantn, =mn — (n -n Fh) , nous obtenons :

P-P, :n®n—2n®(n—ﬁph)+<n—ﬁph)®<n—ﬁph)—n®n

= —me(n-n,)+(n-n,)e(n-n,).

En utilisant donc 1’inégalité triangulaire et le fait que 7 est unitaire :

~ 2
HP_Ph <2||n||0 r n_nF}L +Hn_nph
0,00, ’ 0,00, 0,00,
2
<2Hn—th +Hn—th
0,00,I" 0,00,I"
<2O+ﬂn—ﬁp )Hn—ﬁp
h h
0,00,I" 0,00,I"

Or, d’apres la proposition 2.3, il existe une constante C'; strictement positive indépendante de h
telle que

< Oy A",

0,00,I"

|n -7,
Par conséquent, nous avons :

<1+ 0" < 14 Cihg.

1+ Hn -n,
0,00,I"

ou hg est la constante de I’hypothese 3.2. Donc, nous avons :

HP—Ph

< 2(1+ Cihy) Hn —-n,

0,00,I" 0,00,I"

Par suite, nous obtenons :

< C1R*, avec C7 =2 (14 C1h) Ch.

0,00,I"

HP _P,

Par conséquent, nous obtenons apres quelques majorations élémentaires I’inégalité

Ir)ll,,, < max(Coy, C7) (14 CoCihg) h* |v] .

a
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D’ou
Ir@)ll,, . < Ch* o],
avec
C= \/a_a HlaX(Co, Ci) (1 + C()Cihlg) .
Ce qui prouve le lemme 3.4. O]

On peut aussi exprimer de la méme maniere Ly, (v,,) en fonction de L (vy,). En effet, pour tout
vy, € V},, nous avons

Ly, (vy) = (vp-np)y, — Hyvy — gradz; (vp) ny,

(’Uh . nh) @h — Ith’th — A,?gradFT (’f)h) ﬁh.

Nous transformons le dernier terme dans la relation précédente comme suit :
AggradFT (Op) Ty, = gradf (op) 1y, — [P (A — I)]" gradf (0p,) Mo,
=grad] (v,)n —grad] (v;) (n —ny,) — [P (A, — n" grad” (v,)n
+[P (A, -I)" grad! (v;) (n —ny).
En écrivant g, = y — (y — 9,,) et n, = n — (n — 1), nous obtenons
(On - o) Yp = (On - 1) Y — (O - 7o) (Y — Y
=@n-n)y —[on- (n—np)]y — (0 n) (Y —9p) + [0n - (n—70)] (Y — 9y) -
De méme,
H, o, =H, — (H — Hy,) .
Nous déduisons alors que

Ly (vn) () = (L (0n) — t(04)) (p(x)), @€l (3.4.6)

d

out: (H'(I')" — (L2(I')" est I'opérateur défini par :

vi—= ) = [v-(n—m)]y+ (v-n) (Y -9, - [v-(n—n) (y -9
+ <H — I:Ih> v+grad’ (v)(n—mny,) + [P (A, — I)]TgradFT (v)n
— [P (A, — I)]Tgradf (v) (N —ny).
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Lemme 3.5 (Estimation de I’opérateur t). Soit v € (H" (I'))". Sous I’hypothése 3.3, il existe une

constante strictement positive C' indépendante de h telle que
m
[E)ll,,, <Ch™[v|,
oum = min(k, q).
Démonstration. En utilisant 1’inégalité triangulaire, nous avons :

1), < lyll, . llo- =), +ly =gl llv-nl,,

Flly =l o (0=l + | H = H ol

0,2,I
,00,

+ || — 7| ngadF ('U)HO’” +||P (A, — ngadT

+P (A =D, [[grad; (v) (n — )|

0,00,I" ||0 oo, I’
0,2,

D’apres le lemme C.5, page 165, nous avons les inégalités suivantes :

lv-nl,,, <vVdinl,_ lvl,,, < Vd|v|

0,2,I" 0,00,I" 0,2,I" 0,2, "’
lo- (n—an)l,,, <Vdln—aul, _, lvl,.
Jgrad? (@)nl],, <V Inl, _, |erad! @), < Vi [grad, (@

|grad’ (v) (n — 7y, HQ“ < Vd ||n - ol |grad . (v)]|

0,2,
Par conséquent, nous obtenons :
It _f||yH0wHn—ﬁhHOm,pHvHO,Q,F+\/_Hy Unllo IVl
Vi lly =il =l ol + | H - 5,

0,00,

+|ln — 7|, ||grad, (v)HO’MJr\/_HP(Ah—I |, |lgrad,

+Vd |ln =, 1P (A =D, [lerad, (v)]

0,2,

Par suite, apres quelques majorations élémentaires sur I’inégalité précédente, nous obtenons :

It@)l,,, <vVa (1+1yl,_, ) In=nul,_, lol,,,
+V |y = 3

In —aall, o,

]l
1,2,
0,00,I"

0,00,I"

Vi Iy =l + |7 -

VA (1 =, ) 1P (AL =D ol

el

)n|

)l

0,2,

()

0,2,

Y

0,2,

0,2,

En utilisant ’hypothese 3.3 et le lemme 2.5, page 36, nous pouvons trouver une constante
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strictement positive Cj, indépendante de h telle que

6@, < CoVad [(1+1yll, _, ) h¥ + B+ 20 4 (1 + Coh?) 1] |jw]

1,2, °

Soit m = min(k,q). Nous avons m < ketm < ¢, donc m < p car k < p par hypothese.
L’inégalité précédente peut s’écrire comme suit :

6], < CoVa [(1+lyll, _, ) A= 4+ PH™ 4 2RI (14 Coh) 5| 1™ o]

1,2, °

En utilisant la constante hq de 1’hypothese 3.2, nous obtenons :
¢, < CoVa [(1+yll,_, ) HE™™ + BG4 20 + (1 + Coh) hE ™| 1™ ol
En utilisant la coercivité de a (cf. lemme 3.3), nous obtenons :
lt(),,, <Ch™ o],
ou
C \/E —m —m —m —m
¢ = (1 lyll, ) Bh -+ REF 4 2B (1 + Col) 1]
et a, est la constante de coercivité de a. Ce qui prouve lemme 3.5. ]

Soit |-| estla semi norme associée a la forme ay, :
Ah

|’Uh|ah = v/ ap(vy, vp), vy € (H' (Fh))d.

A partir des résultats précédents, nous pouvons établir une notion d’équivalence entre les semi
normes |-| et |-| . Nous avons le lemme suivant :
ah a

Lemme 3.6 (Equivalence des semi normes). Soit hy la constante positive de I’hypothese 3.2.

Alors sous I’hypothese 3.3 et hy suffisamment petit, il existe deux constantes strictement positives

C et C' indépendantes de h telles que pour tout v, € (H* (I},))" :

ap

oit oy, € (H' (I'))" est I'unique fonction définie par v, = vy, o p|_Fl.
h

Démonstration. Soit vy, € (H' (I;))". En utilisant la relation (3.4.6), nous avons :

Ly (vn) = L(vn) — (o),
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ol vy, = vy, © p| . Par conséquent, nous avons :

/F Ly, ()| dsp, = /F‘L<{)h)_t<,‘~)h)’2 inds,

On rappelle que p, est le jacobien de la projection p et vérifie (cf. remarque 2.2, page 30) :

1
— < < (C
CO_Mh_ 0

ou () est une constante strictement positive dépendante uniquement de I". Donc, nous avons
I’inégalité :

ds.

/|L ) — t(0,)]> ds < / |Ly, (vp)] dsp, < Co/\L — (0]

Par suite, nous avons d’une part :

& (fim@or = [eworas) < [ im @l as
/Fh Ly, (vs)* ds, < C (/F]L(f;h)]z ds+/r‘t(,bh)|2 ds)'

Ce qui est équivalent a dire que :

et d’autre part

- (@I, — 161, ) < 1B @2, < G (IEGIE,, + @, ).

En utilisant le résultat du lemme 3.5, on peut trouver une constante strictement positive C
indépendante de h telle que :

lt@n)l,,, < Cuih* [onl} < Cihig™ |onl.

ol hy est la constante positive de I’hypothese 3.2 et m = min(k, q). Posons g, = h3™ |i)h|i
Donc, nous avons :

a (IE@IE,, = Cien) < L@, < Co(IL@IE,, + Cien).
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De la méme maniere, nous montrons a partir des relations (3.4.4), (3.4.5) et le lemme 3.4 que :

& (I @I, = e < Dy, ]|

0,2,T,

< G (ID, BWIE,, + Coxi)

Ui s . s
= (v, @12, = Coen) < |div,, )] < Co(lldiv, @02, + Cose)
: 2

0,2,
0,2,
ou (5 est une constante strictement positive indépendante de h. Par ailleurs, en utilisant le lemme
2.3, page 32 nous avons 1’encadrement :
Lo
= [on]

< 2 < Oy llonlI?
Ce |vnll 0 [|0nll

0,2, — 02,1, — 0,2, °

Donc, en faisant la somme membre 2 membre des encadrements précédents avec les parametres
cf,m, A et vy, nous obtenons :

1 N N
c (|'Uh|§ — Csen) < |’Uh|jh < Gy (|'Uh|§ + Csem)

avec
C5 = max(cs,m, A, 7y) (C1 + Cy).

Par conséquent, nous avons :

1 3 _
—0(1—03h3m) o> < |vh|fh < Co (1+ Cshd™) |4 .

1
Posons C' = Cy (1 — C5h2™) " et €' = Cy (1 + C3h2™). Pour hy < (\/C§1> ", les constantes
C et C' sont strictement positives et indépendantes de A et nous avons :
1

clonl, = lonl, < Cfoul,.

Ce qui prouve lemme 3.6. L

Ce lemme est tres important dans le cadre de notre étude d’existence et unicité de la solution
du probleme discret 3.5 car il nous permet d’établir que les formes bilinéaires (resp. linéaires)
définies sur [}, et I" ont les mémes propriétés de continuité et de coercivité pour hg suffisamment
petit.

3.4.3 Existence et unicité de la solution du probléeme discret

L’objectif de cette sous-section est de démontrer 1’existence et 1’unicité de la solution du probleme
3.5. Pour cela, nous avons besoin de deux résultats préliminaires importants sur la continuité et la
coercivité des formes définies sur I7},. Nous avons les résultats suivants.
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Lemme 3.7 (Continuité de ay, et £5,). Sous I’hypothése 3.2, les formes ay, et ¢}, sont respectivement
continues sur V;, x Vj, et V},.

Démonstration. Ce lemme est une conséquence directe des lemmes 2.3, 3.2 et de la remarque

3.4. En effet, sous I’hypothese 3.2, nous avons démontré que les normes ||-|| et ||| sont
2, 12,1°p

équivalentes. Cela nous permet de conserver la continuité des formes a et £ en passant de la

surface I" a son approximation /7. U

Lemme 3.8 (Coercivité de ay). 1l existe une constante strictement positive o, telle que I’on ait
pour tout vy, appartenant a Vy, :

2

ah('vha’vh) > Oy, th”1,2,rh )

Démonstration. Soit v, € V},. Rappelons que

En utilisant successivement les lemme 3.6, 3.3, et 2.3 dans cet ordre, nous pouvons trouver deux
constantes Cj et C strictement positive et indépendante de h telles que

%

CoCh

Ug

Co

1 ~ 2 ~ 2 2
an(vn, vn) Za)|’vh|a > = loall’,, = [onlly, 1, -

ou v, est I'unique fonction donnée par la relation v, = vy, o pfpl . 11 suffit de faire le choix
h
aa
Qy, = ——
ap OO Ol Y
pour obtenir

2

a/h(vh7 Uh) Z aah ||vh||172’[‘h :

Ce qui prouve lemme 3.8. [

Les deux lemmes précédents nous conduisent au théoreme suivant sur I’existence et ’unicité de
la solution du probleme 3.5.

Théoreme 3.2 (Existence et unicité de la solution du probleme 3.5). Soit f;, € V},. Sous les
hypotheses 3.2 et 3.3,
(i) sicy > 0 alors le probleme 3.5 admet une unique solution w.,;, € Vj,

ii) si cy = 0 alors il existe une solution u.,;, € V}, du probléeme 3.5, unique a une translation
! 7, p q
et rotation tangente pres.
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De plus, dans les deux cas w., j, vérifie :

1
/a,

|u%h|,1h <

1l
ol o, est la constante de coercivité de ay,.

Démonstration. En utilisant les résultats des lemmes 3.7 et 3.8, a; est une forme bilinéaire
continue et coercive sur Vj, X V}, ¢, est une forme linéaire continue sur V},. Alors, le théoréme de
Lax-Milgram permet de déduire que le probleme 3.5 admet une unique solution dans V}, x V},
pour tout ¢y strictement positif. Dans le cas ol ¢; = 0, nous avons I'unicité de la solution a une
translation et rotation pres comme pour le probleme 3.3. Et de plus, en appliquant I’inégalité de
Cauchy-Schwarz sur /5, nous avons pour u., ;, solution du probléme 3.5 :

2
i = ) = Glus) < Il e, < 1l Tl -

La coercivité de a;, permet d’écrire
1
/a,

ou o, estla constante de coercivité de ay. D’ou

2
i < ——full,,, il

1
/a,

’u’y,h|ah <

11l

3.4.4 Probleme discret équivalent sur la surface exacte

L’ objectif de cette sous-section est de réécrire le probleme 3.5 sur /. Cela servira dans la section
3.5 pour I’estimation d’erreurs. Soient u., € (H* (I’ ))d, u,, € V) respectivement solutions des

problémes 3.3 et 3.5, et f;, € V. Soient @, ¥y, f;, € (H* (I'))* N (C°(I'))? trois fonctions
telles que :

Uy () = By (x — d(x)n(T)), x e I

vy (x) n(x — o(x)n(x)), xcly

)n(z))
Fu(@) = fiule — d(@)n(x)), @€l

Sans perdre de généralité, on peut choisir f; de sorte que f; o p coincide avec f o p sur I'};. Donc
dans la suite, nous utiliserons

fi(@) = f(z - o(z)n(z)),  xeclj 3.4.7)
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Soit V}, le sous-espace de dimension finie de (H* (I'))* N (C° (I"))" défini par
Vi ={on e (H (D) 0 (CO(1)", o =vnop,!, v e Vi)
En utilisant les relations 3.4.4-3.4.7, nous avons d’une part
ap(Uey b, V) = a(ftn; Wep, On) — b(n; Uy p, Un), vy, € Vi,

oub: L= (I') x (H*(I')* x (H*(I'))* — R est la forme trilinéaire définie par

)
b w,v) = /F D, (w) : 7(v) unds + /P v, (w) tr (7(v)) pads

_|_
w\
2

L w) - tw)ds + [ 20D, (0] 7(w) uds

+ [ v, (@)t (r(w) mnds + [ 9L (0) - tw)nds
- [ 2rm(ew) 7o) s = [ N (rw) 5 (r(0) s
- [ tlw) - t(w) s

~

et d’autre part
ap(Unyp, ) = (V) = (pp; 0p), vy, € V).
Par conséquent, nous avons
a(1;%qp,0n) = a(l — pp; yp, V) + b(1n; Wop, On) + (s On), o €V

Ce qui nous conduit au probleme suivant :

Probléme 3.6 (Probleme discret équivalent sur I"). Trouver ., € Vi, tel que

(3.4.8)

(3.4.9)

(3.4.10)

(3.4.11)

a(l; 8y p, p) = a(l — pp; Uy p, On) + 0(ptn; Uey py V) + €(pn; 0n), Vo, €V,

Remarque 3.6. La forme bilinéaire b contient toutes les erreurs géométriques a travers les
opérateurs T et t. Il s’agit des erreurs commises en approchant I" par 1}, directement liées aux

approximations de la normale et des courbures de I'.

Il est clair que les problemes 3.5 et 3.6 définissent la méme approximation exprimée respectivement
sur [, et I'. De plus, ces problemes ont les mémes propriétés numériques notamment 1’existence
et I'unicité de leurs solutions respectives et les propriétés de convergence vers la solution de 3.3.
Dans la section suivante, nous allons utiliser le probleme 3.6 au lieu du probleme 3.5 pour estimer

I’erreur commise sur la solution exacte.
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3.5 Estimations d’erreur

Le but de cette section est d’établir I’estimation a priori de I’erreur commise sur la solution exacte
(solution du probleme 3.3), notamment en norme H'. Rappelons que w., € (H* (I’ ))d, Uy €V
sont respectivement solutions des problemes 3.3 et 3.6.

3.5.1 Estimation des erreurs géométriques

Il s’agit d’estimer la forme trilinéaire b contenant toutes les erreurs géométriques. Nous avons le
résultat suivant :

Lemme 3.9 (Estimation des erreurs géométriques). Sous les hypothéses 3.2 et 3.3, il existe une
constante C' positive indépendante de h telle que pour tout v, € V,,, on ait I’inégalité

L c .. 5
|b(ptns Uy, Op) < = WU NFN,, - o0l

a
a
oul o, est la constante de coercivité de a et m = min(k, q).

Démonstration. Soit ¥, € V,,. En utilisant le résultat du lemme 2.5, on peut donc écrire pour h
suffisamment petit que j1;, = 1 + o(h**1), par conséquent nous avons :

b(155 i, 1) = /P D (it p) : 7 (i) ds + / Miv, (it ) tr (7(85)) ds

r

+/F7L (’fbv,h)-t(f)h)ds—i—/FQnDF (%) : 7(T) ds
+Lkdivp (Op) tr (T (U p)) dS—&—/nyL (04) - t(iy ) ds

_ /F o (i p) - 7 () ds — / Atr (7 (i, ) tr (7(5)) ds

r

B / (i) - 8(B4) ds + o(HF).
r
En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz sur la relation précédente, nous obtenons

b 1) < 201D, ()l @), + Midiv, (@l D (@),
AL Gl 6@, + 200D, @l el
A v, @), D G ), + Y I @, el
2|, @l , + Al (), e (@),
Gl 6@, + Colt.

0,2, 0,2,

ou Cj est une constante strictement positive indépendante h. En utilisant les lemmes 3.4 et 3.5,
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nous pouvons trouver une constante C'; positive indépendante de h telle que :
003 T, D) < CLR™ [ty [0, + Coh*

ol m = min(k, ¢). Les constantes Cj et C; dépendent des parametres ¢, 1), A et y. Par conséquent,
nous avons :

by, 0) < max (Co, Co) (W™ ][], + 1541
Or m < k + 1, donc en utilisant la constante /g de I’hypothese 3.2, nous avons
hk+1 — (hk+17m) (hm) < (hloerlfm) (hm) )

Par suite, nous pouvons trouver une constante Cy > max (C1, Cp) strictement positive et indépen-
dante de h telle que :

b4t @, B1) < Co (L ) 1 ][]

En utilisant le lemme 3.6 et le théoreme 3.2, nous avons :

03 C'4
VO, Va

ou (5 et (y sont deux constantes strictement positives indépendantes de h. Finalement, nous
obtenons :

fial, < Calusnl, < 2= Full,,, <

1

C N
1" | 71, 6l

a

|b(:u7 i”’y,h7 Ibh)| S

avec C' = C,()y (1 + h’g“*m). Ce qui prouve le lemme 3.9. Il

Ce lemme exprime globalement que I’erreur géométrique ne dépend que de 1’erreur commise
sur la courbure de la surface I'. Cela signifie que le choix de I’approximation de 2 n’est pas tres
contraignant. On peut donc choisir 2, au lieu de 7, dans la définition de L, sans perdre de
précision sur I’erreur géométrique.

3.5.2 Estimation en norme de I’énergie

Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 3.3 (Estimation abstraite en norme de 1’énergie). Soient I" une surface fermée (01" = ())
bornée de classe C* dans R? et I'y, une approximation polynomiale par morceaux de I' de degré
k, globalement continue et quasi-uniforme. Soit V}, un sous-espace vectoriel de dimension finie de
(H! (Fh))dﬂ( o (Fh))d. Si ., est la solution du probleme 3.3, w., j, est la solution du probléme 3.5,
fn € Vi, alors sous les hypotheses 3.1, 3.2 et 3.3, il existe une constante positive C' indépendante
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de h telle que

|’l,l,,y — ’l?l/»y,h|a < ( inﬁ |u'Y - f]h|1,2,r + " HfHO,Q,F)

VREV,

Oul Uy p, € Vi, est définie par Uy p, = WUy py O p‘_rfll et m = min(k, q).

Démonstration. Soit v;, € V},. Nous avons

a(l;u,, dy) = ((1;9), (3.5.1)
a(1;%qp,0n) = a(l = fp; Uy p, Un) + b(fn; Weyh, On) + C(pin; On). (3.5.2)

D’une part, en retranchant 3.5.2 a 3.5.1, nous obtenons
CL(l; ’U,,y — ’El,%h, ’l~)h) = 6(1 — Uh; f]h> — (1(1 — HUh; ’&,%h, ’{)h) — b(ﬂh; ’El,%h, ’bh) (353)

et d’autre part, en utilisant la décomposition w, — -, = (w, — V5,) — (W, — V3 et la trilinéarité
de a, nous

|y — '&'%h’i = a(l Uy = Uy Uy — Uy )

= CL(l; Uy — ’ljl,%h, Uy — ’l~)h) — a(l; Uy — ’ljl,%h, ’ljl,%h — /bh)

Puis, en prenant comme fonction test ., — vj, dans la relation (3.5.3), nous pouvons réécrire la
relation précédente comme suit :

|y — Gy nl” = a(l; Uy — o, Uy — D) + a1 — pi1; By, oy — )

+ O(pen; o, ey — Vp) — €(1 — fig; Uy, — Vp).
En utilisant la continuité des formes a et ¢ (cf. lemme 3.2 et I’inégalité (3.4)), nous avons

~ 2 ~ ~ ~ ~ ~
uy — ol < Colluy = daall, Ny =8l Calll = paall, Nl s — @l |

L= gl 1 [ = Bl o+ (b0 i i = 1)

1,2,

ou C, est la constante de continuité de a. En utilisant la coercivité de a (cf. lemme 3.3) et le
lemme 3.9, nous obtenons :

C C
- 2 - - - - -
u, — u%h|a < = uy - u%h|a u, — 'Uh|a + 11— :uhHOoo r |u%h|a |y — 'Uh|,1
Qg Qg ,00,
1 . - Co - -
+ 1= pnlly o F s Ny = Onl, + —=R"Ifl,, . [@yn — O,

Vo V.

ol a, est la constante de coercivité de a, m = min(k, q) et Cy est une constante strictement
positive indépendante de h. En utilisant le lemme 3.6 et le théoréme 3.2, nous pouvons trouver
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une constante C'; strictement positive indépendante de h telle que

Ch
V%

’&%h’a <

11, -

Par conséquent, nous avons :

C - - Co

T, : RV

N (g + C1Cy)
Qg0

En utilisant le lemme 2.5, page 36, nous pouvons trouver une constante C5 strictement positive
indépendante de h telle que

P

a

1= pually _ IF ] Vs — 0,

It = pll, ., < Coh™

Par conséquent, I’'inégalité précédente devient

C

- 9 - -

u, — '“'%h|a < —|u, — u%h|a [u, — vh‘a
Qg

C() m (()éa+C10a)
+( i Lt

En utilisant la constante h( de I’hypothese 3.2, nous obtenons a partir de 1’inégalité précédente

Cat ) 1Al s~ 1),

c*zhé“m) WS, Vi — 0,

Posons

C, C o +C.C,
_ +(0+(&+1)

C thrlfm )
\/ Qg Qgr/ Ol 270 >

Nous avons donc
~ 2 ~ ~ ~ ~
g = < C (lwy = @yl g =l + B S, N = B2, )
valable pour tout v}, € f/h. En particulier, nous avons :

g = @ < (ly = Bl Jug = @]+ R NF,, (B — 82, ), BS54

)

ol u; ;, désigne la projection orthogonale de w., sur V}, au sens de la semi-norme associée 2 a.
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Cette projection vérifie

u, — s, = inf |u, -y , (3.5.5)
@ VREV,
et elle est caractérisée par
a(liuy —@ly,, o) =0, Vo, €V (3.5.6)

En prenant v, = w., ), — '&;h dans la relation (3.5.6), nous obtenons
. 5 a o ~a .
a(l;uy —al,,, i, —ul,) =0.

Par conséquent, en utilisant la bilinéarité de a nous avons

_ _ . 0 - _ _ _a 12
. a _ . a a _ a
(L Uy — Uy, Uy — @S 5) = a(l; Uy — WS gy, Uy — WS y) = |u%h —ul,

En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz sur a, nous obtenons :

~ a
|u%h —Uu,,

-~ a
u’Yvh - u’y,h ‘a

2 -
=< |u, _u%h|a
Par suite, nous avons :

_ . _
|u%h - u«/7h|a < Juy =ty

Par conséquent, de I’inégalité (3.5.4) et (3.5.5), nous avons

-~ 2 . - ~
Uy — Uyl <C ( inf [u, — o5 + A~ ”fHozf) |ty = Ty, -

VREV,

oy tal, <0 (it fu ol 0151,

VREV
Ce qui prouve le théoreme 3.3. O]

Ce théoreme exprime 1’estimation abstraite de ’erreur de consistance qui découle de I’approxima-
tion de " par [}. Concretement, nous nous placons dans le cadre classique des éléments finis de

Lagrange, nous supposons que la solution u., du probleme 3.3 appartient a (H k1 (F))d et nous
définissons le sous-espace V}, par

v, = {vh € (€)' N (B (1) on,, € P(K) VE), € rh} . (3.5.7)

Dans ce cas nous avons le résultat suivant :

Corollaire 3.1 (Estimation de 1’énergie pour les éléments finis de Lagrange). Sous les hypothéses
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du théoreme 3.3, il existe une constante positive C' indépendante de h telle que
g =l < OB (sl + 11,
oUWy p, € Vi, est définie par Woy y = Uy p O p"ri et m = min(k, q).

Démonstration. Soit 7j, I’opérateur d’interpolation de (H ML ))d dans V},. D’apres la proposi-

. e~ 1 . . d ~
tion 2.6, nous pouvons définir 7, 1’opérateur d’interpolation de (H ML )) dans V},. De plus, en
utilisant le lemme 3.1, nous pouvons trouver une constante C) strictement positive et indépendante
de h telle que

~inf~ |u7_{7h|a < |u7_ﬁ'huv|a < CUhk||“’Y||k+1,2,F'
VREV,

Par conséquent, en utilisant le théoréme 3.3, nous pouvons trouver une constante C; strictement
positive et indépendante de h telle que

[y = @], < Cr (Col gl + 07 15,

< Cyh™ (Ooh"/’*ml\uwl\mz,p + HfHO,Q,p)

Comme k > m, donc h*~™ < h&~™, oli hy est la constante de I"hypothése 3.2. Par conséquent,
nous obtenons

=l < O™ (Coll ™ sl + 15, )
Par suite, nous avons :
wy = ], < Oy (U Col™) 0 (Il + 11, )

D’ou

. < Cp™ (Hu'kaJrLz,r + H-fH02F> ’

‘u'y - ﬁ"y,h

avec C' = C (1 + Cohi™™). Ce qui prouve le corollaire 3.1. O

Corollaire 3.2 (Estimation en norme H*'). Sous les hypothéses du théoréme 3.3, il existe une
constante positive C' indépendante de h telle que

[y — G < Ch™

1,2,0 —
N~ ) Lo ~ o —1 s
ot~ j, € Vy, est définie par ., = Uy, © P, et m = min(k, q).

Démonstration. Ce lemme est une conséquence directe du lemme 3.3 et le corollaire 3.1. ]
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3.6 Tests et validations numériques

Nous présentons dans cette section les résultats de tests numériques obtenus en utilisant notre
approche numérique. Les tests sont effectués sur les surfaces (2.4.17a)-(2.4.17d) définie au
chapitre 2 a la page 51. Nous utilisons ici aussi des maillages de degré polynomial k = 1,2, 3,4
de ces surfaces. On se donne le champ vectoriel u., de classe C'™ sur R* définit par

sin(zyz) + yza®

uy(z,y,2) = | /22 + 9%+ 22 — cos(zy?) (3.6.1)

cos(x +y + z — ayz)

A partir de ce champ, nous calculons exactement le champs vectoriel f de tel sorte que U, Soit
solution du probléme 3.3 pour les parametres ¢y = 77 = A = -y = 1, en utilisant la relation :

f =u, —div, (2D, (u,) + div, (u,) P) +div, (L (u,)) n. (3.6.2)

Nous approchons ., par u., 5, en utilisant le probleme 3.5 sur les approximations isoparamétriques
k des quatre surfaces. Pour ces tests, nous avons utilisé respectivement la normale approché de la
définition 2.1 et le tenseur de courbure approché obtenu par I’algorithme de lissage. En utilisant
les résultats des tests numériques du chapitre 2.1, nous connaissons les valeurs des entiers p et ¢
en fonction de & :

k sik <2

p=ketg=m=min(k,q) =3 p | Gpso

FIGURE 3.1 A gauche, solution approchée et a droite 1’interpolée de la solution exacte (3.6.1) sur
une approximation affine par morceaux de la surface (2.4.17a).

©
©

o
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o
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1
©
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Nous avons choisi f; comme la restriction du champ vectoriel f sur le maillage considéré. La
fig. 3.1 montre les fonctions de courant de la solution obtenue par le probleme 3.5 et la solution
exacte sur la surface (2.4.17a).

3.6.1 Convergence en norme /!

Les erreurs commises en échelle logarithmique sur la solution exacte en norme H' sont repré-
sentées sur la fig. 3.2, page 103. Comme prévu par la théorie, nous observons une convergence
de la solution approchée vers la solution exacte (3.6.1) en norme H'! pour les quatre surfaces.
Précisément, nous constatons que pour les surfaces (2.4.17b) et (2.4.17d), I’ordre de convergence
numérique [ est treés proche de £ pour £ = 1,2, 3, 4. Nous retrouvons les mémes résultats pour les
surfaces (2.4.17a) et (2.4.17¢c) sauf respectivement sur I’exemple k£ = 3 pour la surface (2.4.17a)
ou f ~ k—1 = 2etsur 'exemple £ = 4 pour la surface (2.4.17c) ou § ~ k — 1 = 3. Par
conséquent, vu les résultats obtenus par 1’algorithme de lissage, ce qu’on observe pour k£ > 2 dans
les cas des surfaces (2.4.17b) et (2.4.17d) respectivement pour k£ = 4 et pour £ = 3 s’interprete
comme une superconvergence de la solution approchée vers la solution exacte (3.6.1).

Donc, globalement I’ordre de convergence numérique 3 ~ m :

_ m
lwy — u%hHLQIh = O(h™).
Nous retrouvons donc I’ ordre de convergence théorique du corollaire 3.2. Ces résultats numériques
confirment notre théorie sur I’estimation de 1’énergie (estimation en norme H') démontrée dans

la section 3.5.

3.6.2 Convergence en norme > et L™

Les erreurs commises en échelle logarithmique sur la solution exacte respectivement en norme L2
et L™ sont représentées sur la fig. 3.3, page 104 et la fig. 3.4, page 105. Contrairement a la norme
H?*, nous n’avons pas de résultats théoriques sur la convergence de I’erreur en norme L? et L.
Néanmoins, nous observons numériquement sans ambiguité sur les surfaces (2.4.17a)-(2.4.17d)
que la solution approchée obtenue converge vers la solution exacte (3.6.1). En principe, selon
la théorie des éléments finis classiques, on peut s’attendre a une convergence d’ordre m + 1 en
norme L? et L>°. Mais, ici ce n’est pas le cas comme I’illustre I’exemple sur k = 1 pour la surface
(2.4.17c) ou I’ordre de convergence numérique « est sensiblement égal a 1 différentde m +1 = 2.
Cette théorie est vérifiée uniquement pour la surface (2.4.17a). En revanche, nous constatons que
a > k pour les quatre surfaces. Cela montre empiriquement que :

= O(h").

||u’7 - u77h||072,1“h = ||'U,’y - u’y’hHO,oo,Fh
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3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé une approche éléments finis par la méthode de pénalisation
pour des équations aux dérivées partielles elliptiques de type élasticité linéaire ou Stokes tangentiel
sur une surface fermée sans bord. D’abord, nous avons montré théoriquement 1’existence et
I’unicité de la solution continue du probleme modele utilisé. Ensuite, nous avons proposé une
discrétisation du probleme continu. Nous avons montré sous certaines conditions que le probleme
discret ainsi obtenu admet une unique solution. Nous avons aussi montré la convergence de
ce probleme discret théoriquement et qui a été validée numériquement. Ainsi, nous avons vu
globalement que I’approche numérique développée n’est utilisable en pratique que pour des valeurs
peu élevées du parametre de pénalisation et du module de compression, ou pour des maillages
tres fins. Donc, la méthode est difficilement exploitable en pratique pour des écoulements quasi-
incompressibles ou tangentiels. Ce qui nous amene au chapitre suivant.
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FIGURE 3.2 Erreurs commises en échelle logarithmique sur la solution exacte (3.6.1) en norme
H?' en utilisant le probleme 3.5 sur des approximations de degré polynomial %k des surfaces
(2.4.17a)- (2.4.17d).

10+1

1071

103

1075

107

1079

10+2

1070

102

1074

: 10*! :
Hu"/ - u’y,h||1,2,rh HU”‘/ - u%h||1,2,rh
- * % 10—1 L L . ;’ i
e X L ..,»'E' - ‘.x‘-‘ "., -
xx* L » ; | x'/x_.‘ .
‘...‘.n" 10—3 L X/A 2““." * = i
A 2 a5 .
1 - a’
= *
E A ’ m
s 1075 | = .
et h=l—— k=1 ——
k=2 - . k=2 -
k=3 e §4j4 k=3 e
k=4 k=4 e
: 1077 :
1072 107! 1072 107!
h h
(a) surface (2.4.17a) (b) surface (2.4.17b)
: 102 :
Hu"‘/ - u’y,h||1,2,1;1 HU’Y - U’Y,h”l,Q,J;L
1070 1 i
S “.., 1072 1 2 . 1
.....,.' E[ .““‘ o ‘
Rl | o’
7 k=1 07ty A k=1 |
& — —— Su' =
EIA 3 k=2 e E‘A 4 E=2
k=3 e k=3
k=4 g k=4
: 106
1072 1071 1072
h h

(c) surface (2.4.17¢)

(d) surface (2.4.17d)




104

Eléments finis pour des écoulements tangentiels a des surfaces courbes

FIGURE 3.3 Erreurs commises en échelle logarithmique sur la solution exacte (3.6.1) en norme L>
en utilisant le probleme 3.5 sur des approximations de degré polynomial & des surfaces (2.4.17a)-
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FI1GURE 3.4 Erreurs commises en échelle logarithmique sur la solution exacte (3.6.1) en norme
L en utilisant le probleme 3.5 sur des approximations de degré polynomial %k des surfaces
(2.4.17a)- (2.4.17d).
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Dans ce chapitre, nous développons une approche éléments finis efficace pour résoudre la pénali-
sation introduite dans le chapitre 3. L’approche est basée sur la méthode des multiplicateurs de
Lagrange. Nous montrons 1’existence et 1’unicité du probleme de point selle obtenu puis des tests
numériques sont proposés pour montrer 1’efficacité de la méthode.

4.1 Position du probleme

Soit I" une surface fermée (91" = () et bornée contenue dans R?, d = 2, 3 comme décrite dans le
chapitre 2. Nous supposons que la surface " est suffisamment réguliére pour que la courbure soit
au moins de classe C'*. Pour cela, on peut supposer que I est au moins de classe C3. Comme dans
le chapitre 3, nous nous intéressons a I’écoulement tangentiel de type Stokes sur la surface /" d’un
fluide newtonien de viscosité de cisaillement 7 et de viscosité de compression A dont 1’équilibre
mécanique s’écrit :

Probleme 4.1 (Probléeme de minimisation sous contrainte). Trouver w € H (I) tel que :

u=arg inf FE(v).

veH(I")

Nous rappelons que w est la vitesse de I’écoulement du fluide, H (I") est le sous-espace vectoriel
des champs vectoriels tangents a la surface I" de (H! (F))d :

H(I) = {ve(Hl(r))d |'v-n:0}.

et I est I’énergie dissipée dans le fluide considéré défini par :

A
B = [ Sl ds+ [ D, @ ds+ [ Slaiv, () ds - [ £ovds
r r r r

ou ¢y est le coefficient de friction permettant de controler 1’énergie de friction et f représente les
forces extérieures. Le probleme 4.1 est approché par un probleme de minimisation sans contrainte
sur I" en utilisant la méthode de pénalisation (cf. chapitre 3, section 3.2, page 71). Ce probleme
de minimisation sans contrainte s’écrit :

Probléme 4.2 (Probleme de minimisation sans contrainte). Trouver u. € (H* () tel que :

u, =arg inf E (v).
ve(HY(I)?

I’énergie E, est définie par :
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ou y est le parametre de pénalisation. En pratique, pour obtenir des écoulements (quasi) incompres-
sibles ou tangentiels nous nous servons du probleme 4.2 avec des grandes valeurs des parametres
A et . Dans ce cadre, la formulation primale de la section 3.3, page 72 devient difficile a résoudre
numériquement puisque la constante intervenant dans 1’estimation d’erreur du corollaire 3.2
devient grand : la précision de la solution approchée est mauvaise. Pour contourner ce probleme
numériquement, il existe deux facons : soit on utilise des maillages trés fins (une méthode souvent
treés couteuse) soit on utilise une méthode classique qui est la méthode de multiplicateurs de
Lagrange. Nous avons opté pour la deuxieme méthode, qui sera étudiée et testée numériquement.

4.2 Méthode des multiplicateurs de Lagrange

Soient p et 8 les multiplicateurs de Lagrange donnés par :
p = —Adiv, (u,) et 8 =~L(u,). (4.2.1)

L’ objectif de cette section est d’écrire le probleme du point selle associé aux multiplicateurs de
Lagrange p et 0 définis ci-dessus.

4.2.1 Formulation duale

Soit L le Lagrangien défini pour tout (v,q, &) € (H' (I'))* x L2(I') x (L2 (I"))" par

L(©.0,€) = 5a(v,0) +h(v.0) ~ 5ei(0.0) +ha(0,6) — Se(EE) — ((v),  (*422)

ol a, by, by, c1 et ¢y sont les formes bilinéaires définies par
a(v,w) = /cf'v : wds+/ 2nD,. (v) : D, (w) ds,
r r
bi(v,q) = / —div,. (v) qds,
r
1
c(p,q) = / 1Pads,
r
h(v.6) = [ L(w)-¢ds
r
1
2(6.6) = [ Z6-¢as
ro
ou / la forme linéaire définie par

l(v) = /Ff-vds.
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Pour simplifier les notations, nous introduisons :

V= (H" (D), Q=IL*(I') et == (L*(I)".

Considérons maintenant le probleme d’optimisation suivant :
Probléme 4.3 (Minimisation du Lagrangien L). Trouver (u.,p,0) € V x @ x = tel que :

(u,,p,0) = arg inf sup L (v,q,§).
vev €@
EeE

Ce probleme est équivalent au probleme 4.2 sous les contraintes (4.2.1). Cette formulation a
I’avantage de traiter les cas limites incompressible et tangentiel d’un écoulement compressible
en surface par rapport a la formulation primale. La solution du probleme 4.3 est appelée le point
selle. Nous allons a présent caractériser cette solution.

4.2.2 Caractérisation du point selle
Comme L est dérivable le point selle (u., p, @) vérifie :

oL 0 oL

L
6_'1_[,,\/(’“7’1)7 0) :O, %(uw,p, 0) =0 et a—e(uv,p,e) =0.
Par définition, pour toute fonctionv € H' (I') :
0L .. L(u,+ev,p,0)— L(uy,p,0)
a—’u"y (’U,,y, P, 0) (’U) = 11_1)% c . (423)

En utilisant la définition de L (cf. relation (4.2.2)), nous avons :
1 1
L(u,+ev,p,0) = ia(u7 +ev,u, + €ev) + by (u, +ev,p) — §cl(p, p)
1
+ by(u, +€v,0) — 502(0, 0) — {(u, + ev).

En utilisant la bilinéarité des formes a, b1, b, ¢1 et ¢, et la linéarité de ¢, nous obtenons :
2
L(u,+ev,p,0) = L(u,,p,0)+ec(a(u,v) +bi(v,p) +ba(v,0) —L(v)) + Ea('v, ).
Par suite, nous avons :

L(u,+ev,p,0)— L(uy,p,0) =e(alu,v) +bi(v,p) +bs(v,0) —£(v)) + 6Ea('v, v).
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Par conséquent, la relation (4.2.3) devient

88_57 (uy,p,0).(v) = lim (a(uwv) +bi(v,p) + by(v,0) — £(v) + %a(v,v))

= a(u,,v) + b1 (v,p) + ba(v,0) — {(v).

De méme, pour tout q € L2 (I') et pour tout & € (L% (I"))*:
oL
ap (w2 0).(p) = bi(wy,0) —er(p, ),
OL
0_0 (uva b, 0) (E) = bQ(’u’W’ E) - CQ<67€)'

La caractérisation du point de selle conduit ainsi a la formulation variationnelle du probleme 4.3 :

Probleme 4.4 (Probleme du point selle). Trouver (u.,,p,0) € V x Q x = tel que :

a(uy,v) + bi(v,p) + ba(v,0) = l(v) VveV
bi(uy,q) = c(p,q) = 0 Vpeq@
bQ(U”Ya S) - 02<97 5) = 0 v E SHS)

Ce dernier probleme est linéaire et sans contrainte : il a ’avantage d’étre simple a étudier
théoriquement et numériquement.

4.2.3 Probleme du point selle : cas limites incompressible et tangentiel

Le probleme 4.4 traite les écoulements quasi-incompressibles qui ne sont pas parfaitement
tangentiels puisque les parametres A et v sont supposés treés grands mais restent finis. Pour traiter
les écoulements incompressibles et tangentiels, nous faisons tendre respectivement A et -y vers
I’infini. Cela aboutit au probleéme limite suivant :

Probleme 4.5 (Probleme du point selle : cas limites). Trouver (u,p,0) € V x Q X Z tel que :

a(u,v) + bi(v,p) + be(v,0) = ((v) VveV
bi(u,q) = 0 VpeQ
bg(u,é) = 0 v s €=

Nous pouvons remarquer que la solution u dans le probleme 4.5 est solution du probléme initial
4.1 car c’est la limite de la solution du probleme 4.2.
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4.3 Analyse mathématique du probléme du point selle

Dans cette section, I’objectif est d’étudier I’existence et 1’unicité de la solution associée au
probleme du point selle. Puisqu’il s’agit d’une formulation mixte, nous nous basons sur les
résultats établis dans [Brezzi and Fortin, 1991] pour démontrer 1’existence et 1’unicité de la
solution du probleme 4.4. Pour cela, nous récrivons le probleme 4.4 sous la forme :

Probleme 4.6 (Probleme du point selle : forme réduite). Trouver (u.,, A) € V' x A tel que :

a(uy,v) + blv,A) = Lv) VYwveV
b(uy, p) — c(Ap) = 0 VpeA

ou=(p,0), n=I(q,§&), A désigne I’espace fonctionnel produit () x = et les formes bilinéaires
b et c sont définies par :

b(”?l’l’) = bl(vvq) + bQ(vvs)
C(A7 I‘l') = Cl(pa q) + 02(075)'

Il est clair que le probleme 4.6 est équivalent au probleme 4.4. Notre étude sera donc menée sur le
probleme 4.6. Soit ||-||,  la norme définie sur A pour tout u = (q, §) par:

2 2
lell,, = /Nl + ]2,

Remarquons que les formes bilinéaires a et ¢ sont symétriques et semi-définies positives :

0, YveV (4.3.1a)

a(v,w) =a(w,v), Vo,weV et a(v,v)
c 0, YpeA. (4.3.1b)

>
(A p) =c(p,A), YApeA et c(p,p) >

4.3.1 Continuité des formes bilinéaires

La continuité des formes a et ¢ a été démontrée dans le chapitre 3. Notamment, il suffit de faire le
choix particulier A = v = 0 dans le lemme 3.2 pour obtenir le résultat. Nous avons le résultat
suivant sur la continuité des formes bilinéaires b et c :

Lemme 4.1 (Continuité de b et c). Il existe deux constantes strictement positives Cy,, C,. telles que
pour tout v appartenant a 'V et X\, p appartenant a A\ :

b(v, p) < Cylloll,, . Mleell, -
e )l < CelIAll, el -

Autrement dit, b et ¢ sont respectivement continues sur V. -x A et A x A.
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Démonstration. Soientv € Vet A = (p,0), u = (q,&) € A. En utilisant I'inégalité de Cauchy-
Schwarz sur la forme bilinéaire b nous avons

b(v, 1) < [y (v, 0) + ba(v,€)
< v, (o)1, . llall,, . +IZ @I, €l , .- 432)

Or, nous avons d’une part :

||div . (v)||072’r < ||gradp (’U)H

vll,,
0,2," — 1,2,1

et d’autre part (cf. démonstration du lemme 3.1, page 74)

1L ()11}

0,2,

2
<2Vd(+ @) (|HI2_, oI, +|lerad, ()], )

2
<ovda+a®) (1+ =2 _,) ()2, + |erad, @), ).
Donc

1L @), <Collvl,,,

ouCy = \/2\/3(1 + d?) (1 + ||H||§OO F). Par conséquent, la relation (4.3.2) devient :

b(w, ) < Il Nl +Cololl, ., €],
< @+l (lal,,, +l€l,,,) -

Par ailleurs, en utilisant le lemme C.4, page 165, pour 5 = 2, nous avons :

2
2 2 2 2
(al, . + M€l ) = a2, + €N, +2lal,, . 1€l < 2(lal,, +1E?,,).

Par conséquent, nous avons

b, w) < (1+Co) V2|l \/|IQII§,2,F + €117, .

En utilisant la définition de la norme |[|-|| , nous obtenons :

|b('v, I_l;)| S Cb ||’U||1’27[‘ ||IJI||A,F7

avec C, = (1 4+ C) /2. D’ol la continuité de b. De méme, pour la continuité de ¢, nous avons
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par I’'inégalité de Cauchy-Schwarz :

le(Xs ) < fen(p, @)l + [e2(6, )

1 1
< 3 Il Nl + 2 000, €
1 1
< (3+3) (il il +160, €,
Par suite, nous obtenons :
1 1
el < (545 ) (Il 160, ) (lall +1€L)
2 2 2 2 2 2
< (5+2) (VIwlE,, +161E,,) (ylalE, + TeiE, )
D’ou
e ) < CeIAl Dl
2 2 .
avec C, = N + —. Ce qui prouve le lemme 4.1. ]
Y

4.3.2 Conditions de Brezzi-Babuska continues

Introduisons 1’opérateur linéaire continu A : V' — V' associé a la forme bilinéaire et
symétrique a, défini par :

(Av,w) = a(v,w), VveVVwelV. (4.3.3)

V!

Rappelons que la notation V' désigne 1’espace dual de V. Comme 1’espace dual de L*(I")
s’identifie a lui méme, alors :

N = A = L2(D) x (L2 (1),
Soient les opérateurs linéaires continus B : V' — A et son opérateur adjoint (sa transposée)
BT : A — V' définis par :

(Bu,A),, = (v, BTA>W = b(v, A), VocV,¥YAcA. (4.3.4)
Nous définissons également 1’opérateur linéaire continu C' : A — A, associé a la forme
bilinéaire c par

(CA ), =c(Ap), VAeAVueA (4.3.5)
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Soient ker B le noyau de 1’opérateur B défini par
ker B = {veV |Bv=0},
et ImB I'image de I’opérateur B définie par
ImB = {(q,§) e A[FveV,Bv=(q,§)}.
De méme, nous définissons ker B” le noyau de I’opérateur B par
kee BT = {peA|B"'p=0}.

L objectif de cette section est de caractériser les espaces ker B et ker BT et de démontrer que :

- B est surjectif,

- I'image de B est fermé dans A,

- la forme bilinéaire a est coercive le noyau de B, autrement dit, A est inversible sur ker B,
- la forme bilinéaire c est coercive sur A.

Lemme 4.2 (Caractérisation du noyau de B). Le noyau de B est le sous-espace des champs
vectoriels tangents a I’ et a divergence surfacique nulle de V. Autrement dit,

ker B = H (div,,I') ={v e V | div, (v) =v-n =0}.

Démonstration. Soit v appartenant au noyau de B. Alors, nous avons Bv = 0 dans A. Autrement
dit, b(v, ) = 0 pour tout p = (q, &) appartenant a A. Cela signifie que :

bi(v,q) + by(v,€) =0, VqeL*(I),V€e (L)
En utilisant les définitions des formes bilinéaires b, et bo, la relation précédente est équivalente a :

/F—divp(v)qu—F/L(’v)-ﬁds =0, Vqe L*(I'),VEe (LQ(F))d.

I

En particulier, en choisissant les fonctions tests q et p,, telles que :
qo = —div, (v) et py = L (v)

nous obtenons I’égalité :

[l @P as+ [ E@F s o
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Ce qui est équivalent a :

/F|divr (v) ds:/F|L(v)|2 ds = 0.

Par conséquent, nous obtenons :

div, (v) = L (v) = 0 dans (L? (F))d.

Or, en utilisant la proposition 1.5.1, nous déduisons que
L(v)=0<=div.(v-n)=0<=v-n=0.
Par conséquent, nous avons
div, (v) =v-n=0dans L*(I').
D’ou I’implication
veker B= v e H(div,,I).

L’implication dans 1’autre sens est triviale. En effet, si v € H (div,, I") alors pour tout g =
(q, &) € A, nous avons

/F—divF (u)quz/L(v)-ids =0.

r

car div, (v) = v - n = 0. Par conséquent, nous obtenons :

b(o,u) = /—divp ('v)qu—i-/L('v)-Eds = 0,
r r
Ainsi, nous avons démontré que :
ker B C H (div,,I") et H (div,,I") C ker B.

Donc ker B = H (div,., I"). Ce qui prouve le lemme 4.2. O

Nous pouvons remarquer que le noyau de B n’est rien d’autre que ’intersection des noyaux des
opérateurs div, et L dans V. De plus, le noyau de B n’est pas réduit au vecteur nul, ce qui signifie
que B n’est pas injectif sur V. Par contre, nous pouvons démontrer que B est surjectif sur V.

Lemme 4.3 (Surjectivité de B). L’opérateur B est surjectif sur V.

Démonstration. Soit (q, &) appartenant a A. L’idée est de montrer qu’il existe un champ vectoriel
v appartenant a V' tel que Bv = (q, §). La définition de I’opérateur B permet de caractériser son
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image comme suit :
ImB = {(q,§) e A|Jv e V,div,.(v) =qet L(v) =¢&}.
Donc, I’opérateur B est surjectif si et seulement si le systeme

div, (v) =
L (v)

sur [’

q
¢ sur (4.3.6)

admet au moins une solution. Supposons que v est solution du systeme (4.3.6). Alors nous avons :
div, (L (v)) =div, ((v-n)y) —div, (grad, (v-n)) = div, (£).
Ce qui est équivalent a :
(v-n)div, (y) = A, (v-n) =div, ().
En effet, en utilisant la propriété (1.2.13), page 14 et la relation (2.2.2b), page 23, nous avons :

div, ((v-n)y) = gradp (v-n)- yj—l—(v -n)div, (y) = (v-n)div, (y).

=0

Par conséquent, la composante normale de v est une solution de I’équation aux dérivées partielles :
(div, (y)) p — Ap =div, (&) sur [ 4.3.7)

Supposons maintenant qu’il existe ¢» € H? (I") tel que v = grad . (¥) 4 ¢n ol v est une solution
de (4.3.7). En utilisant le systéme (4.3.6), nous avons :

div, (grad, (¢)) +div, (pn) =q.

Ce qui est équivalent a :
div, (grad, (¢)) + ¢div, (n) =q.
Donc, v est une solution de I’équation de Laplace-Beltrami :
—AY = pdiv,. (n) —q sur [ (4.3.8)

Cependant, pour que v = grad . (¢) + ¢n soit solution de (4.3.6) il suffit que ¢ et ¢ soient
respectivement solution des équations aux dérivées partielles (4.3.7) et (4.3.8). Par conséquent,
I’existence de v découle de I’existence des solutions ¢ et 1) respectivement de (4.3.7) et (4.3.8)
(cf. [Dziuk, 1988] et [Dziuk and Elliott, 2013]). En résumé, pour tout couple (q, &) appartenant a
A, le systeme (4.3.6) admet au moins une solution. D’ou la surjectivité de I’opérateur B. Ce qui
prouve le lemme 4.3. L
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La surjectivité de I’opérateur B est un résultat tres important pour 1’analyse mathématique du
probleme 4.6. Ce résultat nous conduit au lemme suivant sur I’image de B.

Lemme 4.4. L’image de B est fermée dans A.

Démonstration. Pour montrer que Im B est fermée dans A, il suffit de montrer qu’elle est égale
a son adhérence topologique, c’est a dire que ImB = ImB. Par définition, nous avons ImB C
ImB. La surjectivité de B (cf. lemme 4.3) permet déduire ’inclusion inverse. En effet, si
p € ImB C A alors par surjectivité de B :

Jv eV tel que p = Bo.

Cela signifie que p € ImB. Par conséquent, nous avons ImB = ImB. D’ou I'image de B est
fermée dans A. Ce qui prouve le lemme 4.4. L

Le lemme 4.4 implique (cf. [Brezzi and Fortin, 1991]) qu’il existe une constante strictement
positive «; telle que :

b(v,
sup blv, p) > abH,u,HA/kerBT. (4.3.9)

vev o],

A présent, nous allons énoncer un autre résultat sur la caractérisation du noyau de B”

Lemme 4.5 (Caractérisation du noyau de B”). Le noyau de B” est donné par :

ker BT = {(q,&) € A | div, (§) = qx, q = constante € R}.

Démonstration. Soient p = (q, &) appartenant au noyau de B et
J={(q,&) € A|div, (§) = qr,q = constante € R} .

Alors, nous avons By = 0 dans V. Autrement dit, b(v, u) = 0 pour tout v appartenant a V.
Cela se traduit par :

bl(U,q)+b2(U,£) :07 VUEV

En utilisant les définitions des formes bilinéaires b; et by, la relation précédente est équivalente a :

/—divp(v)qu+/L('v)-§ds:O, VvelV.
r r
Sachant que L (v) = div, (v - n), alors nous avons :

/—v-divi (q) ds+/(v-n)divp (&) ds =0, VovelV.
r r
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Nous pouvons réécrire cette derniére relation sous la forme :
/'v- (=div? (q) +div, (§)m) ds =0, VoeV.
r

En particulier, en choisissant la fonction test v telle que
vy = —div’ (q) +div, (§) n = (—qk +div,. (§)) n + grad . (q),

nous obtenons :
/F [(—ar +div,. (&) n + grad, (q)|” ds = 0.

Ce qui est équivalent a :

/ (—as -+ div, (€)[ ds+ / lgrad_ (q)]° ds =0,
I I

car i est un vecteur unitaire. Par conséquent, nous obtenons :

/|(—q/<;+divF (€)) ds = / lgrad,, (q)‘2 ds = 0,
r r
Par suite, nous avons :

—qr +div, (§) =0 dans L*(I)
grad (q) =0 dans (L? (F))d.
Ce qui signifie que q est constant sur /" presque partout et div, (§) = gx. Donc, nous avons

1= (q,&) € J.Douker B" C J.Linclusion J C ker B” est trivial. En effet, si u € J alors
pour toutv € V :

b(o,pu) = /F—divr (v)qu%—/FL(v)-ﬁds
= /F—v-div; (q) dS~|—/F(v-n)divF (&) ds.

En utilisant la définition de div’, nous obtenons I’égalité :

o) = [ o (=t div, (€)n+ grad, () ds

Par conséquent, nous avons :

bo,u) =0, Yovel.
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puisque ¢ est constant et —qx + div, (§) = 0. D’ou
ker B" = J = {(q,&) € A | div, (§) = qx,q = constante € R} .

Ce qui prouve le lemme 4.5. ]

Lemme 4.6 (Coercivité de a sur le noyau de B). Il existe une constante strictement positive «
telle que :

a(v,v) >alv|’. Vv € ker B.
1,2,1

Démonstration. Nous donnons la preuve de ce lemme dans le cas ou c; > 0. Elle peut étre
adaptée au cas ¢y = 0 en se plagant dans un espace quotienté par les translations et les rotations
solides. Soit v € ker B. Alors v est un vecteur tangent. En utilisant 1’'inégalité de Korn sur la
surface I" (cf. [Ciarlet, 2002] par exemple) on peut trouver une constante C' strictement positive
telle que :

ID, @), > Cf?

1,2,1 "’

Par conséquent, nous avons

2|D, ), > 20l

1,2, °
Par suite, nous obtenons I’inégalité

2

crllvlly, -

2 2 2
129D, @)%, > er ol +29C o

0,2,I" 1,2,I"

. 2 2
> min(cy, 2nC) (”UHO,QI + |v|1,2,r> ‘

Posons o = min(cy, 2nC'). En utilisant la définition de la forme bilinéaire a, nous obtenons
I’inégalité :
2
a(v,v) > oo

1,2, °

Ce qui prouve le lemme 4.6. L

Le lemme 4.6 signifie que I’opérateur A est bijectif sur le noyau de B. Cela se traduit par

a(v,w)

inf  sup

- (4.3.10)
veker B yycker B |v||1,2,1" H’LUH

1,2,

Nous avons un autre résultat important sur la coercivité de la forme bilinéaire c :
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Lemme 4.7 (Coercivité de c sur A). 1l existe une constante strictement positive a. telle que :

c(p,p) > aclply,,  VYpel

Démonstration. Par définition de la forme bilinéaire ¢ et a norme |[|-|| , nous avons pour tout
p=(q,8) €A:

1 1 1 1
o) = [ Flalds+ [ et as = Slall,, + el

Par conséquent, nous avons 1’inégalité :

. 1 1
dmu>zmm(y§)@wgm+mﬁw).

2
c(pp) = aclpll

11
avec o, = min (X’ —). Ce qui prouve le lemme 4.7. ]
8

Le résultat du lemme 4.7 signifie simplement que I’opérateur C' est injectif sur A. Cela se traduit
par
ker C = {0} . (4.3.11)

4.3.3 Existence et unicité de la solution du probleme du point selle

Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer I’existence et 1’unicité de la solution
associée du probleme 4.6. Nous avons le théoreme suivant :
Théoreme 4.1 (Existence et unicité de la solution du probleme 4.6). Soit f € V'. Alors

(i) sicy > 0 alors le probleme 4.6 admet une unique solution (u., X) € V- x A,

(ii) si c; = 0 alors il existe une solution (u,,X) € V. x A du probléme 4.6, unique a une
translation et rotation pres.

Dans les deux cas, la solution (w., A) vérifie :
fasll, + IAL e < CUFIL #3.12)

ou C est une constante qui ne depend que de C,,C., o, et ay,.

Démonstration. Nous avons démontré dans la section précédente que pour tout ¢y > 0 :
- a, b et ¢ sont des formes bilinéaires continues respectivement sur V' x V, V x Aet A x A
(cf. lemme 4.1),
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a et ¢ sont semidéfinies positives et symétriques (cf. les relations (4.3.1a) et (4.3.1b)),
I’image de B est fermé dans A (cf. lemme 4.4), qui se traduit par la relation (4.3.9),
a est coercive sur le noyau de 1’opérateur B (cf. lemme 4.6),

- cest coercive sur A (cf. lemme 4.7).
Alors, d’apres [Brezzi and Fortin, 1991] théoreme 1.2 (page 47), il existe une unique solution
(u, A) du probleme 4.6 dans V' x A/M, ot M = ker B” N ker C. Comme le noyau de C
est réduit a zéro (cf. relation (4.3.11)), alors M = {0}. Par conséquent, la solution (u,, A) du
probleme 4.6 est dans V' x A. De plus, la solution (u., A) vérifie I’inégalté (4.3.12). Dans le
cas ou ¢y = 0, on raisonne de la méme maniere en se plagant dans un espace quotienté par les
translations et les rotations solides. Nous obtenons I’unicité de la solution a une translation et
rotation pres (cf. la remarque 3.3, page 74). Ce qui prouve le théoreme 4.1. U

Nous déduisons le résultat suivant sur 1’existence et 1’unicité de la solution du probléme du point
selle 4.4.

Corollaire 4.1 (Existence et unicité de la solution du probleme 4.4). Soit f € V'. Alors

(i) sicy > 0alors le probleme 4.4 admet une unique solution (u.,,p,0) :
(uy,p,0) € V x L*(T) x (L*(I'))",

(ii) si ¢y = 0 alors il existe une solution (u.,,p,0) € V x L* (I') x (L? (F))d du probleme
4.4, unique a une translation et rotation pres.

Démonstration. Nous déduisons ce résultat en utilisant le théoreme 4.1 et 1’équivalence des
problémes 4.4 et 4.6. ]

Remarque 4.1. Les conditions :

- a, b continues respectivement sur V-x V et V x A,

- l'image de B est fermé dans A,

- a est coercive sur le noyau de l’opérateur B,
suffisent pour montrer [’existence et [’unicité de la solution du probleme 4.5 (cf. [Brezzi and Fortin,
1991]).
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4.4 Mise en ceuvre numérique

Dans cette section, 1’objectif est de tester numériquement le probleme du point selle 4.4. Pour
cela, nous proposons une discrétisation du probleme 4.4 par la méthode des éléments finis mixtes.
Ensuite, nous montrons a travers des tests sur une solution analytique, que la solution du probleme
discret associé au probleme 4.4 converge vers le point selle pour certains choix d’éléments finis.

4.4.1 Meéthode des éléments finis mixtes

Soit I}, une approximation globalement continue de /', polynomiale par morceaux et de degré
polynomial & (k > 1). Nous supposons que [}, est construite par exemple comme dans le chapitre
2, sous-section 2.2.3, page 25. L’objectif est d’écrire le probleme 4.4 sur I}, en utilisant des sous-
espaces vectoriels de dimension finie Vj,, Q, et 2, respectivement de Vi, L% (I,) et (L2 (I7,))".
Le probleme discret associé au probleme 4.4 s’écrit donc sous la forme :

Probléme 4.7 (Probleme approché sur I,). Trouver (U~ p, pp, 01) € Vi, X Qp X =y, tel que

anp(Uyn,vn) + bip(vn,pn) + bon(vi,0n) = Ch(vy) Vo,eV,
bin(Uyn,an) —  cin(Pr,dn) = 0 Vpn € Qn
bon(Uqn, &) — con(0n,8,) = 0 V&, €

ou ap, by p, bap, c1 €t ¢, sont les formes bilinéaires définies par

ah(vh,wh) = / Cf’l)h - Wp dSh +/ 277th ('Uh) : DFh ('wh) dSh,
Iy Iy

b1,a(Vn, An) :/ —div,, (vn) qn dsp,
I’y

1
c1,n(Phs dn) :/ XthhdSiu
Iy

bon (v, &) = /F Ly, (vy) - &, dsy,

1
02,h<0h7£h) :/ —gh'fhdsh

Iy

et /5, la forme linéaire définie par :

by(vn) = | fh - vndsp

Iy

Rappelons que f, € (L? (Fh))d est une approximation polynomiale par morceaux de f sur [}, et
que I’opérateur L, est défini par :

L, (vy) = (v, -np)y, — Hyvp, — gradz; (vp) g, v, €V,



124 Eléments finis mixtes pour des écoulements tangentiels a des surfaces courbes

ol ny, et H) sont respectivement les approximations de n et H du chapitre 2. On peut aussi
utiliser d’autres approximations de n et H.

Le choix des éléments finis V},, Q) et = n’est pas arbitraire puisqu’il s’agit d’un probleéme mixte.
Il faut un choix convenable pour que le probleme approché 4.7 converge vers le probleme du point
selle. Le probleme 4.7 doit vérifier deux conditions inf-sup ou de Brezzi-Babuska (cf. [Brezzi
and Fortin, 1991]) : d’abord entre les espaces V}, et (0}, via la forme bilinéaire b, j, puis entre les
espaces V/}, et =5, via la forme bilinéaire b9 5,. Ici, nous n’avons pas de résultats théoriques sur ces
conditions inf-sup. L’idée est d’exhiber des combinaisons d’éléments finis mixtes compatibles
pour obtenir la convergence de (u., 5, P, 01,) vers (u., p, 8). Pour cela, nous avons guidé notre
choix des éléments finis par similarité avec les choix usuels pour des problemes plus classiques
(comme le probleme Stokes tridimensionnel).

4.4.2 Tests numériques et choix des éléments finis mixtes
Dans cette section la surface I" désigne la sphere unité :
I ={z ek’ |z|=1}.

Nous présentons ici les résultats de tests numériques obtenus en utilisant le probleme approché 4.7
pour quelques combinaisons d’éléments finis mixtes sur des approximations /3 de degré poly-
nomial de degré polynomial & = 1, 2. On se donne le champ vectoriel w., de classe C™ sur R?
défini en coordonnées sphériques par :

0
u, (1,0, ) = (cos? ¢ — sin® ¢) sin* 0 (4.4.1)
—3 cos siny cosf sin? 0

Par construction, le champ ., est tangent a /' et a divergence surfacique nulle :
div, (uy) =u,-n =0.

Par conséquent, les multiplicateurs de Lagrange p et 8 associés a u., (cf. relation (4.2.1)) sont nuls
quel que soit le choix des parametres A et 7. Nous déduisons donc exactement le champ vectoriel
f de tel sorte que (u.,0,0) soit solution du probleme du point selle 4.4 pour les parametres
cy = n = 1 en utilisant la relation :

f=u,—div, (2D, (u,)). (4.4.2)
En utilisant les résultats sur les coordonnées sphériques dans 1’ Annexe E, nous obtenons :

0
flr,0,0) = (20 cos? ¢ — 10) cos* 6 — 10 cos? ¢ + 5 (4.4.3)
30 cos ¢ sin o cos sin?f — 5 cos p sin ¢ cosd
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Pour les tests numériques, nous avons pris : A = 103 et v = 105.

Eléments finis mixtes P, — P, — P

Dans ce cas, les espaces éléments finis sont donnés par :
Vi = {'vh € (CO(w)" N (H' (1) | vn,, € Po(Ky), VE, € rh}
On = {qh € COL) N LA () | an,, € Pi(K), YK € Fh}
= = {& e (€)' N (L2(1)" | &, € P VK € I}

Cas d’une approximation affine par morceaux (¢ = 1) : La figure 4.1 exprime clairement
que la solution approchée u. ;, ne converge pas vers la solution exacte.

FIGURE 4.1 (a) Solution approchée obtenue par 1I’approche 4.7 dans le cas d’une approximation
affine par morceaux de la sphere unité en utilisant la combinaison P, — P, — P; pour la solution

(Wey 1y Phy O1). (b) Linterpolée de Lagrange de la solution exacte sur la méme approximation
affine par morceaux.

&
ig

-, .

w

N

—_

@

(a) Solution u. 5, (b) Solution .,

Nous constatons que le champ vectoriel w., ;, n’est pas tangent a I, (maillage de la sphere unit€).
Les résultats des tests de convergence obtenus sur la figure 4.2 confirment cette non-convergence
notamment en norme L? (fig. 4.2(c)) et en norme L (fig. 4.2(d)). Ces figures montrent aussi
que py, et @), ne convergent pas non plus respectivement vers p et @ ni en norme L2, ni en norme
L°°. Mais ces résultats de non convergences ne permettent pas de conclure définitivement que
la combinaison P, — P, — P; n’est pas compatible dans le cas d’une approximation affine par
morceaux. En effet, ce probleme de convergence peut étre 1ié directement a la courbure de la
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FIGURE 4.2 Erreurs commises en échelle logarithmique sur la solution exacte (u-, 0, 0) respecti-
vement en norme L? et L™ sur des approximations affines par morceaux de la sphere unité.

10+3 , 10+3 ,
Hp_ﬁ’hHo,z,Fh Hp_thU‘oc‘l"h
10+ 1 10%! 1
- (oL TITEE . e eeenn P -
O A Koot e o ) .
p=D pP=DP
p = U - s p = U - s
10_1 L 10_1 I
1072 10! 1072 10!

h h

surface via le multiplicateur de Lagrange 6, qui depend du tenseur de courbure H :
0 =L (u,) = v ((uy-n)y - Hu, — gradf (uy)n) .

Nous avons vu dans le chapitre 2 qu’il faut une méthode itérative comme par exemple la méthode
de lissage (cf. algorithme 1, page 58) pour espérer obtenir une convergence des termes de courbure.
Par conséquent, quel que soit la combinaison d’éléments finis choisie, il est nécessaire d’utiliser
une méthode de résolution itérative pour espérer la convergence de 8. Nous n’avons pas testé cette
alternative puisque nous avons la possibilité d’utiliser des approximations de degré polynomial
supérieur de ['.

Cas d’une approximation isoparamétrique de degré £ = 2 : La fig. 4.3 montre bien que
(W1, Ph, O1) converge vers (u, p, @) pour la combinaison P, — P; — P;, notamment en norme
L? et L. Précisément, les résultats obtenus sur le test de convergence (cf. figs. 4.3(c) et 4.3(d))
montrent une convergence d’ordre 3 en norme L2 :

= O(h%),

lwy —wnll,, = P =pall,,, = 11664

0,2,T 0,2,y

et une convergence d’ordre 1 en norme L :

[y =l = lp = pal ~ [0 =6, = O

0,00,I" 0,00,I'p,

Cette convergence en norme L°° n’est pas optimale du point de vu méthode éléments finis. Elle
peut méme étre problématique pour des maillages moins réguliers (comme ceux de I’ Annexe B).
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FIGURE 4.3 (a) Lignes de niveau de la solution approchée dans le cas d’une approximation
isoparamétrique de degré 2 de la sphere unité en pour la combinaison P, — P, — P;. (b) Lignes
de niveau de I'interpolée de Lagrange de la solution exacte. (c) et (d) Erreurs commises en
échelle logarithmique sur la solution exacte (u.,, 0, 0) respectivement en norme L? et L* sur des
approximations isoparamétriques de degré 2 de la sphere unité.

||'|||l||m
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0% g 10+t i
0" i 10" r i
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_.--x"'x--_j::'
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107° | - ; . 107° | ; .
» : 3 p = —_— p = —_—
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1077 : pot 1077 : pmt
1072 1071 1072 1071
h h
(c) Erreurs en norme L2 (d) Erreurs en norme L*°

Eléments finis mixtes P, — P, — P,

La fig. 4.4 montre que (w., 5, Pr, €5) converge vers (u.,, p, @) pour la combinaison Py — P, — P;
en norme L et L™ :

luy — u%h”mgy,ﬂh = |lu, — u%h”()mph = O(h?)
_ _ 2
Ip=pall,,, =Ilp=pul, , = O0)
16 — 64| = [0 — 6, = O(h).

0,2,I, 0,00,y
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Cette convergence n’est évidemment pas optimale du point de vu méthode éléments finis, mais elle
est suffisante pour obtenir des approximations assez précises notamment en norme L (illustration
sur les figs. 4.4(a) et 4.4(b)).

FIGURE 4.4 (a) Lignes de niveau de la solution approchée dans le cas d’une approximation
isoparamétrique de degré 2 de la sphere unité en pour la combinaison P; — P, — P;. (b) Lignes
de niveau de I'interpolée de Lagrange de la solution exacte. (c) et (d) Erreurs commises en
échelle logarithmique sur la solution exacte (u.,, 0, 0) respectivement en norme L? et L> sur des
approximations isoparamétriques de degré 2 de la sphere unité.
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e
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p=U - Hevnen
10_7 L L 10—7 1
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(c) Erreurs en norme L? (d) Erreurs en norme L*°
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D’autres éléments finis mixtes

Nous avons testé aussi les combinaisons P; — P, — P, et P3 — P, — P, dans le cas des approxima-
tions isoparamétriques de degré 2. La fig. 4.5 présente les résultats obtenus. Nous pouvons noter
une convergence en norme L? et L™ de (w5, pr, 1) vers (u.,, p, @) pour ces deux combinaisons
avec la méme précision.

FIGURE 4.5 Erreurs commises en échelle logarithmique sur la solution exacte (u.,, 0, 0) respecti-
vement en norme L? et L*° sur des approximations affines par morceaux de la sphére unité pour
les combinaisons P; — P, — Piet P — P, — P.
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(c) P; — P, — Py ennorme L? (d) P; — P, — P; en norme L
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L’ordre de convergence numérique est quadratique pour les champs u. j, et p, comme pour la
combinaison P3 — P, — Ps. Elle vaut 3 pour le champ 8;, comme pour la combinaison P, — P, — P.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé une méthode éléments finis mixtes pour résoudre pour des
équations aux dérivées partielles elliptiques de type élasticité linéaire ou Stokes tangentiel sur une
surface fermée sans bord. Nous avons introduit un Lagrangien en utilisant deux multiplicateurs
de Lagrange : un scalaire et ’autre vectoriel 1ié¢ au terme de pénalisation. Nous avons démontré
I’existence et I'unicité du probleme de point selle associé au Lagrangien. Nous montrons la
convergence (en norme L2 et L) a travers des tests numériques et certains choix compatibles
des éléments finis utilisés pour des approximations isoparamétriques de degré 2 de la sphere unité.
Cette méthode nous permet en pratique de simuler efficacement des écoulements incompressibles
(ou quasi-incompressibles) ou tangentiels tres précis.
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5.1 Introduction

Les tissus vivants qui composent les embryons lors des stades initiaux de leur morphogenese sont
des monocouches de cellules, jointives, et entourées de liquides. Le programme génétique induit
des contractions de certaines de ces cellules, ce qui conduit a des déformations tri-dimensionnelles
des tissus eux-mémes, ainsi qu’a des écoulements en surface. Un exemple d’écoulement surfa-
cique est I’extension de la bande germinale de la Drosophile (fig. 5.1), durant laquelle la forme
globalement ellipsoidale de I’embryon n’est pas modifiée mais un écoulement en surface réarrange
les différents tissus qui forment la surface de I’embryon. Dans ce chapitre, nous proposons un
modele mécanique de ce phénomene basé sur celui de [Etienne et al., 2015] 4 I’échelle de cellule
unique. Nous mettons en évidence le lien entre le modele mécanique et le modele mathématique
étudié dans les chapitres 3 et 4 qui va servir a simuler le phénomene. L’ objectif de cette simulation
est de comprendre le lien entre 1’expression génétique et la morphologie obtenue. Enfin, un article
en préparation plus détaillé du point de vue biophysique sera joint a ce chapitre.

FIGURE 5.1 Visualisation d’un embryon de Drosophile et vecteurs déformation lors du début de
I’extension de la bande germinale, tiré de [Supatto et al., 2005]. Les triangles désignent le sillon
céphalique.
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5.2 Modélisation mécanique

Il a été démontré [He et al., 2014] que lors de la formation du sillon ventral, qui précede immé-
diatement 1’extension de la bande germinale, les matériaux biologiques formant I’intérieur de
I’embryon (corps cellulaires et "jaune" de I’oeuf embryonaire) sont passivement entrainés par
I’écoulement ayant lieu tangentiellement a la surface [Lye and Sanson, 2011]. Cet écoulement
de surface concerne les surfaces apicales des cellules de I’embryon (fig. 5.2) qui sont formés de
réseaux de protéines du cytosquelette, I’actine. L’ observation expérimentale montre qu’avant que
I’écoulement n’ait lieu, des moteurs moléculaires de myosine sont activés le long de structures
d’actine présentes dans les cellules de la bande germinale seulement (fig. 5.3), tangentielles
a la surface. Les biologistes ont pu montrer que dans les mutants Kruppel ; torso-like [Butler
et al., 2009, Lye et al., 2015] et forso [Collinet et al., 2015], si ces moteurs moléculaires de
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FIGURE 5.2 Géométrie de I’embryon de Drosophile au cours de 1’extension de la bande germinale.
(A) Géométrie initiale. Les cellules couvrent I’ensemble de la surface de I’embryon, quelques unes
seulement sont représentées. (B) Géométrie finale. La forme de I’embryon est inchangée, mais
les cellules qui composent la bande germinale se sont déplacées par un écoulement en surface.
(C) Détail des cellules. (D) Seule I’actine formant la surface apicale est prise en compte dans la
modélisation, les autres structures de la cellule se comportant comme un fluide relativement peu
visqueux et passif aux échelles de temps de 1’écoulement observé.
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myosines sont empéchés d’agir, I’écoulement n’a pas lieu'. Les myosines sont connues pour
générer des contraintes compressives, un modele rhéologique a été validé a 1’échelle de la cel-
lule unique [Etienne et al., 2015]. Ces observations nous conduisent a formuler le probleme
mécanique comme un écoulement de type Stokes tangentiel 2 une surface fermée de R*. D’un
point de vue biophysique, I’objectif de ce travail est de montrer que les écoulements constatés
expérimentalement (fig. 5.2) peuvent étre expliqués par 1’activation de moteurs de myosine dans
la bande germinale uniquement de I’embryon, ainsi que I’on le constate expérimentalement. Cet
écoulement est dissymétrique selon I’axe z, or la seule dissymétrie dans le probleme mécanique
provient de la géométrie de I’embryon, qui présente un "fossé" appelé sillon céphalique (fig. 5.2).
Nous cherchons a déterminer si ce sillon est la cause de la dissymétrie de 1I’écoulement, afin de
tester si la géométrie de I’embryon peut ainsi €tre utilisée comme un guide pour des mouvements
morphogénétiques.

Pour formaliser le modele mécanique mathématiquement, nous désignons par I la géométrie de
la Drosophile et n sa normale extérieure. Notons par o le tenseur des contraintes totales exercées

1. Dans le type naturel (c’est-a-dire en 1’absence de mutation), un autre mouvement morphogénétique contribue a
I’extension de la bande germinale, et elle a lieu partiellement mé&me si la myosine n’agit pas. Ceci est discuté dans
I’article qui suit.
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FIGURE 5.3 Localisation de la myosine sur la surface apicale au début de 1’extension de la bande
germinale. (A) La myosine (vert) est spécifiquement présente sur les jonctions cellule-cellule
(rouge) de la bande germinale (coté ventral, V) et non coté dorsal (D) [Bertet et al., 2004]. (B)
Dans la bande germinale, la concentration de myosine (blanc) est renforcée le long des jonctions
cellule-cellule orientées dans la direction dorso-ventrale (DV) par rapport aux jonctions orientées
dans la direction antéro-postérieure (AP) [Zallen and Wieschaus, 2004], image [Bertet et al., 2004].
(C) Schéma de la distribution de myosine utilisée dans le modele. Un terme d’intensité de I’ activité
de la myosine, o,, vaut z€ro en dehors de la bande germinale (zone surlignée) et prend des valeurs
positives dans celle-ci, comme observé en (A). Le champ de vecteurs unitaires e, permet de
repérer la direction dorsoventrale, et de définir en tout point de la surface un tenseur d’orientation
e,y ®ep,, qui correspond aux orientations vues en (B). Le produit o, = o€, ®€,,,, correspond
donc au tenseur de contractilité de I’actomyosine du modele [Etienne et al., 2015], et le terme
source f vaut f = div, (0,).

A

sur le systeme :
o =2nD, (u) + Adiv, (u)P + o, (5.2.1)

la somme des dissipations visqueuses et la contraction de la myosine o, (fig. 5.3). L’équilibre



5.3 Modélisation mathématique 135

mécanique du systeme se traduit par les équations suivantes sur [ :

(5.2.2)
(5.2.3)

cru —div, (o) =

r
u-n =

ol u est la vitesse de I’écoulement. Le terme de friction dans 1’équation (5.2.2) modélise I’in-
fluence du fluide visqueux incompressible a I’intérieur des cellules. D’apres les expériences, le
coefficient ¢y << 1. L’équation (5.2.3) exprime que I’écoulement est tangentiel.

5.3 Modélisation mathématique

Des équations (5.2.1) et (5.2.2), nous avons :
cru —div, (29D, (u) + Adiv, (u)P) = f (5.3.1)
ou f est le terme source donné par :
f =div, (0,). (5.3.2)

En utilisant les formules de Green sur les opérateurs surfaciques (cf. chapitre 1, section 1.4, page
17), nous pouvons montrer que 1’équilibre mécanique du systéme est équivalent a minimiser
I’énergie :

A
E’(u):/Fcf\u\2 ds+/F77|DF (u)|2 ds+/F§|divp (u)]2 ds—/Ff-uds

sous la contrainte (5.2.3). Ce qui correspond au probléeme mathématique étudié aux chapitres 3
et 4. Nous avons reformulé ce probleme sans la contrainte (5.2.3) dans le chapitre 3 en utilisant
méthode de pénalisation via le parametre de pénalisation 7. Le probleme pénalisé ainsi obtenu a
été traité dans la chapitre 4 en utilisant une méthode de multiplicateurs de Lagrange (cf. section
4.2, page109) afin d’obtenir des solutions tangentes suffisamment précises. Donc, le probleme du
point selle 4.4, page 111 correspond au probleme mathématique a résoudre pour le choix (5.3.2)
du terme source f dans la forme linéaire /.

Remarque 5.1. En utilisant le résultat de la proposition 1.5, page 18, nous avons :
l(v) = /f-vds = /divr (0,) - vds = —/ o, :D, (v) ds.
r r r
Cette derniere écriture permet de baisser la régularité sur o,.

Cependant, pour la résolution numérique dans ce chapitre, nous approchons o, au lieu de f
contrairement a la méthode présentée au chapitre 4.



136 Embryogenese : extension de la bande germinale de la Drosophile

5.4 Simulations numériques

5.4.1 Calcul du tenseur de contractilité de I’actomyosine

Pour les simulations numériques, nous avons besoin d’une expression explicite du terme source f
via o, correspondant aux observations des biologistes sur I’activité de la myosine (fig. 5.3). Ce
terme source est non-nul seulement dans la zone de la bande germinale. Nous délimitons cette

zone a I’aide d’un PaVé : [xmina xmax] X [ymina ymax] X [Zmina Zmax]’ ou Tminy Lmax; Ymin, Ymax, Zmin
et Zmax sont des parametres réels. En un point « de la surface de I’embryon, nous définissons
tenseur de contractilité de I’actomyosine o, par :

o.(x) =o,(x)e,, () Re,, (x). (5.4.1)

ou e, est vecteur unitaire dans la direction dorsoventrale et tangent a /" au point x et g, est
la fonction qui correspond a la distribution de la myosine sur la surface de I’embryon. Soit
(e, ey, €,) la base canonique de R®. D’une part, nous définissons le vecteur e, par :

e, (r) = [n,(x) Ney) An(x) (5.4.2)
ou m,, est vecteur unitaire normal a la courbe /., définie par :
I, = {(z,y,2) R’ |y=0}NT.

D’autre part, nous définissons o, par :

(2)) X P e ()
(5.4.3)

UQ(m) = (’Oﬂcmax*&m@max <x) X S0*9’3min*‘5’1774’”L'min(_Qj) X <1 o szminf‘sm’zmin

ol , , est la fonction définie pour tous nombres réels a et b par :

1 si¢<a
0., = (p(5L) sig¢>aet&<b
0 ailleurs

avec p la fonction polynomiale définie par : p(§) = 2€3 — 3¢% 4 1. Le paramétre 6, dans (5.4.3)
est de nature purement mathématique. En effet, nous 1’utilisons pour controler la régularité de la
fonction g,.

5.4.2 Résolution par éléments finis mixtes

La résolution numérique du probleme nécessite d’introduire une approximation maillée /7, de [’
(géométrie de la Drosophile). La construction de [}, est détaillée dans I’ Annexe B. Nous utilisons
un maillage isoparamétrique de degré 2 pour la résolution numérique. Sur cette approximation [},
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nous résolvons le probleme discret 4.7, page 123 en utilisant les éléments finis mixtes :
d d
Vv, = {vh € (CO (1) (H' (T)" | on,, € Py(K)" VK, € rh}
Qn = {an e CO(M)N L2 (D) |an,, € Pa(Kn), VK € T}

=n = {fh € (OO (Fh))d N (L2 (Fh)>d ‘ €h|Kh - Pg(Kh)d,VKh € Fh}

et la forme linéaire ¢;, définie par :

Eh(vh) = —/ a-a,h . DFh (’Uh) dSh
Iy

ou o, est une approximation o, sur [}, en utilisant une interpolation de Lagrange. Ces choix ont
été validés dans la section 4.4, page 123.

5.4.3 Résultats numériques et intérét biologique

La figure 5.4 montre des écoulements obtenus avec notre approche numérique et pour les pa-
rametres donnés par le tableau 5.1. Ceux-ci peuvent étre comparés aux écoulements observés
expérimentalement (fig. 5.1). A noter que ces comparaisons restent qualitatives. L’ intérét de cette
étude est de comprendre 1’influence de la géométrie de I’embryon.

On constate une dissymétrie entre la direction des = positifs et négatifs dans 1’écoulement. Etant
donné que le matériau est homogene, et que le terme source f est symétrique par construction par
rapport au plan z = 0 :

fyw’«’(_‘r) = fy,z(li) et fx(_x) - _fz(‘r) = 07

cette dissymétrie ne peut provenir que de la géométrie de I’embryon. Si nous utilisons une
géométrie symétrique, sans sillon céphalique (fig. 5.4 (e-f)), la dissymétrie disparait. Cela montre
que le sillon céphalique agit comme un "guide" pour I’écoulement observé expérimentalement (fig.
5.1). La mécanique fournit donc le lien entre expression génétique (myosine) et la morphologie
obtenue (bande germinale étendue) via I’'influence de la géométrie sur I’écoulement.
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TABLE 5.1 Listes des parametres utilisés et leurs valeurs

Parametres du modele | Valeurs | Parametres pour la myosine | Valeurs

cy 0 Tmin —1.3
i 1 Timax 1.3

A 103 Ymin -1
gt 107 Ymax 1

— — Zmin —2

— — Zmax —0.5
— — Om, 0.05

FIGURE 5.4 Ecoulements générés par une contraction locale (zone marquée en bleu) et anisotrope.
(a-d) Cas d’un embryon présentant