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Introduction

Soit V une connexion fuchsienne de la forme

(0.0.a) V=d- Z
el C o al

sur le fibré trivial V' x P! — P! de fibre V sur la sphére de Riemann P!, ou R; €
End(V') pour tout i € I et les a; € C sont des nombres complexes deux a deux
distincts. La donnée de la connexion V est équivalente a la donnée d’un systéme

différentiel linéaire de rang dim(V)
Y(¢)

d’inconnue une fonction holomorphe Y a valeurs dans C4m( )A modulo le choix d’une
base de V.1 On notera G := GL(V), g := Lie(G) = End(V), [ := T U {0}, ay := 0 €
P! pour avoir une cohérence des notations et enfin S := {a; : i € f} I'ensemble des
poles de la connexion V. La connexion V admet des solutions globales qui sont des
fonctions multivaluées sur P! — S, c’est-a-dire des fonctions holomorphes & valeurs
dans V sur un revétement universel de P! — S. D’aprés le théoréme de Cauchy-
Lipschitz holomorphe, ces solutions forment un C-espace vectoriel Soly de dimension
dim (V) sur lequel le groupe fondamental 7, (P* — S, b) agit pour un certain point de

base b € P! — S. La représentation correspondante
p:m (P! — S b) — Aut(Soly)

est appelée représentation de monodromie. Le groupe fondamental 7 (P! — S, b) est
engendré par les classes des lacets (7;),.; tournant autour de a;, soumise a la relation

[ [,c;7: = 1 pour un ordre bien choisi sur I’ensemble 1.

b

La représentation p est donc déterminée par les matrices de monodromie M; € G
pour tout ¢ € T tels que le prolongement d’une base ¥(() quelconque de Soly le long
de ~; est donnée par W(¢)M,;. On a donc [ [,_; M; = id pour le méme ordre sur I

Au début du vingtiéme siécle, I. Lappo- Danllevski donna dans [LD53] une formule
explicite des matrices de monodromies & partir d’hyperlogarithmes. Notons [I* 1’en-
semble des mots dans I’alphabet I, R; := R;_--- R;, pour tout mot ¢ = (iy,...,i,) € [*

1. Dans I’équation précédente, R; désigne abusivement la matrice de R; dans le choix d’une telle
base de V.

11



12 INTRODUCTION

Ig';zf a4
0

<t1<--<tr<1 G — gy G — a;,

et

ol ¢, = 7y(t) pour tout 1 < k < r et v un chemin a valeurs dans P! — S. Précisément,
I. Lappo-Danilevski montra ’égalité

My = YT’ - R;.

el*
Remarquez que l'on a I%) =0sij#ket IS’Z) = 2ir. On a donc

M, =id+2inR, + Y| I' - R;
1()>2

ot [(¢) := r désigne le longueur du mot ¢ = (i1, ...4,). On en déduit que 'application
(R;)ier — (M;)ier est analytique et est un isomorphisme local au voisinage de 0.
Voir par exemple 'article d’A. Beauville dans [Bea93| pour un complément de la
présentation ci-dessus.

D’un point de vue plus géométrique, ce résultat donne une formule explicite pour
I’application de Riemann-Hilbert

Mg — Migr —» Mp
ol
(1) My, désigne espace de modules correspondant aux classes d’isomorphisme

des systémes fuchsiens a poles dans S de rang dim(V), ¢’est-a-dire des connexions
logarithmiques & poles dans S sur un fibré trivial sur P! de rang dim(V),

(2) Mg désigne I'espace de modules, dit de De Rham, correspondant aux classes
d’isomorphisme des connexions logarithmiques & poles dans S sur un fibré
quelconque de P! de rang dim(V),

(3) Mp = Hom(m (P'—9),G)/G, dit espace de module de Betti, correspondant
aussi aux classes d’isomorphisme des systémes locaux de rang dim(V') sur
P'— 5.

L’application de Riemann-Hilbert est une application holomorphe entre deux variétés
algébriques.

Signalons qu’'un certain nombre d’aspects transcendants ont déja été étudiés par C.
Simpson dans [Sim90]. Voir aussi article de P. Deligne [Del89] qui étudie en détail
le cas des fibrés a connexion sur la courbe P! — {0, 1, 00}, motivé par I'apparition de
la valeur ((3) de la fonction zéta de Riemann.

Considérons un instant le cas particulier étudié dans [Del89| ou S = {0,1, 0} et
notons

X Y

(0.0.b) Vikz:=d (C+C—1>d<

sur le fibré trivial V x P! — P!. Cette connexion est parfois appelée connexion de
Knizhnik-Zamolodchikov, car le premier cas d’une connexion de Knizhnik-Zamolodchikov
est un cas particulier d’un tel systéme fuchsien V. De méme que 'on peut consi-
dérer les données de monodromie le long de lacets, on peut considérer les matrices de
connezion le long de chemin, reliant deux bases préférées en des poles de la connexion.
On peut faire un choix canonique de ces bases préférées lorsque ’on suppose que les
résidus X et Y de Vg7 en 0 et 1 sont non résonants, c¢’est-a-dire que la différence
de deux quelconques de leurs valeurs propres est toujours un élément de C — Z*. Un
exemple célébre de cela est la construction d’un associateur de Drinfel’d dans [Dri90]
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utilisant la définition de la matrice de connexion de Vg entre les poles 0 et 1 le long
du segment [0;1]

Ces applications ont un fort intérét. Par exemple, il a été montré dans [AT12]
que certaines applications pour résoudre la conjecture de Kashiwara-Vergne sont en
fait des associateurs de Drinfel’d. Pour les théoriciens des nombres, les matrices de
connexion de la connexion Vg7 sont aussi trés intéressantes car elles admettent un
développement en série formelle trés proche de celui des matrices de monodromie (ces
développements en sont en quelque sorte des normalisations) dont les coefficients sont
des polyzétas (voir [LM96| théoréme A.9). Or les polyzétas ont été grandement étu-
diés par exemple dans le cadre de la théorie des périodes (voir [And04]| chapitre IIT
mais aussi [Eca03]). Plus généralement, les matrices de connexion entre poles d'une
connexion fuchsienne admettent un développement en série formelle dont les coeffi-
cients sont des hyperlogarithmes. Les hyperlogarithmes sont définis par des intégrales
itérées avec uniquement des poles simples du type

f G dg
O<t1 <to<-<tr<l G — v Gr — vr

ou (i = y(tx) pour tout 1 < k < r et v est un chemin (pas nécessairement un lacet)
a valeurs dans C privé? des poles vy, ...,v, € C (voir par exemple [Eca02] §4.3). En
particulier, les nombres polyzétas

1
C(klw"akr) = Z ki, ko

mi1>mo>-->my>0 my my UL

ou les k; € N* sont des entiers strictement positifs et k; > 1, sont des cas particuliers
d’hyperlogarithmes car on a 1’égalité

C(ky,y ... k) = J wi(t)wa(tz) - wr(te)
1>t1=t2>-->1;,>0

ou k = /{31+l€2+"'+k}7« et w,-(t) = dt/(l—t) sii e {kl,k1+k2,...,/{31+l€1+"'+kr}

et w;(t) = dt/t sinon.

Lorsque I'on supprime la condition sur les poles d’étre au plus simples, on parle
de connexion irréguliére et la situation est plus compliquée. L’espace de module des
fibrés a connexion algébrique sur P* — S est alors plus gros, et pour toujours avoir
un isomorphisme holomorphe avec un espace de Betti, on doit enrichir ’espace de
module des représentations de monodromie d’une donnée supplémentaire, les don-
nées de Stokes, nécessaire a la classification des connexions irréguliéres. L’origine de
cette approche remonte au moins & G. D. Birkhoff. La correspondance de Riemann-
Hilbert-Birkhoff a alors admis de nombreux développements et la formulation des
données de Stokes plusieurs variantes comme celle d’un certain espace de cohomolo-
gie non abélienne suivant Malgrange-Sibuya [BV89], de “structures de Stokes” suivant
Deligne-Malgrange-Ramis [DMRO7], ou celle d’un certain groupe unipotent suivant
Martinet-Ramis [MR91al. Le point de vue que nous utiliserons sera une variante
du point de vue de J. Martinet et J.-P. Ramis, exposé par M. Loday-Richaud dans
[LR94| et ensuite généralisé par P. Boalch dans [Boa02| a tout groupe complexe
réductif.

Le premier cas de connexion irréguliére a considérer est la connexion de la forme

(0.0.c) V=d- <é + E) dz,

22z

2. On inclut aussi parfois le cas ol le chemin v est issu d’un des v; et finit en un autre v;, mais
cette intégrale n’est pas toujours convergente.
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ol A, R € g. En premier lieu, on suppose A réguliére semi-simple, c¢’est-a-dire diago-
nalisable a valeurs propres deux a deux distinctes.

On aimerait traiter le cas (0.0.c) de maniére analogue au cas fuchsien (0.0.a). Les
matrices de Stokes pour ce cas sont définies par exemple dans [BJLT9|, et peuvent
étre vues de maniére analogue aux matrices de connexion du cas (0.0.b) : plutét que
d’avoir une unique base préférée en chaque pole, on a plusieurs bases préférées en
chaque pole irrégulier et les données de Stokes encodent les matrices de connexion
entre ces bases de solutions le long de chaque chemin possible.

Dans ce cas, I'intérét d’un point de vue des groupes de Lie de la correspondance
de Riemann-Hilbert-Birkhoff a été établi par P. Boalch dans [BoaO1]| : supposons
que l'on fixe A de telle maniére que les données de Stokes dépendent de R € g. Dans
ce cas, l'espace des données de Stokes (muni d’un repére) est isomorphe a l'espace
U, xU_ xT ou T est le tore maximal des matrices diagonales et U, < G sont les
sous-groupes unipotents des matrices triangulaires supérieures et inférieures. En fait,
on peut montrer que 'espace U, x U_ x T est isomorphe a G*, le groupe de Poisson
Lie dual de G, défini par V. G. Drinfel’d dans [Dd87]. Ce dernier groupe admet une
structure de Poisson non linéaire naturelle qui se quantifie en le groupe quantique de
Drinfel’d-Jimbo (voir [DCP93| §12). En particulier, cela implique que la théorie de
Drinfel’d-Jimbo des groupes quantiques est un cas particulier de la quantification des
espaces de données de Stokes.?

Finalement, Papplication de Riemann-Hilbert-Birkhoff de (0.0.c) donne I’ application
exponentielle duale

va:gt — G*
qui associe & un élément R € g ~ g* les données de Stokes de la connexion (0.0.c).
Lorsque I'on munit g* de sa structure de Poisson linéaire standard et G* de sa struc-
ture de Poisson non linéaire usuelle (divisée par un facteur 2in), les variétés de Poisson
g* et G* sont de méme dimension dim(G) et P. Boalch a montré dans [Boa01| que
les applications v4 (A € t) forme une famille naturelle d’isomorphismes locaux holo-
morphes de Poisson entre g* et G*.

Le premier objectif de cette thése est de donner une formule analogue a celle des
matrices de monodromie pour I'application exponentielle duale.

THEOREME. Pour tout choiz permettant de définir Uapplication exponentielle duale
vy g* — G*,

il existe des coefficients universels Ly (iy,...,i,) € C tels que Uapplication exponen-
tielle duale soit de la forme va(R) = (uy,u_,h) avec

(0.0.d)  us =1+ Z Z Li(iv,...,0) Risy---Rii_5 e h= e2i”5(R),

r=11<i1,...,ipr<n

ot R; ; est égal & la matrice R pour le coefficient d’indice (i,7) et nulle partout ailleurs
et 6(R) est la partie diagonale de R.

De plus, les coefficients Ly (iy,...,i,) s’expriment explicitement comme combi-
natson linéaire d’hyperlogarithmes et la somme du membre de droite est absolument
convergente pour tout R € g*.

Pour montrer le théoréme précédent, on procédera en deux étapes. Tout d’abord,
comme démontré par Balser, Jurkat et Lutz dans [BJL81], les données de Stokes

3. Meéme s’il n’est pas question de groupes quantiques dans cette thése, ces derniers ont toujours
été sous-jacents et l'auteur a autant que possible essayé de rédiger les résultats sur 'application
de Riemann-Hilbert-Birkhoff de telle maniére qu’il serait relativement aisé de les traduire au cas
quantique.
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de la connexion (0.0.c) sont reliées aux matrices de connexion de sa transformée de

Fourier-Laplace
~ R
V=d- . d

el

sur le méme fibré vectoriel V' x P! — P! ou les a; sont les valeurs propres (deux a
deux distinctes) de la matrice diagonale A et R; € g est la matrice égale & R sur la
i®™¢ ligne et nulle partout ailleurs.

La seconde étape consistera a généraliser le développement en série formelle de
la matrice de connexion de la connexion fuchsiAenne Vkz pour toute matrice de
connexion d’une connexion fuchsienne comme V pour obtenir des variantes algé-
briques des périodes/coefficients universels L(iy, ..., i,) € C.

On généralisera ensuite ce résultat au cas o A est semi-simple quelconque, que
I'on appellera le cas par blocs. Dans ce cas, notons V = @,_,_, Vi la graduation
induite par les espaces propres de A sur V. On peut alors définir pour certains choix
un analogue de 'application exponentielle duale

(0.0.e) g — U, xU_xK

ou g° désigne un voisinage de 0 € g explicite et ol cette fois-ci Uy < G seront les
sous-groupes unipotents par blocs des matrices triangulaires supérieures par blocs et
inférieures par blocs de G et K I’ensemble des matrices diagonales par blocs inver-
sibles. Dans le cas out A n’a que deux valeurs propres, c¢’est-a-dire V' =V, @ V5, on a

donc
~(idy,  # ~(idy; O o _(+ 0
U+—( 0 idVQ)’ U—( fidy, et €= Lie(K) = '

THEOREME. L’application (0.0.e) admet une formule analogue a la formule (0.0.d)
dans le voisinage g° de 0 € g avec les mémes coefficients universels Ly (i, ..., i,) € C
mais ot R; ; signifie cette fois la matrice égal au bloc (i,7) de la matrice R et nulle
partout ailleurs.

En particulier, la formule pour le bloc (7, j) des données de Stokes est donnée par
une série formelle non commutative cette fois contrairement au cas ot A est supposé
semi-simple régulier.

Ce résultat est une généralisation du résultat précédent et avait déja été obtenu
dans le cas particulier o R est & diagonale par blocs nulle par T. Bridgeland et V.
T. Laredo dans [BTL13|. Notre cas général permet de déduire le corollaire suivant :

COROLLAIRE. Génériqguement, la matrice de connexion de V iz, c’est-a-dire la
matrice de connexion permettant de définir un associateur de Drinfel’d, s’exprime
algébriquement a partir des données de Stokes de la connexion

ISR EAN

e ¢

surVaov.

Pour montrer le théoréme plus général, on utilisera la théorie de B. Malgrange dans
[Mal91] chapitre XII, qui généralise? les résultats de [BJL81]. Cela a 'avantage de
simplifier la présentation et de se généraliser plus facilement au cas des connexions a
poles du type 2+ 1+ --- + 1.

4. Les auteurs de [BJL81] avaient déja généralisé partiellement leurs résultats dans [BJL83|.
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Enfin le calcul des coefficients L (iy,...,%,), qui est 'un des points clefs, a été
formulé avec le langage des moules introduit par J. Ecalle. Cela permet de mieux
mettre en valeur les transformations algébriques a opérer sur les invariants coté Stokes
et du coté de sa transformée de Fourier-Laplace. De plus, cela est particuliérement
adapté pour généraliser aux autres types de poles irréguliers et conjecturalement pour
trouver une formule pour un morphisme d’algébre entre les quantifications des groupes
de Poisson-Lie g* et G*.

A titre d’exemple, donnons la formule que 'on obtient dans le cas ou A admet
deux valeurs propres distinctes aq, as € C. Remarquez que les données de Stokes ont
déja été calculées dans ce cas dans [JLP76] et permet de faire la premiére étape du
travail esquissé ci-dessus. Notons

(@ 0 . A1 RLQ B A1 0
S GRS G ) RS C 9

On choisit un angle admissible n € R pour la famille (a;)s, ¢’est-a-dire ici tel que
arg(a; —az) #n (mod 7). On définit alors la surface U(n) égale & C privé des demi-
droites issues des a; de direction d’angle 1 et on choisit la branche du logarithme log
d’angles |n — 27 ;n[. Avec ces choix, on peut bien définir 'application exponentielle
duale vy : g* — G* et on notera (uy,u_,A) € Uy x U_ x & ~ G* 'image de la matrice
R. On aura toujours h = e*™ . On définit les nombres complexes suivants, dérivées
des intégrales itérées,

dz; dz,

Tigtinovin) = | e,
O<ti1<--<tp<l A1 — @iy Zr — Q;,

pour tout 4, 7,41, ..., 1. € {1,2}, ot l'intégrale est prise sur un chemin v : |0; 1] — U(n)
reliant a; a a; et ott 'on a noté z; = y(t)) pour tout 1 < k < r. Les nombres complexes
I; (i1, ... ,i,) € C sont des valeurs de fonctions hyperlogarithmes mais ne sont définis
que lorsque i1 # j et i, # ¢, car sinon l'intégrale diverge.

Donnons avant toute chose quelques notations. On note p,q,r,s des vecteurs
d’entiers naturels comme p = (p1,...,p;) et on note [(p) = [ sa longueur, |p| = 22:1 D
son poids. On note p > r pour deux vecteurs de méme longueur si p; > r; pour tout
1, p = 0sip; = 0 pour tout 7 et p > 0 si p; > 0 pour tout 7.

Alors on montre que le coefficient d’indice (7, j) de hu, — u_ est donné explicite-
ment par

e~ log(a]’—ai)Ai elog(ai—aj)/\]- (e3i7rAj _ eiﬂ'Aj)l"(l _ A])

O.f : M, ;- ,
(0 0 ) e”’Ai F(l _ Az) 5J Aj

avec

weneng 28 e ([0)(E)

l(p)= (q)l 0<r<p
0<s<q

(a1 p1 L paripe) A D AP Aammip AP A@i=sip o AT
x 1 (1" irgt) - A Rij A RN R e AT R AT R A

ou I' désigne la fonction Gamma d’Euler, ou J;; le symbole de Kronecker et ou
R;; := A;. En particulier, lorsque ¢ = j, on a bien M;; = R;; = A; et on retrouve

h _ eQiﬂ'A

On montrera aussi que cette formule reste valable au voisinage de 0 lorsque 1'on
remplacera les coefficients R; ;, A; par des blocs de la matrice R lorsque A aura aussi
deux valeurs propres mais cette fois-ci de multiplicité > 1.



Chapitre 1

Généralités

Dans ce chapitre, on rappelle quelques généralités.

Dans la section 1.1, on rappellera succinctement la définition de I’ensemble des
racines d’un groupe algébrique complexe qui, comme I’a remarqué P. Boalch dans
[Boa02| a un role essentiel dans le phénoméne de Stokes pour un groupe algébrique
complexe.

Ensuite, on rappellera dans la section 1.3 la définition des systémes locaux de
Stokes et on donnera une version équivalente, les systémes gradués, dans notre cas
particulier ol 'on classifie uniquement un pole d’ordre deux.

On rappelle dans la section 1.4 la définition de la correspondance de Riemann-
Hilbert-Birkhoff dans ce cadre grace a la théorie de la multi-sommation dans une
formulation proche de [LR94|. Remarquez que comme on considére ici uniquement le
cas d’un pole d’ordre deux non ramifié, la multi-sommation correspond & la sommation
de Borel-Laplace, ce qui évite d’utiliser les différentes théories générales de multi-
sommation résumées dans [LR16].

Enfin dans la section 1.5, on donne quelques rappels sur le groupe de Poisson-Lie
dual et son lien, découvert par P. Boalch dans [Boa01], avec le phénoméne de Stokes.
Cela nous permettra de définir précisément I'application exponentielle duale

VAZg*—>G*

qui est une application Poisson de l'algébre de Lie dual g* de g et le groupe de
Poisson-Lie dual G* de G et est un des objets centraux de cette thése.

1.1. Réseau de racines d’un groupe algébrique et algébre enveloppante

Soit. G un groupe algébrique complexe (de type fini, lisse). L’exemple typique est
G = GL,(C) pour un certain entier naturel n. Soit 7" un tore maximal de G d’algébre
de Lie t. On fixe un élément A € t. On notera alors K < G le stabilisateur de A € t
sous 'action adjointe, c’est-a-dire

K ={geG:Ad,(A) = A},

et H le tore minimal de K inclus dans 7. On a donc les inclusions H €T < K € G
induisant les inclusions d’algébres de Lie h S t < € < g.

1.1.1. Réseau de racines. Construisons ’ensemble des racines de g associé au
tore H.

Le cadre standard des définitions ci-dessous est lorsque H est un tore maximal,
c’est-a-dire quand h = Lie(H) est une sous-algébre de Cartan de g. Voir le livre
de B.C. Hall [Hal03| §6 pour ce cadre. On donnera les définitions et les propriétés
communes dans les deux cas ot H est un tore maximal ou non. En particulier, on
parlera de I’ensemble R ci-dessous comme de ’ensemble des racines méme si ce dernier
ne forme véritablement un systéme de racines au sens classique que lorsque H est un
tore maximal.

Notons X(H) = Homc(H, C*) le groupe des caractéres C-linéaires de H. Il est
en bijection avec 'ensemble des représentations algébriques de dimensions 1 de H.

17
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Notons aussi h* le dual vectoriel de h. Alors on pose W < h* le réseau engendré par
la différentielle d’éléments de X(H). On a un isomorphisme W ~ X(H) déduit du
diagramme commutatif

h——C

exp l j exp

H—C*
ou autrement dit du foncteur entre la catégorie des algeébres de Lie et celle des groupes
de Lie.
On rappelle que l'on a la représentation adjointe h — End(g) donné par h — ady,
avec ad,(X) = [h, X] pour tout X € g. L’ensemble des racines R de g associé au tore
H est le sous-ensemble fini de W — {0} tel que

(1.1.a) g=200® (D 0a),

aeR
ol
o ={X eg:Vhebhady(X) =alh)  X}.
En particulier, on a gy = g le centralisateur de b dans g et @5 8o = [h,g]. On a
donc g = @%RU{O} g

Comme Adoexp = expoad o Ad : G — Aut(g) est la représentation adjointe du
groupe G, le groupe abélien H agit donc sur g, par le caractére exp(«). En particulier
on retrouve l'inclusion b < go.

On peut montrer que ’ensemble des racines ne dépend pas du tore maximal choisi.
On définit alors le sous-ensemble W < W, que I'on utilisera dans le chapitre 6 comme
un alphabet dans le cadre des matrices de Stokes, comme étant le semi-groupe engen-
dré par R. On appelle parfois 'ensemble W le réseau des racines. Comme ’ensemble
des racines est symétriques, c’est-a-dire que si a« € R alors —a € R, W est aussi égal
au réseau engendré par R. On a donc I’égalité fondamentale

(1.1.b) W = Z[R] = N[R].

En particulier, ’alphabet W est naturellement filtré (F;V);>q par la filtration induite
par la filtration naturelle de N donnée par N = | J,-,[0;] (ou celle de Z) :

EW={0}c FW=Ruf{0}c .| JEW=W.
i>0
REMARQUE 1.1.1. On peut donc partir abstraitement d’un semi-groupe filtré par
des ensembles finis VW et reconstruire I’ensemble fini R par R = F{W — FyWV, ou
partir d’un ensemble fini R et construire le semi-groupe W = N[R].

REMARQUE 1.1.2. Les sous-ensembles W et R sont indépendant du choix du tore
lorsque H = T est un tore maximal. Dans ce cas, on a méme gy, = t. Cependant, ce
n’est pas le cas pour un tore quelconque.

REMARQUE 1.1.3. Remarquez que comme ici I’ensemble des racines est symé-
trique, c’est-a-dire que si a € R alors —a € R, on peut considérer 'une quelconque
des filtrations induites par N ou Z et cela est équivalent. Cependant, lorsque 1'on est
dans le cas d’un groupe algébrique général, et que I'on n’a plus cette propriété de
symétrie, il est plus adapté de considérer la filtration induite par N.

REMARQUE 1.1.4. On peut méme effectuer la construction précédente pour un
groupe algébrique complexe affine G général avec le choix d’un tore H. Dans ce cas,
les ensembles construits ont les mémes propriétés mis a part la symétrie de I’ensemble
des racines.
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Donnons maintenant une description plus concréte du cas G = GL,(C) pour le
choix d’un tore maximal 7". On choisit la base canonique de C™ et on note (E; ;)1<i j<n
la base correspondante de GL,(C). Alors R est en bijection avec les couples (i, j)
d’éléments distincts de [1; n]. Cette bijection est donnée par (i, j) — o, ; avec o j(t) =
ti—t;jeCsit=3, . t;E, €t Dans ce cas, la décomposition (1.1.a) est donnée par

g= tC"B( C—D CEi,j)a
(6.7) ij
c’est-a-dire go = t et go,; = CE;; (qui est donc de dimension 1).

Enfin, W est engendré par R comme semi-groupe. On peut identifier 'application
nulle ¢ — 0 € W aux couples (4,7) = (4, j) etc d’éléments de I? non distincts. Donnons
maintenant un exemple d’élément de Fo)V. On a p = oy + azs € FR)WV, c'est-a-
dire que p(t) = (t; — t2) + (t3 — t4). Remarquez que I'écriture n’est pas unique car
p=aia+ Q34 = Q14+ 32, mais aussi que 'on peut diminuer le poids par exemple
avec iy o + Qg3 = Qi1 3 et Q1o+ Qo3+ Q34 =014 =013+ Q32+ Qoy etc.

1.1.2. Algébre enveloppante. Notons Ug l'algébre enveloppante de 'algébre
de Lie g.

PROPOSITION 1.1.5. On a une décomposition naturelle

Ug = (‘B Ug,
peW
graduée par le réseau VW, compatible avec la graduation de g via l'inclusion g — Ug,
c’est-a-dire que l'on a g, = (Ug)a pour tout a € R U {0}.

On notera abusivement g, = (Ug), pour tout p e W.

DEMONSTRATION. On part de la décomposition (1.1.a) de g et on considére
(x1,...,2,) une base graduée de g. On fixe un ordre arbitraire sur cette base. On
dira qu’'un monéme (x;,...,x;, ) est canonique si z;; < --- < x;,. Sit: g —
Ug désigne I'application canonique, alors on étend ¢ aux mondémes canoniques par
t((ziy, . xiy)) = t(myy) - - (). Le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt nous donne
alors que l'application ¢ est injective sur I’ensemble des mondémes canoniques et que
son image est une base de Ug.

Alors on déduit le résultat du lemme suivant que ’on montre par récurrence :

LEMME 1.1.6. Si z; € go, < Ug pour un certain o; € R U {0}, alors
adg(zy - o) = (aq(t) + - + ag(t))(z1 - xy), VEet,
c’est-a-dire x1 - - - x € Ug, avec p = aq + - -+ + .

O

1.1.3. Complétion de 1’algébre enveloppante. Notons Fj le foncteur oubli
de la catégorie Rep,(g) des représentations de dimension finie de I'algébre de Lie g
vers la catégorie des C-espaces vectoriels de dimension finie. De méme, notons Fg
le foncteur oubli de la catégorie Rep;(G) des représentations de dimension finie du
groupe algébrique (j’\ vers la catégorie des C-espaces vectoriels de dimension finie.

On note alors Ug = End(F}) l'algébre des endomorphismes du foncteur d’ou-
bli F, et Ug = End(Fy) l'algébre des endomorphismes du foncteur d’oubli Fg.

Concrétement, un élément de [/J\g est donc une collection (0,) jerep +(g) de morphismes
©, € End(V,) pour toute représentation p : g — End(V,) compatibles dans le sens ol
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si p' est une autre représentation de dimension finie de g et si 7' € Hom(V,,V,/) est
un morphisme de représentation !, alors on a

(")p/OT:TO@p.

Des considérations de théorie des catégories nous donne alors la

PROPOSITION 1.1.7. L’algebre [/IE; = End(Fj) est canoniquement isomorphe a la
complétion profinie de 'algebre enveloppante Ug.

On rappelle que la complétion profinie d’une algébre A est la limite cofiltrante sur
toutes les algébres quotient A/I de dimension finie.

DEMONSTRATION. On utilise le fait que le foncteur Fj est pro-représentable par
la collection des algébres quotient de dimension finie Ug/I, dans le sens ou
Fy(M) = limHom(Ug/I, M).
I
On en déduit alors immédiatement les bijections naturelles
Hom(Fy, Fy) ~ limHom(Ug/I, Fy) ~ limUg/I,
I I
ou la seconde bijection est due au lemme de Yoneda.
OJ
Notons maintenant G un revétement universel de G. On a donc G ~ CNJ/D pour
un certain sous-groupe D de G discret et central.

PROPOSITION 1.1.8. On a une équivalence de catégorie Rep,(g) ~ Repf(é) De
plus, Rep;(G) est la sous-catégorie (pleine) de Rep;(G) sur laquelle D = G agit
trivialement.

PROPOSITION 1.1.9. 1l emste trois applzcatzons naturelles injectives Ug — Ug,

G — Ug et G — Ug ot Ug , Tesp. Ug , désigne l’ensemble des éléments inver-
sibles de Ug, resp. Ug. De plus, on a le diagramme commutatif

G—TUg

|

G—=Tg"
ot les applications verticales sont le passage au quotient par ['action naturelle de

DcCd.

DEMONSTRATION. La définition des applications est classique. Pour le caractére
injectif, on pourra se référer au lemme 4.1 de [BTL13] p.10 par exemple. O

REMARQUE 1.1.10. La version de Ug dans [BTL13] est donc notre version Ug.
On a introduit I'algebre End(Fy) pour étre plus cohérent avec la notation standard
de la complétion profinie de I’algébre Ug (voir proposition 1.1.7).

Notons .
Ug, = {re Ug:Vt et ad(r) = p(t) - o}
et
Ug, = {x e Ug: Vt e t,ady(x) = p(t) - }.

1. On a donc p'y oT = T opx pour tout X € g par définition d’un morphisme de représentations.
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Alors on en déduit immédiatement deux applications

[[Us,—Ug et []Us,— Ts.
peW peW
1.1.4. Structure d’algébre de Hopf topologique. [’algébre enveloppante Ug
est munie d’une structure d’algébre de Hopf induite par la structure de Hopf de I’al-
geébre tensorielle. De plus, ses éléments primitifs sont les éléments de g. Voir par
exemple [CP94| exemple 4.1.8. On n peut étendre cette structure en une structure
d’algébre de Hopf topologlque sur Ug et Ug telle que g soit aussi I ensemble des élé-
ments primitifs de Ug De meéme, on a une inclusion canonique G — Ug et ’ensemble
des éléments de type groupe de Ug est bien égal & G. De maniére analogue, I’ensemble
des éléments de type groupe de Ug est égal & G.
L’ensemble W est muni d’une application naturelle d’évaluation dans C pour
I’élément A € b :
W ev A
Elle est donné par I’évaluation partielle a droite en A € h de I'accouplement

Weh—h"eh— C.

Cette application ev4 a un role essentiel dans le phénoméne de Stokes comme remar-
qué par P. Boalch dans [Boa02|.

REMARQUE 1.1.11. L’'image du réseau W par 'application ev 4 précédente dans
C est le Z-module engendré par les valeurs propres de ad4 € End(g). On rappelle que
si A € b diagonalisable de valeurs propres les a; (i € I), alors ad4 est diagonalisable
de valeurs propres les a; — a; pour tout ¢, j € I. En particulier, le noyau ker(ad,) est
de dimension au moins #1 car h < ker(ad,). Dans le cas générique, les morphismes
W < W 5 C sont injectifs et bijectifs.

1.2. Représentations de graphe

1.2.1. Représentations de carquois. Soit = un carquois, aussi appelé un graphe
orienté. On rappelle que cela est équivalent a la donnée d’un ensemble de sommets
&, d’'un ensemble d’arrétes o/ et de deux applications, dite d’origine h : &/ — &
et d’extrémité t : &/ — & dans les sommets origine et extrémité de chaque arréte.
Remarquez qu’a priori I'application produit h x t : &/ — # x . n’a pas de raison
d’étre injective. Si c’est cependant le cas, alors on dit que le carquois = ne contient
pas d’arréte double. Si Z = (&, .o, h,t), 2/ = (', & b/ ') sont deux carquois, un
morphisme de carquois = — Z' est la donnée de deux applications f : & — #' et
g: o — o tels que les deux diagrammes suivants commutent :

o4 54 4 54

o’ ¥ I’ o’ t’ g’
Une représentation complexe p (de dimension finie) du carquois = est la don-
née d'un C-espace vectoriel (de dimension finie) V' = @,_,V;, gradué par l'en-
semble des sommets .# et d’un ensemble d’applications linéaires p = (pg)acr €

@ ey Hom(Viay, Vi) pour toute arréte a € o7. On peut bien stir définir des mor-
phismes de représentation d’un carquois =. Si p et p’ sont deux tels représentations,
alors un morphisme f : p — p’ est une collection de morphismes f; : V; — V/ pour
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tout sommet ¢ € . de = tels que les diagrammes suivants commutent pour toute
arréte a € &7 :

I
Vh(a) Vf;(a)
Pa \ Pa
Vi) Via
Jt(a) @

REMARQUE 1.2.1. On peut voir aussi un carquois comme une catégorie ou les
objets sont les sommets .# et les arrétes sont les morphismes ot l'on ajoute les
morphismes identités en chaque sommet. Dans cette formulation, une représentation
de carquois est donc un foncteur covariant de la catégorie des carquois vers la catégorie
des C-espaces vectoriels (de dimension finie). Un morphisme de représentations est
alors une transformation naturelle entre les foncteurs covariants. Cette formulation
d’un carquois comme une catégorie permet de définir I'algébre des chemins, comme
nous le verrons plus tard.

Une sous-représentation V' d’une représentation V du carquois = est la donnée
d’un sous-espace vectoriel V' #-gradué préservé par les applications linéaires, c’est-
a-dire tel que pa(V,;(a)) c Vt’(a) pour toute arréte a € /. Une représentation est
irréductible si elle n’admet pas de sous-représentation propre non triviale.

Donnons nous maintenant un C-espace vectoriel .#-gradué V. Alors on peut consi-
dérer ensemble Rep(Z, V') des représentations du carquois = sur V', ¢’est-a-dire

Rep(Z,V) = O Hom(Via), Vi(a))-

aed

1.2.2. Quelques représentations particuliéres. On considére les deux car-
quois de la figure 1.

FIGURE 1. Carquois Z(1,1) et =Z(m,n)

ou en vert sont dessinés les boucles, en bleu les arrétes allant d’un sommet de la
partie gauche vers la partie droite et inversement pour les arrétes rouges. On notera
=11 le carquois de gauche et =, ,, le carquois de droite o m désigne le nombre de
sommets de la partie gauche et n celui de la partie droite.

On considérera souvent dans la suite des représentations du carquois =;; de la
forme suivante : V =V, @ V; est un C-espace vectoriel de dimension finie bigradué
et quatre applications linéaires

AeEnd(V,), BeEnd(Vy), CeHom(V,,V;), DeHom(VyV,).
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On choisit deux tores maximaux 7, et T; de GL(V,) et GL(V;) d’algébre de Lie ¢, et
t, respectivement. On considérera souvent des représentations spéciales de ce carquois
vérifiant A € t; et B e t,.

Notons alors (a;)ier et (b;)jes les valeurs propres de A et B respectivement et
notons m et n leur nombre respectif. On a donc m = #I et n = #.J. Notons aussi
Vo=@, Viet Vo= @jeJ V; les décompositions en espaces propres induites par A et
B. Alors il est clair que la représentation précédente du carquois = ; est équivalente
a une représentation du carquois =, ,, avec les applications linéaires pour les boucles
les a; € End(V;) et b; € End(V}) pour tout i € [ et j € J. Cette formulation est un peu
plus intrinséque car I’on a pas besoin de choisir deux tores maximaux. En effet, il suffit
de considérer le sous-ensemble des représentations de =, ,, sur @,.; Vi ® P s Vi tels
que 'application linéaire correspondant & la boucle du sommet k soit dans le centre
du groupe End(V}) pour tout sommet k € .&.

Une telle représentation du carquois =, ,, est équivalente a une représentation du
carquois ci-dessous (le carquois =,,,, sans les boucles vertes) plus deux familles de
nombres complexes (a;)ier et (bj);es de nombres deux a deux distincts dans chaque
famille, c’est-a-dire

a; # aj pour tout ¢ # k éléments de I et b; # b, pour tout j # [ éléments de J.

e

Dans la suite, on verra que les représentations qui apparaissent sont souvent des
représentations des carquois = ; et =,,, du type spécial considéré ci-dessus mais les
éléments A et B auront le role de données et donc seront fixés.

1.2.3. Représentations et représentations inversibles de graphe. On suit
maintenant la présentation de [Boal3| §3 et §5.2.

Soit un graphe I'. Lorsque I'on parlera de graphe, il sera toujours sous-entendu que
le graphe est non orienté. S'il est orienté, on parle de carquois. A partir du graphe T,
on lui associé son double I qui est un carquois possédant le méme ensemble de sommet
que I et tel que pour toute arrétes (i,5) de I, le carquois I admette exactement deux
arrétes orientés i — j et j — 1.

DEFINITION 1.2.2. On appellera représentation du graphe I' tout représentation
de son double I'.

Lorsque I'on parlera de représentation du graphe I', on parlera toujours de la
représentation ci-dessus, c’est-a-dire une représentation de son double, et ce méme si
le graphe admet une structure de carquois sous-jacente.

Considérons maintenant un graphe complet k-parti I'. Son ensemble de sommets
4 est donc une union disjointe . = Ujerj et il contient une arréte entre deux
sommets si et seulement s’ils appartiennent a deux parties distinctes.

On sera particuliérement intéressé par le cas k = 2 (graphe biparti) qui corres-
pondra a une connexion de type 2+ 1+ --- + 1.

DEFINITION 1.2.3. Un ordre sur un graphe complet k-parti I' de sommets .# est
la donnée :
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(1) d’un ordre total de ses parties (que nous noterons alors .7, ..., %),
(2) d’un ordre total des sommets au sein de chaque partie .%;.

On parlera d'un graphe ordonné pour tout graphe complet k-parti muni d’un ordre.

En prenant I'ordre lexicographique, un ordre sur I' induit un ordre total sur les
sommets du graphe I'. De plus, on peut définir une orientation de I' & partir de 'ordre
sur les parties en posant ¢ — j si ¢ > j par exemple.

Dans le cas particulier d’un graphe biparti, un ordre sur I' est donc équivalent a
un ordre sur chacune de ses parties et au choix d’une des deux parties (par exemple
celle que 'on considére comme la plus petite).

Donnons nous maintenant un graphe complet k-parti I' muni d’un ordre et un
C-espace vectoriel Z-gradué V. On peut définir 'ensemble des représentations inver-
sibles Rep*(I', V') du graphe ordonné I' sur V' comme un sous-ensemble des représenta-
tions Rep(I", V) du graphe I" sur V' de la maniére suivante : on note K" = [ [,. , GL(V}),
G = GL(V) et les deux Borel par blocs

B, =K x || Hom(V;,V;)) B_ =K x | [ Hom(V},V}),
ivje‘] i,jeﬂ
i<j i>j

ainsi que leur variante unipotente

Uy = {1} x [ [ Hom(V;, Vi) U- = {1} x [ [ Hom(V}, Vi),
i,j€.5 i,jeS
1<j 1>7
qui sont tous les quatre des sous-groupes de G. Soit (v; ;) € Rep(I', V') une représen-
tation du graphe I'. On pose les deux éléments

v+:1+2vmeU+ et v_=1+2vmeU_,
i<j i>j
de GL(V) ot v; ; € Hom(V}, V;) est non nul si i et j sont dans la méme partie de 7.

Alors on pose Rep*(I', V) 'ensemble des représentations telles que v_v, appartiennent
a la grosse cellule B, B_ = U, HU_ de G, c¢’est-a-dire

Rep*(I', V) := {(v;;) : v_vy € By B_}.

Comme expliqué dans la démonstration de la proposition 5.3 p.20 dans [Boal3|,
cela correspond a la non annulation de tous les mineurs A; de v_v, correspondant
au sous-espace vectoriel @jzz‘ Vi de V.

La proposition 5.3 p.20 de [Boal3| montre que les représentations inversibles du
graphe I' correspond & certains espaces de données de Stokes. I’ensemble Rep*(I", V)
est un ouvert dense du C-espace vectoriel de dimension finie Rep(I', V). De plus, le
groupe K agit naturellement sur Rep*(T', V).

Considérons le cas particulier ou k = 2 c’est-a-dire ou le graphe I' est un graphe
complet biparti de sommets .¥ = %, U #;. Alors pour tout i € %, et tout j € S,
on notera u] := v;; € Hom(V;,V}) et v} := v;; € Hom(V},V;). La représentation

(ul, U;-)(iyj)e Jox.7, €st donc inversible si et seulement si

a) pour tout [ € .#,, 'application

<5Z~,j + Z viuk ceEndl @ V)

ke s >{¢,je,ﬂ0:z’<l et j<i} {me o :m<l}

est inversible,
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b) pour tout [ € &, 'application

;. + Z uﬁﬂvf eEndl P Vn)

ke.7 (i,jes i<l et j<i} {me /1 :m<l}
est inversible.

REMARQUE 1.2.4. Pour chaque ordre sur les ensembles de noeuds % et .#;, on
obtient & priori un ouvert différent de Rep(I", V'). On peut cependant montrer que pour

deux choix différents, on obtient toujours un ouvert isomorphe. On pourra consulter
[Boal3| théoréme 5.10 p.23.

1.3. Systéme gradué et systéme local de Stokes

On peut résumer la section qui va suivre par la figure 2 suivante.

{systeme local de ~ {systéme gradué ~ y
Stokes avec repére } avec repere} {données de Stokes}
oubli l oubli oubli
{systeme local de Stokes} SN {systéme gradué} = . {donnée de Stokes a
conjugaison preés}
o+

aaaaNaNNy
ANSANNANY

70007
7
707
A e S AIAIIAIAS
GG v
(V2 7200000
A o d
rr07 sr77777)
7207
7007
720
7007
7007
Z

FIGURE 2. Résumé des équivalences de catégories de la section 1.3

Les blocs en bleu clair correspondent a des catégories. Le symbole équivalent
~ signifie que 'on a une équivalence de catégorie. Les trois dessins sur la derniére
ligne représentent la base (complémentaire des parties grises) sur laquelle habitent les
éléments des catégories au-dessus. Ces éléments sont en général des systémes locaux
sur cette base avec des conditions de compatibilités. Dans le cas le plus a gauche,
on trouve comme base le plan C privé de divers points. Pour le cas du milieu, on
trouve un anneau et pour le cas le plus a droite, on trouve tout le plan complexe
C (ou uniquement le point orange si I'on préfére, mais cela est équivalent). Le point
en orange donne la position que doivent avoir les points de base ou sont définis les
repéres.
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1.3.1. Systéme gradué. On introduit ici la notion de systéme gradué. Cette
donnée géométrique permet, d’encoder assez naturellement le comportement des mi-
crosolutions d’une connexion fuchsienne (voir proposition 3.1.2). Lorsque la connexion
fuchsienne vérifie des conditions génériques, les microsolutions correspondent a des
solutions spéciales, de type solution de co-Floquet, de cette connexion. Elle permet
aussi d’encoder le comportement d’une connexion méromorphe avec des poles du type
2(0) + 1(o0) sur la sphére de Riemann P! (voir les propositions 1.4.1 et 1.3.11).

On considére les données suivantes :

un anneau >,
un ensemble d’indice I de cardinal fini n muni d’un ordre total <,
un ensemble d’entiers non nuls (p;)icr € (N*)! indicé par I,

une paire (non ordonnée) de deux ouverts X, et ¥, de X, connexes, sim-
plement connexes tels qu'on a un recouvrement ¥, U Xy = X et tels que
Iintersection ¥, N X; admet deux composantes connexes X" et ¥7. On a
donc Xy n Xy =Xt U X,

FIGURE 3. Représentation de 'anneau X avec X, en rouge et X4 en bleu.

DEFINITION 1.3.1. Pour les données précédentes, on définit un systeme gradué
comme

(1) un systéme local £ de rang >,._; p; sur X,

(2) deux graduations ordonnées
Lls, =@ Lilg) et Lin, =D Li(d),
el i€l

par des sous-systémes locaux L;(g), £;(d) de rang u; pour tout i € I tels que sur 3*,

on a
Li(9)ls+ € D Lr(d) 5+
k<i
et sur X7, on a
Li(9)ls- < D Li(d) -
i<k

On peut reformuler la condition sur les graduations comme le fait que les appli-
cations

Li(g)lgs — @je[ Lj(d)|ge —— Li(d)]s+
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sont nulles sur X% pour ¢ > k et sur ¥~ pour i < k.

REMARQUE 1.3.2. Un cas particulier intéressant est lorsque ’on choisit les entiers
1; tous égaux a 1. Dans ce cas, le systéme local £ est de rang exactement n alors
qu’en général on a rang(L) > n pour les autres choix de (u;)i;. Nous verrons plus
tard que le cas des pu; tous égaux a 1 correspond a une connexion irréguliére

d—(é+§>dg

& ¢
ai
sur un fibré trivial sur P! avec un type irrégulier A = . a valeurs propres
Qp,
ai,...,a, deux a deux distinctes. LL’ensemble I correspond toujours a I’ensemble des

valeurs propres de A et les u; correspondent a la multiplicité d’une des valeurs propres
de A dans le cas général.

REMARQUE 1.3.3. On définira au §1.3.4 une version avec repeére de cette définition.
Ici le role des parties gauche et droite est symétrique c’est-a-dire que X s’écrit comme
une union non ordonnée X, U X4. Ce ne sera plus le cas pour la version avec repére
ou l'on rompt la symétrie (la partie X~ jouera un réle différent de la partie X7).

1.3.2. Systéme local de Stokes. On fait ici quelques rappels de la théorie des
matrices de Stokes. Voir [BJL79| pour la présentation originelle du cas du groupe
linéaire ou [Boa02| §2 qui traite le cas d’un groupe complexe réductif général. Les
matrices de Stokes en un pole b sont les invariants qui caractérisent localement les
connexions irréguliéres a transformation de jauge méromorphe prés. On peut donner
une version géométrique de ces invariants comme dans [MR91b| ou [LR94|. Nous
suivrons la présentation de [Boal4| §7 et §8, qui donne une version géométrique
analogue & celle de M. Loday-Richaud et globale de ces invariants.

On fixe le groupe algébrique G = GL,(C) et soit 7' un tore maximal de G. On
notera g et t les algébres de Lie respectives de G et T'. Une courbe irréguliére est
un triplet (X, (b1, ,bg), (Q1, -+ ,Qk)) (kK € N) o ¥ est une courbe algébrique
compacte, {b1,--- , by} est un ensemble de points marqués b; de X et @; est un type
irrégulier en chaque point marqué b;. La donnée d'un type irrégulier (non ramifié) @),
en b; est un germe méromorphe en b; de la forme

Qj = A_: 4+ -4 é
x x
avec Ajet, r = 0 et x est une coordonnée locale de X s’annulant en b;.

On considére une courbe irréguliére donnée par la courbe algébrique ¥ = P, les
points marqués (0,0) et les types irréguliers (Qo, Q) avec Qg = —A/E et Qyp = 0,
ou ¢ : P! — {oo} — C désigne la coordonnée usuelle de P! a distance finie. On pose
K < @ le stabilisateur de A € t sous 'action adjointe, c’est-a-dire

K ={geG:Ad,(A) = A,

et H le tore minimal de K inclus dans 7. On a donc les inclusions H <€ T < K.
Notons h I'algébre de Lie de H. On peut montrer que 'ona Ae h < t.

REMARQUE 1.3.4. On peut montrer que le tore H correspond au tore exponentiel
de Ramis défini par exemple dans [LR94]| définition I11.3.3 p.893. Voir sinon [MR91b|
p-380 pour la définition originelle et p.384 pour les conditions de Stokes.
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On peut alors en déduire un certain nombre d’éléments. Pour une présentation
géométrique de la théorie générale, voir [Boal4| §7-8. Notre situation étant substan-
tiellement plus simple (on a un pole simple a 'infini), on pourra procéder comme suit.
On pose :

— ¥ — P! — {00} I'éclaté réel orienté de P — {o0} en 0, c’est-a-dire que la fibre
spéciale 0y (isomorphe & un cercle) en 0 paramétrise les demi-droites réelles
orientées sur le plan complexe issues de 0,

— A € 0y I'ensemble des directions singuliéres 2, ¢’est-a-dire I’ensemble des direc-
tions d’angle arg(a; — a;) pour tout i # j,

— Hc S un petit ® voisinage de la fibre spéciale dy € S en 0,

— I ={ay, - ,a,} ensemble des valeurs propres de A,

— u; la multiplicité de la Vale/l\ll“ propre a; de A pour tout i € I.

Ensuite, on pose 3, la surface . privé des points e(d) pour tout d € A, ou e(d) est

un point de H intérieur a S dans la direction d.

o -~

Q

S~ _o--7
FIGURE 4. Représentation du domaine 5

Enfin, on pose Stoy (d € A) le groupe de Stokes déterminé par le type irrégulier
Qo = —A/¢ dans la direction d. 11 est défini de la maniére suivante. On note R en-
semble des racines de g associé au tore T' (voir les rappels de sa définition section 1.1
chapitre 1). On note R(d) le sous-ensemble des racines « supportées par la direction
d, c’est-a-~dire telles que a(A) € C* appartient & la demi-droite issue de 0 de direction

d. Alors on note
= gt S (C—B o)
aER

la décomposition canonique associée, o gt est le centralisateur de t dans g et g, est
I'espace de racine associé a la racine .. Pour toute racine «, on note alors U, = exp(ga.)
le sous-groupe unipotent associé a g,. Alors on pose le sous-groupe de Stokes dans la
direction d

Stog == Uy, Uy, -+ Uy, < G,
ou R(d) = {ay,- -+ ,ax} pour un ordre quelconque sur R(d). Le sous-groupe unipotent
ainsi défini ne dépend pas de 'ordre (voir |[Boa02| définition 2.3 et lemme 2.4 p.1134).

REMARQUE 1.3.5. L’importance du role de ’ensemble des racines dans le phéno-
méne de Stokes a été découvert par P. Boalch dans [Boa02].

REMARQUE 1.3.6. On aurait pu considérer I’ensemble des racines Ry de g associé
au tore H et de méme le sous-ensemble Ry (d) des racines supportées par la direction

2. On appelle aussi A I’ensemble des directions anti-Stokes dans la terminologie de [LR94].

3. Précisément, on prend H suffisamment petit pour que le complémentaire de H dans 3 contienne
toujours un voisinage de 'infini.
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d. Dans ce cas, on aurait eu Ry(d) de cardinal 1 exactement et I'espace de racines
associé & a € Ry(d) non nul de dimension > 1, alors que dans le cas du tore T, on a
que le cardinal de R(d) est = 1 en général mais dim(g,) = 1.

REMARQUE 1.3.7. Comme conséquence de la définition, les groupes de Stokes
Stog sont normalisés par le groupe K, car tous les groupes U, sont normalisés par K.

DEFINITION 1.3.8. Pour la donnée de la courbe irréguliére précédente, on définit
un systéeme local de Stokes comme

(1) un systéme local £ de rang .., p1; sur 5,
(2) une graduation de £ sur H,
Lig = C—D L;
el
par des sous-systémes locaux £; de rang pu;,

tels que pour tout point p € H, la monodromie locale m, 4 € Aut(L,) autour de e(d)
(d € A) s’identifie & un élément de Stog < GL,(C) pour un repére £, ~ @;e;CH
quelconque de la fibre de £ en p.

-0 ---

. H
Q

/ P \\
S
\ 'Yp7d !

FIGURE 5. Monodromie locale dans la direction d

REMARQUE 1.3.9. Comme L est un systéme local, la monodromie le long de v, 4
ne dépend que de la classe d’homotopie a extrémité fixe de 7, 4.

REMARQUE 1.3.10. La condition Mat,(m,4) € Stog ne dépend pas du repére
¢ L, = @;e;CH choisi. En effet, si p1 et ¢y sont deux repéres de L, c’est-a-dire
deux isomorphismes gradués ¢y, : £, — @;c;CH, on note ¥ = ;" o ¢ qui est un
élément de K. Alors on a

%0_1 ) Mat% (mp,d) Y= Mat@z (mnd)'
Comme K normalise Stog, on a Mat,, (m,, 4) € Stoq si et seulement si Mat,, (m,,.4) €
StOd.

1.3.3. Systéme gradué associé a un systéme local de Stokes. On a une
équivalence algébrique entre les systémes locaux de Stokes et les systémes gradués
(voir la proposition 1.3.13). C’est une variante géométrique de I’équivalence entre
facteurs de Stokes et multiplicateurs de Stokes dans ce cadre. Le point central est le
lemme 2 p.74-75 de [BJL79] lemme 2 p.74-75 qui est un cas particulier d’un résultat
de E. Borel (sections 14-5 & 14-8 de [Bor91]). Le cas d’un groupe complexe réductif
général a été ensuite développé par P. Boalch dans [Boa02|.

On dira qu’une direction d d’angle n est admissible si elle est non singuliére, c’est-
a-dire si pour tout ¢ # j, on a arg(a; —a;) # n (mod 27). De méme, on parlera d’angle
admissible pour tout angle n € R d’une direction admissible.
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PROPOSITION 1.3.11. Pour tout choiz d’une direction admaissible, on peut associer
a tout systéeme local de Stokes un systéeme gradué.

DEMONSTRATION. Prenons un systéme local de Stokes £ défini sur la courbe
irréguliere (X := P! (0,0),(Qq := —A/¢, Qo = 0)). Alors on pose ¥ = S—H, oo H
désigne 'adhérence de H. On choisit une direction admissible d pour la famille (a;)ie;.
On pose I = {ay, - ,a,} muni de ordre donné par

a; —aj

(1.3.2) a; <qa;si e @79/ tend vers 0 quand € — 0 dans la direction 7 + 7/2.
Cela correspond & S(a; ™) > S(aje™) on n désigne un angle de la direction d. On
note Cy la demi-droite issue de 0 et de direction d (angle 1), que I'on identifie & un
sous-ensemble de X'. De méme, on note C_,; la demi-droite issue de 0 et de direction
—d (angle n + 7), que l'on identifie & un sous-ensemble de 3'. On pose ¥} := X' — Cy
et Eél =2 — C_d.

Alors le systeme gradué £’ défini pour les données X', I, (p1)icr, 2, Xy est égal a
L' = L|s. La graduation de £'|5,, est donnée par le prolongement de la graduation de
Ly le long de C_,; et celle de L'y, est donnée par le prolongement de la graduation
de L|g le long de Cy.

Le systéme local £’ est bien un systéme gradué. En effet, on a le

LEMME 1.3.12 (|BJL79]| équation (4.14) et lemme 2 p.74-75 ou [Boa02| lemme
2.4 p.1134). Notons A 4 lintersection de A avec le segment ouwvert |n,n+n[ et A_ 4
Uintersection de A avec le segment ouvert |n — m,n[. Notons Uy les sous-groupes
unipotents supérieurs et inférieurs par blocs de GL(@,.; C*) donné par lordre >4
sur 1.

Alors on a

1_[ StOd/ = U+ et H StOd/ =U_

d'ehy g d'eA_ 4

ot le produit est pris dans un ordre quelconque.

FIGURE 6. Ensembles A, ; et A_,

Alors 'application
Li(d) — @D Li(9) — L;(9)

kel

est bien l'application nulle sur ¥* pour a; >4 a;, car elle correspond a
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prol,, (pfOlyg.v.vdfl prol,

Li(d) - L; > Dier L L; e Li(g).

\/

FIGURE 7. Chemins 74 et v,

O

Réciproquement, on peut associer a tout systéme gradué, un systéme local de
Stokes. En effet, si £ est un systéme gradué défini sur les données X', I, (11;)ier, £,
Y4, on choisit une matrice A diagonale a valeurs propres (a;);e; de multiplicité (u;)es-
Alors on peut considérer la données d’une courbe irréguliére (X := P!, (0, 0), (Qq :=
—A/¢,Qu = 0)). La courbe 3 construite a partir de la courbe irréguliére précédente
est isomorphe topologiquement a Y'. Quitte a changer d’isomorphisme ¥/ ~ f], on
peut supposer qu’aucun des points a; — a; n’appartiennent & 3 A X, = (Xg—X,) U
(X, — X4) via cet isomorphisme. Dans la suite, on identifiera ¥’ a S avec ce choix
d’isomorphisme. Alors il existe une direction admissible d telle que d € X; — X, et
—de€ Zg — Ed.

On construit alors le systéme local de Stokes £ associé & L' de la maniére suivante.
On pose L|s_ g = L'|sy_g- On construit le systéme gradué Lig = @, L; égal a
@i Li(d) sur Hn X4 et a @, Li(g) sur Hn X, Sur Hn X7, on identifie £](d) a
L!(g) via I'application

el

prol_ +
Li(d) — D Lilg) — Lilg)
jel
o 7" désigne un chemin issu de ¥, finissant dans ¥, et a valeurs dans ¥’ — X7. De
méme, sur H n X7, on identifie £(g) & £}(d) via 'application

Li() "™ D £(d) — L)
jel
ol 7~ désigne un chemin issu de X, finissant dans ¥, et a valeurs dans ' — X7.
Reste a recoller L|s_g et Llg sur le bord intérieur de H. Notons 0, le bord
intérieur de H, c’est-a-dire la composante du bord de H contenue dans 'intérieur de
. Sur la composante connexe de 0;,,; contenant (X4 — X;) N 0ine, on identifie £; &
L(d) et sur la composante connexe de ;¢ contenant (X, — X4) N 0ine, on identifie £;
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a L!(g). Ces deux identifications sont compatibles (sur X n H) avec la définition de
L;.

Pour les autres composantes connexes de d;,;, on utilise le lemme 1.3.12 ci-dessus.
Les détails sont laissés au lecteur.

La fin du paragraphe étend 'association précédente en une équivalence de caté-
gorie. Elle peut étre passée en premiére lecture.

On peut étendre 'association de la proposition 1.3.11 précédente en un foncteur. Pour
cela, on choisit une courbe irréguliére comme en 1.3.2. On définit la catégorie des systémes
locaux de Stokes pour cette donnée de la maniére suivante :

(1) les objets sont les systémes locaux de Stokes sur la courbe irréguliére choisie.

(2) un morphisme de systémes locauz de Stokes est un morphisme de systémes locaux
f: L' — £? tel que la restriction de f a H est un morphisme de systémes locaux
gradués par I, c’est-a-dire que on a f|y(£}) S £? pour tout i € 1.

De méme, on choisit des données (X, I, (i)ier, Xq, Xq) vérifiant les conditions de la sec-
tion 1.3.1. On définit la catégorie des systémes gradués pour ces données de la maniére
suivante :

(1) les objets sont les systémes gradués sur (X, 1, (14)ier, Xg, Xd),

(2) un morphisme de systémes gradués est un morphisme de systémes locaux f : L1 —
L2 tel que les restrictions de f a ¥4 et >, sont des morphismes de systémes locaux
gradués par I, c’est-a-dire que l'on a

fls (Li(d) € L3(d) et fls,(Li(9)) S L3(9) pour tout i€ I.

On a vu dans la démonstration de la proposition 1.3.11 comment associer pour tout
choix d’une direction admissible d des données (X', I, (11i)ier, Xg, Xq) vérifiant les conditions
de la section 1.3.1 & toute courbe irréguliére ¥ comme en 1.3.2.

PRrROPOSITION 1.3.13. L’association de la proposition 1.3.11 est une équivalence de ca-
tégorie entre

(1) la catégorie des systémes locauz de Stokes définis sur la courbe irréguliere X,

(2) la catégorie des systémes gradués définis sur les données (X', 1, (1;)ier, Xq, Xa)-

DEMONSTRATION. 1l est immédiat que ’association de proposition 1.3.11 est un fonc-
teur. On a esquissé dans le paragraphe précédent comment construire un quasi-inverse. Il
faut adapter un peu la construction pour les données pour obtenir le quasi-inverse. Le fait
que l'on ait une équivalence de catégorie est laissé au lecteur.

O

1.3.4. Systémes locaux de Stokes et systémes gradués avec repére. On
donne ici les versions avec repeéres des systémes locaux de Stokes et des systémes gra-
dués. On montrera leur équivalence (proposition 1.3.20) étendant ainsi 1’équivalence
sans repére (proposition 1.3.13).

Introduire la notion de repére est essentiel pour la suite. En effet, on verra qu’un
systéme gradué avec repére est équivalent a isomorphisme prés & un triplet de ma-
trices, dit données de Stokes (proposition 1.3.24) alors que la version sans repére est
seulement équivalente a des triplets de matrices a conjugaison par le groupe K pres
(voir remarque 1.3.25). Cela permettra in fine d’exprimer les données de Stokes d’une
connexion irréguliére et pas seulement ses données de Stokes a conjugaison pres.

Soit Y une courbe irréguliére comme en 1.3.2 et soit £ un systéme gradué pour
cette donnée.

DEFINITION 1.3.14. Un repére de £ en un point p € H est la donnée d’'un isomor-

phisme gradué
@ (@ﬁz)p — C—DCMZ

iel iel
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On peut maintenant définir la catégorie des systémes locaux de Stokes avec repére.
Les données sont une courbe irréguliére > du type de celle de la section 1.3.2 et un
point p € H dans le halo. Les objets sont les systémes locaux de Stokes définis sur
cette courbe irréguliére > muni d’un repére en p. Un morphisme de systemes locauz
de Stokes avec repére est un morphisme de systémes locaux de Stokes f : L1 — £?
qui est compatible avec les repéres, c’est-a-dire que le diagramme

(@rer LDy~ (Bies £y

= ~ | .2
%)
@t l

C—Dz‘e] Cr

commute.

REMARQUE 1.3.15. On peut définir la catégorie des systéemes locaux de Stokes avec
repére pour les données de la méme courbe irréguliére et d’un autre point p’ € H. Alors,
de maniére analogue a 'influence du choix d’un point base pour la définition du groupe
fondamental, tout choix d’un chemin reliant p a p" définit un isomorphisme canonique
entre la catégorie des systémes locaux de Stokes avec repére pour les données (X, p)
et celle pour les données (X, p').

Soient maintenant (X', 1, (ti)ier, Xy, Xa) des données comme en 1.3.1 et soit L’
un systéme gradué pour ces données. On choisit un ordre sur la paire {¥,,3,}. Cela
est équivalent & choisir un des deux sous-ensembles X© ou X~. Dans la suite, on
choisira £*. Dans le cas avec repére, (X,, X;) est toujours considéré comme une paire
ordonnée.

DEFINITION 1.3.16. Un repére de L' est la donnée de deux isomorphismes gradués
pa: (DLD)y ~DC" et ¢, (DL9y ~DC"
iel el el el

pour pe ¥g—X, et p’ € ¥, — 3, compatibles dans le sens suivant. Notons £, A ¥, :=
(34— X,) U (X, — X4) Punion disjointe de X, et ,, et notons y* les chemins reliant
p a p’ avaleurs dans ©* U (3, AY,).

FIGURE 8. Chemins v et v~
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Alors la condition de compatibilité est que le diagramme avec v~

prol,y, , ,
(1.3.a) Li(d)y—= (Bres L1(9))y —= Li(9)y
@dl~ gagl~
CHi . CHi

commute.

REMARQUE 1.3.17. La notion de repére casse la symétrie intrinséque entre les
parties droite et gauche dans la définition d’un systéme gradué. C’est di au fait
que 'on choisit une partie a droite et une partie & gauche, et plus seulement une
décomposition de ¥ = ¥, U ¥ non ordonnée. Voir la remarque 1.3.3.

On peut alors définir la catégorie des systémes gradués avec repére. Les données
sont des données (X', 1, (11;)ier, Xg, Xq) comme dans la section 1.3.1 et deux points
pEXqg— X, et p e X, — X, Les objets sont les systémes gradués pour les données
(X', 1, (pi)ier, g, Xq), muni d’un repére en (p, p'). Les morphismes de systémes gradués
avec repére sont les morphismes de systémes gradués f : L' — £2? compatibles avec
les repéres !, ©? respectifs de L' et £2, c’est-a-dire que les diagrammes suivants :

(1L3D) (@i L)y 5 (@ L2)y  (Dig £40))y —2 (Biy L2(0)y

=~ 2 | ~ | .2
\ ‘Pdl \ lwg
P Pg
i i
D, C D, C

commutent.

REMARQUE 1.3.18. On a un isomorphisme canonique entre la catégorie des sys-
témes gradués sur (X, 1, (f;)ier, Xg, La) avec repére en (p,p’) et celle avec repére en
(¢,q') pour deux points g € ¥y —3, et ¢’ € X, —3,. En effet, comme dans la remarque
1.3.15, tout choix de deux chemins reliant p a ¢ et p’ & ¢/ définit un tel isomorphisme.
Cependant, comme ici les espaces Xg — X, et Xg — X; sont connexes et simplement
connexes, tous les choix de chemins reliant p 4 ¢ (ou p’ a ¢') sont homotopes a extré-
mités fixes et définissent donc le méme isomorphisme.

1.3.5. Equivalence dans le cas repéré. I’équivalence de la proposition 1.3.11
est aussi vrai dans le cadre enrichi avec repére. On fait le choix d’une direction ad-
missible d et on pose p' € Cy et p” € C_,;. On fait le choix de deux chemins v, et 74 &
valeurs dans H u (X, A X,) reliant p & p’ et p & p” respectivement, tels que le chemin
Vg Vd_l soit homotope dans H u (X, AX,;) au chemin reliant Cy & C_; dans H en
passant par dessous le trou central (voir la figure 9).

PROPOSITION 1.3.19. Pour les choix précédents d’une direction admissible d et
des chemins vy, et vq précédents, on peut associer a tout systeme local de Stokes avec
repére un systéme gradué avec repeére.

DEMONSTRATION. Pour l'extension de la proposition 1.3.11 entre un systéme
local de Stokes £ et un systéme gradué £, on prend pour repére de (P, ; £i(d)),
(P € ¥g—X,) et de (B,; Li(g))y (p" € g — L4) les prolongements du repére de L,
(p € H) le long des chemins v, et ~,.

On vérifie que 1'on a bien la compatibilité des repéres (diagramme 1.3.a) coté
systéme gradué grace a la propriété de la classe d’homotopie du chemin -, - 'yd’l dans
Hu (X, AX4) supposée. O
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FIGURE 9. Chemins v, et 74 pour la compatibilité avec v~ dans (1.3.a)

Méme la proposition 1.3.13 s’étend aux versions avec repére.

PROPOSITION 1.3.20. L’association de la proposition 1.3.19 est une équivalence
de catégorie entre

(1) la catégorie des systemes locauzr de Stokes avec repére définis sur la courbe
wrréguliere Y2 et le point de base p,

(2) la catégorie des systémes gradués avec repére définis sur les données
(2/7 Ia (Mz’)ie]; Zga Edap/ap”)'

DEMONSTRATION. Il est clair que I'association de la proposition 1.3.19 précédente
est un foncteur. Pour construire le quasi-inverse, on procéde comme pour la propo-
sition 1.3.13 en faisant attention de bien prolonger le repére. On peut par exemple
choisir le repére de droite du systéme gradué £’ en p’ et le prolonger en p € H. On
vérifie alors que ce repére vérifie bien les différentes compatibilités. Les détails sont
laissés aux lecteurs. ([l

1.3.6. Matrices de Stokes et systémes gradués avec repére. Dans ce pa-
ragraphe, nous allons considérer le cas particulier ot H = T est le tore maximal. On
a alors T' = K et u; = 1 pour tout ¢ € I. On peut facilement revenir au cas général
en remplacant la mention de T par K et en remplacant les sous-groupes unipotents
U, de Borel By etc par leur version par blocs (donnée par Paction adjointe de H).

Considérons ici un systéeme gradué £ muni d’un repére. Alors on peut définir deux
matrices u_ € U_, by € B, par

rol
L,—" 1,
D, C Tu_ Die; C
Pr017+
c, Ly
@ie] C T) @ie[ C

Comme le sous-groupe de Borel B, est égal au produit TU,, la donnée de la
matrice by est équivalente a la donnée de deux matrices (h,u;) € T x U, telles que
b+ - hu+.
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DEFINITION 1.3.21. On appelle 'espace U_ x U, x T l'espace des données de
Stokes. Pour un élément (u_,u,,h) dans 'espace des données de Stokes, on appellera
les matrices (u_,uy) les matrices de Stokes et h € T' la monodromie formelle.

Nous venons de montrer le fait élémentaire suivant :

PROPOSITION 1.3.22. On peut associer & tout systéme gradué avec repére des
données de Stokes (u_,uy,h)e U_x Uy xT.

REMARQUE 1.3.23. La terminologie de matrices de Stokes n’est pas anodine. En
effet, on verra dans la section 1.4.1 théoréme 1.4.1 qu’a une connexion irréguliére on
peut associer un systéme local de Stokes. Puis, en associant & ce systéme local de
Stokes un systéme gradué (proposition 1.3.11) puis des données de Stokes (& conju-
gaison prés), on retrouve I’association classique qui & une connexion irréguliére associe
ses matrices de Stokes et sa monodromie formelle. Voir [BJL79| théoréme 1 p.55 mais
aussi [Boa02]| définition 2.6 p.1135 (multiplicateurs de Stokes pour le cas d’un groupe
complexe réductif), ou [IMR91b| théoréme 5 p.356 (pour la définition des matrices
de Stokes grace a la multisommation), ou [LR94| définition 1.4.14 p.861 (en lien avec
les filtrations de Stokes).

PROPOSITION 1.3.24. On a une bijection entre les classes d’isomorphisme de sys-
temes gradués muni d’un repére et les données de Stokes.

DEMONSTRATION. La proposition est assez claire. Si deux systémes gradués avec
repéres sont isomorphes, alors de la propriété de commutation (1.3.b), on déduit
immédiatement qu’ils définissent les mémes matrices de Stokes. Réciproquement, si
deux systémes gradués définissent les mémes matrices de Stokes, alors les morphismes
(p7)towget (92) op, s’étendent en deux isomorphismes sur ¥4 et ¥, compatibles
sur l'intersection ¥4 N X, (grace a la compatibilité (1.3.a)). Ils se recollent donc en
un isomorphisme sur X.

O

REMARQUE 1.3.25. On peut considérer 'action qui vient du changement de repére
donnée par la conjugaison de T sur I'espace des données de Stokes par ¢+ (u_,u,,h) =
(tu_t=' tu,t=' h) pour tout t € T et tout (u_,u,,h) € U_ x U, x T (car ici comme
h est diagonale, on a tht™' = h). On peut aussi montrer la bijection entre I’ensemble
des classes d’isomorphisme de systémes gradués (sans choix de repére) et le quotient
(ensembliste) (U_ x Uy x T)/T de l'espace des données de Stokes par l'action par
conjugaison.

REMARQUE 1.3.26. On aurait pu définir une autre version avec repére pour les
systémes gradués. Cette version serait un seul isomorphisme gradué (a droite par
exemple) (D,.; Li(d)), — @,.; C pour un point p € ¥,;. On peut comparer cette
version avec celle que nous avons considérée dans la définition 1.3.16. Le lecteur se
convaincra sans mal que les classes d’isomorphismes de systémes gradués avec cette
version de repére est en bijection avec la donnée de deux matrices (b_,b,) € B, x B_
modulo 'action du tore T' donnée par ¢ - (b_,b,) = (t7'b_,tb,). En effet, une version
avec deux repéres en p et p’ sans la condition de compatibilité (1.3.a) correspond a
I’ensemble B_ x B, et I'oubli du repére a gauche correspond bien a ’action du tore
donnée.

Au niveau des classes d’isomorphismes, ces deux versions (version avec un repére
et la version de la définition 1.3.16) sont donc équivalentes. En effet, on peut définir
un morphisme

B_xBy, -U_xU;xT
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en associant a (b_, by ) le triplet (6(b_)~t0_, 8(b; )by, 5(b_)"16(by)), qui est clairement
surjectif, mais non injectif. C’est en fait un fibré principal de groupe T pour 'action
du tore T précédente donc elle donne une bijection entre les classes d’isomorphismes
pour les deux versions. On peut méme définir une équivalence de catégorie entre les
deux versions. Les détails sont laissés au lecteur.

Nous avons choisi la version de la définition 1.3.16 car on verra dans la section 3.2
que cette version sera plus pratique pour définir ’action induite par la transformée
de Laplace sur les systémes gradués.

1.4. Application de Riemann-Hilbert-Birkhoff

Soit V' un C-espace vectoriel de dimension finie, G = GL(V) et T'< G un tore
maximal de GG. Notons aussi t, g les algébres de Lie associées a T" et (G respectivement.

Dans cette section, on rappelle comment est définie ’application de Riemann-
Hilbert-Birkhoff. Cette derniére associe a une connexion irréguliére un systéme local
de Stokes. Dans cette thése, on s’intéressera uniquement au cas particulier ou la
connexion irréguliére est une connexion méromorphe de la forme

A R
voa- (@)
sur un fibré trivial V x P! — P! avec A € tet R € g avec R vérifiant une condition de
généricité (non résonance). Le systéme local de Stokes sera alors défini sur la courbe
irréguliére (P!, (0,0), (—A/z,0)).

En utilisant les résultats de la section 1.3.3 précédente, cela nous permettra d’as-
socier & la connexion V ci-dessus un systéme gradué pour tout choix d’une direction
admissible.

Dans la partie 1.4.2, on donnera aussi la version avec repére de I'application pré-
cédente.

1.4.1. Systéme local de Stokes associé & une connexion irréguliére. On
fixe pour toute la suite le choix du C-espace vectoriel de dimension finie V.
Pour simplifier la terminologie, on dira qu’une connexion V est irréguliére si elle

est méromorphe de la forme
A R
V=d- <—+—)d§,
SRS
sur le fibré trivial V' x P! — P! avec A € t et R € g. Notons K la centralisateur de
A pour 'action adjointe, c¢’est-a-dire

K ={geG:Ad,(A) = A},

£ son algebre de Lie et 0 : g — € I'application donnant la partie diagonale par blocs.
De plus, on dira que la connexion irréguliére V est non résonante si I'endomorphisme
d(R) € ¢ est non résonant, c’est-a-dire si 'endomorphisme adsz) € End() n’admet
pas de valeur propre entiére non nulle. L’ensemble des connexions irréguliéres non
résonante forme une sous-catégorie pleine de la catégorie des fibrés holomorphes a
connexions méromorphes avec pole dans {0, o0} sur la courbe P*.

Notons X la courbe irréguliére donnée par la surface de Riemann P!, les points
marqués 0 et o0 et les types irréguliers associés Qo = —A/E et Qn = 0.

THEOREME 1.4.1. Il existe une application naturelle qui a une connexion irrégu-
liere non résonante associe un systéeme local de Stokes sur 3.

On appellera cette application 'application de Riemann-Hilbert-Birkhoff.
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REMARQUE 1.4.2. Lorsque le type irrégulier A est a valeurs propres deux a deux
distinctes, c’est-a-dire A € t,., le sous-ensemble régulier de la sous-algébre de Cartan
tS g,onal = K et la condition de résonance est vide.

DEMONSTRATION. Prenons une connexion irréguliére V = d — (52 %) d¢ pour
les données précédentes. Il est clair que ces données déterminent uniquement la courbe
irréguliére Y. Pour définir le systéme local de Stokes £ sur X, on procéde comme
suit : on note X la courbe réelle associée a la courbe irréguliére ¥ comme dans la
section 1.3.2. La restriction L|s_p est égal au systéme local des solutions de V sur
>, — H. On fait ensuite le choix d’un représentant V de la classe d’isomorphisme
méromorphe formel de V en 0 sans phénoméne de Stokes et d’un isomorphisme formel
F € G(C[¢][¢7']) méromorphe en 0. Dans notre cas particulier, il existe un choix

canonique donné par
A A
V=d- ( ) d¢
SIS
o A = 6(R) € t désigne la partie diagonale par blocs de R et F e G(C[¢]) la

transformation de jauge formelle envoyant V sur V et vérifiant F (0) =1€G. Alors

on définit la restriction L|g comme le systéme local des solutions de V sur H na-
turellement gradué par les valeurs propres de A, noté I. C’est donc un K-systéme
local.

Soit s un secteur ouvert délimité par deux directions singuliéres consécutives et
S le secteur étendu de s (voir figure 10). Précisément, si 'on a s = {{ € C*, a0 <
arg(£) < (B}, alors on pose 5 := {{ € C* o — /2 < arg(§) <  + w/2}.

secteur s

secteur étendu s

FIGURE 10. Secteur délimité par deux directions singuliéres successives

Dans notre cas particulier d’'un poéle d’ordre 2 non ramifié, le théoréme de multi-
sommation 5 p.356 de [MR91b| s’énonce comme

THEOREME 1.4.3. La transformée de jauge formelle F est Borel-sommable sur le
secteur s, c’est-a-dire que la transformée de Borel-Laplace F, de F existe et définie
une fonction analytique sur le secteur étendu 3.

Le fait que F soit Borel-sommable sur le secteur s signifie concrétement les faits
suivants :

(1) La transformée de Borel F(z) := D k=0 FkZI;—Tl de la série F—F(0) = Ypeo Fi”
est convergente.
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(2) La somme ®(z) de la série de Borel F(z) se prolonge analytiquement sur le
secteur s et y est & croissance exponentielle au plus d’ordre 1 a l'infini, ¢’est-
a-dire qu’elle vérifie sur le secteur s une inégalité du type |®(2)| < C AVl
pour deux constantes A et C indépendantes de z € s.

(3) La somme de Borel-Laplace de F dans une direction d’angle # appartenant
au secteur s est donnée par l'intégrale de Laplace

el? oo
Fy:=¢— F(0) + J D(z) et dz,
0
et définie une fonction analytique sur le disque de Borel tangent en 0 donné
par A < (el /€) (équation du disque ouvert de diamétre le segment [0, el /A]).
Pour les différents 6 possibles, les fonctions Fjy se recollent en une fonction
analytique F; définie sur le secteur étendu s au voisinage de zéro.

Ici, comme la connexion V n’a pas d’autre pole que 0 a distance finie, on peut
méme montrer que 'on peut prendre A > 0 arbitrairement proche de 0 et donc que
la transformée de Borel-Laplace est définie sur tout le secteur étendu s.

La transformée de Borel-Laplace permet donc de définir canoniquement pour tout
secteur s comme précédemment une fonction analytique Fy € G(O(5)) a partir de
la transformation de jauge formelle F. On définit alors le systéeme local £ comme le
recollement de L|s p et Lig par les isomorphismes F; € G(O(3)) sur le secteur s
délimité par deux directions singuliéres consécutives. U

REMARQUE 1.4.4. La transformée de Borel est intimement liée a la transformée
de Fourier-Laplace. En effet, on rappelle que la transformée de Borel formelle est un
isomorphisme de 1’algébre différentielle (C[£], +, o, Zd%) vers lalgébre différentielle
(0 ® C[z], +, *, ze) ou * désigne le produit de convolution. Elle envoie aussi la mul-
tiplication par 1/ vers la dérivation 0, := %. En particulier, on peut étendre la
définition de la transformée de Borel formelle de Palgebre différentielle C[€][€7] vers
C[6™ k € N] ® C[z]. De plus, si 'on a ¢ = ¢!, la transformée de Borel formelle
envoie bien ¢ sur 0, et d; = —&20; sur —ze, ce qui est exactement la définition de la

transformée de Fourier-Laplace sur 'algébre de Weyl A; = C{(, 0¢)/(0¢:C — (O — 1).

REMARQUE 1.4.5. La transformée de Borel-Laplace F; de F admet la caractérisa-
tion suivante : Fj est 'unique * fonction holomorphe sur le secteur étendu 5 & valeurs
dans G telle que F§ soit asymptotique a Fen0 pour tout & € 5. On retrouve alors
la définition des matrices de Stokes définies & partir de solutions avec asymptotique
donnée (voir théoréme 1 p.55 de [BJLT79]).

1.4.2. Connexions irréguliéres avec repére et systémes locaux de Stokes
avec repére. On donne ici la version avec repére de la proposition 1.4.1 associant a
une connexion irréguliére non résonante un systéme local de Stokes.

Notons (a;)er les valeurs propres de A et (u;)ie; leur multiplicité respective.

DEFINITION 1.4.6. Un repére d’'une connexion irréguliére V est la donnée d'un
isomorphisme

0V —>PCH,

iel

4. C’est une conséquence de la proposition 1.2.2.2 p.172 et du théoréme 1.2.3.2 p.174 de [Mal95].
Voir aussi [LR16] chapitre 1 §1.2 pour une référence plus compléte.
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tel que la matrice A" = Mat,(A) € End(,.; C*) définie par le diagramme

i€l

(1.4.a) V@, , Cr
Al LA’

V— @, CH

soit de la forme ), ; a;id;, ot id; : P
N . i
associé a la graduation @, , C*.

el

CHi — CH — @), ; CH est le 1*™ idempotent

el

On peut étendre le théoréme 1.4.1 aux versions avec repére. On se donne en plus
des données de la section 3.1.1 un point p € H pour définir un point de base du repére
pour les systémes locaux de Stokes.

PROPOSITION 1.4.7. Pour tout choix :
(1) d’une branche du logarithme log définie en p € H,
(2) d’'un élément t € K,

on peul associer G toule connexion irréguliere non résonante munie d’un repére un
systéeme local de Stokes avec repére.

Fixons un choix d’une branche du logarithme en p € H et notons L, le systéme local
de Stokes avec repére obtenu pour le choix supplémentaire de 1’élément ¢ € K. Comme
K est un groupe, il admet un élément canonique id € K et on peut donc associer de
maniére canonique (aprés le choix de la branche du logarithme) un systéme local de
Stokes avec repére L;q. Introduire ce choix de ¢t € K semble assez trivial et n’est en
fait qu’'un choix d’une normalisation par t pour le systéme K-local des solutions de

la connexion formelle
V=d- <é + @> d¢
S

associée a V. Précisément, on choisit la base de solution ¢t e=4/¢ €9 en p e H plutot
que la base canonique usuelle e=4/¢ €9 Nous verrons que lorsque 1’on considérera
le cas régulier, on devra effectuer une normalisation par un ¢t # id pour obtenir la
normalisation id coté irrégulier aprés transformation de Fourier-Laplace. Une autre
justification d’introduire un tel choix de t € K est que I'on peut retrouver les dériva-
tions étrangéres de J. Fcalle qui caractérisent la classe d’isomorphie de la connexion
irréguliére. On pourra consulter la discussion du chapitre 2 section 2.1 p.109-112
de [Eca85| mais aussi [LRR11] §4.4.3-5 p.46-49 ot M. Loday-Richaud et P. Remy
utilisent 'action du tore, dit tore exponentiel T, pour déterminer la graduation des
matrices de Stokes. En particulier, ils n’ont pas besoin de tous les choix des ¢t € K pour
déterminer la graduation de Stokes mais seulement les t € T' et méme leste H < T
ou H est le tore minimal de K inclus dans 7.

DEMONSTRATION. On a déja construit dans la démonstration du théoréme 1.4.1
un systéme local de Stokes £ associé a la connexion V. On pose ¢ : V ~ @,_, C*
un repeére de V.

D’aprés la définition du systéme local de Stokes £ associé & V, un repére en p € H
de L correspond a un isomorphisme gradué de I’espace des solutions de V en P Vers
@,c; C*i. D’aprés le théoréme de Cauchy holomorphe, on a un isomorphisme £, ~ V

pour tout choix d’une base de solution de V en p. Comme

S_q_ (4 @)
V=d (§2+§ dé,
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une telle base de solution est nécessairement de la forme ¢-e=4/¢ £9%) pour un certain
choix

(1) d’une branche du logarithme log pour définir &%) = ed(B)10s©) defini en
peH,

(2) dunte K.

On définit alors le repére de £ en p comme la composition £, ~ V Rt @P;e; CH.
Grace a la condition de compatibilité (1.4.a), on en déduit que le morphisme £, —
@,c; C* précédent est bien un morphisme gradué.

[

En combinant la proposition précédente avec la proposition 1.3.19 permettant
d’associer (pour certains choix) un systéme gradué a un systéme local de Stokes, on
obtient

PROPOSITION 1.4.8. Pour tout choix :
(1) d’un angle admissible n € R,
(2) dunte K,

on peut associer a toute connexion wrréguliere non résonante munie d’un repére un
systeme gradué avec repere.

Le choix de l'angle admissible n € R est équivalent aux choix de la direction
admissible d’angle 7 et d’une branche du logarithme en p' € Cy = ¥; — X, donnée
par 'argument égal a 7.

DEMONSTRATION. Il faut vérifier que tous les choix des propositions 1.4.7 et
1.3.19 sont encodés par les trois choix de la proposition 1.4.8 & montrer. Soient d
une direction admissible, log une branche du logarithme en p’ € Cy et t € K. Soit
aussi un point p € H sur la demi-droite issue de 0 de direction d. On pose alors 4 le
chemin reliant p & p’ & valeurs dans la demi-droite issue de 0 de direction d. On pose
74 I'unique chemin a homotopie prés reliant p a p” tel que v, -fy;l vérifie la condition
d’homotopie de la proposition 1.3.19. Alors on considére le prolongement de log en p
le long de 'yd’l. Cela détermine tous les choix nécessaires pour définir les applications
des propositions 1.4.7 et 1.3.19. 0

1.5. Groupe de Poisson-Lie dual et application exponentielle duale

1.5.1. Algébre de Lie et variété de Poisson. Soit g I'algébre de Lie gl,,(C).
Alors la structure d’algébre de Lie de g induit une structure de variété de Poisson
linéaire sur le dual vectoriel g* de g. Explicitement, la structure de Poisson linéaire
sur g* est donnée par

{F,G}: x — {(x,[dF,,dG,])
pour tout F,G € C*(g*), ou 'on a identifié¢ dF, € (g*)* avec '¢élément de g corres-
pondant.

On rappelle que la représentation adjointe Ad de G sur g est définie par

d
Ady: X — T (g etX g_l) ,  pour tout g € G,
t=0

et la représentation coadjointe Ad* de G sur g* par
(Ad}(§), X) = ({,Ady1 (X)), pourtout ge G,{eg”et X eg.

PROPOSITION 1.5.1 (|[CP94| exemple 1.1.3 p.19-20). Les feuilles symplectiques
de la variété de Poisson g* sont les orbites de l'action coadjointe de G.
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De plus, si O est I'orbite de { € g* pour 'action coadjointe, alors une application
moment pour l'action coadjointe de G sur la variété symplectique O¢ est donnée par
I'inclusion canonique O — g*.

1.5.2. Groupe de Poisson-Lie. Un groupe de Poisson-Lie est un groupe de
Lie muni d’une structure de Poisson telle que la multiplication G x G — G soit
Poisson. I.’algébre de Lie g du groupe G admet alors une structure supplémentaire,
un cocommutateur § : g — A2g vérifiant I'identité de coJacobi et une condition de
cocycle, que 'on synthétise en disant que g est une bialgebre de Lie. L’espace vectoriel
dual g* de g admet aussi une structure de bialgébre de Lie, le crochet de Lie étant en
particulier donné par le bivecteur ¢ et réciproquement.

L’équivalence de catégorie entre groupe de Lie connexe, simplement connexe et
algébre de Lie s’étend en une équivalence de catégorie entre les groupes de Poisson-Lie
connexes, simplement connexes et les bialgébres de Lie (voir [CP94| théoréme 1.3.2
p.26). On définit alors le groupe de Poisson-Lie dual G* d’un groupe de Poisson-Lie
G comme le groupe de Poisson-Lie connexe, simplement connexe de bialgébre de Lie
g* = Lie(G)*.

Le groupe algébrique G = GL,,(C) peut étre muni d’une structure de groupe de
Poisson-Lie. En particulier, 'algébre g = gl (C) est une bialgébre de Lie. Cela induit
une structure de bialgébre de Lie donc de variété de Poisson sur le dual vectoriel g*
qui coincide avec la structure de Poisson explicite donnée dans le paragraphe 1.5.1
précédent.

On rappelle une construction explicite du groupe de Poisson-Lie dual dans le cas
de G = GL,(C). On notera By et B_ les sous-groupes de Borel de GG des matrices
triangulaires supérieures et inférieures. On notera T' = B, n B_ le tore maximal cor-
respondant, b, t les différentes algébres de Lie associées et enfin ¢ : g — t’application
qui prend la partie diagonale.

Le groupe G* admet la description explicite suivante :

*i={(by,b_,A) e By x B_ xt:0(by)d(b_) =1et 0(by) = exp(imA)}.

REMARQUE 1.5.2. Souvent dans la littérature, on considére plutét le groupe de
Poisson-Lie défini par

= {(b+,b-) € By x B_:6(b+)0(b-) = 1},

alg :

qui n’est plus simplement connexe mais, contrairement au précédent, est un groupe
algébrique. On a cependant une projection naturelle G* — G7, qui est 'oublide A € t.
Cette derniére est méme un revétement. Donc G* est un revétement universel de Gy
(car G* est simplement connexe). De plus, I'application G* — G, est Poisson et on
peut définir I'application exponentielle duale (définition 1.5.5) vers une quelconque
des deux versions du groupe de Poisson-Lie dual précédentes.

Notons G° = B_B, < G la grosse cellule de G et m : G* — G° lapplication
donnée par (by,b_, A) — b_'b,. L’application 7 se factorise immédiatement par Gy
et on a donc deux revétements G* — G, — G°.

On a un isomorphisme

(1.5.a) U xU_xt—G*
donné par (uy,u_, A) — (by,b_, A') := (™ uy, u_el™ A) vérifiant I'égalité b_'b, =
u”t €™ 4, . De méme, on peut construire deux 1somorphlsmes Goy =~ U xU-_xT ~

G" tels que les revétements naturels G* — G, — G° correspondent a l'identité sur
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les facteurs Uy et agissent sur la troisiéme composante comme
t — T — T
A —> ei7'rA — eZiTrA )
La structure de Poisson multiplicative de G* est bien connue. Voir par exemple
[LR91| IDCKP92| [AM94| ou [Boa01] §2.

PROPOSITION 1.5.3. Les feuilles symplectiques de G* sont données par les 7—1(C)
ot C < G est une classe de conjugaison de G.

Voir [AM94] ou sinon [Boa01]| lemme 4 p.484 pour une démonstration.

P. Boalch a construit des structures quasi-Hamiltoniennes sur les espaces de mo-
dule de données de Stokes (voir [Boa07| et [Boal3| par exemple). En particulier,
il retrouve dans un cas particulier la structure de Poisson du groupe de Poisson-Lie
dual G*.

THEOREME 1.5.4 (|Boa07| théoréme 1 p.371). L’espace A := G x Uy x U_ x t
est un espace G x T-quasi-Hamiltonien ot G x T agit par
(g, k) - (c,up,u_,t) := (keg™* kup k™ ku_k™' ktk™), pour tout (¢,k) e G x T.
L’application 1 = (pg, pir) : A — G x T donnée par
[TeR: A — G
-1 2int

(c,up,u_,t) — ctule?™qy, c,

Mt .A — T )
(c,up,u_,t) —— e 2,
est une application moment pour la structure quasi-Hamiltonienne de A.
De plus, Uisomorphisme (1.5.a) est un isomorphisme Poisson du quotient A/G
vers G*.

Du théoréme 3 p.376 de [BoaO7]|, on retrouve la proposition 1.5.3 donnant les
feuilles symplectiques de A/G ~ G* comme les ug'(C)/G ot C < G est une classe de
conjugaison dans G.

1.5.3. Application exponentielle duale. Soit A € g une matrice diagonale a
valeurs propres distinctes. On notera t,., ’ensemble de telles matrices. On a alors la
composition suivante

(1.5.a) g*%g—>/f\>l/§R—>/\m/l/dR%/f\>l/B;>U+xU_xt%G*,
ou
(1) M, désigne Pespace de module des fibrés triviaux de rang n sur P! a

connexion méromorphe de type 2(0) + 1(o0) de type irrégulier A/€2 en 0
p yp yp g )

(2) Mar désigne I'espace de module des fibrés de rang n sur le disque unité a
connexion méromorphe avec un péle double en 0 de type irrégulier A/&2,

(3) Mg désigne l'espace des données de Stokes associé a l’espace de module
Mr.

Les tildes sur les notations des espaces de modules signifient que I’on considére une
version de l'espace de module avec un repére. Les applications sont définies comme
suit. L’application g* — g est donnée par le choix de la forme bilinéaire non dégénérée
Tr: g® g — C. L'application g — M, est donnée par R € g associe la connexion

A R
—d- (£ 4+ 4
v (5”5)5
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sur le fibré trivial de rang n sur P!. L’application ./\733 — Mg associe au fibré
a connexion précédent sa restriction au disque unité. L’application MdR 5 M B est
I’isomorphisme dit de Riemann-Hilbert-Birkhoff, qui & une connexion associe ses don-
nées de Stokes en 0 pour le choix de I’élément semi-simple A ci-dessus. L’application
MB = Uy x U_ x t est donnée par le choix d'une solution formelle spéciale (i-e
d’une branche du logarithme et d’une version analytique de ’exponentielle formelle)
et d'une présentation spéciale du groupoide fondamental (i-e ici une orientation et

un secteur initial). Enfin Iapplication U, x U_ x t > G* est I'isomorphisme Poisson
(1.5.a).

DEFINITION 1.5.5. On définit [“application exponentielle duale comme ’applica-
tion
vy g* —> G*,
donnée par la composition (1.5.a).
La seule partie non algébrique et non triviale de la composition (1.5.a) est ap-
plication holomorphe de Riemann-Hilbert-Birkhoff
Mg > M.
On munie g* de sa structure de Poisson standard et G* de sa structure canonique

de groupe de Poisson-Lie mais divisé par un facteur 2ir. On a alors le

THEOREME 1.5.6 (|Boa01]| Théoréme 1). L’application exponentielle duale v4 est
Poisson pour tout choiz d’un type irrégulier A € t,.,.

Ce théoréme est notre motivation principale pour trouver une formule pour les
données de Stokes, au moins au voisinage de 0 € g.



Chapitre 2

Transformée de Fourier-Laplace

Dans ce chapitre, on étudie les présentations de modules sur ’algebre de Weyl du
type

% MO

A@WeV) = 4L@WaeV) — 4°—0.

avec

D z— A

ot A; désigne I'algébre de Weyl, V' et W sont des C-espaces vectoriels de dimension
finie et ou A € End(V) est diagonale, B € End(W) est diagonale et C' € Hom(V, W),
D € Hom(W, V') sont quelconques.

Dans la section 2.2, on montrera que le A;-module .#Z° correspond & la connexion

V'=d— (B+C(z— A" D)dz,

MO:(@—B C )eAl®cEnd<W@V>,

sur le fibré trivial sur C — {a; : ¢ € I} de fibre W, o (a;);e; désignent les valeurs
propres de A.

On rappellera ensuite la définition de la transformée de Fourier-Laplace sur les
Ai-modules dans la section 2.3 qui formellement correspond a replacer les symboles
z et 0, par —0¢ et ( respectivement. On montrera ensuite que la restriction de la
transformée de Fourier-Laplace de .#Z° est égale a la connexion

Vi=d+ (A+D(-B)"'C)d.

sur le fibré trivial sur C — {b; : j € J} de fibre V, ot (b;),e; désignent les valeurs
propres de B.

Enfin, on signalera un cas particulier dans la remarque 2.3.3 qui nous intéressera
dans la suite.

2.1. Présentation de modules holonomes et dimensions

Notons A, := C{(z,0,)/(0,z — z0, — 1) Talgébre de Weyl et soient V et W des
C-espaces vectoriels de dimension finie. On considére alors la présentation de A;-
modules

AeoWaV) L 4 eoWaeV) — 4 — 0.

avec

o,— B C
M = ( D Z<—14) 6441Ck;End(M/C)Vﬁ,

ou A € End(V) diagonale, B € End(W) diagonale, C' € Hom(V, W) et D € Hom(W, V).

Plus succinctement, cela signifie que 'on a .# = Coker(-M) pour le M précédent.
On notera a; (i € I) les valeurs propres de A de multiplicité respective p;. De méme
on notera b; (j € J) les valeurs propres de B et m; leur multiplicité.

REMARQUE 2.1.1. On remarquera que 1’élément M € A; ®c End(W @ V') définis-
sant le A;-module a gauche .# est défini a multiplication par un élément inversible

45
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de A; ®c End(W @ V) a gauche prés. En effet, notons ¢ un tel élément. Alors il est
clair que le diagramme suivant est & carrés commutatifs

AoWaV) L 44oWaV) — 4 —=0

NP

AOWaV) 25 4@ (WeV) —s .4 —0.

On rappelle quun A;-module & gauche .# est holonome s’il est de torsion '2.
Explicitement, cela signifie que pour tout m € ., il existe un opérateur g € A;
(dépendant & priori de m) tel que g -m = 0.

LEMME 2.1.2. Le Ai-module .# est holonome de type fini.

Rappelons d’abord quelques définitions suivant [Sab02| chapitre V §1.b. Tout
éléement P de A; s'écrit de maniére unique sous la forme P = Y, pi(z)0* ou
pr € C[z] est un polynéme en z et p, # 0. On appelle alors n le degré de P.
Pour tout § € Z", on définit le 0-degré sur A} d’un élément (Py,---,P,) comme
I'entier max;<;<n(deg(F;) — d;). Une filtration de .# sera une bonne filtration si elle
est obtenue comme image par A; @ (W @ V)* — # d’une filtration par le 6-degré.

Le gradué de I'algébre A; pour la filtration naturelle par le degré (mais aussi pour
n’importe quelle o-filtration) est Palgébre des polynomes en deux variables commu-
tatives C[z, (] (ou ( est la classe de 0, dans le gradu¢). Le gradué Gr(.#) de .# par
rapport a une bonne filtration est donc un C[z, (]-module de type fini.

On admettra le

LEMME 2.1.3 ([Sab02]| Proposition 1.4 (1)). Un module est holonome si et seule-
ment si son gradué par rapport o une bonne filtration a un annulateur non trivial.

DEMONSTRATION DU LEMME 2.1.2. Le fait que .# soit de type fini est immédiat,
car A;®c (W@V)* est de type fini et qu’on a une application A ¢ (W BV )* vers A4
surjective. Pour le caractére holonome, on considére la d-filtration de A; @ (W @ V)*
donnée par 6 = (1,---,1,0,---,0) avec dim(WW) uns et dim(V') zéros. La filtration
induite sur . est une bonne filtration. Le gradué de .# par rapport a cette filtration
est l'algébre Clz, (] ®c (W @ V)* quotientée par la multiplication & droite par le
symbole de M, c’est-a-dire la matrice

0= (<57 0,)

Le déterminant de o(M) est égal &

det(a(M)) = ] [(¢ = by)™ (= — as)",
i€l
jedJ
en particulier il est non nul. Or det(o(M)) est toujours dans 'annulateur de Gr(.#)
grace a la formule bien connue avec la transposée de la comatrice. Donc Gr(.#) a un
annulateur non trivial, donc .# est holonome. O

1. On impose aussi qu’il soit de type fini suivant les définitions. Nous allons voir de toute facon
que les A;-modules holonomes qui suivront seront toujours de type fini.

2. La terminologie holonome n’est vraiment utile qu’en dimension supérieure. En effet, étre holo-
nome en dimension > 1 est différent du fait d’étre de torsion. C’est une condition plus géométrique
(formulée avec la variété caractéristique) ou plutot trés algébrique (avec une condition sur le degré
d’un polynome de Hilbert). Voir par exemple [Mal91] chapitre I §1 pour des rappels sur la dimension
strictement plus grande que 1.
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Notons C{z}[z7'] le corps des séries de Laurent et C(z — a;) le corps des fractions
rationnelles en a; € C. Alors les espaces

C{z}[z | R CGr(A) et Clz—a}(C) & GCr(A)
Clz] Clz—a;,(]
sont des C{z}[z7!], respectivement C{z—a;}({)-espaces vectoriels de dimension finie.
La premiére dimension est appelée la dimension holonome de # et la seconde la
multiplicité en a; de A .

PROPOSITION 2.1.4. La dimension holonome de M est égale o dim(W) et sa
multiplicité en a; est égale a la multiplicité pi; de la valeur propre a; de A.

DEMONSTRATION. On considére la d-filtration de la preuve du lemme 2.1.2. Elle
est donnée par § = (1,---,1,0,---,0) avec dim(W) uns et dim(V') zéros. C’est une
bonne filtration de .#. De plus, on a une suite exacte entre les gradués

2.1.a)  GrlAi@c WaV)) ™Y Grd, ®@c (W@ V)*) — Gr(#) — 0,

lorsque I'on munit le premier espace A; ®c (W @ V)* de la filtration canonique F¢
(6-filtration pour § = (0,---,0)) et le second de la d-filtration F? précédente. En
effet, 'application -M envoie F¢ sur F° pour tout m € Z. On en déduit la suite
exacte (2.1.a) ou la premiére application est la multiplication & droite par le symbole
principal
o(M) = (C_B ! ) e C[z,¢] @0 End(W @ V)
D z—-A ' c '

On peut montrer en utilisant un lemme classique de Serre (§23 proposition 28 p.40 de
[Ser56]) que les modules C{z}[27!] et C{z—a;}({) sont plats sur C[z] et C[z —a;, (]
respectivement. On est déduit que les deux suites tensorisées sont encore exactes. Il
suffit donc de calculer la dimension du conoyau Coker(-o(M)) vu comme application
entre C{z}[271, (] et entre C{z — a;}(¢)-modules de type fini.

Dans C{z}[z7}, (], les z — a; sont inversibles mais pas les ( — b;. Par combinaison
linéaire des colonnes, on se raméne au cas ou D = 0 donc au calcul du rang d’une
matrice diagonale. D’otl le rang est égal & dim(V') et la dimension du conoyau, ¢’est-
a-dire la dimension holonome de .#, égale & dim(W @ V') — dim(V) = dim(W).

Dans C{z — a;}(¢), les ¢ — b; sont inversibles, les z — a;, pour k # j aussi mais pas
z — a;. De méme, par combinaison des lignes, on se raméne au cas de D = 0 et on en
conclut que la multiplicité de .# est bien égale & la multiplicité de la valeur propre
Qa;.

O

REMARQUE 2.1.5. On aurait pu considérer la dimension du C{z — zo}[(z — 29) ']-
espace vectoriel C{(z — 20)}[(2 — 20) '] gy . Gr(#) pour tout z € C, qui cor-
respond a la dimension de la fibre en zy du DE' (xzp)-module associé a .. En suivant
la démonstration de la proposition précédente, on montre qu’elle est en fait indé-
pendante de zg. Il n’est pas vrai cependant que la dimension de la fibre en zy du
Dg'-module associé soit constante. Cela s’explique par le fait que comme on a inversé
formellement zy, on ne perd pas de dimension pour zy un pole de .Z.

On rappelle qu’une fonction f est a croissance exponentielle dans la direction d
s’il existe un secteur S contenant la direction d, un voisinage de l'infini U et deux
constantes ¢y, ca € Ro tels que f est définie sur S nU et y vérifie 'inégalité |f(2)]| <
c1e2?l Un Aj-module Z est de type exponentiel si toute solution est & croissance
exponentielle pour toute direction d.

PROPOSITION 2.1.6. Le Ay-module # est de type exponentiel.
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DEMONSTRATION. C’est une conséquence du fait que le A;-module .#Z admet au
plus un pole d’ordre < 2 en l'infini et le lien entre le polygone de Newton de .Z et la
croissance des solutions. 0

2.2. Restriction de modules sur 1’algébre de Weyl et connexion
correspondante

On note D;L(lg , DY le faisceau des opérateurs différentiels sur une variété algébrique,
respectivement complexe X. On a donc localement au voisinage de (xy,--- ,x,) € X,
que Dgﬁg, DY est engendré par les Z(il,---,in)e[[o,d]]" filwy, -, 2,)0% - 0 pour cer-
taines fonctions algébriques, respectivement holomorphes f; des coordonnées x1, - - - , x,,

ou 0; désigne le champ de vecteur canonique associée & la coordonnée z;. En particu-

lier, pour X = P!, on a que la fibre de Dg} en 0 est isomorphe a C{z}{d)/(dz—z0—1)
qui contient comme sous-algébre 1'algébre de Weyl A; = D‘;,lf o
On rappelle que la donnée du A;-module holonome .Z est équivalente a la donnée

d’un Dgg—module holonome . qui est équivalente a la donnée d’un DY

pi-module

holonome .# tel que Dp1(x0) ®p,, M = M. On ales correspondances

M=T(C,. M) et M=Dp Qu M,
et R R
M =Dp1(+0)®p,, M et M =Mar.
Une généralisation du théoréme GAGA de J-P Serre due & M. Kashiwara nous

donne aussi une équivalence de catégorie entre D;,lf—module holonome . tel que
Df)l{’(*oo)@D;zlg M = A et Dgi-module holonome .Z*" tel que Dyi (+00) @pan A ™" =

AT

LEMME 2.2.1. La restriction du A;-module A & Uouvert U = C —{a; : i€ I} est
isomorphe au fibré trivial de fibre W sur U muni de la connexion holomorphe

d— (B+C(z—A)"'D)d=.

On rappelle que la restriction de .# a 'ouvert U est égale au Df/*-module D @p,

M.

DEMONSTRATION. Soit (vq,v2) un élément de DE: @4, 4. Alors on a

(01, 02) (azl;B . fA) — (0,0),

c’est-a-dire v1(0, — B) +voD = 0 et v;C' +vy(z— A) = 0. Comme z est une coordonnée
de U, la multiplication par z— A est inversible. D’ott vy = —v;C(2—A) ™! est déterminé
par v; et l'on a
U1 (6Z —B—-C(z— A)_lD) =0,
c’est-a-dire que 'on a un isomorphisme de D&i-modules a gauche
D' @u, M ~ D' @c W* /(D' @c W* - V%)
avec

Vdg =0, — (B-i-C(Z—A)_ID),

qui est bien un fibré trivial® sur & muni de la connexion d — (B + C(z — A)"'1D)dz.
U

3. Pour le lien entre D-modules et fibrés & connexion, on pourra consulter [Sab11] proposition
1.1.4 qui fait référence aux exercices E.1.5 & 7.
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2.3. Transformée de Fourier-Laplace et connexion associée

Il existe un isomorphisme de C-algébres
Ar = C(z,0:)/(0:2 — 20, — 1) —> CL(,00)/(0cC — GO — 1) = Ay
envoyant z sur —o¢ et 0, sur ¢. On définit la transformée de Fourier-Laplace d'un
C(z,0,)/(0,z — 20, —1)-module .#° comme le C((, d;)/(0:¢ — (0 — 1)-module induit
par l'isomorphisme précédent, et la transformée de Fourier-Laplace inverse comme
I’application inverse de la précédente.

LEMME 2.3.1. La transformée de Fourier-Laplace .#* de .#° admet la présenta-
tion explicite
. ML

A ®c(VOW)* =5 A @c (VOW)* — #' — 0
ol

M = (648 A C_—DB) € A1 @c End(Ve W).

DEMONSTRATION. En effet, on applique I'isomorphisme de Fourier-Laplace & la
présentation de .#Z° pour obtenir .#Z' comme conoyau de

(—B C
( D o -4 € A ®c End(W @ V).
En multipliant & gauche par <(1) _01>, on obtient .#* comme le conoyau de

(C_—DB ﬁgi A) €A ®c End(Wa V).

. . . . . 1
En inversant le role de V' et W, c’est-a-dire en conjuguant par I'inversion <O ?), on

obtient bien le résultat. 0
On rappelle que 'on note (b;);e; 'ensemble des valeurs propres de B.

LEMME 2.3.2. NotonsU l'ouvert C—{b; : j € J}. Alors le D{*-module DE'® 4, A*
est isomorphe au fibré trivial de fibre V' sur U muni de la connexion holomorphe

Vii=d+ (A+D(-B)"'C)d¢.
DEMONSTRATION. C’est un cas particulier du lemme 2.2.1. U

REMARQUE 2.3.3. Un cas qui nous intéresse tout particuliérement est le cas ou
B =0. On a alors R
Vi=V'=d-0C(z—A)'Ddz
qui s’étend en une connexion fuchsienne sur le fibré trivial sur P! de fibre W et

V:=V1=d+(A+DTC>d(,

qui admet un pole double en I'infini et un pole simple en 0 sur le fibré trivial sur P!
de fibre V.

En particulier, dans la suite on pose R := DC € End(V), qui est égal au résidu de
la connexion V! en 0. De méme, si id; € End(V') désigne le iéme idempotent associé
a la graduation V = @,_; V;, alors on note R; := C'id; D le résidu de la connexion
fuchsienne V° en q,.

el






Chapitre 3

Matrices de Stokes et matrices de connexion

Dans ce chapitre, nous allons tout d’abord définir dans la section 3.1 un systéme
gradué associé a certaines connexions fuchsiennes

V=d-)] i%ia‘dz,

z

vérifiant des conditions génériques.
Ces connexions correspondent aux connexions que I'on obtient par transformée de
Fourier-Laplace des connexions irréguliéres

A R
v-d ( o+ 5) e

lorsque A € t,4, c’est-a-dire quand A est a valeurs propres deux a deux distinctes.
En particulier, on aura H = T' = K dans ce cas suivant les notations du chapitre 1
section 1.4. Le cas général, substantiellement plus difficile dans les détails, sera traité
dans le chapitre 4.

Ensuite, on calculera dans la section 3.2 'isomorphisme transformée de Laplace
complétant le diagramme de la ﬁgurg 1, qui est un isomorphisme entre les systémes
gradués avec repeére associés a V et V.

Fourier-Laplace

{connexion irréguliére {connexion réguliére

avec repére } R =id; R avec repére}
_ A R R=D>r R S R;
V=d—- (45 +%)dz 1 V=d-Y, ., A d
angle admissible n e R angle admissible n + 7€ R
normalisation ¢t = id € T' normalisation t = N* e T

‘ Transformée de Lapl ‘
{systéme gradué LIRS G el ace; {systéme gradué

avec repére } avec repére}

£ Lo(y)(2) <= y(C) L

FIGURE 1. Transformée de Laplace multiplicative

En bleu, on désigne les catégories (ou juste les ensembles) en présence. En orange,
on donne le nom de ’application ou de la correspondance. En vert, on donne le choix
et les conditions spéciales pour lesquels ’application est bien définie.

Cela nous permettra de déduire dans la section 3.3 une expression explicite de
Iapplication de Riemann-Hilbert-Birkhoff de la connexion irréguliére V en fonction
des matrices de connexions de la connexion fuchsienne V.

51
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3.1. Systéme gradué et connexion réguliére

3.1.1. Notation. On considérera dans cette section les données suivantes :
(1) deux coordonnées & : P! —{w} — C, z: P! — {0} — C que 'on considérera
en dualité réelle,
(2) V un C-espace vectoriel de dimension finie n. On notera G := GL(V) et

T < G un tore maximal de G. On notera aussi g et t les algébres de Lie de
G et T respectivement.

(3) un élément A € t,., < t, c’est-a-dire que A est a valeurs propres deux a deux
distincts. On notera {a; : i € I} ’ensemble des valeurs propres de A (donc
de cardinal n), V = @,_; V; la graduation de V" associée par des sous-espaces
vectoriel V; de dimension 1 et enfin id; : V' — V; — V le i®m¢ idempotent
associé a la graduation de @, ; V.

Le point de départ est la connexion irréguliére (nécessairement non résonante)
o (f )
sur le fibré trivial sur P! de fibre V, pour un certain élément R vérifiant les conditions
génériques suivantes :
(1) la partie diagonale A := 6(R) € t de R est a valeurs propres non entiéres,
(2) I'endomorphisme R € g est a valeurs propres non entiéres.

La transformée de Fourier-Laplace inverse de la connexion V est la connexion

fuchsienne R
V=d-) ——dz

Z — a;

iel
sur le fibré trivial sur P! de fibre V avec R; := id; R pour tout i € I. On a donc
R =>._; R;. Les conditions génériques équivalentes vérifiées par V sont donc :

(1) les endomorphismes R; sont diagonalisables de rang 1 & valeurs propres toutes
différentes d’un entier non nul,

(2) I'endomorphisme ), _; R; € g est & valeurs propres non entiéres.

Il est clair que ’ensemble des connexions fuchsiennes de la forme de V vérifiant
les conditions génériques ci-dessus forme une catégorie.

3.1.2. Systéme gradué associé 4 une connexion réguliére. On explique
ici comment associer un systéme gradué & la connexion fuchsienne V de maniére
fonctorielle.

Les notions de connexion réguliére, connexion fuchsienne et de connexion a singu-
larités réguliéres sont assez générales. Dans ce chapitre, nous ne considérerons que des
connexions fuchsiennes avec des résidus vérifiant des conditions génériques particu-
liéres. Pour simplifier la terminologie dans ce qui suit, nous poserons donc la définition
non standard suivante :

DEFINITION 3.1.1. Une connezion réguliére est une connexion ¥V sur le fibré trivial
de fibre V sur P! telle que

~ "R
V=d-) ——dz
-7
pour certains R; € g vérifiant les conditions :

(1) les endomorphismes R; sont diagonalisables de rang 1 a valeurs propres toutes
différentes d’un entier non nul,
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(2) R:= ", R; n’a pas de valeur propre entiére.

On remarquera que sous ces conditions, 'endomorphisme R n’a en particulier pas
la valeur propre 0 donc est inversible.

On dira pour ce cadre qu'une direction d’angle 6 est admissible si on a arg(a; —
a;) # 0 (mod 2m) pour tout ¢ # j, ce qui est compatible avec la définition d'une
direction admissible pour un type irrégulier —A/¢ avec A = diag(aq, -, ay).

PROPOSITION 3.1.2. Pour tout choix d’une direction admissible, on peut associé
a toute connexion réguliere un systeme gradué.

DEMONSTRATION. Choisissons une direction admissible d d’angle 6 et un disque
ouvert D < C de centre ¢ tel que a; € D pour tout 1 < ¢ < n. On pose I :=
{a1, -+ ,a,} muni de Pordre >,4. On pose lordre a; =4 a; si S(a;e7) = S(a;e7Y).
C’est l'ordre inverse de 'ordre posé sur I pour le choix de la direction admissible d
dans le cas irrégulier (voir (1.3.a)).

Quitte a réordonner les indices, on supposera pour simplifier la suite de I’exposition
que l'on a @, >g4 Gn_1 >4 - >q a1. On pose alors ¥ := C — D, C; la bande

{zeX:Xae™) < J(ze™) < S(ane™) et R(ze ) > R(c- )},
C_4 la bande
(2 e 05 S(are™) < S(ze™) < Sa,e™) et Rze™) < Rie- )},

et enfin ¥y ;=X - Cyet Xy :=X - C_,.

FIGURE 2. Bandes Cy et C_g, et parties X, := X —Cget X5 :=3X - C_,.

Pour ces données, on peut définir un systéme gradué £. On pose L égal au systéme
local des solutions de V sur X.. Les deux graduations de £ sur 3, et ¥, respectivement
E‘Eg = @,C,(g) et E‘Ed = @ﬁz(d)

el i€l
sont définies de la maniére suivante : £;(g) (resp. £;(d)) est égal au sous-systéme

local des solutions y de V sur X, (resp. ¥4) tel que y se prolonge en une fonction
holomorphe sur C — R, a; ¥ (resp. C — R_q; e').

Considérons le cas de la graduation a gauche (le cas a droite étant analogue).
Cette définition définie bien une graduation de L|x, par des sous-systémes locaux de
rang 1 car on a les

LEMME 3.1.3. L’espace L;(g) est un C-espace vectoriel de dimension 1.
LEMME 3.1.4. On a Uégalité P)_, Li(g) = L|s, .

Supposons ces deux lemmes et leur analogue pour £;(d). Il nous reste a voir que sur
¥*, on a bien £;(d) € @D,, < o, Lr(g) (le cas de X7 se traitant de maniére analogue).
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En effet, si I'on considére y; 4 une base de £;(d) alors comme y; 4 est holomorphe sur
C — R_q; ¢ avant d’avoir traversé la coupure, on a bien que I'application

Li(d) - P Li(g) — Li(g)

jel

sur X1 est bien nulle pour a, >4 a;.

Donnons la preuve des lemmes 3.1.3 et 3.1.4.

DEMONSTRATION DU LEMME 3.1.3. Sur 'ouvert connexe, simplement connexe
U:=C-U,Ria el?. Tespace des solutions de V est un C-espace vectoriel de

dimension n. Notons H; le sous-espace des solutions de V sur U holomorphes en a;.
Comme R; est de rang 1 & valeurs propres dans C —Z*, on a dim(H;) = n— 1. D’ou
dlm(ﬂ]# Hj) > 1. R

Comme R; est non résonant, une solution de V au voisinage de a; est de la forme
Ay; (A € C) plus une fonction holomorphe en a;, ou y; désigne une solution non
holomorphe de V (en particulier non nulle) au voisinage de a;.

Par 'absurde, supposons que dim(ﬂj# H;) > 1. Alors en considérant une combi-
naison linéaire de deux solutions indépendantes, on montre qu’il existe une solution
s non nulle holomorphe en a;, pour tout k € I. La fonction s est donc une fonction
entiére, c’est—a—diAre que la monodromie de s autour du poéle & l'infini est triviale.
Or le résidu de V en linfini est égal & —R = — > ., R; et n’a donc pas de valeur
propre entiére d’apreés la condition générique (2) de 3.1.1. Comme la monodromie lo-
cale autour de l'infini & le méme polynoéme caractéristique ' que e "7 (voir [Del70]
corollaire 1.17.2 p.54 et remarque qui suit), on en déduit que la monodromie locale
est de noyau trivial, donc s = 0, ce qui est absurde.

Donc ) i Hj est de dimension 1, engendré par une solution non holomorphe en
a; et on a bien par définition (,_; H; = Li(g)-

O

DEMONSTRATION DU LEMME 3.1.4. Notons s; une base de £;(g). Alors on montre
que (81, ,8,) est une base de L|s, car c’est une famille libre & n éléments. En ef-
fet, si >, cksk(z) = 0 pour certains ¢, € C, alors pour z au voisinage de a;, on a
¢;5:(2) + (holomorphe en «a;) = 0, donc ¢; = 0. O

REMARQUE 3.1.5. On peut affiner la condition générique (2) en “la matrice R =
Dier Ri n’admet pas de valeur propre dans N”. C’est la condition (i) de [BJL81]|
p.694 alors que la condition (2) correspond a la condition (i7’). Bien que tous les
résultats que nous énonceront ci-dessous seront presque tous vrais dans le cas raffiné,
nous avons préféré exposé sous la condition plus forte (2) car elle simplifie technique-

ment un certain nombre de preuve (principalement a cause de la proposition 2 p.697
de [BJL81]).

3.1.3. Connexions réguliéres avec repére et systémes gradués avec re-
pére. On donne ici la version avec repére de la proposition 3.1.2 associant a une
connexion réguliére un systéme gradué pour certains choix.

1. Ici, comme on ne suppose pas R non résonant, & priori la monodromie locale n’est pas conjuguée
a e 2™ comme dans [Del70] corollaire 5.6 p.96.
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3.1.3.1. Repeére pour les connexions réquliéres. Soit ¥V une connexion réguliére
pour les données du type de celles de 3.1.2.

DEFINITION 3.1.6. Un repére d’une connexion réguliére V est la donnée d’un
isomorphisme

p:V-0C"
tel que les matrices R, = Mat,(R;) € M, (C) définies par les diagrammes
(3.1.a) V—C"
e
V-—-Cr
soient de la forme R, = «a; ® e; pour des formes linéaires o; € Hom(C",C) et
(e1,-+ ,e,) la base canonique de C".

LEMME 3.1.7. Une connezion régquliere peut toujours étre munie d’un repere.

DEMONSTRATION. En effet, si ¢ : V ~ C" désigne un isomorphisme quelconque
de V avec C", alors les matrices R} sont de rang 1 donc s’écrivent comme le produit
d’un vecteur colonne puis d’un vecteur ligne, c’est-a-dire que I'on a R, = o; ® e; avec
e; € C" et a; € Hom(C", C).

LEMME 3.1.8. Les e; précédents forment une base de C™.

On en déduit donc qu’on peut changer I'isomorphisme ¢ pour que (eg, - ,e,)
soit la base canonique de C" et définissent bien un repére de V. O

DEMONSTRATION DU LEMME 3.1.8. Par I'absurde, supposons que les e; ne forment
pas une base de C™. On considére alors une sous-famille libre maximale de (e, - - , e,)
qui, quitte & réordonner les indices, est de la forme (eq,--- ,ex) avec k < n. On com-
pléte cette famille en une base B := (fi, -, f,) de C" (avec f; := e; pour i < k). Si
I'on note (f1,---, f") la base duale de B, alors on a

PR = "y Ry =) freia; =0,
el el

car e; appartient a ’espace engendré par les f; avec i < ket f*f; =0 € C pour i # n.
Donc 0 est valeur propre de 'R’. Donc 0 est valeur propre de R’ (grace a la relation
classique reliant les polynomes caractéristiques de R’ et de 'R’). Cela est absurde a
cause de la condition (2) de 3.1.1.

O

3.1.3.2. Systeme gradué associé. On peut étendre la proposition 3.1.2 associant a
toute connexion réguliére un systéme gradué aux versions avec repeére.

PROPOSITION 3.1.9. Pour tout choiz :
(1) d’un angle admissible 0,
(2) dunteT,

on peut associer & toute connexion réguliere munie d’un repére un systéme gradué
avec repere.

Le choix de 'angle admissible est équivalent aux choix de la direction admissible
d’angle 6 et de la branche du logarithme sur C—R_ e donnée par 'argument compris
dans )0 — ;0 + 7. La branche du logarithme que I'on prend sur C — R, e est le
prolongement de la précédente le long de v~, c’est-a-dire celle donnée par 'argument
compris dans ]0 — 2m;6[. Notons U(a,v) la tanche C — R ae®” d’un revétement
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universel de C — {a} entre les feuillets d’angle v — 27 et v. Autrement dit, on prend
U(a,v) := C — Ryae plus le choix de la branche du logarithme d’angles dans
Jv — 27 ;v[. Avec ces notations, on a donc C — R e = (0,0) et C — R_e¥ =
U0,0 + ).

détermination 6 — 2w/ détermination 0

/
7

ouvert U(a, 0)

a

FIGURE 3. Branche du logarithme sur 1'ouvert U(a, 0)

DEMONSTRATION. On a déja défini dans la démonstration de la proposition 3.1.2
un systéme gradué £ associé a la connexion réguliére v grace au choix d’une direction
admissible. On pose ¢ : V ~ C™ un repére de v.

D’aprés la définition de £ comme systéme local des solutions de @, se donner
un repére en (p,p’) € Cy x C_4 de L correspond d’aprés le théoréme de Cauchy
holomorphe, & se donner deux bases préférées SA/g et Yy de @Pcr Li(g) et P, Li(d)
respectivement vérifiant une condition de compatibilité correspondant a la commuta-
tivité du diagramme (1.3.a).

On va définir ci-dessous des bases locales canoniques en les a;

\I/gﬂ‘ :Ll(aiﬁ) — G et \I/dJ‘ ZZ/{(GJZ‘,Q-F?T) -G

pour tout ¢ € I puis les utiliser pour définir deux bases gradués préférées Y,* et Y sur
¥4 et Xg respectivement. Les Y* seront définis grace a une condition de normalisation
exprimée a partir des W;. Enfin, on pourra exprimer toute base graduée a gauche }A/g
ou a droite }7;] par

Y=Y t, Ya=Y; tg
avec t,,tg € T. On montrera enfin que ¢, = t; nécessairement.

Notons @,_; Vi la graduation de V induite par la graduation @,_, C via ¢~ '. De
la condition (1) p.52, on déduit que les résidus R; sont non résonants, c¢’est-a-dire
que les valeurs propres de R; ne différent pas qu’un entier non nul. D’otl, en utilisant
un résultat classique (voir par exemple [Sab02]| chapitre IT proposition 2.11 et 2.13
p.93-94), il existe des uniques bases de solution

Ui:U(a;,0) > G et Yy, :U(a;,0 +7) > G pouriel

de V asymptotiques a (z — a;) en z — a;.

Notons K; le noyau de R;. Alors grace a la condition générique (1) p.52, on a
V =V,® K, car V; est égal a I'espace propre de R; pour la valeur propre \;. La
fonction W, /4, (k) est holomorphe en a; pour tout k € K; alors que la fonction ¥4 ,(v;)
non holomorphe en a; pour tout v; € V;, asymptotique a (z — a;)* - v;.

Les bases W,; (i € I) permettent de définir une base canonique de @,_; £;(g)
pour le seul choix de I'angle admissible 6 (et de méme pour le coté droit). En effet,
on pose Y : ¥y — G la section de (P, ; Li(g) telle que pour tout v; € V;, la fonction
Y (vi) — Wyi(v;) se prolonge en une fonction holomorphe en a;. Concrétement, cela
signifie que pour tout v; € V;, la fonction Y*(v;) : ¥, — C" est une solution de

v holomorphe sur C — R, a;e'’. De plus, elle est asymptotique a (2 — a;)* - v; en
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z — a; modulo les fonctions holomorphes en a;, ¢’est-a-dire qu’il existe deux fonctions
holomorphes F' et H en a; a valeurs dans g telles que

Vi(vi)(2) = F(2)- (z — ;)Y -vi + H(2) - v; avec F(a;) =id € G,

pour tout z € X, au voisinage de a;. De méme, on définit Y} : ¥; — G comme
la section de @, _; Li(d) telle que pour tout v; € V;, la fonction Y (v;) — Wy ,(v;) se
prolonge en une fonction holomorphe en a;.

Une base graduée a gauche Y, de L est alors nécessairement de la forme Y* - ¢,
pour un certain t, € T'. Cela correspond donc au choix :

(1) dunt, e T,
(2) de la branche du logarithme sur C — R ¢ donnée par les angles |0 — 27 ; 4.

De méme a droite, une base gradué Yj est nécessairement de la forme Y - ¢, pour
un certain ¢, € T'. Cela correspond donc au choix :

(1) dunt, e T,
(2) dela branche du logarithme sur C—R_ e? donnée par les angles |0 —7 ; 0+7].

Remarquez que les deux branches du logarithmes sont le prolongement 'une de
lautre via le chemin v~.

LEMME 3.1.10. Les bases précédentes sont compatibles via le diagramme (1.3.a)
st et seulement sity =ty €T

On en déduit alors immédiatement que le choix d’un repére pour un systéme
gradué associé a la connexion V correspond au choix

(1) dunt=t, =tyeT,

(2) de I’angle admissible § permettant de définir les deux branches du logarithme
précédentes.

O

DEMONSTRATION DU LEMME 3.1.10. Partons de la base de solutions Y sur 3.
Alors son prolongement le long de 7~ est de la forme Y,* = Y - C. Les coefficients
¢;,j de la matrice C~ € G peuvent étre calculé en regardant I’asymptotique du pro-
longement de Yg* en les a; sur X3. On a immédiatement ¢; ; = 0 si a; <4 a; car YQ* (v3)
est holomorphe en a; pour tout a; >4 a;. On a aussi ¢;; = 1 car Y*(v;) et Y (v;) ont
méme asymptotique en a; (grace a la compatibilité du choix des branches du loga-
rithme). Donc C~ € U_ et les bases Y,* et Y sont compatibles via le chemin 7. Si
I'on a ffg = YQ* 14 et ffd =Y/ -t5 avec ty, ty € T alors )A/g = EA/d . tdC*t;. Donc comme
C~ e U_, on a bien que les repéres sont compatibles, ¢’est-a-dire tdC_t;1 e U_ siet
seulement si ¢, = t4. O

REMARQUE 3.1.11. Notons
N* = =Y e ™ I(=))id;,
el
qui est un élément de T' car \; ¢ Z, o \; désigne 'unique valeur propre non entiére
de R;. On verra a la section 3.2 théoréme 3.2.4 qu’il faut prendre cette normalisation
t = N* coté régulier pour que la base du systéme gradué avec repére associée a la

connexion réguliére V corresponde a celle du systéme gradué avec repére coté Stokes
(pour le choix de t = 1 € T) par la transformée de Laplace.
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3.2. Transformée de Laplace

On reprend les notations de la section 3.1.1.

Comme expliqué dans 'introduction de ce chapitre, le but de ce chapitre est de
définir la transformée de Laplace (£4)ser qui est une famille continue d’applications.
Cette famille induira un isomorphisme entre les systémesAgradués Letl respecti-
vement associés aux connexions irréguliére V et réguliére V suivant les propositions
1.4.8 du chapitre 1 et 3.1.9 du chapitre 3 respectivement. Pour le coté irrégulier, on
fait le choix d’un angle admissible 7 € R et de la normalisation canonique t = id € T'.
(On rappelle qu’ici, on a H = T' = K car on suppose A € t,.,). Pour le coté régulier,
on fait le choix de I’angle admissible 7 + 7 € R et de la normalisation ¢t = N* € T, ou

N* ==Y le™I(=)\)eT,
1€l
avec \; € C — Z 'unique valeur propre non nulle de R;.

REMARQUE 3.2.1. On aurait pu choisi n’importe quel autre angle admissible de

la forme 71 + k7 avec k un entier impair. Dans ce cas, il faut changer la normalisation

t=N*en _
_ Z efurk)\,- F(_/\z)
el

La transformée de Laplace d’angle § € R d’une fonction ¢ — y(() est définie par
1 —(G/z
| o
o

Soly) 2~ 2imz

ot 7, est le chemin & valeurs dans C — D issu de l'infini dans la direction 6 — 27 allant
au voisinage du disque D puis parcourant un cercle dans le sens direct, et repartant
a l'infini dans la direction 6, ou D est un grand disque contenant tous les poles a;
(i € I) & distance finie de la connexion fuchsienne V.

Le résultat principal de cette section est le théoréme suivant :

THEOREME (Théoréme 3.2.4). La transformée de Laplace induit un isomorphisme
de systémes gradués avec repére L ~ L associés a V et a V respectivement lorsque
(1) Uon choisit 'angle admissible n € R pour L et l’angle admissible n + 7€ R
pour L.
(2) Uon fait le choiz de t =id € T pour L et t = N* € T pour L.
3.2.1. Théoréme de correspondance entre les bases par Fourier-Laplace.
On considére les données de la section 3.1.1. Soit V une connexion irréguliére avec

repere
A R ~
V=d- <—2+—>dz, @:V:@V}—»(—BC
< < el el
sur le fibré trivial V x P! — P! avec A = Y]
génériques suivantes :

o7 @i 1d; et R € g vérifiant les conditions
1) la partie diagonale A = §(R) € t de R est a valeurs propres non entiéres

P g prop )
(2) I'endomorphisme R € g est a valeurs propres non entiéres.

On note \; (i € I) les valeurs propres de 6(R), que 'on appelle souvent les exposants
de la monodromie formelle. On a donc §(R) = > .., \; id;.

Soit V la connexion réguliére avec repére

~ R; I
V:d—zz_aidz, 0:V--5C

iel
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sur le fibré trivial V x P — P!, ou R; = id; R € g. Les conditions génériques sur R
sont équivalentes aux conditions

(1) les endomorphismes R; sont diagonalisables de rang 1 a valeurs propres 0 de
multiplicité n — 1 et \; non entiére de multiplicité 1,

(2) I'endomorphisme >, R; € g est & valeurs propres non entiéres.

REMARQUE 3.2.2. La motivation de considérer la connexion V vient de la re-
marque 1.4.4. En effet, si I'on note w = 27! la coordonnée au voisinage de I'infini, on

a
d
Vd———i—(A—I—E).
dw w

dw

En multipliant & gauche par w, on trouve 'opérateur matriciel wd,, + wA + R. Sa
transformée de Borel formelle est alors 'opérateur

0c(—¢) + QA+ R = (0 = R~ A) ) (A= () = Vg -(4-0).

La multiplication a droite par le terme A — ( peut paraitre un peu mystérieuse. Ce-
pendant, lorsque 1'on se place dans le cadre plus général des A4;-modules (comme dans
le chapitre XII de [Mal91]), alors une solution de V correspond a une microsolution
de V. La multiplication & gauche d’une microsolution? de v par A — ¢ donne une
solution de V.

A~

On pose D un disque ouvert contenant tous les poéles a; a distance finie de V.
Soit y une solution de V définie sur un revétement universel de C — D. Pour toute
direction admissible d pour la famille (a;);c; d’angle 6, on définit la transformée de
Laplace d’angle 6 comme la fonction

1

2z

Lo(y) 1 2 L y(&) e ¥/7 de,

ol 7y, est le chemin a valeurs dans C — D issu de linfini dans la direction 6 — 27
allant au voisinage du disque D puis parcourant un cercle dans le sens direct, et
repartant a 'infini dans la direction Q L’intégrale est convergente pour tout z tel que
R(ze ) > 0 car les solutions y de V sont & croissance sous-exponentielle & l'infini.

On remarque que pour des angles 0 et € voisins, les fonctions £4(y) et Lo (y)
coincident sur leur domaine de définition (il suffit de déformer le contour de l'inté-
grale et d’utiliser le fait que y est & croissance exponentielle 4 'infini). Donc la famille
(£9(y))ger définit une fonction sur un revétement universel de C*. On appellera abu-
sivement la transformée de Laplace de y cette fonction.

THEOREME 3.2.3. La transformée de Laplace induit un isomorphisme de systémes
gradués L ~ L associés a V et a V respectivement, ot l'on a choisit une direction
admissible d pour définir L et la direction opposée —d pour définir L.

Ce résultat est un cas particulier des théorémes 2.9, 1.2 et 2.1 de [Mal91] chapitre
XII. Voir aussi [BJL81] §5.2 théoréme 2 p.714.
Notons N* € T' I’endomorphisme défini par

N* ==Y e ™ I(-))id; e T.
el
2. Pour étre précis, on parle plutot d’une microsolution d’un A;-module et pas d’un fibré a
connexion. Voir [Mal91] chapitre IT §3 p.30. Pour étendre la terminologie aux fibrés a connexion,

on peut par exemple composer & droite le foncteur “microsolutions” avec le foncteur “extension
minimale” qui & un fibré & connexion associe un D-module.
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Cet endomorphisme est bien dans 7" car \; ¢ Z donc I'(—\;) # 0. Nous allons montrer
le résultat plus précis suivant.

THEOREME 3.2.4. La transformée de Laplace induit un isomorphisme de systémes
gradués avec repere L ~ L associés a V et a V respectivement lorsque

(1) Uon choisit 'angle admissible n € R pour L et l’angle admissible n + 7€ R
pour L.

(2) Uon fait le choiz de t =id € T pour £ et t = N* € T pour L.

Ce théoréme traduit donc le probléme de calculer les matrices de Stokes (voir
section 1.3.6 du chapitre 1) de la connexion irréguliére V en un probléme équivalent
de calculer des matrices de connexions de la connexion réguliére V. On donnera la
correspondance algébrique explicite entre les matrices de Stokes de V et les coefficients
de connexion de V dans le théoréme 3.3.4.

3.2.2. Démonstration du théoréme de correspondance par Fourier-Laplace.
Dans cette section, nous allons montrer le théoréme 3.2.4.

3.2.2.1. Démonstration du théoréme 3.2.4. Tout d’abord, on montre que la trans-
formée de Laplace envoie bien les solutions de V¥ sur les solutions de V, donc définit
bien un morphisme de systémes locaux

(SQ)QER . 2 — ﬁ

LEMME 3.2.5. La transformée de Laplace £4(y) d’une solution y de V est une
solution de ¥V définie sur l'ouvert R(ze ) > 0.

Maintenant, on doit montrer que la transformée de Laplace est bien un morphisme
de systémes gradués avec repére, c’est-a-dire envoie £;(g) (resp. £;(d)) sur L;(g) (resp.

L;(d)) et est compatible avec les repéres. En revenant a la définition de £ et de £
comme systéemes gradués a partir des connexions V et V, cela correspond & montrer
que la transformée de Laplace des bases de solutions préférées f/g et lA/d de V sont les
bases de solutions préférées @, et &4 de V. Avec nos choix de ¢ = N* € T et d’angle

admissible n + 7€ R, on a
Y,=Y  N* et Y=Y} N*
avec pour tout v; € V;, la fonction
Y, (vi) s U(ai,n+7) — C* (resp. Y (v;) : U(ai,n + 2m) — C")

est holomorphe sur C — R_qg; el (resp. sur C — R,a;e') et est asymptotique a
(¢ —a;)" - v; en ¢ — a; modulo les fonctions holomorphes en a;.
Pour les choix de ¢t = id € T' et de I'angle admissible n € R, on a coté irrégulier

¢, :U0,n) > G (resp. Dq:U(0,n+7) = G)
holomorphe sur 3, := C —R_e" (resp. ¥; := C — R, e'") et donnée par sommation
de Borel-Laplace, c’est-a-dire grace a la remarque 1.4.5 que ®,4(z) (resp. ®4(z)) est

asymptotique & 2°(®) e=4/% en z — 0 sur ¥, (resp. ¥4) avec la branche du logarithme
donnée par les angles |n — 2m;n[ (resp. |n — m;n + 7).

PROPOSITION 3.2.6. On a Snﬂ(ffg) =, et SMQ,T(}A@) = d,.

Notons U(6) := C — Usic; R+a; € ot on sous-entend le choix de la branche du
logarithme d’angles |6 — 27 ; 0], que I’on voit comme un ouvert du plan de coordonnée
¢. Comme précédemment, notons U(0) := C — R, e oil 'on sous-entend le choix de
la branche du logarithme d’angles |6 — 27 ; 0], que 1'on voit comme un ouvert du plan
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de coordonnée z. On peut se représenter 'action de la transformée de Laplace sur les
solutions par la figure 4.

£
R /\
L L
solution sur — ~ solution sur
la tanche tranches de C — D tranches de C la tanche
Y, U(n + 27) U(n + 2m)

Yy n+ﬂ*\<$;% (n+7) ®q
\‘ (I)

FIGURE 4. Transformée de Laplace et correspondance entre les bases

De cette derniére proposition, on en déduit bien que la transformée de Laplace
induit un isomorphisme de systémes gradués avec repére L~CL.
3.2.2.2. Démonstration du lemme 3.2.5. Notons ® := £4(y). On calcule la dérivée
®’ de ® par rapport a z. En inversant intégrale et dérivation, on obtient
() = o) + = [ Su©)e e a
z 2irz ), 2*

En effectuant une intégration par parties sur la second membre (en dérivant y(€)),
on a
—1 _¢/570(1—¢) 1 /s
V(o) = () ¢ g i [en© e ST g | ey et ae

z 217r22 0 Y0 (e) 2122

Le terme entre crochet est nul car y est a croissance sous-exponentielle & 'infini,
donc [£y(€) e ¢#| — 0 quand ¢ tend vers l'infini dans la direction § — 27 et 6 (pour
tout N(ze ) > 0). En développant la dérivée (£y(€))’, un des termes s’annule avec
=1®(z), donc on a

P'(z) =

f £/(€) 9= de.

On utilise alors que y est solution de v pour obtenir, en inversant somme et intégrale

'(2) 217Tz2 Z 5 - (5) e ¢/ d¢.

=1

2imz2

5 i€l

P'(2) = g@(z) + = ZRiaiJ gyﬁeé/z dé¢.

2 —
2imz ~ o a;

Reste & montrer que le dernier terme est égal a ;%q)(z). Partons de la définition de
®(2). En intégrant par parties (on dérive y(f)) on obtient

—1 o (1—¢) _
®(2) = —— lim [y(¢) e*E/Z ol 217 Z e 7 de.

21 =0 79(5 - f — CLZ
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Le terme entre crochet est nul par le méme argument de croissance sous-exponentielle
de y. On remarque aussi que I'on a AR; = AFE; ;R = a;R;. Donc

A R
d'(2) = ;@(z) + ;CD(Z).
3.2.2.3. Démonstration de la proposition 3.2.6. Pour démontrer cette proposition,
on procéde en plusieurs étapes.
Tout d’abord on montre le calcul explicite suivant :

LEMME 3.2.7. Considérons la fonction puissance ¢ — ((—a;)® sur l'ouvert U(a;, )
pour un certain « ¢ Z. Alors la transformée de Laplace £o((¢ — a;)®) est une fonction
holomorphe sur le demi-plan R(ze ) > 0 identifié & un sous-espace de U(0,0 — )
et est égale a
o eiﬂ'a

[(=a)

DEMONSTRATION DU LEMME 3.2.7. Notons H;e le contour de Hankel faisant le
tour dans le sens direct de la demi-droite issue de a d’angle 6 en partant de I’angle
0—2m et finissant a 'angle 6. On a par déformation de contour que [ := £4(((—a;)*)(z)
est égal a

—a;/z

z— K, 2% e avec K, =

1 e~ /? du
- J (€ —a)e ¥7de = — J u®e™™* —  pour u=¢& — a;
2imz HY, 2im HY, z
e—ai/z
= i J X (x2)*e dx pour = = u/z.
HO,H—arg(z)

D’oit, comme 0 — arg(z) € |37/2;57/2[, on peut déformer le contour pour obtenir

efai/z —£—100
I =— J (x2)*e " dx pour € > 0.
2im —e+100
En effet, on utilise un argument classique utilisant le théoréme de Cauchy en remar-
quant que sur un arc de cercle de rayon R (compris dans le domaine de définition),
l'intégrande est majorée par cste - R® e f qui tend vers 0 quand R — +c0. On a
arg(u) € |0 — 2m;0[, donc on prend les déterminations du logarithme pour avoir
arg(x) € |/2;37n/2| et arg(z) € |0 — 57/2;60 — 3w/2[. On a alors bien u* = (x2)* =

%z On en déduit ) ,
SO @Taifz [TETI0 B
= —FF— x%e *dx.

2im

—&+100
Reste donc & calculer la constante K, 1= 5 S:i:g x®e " dx pour arg(x) € |7/2;3m1/2].
On effectue le changement de variable y = e ™2 de maniére a avoir arg(y) €

|—=m/2;7/2[ qui est la détermination principale de I'argument sur (y) > 0. On
obtient

_ ei7ra €+100

K, =— J y*e¥ dy pour € > 0.
2im €—100

Or, on peut montrer en utilisant la transformée de Laplace que I'on a
1 1 €400

3.2. S e q
(32a) Ma) 2in)._,, 7 W

d’ou
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ce qui achéve la démonstration du lemme.
Esquissons tout de méme comment on peut obtenir la formule (3.2.a) pour la
fonction Gamma réciproque. On a pour (3 ¢ Z

+00
[(B) = J tF~te tdt.
0
En effectuant le changement de variable u = ¢/s, on obtient

L) = J%O wP e du.

sP 0

qui peut donc étre vu comme la transformée de Laplace de la fonction v — u?~!. En
utilisant I'expression de la transformée de Laplace inverse, on obtient donc
B—1 1 = F(B) eSU

u’T = —— 5
A7 )iy S

ds,

d’ou en faisant le changement de variable ¢t = us,

1 1 £+100 5 4
—_— = t P e"dt.
F(ﬁ) 2im £—100

En appliquant cette formule pour 8 = —a, on retrouve bien 'équation (3.2.a)

On utilise ensuite une variante du lemme de Watson :

LEMME 3.2.8. Soity : U(a,0) — C une fonction de la forme y(¢) = f({)-((—a)*
avec

FQO =D flC—a), freC

k=0
une fonction analytique au voisinage de a et a« € C — Z. Alors la transformée de
Laplace £4(y) d’angle 0 admet le développement asymptotique®

ira
— €

Lo(y)(z) ~ ) mfk2a+k e,

k=0
quand z — 0 dans le demi-plan R(ze %) > 0 vu comme sous-ensemble de U(0,0 —).

DEMONSTRATION DU LEMME 3.2.8. L’asymptotique de £y(y) est bien obtenue
par intégration terme a terme de 'asymptotique de y, grace au lemme 3.2.7 précédent.
Soit K € N. On considére le terme d’erreur

y(¢) — 2 fe(C—a)*™ = g(O)(¢ — a)* KT

avec g holomorphe en 0. Sa transformée de Laplace est donnée par

1

2imz

a+K+1 ,—a/z
J g(O)(¢ —a)* e 7 d¢ = = _° f g(a+ zx)x® e " du,
'y;' 2171— H+

0,0—arg(z)

aprés le changement de variable x = ({ — a)/z et une déformation de contour car
la fonction g est a croissance sous-exponentielle & l'infini. En utilisant de nouveau le
fait que la fonction g est a croissance sous-exponentielle & I'infini, on montre que I'on
peut la dominer par une fonction intégrable. En utilisant le théoréme de convergence

3. Voir [LR16] définition 1.1.1 p.2 pour une définition précise de développement asymptotique.
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dominé, on en déduit que la fonction z — ﬁ SH+ g(a + zz)x* e " dx est holo-
0,0—arg(z)

morphe sur le demi-plan #(ze ) > 0 et on peut bien la majorer par une fonction
constante sur tout sous-secteur propre de R(ze %) > 0.
[

Soit v; € V;. Tout d’abord, comme Y*(v;) : U(a;,n + 7) — C™ est holomorphe en
a; pour tout j # i, on a

2imz

&) = g | Vr@Oe g,

a,L-,'r]+7r

ou H ; o désigne un contour de Hankel faisant le tour dans le sens direct de la demi-
droite issue de a de direction 6 en partant de la détermination de 'argument 6 — 27
et finissant en 0. La différence Y,*(v;) — ¥, ;(v;) est une fonction holomorphe en a; et
elle se prolonge en une fonction holomorphe au voisinage de la demi-droite issue de

A~

a; d’angle n+ 7 (car ¢’est une solution de V et que la demi-droite ne passe par aucun

A~

autre pole de V). On en déduit que

Lorn Yy (03) = ! Lﬁ Wgi(v:)(¢) e ¢7dg,

21wz

a;,n+m

car l'intégrale de la fonction holomorphe est nulle par le théoréme de Cauchy. Notons
N; € C* tel que N* = > ., N;id;. Grace au lemme de Watson 3.2.8, on en déduit que
Lo1x(Y) (vs)) est une fonction holomorphe sur ¥, asymptotique & Nt 200B) o= A/z g,
pour le bon choix de la branche du logarithme, donc que £,,.(Y,*) égal & &, - N*~
grace a la remarque 1.4.5. Par le méme raisonnement, on montre que £, o.(Y;") est
égale & ®5- N*~1. On en déduit le résultat de la proposition 3.2.6 par la linéarité de

la transformée de Laplace.

3.3. Données de Stokes comme fonction de la connexion fuchsienne

Cette section joue principalement entre les différentes bases de solutions de v
qui sont reliées par des relations algébriques. Notons Q(Q) = C — ;e; Rya; el avec
sous-entendu le choix de branche du logarithme donné par les angles |0 — 27 ;6. On
choisit un angle admissible n + 7 € R. Cela détermine une partie droite Z/A{(n + 27) et
une partie gauche u (n + m). On aura affaire dans la suite & quatre familles de bases,
chacune ayant sa version a gauche et sa version a droite :

(1) les bases standards (¥;),c; asymptotique a (¢ — a;)®

1el,

i en ( — a; pour tout

(2) la base “de Floquet” Y telle que Y (vy) est asymptotique & (¢ — ay) v pour
tout vy, € Vj,

(3) la base “de co-Floquet” Y* telle que Y*(v;,) est asymptotique a (¢ — ay) vy
modulo une fonction holomorphe en a, pour tout vy € Vj, et holomorphe en
a; pour tout j # k,

(4) la base normalisée Y qui est la base donnée par le repére de L pour le choix
de la normalisation N*.
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Donnons un petit formulaire. On pose
N*=Ate ™ I(-A)eT
-1 .
M* = A 2 RiCiledjEG

i,5€l

N =AN*=e¢ ™ I(-A)eT
M = AM* = > RiC;;id; € G

i,5€l
e2i7rz_1 (2i7‘(’)k+1 .
M) === X Gy =9

ou IT désigne la fonction IT de Gauss reliée a la fonction Gamma d’Euler par II(z) =
['(1 + 2z) sur C — Z. A priori, M* est seulement un élément de g mais sous les

conditions génériques vérifiées par V, on montre que c¢’est bien un élément inversible.
On peut alors résumer la section qui suit par la figure 5.

A~

base de £ monodromie en a;

et caractérisation

matrices de connexion

U, =V, Ciy
standards ¥;, (i € I) pour W;, %R

U(v) ~ (C—a)ffi-v, VveV
Y (v) := U, (v;), YV, €V

Floquet Y 1+ id;(e*™ —1)M*
Y(’Uk) ~ (C—ak)’\k-vk, VUk S Vk
Y =Y+ M Ve Y. e
co-Floquet Y* r¥ =1+ M*(e™ —1)id,
Y*<’Uk) ~ (C — ak))‘k * Uk (mod O%);
VE P Nl Py N Yy, € Vj, et holomorphe en a; (j # k)
normalisée Y ri =1+ N'Mx(A)Nid;

matrices de Stokes }/}(Uk> ~ Ni(¢ = a)™ - v (mod O,,),
Yals- = Y|y - uc Yy, € Vj, et holomorphe en a; (j # k)

Yd‘E*’ = ng‘2+ ~huy

~

FIGURE 5. Différentes bases de £

On calcule d’abord la monodromie 7 de la solution de co-Floquet Y en utilisant
une partie de la monodromie de la solution de Floquet Y,. On en déduit la monodromie
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r; de la solution normalisée 179 a gauche. Enfin, en utilisant un ordre adéquat sur [
(donné par I'angle admissible), on obtient la relation

Pl 171 = husu"

Cela permettra d’obtenir le théoréme 3.3.4 qui exprimera les données de Stokes
(u_,uy,h) de la connexion V en fonction de M via la formule

huy —u_ = N *My(A)N.

en utilisant une astuce algébrique.
On étend enfin cette formule dans la section 3.3.3 au cas générique un peu plus
général suivant :

(1) la partie diagonale A = §(R) de R n’a pas de valeurs propres un entier non
nul,

(2) le résidu R n’a pas de valeurs propres un entier non nul.

En particulier, ce cas générique contient un voisinage de 0 € g. On retrouve alors le
cas particulier de Particle [BTL13| de T. Bridgeland et V. T. Laredo théoréme 5.4
p.19 écrit sous la forme de la proposition 9.1 p.28, quand A = 0. En effet, dans ce
cas, on trouve

huy —u_ =uy —u_ =2irM = 2in Z R,C; ;id; .
i,5€l
car N =1id et x(A) = x(0) = 2ir.
REMARQUE 3.3.1. Les résultats de cette partie peuvent étre en grande partie
extrait de [BJL81|. Une reformulation et simplification d’une partie de ces résultats

avait déja été faite par P. Boalch dans [Boa05]|. Voir tout particuliérement le théoréme
2 et 3 ainsi que 'appendice A ou P. Boalch fait le lien entre la formule

/,—1 /
Tplp—1---T1 =u’ hul
et la formule de Killing-Coxeter
/ /
hu, —u_ = (as(ej)i<ijen Ti = 146 ®ay
dans une certaine base (€;)1<i<n pour ¢; € V et a; € V*. Voir aussi le diagramme 1

de |Boal0] p.15 dans la version Arxiv qui résume notre cas ot A € t,,.

3.3.1. Solutions standards et solutions globales. On considére les données
de la section 3.1.1. Soit V une connexion réguliére avec repére

V=d- Z dgp 0V =5
'LEI ‘
Notons U(6) := C — Usic; Ria; € ot Pon sous-entend le choix de la branche du
logarithme d’angles |0 — 27 ; 0. Faisons le choix d’un angle admissible n + 7 € R et

de la normalisation t = N* € T comme dans le théoréme 3.2.4, c’est-a-dire que 'on
prend

N* = — “”AZF Did; e T

el

et notons Lle systéme gradué avec repére associé a la connexion réguliére avec repére
V. En particulier, L correspond au systéme local des solutions.
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REMARQUE 3.3.2. Notons II la fonction II de Gauss définie par I1(2) := I'(1 + z)
pour tout C — Z_y. On rappelle qu’elle vérifie I'identité des compléments

() (~2) = —2 =

sin(rz)  sinc(rz)

On étend immeédiatement la définition de II au sous-ensemble des endomorphismes
de t a valeurs propres différentes d’un entier non nul. En particulier, cela donne
I(—=A) = >, II(—=X;) id;. Avec cette définition, on a immédiatement

N* = e ™ ATI(—A).

REMARQUE 3.3.3. Comme la fonction I' est holomorphe en 1, la fonction II est
holomorphe en 0 et on peut donc utiliser le développement en série de II au voisinage
de 0 pour définir 'image d’une matrice R € g proche de la matrice nulle par II. Comme
ici, A € T < t est a valeurs propres différentes d’un entier non nul, écrire II(—A) a
toujours un sens en évaluant Il sur chaque composante de V;. On aura cependant
besoin d’utiliser cette remarque pour le sens de II(—A) dans le cas par blocs.

On a construit dans la démonstration de la proposition 3.1.9 trois familles de bases
fondamentales :
(1) les bases standards V,, :U(n+7) - Get Wy, :U(n+21) > Gouiel,

A~ A~

(2) les bases graduées canoniques Y* : U(n +7) — G et Y : U(n + 27) — G,

(3) les bases graduées normalisées ?q U +7) > Get Yy:Un+27) - G.

Nous allons traiter le cas des bases & gauche. Pour le cas a droite, on remplacera
les indice “gauche” par “droite” et n + 7 par n + 2.

Les bases standards ¥ 4; sont des bases qui refléte le comportement local des
solutions de V en a;. On les définit comme suit. Notons 61 =d— %d(. Comme
par hypothése le résidu R; en a; est non résonant, c’est-a-dire que deux de ses valeurs
propres ne différent jamais d’un entier non nul, on a (|[Sab02| chapitre IT proposition

2.11 et 2.13 p.93-94) qu’il existe une unique transformation de jauge H,, définie sur
LA{(n + m) holomorphe en a; telle que Hy; [@Z] =V et H,(a;) = id. On pose alors

Ui =H,(Q)(¢— ai)Ri, pour tout ¢ € ﬁ(n + 7).

En particulier, ¥, ; est I'unique base de solutions de V sur ﬁ(n + 7) asymptotique a
(¢ —a)f en  — a;.
On construit ensuite la base graduée canonique Y,* qui lie les comportements

A~

locaux des bases W ; de la maniére suivante. On pose Y,* : U(n + m) — G la base

de solutions de V sur Z/Al(n + 7) telle que pour tout v; € V;, en notant yf = Y *(v;) :
U(n+m) — C" on a
(1) yF est holomorphe en a; pour tout j € I — {i},
(2) la fonction yf — W, ;(v;) est holomorphe en a;.
Autrement dit, yj = Y*(v;) est 'unique solution holomorphe en les a; (j # i) asymp-
totique a (¢ — a;)™ en ¢ — a; modulo les fonctiorAls holomorphes en a;.
Enfin, on définit la base graduée normalisée Y, permettant de définir le repére a
gauche de L par R
£, =y N
On définit ensuite les matrices de connexions Cyq,(; ;) € G reliant le pole a; de v
au pole a; par
Wi =i Cytig) et Waj=Wa,- Ca)
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Dans la suite, nous n’aurons besoin que des matrices de connexion pour les bases

a gauche, que 'on notera C; ; := C (; j)-
On rappelle que I'on définit les données de Stokes (u_,uy,h) € U- x U, x T

associées au systéeme gradué avec repere L par
Y| —}A/\ : Y| —}A/\ -h et h =A™
dls— = Iglg- " U-, diz+ = Iglgt - U4

ol X~ (resp. ©%) est la composante connexe de U(n + 7) A U(n + 27) contenant
un voisinage de Dinfini de la direction el™+%5) (resp. %)), Voir la figure 6. La

monodromie globale de la solution lA/g dans le sens direct est donnée par hu,u_'.

FIGURE 6. Domaines X7 et X~

Notons
M* = Ail Z RZ'CZ'J‘ ldj €g.
1€l
On remarquera que M™* est & diagonale égale a 'identité. On rappelle que la matrice
de normalisation N* est donnée par N* = e "™ A~TI(—A) € T. On posera aussi

(3.3.2) M = AM* =) RiC;;id; e g
el
(3.3.b) N =AN*=e¢ ™ I(-A)eT
et
217rz _ 2171' k+1
Xz = Z
k=0

qui est une fonction entiére, en particulier holomorphe au voisinage de 0.
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THEOREME 3.3.4. La matrice M définie griace auxr matrices de connexion déter-
mine les matrices de Stokes via la formule
(3.3.c) huy —u_ = N*Mx(A)N.

On transforme le terme y(A)N. On obtient

X(A)N = (™ — 1A e ™M I(—A) = 2ir TI(A) ™

en utilisant la formule des compléments. D’oul
2i el™Ai

T(L— ML+ A

(3.3.d)  huy —u_ = 2ir ™ II(-A)TTMII(A) ! = Z

i,j€l
ou m,; ; désigne les coefficients de M et en utilisant I’écriture plus commune avec la
fonction Gamma d’Euler.

3.3.2. Démonstrations de la section précédente.
3.3.2.1. Démonstration du théoréme 3.3.4. Pour montrer le théoréme, on procéde
en plusieurs étapes.

LEMME 3.3.5. On a la relation Y, =Y - M*.

A partir de cette relation algébrique, on peut en déduire le calcul de la monodromie
de Y autour d’un pole de V.

LEMME 3.3.6. La monodromie de Y autour de a; lorsque l'on traverse la coupure
R, a; i) dans le sens direct est égale d

r¥ =1+ M*(e*™ —1)id,

COROLLAIRE 3.3.7. La monodromie de )A/g autour de a; dans le sens direct est
égale a
ri =14+ N"'"My(A)Nid,.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 3.3.7. C’est immédiat car r; = N*~1r¥ N* et
car id; € t et N* € T' commutent. ]

REMARQUE 3.3.8. On peut aussi déduire du lemme 3.3.6 I'expression de la mono-
dromie de Y, autour de a; dans le sens direct. Elle est donnée par 1+ id;(e*™ —1)M*.
Cette expression ne sera pas utilisée dans la suite. Remarquez que cela est compatible
avec le fait que la monodromie de Y, (v;) est donnée par e?™i e C* pour tout v; € V;
car on a id; M*id; = id,.

Posons M := N~My(A)N = N*~1)M*(e?™ _1)N* e g. On a donc
pour tout 7 € 1.
On identifie alors I muni de 'ordre >, donné par
aj zqa; si ¥(a;e” ) > S e ) Cest-a-dire S(a;e ) < S(a;e)
al’ensemble {1, -, n} muni de l'ordre usuel (voir la figure 7). Remarquons que l'ordre
sur [ est le méme ordre que celui utilisé pour définir les sous-groupes unipotents

Ui < G pour le coté irrégulier lorsque 'on fait le choix de 'angle admissible n € R
coté irrégulier. En particulier, on a bien

Yals- = }Afg‘g— ul, Yyl = }A/g‘w chu, et h =A™

avec u4 € Uy pour les mémes groupes unipotents que coté irrégulier.
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p, -~
ei(m_ﬂ-) /

FIGURE 7. Ordre sur les poles coté fuchsien

On en déduit immédiatement que la monodromie de la base ?q autour d’un grand
contour dans le sens direct est égal & r,,r,,_1---71 € G. On a donc 'égalité

(3.3.a) PoTn_1---T1 = husu_".

A partir de cette équation, comme la décomposition de Gauss de r,7p_1---71 €
B, U_ est unique, il suffit de vérifier que si les endomorphismes u4 sont définis par
la relation hu, —u_ = M alors on a bien équation (3.3.a). Cela donnera que les
uniques endomorphismes vérifiant (3.3.a) sont bien définis par hu, —u_ = M.

DEMONSTRATION. Par un calcul direct, on vérifie que

~

(raTp—1---r1— Du_ =M,
lorsque 'on suppose que u4 sont définis par hu, —u_ = M. En effet, on a
Parnot -1 = (14 Mid,)(1+ Midy_1)--- (1 + Mid,)
=1+ MZI»O Zi1>i2>--~>ik Mihiz e Mik—lvik’

ou M;; :=id; M id;, c’est-a-dire que 'on a M = >, ;.; M; ;. Or par définition u_ =
id + Zi>j Mi,j' D’ou
-1 .
u_ = id + Z Z Mi17i2 ce Mik—hik
k>0 11>12>->10g

c’est-a-dire que 'on a bien

~

(rirg- - ry — Du_ = M.

REMARQUE 3.3.9. On en déduit immédiatement que
M* = N*u_(u="huy — 1)(h — 1)"'N*1,
Donc la matrice M* est inversible car 1 n’est pas valeur propre de la monodromie

u"'hu, de V, ni de la monodromie formelle h grace aux conditions 3.1.1. On peut
aussi le montrer directement (voir [BJL81| §2 proposition 2 p.697)

REMARQUE 3.3.10. On aurait pu considérer les variantes des définitions de M et
des r; pour la partie droite. On aurait alors M’ = )] RiCq i j)id; et rj = 14+ M'id;

la monodromie de Y; autour du pole a; dans le sens direct (avec M’ définie de maniére

i,j5€l
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analogue a M en remplagant M par M’). Alors la monodromie globale de SA/d dans le
sens direct est

riry vl = (hu”th ™ Yhuy = hu"tuy,

e . T —ul = . v
our le méme ordre sur 1. On peut alors montrer que 'on a hu_' —u;' = M’. Souvent
on note dans ce cas v, = u;' et v_ := hu_'h~! donc la monodromie globale est égale

Av_hvitetonav_h—uv, = M.
3.3.2.2. Démonstration des lemmes 3.3.5, et 3.3.6.

DEMONSTRATION DU LEMME 3.3.5. Comme Y est une base de solutions, il existe
un élément inversible A € G tel que Y, = Y* - A. Montrons que A = M*. Considé-
rons (v;);e; une base graduée de @, ; V; et notons (A;;); jer la matrice de A dans
cette base. Alors Yy(v;) = >, Air Y, (vx). On regarde I'asymptotique de Yy (v;) et
des Y,*(vg) en a;. On a

Yo(vi) ~ (¢ —ai) v,
Y*(v;) ~ (¢ — a;)™ - v; + holomorphe en a;
Y*(vx) ~ holomorphe en a;, pour tout k # i.

D’out A;; = 1. On procéde de méme pour les asymptotiques en a;, j # . En effet, on
aura Y (v;) o K;(¢ —a;) - v; + holomorphe en a; et on en déduira que K; = A, ;.

—a;
Pour déterminer K;, on écrit Y,(v;) = ¥, ,(v;) et on remarque que l'on a ¥,; =
\I/ng : Cj,i' Or

>\.
Poi(v;) (€= a;)™v
J
U, (k) o holomorphe en a;, pour tout k; € K; := ker(R;).
—)H/j
On rappelle qu’avec les hypothéses de généricité sur @, onaV =V,® K, ounK;:=
ker(R;) = ker(id; R). La projection naturelle V' — V;, orthogonale & K; est A™'R;.
D’ou
U, i(v) ~ W, ;- Civ; =W, AT R;C;v; + holomorphe en a;.

(—aj

On a donc bien A =%, > . A 'R;C;;id; = M*. O

jel

DEMONSTRATION DU LEMME 3.3.6. Notons A := r} la monodromie de Y au-
tour de a; dans le sens direct. Comme Y*(vy,) est holomorphe en a; pour tout k # 4, on
a Ay = idg pour k # ¢ out Ay, := Aidy. Remarquez qu’on retrouve A par A =, _; Ay.
Calculons maintenant A; qui est la seule partie de A non triviale. Soit v; € V;. On
écrit Yy (v;) = Y M*v; = Y. (i) + 20, Yy ide M*v; car les termes diagonaux de M*
sont égaux a 1, c’est-a-dire id; M*id; = id;. En prolongeant cette solution autour de
a; dans le sens direct, on trouve Yy (v;) - €™ en utilisant le fait que la monodromie
de U, ; est e’ et que ™ y; = e?™iy,. Pour le membre de gauche, on trouve
Y AM* v = Y Ai(vg) + 20, Y id M*u; car les Ay = id, pour tout k # 4. On en
déduit
Yo Ai(vi) = Y(v) - (3™ =1) + (Yo (v:) — Xy, Y idi M* ;)

— Y; . M*(GinA _1)% + Y;]*(Ui),

c’est-a-dire A; = id; + M*(e?™ —1)id;. Finalement, A = 1 + M*(e*™ —1)id;, ce qui
est le résultat annonceé. 0
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3.3.3. Prolongement holomorphe du cas générique. Les matrices de connexions
C;,; sont bien définies lorsque I'on considére la connexion V soumise aux conditions
génériques 3.1.1. Cependant, on remarque qu’elles le sont aussi lorsque 'on prend les
conditions plus faibles :

(1) les résidus sont de rang < 1 avec aucune valeur propre un entier non nul,
(2) la matrice R =

En effet, les résidus R; en a; sont encore non résonants dans ce cas.
Les conditions génériques correspondantes pour la connexion V sont les :

.7 It n’admet pas de valeur propre entiére non nulle.

(1) la partie diagonale A = §(R) de R n’a pas de valeurs propres un entier non
nul,

(2) le résidu R n’a pas de valeurs propres un entier non nul.

De plus, on remarque que les matrices de connexions C; ; dépendent holomorphi-
quement de R pour une matrice R restant dans cet ensemble générique.

De méme, on peut montrer la proposition suivante :

PROPOSITION 3.3.11. On fixe le choixz d’un angle admissible 6 € R. Alors l’appli-
cation qui a une matrice R dans l’ensemble générique précédent associe ses données
de Stokes (u_,uy,h) e U_ x Uy x T est une application holomorphe.

On déduit immeédiatement de cette proposition que la formule du théoréme 3.3.4
s’étend aussi au cas générique précédent avec
(1) la partie diagonale A = §(R) de R n’a pas de valeurs propres un entier non
nul,
(2) le résidu R n’a pas de valeurs propres un entier non nul.
REMARQUE 3.3.12. On retrouve en particulier la formule de T. Bridgeland et V.
T. Laredo [BTL13| théoréme 5.4 p.19 écrite sous la forme de la proposition 9.1 p.28.
En effet, quand la partie diagonale A de R est nulle, on a immédiatement
hU+ —u_ = 27rM = 2ir Z RZCZJ ld] .
i,j€l
car N =id et x(A) = x(0) = 2in. Remarquez aussi que la formule avec les “étoiles”

n’a pas de sens a priori car limy o N* = oo dans ce cas. Cela est compensé par le
zéro de eX™ 1.



Chapitre 4

Données de Stokes du cas biparti

4.1. Notations et résumé

Dans ce chapitre, nous allons traiter le cas général du chapitre 3. On rappelle que
’on note A; 'algébre de Weyl. On choisit deux C-espaces vectoriels de dimension finie
V et W, on choisit un tore maximal 7" du groupe G := GL(V') @ GL(WW) d’algebre
de Lie t. Enfin, on choisit un élément A@® B € t et on notera K = Ky @ Ky < G
le centralisateur de A @ B pour 'action adjointe. On considére la présentation de

A;-modules
% MO

A@WeV) = 4L@WaeV) — 4°—0.

avec

D

ou C' € Hom(V, W) et D € Hom(W, V') sont quelconques. Remarquez que sa restriction
a Pouvert C — {a; : i € I'} est la connexion

Vl=d— (B+C(z—A)"'D)dz,

qui est une connexion avec un pdle double en I'infini et des poles simples en les a;
(iel).

La donnée de cette présentation de A;-module est équivalente & la donnée d’une
représentation du graphe biparti I'(1,1) sur I'espace vectoriel bigradué V:= V@ W
avec la données de A @ B et le choix d’une des deux parties qui correspondra aux
poles a distance fini.

MO: (az_B ZfA) EAl ®C End(W@V),

FIGURE 1. Graphes biparti I'(1,1), T'(5,1) et I'(4, 3)

Notons (a;)es les valeurs propres de A € End(V) et (b;);es celles de B € End(W).
On notera pour la suite I' := I'(1, J) le graphe biparti de sommets I'union disjointe I U
J etV =V@W l'espace vectoriel bigradué, ou V', resp. W, sont munis des graduations
V = @, Vi resp. W = @jej W;, induites par A, resp. B. Comme expliqué dans
la section 1.2.2 du chapitre 1, la représentation du graphe I'(1,1) correspond & une
représentation du graphe I' sur 'espace vectoriel [ u J-gradué V. On notera alors

C? e Hom(V;, W) D} € Hom(W;,V;) pour tout (i) € I x J,
73
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les applications induites par C' et D respectivement par les graduations de V et W.
Notre convention est de prendre des indices pour signifier que 'on prend la décom-
position sur 'espace de départ et des exposants lorsque c’est pour 'espace d’arrivée.

De méme, on notera

— Ci =2, C) € Hom(V;, W) pour tout i € I,

— 7 =Y, C! e Hom(V, W;) pour tout j € J,

— Dj:= el D; € Hom(W;, V') pour tout j € J,

— D":= % . ; D; € Hom(W,V;) pour tout i € I.

La présentation de A;-module .#Z° est donc équivalente & une représentation du
graphe I' sur V avec en plus les choix suivants :

(1) des nombres complexes a; et b; pour tout sommet i € [ et j € J tels que pour
une méme partie, les nombres complexes sont deux a deux distincts,

(2) une des deux parties correspondant aux poles a distance finie, ici I.

On peut représenter le tout grace a la figure 2.

FIGURE 2. Représentation en haut du graphe I'(1,1), en bas du graphe
" avec ses choix correspondant au A;-module .#°

Notons .#* la transformée de Fourier-Laplace de .#°. Alors les données de cette
présentation correspond a la représentation de graphe

C
—D
plus le choix de 'autre partie & distance finie (la partie de W). Cela signifie que le
type irrégulier de .Z! a pour valeurs propres les —a; pour tout i € I et que les poles
de . sont les b; pour tout j € J.
On rappelle qu'un angle 6 est admissible pour une famille ()\;);c si et seulement
si on a arg(\; — A;) # 0 (mod 2m) pour tout ¢ # j. Une direction d est admissible
pour cette famille si I'un quelconque de ses angles est admissible. On dira qu’un angle
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0 € R est co-admissible si —0 € R est un angle admissible. Dans la sphére de Riemann
P!, une direction est donc admissible dans la carte a distance finie P' — {00} si et
seulement si elle est co-admissible dans la carte a I'infinie P! — {0}.

On rappelle que la donnée d'une direction admissible d d’angle 6 sur la famille
(Ai)ier induit un ordre total sur 'ensemble L donné explicitement par

i=q7 si Im(\e ™) <Im()\e ™).

Si I'on se donne un angle co-admissible, on prendra l'ordre sur L donné par ’angle
admissible correspondant.

En particulier, la donnée de deux directions admissibles pour les familles (a;)er
et (b;) es respectivement et le choix d’une partie correspondant aux poéles a distance
finie, ici I, (que I'on peut voir ici aussi comme un ordre entre les parties I et J, disons
I < J) induit un ordre sur le graphe biparti I" suivant la définition 1.2.3 du chapitre
1.

On note Ay (resp. Ay ) la partie diagonale par blocs de 'endomorphisme DC
(resp. C'D), ¢’est-a-dire le résidu du A;-module #" (resp. .#°) en I'infini. Dans toute
la suite, on supposera que les endomorphismes C' € Hom(V, W) et D € Hom(W, V)
appartiennent a un voisinage de 0 suffisamment petit. Précisément, on suppose que
les endomorphismes

(1) C;D? pour tout i € I,
2) D;CY pour tout j € J,
3) CID; pour tout j € J,
4) D'C; pour tout i € I,
5) Aw :=6(CD) = >, CiD;,
sont tous a valeurs propres dans le disque ouvert {z € C : |z| < 1/2} centré en 0
de rayon 1/2. En particulier, tous ces endomorphismes sont non résonants a valeurs
propres dans C — Z*. Remarquez que les conditions pour (3) et (4) impliquent les
conditions pour (5) et (6).
Ce chapitre peut étre résumé par la figure 3 ci-dessous.
Les bons choix de normalisation t" et ¢! € K seront donnés ci-dessous.
Commencons par donner les théorémes correspondant a la fléche verticale de
gauche de la figure 3.

On a le théoréme suivant, conséquence de la théorie développée dans [Mal91| et
rappelée dans 'appendice A :

(
(
(
(

el

THEOREME (Théoréme 4.2.1). Pour tout choiz :

(1) de deux angles nr,n; € R admissibles pour les familles (a;)ier et (bj)jes res-
pectivement,

(2) d’un élément t € K,
(8) d’une orientation du cercle & linfini,

on peut associer naturellement a la présentation de A;-module #° ci-dessus une
représentation inversible du graphe biparti I' sur [’espace vectoriel bigradué V.

Ce théoréme est une reformulation de la correspondance de Riemann-Hilbert-
Birkhoff a ce cadre généralisé des A;-modules. Explicitement, on montrera que W =
@,c, W est naturellement isomorphe (grace a nos choix) aux solutions de .#° au
voisinage de l'infini dans la direction d’angle —n;, J-gradué par la croissance des
solutions au voisinage de l'infini au voisinage de I'angle —7;. De méme, on montrera
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Primemieiien de Transformée de Fourier-Laplace

Aj-modules}

{Présentation de
A;-modules}

MO M1
Vl=d—-(B+C(z—A)"'D)dz Vi=d+ (A+D(—-B)'C)d¢
angle admissible n; € R s €R R
angle co-admissible —n; € R t_T tT T }6( :
normalisation ¢t = t' € K e
q o q orientation
orlientation canonique )
inverse
Transformée de Laplace
' multiplicative '
{représentation inversible {représentation inversible
du graphe T sur V } du graphe T sur V }
(U‘Z, U;)(L]’)GIXJ € Rep* (F, V) (U;'a ug)(j.i)eJxI
systéme gradué systéme gradué systéme gradué
(avec repeére) (avec repére) s (avec repeére)
des microsolutions des solutions des microsolutions

FiGURE 3. Correspondance de Riemann-Hilbert-Birkhoff pour la pré-
sentation de module .#Z° et sa transformée de Laplace

que V; est naturellement isomorphe (grace a nos choix) aux microsolutions de .Z°
au voisinage du pole a; au voisinage de la direction d’angle n;. L’espace V = @,_; V;
s’identifiera alors a I'espace des microsolutions généralisées a croissance exponentielle
de .#° et silon note u = 3, ;ycr, yuj et v =3 v p. ; V5, les applications v : W — V/
et u: V — W s’identifieront a ’application canonique semi-locale et a ’application
variation semi-locale respectivement.

Rappelons que 1’on note .#"! la transformée de Fourier-Laplace de .#Z°. Il est clair
que le graphe associé a .Z! est égal a celui associé & .#°, c’est-a-dire I'. Faisons le choix
de deux angles admissibles 7, et n; pour les familles (a;);er et (b;);es respectivement.
On peut résumer la situation sur les données par le diagramme ci-dessous

M M

(ai)iela nr - (_ai)iela_nl -7

(b)jess  —1s (bj)jes, M7

On a donc le méme ordre sur I et J pour .Z° et .#'. L’ordre entre les parties
est opposé mais cela n’a pas d’importance pour la définition des représentations de
graphe inversible d’un graphe biparti. On est donc en présence du méme espace de
représentations inversibles Rep*(I", V).

Le résultat fondamental reliant la représentation inversible du graphe I' associées
A MO et & M estle
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THEOREME (Théoréme 4.3.1). Les deux représentations inversibles du graphe T
sur V assocides au A;-module #° et o sa transformée de Fourier-Laplace .#* pour
les mémes choiz d’angles admissibles, de normalisation t € K et d’orientation sont
naturellement isomorphes.

On peut méme préciser cet isomorphisme. On définir les éléments de normalisation

suivant : (A
Ni =™ II(-Ay) e Ky et Nj, = % € Kw
i
ou II désigne la fonction Pi de Gauss reliée a la fonction Gamma d’Euler par II(z) =
(1 + z) pour tout z € C — Z_o.

THEOREME (Théoréme 4.3.2). Les deux représentations inversibles du graphe T
sur V assocides au Ai-module #° et o sa transformée de Fourier-Laplace 4" pour
les choix :

(1) Dorientation canonique, des angles admissible et co-admissible n;,—n; € R
et de lélément t = idy ®Nyy, € K = Ky @ Ky pour le module MO,

(2) Dorientation inverse, des angles co-admissible et admissible —m; —m,n; € R
et de lélément t = Ni: ®idy € K = Ky @ Ky pour le module 4",

sont égales.

Ensuite, on généralisera la définition de I’application de Riemann-Hilbert-Birkhoff
a ce cadre pour obtenir :

THEOREME. Pour tout choiz :
(1) d’un angle co-admissible ny, € R,
(2) d’un élément t € Ky,
(3) de Uorientation canonique,
on peut associer a toute connexion méromorphe de la forme
d— (B+C(z—A)"'D)dz
sur le fibré trivial de fibre W sur P! un systéme gradué de fibre W, correspondant ¢

ses données de Stokes en linfini.

On montrera ensuite qu'une représentation inversible du graphe I' induit deux
systémes gradués, correspondant a chaque choix possible d’une des deux parties com-
plétes.

PROPOSITION. On peut associer naturellement a toute représentation inversible
du graphe U' sur l’espace vectoriel gradué V @ W deuz systéemes gradués, le premier
de fibre V, le second de fibre W avec pour vecteur entier (dim(V;)):er et (dim(W;))es
respectivement.

Reste a vérifier la compatibilité avec I'application correspondante au niveau des
connexions. Notons V° la connexion
Vl=d—- (B+C(z—A)"'D)dz
sur le fibré trivial de fibre T, égal & la restriction du A;-module .Z° sur C — {a; :
iel}.
Notons aussi le connexion
Vi=d+ (A+D(-B)"'C)d

sur le fibré trivial de fibre V, égal a la restriction du transformée de Fourier-Laplace
de #° sur C —{b; : j € J}.
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THEOREME.

(1) Le systéme gradué de fibre W associé a la représentation inversible du graphe
I associé a #° est égal au systeme gradué associé & la connezion V.

(2) Si l’on suppose les conditions génériques de la section 3.1.1 du chapitre 3, en
particulier B = 0 et A a valeurs propres deux a deux distinctes, le systeme
gradué de fibre V associé a la représentation inversible du graphe T' associée
a A° est égal au systeme gradué associé a la connexion fuchsienne V! par
la proposition 3.1.9 du chapitre 3.

A partir de ce résultat, on peut en déduire un calcul explicite des données de
Stokes de la connexion V? en fonction de certaines données de la connexion V*.

On conclura enfin dans la section 4.6 que la matrice de connexion permettant de
définir un associateur de Drinfel’d dans [Dri89| est un cas particulier de coefficient
de Stokes dans un cas générique.

4.2. Représentation inversible de graphe et présentation de modules

Nous allons montrer qu’a toute présentation de A;-module comme précédemment,
on peut associer une représentation de graphe inversible du graphe I'.

THEOREME 4.2.1. Pour tout choix :

(1) de deuz angles admissible et co-admissible ny,ny; € R pour les familles (a;)ier
et (b;);es respectivement,

(2) d’un élément t € K,
(8) d’une orientation du cercle & Uinfini,

on peut associer naturellement & la présentation de Ai-module #° ci-dessus une
représentation inversible du graphe biparti I' sur ’espace vectoriel bigradué V.

Rappelons quelques points. Posons .#Z° la présentation de 4;-modules comme ci-
dessus. Notons L le systéme local des solutions de .#° sur U := C—{a; : i € I}. Alors
pour tout point de base b proche de l'infini, dans la direction d, on peut considérer la
fibre £, de £ en b. Si la direction d est non singuliére, alors b appartient a un secteur
de Stokes. Par la théorie formelle, la restriction de .#Z° sur U, qui est une connexion
est formellement équivalente a la connexion

N 9D,
V0 —d— <B+@>dz=d—<3+/\—w)dz.
A

z

car d’apreés les conditions génériques, Ay = ZjeJ CYD; est non résonante. Grace a
la théorie de la multi-sommation, on en déduit un isomorphisme holomorphe Fj, au
voisinage de l'infini dans le secteur de Stokes donné par la direction non singuliére d
entre la connexion V° et .#° (vu comme Dy }-module) au voisinage de b tel que
F(wo) = 1.

En choisissant une branche du logarithme dans la direction d et un élément ty, €
Ky, on en déduit une base préférée du systéme local gradué des solutions de Vo,
Par I'isomorphisme holomorphe précédent, on en déduit une base graduée du systéme
local des solutions de .#Z° en b. La composante selon W est donnée explicitement par

F(Z) . eAW log(z)+ Bz .
pour tout z au voisinage de l'infini dans la direction d. La graduation au niveau de la

base de solution correspond immeédiatement a la graduation de WW. Directement au
niveau du systéme local, celle-ci est donnée par L, = (—DjeJ L; avec L; I'ensemble des
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solutions de .#Z° sur U telle que son prolongement vers I'infini le long d’une direction
angle 6 avec |§ — arg(d)| < m/2 est a croissance sous-exponentielle de type b;.

Comme le choix d’une direction non singuliére de .#° en l'infini est équivalent
au choix d’une direction co-admissible, ce qui précéde peut ainsi étre résumé dans le
lemme suivant :

LEMME 4.2.2. Soit #° une présentation de A,-modules comme ci-dessus. Alors
pour tout choiz d’un angle co-admissible n; pour la famille (bj);es et tout choiz d’un
élément tyw € Ky, on peut définir un isomorphisme gradué naturel

DWW, — DL

jedJ jedJ
ot (—BjEJ L; est la fibre du systéme local des solutions de #° en un point & Uinfini dans
la direction d’angle ny, muni de sa graduation naturelle par croissance des solutions.

On peut procéder de maniére analogue pour les microsolutions. Notons C; I’espace
des microfonctions en a; et uL; := Homp, (,//ZC? ,C;) I'espace des microsolutions de .2#°
en a;. La définition des microfonctions est rappelé dans la section A.3.1 de 'appendice
A. Rappelons de plus que pour toute demi-droite d issue de a;, on peut représenter
toute microsolution s € pL; par la classe d'un germe de fonction § en a; sur C — d
modulo les germes de fonctions holomorphes en a;.

LEMME 4.2.3. Soit .#° une présentation de A,-modules comme ci-dessus. Alors
pour tout choiz d’un angle admissible n; pour la famille (a;)ie; et tout choiz d’un
élément ty € Ky, on peut définir un isomorphisme gradué naturel

DV — DL

i€l i€l
ot uL; est Uespace des microsolutions de #° en a; sur la tanche d’angles |ny—m ;n;+
7.

Explicitement, la composante sur V; de la base de microsolutions de uL; est de la
forme _
(z — a;)9

zZ — a;
ou Fj(z) est une fonction holomorphe en a; telle que F(a;) = 1.

Fi(2)- ty (mod O,,),

REMARQUE 4.2.4. Dans les deux lemmes ci-dessus, on a utilisé de maniére essen-
tielle le fait que .#° vérifie les conditions génériques. Pour l'isomorphisme avec les
solutions, ¢’est la condition (5) (conséquence de (3)) que 1'on a utilisé, alors que pour
I'isomorphisme avec les microsolutions, c¢’est la condition (4).

On peut maintenant montrer le théoréme 4.2.1.

DEMONSTRATION DU THEOREME 4.2.1. On a déja montrer que pour les choix
précédents, on peut définir les isomorphismes entre I'espace des solutions de .Z° et
W d’une part et lespace des microsolutions généralisées de .#Z° et V d’autre part.
On pose alors Can : W — V T'application induite par I'application canonique entre
solutions et microsolutions généralisées et Var : V' — W D'application induite par la
variation dans 'orientation choisie entre microsolutions généralisées et solutions.

On a donc 1—Var Can égal a la monodromie des solutions autour du pole a 'infini
dans 'orientation opposée a celle choisie et 1 — Can Var égal a la monodromie des
microsolutions généralisées autour des poles a distance finie selon le méme lacet.

Alors, on note Can’, € Hom(W;, V;) et Var] € Hom(V;, W;) les applications induites
par les graduations de V et W. Ces applications définissent bien une représentation
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du graphe I'. Le choix des angles admissible et co-admissibles n; et n; induisent bien
des ordres sur les ensembles [ et J respectivement, et en posant de plus I < J, on a
bien un ordre sur le graphe I'. Le corollaire A.5.6 de 'appendice A montre alors que

les applications (Can;», Varf )(ij)erxs définissent bien une représentation inversible du
graphe I U

REMARQUE 4.2.5. L’expression des composantes des applications canonique et
variation semi-locales est donnée par les formules de la proposition A.6.4 de 'appen-
dice A. Cela permet de relier les applications semi-locales aux applications canoniques
et variations locales.

REMARQUE 4.2.6. Notons
ul € Hom(V;, W;) et v; € Hom(W;,V;) pour tout (i,7) € I x J,

la représentation inversible de graphe associée au module .#Z° pour le choix d’angles
admissible et de I’élément id € K. On vérifie immédiatement que si I’on prend le choix
de I'élément t = ty @ty € K, alors la nouvelle représentation inversible de graphe
sera donnée par

uf' = t;[%_ u{ “ty, et Uji-’/ = t(,il v; ~tw, pour tout (i,j) e x J.

En particulier, 'action sur la monodromie 1 + wv est bien donné par 1 + u'v' =
t - (1 +uw) -ty

4.3. Transformée de Laplace multiplicative et isomorphisme de
représentations inversibles de graphe

Les représentations de graphe inversibles associées a .Z° et .#' sont isomorphes :

THEOREME 4.3.1. Les deuz représentations inversibles du graphe I sur'V associées
au Ai-module #° et & sa transformée de Fourier-Laplace #* sont isomorphes.

Dans I'appendice A, on définit la transformée de Laplace multiplicative sur les
hyperfonctions. Les hyperfonctions solution sont un moyen commode d’encoder dans
un méme objet des solutions et des microsolutions (généralisées). Cela permet donc
de définir la transformée de Laplace de solutions et de microsolutions.

On définir les éléments de normalisation suivant :

N =™V II(-Ay) e Ky et Np, = H(T/;W) e Ky
ou II désigne la fonction Pi de Gauss reliée a la fonction Gamma d’Euler par I1(z) =
I'(1 + 2) pour tout z € C — Z-g. Ces deux éléments sont bien définis. En effet,
on a supposé que Ay et Ay sont suffisamment proches de 0 et on peut prendre le
développement holomorphe de la fonction z — II(—z) en 0 qui sera bien une série
entiére de rayon de convergence > 1/2 (méme > 1 en occurrence).
On peut alors en déduire le théoréme suivant :

THEOREME 4.3.2. Les deuz représentations inversibles du graphe I sur'V associées
au Ai-module #° et & sa transformée de Fourier-Laplace .#* pour les choiz :

(1) de lorientation canonique, des angles admissible et co-admissibles ny, —ny €
R et de lélément t = idy &N} € K = Ky @ Ky pour le module #°,

(2) de lorientation inverse, des angles co-admissible et admissible —my—m,—ny €
R et de l’'élément t = Ny, @ idw € K = Kyw @ Ky pour le module M,

sont égales.
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Remarquez que le théoréme 4.3.1 est une conséquence du théoréme 4.3.2. En
effet, les changements de choix fournissent toujours un isomorphisme au niveau des
représentations de graphe inversible.

REMARQUE 4.3.3. On peut considérer la suite de A;-modules .Z°, . #*, ... #*
tels que .Z**! soit la transformée de Fourier-Laplace de .#*. Alors on a .#* ~ .#°.
Cependant, I'itération des choix précédents donne la méme orientation, mais 1’élément

de normalisation t4 = <2720 oig A = Ay @Ay et les angles (co)-admissibles ny, —n; €

(2im)2
R pour .#° mais les angles n; 4+ 2, —ny — 27 € R pour .#Z*. Le facteur e 2™ de la
normalisation est exactement compensé par la translation des angles n; et n; de £27
respectivement. Donc les représentations de graphe inversibles associées & .#Z° et .#*
pour ces choix sont isomorphes et I'isomorphisme correspond a la multiplication par
un facteur 1/(2ir)%.

Rappelons tout d’abord les définitions de la transformée de Laplace multiplicative
de 'appendice A.

Soit ¢ une microsolution de .#Z° en a;. On notera ¢ un quelconque de ses majeurs
et © son mineur. Précisément, cela signifie que ¢ est un représentant quelconque de
la classe © et ¢ est la fonction définie par ©(z) = ¢(2) — P(e 27 2). Comme .#° est
a croissance exponentielle et que le mineur ¢ est une solution de .#Z°, alors ¢ est a
croissance au plus exponentielle & 'infini et on peut considérer des intégrales de type
Laplace de ¢. On a fait le choix de Porientation canonique et de I’angle admissible

nr € R. On définit la transformée de Laplace multiplicative de la microsolution ¢
pour l'orientation canonique et I’angle admissible 1; comme la fonction

1 ai+gei(711+7f) o0 ellnr£m)

L(P)(¢) = — P(2)e * de + —— P(2) e ¢ dz,
27 [y e eitnp—m 20T ), 4 eingEm

ou ¢ désigne un réel strictement positif suffisamment petit pour que la premiére
intégrale soit définie. On montre que cette somme d’intégrales ne dépend pas du
choix du majeur et du & choisi. La fonction ¢ := £($) définit une solution & I'infini
de .#" au voisinage de la direction —n; — 7. Réciproquement, si 1) est une solution
quelconque de .#*1 définie au voisinage de I'infini dans la direction —n; — , alors on
pose

o0 el(—nr—m)

S = [ e

Zel-nr=m)
oll Z est un point dans la direction —n; — 7 au voisinage de l'infini. Cela définit alors
bien une microsolution généralisée de .#° au voisinage de la direction 7;.

Rappelons maintenant la définition de la transformée de Laplace coté .#Z1. Si ¢
est une solution de .#Z° définie au voisinage de I'infini dans la direction —7;, alors on
pose

1 X4eing

L)) = = p(z)e* dz.

N 2i7T OOefinJ
oul X est un point dans la direction —7; au voisinage de l'infini. Changer de point X a
I'infini change le résultat par 'addition d’une fonction holomorphe sur un grand disque
a distance fini (contenant tous les poles de .#'). Donc, pour n’importe quel choix
de X, cela définit une microsolution généralisée de .#"' au voisinage de la direction

v
—ny — m. Réciproquement, si on choisit une microsolution 1) de .#"' au voisinage
d’un pole b; avec les choix de I'orientation inverse et de I’angle admissible 7, on a la
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définition suivante de la transformée de Laplace :

o0 ei(njiﬂ)

B(Q) e d¢ + f B() e dc.

bj+eel(nyEm)

v b;+eel(ny—m)
2 = |
bj+eellny+m)
L’influence du choix de l'orientation est que 'on prend l'intégrale autour du cercle
de b; dans le sens inverse et non dans le sens direct. Remarquez aussi que comme on
prend la transformée coté .#*, on ne met pas les facteurs 1/(2in) au méme endroit.
On peut donc résumer ce qui précéde par le diagramme 4 suivant :

angle —n; angle n;
solutions de .Z° W = » W' microsolutions de .#*
Var Can’ Can' Var!
microsolutions de .Z° V < » V' solutions de .#*
angle n; angle —n; — 7

FIGURE 4. Transformée de Laplace multiplicative des solutions et microsolutions.

Le fait que 'on ait des isomorphismes de Laplace inverse I'un de I'autre est une
conséquence de la théorie générale développée dans 'appendice A, théoréme A.4.5.

Reste a voir la compatibilité des bases des deux cotés qui est le résultat du lemme
suivant.

LEMME 4.3.4. Soit ® la base de microsolutions généralisées de M° dans la direc-
tion d’angle n; donnée par son asymptotique avec le choix de la normalisation

N = ™V II(—Ay) € Ky.

Alors la base de solutions de 4" & Uinfini donnée par la transformée de Laplace de

& est la base des solutions de Stokes de " donnée par le choiz de ’angle admissible
—n; — 7 (et la normalisation id € Ky ).

REMARQUE 4.3.5. De méme, si ® est la base de solutions de Stokes de . donnée
par le choix de l'angle co-admissible —7; (et de la normalisation id € Ky ) alors sa
transformée de Laplace est la base de microsolutions généralisées de .#"* donnée par
le choix de I'angle admissible 7; et de la normalisation
II(—Aw)

Ni, =
w 21T

€ KW

Ce résultat se montre comme le lemme 4.3.4 précédent, en changeant le choix de
I'orientation choisie.

- . v . . ’ ’ . ’ rd rd
DEMONSTRATION. Soit @ la base de microsolutions généralisées de .Z° de I'énoncé.
On a donc que pour tout v; € V;, la base de microsolutions est asymptotique a

(z — a;)"

- Ny -v; (mod O,,),

N (mod O,)
et holomorphe en a; (¢’est-a-dire est nulle) pour tout vy, € Vi, avec k # i. La compo-
sante selon W est entiérement déterminée par la composante selon V.
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Le fait que la transformée de Laplace de cette base est bien la base de Stokes
de .#" donnée par le choix de I'angle admissible —7; + 7 est une conséquence dun
lemme analogue 3.2.7 du chapitre 3. Précisément, le lemme est le

LEMME 4.3.6. La transformée de Laplace de U’hyperfonction z — % pour le
choix d’arguments |n; — m;n; + [ est égale a
1 z—a;)” e~a¢
— ue—zch:Ka._a,
AT Jogimpsn 2 — G ¢
pour la détermination de (* d’angles |—n; — 2w ;n;[, avec K, = ;{:ZV

4.4. Systémes gradués et représentations inversibles de graphe

Comme précédemment, on note I' un graphe complet biparti de sommets 'union
disjointe I U J muni d’un ordre. Soit V = V @ W un C-espace vectoriel bigradué
tel que V est I-gradué et W est J-gradué. On notera p; = dim(V;) pour tout i € 1.
Nous allons montrer dans cette section que ’on peut associer a chaque représentation
inversible du graphe I' deux systémes gradués.

PROPOSITION 4.4.1. On peut associer naturellement a toute représentation in-
versible du graphe T" sur [’espace vectoriel gradué¢ V ® W deuxr systemes gradués, le
premier de fibre V, le second de fibre W avec pour vecteur entier (dim(V;)).er et
(dim(W})) es respectivement.

Commencons par remarquer le fait suivant :

LEMME 4.4.2. Soit ¥ un anneau, i = (u;)ie; €t une paire (non ordonnée) de
deuzw ouverts Y, et Xq recouvrant X tels que leur intersection ait deux composantes
connezxes. On munit I d’un ordre total. Alors la catégorie des systémes gradués pour
les données (3,1, i, X4, X,) est équivalente & la catégorie suivante :

(1) les objets sont les automorphismes linéaires f € GL(V) appartenant a la
grosse cellule B_B, < G ou les Borel par blocs sont définis grice a la gra-
duation ordonnée V = P._, Vi,

(2) les fleches sont les automorphismes linéaires de V' préservant la I-graduation
de V', c’est-a-dire un élément de K = B_ n B,.

el

DEMONSTRATION. L’application qui & un systéme gradué associe un objet de
la catégorie ci-dessus est définie comme suit. On choisit un isomorphisme gradué
de @,.; Li(d) avec @, ;V;. L’application de monodromie dans le sens direct pour
un point de base dans X, définit immédiatement, via cet isomorphisme, un élément
f de la grosse cellule B_B, par définition des systémes gradués. Pour I'application
réciproque, il suffit de remarquer que f admet toujours une décomposition de la forme
f =0b_b, avec b_ € B_ et by € By, donc un systéme gradué en prenant £;(g) =
L;(d) = V; et les applications de recollement by. De plus, une autre décomposition
est nécessairement de la forme f = (b_t~')(tb,) pour un certain t € K = B_ n B,
donc définirait un systéme gradué isomorphe. 0

Nous pouvons maintenant montrer la proposition 4.4.1.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 4.4.1. On rappelle que comme I" est un
graphe ordonné, il est muni d’un ordre sur les ensembles [ et J. D’aprés le lemme 4.4.2,
il suffit d’associer a une représentation inversible du graphe I' sur le C-espace vectoriel
bigradué V deux automorphismes linéaires f € GL(V') et g € GL(IW) appartenant a
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leur grosse cellule respective. En reprenant les notations de la section 1.2.3 du chapitre
1
u! € Hom(V;, W;) et vi € Hom(W;,V;)  pour tout (i,5) € I x J,

on pose alors

[ = <<5,-7j + Z viuf) e End(V)
{i.jel}

keJ
et

g= ((57;7]' + Euzvf) e End(WV),
kel {i.jeJ}

que l'on vérifie immédiatement étre dans les grosses cellules respectives, par définition

d’une représentation inversible.

O

On peut maintenant montrer la compatibilité des systémes gradués induit. On
reprend la présentation .#° ci-dessus dont sa restriction & C — {a; : i € I} est la
connexion

Vl=d— (B+C(z—A)"'D)dz.

On choisit une direction co-admissible d pour la famille (b;);e;. De la théorie générale
développée dans [Boal4], on peut associer a la connexion V° un systéme local de
Stokes un peu plus général que celui défini dans le chapitre 1. C’est un systéme local
sur une courbe 3 o 'on a pris Uéclaté réel de P! — {a; : i € I} en le point a Iinfini
et retiré des points au voisinage de l'infini dans les directions singuliéres tel que sa
restriction dans le halo a l'infini soit un systéme Ky -local. On considére alors un
grand disque de 5. contenant les poles a; mais aucuns autres trous (aucun des trous
e(d) pour toute direction singuliére d) et on prend la restriction du systéme local
de Stokes a & — D. Cette restriction définit un systeme local de Stokes dans le sens
de la définition 1.3.8 du chapitre 1 et on peut donc grace a la proposition 1.3.11 lui
associer un systéme gradué pour le choix d’une direction co-admissible d. En prenant
I'inversion de ce systéme local (par la transformation z — 1/z), on obtient le systéme
gradué désiré.

On a alors le

THEOREME 4.4.3. Le systéme gradué de fibre W associé a la représentation in-
versible du graphe T' associé a #° est égal au systéeme gradué associé a la connexion
V.

DEMONSTRATION. La partie W de la représentation inversible du graphe I' cor-
respond bien au systéme des solutions de V° gradué par le phénoméne de Stokes
dans la direction co-admissible d & l'infini. L’application de monodromie donne bien
le systéme gradué induit, qui est bien égal au systéme gradué obtenu directement en

prenant le systéme local de Stokes associé a V° puis le systéme gradué correspondant
(dans la direction d). O

Considérons maintenant le cas particulier du chapitre 3. On prend B = 0, A a
valeurs propres deux a deux distinctes, C' = id et on pose R := D pour étre cohérent
avec les notations des chapitres précédents. On a donc V = W dans ce cas. La
connexion VY est alors égale &

id; R

Z — Q;

VO =d—id(z—A)'Rdz=d - )

iel

dz.

On suppose de plus que 'application R vérifie :
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(1) la partie diagonale A := 0(R) € t de R est a valeurs propres non entiéres,

(2) Pendomorphisme R € g est & valeurs propres non entiéres.

THEOREME 4.4.4. Sous les hypothéses précédentes, le systéme gradué de fibre V
(= W) associé a la représentation inversible du graphe T associé a #° est égal
au systeme gradué associé & la connexion fuchsienne V! par la proposition 3.1.2 du
chapitre 3.

DEMONSTRATION. La démonstration est un peu moins immeédiate que pour le
coté irrégulier. En effet, le systéme gradué donné par la restriction de la représen-
tation inversible du graphe I' est le systéme gradué donné par les microsolutions de
la connexion V° au voisinage de ces poles & distance finie. Il faut donc montrer que
I'espace des microsolutions de V° en le pole a; disons est isomorphe & I'espace des
solutions de V° holomorphe sur C privé d’'une demi-droite issue de a; de direction
admissible d et non holomorphe en a;. On a une application naturelle entre les deux
espaces, qui est I’application canonique qui a une solution au voisinage de a; associe
la microsolution correspondante. Dans ce cas, ’application canonique est un isomor-
phisme. En effet, les deux espaces sont de dimension 1 (voir le lemme 3.1.3 du chapitre
3 et la proposition 2.1.4 du chapitre 2). Comme I’application canonique est clairement
non nulle, elle est bijective. 0

4.5. Données de Stokes

Pour calculer les données de Stokes de .#', on va utiliser les correspondances
algébriques présentes dans I'appendice A section A.6.

Considérons la représentation inversible du graphe I' associée au module !
donnée par les

ul € Hom(V;, W;) et v; € Hom(W;,V;) pour tout (i,5) € I x J.
On rappelle que 'on note
:Zuf et vizzvé pour tout ¢ € [.
jed jedJ

La monodromie de la partie V' est donnée par

MV = ((5@]‘ + Z U‘;Uf) € EHd(V)
{i.jel}

keJ

On en déduit les matrices de Stokes de la connexion V' par la formule My = v hu..,
qui est aussi équivalente a la formule

u_ —huy = Z 0" O uy.

i,4'el

O :1+ZZU e GL(W).

i=1keJ

Notons un instant avec des primes les applications de la représentation inversible
de graphe associée au module .Z 0 avec le bon choix de normalisation donné par le
théoréme 4.3.2. On a donc u)’ = u! et v;" = v} pour tout (i,7) € I x J d’aprés
le résultat du théoréme 4.3.2. On notera donc sans les primes les applications de la
représentation de graphe inversible associé a .#Z° et .4*.

On suppose toujours que les résidus du A;-module .#Z° sont non résonants, ce qui
permet de bien définir les matrices de connexion.

ol
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PROPOSITION 4.5.1. St C;; désigne la matrice de connexion entre les poles a; et
a; de la connexion V', alors on a l’égalité

V'O uy = —Ciy - x(—=CyD") - Cy € Hom(Vyy, Vi),  pour tout i,i' € I,

ot C; v désigne la matrice de connezion entre les poles a; vers a; pour le choiz de la
branche du logarithme donnée par 'angle 0, le long du chemin ne traversant aucunes
des coupures ay + R, el(mE7)

DEMONSTRATION. C’est une conséquence du lemme 3.2 de [Mal91] chapitre 1T
p-31. 0

On en déduit immédiatement que les matrices de Stokes de la connexion V! sont
déterminées dans le cas générique précédent par les matrices de connexion de la
connexion VY.

4.6. Associateur de Drinfel’d

Soient X,Y € g = End(V). On montre ici que la matrice de connexion permet-
tant de définir un associateur de Drinfel’d dans [Dri90]|, ¢’est-a-dire la matrice de
connexion le long du segment [0;1] de la connexion fuchsienne

X Y
VKzi_d—<—+ >dZ
Z z—1

sur le fibré trivial sur P! de fibre V, est en fait un cas particulier de matrices de
Stokes d’une connexion de type 2 + 1 dans un cas générique.

On considére la connexion irréguliére

ooa (V) G 3)

g ¢

dg

sur le fibré trivial de fibre V := V @ V sur P!. Le résidu en 0 est égal & DC avec

X . . . . .
D = (Y) et C' = (1V 1\/)- La connexion fuchsienne associée est bien la connexion
V7 ci-dessus utilisée pour définir un associateur de Drinfel’d sur C (voir [Dri90]).
On choisit la direction admissible d d’angle —7/2. Cela permet de définir 'ouvert
U(d) égal a C privé des deux demi-droites issues de 0 et 1 de direction d. Notons Cy
la matrice de connexion de Vg reliant le pole 0 au pdle 1 par un chemin de U(d).
Notons aussi ® la matrice de connexion de Vg le long du segment [0;1] (parcouru
de 0 vers 1), que nous appellerons ici matrice de connexion de Drinfel’d. Alors on a
légalité

02’1 = e”rY P.
(Si on avait pris la direction admissible d’angle /2, on aurait eu Cy; = 7™ ®).
Maintenant, les matrices de Stokes de V sont données par la formule

huy —u_ = N'M - x(A)N
avec N = ™ II(—A) avec II la fonction Pi de Gauss et M = Yuijer RiCijid;. Le
coefficient d’indice (2,1) de hu, — u_ c’est-a-dire 'opposé du coefficient (2,1) de u_
est donné par ‘ '
e_”r)‘z H(_)\Q)_l . YOQJ . X(/\1> e”r)‘l H(—Al)
En utilisant I'expression explicite des \;, on a donc
(u_)oy = —H(=Y)'V - & y(X)e™ II(-X).
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En particulier, on peut retrouver la matrice de connexion de Drinfel’d ® & partir du co-
efficient (2, 1) de u_ lorsque I’on suppose des conditions génériques. Par exemple, sup-
posons que la connexion V soit suffisamment proche de la connexion triviale comme
précédemment mais en plus que Ay soit inversible. Alors Y est inversible (par hypo-
thése sur \o) et les termes en II(—Z) et x(Z) sont inversibles car Z = X ou Y est
proche de 0. Dans ce cas, on peut donc écrire 1’égalité

b = —H(—Y)Yil . (u*)ll . X(X)*l e*iﬂ'X H(—X)il,

c’est-a-dire que la matrice de connexion de Drinfel’d est déterminée génériquement par
les matrices de Stokes de V. En particulier, le développement des matrices de Stokes
de V sous forme de série formelle nous redonne le développement en série formelle non

commutative de la matrice de connexion de Drinfel’d donné dans [LM96]| théoréme
A9 p.63.






Chapitre 5

Développement moulien des matrices de connexion

5.1. Introduction

Le but de ce chapitre est de donner une formule sous la forme d’une série formelle
(a variables non commutatives) pour les matrices de connexion C; ; reliant le pole a;
au pole a; avec 7, j € I, pour une connexion fuchsienne

Vi=d-> A4

Z — a;

el
sur un fibré trivial V x P! — P! et d’utiliser ce résultat ensuite dans le chapitre 6
pour donner un développement en série des matrices de Stokes d’un connexion de type
2+1 (en utilisant les résultats du chapitre 3 qui nous ont permis de relier les matrices
de Stokes aux matrices de connexions de connexions fuchsiennes). En généralisant les
résultats ci-dessous et tout particuliérement le corollaire 5.6.3 p.109 pour les matrices
de connexion entre les poles d’une connexion du type 2+ 1+ ---+ 1, on peut fournir
des résultats analogues a ceux du chapitre 6 en utilisant les développements effectués
dans le chapitre 4 proposition 4.5.1.

Donnons ci-dessous la formule en question. Dans cette section, on considére les
données suivantes :

(1) une coordonnée z : P! — {0} — C.

(2) un C-espace vectoriel V' de dimension finie. On note G = GL(V) et g =
End(V).

(3) les nombres complexes a; (i € I) deux & deux distincts.
(4) des éléments A; € g pour tout i € I.

On considére alors la connexion méromorphe V ci-dessus sur le fibré trivial V' x
P! — P! On notera S := {a; : i € I} U {0} 'ensemble des poles de V. On peut
définir un certain nombre d’invariant pour la connexion V. Par exemple, pour toute
classe d’homotopie de lacet 4" & valeurs dans P! — S reliant le point régulier p au
point régulier ¢, on peut définir la monodromie M,/ de la connexion V par

M, = U (p)¥(q) € G,

ou W est une base de solution de V au voisinage de p que 'on prolonge a ¢ le long de
/

v

On suppose dans la suite que les résidus A; (i € I) de V en chaque pole sont non
résonants, c’est-a-dire que la différence de deux quelconque de leurs valeurs propres
n’est jamais un entier non nul. On peut alors définir la matrice de connexion C,
pour tout chemin ~ reliant un pole simple p a un pole simple ¢ modulo le choix
d’une branche du logarithme log,(- —p) en p et log, (- — ¢) en ¢. Briévement, pour ces
choix il existe deux bases préférées W, et U, sur un voisinage sectoriel issu de p et
q respectivement telles que W, (z) soit asymptotique & eRes»(V)108,z=P) (et 1a formule
analogue pour U, ). Alors on a par définition

C, = (2)0,(2) € G
89
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et cette définition est indépendante du choix de z dans l'image du chemin v par
simple connexité. La matrice de connexion C., peut aussi s’écrire comme une limite
normalisée des matrices de monodromie M., , ot Yy, : [u;v] — P! — S désigne la
restriction de 7 sur l'intervalle [u;v] pour 0 < u < v < 1 (voir la proposition 5.3.9).

On définit 1'alphabet Q := {A; : i € I} en les résidus de V et on notera 2*
I’ensemble des mots écrits dans l'alphabet . Remarquez que cet alphabet est en
bijection avec I, et on notera abusivement a,, := a; € C le pole correspondant a une
lettre w = A; € Q.

On rappelle qu'un moule scalaire est une application I* : Q* — C. En suivant les
conventions de J. Ecalle, on note I* := I*(w) € C I'image du mot w € Q* du moule
I*. Au langage prés (et a la structure algébrique de I’ensemble des moules rappelée en
appendice B), un moule est simplement un ensemble de coefficients universels pour
chaque mot écrit dans ’alphabet (2.

On définit le moule classique des hyperlogarithmes I, pour tout chemin 7' a
valeurs dans les points réguliers Gr! —S de V par

w dz dz,
5= - ;
O<t1 <--<tp<l A1 — Qg Zr = G,

pour tout mot w = wy -+ - w,., ol zx := y(tx) pour tout 1 <k < r.

Notons A, le comoule canonique a valeurs dans l'algébre enveloppante Ug de
I'algébre de Lie g. On rappelle que cela signifie que A, est 'application Q2* — Ug
définie par

Ay = AJw) = A, - Ay,
pour tout mot w = wy - --w,. On fera attention a 'inversion des indices.
Le point de départ de la formule pour les matrices de connexion est la proposition
suivante.

PROPOSITION (5.4.3). On a [’égalité
My = > I%A,

we)*
ot M, est la monodromie de V le long du chemin ' (& valeurs dans les points
régulier) et ot le membre de droite est une somme absolument convergente.

Cette formule est une conséquence de la résolution des équations différentielle avec
la méthode de Picard et a été montrée dans le mémoire de J. A. Lappo-Danilevskij
|LD53|.

Pour obtenir une formule pour la matrice de connexion C;; reliant le pole a; au
pole a; le long d’un chemin v, on doit définir le bimoule d’extension symétrale

ssa; ;1 (2 x Q)* — C.

Les indices ¢ et j joue ici un role spécial et le bimoule ssa? ; dépend de ces indices. La
définition explicite intrinséque du bimoule ssa® est donnée dans la section 5.5.2. En

w !

gros, les ssag M ) s’expriment comme des sommes de produits de coefficients binomiaux
dépendant des mots w,w’ € O*.

REMARQUE 5.1.1. Ce bimoule a beaucoup de termes nuls. En particulier, on
peut montrer que ssa;;) # 0 implique que les mots w et w’ sont de méme longueur
(méme que leurs lettres sont en bijection). Un programme informatique a été donné

en appendice B pour calculer les premiers termes de ce bimoule.

On peut alors donner un développement moulien de la matrice de connexion C; ;
reliant le pole a; au pole a;.
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THEOREME. On a ’égalité
Oi,j _ e—logi(aj—ai)Ai ( Z (’] )IszA > elogj(aq;—aj)Aj’
w,w’'e*

o I, est égal a la limite des 1%, , pour (u,v) — (0,1) lorsque cette limite existe et 0
sinon. De plus, la somme de drozte est absolument convergente.

Notons 2F; < Q* I'ensemble des mots dans I'alphabet {2 ne commengant pas par
A; et ne finissant pas par A;. De la définition du bimoule ssa®, on montre immédia-

tement que pour tout w’ € Q”, on a ssa( S siw = w' € Qf; et 0 dans tous les

autres cas. On peut donc écrire le developpement précédent sous la forme

_ s —a A ) _
Ci,j = e log;(aj—a;)A; Z A + Z Iw " elog](aZ a])AJ'
w’eQ;“j w,w'eN*
h weZQ;"j

Le terme de droite entre les parenthéses peut étre vu comme un terme de régularisa-
tion. En développant les exponentielles, on obtient alors la forme simplifiée

! . .
Cij= Z I} Ay + termes de régularisation.
w/EQ;’fj

De plus, remarquez que les coefficients Ig"- sont tous convergents pour w' € O,
c’est-a-dire que 'on a exactement

w’ le dzr
IZJ = PPN ,
o<t1<-<tr<1 21 — awl Zr — Q,

ot 2; = 7y(tx) pour tout 1 < k < r pour tout mot w’ = wy...w, € ;. On a ainsi
obtenu un développement moulien de la matrice de connexion Cj ; a partir d’intégrales
itérées, qui sont ici des hyperlogarithmes (voir [Eca02]| §4.3).

Cette section est organisée comme suit. Dans la partie 5.2, on commence par
faire le lien entre la formulation vectoriel ci-dessus et une variante formelle. Ensuite
dans la partie 5.3, on donne quelques pré-requis pour les développements mouliens
a proprement dit en reliant les matrices de connexion aux matrices de monodromie.
Les parties 5.4 et 5.5 sont les parties centrales de cette section ot I'on montre les
développements mouliens pour la monodromie et les matrices de connexions. Pour les
matrices de connexion, on procéde en trois étapes :

(1) On montre une formule du type
- Z CY]7CYZ
welY*

ou J* : Q* — Clx, y| est un moule a valeurs dans l'algébre des polynomes en
deux variables commutatives. Cette formule est une conséquence immeédiate
du fait que les matrices de connexions C;; sont de type groupe pour une
certaine structure de cogéebre dans le cadre formel.

(2) On montre une formule du type

C@'J —e —log;(aj—a;)A; (Z Jw 0 O > log; (ai—aj)A;

weN*

en utilisant au maximum la structure de moule J7 .
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(3) Enfin, on obtient en dernier lieu la formule du théoréme ci-dessus gréace a la
formule

J;%(0,0) Z ssa” i

qui exprime explicitement les Coefﬁcients Ji%(0,0) comme combinaison li-
néaire d’hyperlogarithmes.

Enfin, on projette ces résultats du cadre formel au cadre vectoriel dans la partie
5.6.

5.2. Lien entre le cadre formel et vectoriel

Dans cette section, on considére les données suivantes :
(1) une coordonnée z : P! — {0} — C
(2) un C-espace vectoriel V' de dimension finie. On note G = GL(V) et g =
End(V).
(3) les nombres complexes a; (i € I) deux & deux distincts.
(4) des éléments A; € g pour tout i € I.

On considére alors la connexion

5.2.a =d-— z,

(5.2.a) ; E——

sur le fibré trivial V' x P! — P!. On rappelle que I'on note S = {a; : i € I} U {0}
I’ensemble des poles de V.

Le but de cette section est de donner une formule sous la forme d’une série formelle
non commutative pour les matrices de connexion Cj ; reliant le pole a; au pole a; avec
1,7 €l.

Pour calculer cette matrice de connexion, on va mettre en paralléle deux formu-
lations :

(1) le cas formel ot A = C{Q) est l'algebre de séries formelles non commuta-
tives en I'alphabet Q@ = {A; : i € I} et F est le fibré trivial sur P! — S de
fibre A.

(2) le cas vectoriel oit V' est un C-espace vectoriel de dimension finie, ot g est
'algébre de Lie de G := GL(V), ot les A; € g sont des endomorphismes de
V pour tout i € I et ot F' est le G-fibré principal sur P! — S.1

Remarquez que l'expression (5.2.a) en remplagant les A; par les A; définit une
connexion sur le fibré F dans le cas formel aussi. La donnée de cette connexion est
équivalente a la donnée d’une bijection entre les alphabets €2 et I, que 'on identifiera
de cette maniére dans la suite par ailleurs.

On a donc une application naturelle

(5.2.b) Q — g = End(V),

donnée par fli — A; pour tout ¢ € I.

On a une application com : C{Q) — C[?] correspondant a I'ajout de la com-
mutation des variables. On définit la sous-algebre C{Q}}” pour tout v € R¥, dites
des séries non commutatives convergentes de rayon > v, de C{f2) comme l'image

1. Par les correspondances usuelles entre fibrés vectoriels et fibrés principaux, on aurait pu consi-
dérer le cas ou F' aurait été un fibré vectoriel trivial sur P! — S de fibre V. Pour ne pas induire une
confusion avec la terminologie “base de solutions” et “solution” d’une équation différentielle dans le
cas formel, nous avons préféré faire ce choix.
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réciproque par com de l'algébre C{Q}" des séries entiéres de rayon de convergence
strictement plus grand que v qui est bien une sous-algébre de C[?]. Explicitement,
518 =) cox 9w est un élément de C{2) alors S € C{Q}}” si et seulement si

sup{Me Ry: > oM < +oo} >

weN*

ou 2* désigne I'ensemble des mots dans 'alphabet Q et r(w) désigne la longueur du
mot w. On notera C{Q2}}* l'intersection des C{Q2}}" pour » € R%. On a donc la suite
d’inclusions

CHR™ = [] ol < cfap” c cfap” < | cHap” = cy,
pour tout vy = vs. ) )

REMARQUE 5.2.1. Aprés composition par com, on retrouve la filtration
O(C%) c C{}" < C{Q} < C[9],

oil on a envie d’étendre la notation en C{Q2}* = O(C®) les fonctions entiéres sur C*
et C{Q}° = C{Q}.

Supposons que l'on ait choisit les A; de norme plus petite que v € R%. Alors
'application naturelle (5.2.b) s’étend en une représentation

CHQY” — End(V).

Plus généralement, 'application naturelle (5.2.b) s’étend toujours en une représenta-
tion

(5.2.¢) CHQN* — End(V).

sans condition sur les endomorphismes A; € End(V'). Remarquez que I'image du mot
vide @ € C{Q}™ est la matrice id € End(V') par définition.

Coté formel, on notera aussi g, resp. G Densemble des éléments primitifs, resp. de
type groupe de A pour la structure d’algébre de Hopf topologique sur A. On rappelle
que le coproduit A : A — A®A de A est donné par A(w) = w® 1+ 1 ® w pour
tout w € € et étendu a tout mot grace a la propriété usuelle de compatibilité avec la
multiplication A(wy -« - w,) = A(wy) - - - A(wy).

Notons £, resp. &, les sous-ensembles de C{{2) des séries formelles de coefficient
constant égal a 0, resp. 1. On peut définir la fonction exponentielle formelle Exp :
£ — &, analogue de la fonction exponentielle usuelle, donnée par

xw PR xw
. w . .
Exp : Z rwr— 1+ Z Z o w
weQ*—{F} weQ* —{F} neN*
Wl whEG

wlwr=w

On montre que cette application est bijective (par exemple en construisant explicite-
ment son inverse a partir du développement en série du logarithme en 1)

On vérifie immédiatement que l'on a § < £ et G < & et que la fonction exponen-
tielle formelle induit un isomorphisme Exp : § — G. De méme, on vérifie que I'image
de £ CH{QP> est incluse? dans & N C{Q2}}*. On a donc un diagramme commutatif

2. Son image n’est pas égale exactement & & N C{Q2}}° en général. En effet, on peut par exemple
montrer que log(1 - ¥ + 1 -w;) appartient & C{Q}}” pour tout v < 1 mais pour aucun v > 1.
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g° - £ > £ n C{{Ql”
~\Exp ~ | Exp }EXP
G ® ~ > B N C{QR>®

On a la fonction exponentielle classique exp : g — G. On peut aussi voir G' comme
un sous-ensemble de g lorsque G = GL(V). Le lien entre la fonction exponentielle
formelle et la fonction exponentielle classique est le suivant.

LEMME 5.2.2. Le diagramme suivant

B (5.2.¢)
g n C{Qy” - g
Exp | ~ exp
G n Exp(C)”) e
~ (5.2.¢)
G n C{Q}}* > g

est commutatif.

REMARQUE 5.2.3. Lorsque (2 est égal a un singleton {z}, les résultats précédents
sont assez connus. En effet, dans ce cas, C{Q2)) = C[z], C{Q}}* = O(C) les fonctions
entiéres sur C et g = C, G = C*. L’application (5.2.c) correspond a 1’évaluation en
un certain a¢ € C. Dans ce cas, on montre que g = £ = {>,  foz™ : fo = 0} et
G=6= {>en g™ = go = 1}. Donc Exp est bien une application de g n O(C)
vers G n O(C), c’est-a-dire des fonctions entiéres f telles que f(0) = 0 vers les
fonctions entiéres g telles que g(0) = 1. Ce n’est pas un isomorphisme car typiquement
f(z) = log(1 + z) (qui devrait étre 'image réciproque de la fonction g(x) = 1 + )
est une fonction holomorphe sur |x| < 1 mais pas une fonction entiére.

5.3. Cas formel

Dans cette section, on omettra les tildes pour parler du cas formel afin d’alléger
les notations.

Nous allons définir des matrices de connexion C;; € G n C{Q}}* coté formel.
On reprend 'exposition de [Boy06| §2. Tout d’abord remarquons que 'algébre A :=
C{Q) est compléte pour la topologie Z-adique ou Z est I'idéal engendré par Q) =
{A; :i€eI}. On a donc un isomorphisme

A lim A/,
neN

De plus, les quotients A/Z" sont des C-espaces vectoriels de dimension finie pour tout
n € N. On peut donc munir A d’une topologie analytique comme étant la topologie
limite induite par la topologie analytique définie sur les A/Z". Cette topologie est bien
sir plus fine que la topologie Z-adique. Le fait que A soit complet pour la topologie
Z-adique implique que c¢’est un espace séparé pour la topologie analytique. De plus,
toute suite a valeurs dans A converge pour la topologie analytique si et seulement si
son image dans tous les quotients A/Z" converge pour la topologie analytique.
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REMARQUE 5.3.1. Pour A = C{2)), on a la correspondance des notations Z = £
avec la section précédente.

On peut alors définir la notion de fonctions holomorphes f : U — A, pour tout
ouvert U de C et ensuite le faisceau d’algébres Ox{Q) des fonctions holomorphes
sur la courbe?® complexe X & valeurs dans l'algébre A = C{Q). Ce dernier est en
particulier un Ox-module et on a

Ox<<Q>> = O)(@.A = lim OX @A/In
nelN

De maniére plus général, si D = > ., n;(D;) est un diviseur effectif de X avec n, e N
et (D;) un point fermé de X pour tout ¢ dans un ensemble fini 7, alors on peut définir
le faisceau Mx p := Ox (D) des fonctions méromorphes a poles les (D;) d’ordre au
plus n; (voir par exemple [Har77, GH94| ou sinon [Sab02| chapitre 1 §8). Donc
on peut définir le faisceau d’algebres My pd§2) := Ox{2) ®o, Ox (D), qui est un
faisceau de Ox (D)-modules.

Comme précédemment, on considére la connexion méromorphe pour le diviseur

D =1(0) + 2ier - (@)

(5.3.a) Vi=d-> As dz,
a;

z —

el
sur le fibré trivial A x P! — P!. L’ensemble singulier de cette connexion est donc
S:=|D|={a;:1€ 1} {0}
Notons A* I'ensemble des éléments inversibles (c¢’est-a-dire admettant un inverse
a droite et & gauche) de A pour la multiplication. On montre que A* est égal a
’ensemble des séries formelles de coefficient constant inversible dans C (c’est-a-dire
non nul). Soit v un chemin & valeurs dans P! — S reliant le point p au point q.

LEMME 5.3.2. Il existe une unique section horizontale V,(z) de V sur P'—S telle
que V,(p) = 1€ A*.

DEMONSTRATION. On écrit une solution potentielle ¥,,(z) = Y f“(z)-w et on écrit 'équa-
tion correspondante & V(¥,) = 0 coefficient par coefficient. On note W;,(2) = >, (f*)'(2) - w et
V=d-3, 6 h“wdz On a par définition

h®(z) = L sl w = wy,

2=y,

h*(z) = 0 si w n’est pas un mot de longueur 1.
On obtient donc
W w'=w W =w

c’est-a-dire avec la notation moulienne (f*)’ = h* x f*. On procéde par récurrence sur la longueur
du mot w. On trouve donc une équation différentielle linéaire holomorphe sur P! — S un revétement

universel de P! — S, avec second membre égal a v h*" f<" et condition initiale f*(p) = 0 si
w'EP

w# et f9(p) =1 sinon. On en déduit la valeur de f¢ par le théoréme de Cauchy holomorphe

donc finalement V. O

REMARQUE 5.3.3. En résolvant explicitement la récurrence de la démonstration
précédente, on trouve

f2(z) = f L peen(n)day,

p 21 _awl

3. On ne considérera que le cas de la dimension un dans cette thése.
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pour tout mot w = wy - - - w, de longueur r > 1, c’est-a-dire

(53b)  fU(z) = L dz L dzp - L e ;w2> gt

Soit v un chemin reliant le point p au point ¢, & valeurs dans P! — S. On définit
alors la monodromie M, € A* de V le long du chemin v par

M, = \Ifq_lllfp(z) pour tout z € Im(~).

En particulier, pour z = ¢, on a M, = ¥,(q).

Un résultat classique montre que la monodromie M., ne dépend que de la classe
d’homotopie a extrémité fixe de v (car ici la connexion V est plate par un argument
de dimension).

On étend la notion de point de base aux points de bases tange/r\ltiels, suivant une
variante de la définition de P. Deligne [Del89| §15. On considére ¥ Iéclatement réel
orienté normalis¢ de P! — S. Concrétement, on colle en chaque point de S le cercle des
directions émanant des points de S. Le bord 03 de S est donc égal a 'union disjointe
Ueg Os 01t 05 ~ ST est le cercle des directions issues de s. La partie connexe ds du bord
est donc isomorphe a l'ensemble des vecteurs tangents unitaires (T,P' — {0})/R*% de
P! en s. Un point de base tanentZel est un élément de 3. Un point de base tangentiel
au bord est un élément de 0X.

Soit p un point de base tangentiel au bord tel que p € J,, avec i € I. On choisit
une branche du logarithme log au voisinage de la direction p donnée par le point de
base tangentiel. Soit

U={zeP'-S5:0<|z—aj <Ret|arg(z — a;) — p| < 7},

avec R € R* suffisamment petit pour que R < min{|a; —a,| : ¢, j € I}. En particulier,
onalU,cP!'-8.

FIGURE 1. Ouvert U;

La fonction (2 — a;)4 := el°e(>=2)4i egt hien une section globale de Oy, {Q).

On rappelle ci-dessous quelques lemmes dont 1’analogue dans le cadre vectoriel
est classique. Leurs démonstrations sont des variantes des démonstrations du cadre
vectoriel.

LEMME 5.3.4 (|[Boy06| §2.3 lemme 2.2). Pour le choiz précédent d’une branche
du logarithme, il existe une unique section horizontale V;(z) de V sur U; telle que
W, (2) soit asymptotique o (2 — a;)™ en z — a;.
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On rappelle que W;(2) est asymptotique & (z — ;) en z — q; si par définition il

existe une fonction analytique 1;(z) en a; vérifiant ¢;(a;) = 1 et U;(z) = ¥y(2) - (2 —
a;)? pour tout z € U,

LEMME 5.3.5 (|[Boy06]| §2.3 lemme 2.3). On a les égalités

lim'\IJi(z) (z— ai)*Ai =1=lim(z — ai)*Ai -W,(2),

z—a;

c’est-a-dire W;(2) asymptotique a (2 — ;)% et U;'(2) asymptotique a (2 — a;)~ en

z — a; sur louvert U;.

REMARQUE 5.3.6. On aurait pu considérer un point de base tangentiel au bord a
I'infini p € 0. Dans ce cas, il aurait fallu considérer une solution asymptotique a z%
ou R = Zie] Az

DEMONSTRATION. La premiére égalité est par définition de ¥;. La seconde égalité est équi-
valente &

Hm (2 —a;)™ - (Pi(z) — 1) - (2 — a;)™

zZ—a;

ott W;(z) = 1;(2) - (z — a;)? et 1; est une fonction analytique en a; telle que v;(a;) = 1. D’ou

(cma) ™ @) -1 = T T a0y 1) log (= — ap A,

Ine!
neN ni+nz=n e

Comme 9;(z) — 1 = O((z — a;)), la limite de la parenthése est bien 0 quand z — a;.
]

Soit v un chemin supposé pour simplifier* de classe C' reliant le point de base
tangentiel p au point de base tangentiel ¢q. Explicitement, cela signifie que () est un

point intérieur de 5 pour tout t € ]0; 1] et
(1) si p (resp. ¢) est un point intérieur de & alors v(0) = p (resp. v(1) = q),

(2) sip (resp. q) est un point du bord de 5> alors arg(y/(0)) = p (resp. arg(®/(1))+
T =q).

On supposera dans la suite que p,q € o3 sont des points de bases tangentiels au bord
mais le lecteur vérifiera que ce qui est énoncé dans la suite est aussi valable pour des
points de bases “classiques” dans P! — S.

(1) = a

7(0) = a;
FIGURE 2. Chemin v reliant le point tangentiel p a ¢

On peut maintenant définir les matrices de connexion. Soient a; et a; deux poles
de V pour #,j € I. Soit p € dy; et q € J,, deux points tangentiels basés en a; et a;
respectivement et soit v un chemin reliant p a g. Pour chaque pole a; et a;, on choisit
une branche du logarithme log; et log; au voisinage de p et g respectivement.

4. Cette hypothése n’est pas nécessaire et on peut montrer que 'on peut définir par limite les
directions arg(y’(0)) et arg(y/(1)) + 7 grace & un argument de compacite.
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DEFINITION 5.3.7. La matrice de connexion C;; € A* reliant le péle a; au pole
a; le long de v est définie par

Ci;=U;1,(2), pour tout z € y(]J0;1]),

ou V;, ¥, sont les solutions de V définies grace aux choix des branches du logarithmes
précédentes et au lemme 5.3.4.

REMARQUE 5.3.8. Comme on I'a défini, la matrice de connexion C;; € A* n’est
pas a proprement parlé une matrice. Cependant, lorsque I’on passera au cas vectoriel,
I'élément correspondant sera un élément de G = GL(V'), donc au choix d’une base
prés, une matrice.

Notons v, : [u;v] — P'—S la restriction du chemin ~ sur I'intervalle [u; v] pour
O<u<wv<l

PROPOSITION 5.3.9. La matrice de connexion C;; s’exprime comme une limite
normalisée des monodromies M., . Précisément, on a

(5.3.¢) Cij = liH(l) o logi(v(v)—ai) Ai M,,, elog; (v(w)—aj)A;
v—1

DEMONSTRATION. Pour simplifier les notations, notons u’ = y(u) et v = ~(v). En re-
prenant les notations du lemme 5.3.4, on a C;; = ¥; 'W;(2) pour tout z € ¥(]0;1[) et M,, =
U, (v, (u')~L. Dot

M, , = W0 W (u) T (u )Wy (u) T = Wy (v') - Gy - 05 ()
D’ou , en sous-entendant les choix de branches du logarithme,
(v = ai) ™ M, , (' = aj)™ = (v = ;)N W) - Cy - W ()T (W = ay)
En utilisant le lemme 5.3.5 donnant les égalités

lim (v —a;) M) =1 et lim (W —a;) W) =1

v—>

on en déduit bien I’égalité (5.3.c). O

5.4. Développements mouliens

Dans cette section, on restera uniquement dans le cadre formel et on omettra les
tildes pour alléger les notations.

On pourra consulter la section B.1 pour quelques rappels de calcul moulien, ini-
tialement introduit par J. Ecalle. Pour des références, on pourra consulter les articles
originaux de J. Ecalle [Eca81, Eca92, Eca93| mais aussi un certain nombre d’article
de D. Sauzin comme [Sau09] ou encore l'article de vulgarisation du calcul moulien
de J. Cresson [Cre09].

L’algébre A est munie d’une structure d’algébre de Hopf topologique. Notons
A®A la complétion du produit tensoriel A ® A pour la topologie (AR Z + I ® A)-
adique. On rappelle que la counité € : A — C est définie par €(A;) = 0, antipode
S:A— Apar S(4;) = —A; et le coproduit A : A — ARA par

AA)=A®L+1® 4

pour tout i € I. Le coproduit vérifie bien A(Z) < ART + IR.A.
Le comoule canonique A, est défini par

Ay, 1= Au, - Ay
On rappelle aussi que le comoule A, est cosymétral, ¢’est-a-dire que 1'on a

A(A,) = Z sh (w e )Aw’ ® Ay,

w
w! w"eN)*
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ou sh (“’/":’”) désigne le nombre de fagon d’obtenir le mot w par battage des mots w’
et w’.

5.4.1. Développement de la monodromie. Pour tout chemin ~ & valeurs
dans P! — S, on définit un moule scalaire symétral I3 grace aux intégrales itérées par

I‘,;)lmwr = f fl(tl)fv(tr) dtl"'dtra
0ty <to<---<tr<1

ot les fi sont définies par fi(t)dt = v*(=%—) avec a,, € S — {0} en identifiant

2=,

wy € €2 a I’élément de I’ensemble I correspondant.

REMARQUE 5.4.1. Les intégrales itérées ont initialement été introduites par K.T.
Chen dans un cadre plus général. Voir par exemple [Che54, Che57, Che71, Che73,
Che77| mais aussi les travaux de R. Hain comme [Hai87a, Hai87b].

REMARQUE 5.4.2. Il y a deux conventions possibles pour la définition des inté-
grales itérées comme remarqué par T. Bridgeland et V.T. Laredo dans [BTL13| §7.1.
En fait, si 'on note 7 : Q* — Q* inversion 7(w; - - - w,) = w, - - - Wy, on peut considérer

(*)

les deux moules I3 et I**. La définition I3 est celle utilisée lorsque l'on considére les

polyzétas °, et la définition I ) lorsque 1'on considére le transport paralléle pour avoir

des sommes ) L:("’)Aw1 -+ A,,. Comme le comoule canonique 4, := A, - - - A, pos-
séde déja une inversion 7, on prendra bien dans la suite la convention /5. On pourra
aussi remarquer que le prolongement analytique du moule f* de la remarque 5.3.3

est bien notre moule LT,(') car dans la démonstration du lemme 5.3.2, on a utilisé
D> f¢ - w plutot que Y f¢ - 7(w) pour le développement d’une solution.

PROPOSITION 5.4.3. La monodromie M, le long de v est égale a la contraction
du moule I3 avec le comoule canonique, c’esl-a-dire que on a

M, = ) IA,
weQ*

Voir [Che54| ou [Hai87a] Lemme 2.5 p.253 pour une démonstration. C’est aussi
une conséquence rapide de la formule (5.3.b) de la remarque 5.3.3 (prendre le prolon-
gement analytique de cette formule).

REMARQUE 5.4.4. Cette formule est une conséquence de 'application du procédé
d’intégration de Picard pour résoudre I'équation différentielle. De plus, cette formule
a été montrée dans le mémoire de J. A. Lappo-Danilevskij [LD53].

moule symétral I7
monodromie M,

comoule cosymétral R,

FIGURE 3. Monodromie M, comme contraction du moule I,;

COROLLAIRE 5.4.5. La définition du moule I ne dépend que de la classe d’ho-
motopie G extrémité fize de .

5. Les polyzétas apparaissent dans le cas particulier des matrices de connexion d’un systéme
fuchsien avec des poles en 0, 1 et 'infini uniquement.
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PROPOSITION 5.4.6. On a les faits équivalents suivants :
(1) La monodromie M, est de type groupe, c’est-a-dire A(M.,) = M., ® M,.
(2) Le moule I3 est symétral.

DEMONSTRATION. On peut montrer directement (1) en remarquant que les A; sont des
éléments primitifs de A. En effet, soit ¥ 'unique solution de V telle que ¥(p) = 1. Alors on a par
définition M, = ¥(g) (oir l'on sous-entend que l'on étend ¥ le long du chemin 7). Remarquons
que la connexion V est de la forme d — Q(z) dz avec (z) € A primitif. Considérons la connexion
V2 = d — A(Q(z))dz sur le fibré trivial de fibre A®.A. Alors ¥ @ ¥ est Punique solution de la
connexion V2 telle que Y@ ¥(p) = 1®1¢€ ARA. D’out

A(M,) = (Y@ ¥)(q) = ¥(q) ®¥(q) = My ® M,

Voir aussi [Boy06] §2.4 proposition 2.5.
Pour (2), on peut aussi le montrer directement en découpant le domaine d’intégration produit
de deux simplexes en une somme de simplexes. Précisément, on a que le domaine

{(th te vtm-‘rn) € [0 ) 1]m+n :0< 1 <+ < 7fm <let0< 7fm-'rl <0 S tm+n < 1}
est égal & 'union

U{(th R ) R [F 1]m+n :0< lo() € Sto(mian) S 1}

sur Pensemble des battages, c¢’est-a-dire les permutations o € S, 1, telle que c=1(1) < --- < 07 (m)
et o7 (m+1) < - <o Y(m+n). Voir aussi [Che54] ou [Hai87a] lemme 2.11 p.257, ou [Ree58|
théoréme 2.5 p.215.

Enfin, on peut aussi montrer que (1) est équivalent & (2) grace au lemme B.1.10 de "appendice
B. O

Soient p € 0,; et q € 0,, des points de base tangentiels (i,j € I), log;, log; deux
branches du logarithmes au voisinage des directions p et ¢ respectivement et v un
chemin reliant les points tangentiels p a ¢q. Pour ces choix, on peut définir la matrice
de connexion C; ; reliant le pole a; au pole a; le long de « suivant la définition 5.3.7.

On rappelle la correspondance des notations pour la suite :

indice J 1
point tangentiel P q
variable formelle x

chemin ~ 7(0) = a; v(1) = a;
pourweQ;"’j w1 #J Wy #1
indice non commenc¢ant non finissant

FiGURE 4. Correspondance des notations

L’égalité de la proposition 5.3.9 reliant monodromie et matrice de connexion et la
proposition 5.4.6 montrant que la monodromie est de type groupe implique le

COROLLAIRE 5.4.7. La matrice de connezion C;; est de type groupe.

Du lemme B.1.10 de I'appendice B, on en déduit qu’il doit exister un moule
symétral tel que sa contraction avec le comoule canonique soit la matrice de connexion
C; ;- Nous allons définir dans la suite un tel moule.

5.4.2. Extension symétral d’un moule. Dans la suite, on identifie 'alphabet
2 a 'ensemble I. Notons

sz::{wzwl‘“wriwl#jetwr#i}g(}*

I’ensemble des mots de 2* ne commencant pas par j et ne finissant pas par i. Par
définition, le mot vide ¢J appartient a Q27 ;. On notera Q"* (resp. {2*) I'ensemble des



5.4. DEVELOPPEMENTS MOULIENS 101

mots écrits uniquement avec le symbole i (resp. j) et Q7* I'ensemble des mots écrit
dans l'alphabet 2 — {3, j}. Remarquez que 1’ensemble 2~* dépend de i et j. Un indice
n’a pas été ajouté pour plus de lisibilité. Les trois sous-ensembles de mots Q5% Q9* et
Q7% ne s’intersectent deux a deux qu’en le mot vide. On les appellera sous-ensembles
de mots spéciaur de Q*.

LEMME 5.4.8. Tout mot non vide admet une unique décomposition en produits de
mots Spéciaur marimaur.

COROLLAIRE 5.4.9. Tout mot non vide s’écrit de maniére unique sous la forme

il g 4l

y TL

ot w € 2, ™ est l'unique mot de Qb* de longueur n € N et jI™ est l'unique mot

de V* de longueur m € N.

Comme précédemment, on a choisi un chemin « reliant a; a a;.
On montre le lemme intermédiaire suivant :

PROPOSITION 5.4.10. Notons v’ := y(u). Pour tout w € Q*, il existe des fonctions
holomorphes Hy, ..., Hy en a; avec Hy # 0 telle que l'on ait I’égalité

(5.4.a) I3 Z Hy,(u)log" (v — aj),

pour tout uw > 0. De plus,
(1) Uentier s est égal au nombre de fois que la lettre j apparail dans le mot w,

(2) st wy # j alors les fonctions Hy pour k > 0 sont nulles en a;, c’est-a-dire
que I admet une limite finie Ho(a;) en u — 0, c’est-a-dire v’ — a;.

REMARQUE 5.4.11. En particulier, les fonctions u +— I ~sont des fonctions de
classe de Nilsson (fonction de détermination finie & croissance modérée en 0), c’est-
a-dire de la forme ), . 2**P;(log(z)) ot K est un ensemble fini, a; € C et B
des polynomes a coefficients de C{u}. Ici, on peut prendre K un singleton et ay = 0.
‘Tout ceci est cohérent car les intégrales I3~ calculent ici la monodromie d’un systéme
fuchsien, donc toute solution est & croissance modérée et de détermination finie en les
poles de la connexion. Voir [Del70] théoréme 1.19 p.55.

REMARQUE 5.4.12. En mettant ensemble le comportement en a; et en a;, on peut
montrer qu’il existe un nombre fini de fonctions holomorphes Hy; en voisinage de
(aj,a;) telles que

I3 ZH’” u',v') log" (v — a;j) log! (v — a;),
ol

ou v 1= y(u) et v := ~(v).

DEMONSTRATION. On procéde par récurrence sur la longueur du mot w. Le résultat est vrai
pour le mot vide. Soit w = wj - --w, un mot de longueur r > 0. Par hypothése de récurrence, il
existe des fonctions holomorphes Hy en a; telle que 142" soit égale a 3, _o Hy(u') log" (u' — a;)
pour u > 0. Dans la suite, pour simplifier les notations, on omettra les primes et on identifiera la
fonction Hy, & la fonction Hy o (7 +a; id) etc. Cela revient & penser a; = 0 et v = [0; 1] par exemple.
On a donc

%U 2 log()d

ot ’Y*(Z_dTZwl) = f(t)dt.
Considérons deux cas :
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(1) Si f est holomorphe en 0, c’est-a-dire wy # 7, alors on peut intégrer par parties l'intégrale

S f) )log (t)dt en dérivant t — log” (t) et en prenant la primitive g de la fonction
holomorphe t — f(t)Hy(t) qui s’annule en 0. On obtient
(5.4.b) f () He(t)log* (1) dt = [g(1) log( J kg (1) dt.

Dans l'intégrale de droite, la fonction ¢ — (T est bien holomorphe en 0 grace a notre choix
de primitive Par une récurrence immeédiate sur k, cela montre bien que la fonction u —
§. f(t) 1 (1) log®(t) dt est égale & une somme de la forme Zf:o hi(u) log! (u) ou hy(u) :=
—g(u ) avec h; holomorphe en 0 et les h;(0) = 0 pour tout [ > 0.

(2) Si maintenant f n’est pas holomorphe en 0, mais posséde un pole simple, alors 'intégrale

§. f(t) 1 (t)log®(t) dt est de la forme 5. 9(t) log ()dt pour une certaine fonction holo-
morphe g en 0. On intégre par parties en dérivant la fonction g et en intégrant ¢ — M.
On obtient
v ing(t) 1ng+1(t) v v . logk+1(t)

5.4. t dt = t)——=| — t)————=dt.

(5.4) | a0 Nl Bl Gk =
L’intégrale de droite est alors de la forme précédente (cas f holomorphe en 0) et on lui

v O k

applique donc le point précédent. On aura alors § g(t)% dt = k“ _o hi(u) log! (u) avec
hir1(u) = _kg_ﬁl) qui est non nulle en 0.

Pour la valeur de s, c’est une conséquence immeédiate des équations (5.4.b) et (5.4.c).
]

Comme conséquence immédiatement du point (2) de la proposition 5.4.10 précé-
dente, et d’un résultat analogue pour v — 1, on a le

COROLLAIRE 5.4.13. La limite des intégrales itérées 12— pour (u,v) — (0,1)

existe et est finie pour tout mot w € (2 ;. Par contre, elle diverge a priori pour les
mots de 0* — QF .

On définit alors le moule scalaire I7; sur I'alphabet €2 par

lim I;‘; si we Q)
(5.4.d) e = { v |
0 sinon.

On appellera les valeurs I}, € C pour w € Qf; les intégrales itérées convergentes.
Ce sont ici des hyperlogarithmes. Remarquez que ces valeurs dépendent du chemin
choisi pour relier a; a a;.

Les mots de Q7 sont stables par battage. Précisément, si w',w” € Qf;, alors
sh(“’/’“’”) # 0 implique que w € ;. On peut donc dire que la restriction du moule
It a QF; est symétral et que le moule I est son extension par zéro aux mots de 2*.
Sl f Qm’ — 0* désigne l'inclusion Canonique, alors on a envie de noter fi : (2* — QF,
la section canonique (nulle sur Q* — QF ) et

f(hm r)=1,

0 uw
'u—>1

Dans la proposition suivante, on définit plutét le moule correspondant a un f,.

PROPOSITION 5.4.14. Il existe un unique moule symétral J3(z,y) a valeurs dans
Ualgébre Clz, y] tel que

w *
by st w €,
Ji(vy) =3 @ 51w = wj,

ST W = wWw;.
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Le moule J?;(z,y) est donc une famille & deux paramétres de moules symétraux a
valeurs dans I’ algebre C qui étendent la restriction du moule I7; sur 7 ;. La définition
du moule J?;(z,y) est bien cohérente car le moule I7; Verlﬁe bien la symétralité
sur ;. Comme précédemment, on fera attention que le moule J7;(x,y) dépend du
chemin v et pas seulement de a; et a;, contrairement a ce que la notatlon laisse penser.

REMARQUE 5.4.15. Avec les notations de la remarque 5.4.12, on peut montrer que
I'on a

T y) = Y (=D Hilag,ar) -y et J5(0,0) = Heo(ag, a;)

k.l

Cela ressemble beaucoup a la régularisation “shuffle” des polyzétas. Voir par exemple
[IKZO06].

Nous verrons a la remarque 5.5.13 que le moule J7;(0,0) correspond aux coeffi-
cients de 1'associateur de Drinfel’d (voir [Dri90] §2) dans un cas particulier.

DEMONSTRATION. On ne mentionnera pas les variables (z,y) ni les indices 4,7 dans la
démonstration par un soucis de lisibilité. On montre le résultat par récurrence sur la longueur
du mot w. On a J9 = 1 par hypothése de symétralité et J« déja défini pour tout mot de longueur
1. Soit w un mot de longueur > 1. Alors il existe une unique décomposition w = j™ . & - il avec
w € Qf ; d’apres le corollaire 5.4.9. Si (m,n) = (0,0), alorsw =@ € Q7 ; et J5 est bien défini. Sinon,

on a
im] & 4ln]
T NN /
JO = Jim e it }]bh< o )J“,
w'#Fw
N whw? w? p : 1 ,,2 3
ol bh( o ) désigne le nombre de facon d’obtenir le mot w par battage des mots w', w* et w*.
[n] . . ’ —~ . ’ ~
Or tout mot w’ tel que sh( : ) soit non nul, est de la forme w’ = ;™. - il"] (@' € QF )
avec n’ +m’ < n+m. Sur les mots de la longueur de w, on procéde donc par une nouvelle récurrence
sur I’entier n + m donné par la décomposition du corollaire 5.4.9 de w. ]

5.4.3. Développement de la matrice de connexion. Comme précédemment,
notons f : 2F; — QF l'inclusion canonique et f : ©* — Qf, la section canonique
donnée par fi(w) = 0 pour tout w € OQ* — QF.. L’ apphcatlon fi s’étend en une
unique application linéaire f, : A — A abusivement notée avec la méme notation.
En particulier, on a fi(4; - Ay, - A;) = 0. En appliquant f; & ’équation (5.3.c), on en
déduit par continuité de f: A — A

(5.4.a) f(Cig) = lim (M, ) = > Iy

'u—»l wer‘J

On rappelle que pour définir la matrice de connexion Cj j, on a choisi deux branches
du logarithme log; et log; en p et g respectivement.

PROPOSITION 5.4.16. En posant (o, o) = (log;(a; — a;), —log;(a; — a;)) € C?,
la matrice de connerion Ci; est égale a la contraction du moule J: (ap,aq) par le
comoule canonique, c’est-a-dire que ['on a

(5.4.b) = Z (ap, ) Ao

weN*

DEMONSTRATION. Llexistence de (o, ;) est une conséquence immédiate du calcul (5.4.a),
de la proposition 5.4.14, du fait que C. soit de type groupe (corollaire 5.4.7) et du lemme B.1.10 de
l’appendice B. Reste & déterminer la valeur de (o, oq). Il suffit de vérifier I’égalité des coefficients
devant A; et A;. On remarque que l'on a

Z (ap,aq) Aw = 14+ apAj + A, + Z Jf;]Ak + ( mots de longueur > 2).
kel—{i.j}
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On calcule le terme en A; de C; ;. En utilisant 1’équation (5.3.c), on trouve que ce terme vaut

(1 B 1411 log(y(u) — a)).

Or H/il]v = log; (%EZ;:Z;) d’ou

. i[1]
“ 1,%131(0 1)(1;1”0 +log; (v(u) — a;)) = log;(v(1) — a;) = log;(a; — a;) = ay.

On procéde de méme pour ay. O

5.5. Structure du moule J*

Dans cette partie, on va exprimer le moule J7; en fonction d’intégrales itérées

convergentes [;”; pour w € {)7,. On pourra consulter le petit formulaire B.2 pour

vérifier sur des exemples les résultats généraux ci-dessous. On rappelle aussi la cor-
respondance des notations 7, p, x et i, q,y figure 4 p.100.

Dans cette section, on omettra, sauf dans les énoncés des théorémes, les indices
i,J sur le moule J:; pour alléger les notations.

5.5.1. Extension symétrale. On montre que le moule J*(z,y) a valeurs dans
l'algébre Clx,y| peut étre exprimé a partir du moule scalaire J*(0,0) & valeurs dans
I’algébre C.

PROPOSITION 5.5.1. On a l’égalité

Z J¥(x,y) Ay = e¥ i ( Z J*(0,0) Aw) e

weN* weN*

pour tout mot w € ¥,

DEMONSTRATION. En effet,

C = VA ( Z J? (0, ) Aw> e 4

weN*

est bien de type groupe comme produit d’éléments de type groupe et le moule symétral
M* correspondant vérifie bien M = 0, M9 = 0 et M = J“(0,0) pour tout mot
w e ;. On a donc M* = J*(0,0) donc C' = 3 o« J*(0,0) Ay, O

REMARQUE 5.5.2. Le moule J*(0,0) est symétral comme évaluation en (0,0) d'un
moule symétral. On peut aussi considérer le moule scalaire J[‘k 1 donné par le coeffi-

cient du terme z*y' du moule J*(x,y). Cependant ce moule n’est pas symétral pour
(k1) # (0,0).

Au niveau des coefficients, la proposition précédente signifie que 'on a 1’égalité

(5.5.a) J(xy) = >, JU(0,0)-

J[m] Wil =w

xmyn

min!’

En particulier, on peut calculer le moule J*(z,y) a valeurs dans Palgébre Clx,y| a
partir du moule scalaire J*(0,0) & valeurs dans I’algébre C.

REMARQUE 5.5.3. On a J7"™(z,) = £ pour tout m € N et de maniére analogue

Ji[n](x, y) = % pour tout n € N. On peut par exemple le montrer grace a la formule
(5.5.a) précédente ou par récurrence.
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REMARQUE 5.5.4. On peut aussi montrer par récurrence que J(x,y) pour un
mot w = j™ . & il avec @ € Q* est un polynéme de degré m en x et de degré n
en y, de coefficient dominant —-— On a donc

@

JC(z,y) = ™y + o(x™y").

min!

Le lecteur pourra consulter des calculs analogues (méme si moins généraux) pour la
régularisation des polyzétas pour la relation shuffle dans [IKZ06] §2.

Comme conséquence de la proposition 5.5.1, on en déduit le

THEOREME 5.5.5. La matrice de connexion C; ; est égale a la contraction du moule
J;;(0,0) par le comoule canonique modulo une normalisation. Précisément, on a

(55b) Cl,j = eflng aj—a;)A; ( 2 Jw O O ) IOg]-(aifaj)Aj

weN*

REMARQUE 5.5.6. Avec la proposition 5.5.1, on voit maintenant bien que lorsque
I'on change de choix de branche du logarithme pour définir C;;, on change aussi
correctement le coefficient (a,, oy) pour garder les égalités (5.4.b) et (5.5.b).

Comme corollaire de la proposition 5.4.14 permettant de définir 'extension mou-
liennne J* du moule I°, on a le

COROLLAIRE 5.5.7. Il eziste un unique moule® ssa® sur l’alphabet Q0 x Q & valeurs
dans Z vérifiant

J;%(0,0) Z ssal
w’eQ)*
pour tous mots w,w’ € OF et vérifiant de plus que 'ensemble des w' € QF tel que

!
w . L, ..
ssal@) soit non nul pour un mot w € O* fixé est un ensemble fini inclus dans Q-

REMARQUE 5.5.8. On fera attention que le moule ssa® dépend des indices “gé-
nants” i, (et d’'un ordre relatif entre les deux), méme si la notation ne le fait pas
apparaitre.

REMARQUE 5.5.9. Les valeurs du bimoule ssa%) pour w’ € Q* — Qf et we QF
sont en quelque sorte libres. On les a fixées toutes a zéro par convention. Cependant, il
peut étre intéressant de prendre une autre convention parfois et de donner des valeurs
non nulles & certaines d’entre elles pour avoir une bonne propriété de symétrie pour
le bimoule ssa®. On procédera ainsi pour le bimoule sse® coté irrégulier. Voir 6.2.

En particulier, la somme s’écrit aussi

J“’OO Z ssal

IEQ*
(2¥)

et c¢’est une somme finie. On notera parfois ssa(‘:;) — ssal@) pour plus de lisibilité. La
notation ssa est pour symétrique symétral. Le moule ssa® donne la conversion pour
étendre un moule symétral I°® en dehors d’indices génants 7, 7 en un moule symétral
partout J°.

6. On dit aussi un bimoule sur l'alphabet & valeurs dans Z.
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5.5.2. Calcul explicite du bimoule ssa®. Tout d’abord, si 'on se donne un
mot w' € 7, non vide, alors il existe une décomposition

w/:wle_“wn
avec n € N et les w’ des mots écrits dans un seul symbole, maximaux pour leur
longueur. Choisissons un vecteur k = (kq,...,k,) € N" tel que 0 < k,,, < r(w™) pour
tout m. Alors, on définit le mot Ty (w’) comme étant la concaténation

Ti(W) = o'@? - o

ol w™ est égal au mot w™ ou l'on a retirer k,, de ses lettres.

Les mots w™ sont d’un des trois types spéciaux (uniquement écrit avec le symbole
7, ou uniquement avec le symbole 7, ou uniquement avec des autres symboles que 7 et
7). Donc il existe une partition (k’, k7, k%) de k telle que k,, est une des composante
de k” si et seulement si w™ est de type 8 (pour 3 = i ou j ou “autre”). Si x est un
vecteur, notons |x| = >, ., son poids. On a donc |k| = [k’| + |k’| + |k%|. De méme,
si r(w™) désigne la longueur du mot w™, on note

W ﬁ r(w™)
k) km )
m=1
On dira dans la suite qu’un vecteur k est (i, j)-adapté au mot w' si le vecteur k*

pour le type “autre” est nul. Dans la suite, on parlera parfois abusivement de vecteurs
adaptés dans le sens de (i, j)-adaptés, en sous-entendant le choix de 7 et j.

On peut en déduire la valeur du bimoule ssal). Tout d’abord, remarquons que
k7] .

I'on a ssa(:) # 0 seulement s’il existe un vecteur k adapté a ' tel que w = jl
T (w") LSIE

PROPOSITION 5.5.10. Notons K I’ensemble des vecteurs k adaptés a ' tels que
w = jIRI T (W) - il Alors on a

) o (&
ssalw 22(—1) (k)
keK

REMARQUE 5.5.11. Si w est le mot vide alors ssal%) est nul pour tous mots w’

@
sauf pour le mot vide, et 'on a ssale) = 1.

DEMONSTRATION. Pour montrer I’égalité (5.5.a), on procéde par récurrence. On calcule les
M1 lm—11 g 0n] 0 i
produits J4 g @ oy git”

g™ g@ 7" ytilise dans la démonstration de la proposition 5.4.14 O

Joit=1 7l g ivant que m > 0 ou n > 0, plutoét que le produit

5.5.3. Comoule de régularisation symétrale. Définissons maintenant le co-
moule G%7, dit de régularisation symétral, sur ’alphabet (2 & valeurs dans A par

(5.5.a) Gl = Z ssale) Ay,
weN*

Remarquez que l'on a GL], = 0si w' € Q" — QF par définition du comoule ssa®.
On a donc explicitement, grace a la proposition 5.5.10 précédente

y w'
G = Z (*1)‘1([ < k > Ai“kiUATk(W’)Aj”kj” )

k (i,7)-adapté & w’
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qui peut étre aussi écrit

(5.5.b) Gl = > (—1)™ (i) Aw,

k (i,7)-adapté & '
w= J[\kﬂ T (w' )i )]

avec la somme prise sur les vecteurs k adaptés & w’ et ot w = . Ty (w’) - iK1
est la concaténation du mot avec I'unique symbole j, |k?| fois, puis le mot Ti (w’) et
enfin le mot avec 'unique symbole i, |k’| fois.

5.5.4. Développements mouliens pour la matrice de connexion.

COROLLAIRE 5.5.12. On a

STE0,04, = Y salDrEA, = Y 16,

weN* w,w’'eN* w’eQ;“j
,

donc les égalités

(5.5.a) Ci; = e~ logi(aj—ai)A; Z sgale )]“’A elog; (ai=a;)4;
*
w,w’eQi’j
(5.5.b) Cij=¢e" log; (a;—ai)A; Z 1#.GE olog;(ai—aj)A;
weQ;'jj

En résumé, la matrice de connexion C;; est la contraction normalisée du moule donné
par les intégrales itérées convergentes et le comoule de régularisation symétral G7.

moule

extension par V L\

moule symétral J; G comoule

\—( Ansmn par ssa®

comoule cosymetral
FIGURE 5. Matrice de connexion C; ; et les deux méthodes de contractions

REMARQUE 5.5.13. la formule (5.5.b) généralise la formule sous forme de série
formelle pour 'associateur de Drinfel’d (voir par exemple [LM96] théoréme A.9 for-
mule (A.17) ). En effet, si I'on considére I'alphabet en deux symboles Q = {A,, A;}

et la connexion y N
sz—d—(O-i- 1)dz

z z—1
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On peut alors définir la matrice de connexion de Drinfel’d (A, A;) comme une série
formelle non commutative, qui provient de la comparaison de deux bases préférées
de Vigz en z = 0 et z = 1. La connexion permet de définir la bijection entre les
alphabets () et d;, <=1 avec Ay < 7‘3 et A — dfl. On pose 7 le chemin reliant
0 a 1 par le segment [0;1]. On choisit la branche principale du logarithme log pour
les deux poles en 0 et en 1. On a par définition ®(Ag, A1) = ¥1(2) 1¥y(2) pour tout
z € ]0;1[ oit ¥y est la base de solution de Vg, asymptotique & z% en z — 0 (pour
arg(z) = 0) et Uy est la base de solution de Vi, asymptotique a (1 —2)% en z — 1
(avec arg(z) = £7). A cause de la normalisation différente de la solution en z = 1
pour la matrice de connexion de Drinfel’d par rapport aux matrices de connexion, on

a la formule

weN* wEQ*

5.6. Cas vectoriel

Reprenons le cas vectoriel, ¢’est-a-dire que les A; sont des éléments de g = End (V)
pour un certain C-espace vectoriel V' de dimension finie et

V=d- Zz_al ,

el

est une connexion fuchsienne sur le fibré trivial V x P! — P
On suppose les conditions génériques suivantes pour tout i € [ :

(a;) lélément A; est non résonant.

On rappelle qu’un élément A; € g est non résonant si la différence de deux quelconques
de ses valeurs propres n’est jamais un entier non nul. En particulier, cela est équivalent
au fait de dire que ads, = [A;,-] € End(g) est a valeurs propres dans C — Z*. On
considére aussi les conditions

(ad;) l'endomorphisme adjoint ady, = [A4;, ] € End(g) a ses valeurs propres de
partie réelle > —1,

qui sont utiles pour obtenir le lemme de régularisation analogue a la proposition 5.3.9.

Remarquez que les conditions (a;) et (ad;) sont valables dans un voisinage de la
connexion triviale d. Soient a; et a; deux poéles simples a distance finie de V, v un
lacet reliant a; a a; et définissons la matrice de connexion de V le long de . On
supposera que 7 est de classe C! et que v(]0;1[) = C — {a; : i € I}.

On choisit deux branches du logarithme log; et log; au voisinage de la direction
—'(1) € T, P! =~ S et 7/(0) € To, P! ~ S respectivement. Avec ces choix, on a deux
solutions canoniques ¥; et U, définies au voisinage de (1), respectivement v(0) et
que l'on prolonge le long de «y. Les solutions W, et ¥; sont uniquement déterminées
par leur asymptotique en a; et a; :

\I]i (Z) ~ elogi(zfai)Ai 7

Z—>a;
|arg(z)—0|<m

\I/j (Z) ~ elogj (z—aj)A; )
Z—>CL]'
|arg(z)—0|<m

Pour ces choix, on définit alors la matrice de connexion C;; reliant le pole a; au
pole a; le long de ~ par

Cij = \I/;lkllj(z) pour tout z € y(]0; 1[).
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Considérons maintenant la connexion formelle

V=d- Zz_al

el

sur le fibré trivial de fibre A = C{Q) ou Q est Ialphabet {a; : i € I}. Notons C; la
matrice de connexion de la connexion V reliant le pole a; au pole a; pour les mémes
choix que précédemment. On a vu dans ce qui précéde qu’il existe des moules I?

9,77
J7;, un bimoule ssa; ; et des comoules A, (le comoule Canonique) et G%7 tels que

w,w'eQ*

_ e—Ai log;(aj—a;) . Z Jw O 0 eAj log;(a;—a;)
we*

_ —A; log;(aj—a;) w ] Avlogi(ai—w)

= ¢ J . Iz',jGw .efY J
we)*

On a une application

p:Ql—g

telle que ,o(flz) = A; pour tout ¢ € I. Comme dans la section 5.2, on étend cette
application par linéarité et on notera A, et G%7 les comoules image de A, et G4
respectivement.

PROPOSITION 5.6.1. Dans les notations de la section 5.2, on a C;; € C{Q}}.
En particulier, les séries 3, .o« J%5(0,0) A et Do cox [%Gu sont absolument conver-
gentes.

PROPOSITION 5.6.2. On a p(C; ;) = C; ;.
On en déduit immédiatement des deux propositions précédentes le

COROLLAIRE 5.6.3. On a le développement absolument convergent

(5.6.a) C;; = e Ailoeilaj—ai) Z ssal s )I“’A o As 108, (ai—a;)
w,w'eN*
dont on déduil les développements absolument convergents
Ciy = eMbmlea). 31 1w0,0)4, - el ortae
we*
o—Ailog;(a;—ai) Z [%sz oAy log(ai—a;)

weN*






Chapitre 6

Développement moulien de I’application exponentielle duale

6.1. Application exponentielle duale

Le but de ce chapitre est de donner une formule sous la forme d’une série formelle
(a variables non commutatives) pour les coefficients de Papplication exponentielle
duale

va: gt — G¥,

et d’en donner une extension formelle intrinséque dans la section 6.2. A des chan-
gements algébriques prés, cela correspond a donner un développement formel des
coefficients des données de Stokes (u,u_, h) d'une connexion de la forme

A R
o (2
en fonction des coefficients de R.

Pour cela, fixons un C-espace vectoriel V' de dimension finie, une coordonnée
¢ : P! — {w} - C. On note comme précédemment G = GL(V), g = End(V) son
algebre de Lie. On choisit un tore maximal 7" € G d’algébre de Lie t < g. On note
t;q 'ensemble des éléments réguliers de t et on choisit un élément A € t,.,. On notera
{a; : i € I} 'ensemble des valeurs propres de A et V = @,_; Vi la décomposition de
V' induite par les espaces propres de A. Remarquez que comme on a A € t.4, on a
#(I) = dim(V) et dim(V;) = 1. On note aussi id; : V' — V; < V le 7™ idempotent
associé a la graduation @,_; V; et A := > ._;id; Rid; la partie diagonale de R.

REMARQUE 6.1.1. Quitte a choisir une base de V', on peut toujours prendre pour
tore I’ensemble des matrices diagonales inversibles. Dans ce cas, la partie réguliére
t.cg correspond a ’ensemble des matrices diagonales & valeurs propres deux a deux
distinctes.

On pose alors V la connexion sur le fibré trivial V x P! — P! exprimée par
la formule ci-dessus ou R € g. Choisissons un angle admissible n € R pour le type
irrégulier A, c’est-a-dire un angle tel que arg(a; —a;) # n (mod 27) pour tout ¢,j € 1.
Ce choix détermine alors un ouvert U(n) égal au plan C privé des demi-droites issues
des a; (i € I) d’angle 7 et une branche du logarithme log sur C — R e avec pour
angles les |n — 27 ;n|. Ces choix permettent de définir un ordre sur I'ensemble I (ou
de maniére équivalente sur I’ensemble des valeurs propres de A), donné explicitement
par

a;—a;

a; >, a; si e )€ tend vers 0 quand & — 0 dans la direction 7 + /2.

Cela correspond & J(a;e™) < S(a;e7™). On peut alors définir les sous-groupes
unipotents U, et U_ des éléments de GG unipotents triangulaires supérieurs, resp.
inférieurs, pour la graduation ordonnée @, , V; de V.

Les données de Stokes associées a la connexion V sont alors de la forme

(up,u_,h)eUy xU_ xT.
111
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Grace aux résultats du chapitre 3, on sait que les matrices de Stokes de V sont
reliées aux matrices de connexion de la connexion

V=d-) i dz,

zZ — a;

sur le fibré trivial V x P! — P! ou z : P! — {00} — C est une coordonnée de P! — {0}
en dualité réelle avec la coordonnée ¢ et ou R; = id; R € g. La formule est donnée
explicitement par

hu, —u_ = N"*My(A)N,
ou
(1) M =3 ;o RiCijid; avec C;; € G la matrice de connexion de V reliant le

pole a; au pole a; le long d’'un chemin a valeurs dans U(n) avec le choix de
la branche du logarithme log donnée par 1’angle 7,

(2) N =e™ II(—A) avec II la fonction Pi de Gauss (I1(z) = T'(1 + 2)),

e2 Tz _ ]
z

(3) et enfin x la fonction z — qui est holomorphe en 0.

Grace aux développements mouliens du chapitre 5, on peut déduire un dévelop-
pement moulien des coefficients de Stokes. Pour cela, on utilise les formules

ldZ Rj = 62‘,jRi et Rz ldj = Ri,j pour tout ’L,j € I,

ou R;; =1id; Rid; € g et §; j est le symbole de Kronecker.
Avant d’énoncer la formule, rappelons les notations du chapitre 5.

(1) Q désigne l'alphabet {a; : i € I} qui est parfois identifié avec I et on note
* I'ensemble des mots écrits dans cet alphabet.! On notera aussi Qf, =
I'ensemble des mots ne commengant pas par a; et ne finissant pas par a;.

(2) n € R est Pangle admissible que ’on a choisi pour définir 'application expo-
nentielle duale, U(n) est le plan C privé des demi-droites issues des a; (i € I)
d’angle 7 et log désigne une branche du logarithme sur C — R e'” avec pour

angles les |n — 27 ;7].

(3) On note I7; le moule scalaire défini sur 'alphabet {2 donné par

dz; dz,
lim siwe QF,
;"j =< 429 Juchi<sto<o F1 W Rr — Wr
0 sinon.

ol w = wy - -w, € Q¥ zp = Y(tx) pour tout 1 < k < r avec v un chemin
quelconque reliant a; & a; & valeurs dans U(n).

(4) On note ssa?; le moule d’extension symétral défini dans la section 5.5.2 (la
définition intrinséque est donnée par la proposition 5.5.10).

Rappelons seulement les deux propriétés fondamentales du bimoule d’extension
symétral :

— ssa;;’) = 0 pour tout w’ € €2, ; et tout w € Q* tel que w # W',
(&)

— ssa;¥’ = 1 pour tout w’ € QF .

Le théoréeme exprimant les données de Stokes de la connexion V s’énonce alors
comme suit.

1. En particulier, Q* contient le mot vide.
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THEOREME 6.1.2. On a ’égalité

id;(huy —u_)id; = e~ el Ru pro AL oL G eloslaim )Ry

ot
(“) o
(6.1.a) M, ;= Z Z ssa; 21 - R, Riy iy - Ry j
reN w=(i1,...,’i,«)€Q*
w'eQ)*

est la partie centrale de cette formule et

Fi _ efinm- Hfl(_Rm’)
G = %ei”% [I(=R;;),

avec I1(z) = T'(1 + 2) la fonction Pi de Gauss.

REMARQUE 6.1.3. Dans le cas particulier ot A n’admet que deux valeurs propres

ay et as, on peut donner une formule relativement simple de la somme » _q ssalv)R,,.
Voir [LM96| appendice A, théoréme A.9 ou la formule (0.0.f) donnée en introduction.

6.2. Cadre formel et extension intrinséque

Dans le théoréme 6.1.2, on a donné grace a la formule (6.1.a) pour la matrice
M; ; € g une expression pour les données de Stokes de la connexion V.

L’expression obtenue pour la partie (7, j) des matrices de Stokes est de la forme

Z Z "somme d’hyperlogarithmes explicite" - RiR;;, Ry, 4, -+ Ry j I}

3,37
r,m,neEN iy,...,ip€l

c’est-a-dire qu’au niveau formel, on obtient une série formelle dans 'algébre des che-

mins du graphe complet I'(I) de sommets .

En particulier, le coefficient devant un terme du type --- R; j Ry, --- avec j # k est
nécessairement nul. De plus, si ’on voit plutot les termes R; ; comme des symboles for-
mels de lalgébre C{R; ; : (i, ) € 1), la série formelle (& variables non commutatives)
n’admet pas une bonne propriété de symétrie.

REMARQUE 6.2.1. La recherche d’une telle symétrie est motivée par la recherche
d’une formule explicite pour un isomorphisme d’algébre

Urg — Ugl[h]

entre le groupe quantique de Drinfel’d-Jimbo Uj,g et une extension ? de 1’algébre enve-
loppante Ug de I’algébre de Lie g. En effet, on peut montrer qu’une version entiére du
groupe quantique de Drinfel’d-Jimbo Uj,g est une déformation de ’algébre de Poisson
O(G*) des fonctions algébriques du groupe de Poisson-Lie dual G* (voir [DCP93]|
chapitre 4 §12). De méme, la filtration de 'algébre enveloppante Ug permet de définir
une déformation formelle de 'algeébre de Poisson O(g*) des fonctions algébriques de
la bialgébre de Lie g* (voir par exemple [ES02| §1.4.4). Stricto sensu, 'application
exponentielle duale v4 : g* — G* n’induit pas une application O(G*) — O(g*) mais
entre les complétions de ces espaces (pour leur filtration naturelle). La motivation
reste cependant inchangée.

Le cadre formel que nous utiliserons est le suivant. Suivant le chapitre 1 section
1.1, on notera R lespace des racines du groupe G pour le choix du tore (ici maximal)
T. De plus, on note W = N[R] le semi-groupe engendré par R. On considére I'algébre

2. Ici la notation A[h] pour une C-algebre A désigne la complétion (pour la topologie h-adique
de A®c C[h].
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[/JE; qui est la complétion profinie de ’algébre enveloppante Ug. Alors I’élément R € g
peut étre vu comme une somme

R = Z R,egc I/JE;
aeRuU{0}
On rappelle que 'alphabet €2 est en bijection avec I et que 2* désigne I’ensemble des
mots dans 'alphabet (). La partie centrale du travail consiste a donner une formule
intrinséque pour la somme
Z ssa;;’ )Ii“’;Aw

w,w’'eN*
apres la transformation donnée par application A — jel R;Aid;.
Pour tout w = w; - - w,, 'image de A, = A,, ---A,, par cette application est
égal a
D Rl Bloron 1)+ Riaonon R )
i,j€J
Pour tout choix d’un élément (7,5) de R, on a donc une application %7 : Q* — W*
définie par
W=wp Wy VW= Wy Weqd
avec wy = (w1, ), ws = (wo,w1), ..., w, = (Wp,wWr_1), Wry1 = (1, w;),
avec la convention que (i,7) = (j,j) = (w,w) = 0 € W pour tout i, j,w € €. L'image
des mots de 'alphabet €2 de longueur r» dans W* sont donc toujours des mots écrits
dans 'alphabet R U {0} de longueur r + 1.
On peut aussi introduire un alphabet auxiliaire V en bijection avec I'alphabet W
tel que leurs mots respectifs sont reliés par la correspondance
w:wl...wsew* <> UZUl"'USEV*
w = U

W9 = Vg — U1 et Vo = W1 + Wo
Wy = Vg — Vg1 et Vg = W1 + Wa + -+ + Ws.

REMARQUE 6.2.2. Cette dualité entre les alphabets ci-dessus a déja été utilisé par
J. Ecalle. Elle fait partie de sa théorie sur la dimorphie des nombres polyzétas. Voir
en particulier [Eca02] §4.

Alors de méme, on peut définir une inclusion (%7 : Q* — V* pour tout (i, ) par
w=g —uv=_(i])
W=WWp V>V =701 Upryq1
avec v = (w1, 7),v2 = (W2,7); -V = (Wry §); Vi1 = (4, 7).

L’application A — Zm‘el R;Aid; correspond donc a

Ao Z Rera}j (w) pA ReVi’j(w)’
i,5€l i,5€l
ou R} := R, désigne le comoule canonique dans ’alphabet W et ot R} est le comoule
défini par :
R, = Ry,_y,_ R

v

o R'UQ*'UI Rv1 )

V1=V
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pour tout mot v = vy - --v;. Pour le comoule, la formulation la plus simple est clai-
rement celle dans I’encodage w. Cependant nous verrons que dans le cas du moule,
c’est I’encodage v qui sera le plus simple.

Passons a la traduction du moule I7; et du bimoule ssa; ; a l'alphabet V. On a

f dz dz J %{,j (t1)dt; %{,j () dt,
~ o<1 <

costy<1 Vi(t1) — @y Yig(te) — a,

I7 = =

.3 ?

2T G 2= Ay,
pour tout mot w € Q% ou ~, ; est un chemin reliant a; a a; dans I'ouvert de U(n) =
C — Upe; Ryag €. La condition w € Q7 signifie que wy # j et w, # i.

Si l'on fait un changement de variable linéaire, on peut écrire 'intégrale précédente
en une intégrale sur un chemin issu de 0 et terminant en a; — a; dans 'ouvert C —
User R (ax — a;) €. En traduisant le mot w € Q* dans I'alphabet W et V via (%7 et

ty?, on a donc

[ f dz dz dz
bd Y2y 2 (A, F uy) 2= (Auy + Gy + -+ + Q)

dz dz dz
LR Oy B Gy 2 Gy,

r

ol v est un chemin & valeurs dans C — | J,.; Ry (ax — a;) €' issu de 0 et finissant en
ev(wy + -+ Wrp1) = ev(vy41) = a; —a; € C.

On définit alors le moule L3 dans l'alphabet W par la propriété LY = I}¥; il
existe i,j € I et w € Q* tel que w = (%Y (w) et L¥ = 0 sinon. On définit le moule L?
dans l'alphabet V de maniére exactement analogue. Cette définition est bien posée
car pour tout mot w € W*, il existe au plus un triplet (i, j,w) tel que w = %7 (w) (et
de méme pour V*).

Reste a traduire le bimoule ssa; ;. L’alphabet V est parfaitement adapté pour cela.
Rappelons la définition du bimoule ssa; ;. 51 w'’ est un mot dans I'alphabet Q* non vide,
alors il existe une unique décomposition en mots maximaux non vides w’ = w!---wW"
ot les w’ sont composés d’un unique symbole. On choisit un vecteur k = (kq,. .., k,)
tel que 0 < k; < r(w?) et on dira que le vecteur k est (4, j)-adapté si k; = 0 quand w*
est composé d’un autre symbole que i ou j. On pose alors Ty (w’) le mot construit a
partir de la décomposition w? . ..w™ en retirant k; symboles du sous-mot w?. Lorsque
k est (i, j)-adapté, cela signifie en particulier que Ty (w’) est construit a partir de w’
en lui retirant des symboles i et 7 uniquement, et 'on notera ces nombres de symboles
retirés |k’| et |k’| respectivement. De méme, on notera |k| = |k*| + |k’| = k1 + -+ k,
le poids du vecteur k. On peut maintenant donner la définition du bimoule ssa; ;.
Notons K l'ensemble des vecteurs (i, j)-adaptés au mot w’. Alors

ssal2) = 3 (1M (‘i’{/)

keK

si w = jIFIT ()il et (“lf) =11_, (T(,::L)). Pour le mot vide, on pose ssa(®) = 1

et ssal&) = 0 pour tout w non vide.
On peut alors définir le bimoule sse® par

ssel ) = ssal(-;’)
siv =5 (W') et v = (b (w). Cette définition est valide car pour tout mot v € V*,
il existe au plus un mot w € Q* tel que v = (% (w). Reste seulement a donner la
définition pour les mots de V* qui ne sont pas dans I'image de ¢’/ pour un certain

%)
(,7). On pourra fixer cette image a 0, en particulier sselg) = 0.
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On peut cependant donner une définition alternative intrinséque du bimoule sse®,
qui correspondra & une extension non triviale en dehors des images des (7. On procéde
exactement comme pour le bimoule ssa®. Pour tout mot v’ € V* de longueur > 1, on
considére I'unique décomposition en sous-mots maximaux de v’ privé de son dernier
symbole v; o1l les sous-mots sont composés d’un unique symbole :

v =o' 0"

On rappelle que si v/ = (%/(w’) alors on a nécessairement v; = (4, 7). Soit alors
k = (ki,...,kn) un vecteur tel que 0 < k; < r(v’). On dira que le vecteur k est
adapté & v’ si k; = 0 lorsque v’ n’est pas uniquement composé du symbole 02 ou
v] = (i,7). On supposera v; # 0 pour simplifier dans la suite mais le cas v] = 0 est
analogue. Dans ce cas, on notera k = k° + k" la décomposition induite sur le vecteur
k. On pose Ty (v') le mot construit a partir de la décomposition v’ = v'---v™ - v, en
retirant &’ termes des sous-mots v*. On notera toujours |k| = [K°|+ k| = k4 - +kp,
le poids du vecteur k. Alors on pose

, /

(%) — Ikl (Y

Sse' v’/ = —1

S E0H(}),
keK

ou K désigne I'ensemble des vecteurs adaptés a v’ tels que

v = 0|k0\ . Tk('v’) ) (UZ)‘klel'

Le +1 a l’exposant vient du fait que ’on a déja un terme v; & droite dans v’ avant de
faire les transformations.

L’avantage de cette définition est qu’elle est intrinséque, qu’elle prend en compte
tous les cas pour v] (et pas seulement v; = (i,j) € R) mais aussi qu’elle donne une
extension naturelle aux mots de V* “mal formés”, ¢’est-a-dire qui ne sont pas dans
I'image d’une des applications ¢} ;.

Notons pour la suite

M, = Z ssel L” Ry,

v,v'eV*

vy=(.5)
pour tout ¢, 7 € [ ainsi que

M:ZMM: Z ssel L” - Ry.

NS v,v'eV*

PROPOSITION 6.2.3. L’élément M, ; est une extension non triviale de la série
formelle M, ; définie par Uéquation (6.1.a) sur les mots mal formés. Autrement dit,
la différence Mi,j — M, ; appartient a la sous-algebre de Ug engendré par les Ry, pour
tout v = vy -+ vy tel que v ¢ R U {0}.

On rappelle que 'on a choisi la méme branche du logarithme pour tous les poles,
c’est-a-dire log; = log; pour tout 4, j € I.
THEOREME 6.2.4. On a l’égalité
(6.2.a) id(huy —u_)id; = e'9l@i—adRii p QT o G eloslaima) R
ot
M,;; = Z bbe( LY - RY,

v,v'eV*

vp=(0:)

3. On rappelle que (i,4) = (§,7) = (a, ) = 0.



6.3. CAS PARTICULIER DE LA MONODROMIE FORMELLE TRIVIALE 117

est la partie centrale de cette formule et

F; = e ML TN (— Ry,
. 217rR 3.d —1 l7'l'R
G] - RJJ 3 H( R]J)’

avec I1(z) = T'(1 + 2) la fonction Pi de Gauss.
On peut donner une variante de cette formule en posant les notations suivantes :
(1) M = Dijer M, ; comme ci-dessus,
(2) N =™ I(—A) o II désigne la fonction IT de Gauss,

e2i7rz —1

(3) x(2) = &= est la fonction de Bernoulli, qui se prolonge holomorphique-
ment en 0,

(4) Papplication T'Log : g — g donnée par
U — Z e— log(aj—ai)RiTi . 1dz Uld] . elog(ai—aj)Rj,j

i,j5€l
qui correspond & multiplier les blocs (4, 7) de la matrice U par un coefficient a
gauche et a droite dépendant de (7, j) et de la branche du logarithme choisie.

Cette fonction encodera le choix de la branche du logarithme pour les données
de Stokes.

Alors on déduit immédiatement de la formule (6.2.a) et de I'égalité hu, —u_ =
Zi,je[ ldl(hU+ — u,) ldJ

(6.2.b) hu; —u_ = TLog (N_lﬁx(A)N> :

REMARQUE 6.2.5. La formule est bien cohérente avec ’action de changement de
choix d’une branche du logarithme. En effet, si l'on change pour la branche du loga-
rithme égale a log(z) + 2im alors les données de Stokes sont modifiées en (uy,u_, h) —
(h=uyh, h"'u_h,h) donc le membre de gauche est modifié¢ en h~'(hu, —u_)h. Pour
le membre de droite, le seul terme qui change est la fonction T'Log qui sera égale a
h='T Log(-)h.

On rappelle qu’un élément de G* est un triplet (by,b_,A’) € By x B_ x t tel
que §(b_)o(by) = 1 et (5(b+) = ™' L’isomorphisme U, x U_ x t ~ G* est donné
explicitement par b, = ™ u, = e ™ hu,, b_ = e ™ y_ et A’ = A. De ces trans-
formations algébriques, on peut déduire les valeurs des coefficients des by grace a la
formule (6.2.a).

6.3. Cas particulier de la monodromie formelle triviale

On peut spécialiser 1'équation (6.2.b) au cas particulier ot la monodromie for-
melle h = €™ sera triviale. Précisément, considérons le cas particulier ot A = 0,
impliquant donc que h = id.

L’application T'Log est alors égale a l'identité, N = id et x(A) = 2irid. Finale-
ment, on en déduit

(6.3.a) uy —u_ = 2irM = 2ir Z ssel L” Ry,
v,v’'eV*

l

Or par définition Ry = §(R) = 0, donc 3}, ssel® RV = sselv)RY, = RY,. On a donc
(6.3.b) up —u_ =2ir Y LY Ry =2ir Y LY Ry eg.

v/eV* w/eW*
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Remarquez que les termes diagonaux pour la somme sont bien nuls car L* = 0
pour tout mot commengant par 0 et finissant par 0, ou si 'on préfere Ij, = 0.

En revenant a la définition (dans le cadre de la formulation W) et en ne notant
pas les termes contenant un Ry nul, on a donc le

COROLLAIRE 6.3.1. Dans le cas ou la partie diagonale de R est nulle, les données
de Stokes s’expriment par

. (d1-3r)
Uy —U- = 2im Z Z ]'Lv] o Rivi'rRirvi'rfl Y Rilvj’

i,jeI' _i_l,...jirel_ )
UL FLI2F Uyl ]
ou l'on a
- B _ds
i’j -
O<t1 < <tr<1 21 — Qyy Zr — Gy,

avec zp = 7, j(t;) pour tout 1 < k <1 et ; un chemin reliant a; @ a; & valeurs dans
Un) = C— U, Ryaxe.
Ce cas particulier est substantiellement plus simple. En effet :
(1) on n’a pas besoin de spécifier une branche du logarithme,

(2) on n’a pas besoin de construire le bimoule compliqué sse® et la formule s’ex-
prime uniquement a partir du moule L3 donné par des intégrales itérées
convergentes.



Chapitre 7

Cas particulier d’un fibré de rang 2

Nous allons vérifier la formule du théoréme 3.3.4 écrite sous la forme équivalente
(3.3.d) :

2im el™M1 2im el™ M
7.0 hs — _ T(— /\1)F(1+>\1))\ T(1—X F(1+>\2)Q Co ks
( : ‘a) Uy — U 2ir el™H2 C:oFE 2im elmr2 o
T(1=X2)T(14+A1) Q? 1,2+1 T(1—X2)[(1+X2)

dans le cas des connexions sur un fibré de rang n = 2, ot Q' désigne la iéme ligne
de la matrice R et (Ey, Ey) la base canonique de C?. Coté Stokes, on trouvera une
connexion hypergéométrique confluente dont la série formelle qui caractérise l'irré-
gularité peut étre exprimé par des fonctions de Kummer (voir [BJL79] proposition
8). Coté fuchsien, on trouvera une connexion hypergéométrique dont les solutions de
Floquet en chaque pole pourront étre exprimée a partir de la série hypergéométrique
de Gauss. En utilisant les identités de Gauss-Kummer, nous en déduiront les matrices
de connexion dans ce cas.

Remarquons tout de suite que les coefficients d’indice (1,1) et (2,2) sont ceux
attendus car on a bien

2im el

F(l — rk)l“(l + ’I“k)

grace a la formule I'(1 + r) = r,['(r) puis en utilisant la formule des compléments
L(re)T'(1 — ) = w/sin(mrg). Cela se voit aussi directement sur la formule donnée
dans le théoréme 3.3.4.

rE = e217rr;C -1

7.1. Calcul explicite des matrices de Stokes

On consideére la connexion irréguliére

RSNCES
A
V-d- AL L A

22 z

sur le fibré trivial sur P! de rang 2. On a par hypothése a; # as. De plus, on fait
I’hypothése que V est une connexion irréguliére vérifiant les conditions génériques de
la section précédente, c’est-a-dire que 'on a

(1) A\ et Ay ne sont pas des entiers,

(2) le polynome caractéristique X2 — (A1 + A\o) X + (M Ay — r12721) n’a pas de
solution entiére.
Alors on fait le choix d’une direction admissible d appartenant a |arg(as—ay) ; arg(a; —

az)[. Voir la figure 1 ci-dessous.
On choisit une branche du logarithme au voisinage de la direction d.

Notons
(1 (1 (I
e (U)o ) ()

119
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F1GURE 1. Choix d’une direction admissible

THEOREME 7.1.1 (|BJLT79| proposition 8 p.84). On a les égalités hy = ™1,
hy = c2imh2
—2i7TT’271(a1 — ag))qf)\z eiﬂ(/\g—)\l)

I'(1+a)(1+5)

Cc1 =

et
—2i7T7’172<(11 — a2)>\2_>\1
(1 —a)l'(1-p5)
ot (o, B) sont les racines (définies a ordre pres) du polynome X?— (A —Xg) X +7127271.

Cy =

En particulier, on obtient
hat 0 e217r/\1 -1 e217r/\1 o
+ - —c e217r)\2 -1/
On modifie un peu 'expression des coefficients ¢; et ¢y pour obtenir

2imry elmA2 (ag — al)’\l (a; — ag)*A2
T(1+a)(1+ )

.
et
o o —2i7T’f’1,2 ei7r/\1 '(al _ a2)>\2 . (a2 _ a1>—>\1
F1—-a)l'(1-2)
en utilisant pour ¢; la formule (a; — ap)™ = (ay — a;)™ ™ et pour ¢, la formule
(a1 — as)™ = (ay — ay)~* e ™ avec notre choix de branche du logarithme.

7.2. Calcul explicite des matrices de connexion

La connexion fuchsienne associée est la connexion V est la connexion

()\1 7“12) ( 0 O)
~ 0 O A
-d- TR R

Z—a Z— Qs

On peut la relier a I’équation hypergéométrique et calculer ses matrices de connexion.

THEOREME 7.2.1. On a les relations

PN V(P N
QCiaBr = (@ @)Ara+awu+ﬁ)

A1

r 2,1(02 - &1)

et

(1= A)T(1 + A)

(1 —a)l(1-5)
On déduit alors du théoréme 7.1.1 et du théoréme 7.2.1 précédent que la formule

(7.0.a) est bien vérifiée dans le cas d’un fibré de rang n = 2.

Q10271E2 = —<a2 — Cl,l)_)\l )>\2.

7‘1,2(611 — Ay
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7.3. Démonstration du calcul pour les matrices de connexion

Dans cette section, on donne la démonstration du théoréme 7.2.1. On traitera le
cas du coefficient QQCLgEl, le cas de Q'Cy 1 Ey étant analogue.

Quitte a faire un changement de variable (as — a1)x + a; = z, on supposera par
la suite que a; = 0 et ay = 1. On calcule une base de solution de v au voisinage de
a; = 0.

Posons les notations suivantes :

(1) y=14 X ety =1+ A,

(2) a, f vérifient aff = —rigreg et o+ =X\ — Ao =7 — 7/,

(3) o, f" sont donnés par o =y — a et 5/ =~ — B. En particulier, ils vérifient
o' =af +97 = —rigran + (1+A)(1+ A2

et
d+ B =7+ =24+ N

On rappelle que gfl((“éb); z) désigne la série hypergéométrique

définie pour tout a,b € Z et ¢ ¢ Z_, et ou (a), désigne le symbole de Pochhammer
(@), =ala+1)---(a+n—1).
Cette série est convergente pour |z| < 1.

On peut exprimer la base de Floquet en 0 de v explicitement a partir de séries
hypergéométrique. Précisément, on a la

PROPOSITION 7.3.1. La fonction

Flyizm 2A((%);2) —25 A5 7)2)
S L R(()E) B R(TTE))

est une base de solutions de ¥V au voisinage de 0. En particulier, la premiere colonne
est asymptotique ¢ 2N - By et la seconde est asymptotique a —r12/M\1 - E1 + En.

DEMONSTRATION. Pour trouver la formule, on développe en série entiére toutes
les fonctions et on résout les équations de récurrence obtenues en prenant 1’égalité
des coefficients devant les puissances z*, k € Z. R

Pour vérifier la formule pour Fly(z), il suffit de vérifier que V(Fl;) = 0. Cela est
une conséquence des formules de contiguité et de dérivation

(7.3.2) d% W T ((acb> : z) _ %b T ((1 +1ajrlc+ b) ; z) ,
(7.3.b) lz% +(c— 1)] o Fi ((“’Cb) : z> —(c—1) o F ((C“;bl) : z) ,

(7.3.c)

{(1 —z)%—i— (c—a—b)] o Fi ((a’cb);z) - wgﬂ <(Cafl);z>.

Voir théoréme 2.1.3 p.45 et proposition 2.1.6 p.47 de [IKSY91]. L’idée est d’utiliser
les relations (7.3.a) et (7.3.c) pour supprimer les termes en 1—z et les relations (7.3.a)
et (7.3.b) pour supprimer les termes en z.
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Montrons comment on peut procéder pour la premiére colonne. On abrégera 2.F1((a_’yﬁ); z) en (af) dans
la suite. On doit montrer les deux relations

[Zi] M B\ _ A a, B\ L2721 Mg+l 1+a,1+p8

dz v v ¥ L+v

(1_2)1 _T21 a4 I1+a,1+p . a, B +m2)\1+1. 1+a,1+8 .
dz v 1+~ ot ¥ 1+~

Comme z% est un opérateur différentiel, on développe la dérivation du produit du membre de gauche
et on en déduit que la premiére relation est équivalente a

s zi a, B _ _T2r2a a4 1+a,1+p
dz 0% ¥ 1+

qui est bien vraie grace a la relation (7.3.a), car —r1 27121 = af.
Pour la seconde relation, on peut procéder de la maniére suivante. Le membre de gauche est égal a

1+()¢1+ﬂ T2.1 d 1+a1+ﬂ
A1 5 1 A1 +1 5

— 1— -2 1—2)—

r2,12° " ( z)( 1 ) z [( z) z]( 14+ )

.. T .
donc en divisant tout par f%z)‘l, il suffit de montrer

1+a,1+p d (1+a,1+p _ a, B _ 1+a,1+p
(e () () )

En utilisant la formule (7.3.b) pour le membre de gauche, on doit montrer

I1+ao,1+8) (a8 1+ao,1+08
(7.3.d) ’y(l—z)( N )—fy( N ) —)\22< 14 >

En utilisant les relations (7.3.a) et (7.3.c), on en déduit que le membre de gauche de (7.3.d) est égal a
7(7*1)(1_Z)d ap) _2lv—a=-D0r=F-1(e,f) Fy=DO-a=-F-1)(ap)
af v-1 af gl af v-1

De méme, en utilisant les relations (7.3.a) et (7.3.b), on en déduit que le second terme du membre de
droite de (7.3.d) est égal a

XA (B =D B (ef
af dz\ vy af v—1 ¥ :

Alors, en constatant ’égalité des coefficients devant les termes en (D‘f) et (jfl) (en utilisant égalité
A2 =7 —a—f—1, on en déduit bien 'égalité (7.3.d).

On procéde de méme pour la seconde colonne. La relation pour la premiére ligne est évidente en utilisant

et

dz

(7.3.b). De méme, la seconde est évidente en utilisant (7.3.c).

A A r,
SR _ (Z G _11);_12>

Notons P = (1 7”1,2//\1). Alors on a immédiatement que Fli(z) - P =: ¥y(2) est la

O

On remarque que l'on a

0 1
base de solution de V asymptotique a (z — a;)® = 2f1 en 2 — a5 = 0.

En inversant le role de a; et as, on déduit immédiatement la

PROPOSITION 7.3.2. La fonction

P L I e B e A
“ERR(T ) = LA ) -2

est la base de Floquet de V au voisinage de 1. En particulier, la premiére colonne est
asymptotique & Ey —ro1/Xo - Ey et la seconde est asymptotique & 222 Fy.
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DEMONSTRATION. On effectue le changement de variable u = 1 — z puis on
permute la base (E1, Es) en (Fy, E1). Cela revient a changer les notations en

R= (7’2,2 7”2,1)
12 Ti1
c’est-a-dire a inverser le role des indices 1 et 2. On en déduit les permutations a
effectuer :
1Sy 2SS 7Sy
(Ck/> 5/) = (O/a 6/) (Oéa ﬂ) e (—Oé, _ﬁ)
O
On peut alors calculer les matrices de connexion. On choisit la direction admissible
opposée d’ a celle choisie dans la section 7.1 précédente. Cette direction a donc un
argument appartenant a |arg(a; — as) ; arg(as — a1)[. Du coup, cela correspond aprés
’homothétie (ay — a1)z + a1 a prendre par exemple une direction d’angle —m/2. Voir
la figure 2 ci-dessous.

d = efiﬂ'/2

F1GURE 2. Choix de la direction admissible d’ aprés une homothétie

On choisit une branche du logarithme au voisinage de cette direction admissible.

Si on note Q = (a; — ay)™? - L 0 , alors la solution Fly(z) - Q =: Wy(z) est
7"271/)\2 1

la base de solution de V asymptotique a (z — a2)®? en z — ay = 1.
On a par définition Cy 5 = U5, 'W,(2), c’est-a-dire

Cio=Q 'FI; (2)Fly(2)P.

PROPOSITION 7.3.3. On a

FIs (2)Fly () = (é g)

Ao L)y TA-PG)
[(a)T(B) T(1—a)T(1-B)
Copg LA =) ) T =701 —7)
YT+ a1+ 5) I(1-a)T(1-F)

DEMONSTRATION. On applique le théoréme 4.7.1 p.114 de [IKSY91|.
Avec leurs notations, on a

fo(x;0) = o Fi(a,byc; ), fola; N) = UU/\2~7:1(G —c+1,b—c+1;2—cx),
et
fi(@;0) = o F1(a, by atb—ct+1;1-2)  fi(z;p) = (1-2)"sFi(c—a, c=b;c+1—a—b; 1-x),
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qui vérifient

(hl0) folei) = (l0) AGes) (30 )

s L(e)T'(c—a—b) B ['2-col(c—a-0)
I'(c—a)l'(c —b) ['l—a)l'(1-0)
o I'(e)(a+b—c) o Fla+b—0cl'(2-¢)
I'(a)T'(D) lFla—c+1DI'(b—c+1)

A
C D

a=1—ad b=1-8 c¢c=2—7 A=~v—-1 pu=+".

Fly(z) = (fo(z; N T fo(Z;O))

On vérifie la relation F Ly (z) = Fly(2) - ( ) Pour la premiére ligne, on pose

Alors on a

* *

Fly(z) — (fl(i [0) 42 *(z; u))_

On vérifie immédiatement que I'on a

tEl Fl1<2) = tEl FZQ(Z) : (é g) s

M L TONG) . ma o, ne TE=90R)
=P = rare Pt TS Ta—ara- )
Y TN _ Y TR
¢= 12 b ri2 D(a)I'(B) b 1-— fyC 1—7T(1—a\T(1—-p)

grace au théoréme 4.7.1 p.114 de [IKSY91|.
Pour la seconde ligne, on pose
a=1-ad b=1-8 c=1—-v A=~y pu=+—-1.

On a alors

Fiy(2) = (__ o) fo(:;0)>
Fl2(z>=( 7"21;1@ 0) fl(:;u))'

On vérifie immédiatement que I'on a

tEQ Fll(Z) = tEQ FZQ(Z) : (é g) s

avec
=1, A =1TA+)(y -1) =1, A =1T0 -9y - 1)
e v ) R A e ¥ gy | )
= ran g, o DL+ )1 —4) oy T =1 —+)
¢= v D= v T(1+a)l(1+73) _C_F(1—o/)r(1—5')

grace au théoréme 4.7.1 p.114 de [IKSY91|.
On vérifie alors immédiatement que les expressions trouvées dans les deux cas

pour A, B,C et D sont les mémes.
O

1. Notez erreur de signe dans le théoréme 4.7.1 p.114 de [IKSY91| pour les termes C’ et D’.
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On en déduit alors la formule pour la matrice de connexion C} 5. On a
A Z2A+ B
CLQ=<CL1—(12)_/\2( ro, 71,272, Alr} T1, )
—j—;A +C ——;f;?lA — j—;B + ;—f(] +D
Dot on en déduit (a; — az)2Q?*C12F) = 191 A — 191 A + MO = \yC, 'est-a-dire
L1+ a)'(1+5)

ce qui est le résultat attendu. On procéde de méme pour Q*Cy 1 Fy. Les calculs
sont laissés au lecteur.

(736) Q20172E1 = (CLl — CLQ)

2.1,

7.4. Développement moulien

On peut essayer de retrouver notre développement moulien du chapitre 6 a partir
du développement suivant de la fonction Gamma d’Euler :

(7.4.a) ﬁ = exp <vz _ Z (_]i) g(k:)zk:> ’

k=2

ou v désigne la constante d’Euler.
Typiquement, on peut essayer de retrouver le développement de la matrice de
connexion C 5 & partir de 'équation (7.3.e) donnant

T+ AT = Ay)
1+ a)(1+p5)

En utilisant la formule (7.4.a) pour la fonction Gamma, on obtient

LA+ AP — A9 c (=D)* k k k k
Tl+a)l(1+p) P <Z T CR) (A = A = (@ - B ))) .

k=2

Q2C1,2E1 = (Cll - a2)

2.1,

Remarquez que grace aux identités de Newton, les termes o 4+ 5% s’expriment en

fonction des polyndomes symétriques de a et (3, ¢’est-a-dire en fonction de la différence

A1 — A9 et du produit A\ faisant intervenir des coefficients de binome de Newton.
Plusieurs difficultés émergent alors :

(1) les formules des identités de Newton se sont pas explicites et donnent seule-
ment une formule récursive calculer les o + 5% en fonction de A\ — X et

Ao,
(2) Ensuite, les nombres apparaissant dans le développement moulien seront les
nombres zéta simples et non des hyperlogarithmes comme dans le chapitre
62
Il est possible que le point (2) soit relié au théoréme de la somme (voir la preuve de
ce théoréme par A. Granville [Gra97]|, aussi indépendamment trouvé par D. Zagier)

D1 €l i) = ((n).

i1+ tir=n
11>1

Remarquez enfin que la somme que 1'on obtient au chapitre 6 est une série formelle &
variables non commutatives alors qu’une formule obtenue & partir du developpement
de la fonction Gamma précédent sera une série formelle & variable commutative.

2. Comme on a que deux poles & distance finie, on peut se ramener au cas ot les poles sont en 0,
1 et 'infini et les hyperlogarithmes du développement moulien s’exprimeront a partir des polyzétas.
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Annexe A

Hyperfonctions et transformée de Laplace multiplicative

On rappelle ici une partie de la théorie développée par B. Malgrange dans [Mal91]
en donnant quelques démonstrations. On y fait parfois quelques choix de présentation
différents, qui nous ont apparu sur le coup plus pertinents. Pour plus de lisibilité, on
rassemblera les démonstrations techniques dans la section A.7.

A.1. Hyperfonctions

Le bon espace de fonctions & considérer pour travailler avec la transformée de
Laplace au niveau des espaces de solutions est 1'espace des hyperfonctions®. Les hy-
perfonctions solution permettront d’encoder dans un méme objet les solutions et les
microsolutions.

Notons St le cercle unité. Soit d un direction d’angle 6 et Jy ¢ le rayon R.ge. On
définit 'espace Ay comme la limite inductive pour ¢ — 0 de ’ensemble des fonctions
holomorphes f sur le secteur ramifié ouvert {0 < |z| < ¢ et —e—271 < arg(z)—60 < e}.
Il est clair que 'ensemble des Ay pour 0 € R/(27Z) forme un faisceau A sur S'. On
définit Pespace Og™ comme la limite inductive pour € — 0 de 'ensemble des fonctions
holomorphes ¢ définies sur le secteur ouvert {z € C* : |arg(z) — 0| < £} a croissance
exponentielle a I'infini. On rappelle que cela signifie qu’il existe un &’ < ¢ strictement
positif et deux constantes A, C' € R telles que |#(z)| < C el pour z tel que |z| > 1/’
et |arg(z) — 0] < ¢’. De méme, 'ensemble des Oy forme un faisceau O“” sur S*, dit
des fonctions a croissance exponentielle.

On choisit 'orientation canonique + de C. On définit alors 'espace H(;:w comme

ensemble des couples ([¢], [#]) € Ag x O5™ vérifiant
(A.l.a) P(2) — P(ze™ ™) = ¢(z)

au voisinage du rayon dgg. Plus précisément, on peut supposer que ¢ et ¢ sont des
représentants de [#] et [¢] définis sur les secteurs {0 < |z| < € et —e— 27 < arg(z) —
0 <c}et{zeC*:|arg(z)—0| < e} respectivement. Alors 'égalité (A.1.a) définissant
le sous-espace 7—[;{)79 est vraie pour tout z tels que 0 < |z| < &’ et |arg(z) — 0| < &
pour un certain £’ < € strictement positif.

On définit la relation d’équivalence R sur 7-[;0’9 par (91, 91)R(Pa, Py) si P = ¢y
et V1 — Py € Ay qui est alors la classe d’une fonction univaluée est (la classe d’une
fonction) holomorphe en 0.

DEFINITION A.1.1. On définit 'espace des hyperfonctions sur le rayon &y dans
I'orientation canonique noté ’H& g, comme le quotient de ’H;U , bar la relation d’équi-
valence R.

1. Cet espace est une variante de I’espace des hyperfonctions de Laplace introduites par Komatsu.
Cette variante est due & B. Malgrange. Voir la variante [Mal91] chapitre VI §3 iii) p.98 pour un cas
sous-exponentiel et chapitre IX pour la croissance quelconque mais aussi [Mal89] §3 p.14.

127
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REMARQUE A.1.2. B. Malgrange utilise une définition équivalente. Celui-ci préfére
d’abord considérer les classes d’équivalence puis passer a la limite inductive. Plus
précisément, il définit H} comme I'ensemble des paires (¥, ?) telles que :

(1) # est une fonction holomorphe définie sur le secteur ouvert
{ze C*:|arg(z) — 0] <&}
a croissance exponentielle a I’'infini,

(2) ¢ est une fonction holomorphe sur le secteur ramifié ouvert

{0<|z| <eet —e—2m <arg(z) —0 < ¢}

A

telle que ¢(2) — ¢(ze 27) = §(2), pour tout z tel que 0 < [z| < € et
larg(z) — 0| < e.

puis il considére la relation d’équivalence R, sur HS donnée par (91, P1)Re(P2, P2) si
O = Py et P1—Py qui est alors univaluée est holomorphe en 0. Alors les hyperfonctions
sont données comme la limite inductive pour € — 0 des quotients H /R..

J’ai préféré la présentation ci-dessus plutot que celle de B. Malgrange car on y voit
mieux comment s’insére les applications can et var ci-dessous et comment apparaissent
les microfonctions.

REMARQUE A.1.3. Si 'on choisit 'orientation inverse — de C, on peut définir
les hyperfonctions Hg,. Pour cela, on change la définition de ’H;’OG en imposant la

relation ¢(z) — @(e*?7 2) = P(2) et on procéde ensuite de la méme maniére.

On peut définir une application var : Hy, — O5™ qui 4 la classe du couple (¢, P)
associe ¢ € O3, Cette application est clairement bien définie car si I'on change de
représentant, on ne modifie pas le second terme du couple. On aimerait considérer
lapplication correspondant & la premiére projection H(}Z’e — Ay x O — Ay. Ce-
pendant les classes d’équivalence selon R n’ont pas toute la méme image comme
dans le cas précédent avec la seconde projection. L’image est définie a une fonction
holomorphe en 0 prés. On a donc un diagramme commutatif

(A.1b) H e Ay X OF

| |

o6 Ap/Op x O .

(can,var)
On appellera application canonique et application variation
can : Hjy —> Ag/Op  var: Hg oy — O

les applications précédentes.

LEMME A.1.4 ([Mal91] lemme 3.2 chapitre VI §3 p.98). L’application var :
Hoy — O™ est surjective.

DEFINITION A.1.5. Soit a € C. On définit 'espace des hyperfonctions sur le
rayon 049 dans 'orientation canonique noté 7-[:;9 comme le translaté de ’espace des
hyperfonctions Hg, par a, c’est-a-dire qu'on a ® € H,, si et seulement si ®(a + -) €
H(TG-
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A.2. Transformée de Laplace des hyperfonctions

On définit Pespace Op° “* comme la limite inductive pour ¢ — 0 des fonctions
holomorphes définies sur les secteurs a l'infini {z € C : |z| > 1/c et |arg(z) — 0| <
e} a croissance sous-exponentielle. On rappelle qu’une fonction holomorphe ¢ est a
croissance sous-exponentielle dans la direction d si pour tout & > 0, il existe un
voisinage de la direction d dans le domaine de définition de ¢ et une constante C' € R
tels que |[¢0(2)] < Ce*l. L'ensemble des O;° P pour § € S! forme un faisceau
O~ gur S, dit des fonctions (définies) a Uinfini & croissance sous-exponentielle.
On notera e® O*~¢*P ]e faisceau tel que 1 est une section de e*® Q%P si et seulement
si e 9H(() est une section de O*~P. On notera Iy := {7 € S* : |7 + 0| < 7/2} qui
est donc le demi-plan centré sur I'angle —6.

Pour étre cohérent avec la suite du texte, on notera z la coordonnée du coté des
hyperfonctions et  la coordonnée du coté des fonctions a l'infini a croissance sous-
exponentielle obtenue aprés transformée de Laplace des hyperfonctions. De méme,
on emploiera plutot la lettre @ pour désigner une hyperfonction et la lettre 1) pour
désigner une fonction a l'infini & croissance sous-exponentielle.

DEFINITION A.2.1. On définit la transformée de Laplace d’une hyperfonction & =
[¢,%] € M/, par
1 v _ 1 A _
(20®)(Q)im 5 | B e Cdse | ) e
Clae)* ™ §a+€c7;9’9
ou € > (0 est un réel suffisamment petit tel que la premiére intégrale soit bien définie
lorsque prise sur le cercle C(a, &)t de centre a et de rayon ¢ orienté dans le sens direct,

et ol 0,40 g désigne le rayon issu de a + e et d’angle 6 (voir la figure 1).

FIGURE 1. Chemin pour la transformée de Laplace multiplicative

La transformation de Laplace se comporte de la maniére suivante vis a vis de la
translation ¢, : 2 +— z + a. Sion a ®, € H}, et Dy € H, tels que g = P, o ¢, alors
en effectuant le changement de variable z < 2z 4+ a, on a

(A.2.a) L00Pa(C) = 7% L0,pPo(C).
LEMME A.2.2. La définition précédente est bien posée et définie un élément de
F([a, e~ ae Oss—exp)‘

DEFINITION A.2.3. On définit la transformée de Laplace inverse Egé(w) =[®,¢] e
H, g d’une section ¢ € T'(Iy,e~** O**~¢") de la maniére suivante (voir la figure 2 pour
les chemins) :
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(1) la fonction ¢ est définie par le recollement des fonctions z — Sa; () e d¢

ol A est un point quelconque du domaine de définition de v, pour les T tels
que |7 + 0] < /2 + . Cela définit bien une fonction sur un secteur ramifié
{0<|z—alet —e—2m <arg(z—a)—0 <e}.

(2) la fonction ¢ est définie par z — §s-v(C) - e‘*d( ot 6~ est la concaténation

de la demi-droite 4, —4+n/24c PATCOUIL de l'infini vers A et de la demi-droite

04,—9—n/2—e Parcouru de A vers l'infini.

(5_

FIGURE 2. Chemin pour la transformée de Laplace inverse des hyperfonctions

LEMME A.2.4. La définition précédente est bien posée et définit bien une hyper-
Jfonction [¢, 8] € H,.

PROPOSITION A.2.5 (|[Mal89| proposition 3.2 p.15). La transformée de Laplace
et la transformée de Laplace inverse définissent des isomorphismes réciproques 'un
de l'autre entre 'espace des hyperfonctions ’H;ﬁ et Uespace T'(Ig, e~ O%5~P),

REMARQUE A.2.6. Comme avec la transformation de Fourier, on peut mettre le
facteur 2im sur 'une ou 'autre des transformations.

REMARQUE A.2.7. Au niveau des fonctions, la transformée de Laplace inverse
o) = [#, ¢] donne un représentant (¥, 9) de [¢,$] avec ¢ définie sur un secteur
ramifié {0 < |z —a| et —e — 27 < arg(z —a) — 0 < ¢}, c’est-a-dire pas seulement au
voisinage de a. On déduit donc de la proposition A.2.5 que toute classe [SVO, %AO] € "HI@
admet un représentant défini sur un secteur ramifié sur tout C — {a} et pas seulement
sur un voisinage épointé de a. On appellera un tel représentant, un représentant spécial
de ’hyperfonction.

REMARQUE A.2.8. On peut aussi définir une transformée de Laplace et de Laplace
inverse pour les hyperfonctions H_ , avec le choix de I'orientation inverse. On a alors
deux isomorphismes

Lo Hypg e DIy, e O ) £ 4,
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avec pour différence dans la définition de £,4 que 'on prend le cercle C'(a,e)” par-
couru dans le sens inverse (et non plus direct) et pour différence dans la définition de
Sgé que 'on prend les intégrales sur les chemins 5277 et 1. Cela correspond aussi a
inverser l'orientation dans les deux cas.

La dérivation usuelle induit une dérivation sur l'espace des hyperfonctions H .
Il est clair que la définition est indépendante du représentant de la classe choisi (car
la dérivation d’une fonction holomorphe en a reste holomorphe en a).

PROPOSITION A.2.9. La transformée de Laplace envoie la multiplication par —z
sur la dérivation 0; de T'(Ip, e* O%~P) et la dérivation 0, de H, , sur la multiplica-
tion par C.

DEMONSTRATION. On procéde par intégration par parties. Les détails sont laissés
au lecteur. ]

A.3. Microfonctions et microfonctions généralisées

A.3.1. Définition des microfonctions. Soit D le disque centré en 0 de rayon
r et be D* := D — {0} un point non nul. On note alors (D, b) le revétement universel
de (D*,b) et
e O le faisceau des fonctions holomorphes sur D,
e O le faisceau des fonctions holomorphes sur D,

e 7: D — D* — D Dapplication composée de la projection canonique et de
I'inclusion canonique.

On définit alors le faisceau C comme le conoyau de la fleche canonique O — 7,0
de faisceaux sur D.

DEFINITION A.3.1. On définit 'espace des microfonctions en 0 noté Cy comme la
fibre en 0 du faisceau C précédent. En particulier, on a une suite exacte

(A3a) 0— OO I (W*O)Q —> C() — 0.
On définit 'espace des microfonctions en a € C comme le translaté de Cy par a.

On peut vérifier que la définition de 'espace des microfonctions est indépendante
du choix du disque D initial et du point b € D*. Dans la suite, on traitera uniquement
le cas de a = 0, le cas des autres espaces de microfonctions se calquant immeédiatement.
On notera aussi par abus, Oy := (7,0)g la fibre en 0 du faisceau 7,0 défini sur le
disque D.

La terminologie de microfonctions est due a B. Malgrange. Voir par exemple
[Mal91] §I1.3 p.30 ou [Mal89] §2 p.9. Cette terminologie est due & une analogie
avec les microfonctions définies par Sato, Kawai et Kashiwara dans [SKK73|. La
terminologie d’Ecalle est d’appeler les microfonctions les singularités et souvent noté
avec un nabla, comme SVD, pour la microfonction associée & un germe de fonction

¢ € Op. Un représentant de ¢ dans Oy est souvent noté ¢ et est appelé un majeur de
\

@.
Soit T' I'action de la monodromie dans l'orientation directe sur @0 et sur Co,
c’est-a-dire qui transforme une branche du logarithme log(z) en log(z) + 2ir.
On pose alors can : Oy — Cy Papplication canonique et on définit I'application
variation var : Cy — Oy par
varocan = id =771
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L’application var est bien définie car la restriction de id —T~! & Oy est nulle et que
Pon a la suite exacte (A.3.a). Explicitement, on a var(9)(z) = ¢(z) — ¢(e 27 2) o le
résultat est indépendant du majeur choisi. Le germe ¢ = var(%) est appelé un mineur
de ©.

REMARQUE A.3.2. Certains auteurs comme B. Malgrange préférent définir la fonc-
tion variation par var(®)(z) = ¢(e27 2) — ¢(z), Cest-a-dire varocan = T — id.

L’espace des microfonctions est un Op-module (¢’est-a-dire un C{z}-module), mais
pas un Op-module car la structure d’algébre donnée par la multiplication point par
point de O, ne passe pas au quotient. Cependant, lespace des microfonctions est
une algébre commutative et associative pour la convolution (définie par exemple dans
[Saul2]| §3.2 lemme 8 p.47 et définition 11 p.48) dont 'unité est la distribution de
Dirac ¢ := can (ﬁ) L’action de 0, est bijective sur Cy (car deux primitives différent
d’une constante qui s’annule par passage au quotient). De plus, on a 0,(f x g) =
(0.f)*xg = f*(0.9). On en déduit que I'intégration est égale a la convolution par la

primitive du Dirac d, que I'on note Y := 0, 1§ = can <%>

A.3.2. Transformée de Laplace de microfonctions. Le diagramme (A.1.b)
suggeére un lien entre les hyperfonctions et les microfonctions. Considérons une mi-
crofonction ¢ = can(®) du type spécial suivant : son mineur ¢ = var(®) s'étend
analytiquement le long du rayon R- - e et est a croissance au plus exponentielle a
l'infini dans cette direction. Alors ¢ définit une hyperfonction ¢, ¢] e Hg o €t on peut
définir sa transformée de Laplace par 7

. 1 8ei9 OOeie
(L60)(C) i= = P(z) e Fdz + —— P(z) - e de,
21T ), sio—2m) 2iT ), qio

ol € > 0 est un réel suffisamment petit tel que la premiére intégrale soit bien définie
lorsque prise sur le cercle de centre 0 et de rayon €.

On rappelle que la définition précédente ne dépend pas du choix de € ni du majeur
¢ choisi. La transformée de Laplace est une fonction holomorphe définie sur un demi-
plan de la forme R(Ce?) > A oit A est une constante majorante de la croissance

exponentielle de ¢.

REMARQUE A.3.3. Nous allons définir ci-dessous (définition A.4.2) les microsolu-
tions d’'un A;-module .. Ce sont des microfonctions vérifiant “I’équation différentielle
7. Nous verrons en particulier que son mineur s’étend toujours analytiquement le
long d’un rayon générique dans notre cas particulier (un pole double en I'infini). En
particulier, on pourra toujours définir sa transformée de Laplace avec la méthode
précédente pour un rayon générique.

A.3.3. Microfonctions généralisées. Soit X un ensemble fini de C que l'on
fixera pour la suite de cette section. On définit I’espace des microfonctions généralisées
Cs. (resp. l'espace des microfonctions généralisées a croissance exponentielle Cy™)

comme ’espace des fonctions holomorphes sur un revétement universel C — X de
C — X (resp. a croissance exponentielle) quotienté par les fonctions entiéres (resp.
entiéres a croissance exponentielle). On a donc

Cy = Og—=(C —%)/O(C) et C&% = O=P_(C=%)/0“?(C).

C-X%

Pour traiter les deux cas en paralléle, on notera ngp ) I'un quelconque des deux espaces
ci-dessus.
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REMARQUE A.3.4. B. Malgrange considére un espace de microfonctions généra-
listes un peu différent dans [Mal91| chapitre XIT §2 p.199. En effet, il considére
un disque ouvert D contenant ¥ et il pose C := O%(C — D)/O(C) ou D désigne
I’adhérence de D. Cet espace C correspond a ce qu’on appellera la situation semi-locale
ci-dessous.

REMARQUE A.3.5. On a une application injective C&” < C donnée par la res-
triction. Cependant, au niveau des solutions c’est-a-dire aprés application du foncteur
Hom(.#",—), cette application induira un isomorphisme (analogue du lemme A.3.6 et
de la proposition A.4.1). Nous avons fait ce choix car il met mieux en lumiére le choix
de Iapplication ¢y ci-dessous (qui n’est pas définie pour la version C mais seulement
aprés passage aux solutions dans ce cas). L’avantage du choix de B. Malgrange est
que 'on peut définir les applications canonique Can et variation Var semi-locales au
niveau des faisceaux O (défini au début de la section A.4) et C et pas seulement
au niveau des solutions.

A.3.4. Lien entre microfonctions et microfonctions généralisées. Dans
la suite, on va faire le lien entre les situations locales et la situation semi-locale
correspondant a C. A ce propos, voir en particulier [Pha84]|, en particulier §1.4 mais
aussi I'exemple p.79 qui est la méthode in fine que nous allons utiliser pour calculer
les données de Stokes. o

On choisit des points de bases @; dans C — X au voisinage des (points de ramifi-
cation correspondant aux) a; pour tout i € I. On identifie alors G; avec un point du
revétement du disque épointé au voisinage de a;, ce qui nous donne une application

restr; : O(e””p)(é\—dE) — O(lﬁi)

en associant a une fonction ¢ € O(exp)(ﬁ) la fonction ¢; € O(mi) telle que
i = p au voisinage de a;. Remarquons que cette application est injective (car ¢ est
définie sur un ouvert connexe simplement connexe donc le prolongement analytique
de p; 4 C — X est unique et donc égal & ) mais non surjective (une fonction ; définie
au voisinage de a; n’admet pas nécessairement de prolongement analytique a cC-%
tout entier). En prenant la somme directe, on obtient une application

@ie] restri : O(Pxp)((/jfi) I @ZGIO(‘D/Z\__Zl/Z)
On en déduit alors une application (notée abusivement avec la méme notation)
Pjeg restr; C(;‘Tp . @ierCa;,

qui & un représentant ¢ € O(Cff};) associe les classes dans C,, des restr;(¢). Cette

application est bien définie car I'image d’une application holomorphe sur C par restr;
est bien holomorphe en a;.

Fixons un point de base b, de (/3—\2, par exemple un point a 'infini. Cela permet
de fixer une origine sur le revétement C_—Yet permet de le définir de maniére unique
(comme revétement pointé). Soit d une direction admissible pour la famille ¥ dont
on choisit un représentant spécial de son angle # € R. On considére alors U 'ouvert
C—X privé des demi-droites d; issues des a; et de direction d. L’espace U est un ouvert
connexe, simplement connexe car la direction d est admissible. On identifie 'ouvert
U & un sous-ensemble de éj], défini par les angles appartenant a |6 — 27 ; 6. Pour
ce choix d’angle 6 € R, on peut alors définir ’application

. . plexp)
Ly = Djer restr; : Cg - @ie]caia
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ou les a; sont des points quelconques de U < C—-> au voisinage des a;.

LEMME A.3.6. L’application 1y est injective mais non surjective.

A.4. Transformée de Laplace de solutions

Revenons a la situation du chapitre 4. On a donc deux A;-modules explicites .#°
et A1 tels que A est la transformée de Fourier-Laplace de .Z°. On rappelle que
les connexions associées en dehors des poles sont les connexions

Vl=d— (B+C(z—A)"'D)dz, V'=d+ (A+D(-B)"'C)d¢

La situation étant extrémement symétrique, on simplifie ’exposition en notant .#Z’ :=
MO et M = #'. De méme, lorsque 'on considérera une donnée associée a .#, on
notera la donnée associée & .#' de maniére analogue avec un prime.

Soit ¥ := {a; : i € I} les valeurs propres du type irrégulier de .# en l'infini. Ce
sont aussi les singularités & distance finie de .Z’. De méme, notons ¥’ := {b; : j € J}
les valeurs propres du type irrégulier de .#’ en l'infini, qui sont aussi les singularités
a distance finie de .Z.

A.4.1. Microsolutions et microsolutions généralisées. On reprend 'appli-
cation

. p(exp)
tp = @ierrestr; : Cs, ' — @ierC,,

de la section A.3.4 précédente.
En composant par le foncteur Hom(.#Z’, —), on en déduit une fléche injective

(A.d.a) Hom(.2',C™) — P Hom(.2",C,,).

el
PROPOSITION A.4.1. L’application (A.4.a) est un isomorphisme.

DEFINITION A.4.2. On appelle Hom(.Z',C,,) 'espace des microsolutions de .4’
en a;. De méme, on appelle Hom(///’,CE;xp)) I'espace des microsolutions généralisées

(a croissance exponentielle) de A'.
On peut calculer la dimension exacte de I'espace des microsolutions.

PROPOSITION A.4.3. L’espace Hom(.#',C,,) des microsolutions en a; est un C-
espace vectoriel de dimension finie p;, la multiplicité de la valeur propre a; dans A.

DEMONSTRATION. C’est une conséquence du lemme 2.1.4 et du corollaire 4.2
chapitre IV §4 p.67 de [Mal91] du & M. Kashiwara. O

On en déduit immédiatement que la dimension de 'espace des microsolutions
généralisées de .Z" est égale & >, _; p; = dim(V'). Cela motive la section suivante qui
explicite le lien entre les solutions de .Z et les microsolutions généralisées de .#’ car
la dimension des solutions de .# est bien égale & dim(V).

A.4.2. Transformation de Laplace dans la situation semi-locale. On rap-
pelle que I'on a choisit ’orientation canonique coté .4’ et I’ orientation inverse coté
A . On fixe aussi pour la suite le choix de deux angles admissibles n;,7; € R pour
les familles (aj)ier et (bj);es respectivement. Pour simplifier la suite de Iexposition,
on posera # = n; + w. On a donc —0 = —n; — w. On choisit quatre points base
P70, pr, ps a linfini dans les angles ny, —n;, —nr — m, 1. Nous sommes en présence
de quatre espaces. Pour simplifier les notations, on notera

(1) E la fibre en p/, de 'espace Hom(.Z", O;wp((/j—\—i)) des solutions de .#’,
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(2) F’ la fibre en p) de I'espace Hom(.Z',Cs™) des microsolutions généralisées
du A;-module .#’,

(3) E la fibre en p; de Pespace Hom (.2, OSP(C —5)) des solutions de .,

4) F la fibre en p; de 'espace Hom(.#Z, C,¥) des microsolutions généralisées du
( b 8
Ai-module ..

Par la proposition A.4.1, I'espace des microsolutions généralisées F' admet une
graduation naturelle ¥’ = @,_; F} ou F := Hom(.#",C,,). L’espace des solutions E
admet aussi une graduation naturelle E = @, ; E; ot E; est '’ensemble des solutions
de A dans T'(Ig,e %* O P). Le fait que 'on ait bien une graduation est une
conséquence du théoréme de multisommation d’'une solution formelle en I'infini dans
la direction d’angle —n; — 7 = —6.

De maniére analogue, I’espace des microsolutions généralisées F' de .# admet une
graduation selon J donnée par les microsolutions en les b; pour le choix de I'angle
admissible n; € R.

On définit les applications canonique et variation semi-locales

Can’' : E F: Var

Can: E F’ : Var

(A.4.a)

de la maniére suivante :

(1) les applications canoniques sont définies par le prolongement d’une solution

en le point base p/;, pr & C — X tout entier puis en prenant sa classe dans Cs”
(resp. Cs,”) et en prenant sa valeur en le point de base p’, p; respectivement.

(2) les applications variations sont définies par 1’égalité VaroCan = 1 — T~! ou
T désigne l'action de la monodromie sur O5*(S!) dans Porientation choisie
(canonique pour .Z’, inverse pour .4 ).

On rappelle les différentes définitions des transformées de Laplace. On a les iso-
morphismes réciproques I'un de 'autre deux a deux

el E—F:.¢

LV E=—F:¢
par les formules
1

L)) = =— P(2) - e % dz, pour tout ¥ € F'

 2in + 5=
5R777i +7 .CR '6R,n177r

£ WY)(2) = [J_ P(C) - e** dC] , pour tout ¢ € E

A,—ny—m

C@)(z) = j 5(0)- e, pour tout P e F

Rv"]j_”.CR.éR,nJ+7T

) (0) = [i |

REMARQUE A.4.4. Remarquez que I’on a fait le choix différent de la normalisation
par le facteur 2im pour le second cas.

Y(z) - e ¢ dz] , pour tout ¢ € E'.

+
A,—nyg
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On considére alors les deux diagrammes

(A.4.b) F E
2—1
Var’l lCan
—1r
E —— F
S/
£
(Ad.c) F’ E
I
Can’ Var
, 2—1/
E F
2/

Le théoréme fondamental est alors le suivant :

THEOREME A.4.5 ([Mal91] théoréme 2.1 chapitre XII §2 p.199). Les diagrammes
(A.4b) et (A.d.c) sont commutatifs.

Concrétement, cela signifie que pour les bons choix de transformées de Laplace,
ces isomorphismes inversent le role des microsolutions généralisées et des solutions
mais aussi les applications canonique et variation semi-locales.

A.5. Situations locales et situation semi-locale

Pour le calcul des données de Stokes de .#, on est intéressé par l'espace des
solutions E gradué par I muni de I’automorphisme de monodromie autour de I'infini
dans le sens direct 1 — Var o Can € GL(E). Cet automorphisme est donc équivalent a
l'automorphisme de F’ donné par 1 — Can’ o Var’ € GL(F).

Dans la section A.5.1 suivante, on montre que F’ est aussi gradué par I et que
cette graduation fait de la transformée de Laplace £ : F/ — E un isomorphisme
gradué. Ensuite dans la section A.5.2, on relie les applications canonique et variation
semi-locales Can’, Var’ aux applications canoniques et variations locales et on calcule
enfin 'automorphisme 1 — Can’ o Var’ € GL(F’) en fonction de ces derniéres.

A.5.1. Transformées de Laplace des microsolutions. Soit ST~ R un re-
vetement universel du cercle a I'infini S* de C — X (¢’est-a~dire la droite & I'infini de

C - 2) On définit le faisceau O sur ST tel que sa fibre en 6 € ST soit la limite
inductive pour € — 0 des fonctions holomorphes définies sur les secteurs a l'infini
{z € C:|z| > 1/eet |arg(z) — ] < &} & croissance exponentielle. On appelle ce
faisceau celui des fonctions (définies) a linfini a croissance exponentielle. 11 différe
du faisceau 0P du début de la section A.1 par le fait que les fonctions ne sont pas
définies sur un secteur entier mais seulement sur un voisinage a I'infini d’un secteur.
On définit aussi le faisceau O5” sur C — X des fonctions holomorphes & croissance
exponentielle.
Les transformées de Laplace £,, y induisent un morphisme

P Hom (', Co,) *25° Hom(.at, 057 (S1)),
el

ou (955”(37) désigne I'espace des sections globales du faisceau 037 sur S, D’aprés le
théoréme de Cauchy holomorphe, on a un isomorphisme, donné par la restriction,

E = Hom(.#,0°?(C = %)) —> Hom(.#, 0= (S1))
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d’ou I'on déduit un morphisme

@ Hom(.#',C,;) — E

el
que 'on appelle abusivement transformée de Laplace aussi et que I'on notera avec la
méme notation.

Dans la suite, comme on fait intervenir la transformée de Laplace, seules les micro-

fonctions généralisées a croissance exponentielle seront pertinentes. On rappelle que
'application £y : Hom(.Z’,C5") = F' — E est définie en envoyant la classe d’une

fonction ¢ € Oecxf (Cﬂ—\i) sur I'application

1
— — / _ch

P

ou C := 5Rei9,6 . C;: . 51}&976_%
vers Re® le long de la demi-droite 51?3.37?6,9—27: puis parcourant dans le sens direct un
cercle de centre 0 et de rayon R suffisamment grand tel que les points de Y soit dans
son intérieur, puis repartant vers l'infini le long de la demi-droite dgei0 o. L'intégrale

précédente est indépendante du rayon R choisi.

(voir figure 3) désigne le chemin issu de l'infini allant

5Rei9,9

F1GURE 3. Chemin C d’intégration pour la transformée de Laplace

PROPOSITION A.5.1. Le diagramme suivant est commutatif :

@i’gai,@
@,; Hom(.2',C,,) E

Lo

Lo
F/

DEMONSTRATION. Il suffit de remarquer que pour les représentants spéciaux ¢;”
de la démonstration de la proposition A.4.1, on a

1
L. 0(0F = — P(2) e * d
en déformant le contour. D’ou par linéarité de 'intégrale, @i £,,0 = Lo © LQ_I. O

Notons @, ; F; la graduation de F’ par [ induite par 'isomorphisme ¢. La trans-
formée de Laplace induit donc un isomorphisme gradué @, ; £; out L; := L,, 9 de F’
sur E. La graduation de E sur [ est définie explicitement par E = @._; E; avec

E; = E T (I, e %° Q% ).

el
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La graduation de E est donc exactement la graduation des solutions de .Z a
I'infini donnée par la graduation de Stokes dans la direction —0 = —n; — .
On en déduit donc le

THEOREME A.5.2. La transformée de Laplace £ : F' — E induit un isomorphisme

gradué sur 1
DierLs @F; — @E’L
el el
entre les microsolutions ¥, de #' en a; et les solutions E; de A4 a Uinfini a croissance
exponentielle de type —a; pour toute direction de {1 : |7 + 0| < 7/2}.

A.5.2. Applications canonique et variation locales et semi-locale. D’aprés
la section précédente, on a donc une graduation naturelle de F’ sur I. Notons

Can”" : E' 2 F} : Var;, pour toutie [
les applications induites par les applications canonique et variation
Can’ : E' 2 F': Var'.
Comme précédemment, on garde la convention des indices lorsque c’est 'espace
de départ de 'on restreint et les exposants lorsque c’est ’espace d’arrivée.
On va relier ces applications aux applications canonique et variation locales. On

a F, = Hom(.#",C,,) 'espace des microsolutions de .#Z’ en a;. Les applications cano-
nique et variation au niveau des espaces de fonctions (voir la section A.3.1)

~

can: Oy, = C,, @ var
induisent par fonctorialité deux applications

can” : B 2 F} : var},
dites applications canonique et variation locales.

Notons 7; € GL(E’) l'automorphisme de monodromie autour du pdle a; dans le
sens indirect. On a donc I'égalité var] ocan’” = 1 — T;. Remarquer que 'application
Can” correspond au prolongement le long du cercle a I'infini de 'angle —n; vers
I’angle n; puis vers le pole a; le long de la demi-droite issue de a; d’angle n;, alors que
Iapplication can” correspond au prolongement le long du cercle a I'infini de I'angle
—ny vers 'angle n; + 7 puis vers le pole a; le long de la demi-droite issue de a; d’angle
nr+ .

Les applications canonique et variation locales et semi-locales sont reliées par la
proposition suivante.

PROPOSITION A.5.3. On a les égalités
Can” = can” T;_,---Ty el Var, = var},

ot Ty, = 1—var), can’® désigne laction de monodromie autour de a;, dans l'orientation
indirecte. En particulier, si l'on identifie I muni de son ordre naturel donné par l’angle
nr et Uensemble {1,2,--- m}, Uapplication

©; := 1 — Var, Can™ —--- — Var,Can" = T} - - - T}.
est inversible et on a inversement
can” = Can” -©; ! et var, = Var}.
DEMONSTRATION. Pour les applications canoniques, le résultat est immeédiat en

comparant les prolongements analytiques (voir figure 4).
Pour les composantes de 'application variation, notons v; : F* — E’ I'application

PR . . , . ., v . . , + _ N + +
qui & une microsolution généralisée ¥ associe la différence ¢, — p; ol ¢, (resp. ¢;")
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nJ

F1GURE 4. Applications canoniques locales et semi-locale

est le prolongement d’'un représentant de ¢ de linfini dans la direction 7 vers un
voisinage de a; selon la demi-droite J,. o, buis faisant un demi-tour autour de a; dans
le sens direct (resp. indirect) puis repartant & I'infini le long de la demi-droite dq, ;4
(resp. da,n,—0r) puis allant a I'angle n; & I'infini en suivant le cercle & l'infini. On a
immédiatement Var’ = > vi, v(F}) = 0 pour tout j # i et v;p = varj. On a
donc bien Var, = v; que 'on identifie avec var} par prolongement selon la direction 7y
comme précédemment.

O

REMARQUE A.5.4. Coté ., les choix donnent lieu a des formules un peu diffé-
rentes. Avec I'identification ¢t_g, les formules deviennent

Can’ = can’ et Var; =1 ---T,_var;

ot T, = 1 — vary can® désigne 'action de monodromie autour de b, dans 'orientation
directe.

Des calculs algébriques de la section A.6, on a donc que 'application Can’ o Var’ est
égale a (can” ©;_, Var’j),-Je[, c’est-a-dire que 'on peut calculer les applications semi-
locales uniquement & partir des applications locales can’, var, et les monodromies
T;.

Revenons & la situation de .#. [’espace des solutions au voisinage de I'infini prés
de I'angle 7; admet une graduation ordonnée E = @,_; E;. Soit M la monodromie de
A autour de l'infini dans le sens indirect (donc direct dans la carte a distance finie
C c P'—{x}). On a donc M = 1— Varo Can, qui en identifiant les espaces coté .2’
grace au théoréme A.4.5, est égal a 1 — Can’ o Var'.

PROPOSITION A.5.5. La monodromie M = 1 — VaroCan = 1 — Can’ o Var’ se
décompose de maniére unique comme M = u_"hu, avec (uy,u_,h)e Uy x U_ x H.
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De plus, les applications (uy,u_,h) sont déterminées par I’équalion
u_ — huy = (can” var}); jes.
COROLLAIRE A.5.6. Les applications Can” : E' = F, : Var, pour tout i € I

définissent une représentation inversible du graphe U'(1,#(I)) sur l’espace vectoriel
E' @ bigopluse/F; ~ W @ @, V.

DEMONSTRATION. La décomposition de M sous la forme u_hu, est équivalente

au fait que les déterminants des endomorphismes (M, ;);<_,; soient inversibles, ce qui
i<_gl
est exactement la condition d’inversibilité de la représentation de graphe. O

A.6. Lemmes algébriques

On donne ici le lien entre les applications canonique et variation locales et globales,
les monodromies locales et les données de Stokes. Tout est fait avec des symboles
abstraits. Le lecteur pourra ainsi remplacer les symboles pour les applications can7,

; g o
can;, var;, var} suivant les cas.

On considére deux C-espaces vectoriel V' et W de dimension finie, I et J-gradués
respectivement.

LEMME A.6.1. Sotent
aj:V—>Wj et bj:W; -V
des applications tels que les 1 + bja’ soient inversibles. Alors lapplication
T :=(1+bua™)(1+b, 10" ") (1 +bia') e GL(V)

admet une décomposition T = 1 + vu pour deux applications v € Hom(V, W) et
v € Hom(W, V).
DEMONSTRATION. On pose par exemple
W= (uf - ul,) = d’pj—1 € Hom(V,W;) et wv;:= | i | =b; € Hom(W;, V)
M

J
ot oy := (1 + ba’)(1 + b_1a"=1) -+ (1 + bya') € GL(V) pour tout 1 <[ < n, puis on
en déduit u et v. O

De méme, on a
LEMME A.6.2. Soient
a7 VW et bW, -V
des applications tels que les 1 + b;-a’j soient inversibles. Alors 'application

T:=(1+ba")(1+bya) - (1 +b,a™) € GL(V)

admet une décomposition T = 1+ vu pour deux applications v € Hom(V, W) et
v € Hom(W, V).
DEMONSTRATION. On pose par exemple
y
w = (up---ul,) = a” e Hom(V,W;) et wvj:=| 1 | =p; 1b; e Hom(W;, V)
o™

J

ott ¢y 1= (1 +bya™)(1 + bha') - (1 + bja") € GL(V) pour tout 1 <[ < n, puis on en
déduit u et v. O
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Enoncons un lemme élémentaire bien connu :

LEMME A.6.3. Soient
e:E—-F e f:F-oE

deux applications linéaires entre des C-espaces vectoriels de dimension finie.
Alors 1 + fe € End(E) est inversible si et seulement si 1 + ef € End(F) est
inversible.

DEMONSTRATION. On note m, n les dimensions respectives de E et F et x fe, Xes €
C[X] les polynomes caractéristiques de fe et ef. Alors on a l'identité classique
X™Xef(X) = X" xpe(X). On déduit le lemme en évaluant en X = 1. O

On a alors la

PROPOSITION A.6.4. Soient V = @,.; Vi et W = @D,.; W; deuz C-espaces vec-
toriels muni d’une graduation ordonnée et soient u € Hom(V, W) et v € Hom(W, V)
deux applications linéaires. On note

u{:%—»VVj et v;:Wj—ﬂ/Z-
les composantes et u et v selon les graduations. De plus, on note
W= (u] - ul) e Hom(V,W;) et v := (vi---v') e Hom(W,V;)

les composantes “ligne” et

u; v
u = | ¢ e Hom(V;,W) et wv;:=| : |e€Hom(W;, V)
ug vi"

les composantes “colonnes” de u et v (pour tout i € I et tout j € J).

Alors

(1) les applications
1

u
1+ (Ul e Ul) = <5]7]/ + Z Uiﬂf/) € End( @ Wa)
1<j,5'<l

ul kel 1<a<l

sont inversibles pour tout | € J si, el seulement si, pour tout | € J les
applications
1

I
or=1+(vy-—u) | : ZZ v¥u) € End(V)
j=1kel

ul

sont inversibles si, et seulement si, pour tout j € J il existe des applications
aj:V—>Wj et b W; -V
tels que les 1+ bja? sont inversibles et
1+ovu=(14+b,a")(1+0b,_1a™ ") (1+ba),
st, et seulement si, pour tout j € J il existe des applications
a? VW, et bW, -V
tels que les 1 + b;a’j sont inversibles et

1+ou=(1+ba")(1+0bya?) - (1+b,a™).
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(2) les applications

! keJ 1<a<l

v
1<i,i'<l

sont inversibles pour tout | € I si, et seulement si, pour tout l € J les appli-
cations
1

Yr=14+(up---w) | : —1+ZZU € End(W)

vl i=1keJ

sont inversibles si, et seulement si, il existe des applications u,,h,u_ €
End(@ie[ Vi) tels que u, est unipotente supérieure, u_ est unipotente in-
férieure, h est diagonale inversible et

1+vu=u"thuy,

si, et seulement si, il existe des applications vy, h,v_ € End(@,; V;) tels que
vy est unipotente supérieure, v_ est unipotente inférieure, h est diagonale
inversible et

1+ovu= U_hU_T_l.

De plus, il existe des formules explicites reliant les différentes applications dans
les deuz cas.

DEMONSTRATION. Les deux premiéres conditions sont équivalentes grace au lemme
A.6.3 appliqué A E :=V et F:= @, _,., W, pour tout I.

Ensuite, pour le premier point, le point clef est 'application ¢; (pour 1 <1 < n)
qui peut étre défini des trois maniéres différentes suivantes suivant 'implication que
I’'on veut montrer :

I
GL(V)a¢, = 14+ (v1---v) | : =1+Z U;CU?C

= (14 ba)(1 +b_a™) - (1 + ba?)
= (1 +ba™)(1+bha®) - (1 +bja").

Ensuite, on pose

v
. . . ]
w o= (u]ul) =a'p; e Hom(V,W;) et wv;:= | : |=0b; e Hom(W,;, V)
vy’
et
.
W= (u]-ul) = a? e Hom(V,W;) et v;:=] : |= @b € Hom(W;, V).
™M
j

En particulier, on a aussi a’¢;_1 = a” et b; = @; 11/
Pour le second point, on définit Papplication (u;, v*) — (h,uy,u_,v,,v_) par

h=1+> v qu; € End(V)

el
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(dans les deux cas), puis

u_=1-— (Ui¢;11ui’)i>i’ hU+ =1+ (Ui¢;11Ui/)i<i/
et

v_h =1+ (Uz?ﬁilui/)izi/ vy =1- (Ul¢;i1ui/)i<i/-

Réciproquement, on a vu = u:l(hu+ —u_) et on pose u; : V; = W les composantes
de u e Hom(@,_; Vi, W) et v' : W — V; les projections de v € Hom(W, @, Vi). Elles

vont immeédiatement vérifier que les blocs

iel

keJ

(%
T4+ - w) = <5i,ﬂ- + Z v;u;ﬁ) eGL( P Vo)
1<i,i'<l

sont inversibles.

Le lecteur pourra faire ces calculs ou consulter les lemmes 7.2 et 7.3 de [Boal3]
page 28 ou ils sont esquissés. O

REMARQUE A.6.5. Dans la proposition précédente, la décomposition de 1+ vu en
u”huy est unique tandis que la décomposition en (1+b,a™)(1+b,_1a" 1) --- (1+bya')
ne l'est pas. En effet, le groupe [], ; GL(W;) agit librement sur les (a’,b;)jes et
préserve I'égalite 1+ vu = (1 + b,a™)(1 + b,_1a™ ') -+ (1 + bia).

A.7. Démonstrations de la section sur la transformée de Laplace
multiplicative

On donne ici les démonstration omises des sections précédentes de ce chapitre.

DEMONSTRATION DU LEMME A.1.4. En effet, il est suffisant de montrer que si @
est une fonction définie sur un secteur du type ¥ := {z e C*: 0 < |[2| < Ret a <
arg(z) < B} avec |8 — a| < 2 alors il existe une fonction ¢ définie sur un secteur
ramifie X7 ;= {z € C* : 0 < |2| < Ret a < arg(z) < 8 + 27} tel que P(e*™ 2) —
$(2) = ¢(2). Cest alors une conséquence immédiate de H' (D%, ©) = 0 qui est un cas
particulier du théoréme de Mittag-Leffler, ot Dj, désigne le disque ouvert de rayon
R épointé en 0. En effet, on prend un recouvrement du disque épointé D7, par deux
secteurs S et S’ tels que S n S = X U X avec X' un secteur disjoint de X. Alors
on considére le cocycle de ce recouvrement égal & ¢ sur ¥ et a 0 sur ¥’. Comme
H'(D%,0) = 0, ce cocycle est un cobord (¥, SVO/) avec ¢ définie sur S et ¢ défini sur
S’. Comme @ = QVO, sur X', les fonctions se recollent en une fonction holomorphe sur le
secteur ramifié 27" et la différence des déterminations sur ¥ est bien égale a ¢. [

Montrons que les définitions des transformées de Laplace et Laplace inverse sont
bien définies.
Pour montrer le lemme A.2.2, nous utiliserons le lemme technique suivant :

LEMME A.7.1. Soit v une fonction holomorphe définie sur un secteur {|z| >
0 et |arg(z) — 0| < e} d'ouverture ¢ < w/2 et y vérifiant une inégalité du type
lp(2)| < C el pour deux constantes A,C € R. Alors

(1) Uintégrale Iy(C) := S&O ., ©(z)e > dz définie une fonction holomorphe sur
R ¢) > A pour tout |0 — 0| < &,

(2) la fonction ¢ — Iy/(C) est une fonction bornée sur le domaine R(e? () = A’ >
A,
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(3) les fonctions 1y et Iy sont égales sur lintersection de leur domaine de défi-
nition.
DEMONSTRATION. Soit ¢ une fonction vérifiant les hypothéses. Alors pour z €
50’9/7 on a l’lnégahté
lp(2) e | < O eA—RET I
donc la fonction z — () e ¢ est bien intégrable sur dgg pour tout R(e? ¢) > A.
Par le théoréme de convergence dominé holomorphe, on a bien que ¢ — Iy/({) est une

fonction holomorphe sur (e ¢) > A.
Le point (2) est clair car on a I'inégalité

| et

0,6

<[ coameromo _ C
R, R(e () - A

Supposons ¢ > 0 pour simplifier les idées. Par le théoréme de Cauchy, la différence
Iy (C) — Iy(C) est égale a la limite pour R — 40 de l'intégrale

J o(z) e * dz.

z=Rei® avec f<a<b’

Soit un réel n > 0. Considérons I'ensemble des ¢ tels que R(e’ () = A + n pour tout
0 < a < @. Cet ensemble est non vide car € < 7/2. Alors on a

p(z)e *dz| < CAREOR g

< f
z=Rei> avec O<a<l/

L—R el avec f<a<b’

< Ce "z,

L—Rem avec o<a<b’
=C(0 —0)mRe™™ — 0.

R—+0

Dot Ip(¢) = Ip(¢) sur le domaine pour ¢ précédent, donc sur lintersection des

domaines de définitions.
O

DEMONSTRATION DU LEMME A.2.2. On a fait plusieurs choix dans la définition.
Le choix de € n’a pas d’influence. En effet, pour deux choix, on fait la différence des
deux sommes d’intégrales et on utilise le théoréme de Cauchy et I’égalité S})(e%” z) —
©(z) = P(z) pour trouver zéro.

Le choix d'un représentant (¢, %) de [, ?] n’a pas non plus d’influence. En effet,

un autre représentant de la classe [@, ] est de la forme (¥ + h,®) oil h est une

fonction holomorphe en a. Quitte & supposer e suffisamment petit, on trouve alors
que la différence des deux définitions est égale a ﬁ Sc(a o+ h(z)e *¢ dz qui est nul
par le théoréme de Cauchy.

Montrons maintenant que £,4([#,¥]) définit une fonction au voisinage a I'infini

;
de Iy. On choisit un représentant de [¢, @] tel que @ soit définie sur un secteur ramifié
et ® sur un secteur ouvert S,. := {z € C — {a} : |arg(z — a) — 0] < ¢}. Comme
@ est a croissance exponentielle a Uinfini, quitte & diminuer la valeur de ¢, on peut
supposer qu’il existe deux constantes A, C' € R, tels que |$(2)] < Ce?*l pour tout

z € S,.. L'intégrale avec ¢ est clairement holomorphe sur tout C tout comme la
0’ A

fonction ¢ — 5= gﬁe ¢(z) e7* dz. D’out en utilisant les points (1) et (3) du lemme

A.7.1 pour la fonction ¥, on déduit que £,4([#, ¥]) est holomorphe sur les demi-plans

R(e? ¢) > A pour tout ' tel que |0/ — 0| < €'
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Montrons que £44([%, ?]) € T'(Iy,e=* ©*~¢"). En faisant le changement de va-
riable z < z + a, en utilisant Iégalité (A.2.a), on peut supposer a = 0 et il suffit de
montrer que £o4([¥, P]) est & croissance sous-exponentielle. Du point (2) du lemme
A.7.1, on déduit que la seconde intégrale est une fonction bornée en ¢ uniformément
en ¢ sur le domaine R(e? () > A’ > A. Pour la premiére intégrale, il existe une
constante D € R, telle que I'on ait 'inégalité

1 v el
—J P(z)e " dz| < ° J
27 Je,e)+ 21 Joqoe)+

pour tout & > e. On déduit alors de (A.7.a) que £og([, ?]) est a croissance expo-
nentielle de type < ¢’ pour tout ¢’ > ¢ pour toute direction du demi-cercle ouvert Iy.
Comme on peut prendre ¢ arbitrairement petit, on en deduit que £o4([%, ¥]) est bien
a croissance sous-exponentielle. [

(A.7.a)

SVO(Z)‘ dz < D -elel

DEMONSTRATION DU LEMME A.2.4. Tout d’abord, il est clair que le choix du
point A n’a pas d’'importance car le différence des fonctions ¢ pour deux choix diffé-
rents est une fonction entiére, en particulier holomorphe en 0.

Ensuite, en écrivant ¥(¢) = e~ 1(¢) et en effectuant le changement de variable
z <« z + a, on peut supposer a = 0 et on doit montrer que ’application

S(Ié . F([97 Ossfe:rp) N (J)F,G
est bien définie. Par un changement de variable ¢ «— —C + A, on a {,- ¥(() et d(¢ =
AT
— e $5, V(A+0Q) e¢* d¢, donc en utilisant le lemme A.7.1 points (1) et (3), on en
déduit que les fonctions ¢, : z — { (¢)e**d¢ pour 7 vérifiant |7 + 6| < 7/2 + ¢
A, T

définissent des fonctions holomorphes sur les demi-plans H, := {z € C: R(z¢'") < 0}
et se recollent en une fonction ¢ holomorphe définie sur 'union des demi-plans H,,
c’est-a~dire sur le secteur ramifié {|z| > 0 et —¢/2 — 27 < arg(z) — 0 < /2}.

I est clair que la fonction ¢ : 2z — §5- v(¢) e d( est bien égale a la différence des
déterminations de la fonction ¢ au voisinage de 6 et est bien définie au voisinage de la
demi-droite dg 9. De plus, elle est bien a croissance exponentielle en utilisant pour les
fonctions €™ o_g 0 te2(2) €t €4 p_g 1 oic0(2) le point (2) du lemme A.7.1. O

Montrons que les transformées de Laplace et Laplace inverse sont bien inverses
I'une de l'autre.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION A.2.5. Montrons que la composition £ ;o
VoA v! Al v/ .
Sa o est égale a l'identité de H' . Ona £ 0L, 4([P, ?])(z) = [¢, ¢ | avec ¢ (z) définie

J f - dedeJr—J f et dzd(
2 |- a€)+ _

a+s &0 0
pour un certain angle 7 qui dépend du z choisi. Les intégrandes sont des fonctions
intégrables donc on peut inverser les domaines d’integrations par le théoréme de
Fubini. Le premier terme est alors égal & 2= SC(a,a)+ P(2) <2 4z, qui est égal & ()
par le théoréme des résidus. Le second terme est égal a

eAac R e—Az

o Pz
2im s it g ()z—x

Montrons que c’est une fonction holomorphe en 0. 1l est clair que l'intégrande est
une fonction holomorphe pour tout |z| < £/2. De plus, 'intégrande est une fonction
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intégrable. En effet, ¢ vérifie une inégalité de la forme |¢(2)| < Ce?'*l pour C, A’ e R
et on peut choisir A € C de module arbitrairement grand. En particulier, on peut
prend A tel que Aee @R, et |[A| > A’. Alors si on prend |z| < /2, on a

R e—Az
#(2)

< ¢ oAzl =R(A2) _ Ee(ALIADIZ\j
£—¢/2 3

Z—X

qui est bien intégrable sur 0, .0 9. Donc la classe de SVDI est égale a la classe de ¢.
Comme ¢ est définie comme la différence des déterminations de ¢ et que ¢ vérifie
aussi cette propriété, on a bien ¢ = ¢ d’ou [SVOI, @] = [¢, ¢].

Montrons que la composition £, 40 2;; est égale a 'identité de ['(Iy, O%~*?). On
2 Lug o () (x) = U(z) avec

QIWJGS - p(z)e’ eCIdZdC+—J J b(z) e e dz dC.

ateetf o
Les intégrandes sont des fonctions intégrables donc on peut inverser les domaines
d’intégrations par le théoréme de Fubini. La premiére intégrale est égale a

1
- ¥(2) (J elr—0) dC) dz.
2im Js; | Clae)*

D’aprés le théoréme de Cauchy, I'intégrande est nulle, donc ce premier terme est nul.
La seconde intégrale est égale a

1 z:ra+€e)
. — eF=2Cqc | dz = — —VE
(ATb) o 5-¢<Z) <L+ s C) : 217rj¢ ©

Alors z = z est 'unique pole de l'intégrande, et comme v est a croissance sous-
exponentielle, on peut écrire I'intégrale (A.7.b) comme la limite d’une intégrale sur
un chemin de Cauchy entourant le pole z = x dans le sens indirect. On trouve alors
avec le théoréme des résidus

-1 elz—)(ate e'?) 1
i 6¢(Z)T z=Y(x).
Donc finalement ¥(x) = ¢ (x). O

Montrons le résultat sur ’application .

DEMONSTRATION DU LEMME A.3.6. Cette application est injective. En effet, no-
tons ~; les générateurs du groupe fondamental 7 (C — X, b,,) donnés par les chemins
faisant un tour de a; et aucun tour autour des a; pour j # . Soit f un représentant
d’une classe de C(;xp ) dans le noyau de to. Comme 5(f) = 0, f est holomorphe en a;
sur le premier feuillet de C — % donc le prolongement de f le long de v; est égal a
f. En prolongeant le long des compositions de ~;, on en déduit que f est holomorphe
sur C — % donc [f] = 0 e &),

Pour la surjectivité, il existe des fonctions sur (’jai qui ne se prolongent pas a C — 3.
Par exemple, une solution d’une équation différentielle avec des poles en dehors de
Y. De plus, la non surjectivité pour Cs.” est encore plus évidente car une fonction
holomorphe sur @a n’a aucune raison d’étre a croissance exponentielle (a fonction
entiére a croissance exponentielle prés). 0

Montrons lI'isomorphisme entre microsolutions généralisées et la somme des mi-
crosolutions a distance finie.
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DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION A.4.1. Par exactitude & gauche du fonc-
teur Hom(.Z’, —), on sait déja que cette fléche est injective. Pour montrer la sur-
jectivité, on construit la réciproque. Soit @; € Hom(.#",C,,). La variation de ©; est
un élément de Hom(.Z", @ai), en particulier par le théoréme de Cauchy holomorphe,
il s’étend sur le revetement C — 3. et est & croissance exponentiel d’aprés le lemme
2.1.6. D’aprés la remarque A.2.7, en utilisant la composition 2;; o £, au niveau des
fonctions, on montre qu’il existe un représentant spécial sbjp (non unique a priori) de
la classe ®; défini sur un revétement universel de C — {a;}. On définit alors 'image de
O; € Dier Hom(.#",C,,) comme la classe de la fonction Y, _, SVOfp dans Hom(.Z", ngp)).
Cette classe est bien définie car si I'on change de représentant spécial, on ajoute une
fonction holomorphe & croissance exponentielle.

Il est clair que la composition

@ Hom(.#',C,,) — Hom (', clemy @ Hom(.#',C,,)

el iel
est 'identité, car la seconde fléche correspond a la restriction d’un représentant. Cela
démontre la surjectivité de (A.4.a). O

Montrons la propriété de commutation du diagramme du théoréme A.4.5.

DEMONSTRATION DU THEOREME A.4.5. Quitte & changer de choix d’orientation,
les deux cas sont symétriques. Montrons donc le résultat pour le diagramme (A.4.b).
Soit ¥ un représentant d'une classe dans Hom(.#’,Cs?). Sa transformée de Laplace
est égale a

Vv 1 \'2 1 \
Lo(P)(C) = 5= P(z) e dz + —— Var'(#)(z) - e * dz.
2T Jo+ 2 Js
R Retf 9
Son image par Can passe juste au quotient par les fonctions entiéres, donc on peut
toujours considérer le représentant ci-dessus. On remarque de plus que la premiére
intégrale définit une fonction entiére.

D’un autre coté, on a

\ 1 Vv
£ oVar' (9)(¢) = =— Var'(#)(z) - e * dz.
21 Sa0
La différence
1 v 1 v
— Var' (9)(z) - e * dz — — Var' (9)(z) - e * dz,
i), e iz |, v

est égal & une intégrale sur un chemin reliant A & Re car Var'(¥) est a croissance
exponentielle et en utilisant le théoréme de Cauchy. C’est donc une fonction holo-
morphe & croissance exponentielle et les classes dans Hom(.Z,Cs") de Canofy(%)

et £74 o Var() sont, donc égales. O






Annexe B

Calcul moulien et quelques exemples

B.1. Quelques rappels de calcul moulien

On pose €2 un alphabet et on note Q2* I’ensemble des mots écrits en 'alphabet €2
(contenant en particulier le mot vide &), ou si on préfére le monoide libre engendré
par I’ensemble €. On notera r(w) :=r € N la longueur d’'un mot w = w; -+ - w,.

REMARQUE B.1.1. Dz}ns ce qui aura trait aux matrices de connexion de V, on
prendra I'alphabet Q2 = I. Lorsque nous aurons affaire aux matrices de Stokes, on
prendra I’alphabet noté W dans ce cas, N [a: a € RT] out R sera I'espace de racines
associé au type irrégulier A € h et RT < R est 'ensemble des racines positives pour
un certain choix d’une chambre de Weyl. En particulier, dans le cas des matrices de
Stokes, ’alphabet VW est muni d’une structure de semi-groupe.

On reprend la présentation de [Eca93] lecture 1 et de la partie B de [Sau09]. On
pourra aussi se référer a Particle de vulgarisation du calcul moulien [Cre09] ou les
articles initiaux [Eca81] chapitre 4 et 7 et [Eca92] §6.

B.1.1. Algébre des moules. Soit A une C-algébre. On appellera moule M?*
une collection d’éléments M“ € A pour tout mot w = wy---w, € 2*. Un moule est
donc une application M*® : Q* — A et M* désigne I'évaluation de M* en w € Q*.
On notera .#*(£2, A) 'ensemble des moules dans I'alphabet €2 & valeurs dans A. On
prendra souvent A = C et on parlera dans ce cas de moule scalaire. On notera les
mots w en gras et les caractéres w; en caractére normal avec des indices en bas.

On peut définir une structure de A-algébre sur .Z°(€2, A). L’addition et la multi-
plication scalaire sont définies composantes par composantes (en particulier si N® =
cM* alors N = cM* pour tout w € Q*). La structure d’anneau est donnée par

M*xN*:iw— Y M“N,
wlw2=w
ou la somme est prise sur les r(w) + 1 décompositions de w en deux mots (en par-
ticulier, cela inclut les décompositions avec w! = ¥ et w? = &¥). Remarquez que la
multiplication des moules est associative mais non commutative en général.

Lorsque €2 admet une structure de semi-groupe, on peut méme munir .Z°*(2, A)
d’une structure d’algébre & composition (c’est-a-dire que la composition se distribue
bien sur la multiplication etc). En effet, notons ||w|| := w; + -+ - 4+ w, € 2 le poids d’un

mots w = wy - - - w,. Alors la composition est définie par
Z Ml@tlleml et L pen siw# g

M®*oN®:ww— n=l,wl,.. Ww#J
wh wr=w

(] siw = (.
ol la somme est prise sur toutes les décompositions de w comme concaténations de
mots non vides. Cette composition est associative mais non commutative.
REMARQUE B.1.2. Lorsque €2 n’est pas muni d’une structure de semi-groupe, la
composition M*® o N*® a toujours un sens si ’on prend un moule M* tel que la valeur
149
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M* ne dépend que de la longueur r(w) du mot w. Ce sera en particulier le cas pour
le moule exponentiel ou le moule logarithmique.

On peut aussi construire les dérivations mouliennes, ¢’est-a-dire des opérateurs
C-linéaires D sur .#°(§2, A) tels que D(M*® x N°*) = D(M?*) x N* + M* x D(N°®).
Pour toute application ¢ : & — A, on peut définir la dérivation D, par D ,M* :=
(p(wr)++ - +@(w,))M® si w = w; - - - w, est non vide, et D,M? := 0 sinon. De méme,
toute dérivation d : A — A induit une dérivation moulienne D par DM« := d(M«)
pour tout w € Q*. Les dérivations mouliennes seront particuliérement utiles pour
montrer des propriétés de symétries de certains moules.

B.1.2. Quelques symétries de moules. Notons sh(“’/"d“’u) le nombre de fagon
d’obtenir le mot w par battage des mots w’ et w”. On rappelle que si W' = wy - - w, et
w" = Wyy1 -+ Wy alors les battages des mots w’ et w” sont les mots wy(1) - - - Wo(rti)
avec o une permutation vérifiant o71(1) < - < o7H(r) et o7 (r +1) < -+ <

o~ Y(r +1).! On vérifie immédiatement que le nombre de telles permutations est égal

a (le) ¢’est-a-dire
1o / AN
Z Sh<w,w ) _ (r(w) + r(w ))

| |
st w r(w)!r(w”)!

. ’n
De meéme lorsque €2 aura une structure de semi-groupe, on notera shct (“"’d“’)

le nombre de fagon d’obtenir le mot w par battage contractant des mots w’ et

w” c’est-a-dire par battage (w',w”) — w* suivi potentiellement d’une contraction

/ " / " M : / " 1414 M *
(wj,wj) = w; +w] pour une certaine paire (wj,w;) d’éléments adjacents de w* prove-
nant respectivement de w’ et de w”.

EXEMPLE B.1.3. En particulier, I’ensemble des shuffles contractants des mots w’ = wjws et
w” = ws sont les cing mots

Wiwaws Wiwsws wawiws wi(wa +ws) (w1 + w3)wa,
et celui des mots w’ = wiwsy et w” = w3w, sont les six mots obtenus par battage simple
Wiwowswy Wi1W3zwawygs W3WiWolwyg WiWswWawWo W3WiWawy W3Wawiwsg
plus les sept mots obtenus avec des contractions
wi(we + w3)wy (w1 + w3)waws wiws(ws +wy) (w1 + ws)(wa + wy)

wawi(we + wyq) (w1 + w3)wawe  ws(wr + wy)wa.

Un moule S* est dit symétral, resp. symétrel si S = 1 et si pour tous mots
(.d/, w" e O*,

/ "
5@ — Z sh (w s )S“’, (cas symétral)

w
weN*

/ "
Sw' e — Z shet (w i )S“’. (cas symétrel)

w
weN*

Par exemple, pour un moule symétral, on aura l'identité

SWihws QW3 QW1,W2,w3 | QW1,W3,W2 | QW3,W1,w2

1. L’exposant inverse est important. En particulier, il y a une erreur dans la définition §5.1 de
[Sau09]. En effet, les battages du mot w’ = wjws avec le mot w” = w3 sont les mots wywaws, wiwsws
et wswiws mais on n’obtient jamais le mot wowsws.
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De méme, on dira qu'un moule A® est alternal, resp. alternel si A% = 0 et si pour
tous mots w', w” € O*,

/ "
0= Z sh (w ¥ )A“’, (cas alternal)

w
weN*

/ "
0= Z shet (w ' )A“’. (cas alternel)

w
weN*

REMARQUE B.1.4. Le lecteur vérifiera que la multiplication des moules préserve
la symétralité et la symétrélité tout comme la composition préserve 'alternalité et
I’alternelité.

B.1.3. Contraction de moules avec un comoule. Posons H une A-algébre
de Hopf topologique (ou plus généralement une bialgébre topologique) dont on note

A:H — HOH

le coproduit. Un comoule R, (ou I'indexation est notée avec des indices en bas) est
une collection d’éléments R, € H pour tout w € 2*. Un comoule est dit cosymétral,
resp. cosymétrel s’il vérifie la propriété duale de la symétralité, resp. symétrelité,
c’est-a-dire si

A(Ry) = Z sh <w e )wa ® R, (cosymétral)

W’ weQ* w
W W
A(Ry) = Z Sth( ’ >Rw’®Rw”, (cosymétrel)
w
w' w"eQ*

On peut alors considérer la contraction d’'un moule M*® avec un comoule R, comme
la somme
C= > M“R,.
we*
Cette somme a toujours un sens lorsque ’on considére une algébre de Hopf topologique
compléte et que 'alphabet € est dénombrable?. Dans le cas général, les contractions
dont on aura affaire seront en général des séries normalement convergentes.

PROPOSITION B.1.5. Soit M* un moule, R, un comoule et supposons que leur
contraction C est bien définie. Alors :
— st M* est symétral (resp. symétrel) et R, cosymétral (resp. cosymétrel), alors
C' est un automorphisme formel, ¢’est-a-dire A(C') = C® C.
— si M* est alternal (resp. alternel) et Ry cosymétral (resp. cosymétrel), alors C
est une dérivation formelle, c’est-a-dire A(C) =C®1+1QC.

DEMONSTRATION. Montrons juste la premiére assertion dans le cas symétral, les
autres étant laissées au lecteur. Soit S* un moule symétral et R, un comoule cosymé-

tral et notons C' leur contraction. On a alors A(C) = A, SYR,,) = >, S“A(Ry).
En utilisant la cosymétralité, on trouve 3, S > cqp(wr o) oy ® Rur, d’0lt en inver-
sant les sommes, >, <ZweSh(w’,w”) S“’) R, ® R,». En utilisant la symétralité de
S*® puis en séparant les termes dans le produit tensoriel, on trouve

> SRy ® S R = CRC,

w/7w//

2. Nous ne considérerons dans la suite que des alphabets dénombrables. En général, il faut parler
de famille formellement sommable. Voir [Sau09] partie A définition 3.2 p.7.
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d’otl C est bien un automorphisme formel. O

Le résultat précédent admet une réciproque partielle dans le cas de certaines
algébres de séries formelles en des variables non commutatives que nous allons main-
tenant introduire.

Considérons l'algebre A{Y) des séries formelles non commutatives a coefficients
dans A en les symboles les éléments de ).

PROPOSITION B.1.6. Les algebres A4 *(S2, A) et ALQ) sont canoniquement iso-
morphes.

DEMONSTRATION. En effet, si @ = ) o« 2¥%w € A(Q) alors on lui associe
le moule x* défini par w — z¢. Il est immédiat que cette bijection est bien un
isomorphisme d’algébre. 0

On prendra dans la suite A = C, pour nous concentrer sur le cas des moules
scalaires. Cependant les résultats énoncés sont vrais dans le cas général.

Considérons le cas d'un alphabet général €2 et le cas d’un alphabet V¥V muni d’une
structure de semi-groupe. Les algébres C{Q) et C{W) peuvent étre munies d’une
structure d’algeébre de Hopf topologique. Le coproduit A sur C{2) est donné par

AW)=w®1+1Quw

sur les générateurs w € €2, alors que le coproduit A, sur C{W)) est donné par

A*(w) = Z w; & wa.

w1 ,'UJQEW
w1 t+we2=w

sur les générateurs w € W.

Grace a la propriété de compatibilité du coproduit avec la multiplication, on a
Alwiws) = wiws ® 1 + w1 ®wy + 1 ®wywy ete, c’est-a-dire

w/ w//
A — h ) / "
(w) Z S ( " )w Qw",

w’ w"e)*

et

/

Ay (w) = Z shet ('w ' )u/@w”.

w’ w’eW* w
On définit sur ces algébres de Hopf? les comoules R, et R, dit comoules canoniques,
par
Ry, =Wy - -wi, (inversion des indices)

R, = 1wy, - -wy, (inversion des indices)

W1 Wn

pour tous mots wy - - - wy,, € Q* et wy - - - w, € W*.

REMARQUE B.1.7. Nous avons conservé la convention de J. Ecalle d’inverser les
indices car la formulation pour les matrices de connexion est plus simple avec cette
convention. Cependant, il aurait été préférable de prendre I'autre convention lorsque
I’on traite des matrices de Stokes.

LEMME B.1.8. Le comoule R, & valeurs dans C{Q) est cosymétral. Le comoule
R, a valeurs dans C{W)) est cosymétrel.

3. On n’a défini que le coproduit mais on laisse le soin au lecteur de trouver dans la littérature
la formule pour la counité et pour I'antipode. Pour la counité, voir par exemple [Cre09].
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DEMONSTRATION. En effet, notons 7 : Q* — Q* I'inversion qui & un mot w =

wi -+ - wy associe le mot wy, -+ -wp. Alors il est immédiat que le comoule R, (resp.

(+)) st cosymétral (resp. cosymétrel) par la définition du coproduit A. Ensuite, il
suffit de remarquer le lemme suivant :

LEMME B.1.9. Soit M* un moule et CM, un comoule. Alors

— le moule M* est alternal (resp. alternel, resp. symétral, resp. symétrel) si et
seulement si M™®) est alternal (resp. alternel, resp. symétral, resp. symétrel),

— le comoule CM, est cosymétral si et seulement si C M est cosymétral.

qui est une conséquence immédiate des égalités
! " Vi / ! 1A VA /
sh “@her) sh 7(@"), 7(w) et shct @hLer) shet 7(@"), 7(w)
w T(w) w T(w)

La proposition B.1.5 précédent admet une réciproque dans Palgébre C{Q2) des
séries formelles non commutatives en ’alphabet (2.

LEMME B.1.10. Soit C = Zweﬂ* M<“R, la contraction d’un moule M*® avec le
comoule canonique R, de C{Q). Alors :
— la contraction C' est un automorphisme formel, c¢’est-a-dire de type groupe si
et seulement si le moule M* est symétral.
— la contraction C' est une dérwation formelle, c’est-a-dire un élément primitif
st et seulement si le moule M*® est alternal.

De méme, on a le

LEMME B.1.11. Soit C = Y. s MY R, la contraction d’un moule M* avec le
comoule canonique R, de C{W)). Alors :
— la contraction C' est un automorphisme formel, c’est-a-dire de type groupe si
et seulement si le moule M*® est symétrel.
— la contraction C' est une dérivation formelle, c¢’est-a-dire un élément primitif
st et seulement si le moule M*® est alternel.

DEMONSTRATION DU LEMME B.1.10. Montrons le sens direct, la réciproque étant
le résultat général de la proposition B.1.5. Soit C' = M“R,,. On a donc

A(C) = ZwEQ* Ew’,w”eﬂ* Sh (“)/(::)”) Mwa/ ® Rw//
- Zw’,w”eﬂ* Zweﬂ* sh (WI:)N) Mwa’ & Rw”

CRC =Y wreqr MY M Ry @ Ruy
C®1+1®C = ZweQ* Mw(Rw®1+ 1®Rw)

D’ott comme des séries formelles sont égales si et seulement si elles ont les mémes
coefficients, on en déduit que si C est de type groupe, le moule M* est symétral. Si
C est un élément primitif, alors la relation d’alternalité de M*® est vérifiée lorsque
w' et w” sont non vides. Lorsque 'un des deux mots est vide, on remarque que
sh(“’;’;@) = sh(gg"l) égal & 1 si w' = w et nul sinon. La relation d’alternalité est
triviale dans ce cas. Donc le moule M*® est bien alternal. 0
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REMARQUE B.1.12. Considérer 'algébre des moules est donc équivalent a considé-
rer 'algébre des séries formelles en des variables non commutatives C{£2). Donc tra-
vailler dans I’algébre des moules ou dans 1’algébre C{2) n’est pas fondamentalement
différent pour nous ici. En effet, on n’aura pas besoin des procédés d’arborifications
et de coarborifications (voir [Eca93| lecture 1 §1.7 ou [Eca92] §3) qui apparaissent
lorsque 'on traite le cas des invariants méromorphes des équations différentielles non
linéaires. Remarquez cependant que le comoule G/ que 'on définira sur I'alphabet
() ressemble & un procédé de coarborification.

B.1.4. Lien entre le coproduit et la structure de Lie. Traitons de nouveau
le cas des alphabets €2 et VW ensemble. On rappelle que I'on peut munir ’algébre non
commutative C{) de sa structure d’algébre de Lie canonique donnée par [x,y]| =
x-y—y-x pour tous x,y € C{N) on le point désigne la multiplication dans C{Q2). On
rappelle que C{§2)) est une algébre compléte pour la pseudovaluation val : C{Q2) —
N v {oo} définie par

val( Z r*w) = max{n € N : 2% = 0 pour tout w vérifiant r(w) < n}.
welr¥
Considérons la sous-algébre £ de C{2) engendrée par les [z,y] pour tous z,y €
C{Q) et L sa complétion dans C{Q2)). Alors on appelle usuellement les éléments de

L les polynomes de Lie et ceux de L les séries de Lie.
La proposition B.1.5 précédente nous servira joint au lemme suivant :

LEMME B.1.13 (|Bou72| corollaire 2 du théoréme 1 §3 du chapitre II). Dans
Ualgebre CLQY), un élément est primitif si et seulement si c¢’est une série de Lie.

On se doit aussi de donner quelques faits sur 'exponentielle moulienne. Notons
£ la sous-algébre de C{Y) des séries formelles & terme constant nul et & celle des
séries a terme constant égal a 1. On peut définir 'exponentielle de tout élément x de

£ par la composition
l.n
exp(z) := E ok

n=0

Cette définition est bien posée car val(z) = 1 et on a exp(z) € &.

PROPOSITION B.1.14. L’application exp : £ — & est une bijection et induil une

bijection de la sous-algébre de Lie des éléments primitifs Lc g surle S0US-groupe
des éléments de type groupe de &.

COROLLAIRE B.1.15. Un élément de I’algebre C{Q) est de type groupe si et seule-
ment sl est égal a ’exponentielle d’une série de Lie.

B.2. Petit formulaire pour le moule J*®

On donne ici le calcul des premiers termes du moule J?; dans I'exemple de I'al-
phabet & deux éléments © = {0, 1}. On considéra le cas ott j = 0 et i = 1 et on notera
x =z et y := x1. En particulier, on a

QF, = {&,(10), (100), (110), (1000), (1010), (1100), (1110), - -- }.

On omettra I'indice (i, j) pour le moule J7;(z,y) et les intégrales itérées convergentes
I (w € QF;) pour simplifier les notations. Pour les mots de longueur 0 et 1, on a

J9(z,y) =19 =1,
JO (2, y) =z,
JD(z,y) = y.
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Pour les mots de longueurs 2, on a (10) € Q7 ; donc comme J* est symétral, J O (z,y)-
JD(z,y) = JO (2, y) + J19(z,y). Finalement, on obtient

JUO (g, y) = 109 et JO (3, y) = xy — 109
2

72 v’
(11)
o et JU(zr,y) = ST

Ensuite, pour les mots de longueur 3, on a deux mots dans )} et 6 = 23 — 2 dans
Q* — Q7. Par un rapide calcul, on vérifie que I'on a

J(loo)(x,y) _ J00) o J(llo)(x,y) _ J(110)
3 3

T, y) = 5 et T (y) = T

J(IOI) ([E, y) _ I(IO)y . 2](110) et J(OIO) <x7 y) _ I(IO):L, . 2[(100)

JON(z,y) =

i

001 2%y 10 100 011 xy® 10 110
Jt )(x,y)zﬁ—f( Vo + 1090 ot Jt )(x,y)zy—l( Jy + 110

Donnons aussi le calcul du moule J*(z,y) pour les mots de longueurs 4. On a 2% =
4 mots donnant des intégrales itérées convergentes, c¢’est-a-dire J(x,y) = [¥ pour
w € {(1000), (1010), (1100), (1110)}. Reste 2* — 2% = 12 mots qui font apparaitre des
puissances de x et . On a deux termes donnant des puissances de x et y uniquement :
(0000) at (1111) y4
JU @)= et S y) = O
Reste dix termes mixtes qui vont par paire :

J(omo)(x,y) _ 7(100),. _ 37(1000) ot J(HOl)(x,y) _ 1(110)y . 3](1110)7

2
J(OOlO) (.T y) _ ](10).%'_ o 2](100)1, + 3](1000) et J(loll)(l‘ y) _ I(lO)y_ _ 2[(110)y + 3[(1110)
’ 2! ’ 2! ’

J(0110) (z,y) = 7(110),. _ 9(1100) _ 7(1010) ot J(1001)(x7 y) = [(100)y _ 9(1100) _ f(1010)

Y

J(OOOI)(x,y) _ a’ ry ](10) 4 ooy, ](1000)7

3l 2!
3 2
Ty Yy
ot J(Om)(x,y) - - ](10)5 I ](11o)y_ ](1110)’
J(OOH)(x,y) _ 5’;'3' I(lo)xy L), 4 ](100)y B ](1100),

J(Ol()l)(x7 y) _ I(lo)xy o 2[(110)$ o 2[(100)y + 4[(1100) + ]’(1010)'

B.3. Petit formulaire pour le comoule G%/

On donne ici le calcul des premiers termes du comoule G% dans l'exemple de
lalphabet & deux éléments Q = {0,1} dans le cas j = 0 et ¢ = 1. On omettra les
exposants ¢, 7 pour plus de lisibilité. En particulier, on a

OF. = {@, (10), (100), (110), (1000), (1010), (1100), (1110), - - }.

Pour les mots de longueur 0 et 1, on a

Gy =1,
G(l) =0,
G(g) =0.

Pour les mots de longueurs 2, on a (10) € Q7 ; donc
Gaoy = Apo) — Ay et Gooy =Gy = Gy =0
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Ensuite, pour les mots de longueur 3, on a deux mots dans {)f; et 6 = 23 — 2 dans
Q* — Q7. Par un rapide calcul, on vérifie que I'on a

G100y = A@ooy — 2A(010) + Agon)
G(110) = A@io) — 24001 + A1),

et les autres termes sont nuls.
Enfin, pour les mots de longueur 4, on a 22 = 4 mots donnant des intégrales itérées
convergentes et 2% — 22 = 12 mots restant. On a donc

1000y = Agoo0) — 3A0100) + 3A(0010) — A(0001)>

(1010) Agi010) — Aqoory — Aw110) + A(oro1),

Gaiwoy = Apioo)y — 2A0110) — 2Ax1001) + 4A0101) — Ago11),
anoy = Auiio) — 3Auo) + 3Aaoiny — A

et G, = 0 pour les 12 autres mots de longueur 4.

B.4. Un programme pour le calcul du moule J,(0,0)

Voici un programme écrit en Sage permettant de calculer la somme J%(0,0) =

/
(o)
Direqy Ssate  IE.

from copy import deepcopy
from sage.structure.coerce_dict import MonoDict

alphabet = range(42)
Omega = Words(alphabet, finite=True, infinite=False)

# indices spéciaux j interdit a gauche et i interdit a droite
3=0
i=1

### test si un mot est dans Omega_{i,j} *
def mot_convergent (w)
return ( w.length() == 0 ) or (w.length() > 0 and ( w[0] != j and w[-1] !=1i ) )

### quelques fonctions auxiliaires
def partie_gauche (w)
if w.length() == 0 :
return 0
else :
if w[0] == j :
return 1 + partie_gauche(w[1:])
else :
return 0

def partie_droite(w) :
if w.length() == 0 :
return O
else :
if wl-1] == i
return 1 + partie_droite(w[:-1])
else :
return 0

def egal(tl,t2) : #donne uniquement 1’égalité du mot mais pas du coefficient
### t1 et t2 sont deux termes de la forme {’coeff’ : entier? , ’mot’ : mot_dans_Omega? }
return t1[’mot’] == t2[’mot’]
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def different(t1,t2)
return not( egal(tl,t2) )

def ajout_terme_dans_liste(t, LL )
L = deepcopy(LL)

k=0
while k < len(L) and different(L[k] , t )
K += 1

if k < len(L)
L[k] [’coeff’] += t[’coeff’]
if L[k] [’coeff’] ==
L = LL:k] + LL(k+1):]

else :
L += [t]
return L

def concatene_deux_listes(LL1,LL2 )
L = deepcopy(LL2)
for t in LL1 :
L = ajout_terme_dans_liste(t,L)
return L

def multiplication_par_coefficient_dans_liste(c, LL)
L = deepcopy(LL)
for 1 in L :
1[’coeff’] *= ¢
return L

def affichage_moule(LL)

if len(LL) ==
print "Ox I~vide"

else :
s = nn
for 1 in LL :

s += " + (" + str(1[’coeff’]) + ")*x I°" + str( 1[’mot’] )

s = s[2:]
print s

##### fonction qui calcule le moule J en fonction des intégrales convergentes
memoire_pour_calcul_extension_symetral = MonoDict ()
def extension_moule_symetral (w)

if w in memoire_pour_calcul_extension_symetral.iteritems()
return memoire_pour_calcul_extension_symetral (w)

else :
if mot_convergent (w)
memoire_pour_calcul_extension_symetrallw] = [ { ’coeff’ : 1 , ’mot’ : w } ]
return [ { ’coeff’ : 1, ’mot’ : w } ]
else :
if w[0] == j

m=partie_gauche (w)
resultat = []
for k in range(m+l, w.length() +1)
w_aux = w[1:k] + Omega([ j 1) + wlk:]
somme_aux = extension_moule_symetral( w_aux )
resultat = concatene_deux_listes(somme_aux, resultat)
resultat = multiplication_par_coefficient_dans_liste( -1 / m , resultat)
return resultat

else : #cas wl[-1] == 1 :
m=partie_droite(w)

157
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resultat = []
for k in range(w.length() - m )
w_aux = w[:k] + Omega([ i 1) + wlk:-1]
somme_aux = extension_moule_symetral( w_aux )
resultat = concatene_deux_listes(somme_aux, resultat)
resultat = multiplication_par_coefficient_dans_liste( -1 / m , resultat)
return resultat

def test_extension_symetral (m)
1 = extension_moule_symetral (m)
print "\n le mot "
print m
print "donne ------- >
affichage_moule (1)

#HHHEH

## Exemples de tests

## test_extension_symetral( Omega([0,1]) )

## test_extension_symetral( Omega([0,1,0,1]) )

## test_extension_symetral( Omega([0,0,1,2,3,1]) )
## test_extension_symetral( Omega([0,0,1,2,3,1]) )

En modifiant un peu le programme ci-dessus, on trouve les expressions pour le
moule J7,(7,y) données dans le paragraphe précédent.

De méme, on peut compléter le programme précédent par ce qui suit pour calculer
la valeur du comoule G, correspondant.

##### Fonctions auxiliaires pour le cas d’un comoule

def partie_gauche_pour_i (w)
if w.length() ==
return 0
else :
if w[0] == 1i :
return 1 + partie_gauche_pour_i(w[1:])
else :
return 0O

def partie_gauche_pour_autre (w)
if w.length() ==
return 0
else :
if w[0] !'= i and w[0] != j
return 1 + partie_gauche_pour_autre(w[1:])
else :
return 0O

def concatene_deux_listes_de_listes(LL1,LL2)
L=101
for 11 in LL1
for 12 in LL2 :
L.append( 11 + 12 )
return L

def affichage_comoule(LL)

if len(LL) ==
print "0 * A_vide"
else :
s = nn
for 1 in LL :
s +=" + (" + str(1[’coeff’]) + ")* A_" + str( 1[’mot’] )
s = s[2:]

print s
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def decomposition_mots_speciaux_maximaux(w)
if w.length() ==
return []
else :
if w[0] == j

m = partie_gauche (w)
elif w[0] == i

m = partie_gauche_pour_i(w)
else :

m = partie_gauche_pour_autre (w)
decomp = decomposition_mots_speciaux_maximaux(w[m:])
decomp.insert(0, wl:m] )
return decomp

def calcul_coeff_et_mot_pour_k_adapte( decomp , liste_k )
### on suppose que les deux listes ont la méme longueur et que la decomposition est non vide
coeff_multiplicatif =1
mot = Omega([])
ki =0
kj =0
for indice in range( len(decomp) )
coeff_multiplicatif *= (-1)~(liste_k[indice]) * binomial( len(decomp[indice]) , liste_k[indice] )
type_de_mot = decomp[indice] [0]
if type_de_mot != i and type_de_mot != j
mot = mot.concatenate( decomp[indice] )
else :
mot = mot.concatenate( Omega( [ type_de_mot ]1#( len(decomplindicel]) - liste_k[indice]l ) ) )
if type_de_mot == i :
ki += liste_k[indicel]
elif type_de_mot == :
kj += liste_k[indice]
else :
raise TypeError("Probléme dans calcul_coeff_et_mot_pour_k_adapte ?m)
mot = Omega( [jl*(kj) ).concatenate( mot.concatenate( Omega( [i]l*(ki) ) ) )
return {’coeff’ : coeff_multiplicatif , ’mot’ : mot }

###### calcul du comoule G
###### cette fonction n’est pas optimisée en espace algorithmiquement
def comoule_G (w)

if not(mot_convergent (w) ):

return []
elif w.length() == 0 : #cas du mot vide

return [{’coeff’ : 1 , ’mot’ : Omega([l) }]
else :

decomp = decomposition_mots_speciaux_maximaux(w)
longueur = len(decomp)
liste_k_max = [0]*(longueur)
resultat = []
for m in range(longueur)
if decomp[m][0] == i or decomp[m][0] == j
liste_k_max[m] = len(decomp[m])
liste_des_liste_k = [[]]
for m in range(longueur)
#variable inutile mais ici pour plus de lissibilité
a_concat = [[k] for k in range( liste_k_max[m] + 1) ]
liste_des_liste_k = concatene_deux_listes_de_listes( liste_des_liste_k , a_concat )
for liste_k in liste_des_liste_k :
#variable inutile mais ici pour plus de lissibiliteé
terme_calcule = calcul_coeff_et_mot_pour_k_adapte(decomp, liste_k )
resultat = ajout_terme_dans_liste( terme_calcule , resultat )
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return resultat

def test_comoule_G(m)
1 = comoule_G(m)
print "\n le mot "
print m
print "donne pour le comoule ------- >
affichage_comoule (1)

HEHHHHE

## Exemples de tests

## test_comoule_G( Omega([0,1]) )

## test_comoule_G( Omega([1,0]) )

## test_comoule_G( Omega([1,2,1,3,1,0,0]) )
## test_comoule_G( Omega([1,1,1,0]) )

Pour calculer le bimoule ssa®, on a donc deux méthodes : la premiére en passant
par le moule J*, la seconde en passant par le comoule (G,. On peut vérifier sur quelques
exemples que 'on trouve bien le méme résultat.

### fonctions auxiliaires pour le bimoule ssa
def indice_d_un_terme_dans_somme(terme, somme )

k=0
while k < len(somme) and not( terme == somme[k] [’mot’] ):
k +=1
if k == len(somme)
return -1 #cas ou 1l’on a pas trouvé terme dans somme
else :
return k

### deux méthodes de calcul de ssa
def ssa_methode_J(wl,w2) : #wl=omega’ w2=omega
if not (mot_convergent (wl) ):
return 0
else :
somme = extension_moule_symetral (w2)
indice = indice_d_un_terme_dans_somme(wl, somme )
if indice < 0 :
return 0
else :
return somme[indice] [’coeff’]

def ssa_methode_G(wl,w2)
if not(mot_convergent (wl) ):
return 0
else :
somme = comoule_G(w1l)
indice = indice_d_un_terme_dans_somme (w2, somme )
if indice < 0 :
return 0O
else :
return somme[indice] [’coeff’]
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Titre : Application de Riemann-Hilbert-Birkhoff

Mots Clefs : Riemann-Hilbert, matrices de Stokes, moules, transformée de Fourier-
Laplace, algébre de Weyl, représentation de graphe.

Résumé : On calcule ici les données de Stokes associées & une connexion avec un
pole double en 0 et un pole simple en l'infini sur un fibré trivial sur la sphére de
Riemann. Quelques généralisations possibles sont données.

Title : Riemann-Hilbert-Birkhoff map

Keys words : Riemann-Hilbert, Stokes matrices, moulds, Fourier-Laplace trans-
form, Weyl algebra, graph representation.

Abstract : We compute Stokes data associated to a connection with a double pole
at 0 and a simple pole at infinity on a trivial vector bundle on the Riemann sphere.
Some generalisations are done.
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