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Introduction

Les différents travaux présentés dans cette these ont pour motivation I'étude de la
géométrie extrinseque d’une sous-variété a travers celle du spectre des opérateurs de Di-
rac qui lui sont naturellement associés.

La géométrie d'une variété (lisse) riemannienne compacte orientée est fortement liée aux
propriétés du spectre de son laplacien scalaire, agissant sur les fonctions. Les valeurs
propres de cet opérateur différentiel linéaire d’ordre 2 dépendent en effet intimement de
certains invariants riemanniens fondamentaux tels que, par exemple, le tenseur de Ricci
ou le volume de la métrique. Ainsi, d’apres le théoreme de Lichnerowicz ([46]), si le ten-
seur de Ricci de la variété est minoré par celui de la sphere ronde (de courbure 1), alors
la premiere valeur propre non nulle du laplacien de la variété est plus grande que celle
de la sphere ronde. De plus, seule cette derniere réalise 1'égalité dans la minoration de
Lichnerowicz (M. Obata, [53]).

Lorsque la variété est de plus spinorielle, un autre opérateur s’avere incontournable dans
I'étude de sa géométrie, a savoir 'opérateur de Dirac (dit “fondamental”). Cet opérateur
différentiel linéaire d’ordre 1 agit sur les sections d'un fibré vectoriel appelé fibré des
spineurs. Comparable a une “racine carrée” du laplacien sur les formes, il s’en distingue
cependant déja par la dépendance du fibré des spineurs par rapport a la métrique. C’est
surtout a travers la formule de Schrédinger-Lichnerowicz ([47]) que 'opérateur de Dirac
se révele porter des renseignements subtils touchant tant a la métrique qu’a la topologie
de la variété. Cette formule de type Bochner montre que la différence entre le carré de
I'opérateur de Dirac et le laplacien brut spinoriel se réduit a un terme proportionnel a la
courbure scalaire. Ainsi, avec la condition faible de positivité de la courbure scalaire, A.
Lichnerowicz ([47]) en a déduit la trivialité du noyau de l'opérateur de Dirac; combiné
avec le théoreme de 'indice d’Atiyah-Singer ([4]), ce théoréme d’annulation fournit une
obstruction topologique a l'existence de métriques a courbure scalaire positive sur une
variété donnée (voir [45] pour des références sur ces questions).

Raffinant 'argument de A. Lichnerowicz, T. Friedrich a minoré le carré de toute valeur
propre de 'opérateur de Dirac par un nombre proportionnel a 'infimum de la courbure
scalaire (cf. [19]). Si cette derniere estimation, pertinente des que la courbure scalaire de la
variété est strictement positive, tient lieu de “théoreme de Lichnerowicz” pour 'opérateur
de Dirac, en revanche son cas-limite s’avere plus fécond que le théoréeme d’Obata. En
effet, ’égalité dans la minoration de Friedrich est caractérisée par I'existence de spineurs
de Killing réels ([19]). Un spineur de Killing est une section du fibré des spineurs dont la
dérivée covariante est proportionnelle a la multiplication de Clifford. Lorsque la constante
de proportionnalité est réelle (resp. imaginaire pure), le spineur de Killing est dit réel (resp.
imaginaire). L’équation différentielle satisfaite par un tel spineur est surdéterminée : I’exis-
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tence d’'une solution a cette équation entraine des restrictions sur la variété. Par exemple,
celle-ci doit étre d’Einstein, et en dimension 4 doit étre a courbure sectionnelle constante.
C’est a travers 1’étude de leur holonomie ([59], [5]) qu’une caractérisation de ces variétés a
pu étre établie, faisant apparaitre en certaines dimensions d’autres ezemples que la sphére
ronde. Ces exemples intéressent aussi les physiciens, pour lesquels 'opérateur de Dirac
joue un role important dans le projet d’unification de la mécanique quantique avec la
relativité générale.

Quand une variété est vue comme immergée dans une autre, I’étude de sa géométrie vient
s’enrichir des estimations extrinseques de valeurs propres. Par exemple, si la variété am-
biante est I'espace euclidien, T. Takahashi ([57]), puis R. C. Reilly ([54]), D. Bleecker et J.
Weiner ([13]) ont montré que le comportement des fonctions coordonnées de I'immersion,
et par suite la géométrie méme de la sous-variété, était étroitement lié a la premiere valeur
propre non nulle du laplacien scalaire de la sous-variété.

Lorsque I'on s’intéresse au role des spineurs en géométrie extrinseque, des difficultés sur-
gissent par rapport au cas du laplacien scalaire, telle que par exemple la restriction de
spineurs a une sous-variété. L’identification entre les différents fibrés de spineurs sur une
sous-variété permet de définir les opérateurs de Dirac qui entrent en jeu dans la descrip-
tion de sa géométrie.

Historiquement, la premiere intervention des spineurs dans le cadre des sous-variétés est
due a E. Witten ([60]), qui simplifie considérablement la preuve du théoreme de la masse
positive par l'introduction d’un opérateur de Dirac, appelé opérateur de Dirac- Witten,
sur le bord d’une variété. Apparaissant naturellement comme un terme de bord dans la
formule de Schrodinger-Lichnerowicz intégrée, cet opérateur s’avere central dans l'inter-
face entre la géométrie du domaine et celle de son bord et justifie donc une étude en
soi. Défini sur toute hypersurface orientée d’une variété spinorielle, I'opérateur de Dirac-
Witten possede un opérateur formellement auto-adjoint associé, dont le spectre a fait
I'objet d’études récentes par X. Zhang, O. Hijazi et B. Morel. En particulier, X. Zhang
([61], [62]), puis O. Hijazi et X. Zhang ([34], [35]) ont prouvé plusieurs minorations de
la plus petite valeur propre de cet opérateur, dont les cas d’égalité, établis par B. Morel
([51]), sont caractérisés par 'existence de spineurs satisfaisant une équation généralisant
celle des spineurs de Killing. De plus, B. Morel a mis a jour 'interprétation intrinseque
de cet opérateur en termes d’opérateurs de Schrodinger et montré que les minorations
obtenues contiennent l'estimation de Friedrich ([51]).

Sur une sous-variété de codimension quelconque, un opérateur de Dirac-Witten peut
également étre défini ([6]), qui possede lui aussi un opérateur formellement auto-adjoint
associé ([35]). Le spectre de cet opérateur a fait I'objet d'un premier travail de O. Hijazi
et X. Zhang ([35]) ou les auteurs ont étendu certains des résultats de [34]. Cet article
[35] appelle cependant la question suivante : quelles sous-variétés particulieres peut-on
caractériser par ces estimations ? C’est tout d’abord a ce probleme que nous donnons un
élément de réponse, en montrant le role prépondérant joué par l'identification entre les
différents fibrés de spineurs sur une sous-variété.

Par ailleurs, 1’étude de problemes a bord (type Dirichlet) pour l'opérateur de Dirac a
mis en évidence l'efficacité de celui-ci dans la détection de propriétés tant intrinseques
qu’extrinseques d’une sous-variété. Sous des conditions de bord convenables, O. Hijazi, S.



Montiel et X. Zhang ([31, 32]) ont ainsi montré que 'on pouvait déduire de la formule de
Schrodinger-Lichnerowicz des minorations de valeurs propres de 'opérateur de Dirac d’un
domaine ou de son bord permettant de controler directement sa géométrie. Par exemple,
le théoreme d’Alexandrov ([2]), affirmant que les seules hypersurfaces compactes plongées
a courbure moyenne constante de I’espace euclidien sont les spheres rondes, vient comme
une conséquence immédiate d’une estimation de valeurs propres du bord d’une variété
([31, 32]). Cette méme estimation améliore d’ailleurs 'inégalité de Friedrich et est valable
sans hypothese sur le signe de la courbure scalaire du bord ([31, 32]). Cet ensemble de
résultats montre plus généralement que ’approche de la géométrie extrinseque par les
spineurs peut dépasser a la fois I’approche classique par le laplacien et la géométrie in-
trinseque.

Parallelement a ces avancées, une autre question se pose de maniere naturelle : existe-t-il
sur une sous-variété des spineurs jouant pour I'opérateur de Dirac un role analogue a celui
des fonctions coordonnées pour le laplacien ? Une premiere réponse dans ce sens est venue
de C. Bér dans [6], ou les spineurs paralleles (resp. de Killing réels non paralléles) sur
I'espace euclidien (resp. sur la sphere) restreints a une sous-variété apparaissent comme
les meilleurs spineurs-test dans le principe du Min-Max. C. Bér obtient en effet des ma-
jorations optimales analogues a celles de Bleecker, Weiner et Reilly pour le laplacien.
En revanche, comme dans la situation du laplacien, le passage aux sous-variétés de 1’es-
pace hyperbolique ajoute une difficulté, car cet espace n’admet pas de spineurs possédant
d’aussi bonnes propriétés que les autres espaces-forme. Utilisant la restriction de spineurs
de Killing imaginaires a une sous-variété, C. Bar a donné dans ce cas une estimation des
petites valeurs propres, mais qui s’avere non optimale. Ce travail souléve par conséquent
la question de savoir quel spineur est le plus adapté dans cette optique, et plus largement
quelles informations tirer de la restriction de spineurs particuliers a une sous-variété.

Présentation des résultats

On s’attache ici a deux problemes traités par deux méthodes distinctes. D’une part, on
s’intéresse a un opérateur généralisant celui de Dirac-Witten en codimension supérieure
a 1. Cette étude, dont la formule de Schrodinger-Lichnerowicz constitue l'outil fonda-
mental, fait I'objet du premier chapitre!. D’autre part, on cherche & travers la restriction
de spineurs particuliers a une sous-variété a donner des informations sur le spectre d’un
opérateur de Dirac qui lui est associé. Basé cette fois-ci sur la formule de Gaufl pour les
spineurs ainsi que le principe du Min-Max, ce travail s’étend sur les chapitres 2, 3 et 4.

Dans un premier temps, on se place sur une sous-variété riemannienne compacte et spi-
norielle d’une variété riemannienne spinorielle. Si la codimension de cette sous-variété
est quelconque, le fibré normal n’est pas trivial en général. L’opérateur de Dirac le plus
simple alors a définir en tenant compte de la géométrie extrinseque de la sous-variété est
I'opérateur de Dirac dit “tordu” par le fibré normal. La restriction de la dérivée covariante
ambiante donne également naissance a un opérateur de type Dirac-Witten. Comme dans
le cas des hypersurfaces, ce dernier opérateur n’est pas formellement auto-adjoint sur la
sous-variété. Dans [35], O. Hijazi et X. Zhang ont canoniquement associé a cet opérateur
un opérateur elliptique formellement auto-adjoint, appelé “submanifold Dirac operator”
et noté Dy. A la manidre de T. Friedrich dans [19], I'utilisation de connexions modifiées

LCe chapitre est un travail effectué en collaboration avec Bertrand Morel
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et d’une formule de type Schrodinger-Lichnerowicz leur a permis, en codimension im-
paire et sous des conditions fortes sur 'immersion, de minorer le bas du spectre de Dy.
Qu’en est-il alors des sous-variétés de codimension paire ? Quel(s) type(s) de contrainte(s)
I’égalité de la plus petite valeur propre de Dy avec le minorant obtenu impose-t-elle a la
sous-variété ? Existe-t-il une formulation “intrinseque”, dont le sens reste a préciser, de
I'opérateur Dy comme opérateur de Schrodinger ? C’est a ces questions que nous nous
proposons de répondre dans le chapitre 1. Via le choix d'une connexion modifiée adaptée,
nous démontrons en particulier le théoreme suivant :

’ \ . L T ./ v . . .
Théoréme 0.1 Soit M™ — (M™" g) une sous-variété riemannienne compacte spino-
rielle d’une variété riemannienne spinorielle (M™%, g). Munissons le fibré normal de la
structure spinorielle induite. Supposons que

S+ Kk >m(m—1)|H?

ou S désigne la courbure scalaire de M, k1 la plus petite valeur propre d’un opérateur
de courbure normal (cf. 1.13), et H le vecteur courbure moyenne de l'immersion v. Alors
toute valeur propre A de Dy vérifie

1 2
A2 > 1 i}\14f <\/%(S+m) —m|H\) :

De plus, si I’égalité a lieu dans cette minoration, alors la norme de H est constante et il
existe une section v de la restriction du fibré des spineurs de M a M satisfaisant, pour
un réel et pour tout champ de vecteurs X tangent a M,

=ty
Vi = ==X . 0.

(13

Ici, A-/I” désigne la multiplication de Clifford déduite de la multiplication ambiante apres

restriction et identification des fibrés des spineurs sur M (voir formule (1.8)).

Il est a remarquer qu’en codimension n > 1 cette derniere équation n’est pas celle d'un spi-
neur de Killing sur M, car la connexion V ci-dessus est construite a partir de la connexion
canonique de M ainsi que celle de son fibré normal (voir paragraphe 1.2.4). La section
1 ci-dessus n’est d’ailleurs pas propre pour 'opérateur de Dirac fondamental de M mais
pour 'opérateur de Dirac tordu. En revanche, lorsque n = 1, ces deux opérateurs de Dirac
coincident et on retrouve un résultat de B. Morel ([51]).

Ce premier théoréme fait aussi apparaitre le role joué dans ce probleme par 'opérateur
de Dirac tordu d’une sous-variété par son fibré normal. C’est précisément au spectre de
cet opérateur que 1'on s’intéresse par la suite. Nous commencons par étudier le cas d'une
hypersurface dans une variété spinorielle, situation qui présente des avantages par rapport
a celle d'une sous-variété de codimension n > 1. D’une part, une hypersurface porte tou-
jours une structure spinorielle induite des qu’elle est orientée. D’autre part, étant trivial
et plat, le fibré normal n’intervient que faiblement dans les identifications entre fibrés des
spineurs, ce qui permet de mettre directement en relation les estimations extrinseques



obtenues avec les données intrinseques a 'hypersurface.

On considere tout d’abord une hypersurface compacte et orientée M™ de 'espace hy-
perbolique (de courbure —1). Au moyen de la caractérisation variationnelle usuelle des
premieres valeurs propres d'un opérateur elliptique auto-adjoint, C. Bar a montré dans
[6] que la plus petite valeur propre \; de 'opérateur de Dirac fondamental de M satisfait
([6], Corollary 4.5) :

m
Ml < 2 (1H e +1).

Ce résultat tient lieu d’analogue a ceux prouvés par C. Bar pour les hypersurfaces de
'espace euclidien ou de la sphere ([6], Theorem 4.1), car I'auteur choisit le spineur-test
le plus naturel dans ce contexte, a savoir la restriction d’un spineur de Killing imagi-
naire a ’hypersurface. L’espace hyperbolique admet en effet un spineur de Killing ima-
ginaire (cf. [8]), tout comme l'espace euclidien (resp. la sphere ronde) admet un spineur
parallele (resp. un spineur de Killing réel non parallele). La différence de nature du ma-
jorant obtenu (la norme du sup de la courbure moyenne au lieu de sa norme L?) par
rapport aux autres cas provient du fait que la norme d’un spineur de Killing imaginaire,
au contraire de celle d'un spineur de Killing réel, n’est pas constante. Toutefois, cette
approche se révele incomplete. En effet, cette estimation est premierement une inégalité
stricte, puisque son cas-limite n’est atteint sur aucune hypersurface. Deuxiemement, la
méthode mise en oeuvre par I'auteur repose sur une identité comparant, sur I’hypersur-
face, l'opérateur de Dirac fondamental a celui de Dirac-Witten ([6], Lemma 2.1 ou identité
(2.4)). Or cette seule formule s’avere insuffisante dans 'évaluation du quotient de Ray-
leigh associé a 'opérateur de Dirac, car son intégration sur I’hypersurface cache un terme
de courbure ambiant derriere un terme croisé contenant la courbure moyenne. Nous pro-
posons dans le chapitre 2 une alternative a ces deux problemes en montrant que, bien
qu’il n’existe en général pas de spineur de Killing imaginaire dont méme la restriction a
I’hypersurface soit de norme constante, une majoration optimale de A; peut étre obtenue :

Théoréeme 0.2 Soit (M™,g) une hypersurface riemannienne compacte orientée de [’es-
pace hyperbolique. Munissons M de la structure spinorielle induite. Alors la plus petite
valeur propre Ay de l'opérateur de Dirac fondamental Dy; de (M, g) satisfait

2
<= (lHIZ - 1),

De plus, si l’égalité a lieu, alors M est a courbure moyenne constante et la restriction de
tout spineur de Killing imaginaire sur M est propre pour D3, associé a la valeur propre \3.

Il est a noter que le cas-limite dans cette inégalité est atteint lorsque M est une sphere
géodésique de l'espace hyperbolique. Ce théoreme peut ainsi étre comparé a celui établi
par E. Heintze dans [27] pour la plus petite valeur propre non nulle du laplacien scalaire.

Une autre fagon d’aborder ce probleme de majorations extrinseques de valeurs propres
consiste a y intégrer la propriété fondamentale de covariance conforme de 'opérateur de
Dirac ([36], [45]). C’est ce point de vue que nous adoptons dans le chapitre 3. Considérant
I’espace hyperbolique comme une demi-sphere munie d’une métrique conforme a la métrique
standard, nous démontrons en particulier le théoreme suivant :



Théoréme 0.3 Soit (M™, g) une hypersurface riemannienne compacte orientée de [’es-
pace hyperbolique, vu comme la demi-sphere supérieure

{(T1, .. Tmg2) ER™? 234+ 422 ,,=1 et Ty >0},
munie de la métrique mgnl+2 go conforme a la métrique standard gy de la sphére. Alors
m? 1
AT < AVoI(M) /M (H? = 1) vy + W/Mgo (€2 €mra) Vg,
ot €£+2 est le projeté orthogonal du vecteur e,.o = (0,...,0,1) de R™2 sur ’espace

tangent a M.
De plus, si [’égalité est atteinte dans cette majoration, alors M est une sphere géodésique.

On remarque que l'inégalité ci-dessus ne constitue pas ’analogue exact de la majoration
d’A. El Soufi et S. Ilias pour la plus petite valeur propre non nulle du laplacien ([18]). Ce
théoreme ouvre une nouvelle voie dans la recherche d'un tel résultat.

Cette approche permet en outre de considérer une famille plus large de variétés ambiantes,
celles admettant des spineurs-twisteurs. Les spineurs-twisteurs peuvent en effet étre vus
comme l'extension naturelle des spineurs de Killing dans le contexte conforme. Or I'exis-
tence de tels spineurs sur une variété n’entraine pas de conditions aussi fortes que celle
de spineurs de Killing. De nombreux travaux ont été effectués afin de caractériser les
variétés admettant des spineurs-twisteurs (cf. [11] et [40] a [44] par exemple). Bien que
des résultats fins aient été prouvés dans cette direction, la géométrie de ces variétés n’est,
de notre point de vue, toujours pas completement comprise. Nous nous intéressons donc
dans la derniere partie du chapitre 3 aux propriétés géométriques que l'on peut déduire
de la restriction d’un tel spineur a une hypersurface. Nous généralisons par exemple dans
le corollaire 3.1 un résultat du chapitre 2 en montrant que les hypersurfaces de niveau de
la norme d’un spineur-twisteur (de norme non constante sur la variété ambiante) satisfont
pour une métrique conforme le cas-limite dans 'estimation de Bér ([6], Theorem 4.1) ainsi
que dans celle de Friedrich.

Toujours dans 'esprit d’affiner a 1’aide des opérateurs de Dirac la géométrie intrinseque
d’une sous-variété d'un point de vue extrinseque, nous nous restreignons dans la suite a
un autre cadre géométrique spécial et radicalement différent des précédents, puisque nous
considérons des variétés ambiantes qui sont kdahlériennes. Une premiere difficulté consiste
a trouver le bon équivalent des spineurs-twisteurs dans ce cas. En effet, certaines variétés
kéhlériennes n’admettent pas de spineurs-twisteurs, comme 1’a montré O. Hijazi dans [29].
Il existe pour ces variétés une extension de la notion de spineurs de Killing, les spineurs
de Killing kdhlériens (Définition 4.3 ou [29],[38],[39]). Toutes les variétés ké&hlériennes
n’admettent pas de spineurs de Killing kahlériens. Ces spineurs ont été introduits afin
de caractériser le cas-limite d’'une minoration de Kirchberg ([37]), qui améliore celle de
Friedrich pour les variétés spinorielles compactes kahlériennes. L’existence de spineurs de
Killing kahlériens sur une variété kahlérienne entraine un certain nombre de conditions
sur, entre autres, sa courbure et sa dimension complexe ([29],[38],[39]). Les variétés com-
pactes admettant de tels spineurs ont été completement décrites par A. Moroianu dans
[52]. Par exemple, tout espace projectif complexe de dimension complexe impaire (I’es-
pace projectif complexe de dimension complexe paire n’est pas spinoriel) admet de tels
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spineurs.

Nous nous penchons donc sur les sous-variétés de variétés kahlériennes admettant des spi-
neurs de Killing kahlériens. La présence d'une structure complexe J amene a considérer
une décomposition J-invariante de la restriction du fibré tangent a la sous-variété M.
Nous revenons donc dans le chapitre 4 au cadre plus général des sous-variétés CR ([12] ou
Définition 4.2) de telles variétés et étudions le spectre de leur opérateur de Dirac tordu par
le fibré normal. En particulier, cette approche traitera le cas des sous-variétés kiahlériennes
ou lagrangiennes, pour lesquelles nous démontrons les théoremes suivants :

Théoréme 0.4 Soit (M g,J) une sous-variété kihlérienne spinorielle compacte (de
dimension compleze d) de l’espace projectif complexe CP™ de dimension complexe n im-
paire. Munissons CP" de la métrique de Fubini-Study de courbure sectionnelle holomorphe
constante éqgale a 4, et le fibré normal de M de la structure spinorielle induite. Alors la
plus petite valeur propre Ay de l'opérateur de Dirac tordu satisfait :

\2 < (d+1)2 lorsque d est impair
L= d(d+2) lorsque d est pair.

Théoréme 0.5 Soit (M™,g) une sous-variété lagrangienne spinorielle compacte de [’es-
pace projectif complexe CP™ de dimension complexe n impaire. Munissons CP™ de la
métrique de Fubini-Study de courbure sectionnelle holomorphe constante €gale a 4, et le
fibré normal de M de la structure spinorielle induite. Alors la plus petite valeur propre
A1 de Dopérateur de Dirac tordu satisfait :

(n+1)? n’ / 2
HI,.
oo J,,

Il est & remarquer que, lorsque d est impair, (d + 1)? est le carré de la premiere valeur
propre de lopérateur de Dirac fondamental de CP? ([56]). L’inégalité obtenue dans le
théoreme 0.4 constitue donc 'analogue de la majoration de A. Ros ([55]) pour le laplacien
scalaire.

2
)\1§

De plus, toute hypersurface orientée d'une variété kahlérienne étant une sous-variété CR,
cette étude s’applique aussi aux hypersurfaces de CP™ (n impair). Nous démontrons
dans ce cas une estimation de valeurs propres pour l'opérateur de Dirac fondamental
de I'hypersurface. Le majorant obtenu dépend non seulement de la norme L? de la cour-
bure moyenne et d’un terme proportionnel a la courbure ambiante, mais aussi de formes
différentielles traduisant des propriétés de 'endomorphisme de Weingarten vis-a-vis de
la structure complexe (cf. théoreme 4.5). Au-dela de la stricte recherche d’informations
spectrales, cette derniere approche devrait constituer un outil pour I’analyse de propriétés
plus géométriques d’une hypersurface bordant un domaine, dans I'esprit des travaux de
O. Hijazi, S. Montiel et X. Zhang ([31, 32, 33]).
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Chapitre 1

Estimations de valeurs propres pour
un opérateur de type Dirac-Witten
sur une sous-variété

Ce chapitre est un travail en collaboration avec Bertrand Morel et a fait I'objet d’une
publication ([24]).

1.1 Introduction

Il est bien connu que les cas-limites des estimations de valeurs propres de 'opérateur
de Dirac fondamental sur une variété spinorielle compacte sans bord donnent lieu a des
géométries spéciales ([19],[28]). En effet, ces cas-limites sont caractérisés par 'existence de
spineurs particuliers, tels que les spineurs de Killing, existence qui impose des conditions
tres restrictives sur 1’holonomie ([5]). Lorsque l'on considere des hypersurfaces bordant
un domaine, 'opérateur de Dirac hypersurfacique a été introduit par E. Witten afin de
prouver le théoréeme de la masse positive ([60]). Les outils spinoriels développés dans le
but d’étendre les estimations classiques aux hypersurfaces sont devenus incontournables
dans la résolution de problemes sur les variétés a bord en géométrie extrinseque (cf. par
exemple [31],[32]).

Dans cette optique, le spectre de l'opérateur de Dirac Dy (cf. formule (1.11) pour la
définition de cet opérateur) a été étudié dans [35], ou les auteurs ont obtenu des estima-
tions de valeurs propres en codimension impaire. Dans ce chapitre, nous donnons tout
d’abord de nouvelles minorations des valeurs propres de Dy (théorémes 1.2 et 1.3) et en
discutons les cas-limites.

Nous commencons par restreindre le fibré des spineurs d’une variété riemannienne spino-
rielle a une sous-variété spinorielle munie de la métrique induite. Nous mettons ensuite en
relation ce fibré avec le fibré des spineurs de la sous-variété tordu par celui de son fibré
normal. En vue d’étudier les cas-limites, nous adaptons les identifications algébriques de
[6] entre espaces des spineurs ainsi qu’entre multiplications de Clifford.

Une fois définis les opérateurs de Dirac appropriés et établie la formule de Gauf3 spino-

rielle, qui permet de les lier I'un & 'autre, opérateur Dy apparait comme la généralisation
naturelle de l'opérateur de Dirac hypersurfacique (voir par exemple [61], [51]). Nous
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déterminons alors des minorations pour les valeurs propres de Dy en termes de norme du
vecteur courbure moyenne, du tenseur d’énergie-impulsion associé a un spineur propre, et
d’un changement conforme de métrique convenable.

Les minorants obtenus mettent aussi en jeu la courbure scalaire de la sous-variété ainsi que
sa courbure normale ; cette derniere n’apparait qu’en codimension strictement supérieure
a un.

Comme conséquence de nos définitions, les estimations établies le sont en codimension
quelconque (comparer avec [35]).

Nos identifications permettent aussi de discuter des cas-limites en termes de sections par-
ticulieres du fibré des spineurs. La notion de spineurs de Killing peut ainsi étre étendue
au fibré des spineurs de la sous-variété tordu par celui de son fibré normal.

Le point-clef de ce chapitre consiste a interpréter intrinsequement nos estimations (cf.
aussi [61], [62], [35]) en considérant un fibré vectoriel arbitraire sur une variété qui joue
le role de “fibré normal” (voir propositions 1.2 & 1.5).

Nous remercions Oussama Hijazi pour son soutien tout au long de la préparation de
Iarticle [24].

1.2 Les différents opérateurs de Dirac sur une sous-
variété
1.2.1 Préliminaires algébriques

Dans ce paragraphe, nous adaptons la formulation de C. Bar des représentations spino-
rielles restreintes ([6]). Pour les propriétés de base des représentations spinorielles clas-
siques, on pourra consulter [21], [45], [11] ou [14].

Soient m et n deux entiers positifs. Nous construisons en premier lieu une représentation
irréductible de I’algebre de Clifford complexe Cl,, ,, d’apres les représentations d,, et d,, de
Cl,, et Cl,, respectivement. Soit X, 'espace des spineurs complexes pour la représentation
d, . Rappelons que, si p est pair, 9, est unique a équivalence pres, et si p est impair, il existe
deux représentations irréductibles inéquivalentes de Cl, ; dans ce cas, (5;{; , Zg;) , 7 =20,1,
désigne la représentation qui envoie la forme volume complexe sur (—1)7 Idzg) . Rappelons
que celle-ci, notée désormais w,, est définie par

. .[LH]
wp =12 lep ... ep,
ou (eq,...,e,) est une base orthonormée directe quelconque de RP et “-7 désigne la

multiplication de Clifford dans Ci,,.
Nous devons donc considérer quatre cas selon la parité de m et de n.
Premier cas : Supposons m et n pairs. Définissons

v :R"®R" — Endc(Z, ®%,)
(v,w) = dp(v) ® (Idgs —Idg-) + 1ds,, ® 6, (w),
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olt ¥F est le sous-espace propre associé i la valeur propre 41 de l'action de la forme
volume complexe w, de Cl,. Alors, pour ¢ dans ¥,,, 6 dans ¥, pour tous vecteurs v de
R™ et w de R",

Yo+ w)(e®0) = 5,0)P0®@ 0T +07)+ 6m(v)o @ (0,(w)0 — 5, (w)oh)
+6m (V)0 @ (0, (w)0T — 6, (w)0™) + 0 @ 6, (w)?0
= —(jo]* +[w[)o®9.

Par conséquent, puisque y(v+w)? = —|v+w|?*Id, 'application 7 induit une représentation
complexe non triviale de Cl,,,,, de dimension 272" ; par suite, v est équivalente a d,,1,.
Les inclusions de Cl,, et Cl,, dans Cl,,,, données par

R" — R™™=R"®R" e R'—R""=R"®R"

v — (v,0) w— (0, w),
permettent d’écrire wy,., sous la forme :

2 ey - emn (1.1)
.[L-H}.[L-H}
2 i 2

Wmtn =

€1 e € Cmil e €min
= W Wny-

D’autre part, si o appartient a 3, et # appartient a X3,,, alors pour tout vecteur v de R™,
Y- wp)(o®0) =6, (v)oRE. (1.2)

Puisque m est pair,
V(Wintn) (0 @ 0) = o (wim)o @ dn(wn)b,

si bien que

oo, = TheYrey %)

m—+n

Shin = SERT, X, @31
Nous pouvons alors définir

2=%,0%, =%, 0% .
Second cas : Supposons m impair et n pair. Pour 7 = 0, 1, posons

7 R™@®R" — Ende(¥, ®%,)
(v,w) — 6, (v) @ (Idgy —Idy-) + Idy; @ dn(w),

Comme précédemment, I’application 7/ induit une représentation complexe non triviale
de Cl,,4,, de dimension 2["5*]. De méme que dans (1.1), Wpin = Wi - wy, d'olt

Y (Wmin) = (—1)71d. Par conséquent les représentations 47 et &7, sont équivalentes.
Remarquons que

V(v w,) =6 (v)®Idyg, , YveR™, (1.3)
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Troisieme cas : Supposons m pair et n impair. Pour 5 = 0, 1, posons

7 R™@BR" — Ende(Z, ® X))

(v,0) — z(?m(v) 0_5*”(“))@91012%
0w) — (g % e

ou les matrices sont définies par rapport a la décomposition 3, = X & X . A nouveau,
77 est une représentation irréductible complexe de Cl,,.,,. Comme dans le cas précédent,
Wintn = Wy * Wy, dont on tire 47 (wy,1n) = (—1)71d.

Nous avons donc démontré que 7 est équivalente & 67, +n €t que

V(v wn) = (=1) 6, (v) ® ldg; , Yo eR™. (1.4)

Quatrieme cas : Supposons m et n impairs. Définissons

»to= 2 exl,
»o= X exl,
Yy o= Stex,

et
v :R"@R" — Endc(X)

(v,0) — i ( (idfn(v) QT g?n(v) o )

0 ~ldsy, ® 7" 0 8 (w)
O w) — (Idg% ®7T 0(w) 0 ’

olt 7 est un isomorphisme de X2 sur 3} satisfaisant
Tod(w)oT ' =4} (w), VweR"

De méme que précédemment, y(v + w)? = —(Jv]* 4+ |w|?)Ids pour tous v dans R™ et w
dans R"™. En outre, puisque dans le cas o m et n sont impairs, wy,1n = —t Wy, * Wy, ON

peut montrer que
[ Tdg+ 0O
7(wm+n) - < 0 _Id27 ) .

Nous concluons que 7 est équivalente & 8,4, €t que L i X TE

De plus, nous obtenons la relation suivante :

’}/(U-u)n)—l<0 50 () @ Iy ) Vv e R™. (1.5)
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1.2.2 Restriction de spineurs a une sous-variété

Soit (M™*" g) une variété riemannienne spinorielle et soit M™ une sous-variété rieman-
nienne immergée dans M. Supposons aussi (M™, gjas) spinorielle. Si NM désigne le fibré

normal de M dans M , 1l existe une structure spinorielle sur N M, notée Spin/N. Soit
SpinM x s Spin/N I'image réciproque du fibré produit SpinM x Spin/N sur M x M par
I’application diagonale. Il existe un homomorphisme des fibrés principaux,

® : SpinM X SpinN — SpinMM,

© ((sar, sn)(a,a)) = @ ((sar, sn)) (a - @) (1.6)

pour tous (sys, sy) dans SpinM X, SpinN et (a,a’) dans Spin(m) x Spin(n), et tel que
le diagramme suivant soit commutatif :

SpinM X »; Spin N 2. SpinMM

N

M

e

SOM x s SON ——=SOM,,
ou SOM X SON — SOM|M désigne la juxtaposition des bases (cf. [50]).
Notons ZM|  la restriction du fibré des spineurs de M a M, et soit

S XM ®@YXN si m ou n est pair,
| M ®YXN @XM ® XN sinon.

Rappelons qu’il existe un produit scalaire hermitien sur EM s Doté < .. > tel que la
multiplication de Clifford par un vecteur sur 7'My, est antisymétrique.

1.2.3 Identification entre fibrés des spineurs

D’apres les considérations précédentes, nous sommes maintenant en mesure d’identifier
YM,,, avec ¥. Par exemple, si m et n sont pairs, nous obtenons I'isomorphisme suivant :

SM®XN — XM,
([SMvU]v[San]) — [CI)(SM7SN)7U®77]

ot la classe déquivalence a droite est donnée pour tout (a,a’) dans Spin(m) x Spin(n) par

(@((sar,53)(@,0)), 0 @) ~ (@(sas, 5), (- ') 2 1))
Cet isomorphisme sera désormais noté
¢EE»—>¢EZM|M. (1.7)

Vis-a-vis de < .,.> et du produit scalaire hermitien naturellement induit sur X, cet
isomorphisme est unitaire. C’est pourquoi les deux produits scalaires hermitiens seront
écrits de la méme facon.
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Soit w, := w, si n est pair, et w, := —iw, si n est impair. Rappelons que, dans les deux
cas, w? = (—1)" (on pourra comparer avec la définition de w, dans [35] et remarquer que
w, conserve les mémes propriétés). D’apres (1.2) a (1.5), la multiplication de Clifford par
un champ de vecteurs X tangent a M satisfait, via (1.7) :

X 6=X-w6 (1.8)
pour toute section ¢ de EMM.

1.2.4 La formule de Gaufl et ’opérateur de Dirac-Witten

Soit (Xy,..., Xm,v1,- .-, yn) une base orthonormée directe locale de TMM telle que
(X1,..., Xm) (vesp. (11, ..., v,)) soit une base orthonormée directe locale de T'M (resp. de

NDM). Soit V la connexion de Levi-Civita de (M g) et 11 la seconde forme fondamentale

de M dans M. Pour toutes sections X et Y de TM , pour toute section N de NM, la
formule de Gaufl peut s’écrire de la maniere suivante :

Vx(Y +N)=Vx(Y +N)+1I(X,Y) - IT*(X, N), (1.9)

ot Vx (Y +N) := VIV + VEN, et IT*(X, .) est Padjoint de I7(X, .) (I'homomorphisme
I7*(X, .) envoie NM dans TM).
Notons également V et V les dérivées covariantes induites sur F(ZM ). Ainsi, sur

P(2M|M)7
V=VeId+Ide V",

sauf si m et n sont impairs, auquel cas
V=(V*2Ild+Ilde V") (VY @1d+1d @ V=V).

Pour une section ¢ de ZM v+ la dérivée covariante V¢ a bien un sens via 'isomorphisme
(1.7).

Comme dans [6], on peut déduire de (1.9) la formule de Gaufl spinorielle : pour toute
section ¢ de X, pour tout X dans T'M,

~ 1 &
Vx¢=Vxod+ 5ZXj.U(X, X;) - ¢. (1.10)
j=1
Définissons maintenant les opérateurs de Dirac suivants :
D:=> X;-Vx,, D==) X; Vx, .
j=1 J=1

L’opérateur D est appelé opérateur de Dirac-Witten. L’opérateur formellement auto-
adjoint associé a cet opérateur est (cf. [35])

Dy = (=1)"w, - D. (1.11)

Remarquons tout de suite que, si H := + w2 11 (X X;) désigne le champ de courbure

moyenne, puisque H -w,- = (=1)""'w, - H- et que D=D-— S H- d’apres (1.10), alors
DH = (—1)”&]1_ D—l—%HwJ_ .
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Remarque 1.1 On peut définir un autre opérateur de Dirac a l’aide de la muliplication
de Clifford intrinseque et la connexion de la sous-variété tordue par celle de son fibré
normal. C. Bdr a ainsi posé dans [6]

DN . T(%) — T(%)
Z]. X; - Vx,0 sim ou n est pair,
o — M : . :
ZijMvXj¢@_2ijMvXj¢ st m et n sont impairs.

Sauf en codimension n = 1, cet opérateur ne coincide pas avec ['opérateur de Dirac fon-
damental de M.

Via (1.8) et (1.11), les opérateurs Dy et DY sont liés par
m
DHgb = (—1)”wL-ng+§H-wL ¢

= D¥Ng 4 %H ‘W -, (1.12)

pour toute section ¢ de EMM.

1.3 Estimations de valeurs propres de Dy

1.3.1 Premiéres minorations

Pour chaque section ¢ de EM > définissons la fonction

SN i==23 Re (< X;- X, - 1@ RY 1 6,6/6 >) (1.13)

7,k=1

sur My == {x € M : ¢(zx) # 0}, ou R%’Xj désigne le tenseur de courbure du fibré
spinoriel normal. Nous donnons tout d’abord une nouvelle preuve du résultat suivant (cf.
35]) :

Théoréme 1.1 (Hijazi-Zhang) Soit M™ C M™ " yne sous-variété riemannienne Spi-
norielle compacte d’une variété riemannienne spinorielle (M, g). Munissons le fibré nor-
mal de la structure spinorielle induite. Soit ¢ un spineur propre de Dy associé a la valeur
propre X. Supposons que m > 2 et que

S+Sg>m(m—1)|H|2>O

sur My, ot S est la courbure scalaire de (M™, gar) et S est défini par (1.13). Alors

1 m 2
25 - Ny _
A > 1 5\1}5 <\/m_1(5+5w) m|H|> : (1.14)

Démonstration : Soit ¢ un spineur propre de Dy associé a la valeur propre A. Pour une
fonction réelle arbitraire ¢ sur M, différente de % en tout point, définissons la connexion
modifiée suivante :

m(l —q)

A

X -H - 4+\X w, - .
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D’apres la formule de Lichnerowicz-Schrodinger pour 'opérateur de Dirac tordu D3 (cf.
[45] par exemple),

Re(< D%, >) = Re(< V"V, >) + 1 (5 + SHIYP,

et un calcul rapide donne

/ |V)\¢|2Ug =
M
1 S+S) m2(m — 1)|H|?
/M(l +mg” —2q) [)\2 N ZI((l +mg®—2q) (1 —mg)? )] ey (115)

Par hypothese, S + Sﬁ > m(m — 1)|H|?> > 0 sur My ; nous pouvons donc choisir ¢ de
sorte que

m(m — 1)|H|
g (S + S)) —m|H]

(1—mq)* =

sur M. (1.16)

Reportons 'équation (1.16) dans (1.15). Puisque le complémentaire de M, dans M est
négligeable, I'inégalité cherchée vient directement du fait que le membre de gauche de
(1.15) est positif ou nul.

O

Soit sy la plus petite valeur propre du champ d’endomorphismes symétriques R défini
par

RY : M, — IM,,

¢ — —2) X;-X; Jd@RY, 0.

1,j=1

L’hypothese S + S > m(m — 1)|H|* > 0 dans le théoréme 1.1 peut alors étre remplacée
par une condition qui ne dépend plus du spineur propre v :

Corollaire 1.1 Sous les hypotheses du théoreme 1.1, supposons de plus que
S+ ry>m(m—1)|H|* >0

sur M. Alors

1 m 2
2 : _m_ _
A7 > 1]r\}[f (\/m— 1(5—1—%1) m\H\) . (1.17)

= |

Rappelons que, dans le cas des hypersurfaces, les cas-limites sont caractérisés par 1'exis-
tence d’un spineur de Killing réel sur M et le fait que la courbure moyenne H est constante
(cf. [61] et [51]). Une section non nulle ¢ de XM,,, satisfaisant, pour une constante réelle
fixée pu et pour tout champ de vecteurs X tangent a M,

__ Py
Vio=-Lx 4
sera appelée un spineur de Killing (réel) tordu.
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Proposition 1.1 Si l’égalité a lieuw dans (1.17), alors (M™, gin) admet un spineur de
Killing réel tordu et la fonction |H| est constante sur M.

Démonstration : Soit ¢ un spineur propre de Dy associé a la valeur propre A. Si le cas-
limite a lieu dans (1.17), alors le membre de droite doit étre constant sur M, et

1 m
= Z(\/m(5+51)—m\H|)2 s V/\w:[), sur M (118)
Remarquons que 1’égalité est aussi vérifiée dans (1.14), ce qui entraine Sﬁ = K1 . Par

suite, v est un spineur propre de RY associé a la valeur propre ;. Grace a (1.18), on
montre que || doit étre constante sur M (ainsi M, = M). De plus,

Dy = ZX ( m(l — ))X H-t+g\X; - w, - ¢>

(1 —4)
= "Dy, A
2(1 — my) Y +mgrwr -
Par (1.11) et le fait que H - w,- = (=1)"'w, - H-,
H 1-—-
0 = dw, - w—l—m— P — (( q)) ‘Y —mglwy Y
9 H
0 = (1—=mqg)* wy -9 —m(m —1)5 Y.
Puisque, dans le cas d’égalité, /"< (S + k1) — m|H| = 2|)A|, nous pouvons déduire la
relation : i
wy Y= Sgn()\)m .

Utilisant I'isomorphisme (1.7), I’équation (1.18) peut étre réécrite intrinsequement sur
['(X) : pour tout champ de vecteurs X tangent a M,

Vx¢ =

Ex .y
m
avec p = sgn2 \/ ml(S-f—lﬁ).
m_

Remarquons maintenant que, s’il existe deux fonctions réelles lisses f et k sur M, ainsi
qu’une section non nulle ¢ de XM,,, satisfaisant, pour tout champ de vecteurs X sur M,

Vng:—%XMgb et RV¢p=ko,

alors, d’apres le calcul de I'action du tenseur de courbure sur ¢, il vient nécessairement

m

SRIC(X) - 6+ D (X M@ RY o=~ df - X - 6 df(X)s

=1

Cette égalité entraine

m

f2:4(m—1)

(S 4+ k) = constante.
De plus, dans le cas-limite, si f est constante, alors la fonction |H| est aussi constante.

21



O

Remarque 1.2 Si le tenseur de courbure normal s’annule, alors la fonction p doit étre
constante et la variété M d’Einstein avec son vecteur courbure moyenne de norme constan-
te. En outre, le cas-limite correspond exactement a celui de linégalité de Friedrich. Par
conséquent p est la plus petite valeur propre de 'opérateur de Dirac DY .

1.3.2 Minorations en fonction du tenseur d’énergie-impulsion

Soit ¢ une section de ¥.M),,. Le tenseur énergie-impusion associé a ¢, noté Q?, est défini
sur My par :

QYX,Y) = %%e (<X wi -Vyp+Y wi-Vxo,o/|o] >),

pour tous champs de vecteurs X et Y tangents a M. Remarquons que
1
QX,Y) = 59?6 << X Vyo+Y - Vxo, ¢/lol? >) :

Le tenseur Q? est ainsi le tenseur énergie-impulsion intrinséque associé a ¢. C’est ce der-
nier tenseur qui apparait dans I’équation d’Einstein-Dirac (cf. [22]). Nous allons montrer
que Q¢ joue un role naturel dans les minorations de valeurs propres de Dy (comparer
avec [b1]) :

Théoréme 1.2 Soit M™ C M™™ une sous-variété riemannienne spinorielle compacte
d’une variété riemannienne spinorielle (M, g). Munissons le fibré normal de la structure
spinorielle induite. Soit Y un spineur propre de Dy associé a la valeur propre X. Supposons
que

S+ k1 +4|Q¥)2 > m*H|* > 0

sur M,y. Alors

1 2
2 s Z P2
N %(¢s+m+4|¢g = miH]) . (1.19)

Démonstration : Soit 1 un spineur propre de Dy associé a la valeur propre A. Pour
une fonction réelle lisse ¢ qui ne s’annule en aucun point de M, considérons la dérivée
covariante suivante, définie sur I'(XM,,,) par

1

Comme dans la preuve du théoréme 1.1, évaluons [,, |V@|?, :

1/5+S) +4Q¥?*  m|H|?
Q,)[2, — 1 2 2 - ¥ _
/M|v oo, /M< )3 - (s z
1 2m < H-Y,w -1 >?
— S A+ m)|—(H) -
) [y (4 P

Sous I'hypothese S + ry + 4|Q¥|> > |H|? > 0, posons

)} WJ'ZUg
)] ol (1.20)

q = |H| .
VS + k1 +4|QY12 — m|H|
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D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

. . 2
T

ce qui, par application du méme argument que dans le preuve du théoréeme (1.1), acheve
celle du théoreme (1.2).

[H[* =

(1.21)

O

Supposons maintenant que (3.2) est une égalité. Alors, pour le spineur propre ¢ considéré,

1
V=0 , D=3 (¢s+ ki + AQU2 — m|H|> et RV = 1) .
En outre,
<H-tpw, -tp>?
T
si bien que, d’apres le cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
wy - Q,D = fH ' ¢7
pour une fonction réelle f sur M. Comme dans le paragraphe précédent, nous en déduisons
que f = Sﬁ%f‘), et que la section v satisfait
Vi = ~QU(X) - . (1.22)

Par suite, le spineur ) peut étre vu comme un “spineur énergie-impulsion” (cf. [51]). Nous
appellerons une telle section un EM-spineur tordu (“EM” pour “Energy-Momentum”).
Le calcul de l'action du tenseur de courbure de EM . sur ¢ fournit une condition
d’intégrabilité pour 'existence d'un EM-spineur tordu :

1
(@) = (5 + SY +41QVP).
Cette relation implique, avec I’équation (1.22), que la section v est un “spineur propre”

de D3} associé a la fonction +14/S + k1 + 4|Q?[?. Remarquons que cette fonction est
constante si et seulement si |H| est constante.

1.3.3 Minorations conformes

Considérons maintenant un changement conforme de métrique g := e*g, oll u est une
fonction réelle lisse sur M. Soit

M, — XgM), (1.23)
¢ — ¢
I'isomorphisme unitaire induit entre les deux fibrés des spineurs correspondants. Rappe-
lons que, si ¢, 1 sont deux sections de XM, , et Z un champ de vecteurs sur M, alors

<¢7w>:<a7a>§ et 77522(?7
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ot Z = e *Z. Nous noterons également g = (e*g)m la restriction de g a M.
Cet isomorphisme commute avec l'isomorphisme (1.7). De plus, pour toute section ¢ de
> et tout champ de vecteurs X tangent a M,

vxazvxqs—%x-du-gb—%)((u)a,

avec X = e “X. La propriété de covariance conforme de 'opérateur de Dirac s’en déduit :
pour toute section ¢ de XM, ,

E( 6_(m2—1)ug—b> :e_(m;Uu_gb’ (124>

ott D désigne l'opérateur de Dirac D de (M, g). D’autre part, les champs de courbure
moyenne H et H pour les métriques respectives g et g sont liés par :

H=¢? (H — grad? u) (1.25)

Supposons que grad” u = 0. Si EH est l'opérateur Dy pour la métrique g, les équations
(1.24) et (1.25) impliquent que Dy est covariant conforme, i.e.,

Dy (e—(m51)“$> — o (D—ng5> (1.26)

pour toute section ¢ de XM,
Désormais, nous nous restreignons a des changements conformes réguliers de métrique,
ie., g=e*g, avec grad™u = 0 sur M.

Théoréme 1.3 Soit M™ C M™™ une sous-variété riemannienne spinorielle compacte
d’une variété riemannienne spinorielle (M, g). Munissons le fibré normal de la structure
spinorielle induite. Soit 1 un spineur propre de Dy associ¢ a la valeur propre \. Supposons
que, pour chaque changement conforme régqulier de métrique g := e**qg sur M,

Se? + ky +4|QY )P > m*H|* > 0

sur M,y. Alors

1 — 2
2 : u —
AT > 1 ﬁf (\/562 + k1 +4|QY|? m|H|) : (1.27)

Démonstration : Soit 1 un spineur propre de Dy associé a la valeur propre A et posons
n—1, — =

» = e 2 “1. La relation (1.26) donne Dyp = Ae™“p. De plus, pour tous champs de

vecteurs X et Y tangents & M : Q¥ (X,Y) = e “Q¥(X,Y), et par suite

Q7) = e >|Q¥P. (1.28)

L’identité (1.20), également valable sur (M ,G), peut étre appliquée a @ :

_ < P2 712
=09 B 5 [ Cuno 1(S—I—S<p—|—4|Q | m|H|g>} 9
_ 1 _z _ 24,
/J\/I‘v 90‘ v!] /]\/[( +mq) ()\6 ) 4 (1+mq2) q2 |90‘g Ug
1 2m ~ <H 3wl p>2
— — [ (1+mg [— AP - g } B2 v-
e i
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Puisque H = e “H et ?g = e 2ugl,

-0 o 1,Se® + SN +4|QY1>  m|H]2\7 _
/M]V olvy = /M(l—l—m(f)e 2 [Az——< L _m ‘)}M%g

4 (1+mg?) ¢
1 2\ . —2u 2m s <H-Yw-Yp>*7 _,
T R e e e [0

Comme dans la preuve du théoreme 1.2, posons

._ |H]|
q:= — )
V32 4k 41QV —m|H]

L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine immédiatement le résultat.
(I

Si I'hypothese dans le théoreme 1.3 est satisfaite par une fonction propre wu; associée
a la premiere valeur propre p; de 'opérateur de Yamabe, nous obtenons les corollaires
suivants :

Corollaire 1.2 Sous les hypothéses du théoréme 1.3, supposons de plus que m > 3 et que
i+ k1 +4|Q¥)? > m? H|? > 0 sur My. Alors

2

1
X > 1 inf (Wl Fr+ 4QU2 — m|H|>
P

Corollaire 1.3 Sous les hypothéses du théoreme 1.3, si M est une surface compacte de

genre zéro vérifiant ﬁ’&w) + k1 + 4|QY|> > 4|H|? > 0 sur My, Alors

2
1 8
2>~ inf _— 41Q%|?2 — 2|H .
A — 4 ﬁﬁ (\/Aire(M)+Hl+ Q7] | ’)

Supposons maintenant que 1’égalité a lieu dans (1.27). Alors, pour @ := e‘nT_l“E, ou 1
est un spineur propre de Dy associé a la valeur propre A,

V=0, wL-wze%-w ouce e {£1},

Al =3 (\/?62“ + k1 +4|QY|? — m\H|) et RNy = k1) .
D’apres (1.23) et (1.28), il vient £ = sgn(A) et

Vxi = %X codu st %du(X)@/) —QU(X) - (1.29)

avec du = %ﬁl;ﬁ\))' Les spineurs non nuls solutions de 1'équation (1.29) seront, par

comparaison avec [51], naturellement appelés des WEM-spineurs tordus (“WEM” pour
“Weak Energy-Momentum”).
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1.4 Remarque finale

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que le fibré normal d’une sous-variété peut
étre remplacé par un fibré vectoriel auxiliaire quelconque. En particulier, tous les calculs
précédents peuvent étre effectués intrinsequement pour un opérateur de Dirac tordu défini
sur la variété.

Soit (M™, g) une variété riemannienne spinorielle compacte. Soit £ — M un fibré vectoriel
riemannien de rang n sur M. Supposons E muni d'une connexion métrique V¥ ainsi que
d’une structure spinorielle. Soit XM (resp. X E) le fibré des spineurs de M (resp. de E).
Posons

Y=YXM®XFE.

La multiplication de Clifford d’un spineur ¢ dans X par un vecteur tangent X a M est
définie par :
X ¢ = (yu(X) ® ldsp) ().

Définissons la dérivée covariante produit tensoriel V sur I'(X) par
V=V @ldgg + Idgy ® V77,

ot VEM et V=F désignent les dérivées covariantes induites sur I'(XM) et T'(XE) respec-
tivement. Soit DYF l'opérateur de Dirac tordu défini dans une base orthonormée locale
(Xj)lgjgm de TM par :

DYF.T(E) — T(%)

¢ — Dif¢:=) X;-Vxo.
j=1

Pour une fonction réelle lisse f sur M, définissons 'opérateur de Dirac tordu “modifié”

f

D;:= D3y — =.
f M 9
Pour un réel A\, considérons les dérivées covariantes “modifiées” suivantes :

S (1-q)f
V¥ = Vx+-—"X +q\X-

X X 2(1 —mgq) T
S f
V¢ = Vx— —=— X +(-1)""X - + Q¥ (X)-

X X~ g +(=1)""¢q + QY (X)

ol Q¥ désigne désormais le tenseur énergie-impulsion intrinseque associé & 1.
Remarquons que ces dérivées covariantes s’obtiennent a partir de celles définies dans les
paragraphes 1.3.1, 1.3.2 et 1.3.3 sous la condition supplémentaire

H- = fwr -1

Cette derniere hypothese est inévitable lorsque I'on veut donner un sens intrinseque aux
dérivées covariantes “modifiées” précédemment définies. Des calculs identiques a ceux
menés dans les démonstrations des théoremes 1.1, 1.2 et 1.3 débouchent sur les résultats
suivants :

Soit (M™, g) une variété riemannienne spinorielle compacte munie d'un fibré vectoriel
riemannien spinoriel £ — M de rang n. Soit 1) un spineur propre de 'opérateur de Dirac
Dy associé a la valeur propre A :
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Proposition 1.2 Supposons que m > 2 et que m(S + 1) > (m —1)f% > 0 sur M. Alors

w2 g ing (/) - \fl)

Si de plus U’égalité a lieu, (M™, g) admet un spineur de Killing tordu.

Comme dans le paragraphe 1.3.3, la proposition précédente s’étend en considérant un
changement conforme de métrique sur M. Remarquons seulement que, pour le cas-limite,

Qv = %tr(Qtp)g pour un spineur propre .

Proposition 1.3 Supposons que m > 2 et que, pour chaque métrique conforme g = e*'g
sur M, m(Se** + k1) > (m —1)f* > 0 sur M. Alors

e (e )

Si de plus 1’égalité a lieu, (M™, g) admet un WEM-spineur tordu ¢ avec Q¥ = Lg, ol

pe o= —%(ge% + K1) .

Proposition 1.4 Supposons que S + k1 + 4|Q¥|> > f2 > 0 sur M. Alors

1 2
Xz ¢ inf (VS +m +41Q7F ~ If)
4 My,
Si de plus l’égalité a lieu, (M™, g) admet un EM-spineur tordu.

Proposition 1.5 Supposons que, pour chaque métrique conforme g = e**g sur M,
Se* + k1 + 4|QY12 > 2> 0 sur My. Alors

1 — 2
Xz it (VSGQ“W +4QV2 - |f|) :
Si de plus U’égalité a lieu, (M™,q) admet un WEM-spineur tordu.

Remarques 1.1

1. En supposant le tenseur de courbure normal nul et la fonction f constante, les condi-
tions nécessaires d’éqgalité dans les propositions 1.2 a 1.5 deviennent suffisantes. En
outre, si m est impair, ['opérateur de Dirac considéré doit éventuellement étre défini
a l'aide de la multiplication de Clifford opposée selon le signe de f.

2. Nous remercions C. Bar pour la remarque suivante : toutes les inégalités apparais-
sant dans les hypothéses des précédents théoréemes n’ont pas besoin d’étre supposées
strictes. Par exemple, le choix d’une fonction adaptée q. dépendant continument
d’un parametre € > 0, au lieu de q, permet d’obtenir les inégalités lorsque € tend
vers 0.
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Chapitre 2

Hypersurfaces des variétés
admettant des spineurs de Killing
imaginaires

2.1 Introduction

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte (connexe) de dimension m isométriquement
immergée dans I'un des trois espaces-forme M = R™! (I'espace euclidien), S™ (la
sphere ronde de courbure sectionnelle 1), ou H™™! (I'espace hyperbolique de courbure
sectionnelle -1). Considérons le probleme suivant : comment majorer de fagon optimale la
plus petite valeur propre A\; de l'opérateur de Dirac fondamental de M ?

Différents auteurs se sont penchés sur ce probleme (voir [3], [10], [15], [6]). Récemment, C.
Bar a donné des majorations optimales pour les hypersurfaces de R™*! et S™*+!. Les ma-
jorants obtenus dépendent de la norme L? de la courbure moyenne H de I'immersion ainsi
que de la courbure ambiante. Plus précisément, 'auteur a montré les résultats suivants
([6], Theorem 4.1) :

2 —~
A< W%W)/MH%Q, si M =R™, et

m2

2
A 4Vol (M)

/ (H? + 1)v,, si M = §™H

M

I’égalité étant atteinte pour les spheres géodésiques.

En revanche, si M est immergée dans H™"! C. Bar a prouvé que ([6], Theorem 4.4) :

m
Ml < Z(1H] oo + 1)

majoration qui n’est pas optimale : pour les spheres géodésiques de rayon r, 'inégalité est

stricte, et lim —22— = 1 ([6], p. 590). Une autre estimation en termes de la norme
r—0 M[H|[ec+1)

L? de la courbure moyenne et du rayon extrinseque de I'hypersurface a été donnée par le
méme auteur ([6], p. 587), mais son cas-limite n’est atteint par aucune hypersurface.
Dans ce chapitre, nous approfondissons ce cas en vue d’une nouvelle majoration optimale
pour A;. Nous démontrons le théoreme suivant, qui tient lieu d’analogue a celui établi par
E. Heintze pour le laplacien scalaire ([27]) :
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Théoréme 2.1 Soit (M, g) une hypersurface riemannienne (immergée) compacte et orientée
de H™*Y. Munissons M de la structure spinorielle induite. Alors la plus petite valeur
propre A1 de l'opérateur de Dirac fondamental de M satisfait :

) < 7 (11 1), (2.1)

Remarquons que les spheres géodésiques satisfont 1’égalité dans (2.1).

Dans le paragraphe 2.2, nous rappelons les propriétés de base du fibré des spineurs res-
treint. Par application du principe du Min-Max, nous démontrons alors dans le paragraphe
2.3 une estimation lorsque la variété ambiante admet un spineur de Killing imaginaire.
Puisque I'espace hyperbolique admet de tels spineurs, I'inégalité (2.1) en découle.

La difficulté dans cette approche réside dans le fait que, contrairement a celle des spineurs
de Killing réels, la norme d’un spineur de Killing imaginaire n’est pas constante sur la
variété. On ne peut méme pas la supposer constante sur I’hypersurface, car si c’est le cas
I'hypersurface doit étre totalement ombilique (cf. paragraphe 2.4).

2.2 Spineurs et opérateurs de Dirac sur une hyper-
surface orientée

Pour ces préliminaires sur les spineurs et les opérateurs de Dirac, nous nous référons a
[45], [14], [21], [11], et [58]. On pourra aussi voir [51] pour un traitement récent de ces
questions. .

Soit t : M — (M, g) une immersion d’'une hypersurface connexe et orientée M dans une
variété riemannienne spinorielle (M , g). Nous supposerons toujours la dimension m de M
supérieure ou égale a 2. Soit v : M — N M la section unitaire du fibré normal N M telle
que, pour toute base directe (X, ..., X,,) de TM, la base (X, ..., X;n,v) de T M|y soit
directe. Soit A 'endomorphisme de Weingarten de I'immersion ¢, défini par A := —Vv.
Nous munissons M de la métrique induite que nous notons g, de norme associée “| - |”
d’élément de volume v, et, lorsque M est compacte, de volume total Vol(M). Soient V et

Y

V les connexions de Levi-Civita respectives de (M, g) et de (]T/f . g).
Le fibré normal étant trivialisé par v, la variété (M, g) admet une structure spinorielle.

Notons M (resp. £M) le fibré vectoriel des spineurs de (M, g) (resp. de (M, g)). Posons

S XM si m est pair
T XM @XM sim est impair,
oll, pour m impair et j dans {0,1}, /M désigne le fibré vectoriel des spineurs sur M
sur lequel la forme volume complexe agit par (—1)’Id. Nous notons “-” (resp. “7) la

multiplication de Clifford sur ¥ (resp. sur SM |ar)-

Le fibré vectoriel ¥ peut étre muni d’un produit scalaire hermitien, noté < -, - >, ainsi
que d’une dérivée covariante V, qui satisfont les propriétés suivantes, pour tous champs
de vecteurs X et Y sur M et pour toutes sections 1 et ¢ de X :
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- <XM¢’¢>:_<w’XM¢>
o X(<¢7¢>):<VX¢7¢>+<¢;VX¢>
- Y . ) — VY - 4Y _
Vi (Y, 0) = VY o4 Y Vo
Le fibré vectoriel XM (et par conséquent XM |,) peut aussi étre muni d’une dérivée co-
variante V et d’un produit scalaire hermitien satisfaisant les mémes propriétés.

Il existe un isomorphisme de ¥ sur SM |,

X — ZM|M (2.2)
¢ — 9,

qui satisfait, pour tout champ de vecteur X sur M et pour toute section ¢ de X :
— XM¢est envoyé sur X - v - .

— Cet isomorphisme est unitaire par rapport aux produits scalaires hermitiens respec-
tifs
— Vis-a-vis des dérivées covariantes V et V :

Vyo = Vi + %A(X) s (2.3)

Les produits scalaires hermitiens sur ¥ et X M|y seront par suite notés de la méme
maniere, ainsi que la norme associée “| - |”. Remarquons cependant que cet isomorphisme
n’est pas unique, et qu’il ne préserve pas les dérivées covariantes comme l'indique (2.3).

L’isomorphisme (2.2) peut aussi étre choisi de sorte que I'action de iv sur SM |as induise
un champ d’endomorphismes sur ¥ satisfaisant, pour tout champ de vecteurs X tangent
a M et toute section ¢ de X :

(iv)? =1d

iv - ¢| = 9|

v (X - ) =—-X - (iv-

w-(X - 6)=—X - (iv-0)

Vx(iv-¢)=iv-Vxo

Si m est pair, le fibré vectoriel 3 se scinde sous 'action de la forme volume complexe en
¥ =Xt @ X", et Iaction de iv est donnée par :

i (¢"+ ) =3¢t — o7, ol o* € T,

Si m est impair, et si 7 : ¥°M — Y1M est I'isomorphisme induit par I’équivalence des
représentations spinorielles, ’action de v est donnée par

0 77!

T 0 '
Dans une base orthonormée locale (X;)1<j<, de T'M, soit D et D les opérateurs définis
par :

D::ZXjMVXj, EIZZXj'ﬁxj.
- =1

Jj=1
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L’opérateur D est appelé lopérateur de Dirac-Witten (cf. [61]). Ces deux opérateurs,
agissant respectivement sur les sections de ¥ et X M|y, sont liés par

Do =v- (ng . %@ , (2.4)

pour toute section ¢ de X, ot H := = > i1 9(A(X;), Xj) est la courbure moyenne de
I'immersion ¢.

Remarque 2.1 Sim est pair, l'opérateur D coincides avec Uopérateur de Dirac Dy de
la variété (M, g). Cependant, si m est impair, via 'isomorphisme ¥.°M z, YIM, et en
notant Dy; lopérateur de Dirac (M, g) agissant sur les sections de X°M

D =Dy & —Dyy,
c’est-a-dire

Vo', € T(2°M), D (" @ T(¢°)) = Dy @ —T (Dyy°).

Lorsque M est compacte, si (-,-) := [, < -, - > v,, de norme associée || - ||, 'opérateur
D est formellement auto-adjoint par rapport a (-,-) : pour toutes sections 1 et ¢ de X,

(DY, ¢) = (¢, D).

Les valeurs propres de D sont donc réelles.
Lemme 2.1 Le spectre de D est symétrique par rapport a l’origine.

Démonstration : 1l suffit de remarquer que, pour toute section ¢ de X2,
D (iv-¢)=—iv-(Dg),

par conséquent si ¢ est un spineur propre de D associé a la valeur propre A, alors iv - ¢
est un spineur propre de D associé a la valeur propre —A\.

O

Remarque 2.2 Sim est impair, toute valeur propre de Dy est une valeur propre de D.
Cependant, si \ est une valeur propre de D, alors X ou —\ est une valeur propre de Dyy.

Lorsque M est compacte, 'opérateur D étant elliptique, ses valeurs propres positives ou
nulles forment une suite croissante non bornée. La suite (A\g)r>1 des valeurs propres de
D (comptées avec multiplicité) sera en conséquence numérotée par ordre croissant des
valeurs absolues :

0 < M <o <ot SN S A <1en
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2.3 Majorations de valeurs propres lorsque la variété
ambiante admet des spineurs de Killing imagi-
naires

Nous supposons M compacte et connexe. Afin de majorer les petites valeurs propres de
D, nous allons utiliser la proposition bien connue suivante :

Proposition 2.1 (Principe du Min-Max) Pour tout entier k supérieur ou égal a 1,

M. = Min { Mazx {(D%,(Z))}}’

Eeer®) L geBn(or & ||o][2

ot le minimum est pris sur tous les sous-espaces vectoriels Ej de dimension k de I'(3).

L’application de ce principe est conditionnée au choix d’un sous-espace E} de sections

de ¥ (appelées sections-test), sur lequel est évalué le quotient de Rayleigh (ﬂ2ﬁ5¢). Les
trois espaces modeles portent des spineurs particuliers dont la restriction a M forment
des spineurs-test naturels, a savoir des spineurs de Killing. Rappelons qu’étant donnée
une constante complexe «, un a-spineur de Killing sur (M, g) est une section ¢» de XM

satisfaisant, pour tout champ de vecteurs Z sur M,
6 Z¢ =a/- Qﬁ

Si une telle section non nulle existe, le nombre « doit étre réel ou imaginaire pur, et la
variété (M, g) étre d’Einstein & courbure scalaire constante égale & 4m(m + 1)a? ([11],
[21]). Un spineur de Killing n’admet pas de zéro puisqu’est une section parallele pour la
dérivée covariante Z — V 7 —aZ-. 1l existe cependant d’importantes différences entre les
spineurs de Killing réels et imaginaires, particulierement concernant la norme |¢| d'un tel
spineur : cette fonction est constante sur M lorsque « est réel, alors qu’elle ne peut étre
constante lorsque « est imaginaire pur.

L’espace euclidien et la sphere ronde admettent des spineurs de Killing réels ; ceux-ci sont
paralleles sur R™*! (i.e. o = 0), et sont des +1-spineurs de Killing sur S™™. C’est en
calculant le quotient de Rayleigh sur de tels spineurs que C. Béar a obtenu des majorations
optimales pour les hypersurfaces de R™*! ou S™*! ([6], Corollaries 4.2 et 4.3).

Par opposition aux deux autres espaces-forme, l'espace hyperbolique admet des j:%—
spineurs de Killing. L’idée qui se présente naturellement consiste a reprendre la méthode
précédente et remplacer un spineur de Killing réel par un spineur de Killing imaginaire.
Nous y ajoutons cependant un raffinement en comparant les carrés des opérateurs de Di-
rac et Dirac-Witten. Cette relation permet une évaluation rapide du quotient de Rayleigh
calculé sur la restriction d’un spineur de Killing imaginaire.

Lemme 2.2 Pour toute section ¢ de X3,

m2H?

4

D2¢:ﬁ2¢+%dﬂ-u~¢+ o.
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Démonstration : Dans une base orthonormée locale (X;)i<;j<y, de TM,

Dw-¢) = > X; Vxv-¢+X; v Vx,o
j=1

= mH¢ —v- D¢.

De ﬁqb =v- (D(;S — %gb) et cette identité, nous déduisons :

D% = mH(Dgzﬁ—%qb) —y-lA)(qu—%eb)

— mH (Dqs - mQ—Hgb) —vev- (D% - %D(Hgb) - %Dgﬁ + mifp ¢>)
— mH (ng— #qﬁ) + D% — %dH - #ng— mTHD¢+ m24H2¢

m2H?
4

- D%-%dH-y-qs— o,

O

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le principal théoreme de ce paragraphe.

Théoréme 2.2 Soit (M, g) une hypersurface riemannienne (immergée) de dimension m
compacte et orientée d’une variété riemannienne spinorielle (M, g). Munissons M de

la structure spinorielle induite. Supposons que (M, g) admet un espace de dimension N
d’a-spineurs de Killing, avec o € iR*. Alors

(w)? < “ (|| = 4laP) (2.5)

Démonstration : Soit 1 un a-spineur de Killing non nul sur (M g) i.e. une section non

nulle de SM satisfaisant V z¢ = aZ -1 pour tout champ Z sur M. Evaluons ﬂ J"';Z’ D79)

Puisque v est un a-spineur de Killing sur (M . 9),
D* = —m’|al*y,

et le lemme 2.2 entraine
2 H2

D2¢=—m2|a|2¢+ Y+ dH v -1

Prenons le produit scalaire hermitien de cette identité avec ¢ et identifions-en les parties
réelles :

Re (< D*p,¢p >) = —m?|a[Y[* + WlQ
Nous obtenons 'expression suivante pour le quotient de Raylelgh :
(D2, ) m? [y, H? 4l
(¥, ) 4 fo PP

L’application du principe du Min-Max donne immédiatement 'inégalité (2.5).

= —m?|al® + (2.6)
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Remarques 2.1

1. L’inégalité (2.5) entraine en particulier
[H]|oo = 2]a].

Nous réobtenons le fait que la courbure moyenne d’une hypersurface compacte M
de l’espace hyperbolique ne peut étre arbitrairement petite. Rappelons que ceci vient
¢galement comme conséquence d’une magjoration de valeurs propres de A. El Soufi
et S. Ilias pour le laplacien scalaire (cf. [18]).

2. Lorsque la variété ambiante est [’espace hyperbolique (de courbure sectionnelle con-
, \ . . . . m+1 i . 17
stante égale a -1), il existe un espace de dimension 2[371 de 5-spineurs de Killing, et

un espace de dimension 21571 de (
2.2 se traduit sous la forme :

—%) -spineurs de Killing. Dans ce cas, le théoréme

m2

Ow)? < - (1|, = 1)
avec N = 2.2[%“], ce qui implique le théoréeme 2.1.

Nous terminons ce paragraphe par 1’étude du cas-limite pour la plus petite valeur propre
dans le théoreme 2.2.

Proposition 2.2 Sous les hypothéses du théoréme 2.2, supposons de plus que
2

() = = (HI = 4lal)

Alors la courbure moyenne H doit étre constante, et la restriction de chaque a-spineur
de Killing a M doit étre un spineur propre pour D* associé d la plus petite valeur propre 3.

Démonstration : D’apres la caratérisation variationnelle de la plus petite valeur propre, si
’égalité est atteinte, alors chaque a-spineur de Killing ¢ sur (M, g) vérifie :

D) = N,

Mais le lemme 2.2 implique par suite

2
A2 = mI (H? —4|a|2)w+%dH-y-w.

Prenant le produit scalaire hermitien de cette égalité avec 1), il vient par identification
des parties réelles

m2

2 =" (17— 4jaP).

et par conséquent la courbure moyenne H est constante sur M.
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2.4 Spineurs de Killing imaginaires de norme constante
sur une hypersurface

La norme d’un spineur de Killing imaginaire non nul n’est pas constante sur la variété
M. Mais l'existence d'un a-spineur de Killing de norme constante sur ’hypersurface M
suffirait & obtenir une majoration L? pour les petites valeurs propres de D. Nous allons
montrer que ceci n’est en général pas possible. Les propositions suivantes étendent des
résultats prouvés par H. Baum pour les hypersurfaces des variétés admettant des spineurs
de Killing imaginaires de type 1 (voir [9], pp. 145-150, et corollaire 2.1).

Proposition 2.3 Supposons qu’il existe un a-spineur de Killing ¢ sur (M, g), avec o
imaginaire, qui soit de morme constante sur M. Alors Uhypersurface M est totalement
ombilique.

Démonstration : Soit V4 le champ de vecteurs sur M défini par :
g(V¢,Z> ::i<¢7 Z'¢>7

pour tout champ Z sur M. Soient J1 et fo les fonctions sur M respectivement définies
par [p? et i < ¢, v- ¢ >=g(Vy, v). Puisque grad)’ (|¢|*) = 2iaVj, le champ de vecteurs
V¢‘M est, sous I'hypothese |¢| constante sur M, orthogonal a T'M en chaque point, i.e.,

V¢|M = fav.
Mais pour tout champ de vecteurs Z sur M ,
V2V, = 2ialp]*Z.

En effet, fixons une base orthonormée locale (e;)1<j<m+1 de TM. Alors

m+1
ViV = iy (< Videj-¢>+<be; Vb >> e;
j=1
m+1

= 0 (<Z-¢ej-0>+<e;-¢,Z-¢>)e;
j=1
m+1

= 2ia )y g(Z,¢))|ofe;
j=1
= 2ial¢]*Z.
D’autre part, pour tout champ X tangent a M,
6XV¢>\M = X(f2)v — LA(X).

Par identification des composantes tangentielles et normales de 1’égalité précédente, il
vient :

X(f2) = 0
f2A(X) = —2ZOéf1X
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Nous en déduisons que f, est constante sur M ; cette constante ne peut étre nulle, sinon
la fonction f; s’annulerait aussi par la seconde identité, si bien que
Qiozfl

AX) = ==X,

i.e. M est totalement ombilique.

O

Il est bien connu que les hypersurfaces totalement ombiliques des variétés d’Einstein sont
a courbure moyenne constante. Si de plus (M, g) admet des spineurs de Killing, on peut
également prouver l'existence de tels spineurs sur I’hypersurface M.

Proposition 2.4 Supposons que (M, g) admet un a-spineur de Killing ¢, avec o réel
ou imaginaire, et que I'hypersurface M est totalement ombilique. Alors M est a courbure
moyenne constante et admet un spineur de Killing.
Plus précisément, soit
H .
5 sia=0
-

2
B1B2  sinon,

ou B et By sont deux constantes telles que (31)* = % —ia, ()% = % + ia. Alors la
section v définie par

w_{(ﬁ stax=10
T\ Bile+iv- @) + Bo(d—iv- @) sinon

satisfait, pour tout champ de vecteurs X sur M,

En outre, si B # 0, la section ¢ induit un £0-spineur de Killing non nul sur (M, g). Si
B =0 ety =0, alors ¢ induit un spineur paralléle non nul sur (M, g).

Démonstration : Le premier point de la proposition 2.4 est un fait élémentaire, nous le
rappelons en détail. Soit R le tenseur de courbure ambiant, défini sur tous champs de
vecteurs Z et Z' sur M par :

§Z,Z/ = %[Z,Z’] - [%Z; 62/]

Soit Ric le tenseur de Ricci de (M , g). Pour tous champs de vecteurs X et Y tangents a
M, I'équation de Codazzi-Mainardi

VXA(Y) — VYA(X) = EX,YV

implique, dans une base orthonormée locale (X;)i<j<n, de T'M,
JA(X) = =) VxAX;,X)
j=1
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j=1

= — ZVXA(vaXj) - Zg (EX]-,XV, Xj>
i=1 =t

= D VAU, X) + B Xv)

j=1

ie. 0A = —mdH + /R\ZE(I/)T, ol ZT est le projeté orthogonal du champ Z de TM‘M sur

TM. Comme la variété ambiante est d’Einstein, j%\i/c(z/)T = 0; puisque I'hypersurface M
est totalement ombilique, A = —dH et nous déduisons de l'identité précédente que

(m—1)dH =0,

i.e. M est a courbure moyenne constante.

Nous pouvons alors construire un spineur de Killing sur (M, g) a l'aide du spineur de
Killing ¢ (comparer avec [8], pp. 221-222). Pour tout champ X tangent a M, la relation
(2.3) entraine

H
VX¢:iaX-V-iV-¢—EX'V~¢.

Par suite, le champ d’endomorphismes v étant parallele (cf. paragraphe 2.2),

H
VX(@'I/-d)):—@'ocX-I/-gb+?X~V~iV-¢7

si bien que
: H . :
Vx(p+iv-¢)= —(§+za)X-y-(¢—w-¢).
De la méme maniére, Vy (¢ —iv-¢) = —(£ —ia)X -v- (¢ +iv - ¢). Nous déduisons que :

Vxy =—pX i .

Lorsque 8 # 0, ¢ +iv-¢ # 0 et ¢ —iv- ¢ # 0. En effet, si iv - ¢ = €¢ pour un ¢ dans
{£1}, pour tout champ X tangent a M, Vx(iv - ¢) = eVxo et Vx(iv-¢) = —eVxo,
dont on peut conclure que V¢ = 0. Mais

Vié = (ias = )X ; 9,

donc H = 2iae et § = 0, ce qui contredit '’hypothese 3 # 0. De plus, si ¢ +iv - ¢ # 0
et ¢ —iv - ¢ # 0, alors ces deux sections sont orthogonales, et par suite linéairement
indépendantes, en tout point. On en déduit que ¢ # 0.

Lorsque 8 = 0, le spineur ¥ ne s’annule pas sauf si iv- ¢ = €¢ : mais dans ce cas, ¢ induit
un spineur paralléle non nul sur (M, g).

Remarques 2.2

1. La variété M n’est pas supposée compacte dans les propositions 2.3 et 2.4.
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2. Si l'on suppose que, sur une hypersurface riemannienne orientée M de (M, g), le
spineur ¢ défini ci-dessus satisfait I’équation (2.7), alors on peut montrer que M
doit étre totalement ombilique dans M. La réciproque de la proposition 2.4 est par
conséquent vraie.

3. Lorsque M est compacte et totalement ombilique dans une variété riemannienne
spinorielle admettant un espace de dimension N d’a-spineurs de Killing, comme la
courbure moyenne H est constante, il vient :

2 m® 2
Ay < 7 (H +4a%).
Mais, d’apres les équations de Gauf, puisque M est totalement ombilique, les cour-
bures scalaire et moyenne sont liées par :
S=m(m—1) (H?+4a?) . (2.8)

En particulier, la courbure scalaire S de (M, g) est constante. En utilisant 'inégalité
de Friedrich ([19]), nous obtenons la suite d’inégalités :

2
ms <A< S0} S T (Y +da?).

4(m—1) =
Or, Uidentité (2.8) implique que toutes ces inégalités sont en réalité des égalités.
Par suite,
msS
N= "2
4(m —1)

qui n’est rien d’autre que le cas-limite dans linégalité de Friedrich et entraine donc
lexistence de spineurs de Killing réels. Nous redémontrons par conséquent [’exis-
tence de tels spineurs sur M directement grace a des estimations de valeurs propres.

A un a-spineur de Killing imaginaire ¢ sur M est associé un invariant conforme, noté g,
défini par (cf. [11], [9], et chapitre 3)

g = (m+1)%al* (|o" — [V, [) .

Cet invariant est une constante positive ou nulle sur la variété M. Si gs est nul, le spineur
¢ est dit de type 1, sinon ¢ est dit de type 2.
Nous déduisons des propositions 2.3 et 2.4 le corollaire suivant :

Corollaire 2.1 Supposons que (]T/[/, g) admet un a-spineur de Killing imaginaire ¢ de
norme constante sur [’hypersurface compacte M. Alors M est totalement ombilique a
courbure moyenne constante, (M, g) admet un spineur de Killing réel non nul et, si N

désigne la dimension de l’espace des a-spineurs de Killing sur (M, g) :

msS m?2
— =N =...=)=— (H*—4]a)?
4(m —1) ! Ny ( o).

ot S est la courbure scalaire de (M, g). De plus, (M, g) admet un spineur paralléle non
nul st et seulement si ¢ est de type 1 sur M.
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Démonstration : Sous les hypotheses du corollaire 2.1, la premiere assertion vient comme
une conséquence immédiate des propositions 2.3 et 2.4 ; comme M est supposée compacte,
tout spineur de Killing induit sur M est nécessairement réel (cf. également les remarques
2.2). En outre, les calculs dans la démonstration de la proposition 2.3 montrent que

; 2
Vog=1<o,v-p>vavect < ¢, v-¢>= —%. Par conséquent,

4o = (m + 1P| (1 - 4'“'2)

2
sur M, ce qui acheve la preuve du corollaire 2.1.

O

Exemple 2.1 Comme nous I'avons vu dans les remarques 2.2, toute hypersurface com-
pacte totalement ombilique d’une variété riemannienne spinorielle admettant un a-spineur

de Killing satisfait
2

m
4
et donc, lorsque « est imaginaire, 1’égalité dans le théoreme 2.2. Or les variétés rie-
manniennes spinorielles completes admettant des spineurs de Killing imaginaires ont été
classifiées par H. Baum dans [9] et [8]. Une variété riemannienne spinorielle complete ad-
met un a-spineur de Killing imaginaire de type 1 si et seulement si elle est isométrique a
un produit tordu

N =— (H* +4a°),

(F xR, e"hadt?),

ou (F, h) est une variété riemannienne spinorielle complete admettant un spineur parallele.
D’autre part, en dimension différente de 3 et 5, la seule variété riemannienne spinorielle
complete admettant un j:%-spineur de Killing de type 2 est I’espace hyperbolique. Il est
a remarquer que, sur I’espace hyperbolique, il existe des spineurs de Killing imaginaires
de type 1 en toutes dimensions, alors qu’il n’existe de spineurs de Killing imaginaires de
type 2 qu’en dimension différente de 3 et 5.

1. Soit (M, g) = (F™ xR, e¥h @ dt?), ou (F™, h) est une variété riemannienne
spinorielle admettant des spineurs paralleles. Supposons F' compacte. Puisque I’ est
totalement ombilique dans M, cette variété satisfait le cas-limite dans le théoreme
2.2.

2. Soit (]Tf , g) = (H™ g), I'espace hyperbolique & courbure sectionnelle -1. Toute

sphere géodésique est totalement ombilique dans M , et satisfait par conséquent
I'égalité \2 = mTQ (H? —1). Signalons cependant que, comme dans les cas des hyper-
surfaces de R™*1 et S™*1 la question de savoir si les spheres géodésiques sont les
seules variétés-limite demeure ouverte.

Remarque 2.3 On peut aussi déduire de (2.6) qu’étant donné un a-spineur de Killing
imaginaire 1 sur (M, g),

m2C
A< —m2lal? + A A / 2
vs -l o /o
avec Cy, = %. Comme dans la proposition 2.2, il est facile de prouver que, si [’égalité

est atteinte dans cette majoration, alors la norme || de 1 est constante sur M. Celte
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estimation donne en conséquence un mauvais résultat pour les hypersurfaces de l’espace
hyperbolique, car si le spineur v est de type 1 sur H™T!, les seules hypersurfaces de niveau
possibles de la fonction || sont celles admettant des spineurs paralleles (corollaire 2.1),
ce qui n’est évidemment pas la situation d’une sphere géodésique.
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Chapitre 3

Hypersurfaces des variétés
admettant des spineurs-twisteurs

Le paragraphe 3.2 de ce chapitre a fait 'objet d’une publication ([23]).

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons une autre approche du probléme consistant a ma-

jorer extrinsequement les valeurs propres de 'opérateur de Dirac fondamental sur une hy-
persurface. Cette approche repose sur la propriété de covariance conforme de 'opérateur
de Dirac. Comme les spineurs de Killing réels se révelent étre les meilleurs spineurs-test
pour le principe du Min-Max, nous supposons l'existence de tels spineurs dans la classe
conforme de la métrique ambiante, et démontrons dans le paragraphe 3.2 une majora-
tion de A;. Les trois espaces modeles constituent les premiers exemples de telles variétés
ambiantes, puisque H™*! peut étre conformément plongé dans la spheére ronde ou la
boule unité de méme dimension. Nous montrons ensuite que 'inégalité obtenue étend les
résultats de C. Bér pour les hypersurfaces de R™*! ou S™*! ([6], Theorem 4.1), et est
optimale pour une hypersurface de H™*! (voir exemple 3.1).
Plus généralement, un lemme de A. Lichnerowicz permet de considérer des variétés am-
biantes admettant des spineurs-twisteurs : s’il existe un spineur-twisteur sur une variété
riemannienne spinorielle, alors il existe pour une métrique conforme un spineur de Killing
réel en dehors de l’ensemble des zéros du spineur-twisteur. Nous allons montrer dans
le paragraphe 3.3 que, méme dans le cas ol un spineur-twisteur ambiant a un zéro sur
I'hypersurface, on peut donner une majoration L? de A;. Via I’étude de la restriction
d’un spineur-twisteur a une hypersurface, cette méthode s’avere fournir des exemples de
variétés-limite pour les estimations conformes de valeurs propres, i.e. des hypersurfaces
pour lesquelles les inégalités sont des égalités.

3.2 Immersions conformes dans les variétés admet-
tant des spineurs de Killing

Nous rappelons dans un premier temps les relations de base entre spineurs et métriques
conformes (on pourra aussi consulter [45], [14], [7], [36] ou [30]). Soit g := €?“g un chan-
gement conforme de métrique sur M , ou u est une fonction réelle lisse sur M. La variété
(M, g) étant spinorielle, soit 37 son fibré vectoriel des spineurs, et “*” la multiplication
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de Clifford sur Zgﬂ .

Il existe un isomorphisme unitaire,
M — XM
¢ — ¢
satisfaisant, pour tout champ de vecteurs Z sur M et toute section ¢ de SM ,
Z-p=e"Z7¢.

Un tel isomorphisme existe également de X sur X3, qui sera noté de la méme maniere.
Les dérivées covariantes respectives V et V9 sur ¥ resp. Y3 sont liées par la relation
suivante : pour tout champ de vecteurs X tangent a M et toute section ¢ de X2,

_ 1 1 —

ol du := d(uy,,). Une relation analogue existe pour les dérivées covariantes V et V7 : pour
tout champ de vecteurs X tangent a M et toute section ¢ de EM‘ o

V5= Vo - 2X 9 - LUK Lau(x)a (3.1)

Théoreme 3.1 Soit (M, g) une hypersurface riemannienne (immergée) de dimension m
compacte et orientée d’une variété riemannienne spinorielle (M, g). Munissons M de la
structure_spinorielle induite. Supposons que, pour une métrique conforme g = e?q, la
variété (M, g) admet un espace de dimension N de spineurs de Killing réels. Alors

2

Ow)* < i . 0+ RO) v+ gz el (32

ou, dans une base orthonormée locale (X;)1<j<m de TM,

R(¢) S S > KX, X)),

m(m —1) 1<i#j<m

et K est la courbure sectionnelle de (M, g).

Démonstration : Soit 1) un a-spineur de Killing sur (M J); le nombre « est ici supposé

( ||w_1|b|2¢ ), ou, comme dans le paragraphe 2.2, 9 est

identifié & une section de 3 via I'isomorphisme (2.2).

Afin de mener a bien ce calcul, il est non seulement nécessaire de comparer les carrés de
D et D mais aussi de mettre en relation les opérateurs de Dirac-Witten D et D associés
respectivement aux métriques g et g.

réel. Evaluons le quotient de Rayleigh
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Lemme 3.1 Pour toute section ¢ de X2,
~ — - _ -
Dgp=e" (ng + deu S+ %IJ(U)I/ : qb).

Démonstration : Soit ¢ une section de X. Appliquons la formule (3.1) en utilisant le fait
que, si (X;)1<j<m est une base g-orthonormée locale de T'M, alors (e "X;)1<;j<m €st une
base g-orthonomée locale de T'M :

96 = D¢ X TVEe

J=1

_ v(u)
— (Zx V0 X X; - du ¢—TX X;v-g+ du( j)Xj.gb)

= e <D¢+ du'qﬁ—l—mg(u)%qﬁ).
([
Nous déduisons du lemme 3.1 que
ZA)@/) = —mae') — m2— 1du ) — %V(U)V ).
Calculons maintenant D% :
D(e"y) = d(e") -+ e"Dy
= 2u m- 3e”du “h — %e“u(u)y - ).
D’autre part, en notant A le laplacien scalaire de (M, g),
D(du-v) = Y X; Vxdu-p+ Y X;-du- Vi
j 1 j 1
= ZX -V, du - w—i—Zg DX v —du- ZX Vx,
7j=1
— 2 Z du(X;)V x, 0
j=1

= (A + A(du) - v - — du - Dip — 2V gut).

Or, d’apres (3.1),
Vauth = aedu - + %V(u)du v,
par suite
D(du-1) = (Aw)t+ A(du) - v -+ (m —2)ae 2 v(u)du-v-1.
De plus,
D) = d(w(w)-v- o+ mHy(u)i - v(u - Dy
= d(v(u))-v-¢Y+mHv(u)yp + maetv(u)y - — oo 11/(u)du v
- T,



Nous obtenons donc :

(m—1)? m—1
TW“W’ — T(AUW

2 2 2
s+ P,

~ -1
D*p = m2ae*™p — aetdu - — mTA(du) v+
m—1

T

viu)du-v -1 — %d(y(u)) ‘v —

Le lemme 2.2 entraine :

D = (2 = 2Hu(w) + v + 40 v+ gy - T Ly

+ Xo-v+Yo-v-9,
ou Xy et Yy sont les champs de vecteurs tangents a M définis par :

Xo = —aetdu
Yo = m; L w)du — Adu)) + %d (H — v(u)).

Remarquons que, si Hy est la courbure moyenne de I'immersion M — (]\7 ., 9),

H? —2Hv(u) +v(u)® = (H—v(u))?

62“H§2.
D’apres A. El Soufi et S. Ilias ([18], Proposition 2),

m — 2

_ 2
e (H:+ R(1)) = H* 4+ R(1) |dul* + — A, (3.3)

avec R(1) := R(1,9).

Mais si (]Tj , g) est d’Einstein a courbure scalaire p, alors R(1) = Dans notre

(m+1)
m(m+1)°
situation, il vient donc R(1) = 4a?, et la relation (3.3) entraine :

m2

D% =
¢4

1 1
(H + R() 4 JldulPv + S (Dupp + Xo -0+ Yo-v-v. (3.4)
Puisque 1) est de norme constante sur M , le spineur v est aussi de norme constante sur M,
norme que nous supposons désormais égale a 1. En prenant le produit scalaire hermitien
de I’égalité (3.4) avec 1), nous obtenons :

m2

< D*, p >= 1

1 1
(H* + R(1)) +Z|du|2+§Au+<X0~w, >+ <Yyv-, >,
Les champs X, et Yy sont des champs de vecteurs tangents a M, par conséquent les
deux derniers termes sont imaginaires purs. Comme 'opérateur D est formellement auto-
adjoint, ces termes ne sont pas nécessaires au calcul du quotient de Rayleigh. En intégrant
sur M, il vient :

(DQIDﬂﬂ) m2 9 1 ,
(W, 0)  4Vol(M) /M<H +R<L>)vg+W/M|dul g.

Cette relation est vraie pour tout a-spineur de Killing ¥ sur (]\A/[/ , 7). Le principe du
Min-Max donne donc le résultat.
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Remarques 3.1

1. St la fonction u est constante sur M, i.e. s1 la variété (M, g) admet elle-méme des
a-spineurs de Killing avec « réel, l'inégalité (3.2) est celle prouvée par C. Bdr dans
[6] (Theorem 4.1), car dans ce cas R(1) = 4a?.

2. Lorsque m = 2, Uintégrale [,, (H* + R(1))v, est l'intégrale de Willmore. Cette
intégrale est invariante par changement conforme de métrique sur M.
3. Lorsque la variélé ambiante M est simplement connexe, la structure spinorielle

de (M, g) est préservée sous l'action des difféomorphismes conformes conservant
Uorientation. L’inégalité (3.2) peut alors étre améliorée :

m? 1

My < e H? ———inf { [|dv][7.
N = 4V01(M) /]\/[( +R<L)) U9+ 4V01(M) n {H U”L (M)}a

ot linfimum porte sur tous les difféomorphismes conformes vy de (M, g) et les fonc-
tions v sont données par : €*°g := v*q. D’aprés Uéquation de Gauf, cette inégalité
est équivalente a

% < ge—enn L. 5t e Ml
4(m — 1)Vol(M) Jp, 4(m — 1)Vol(M)
1 ,
+ Vol (M) inf {HdUHL?(M)}a
ou T désigne le tenseur d’ombilicité, i.e. T := A — HId. On pourra comparer ce
résultat a celui obtenu par I. Agricola et T. Friedrich lorsque m =2 (cf. [1], Theo-

rem 2).

Nous examinons maintenant le cas-limite dans le théoreme 3.1 pour la valeur propre ;.

Proposition 3.1 Si (M, g) admet un nombre mazimal de spineurs de Killing réels non-
paralleles, alors

m2

1
N=—— H? ———||dul %2 .
= e . U+ RO+ o el (35)

si et seulement si du =0 et H*> + R(1) est constant égal a %.

Démonstration : Si (3.5) a lieu, pour tout spineur de Killing réel 1 sur (M, 9),
D) = A2y,
Mais l'identité (3.4) entraine
2

m

AQ
17y

1 1
(H? + R(v)) + Z|du|2 + §Au,

dont nous déduisons que
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S’il existe un nombre maximal d’a-spineurs de Killing sur (]Tj , ) (le. N = 2[%“}), alors
Xo et Yy s’annulent identiquement sur M. En effet, fixons un point x sur M, et soit ¢
dans ¥, M|y 11 existe un spineur de Killing  sur (M, g) tel que v, = ¢. L’identité
précédente entraine par conséquent que 1'égalité Xo(x) - ¢ + Yo(z) - v - ¢ = 0 est vraie
pour tout ¢ dans N, M |rs. La représentation Cl,, 1 — (C(Q[MTH]) de algebre de Clifford
complexe Cl,, ;1 étant injective, on en déduit que Xo(x) + Yp(x) - v, = 0, dont découle :
Xo(x) = Yo(z) = 0. En outre, si a # 0, alors du = 0 d’apres la définition de Xj.

Remarques 3.2

1. St o # 0, alors dans le cas-limite Ay # 0 et ) ne peut étre un spineur propre pour
D.

2. Lorsque (M, g) admet un spineur parallele (i.e. si « =0), on ne peut conclure de
(3.5) que du = 0, méme s’il existe un nombre mazximal de spineurs paralléles sur
(M, g). Si (M, g) est Uespace hyperbolique, ce fait peut s’expliquer par l'existence
d’une métrique conforme sur H™! admettant des spineurs paralléles mais pour

laquelle les hypersurfaces satisfaisant du = 0 ne sont pas compactes (cf. paragraphe

Exemple 3.1 Soit (H™"!, g) I'espace hyperbolique de dimension m + 1 (et a courbure
sectionnelle constante égale & —1).

1. Considérons son modele en demi-sphere

{z=(21,..., Tms2) ER™? 2f+ ... +22 ., =1¢€t 2y > 0},

1
2
wm+2

ronde S™*1. Puisque (S™*!, gy) admet un espace de dimension 21571 de %—Spineurs

munie de la métrique g := go, ol go est la métrique standard sur la sphere

de Killing, ainsi qu'un espace de dimension 21" de (—%)—spineurs de Killing, le
théoreme 3.1 s’applique et on obtient, en posant N := 2.21"57] pour 1 <k <N,

m? 1
M<——— [ (H -1 e / 2>
k= AVol(M) /M( ) g + Vol(h) J,, 0(emt2 s éms2)Vo
ottel 1 est le projeté orthogonal du vecteur e,,12 = (0,...,0,1) de R™*2 sur 'espace

tangent a M. De plus, si le cas-limite dans cette inégalité est atteint pour A\, d’apres
la proposition 3.1, la fonction z,,,o est constante sur M, i.e. M est une sphere
géodésique centrée en e, 2. Nous réobtenons le fait que, pour une sphere géodésique

de H™H!,
2
m
2. D’un autre point de vue, on peut considérer (H™*!, g) comme B™"! la boule unité
de R™*! munie de la métrique ¢ := —21_go, ol gy est la métrique standard sur

(1—]=[?)
B™!. Posons N := 21"57]. Puisque (B™"!, go) admet un espace de dimension N de
spineurs paralleles, nous obtenons : pour 1 < k < N,

m2

2 2 1 T T
>‘k S W/NI(H —1) Ug+W/M,go($ , L )Ug, (36)
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ot 7" est le projeté orthogonal du vecteur-position z dans B™*! sur I'espace tangent
a M. Remarquons que toute sphere géodésique centrée a l’origine satisfait 1’égalité
pour A\; dans (3.6), puisque 7 = 0 sur cette hypersurface.

En outre, il existe une majoration extrinseque du terme de gradient |]du|\%2( ary ¢ Si

R désigne le rayon extrinseque de M dans H™"!, J-F. Grosjean a démontré dans
26] (inégalité (22), Chap. 5) que

/M |du*v, < ; (m _ﬂl (_}5?: (%)2) (/M H?v, — cothQ(R)Vol(M)) ,

avec égalité si et seulement si M est une sphere géodésique, auquel cas le membre de
droite s’annule. On peut donc déduire de (3.6) I'inégalité suivante : pour 1 < k < N,

2

o< [ (g2
k= IVol(M) /M( ) %

th ()’ 1 , ,
16 (m — 1 - (£)°) (Vol(M) /MH vy — coth (R>> .37

Le cas-limite pour A\; dans (3.7) est atteint seulement pour les spheres géodésiques.

3.3 Restriction de spineurs-twisteurs sur une hyper-
surface

Nous supposons maintenant que la variété (M g) admet un spineur-twisteur non nul, i.e.

une section non nulle ¢ de SM appartenant au noyau de I'opérateur de Penrose P défini,
pour tout champ de vecteurs Z et tout spineur ¢ sur M par :

Py =Vzp+ %Z Dy,
ot D37 est 'opérateur de Dirac fondamental de (]Tf , g). L’opérateur de Penrose, qui envoie
F(T*M ® TM ) dans F(EM ), peut étre vu comme le “complémentaire orthogonal” de
l'opérateur de Dirac D5, puisqu’il s’obtient en projetant la dérivé covariante spinorielle v
sur le noyau de la multiplication de Clifford (cf. [11], [30], [36], [45]). Les spineurs-twisteurs
généralisent également de maniere naturelle les spineurs de Killing, car un spineur de
Killing est un spineur-twisteur qui est propre pour Dy;.
La principale propriété mise en jeu dans ce paragraphe est celle de covariance conforme
de I'opérateur de Penrose : si § = €?“g est une métrique (hsse) conforme a g, alors pour
toute section ¢ de S M et tout champ de vecteurs Z sur M

P} (e5p) = % Py,
ot P9 est I'opérateur de Penrose de (M , 9). Cette relation entraine plusieurs propriétés
importantes des spineurs-twisteurs, parmi lesquelles nous rappelons les plus intéressantes

en regard de notre probleme (pour d’autres propriétés, cf. [11] et [40] a [44]) :

Proposition 3.2 ([48], [20], [40]) Soit ¢ un spineur-twisteur non nul sur (]Tf, g) :
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1. Il existe un invariant conforme attaché a ¢, noté q, et défini par :

(m+ 1)

4o = 0P IDg0 — T grad )l (16)

Cet invariant est un nombre positif ou nul.

2. Les zéros de ¢ forment un sous-ensemble discret de M noté Zy.
3. La variété (M\ 24,9 = ‘¢|4g) admet un spineur de Killing réel non nul. De plus,

le spineur o] est paralléle si et seulement si gg = 0.

d>

3.3.1 Estimation générale de valeurs propres pour l’opérateur
de Dirac fondamental sur une hypersurface

Considérons une hypersurface riemannienne compacte et orientée M de M , munie de la
structure spinorielle induite Lorsque ’ensemble Z4 ne rencontre pas '’hypersurface M, la
métrique conforme g := | <1> == ¢ est bien définie dans un voisinage de M ; en d’autres termes,
cette situation correspond a l'existence d’un spineur de Killing reel pour une métrique
conforme sur la variété ambiante, et on peut directement obtenir une majoration des
petites valeurs propres de D par le théoreme 3.1. Cependant, nous allons donner une
estimation générale lorsqu’aucune hypothese n’est faite sur le nombre de zéros de ¢ sur
I’hypersurface M.

Théoréme 3.2 Soit (M, g) une hypersurface riemannienne (immergée) de dimension m
compacte et orientée d’une variété riemannienne spinorielle (M, g). Munissons M de la
structure spinorielle induite. Supposons que (M, g) admet un spineur-twisteur non nul ¢,

et que la dimension m de M est supérieure ou égale a 3. Alors la plus petite valeur propre
A1 de D satisfait :

m2

9 9 dlo1?)? )
M < i /M (H? + R()) vy + 4V011<M) /M { |'j§|'4' ~ 28 (in(lof) Yoy (39

La démonstration de l'inégalité (3.8) repose sur trois lemmes.

Lemme 3.2 Soit £ l'espace vectoriel des fonctions réelles lisses sur M qui s’annulent
dans un voisinage de chaque point de M N Z,. Alors

{<{%2<H2+R<L>> ISR — LA (6P F)  (af, g

)< 2t 77 D

feg\{o}

}. (3.9)

Démonstration du lemme 3.2 : Soit f une fonction dans & qui ne s annule pas identique—
ment, et soit ¢ un a-spineur de Killing réel sur (M \ Z4, ), ou g : |¢|4g = e2%g. Nous

supposons a nouveau que || est constante égale & 1 sur M \ 2.
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Puisque le spineur fi est non seulement défini sur M \ Z,, mais aussi sur M, on peut
évaluer le quotient de Rayleigh de I'opérateur de Dirac sur f1.
Tout d’abord, pour toute section ¢ de X, et toute fonction v sur M,

DQ(U(,O> = vD2g0 + (Av)p — 2V g 0.

La preuve de cette identité est élémentaire : dans une base orthonormée locale (X;)1<j<m
de T'M,

D(vyp) = ZXjMVXj(U(p)

j 1
= ZX go—i—'UX ngo
= de<p+ngo.

Par suite
D?*(vp) = D(dv y ¢) + D(vDy).

Or, pour toute 1-forme 6 sur M,

DO - ») = ZXJ‘MVXJ-(QM@)

M
= ZXj MVXjeMQD—i-Xj MGMVXJ.QO,

et puisque (voir par exemple [30])

nous obtenons

DO - ¢) = (d+8)0 - o0 - ZX vxgp—zZe IV,
= (d+5)0Mg0—0MDcp—2V9ga.
Nous en déduisons que
D*(vp) = (d+d)dv M dv y Dy — 2V 4,0 + dv y Dy +vD(Dy)
= vD*p 4 (Av)p — 2V 0.

Le terme D%y a déja été calculé dans la démonstration du théoreme 3.1. De plus, le
spineur ¥ étant un a-spineur de Killing sur M \ Z4, les relations (2.3) et (3.1) impliquent

Vgt = V- ZA@) v v
= €] b df - du b+ (df du) + 3 (vu)df — A(dP) v,
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dont on tire

2 2
(o) = {4 R(w) + 12 U Yo (D)

— 2ae"df - — df - du-p — g(df, du)ip — (v(w)df — A(dS)) - v - .
Remarquons que cette expression a un sens a priori seulement sur M \ Z,, mais est définie
en réalité sur M toute entiere puisque la fonction f s’annule dans un voisinage de chaque
point ou ¢ n’est éventuellement pas défini.

Prenant le produit scalaire hermitien de cette identité avec f1), nous identifions les parties
réelles des deux membres. Puisque

Re (< df - du -, >) = —g(df, du) ||,

il vient

Re (< D2(fv), fu >) _ {@(HQjLR(L)) N |dZ|2

; SHhreran o (0)

Ici, u = —In(|¢?|), si bien que du = |¢‘2 ; intégration de (3.10) puis 'application du
principe du Min-Max achevent la preuve du lemme 3.2.

O

Nous construisons maintenant des fonctions f “convenables” dans £ en vue de simplifier
I'expression du majorant dans I'inégalité (3.9). Pour tout p > 0 et p dans M, notons B,(p)
la boule géodésique (dans M) de rayon p et centrée en p.

Lemme 3.3 Soit (M, g) une variété riemannienne et Z un sous-ensemble fini de M. I
existe une constante positive c telle que, pour tout € > 0 suffisamment petit, il existe une
fonction positive ou nulle f. dans € et un réel strictement positif C. > ce? satisfaisant :

fe =0 sur |J Be(p)

peEZ

fe = C. sur M)\ (U st(p))

peEZ
ldf.| < e  sur M.

Démonstration : De telles fonctions existent évidemment au voisinage de 'origine dans
R™ ; en utilisant une carte normale au voisinage de chaque p dans Z, on peut transporter
ces fonctions sur le domaine de carte. L’extension de cette fonction par C. a M donne la
fonction f. désirée.

O
Lemme 3.4 Soit (M, g) une variété riemannienne compacte orientée, et h une fonction

intégrable sur M, i.e. h € LY(M). Soit Z un sous-ensemble fini de M et, pour chaque
e > 0 suffisamment petit, f. la fonction construite dans le lemme 3.5. Alors

Jar f2hg N Jar hvg
Ja fPvg <=0 Vol(M)
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Démonstration : Pour chaque ¢ > 0, posons f. := % Par construction, f/ = 1 sur
£

M\ < U B (p)) si bien que f!(x) — 1 pour presque tout x dans M. D’apres le théoreme
pEZ e—

de Lebesgue, on obtient immédiatement la convergence quand ¢ — 0 de [ ul fh)?v, vers
Vol(M) et de [,,(fL)*hvy vers [, hv,.

O

Démonstration du théoréeme 3.2 : Premierement, remarquons que la fonction

9 11d 212 1
h = mj (H? + R(v)) + Z% - §A (In(o[*))

m2

est intégrable sur M. Le terme - (H? + R(¢)) est intégrable car lisse. D’autre part, si p
est un zéro de ¢ sur M, on sait que (cf. [44])

[ =0
dp|¢|2 =0 )
Hessy(|6]*) = orielDaohy.

Le point p ne pouvant étre un zéro de ¢ et de Dy;¢ (sinon ¢ = 0, voir par exemple [11]),
c’est un zéro d’ordre 2 de |¢|?, et par conséquent un zéro d’ordre 4 de |¢|*. En outre, si
v :=|d|¢[*|?, la fonction v satisfait :

Up =0
dyv =0
Hessy(v) = s |Dydlpg,

dont on déduit que p est aussi un zéro d’ordre 2 de v.
En résumé, tout zéro p de ¢ est un pole d’ordre 2 des fonctions

d ¢ 212 A ¢ 2
A (1H<|¢|2)) = _‘ |‘¢:4‘ — |(L|2‘ .
Or, si m > 3, la fonction z — # est intégrable dans un voisinage de l'origine dans R™.
En supposant que la dimension de M est strictement supérieure a 2, la fonction h définie

ci-dessus est par conséquent intégrable.

d 2|2
4

Comme Z, est un sous-ensemble discret de M, son intersection avec M est un ensemble
fini. Soit (f:).>0 la famille de fonctions construite dans le lemme 3.3 avec Z := Z,. D’apres
les propriétés de base de f., il vient :

(Aff) = / df. P,

et d’autre part

(ferf:) 2 O2Vol | M\ { | Bo(r) |

p€Z¢
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En choisissant ¢ suffisamment petit, nous pouvons supposer que

vol | M\ { | Bxtn)} | 2V >0,

p€Z¢
qui ne dépend plus de . Par suite,

£2Vol Bs,
(OFr ) ( J (p)>

p€Z¢

(fe )~ 0%

1 VOI < g: B25<p)>

2y g2

Mais, en dimension strictement supérieure a 2,

Vol (B.(p)

52 e—0

<

don &l 0; on tire du lemme 3.4

(fEVfE) 8—>0

(hfaafa) + (Afmfa) _ IM}M}Q
(fe fe) — (fer fe) e=0 Vol(M)

Le théoreme 3.2 découle donc du lemme 3.2.

(I
Remarque 3.1 Si le spineur-twisteur ¢ n’a pas de zéro sur M, la fonction u := —In(|$|?)
est une fonction lisse sur M, par conséquent [, (Au)vy =0 et Uinégalité (3.8) devient
m? 1 |dlof*|”
DY) R — H*+ R :
A)™ = Woian /M U+ RO v+ oian o
Cette magjoration n’est rien d’autre que celle donnée par le théoréme 3.1 avec u = —In(|¢|?) ;

le théoreme 3.2 généralise donc le théoreme 3.1 sous I’hypothése d’existence d’un spineur-
twisteur non nul sur la variété ambiante.
En outre, si ¢ n'a pas de zéro sur M, l'inégalité (3.8) est encore valable si m = 2.

3.3.2 Hypersurfaces de niveau de la norme d’un spineur-twisteur

La majoration donnée dans le théoreme 3.2 dépend de la norme du spineur-twisteur
ambiant ¢ ; lorsque cette fonction est constante sur M, on peut évidemment déduire de
l'inégalité (3.8) la majoration suivante :

(M) < W%(M) /M (H? + R(1)) v,.

Mais, comme dans le paragraphe 2.4, on peut aussi se demander si cette inégalité n’est
pas en fait une égalité et n’impose pas de restrictions séveres sur I'immersion comme sur
I’hypersurface elle-méme. Nous allons montrer que la proposition 2.3 et le corollaire 2.1
s’étendent au cas d’une variété ambiante admettant des spineurs-twisteurs.
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Proposition 3.3 Soit (M, g) une hypersurface riemannienne orientée de dimension m
d’une variété riemannienne spinorielle (M, g). Munissons M de la structure spinorielle

induite. Supposons que (M, g) est d’Einstein et admet un spineur-twisteur non nul ¢ de
norme non constante tel que :

— La fonction |¢| est constante sur M

— II existe un point x dans M tel que v(|p|*), # 0.

Alors M est totalement ombilique dans M.
Démonstration : Cette proposition vient comme conséquence d’un lemme élémentaire :

Lemme 3.5 Soit (]\7, g) une variété riemannienne orientée admettant un champ de vec-

teurs V' satisfaisant VV = uld pour une fonction réelle u sur M. Alors toute hypersurface
riemannienne orientée M de M wvérifiant

Vi, € T(NM)\ {0}
est totalement ombilique.

Démonstration du lemme 3.5 : Si V},, est un champ normal, posons f := ¢(V|,,,v), de
sorte que V|,, = fr. Différencions alors cette égalité : pour tout champ de vecteurs X

tangent a M, %XVM = uX d’apres les hypotheses. D’autre part,
vXVM = X(f)V - fA<X)
L’identification des composantes tangentielles et normales de 1’égalité précédente donne
X(f) =0
—fAX) = uX.

La fonction f est donc constante sur M, et ne peut s’annuler, sinon V},, = 0, ce qui
contredit les hypotheses. Par suite,

A=—-1Id,

u
f
i.e. M est totalement ombilique dans M.

(I

Considérons le champ de vecteurs V := grabd;]\Z (|p[*) sur M. Rappelons que (cf. par

exemple [11]), si m > 2, pour tout champ de vecteurs X sur M m+l

2
5 |Dy0|° X.

VxV = o]’ L(X) + CESIE

Ici L désigne le (1, 1)-tenseur de Schouten de (H, g9),ie. L(X) := —4 (—/R%(X) + %X)

ot S est la courbure scalaire de (M ,g). Lorsque (M ,g) est d’Einstein, Pexpression de Vx V'
se simplifie :

- 2 o (m+1)S|g
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Soit u = m <|DA7I<;5|2 — %), de sorte que VV = uld. Les hypotheses de la
proposition 3.3 assurent précisément que V|,, est un champ normal, et ne s’annule pas

identiquement sur M, par conséquent nous obtenons par le lemme 3.5 la totale ombilicité
de M dans M.

O

Remarque 3.2 Sous les hypothéses du lemme 3.5, si la fonction u ne s’annule pas iden-
tiquement sur M, le champ de vecteurs V|,, ne s’annule pas non plus. En particulier, si
la courbure scalaire ambiante est strictement négative, alors la fonction u définie dans
la preuve de la proposition 3.3 est strictement positive sur M. Dans ce cas, la condi-
tion v(|¢|?) # 0 sur M est automatiquement satisfaite et on peut conclure que tout sous-
ensemble non vide |¢p| = ¢, pour une constante strictement positive c, est une hypersurface
totalement ombilique de M. Nous réobtenons la proposition 2.3 lorsqu’il existe un spineur
de Killing imaginaire sur la variété ambiante.

Nous avons vu dans le paragraphe 2.4 qu’une hypersurface totalement ombilique d’une
variété riemannienne spinorielle admettant un spineur de Killing admet elle-méme un
spineur de Killing; de plus, lorsque I’hypersurface est compacte, elle vérifie le cas-limite
dans les majorations extrinseques de valeurs propres (cf. remarques 2.2). Quand la variété
ambiante admet un spineur-twisteur, la situation est similaire :

Proposition 3.4 Soit M™ une hypersurface totalement ombilique d’une variété rieman-
nienne spinorielle M admettant un spineur-twisteur ¢. Alors ¢ est un spineur-twisteur
sur M. De plus, en notant g := ﬁg sur M\ 2y,

— si ¢ n'a pas de zéro sur M, alors (M,q) admet un spineur de Killing réel. En outre,

st M est compacte

mSz 9 = (e
4(m——gl) = /\1(D) - T <H§ + R(L)) !

ou Sy et D désignent respectivement la courbure scalaire et Uopérateur de Dirac
fondamental de (M,q)
¢

— si ¢ a un zéro sur M, alors i est parallele sur (M \ Z4,9) et

(M\ Z4,9) — (M \ Z,,7) est totalement géodésique.

Démonstration : Soit P 'opérateur de Penrose de (M, g) ; relions tout d’abord les opérateurs
de Penrose P et P.

Lemme 3.6 Pour toute section ¢ de X et tout champ de vecteurs X tangent a M,

7(X)
2

~ 1 ~
szo—EX-v'PusoszsaJr VP
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Démonstration du lemme 3.6 : D’apres (2.3),

H
Dyo—v- Vo =v- (Dso—mT>%

dont on déduit que

~ 1 ~ ~ 1 1 ~ 1
Pyp——X-v-Byp = Vxp+——X-Dogp——X -v-Vyp+ —— X Do
Xy m v 14 X(’O+m+1 MY m v ¢+m(m+1) MY

~ 1 1 ~
= Vxp+—X -Dyo——X -v-V,p
m m

A(X 1 ~ 1
= ( )~V o+ —X-v-Vyp+—X-v-Dop
2 m m
H 1 ~
— —X-V.@_—X-V.vy(p
2 m
X
= PXgO+T(2)I/(,0

O

Si ¢ est un spineur-twisteur sur (M ,g), alors ﬁaﬁ = 0 et le lemme 3.6 entraine, pour tout
champ de vecteurs X tangent a M,

)

Px¢ =~ 2 M

Par suite, M est totalement ombilique dans M (i.e. 7 =0) si et seulement si P = 0, i.e.
¢ est un spineur-twisteur sur (M, g). La premiere assertion de la proposition 3.4 est donc
démontrée. De plus, si ¢ n’a pas de zéro sur M, on sait d’apres la proposition 3.2 que
(M,g) admet un spineur de Kllhng réel. Si M est compacte, la coincidence de la borne
de Friedrich et du majorant "~ m? (HZ+ R(1)) est une conséquence des remarques 2.2.

A I'opposé, si ¢ a un zéro sur M, puisque le spineur est un spineur parallele a la

K2l
9]
fois sur (M \ Z,,9) et sur (M \ Z4,9) (proposition 3.2), nous déduisons de (2.3) que
'endomorphisme de Weingarten de (M \ Z54,9) — (M \ Z,,79) s’annule, i.e. que M \ 2,

est totalement géodésique dans (M \ Z4, 7).

O

Corollaire 3.1 Sous les hypotheéses de la proposition 3.3, 'hypersurface M est totalement
ombilique a courbure moyenne constante et admet un spineur de Killing réel. En outre,

si M est compacte,
mS m?

Tom 1)~ (A)? = T (H? + R(1)). (3.11)
Démonstration : Si |¢|,, = ¢, pour une valeur réguliere ¢ de |¢|, on sait par la proposi-
tion 3.3 que 'hypersurface M est totalement ombilique dans (]\A/f ,g); puisque (M ,q) est
d’Einstein, M est a courbure moyenne constante (cf. preuve de la proposition 2.4). De
plus, puisque |¢| = ¢ et ¢ # 0 (les zéros de ¢ forment un sous-ensemble discret de M
voir proposition 3.2), la métrique g : = ¢|4g est bien définie sur M et est homothétique
a g. La proposition 3.4 entraine alors que (M,7), et par suite (M, g), admet un spineur
de Killing réel, et que, si M est compacte, la plus petite valeur propre de l'opérateur de
Dirac fondamental de (M, g) satisfait les égalités (3.11).
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Remarque 3.3 Puisqu’un spineur-twisteur sur une variété d’Einstein est toujours la
somme de deuz spineurs de Killing (cf. par exemple [48]), on peut étre tenté de dire que
le corollaire 3.1 ne donne pas plus de renseignements que le corollaire 2.1; cependant, le
carré de la norme d’un spineur-twisteur n’est pas la somme des carrés des normes des
deux spineurs de Killing, car ces deuzx spineurs ne sont pas ponctuellement orthogonaux

l'un a Uautre en général. Par conséquent le corollaire 3.1 étend et améliore le corollaire
2.1.
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Chapitre 4

Opérateur de Dirac sur les
sous-variétés des variétés
kahlériennes

4.1 Introduction

Dans les chapitres 2 et 3, nous avons vu comment déduire de ’existence de spineurs parti-
culiers sur la variété ambiante des informations extrinseques sur le spectre de I'opérateur
de Dirac d’une hypersurface. Complétant les travaux de C. Bér pour les hypersurfaces des
trois espaces-modeles ([6]), nous avons ainsi abordé I’étude des hypersurfaces de variétés
admettant des spineurs-twisteurs. Qu’en est-il maintenant lorsque la variété ambiante
n’admet pas de tels spineurs ? Par exemple, toute variété kahlérienne spinorielle n’admet
pas de spineurs de Killing réels non paralleles ([48], [30]). Un résultat plus fort d’O. Hijazi
dans [29] montre méme que l'espace projectif complexe de dimension complexe impaire
n’admet pas de spineurs-twisteurs.

Nous envisageons donc de maniere naturelle le cas d'une variété kahlérienne comme variété
ambiante. Puisque nous serons amenés a restreindre la structure complexe sur la sous-
variété, nous considérons des sous-variétés CR sur lesquelles nous étudions le spectre
de lopérateur de Dirac tordu par le fibré normal. L’existence, sur certaines variétés
kahlériennes ambiantes, et dans certaines dimensions, de spineurs de Killing kahlériens
([29],[38],[39] et Définition 4.3) permet de donner des estimations analogues a celles ob-
tenues par A. Ros ([55]) et B.-Y. Chen ([17]) pour le laplacien scalaire.

Lorsque 'on considere une sous-variété kahlérienne de CP™, n impair, nous en déduisons
que les petites valeurs propres de l'opérateur de Dirac tordu sont majorées par un nombre
ne dépendant que de la courbure ambiante et de la dimension complexe de la sous-variété
(théoreme 4.2).

Quand la sous-variété est lagrangienne dans CP™, n impair, nous obtenons une estimation
en fonction de la norme L? du vecteur courbure moyenne ainsi que d’un nombre propor-
tionnel a la courbure ambiante (corollaire 4.2). Dans cette situation particuliere, on peut
également donner une majoration pour les sous-variétés lagrangiennes spinorielles de 1’es-
pace hyperbolique complexe de dimension complexe impaire (corollaire 4.3). Ce dernier
résultat montre en particulier la non-existence de sous-variétés lagrangiennes spinorielles
compactes minimales dans 1’espace hyperbolique complexe de dimension complexe im-
paire.

Cette approche traite aussi le cas des hypersurfaces réelles, toute hypersurface réelle
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orientée étant une sous-variété CR. Les estimations obtenues se simplifient également
dans ce cadre (cf. théoreme 4.5). De plus, opérateur de Dirac tordu coincidant alors
avec une double copie de 'opérateur de Dirac fondamental de I’hypersurface, ces résultats
ouvrent une nouvelle voie vers I'étude de la géométrie intrinseque de cette derniere via la
résolution de problemes a bord, a la fagon de O. Hijazi, S. Montiel et X. Zhang dans [31],
[32] et [33] pour les hypersurfaces plongées de I'espace euclidien.

4.2 Spineurs en géométrie kahlérienne et restriction
a une sous-variété

4.2.1 Fibré des spineurs sur une variété kahlérienne

Dans un premier temps, nous rappelons les différentes décompositions du fibré des spi-
neurs d’une variété kahlérienne (cf. par exemple [29], [37], [38] ou [39]).

Soit (M?? g, J) une variété kihlérienne spinorielle de dimension complexe d. Soient p, et
p_ les projecteurs définis sur T°M :=TM ® C par
R

1 :
Py = §(Id:F@J),

ou J est étendu en un automorphisme C-linéaire de T°M. L’application p4 est la projec-
tion sur Ker (J F iId) parallelement & Ker (J £ iId); en particulier nous avons les rela-
tions :

“prop-=p-opr =0

- prodJ=Jopy = tips.
Si g désigne I'extension C-bilinéaire de la métrique a T°M, la projection p4 n’est pas une
projection g-orthogonale, mais vérifie, pour tous champs Z et Z’ dans T°M

9w4(2),2') = g(Z,p-(Z")),

par conséquent,

g(p(2),pe(2)) = gp-(2),p-(2)) =
g(p(2),p-(Z)) = gp-(2),pe(2)) =

De plus, J étant parallele, 'endomorphisme p, est parallele.

Soit, en un point x de M, un systeme de vecteurs (X7, ..., Xy) de T, M tel que le systeme
(X1, J(X1), ..., Xa, J(Xq)) soit une base orthonormée directe de 7M. Soit
(Zl, s Lgy L, ,Zd) la base de Witt associée, i.e. la base de T°M définie par :

Zj = p1(Xj), Zj = p-(X;),
pour tout 1 < j < d. D’apres les propriétés de p, et p_, les vecteurs Z; et Z; satisfont :
9(Z5,2;) = 9(Z;,Z;) =0

9(21,2;) = 9(Z;,%;) = 5.

DO | —
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Soit €2 la 2-forme de Kéhler de (M, g, J), définie pour tous vecteurs X et Y sur M par
QX,Y) =g (J(X),Y).

9 _ _
Via l'identification T*M = T'M, la forme () s’écrit dans la base (Zl, s Lgy L, ,Zd)
d
j=1

Rappelons le role algébrique joué par les projecteurs py ainsi que la 2-forme €2 dans la
structure de fibré de Clifford. Soit V la connexion de Levi-Civita de (M, g). Le fibré XM
est naturellement équipé d’un produit scalaire hermitien < -, - > (supposé C-linéaire en
la premicre variable), de sa dérivée covariante V=M et de sa structure de fibré de Clifford
TM @XM -5 S M naturelles vérifiant, pour tous champs de vecteurs X, Y et pour tous
spineurs ¥ et ¢ sur M :

<XMw,¢> = —<¢,XM¢> (4.1)

X(<v,0>) = <VM,o>+ <y, ViMo > (4.2)
VM (Y o ¢) = (VxY) o ¢+Y N viMe,

oﬁXMgb::u(X@qb).

Soit w® la forme volume complexe de (M, g), donnée dans une base orthonormée directe
locale (Y})1<j<2q4 de TM par w® =% A...AYay. La variété M étant de dimension paire,
le fibré Y M se scinde orthogonalement sous 'action de w® :

SM=STM oS M,

oll XM est le sous-espace propre de la forme volume complexe correspondant a la valeur
propre 1. Chaque vecteur de TM anticommutant avec w®, u(TM ® *M) C FM. La
forme w® étant parallele, VM préserve cette décomposition.

La variété (M, g, J) étant de plus kéhlérienne, la multiplication de Clifford px se décompose
sous la forme

o= piy & p,
avec i+ (X ® ¢) := p(p(X) ® @) = pr(X) y ¢. D’apres l'identité (4.1), pour tout X

tangent a M et pour tous ¢ et 1 dans X, la relation suivante est vérifiée :

<pe(X) o >=—<Pp(X) - 6>

M

L’homorphisme p étant parallele par (4.3), py et u_ sont paralleles.

D’autre part, la forme de Kahler 2 agit sur ¥ M. Rappelons 'expression de cette action
sur un spineur ¢ dans une base de Witt locale (Zy,...,Zq,Z1,...,Z4) de T°M. Via
I'isomorphisme des fibrés vectoriels A T*M @ C = CI(T'M), pour lequel (cf. [45])

X/\QO—X_ngozXMgo,

pour tout champ X tangent a M, 'action de la forme €2 est donnée par :
d
QMgp——%ZleMZngp—zdgo. (4.4)
p
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Nous pouvons déduire de (4.4) que la forme Q décompose orthogonalement le fibré M
de la facon suivante (cf. par exemple [37]) :

M =M, (4.5)

ou, pour 0 <r <d,
M = Ker <Q —i(2r - d)Id).

Cette décomposition n’est pas laissée stable par p. Précisément,
MUt : TM X ETM — E'I‘:l:lM'

Par contre, la forme de Kéhler étant parallele sur M, la décomposition (4.5) est préservée
par la dérivée covariante V>

D’autre part,  commute avec w®, donc cette décomposition est laissée stable par €. Plus
précisément,
StM= P oM, M= H M (4.6)

r pair r Impair

4.2.2 Fibrés de spineurs sur une sous-variété

Nous rappelons maintenant la construction des différents fibrés des spineurs sur une sous-
variété ainsi que des opérateurs de Dirac qui agissent naturellement dessus. Puisque nous
serons amenés a considérer une sous-variété d’une variété kahlérienne, nous nous restrei-
gnons dans ce paragraphe au cas ou la dimension de la variété ambiante est paire (cf. [6]
ou le chapitre 1 pour le cas général et pour plus de détails).

. L e s e . . . . . .
Soit (M™, g) — (M*", g) une sous-variété riemannienne spinorielle de dimension m im-
mergée dans une variété riemannienne spinorielle de dimension (réelle) 2n. Nous suppose-
rons toujours m > 2. Soient I la seconde forme fondamentale de I'immersion ¢, V (resp.

V) la connexion de Levi-Civita de (M, g) (resp. de (M, g)), XM (resp. ZM} le fibré des

spineurs de M (resp. de M). Munissons comme précédemment 3 M d’un produit scalaire
hermitien, de sa structure de fibré de Clifford, et de sa dérivée covariante canoniques
vérifiant les relations (4.1) a (4.3). Nous noterons par < -, - >, Vet “-” les objets ana-

logues sur (M, g).

Puisque M et M sont supposées spinorielles, le fibré normal NM — M admet également
une structure spinorielle. Notons XN le fibré des spineurs de NM — M et

S XM QXN si m est pair
Tl EM@YXN®YEM XN sim est impair.

Notons V la dérivée covariante sur ¥ définie par

v VEMEEN si m est pair
VEMEEN g 7EMOEN  of 1 est impair.

Le fibré tangent T'M agit sur 3 par multiplication de Clifford sur le premier facteur ; nous
noterons aussi “-” cette action.
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Muni du produit scalaire hermitien induit par XM et XN, de la multiplication de Clifford
“.7 et de la connexion V, le fibré ¥ vérifie les propriétés (4.1) a (4.3). Le produit scalaire

hermitien et la multiplication de Clifford peuvent étre également choisis de sorte qu’il
existe un isomorphisme

Yo EM‘M (4.7)
¢ — 9,

satisfaisant :
— L’isomorphisme (4.7) est unitaire par rapport aux produits scalaires hermitiens res-
pectifs sur ¥ et EM o
— Pour tout champ X tangent a M et pour tout ¢ dans 3, I'isomorphisme (4.7) envoie

m

. [t ,
X - ¢osur X -w,-¢p,ontw; =1" 271y, ...+ Ugy_m dans une base orthonormée
M

directe locale (vj)1<j<an—m de NM
— Via (4.7), les dérivées covariantes V et V sont liées par la formule de Gauss (cf. [6],
[24]) : dans une base orthonormée locale (X;)i<;j<m, de T M,

~ 1 <&
Vx¢=Vxé+3 > XX, X)) - ¢, (4.8)
j=1
valable pour toute section ¢ de X et tout champ X tangent a M.

L’isomorphisme (4.7) étant unitaire, les produits scalaires hermitiens seront notés de la

méme fagon sur ¥ et ¥ M. La norme associée sera notée “| - |”.

Définition 4.1 ([6], [45]) L’opérateur de Dirac de M tordu par le fibré normal, noté
DY, est défini dans une base orthonormée locale (X;)1<j<m de TM par :

rE) — IE)

0 r— Di'o:=) X; - Vxo.

j=1

Cet opérateur est elliptique (son symbole principal est non dégénéré) et formellement
auto-adjoint : si (-,-) est le produit scalaire L? sur ¥, pour toutes sections & support
compact ¢ et ¢ de X,
(D3 ¢,0) = (6, DY) .

Par conséquent, si la variété M est compacte, le spectre de D/ est réel, discret et non
borné. De plus, 'action de w, induisant sur > un automorphisme parallele qui anticom-
mute avec la multiplication de Clifford, le spectre de D} est symétrique par rapport a
I'origine. Nous noterons donc ainsi la suite des valeurs propres de D :

0< ] < el <ot < Pl < Pia] < - — 400

Dans les estimations de valeurs propres de D3/, nous serons amenés a utiliser un autre
opérateur de Dirac sur M, appelé opérateur de Dirac-Witten, défini dans une base ortho-
normée locale (X;)1<j<n de T'M par (cf. [6], [60], [35]) :

D=3 X, T,
j=1
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Cet opérateur agit sur les sections de ZM s et est relié & DY via (4.7) et (4.8) par (cf.

6]) .
D¢ =w. - Dif'¢— "=+ o,

pour toute section ¢ de X, ou H = L 37" i1 T1(X;, Xj) est le vecteur courbure moyenne

de M dans M . 1l sera également utile de connaitre la relation entre les carrés de ces deux
opérateurs :

Lemme 4.1 Pour toute section ¢ de X,

m2|H|2

D% = (D) 6 — y % N X, VY H-o. (4.9)
j=1

Démonstration : Comme dans le lemme 2.2, il suffit d’évaluer D (wy - ¢) en fonction de

ﬁgb et de 'action de la seconde forme fondamentale.
Posons 0 :=n — [mT“] D’apres la formule de Gauf3, pour tout champ X tangent a M et
toute section v du fibré normal,

Vxv = —I1I"(X,v) + Vi,
ou I7*(X,v) est déterminé par la relation :
gUI"(X,v),Y) =g (v, [1(X,Y)),
pour tout champ Y tangent & M. La forme w, étant VV-parallele,

Vx(wi¢) = @Vx Wi ... vopm-0)
= _ié{ll*(X,Vl)'VQ'...'VQn_m+...

+ 1/1'...'I/Qn_m_l'[I*(X,I/Qn_m)}'gb

+ ia{v%Vl'1/2'...‘Vgn,m‘f—...—f-l/l‘...'l/zn,mfl'V§l/2n,n}}'¢
0

+ wi-Vxo

= —ZJZ{ I[ XVl) Xj)Xj'VQ'...'I/Qn,m
--+g([[*(X7V2nfm)7Xj>V1'-~-'V2n7m71'Xj}'(b
Wy - ﬁxcb

= (SZ{ ]IXX Vl)Xj'Vl'Vl'VQ‘...'VQn_m

+ g(I](Xan)yy?n—m)Xj'V2n—m'V1"-~'V2n—m}'gb—i—wl'%ng

= > X, II(X,X;) wi-d+w-Vxo.

Jj=1
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Nous en déduisons que

ﬁ(“&‘ﬁb) = Z{X VXWJ_ O+ Xj-wy - VX¢}

~

- ZX Xy TI(X;, X3) - wy - ¢+ (=1)>™w, - D¢
7.k=

= —mH-w; -¢+ (=1)"""w, - Do.
Nous tirons de cette identité

D% = D(w.-Di'¢) = 5D (H - 9)

~ m m
= —mH -w - DYYo+ (~1)""w. - D (DY) - DX, VY H ¢
j=1

e
= —mH w, - Difo+ (DifY)" 0 — ()" " Gy - H - DY
m mH m?|H|?
- ngj'vﬁjH ¢+T wy - Dy —Tﬁb
j=1
= (D3N qs——ix G O R Ll

car H -w, = (—1)""""1y, - H.

4.2.3 Cas des sous-variétés CR

Pour les préliminaires sur les sous-variétés CR, nous nous référons a [12] et [16].

Lorsque la variété ambiante M est munie d’'une structure complexe J, il est naturel de
considérer une décomposition J-invariante du fibré T'M,,. Pour cela, définissons, en tout
point x de M, le sous-espace vectoriel suivant de T, M :

D, =T, M N J,(T,M).

Le sous-espace D, est le sous-espace J -invariant maximal de T, M. La dimension de D,
n’est en général pas constante sur M. Nous nous restreignons par conséquent a la situa-
tion suivante :

Définition 4.2 ([12]) Une sous-variété M d’une variété hermitienne (M, g, J) est dite
CR si et seulement si il existe une distribution D sur M telle que

JD)=D et J(DF)CNM,

ot D+ est lorthogonal de D dans TM.
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Signalons qu’il existe d’autres définitions de structures CR (cf. par exemple [25]); nous
choisissons ici celle qui semble la plus adaptée a notre probleme.

Par exemple, toute sous-variété complere M d’une variété hermitienne, i.e. telle que
J(TM) = TM, est une sous-variété CR. : en effet, D = TM et donc D+ = {0} dans
ce cas. Une autre famille de sous-variétés CR est constituée des sous-variétés M tota-
lement réelles, i.e. telles que J(T'M) C NM : la distribution D est réduite a {0} et
D+ = TM dans ce cas. Signalons également que toute hypersurface réelle orientée M est
une sous-variété CR, avec D+ = RJ(v) dans ce cas, oll v est un champ unitaire normal &
I’hypersurface.

Supposons désormais la variété (M n g, J) kihlérienne et la sous-variété M™ CR. Re-
marquons qu’alors la distribution D de la définition 4.2 est nécessairement T'M N J(TM).
Nous pouvons définir les distributions J-invariantes suivantes :

£ = Dt J(DY
F = Daé)'.

En tout point x de M, &, et F, sont des sous-espaces de T, ,,:M - Nous obtenons ainsi la
décomposition a la fois orthogonale et J-invariante

TM,, =D ®&® F. (4.10)
s DEE

De plus,

TM =D @ D+ et NM = J(DY) @ F.
1 1

Nous noterons d le rang complexe de D, de sorte que

rgc(D) = d
rgc(€) = m—2d
rgc(F) = n—m+d.

En particulier, si M est une sous-variété kahlérienne (i.e. £ = {0}, ou encore m = 2d), le
nombre d désignera la dimension complexe de M.

La décomposition (4.10) du fibré TM v en somme directe orthogonale de distributions
J-invariantes sur M permet de raffiner la formule de Gauf} liant la dérivée covariante ca-
nonique de T'M,,, a celle de T'M. Nous allons aussi dans ce qui vient décrire les relations
entre les formes de Kéahler de certaines de ces distributions et I'opérateur de Dirac-Witten.

Dans toute la suite, nous noterons (e;)i<;j<2, une base orthonormée locale de T]f\\/[/|M
construite de la maniere suivante : (€;)2a+1<j<o(m-ay (resp. (€j)1<j<2d, (€;)2(m—d)+1<j<2n)
est une base orthonormée locale de £ (resp. de D, F) telle que (€;)2a+1<j<m €st une base

orthonormée locale de D et, pour m +1 < j < 2(m — d), nous posons ¢; := J(€j_m+24)-

Pour une distribution  C T M s S0it Z —— ZX la projection orthogonale de TM v Sur
IC. Soit VX la projection de la dérivée covariante ambiante sur &, i.e.,

V§Z;:(€XZ>K,
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pour tout champ X tangent a M et pour toute section Z de TM ., Restreinte & K, VX est
une connexion compatible avec la métrique induite sur K. De plus, la formule de Gauf,
combinée avec 'hypothese “(M, g, J) kihlérienne”, permet de lier VF & la seconde forme
fondamentale, pour K := D, D+, J(D*) ou F. En notant, pour tous champs X et Y
tangents a M,

ITNX,Y) = {I1(X,Y)}~,

et I1*(X,-) le champ d’homomorphismes de NM dans T'M défini pour tout champ Y
tangent a M et toute section N de NM par

g(II"(X,N),Y):=g({I(X,Y),N),

nous avons les relations suivantes (cf. aussi [16]) :

Lemme 4.2 Pour tout champ X tangent a M, pour toute section s (resp. t, £) de D
(resp. de D+, F),

L VRUE) = J(VRs)

V2's - —J(IIJ(DL){X,J(S)}>
I7{X,J(s)} = J{II7{X,s})

2. V2t = J(II{X, J(1)}?)
VR = —7 (Vi)
oYXy = J(I]*{X,J(t)}pl>
Viimy = JIIF{X 1)

3. I{X,J()}" = J(II'{X,&7)
vIPe - J(I {XJ }DL)
V(€3 = J(V

Démonstration : D’apres la formule de Gauf}, pour tous champs X et Y tangents a M et
toute section N de NM,

Vx(Y +N)=VxY —IT*(X,N)+1I(X,Y) + VYN,

S

-

-
€TM eENM

ot V¥ désigne la dérivée covariante induite par V sur le fibré normal N M. En remplagant
Y par J(Y), N par J(N), et en utilisant le fait que J est V-parallele, nous obtenons :
— pour toute section s de D,

Vx (J(s)+1I(X,J(s)=J(Vxs)+J(II(X,s)),

dont nous déduisons, par projection orthogonale sur D, D+ et F, les trois premieres
relations.
— pour toute section ¢ de D+,

—IT" (X, J() + VX (J(t) = J(Vxt) + J (II(X,1)),

dont nous tirons de maniere analogue les trois relations du point 2.
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— pour toute section £ de F,
—II" (X, J (&) + VX (J(§)) = =T (II"(X,§)) + J (VXE) |

dont les trois relations du point 3 découlent.

O

Pour une question de clarté du texte a suivre, nous noterons encore I17 I'extension de
IT” en une application bilinéaire de TM x (D & £) dans F via la relation :

[T7(X, ), e, = J 0 LI (X, ) 0 T,

|J(DJ_

valable pour tout champ X tangent a M. Puisque, d’apres le point 1 du lemme 4.2,
II7 (s, J(s") = J (Iff(s, s’)) pour toutes sections s et s de D, alors pour tout champ X
tangent a M et toute section s &t de D@ &,

I (X, J(sat) =J (II7(X,sat)),

et d’autre part,
Vi(s@t)=1I" (X,s®1).

De méme, nous noterons I17*(X, ) le champ d’homorphismes de F dans D & £ donné
par la relation

g(II7*(X,€),sdt) =g (& 1T (X, s t)),

valable pour toute section s @t de D P £.

L’endomorphisme J de T ]TJW étant ﬁ—paralléle, sa restriction a une distribution J-
invariante K est “V*-parallele”, i.e.,

Ve (I(2) =T (VFZ),

pour toute section Z de TM .- En particulier, les formes de Kéhler respectives Q° et
07 de & et F sont paralleles pour les connexions respectives V¢ et V7. Cependant, elles
ne sont pas paralleles pour la connexion ambiante, et n’appartiennent en général pas au
noyau de 'opérateur de Dirac-Witten d’apres le lemme que nous allons démontrer. Notons
la trace d'un 2-tenseur b (a valeurs vectorielles ou scalaires) sur un sous-fibré I de T'M,,,

par tri (b).

Lemme 4.3 Soit X un champ tangent a M et ¢ une section de EM‘M. Alors,

1. Pour toutes sections Y et Z de T'M,,,,
VxQA(Y,Z) = g(J{VR (Y®) = V& (YP)} + J{V% (Y¢) - V& (Y}, 2)
VxOF (Y, 2) = g(J{VR (Y7) = V% (V) + J{V (V%) - V% (v9)}, 2)
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2. Dans la base orthonormée locale (e;) décrite ci-dessus,
D(-9) = QF-Dp =250, J(e)) - Voo + J (trp{I17P}) -
— J(trpe{VP}) o —mJ(H)” - ¢
+ Z?il > ot {ej Aew NJ (117 (e, ex)) — J(ex) A [[f(ej,ek)}} S
D {ej A J(ex) NI (ej, 6’k)} P
- S {ene AT (e d(e) o

S aes S { e Aew AP (e, T (e0)) + JUT/ P e e))} -

o)

(OF @) = QF -Dp+mJ(H)T -
+ O Y {ej A J(er) ANIT7 (ey, ek)} S

+ D k=2d1 {ej A J(ex) AT (e, ek)} “p.

Démonstration : Soient Y et Z deux sections de TM‘ - Par définition,
Vi (Y,Z) = X (QF(Y,2)) —Qf (%XY, Z> —Qf <Y, %XZ)
= X (Q°(Y*,2%)) — Q° (V&Y. 2°) — QF (Y4,V52)
= V(Y525 - QF (VA (YP+Y7),2%) —Qf (Y5, V% (2P + Z27)).
Puisque le champ d’endomorphismes J est Vé-parallele, VEQF = 0. De plus, I’adjoint de
Pendomorphisme Y +—— V& (YP) de TM),, est Y — —V% (Y¥). De méme, celui de
YV — V& (V7)) est Y — =V% (V). Par suite,
V¥V, 2) = —g(J (V& (YP+Y7)),25) —g (T (Y®),V% (27 + 27))
—g(J (VX (YP+Y7)), Z2%) + g ({VR + VLI (J(Y®)), 27 + Z7)
—g(J (VX (YP+Y7)),Z25) + g (J (VRY® + VLY?), ZP + Z7)
= g(J(VRY® = VLYP), 2P + Z°)
+ g(J(VRYE=ViY7T) 28+ 27).
La preuve de la seconde identité du point 1 est analogue, il suffit d’intervertir les roles
des distributions £ et F.

Pour la preuve du second point, évaluons tout d’abord DO et DO

DOF = > eV 0F
j=1
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= > {e; AV,Q — 0V, Q)
j=1
D’apres le point 1 du lemme,

i@j A %ejﬂg =

[
S

Ve.Qg( k,e;) €j A (A A\ €]

J

.“E'{S
(]

Jj=1 j=1 k=1
1 m  2n
- §Z 9<J (ijei—ijei)) 7el> ej Nex Ne
j=1 k=1
+ g(J Vgeg—ijef>,el> ej NepNe

N

n1 ej Nexw N{J (Vgei - Vi@?) +J <v£€i B vijef)}

Il
N | —
o,
NG
—
) X
S |

Il
| —
.MS

<
Il

—_

5

e AewA{J (vgeg - ijef)}

=1

+
N | —
M ¥

<
Il

-

I

g (J (ije;ﬁ — ije,f) ,el> ej NepNe

Il
—

N
2n

e AewA{J (vgjeg - vgeg)}

I
DO =
,MS

<
I
—
X
—

+
N | —
WE

<
Il

-

Eol

g (J (Vﬁje? — ijef) ,ek> ej Neg A e
1
2n
F € £ D
ej Nep AN{J (Vejek — Vejek>}
1

e; A J (ijelp - vfjef)} Aey
1

Il
—

I
N | —

<

[

N
S

+
N | —
NE

11
2n

e; Nep N{J (Vge‘g - ijekp)}.

J

I

1 k=1

j
Par conséquent,

Zej/\Vejﬂg = Z Z ejAekAJ<V£6k> —Z ej/\ek/\J<ijek>
j=1 j=1 k=2d+1 j=1 k=1
= Z Z e; Nex N J <V£ek) — J(eg) A ijek}
j=1 k=2d+1
m  2d
— Z Z ej Nex NJ (Vepjek + Ver(DL)ek)
j=1 k=1
2d m
= Z Z e; NMex N J <V£ek) — J(eg) A ijek}
j=1 k=2d+1
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m

+ Z 6j/\{6k/\<]<ve]—;6k> —J(ek)/\Vgek}
jk=2d+1
2d

— Z e; Nep N\ J (VED],J_BJC + V;]],(DL)ek>

Jik=1
m 2d
1 1
— Z Zej/\ek/\J<Vg ek+VeJJ_(D )ek> )
j=2d+1 k=1

Or VLY = II7(X,Y) pour toutes sections X et Y de D+, donc

zm: ej/\ek/\J<V ek>:0

J,k=2d+1

par symétrie de I1. Pour la méme raison, puisque ng(DL)Y = II7P)(X,Y),

2d

Z ej Nep NJ (Vejj(DL)ek) =0.

]7k:]‘

En utilisant le lemme 4.2, il reste donc :

m 2d m
Zej A %eng = Z Z ej ANMew AN J (117 (e5,ex)) — J(ex) NI (ej,ex)}
=1 =1 k=2d+1
— Z ej N J(ey) AT (e, ep.)
jh=2d+1
2d
— Y e ne ATITPY (e) I (er)
jk=1
Y Y A AT (e ) + TP ey )
j=2d+1 k=1

D’autre part,

m

Z@jJ%eng = i%eng(ejv')
j=1

j=1
= i{J (vge;? — vg‘jef) +J (vgef-) - J(V;i el )}
j=1 :

0
2d

ij J< ) S (vfjeJ) v ij J (vgjej)
j=2d+1 j=1 j=2d+1
>

2d 2d
_ ]2d+1J< ) ;J(V?jl%) —;J(mwi)(ej,ej))
+ J (117 (ej,¢;))

_J (trDL(VD)) —J (trD(VD*)) .y (trD(HJ(DL))> +J (trp. (IT7)) .
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D’apres la seconde identité du lemme 4.2, pour toutes sections s et s’ de D,
VP = —J (IIJ(DL){S, J(s’)}> ,
et par conséquent
VP s+ V() = = (1P s, J(9)}) +J (1P (s),5})
= 0.
La distribution D étant J-invariante, nous en déduisons que
trp (VDL> =0.

Cette propriété est celle de minimalité de la distribution D découverte par B.-Y. Chen
dans [16].

De méme, puisque J(D) = D, nous pouvons supposer la base locale (e;)1<;j<24 de D de la
forme {ey,...,eq, J(e1),...,J(eq)}. Comme IT7(X,-)o J=Joll"(X,"),

2d
trp (I17) = Z 117 (ej,e;))
j=1

d d

= > I (eje5) + > I (J(es), I(ey)
j=1 j=1
d

= > {117 (ej,65) = 1T (¢, ¢;)}
j=1

= 0.

Ainsi, trp (VDL> =0et trps (I]f) = mH7, donc

m

> oV, 0F = J (trp (V) = J (trp (11 P7)) + mJ (HT)
j=1
Par suite,
R 2d m
DO = Z Z e; NMex N J (Iff(ej,ek)) — J(er) NI (ej,e1)}
j=1 k=2d+1
- Z 6j/\J(€k)/\]I'7:(€j,6k)
jk=2d+1
2d
— Z ej N\ek N\ 11’°®5 (ej,J(ex))
jk=1
m 2d
— > YA AT (e, () + T (TP (e, e1) )}
j=2d+1 k=1

+ I (trp (I ®PD)) = (trpu {9P}) = mJ (HT).
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De la méme facon,

m m  2n

S AL = SN necn T (VR V) + 7 (Vi Vi)

j=1 7j=1 k=1

m  2n
= =YY e nan{s (ViR + Vi)
j=1 k=1
Or
m 2n m  2d
—ZZej/\ek/\J(VefjekD> = —ZZej/\ek/\J(ijek>
j=1 k=1 j=1 k=1
m  2d
= =) D ej e AT (IT (e e1))
j=1 k=1
m 2d
= = Y D ejhen AT (I (ej,e1))
j=2d+1 k=1

par symétrie de /1. Lasomme > 7" | Ziil ejNexNJ (V{: ef > ayant été calculée précédemment,
il vient :

m m 2d

Zej A 6%9}- = — Z Zej Nep N\ J (I]f(ej,ek))
j=1 j=2d+1 k=1

m

2d
- Z Z e; ANen N J (IT7 (ej,ex)) — J(ex) AT (e, ex)}
j=1 k=2d+1

+ Z ej N J(ex) AT (e, ep)
jk=2d+1

m

2d
= Z Z ej A J(ex) AT (e, ep)
j=1 k=2d+1

+ > e Nd(er) AT (ej er).

4. k=2d+1

De plus,

J € J

S V.07 = 3 (Vo] = VEeP) + (VE el Vi)
= =

2d m
= — J(VZe;) - J(VZe;
S (v20) - 3 9(v70)
= —trpa (117)
= —mJ (H7).
Il vient

m

2d
DO = Z Z e;j A J(ex) AT (e, ex)

j=1 k=2d+1
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m
+ > e Nd(er) NI (ej,e0) +mJ (HT).
jik=2d+1
Reste & déterminer le commutateur de Q° et Q7 avec un vecteur X tangent a M. Pour
toute 2-forme w et pour tout champ X sur M,

2n
1
X w = 3 Z w(ej, ex)X -ej- e
]k*l
2n
= —= Z w(ej,er)ej - X - e — Z w(ej, er)g(X,e;)e
Jk 1 jk—l
2n
= — Z w(ej, ex)ej-ex - X + Z w(ej, er)g(X, ex)e; Zw(ej,ek)g(X,ej)ek
]k: 1 J,k=1 7,k=1
2n 2n
= w-X+Zw(ej,X)ej - ZW(X, er)ex
j=1 k=1
= w-X—-2X_w.

Lorsque w est la forme de Kéhler QF d'une distribution J-invariante K de TM (ou de
TM,,,), X298 = J(X)*, et par conséquent

X-QF=0F. X —2J(X)F,
ot J(X)* est le projeté orthogonal de J(X) sur K. Nous en déduisons que

B 4) = Lo T, (9
(P

) gD—f—Zej 0. Ve]ga

= (P >¢+Z§25 e Vep =23 J(e)° Ve
j=1

m
- (DQS) o+ 2 Dp-2 Y Jle)- Vo
j=2d+1

En remplacant DO par 'expression calculée précédemment, nous obtenons la premiere
identité du second point.

La seconde identité se démontre de maniere analogue, en utilisant cette fois-ci le fait que,
pour tout champ X tangent & M, on a la relation : X -Q7 = Q7 - X. Ceci acheve la preuve
du lemme 4.3.

O

Remarquons que les dérivées covariantes de ¢ et Q7 s’expriment en fonction de la seconde
forme fondamentale IT et de son adjoint : d’apres le lemme 4.2, si Y& = Y] + J(Y3), ou
Y; et Y, sont deux sections de D+, alors

VNV, = I (X, J()P = T (11 (X, J(%)°) = 1P (X, (YD)

o (UJVD*)(X, YD)> +J (17 (X, YE)) + J (17 (X, V7)),
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et
VxQI(Y, ) = —J (IT*(X, Y)P) = J (117 (X, YP)) = J (17 (X,Y®)) - J (II"*(X,Y7)),

pour tout champ X tangent a M et pour toute section Y de TM -

4.3 Estimations de valeurs propres pour les sous-va-
riétés CR

Nous supposerons dans ce paragraphe la sous-variété M™ CR et compacte. Pour obtenir
des majorations des valeurs propres de D3 par le principe du Min-Max, nous allons
restreindre certains spineurs particuliers a M qui joueront le role de spineurs-test dans le
quotient de Rayleigh de cet opérateur.

Définition 4.3 ([29],[38]) Pour un nombre complexe non nul o, on appelle a-spineur
de Killing kdhlérien sur (M,g,J) tout couple de sections (1, ¢) de LM wvérifiant, pour
tout champ Z sur M :
Vzp+ap(2)-¢ =
Vzp+api(Z)-p = 0.

Si (M 2 g, J) admet un a-spineur de Killing kdhlérien non nul, O. Hijazi ([29]) et K.-D.
Kirchberg ([38]) ont montré que nécessairement la dimension complexe n de M est im-
paire, la variété (M, g) d’Einstein, « est réel ou imaginaire pur, et que (¢, ¢) est une

section de Xn_1 M X, Yins1 M.
2 2

Pour une sous-variété CR M™ de (M?", g, J), définissons, dans la base orthonormée locale
, . . . 3 —
(e;) précédemment construite, les sections suivantes de A\ T*M,, :

2d m
o= D0 D ehend (I (e )
j=1 k=2d+1
2d m
By = > Y ey Nder) AT (e, ep)
j=1 k=2d+1
Bs = D e Adle) A (egen)
3, k=2d+1
2d
L
o= =D e ne AP (e, I ()
jk=1
m 2d
1 L
Boi= = D e nes AT (6, Je) + TP es )}
j=2d+1 k=1
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Théoréme 4.1 Soit (M™,g) une sous-variété CR spinorielle compacte d’une variété
kéhlérienne spinorielle (M?", g, J). Munissons le fibré normal de la structure spinorielle

induite. Supposons que (M?", g, J) admet un a-spineur de Killing kdhlérien (¢, ¢) avec a
réel. Alors

O < 9 (2 - 2(m—20) + s [

042

- o (@ +29) @+ 9) H%W)

+ 2V01M/ (i <QF ¢, 0>—i<QF 9 >)v,

T /’ m(< (Bt fot Bs+ Pt B} - 6,0 >) v, (4.11)

La preuve du théoreme 4.1 repose sur le lemme suivant :

Lemme 4.4 Supposons que M™ est CR et que (¢,1) est un a-spineur de Killing kihlérien
sur (M?",g,J), avec o complexe. Alors

D*(4+¢) = %{(m+2)2—2(m—2d)}(w+¢)+%2(QS+297)2-(w+¢)
— B (o AVPY) (9~ ) + O T(HY (8- 0)

+ %J( (11" ®)) - (o

imao

ia? o
+ 342«¢—ww~5ﬁﬁ+m+ﬁyuz+@}«¢_¢y (4.12)

Démonstration du lemme 4.4 : Dans la base orthonormée locale (e;)1<j<2n, de TZT/[/|M

précédemment construite, évaluons tout d’abord ﬁw et ﬁ(b. Nous noterons encore, pour
1<j<2n,Z;:=pi(e;) et Z; :=p_(e;).

Dy = —a} e;p-(ey) o

= —a) Z;-Z;-¢
j=1
2n 2n

= —a) Zj-Zj-b+a Y Z-Zj-¢
j=1 j=m+1



On reconnait dans la premiére somme action de la forme de Kahler ambiante Q-

_ Q)
N2,-Z6 = 2{%-¢—g¢} dapres (4.4)

= —(n+1)¢  car Q-¢=ig.

La seconde somme exprime de méme les actions de Q¢ et Q7 :

2n 2(m—d) 2n
j=m+1 j=m+1 j=2(m—d)+1
iQf m — 2d iQr n—m-+d
- (S ra (S e tg)
i AF m
= oo (n-F)e
Par conséquent,
- af
Dy = (n+Dag+ 5 6+ia -o— (n-T)ao
- %(m+2)¢+m ¢+ iaQ - o (4.13)

De la méme fagon,
Do = —a) ej-pile) v
j=1
= — 27] . Zj . 2/)
j=1
2n 2n
= —a) Z;-Zipp+a Y Zj-Zj-.
j=1

j=m+1

Comme précédemment,

2n 2n
Z?J..Zj.@b = —ZZj-Ej'¢_QZg(7j7Zj)¢
j=1 J=1

— —<i§-¢—n¢>—2n¢
_ _(¢§.¢+mp) avec Q- 1) = —ith
— (1),

De maniere analogue,

Z Zi-Zidh = —%(¢95-¢+(m—2d)¢)—(iQf-w+(n—m+d)¢)



Par suite,

B¢:=(n+1mw—iff-w—uﬂf v—(n-3)av
- %(m+2)¢—m298’w—i049f'1/1- (4.14)

Nous déduisons maintenant du lemme 4.3 ainsi que des identités (4.13) et (4.14) que
2 @ S s o D (OF
D* = S (m+2)Dé+ D (2 ¢) +iaD (0 - ¢)

= Sm+2) Do+ {0 Do—2 3 J(e;) Voo = J (trp{V7)) -

j=2d+1
— mJH) o+ J (tTD{IIJ(DL)}> o+ (01— B2 — B3+ Ba+ B5) ¢}
+ ia{QF- Do+ mI(H) -6+ (Ba+ ) - 6

= S{m+2)+i0f +207} - Do —ia Y J(ej) Vo
j=2d+1
+ %a{mJ(H)f — J (trp {VP}) + J <trD{]IJ(DL)}>

+ 51+52+53+54+55}'¢-

Calculons

S Je) Vo = —a Y J(es) piley) -

j=2d+1 j=2d+1

j=2d+1

195 -2

= —ig(z‘95+m—2d)-¢.

R 2
D% = O‘I{(m+2)+m‘5+2mf}-{(m+2)—i95—2iﬂf}-¢
052
2

+ Bt Bat By + Bt a0

(iQf +m —2d) - ¢ + %O‘{mJ(H)f — J (trp{VP}) +J (trfD{IIJ(DL)}>

Or
((m+2) +iQ° +2iQ7) - ((m + 2) —iQ° — 2iQ7) = (m+2)*+ (Q2° +207) - (Q° +207)..
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Nous en déduisons que

DY = %2{(771+ 2) — 2(m — 2d) }4 + O‘; (QF +207) - (QF +207) - ¢ — ggs S
+ %a{mJ(H)f — J (trp {VP}) + J (trD{HJ(D”}) } X

b Bt Bt Bt St B} 6

De la méme fagon,

D¥ = %(m +2) Dy — %O‘f) (QF -4) —iaD (QF )
= %(m +2)Dyp — %{Qg DY —2 )" J(ey) Vep — J (trp {VP}) -
j=2d+1
— mJH)T 4+ J (trp{lﬂw“}) Y+ (B — Pa— Bs+ Ba+ Bs5) - @Z)}
- z’a{Qf DY+ mI(H) -+ (B + Bs) - w},
avec
Y Je) Ve = —a > Je) p-(e;) ¢
j=2d+1 j=2d+1
= —ia Y Z;-Z;-¢
j=2d+1
i m—2d
- ( 2 2 > ¢
= —% (iQF — (m —2d)) - ¢
Par suite,
D*¢ = %2{(7714—2) — i — 2z‘Qf} ' {(m+2) +iQ° +2z’Qf} -
- %Q(ng—(m—M)) C ¢
- %{mJ(H)f — T (trpo {VP}) + J (tTD{IIJ(DL)})
+ 61+52+53+ﬁ4+ﬁ5} 0
= O‘;{(mH)Q —2(m — 2d)}¢>+ %2 (Q° 4+207) - (9° +207) - 9+ %QS -
— I — T (s (V7)) + T (o (1Y) }
— ig{ﬁl+52+ﬁs+ﬁ4+ﬁ5} -1,
d’ou découle le lemme 4.4.
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Démonstration du théoréme 4.1 : D’apres le lemme 4.4 et la relation (4.9),

O w+e) = “H g+ T3 e VIH - (+0)
+ %((m+2)2—2(m—2d))(¢+¢)+%2(Qg+2§2f)2-(w+¢)
+ ggg'(¢—¢)+%¥{ﬁ1+ﬁz+ﬁ3+ﬁ4+ﬂ5}'(¢—1/1)
— S (tro{ VP - (6 =) + I (H) - (6 ¥)
Ly (tr (117" })-(¢—¢). (4.15)

Prenons le produit scalaire hermitien de (4.15) avec ¢ + ¢ et identifions les parties réelles.
Remarquons que, puisque v est dans X n_1 M et ¢ est dans X nt1 M, pour tout champ de

vecteurs Z sur M. ,
< Z-Q,0 >=<Z -,y >=0.

Par conséquent,
Re(i<Z-(p—Y),v+¢d>) = Re(i<Z- -9, >—i<Z-1,p>)

= -Qm(<Z- -, 0>+ <V, Z-¢>)

= 0.
D’autre part, pour toute 2-forme wy (resp. pour toute 3-forme ws) sur M ,

<wy P, >=<wp-Y,6>=0
(resp. < w3+ ¢, ¢ >=< w3-1,1» >=0) : cela provient encore du fait que ¢ est dans E%M
et ¢ est dans ZnTH M. De plus, l'action de wy (resp. de ws) sur SM est antisymétrique
(resp. symétrique), et par suite
Re(i<wa-(p—1),b+¢>)=i<wy ¢,0>—i<wy 9 >.
De méme,
Re(i<ws-(p—1),v+¢>)=-2%m(<wsz- ¢, >).

11 vient donc :

2 2
Re (< (D) W +a).w+0>) = "4 gp
+ %((m+2) —2(m —2d)) [ + ¢|”
— %2|(95+29f)-(¢+¢)|2

N

+ %(i<95-¢7¢>—i<95'¢’¢>)
— aSm (< {1+ P+ B85+ Ba+Ps} - b0 >).

Puisque « est réel, la norme du spineur ¢ + ¢ est constante (cf. [38]). En intégrant cette
identité sur M, nous en déduisons le théoreme 4.1 par application du principe du Min-
Max.

O
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4.4 Estimations de valeurs propres pour les sous-va-
riétés kahlériennes
Dans ce paragraphe, nous supposerons que
J(TM) =TM,

i.e. que (M?,g,.J) est une sous-variété compleze spinorielle de (M ng.J). Ici, d et n sont

les dimensions complexes respectives de M et de M. Rappelons que, puisque (M, g, J) est
kahlérienne par hypothese, une telle sous-variété M est nécessairement aussi kahlérienne.

Le théoreme 4.1 s’applique a cette situation. Nous allons cependant raffiner I'inégalité
(4.11) en montrant le théoréme suivant :

Théoréme 4.2 Soit (M?¢,g,.J) une sous-variété kihlérienne spinorielle compacte d’une
variété kahlérienne spinorielle (M?", g, J). Munissons le fibré normal de la structure spi-

norielle induite. Supposons que (M?", g, J) admet un espace de dimension N d’a-spineurs
de Killing kdhlériens avec o réel. Alors

9 (d+1)%a? lorsque d est impair
AN S 2 .
d(d+2)a lorsque d est pair.

Démonstration : Si M est une sous-variété kahlérienne de (M,g, J), l'identité (4.12) du
lemme 4.4 se simplifie considérablement. En effet, D = TM, € = {0} et F = NM dans
ce cas. En particulier Q7 coincide avec la forme de Kéhler QY du fibré normal. D’autre
part, puisque m = 2d, les formes 3, [ = 1,...,5, sont nulles d’aprés leurs définitions.
Enfin, M est minimale dans (M, g) car est une sous-variété kihlérienne. Nous déduisons
donc de (4.12) que

D* (¢ + ¢) = (d+1)%* (¢ + ¢) + a*QV - QY - (1 + ¢) .

L’inégalité du théoreme 4.1 peut alors étre améliorée en vertu du lemme suivant :

Lemme 4.5 Pour toute section ¢ de 3,

0 st d est impair

i — D22 < N N . <
(n—dflel” << Q- Q000> <0 1 G d est pair.

Démonstration du lemme 4.5 : Comme en (4.5), la forme Q¥ agit sur ¥ N, qu’elle décompose
en somme directe orthogonale de sous-espaces propres associés aux valeurs propres

i(2r —n+d), pour 0 < r < n—d. Or, pour toute 2-forme w sur N M et pour toute section
pde X,

(IdzM®w]'V>90=W'90-

Par conséquent, QY décompose de maniere identique le fibré ¥.
. n—d z o . . N .
Soit ¢ =Y """ ¢, la décomposition de ¢ en spineurs propres pour £, i.e.

QN o, =i(2r — n+ d)ep,.
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Alors

n—d

YOV = =32 —n+d)e,,

r=0

done < QN - QN -, 0 >= — 3" 1(2r — n + d)?|p,|?, dont se déduit I'encadrement :

. . 2|52 < N ON . < _ . . 2|2,
oMax (2r—n+d)ffel" < <QT-Q%-pp><— Min (2r-—n+d)el

Si n — d est pair, i.e. si d est impair, 0<1\/[<i1r1 . (2r —n +d)? = 0, alors que sinon
Min (2r —n + d)? = 1. Dans les deux cas, O<M<ax . (2r —n+d)*> = (n —d)?* dou le

0<r<n—d
lemme 4.5.

O

Puisque H = 0, les opérateurs D? et (D3N )2 coincident par (4.9); d’apres les calculs
précédents,

(DY) (0 +0) = (d+1)%a? (¥ + ¢) + QN - OV - (¥ + ¢). (4.16)
Par le lemme 4.5, o étant réel, il vient donc :

2 (d+1)%a?|Y + ¢ si d est impair
Re << D]E\:4N (¢+¢)»(¢+¢) >> < { (d+ 1)2a2|¢+¢|2 _ 012|77/)—|—¢)|2 si d est pair

Nous en déduisons le théoreme 4.2.

O

Exemple 4.1 Soit CP" I'espace projectif complexe de dimension complexe n. Muni de
la métrique de Fubini-Study, CP™ est une variété kahlérienne a courbure sectionnelle
holomorphe constante égale a 4. Cependant, CP™ n’est spinoriel que si n est impair, et
admet dans ce cas des 1-spineurs de Killing kéhlériens ([29],[38],[56]). Plagons-nous sous
cette hypothese, et considérons la sous-variété totalement géodésique M = CP?, ou d est
impair et 1 < d < n.
D’apres [56], si A1 (D)) est la plus petite valeur propre de 'opérateur de Dirac fondamental
LLM de (ﬂ?{

M(Dy) = (d+ 1), (4.17)

par conséquent nous obtenons I'inégalité suivante liant les valeurs propres de Dy, et DY :
23, (D3Y) < X(Dy). (1.18)

L’inégalité (4.18) surprend a priori, compte-tenu du fait que CP? est une sous-variété non
seulement totalement géodésique mais aussi a fibré normal trivial dans CP™. L’identifi-
cation entre Dy et D3 est cependant rendue impossible par la présence de la courbure
normale, car le fibré normal de CP? dans CP™ n’est pas plat.

Le théoreme 4.2 fournit donc la possibilité de comparer les spectres de ces deux opérateurs.
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4.5 Estimations de valeurs propres pour les sous-va-
riétés totalement réelles

Nous supposerons dans ce paragraphe que (M, g) est une sous-variété totalement réelle
d’une variété kiahlérienne spinorielle (M?", g, J), i.e. une sous-variété pour laquelle

J(TM) C NM.

Si m est la dimension (réelle) de M, nécessairement m < n. Lorsque m = n, la sous-variété
M est dite lagrangienne.

Comme au paragraphe précédent, nous n’allons pas déduire directement du théoreme 4.1
une majoration pour la plus petite valeur propre de D3}, mais montrer que l'inégalité
(4.11) peut étre améliorée dans ce cas :

Théoréme 4.3 Soit (M™, g) une sous-variété totalement réelle compacte spinorielle
d’une variété kahlérienne spinorielle (M?", g, J). Munissons le fibré normal de la structure
spinorielle induite. Supposons que (M*", g, J) admet un a-spineur de Killing kdhlérien

(¥, ¢) avec a réel. Soit B3 la section de /\ T*M|M| définie dans la base orthonormée
locale (e;) par

B3 = Z ej N J(ey) AT (e, ep).
k=1

Alors

e ML (e R

. { % sim est impair

m(m+2)a?
——— Sim est pair.

Démonstration : Si M est totalement réelle, D = {0}, € = TM & J(TM) et F = L. Une
premiére conséquence est que Q° = Q — Q7 (identité entre éléments de de A?T*M,,,), et
comme ( et Q7 commutent,

(+07) - (Q4+07) - (W +6) = = (W +0) + 207 - (6= ¥) + O - Q- (1 + 9).

Puisque d = 0, les formes (31, (2, B4 et §5 sont nulles par définition. L’égalité (4.12) devient
donc dans ce cas
2

~ 2 2
D*(p+0) = T ((m+2)?=2m) (¥+0)— = (W+6)+ - (6-1)
o? o? ia?
+ ZQI'QI'(?/H-@—7(¢+¢)—TQI'(¢—¢)

b I (6 )+ S (0 w)
= D )+ 0707 (gt 0+ ) - (- )

v ).
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Nous tirons de cette égalité et de la relation (4.9) I'identité

m?2|H|? N (m+ 1)%a?

(D) (W +9) = ( )<w+¢>>+%2ﬂfﬂf-<w+¢>

4 4
- %@3~<¢—w>+§;q VNH (0 0)+ SRS (0— ). (119)

Par hypothese, a est réel, donc

(m + 1)202 2|H|2

e
2

+ %%e(<ﬂf-9f-<w+¢),w+¢>)

- O‘%m(<53¢ﬂ/}>)

Re( < (D) (W+0)v+o>) = { ¥+ o

Le terme < Q7 - QF - (¢ + ¢) , 9 + ¢ > peut étre encadré comme dans le lemme 4.5 :

—(n—mPlp+¢> < <QV-QV-(p+¢), (v +¢)><

0 si m est impair
{ —| + ¢]* si m est pair. (4.20)
Par application du principe du Min-Max, le résultat s’en déduit immédiatement.
(I

Si B3 = 0, le majorant du quotient de Rayleigh précédemment calculé ne dépend plus
du spineur de Killing kihlérien (1, ¢). Un plus grand nombre de valeurs propres de DY
peut donc étre estimé :

Corollaire 4.1 Soit (M™, g) une sous-variété totalement réelle compacte spinorielle d’une
variété kahlérienne spinorielle (M?", g, J). Munissons le fibré normal de la structure spi-

norielle induite. Supposons que (M®*, g, J) admet un espace de dimension N d’a-spineurs
de Killing kdhlériens avec a réel, et que

Z ej A J(ex) AT (ej,er) = 0.
k=1
Alors

9 9 %™ oim est mpar
AN = 4Vo 1 / |H| Ug { m( m 2)a2 . .

st m est pair.

Lorsque la variété ambiante (M ,g,J) admet un a-spineur de Killing avec « imaginaire,
nous obtenons également des estimations de valeurs propres :
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Théoréme 4.4 Soit (M™, g) une sous-variété totalement réelle compacte spinorielle d’une
variété kahlérienne spinorielle (M?", g, J). Munissons le fibré normal de la structure spi-

norielle induite. Supposons que (M?", g, J) admet un espace de dimension N d’a-spineurs
de Killing kdhlériens avec a imaginaire pur. Supposons aussi que

m

Z ej A J(ex) AT (ej,er) =0

J,k=1

et que H = 0. Alors

(nt+ D@m —n+ Dia*  m*|H|S

A2 o< —
N = 4 4

Démonstration : La preuve est quasi-identique a celle du théoreme 4.3 ; la différence prin-
cipale réside dans le fait que la norme d’un spineur de Killing kéhlérien imaginaire n’est
pas constante (cf. [38]).

D’apres (4.19), sous les hypotheses 33 = 0 et HZ =0,

2.2 2 2
I e

)(w+¢)+%29f~ﬂf~(w+¢)

m o N
+ 5;Xj-vxﬁ-<w+¢>,

par conséquent

2.2 2 2
Re (< (DI (W +9),0+0>) = ((””41)“ + )|¢+¢|2

2

R (<0707 (Wt 0) bt o>).
Nous déduisons de (4.20) que
Re (< (DF) (W +0),0+0>) < ( y y
2.2
= PO g,

n JR—
4
puis I'inégalité du théoreme 4.4 par application du principe du Min-Max.

2 2 20 1712
(m+1)°« +m|H| >|¢+¢|2

O

Lorsque m = n, i.e. si M est une sous-variété lagrangienne de (M,g, J), on a F ={0};
nous pouvons donc déduire du théoreme 4.3 et du théoreme 4.4 les corollaires suivants :

Corollaire 4.2 Soit (M", g) une sous-variété lagrangienne spinorielle compacte d’une
variété spinorielle kahlérienne (MZ”, g,J). Munissons le fibré normal de la structure spi-
norielle induite. Supposons que (MQ", g,J) admet un espace de dimension N d’a-spineurs
de Killing kdhlériens avec o réel. Alors

+1)%a? n?
A2 < (n / H|?v,.
NS e J, A
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Corollaire 4.3 Soit (M", g) une sous-variété lagrangienne compacte spinorielle d’une
variété spinorielle kihlérienne (M?", g, J). Munissons le fibré normal de la structure spi-

norielle induite. Supposons que (M?", g, J) admet un espace de dimension N d’a-spineurs
de Killing kdhlériens avec a imaginaire pur. Alors

(n+1)2 |oz|2

A< —
N = 4

HHH2

Exemple 4.2 Soit M := RP", portant sa métrique usuelle de courbure sectionnelle 1,
et M := CP", portant la métrique de Fubini-Study de courbure sectionnelle holomorphe
4. L’'immersion canonique de RP™ dans CP™ est isométrique, totalement géodésique et
lagrangienne. Supposons que n = 3 (4). Sous cette hypothese, la variété M (ainsi que
M , cf. exemple 4.1) est spinorielle, et admet deux structures spinorielles non isomorphes.
Choisissons 'une d’elles, et munissons le fibré normal de la structure spinorielle induite.
Puisque CP™ admet des 1-spineurs de Killing kahlériens, nous déduisons du corollaire 4.2
que :
(n+1)2

YRR
D’autre part, d’apres le théoréme 1.1 (chapitre 1), pour tout spineur propre ¢ de DY
associé a la valeur propre Aq,

2
)\1§

n
N> — inf{S+ 5V
= 4(71—1)%\9%{ + S b
ou SY = =237, Re (< ej-ex - RE 0, 0/lpl? >> et M, == {z € M, ¢, # 0}. Or
S =n(n—1), et M étant lagrangienne dans M qui est kdhlérienne,
RYyJ(Z) =T (BYyZ),
pour tous champs X, Y et Z tangents a M. En combinant cette identité avec le fait que

M est a courbure sectionnelle constante égale a 1, il vient

n 1 n
Z €1 " G- Rgl Lis 4 Z g (Rgl €3 J(elﬁ)? ‘](ek2)> €1 " G- J(ekl) ’ J(€k2) ’
Ji,j2=1 J1,J2,k1,ke=1
1 n
= Z Z g (Ré\jl €iia €k1> ekz) €4, " Cja J(ekl) ’ J(ek2) ’

J1,92,k1,k2=1
n

1
= 2 > ik = GOk Yegy - €4y - len,) - Jer,) -

j17j2 k1,k2=1

Z €1 {‘] 6]1) ) J(€j2) - ‘](eh) ’ J<€j1)} ’

Ji,J2=1

-l

o 6]1) ’ J(ejz) ’

I
[\:)Ir—l
”M
h
[

9 (J(e5), J(ej,)) €4, - €y -

Ji,j2=1

N | —
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1 « n
= —3 > ejy - J(en) - ejy - J(eg) — Flds
Ji,j2=1

1~ ~ n
= —59 - —§Idz.

Par conséquent, pour le spineur ¢ ci-dessus fixé, et en un point ou ¢ ne s’annule pas,

N <§-§-gp,<p>—l—n|<p|2>
% = %( B

Q2P
]2

Nous en déduisons que, sur M,,

2 O 2
n Nyon om0y
4m—1ﬁ5+%J"4+4m—1)G‘ |@2>’

puis que

n? n - o] (n +1)?
—t—|n- <N <
IEITESY (“ LA

A nouveau, la présence de la courbure normale ne permet pas de conclure a I’égalité de
A? avec le minorant ou le majorant.

4.6 Estimations de valeurs propres pour les hyper-
surfaces réelles

Nous supposerons dans ce paragraphe que M est une hypersurface réelle de (]TJ g, J),
i.e. une sous-variété de codimension (réelle) 1. Dans ce cas particulier, le fibré normal de
M dans M est trivial des que M est orientée. Si nous la supposons orientée, la variété M
hérite donc d’une structure spinorielle. Fixons désormais un champ normal unitaire v sur
M tel que, pour toute base directe (X1,...,X,,) de TM, la base (X7, ..., X,,, v) soit une

base directe de T'M,,,.

Une hypersurface réelle orientée M est une sous-variété CR : en effet, étant orthogonal a
v en tout point de M, le champ J(v) est tangent & M et D+ est donc le fibré (trivial) en
droites engendré par J(v). Puisque J?(v) = —v, 'hypothese J(D+) C NM est donc bien
vérifiée.

Par identification de XN avec M x C, le fibré ¥ devient

S =YMaYM,

et les propriétés de l'isomorphisme unitaire (4.7) vis-a-vis de la multiplication de Clifford
et des dérivées covariantes V et V se traduisent sous la forme suivante : pour tout champ
X tangent a M et pour toute section ¢ de X,

X6 =X
o Txd = vx¢+%A<X>-u-¢,
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ot A:=—Vu est I’endomorphisme de Weingarten associé a I'immersion M — (]T/f . 9)-
De plus, 'opérateur de Dirac tordu D} s’identifie avec 'opérateur D := Dy & —Dyy,
ou Dy est 'opérateur de Dirac fondamental de (M, g).

Notons AP le champ d’endomorphismes symétriques de D défini par :

AP(s) := A(s)P,

pour toute section s de D.

Théoreme 4.5 Soit M une hypersurface réelle compacte et orientée d’une variété spino-
rielle kahlérienne (]Tﬁ", g,J). Munissons M de la structure spinorielle induite. Supposons
que (M 9,J) admet un a-spineur de Killing kihlérien (¢, ¢) avec a réel. Soit B4 la section
de \° T*M‘M donnée dans la base orthonormée locale (e;) construite ci-dessus par :

2(n—1)

1
b =3 le ej AN{J o AP + AP o J}(e;) Av
Alors
(2n —1)? a o
(AM)? < ”(”+1)042+W/MH2%—V01<M)/M\9m(<ﬁ4'¢>¢ >) vy
(6] o~ D
+ W/M\sm <<{(JvoJ(y)) AJW) AvY -, >)vg. (4.21)

Démonstration : Si M est une hypersurface réelle, i.e. m = 2n — 1, alors £ = RJ(v) ® Rv
et F = {0}. En particulier, d =n — 1, Qf = v A J(v) et B; = B2 = B33 = 0. Déterminons
les champs de vecteurs trp{I17P)} et trp. (VD).

trp{II"®PY = rp{II}
= Zf?”p (AD)V

De meéme,
D
trpL (VD) = (VJ(V )

= J (Vo) )D

= —(JoAoJ)?
Reste a préciser les expressions de (3, et (s :
2(n—1)
By = — Z e; Nex NI (e, J(er))
k=1
2(n—1)
= _Z (AP(e;), J(ex)) e Aex Av
7,k=1
2(n—1)
= Z ej NJoAP(e;) Av
j=1
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Puisque AP est un endomorphisme symétrique de D, alors 'adjoint de Jo AP est —APo J.
Si nous décomposons J o AP en somme d’un endomorphisme symétrique et d'un endo-
morphisme antisymétrique, seule la composante antisymétrique demeure dans I’expression
précédente, i.e.

Q(f) e; A JoAP(e;) = ;il) e; A {J 0 AP + AP o J}(e)).
Enfin, ) )
By = — sz_:) JW) Aew & (THI(), J(e)} + HIT(I(v), e6)})
- - (Z) Iw) newn (940 J0). J(e)v+g(Ao T(w).) Jw)

= JW)A{JoAoJW)YP Av—JWw)A{AoJW)}P A J(v)
= {JoAoJW)P NJ(V) AV
Nous déduisons donc de (4.12) que

2 2

Prw+o) = S (@1 -2 0+0) - W+0)+ Tr I (60— )
b Dtrp (AP) J() - (6— 9) + SHA TP (6 - v)
+ B (9—)

- ({0 AT AIW) A) - (6 0).
D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
i<v-JW) - (6—1), 0+ o >< |+ o,
d’olt

2772
%e(<D2(w+¢),¢)—l—¢>) < ww—l—gbﬁjtn(n—l—l)azw—{—@z

— aSm(< By ¢,9 >)
+ aSm (< {(JoAoJW)P AJW) Av)- 2 >),

et le résultat en découle par le principe du Min-Max.
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