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Résumé

L’apprentissage par renforcement est la réponse du domaine de I'apprentissage numé-
rique au probleme du contréle optimal. Dans ce paradigme, un agent informatique apprend
a controler un environnement en interagissant avec ce dernier. Il regoit régulierement une
information locale de la qualité du controéle effectué sous la forme d’une récompense numé-
rique (ou signal de renforcement), et son objectif est de maximiser une fonction cumulante
de ces récompenses sur le long terme, généralement modélisée par une fonction dite de
valeur. Le choix des actions appliquées a ’environnement en fonction de sa configuration
est appelé une politique, et la fonction de valeur quantifie donc la qualité de cette politique.
De facon générale, agent n’a pas de modele (ni physique, ni statistique par exemple) de
son environnement, ni de la fonction de récompense qui définit 'optimalité du controle.
Cependant, une hypothese usuelle que nous faisons est que 'environnement est Markovien,
c’est-a-dire que l'effet de I'application d’une action ne dépend que de la configuration cou-
rante de I'environnement, et pas du chemin parcouru pour l'atteindre. Ce parangon est
tres général, et permet de s’intéresser & un grand nombre d’applications, comme la ges-
tion des flux de gaz dans un complexe sidérurgique, que nous abordons dans ce manuscrit.
Cependant, sa mise en application pratique peut étre difficile. Tout d’abord, lorsque la
description de I’environnement a controler est trop grande, une représentation exacte de la
fonction de valeur (ou de la politique) n’est pas possible. Dans ce cas se pose le probleme
de la généralisation (ou de 'approximation de fonction) : il faut d’une part concevoir des
algorithmes dont la complexité algorithmique ne soit pas trop grande, et d’autre part étre
capable d’inférer le comportement a suivre pour une configuration de ’environnement in-
connue lorsque des situations proches ont déja été expérimentées. Un autre probleme vient
du fait que, dans le cas le plus général, I’agent apprend a controler I’environnement tout en
le controlant. Cela se traduit souvent par des phases successives d’évaluation de la qualité
d’une politique et d’amélioration de cette derniere. Du point de vue apprentissage, cela
induit des non-stationnarités (on évalue la qualité d’une politique qui est constamment
modifiée), probleme rarement traité dans la littérature comme tel. Cette imbrication de
I’apprentissage et du controle induit également un probleme connu sous le nom de dilemme
entre exploration et exploitation. Pour chaque action qu’il choisit, 'agent doit décider
entre une action qu’il considére comme optimale par rapport & sa connaissance imparfaite
du monde et une autre action, considérée comme sous-optimale, visant a améliorer cette
connaissance. Pour traiter ce probleme efficacement, il faudrait pouvoir estimer la confiance
qu’a I’agent en ses estimations. Si ces différentes difficultés sont connues, les méthodes de
la littérature les traitent généralement séparément. Ainsi, une méthode pensée pour traiter
du dilemme entre exploration et exploitation ne s’adaptera pas forcément au probleme de
la généralisation, et inversement.

D’un autre coté, le filtrage de Kalman est un paradigme général qui a pour but de
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traquer 1’état caché d’un systeme dynamique, potentiellement non-stationnaire, a partir
d’observations indirectes de cet état. Ce cadre de travail présente plusieurs aspects inté-
ressants. Les algorithmes résultants sont du second ordre et ils traquent la solution plutot
qu’ils ne convergent vers elle. Ils permettent également d’obtenir tres naturellement une
information d’incertitude sur les estimations faites, et des schémas d’approximation effi-
caces existent pour prendre en compte les non-linéarités. La contribution principale de ce
manuscrit est un cadre de travail, nommé Différences Temporelles de Kalman, qui exprime
le probleme de I'approximation de la fonction de valeur (pour laquelle nous adoptons une
représentation paramétrique) sous le parangon de Kalman. L’état caché a inférer est alors
le vecteur des parametres permettant de décrire la fonction de valeur, et les observations
utilisées pour 'estimer sont les récompenses associées aux transitions dans ’espace d’état,
une équation de Bellman servant de liant a ces différentes quantités. Cela permet de béné-
ficier des avantages propres au filtrage de Kalman, et donc de traiter de front plusieurs des
problemes de I'apprentissage par renforcement mentionnés. Cependant, sous ’hypothese
d’un bruit d’observation blanc, classique et nécessaire a 'obtention des différents algo-
rithmes présentés (dont 1'une des variantes est l'un des premiers algorithmes d’ordre deux
du type itération de la valeur), nous montrons que I'approche proposée revient & minimiser
un résidu quadratique de Bellman, ce qui se traduit par un biais de ’estimateur lorsque
I’environnement a contréler est stochastique. Nous analysons ce probleme, et y apportons
une solution en introduisant une famille de bruits colorés, qui peut tres directement étre liée
au concept des traces d’éligibilité (concept commun en apprentissage par renforcement).
Nous illustrons également ['utilisation de I'information d’incertitude disponible en présen-
tant une forme d’apprentissage actif ainsi qu'un ensemble de méthodes visant a traiter le
dilemme entre exploration et exploitation. Nous proposons aussi une nouvelle classe d’algo-
rithmes acteur-critique, basés sur la notion de gradient naturel ainsi que sur les différences
temporelles de Kalman. Autant que nous le sachions, ce sont les premieres approches de
ce type qui permettent un apprentissage en ligne, tout en proposant des mises a jour du
second ordre tant pour l'acteur que pour le critique.
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Chapitre 1

Position du probleme

Ce chapitre introduit la problématique industrielle qui a motivé nos travaux. Cette der-
niere implique un certain nombre de contraintes qui nous ont amené a privilégier I’appren-
tissage par renforcement par rapport a d’autres approches. Nous présentons brievement les
contributions de cette thése (un résumé plus complet en étant fait dans le dernier chapitre)
ainsi que les publications associées, avant de proposer une vue d’ensemble du manuscrit
avec un résumé rapide des différents chapitres.

1.1 Problématique industrielle

Le processus de fabrication de I’acier (du minerai brut a la livraison chez le client) im-
plique de nombreuses étapes de production effectuées dans plusieurs usines. Tout au long
de ce processus, de nombreuses contraintes hétérogenes doivent étre prises en compte. Il y
a tout d’abord les contraintes physiques et métallurgiques imposées tout le long du proces-
sus, qui elles-mémes peuvent étre tres hétérogenes (pression de laminage, températures de
recuit, planéité des toles, et caetera). Il y a également de nombreuses contraintes logistiques
(transport des produits entre usines, conséquences d’une panne ou d’un retard dans une
usine, modification du carnet de commande, et caetera). Enfin il y a un certain nombre de
contraintes environnementales telles que la minimisation de consommation d’énergie ou de
production des déchets.

Pour optimiser ce processus de production dans son ensemble, ces différentes contraintes
doivent étre considérées simultanément, plusieurs optimisations locales n’entrainant pas
nécessairement une optimisation globale. De plus, les différents éléments a optimiser sont
trés hétéroclites, ce qui suggere 'utilisation d’un modele le plus générique possible. Il faut
également considérer le fait que si certains processus sont bien compris et par conséquent
modélisables, d’autres ne peuvent étre controlés que par des heuristiques (par des machines
ou le savoir-faire humain). En fait, il est possible de controler certaines machines (de fagon
automatique), mais pour d’autres il n’y a pas d’alternative a l’expertise humaine.

Dans ce contexte et sur le long terme, le projet PROFL-213 d’ArcelorMittal Research
dans lequel s’inscrivent ces travaux a pour objectifs de :

— développer une méthodologie générale de fagon a modéliser aussi globalement et gé-

nériquement que possible un large probleme d’optimisation, malgré la malédiction de
la dimensionnalité! ;

La malédiction de la dimensionnalité rend compte de Pexplosion combinatoire de la complexité de
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— développer des algorithmes qui permettent de trouver une solution au probleme (op-
timale, voire sous-optimale mais de bonne qualité) ;

— utiliser ces algorithmes hors-ligne pour améliorer les routes métallurgiques respec-
tivement aux contraintes mentionnées précédemment et en-ligne pour améliorer la
réaction du processus dans le cas d’événements non prévus a ’origine.

Il faut également noter que les problemes d’optimisation envisagés peuvent étre dyna-
miques, dans le sens ou une décision a un moment donné doit étre prise en tenant compte
de I’évolution future du systeme et pas seulement en fonction de son état actuel.

1.2 Approche adoptée

Ainsi la problématique posée est celle trés générale du controle optimal d’un systéme
dynamique, potentiellement stochastique et partiellement observable et dont un modele
n’est pas forcément disponible. Nous montrons dans un premier temps pourquoi les ap-
proches classiques de la théorie du controle ne nous ont pas semblé adéquates (sans en faire
un état de art cependant), avant de présenter I’apprentissage numérique de fagon générale
et Papprentissage par renforcement plus particulierement, qui est la voie que nous avons
choisi de suivre.

La théorie du controle est un domaine étudié depuis fort longtemps et qui traite le com-
portement des systémes dynamiques et la facon d’influencer ce dernier. Parmi les exemples
les plus connus peuvent étre cités les controleurs LQG (Linéaire Quadratique Gaussien)
ou encore PID (Proportionnel Intégral Dérivatif). Cependant, nous n’avons pas "ambition
de faire un état de 'art de ce domaine. La plupart des approches existantes supposent la
connaissance (analytique) du systeme dynamique, or s’affranchir de modele a priori est une
des contraintes posées. Il serait envisageable de paramétrer le systéme (le modele pouvant
étre générique, comme un réseau de neurones par exemple) et d’apprendre les parametres
ad hoc a partir de données du systeme en action. Cependant, c’est un probleme difficile
en soi (surtout si 'on ajoute une composante controle) et nous préférons 1’approche par
apprentissage plus générale exposée par la suite. De plus, les approches classiques de la
théorie du controle supposent la linéarité de la dynamique du systeme, I'extension au cas
non-linéaire étant souvent problématique. Les méthodes que nous avons choisi d’étudier
présentent peu cette contrainte. Ainsi nous avons choisi de ne pas traiter la problématique
posée a partir de méthodes de la théorie du controle car I’apprentissage par renforcement
nous semble présenter certains avantages indéniables que nous exposerons par la suite. Ce-
pendant, ces deux domaines sont loin d’étre disjoints : ils traitent des problemes similaires,
avec des approches qui peuvent se ressembler. Ils peuvent étre considérés comme des points
de vue parfois différents sur un méme probleme général.

L’apprentissage numérique (ou apprentissage automatique, Machine Learning en an-
glais) consiste de maniere générale & apprendre un modele a partir de données (numériques
donc). Il peut étre subdivisé en trois branches : apprentissage supervisé, non-supervisé et
par renforcement. Un algorithme d’apprentissage supervisé apprendra un modele de fagon
a faire correspondre a des entrées des sorties désirées. La régression ou la classification né-
cessitent souvent de telles approches (la différence entre les deux résidant en la nature des
sorties, continues pour la régression et discretes et en nombre fini pour la classification).
En apprentissage non-supervisé, l'algorithme ne dispose que d’entrées pour apprendre ce

I’optimisation lorsque la dimension d’un probléme augmente.
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modele, comme c’est le cas pour les méthodes de quantification vectorielle (algorithme des
k moyennes, cartes de Kohonen, neural gas, et caetera). En apprentissage par renforcement,
I’algorithme doit apprendre une politique de controle par interaction avec le systéme, une
information locale de la qualité du controle étant donnée sous forme de récompense et
I'objectif étant de maximiser le cumul de récompenses sur le long terme. Cette derniere
approche sera développée par la suite. Informellement, en apprentissage non-supervisé il
n’est rien dit & la machine (I’algorithme imposant tout de méme souvent un a priori comme
une structure de graphe par exemple). En supervisé il est dit a la machine “comment faire”
(base d’exemples composée de couples entrée-sortie) et elle doit pouvoir interpoler a partir
des cas observés. Enfin, en renforcement? il est dit & la machine combien vaut ce qu’elle a
fait (la fonction de récompense) et cette derniere doit trouver “comment faire” (politique
de contrdle). Nous développons plus avant cette derniere forme d’apprentissage.

récompense

Environnement

action

FiG. 1.1 — Paradigme général de 'apprentissage par renforcement.

Le paradigme, illustré sur la figure 1.1, est le suivant. Un agent interagit avec un en-
vironnement. A chaque instant (nous considérerons dans tout ce manuscrit une échelle de
temps discrete), 'environnement est dans un état donné. L’agent choisit une action parmi
un panel disponible. En réponse a cette action, ’environnement (ou de fagon équivalente
le systéme dynamique) change d’état en suivant sa propre dynamique, qui peut étre sto-
chastique. L’agent observe le nouvel état du systéme (voire une observation de cet état,
par exemple si les capteurs sont bruités) et regoit une récompense, qui est une information
locale de la qualité du controle. L’objectif de ’agent est de maximiser le cumul de ces
récompenses sur le long terme.

Un exemple simple et classique est celui du robot dans un labyrinthe. L’agent est le
controleur du robot et I’environnement est composé du robot et du labyrinthe. L’état du
systeme est la position du robot et les actions sont les différents déplacements possibles.
L’objectif de I’apprentissage est de faire sortir le robot du labyrinthe, en conséquence une

2Le nom de renforcement vient de la psychologie animale, ot il a été observé que I’association entre une
situation et un comportement fortement récompensé semble “renforcée”, alors que les comportements non
récompensés sont dissociés des situations dans lesquels ils sont réalisés.
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fonction de récompense possible est de donner une “punition” de valeur —1 tant que le robot
est dans le labyrinthe et une récompense de 0 lorsqu’il trouve la sortie. En maximisant une
fonction cumulante sur le long terme, le robot apprendra a trouver le plus court chemin
vers la sortie. Généralement, ce cumul est modélisé en interne par une fonction de valeur
associant & un état une valeur espérée du cumul de récompenses en partant de celui-ci.

Ce paradigme est tres général. Le controle souhaité est spécifié via les récompenses, ce
qui est plus universel que le respect d’une consigne, qui est un cas souvent considéré en
théorie du controle plus classique. Cependant nous n’avons présenté pour l'instant que le
paradigme, pas le moyen de le résoudre. Plusieurs approches sont envisageables. Cependant,
nous nous concentrerons sur celles basées sur la programmation dynamique. Tout cela sera
rendu plus clair dans les chapitres suivants. Remarquons simplement pour I'instant qu’avec
ce paradigme tres général le cahier des charges posé par la problématique industrielle peut
étre respecté (méme si des solutions pratiques peuvent poser probléme).

1.3 Contributions et publications

La contribution principale de cette these est 'introduction d’un nouveau cadre de tra-
vail général basé sur le filtrage de Kalman pour I'apprentissage de la fonction de valeur
(qui associe a un état le cumul de récompenses associé que ’on cherche & maximiser). Cela
permet de dériver un certain nombre de nouveaux algorithmes qui présentent des carac-
téristiques intéressantes par rapport a ceux de I’état de l'art. Une autre contribution est
I’application de ces algorithmes a des probléemes rencontrés par l'industrie sidérurgique,
notamment un probleme de gestion des flux de gaz et nous I'espérons un pas en avant pour
I’adoption de ce type d’approches dans I’'industrie.

Les travaux effectués durant la these ont donné lieu & une certain nombre de publica-
tions [37, 41, 38, 39, 40, 46, 47, 42, 44, 45, 48, 43, 49] que nous énumérons ici :

— M. GEIST, O. PIETQUIN, G. FRICOUT, A Sparse Nonlinear Bayesian Online
Kernel Regression. In Proceedings of the Second TEEE International Conference on
Advanced Engineering Computing and Applications in Sciences (AdvComp 2008),
I :199-204, Valencia (Spain), (best paper award), 2008.

— M. GEIST, O. PIETQUIN, G. FRICOUT, Online Bayesian Kernel Regression from
Nonlinear Mapping of Observations. In Proceedings of the 18th IEEE International
Workshop on Machine Learning for Signal Processing (MLSP 2008) :309-314, Cancun
(Mexico), 2008.

— M. GEIST, O. PIETQUIN, G. FRICOUT, Filtrage bayésien de la récompense. In
actes des Journées Francophones de Planification, Décision et Apprentissage pour la
conduite de systemes (JFPDA 2008) :113-122, Metz (France), 2008.

— M. GEIST, O. PIETQUIN, G. FRICOUT, Bayesian Reward Filtering. In Proceedings
of the European Workshop on Reinforcement Learning (EWRL 2008), S. Girgin et al.,
Springer Verlag, Lecture Notes in Artificial Intelligence, 5323 :96-109, Lille (France),
2008.

— M. GEIST, O. PIETQUIN, G. FRICOUT, Kalman Temporal Differences : Uncer-
tainty and Value Function Approximation. In NIPS Workshop on Model Uncertainty
and Risk in Reinforcement Learning, Vancouver (Canada), 2008.

— M. GEIST, O. PIETQUIN, G. FRICOUT, Kalman Temporal Differences : the deter-
ministic case. In IEEE International Symposium on Adaptive Dynamic Programming
and Reinforcement Learning (ADPRL 2009) :185-192, Nashville, TN, USA, 2009.
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— M. GEIST, O. PIETQUIN, G. FRICOUT, Kernelizing Vector Quantization Algo-
rithms. In European Symposium on Artificial Neural Networks (ESANN 2009) :541-
546, Bruges, Belgium, 2009.

— M. GEIST, O. PIETQUIN, G. FRICOUT, Différences Temporelles de Kalman. In
actes des Journées Francophones de Planification, Décision et Apprentissage pour la
conduite de systemes (JFPDA 2009), Paris, 2009.

— M. GEIST, O. PIETQUIN, G. FRICOUT, Différences Temporelles de Kalman : le
cas stochastique. In actes des Journées Francophones de Planification, Décision et
Apprentissage pour la conduite de systemes (JEPDA 2009), Paris, 2009.

— M. GEIST, O. PIETQUIN, G. FRICOUT, From Supervised to Reinforcement Lear-
ning : a Kernel-based Bayesian Filtering Framework. In International Journal On
Advances in Software, ISSN : 1942-2628, 2(1), 20009.

— M. GEIST, O. PIETQUIN, G. FRICOUT, Tracking in Reinforcement Learning. In
Proceedings of the 16th International Conference on Neural Information Processing
(ICONIP 2009), Bangkok (Thailand), 2009.

— M. GEIST, O. PIETQUIN, G. FRICOUT, Différences temporelles de Kalman : cas
déterministe. In Revue d’'Intelligence Artificielle, accepté pour publication, 2009.

— M. GEIST, O. PIETQUIN, G. FRICOUT, Astuce du Noyau & Quantification Vecto-
rielle. In Actes du 17°™¢ colloque sur la Reconnaissance des Formes et 1'Intelligence
Artificielle (RFIA 2010), Caen (France), 2010.

Le contenu de certaines de ces publications se retrouve dans ce manuscrit [46, 40, 42,
44, 48, 43]. D’autres peuvent étre considérées comme des prémisses des travaux présentés
(notamment une vision plus basée sur le filtrage bayésien que sur I’approche statistique
qui prédomine ici), elles ne sont pas directement présentées ici [39, 38, 37, 41, 45]. Enfin,
d’autres publications n’ont qu’'un rapport connexe avec les travaux présentés [47, 49]. Tous
les résultats de ce manuscrit n’ont pas encore été publiés (notamment les chapitres 5 a 7).

1.4 Vue d’ensemble du manuscrit

Le chapitre 2 présente un état de 'art de 'apprentissage par renforcement. Nous y
introduisons la notion de processus décisionnel de Markov, qui permet la modélisation du
systeme dynamique a controler. Basiquement, un tel processus est composé de 1’ensemble
des états dans lesquels peut se trouver le systeme, des actions qui peuvent y étre appliquées,
du modele de transition entre les états sous l'effet des différentes actions et de la fonction
de récompense. Connaissant ce modele (transitions et récompenses), les algorithmes de
programmation dynamique permettent de déterminer la fonction de valeur optimale, qui
a chaque état associe le cumul maximal de récompenses espéré. Pour ce faire, ils résolvent
I’'une des équations dites de Bellman, qui donnent soit la fonction de valeur d’une politique
donnée (et ’équation est linéaire), soit directement la fonction de valeur optimale (I’équa-
tion correspondante n’est plus linéaire). Notons que plusieurs types de cumuls peuvent étre
considérés, nous les présentons brievement. Cependant, nous nous focalisons sur le cumul
dit y-pondéré. Toujours connaissant le modele, la politique optimale (qui est ce que l'on
cherche finalement & obtenir) peut étre déduite de la fonction de valeur obtenue & 'aide de
I'un de ces algorithmes. Ces approches n’impliquent pas I’apprentissage de la politique op-
timale via les interactions entre un agent et son environnement, elles résolvent le probleme
connaissant sa description analytique. L’apprentissage par renforcement, tel que nous le
présentons, peut-étre vu comme de la programmation dynamique en ligne, asynchrone et
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ne nécessitant pas de modele a priori de I’environnement. Les premiers algorithmes que
nous présentons (TD, SARSA et Q-learning) permettent de résoudre le cas tabulaire, pour
lequel les états et les actions sont en petit nombre, ce qui permet une représentation exacte
de la fonction de valeur. Pour ces approches, I'apprentissage se fait en ligne, a partir des
interactions entre I’agent et son environnement. Cela se traduit par une imbrication entre
controle et apprentissage, qui induit certaines problématiques que nous discutons. Notam-
ment, la politique change au cours de ’apprentissage et en conséquence la fonction de valeur
associée également. Il vaut donc mieux traquer cette derniere que chercher a converger vers
elle. D’autre part, si les états et les actions sont en trop grand nombre, une représentation
tabulaire de la fonction de valeur n’est plus possible. Une autre architecture doit étre choi-
sie pour représenter cette derniére, qui ne permet pas nécessairement une représentation
exacte. Ceci complique I'apprentissage de la fonction de valeur. Le probleme sous-jacent,
connu sous le nom de généralisation, est un pan important du domaine. Nous en propo-
sons un état de 'art qui présente une vue unifiée des algorithmes les plus classiques (en
nous restreignant toutefois a ceux qui permettent un apprentissage en ligne). En supposant
une représentation paramétrique de la fonction de valeur, nous exprimons ’ensemble de
ces algorithmes sous la forme d’une équation de Widrow-Hoff, c’est-a-dire que les para-
metres (qui décrivent la fonction de valeur) sont mis a jour proportionnellement & I'erreur
de prédiction effectuée en utilisant I’estimation courante, chaque algorithme différant par
le gain considéré pour cette erreur, ainsi que par la fagcon de I'obtenir. Nous concluons le
chapitre en présentant un ensemble de caractéristiques, liées aux problemes soulevés, que
nous pensons devoir étre prises en compte par les algorithmes traitant la généralisation.
Ces caractéristiques servent de leitmotiv a nos travaux.

Dans le chapitre 3 nous introduisons les différences temporelles de Kalman, qui consti-
tuent la contribution principale de cette these. Initialement, le filtrage de Kalman permet
d’inférer I’état caché d’un systeme, potentiellement non-stationnaire, a partir d’observations
indirectes de cet état. L’idée de I'approche que nous proposons est d’exprimer le probleme
de 'approximation de la fonction de valeur sous la forme d’un probleme de filtrage : I’état
caché a inférer est I’ensemble des parametres de la fonction de valeur et I'observation qui
en est faite est la récompense associée & une transition. Son utilisation est donc différente
de la fagon dont il est généralement considéré en filtrage, voire en controle (controleur LQG
par exemple). Cela permet de bénéficier des avantages inhérents & 1’approche de Kalman :
I’état caché est modélisé par une variable aléatoire, cela permet d’obtenir une information
d’incertitude sur les parametres et donc sur l'estimation des valeurs : ’algorithme corres-
pondant traque les parametres plutot que de converger vers eux, ce qui permet de s’adapter
aux changements de politique dans un contexte d’apprentissage en ligne du controle opti-
mal ; cet algorithme est également du second ordre, ce qui permet d’étre efficace en termes
d’échantillons. De plus, de fagon a s’affranchir des conditions de linéarité, nous utilisons
un schéma d’approximation, la transformation non-parfumée. Cela permet d’obtenir des
algorithmes tres généraux, qui ne supposent ni linéarité ni méme dérivabilité. Ce dernier
point se montre important pour obtenir un algorithme qui permet directement d’obtenir
la fonction de valeur optimale, qui s’avere étre I'un des premiers algorithmes du second
ordre du type itération de la valeur. Nous proposons également une analyse de la classe
d’algorithmes obtenus et nous montrons qu’ils minimisent en fait un résidu quadratique
de Bellman. Autrement dit, ils cherchent & minimiser 'erreur quadratique entre les deux
membres d'une des équations de Bellman, que nous avons brievement mentionnées aupa-
ravant. Pour conclure ce chapitre, nous discutons les aspects de ce nouveau paradigme,
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le comparons a certains travaux de la littérature et proposons un jeu d’expérimentations
sur des problemes classiques du domaine, de fagon & mettre en avant les caractéristiques
propres a I’approche proposée et a la comparer a I’état de ’art.

Les différences temporelles de Kalman partagent un inconvénient avec toutes les autres
approches minimisant un résidu quadratique de Bellman : I’estimateur correspondant est
biaisé si la dynamique du systeme a controler est stochastique. Dans le chapitre 4 nous
analysons 'effet du caractere stochastique des transitions sur le colit minimisé (ce n’est pas
le résidu de Bellman, qui en est une conséquence). Il s’avere que ce biais résulte de 1'utilisa-
tion d’un bruit d’observation blanc (le bruit d’observation sert & quantifier I'incertitude sur
les récompenses observées, il est dit blanc si ses réalisations a différents instants sont indé-
pendantes), hypothese classique et nécessaire & I'obtention des équations de Kalman, mais
trop forte dans le cadre de son utilisation dans un contexte d’approximation de la fonction
de valeur. Nous introduisons alors un bruit coloré, qui permet d’obtenir un estimateur non
biaisé de la fonction de valeur. Cette extension n’est ni naturelle ni triviale, elle implique
de développer une méthode particuliere pour pouvoir prendre en compte un bruit coloré
a moyenne mobile dans le filtrage de Kalman, ce qui n’a pas été fait auparavant dans la
littérature (probablement & cause d’'un manque d’applications & ce probléme théorique). Ce
nouvel algorithme est analysé et nous montrons qu’il tend a minimiser un cotit quadratique
associant a la valeur de chaque état le cumul de récompenses associé qui serait obtenu
par une méthode de Monte Carlo (c’est-a-dire en générant une trajectoire a partir de cet
état et en calculant le cumul de récompenses associé). Une série d’expérimentations clot le
chapitre.

Le principe des traces d’éligibilité, que nous présentons au chapitre 2 et qui peut
étre vu comme une extension des algorithmes de différences temporelles classiques, est
de ne pas mettre a jour uniquement la valeur de I’état courant en fonction de l'erreur
de prédiction faite, mais de mettre a jour la valeur de tous les états rencontrés sur la
trajectoire menant a ’état courant, en fonction d’une pondération (dépendant de ’état mis
a jour) de cette erreur. Les algorithmes présentés au chapitre 3 peuvent étre rapprochés
des algorithmes de différences temporelles classiques, dans le sens ou la mise a jour est
locale, c’est-a-dire qu’elle se fait en fonction de ’erreur de prédiction faite sur la transition
courante. Les algorithmes présentés au chapitre 4 peuvent quant a eux étre rapprochés
des méthodes de Monte Carlo, au vu de 'analyse de convergence proposée. Les mises
a jour correspondantes sont donc globales, dans le sens ou elle font usage des erreurs de
prédiction sur I’ensemble de la trajectoire suivie. Comme pour les algorithmes de différences
temporelles classiques le concept des traces d’éligibilité permet de jeter un pont entre ces
deux extrémes, nous '’adaptons au chapitre 5 au cadre de travail proposé. L’approche
est cependant différente de celle couramment considérée. En pratique, elle correspond a
I'introduction d’une nouvelle famille de bruits colorés, dépendant d’un parameétre A, dit
facteur d’éligibilité. Les algorithmes des chapitres 3 et 4 seront montrés en étre des cas
particuliers. Nous analysons également les algorithmes résultants et montrons qu’ils tendent
a minimiser une fonction de cott particuliere. Nous ne pouvons pas nous prononcer sur le
biais éventuel de l'estimateur correspondant. Cependant, empiriquement, nous montrons
que cette nouvelle famille de bruits conduit & des estimations non biaisées de la fonction
de valeur (excepté pour le cas particulier correspondant & l’algorithme du chapitre 3). De
plus, toujours empiriquement, nous constaterons que faire varier la valeur de A permet de
réduire la variance de l’estimation.

L’apprentissage étant en ligne et apprentissage et controle étant imbriqués se pose le
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probleme de ce qui est appelé dilemme entre exploration et exploitation. L’agent doit a
tout instant choisir entre une action exploitante (agir de fagon optimale respectivement
a sa connaissance imparfaite du monde) et plusieurs actions exploratrices (améliorer sa
connaissance du monde). Pour traiter ce probléme, nous pensons important de mainte-
nir une information sur la confiance qu’a ’agent en sa représentation du monde. Dans le
chapitre 6, nous montrons comment une incertitude sur les estimations de la fonction de
valeur peut étre calculée dans le contexte du cadre de travail proposé. Ceci résulte du fait
que nous modélisons les parametres par des variables aléatoires et que la fonction de valeur
approchée est fonction de ces parametres. Pour un état donné, la valeur estimée associée
est donc également une variable aléatoire. Nous proposons une forme d’apprentissage ac-
tif utilisant cette information d’incertitude et permettant d’accélérer ’apprentissage dans
certains cas précis. Nous introduisons également des adaptations d’approches classiques
de la littérature visant a traiter le dilemme entre exploration et exploitation, la plupart
ayant été introduites uniquement dans le cas tabulaire. Nous expérimentons ces différents
schémas sur un probléme de bandits a N bras. Ce test de référence consiste a trouver le
plus rapidement et le plus surement possible celui des N bras qui apporte, en moyenne, le
plus grand gain.

Toutes les approches que nous proposons peuvent étre qualifiées de “critique pur”. Seule
une représentation de la fonction de valeur est maintenue et la politique d’action de ’agent
en est déduite. Ce type d’approche présente certains inconvénients, comme une difficulté a
garantir la qualité du controle ou encore des problemes de calcul de maximum, ce que nous
discutons au chapitre 7. Un autre type d’approche est dite "acteur pur', dont le principe
est de ne maintenir qu'une représentation de la politique et de modifier les parametres
associés de fagon & maximiser sa performance (ou autrement dit la fonction de valeur asso-
ciée, qui n’a cependant pas de représentation propre), cette performance (ou son gradient)
étant généralement estimée par une méthode de Monte Carlo. Les méthodes acteur-critique
combinent ces deux approches. La politique ('acteur) et la fonction de valeur (le critique)
ont chacun leur représentation propre. Le critique estime la performance de I'acteur (qui
controle le systéeme) et cette estimation sert a modifier les parametres de la politique. Ba-
siquement, si une action a un effet plus bénéfique que prévu, son association avec 1’état
courant sera renforcée, dans le cas contraire non. Dans cette optique, nous présentons un
algorithme acteur-critique dont l’acteur est basé sur une descente de gradient naturel (le
gradient naturel étant un gradient pondéré par I'inverse de la matrice d’information de
Fisher, ce que nous développerons) et le critique sur les différences temporelles de Kalman.

Le chapitre 8 présente une application industrielle de ’apprentissage par renforcement.
Plus précisément nous y traitons un probleme de gestion de flux des gaz. Dans un complexe
sidérurgique, certaines usines produisent du gaz, d’autres en consomment. Il est possible
de briler le gaz excédentaire (torches), d’en acheter sur un réseau extérieur s’il n’y en a
pas assez, de router le gaz entre les différentes usines et de le stoker a certains endroits
dans des accumulateurs. A cela il faut ajouter des contraintes sur les flux, les puissances et
les capacités énergétiques des différents gaz. L’objectif est ici de maximiser le profit sur le
long terme, sachant que les quantités de gaz produites et consommeées évoluent au cours du
temps. Nous proposons une modélisation du probleme permettant de créer un simulateur
sur lequel nous comparons nos algorithmes a certains autres pouvant étre considérés comme
proches de ceux employés actuellement dans 'industrie (basiquement une maximisation de
la récompense immédiate) : approche proposée se montre supérieure.

Enfin, le chapitre 9 présente un résumé étendu des travaux présentés et contributions
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apportées, ainsi qu’'un ensemble de perspectives qu’il serait intéressant de développer pour
améliorer le cadre de travail introduit. Une de celles-ci est par exemple d’étendre les algo-
rithmes introduits au cas de 'observabilité partielle, c’est-a-dire lorsque 1’état du systeme
que Iagent doit controlé n’est pas directement observable. Ceci devrait se faire de fagon
tres naturelle dans le paradigme proposé.
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CHAPITRE 1. POSITION DU PROBLEME



Chapitre 2

Etat de I’art

Dans ce chapitre nous proposons un état de ’art sur ’apprentissage par renforcement.
Bien stir, ce dernier n’est pas exhaustif (le lecteur peut se référer a des ouvrages sur le
sujet comme [98, 105, 11, 12, 90] pour plus de détails), mais orienté vers nos travaux. Il
existe plusieurs approches pour traiter le paradigme de ’apprentissage par renforcement.
Cependant, un pan important de la littérature est basé sur la programmation dynamique
et c’est avec cette vision des choses que nous l'abordons. Nous présentons donc dans un
premier temps la programmation dynamique, le formalisme associé (processus décisionnel
de Markov pour la modélisation de I’environnement, fonction de valeur pour le cumul des
récompenses, politique pour le controle, et caetera) et les algorithmes de résolution associés.
Nous présentons ensuite les méthodes de base de 'apprentissage par renforcement, princi-
palement les approches dites de différences temporelles, pour le cas ou les espaces d’état et
d’action sont finis et de petites dimensions, auquel cas une représentation tabulaire de la
fonction de valeur est possible. Enfin nous passons en revue un certain nombre d’approches
permettant de traiter les grands espaces d’état (que nous supposerons finis pour des rai-
sons techniques, mais trop grands pour qu’une énumération des états soit envisageable).
Remarquons que nous notons de fagon générale les variables aléatoires en majuscules et
leurs réalisations en minuscules, sauf éventuellement lorsque la variable aléatoire est préci-
sée en indice de I'espérance, ce qui permet d’alléger les notations. Nous notons également
pour un ensemble X fini P(X) = {f € [0,1]% | 3 ,cx f(z) = 1} ensemble des densités
de probabilités sur X.

2.1 Programmation dynamique

La programmation dynamique [8] peut étre définie de fagon trés générale comme ’en-
semble des techniques algorithmiques dont le principe est de déterminer la solution optimale
d’un probléeme a partir d’une solution optimale d’un sous-probleme. Dans le contexte ou
nous nous plagons, ce sont toutes les méthodes permettant la résolution exacte (voir ap-
prochée) de ’équation de Bellman (que nous présentons par la suite), sans composante
d’apprentissage.

2.1.1 Formalisme

Avant de traiter les algorithmes de résolution de la programmation dynamique, le for-
malisme doit d’abord étre posé. Nous introduisons les notions de processus décisionnel de

11
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Markov (modélisation de I’environnement & contréler), de fonction de valeur (quantification
de la qualité du controle), de politique (le controle lui méme), ainsi que les équations de
Bellman (caractérisation de la fonction de valeur d’une politique donnée et de la politique
optimale) dont la résolution est 'une des composantes des algorithmes de programmation
dynamique.

Processus décisionnel de Markov

Le formalisme associé a la programmation dynamique (mais aussi tres largement a
lapprentissage par renforcement) est celui des processus décisionnels de Markov [8, 55, 90,
11] (MDP pour Markov Decision Processes). Ils permettent de modéliser 1’environnement
illustré sur la figure 1.1. Nous en donnons une définition.

Définition 2.1 (Processus décisionnel de Markov). Un MDP est la donnée des élé-
ments suivants :

— S Uespace des états (fini) ;

— A lespace des actions (fini) ;

- P:s,ae SxA—p(ls,a) € P(S) une famille de probabilités de transitions marko-

VIENnNes ;
- R:s,a,8 € SxAxS—reR une fonction de récompense bornée ;
~ v €[0,1] un facteur d’actualisation.

Un processus décisionnel de Markov est donc composé d’un espace d’état, qui décrit
I’ensemble des configurations possibles du systéme dynamique; d’'un espace d’action, qui
décrit ’ensemble des actions qui peuvent étre appliquées a ce systeme; d’'une famille de
probabilités de transitions markoviennes, qui décrit la dynamique du systeme ; d'une fonc-
tion de récompense, qui est une information locale et immédiate de la qualité du controle;
d’un facteur d’actualisation, qui participe a la définition de la fonction de valeur et qui
rend compte en quelque sorte de I'horizon sur lequel on souhaite maximiser le cumul de
récompenses. Nous dirons de facon générale que le modele est connu si les probabilités de
transitions et la fonction de récompense le sont. Nous insistons sur le caractere markovien
des probabilités de transitions : la probabilité de passer dans un nouvel état s’ ne dépend
que de I’état courant s et de I’action a choisie et en aucun cas du chemin parcouru pour

atteindre 1’état courant. Plus formellement, pour une trajectoire sy, ..., s;+1 au cours de
laquelle les actions a1, ...,a; ont été prises, nous avons :
p(sit1lsi, @i, 8i-1,ai-1,. .., 81,a1) = p(Sit1si, a;) (2.1)

De plus, il est toujours possible de se ramener & un systéme de Markov!, on ne perd donc
pas en généralité.

La figure 2.1 illustre ce modele. A chaque instant ¢ (échelle des temps discrete), le
systeme est dans 1’état courant s; € S, une action a; € A lui est appliquée, ce qui le
mene aléatoirement selon p(.|s;, a;) dans un nouvel état s; ;1. Cette transition géneére une
récompense 7(8;, @i, Sit+1).

Il est & noter que plusieurs extensions du formalisme des MDP existent. Les processus
décisionnels de Markov partiellement observables [126, 62, 76, 77] (POMDP pour Partially
Observable Markov Decision Processes) sont une formalisation des MDP dans laquelle les

1Si le systéme n’est pas markovien, il suffit de remplacer les états par des historiques. Bien siir, d’un
point de vue pratique, cela peut poser probleme.
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p(s2 ‘51 ,a,)
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p(32’52= az) ::';
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a,

F1G. 2.1 — Processus décisionnel de Markov illustré.

états sont bien définis mais non directement observables. Cela peut modéliser une situation
ou le systeme est observé via des capteurs bruités, par exemple. Les décisions doivent étre
prises en fonction d’observations, une méme observation pouvant correspondre a plusieurs
états différents. Généralement, cela induit la perte du caractere markovien des transitions
(considérées par rapport aux observations), ce qui complique de fagon substantielle le pro-
bleme. Les semi-processus décisionnels de Markov [90] (SMDP pour Semi-MDP) sont une
extension des MDP au cas ou le temps pris pour effectuer une action (le temps pouvant
maintenant étre continu) n’est plus constant. Ce formalisme est surtout utilisé dans le
cadre des approches dites hiérarchiques (voir par exemple le cadre de travail des options,
pour lequel des politiques définissent des méta-actions [108]). Les processus décisionnels
de Markov factorisés (FMDP pour Factored MDP) sont un formalisme qui ne considére
plus une représentation “plate” des espaces d’état et d’action, mais factorisée. Ils peuvent
étre vus comme une formulation particuliere de réseaux bayésiens dynamiques [51] (DBN
pour Dynamic Bayesian Network) controlés. Cette formulation est intéressante pour la ré-
solution de problemes d’optimisation multi-dimensionnels et ce n’est que récemment que
des algorithmes d’apprentissage de la structure ont été proposés, voir par exemple [24].
Il existe encore d’autres extensions, comme les MDP décentralisés [10] (DEC-MDP pour
Decentralized MDP) utilisés dans un contexte multi-agent. Nous n’avons cité que les plus
connues et ces formalismes présentent tous un intérét selon le type de situation a modéliser.
Cependant, nous nous restreindrons dans la suite de ce manuscrit a la formulation la plus
classique d’un MDP, telle que donnée définition 2.1.

Politique et fonction de valeur

Deux notions restent encore a introduire avant de pouvoir définir plus formellement
I’objectif de la programmation dynamique et les moyens de ’atteindre. La premiere est la
notion de politique, qui spécifie la facon dont est controlé le systeme. La seconde est la
notion de fonction de valeur : elle quantifie la qualité d’une politique et c’est le gain que
I’on cherche a maximiser.

Définition 2.2 (Politique). De facon générale, une politique (ou stratégie) associe a un
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état donné une distribution de probabilités sur les actions :
m:se€S —mn(|s) e P(A) (2.2)
Un cas particulier sont les politiques déterministes, qui a un état associent une action :
T:seS—a=mn(s)eA (2.3)

La politique définit donc la fagcon d’interagir avec ’environnement. Il est a noter que
les politiques déterministes sont une classe importante dans la mesure ou il est possible de
montrer qu’il existe toujours une politique déterministe parmi les politiques optimales [98]
(la notion d’optimalité étant rendue plus claire par la suite). Dans la suite de ce manuscrit
nous considérerons généralement des politiques déterministes, sauf mention explicite du
contraire.

La politique étant définie, reste & choisir un criteére pour mesurer sa qualité. Nous avons
déja dit que I'objectif est de fagon générale la maximisation du cumul des récompenses sur
le long terme, cependant, plusieurs types de cumuls peuvent étre considérés. Par exemple,
on peut souhaiter maximiser la somme des récompense sur un horizon 7' fini et le critere
est donc ZiT:o r;. Un autre critere possible est de maximiser la récompense moyenne sur un
horizon infini, ce qui se traduit par limp_ o % Z?:o r;. Le critéere que nous choisissons et
considérons exclusivement dans la suite de ce manuscrit est le critere dit y-pondéré, qui est
une somme pondérée des récompenses sur un horizon infini : >~ ~'r;. En effet, hors le fait
qu’il soit tres classique dans la littérature et que d’un point de vue mathématique il assure
I'existence de la série, la récompense étant bornée, il présente également un intérét pratique;
il maximise la récompense sur une horizon infini, en accordant toutefois plus d’importance
aux récompenses les plus immédiates, ce qui nous semble légitime, tout particulierement
dans un contexte industriel. La fonction de valeur associe simplement a chaque état le
cumul espéré de récompenses et nous la définissons donc pour le critére y-pondéré.

Définition 2.3 (Fonction de valeur). La fonction de valeur associe a un état s € S, pour
une politique (éventuellement stochastique) m donnée, le cumul pondéré des récompenses
espéré en partant de l’état s et en suivant la politique w jusqu’a la fin.

VTiseS—=VT(s)=E|Y v'R(S;,Ai, Sip1)|S = s,7| €R (2.4)
=0

Dans I’équation (2.4), le caractere aléatoire est parfaitement quantifié par les probabi-
lités de transition. Elle peut d’ailleurs étre réécrite pour une politique déterministe de la
fagon suivante :

o i+1
VT(s) = Z’y’ Z R(si,m(si), Sit1) Hp(sk|sk_1,7r(sk_1)) ol sy =S5 (2.5)
=0 s1,441€89F! k=1

Pour une politique stochastique, le résultat est tres proche, bien qu'un peu plus long a
écrire (il suffit de remplacer les actions déterministes par une espérance sur les actions, la
loi de probabilité associée étant la politique conditionnée & I’état ad hoc).
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Equations de Bellman

L’objectif de la programmation dynamique est de découvrir I'une des politiques dont la
fonction de valeur est maximale pour I’ensemble des états. En remarquant que (S — R) C
RIS out |S| est le cardinal de 'espace d’état, ou autrement dit que la fonction de valeur peut
étre vue comme un vecteur avec autant de composantes qu’il y a d’états, il est possible de
munir les fonctions de valeur d’une relation d’ordre partielle :

Vi<VaeVselsS, Vi(s) < Va(s) (2.6)
Un ordre partiel peut étre défini sur les politiques, via les fonctions de valeur associées :
m < m & VT YT (2.7)
L’objectif est donc de déterminer la politique optimale 7* définie par :

" = argmax V" (2.8)
™
Une premiere question naturelle est de savoir si ce maximum existe bien, 'ordre étant
partiel. C’est effectivement le cas, voir par exemple [98] pour une preuve.
Un autre probleme est de savoir évaluer une politique donnée, c’est-a-dire déterminer
sa fonction de valeur. Pour cela, I'expression (2.5) est difficilement utilisable. Cependant,
il est possible de définir la fonction de valeur de maniere récursive :

V7(s) = E[>_7'R(Si,7(S:), Si11]So = s,7]
i=0

= Es’|s77r(s) [R(87 71'(8), S,) + ’YVW(S,)]
= p(s|s, 7(s)) (R(s,7(s),s) +V7(s))) (2.9)

s'esS

La valeur d’un état est donc la moyenne (selon les probabilités de transitions) de la somme
de la récompense obtenue suite a I'application de 'action spécifiée par la politique que 'on
souhaite évaluer et de la valeur de I’état vers lequel transite le systeme, pondérée par le
facteur d’actualisation. Cette équation, appelée équation d’évaluation de Bellman, définit
un systeme linéaire de |S| équations a |S| inconnues permettant de déterminer la fonction
de valeur d’une politique donnée et donc de quantifier sa qualité.

Une autre équation, non-linéaire celle-ci, permet de déterminer directement la fonction
de valeur optimale V* = V™. Soit un état s donné, supposons la fonction de valeur optimale
connue en les états s’ vers lesquels peut transiter le systéme. La fonction de valeur optimale
en ’état s maximise (& la pondération par les probabilités de transitions pres) la récompense
immédiate plus la valeur optimale en ’état s’ vers lequel transite le systéme, pondérée par
le facteur d’actualisation. C’est 1’équation d’optimalité de Bellman :

V*(s) = max p(s']s,a) (R(s,a,s") +yV*(s)) (2.10)
s'eS
Ceci définit un systéme non-linéaire & |.S| équations et |S| inconnues. Si la fonction de valeur
optimale est connue, il est aisé d’en déduire la politique optimale, qui est gloutonne par
rapport a cette derniere, c’est-a-dire qui vérifie :

7*(s) = argmax Z p(s']s,a) (R(s,a,8") +yV*(s)) (2.11)
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Nous résumons ces équations importantes pour la suite, en définissant au passage les opé-
rateurs 17 et T* correspondants :

Théoréme 2.1 (Equations de Bellman). L’équation d’évaluation de Bellman permet
de déterminer la fonction de valeur d’une politique ™ donnée :

Vse S, VT(s)=Y_ p(s|s,m(s)) (R(s,7(s),5) +yV7(s))
s'es
S VT =T"V" (2.12)

L’équation d’optimalité de Bellman permet de déterminer la fonction de valeur optimale
vV

* — ! / *(
Vse S, V*s)= r;leaj(%p(s |s,a) (R(s,a,s") +~yV*(s"))
o V=TV (2.13)

De plus, les opérateurs de Bellman T™ et T* sont des contractions en norme infinie.

La norme infinie est ici le maximum des éléments (||V||cc = maxses V (s)) et un opé-
rateur T’ est une contraction s’il existe un réel positif £ < 1 tel que pour deux fonctions
de valeur quelconques on ait toujours | TV] — TVa|lo < E||Vi — Val|oe. Cette propriété de
contraction des opérateurs de Bellman, prouvée dans de nombreux ouvrages comme [98] par
exemple, est importante. D’une part elle garantit I’existence et 'unicité des solutions (théo-
reme 2.2 du point fixe de Banach) et d’autre part elle fournit une méthode de résolution

directe de I’équation d’optimalité.

Théoréme 2.2 (Théoréme du point fixe de Banach). Soit U un espace de Banach
(espace vectoriel normé complet) et T une contraction sur U. Alors :

1. W e U tel que Tu* = u*;

2. Yuyg €U, la suite (up)nen définie par up41 = Tu, converge vers u*.

Notons que si la fonction de valeur optimale est bien unique, plusieurs politiques diffé-
rentes peuvent lui correspondre.

2.1.2 Résolution

Plusieurs algorithmes existent pour déterminer la politique optimale (via la fonction de
valeur associée). Par exemple un algorithme basé sur la programmation linéaire permet de
trouver la fonction de valeur optimale, nous ne présenterons pas ici (la encore, voir [98]).
Nous nous focalisons sur deux méthodes dont les idées sont utilisées de fagon intensive
en apprentissage par renforcement, a savoir les algorithmes d’itération de la politique et
d’itération de la valeur.

Itération de la politique

La premiere approche que nous présentons est l'itération de la politique. L’algorithme
est initialisé avec une politique quelconque. Son principe est d’évaluer la fonction de valeur
de la politique courante (ce que nous appelons évaluer la politique), puis d’améliorer cette
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politique en considérant la politique gloutonne par rapport a la fonction de valeur précé-
demment calculée. Autrement dit, dans un état donné, I’action choisie est celle qui mene
(en moyenne) au plus grand cumul de récompenses. Il est important de noter que ce n’est
pas nécessairement ’action choisie par la politique, sauf si cette derniere est optimale. Plus
formellement, si & l'itération ¢ la politique m; est évaluée, la politique améliorée m; 1 est
définie par :

Vs €S, mii1(s) = argmax Z p(s']s,a) (R(s,a,s") + V™ (s)) (2.14)
acA
s'eS

Cette approche est résumée dans l'algorithme 2.1.

Algorithme 2.1 : Itération de la politique

Initialisation;

Politique mo;

1—0;

tant que ;11 # 7; faire
FEvaluation de la politique;

Résoudre V; = T7V;;

Amélioration de la politique;
pour tous les s € S faire
| mir(s) = argmaxyes Yyes p(s']s, ) (R(s, 0, 8) + YVi(s);

| t—1+1;

Avec ce schéma d’amélioration, il peut étre montré qu’il y a amélioration de la politique,
c’est-a-dire que m; 1 > m;. Sil'on a égalité, alors I’équation d’optimalité de Bellman est vé-
rifiée et I’algorithme a convergé. De plus, le nombre de politiques étant fini, cet algorithme
converge en un nombre fini d’itérations (ce nombre d’itérations étant empiriquement beau-
coup plus faible que la cardinal de I'espace des politiques). Il est & noter que I’évaluation
de la politique revient a résoudre un systeéme linéaire, la complexité de cette évaluation
est donc en O(]S]?). L’existence d’une solution & ce systéme est assurée par le théoreme
du point fixe de Banach (V; est le point fixe de la contraction 77¢). Le calcul de la poli-
tique gloutonne associée est en O(|S|?|A|). La complexité de cet algorithme est donc en
O(|S|?|A| + |S|?) par itération. Les idées de cet algorithme, c’est-a-dire évaluation d’une
politique suivie d’'une amélioration, sont tres utilisées dans les algorithmes d’apprentissage
par renforcement, comme nous le verrons plus tard.

Itération de la valeur

La seconde approche que nous présentons, basée sur 1’équation d’optimalité de Bell-
man, vise a déterminer directement la fonction de valeur optimale V*. Etant donné que
lopérateur de Bellman T™* est une contraction et que V* en est 'unique point fixe, le
théoreme 2.2 de Banach assure qu’'une récursion du type V;11 = T*V; convergera vers la
fonction de valeur optimale, quelle que soit I'initialisation Vj. L’approche est résumée dans
I’algorithme 2.2.

Chaque itération consiste en l'application de 'opérateur d’optimalité de Bellman, la
complexité algorithmique associée est en O(|S|?|A|). Cet algorithme ne converge pas en
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Algorithme 2.2 : [tération de la valeur

Initialisation;

Fonction de valeur Vj;

1 —0;

tant que ||Viy; — Vil > € faire
Itérer la valeur;
Vigr =TV,
1—1+1;

un nombre fini d’itérations, c’est pourquoi un critere d’arrét est introduit. Celui-ci permet
de borner 'erreur. En effet, il est possible de montrer que si le critere d’arrét est vérifié a
l'itération 7, alors ||[V; — V*| < %6. Cependant, cette borne ne garantit pas la qualité de
la politique gloutonne associée.

2.2 Apprentissage par renforcement

Dans cette section nous nous intéressons a l'apprentissage par renforcement et plus
particulierement aux méthodes dites de différences temporelles. Un certain nombre de
contraintes sont reldchées par rapport a ce que nous avons vu dans la section 2.1 pour la
programmation dynamique, comme la connaissance du modele a priori. Cependant, nous
supposerons toujours les espaces d’état et d’action suffisamment petits (i.e. de cardinaux
suffisamment faibles) pour qu’une représentation tabulaire soit possible, autrement dit pour
que la fonction de valeur et la politique puissent étre représentées par des vecteurs (d’un
point de vue machine, formellement c’est toujours le cas sous ’hypothese d’espaces finis).
Le cas ou l'espace d’état est trop grand pour une telle représentation sera traité dans la
section 2.3.

2.2.1 Position de 'apprentissage par renforcement par rapport a la pro-
grammation dynamique

Pour les méthodes d’apprentissage par renforcement que nous considérons ici, le for-
malisme est le méme que pour la programmation dynamique. I’environnement a controéler
est toujours modélisé par un processus décisionnel markovien et 1'objectif est encore de
déterminer la politique optimale, c’est-a-dire celle dont la fonction de valeur est maximale
pour chaque état du systeme. Cependant, par rapport a la programmation dynamique, un
certain nombre de contraintes sont levées. Premieérement, le modele (c’est-a-dire, nous le
rappelons, les probabilités de transitions et la fonction de récompense) n’est plus supposé
connu «a priori. Nous supposerons toutefois les espaces d’état et d’action connus. Il y a donc
une composante d’apprentissage qui entre en compte, dans la mesure ot ’on va chercher
a apprendre le controle optimal a partir d’interactions avec I’environnement ; cela devient
plus qu'un probleme d’optimisation. De plus, une caractéristique souhaitée de cet appren-
tissage est qu’il se fasse en ligne, c’est-a-dire que la fonction de valeur (et/ou la politique)
soit mise a jour apres chaque interaction avec I’environnement et ce sans utiliser tout I’his-
torique des interactions. Il est également probable que cette mise a jour soit locale et ne
concerne pas tous les états, elle est donc asynchrone. L’apprentissage par renforcement (tel
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que nous le traitons ici) peut donc étre vu comme une version en ligne, asynchrone et sans
connaissance a priori du modele de la programmation dynamique.

Quand le modele n’est pas connu, une premiere approche pourrait étre de I’apprendre
A partir d’interactions avec le systéme (|S|?|A| parametres pour la fonction de récompense
et autant pour le modele de transition) pour lui appliquer les algorithmes classiques de
programmation dynamique. Le probleme de cette approche est qu’elle n’est pas en ligne et
surtout qu’elle passe mal a I’échelle. Une autre approche pourrait étre d’estimer la valeur des
différents états a I’aide d’une méthode de Monte Carlo?. Plus précisément, le principe serait
de simuler un grand nombre de trajectoires partant d’un état s € S donné et de moyenner
les cumuls de récompenses observées pour chaque trajectoire. On pourrait alors remplacer
I’évaluation de la politique (faite par résolution du systéme linéaire correspondant si le
modele est connu) par ce type d’approche dans 'algorithme d’itération de la politique (la
phase d’amélioration de la politique nécessitant cependant également de recourir a Monte
Carlo, le modele n’étant pas connu), ce qui pourrait permettre d’aboutir a la politique
optimale. La encore le caractere en ligne est perdu, un simulateur serait nécessaire et
de plus les estimateurs de Monte Carlo présentent généralement une forte variance, sans
compter qu'un tel apprentissage serait lent (simuler un grand nombre de trajectoires pour
chaque état du systéme). Les méthodes de différences temporelles que nous présentons
maintenant conservent quant a elles les caractéristiques désirées : apprentissage en ligne
sans connaissance du modele.

2.2.2 Algorithmes de différences temporelles

Les algorithmes que nous présentons ici visent & apprendre la fonction de valeur (ou la
Q-fonction, que nous présentons par la suite) en ligne a partir d’interactions avec ’environ-
nement. Ils reposent sur une comparaison entre la récompense que 1’on s’attend a observer,
cette prédiction étant basée sur l’estimation courante de la fonction de valeur et la ré-
compense effectivement observée. Les mises & jour associées sont du type Widrow-Hoff? et
font partie du domaine de I'estimation stochastique (qui n’est pas propre a ’apprentissage
par renforcement). Nous présentons d’abord les algorithmes TD, SARSA et Q-learning,
ainsi que leurs extensions aux traces d’éligibilité (qui permettent une mise a jour plus glo-
bale de la fonction de valeur, c’est-a-dire pas seulement de 1’état courant mais de tous
les états visités jusqu’a celui-ci). Dans ce contexte, nous introduisons la notion d’itération
de la politique généralisée, ainsi que les architectures acteur-critique qui en sont un cas
particulier important. Enfin, nous présentons les probléemes induits par I'imbrication de
I’apprentissage et du controle, notamment le dilemme entre exploration et exploitation et
la non-stationnarité de la fonction de valeur cible. Les algorithmes et résultats donnés se
retrouvent dans des ouvrages qui font référence [98, 105, 12].

TD, SARSA et Q-learning

Nous nous intéressons dans un premier temps a ’algorithme TD ( Temporal Difference),
qui vise a apprendre la fonction de valeur d’'une politique m donnée. Il s’agit donc d’éva-

2De facon trés générale, une méthode de Monte Carlo vise & calculer une valeur numérique en utilisant
des procédés aléatoires.

3De facon trés générale, une équation de Widrow-Hoff consiste & mettre & jour un modele, la correction
étant proportionnelle & l’erreur faite entre une observation et la prédiction (basée sur le modele courant) de
cette observation.
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luer la qualité d’une politique imposée, phase nécessaire dans un contexte d’itération de la
politique. Autrement dit, c’est un probleme d’estimation pour I'instant et non de controle.
Rappelons que ¢ désigne de facon générale I'indice temporel. Comme le probleme est 1’éva-
luation de la fonction de valeur d’une politique déterministe, seuls les états et les récom-
penses ont besoin d’étre observés, pas les actions qui sont choisies par la politique. Etant
donnée une transition (s;,7;,8;11) générée par cette derniere, il est possible d’écrire de
fagon informelle 1’équation de Bellman (ou de fagon formelle en supposant les transitions
déterministes) :

VT(si) =ri + V7 (si41) (2.15)
S i =V7(si) =YV (si+1) (2.16)

Dans ’équation (2.15), le membre de droite est le plus informatif, dans la mesure ou il
contient la récompense (la fonction de valeur ne peut pas étre directement observée). On
peut aussi remarquer que si les transitions sont stochastiques, bien que cette équation ne
soit pas correcte (il manque l'espérance sur les transitions), le membre de droite est un
estimateur sans biais du membre de gauche. L’algorithme TD consiste a mettre a jour la
fonction de valeur proportionnellement a ’erreur de prédiction effectuée. Il y a deux fa-
cons de voir cette erreur, qui menent ici au méme résultat. La premiere, la plus classique,
consiste a dire que 'on prédit la valeur de I’état courant avec son estimation et que l’on
considere 'observation de cette valeur comme étant la somme de la récompense et de la
valeur de I’état vers lequel transite le systeme. Cette valeur étant elle-méme estimée, on
devrait parler plutét de “pseudo-observation”, ce qui est connu sous le terme de bootstrap-
ping [105, Ch. 6.2]. Le deuxiéme point de vue, moins usuel, consiste a dire que 1’on cherche
a prédire la récompense a partir de la différence entre les valeurs des deux états consécutifs
de la transition. Ces deux points de vue ménent a la méme mise a jour dans le cas qui
nous intéresse, mais nous verrons lorsque nous aborderons les algorithmes directs et rési-
duels dans la section 2.3 les différences qu’ils impliquent. Plus formellement, en notant 1%
I’estimation de la fonction de valeur V', I’algorithme TD consiste a mettre a jour la valeur
de I'état courant s; de la fagon suivante :

V™(si) — V™(s:) + ;s ot 6; = 15 + YV ™ (si11) — V7 (s3) (2.17)

Dans cette derniere expression, J; est appelée erreur de différence temporelle (temporal
difference error en anglais) et a; est un taux d’apprentissage. Si ce dernier vérifie les
conditions classiques suivantes :

o oo
Zai:ooet Za§<oo (2.18)
i=0 =0

alors on peut montrer que VT converge vers la fonction de valeur V™ associée a la politique
7. Cette notion d’erreur de différence temporelle est primordiale en apprentissage par ren-
forcement et la définition suivante peut en étre donnée (nous n’en donnons pas d’expression
formelle, dans la mesure ol comme nous le verrons quelques variantes existent).

Définition 2.4 (Erreur de différence temporelle). L’erreur de différence temporelle,
pour une transition donnée, est la différence entre la récompense observée et la prédiction
de cette récompense, déterminée en utilisant les estimations de la valeur des deux états
consécutifs de la transition.
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Algorithme 2.3 : TD

Initialisation;
Initialisation de la fonction de valeur V;
pour i =1,2,... faire

Observer la transition (s;,7;, Si+1);

Mettre a jour la fonction de valeur ;
6 =i+ YV (si41) = V™(5:) ;
V7(s3) «— V™(s;) + a;d; ;

L’algorithme TD permet donc d’évaluer la fonction de valeur d’une politique donnée.
Cependant, le probleme posé est celui de la détermination de la politique optimale. Si I'on
envisage d’utiliser TD comme algorithme d’évaluation dans un schéma du type itération
de la politique, le probléeme de déterminer la politique gloutonne se pose. En effet, cela
nécessite de connaitre le modele de transition, ce dont on cherche justement a s’affranchir.
C’est dans cette optique qu’est introduite la Q-fonction, ou fonction de qualité*

Définition 2.5 (Fonction de qualité). La fonction de qualité associe a un couple état-
action (s,a) € S x A, pour une politique ™ donnée, le cumul pondéré des récompenses
espéré en partant de l’état s et en y choisissant l'action a, puis en suivant la politique w
jusqu’a la fin.

Q":SxA—R (2.19)
(s,a) = Q" (s,a) = Z’Y (Si,m(Si), Six1|So =s,A0=a,n

Ainsi, par rapport a la fonction de valeur, la Q-fonction laisse un degré de liberté
supplémentaire sur le choix de la premiere action. L’intérét principal de cette fonction est
qu’il est maintenant possible de choisir une action gloutonne simplement en maximisant la
fonction de qualité sur ’ensemble des actions pour un état fixé, ce qui ne nécessite plus de
modele de transition :

Vs €5, Tglouton(s) = argmax Q" (s, a) (2.20)
a€A
De la méme facon que les équations de Bellman ont été définies pour la fonction de valeur,
elles peuvent I’étre pour la fonction de qualité :

Théoréme 2.3 (Equations de Bellman). L’équation d’évaluation de Bellman permet
de déterminer la fonction de qualité d’une politique m donnée :

V(s,a) € Sx A, Q" (s,a) Zp 'Is,a) (R(s,a,s") +vQ7(s',m(s")))
s'eS
S Q" =T"Q" (2.21)

“Historiquement, le terme Q-fonction vient de la notation utilisée [121]. Le terme fonction de qualité
est plus rarement employé dans la littérature. Cependant, nous le pensons pertinent, dans la mesure ou la
Q-fonction permet de mesurer, pour un état donné, la qualité d’une action par rapport aux autres. Nous
utiliserons donc les deux termes indifféremment. Cette @Q-fonction peut également étre appelée fonction
valeur-action.
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L’équation d’optimalité de Bellman permet de déterminer la fonction de qualité optimale

Q"
Vo) €5 x A @ 0) = X psn) (Rls.ans) + 1@ (5.))

s'eS
& Q =TQ" (2.22)

Les opérateurs de Bellman T™ et T™* sont des contractions en norme infinie.

Les mémes notations sont utilisées pour les opérateurs de Bellman pour la fonction
de valeur (théoreme 2.1) et de qualité (théoreme 2.3), la distinction se fait aisément en
fonction du contexte. Notons qu’il existe un lien assez évident entre la fonction de qualité
et la fonction de valeur, & savoir que pour un état donné, si I'action est choisie en accord
avec la politique, la qualité est égale a la valeur :

Vse S, V7T(s)=Q"(s,7(s)) (2.23)
Vse S, V*(s)= max Q*(s,a) (2.24)

La notion de Q-fonction ayant été présentée, nous nous intéressons maintenant aux ap-
proches basées sur cette derniere. L’algorithme TD a un intérét historique et pédagogique,
mais comme nous ’avons vu il est peu pratique.

L’algorithme SARSA a pour objectif I'apprentissage de la @-fonction d’une politique
donnée® & partir de transitions du type (s;, ai, 7, Si+1,@i11), transitions qui donnent son
nom & l’algorithme. A politique fixée, un MDP définit une chaine de Markov valuée® sur
I’espace d’état, mais également une chaine de Markov valuée sur I’espace joint état-action.
Dans le premier cas, I'espace d’état est le méme, la récompense est R™ (s, s’) = R(s,m(s),s’)
et le modele de transition Pr(s|s) = p(s'|s, m(s)). Dans le second cas, I’espace d’état devient
S x A, la récompense est toujours R et le modele de transition devient Pr(s’,d'|s,a) =
p(s’|s,a)m(a’|s). La mise & jour de SARSA est donc tres similaire a celle de TD :

Q" (si,ai) — Q™ (si,a;) + a;d; ot §; = 1 + Q™ (8141, air1) — Q7 (54, a;) (2.25)

Si le taux d’apprentissage est choisi vérifiant (2.18), SARSA converge. Nous le résumons
dans l'algorithme 2.4. Celui-ci peut servir pour la phase d’évaluation de I'algorithme d’itéra-
tion de la politique, la phase d’amélioration étant alors faite en accord avec 1’équation (2.20).
Cependant, il n’est pas forcément nécessaire d’avoir parfaitement évalué une politique pour
I’améliorer (ce qui prendrait de toute fagon ici un nombre infini d’interactions entre I’agent
et ’environnement). Nous discutons ce point dans la section 2.2.3.

Le dernier algorithme que nous passons en revue ici est le Q-learning. I a pour but de
déterminer directement la fonction de qualité optimale, la politique suivie étant (plus ou
moins) arbitraire. Sa mise a jour est basée sur I’équation d’optimalité de Bellman. Pour
une transition (s;, a;, r;, Si+1), elle prend la forme suivante :

~ A~

Q" (si,ai) — Q*(si, a;) + a;0; ou 6; =71 + Wrgleaj( Q*(SZ-H, a) — Q" (si,a;) (2.26)

5Dans la littérature, I’algorithme SARSA est souvent associé & une politique e-gloutonne et est donc
souvent compris dans un sens d’itération de la politique généralisée (nous présentons ces notions par la
suite). Cependant, dans ce manuscrit, lorsque nous référerons & SARSA ce sera généralement dans le sens
d’évaluation de la Q-fonction d’une politique fixée, sans composante de controle.

5Une chaine de Markov valuée est un MDP pour lequel il n’y a qu’une action.
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Algorithme 2.4 : SARSA

Initialisation;
Initialisation de la fonction de qualité Q7;
pour i =1,2,... faire

Observer la transition (s;, a;, 74, Si+1, Git1);

Mettre a jour la Q-fonction ;

0 =15 + Q" (si41,ai11) — Q" (sir as) ;
Q™ (84, ai) — Q7 (s4,a;) + a;d; ;

Par rapport & SARSA, cela revient a choisir 'action gloutonne (pour la mise a jour) en
I’état vers lequel transite le systeme, plutot que 'action effectivement choisie par 'agent. Si
le taux d’apprentissage est choisi vérifiant (2.18) et que chaque paire état-action est visitée
un nombre infini de fois, alors (J-learning converge vers la @Q-fonction optimale. Nous le
résumons dans ’algorithme 2.5.

Algorithme 2.5 : ()-learning

Initialisation;
Initialisation de la fonction de qualité Q*;
pour i =1,2,... faire
Observer la transition (s;, aj, ri, Si+1);
Mettre a jour la Q-fonction ;
i =1 + ymaxeea Q" (si+1,a) — Q*(si, ai) ;
Q*(siy ai) «— Q*(si, ai) + ;i ;

L’algorithme Q-learning est dit off-policy”, la politique évaluée (via la fonction de qua-
lité) étant la politique optimale alors que la politique servant a générer les transitions ne
lest a priori pas. De fagon générale, un algorithme sera dit on-policy si la politique éva-
luée est la politique comportementale (qui sert a générer les transitions) et off-policy si elles
sont différentes. L’intérét du caractere off-policy est assez évident dans le cas du @)-learning,
I’algorithme permettant d’apprendre directement la politique optimale. De facon plus gé-
nérale ce type d’algorithme peut s’avérer utile, par exemple pour réutiliser des trajectoires
déja parcourues et générées avec une certaine politique pour en apprendre une nouvelle,
méme si le schéma d’apprentissage est du type itération de la politique, ou encore si 'on
ne souhaite pas que l’agent contrdle le systeme (dans le milieu industriel par exemple on
préférera généralement se fier a des controleurs éprouvés) sans pour autant lui interdire de
proposer une politique améliorée.

Les algorithmes TD, SARSA (que nous dirons étre du type itération de la politique,
car ils se rapportent a ’équation d’évaluation de Bellman) et Q-learning (que nous dirons
étre du type itération de la valeur, car il se rapporte a 1’équation d’optimalité de Bellman)
font des mises a jour locales de la fonction de valeur. Le concept de traces d’éligibilité que
nous introduisons a présent permet de leur donner un caractere plus global, en propageant

"Nous utilisons la dénomination anglaise, n’ayant pas trouvé de traduction satisfaisante.
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Ierreur de différence temporelle a un instant ¢ le long de la trajectoire qui vient d’étre
suivie par ’agent.

Extension aux traces d’éligibilité

Nous avons vu que l'algorithme TD met & jour la valeur d’un état donné en fonction
de l'erreur de différence temporelle §;. Cette erreur est définie avec une prédiction & un
pas de temps de la fonction de valeur. Supposons qu’a partir de I’état s; une trajectoire de
longueur k soit observée, il est possible de définir des erreurs de différences temporelles en
fonction de prédictions a plus grands horizons :

08 =1+ 4V (si41) = V(si)
08 = 1i + yriss + 72V (siv2) — V(s
g Yriv1 + 77V (siv2) (s:) (2.27)

K _
0 = ri g+ A e+ YV (si4) — V(50)

Il est donc possible de définir un algorithme TD a k pas, ou ’erreur de différence temporelle
d’ordre k est utilisée :
V(i) — V(si) + idy” (2.28)

Plutét que de considérer un ordre k particulier, il est possible de moyenner les différentes
erreurs de différences temporelles possibles. Pour 'approche des traces d’éligibilité [105],
cette moyenne se fait a I’aide d’une pondération géométrique d’un facteur A € [0,1] dit
d’éligibilité :

o

=123 Ats® (2:29)

k=1
Dans cette équation, le facteur 1 — A normalise la somme des poids. Ceci permet de définir
I'algorithme TD(A) sous sa forme “vue avant” (forward view) :

~

V(si) — V(si) + a6} (2.30)

Si le facteur d’éligibilité est nul, on se ramene au TD classique, s’il vaut 1 (et que le MDP
possede un état terminal) il est possible de montrer que la méthode de Monte Carlo dont
nous avons brievement parlé auparavant est obtenue : 'estimation de la valeur de 1’état
courant est mise a jour avec un cumul pondéré de récompenses obtenu en simulant une
trajectoire complete et sans utiliser d’estimation de la valeur en un autre état. Le concept
des traces d’éligibilité jette donc un pont entre ces deux approches.

Cependant, cet algorithme n’est pas pratique. Il nécessite pour mettre a jour un état
donné d’observer la trajectoire qui y commence jusqu’a la fin. Heureusement, il est possible
de montrer que cette “vue avant” est équivalente a une “vue arriere” (backward view)
beaucoup plus pratique [105]. Son principe est de maintenir un vecteur A € RIS! appelé
trace d’éligibilité (initialisé & 0 et pour lequel A(s) désigne la composante relative a ’état
s). A un instant 4, la trace de chacun des états est réduite d’un facteur v et la trace de
I’état courant s; est incrémentée de 1. La mise a jour de la valeur se fait alors pour tous les
états, en fonction de l'erreur de différence temporelle d; (d’ordre 1), l'erreur étant pondérée
par la trace de cet état :

Vs € S, V(s) — V(s) + a;A(s;)0; on 6; = 1r; + 'yf/(si“) — V(sz) (2.31)
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Ainsi 'erreur J; est propagée a tous les états visités par I’agent sur la trajectoire menant
a s;, la pondération de cette mise a jour étant d’autant plus faible que I'état a été visité
il y a longtemps. Nous illustrons ce caractere global des mises & jour sur la figure 2.2. La
trajectoire suivie est représentée sur la figure de gauche et seul I’état terminal fournit une
récompense non nulle. Sur la figure du milieu est illustré leffet d’'une mise a jour faite
par TD(0), c’est-a-dire TD, le premier algorithme que nous ayons présenté. Seule la valeur
de I’état a partir duquel est obtenue la récompense est mise a jour, tous les autres états
sont ignorés. Sur la figure de droite est illustré 1'effet d’une mise & jour faite par TD()\),
le facteur d’éligibilité n’étant plus nul. Tous les états de la trajectoire sont mis a jour,
I’amplitude de cette derniere étant d’autant plus forte que I’état correspondant est proche
de la récompense (la notion de distance n’étant pas euclidienne, mais liée a la trajectoire).
La rétropropagation des récompenses informatives est donc beaucoup plus efficace dans ce
cas.

F1a. 2.2 — Illustration des traces d’éligibilité [105].

Cette approche, appelée TD(\) “vue arriere”, ou plus simplement TD()\), est résumée
dans l'algorithme 2.6 (lorsque la fonction de valeur V' ou 'ensemble des traces A sont écrits
sans argument, ils désignent le vecteur correspondant). De la méme fagon que I’algorithme
SARSA se déduit facilement de I'algorithme TD une fois la notion de Q-fonction introduite,
I'algorithme SARSA(A) se déduit facilement de l’algorithme TD(A) (en maintenant une
trace pour chaque couple état-action). Nous ne le présentons pas ici. Notons également
qu’il existe quelques variantes de 1’algorithme TD()), selon la facon dont la trace de 1’état
courant est incrémentée. Le lecteur peut se référer a [105] pour plus de détails.

Nous allons a présent nous intéresser au cas de I’apprentissage off-policy et expliquer en
quoi le principe de trace d’éligibilité ne s’y applique pas (du moins directement). Plagons-
nous dans le cadre de I’évaluation de la fonction de qualité et supposons qu’une politique
cible m doit étre apprise alors qu’une politique comportementale b est suivie. Soit une
transition (s;, a;, i, Si+1, ai+1) observée. Une mise a jour permettant 'apprentissage de la
fonction de qualité de m est la suivante :

Q™ (54, ai) — Q™ (s4,ai) + o (7%‘ + Q7 (si41, m(si11)) — Q" (s4, az‘)) (2.32)

Par rapport a la mise a jour classique de SARSA, celle-ci permet d’assurer la convergence car
l'action a;y1, choisie par la politique b, y est remplacée par 'action 7(s;41) qui correspond
a la politique 7. L’action a; n’a pas besoin d’étre remplacée, étant donné que la Q)-fonction
permet un degré de liberté sur la premieére action. Si une version off-policy de SARSA peut
étre assez naturellement dérivée, ce n’est pas le cas pour SARSA(A). En effet, plagons-
nous dans le cas de la “vue avant”. Si 'erreur de différence temporelle d’ordre 1 reste
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Algorithme 2.6 : TD())

Initialisation;

Initialisation de la fonction de valeur V' et des traces d’éligibilité A = 0;
pour i =1,2,... faire

Observer la transition (s;, 7, Si+1);

Calcul de Uerreur de différence temporelle ;

6 =i + YV (sit1) = V(si) ;

Incrément de la trace de ’état courant ;

A(si) «— A(s;) +1;

Mise a jour de la valeur et des traces ;
V —V 4+ a;diA;
| A — A\

toujours valable, ce grace au degré de liberté sur la premiere action, les erreurs de différences
temporelles d’ordres supérieurs du type (2.27) ne sont plus valables. En effet elles se basent
sur une prédiction a ’ordre k des récompenses, le cumul des récompenses étant échantillonné
selon la politique b, alors que c’est le cumul de récompenses échantillonné selon 7w qui est
nécessaire. Utiliser I'algorithme SARSA()) dans le cas off-policy, méme avec une mise &
jour modifiée du type (2.32), conduirait & une estimation biaisée de la fonction de qualité
Q™. Des approches existent pour combiner apprentissage off-policy et traces d’éligibilité.
Elles sont principalement basées sur la notion d’échantillonnage d’importance® [105, 86, 54].
Cependant, il y en a assez peu dans la littérature et nous ne les développons pas plus avant
ici.

Si nous avons développé cette notion de trace d’éligibilité et le probleme qu’elle pose
lorsqu’elle est combinée a un apprentissage off-policy, c’est que certaines variations algorith-
miques du cadre de travail proposé dans ce manuscrit présentent des aspects fort similaires,
méme si les arguments développés pour obtenir nos algorithmes sont sensiblement différents.
Cela est discuté chapitre 4.

2.2.3 Apprentissage et controle

Nous avons vu jusqu’a présent comment apprendre la fonction de valeur, de la politique
courante pour TD et SARSA, de la politique optimale pour le Q-learning, a partir d’in-
teractions avec I'environnement. Cependant, I’objectif de ’apprentissage par renforcement
est d’apprendre le controle optimal du systéme dynamique et c’est de cette composante
de contréle dont nous parlons & présent. Pour TD et SARSA, la politique courante est
évaluée, mais il reste encore a I'améliorer. Pour le @-learning, la politique optimale est
apprise directement. Cependant, dans le paradigme le plus général de 'apprentissage par
renforcement, I’agent ne se contente pas d’observer des transitions, il controle le systeme
en méme temps. Un autre point est que l'algorithme ()-learning implique de calculer le
maximum sur I’ensemble des actions a chaque mise a jour, ce qui peut s’avérer tres coliteux

8L’échantillonnage d’importance (ou échantillonnage préférentiel, importance sampling en anglais) est
une technique tres générale qui vise & estimer une quantité liée a une distribution particuliere a partir
d’échantillons générés suivant une autre distribution.
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selon la taille de I'espace d’action et en conséquence lui faire préférer d’autres approches
(le méme probléme se pose pour la détermination d’une politique gloutonne et donc dans
un cadre d’itération de la politique).

Nous présentons d’abord le concept d’itération de la politique généralisée ainsi que
le dilemme entre exploration et exploitation qui lui est intimement lié. Nous présentons
également brievement les architectures dites acteur-critique ainsi qu’un certain nombre
de problemes induits par cette imbrication de I’apprentissage et du controle, parfois peu
mentionnés dans la littérature comme la non-stationnarité potentielle de la fonction de
valeur cible induite.

Itération de la politique généralisée

Le terme itération de la politique généralisée [105] (generalized policy iteration en an-
glais) réfere a I'idée générale d’interaction des processus d’évaluation et d’amélioration de la
politique, indépendamment de la granularité et d’autres détails, come 1’aspect (a)synchrone
ou la connaissance a priori d’'un modele. Il est illustré figure 2.3.

évaluation

a” -
Tr VT
=4

amélioration
Fi1G. 2.3 — Itération de la politique généralisée.

Le schéma d’itération de la politique présenté section 2.1 sur la programmation dyna-
mique entre dans ce cadre. Un autre exemple est l'itération de la politique dite optimiste,
pour laquelle on n’attend pas d’avoir fini d’évaluer une politique donnée avant de 1’amé-
liorer. Les architectures acteur-critique que nous présentons par la suite entrent également
dans ce cadre. Ce schéma général est important pour I’apprentissage par renforcement. En
effet, si 'on considére les algorithmes de différences temporelles que sont TD et SARSA,
ils peuvent étre utilisés pour évaluer la fonction de valeur ou de qualité, mais ils doivent
étre combinés a un schéma d’amélioration de la politique. Un probleme lié a I'itération de
la politique généralisée est le dilemme entre exploration et exploitation.

Dilemme entre exploration et exploitation

Dans le paradigme de I'apprentissage par renforcement, ’agent doit controler le sys-
teme tout en apprenant le controle optimal et ce sans connaissance a priori du modele.
Une question assez naturelle se pose alors. L’agent va-t-il choisir une action qu’il juge
optimale par rapport a sa connaissance (imparfaite) du monde, c’est-a-dire une action ex-
ploitante (action gloutonne sur base de Iestimation courante de la fonction de valeur) ?
Va-t-il plutot choisir une action qu’il juge sous-optimale par rapport a sa connaissance ac-
tuelle du monde, c’est-a-dire une action exploratrice, de facon a améliorer sa connaissance
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du monde ? Ce probleme est connu sous le nom de dilemme entre exploration et exploita-
tion. Plusieurs schémas ont été proposés dans la littérature, le plus connu étant peut-étre
la politique e-gloutonne (e-greedy en anglais). Son principe est de choisir une action glou-
tonne avec une probabilité 1 — e et une action exploratrice (id est au hasard parmi les
actions non-gloutonnes) avec une probabilité e. Il est possible de montrer que I’algorithme
SARSA combiné a ce schéma d’exploration/exploitation (qui est une forme d’itération de
la politique généralisée) converge vers la Q-fonction optimale, sous certaines conditions.
Une autre approche classique consiste a générer les actions selon une distribution de Gibbs.
Le principe est de définir une politique stochastique de controle qui associe une probabilité
de choisir une action d’autant plus grande que sa valeur sera importante, autrement dit (le
role de 'exponentielle étant de projeter les valeurs dans RT, sans altérer leur ordre) :

0 (2)
Frcremn (2]

Dans cette derniere expression, 7 est un facteur dit de température. Plus ce facteur sera
grand et plus les actions seront équiprobables. Une approche classique consiste & commencer
avec une forte température (politique stochastique quasi-uniforme), puis a baisser cette
derniére au cours du temps (politique de plus en plus déterministe, favorisant les fortes
valeurs estimées).

Les deux approches que nous venons de présenter sont parmi les plus simples et les plus
classiques. Elles permettent d’assurer toutes les deux que toutes les paires état-action sont
visitées un nombre suffisant de fois, condition généralement nécessaire a la convergence des
algorithmes de différences temporelles. Cependant, ces schémas d’exploration ne sont pas
dirigés. En effet, lorsque 'agent choisit une action exploratrice, il peut étre souhaitable
qu’il ne choisisse pas une action qui puisse étre dangereuse pour le systéme (ce qui est en
partie assuré par le schéma de Gibbs, si la Q-fonction est correctement estimée), ou bien
encore qu’il choisisse une action plus incertaine (i.e. dont la valeur est incertaine) de fagon
a accélérer 'apprentissage. Il existe de nombreux travaux visant a proposer de nouveaux
schémas d’exploration/exploitation, comme par exemple [4, 64, 74, 103, 101, 122]. Notons
que la plupart de ces approches se basent sur 'utilisation d’une incertitude liée a la valeur
et different par la fagcon dont cette incertitude est utilisée.

Nous insistons sur cette notion d’incertitude sur les valeurs. En effet, quand ’agent
doit prendre une décision, c’est-a-dire choisir entre exploration et exploitation et le cas
échéant dans quelle direction explorer ’environnement, il ne peut que bénéficier de cette
information d’incertitude. Indépendamment de la facon dont elle est utilisée, nous pensons
important qu’un algorithme permettant d’estimer la fonction de qualité évalue également
I'incertitude liée a cette estimation et nos travaux sont orientés dans ce sens, méme si la
fagon effective d’utiliser cette information reste principalement du domaine des perspectives
(quelques propositions seront tout de méme faites dans le chapitre 6).

m(als) = (2.33)

Architectures acteur-critique

Les architectures acteur-critique sont une forme particuliere d’itération de la politique
généralisée. Nous les décrivons brievement ici et les discutons plus avant dans le chapitre 7.
Leur principe général est illustré figure 2.4, adaptée de [105].

Dans les approches que nous avons vues jusqu’a présent, la politique est déduite de la
fonction de qualité (politique e-gloutonne), ou est définie & partir de cette derniere (politique
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Fi1G. 2.4 — Architecture acteur-critique générale.

de Gibbs). Au contraire, pour les architectures acteur-critique, la politique (I’acteur) a une
représentation séparée de la fonction de qualité (le critique), I’ensemble des deux formant
I’agent. Le principe général est le suivant. A chaque pas de temps, Iacteur choisit une
action et 'applique au systéme, qui change alors d’état. Cet état est transmis au critique et
a acteur. Le critique recoit également une information de récompense, ce qui lui permet
de calculer une erreur de différence temporelle. Cette derniére est utilisée d’une part pour
mettre a jour le critique (la fonction de valeur ou de qualité) et d’autre part pour mettre a
jour acteur. De fagon tres générale, si I’erreur est positive, I’action correspondante devrait
étre renforcée (la récompense observée est plus grande que celle prédite), le contraire si
Perreur est négative. C’est la base psychologique du renforcement [113]. Une fois l'acteur
mis a jour, il choisit une nouvelle action a appliquer au systeme et le cycle des interactions
et mises a jour continue.

L’un des intéréts indéniables de ce type de méthode est de pouvoir s’affranchir du
calcul du maximum sur les actions. En effet, nous avons vu que le ()-learning nécessite une
telle recherche de maxima & chaque mise a jour. Si 'on considere un schéma d’itération
de la politique généralisée (politique e-gloutonne par exemple), les phases d’amélioration
de la politique nécessitent également une recherche de maximum sur les actions (choix
de l'action gloutonne). Cela peut s’avérer tres couteux si 'espace des actions possede un
grand cardinal. Pour les architectures acteur-critique, les parametres de ’acteur sont mis a
jour en fonction de I'erreur de différence temporelle calculée par le critique, ce qui permet
d’améliorer la politique sans passer par une recherche de maximum. Un autre intérét de ce
type d’approche vient du fait que lorsque la politique est définie a partir de la Q-fonction,
il est difficile d’obtenir des garanties sur la qualité de la politique, méme si I'on a des
garanties sur la fonction de qualité (comme une borne sur l'erreur en norme infinie fonction
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du nombre d’itérations). On peut donc avoir une trés bonne estimation de la Q-fonction
optimale et une politique associée loin d’étre optimale (le contraire pouvant aussi étre
vrai). Cela vient du fait que c’est moins la valeur exacte d’un couple état-action que la
différence des valeurs des différentes actions pour un méme état qui est important. Pour
les architectures acteur-critique, la politique possede sa propre représentation et le critique
n’est la que pour évaluer sa performance, ce qui a tendance a réduire le probleme que nous
venons d’exposer.

De I'importance de traquer la fonction de valeur cible

Le dernier point que nous passons en revue concernant 'imbrication de 'apprentissage
et du controle est assez peu abordé dans la littérature. Dans le cas général d’un schéma
d’itération de la politique généralisée, nous avons vu que des phases d’évaluation et d’amé-
lioration de la politique se succedent. En conséquence, la fonction de valeur que va chercher
a estimer l'algorithme de différences temporelles va évoluer au cours du temps, en méme
temps que la politique courante. Cela se traduit par un probléme de non-stationnarité de
la fonction de valeur cible de ’algorithme d’apprentissage, ce qui peut étre un probleme s’il
la suppose stationnaire. Cela apparait notamment dans le cadre des architectures acteur-
critique, ou la politique définie par I’acteur change potentiellement apres chaque action.
Pour y remédier, il est proposé dans [13] d’utiliser deux échelles de temps. En pratique, des
taux d’apprentissage différents sont choisis pour l'acteur et le critique, de fagon a ce que
le premier apparaisse comme stationnaire au second. Nous y reviendrons chapitre 7. Pour
notre part, nous pensons qu’il est préférable de “traquer” la fonction de valeur plutot que
de chercher & converger vers cette derniere’. Cela devrait permettre de s’affranchir de ce
probléeme causé par 'imbrication du controle et de 'apprentissage. Cela devrait également
permettre de prendre en compte des environnements non-stationnaires. De plus, méme en
cas de stationnarité de la cible et de ’environnement, il existe des raisons pour préférer une
traque & une convergence, comme présenté par [106]. Nous pensons ce point important et
avons orienté nos travaux dans cette optique, comme nous le montrons par la suite.

2.3 Approximation de la fonction de valeur

Nous avons présenté les principes de la programmation dynamique et des algorithmes
de différences temporelles. Jusqu’a présent, les espaces d’état et d’action ont été supposés
suffisamment petits pour qu’une représentation tabulaire soit possible. Nous nous intéres-
sons maintenant au cas ou l'espace d’état est trop grand, ce qui nécessite d’introduire un
schéma d’approximation. Nous présentons dans un premier temps la problématique géné-
rale de I'approximation de fonction de valeur, avant de passer en revue de facon unifiée un
certain nombre d’approches paramétriques traitant ce probleme. Nous discutons finalement
les qualités que 'on souhaite d’un approximateur de fonction de valeur, ce qui a motivé
nos travaux dont les premiers résultats sont présentés dans le chapitre suivant.

9 Par convergence nous entendons la recherche d’une solution supposée stationnaire et qui ne nécessite
donc plus de modifications une fois trouvée. Par traque nous entendons la recherche d’une solution sans
supposer qu’elle est stationnaire, ce qui ajoute une notion d’adaptation.
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2.3.1 Problématique

Le probléeme que nous posons ici est I’estimation de la fonction de valeur lorsque I’espace
d’état est trop grand pour les approches usuelles!’. On pourrait aller jusqu’a supposer l’es-
pace d’état continu. Cependant, cela implique de considérer I'opérateur sup en lieu et place
de lopérateur max et des intégrales en lieu et place des sommes, entre autres probléemes
d’ordre technique [16]. Nous supposons donc dans la suite de ce manuscrit que 1’espace
d’état est fini mais de cardinal beaucoup trop grand pour que les approches présentées
jusqu’ici conviennent.

Le probleme posé par les grands espaces d’état est souvent appelé généralisation, il
est en fait double. Le premier aspect est la nécessité d’estimer la fonction de valeur pour
I’ensemble des états visités, alors qu’ils sont trop nombreux pour une représentation exacte.
Les approches que nous présentons reposent sur I’approximation paramétrique : plutét que
de représenter la fonction de valeur par un vecteur avec autant de composantes que d’états,
elle est représentée par un nombre de parametres tres largement inférieur au nombre d’états.
Autrement dit, on passe d’une représentation du type V(s) a une autre du type Vg(s),
par exemple la représentation linéaire formulée par Vy(s) = 07¢(s) oir 0 est le vecteur de
parametres, ¢(s) un vecteur de fonctions de bases et |#| < |S|. Il s’agit alors d’apprendre une
bonne représentation compacte de la fonction de valeur, en sachant que de fagon générale
la fonction d’intérét ne peut pas étre représentée parfaitement sous cette forme. L’autre
aspect est la nécessité de pouvoir estimer la valeur d’'un état qui n’a jamais été visité a
partir de ce qui a été appris dans des états “proches”!!, ce qui ressemble au probleme
d’interpolation en régression classique.

Nous passons en revue dans la suite un certain nombre de méthodes (paramétriques)
traitant le probleme d’approximation de la fonction de valeur. Cependant, notons des a
présent que la plupart de ces algorithmes sont congus pour résoudre ce probléeme en par-
ticulier, mais ignorent d’autres aspects qui pourraient bénéficier au traitement général de
I’apprentissage par renforcement. Plus précisément, ces approches traitent ’estimation de
la fonction de valeur dans de grands espaces d’état, mais elles ne permettent pas a la fois de
prendre en compte des problemes non-stationnaires et de dériver une information d’incer-
titude utilisable pour aborder le dilemme entre exploration et exploitation, alors que nous
avons montré précédemment que ces aspects sont importants pour le paradigme général.
De plus, nous nous concentrons exclusivement sur des approches dites en ligne, c’est-a-
dire qui permettent une mise a jour de la représentation de la fonction de valeur apres
chaque interaction, sans nécessiter (explicitement) de réutiliser toutes les informations ob-
tenues sur une trajectoire. D’autres méthodes, dites hors-ligne, nécessitent des trajectoires
completes pour mettre a jour la représentation de la fonction de valeur. Nous ne les abor-
derons pas plus avant dans ce manuscrit, mais I’on peut toutefois citer quelques articles de
référence [9, 52, 80, 73, 31].

2.3.2 Etat de ’art

L’ensemble des algorithmes que nous passons en revue font intervenir une formule de
mise & jour des parameétres de la forme générique suivante :

0; = 0;—1 4+ K;9; (2.34)

0Crest ce que Bellman [7] appelle la malédiction de la dimensionnalité, c’est-a-dire ’explosion combina-
toire de la complexité de optimisation lorsque la taille du probléme augmente.
"Ta notion de métrique dans un MDP n’est pas triviale, voir par exemple [34, 35, 36].
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Dans cette expression, #;_1 est 'ancienne représentation (paramétrique) de la fonction de
valeur, 6; est la mise a jour de cette représentation en accord avec la derniére transition
observée, §; est U'erreur de différence temporelle et K; est un gain indiquant dans quelle
direction corriger la représentation de la fonction de valeur. Nous discutons d’abord les
deux premiers termes, qui sont communs a l’ensemble des approches, avant de discuter
les gains qui sont propres a chaque algorithme et particulierement la facon dont ils sont
obtenus.

Si les espaces d’état S et d’action A ont des cardinaux suffisamment petits, une repré-
sentation exacte de la fonction de valeur est possible et 6 est alors un vecteur avec autant
de composantes qu’il y a d’états (ou de couples état-action pour la Q-fonction). C’est la
représentation tabulaire qui a déja été présentée. Si ces espaces sont trop larges'? une ap-
proximation Vg(s) est nécessaire. Un choix classique en apprentissage par renforcement est
la paramétrisation linéaire, pour laquelle la fonction de valeur est approchée comme suit :

Vo(s) = 3" wy5(s) = 67 (s) (2.35)
j=1

o 07 = (w1 ... wp) et ¢(s)’ = (f1(s) ... op(s))

Dans cette expression, le vecteur de parametres ¢ est constitué de I’ensemble des poids w; et
(¢j)1<j<p est un ensemble de fonctions de base définies a I'avance. Un exemple (classique)
parmi d’autres de fonction de base est le noyau gaussien de centre s; et d’écart-type o; :

®;(s) = exp (—(827‘?)2> (2.36)
J

Beaucoup d’algorithmes d’approximation de la fonction de valeur nécessitent une telle
représentation pour assurer la convergence [95], ou méme pour étre appliqués [19]. D’autres
représentations sont possibles, comme par exemple un réseau de neurones pour lequel 8 est
composé des poids des connexions synaptiques associées. Dans ce cas, la paramétrisation
peut étre non-linéaire. Remarquons que le choix de I'architecture de ’approximateur est un
probleme en soit. Il existe des approches visant a déterminer de facon automatique cette
architecture en fonction du probléme a traiter [67, 78, 60, 125, 87]. Cependant, dans le reste
de ce manuscrit'® nous supposerons cette architecture choisie & ’avance par le praticien et
nous nous intéresserons a la facon d’apprendre la valeur des parameétres.

Dans 'équation (2.34), le terme J; est lerreur de différence temporelle (erreur TD
pour Temporal Difference). Supposons qu’au temps i la transition (s;, a;, 7, Si+1, @i+1) soit
observée. Pour les algorithmes de renforcement de type TD, c’est-a-dire ceux qui visent
I’évaluation de la fonction de valeur pour une politique donnée 7, I'erreur TD est :

0 =1 + 7‘701'71(3%'-&-1) - ‘791'71(82') (2.37)

Pour les algorithmes de type SARSA, c¢’est-a-dire ceux qui ont pour but d’évaluer la fonction
de qualité d’une politique donnée 7, étant donnée ’approximation Qgi_l de la @-fonction,
I’erreur TD est : ) )

8 =ri +vQp,_, (5i41, ai+1) — Qo,_, (54, a;) (2.38)

2Nous nous concentrerons sur les espaces d’état, en supposant le nombre d’actions relativement faible,
jusqu’a mention du contraire.

3Dans le chapitre 8, nous proposons tout de méme une semi-automatisation de la paramétrisation, qui
est une adaptation d’une approche présentée par [28].
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Enfin, pour les algorithms de type Q-learning, c’est-a-dire ceux dont I'objectif est de calculer
la Q-fonction optimale, 'erreur TD est de la forme suivante :

6 =1+ ¥ max Qo,_, (5i+1,b) — Qa,_, (i, a;) (2.39)

Le type de différence temporelle utilisé est directement lié au type d’équation de Bellman
a résoudre et donc au fait que ’algorithme associé appartient a la famille de I'itération de
la politique ou de la valeur.

Le gain K; quant a lui est dépendant de l’algorithme. Nous présentons un certain
nombre d’entre eux, en commencant par une reformulation des algorithmes classiques déja
présentés section 2.2.2.

Algorithmes classiques de différences temporelles

Les algorithmes TD, SARSA et Q-learning peuvent se mettre sous la forme (2.34) en
choisissant l'erreur de différence temporelle ad hoc, c’est-a-dire respectivement (2.37-2.39)
et une représentation tabulaire pour la fonction de valeur ou la Q-fonction, c’est-a-dire :

Va(s) = 0T e(s) (2.40)

ol e(s) est un vecteur unitaire nul partout sauf en la composante correspondant a 1’état s
(et une représentation similaire de la @-fonction est possible en considérant 1’espace joint
état-action). Pour cette famille d’algorithmes et pour une transition (s;, a;,7i, Sit1, Git1),
le gain se met sous la forme :

Ki = ;€4 (2.41)

ou «; est le taux d’apprentissage usuel et e; = e(s;) est le vecteur unitaire présenté ci-avant
(e; = e(si,ai) si la Q-fonction est estimée). Il est aisé de vérifier que les algorithmes 2.3,
2.4 et 2.5 se mettent sous cette forme générale.

11 est également possible d’écrire I’algorithme TD(\) sous cette forme (SARSA () égale-
ment, mais nous ne le ferons pas, car 'extension est facile). Si une représentation tabulaire
est choisie et si l'erreur de différence temporelle (2.37) est considérée, alors TD(A) peut se
mettre sous la forme générale (2.34) en choisissant le gain suivant :

Ki=a; Y (YN e, (2.42)
j=1

Cette mise a jour est une réécriture de ’algorithme 2.6. Maintenant que nous avons montré
comment les algorithmes tabulaires entraient dans le cadre proposé, nous nous intéressons
aux algorithmes qui utilisent une approximation de la fonction de valeur.

Algorithmes directs

Les algorithmes que nous présentons maintenant sont appelés algorithmes de diffé-
rences temporelles avec approximation de la fonction de valeur [105], ou encore algorithmes
directs en suivant la dénomination de [6]. La paramétrisation de la fonction de valeur est
quelconque. Remarquons tout de méme que des preuves de convergence n’existent que pour
le cas linéaire [114, 95] et ce sous certaines conditions, bien que des applications couronnées
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de succes existent avec une paramétrisation non-linéaire comme TD-Gammon'? [111]. Les
trois types d’erreurs de différences temporelles (2.37-2.39) peuvent étre considérés. Le rai-
sonnement étant le méme, nous nous concentrons sur l'algorithme TD avec approximation
de la valeur.

Si la fonction de valeur pouvait étre directement observée, c’est-a-dire si I’on avait une
base d’exemples composée de couples entrée-sortie du type état-valeur de I’état (éventuelle-
ment bruitée) (s;,v; = V(s;) +n;) (ici n; est un bruit blanc et v; une réalisation bruitée de
la fonction de valeur), alors une approche de type descente de gradient, classique en appren-
tissage supervisé, pourrait étre envisagée. La fonction cott de ce probléeme de régression
est la suivante :

J(0) = ||V = Vll? (2.43)

oil ||.||? est la norme Ly usuelle. Une approche classique pour minimiser ce coiit quadratique
est d’effectuer une descente de gradient, ce qui correspond & la mise & jour suivante :

1 . 2
0; =0;—1 — iaive (vz‘ = Vei_l(si)>
= 9i—1 + OziVQV@i_l (Sz) (Ui — ‘791'—1(Si)) (2.44)

Malheureusement, dans le paradigme de ’apprentissage par renforcement, la valeur d’un
état n’est accessible que via les récompenses observées. Le principe des algorithmes dits di-
rects est donc de remplacer la valeur v;, non directement observable, par une approximation
basée sur la récompense et 'estimation de la valeur de ’état suivant, soit r; +’}/Vgi_1 (Sit+1),
le raisonnement étant le méme que celui développé pour I’équation (2.15). La mise & jour
correspondante est alors :

b = i1+ iVoVi,y (50) (ri V0, (s641) = Vo, () (2.45)

L’algorithme peut donc se mettre sous la forme de 1’équation (2.34), le gain étant défini
par :
Ki=VgVy,_,(s:) (2.46)

Cette approche qui consiste a remplacer la valeur d’un état par une approximation de cette
valeur basée sur la récompense observée et 'estimation de la valeur de ’état suivant est
appelée bootstrapping [105]. Si le gain est remplacé par le gradient de la Q-fonction et que
les erreurs de différences temporelles (2.38) ou (2.39) sont considérées, les généralisations
correspondantes de SARSA et @Q-learning sont obtenues. Il est également a noter que dans
le cas particulier d’une représentation tabulaire les algorithmes directs sont les algorithmes
classiques de différences temporelles. En effet, dans ce cas nous avons K; = V(07 ,e(s;)) =

e(si).

Algorithmes résiduels

Comme pour les algorithmes directs, nous présentons ’approche pour I’évaluation de
la fonction de valeur et les extensions se font en remplacant la fonction de valeur par la
fonction de qualité et en considérant I'une des deux équations de Bellman associées. La

MTD-Gammon est actuellement le meilleur programme informatique jouant au backgammon, il atteint
le niveau des premiers joueurs mondiaux humains. Cela a d’ailleurs contribué a relancer la recherche en
apprentissage par renforcement dans les années 90.
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paramétrisation de la fonction de valeur est ici quelconque (non nécessairement linéaire).
Nous rappelons I’équation d’évaluation de Bellman pour I’évaluation de la valeur, ainsi que
lopérateur de Bellman T™ associé (2.12). Dans la suite, nous omettons l’exposant 7 et
écrirons plus simplement 1" cet opérateur. La fonction de valeur de la politique 7 est le
point fixe de cet opérateur. Le principe des algorithmes résiduels est de minimiser le résidu
quadratique de Bellman, c’est-a-dire le carré de la difference entre les membres droit et
gauche de 1’équation correspondante. La fonction de cout est donc :

J(0) = Vo — TV;||? (2.47)

Ce colt est assez légitime : §’il est annulé, ’équation de Bellman est alors vérifiée. Sous
cette forme, il prend naturellement en compte la structure du MDP, via 'opérateur T'.
Cependant, les probabilités de transitions n’étant pas connues, nous définissons 1'opérateur
T, qui est une version échantillonnée de 'opérateur T :

TV (s) = R(s,n(s),s") + vV (') avec 8" ~ p(.|s, 7(s)) (2.48)

Notons que si les transitions sont déterministes, alors les opérateurs T et T sont égaux, ce
qui est un cas particulier important.

Le principe des algorithmes résiduels tels qu’introduits par [6] est d’effectuer une des-
cente de gradient de fagon & minimiser le cotiit (2.47), en remplagant 'opérateur T' par
I'opérateur T, étant donné que des trajectoires sont observées et que les probabilités de tran-
sitions ne sont pas connues. La mise & jour correspondante pour une transition (s;, 7, Si+1)
est :

1 N . A 2
0; =6;—1 — iaive <V9¢,1<3i> — TVei,l(si))
1 A . 2
=01 — §OéiV9 (Ti + Vo, (Siy1) — Ve,-_l(si)>
= 91'—1 + aiv@ (V@i—l(si) - /7‘791'—1 (Si-i-l)) (ri + 'Y‘A/f)z'—l(Si-i-l) - %i—l(si)) (2'49)

Cet algorithme peut donc se mettre sous la forme générale de la mise a jour (2.34), en
choisissant comme gain :

K; = iV (Vo (1) = 1Va,_, (si11)) (2:50)

Plusieurs remarques peuvent étres faites concernant cet algorithme. Premiérement, pour
I’extension a la @-fonction et a 1’équation d’optimalité de Bellman, le gain devient pour
une transition observée (s;, a;, i, Sit1) :

Ki = aive <Q9i1 (Sia ai) - I{?eaj(ryc?ei*l (si+17 b)) (251)

Il implique donc de calculer le gradient de 'opérateur max. S’il est présenté dans [6], cet
algorithme est tres peu pratique, a cause de ce probleme. Deuxiemement, si les transitions
sont stochastiques, la fonction de coit effectivement minimisée est biaisée par rapport au
cott de ’équation (2.47), a cause de I'emploi de I'opérateur échantillonné en lieu et place
de opérateur de Bellman. En effet, il est possible de vérifier [3] que :

~

Egjsn(s[(TV(s) = V($)*] = (TV(s) = V(5))? + Varg|s (5)(TV (s)) (2.52)
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Le biais est donc un terme de variance qui a tendance a favoriser les fonctions régulieres
(si V est constante, le biais est nul). Le biais agit donc comme un terme de régularisation.
Si ajouter un tel terme est une approche classique en apprentissage supervisé (notamment
pour éviter ce que l'on appelle le sur-apprentissage, c’est-a-dire apprendre “par coeur” la
base d’exemple), il n’est pas intéressant ici dans la mesure ot il ne peux pas étre controlé. Il
est proposé dans [6] de débiaiser 1’estimateur en faisant du double échantillonnage, c¢’est-a-
dire échantillonner de facon indépendante deux états suivants pour un état donné et utiliser
'un de ces états pour le gain et I'autre pour l'erreur de différence temporelle. Soient s, ;
et sj,, deux états échantillonnés indépendamment selon les probabilités de transitions
conditionnées a s; et a;. La mise a jour doit alors étre :

0= 01+ Vo (Vo (50 = 7V, (s140)) (i + 9V (si0) = Voo (s0)) (2.53)

Cependant, cela suppose de disposer d’un modele génératif et ralentit empiriquement
I’apprentissage.

Différences temporelles par moindres carrés

Nous présentons maintenant 'algorithme LSTD [19] (Least-Squares Temporal Diffe-
rences), qui permet I’évaluation de la fonction de valeur (ou de qualité), mais pas 1'opti-
misation directe de la ()-fonction. Nous le présentons pour I’évaluation de la fonction de
valeur, 'extension au cas de la fonction de qualité étant immédiate. La paramétrisation
est supposée linéaire, comme spécifié par I'équation (2.35). L’objectif ici est toujours de
minimiser le résidu quadratique de Bellman (2.47), avec une approche par moindres carrés
plutot que par descente de gradient et avec un autre type de réponse pour le probleme
causé par les transitions stochastiques. Le colit empirique que ’on cherche & minimiser est

le suivant :
l

(Vb (s;) T%(sj)>2 (2.54)
7j=1

Pour simplifier notre propos, supposons comme dans [19] que la fonction de valeur est

effectivement linéaire en les parametres (2.35) et qu’il existe donc un vecteur 6* tel que V' =

Vys. De I’équation d’évaluation de Bellman on peut alors obtenir une forme de régression

sur les parametres, en notant R(s,a) = Eys [R(s,a,s')] la récompense moyenne sur une

transition :

V(s) =Y p(s'ls,(s)) (R(s,7(s),8") + 7V (s))

s'eS

T
& R(s,m(s)) = ( — v Y p(s'ls, w(s) (s')> 0" (2.55)

s'esS

Pour un état donné s;, nous réécrivons cette équation sous une forme plus générique :
y; = 10 (2.56)

Si les probabilités de transitions et la fonction de récompense étaient connues, alors y; serait
une sortie observable, x; une entrée observable et la solution des moindres carrés (que nous
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ne détaillons pas, c’est tres classique) minimise le cott (2.54) :

X -1 .
% i
j=1 j=1

Cependant ’estimation doit se baser sur I'observation de trajectoires, sans connaissance
des probabilités de transitions. Les entrées x; et les sorties y; ne sont donc pas directement
observables, uniquement les transitions (s;, 7;, s;+1) et les quantités qui y sont liées, comme
¢(s;) par exemple. Nous réécrivons donc I’équation (2.55) :

\Ti/ :( QS(SZ) - 7¢(Si+1) - 7(E8/|si,7r(si)[¢(8,)]) - ¢(Si+1) )TH*

sortie observée entrée observée

bruit sur I'entrée observée

+ - R(fj,ﬂ(si)) (2.58)

bruit sur la sortie observée

Sous cette forme, deux termes de bruit apparaissent. Le terme de bruit sur la sortie n’est pas
génant, il est naturellement pris en compte par les moindres carrés (car il est blanc, comme
montré dans [19]). Le fait qu’il y ait un bruit sur entrée observée est plus problématique,
cette situation est connue sous le nom d’erreur dans les variables [110] (errors-in-variables
en anglais). La solution des moindres carrés ne peut étre directement exprimée en fonc-
tion des entrées et sorties observées, elle conduirait a une estimation biaisée du vecteur de
parametres optimal. Une solution a ce probleme est 'approche dite des variables instru-
mentales [110]. Le principe est d’introduire une variable dite instrumentale, corrélée avec
Ientrée (différence entre 1’entrée observée et le bruit sur cette entrée) et décorrélée d’avec
le bruit sur I'entrée observée et de modifier I'estimateur de 6* en utilisant cette nouvelle
variable (voir [110, 19] pour les détails). Pour LSTD, la variable instrumentale choisie est
¢(si) (il peut étre montré qu’elle vérifie les bonnes propriétés), ce qui meéne a lestimateur
suivant :

. -1,
0; = Z o(s5)(d(s5) —v0(sj41))" Z B(s5)rj (2.59)
Jj=1 j=1

Notons que d’autres variables instrumentales pourraient étre choisies, le probleme du choix
optimal de cette variable étant traité dans [115]. Reste & mettre & jour cet estimateur
en ligne, c’est-a-dire obtenir une équation sous la forme (2.34). Cela peut étre fait grace
au lemme d’inversion matricielle, parfois appelé formule de Sherman-Morrison, que nous
donnons ici.

Théoréme 2.4 (Lemme d’inversion matricielle). Soit A une matrice carrée inversible
et u et v deux vecteurs. Supposons que 1 +vT A™u # 0. Alors :

A T A1
1+ 0TA
En appliquant ce lemme d’inversion matricielle a l’estimateur (2.59) il est possible de
mettre I'algorithme LSTD sous la forme (2.34) ou le gain K; est défini récursivement par :

Ci—19(s:)

(A+uT)y =471 (2.60)

Ki=17 (6(51) — 70(5i41)) T Ci_16(57) (2.61)
o Giad(s)(@(si) = v8(si41))" Cia
C; =Ci1 14 (6(si) — vh(si41))TCi16(s;) (2.62)
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Il est & noter que cet algorithme (sous sa forme hors ligne) a été étendu a un schéma d’ité-
ration de la politique, I’approche résultante se nommant LSPI [73] (Least-Squares Policy
Iteration). 1l a également été étendu pour prendre en compte les traces d’éligibilité [18].
Une version moins cotuteuse en terme de complexité algorithmique a aussi été proposée [50].

Processus gaussiens et différences temporelles

La derniére approche que nous passons en revue est ’algorithme GPTD [28] ( Gaussian
Process Temporal Differences). C’est la plus proche dans les concepts qui la motivent de la
contribution que nous introduisons dans le chapitre suivant. L’algorithme GPTD se décline
en deux versions principalement, I'une paramétrique et l'autre non-paramétrique. Nous
nous focaliserons sur la premiere, décrite dans [27]. Définissons dans un premier temps ce
qu’est un processus gaussien [91].

Définition 2.6 (Processus gaussien). Un processus aléatoire F' est un ensemble de va-
riables aléatoires, d chacune étant assignée un index. Le processus F est gaussien si les
variables appartenant a tout sous-ensemble fini de F' sont jointement gaussiennes (autre-
ment dit le vecteur dont les composantes sont ces variables aléatoires est gaussien). Si
F est indexé par x € X, sa distribution est entierement spécifiée par sa moyenne et sa
covariance :

E[F(z)] = f(z) avec f € RY (2.63)

cov(F(z), F(z')) = k(x,2') ot k est un noyau de Mercer (2.64)

Un noyau de Mercer est une application symétrique positive (voir définition 8.7 pour plus

de détails).

Le principe général de GPTD est de modéliser la fonction de valeur 1% par un processus
gaussien, de lier les récompenses aux valeurs via un modele génératif, puis de chercher
la distribution de la fonction de valeur en un état donné conditionnée aux récompenses
observées. L’a priori gaussien suivant est posé sur la fonction de valeur estimée : Vo~
N(0,k(.,.)). A partir de maintenant nous supposons les transitions déterministes et la
politique fixée (le probléeme est toujours celui de 1’évaluation de la fonction de valeur).
L’équation d’évaluation de Bellman peut s’écrire :

R(si,m(si), i41) = V(s:) =YV (si41) + N(si) (2.65)

ou N est supposé étre un bruit blanc gaussien qui ne dépend pas de la fonction de valeur
mais peut dépendre de I’état courant, ce qui est une hypothese forte. Par abus de notation,
la politique étant fixée et les transitions étant déterministes, nous notons R(s;) en lieu
et place de R(s;,7(s;), si+1). Pour une trajectoire de longueur i les processus aléatoires
suivants sont définis :

si))’ (2.66)
(2.67)
Ni=(N(s1) ... N(sp)" (2.68)
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Définissons également la matrice de taille (i — 1) x i :

1 =y 0 ... 0
0 1 —y ... 0

H,=]. i (2.69)
o 0 ... 1 —v

Avec ces notations, il est possible de réécrire I'équation (2.65) pour 'ensemble de la trajec-
toire :

Ri1 =H;V; + N;1 (2.70)

Cette derniére équation est un modele génératif, qui lie le processus aléatoire observé (les
récompenses) au processus non observable (les valeurs estimées), le premier étant une trans-
formation du second a laquelle est ajouté un bruit aléatoire. Comme annoncé, I’objectif est
de déterminer la densité de probabilité de la valeur d’un état s donné conditionnée a la
trajectoire, soit V(s)\Ri_l. Mais avant cela nous introduisons d’abord quelques notations
supplémentaires :

ki(s) = (k(s1,8) ... k(si,s))" (2.71)
Ki = Var(VZ) = (kj(Sa, Sb))lga,bfi (272)
¥; = Var(N;) = diag(o?,...,07) (2.73)

Soit un état s donné, I’a priori sur la fonction de valeur étant centré et le bruit blanc nous
pouvons définir le vecteur gaussien joint suivant :

V(s) k(s,s) ki(s)T 0T
Vi | ~N[0,| ki(s) K, of (2.74)
Ni_1 0 0 i1

Comme nous souhaitons conditionner la valeur aux récompenses, c’est plutot le vecteur
joint des valeurs et des récompenses qui nous intéresse. En utilisant le modele génératif, I;
étant la matrice identité de taille ¢, nous avons :

V(s) 1 0 0 V(s)
vi |={o 5 o v (2.75)
R4 0 H;, I Ni_1

La transformation linéaire d’un vecteur gaussien étant toujours gaussien et en utilisant
cette transformation linéaire, nous avons :

V(s) k(s,s) ki(s)T ki(s)THT
Vi | ~NT0,| ki(s) K; KH! (2.76)
R; 4 Hk(s) HK, HKH! +%, 4

Avant de continuer, nous donnons le théoréme de Gauss-Markov, qui permet de déterminer
la distribution d’un vecteur aléatoire gaussien conditionnée a un autre connaissant leur
distribution jointe.

Théoréme 2.5 (Gauss-Markov). Soit X etY deux vecteurs aléatoires jointement gaus-

siens : (ii) N ((:’:;) | ngz g;yc)> (2.77)
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Alors X|Y est également gaussien de distribution N'(X, P) avec :
X =mg + Koy K, (Y —my) (2.78)
P =Ky — KoyK, ) Kya (2.79)
En appliquant ce résultat a I’équation (2.76), nous avons donc :
V()| Ri1 ~ N(0i(s), pi(s)) (2.80)
avec @Z(S) = kl(S)THZT(HZKZHZT + Ei_l)_lRi_l
pl-(s) = k:(s, 8) — k,(s)THzT(HlKZHZT + El‘_l)*lHikZ’(S)

Le probléme est que pour 'estimation de la valeur la complexité algorithmique est quadra-
tique en la longueur de la trajectoire. Dans [28, 27], une représentation non-paramétrique
et parcimonieuse est développée, mais nous ne la présenterons pas plus avant dans ce cha-
pitre. Dans [27], une représentation paramétrique de la fonction de valeur est introduite.
Dans ce cas, comme précédemment, la paramétrisation est linéaire de la forme :

Va(s) =) wjg(s) = ¢(s)"0 (2.81)
j=1

Pour que Vj soit un processus gaussien, il faut que 6 soit un vecteur aléatoire gaussien. Son
a priori est donc gaussien et avec peu de perte de généralité fixé a :

0 ~ N(0,1,) (2.82)

Cela détermine la distribution du processus aléatoire gaussien Vy, qui est totalement décrit
par ses deux premiers moments :

E[Va(s)] = ¢(s)" 6] = 0 (2.83)
cov(Va(s), Vo(s)) = 6(s)" E86716(s) = b(s)6(s) (2.84)

Le choix de la représentation ne modifie pas les résultats de I’équation (2.80). Il suffit de
remarquer que k(s, s') = ¢(s)T¢(s') et ainsi de suite. De la méme facon qu’une distribution
a posteriori a été déterminée pour ‘7, une distribution a posteriori peut étre déterminée
pour 6. Nous introduisons d’abord la matrice de taille p x ¢ définie par :

®; = [p(s1) ... o(si)] (2.85)

Etant donné la représentation particuliere de la fonction de valeur, le modele génératif (2.70)
se réécrit :

R, 1 =H;®,0+ N; 1 (2.86)
En appliquant des résultats classiques des distributions gaussiennes jointes et le théoréme

de Gauss-Markov, exactement comme avant, nous obtenons une distribution a posteriori
sur les parametres :

0|Ri_1 ~ N (6;, P,) (2.87)
0; = ®'H! (H;®T®,H +%; 1)'R;_,
avec
P =1,—-®TH' (H;®®,H! + %, 1) 'H;®;



2.3. APPROXIMATION DE LA FONCTION DE VALEUR 41

Avec quelques manipulations algébriques et en utilisant le lemme d’inversion matricielle,
ce résultat peut se mettre sous la forme de 1’équation (2.34), avec le gain K; défini récur-
sivement par :

o Pi—1(p(si) — v6(si+1))
= o 1+ (B(si) = vo(si41)) T Pic1(o(s:) — 79 (si41)) (2:88)
Pi1(d(s:) = v9(si11))(0(s:) — v9(si41))T P4

o+ (0(si) = v(si41)) T Pi1(d(s:) — vp(si41))

Pi=P_, — (2.89)

Notons que la matrice P; ne sert pas seulement a définir le gain récursivement, elle a une
vraie signification physique : elle quantifie 'incertitude sur les parametres sachant quelles
récompenses ont été observées jusqu'au temps ¢. Cette forme ressemble a la mise a jour
d’un filtre de Kalman [65], nous discuterons ce point plus avant lorsque nous montrerons
que I'un des cas particuliers de nos algorithmes correspond au GPTD paramétrique.

2.3.3 Propriétés souhaitables d’un approximateur de fonction de valeur

La contribution principale de cette theése est une nouvelle classe d’approximateurs de la
fonction de valeur et de la fonction de qualité, pour des schémas d’itération de la politique
et d’itération de la valeur. Avant de les présenter, nous passons en revue un certain nombre
de propriétés que nous pensons importantes :

efficacité en terme d’échantillons : une premiere propriété intéressante est 'efficacité
en terme d’échantillons. Elle consiste en 'apprentissage le plus rapide possible de la
fonction de valeur, autrement dit en I’obtention d’une bonne estimation de la valeur
avec peu de transitions observées. Cette propriété est tres généralement souhaitable,
pas seulement dans le cadre de 'apprentissage par renforcement. Dans un contexte
industriel, elle peut étre tres importante. En effet, si 'apprentissage se fait a partir
de données issues d’une machine de production, il vaut mieux qu’il nécessite le moins
possible de ces données, ces dernieres ayant un cotit non négligeable ;

traque de la cible : nous pensons important qu’'un approximateur de la fonction de va-
leur puisse prendre en compte la non-stationnarité. Un cas d’application immédiat est
un environnement non-stationnaire. Par exemple, pour une machine de production,
I'usure des composants peut entrainer une dérive lente de la dynamique du systeme
et cet aspect devrait étre pris en compte. D’autres raisons pour préférer traquer la
solution plutot que de chercher a converger vers elle, méme si l’environnement est sta-
tionnaire, sont données par [106]. Un autre aspect, peut-étre plus important encore,
est la non-stationnarité induite par I'imbrication du contréle et de 'apprentissage dont
nous avons déja parlé dans la section 2.2.3. Considérer un algorithme d’apprentissage
de la fonction de valeur comme composante d’évaluation d’un schéma d’itération de
la politique généralisée entraine la non-stationnarité de la fonction de valeur cible,
étant donné que les phases d’évaluation de la fonction de valeur et d’amélioration de
la politique se succedent. Par exemple, 'algorithme LSTD présenté section 2.3.2 n’est
pas robuste a la non-stationnarité de la fonction de valeur cible et ¢’est pour cela qu’il
n’est pas utilisé dans des schémas d’itération optimiste de la politique (amélioration
de la politique avant d’avoir fini d’estimer la fonction de valeur, politique e-gloutonne
par exemple) ou d’architecture acteur-critique en ligne. Notons que cet aspect est
fortement lié au fait que l'apprentissage se fasse en ligne. S’il se fait hors-ligne, il
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est possible de générer suffisamment d’expériences pour apprendre la valeur d’une
politique donnée et LSTD convient dans ce cas (voir [73] pour un schéma d’itération
de la politique et [82] pour un schéma acteur-critique épisodique) ;

apprentissage en ligne : I'apprentissage est dit en ligne si la représentation est mise a
jour a chaque nouvelle transition observée, hors-ligne si une trajectoire est nécessaire.
L’inconvénient de ce second type d’approche est que si une transition supplémentaire
est observée, toute la trajectoire doit étre reconsidérée pour calculer la nouvelle re-
présentation. D’un autre coté, un algorithme en ligne peut tout a fait étre considéré
dans un contexte hors-ligne. De plus, dans le paradigme le plus général de ’appren-
tissage par renforcement, I’agent apprend le controle en interagissant avec le systeme
dynamique, il est donc souhaitable que ’algorithme soit en ligne pour espérer pouvoir
garantir la réactivité de ’agent. C’est donc une propriété que nous pensons impor-
tante pour un algorithme d’approximation de la fonction de valeur;

information d’incertitude : nous avons présenté le dilemme entre exploration et ex-
ploitation dans la section 2.2.3 et le bénéfice qui pourrait étre tiré d’une information
d’incertitude. En effet, lorsqu’il doit prendre une décision, I’agent se base sur 1’estima-
tion de la valeur de différentes actions, mais il pourrait tirer parti d’une information
concernant la confiance qu’il a en ces estimations. Si bénéficier d’une telle informa-
tion d’incertitude ne résout pas le dilemme entre exploration et exploitation, c¢’est un
outil qui peut s’avérer utile. Dans le cas tabulaire, de nombreuses approches existent
pour estimer cette incertitude, comme par exemple [23, 104, 122, 101]. Dans le cas
de 'approximation de la fonction de valeur, c’est beaucoup plus rare, I'algorithme
GPTD [28] présenté section 2.3.2 est le seul dont nous ayons connaissance ;

prise en compte des non-linéarités : cet aspect a deux facettes. Premierement, les re-
présentations non-linéaires de la fonction de valeur (réseau de neurones par exemple)
permettent généralement des représentations plus compactes que les paramétrisations
linéaires. Il serait donc intéressant de pouvoir les prendre en compte. Un autre as-
pect que nous jugeons important est la capacité a traiter I’équation d’optimalité de
Bellman. Cette derniere comprend 'opérateur max, qui est non-linéaire (et méme
non-dérivable analytiquement) ;

complexité algorithmique : les algorithmes d’approximation de la fonction de valeur
sont principalement motivés par la trop grande complexité algorithmique et en mé-
moire de la représentation tabulaire, dans le cas ou ’espace d’état est trop grand. Il
ne faudrait pas qu'un tel algorithme présente une trop grande complexité, surtout s’il
a vocation & étre en ligne (par exemple, une complexité en le nombre d’état, méme
si linéaire, serait rapidement rédhibitoire).

Nous avons ainsi présenté un certain nombre de propriétés que nous jugeons importantes

pour un approximateur de la fonction de valeur, ce qui peut tenir lieu de cahier des charges

pour le cadre de travail général des différences temporelles de Kalman que nous présentons
dans le chapitre suivant.



Chapitre 3

Différences temporelles de Kalman

Le probleme que nous traitons peut étre exprimé comme suit : étant donnée une re-
présentation de la fonction de valeur (ou de qualité) fixée et choisie a priori et résumée
par un vecteur de parametres ¢, étant donné un schéma de différence temporelle (ou de
fagon équivalente une équation de Bellman) et étant données les contraintes que nous avons
posées dans la section 2.3.3, quel est le meilleur gain K ? Pour répondre a cette question un
point de vue statistique est adopté et le cadre de travail du filtrage de Kalman [65] est suivi.
En effet, a 'origine le filtrage de Kalman a pour but de traquer I’état caché d’un systeme
dynamique potentiellement non-stationnaire via des observations indirectes de cet état.
L’approche présente plusieurs aspects intéressants. Tout d’abord, elle prend naturellement
en compte la non-stationnarité, dans la mesure ou elle traque la solution plutot qu’elle ne
converge vers elle. Ensuite, 1’état caché étant modélisé par une variable aléatoire, une in-
formation d’incertitude sur les estimations faites peut étre naturellement obtenue. De plus,
I’algorithme résultant est du second ordre, donc a priori efficace en termes d’échantillons.
Enfin, des schémas d’approximation existent pour prendre en compte des non-linéarités.
L’idée sous-jacente a ’approche proposée est donc d’exprimer le probleme d’approximation
de la fonction de valeur comme un probleme de filtrage, de facon a bénéficier des avantages
de 'approche de Kalman. Les parametres relatifs a la représentation de la fonction de va-
leur sont I’état caché a traquer et les récompenses sont les observations indirectes de ces
parametres, via I'une des équations de Bellman et les transitions associées.

Ainsi nous présentons dans ce chapitre les différences temporelles de Kalman (ou KTD
pour Kalman Temporal Differences), qui est (avec ses variantes) la contribution principale
de ce manuscrit. Si le filtrage de Kalman [65, 99] a été utilisé de facon intensive dans le
cadre de lestimation (estimation de 1’état d’un systeme lorsque celui-ci n’est pas direc-
tement observable) et du controle (par exemple controleur linéaire-quadratique-gaussien,
pour ne citer que le plus connu), approche est différente ici, dans la mesure o ce sont
les parametres de la représentation de la fonction de valeur que 'on cherche & détermi-
ner. Nous nous plagons donc dans un cadre d’estimation, mais sensiblement différent de
ce qui est fait habituellement. Notons tout de méme que si ce type d’approche est nou-
veau en apprentissage par renforcement, le filtrage de Kalman (sous différentes variantes)
a déja été utilisé pour l'estimation de parametres dans le cadre de ’apprentissage super-
visé [88, 89, 92, 33, 32, 116, 109].

Dans un premier temps nous reformulons le probleme de ’approximation de la fonction
de valeur (ou de qualité) de fagon ad hoc au point de vue adopté. Cette formulation géné-
rique est ensuite utilisée pour dériver la forme la plus générale des différences temporelles de

43
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Kalman. Nous nous intéressons ensuite au cas de I’évaluation de la fonction de valeur (ou de
qualité) lorsque la paramétrisation est linéaire. Dans ce cas, les équations de I’algorithme
général peuvent étre résolues de fagon analytique. Nous nous intéressons ensuite au cas
non-linéaire (non-linéarité de la paramétrisation, mais aussi opérateur max pour I’équation
d’optimalité de Bellman). Pour le traiter, nous présentons d’abord un schéma d’approxi-
mation appelé transformation non-parfumée [57] (ou UT pour unscented transform). Ce
schéma d’approximation est combiné a ’algorithme KTD le plus général pour fournir une
famille d’algorithmes pratiques. Nous en discutons également la complexité algorithmique
et analysons leur convergence dans un cadre général. Le chapitre se conclut avec une sé-
rie d’expérimentations sur des probléemes classiques en apprentissage par renforcement,
ces tests ayant pour objectif d’illustrer les différents aspects de KTD, a savoir efficacité
en termes d’échantillons, robustesse a la non-stationnarité et illustration de l'information
d’incertitude disponible.

3.1 Formulation espace-d’état

Une premiere étape dans la construction du cadre de travail que nous proposons est de
reformuler ’approximation de la fonction valeur en adoptant un point de vue statistique,
sous la forme d’un probleme de filtrage. La quantité que I’on cherche a estimer est ’ensemble
des parametres décrivant la fonction de valeur. Comme nous souhaitons pouvoir disposer
d’une information d’incertitude sur ces estimations, nous modélisons les parametres comme
des variables aléatoires. De plus, comme 'on souhaite que les algorithmes aient un carac-
tere adaptatif, c’est-a-dire qu’ils traquent la solution plutét que de converger vers elle, il
est nécessaire de spécifier un modele d’évolution pour le vecteur de parametres. Sans autre
connaissance a priori, nous suivons le principe du rasoir d’Occam et adoptons un modele de
marche aléatoire. Les parametres forment donc le processus caché que ’on souhaite estimer.
Pour ce faire, il faut pouvoir I’observer, méme indirectement. Dans notre cas, il est observé
via les récompenses obtenues lors de I'interaction entre 1’agent et son environnement. Il faut
également spécifier un modele d’observation, liant les parameétres aux récompenses. Nous
avons déja mentionné dans le chapitre 2 que la différence des valeurs en deux états consécu-
tifs d’une transition pouvait servir de prédiction de la récompense associée. C’est ce modele
d’observation que nous adoptons. Méme si la fonction de récompense est déterministe, ce
processus d’observation est aléatoire, d’une part car il ne fait pas intervenir les probabilités
de transition (et I’équation de Bellman ne peut étre formellement vérifiée), d’autre part
parce que le choix de la paramétrisation ne permet pas nécessairement une représentation
exacte de la fonction de valeur d’intérét. Ainsi, le probléme d’approximation de la fonc-
tion de valeur est reformulé en deux équations, 'une décrivant le processus d’évolution des
parametres et 'autre le processus d’observation liant ces derniers aux récompenses. Nous
présentons maintenant tout cela plus formellement.

Un point de vue tres général est adopté. Pour cela un certain nombre de notations sont
définies. Ainsi, une transition sera notée :

(Si» 8i+1)
ti = < (84, iy Sit1, Qig1) (3.1)
(Si, as, 3i+1)

selon que l'objectif est ’évaluation de la fonction de valeur, de la @-fonction ou 'optimi-
sation de @ (c’est-a-dire la détermination directe de la fonction de qualité optimale). De
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facon similaire et pour les mémes cas nous introduisons la fonction g définie par :

Vo, (si) — Vo, (8i41)
gt;(0;) = < Qo,(8i,ai) — YQo, (Si+1, Git1) (3.2)
Qo (84, ai) — ymaxpe 4 Qo, (Si+1,b)

Ainsi tous les schémas de différences temporelles peuvent s’écrire génériquement par :
6; =i — gt,(0:) (3.3)

Avec ces notations, g, (0;) peut étre vu comme la prédiction de la récompense au temps
1 en accord avec la représentation 6; et §; peut étre vu comme un terme d’innovation qui
quantifie I'information gagnée en observant la nouvelle récompense r;. Ces notions seront
raffinées plus tard.

Comme annoncé, un point de vue statistique est adopté. L’approximation de la fonction
de valeur est exprimée sous une forme probabiliste inspirée du paradigme du filtrage et le
vecteur de parametres 6 est modélisé comme étant une variable aléatoire suivant une marche
aléatoire, ce processus étant générateur des récompenses. Le probleme peut ainsi s’exprimer
dans un forme dite espace-d’état! :

0; =0;_1+v; (équation d’évolution) (3.4)
ri = g+,(0;) + n;  (équation d’observation) )

Cette expression est fondamentale pour le paradigme proposé. La premiere équation est
I’équation dite d’évolution (parfois appelée équation de process ou encore équation d’état),
elle spécifie que le vecteur de parametres suit une marche aléatoire dont la moyenne cor-
respond a ’estimation optimale. Le bruit d’évolution v; est centré, blanc, indépendant et
de variance P,,. Cette variance dépend du probleme traité et doit étre spécifiée par le
praticien (nous discuterons ce choix dans la partie expérimentale). Notons d’une part que
cette équation n’est pas une mise a jour des parametres (qui sera abordée plus tard) mais
leur évolution naturelle au cours du temps et d’autre part que cette formulation permet
de prendre en compte la non-stationnarité éventuelle de la fonction de valeur. La seconde
équation est ’équation dite d’observation, elle lie la transition observée ainsi que la récom-
pense associée a la fonction de valeur (ou de qualité) au travers d’une des équations de
Bellman. Le bruit d’observation n; est supposé blanc (hypotheése primordiale a 1’obtention
des équations de Kalman, comme nous le verrons), centré, indépendant et de variance P,,.
Cette variance dépend également du probleme, elle doit aussi étre spécifiée par le praticien
(nous la discuterons dans la partie expérimentale). Ce modele de bruit a deux causes. D’une
part, I’équation d’observation est écrite pour une transition donnée, elle ne transcrit pas
exactement ’équation de Bellman, le moyennage selon les probabilités de transition étant
ignoré. Il n’y a donc pas de raison pour qu’il y ait égalité stricte entre r; et g¢,(6;), & moins
éventuellement que les transitions soient déterministes, ce qui peut étre modélisé par un
bruit (qui contient donc la stochasticité du MDP). D’autre part, la solution de I’équation

!La dénomination espace-d’état (state-space en anglais) vient du filtrage de Kalman et de 'automatique
(représentation d’état) et n’a pas de lien avec la notion d’état d’'un MDP. Originellement, le filtrage de
Kalman a pour but d’inférer ’état caché d’un systeme a partir d’observations. Dans le cadre de travail
proposé, cet état caché est le vecteur de parametres et les observations sont les récompenses et transitions,
a ne pas confondre avec ’état du systéme. Nous utilisons donc le méme terme pour les deux notions, le
contexte permettant facilement de les différencier.
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de Bellman considérée n’appartient pas nécessairement a ’espace fonctionnel engendré par
I’ensemble des parametres (la structure d’approximation étant fixée a priori). Cette inca-
pacité potentielle de I'approximateur a représenter de fagon exacte la fonction d’intérét est
connue sous le terme de biais inductif en apprentissage supervisé (a ne pas confondre avec
le biais des algorithmes résiduels par exemple). Nous le modélisons également a l'aide de
ce bruit.

Ainsi, dans le modele proposé, les récompenses sont générées par le processus aléatoire
sur les parametres, via une des équations de Bellman. Formellement, si le probleme est
I’évaluation de la fonction de valeur a politique fixée dans un environnement stationnaire,
le bruit d’évolution est nul. Cependant, méme dans ce cas, son introduction peut-étre
bénéfique. Premierement, si son amplitude n’est pas trop forte, il n’empéche pas I'estimation
correcte de la valeur (dans le cadre des équations de Kalman que nous introduirons par la
suite), cela parce qu’il est choisi centré. Deuxiemement, cela permet de prendre en compte
les non-stationnarités éventuelles dont nous avons déja discuté. Enfin, toujours dans le cadre
des équations de Kalman a venir, il permet une certaine robustesse aux optima locaux, son
effet pouvant étre compris par analogie avec les techniques de recuit simulé. Si ’estimation
du vecteur de parameétres atteint un minimum local, le bruit d’évolution aura pour effet de
le sortir de la cuvette dans laquelle il est bloqué. D’autres raisons pour préférer une traque
a une convergence, méme dans un cas purement stationnaire, sont évoquées par [106]. Le
probleme est de savoir comment estimer les parametres de la fonction de valeur et nous
I’abordons maintenant.

3.2 Formulation générale de 1’algorithme

Dans cette section nous introduisons la forme la plus générale de I’algorithme KTD,
qui servira de base a tous les algorithmes pratiques que nous présentons dans la suite de ce
chapitre. Cet algorithme est obtenu par la minimisation d’une fonction de coiit que nous
présentons dans un premier temps. La minimisation effective de ce cott est ensuite abordée,
ce qui permet d’obtenir les équations (de Kalman) qui définissent I’algorithme KTD.

3.2.1 Cout minimisé

L’objectif pourrait étre d’estimer le vecteur de parametres qui minimise 1’espérance de
Ierreur quadratique conditionnée aux récompenses observées depuis l'origine des temps.
Le cotlit associé s’écrit :

JZ(Q) =F [H@Z — (9”2’7’1;1'] avec 11,y = T1,...,74 (3.5)

De fagon générale, I'estimateur minimisant ’erreur quadratique moyenne est ’espérance
conditionnelle :
arg;nin Jl(e) = 91,|z =F [9¢|’F1;Z’] (36)

Cependant, & part pour des cas spécifiques (notamment le cas ou les équations d’évolution et
d’observation sont linéaires et les bruits gaussiens), cet estimateur ne peut pas étre calculé
analytiquement. Une solution approchée est de trouver le meilleur estimateur linéaire (qui
est optimal dans le cas linéaire gaussien). Il peut étre écrit sous une forme similaire a
I'équation (2.34) :

Oi = 01 + Kif (3.7)
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Dans I'équation (3.7), 0;; est 'estimation au temps i, 0;,_1 = E[f;i|r1.i-1] est la prédic-
tion de cette estimation en accord avec les récompenses observées dans le passé ri.;_1 et
I'innovation

Ti =Ti — Tiji—1 (3.8)

est la différence entre la récompense observée r; et sa prédiction 72i|i—1 = Elri|r1.i—1] basée
sur les récompenses observées dans le passé r1.;—1 (nous rappelons que cette espérance
concerne le caractére aléatoire des parametres).

Pour le modele de marche aléatoire adopté, le bruit d’évolution étant blanc et centré,
nous avons :

Biji—1 = Elbi[r1i1]
= FE[0;—1 + vi|r1.i-1] (équation d’évolution)
= FE[0;—1|r1.i—1] (bruit blanc centré)
=0 _15i1 (3.9)

Un raisonnement similaire peut étre mené pour la prédiction de la récompense :

Fili—1 = Elri|rii-1]
= Elg,(6;) + ni|r1:i—1] (équation d’observation)
= Elg,(0;)|r1:i—1] (bruit blanc centré) (3.10)

Notons également que I'innovation? (3.8) n’est pas exactement l’erreur de différence tem-
porelle définie dans ’équation (3.3), qui est une variable aléatoire en conséquence de sa
dépendance au vecteur aléatoire 6; : c’est son espérance conditionnée aux récompenses pré-
cédemment observées. Etant donnée la mise a jour postulée (3.7), il s’agit de déterminer le
gain K; qui permette la minimisation du coit (3.5).

3.2.2 Gain optimal

En utilisant des égalités classiques®, la fonction de cofit peut se réécrire de la facon
suivante (I'opérateur trace associant a une matrice carrée la somme de ses éléments diago-
naux) :

Ji(0) = E [[16; — 6] |r1.]
=E[(0; — 0)T(6; — 0)|r1.4]
= trace (E [(6; — 0)(60; — 0)" |r1.4])
= trace (cov (0; — 0|r1.;)) (3.11)

Une premiere étape pour calculer le gain optimal est d’exprimer la covariance de ’erreur
sur les parametres conditionnées aux récompenses comme une fonction du gain K;. Mais

2Le terme innovation vient du domaine du traitement du signal et est usuel dans le cadre du filtrage de
Kalman.
®En effet, pour un vecteur x = (z1,...,2,)7, ||lz]* = 2"z =31 | 27

de terme générale (z;7;)1<i,j<n dont la trace vaut donc > z7.

et zzT est une matrice symétrique
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d’abord quelques notations supplémentaires sont introduites (rappelons également la défi-
nition de l'innovation (3.8)) :

O; = 0; — Oy et Oy =0; — 04
Py, = cov (9i|i|7“1:i) et Py_1 =cov (9i|i—1|7‘1:i71) (3.12)
P,, = cov (Filrji—1) et Py, =E [éi\iflfi‘rlﬁfl}

En utilisant la mise & jour postulée (3.7), les différents estimateurs étant non biaisés, la
covariance peut étre développée :

Py; = cov (GZ é il Z)
= Ccov (91 ( ili—1 + Kzﬂ) |T1:i—1)
( ili—1 — Kifi|7“1;i—1)
= Py — P, K] — KiPj, + K, P, K (3.13)
Le gain optimal peut ainsi étre obtenu en minimisant la trace de la matrice F;;, cova-
riance de l'erreur sur les parametres conditionnées aux récompenses. Cela peut étre fait en
annulant son gradient.
Notons tout d’abord que le gradient étant linéaire, pour trois matrices de dimensions
ad hoc A, B et C, B étant symétrique, nous avons les identités algébriques suivantes :
V4 (trace (ABAT)) = 24B (3.14)
V 4 (trace (AC’T)) = V4 (trace (C’AT)) =C (3.15)

et donc en utilisant ’équation (3.13) et les identités précédentes nous avons :

Vk; (trace (Pi‘i)) =0
& K; = Py, P! (3.16)

En injectant le gain optimal (3.16) dans I’expression de la matrice de covariance de l’erreur
conditionnée aux récompenses observées (3.13), nous en obtenons une expression simplifiée :

Pyji = Py — KiPy, K] (3.17)

Il est & noter qu’aucune hypothese gaussienne n’a été faite pour obtenir ces résultats (hypo-
these que nous utiliserons tout de méme pour ’analyse de convergence proposée section 3.6).
Dans le cas linéaire, la mise & jour (3.7) que nous contraignons a la linéarité 1’est vraiment.

3.2.3 Algorithme

L’algorithme le plus général de différences temporelles de Kalman, qui se subdivise en
trois parties, peut maintenant étre obtenu. Au temps i, la transition ¢; et la récompense r;
sont observées et les estimations éi—1|z’—1 et Pj_yj;—1 des moments d’ordres un et deux du
vecteur aléatoire des parametres sont connus. Notons que cela sous-entend de choisir un a
priori sur les moments initiaux d’ordre 1 et 2 des parametres, c’est-a-dire 90|0 et Pyjo. Il est
ainsi possible d’injecter de la connaissance a priori, si disponible. La premiere étape, dite



3.3. CAS LINEAIRE 49

de prédiction, consiste a calculer les prédictions éi|i—1 et Pj;_1 qui sont nécessaires pour les
mises & jour (3.7) et (3.17). Rappelons que pour un modele de marche aléatoire la prédiction
du vecteur de parametres est égale & son estimation précédente (3.9) : éz’|i—1 = éi—1|i—l'
La covariance prédite peut également étre calculée analytiquement en utilisant 1’équation

d’évolution et I'indépendance du bruit d’évolution :
Pi|i71 = cov <91'|@'71!7"1:z‘—1>

= cov <éz‘—1|i—1 + U¢|T’1:i71)
=P i1+ By, (3.18)

Cette phase de prédiction consiste donc a ajouter de 'incertitude aux parametres, cette
incertitude étant quantifiée par la matrice de variance du bruit d’évolution.

La seconde étape consiste a calculer quelques statistiques d’intérét. C’est principale-
ment cette partie qui sera spécialisée par la suite. La premiere statistique a calculer est la
prédiction de la récompense 7;;_1 (3.10). La seconde est la covariance entre 'erreur sur
les parametres et 'innovation, que ’on peut simplifier étant donnée la forme de I’équation
d’observation et le bruit d’observation étant blanc et indépendant :

Py, = E [(91 — Oigi1) (ri — 72z’|z’—1)|7"1:i—1]
=F [(Qi — 0351 (90, (65) + i — fi|i—1)|r1:i—1}
=FE [(91‘ — Oigi—1) (92, (0;) — 722'|i71)|r1:i—1} (3.19)

Enfin, la derniere statistique a calculer est la variance de I'innovation, qui peut étre écrite
(en utilisant & nouveau les caractéristiques du bruit d’observation) :

P, =E [(7’1 - fi|i71)2’7"1:i—1]
= E [(9+,(6:) — Tili—1 =+ ni)2|7“1:i71]
=K [(gti (0:) — f'i\i—l)Q‘rlzi—l] + P, (3.20)

La derniere étape de l'algorithme est la phase de correction qui consiste a calculer le
gain (3.16), ce qui est aisé si les statistiques d’intérét sont connues, puis a mettre a jour le
vecteur de parametres (3.7) ainsi que la matrice de covariance associée (3.17). L’approche
générale proposée est résumée dans l'algorithme 3.1.

KTD est un algorithme du second ordre, dans la mesure ou il maintient une information
de moyenne et de variance sur les parametres. De la méme fagon que pour les méthodes
de gradient des approches de type Newton-Raphson, qui utilisent les dérivées d’ordre un
et deux, sont plus efficaces (bien que plus coliteux) que les approches du type descente de
gradient, cela laisse espérer que KTD (ou plutét ses implantations pratiques) soit efficace
en termes d’échantillons, c’est-a-dire qu’il traque rapidement la fonction de valeur ou de
qualité. Cela sera expérimenté dans la section 3.8.

3.3 Cas linéaire

Nous allons dans un premier temps nous intéresser au cas linéaire : d’une part la pa-
ramétrisation est linéaire, d’autre part nous nous restreignons aux équations d’évaluation
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Algorithme 3.1 : KTD général

Initialisation : a priori é0|0 et o ;

pour ¢ < 1,2,... faire

Observer la transition ¢; ainsi que la récompense associée r; ;
Phase de prédiction;

éi\i—l = éi—1|i—1;

Piic1 = Pi1ji-1 + Pu;

Calcul des statistiques d’intérét;

Fiji—1 = Elge; (0:)|r1:-1] 5

Py, = FE [(Qi — 0i13-1) (g1, (6:) — fi|i—1)|7'1:i_1];
Pm =F [(gtz(el) - fi|i*1)2|r11i—1] + Pni;
Phase de correction;

K; = Py, P

éz‘\z‘ = éi\z‘—1 + Ki (ri — fij-1) 3

Py = Pyji1 — KiP K[

de Bellman, I’équation d’optimalité ne pouvant étre considérée a cause de ’opérateur max
(qui rend I’équation d’observation non-linéaire). Dans ce cas bien particulier, il est possible
de déterminer de facon analytique les équations de KTD (qui sont en fait les équations
de Kalman, sous une forme tres générale). Comme les problémes d’estimation de la valeur
et de la qualité sont tres proches, nous nous restreindrons a 1’évaluation de la fonction de
valeur, ’extension a I’évaluation de la Q-fonction étant évidente.
Dans cette section la paramétrisation linéaire de 1’équation (2.35) est adoptée, que 1'on
rappelle :
Vo(s) = o(s)"0 (3.21)

La formulation espace d’état (3.4) peut donc se réécrire :

0: — 0. .
i i1+ U5 . (322)
ri = (¢(si) —v9(si+1))” 0; +n;
Pour raccourcir les équations, nous définissons le vecteur H; :
H; = ¢(si) = v¢(si+1) (3.23)

Comme I’équation d’observation est linéaire, les statistiques d’intérét peuvent étre calculées
analytiquement. La prédiction de la récompense est donnée par :

Piji—1 = £ [96,(0:)|r1:-1]
=B [H] 0;|r1.i-1]
= H!'E[0i|r1.i-1]
= Hl0;; 4 (3.24)
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La covariance entre ’erreur sur les parametres et I'innovation peut également étre calculée
analytiquement :

Por, = E éi|i71 (gti(az’) - fi|i71) ’7’1:1‘—1]
=F éi|i—1Hz'Téi\i—1|T1:ifl]

=FE §i|i—19~5¢,1Hi’T1:i—1}

=L éi|z’flég\ﬂi_1|7ﬂl:i—l] H;
= Pyi—1H; (3.25)
Enfin, la variance de 'innovation est également calculable :
P, =F ( Tili— 1) |7’1:i—1] + Py,
= F (H 61|2 1) |7“1, 1:| + Pn

- [(48) () ] 2
= HI Py H; + Py, (3.26)

Le gain peut ainsi étre défini de fagon algébrique et récursive (la récurrence apparaissant
sur la matrice de variance Pj;_1) :

Pyi—1H;

K; =
" HI'Py_1H;+ Py,

(3.27)

Ce gain partage des similarités avec le gain de l'algorithme LSTD de [19], donné équa-
tion (2.61), ce qui n’est pas une surprise. En effet, LSTD est basé sur une minimisation par
moindres carrés (cependant avec l'introduction du concept de variable instrumentale pour
prendre en compte le cas des transitions stochastiques) et le filtre de Kalman peut étre vu
comme une généralisation de cette approche (sans variables instrumentales). En imposant
un bruit d’évolution nul (id est de variance nulle), le gain obtenu est exactement celui de
'algorithme GPTD [28], présenté section 2.3.2 et dont le gain est donné équation (2.88).
Les deux points de vue adoptés pour GPTD et KTD sont relativement différents, cepen-
dant ce recouvrement des algorithmes n’est pas vraiment une surprise. Dans le cas linéaire
gaussien, le filtrage de Kalman est la solution optimale au probleme du filtrage bayésien
et la fagon dont sont utilisés les processus gaussiens dans [28] est une forme d’inférence
bayésienne. Nous discutons plus avant les points communs et différences de ces deux ap-
proches dans la section 3.7. La spécialisation de KTD pour I’évaluation de la fonction de
valeur linéairement paramétrée, que nous nommons KTD-V avec paramétrisation linéaire,
est résumée dans 'algorithme 3.2. L’extension a I’évaluation de la fonction de qualité est
simple.

Nous avons ainsi présenté un algorithme KTD pratique dans le cas d’une paramétrisa-
tion linéaire, pour I’évaluation de la fonction de valeur. Dans le cas d’une paramétrisation
non-linéaire et/ou pour I'équation d’optimalité de Bellman, les statistiques d’intérét ne
peuvent plus étre calculées analytiquement. Un schéma d’approximation est donc néces-
saire. De plus, il faudrait que ce dernier ne nécessite pas la mise en ceuvre de gradients,
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Algorithme 3.2 : KTD-V : paramétrisation linéaire

Initialisation : a priori é0|0 et o ;

pour ¢ < 1,2,... faire

Observer la transition (s;, s;+1) ainsi que la récompense associée r; ;
lf’hase dq prédiction;

‘91'\1‘—1 = 91—1|¢—1;
Pyji—1 = P;_1i—1 + Py;;

Calcul des statistiques d’intérét;
fz'|i71 = HiT'92'|171 )

Py, = Pyji1Hi;

P, = HiTPi\z'—lHi + Pn;

/*  ou Hi = ¢(si) — y¢(sit1) */
Phase de correction;

K; = Py, Pt ;

éz’\z‘ = éi\i—l + Ki (ri — 1)
Py; = Py — KiP, K ;

car sinon il ne permettrait pas de prendre en compte I'opérateur max. Basiquement, ce
probleme du calcul des statistiques d’intérét peut étre exprimé de la fagon suivante : étant
donné la moyenne et la covariance d’une variable aléatoire, comment calculer la moyenne
et la covariance d’une transformation non-linéaire (voir éventuellement non dérivable) de
cette variable aléatoire ? Nous présentons dans la prochaine section la transformation non-
parfumée [59, 58, 57], qui est un schéma d’approximation permettant de faire face a ce
genre de probleme, avant de 'utiliser pour obtenir de nouveaux algorithmes.

3.4 La transformation non-parfumée

Laissons pour l'instant de c6té ’apprentissage par renforcement et le filtrage de Kalman.
Soit X un vecteur aléatoire et Y une fonction de X. Le probleme posé est de calculer la
moyenne et la variance de Y en connaissant celles de X ainsi que la fonctionnelle les liant.
Si cette derniére est linéaire, la relation entre X et Y peut s’écrire Y = AX ou A est une
matrice de dimension ad hoc. Dans ce cas, moyenne et covariance peuvent étre calculées
analytiquement :

ElY] = AE[X] et E[YYT] = AE[XXT]|AT (3.28)

Ce résultat a été utilisé pour obtenir l'algorithme KTD-V de la section 3.3.
Si la transformation est non-linéaire, elle peut génériquement se mettre sous la forme
suivante :

Y = f(X) (3.29)

Une premiere solution est d’approximer la fonctionnelle méme, c’est-a-dire de la linéariser
autour de la moyenne du vecteur aléatoire X. Cela mene aux approximations suivantes
pour la moyenne et la covariance de Y :

E[Y]~ f (E[X]) et EYYT] ~ (Vf (E[X])) EIXXT](Vf (E[X])" (3.30)
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Ceci est la base du filtrage de Kalman étendu (EKF pour FEzxtended Kalman Filtering,
voir [99] par exemple), qui a été intensivement étudié et utilisé dans les décennies passées.
Cependant, cette approche présente quelques séveres limitations. Premierement, elle ne
permet pas de prendre en compte des non-linéarités non dérivables et ne peut donc pas
prendre en compte I’équation d’optimalité de Bellman a cause de l'opérateur max. Cette
approche nécessite également d’évaluer le gradient de f, ce qui peut étre compliqué (par
exemple si f représente un réseau de neurones, il faut rétropropager le gradient). Enfin,
cela suppose que f est localement linéarisable, ce qui n’est malheureusement pas toujours
le cas et peut mener a de mauvaises approximations, comme illustré par [57].

L’idée de base de la transformation non-parfumée est qu’il est plus judicieux d’approxi-
mer un vecteur aléatoire arbitraire qu’une fonction non-linéaire arbitraire. Son principe est
d’échantillonner de fagon déterministe un ensemble de “sigma-points”, définis ci-apres, a
partir de la moyenne et de la covariance de X. Les images de ces sigma-points par 'appli-
cation f sont ensuite calculées et elles sont utilisées pour calculer les statistiques d’intérét.
Ce schéma d’approximation ressemble aux méthodes de Monte-Carlo. Cependant 1’échan-
tillonnage est ici déterministe, nécessite la génération de moins d’échantillons, ne nécessite
pas de connaitre la loi de X, ce tout en permettant une précision donnée [57].

Nous décrivons a présent 'une des premieres formes de transformation non-parfumée.
D’autres variantes ont été introduites depuis, mais le principe de base est le méme. Soit n
la dimension de X. Un ensemble de 2n+ 1 sigma-points et poids associés est calculé comme
suit :

20 =X wg=-L—, j=0

i) =X+ (VintmPx)  wi=gks 1<j<n (3.31)

J
i) =X = (Vin ¥ mPx)  wj=gkg, n+1<i<om

n—j

oll X est la moyenne de X, Px est sa matrice de variance, s est un coefficient d’échelle per-
mettant de controler la précision de la transformation non-parfumée [57] et (1/(n + k)Px);
est la j°™¢ colonne de la décomposition de Cholesky de la matrice (n + x)Pyx. L'image de
chacun de ces points par f est ensuite calculée : y) = f(2()), 0 < j < 2n. L’ensemble des
sigma-points et de leurs images peut alors étre utilisé pour estimer les moments d’ordre un
et deux de Y et méme Pxy, la covariance entre X et Y :

Yr~y= 3 wjy(j) (3.32)
5=0
xS (- 5) (0 —5) .
=0
Py ~ Zw (v - X) (4 -5)" (330

Nous illustrons la transformation non-parfumée sur la figure 3.1, adaptée de [116]. Sur la
partie gauche est représentée la transformation non-linéaire d’une variable aléatoire gaus-
sienne, ainsi que les moyennes et covariances exactes. Les distributions sont représentées
par un ensemble de points échantillonnés pour X et par leurs images par la transforma-
tion non-linéaire pour Y. Sur la figure du milieu sont illustrées les approximations de la
moyenne et de la covariance obtenues en linéarisant la fonctionnelle. Sur la figure de droite
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c’est I’approximation obtenue en utilisant la transformation non-parfumée qui est montrée,
ainsi que les sigma-points et leurs images.

Echantillonnage Linéarisation Ut

sigma- pomts

moyenne
covariance
| ‘ ° |
E[Y]~ f (E[X]) g = fad)
EYYT] = (Vf(E[X]) EIXXT](V £ (E[X]) ) I _.
= f(“) Y=py= ; u.'j_yff‘

2n -
l L B3 0 — ) () - )
=0

F(E[X]) S|gma points

moyenne transformés
o
covariance J{
Z w;y'
e ‘ =0
=) ("~ u

(VF(EIX]) EXXT](VF(E[X])"

FiGc. 3.1 — Illustration de la transformation non-parfumée.

Il est & noter que si la transformation est linéaire, la transformation non-parfumée
n’est plus une approximation et les moments calculés sont exacts. Cette transformation
non-parfumée ayant été présentée, nous allons 'intégrer & KTD pour obtenir une nouvelle
famille d’algorithmes.

3.5 Spécialisations

Dans cette section nous spécialisons l'algorithme général de KTD, selon que ’on consi-
dere la fonction de valeur ou de qualité, ’équation d’évaluation ou d’optimisation de Bell-
man, cela quelle que soit la paramétrisation. Notons que, comme dans le cas d’une transfor-
mation linéaire, la transformation non-parfumée n’est plus une approximation (c’est-a-dire
que les moments ne sont plus approchés, ils sont exacts), les résultats et algorithmes que
nous présentons restent valable pour le cas présenté section 3.3, ils en sont une autre re-
présentation.
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3.5.1 KTD-V

Dans cette section nous nous intéressons a ’évaluation de la fonction de valeur pour une
paramétrisation générique Vp : cela peut étre un réseau de neurones [15], une représentation
par noyau semi-paramétrique [38], ou toute autre représentation d’intérét, du moment
qu’elle puisse étre décrite par un ensemble fini de p parametres. La formulation générale
espace d’état de I’équation (3.4) s’écrit dans ce cas :

0; =0;— i
{ L (3.35)

T, = Vei(si) - 7%i(si+1) +n;

Le probléeme est toujours de calculer les statistiques d’intérét, ce qui est fait ici en utili-
sant la transformation non-parfumée. Au temps i, les estimations éi_l‘i_l et Pj_q);— sont
connues et la transition t; = (s;, s;11) ainsi que la récompense associée r; sont observées.
Les estimations sont utilisées pour calculer les prédictions éi‘i_l et Pj;_1. L’ensemble des
sigma-points est calculé a partir de ces prédictions, ainsi que les poids associés, comme
décrit dans la section 3.4 :

Ojli—1 = {él(fl),p 0<y< 21?} (3.36)

W= {wy, 0< j < 2p} (3.37)
Ensuite les images de ces sigma-points sont calculées en utilisant ’équation d’observation

du modele espace d’état (3.35), qui est lié a I’équation d’évaluation de Bellman pour la
fonction de valeur :

Riji1 = {fﬁ)l =V (s0) =Wy (si11), 0<j < 217} (3.38)

ili—1 ili—1

Enfin, les sigma-points et leurs images étant calculés, les statistiques d’intérét peuvent étre
approchées par :

2p
Tili—1 & ij@(ﬂ-)_l (3.39)

§=0
S () 2

PTi ~ ij (72“]1;1 - 721'|i—1> + Pni (3.40)
§=0
2p ) '

Py, =) w; (ez(ffi)—l - 9¢|H> (Tz(|]z)—1 - %’4) (3.41)
§=0

L’algorithme résultant est équivalent a l'algorithme 3.2 dans le cas d’une paramétrisation
linéaire. L’algorithme 3.3 résume ’approche KTD-V générale.

3.5.2 KTD-SARSA

Cette section traite le probleme de I’évaluation de la fonction de qualité pour une
politique donnée. L’algorithme associé est appelé KTD-SARSA, ce qui peut induire en
erreur. En effet, de fagon générale, le terme SARSA est souvent associé a 1’évaluation de
la Q-fonction dans le cadre d’une itération optimiste de la politique (politique e-gloutonne
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Algorithme 3.3 : KTD-V, KTD-SARSA et KTD-Q

Initialisation : a priori é0|0 et Fjo ;

pour i — 1,2,... faire
(Siy Sit1) (KTD-V)

Observer la transition t; = { (s;, ai, Si1+1,@i+1) (KTD-SARSA)  ainsi que la
(86, @i, 8i41) (KTD-Q)

récompense 1; ;

Phase de prédiction;

91'\141 = 0i71|i71;

Pyic1 = Pi_1ji-1 + Pu;

Calcul des sigma-points ;

Ojji—1 = {é@ 0<j< 2p} (en utilisant ém‘—l et Pjji_1);

i)i—17
W=A{w;, 0<j<2p };
Riji—1 =
{7’1(‘]2),1 Viiy (s1) = V0 (si41), 0<j < 217} (KTD-V)

ili—1 7,11

{Tffz)_l = Qé(‘ﬂ_) 1(51'7@2) Qs (sit1,ai41), 0<j < 21?} (KTD-SARSA)

ili—1

{Tfﬂ),l = Qé(‘n 1(51'7@@) 7y maxpe A ng (si+1,0), 0<j < 2]9} (KTD-Q)

ili—1

Calcul des statistiques d’intérét;

A _ N2 A(J)
Tili—1 *Z] 0 WiTii-1
7(7) 0 .
PQ?‘i j= Ow](em 1 z\z 1)( z|z 1 i|i—1)7
2

Pri: spow«](z(ijz)l rl|l 1) +Pnz7
Phase de correctwn;

K; = PgnP

91\1 = 0@\2—1 + K (ri - fi|i—1) )

P, - K;P,, K ;

it

ili—1
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notamment). Ici nous nous focalisons sur 'aspect évaluation de la fonction de qualité, en
laissant le controle de coté (ce probleme étant tout de méme considéré par la suite). Pour
une paramétrisation générale Qg, en considérant I’équation d’évaluation de Bellman pour
la fonction de qualité, le modele espace d’état (3.4) s’écrit :

0; =0; i
{ L (3.42)

ri = Qei (S’i7 ai) - 7@91 (Si+17 ai+1) + n;

Pour une politique fixée, I’évaluation de la Q-fonction sur la chaine de Markov valuée induite
par I'espace état-action est similaire au probleme de ’évaluation de la fonction de valeur sur
la chaine de Markov valuée induite par I'espace d’état. Il est alors assez évident d’étendre
KTD-V a I’évaluation de la Q-fonction. Au temps i une transition t; = (s, a;, Si+1, @i+1)
est observée ainsi que la récompense associée r;. Comme précédemment les prédictions,
calculées a partir des estimations précédentes, sont utilisées pour déterminer les sigma-
points ainsi que les poids associés. Les images de ces sigma-points sont ensuite calculées en
utilisant ’équation d’observation :

Riji—1 = {ﬂ(ﬂ)_l = Qé<_|j_) 1(8i,ai) - VQéglj_) 1(5i+17ai+1)7 0<j< 219} (3.43)
Les sigma-points et leurs images servent ensuite a approcher les statistiques d’intérét,
comme pour KTD-V, les équations (3.39-3.41) restant valables. KTD-SARSA est aussi
résumé dans ’algorithme 3.3.

3.5.3 KTD-Q

Cette section s’intéresse a 1’optimisation directe de la Q-fonction, c’est-a-dire a trouver
une solution approchée de I’équation d’optimalité de Bellman. Une paramétrisation générale
Qg est adoptée. Le modele espace d’état (3.4) est alors spécialisé comme suit :

0; =0i—1+v;
{ L (3.44)

ri = Qp, (i, a;) — ymaxpe 4 Qp, (si11,b) + 1

Ici la distinction entre paramétrisation linéaire ou non n’a plus lieu d’étre. En effet 1’'opé-
rateur max, inhérent a I’équation d’optimalité de Bellman, rend 1’équation d’observation
de (3.44) non-linéaire. Cet opérateur est difficile & prendre en compte, particulierement a
cause de sa non dérivabilité.

Heureusement, comme elle approxime le vecteur aléatoire plutot que la fonction, la
transformation non-parfumée ne requiert pas de dérivation. Etant donnés I'algorithme KTD
général présenté section 3.2.3 et la transformation non-parfumée décrite dans la section 3.4,
il est possible d’obtenir KTD-Q, la spécialisation de KTD pour I'optimisation directe de la
Q-fonction. Notons qu’une telle spécialisation n’est a priori pas possible pour LSTD [19]
ou GPTD [28], 'hypothese de linéarité étant fortement ancrée dans ces travaux. Méme
pour les algorithmes résiduels [6], Poptimisation directe de la fonction de qualité est toute
théorique, en raisons de la nécessité de calculer le gradient de I'opérateur max. Pour revenir
a KTD-Q, une premiere étape est de calculer les sigma-points associés au vecteur aléatoire
de parametres, comme dans les équations (3.36-3.37), apres avoir observé la transition
t; = (si,a;, si+1). Ensuite, 'image de ces sigma-points & travers I’équation d’observation du
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modele espace d’état (3.44), qui contient 'opérateur max, est calculée :

Riji-1 = {ﬂ(],)_l = Qég‘jg 1(Si,az) 7 max QOE? (si+1,b), 0<j < 2}7} (3.45)
Enfin, les sigma-points et leurs images sont utilisés pour calculer les statistiques d’intérét,
comme dans les équations (3.39-3.41). Autant que nous le sachions, KTD-Q est le premier
algorithme du second ordre qui soit du type itération de la valeur (c’est-a-dire qui cherche
directement a résoudre 1’équation d’optimalité de Bellman). L’approche KTD-Q proposée
est aussi résumée dans I’algorithme 3.3.

3.5.4 Illustration des algorithmes

Dans cette section, nous nous proposons d’illustrer d’une part 1’'utilisation de la trans-
formation non-parfumée permettant d’obtenir la prédiction des récompenses ainsi que les
statistiques d’intérét a partir des moments d’ordre 1 et 2 du vecteur aléatoire de parametres,
d’autre part le principe général de KTD a I’aide d’un schéma bloc.

phase de prédiction

) -0 . - - o A
91"7:*1 - 9i71|i—13 9,'71\‘,‘,71 @ ei\i—l
PL“'L'*1 - ‘Pl'*l\ifl + Pv,;,l; P yjioa Py

calcul des statistiques d'intérét \ gt,

(727:\1:—1 = Elg:, (0;)|r1:-1] 3

Por, = B [(61 —031i-1)(90,(6:) — fi)h‘l:ilﬂ L PQ/

r\i 1

(PT‘-; =k [(gt¢(91> - 727;\1'—1)2|7"1:i—1} + Pm;

phase de correction

(K P197;P L. ] ( f}i“/—\ 2

91\1 = Hll’tfl -+ K (T‘i — f‘m,l) ; A Filim1 -

(Fili = Piji—1 — K:P., Kl LHI;’;_I e
ili—1

Fia. 3.2 — Schéma bloc de 'algorithme KTD.

La figure 3.2 illustre sous forme de schéma bloc une itération de KTD. Au temps i, les
estimations obtenues au temps précédent sont disponibles et une transition est observée.
La premiere étape est la phase de prédiction. Nous représentons un vecteur de parametres
a 2 dimensions et cette phase consiste a modifier la variance des parametres en fonction
du bruit d’évolution (les parameétres moyens ne sont pas modifiés, nous le rappelons). La
seconde étape consiste a calculer les statistiques d’intérét a partir des moments d’ordre 1 et
2 de la prédiction des parametres et de la fonction g, qui dépend de ’algorithme considéré
et de la transition observée. En pratique, ces statistiques sont déterminées en utilisant la
transformation non-parfumée, comme illustrée figure 3.3. Nous y reviendrons. La prédiction
de la récompenses 7;; 1 et la variance sur I'innovation P, sont toujours des scalaires. Dans
le cas illustré la corrélation entre les parametres et les récompenses FPy,, est un vecteur
a 2 dimensions. La derniére étape est la phase de correction, qui consiste a corriger les
parametres moyens dans la direction donnée par le gain de Kalman (a 'amplitude pres, la
direction donnée par Py, ), proportionnellement & I’erreur faite entre la récompense observée
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et la récompense prédite (cette erreur étant une forme d’erreur de différence temporelle).
La matrice de variance est corrigée de fagon similaire. Ceci clot la mise a jour effectuée par
KTD.

A(4) A(3)
Tili—1 ili—1

~(1)

" ~(2)
Tili—1

r

a(5)

ili-1 Tiji-1

4u)

-1 = éi\ifl + ( 13'1'.|’r371)j <

X 2 G 6 \
Filicr = 20wy & ! /

= ili—1

. 2
P” 2 ~(4) - 7:‘7}|'1',—1 +PIL¢ \/ Filiz1

= 2uj=0 Wi \Tiji—

2 NC A ~(j ~
Por, =23 w; 952-1 —0ijia (7}([?_1 - mi]) Pr,

Fia. 3.3 — Utilisation de la transformation non-parfumée dans KTD.

Nous illustrons plus particulierement sur la figure 3.3 1'utilisation de la transformation
non parfumée pour obtenir les statistiques d’intérét. Nous représentons encore les para-
metres par un vecteur de dimension 2. La décomposition de Cholesky est utilisée pour
calculer ’ensemble des sigma-points (5 dans ce cas) a partir des prédictions des moments
d’ordre 1 et 2 des parametres. Chaque sigma-point correspond a une paramétrisation par-
ticuliere de la fonction de valeur (ou de qualité). L’'image de chacun de ces vecteurs de
parametres par gy, est ensuite calculée, chaque image étant la prédiction d'une récompense
basée sur une représentation particuliere de la fonction de valeur. Enfin, les sigma-points
et leurs images sont utilisés pour calculer les statistiques d’intérét, a savoir le vecteur Fy,,
et les scalaires P, et 7;_1.

3.5.5 Complexité des algorithmes

Rappelons que p désigne le nombre de parametres. La transformation non-parfumée
implique de calculer une décomposition de Cholesky qui a une complexité computation-
nelle en O(p?). Cependant, pour les algorithmes considérés, la structure de mise & jour
particuliere de la matrice de covariance P;;_1, qui est de rang un, permet de considérer un
algorithme spécifique de mise a jour de la décomposition de Cholesky dont la complexité
est en O(p?). Les détails de cette approche “racine carrée” sont donnés dans [119, 116].
Les différents algorithmes impliquent d’évaluer 2p + 1 fois la fonction g;, a chaque pas de
temps. Pour KTD-V et KTD-SARSA et une paramétrisation générale, chaque évaluation
est en O(p). Pour KTD-Q, le maximum selon les actions doit étre calculé. Notons A le
nombre d’actions si I’espace correspondant est fini, la complexité calculatoire de 'algo-
rithme utilisé pour trouver ce maximum sinon (par exemple le nombre d’échantillons tirés
pour Monte-Carlo). Ainsi chaque évaluation est bornée par O(p.A). Le reste des opérations
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est de I’algebre linéaire basique, de complexité au plus O(p?). Ainsi, la complexité com-
putationnelle (par itération) de KTD-V et KTD-SARSA est O(p?), celle de KTD-Q est
O(Ap?). L’ensemble des algorithmes requiert de stocker le vecteur de parametres ainsi que
la matrice de covariance associée, leur complexité en mémoire est donc O(p?). Notons que
dans le cas de ’évaluation de la fonction de valeur ou de qualité, pour une paramétrisation
linéaire (voir l'algorithme 3.2), seules des opérations algébriques sont impliquées, la com-
plexité tant calculatoire qu’en mémoire est également en O(p?). Dans ce cas particulier, il
n’y a donc pas de raison a priori de préférer une formulation a I’autre. Cette complexité
est plus grande que celle d’algorithmes d’apprentissage par renforcement qui sont linéaires
en le nombre de parametres, comme les algorithmes directs ou résiduels, et équivalente a
celle d’algorithmes quadratiques comme LSTD ou encore GPTD. Cependant, KTD ne fait
pas d’hypothese de la linéarité de la représentation de la fonction de valeur, ce qui permet
de considérer des approximateurs beaucoup plus compacts (mais non-linéaires). De plus,
ce sont des algorithmes du second ordre, donc efficaces en termes d’échantillons. Ainsi la
complexité quadratique peut étre un probleme, mais elle a des contreparties importantes.

3.6 Analyse de convergence

Nous proposons ici une analyse de convergence de I'algorithme KTD (c’est-a-dire indis-
tinctement KTD-V, KTD-SARSA et KTD-Q avec approximation des statistiques d’intérét
par la transformation non-parfumée). Elle conduit & un résultat similaire & celui des al-
gorithmes résiduels [6] présentés section 2.3.2, c’est-a-dire la minimisation d’un résidu de
Bellman quadratique.

Théoréme 3.1 (Convergence de KTD). Supposons que les distributions a posteriori
et des bruits soit gaussiennes et que l’a priori soit également gaussien, de moyenne 6
et de variance Py. Alors Uestimateur de KTD minimise un résidu quadratique empirique
régularisé pondéré de Bellman :

) [ 1 -
O = argmin > o (rj — 96,(0)) + (60 — 60)" Pyt (6 — 6p) (3.46)
j=1""

Démonstration. La premiere chose a noter est que KTD est en fait une forme spéci-
fique de filtre de Kalman a sigma-points [117] (SPKF pour Sigma-Point Kalman Filter).
D’apres [116, chapitre 4.5.], sous les hypotheses de distributions a posteriori et des bruits
gaussiennes, l'estimateur d’'un SPKF (et donc celui de KTD) est I'estimateur du maximum
a posteriori (MAP) :

~

O = OMAP — argmax p(0]r1.;) (3.47)
0

En appliquant la regle de Bayes, la distribution a posteriori p(f|ri;) peut étre exprimée
comme le produit (normalisé) de la vraisemblance p(r;.;|0) par la distribution a priori p(6) :

p(r1:4]0)p(0)

p(Olri) = p(r1:4)

(3.48)
Le facteur de normalisation p(r;.;) ne dépend pas des parametres, le maximum a posteriori
se réduit donc au produit de la vraisemblance et de I’a priori :

0;; = argmax p(r1;|60)p(0) (3.49)
9
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Nous rappelons que dans le modele de KTD le bruit d’observation est supposé blanc, donc
la vraisemblance jointe est le produit des vraisemblances locales :

HAW = arggrlaxp(rlzi\ﬁ)pw) = arggnax Hé-:lp(rjlﬁ)p(ﬁ) (3.50)

Comme de plus le bruit et ’a priori sont supposés gaussiens, nous avons :
10 ~ N (g4, (8), Pn,) et 8 ~N (6o, Po) (3.51)

D’autre part, maximiser un produit de densités de probabilités est équivalent a minimiser
la somme des opposés de leurs logarithmes :

by = — arg;nin > In(p(r;(0)) + In(p(0)) (3.52)
j=1

Etant donné que les distributions concernées sont gaussiennes, elles ont pour distributions :

T, — t- 9 2
P, 10) = — e e (—;(lf’(”) (353)
e :¥ex LT Pt .
00 = e (5 00 B 0 0) (3.54)

Nous avons donc :

éili = argmin Z 1 (rj — g, (¢9))2 + (0 —6)T Pyt (60— 6p) (3.55)

0 j=1 P”j

Ceci prouve le résultat. O

Plusieurs remarques d’importance concernant ce résultat peuvent étre mentionnées.
Premierement, la forme de la fonction cotit minimisée (3.46) permet d’appréhender intui-
tivement un probléme que vont poser les transitions stochastiques. En effet, ce cout est
proche* de celui des algorithmes résiduels (bien que la facon de le minimiser soit assez
fondamentalement différente) et nous avons vu dans la section 2.3.2 que cette fonction cofit
utilisée dans un contexte stochastique est biaisée, comme le montre I’équation (2.52). On
peut donc s’attendre a ce que KTD fournisse également un estimateur biaisé dans le cas
des transitions stochastiques, ce qui sera montré expérimentalement dans la section 3.8.
Nous montrons d’ailleurs dans le chapitre 4 que c’est I’hypothese que le bruit d’observation
est blanc, valable dans le cas de transitions déterministes, qui est alors trop forte et nous y
proposerons une solution a ce probleme. Deuxiemement, la variance du bruit d’observation
choisi P,; permet de pondérer les échantillons. La variance du bruit d’évolution n’apparait
pas directement dans la fonction cout minimisée, cependant elle influence (de fagon empi-
rique) la convergence de l’algorithme ainsi que sa capacité a traquer les non-stationnarités.
Par exemple, elle peut aider a éviter les minima locaux, son effet pouvant étre compris
comme une forme de recuit simulé. Troisiemement, ce résultat montre que I’a priori se tra-
duit par un terme de régularisation, classique en apprentissage supervisé. Ceci peut fournir

4 Au terme de régularisation prés, les coiits sont identiques si la variance du bruit d’observation est choisie
constante.
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des pistes intéressantes et intuitives quant au choix de l'initialisation de I’algorithme. Enfin,
il peut étre montré (voir [116, chapitre 4.5.] & nouveau) qu'une mise a jour de SPKF (et
donc de KTD) est en fait une forme en ligne d’'une méthode modifiée de Gauss-Newton,
qui est en fait une variante de descente de gradient naturel. Dans ce cas, la matrice d’infor-
mation de Fisher est l'inverse de la matrice de variance des parametres, c’est-a-dire szl
Les approches de gradient naturel ont été prouvées efficaces pour la recherche directe de
politiques [63] ainsi que pour des architectures acteur-critique [82], ce qui laisse espérer de
bons résultats expérimentaux pour KTD. Cela est vérifié dans la section 3.8. Autant que
nous le sachions, KTD est le premier algorithme en apprentissage par renforcement qui
traite 'approximation de la fonction de valeur (ou de qualité), dans un sens critique pur,
qui implique un gradient naturel.

3.7 Travaux similaires et discussion

Comme nous avons pu le remarquer précédemment, des approches apparentées ont été
proposées précédemment dans la littérature. Nous avons déja dit que 'algorithme proposé
partage des similarités avec LSTD [19], présenté section 2.3.2. De fagon générale, le filtrage
de Kalman peut étre vu comme une généralisation des approches de type moindres carrés.
En effet, si le modele espace d’état est linéaire, le bruit d’évolution nul et le bruit d’obser-
vation de variance unitaire, Kalman fournit la solution des moindres carrés. Pour les MDP
déterministes (pour lesquels ’hypothese de bruit blanc est vérifiée), KTD peut donc étre
vu comme une généralisation de LSTD selon plusieurs axes : prise en compte de la non-
stationnarité (bruit d’évolution), liberté sur la pondération des erreurs instantanées (bruit
d’observation) et non-linéarité (tant pour la paramétrisation que pour la prise en compte de
Popérateur d’optimalité de Bellman). Cependant KTD ne prend pas en compte le concept
de variable instrumentale [110] (leur inclusion dans le contexte du filtrage de Kalman est
loin d’étre évidente), ces remarques ne sont valables que pour des environnements dont la
dynamique est déterministe. Nous avons également déja vu que 1’algorithme proposé par-
tage des similarités avec 1’algorithme GPTD [28], aussi présenté section 2.3.2. Dans le cas
d’une paramétrisation linéaire et d’un bruit de process nul, KTD-V est le méme algorithme
que GPTD. En fait, les deux cadres de travail, KTD et GPTD [27] (et variantes), bien
que dérivés de points de vue sensiblement différents (modele génératif de la récompense
par les valeurs et processus gaussiens pour GPTD, minimisation de I’espérance de I’erreur
quadratique sur les parametres conditionnée aux observations pour KTD), présentent de
nombreux points communs (nous verrons dans la suite du manuscrit que d’autres variantes
de KTD sont équivalentes a d’autres variantes de GPTD). Basiquement, les différences
principales entre ces deux approches sont les suivantes : GPTD permet une représenta-
tion non-paramétrique de la fonction de valeur, mais ne permet pas de prendre en compte
un bruit d’évolution et ne peut considérer que des modeles linéaires (pas de possibilité a
priori d’avoir un équivalent & KTD-Q notamment), alors que KTD prend en compte les
non-linéarités et peut bénéficier de la définition d’un bruit d’évolution, mais est restreint
aux représentations paramétriques de la fonction de valeur. Notons tout de méme que cet
aspect non-paramétrique de GPTD peut étre adapté & KTD, comme nous le montrons dans
la section 8.3.2. Dans [21] est proposée une forme de filtre de Kalman congu pour appro-
cher le point fixe de l'opérateur de Bellman (ou de fagon équivalent approcher la solution
de I’équation de Bellman) dans le cas d’une paramétrisation linéaire de la valeur. Cette
approche peut approximativement étre vue comme une version “bootstrappée” de KTD-V
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(le terme bootstrap est utilisé ici avec le méme sens que [105], c’est-a-dire considérer que la
valeur de I’état vers lequel transite le systeme est connue et utiliser une valeur approchée
a la place, comme expliqué section 2.3.2 pour les algorithmes dits directs). A la place de
I’équation d’observation (3.22), I’équation d’observation suivante est utilisée :

ri + 7¢(5i+1)T‘§i—1|i—1 = ¢(si)"0; + s (3.56)

Autrement dit, la récompense n’est pas considérée comme 1’observation, mais une approxi-
mation de la fonction de valeur est utilisée pour calculer une pseudo-observation (ou ob-
servation “bootstrappée”) et la mise a jour du filtre est faite de fagon a corriger l'erreur
entre la fonction de valeur de I’état courant et la pseudo-observation. Dans [84] est utilisé
un banc de filtres de Kalman pour apprendre les parameétres d’une représentation linéaire
par morceaux de la fonction de valeur (un filtre de Kalman par morceau linéaire). Cette
méthode peut grossierement étre vue comme un cas particulier de KTD, cependant des
différences existent : un banc de filtres est utilisé plutdét qu'un seul (ce qui revient & im-
poser une décorrélation des parametres correspondants a chaque morceau linéaire) et la
paramétrisation est linéaire, fait exploité pour développer des spécificités de 1’algorithme
(notamment concernant la mise & jour des parametres).

Le cadre de travail proposé présente les aspects que nous avons souhaités. Premierement,
il ne suppose pas la stationnarité, grace au bruit d’évolution. Il traque la solution plutot
qu’il ne converge vers elle. Une application immédiate est la prise en compte d’environne-
ments non-stationnaires. D’autres raisons pour préférer traquer la solution, méme dans un
environnement stationnaire, sont données par [106]. Un autre aspect intéressant est le cas
du controle, comme discuté dans la section 2.2.3. Par exemple, ’algorithme LSTD est connu
pour mal se comporter lorsqu’il est combiné avec un schéma d’itération de la politique opti-
miste (politique e-gloutonne par exemple, voir [84]), & cause des non-stationnarités induites
par ce schéma spécifique d’apprentissage et de controle. Dans la méme idée, TD est préféré
a LSTD dans [13] comme critique dans I’approche acteur-critique qui y est proposée, pour
le méme probleme, alors que TD est moins efficace en terme d’échantillons. Le filtrage de
Kalman et donc les algorithmes proposés sont robustes aux problemes de non-stationnarité.
Nous proposons d’ailleurs dans le chapitre 7 un algorithme acteur-critique basé sur KTD.
Deuxiemement, comme le vecteur de parametres est modélisé par une variable aléatoire, il
est possible de calculer une information d’incertitude sur la valeur des états, comme nous le
décrirons dans le chapitre 6. Cette information d’incertitude pourrait étre utile pour traiter
le probleme général du dilemme entre exploration et exploitation et nous proposons un
certain nombre d’approches dans le chapitre 6. Les algorithmes de la famille KTD sont du
second ordre et peuvent étre compris comme des formes de descente de gradient naturel,
ce qui devrait leur assurer une bonne vitesse de convergence. Remarquons qu’une difficulté
éventuelle peut étre le choix des différents parametres. Cependant, d’une part la néces-
sité de choisir certains parametres n’est pas propre a notre approche (taux d’apprentissage
pour TD, a priori pour LSTD, et caetera) et pas forcément plus compliqué dans notre cas,
d’autre part KTD peut grandement bénéficier de la vaste littérature sur le filtrage adapta-
tif, domaine étudié depuis plusieurs décennies. Nous en utilisons d’ailleurs une forme dans
la section expérimentale. L’ensemble de ces aspects est illustré dans la section suivante.
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3.8 Expérimentations

Dans cette section est proposé un ensemble de tests de référence classiques en appren-
tissage par renforcement de fagon a comparer KTD a différents algorithmes de 1’état de
Iart et a illustrer les différents aspects de cette approche. Nous en donnons d’abord un
apercu :

chaine de Boyan : c’est une simple chaine de Markov valuée sur laquelle 'objectif est
d’apprendre la fonction de valeur. Nous illustrons dans un premier temps le biais
intuité par le résultat du théoreme 3.1 sur la chaine originale, dont les transitions
sont stochastiques. Nous la modifions ensuite pour la rendre déterministe et non-
stationnaire, de facon a illustrer cet aspect de KTD et le comparer & ’état de l'art ;

pendule inversé : ce probleme, qui consiste & maintenir un pendule inversé dans une po-
sition verticale en appliquant des forces sur la chariot dans lequel il repose, vise a
illustrer I'algorithme KTD-Q, qui y apprend une politique quasi-optimale en obser-
vant une politique totalement aléatoire ;

mountain car : cette tache, qui consiste a sortir une voiture sous-puissante d’une cu-
vette, vise a illustrer KTD-SARSA combiné a un schéma d’itération optimiste de la
politique, nommément une politique e-gloutonne, pour montrer que KTD est robuste
aux non-stationnarités induites par la dualité entre apprentissage et controle.

Les autres algorithmes considérés sont TD, SARSA, Q-learning et LSTD (et ponctuellement
GPTD). Nous considérons peu leurs extensions aux traces d’éligibilité, dans la mesure ot
LSTD produit de meilleurs résultats que TD(A) et ou varier la valeur du facteur d’éligibilité
a peu d’incidence sur les performances de LSTD(A), comme noté par [18]. Cependant, les
traces d’éligibilité peuvent tout de méme jouer sur le comportement non-asymptotique et
nous proposons une comparaison de KTD a LSTD(\) sur la chaine de Boyan.

3.8.1 Chaine de Boyan

La premiére expérimentation est la chaine Boyan [18], illustrée figure 3.4. Le but est
d’une part d’illustrer le biais intuité par le résultat du théoreme 3.1 (les raisons de ce biais
et sa forme propre & KTD seront étudiées plus avant dans le prochain chapitre) et d’autre
part de montrer l'efficacité de KTD en terme d’échantillons et sa capacité a prendre en
compte un environnement non-stationnaire sur une version déterministe du probleme.

|
[1,0,0, 0] ‘ [1/2,1/2,0,0] [0,0,1/2,1/2] [0,0,0,1]
[3/4, 1/4, 0, 0] [0, 0, 3/4, 1/4] [0, 0, 1/4, 3/4]

F1a. 3.4 — Chaine de Boyan illustrée [17].
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Cas stochastique

La chaine de Boyan est une chaine de Markov valuée & 13 états dont I'état s est

O avec une probabilité de 1 et une récompense de —2 et s
transite vers s ! ou s'72, 2 < i < 12, pour chacun avec une probabilité de 0.5 et une
récompense de —3. Pour cette expérience, KTD-V est comparé a TD ainsi qu’a LSTD. La
paramétrisation est linéaire et les vecteurs de base ¢(s) pour les états s'2, 8, s et s sont
respectivement [1,0,0,0]7, [0,1,0,0]%, [0,0,1,0]7 et [0,0,0,1]T. Pour les autres états, les
vecteurs de base sont obtenus par interpolation linéaire. L’approximation de la fonction de
valeur est donc Vg(s) = 07 ¢(s). La fonction de valeur optimale est linéaire en ces bases et le
vecteur de parametres optimal correspondant est 6% = [—24, —16, —8,0]”. La performance
est mesurée avec la distance euclidienne ||§ — 6*|| entre les vecteurs de parametres courant
et optimal.

Le coefficient d’actualisation v est fixé & 1 pour cette tache épisodique. Pour TD, le
taux d’apprentissage est fixé a ; = 0.1. Pour LSTD et KTD-V I'a priori est fixé a Fyp = I,
ou I est la matrice identité. Choisir le méme a priori pour LSTD et KTD est équitable,
étant donné le lien qu’il existe entre les deux approches et que nous venons de discuter.
Pour KTD-V, le bruit d’observation est fixé a P,, = 103 et le bruit de process a P, =01.
Choisir ces parametres requiert un peu de pratique, mais pas forcément plus que le choix
d’un taux d’apprentissage pour d’autres algorithmes. La variance du bruit d’observation P,,
traduit la confiance que I'on a en la capacité de la paramétrisation a représenter la fonction
de valeur recherchée. Dans ce cas, nous savons que la fonction de valeur est linéaire en
les bases choisies, nous choisissons donc une variance faible. Si la variance est trop forte,
les mises a jour auront une faible amplitude et la convergence sera lente. Si elle est trop
faible, ces mémes amplitudes seront trop fortes, notamment si la fonction de valeur ne
peut pas étre parfaitement représentée par la paramétrisation choisie et ’apprentissage
sera instable. Le choix de la variance du bruit d’évolution va conditionner la capacité
d’adaptation de l'algorithme, autrement dit sa faculté a traquer la solution plutot qu’a
converger vers elle. S’il est choisi trop important, le processus d’adaptation sera tres rapide,
mais 'apprentissage aura tendance a étre instable. Si ce bruit est trop faible, I’adaptation
sera lente. Ici nous évaluons une politique fixée, il n’y a pas de raison a traquer la solution,
nous choisissons donc une variance nulle. Pour toutes les méthodes considérées, le vecteur
de parameétres est initialisé & zéro. Les résultats sont présentés figure 3.5.

absorbant, s! transite vers s

LSTD converge plus rapidement que TD, comme attendu, KTD-V converge encore
plus vite. Cependant ce dernier algorithme ne converge pas vers le vecteur de parametres
optimal, ce qui s’explique par le fait que la fonction de cotit minimisée est biaisée. Cette
expérience a été menée pour montrer le probleme causé par les transitions stochastiques et
nous nous concentrons a présent sur des MDP déterministes.

Cas déterministe et non-stationnaire

La chalne de Boyan est rendue déterministe en posant la probabilité de transiter de
st & st 4 1. KTD-V est & nouveau comparé a LSTD et TD. De plus, pour simuler
un changement dans le MDP et donc la non-stationnarité, le signe de la récompense est
inversé & partir du 100°™ épisode. La fonction de valeur optimale est toujours linéaire en
les fonctions de base et le vecteur de parametres optimal est 0(_) = [-35,-23,-11,0]"
avant le changement de récompense et 92‘ = —02‘_) apres.

L’environnement étant maintenant non-stationnaire, nous ajoutons une comparaison a
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erreur

nombre d’épisodes

FiG. 3.5 — Chaine de Boyan, cas stochastique.

GPTD (ce qui était inutile dans Iexpérience précédente, étant donné qu’a bruit de pro-
cess nul et paramétrisation linéaire, les deux algorithmes sont identiques). Les parametres
des différents algorithmes déja considérés sont les mémes, sauf le bruit de process qui est
maintenant fixé a P, = 10731. Pour GPTD, les mémes parametres que pour KTD-V sont
utilisés, sauf le bruit de process qui n’en fait pas partie. Les résultats sont présentés sur la
figure 3.6.

erreur

0 50 100 150 200
nombre d’épisodes

Fic. 3.6 — Chaine de Boyan, cas déterministe et non-stationnaire.

A nouveau KTD-V converge plus rapidement que LSTD et TD, cependant maintenant
vers le vecteur de parametres optimal, 'environnement étant déterministe. Apres le chan-
gement de récompense, LSTD est tres lent a converger, a cause de la non-stationnarité
induite. TD s’adapte plus rapidement, le taux d’apprentissage étant constant. KTD-V
s’adapte quant a lui tres rapidement. Les comportements de KTD-V et GPTD sont équiva-
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lents dans la premiere phase, mais apres le changement de récompense la courbe de GPTD
se confond avec celle de LSTD, l'algorithme ne permet pas de traquer la solution. Ainsi,
si KTD-V est biaisé dans le cas stochastique, il converge plus vite et s’adapte plus rapi-
dement que TD et LSTD. Cette capacité a prendre en compte les non-stationnarités est
importante pour suivre la dynamique de la fonction de valeur. Méme si ’environnement
est stationnaire, cela peut étre utile dans un contexte de contréle, comme illustré dans la
section 3.8.3.

Cas déterministe et stationnaire

L’objectif de cette section est de comparer KTD & LSTD(A) sur la chaine de Boyan
rendue déterministe. Pour les détails concernant LSTD(A), le lecteur peut se référer a [18].
Cependant, I'algorithme qui y est présenté n’est pas en ligne et nous utilisons sa version ré-
cursive (qui s’obtient de maniére tres similaire & ce que nous avons présenté, en utilisant le
lemme d’inversion matricielle), présentée par exemple par [27, chapitre 1.4, algorithme 9].
En effet, dans la mesure ou les traces d’éligibilité permettent d’améliorer la vitesse de
convergence ainsi que le comportement asymptotique de LSTD, il est plus équitable de les
considérer également dans nos comparaisons a KTD. Pour les différents algorithmes nous
considérons les mémes parametres que dans la section sur le cas stochastique et ’environ-
nement est stationnaire. Nous présentons les résultats en échelle semi-logarithmique sur la
figure 3.7.

100 . . . :
KTD ——
EEl LSTD(0)
10 I LSTD(0.4) - |
LSTD(0.7) &

LSTD(1)

erreur

0.1

0.01

0.001 : . : :
0 20 40 60 80 100

nombre d’épisodes

F1G. 3.7 — Chaine de Boyan, comparaisons & LSTD(\).

Augmenter la valeur de A permet effectivement d’améliorer la vitesse de convergence
ainsi que le comportement asymptotique, cependant dans aucun cas les performances de
KTD ne sont atteintes. Nous considérerons donc généralement LSTD(0), sauf mention du
contraire.

3.8.2 Pendule inversé

La seconde expérience est le pendule inversé tel que décrit par [73] et illustré figure 3.8.
Le but est ici de comparer deux algorithmes de type itération de la valeur, a savoir KTD-Q
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et Q-learning avec approximation de la ()-fonction, qui ont tous deux pour objectif d’estimer
directement la fonction de qualité optimale. Autant que nous le sachions, KTD-Q est le seul
algorithme d’ordre deux qui suive un schéma d’itération de la valeur (la difficulté majeure
étant l'opérateur max), ce qui explique sa comparaison & un algorithme d’ordre 1.

m

QOO

F1G. 3.8 — Pendule inversé illustré.

Cette tache nécessite de balancer un pendule de longueur et masse inconnues de fagon
a ce qu’il reste vertical en applicant des forces au chariot sur lequel il est fixé. Trois actions
sont possibles : pousser a gauche (—1), pousser a droite (41), ou ne rien faire (0). L’état
du systeme est donné par la position angulaire ¢ et la vitesse angulaire ¢. Les transitions
déterministes sont calculées grace a la dynamique du systeme physique :

. gsin(p) — Bmil*sin(2p) /2 — 500 cos(p)a

7= 41/3 — Bml cos?(p) (3:57)

ou g est la constante de gravitation, m et [ sont la masse et la longueur du pendule, M
la masse du chariot et 8 = mi 37+ Une récompense nulle est donnée tant que la position
angulaire appartient a 'intervalle [—Z, Z]. Sinon, I’épisode se termine et une récompense

de —1 est donnée. La paramétrisatiorfes% donnée par un terme constant et un ensemble de
9 noyaux gaussiens équi-répartis (centrés en {—7%,0, 7} x {—1,0,1} et d’écart-type 1), cela
pour chaque action. Il y a donc 30 fonctions de base. Le facteur d’actualisation v est fixé
a 0.95.

Nous comparons donc la capacité des deux algorithmes a apprendre la politique op-
timale. Pour Q-learning, le taux d’apprentissage est fixé a a; = ao% ou ag = 0.5 et
no = 200, en accord avec [73]. Pour KTD-Q, les parameétres sont Pojo = 101, Py, = 1 et
P,, = 0. Les vecteurs de parametres sont initialisés a zéro. La politique suivie par I’agent
est aléatoire (équi-probabilité des actions) et les deux algorithmes apprennent & partir des
mémes trajectoires. L’agent est initialisé dans un état aléatoire proche de 1’équilibre (0,0).
La longueur moyenne d’un tel épisode aléatoire est d’environ 10 pas. Les résultats sont
présentés figure 3.9.

Pour chaque essai, 'apprentissage est fait sur 1000 épisodes. Tous les 50 épisodes, il est
gelé et la politique courante est testée. Pour cela, ’agent est initialisé dans un état aléatoire
proche de I’équilibre et la politique gloutonne est suivie. Chaque test est répété 100 fois et

moyenné (I’évaluation de la performance de la politique gloutonne courante étant initialisée
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Fia. 3.9 — Pendule inversé, apprentissage de la politique optimale.

dans un état aléatoire). La mesure de performance est le nombre de pas d’un épisode. Le
nombre maximum de pas autorisé est de 3000, ce qui correspond & maintenir le pendule
pendant 5 minutes. Les résultats de la figure 3.9 sont moyennés sur 100 essais (chaque essai
correspondant a 1000 épisodes, la politique étant testée tous les 50 épisodes) et présentés
en échelle semi-logarithmique.

Asymptotiquement, KTD-Q apprend la politique optimale (c’est-a-dire maintenir le
pendule pendant le nombre maximum de pas autorisés) et de bonnes politiques sont ap-
prises apres seulement quelques dizaines d’épisodes (en terme de simulation, moins de deux
minutes d’interactions avec le pendule). Avec le méme nombre d’épisodes et la méme pa-
ramétrisation, Q-learning échoue & apprendre une politique qui permette de maintenir le
pendule pendant plus de quelques secondes, ce qui est en accord avec les résultats pré-
sentés par [73]. Notons que 'algorithme LSPI [73] (Least-Squares Policy Iteration) permet
d’obtenir des résultats similaires a KTD-Q en terme de vitesse de convergence et de perfor-
mance, cependant cette approche est hors-ligne. Elle n’est donc pas considérée ici, I’objectif
étant de comparer des algorithmes du type itération de la valeur (donc liés a ’équation
d’optimalité de Bellman).

3.8.3 Mountain car

La derniere expérience de cette section est le mountain car telle que décrite par [105]
et illustrée figure 3.10. L’objectif ici est d’illustrer le comportement des algorithmes dans le
cadre d’un schéma d’itération de la politique optimiste : apprendre en controlant induit des
dynamiques de la valeur non-stationnaires. Cette tache consiste a conduire un véhicule sous-
puissant en haut d’une route de montagne raide, la gravité étant plus forte que le moteur de
la voiture. L’état est donné par la position et la vitesse (x, %) € [-1.2,0.5] x [—0.07,0.07].
Les trois actions possibles sont aller & gauche (—1), a droite (4+1) ou ne rien faire (0). La
dynamique du systéme est donnée par :

{i’i_H = bound [i&; + 107 (a; — 2.5 cos(3z;))] (3.58)

;41 = bound [:BZ + i’i+1]
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ou l'opérateur bound force les bornes de la position et de la vitesse. Quand la position
atteint la borne inférieure, la vitesse est mise a zéro. Quand elle atteint la borne supérieure,
I’épisode se termine avec une récompense nulle. La récompense est de —1 le reste du temps.
Le facteur d’actualisation est fixé a 0.1. L’état est normalisé et la paramétrisation est
composée d’un terme constant et d’un ensemble de 9 noyaux gaussiens équi-répartis (centrés
en {0,0.5,1} x {0,0.5,1} et d’écart-type 0.1), cela pour chaque action. Il y a donc 30
fonctions de base.

Goal

/

&
/

Fi1a. 3.10 — Mountain car illustré [105].

Cette expérience compare SARSA avec approximation de la fonction de qualité, LSTD
et KTD-SARSA, dans un contexte d’itération optimiste de la politique. La politique suivie
est e-gloutonne, avec € = 0.1. Pour SARSA, le taux d’apprentissage est fixé a a; = 0.1.
Pour LSTD V’a priori est fixé & 101. Pour KTD-SARSA, le méme a priori est utilisé et
la variance du bruit d’observation est fixée a P,, = 1. Pour le bruit d’évolution nous
utilisons une méthode de filtrage adaptatif qui consiste a prendre comme variance du bruit
d’évolution une fraction de la variance sur les parametres, c’est-a-dire :

]%% Z:nf%v

i—1]i—1

(3.59)

ol1 7 < 1 est une constante positive, choisie ici égale & 1075. Ce schéma est en fait inspiré par
les moindres carrés adaptatifs, voir [116] par exemple. Pour tous les algorithmes le vecteur
de parametres est initialisé a zéro. Chaque épisode commence dans un état aléatoire (tirage
uniforme sur le domaine). Un maximum de 1500 pas est autorisé.

Pour chaque essai, I’apprentissage se fait sur 200 épisodes, la figure 3.11 montre la
longueur de chaque épisode moyennée sur 300 essais. KTD-SARSA converge plus rapide-
ment et vers une meilleure politique que LSTD, qui se comporte mieux que SARSA avec
approximation de la @-fonction. De meilleurs résultats ont peut étre été rapportés dans
la littérature pour une paramétrisation de type tile-coding, cependant la paramétrisation
choisie ici est plus brute et implique bien moins de parametres. De plus, méme avec une
paramétrisation de type tile-coding et des parametres optimisés, il est rapporté par [105,
chapitre 8.4] qu'’il faut une centaine d’épisodes pour atteindre une politique optimale, ce
qui est environ un ordre de magnitude de plus que KTD. Le fait de suivre une politique
e-gloutonne implique la non-stationnarité de la @)-fonction apprise, ce qui explique que
LSTD échoue a trouver une politique quasi-optimale (le méme type de résultat est obtenu
par [84]). LSTD a été étendu par [73] & LSPI (Least-Squares Policy Iteration), qui per-
met de chercher une politique optimale plus efficacement. Cependant, cet algorithme est
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Fia. 3.11 — Mountain car.

hors-ligne et n’implique pas d’apprendre tout en controlant, c’est pourquoi il n’est pas com-
paré ici. KTD-SARSA obtient des politiques optimales treés rapidement, apres seulement
quelques dizaines d’épisodes. L’apprentissage est également plus stable avec 'algorithme
proposé (variance plus faible).
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Chapitre 4

Biais de ’estimateur et modele de
bruit coloré

Le cadre de travail des différences temporelles de Kalman que nous avons proposé fait
I’hypothese d’'un bruit d’observation blanc, ce que nous avons annoncé section 3.6 ne se
vérifie que dans le cas de MDP déterministes. Le probleme posé par la stochasticité des
transitions a été mis en avant a partir du résultat du théoreme 3.1, obtenu sous cette
hypothese particuliere et illustré dans la section 3.8 sur une simple chaine de Markov
valuée. De facon fondamentale, c’est cette hypothése de bruit d’observation blanc qui est
caduque si les transitions sont stochastiques, alors que c’est une propriété importante pour
I’'obtention des équations de Kalman. Si I’on écrit ’équation d’évaluation de Bellman pour
la fonction de valeur dans le cas de transitions stochastiques sous la forme de 1’équation
d’observation de KTD, le bruit d’observation n’est pas seulement un bruit de modélisation,
il contient la stochasticité du MDP :

T = Vei(si) - 7%i(5i+1) + n; avec
n; = (Es’|si,7r(si)[f/9¢ (5/)] - %z (Sl)> +ri— Es’|si,7r(si)[R(8i7 ﬂ-(si)’ 8/)] (41)

Il est clair en considérant 1’équation (4.1) que ’hypotheése de blancheur du bruit d’obser-
vation est trop forte, ce qui rend l'estimateur de KTD biaisé dans des environnements
stochastiques. Ce probleme est similaire a celui d’erreur dans les variables introduit dans
le cadre de la présentation de 'algorithme LSTD section 2.3.2, voir plus particulierement
I’équation (2.58). Pour répondre a cela LSTD utilise le concept de variable instrumentale.
Cependant, ce dernier ne peut a priori pas étre pris en compte dans les approches propo-
sées. A notre connaissance, il n’y a que [68] qui traite 'usage de variables instrumentales
dans le contexte du filtrage de Kalman. Toutefois, la linéarité du probleme est une hypo-
these tres fortement ancrée dans les techniques développées; nous ne creusons pas cette
approche. Pour prendre en compte le cas des transitions stochastiques dans le cadre de
KTD, nous colorons le bruit.

Nous montrons dans un premier temps que la fonction de colt minimisée par KTD
est biaisée lorsque les transitions sont stochastiques. La forme de ce biais est similaire
a celle résultante de la minimisation du résidu quadratique de Bellman (2.52), bien que
plus complexe. Nous présentons ensuite un modele de bruit coloré, introduit initialement
par [30]. Ce bruit est un bruit & moyenne mobile, sa prise en compte dans le cadre du
filtrage de Kalman n’est pas usuelle (& notre connaissance ce probleme n’a jamais été traité
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dans la littérature). Nous proposons donc une méthode permettant de le faire. Cela nous
permet de dériver un certain nombre d’algorithmes qui s’appliquent aux environnements
stochastiques. Nous nommons ce cadre de travail XKTD (eXtended Kalman Temporal Dif-
ferences). Nous présentons également une version pondérée de XKTD et proposons une
analyse de convergence qui montre que comme ’algorithme LSTD(1), XKTD minimise un
colit quadratique associant aux valeurs un cumul pondéré de récompenses qui pourrait étre
obtenu par Monte Carlo. Une série d’expériences conclut le chapitre.

4.1 Stochasticité des transitions et biais

Sous I’hypothese de distributions gaussiennes, le théoreme 3.1 montre que K'TD mini-
mise un résidu quadratique de Bellman, ce qui en fait un estimateur biaisé dans le cas de
transitions stochastiques, en vertu de I’équation (2.52). Il est possible d’obtenir un résultat
plus général, en considérant la fonction de cout (3.5) directement minimisée par KTD.

Théoreme 4.1. Supposons que la fonction de récompense ne dépend que du couple état-
action courant et pas de [’état vers lequel transite le systéme. Lorsqu’elle est utilisée avec
un processus décisionnel de Markov stochastique, la fonction cotit (3.5) est biaisée, ce biais
étant donné par :

HKZ||2E [Covs’|si,ai (’ri — Gt; (9)) ’7’1:1'—1] (42)
HKZHQE [COVS’|si,7r(si) (Ti + 7‘/9(5/)) ’rlzi—l]
= HK’LH2E [COVS’|si,7r(si) (Ti + 7@9(5/7 77(5/))) |741:i71}
HKZH2E [Covs’|si,ai (’ri + ymaxgeca QO(Slu CL)) ‘rlzi—l]

1l est clair que ce biais est nul pour des transitions déterministes.

Démonstration. L’hypothese que la fonction de récompense ne dépend pas de 1’état vers
lequel transite le systeme est faite pour simplifier la démonstration, dans la mesure ou la
fonction de cout est conditionnée aux récompenses observées dans le passé. Cependant,
I'idée générale reste la méme. Sous les hypotheses données, le modele espace d’état qu’il
faudrait considérer pour un MDP stochastique est le suivant :
{91' =0i-1+v; (4.3)

Ty = Es’\si,ai [gti (02)] +n;

ou t; définit maintenant une transition aléatoire : t; = (s;,a;,s’). Notons que I’équation
d’observation (moins le bruit) est 1’équation de Bellman dans le cas de transitions stochas-
tiques. La différence avec le modele espace d’état (3.4) est que les transitions ne sont plus
échantillonnées mais moyennées. Dans ce cas le bruit d’observation est uniquement un bruit
de modélisation, il peut donc étre supposé blanc. La fonction de colit associée est :

Ji(0) = trace (P;;)
= trace (Pi;_y — Por, K] — KiPg, — KiPr, K] (4.4)

ou les notations calligraphiées représentent la méme chose pour le modele espace d’état (4.3)
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que les notations (3.12) pour le modele espace d’état (3.4), exempli gratia :

Por;, = E [éﬂi_ﬁi’ﬁ:ifl} (4.5)
avec t; = 1; — Tijj_1
=r,— B [Es’|si,ai [gti (‘91)] ‘Tl:i—l] (46)

Notons que la prédiction de la récompense est non biaisée, donc l'innovation également
(lindarité en les termes dépendant de s') :

Es’|si,ai [fzh—l] = %i|i—1 (47)
Es’|si,ai [fzhfl] = Ei|i71
Le terme P;;_; ne dépend pas de I'état s’ vers lequel transite le systeme et le terme Py,
est linéaire en l'innovation (qui est sa seule dépendance & '), ils sont donc tous deux
non-biaisés :
Es’\si,ai [Bhfl] = ,Pi\ifl (49)
ES’|8i7ai [Pen‘] = Pen (4.10)

Ce n’est pas le cas pour la variance de I'innovation (dépendance quadratique aux termes
faisant intervenir s) :

Eg\sia; [Pri] = Est|s; 0 {E {ﬂz\i_llnqﬂ
=FE {E5’|si,ai [ﬁz\i,l} !Ti—d
= E[E|ria] + E |:Es’|si,ai [77] = (Eyls.a, [ﬁ]ﬂ
=Py, + E [covy|s; ai (7i) [11:i-1] (4.11)
Ainsi le biais peut étre calculé :

Eg)s.a; [Ji(0)] — Ti(0) = Eg)s, o, [trace (K; (Pr, — Pr,) K]
= trace(KiKiT)Es’\si,ai [Prz - Pn]
= KZTKZ (Es’|si,ai [Pn] - Pn)
= | Ki|IPE [covgs, a; (ri = 92,(0)) [r1:i-1] (4.12)

Notons que ni Vy(s;) ni Qy(s;) ne dépendent de 1'état s’ vers lequel transite le systeme,
d’ou le résultat tel qu’exprimé dans le théoreme 4.1. O

Ce biais est donc similaire a celui obtenu par la minimisation d’un résidu quadratique
de Bellman (2.52) et comme lui il tend a favoriser les fonctions de valeur régulieres. Pour
supprimer ce biais, une solution pourrait étre d’introduire un filtre auxiliaire (ou d’étendre le
filtre), de la méme fagon qu’une fonction auxiliaire est introduite par [2, 3]. Cependant, cette
approche induit une fonction de cotit qui n’est pas purement quadratique, ce qui rend son
extension & Kalman particulierement difficile, si méme possible. L’extension de ces travaux
n’est donc pas évidente. Une autre approche pourrait étre d’estimer ce biais en ligne pour
I'enlever, de fagon similaire a ce qui est fait par [56] dans le cadre du filtrage par moindres
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carrés. Cependant, le filtrage de Kalman est un cadre de travail plus complexe, spécialement
lorsqu’il est combiné & la transformation non-parfumée. L’extension de ces travaux est donc
également loin d’étre facile. Une autre perspective intéressante est d’introduire un bruit
d’observation coloré comme cela est fait par [30, 27] pour les algorithmes de la famille
GPTD. C’est en adaptant cette derniere approche que nous étendons KTD.

4.2 Un modeéle de bruit coloré

Ainsi le fait d’utiliser KTD sur un probleme dont la dynamique est stochastique induit
un biais dans la fonction de coiit minimisée. Remarquons que la suppression du bais causé
par le caracteére stochastique des transitions dans les approches visant a minimiser un
résidu quadratique de Bellman! est un probléeme récurrent et important de ’apprentissage
par renforcement [6, 105, 73, 2, 3, 94].

Dans cette section, nous nous focalisons sur le probleme d’évaluation de la fonction
de valeur (ou de qualité). L’optimisation directe de la Q-fonction est discutée plus tard,
en raison de son aspect off-policy qui pose probleme dans le cadre du modele d’extension
de KTD proposé, comme nous le verrons. Dans un premier temps nous présentons d’ou
vient ce modele de bruit coloré introduit & l'origine par [30, 27] : basiquement, cette colo-
ration provient d’une réécriture de ’équation d’évaluation de Bellman, sous une forme plus
stochastique. Le bruit obtenu est un bruit & moyenne mobile, ce qui est loin d’étre usuel
dans le cadre du filtrage de Kalman. Nous proposons donc une approche permettant de le
prendre en compte dans ce cadre de travail. Ceci permet de proposer un nouvel algorithme
général, XKTD (eXtended Kalman Temporal Differences), qui est spécialisé en XKTD-V
et XKTD-SARSA en utilisant la transformation non parfumée.

4.2.1 Modélisation du bruit

Comme annoncé, nous nous intéressons au probleme de I’évaluation pure. La politique
7 est donc fixée et le MDP se réduit en une chaine de Markov valuée de probabilité de
transition p™ et de récompense R™ définis par :

p"(.Is) = p(.|s,7(s)) et R™(s,s8') = R(s,m(s),s) (4.13)

Comme le fait [27] pour introduire ce bruit coloré, nous définissons le retour pondéré D™
comme étant le processus aléatoire suivant :

D™(s) =Y 7' R™(Si, Si1)|S0 = s, Sit1 ~p"(.|S)) (4.14)
=0

Il est assez évident que la fonction de valeur est par définition I’espérance (sur ’ensemble
des trajectoires possibles) de ce processus aléatoire :

V™(s) = E[D"(s)] (4.15)

'En raison des résultats du théoréme 3.1, KTD peut étre vu comme une telle méthode.
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Le processus aléatoire D™ peut donc étre décomposé en la somme de la fonction de valeur
et d'un résidu centré que nous notons AV7(s) :
D™(s)= E[D"(s)] +D"(s) — E[D"(s)]
——

Vv
fonction de valeur résidu centré

=V7(s) + AV7(s) (4.16)

D’autre part, de la méme fagon que ’équation d’évaluation de Bellman définit une récur-
rence anti-causale sur la fonction de valeur, une relation similaire existe sur le processus
aléatoire de retour pondéré :

D7(s) =Y 4'R(Si, Si41)|S0 = s, Sit1 ~p"([S))
=0
— R™(5,8") + 4D (S"), S ~ p"(.|s) (4.17)

En injectant ’équation (4.16) dans I’équation (4.17), la récompense associée a une transition
peut s’écrire comme une fonction des valeurs aux deux états consécutifs plus un terme de
bruit :

R"(s,8') = D"(s) = yD" ('), §" ~ p"(.|s)
=V™(s)+ AV (s) — v (V”(s’) + AV”(s’)) , S~ p"(]s)
=V7™(s) —yV7™(S")+ N(s,5"), S ~ p™(.]s) (4.18)

Dans cette derniere équation, le bruit N dépend des résidus consécutifs, son expression est
donnée par
N(s,s') = AVT(s) —yAV™(s) (4.19)

Ce bruit ayant été défini, nous faisons comme [27] une hypothese tres forte (et méme
généralement fausse) sur le processus des résidus : nous le supposons blanc (c’est-a-dire
notamment que les résidus sont indépendants entre eux). L’apprentissage se faisant & partir
de trajectoires et les trajectoires associées aux résidus de deux états successifs ne différant
que par un état, les résidus associés sont peu susceptibles d’étre indépendants. Cependant,
cette supposition permet tout de méme de parvenir a une preuve de convergence, telle
qu’exposée dans la suite de ce chapitre. Une interprétation intéressante de cette hypothese
de blancheur des résidus, dans le contexte des process gaussiens [30], peut étre trouvée
dans [27, chapitre 4.4.3.]. Il y est montré (et notre résultat est trés similaire, bien que plus
général) qu’utiliser ce bruit coloré revient a faire de la régression par moindres carrés pour
la fonction de valeur, les cibles étant des échantillons de Monte Carlo du cumul pondéré des
récompenses, obtenus a partir de la méme trajectoire (deux échantillons consécutifs différent
uniquement par la récompense d'un état). Cette hypothese de blancheur des résidus revient
donc & ne pas respecter 'hypothese d’indépendance statistique des échantillons sous-jacente
a Monte Carlo.

Maintenant que nous avons une nouvelle forme de bruit (4.19), il reste a I'intégrer d’une
part au modele espace d’état, puis a adapter I'algorithme de résolution de KTD. Rappelons
I'équation d’observation de la formulation espace d’état (3.4) :

Ty = gt (01) + n; (4.20)

Pour KTD, le bruit d’observation est supposé blanc, ce qui est nécessaire a ’obtention
des équations de Kalman et donc a la dérivation de l'algorithme. Pour XKTD, le modele
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de bruit coloré? (4.19) est utilisé & la place. Les résidus étant centrés (4.16) et supposés
indépendants, on peut modéliser les résidus d’une trajectoire par un bruit blanc centré de
variance 02 = 02(si11) :

U; = AV”(SZ'_H) ~ (0,0’12) (4.21)

Ainsi, d’apres cette modélisation et 1’équation du bruit coloré (4.19), le bruit d’observation
est la somme (pondérée) de deux bruits blancs :

N = —YU; + Ui—1, Ui~ (0, 022) (4.22)

Notons que nous ne faisons pas d’hypothese sur le caractére gaussien ou non du bruit
blanc; nous ne nous intéressons qu’a ses moments d’ordre un et deux (qui caractérisent
totalement la distribution dans le cas gaussien), car c’est ce qui est utile dans le cadre de
Kalman. Le bruit d’observation est donc un bruit & moyenne mobile® d’ordre 1 (ou bruit
MA pour moving average). Etant donné que KTD fait ’hypothese de blancheur du bruit
d’observation, un probleme est de I’étendre aux bruits a moyenne mobile.

4.2.2 Prise en compte d’un bruit & moyenne mobile dans un filtre de
Kalman

Nous allons nous abstraire pour 'instant de I’apprentissage par renforcement et poser le
probleme général de la prise en compte d’un bruit d’observation & moyenne mobile dans le
cadre du filtrage de Kalman. Autant que nous le sachions, ce probléeme n’a jamais été traité
auparavant dans la littérature : si le cas d’un bruit auto-régressif 4 (ou bruit AR pour
autoregressive) est tres classique [53], nous n’avons connaissance que d’une publication
traitant le cas d’un bruit d’évolution MA [100], technique qui n’est pas adaptable au bruit
d’observation. L’approche que nous proposons consiste a transformer un bruit MA en bruit
AR, afin de le prendre en compte assez classiquement. Nous discutons d’abord de la prise
en compte d’un bruit AR dans le cadre du filtrage de Kalman. Soit un modele espace-d’état
assez® générique :

{x" R (4.25)
yi = hi(@i) +ng

L’équation d’évolution est une marche aléatoire des états cachés z; et I’équation d’observa-
tion lie les observations y; aux états x; via la fonctionnelle h;, le bruit n; étant ici supposé
auto-régressif d’ordre 1. Ce bruit peut donc se mettre sous la forme suivante :

n; = Aini_1 + u; (4.26)

2Par définition, un bruit coloré est un bruit qui n’est pas blanc.
3Un bruit y est dit & moyenne mobile d’ordre n si le bruit & I'instant ¢ est une combinaison linéaire des
n échantillons précédents d’un bruit blanc w :

yi = bruik (4.23)
k=0

4Un bruit y est dit auto-régressif d’ordre n si le bruit a l'instant i est une combinaison linéaire des n
échantillons précédents et d’un bruit blanc w :

Yi =Y akyiok +ui (4.24)
k=1

511 pourrait étre écrit de facon plus générique, mais cela n’apporterait rien & notre propos.
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ou A; est une matrice de dimension ad hoc et u; est un bruit blanc. Une technique classique
pour prendre en compte ce type de bruit est d’étendre le vecteur d’état, ce qui donne le
nouvel espace-d’état, qui est équivalent :

Z; . I 0 Ti—1 V;
n; B 0 Az n; 1 * U; (4.27)
Yi = hi(z;) +n;

Le bruit d’observation devient une composante du vecteur d’état, il est donc estimé, au
méme titre que 1’état caché, au fur et a mesure que des observations sont effectuées.

Nous allons maintenant nous intéresser & un bruit MA. Etant donné le cas qui nous
intéresse, nous allons nous cantonner aux bruits MA scalaires d’ordre 1. Cependant, les
idées proposées ici s’étendent facilement a des cas plus généraux. L’idée principale de notre
approche est d’exprimer ce bruit MA scalaire sous la forme équivalente d’un bruit AR
vectoriel, de fagon a I'intégrer au modele espace-d’état comme vu précédemment. Supposons
que ce bruit MA se mette sous la forme suivante :

Ui—1

ou u; est blanc. Soit w; une variable aléatoire auxiliaire, dont le role va étre de mémoriser
le bruit blanc. Le bruit MA (4.28) est équivalent au bruit AR vectoriel suivant :

<;‘:> - <l? 8) <Zj> + <i> ui (4.29)

En effet, d’aprés ce modele de bruit AR vectoriel, nous avons que n; = b;w;_1 + a;u;,
mais aussi w; = u; et donc n; = a;u; + b;u;_1, ce qui est exactement le bruit MA de
I’équation (4.28). Le bruit w, défini par :

u; = <;> u; (4.30)

K3 (3

est également centré et de variance :

=02 (1 “2> (4.31)

Le modele espace d’état équivalent est donc :

X I 0 0 Ti—1 V;
wil=10" 0 0 |wis1 |+ ]| w (4.32)
n; o b 0 ni_1 a;u; '

yi = hi(zi) +n;

La fagon de considérer un bruit d’observation a moyenne mobile dans le cadre du filtrage
de Kalman, il ne reste plus qu’a utiliser ce principe pour étendre les différences temporelles
de Kalman.
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4.2.3 Algorithmes résultants

Maintenant que nous avons vu comment transformer un bruit MA scalaire en bruit AR
vectoriel, il suffit d’appliquer la technique présentée au modele de bruit (4.22) de fagon a
étendre le modele espace-d’état (3.4). Une fois ce nouveau modele espace-d’état obtenu,
Iextension de KTD a XKTD est assez aisée.

Soit w; une variable aléatoire auxiliaire. Le bruit MA scalaire (4.22) est équivalent au

bruit AR vectoriel suivant :
Wi\ 0 0 Wi—1 1 )
()= (o) () () (3

Le bruit blanc associé u} = (ul —’yui)T est centré et d’apres (4.31) de variance :
T )
‘ -

Ce nouveau bruit ayant été défini, il est possible d’étendre le modele espace-d’état (3.4),
ce qui donne le nouveau modele suivant :

{Xi = Pt (4.35)

ri = gt (%)

Nous détaillons chacun de ces termes. Le vecteur de parametres est maintenant étendu avec
. . T
le bruit AR vectoriel (wi nz)

X; = Wi (436)

La matrice d’évolution F prend en compte la structure du bruit d’observation MA. Nous
rappelons que p désigne le nombre de parametres et I, la matrice identité de taille p x p.
La matrice d’évolution s’écrit par blocs de la fagon suivante :

I, 00
F=1[0" 0 0 (4.37)
ol 1 0

Le bruit d’évolution v; est également étendu de fagon a prendre en compte ce bruit coloré,

T . , . .
U; = (vi u;) ; ce nouveau bruit de process est centré et sa matrice de variance P, peut
7
s’écrire par blocs en utilisant le fait que les bruits v; et u; sont indépendants (et donc

décorrélés) :

o 0 P, O 0
v = <u,> ~([o].P,=(0" o} —v5} (4.38)
¢ 0 o” 7702-2 72 01-2

Enfin, I’équation d’observation reste la méme, malgré la notation quelque peu abusive :
ri = g, (Xi) = g1, (0:) +ni (4.39)

Il est a noter qu’a présent le bruit d’observation fait partie de ’équation d’évolution, il va
donc étre estimé.
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La nouvelle formulation espace-d’état ayant été présentée, KTD peut étre étendu a
XKTD. Le principe pour dériver ce nouvel algorithme est exactement le méme que celui
exposé dans le chapitre 3.2, avec cependant de légeres différences. Premierement, les équa-
tions de prédiction sont légérement modifiées, la matrice d’évolution devant étre prise en
compte. Si l'on reprend 1’équation (3.9), la prédiction pour le vecteur étendu moyen se fait
selon :

Exi|r1:i-1]

[Fxi—1 + vj|r1:i-1]

[FXi—1|r1:-1]

Xi 1)i-1 (4.40)

Xili—1

Il
oo

De méme, par rapport a I’équation (3.18) le calcul de la variance associée est légerement
différent :

Py;_q = cov (Xyi_1]r1:i-1)
= cov (Fii_”i_l + v§|7“1:i—1)
_ FPi—l|i—lFT 4 Pv; (441)

Une autre différence significative est que le bruit n’étant plus blanc, la variance de I'inno-
vation ne peut plus étre simplifiée en séparant le terme de variance du bruit d’observation,
autrement dit le résultat de I'équation (3.20) n’est plus valable. Il faut considérer son ex-
pression avant simplification :

P’/‘i =F [(gtz(ez) — 721'|i,1 + ni)2’T1:i—1] (442)

Pour la méme raison, la simplification de I’équation (3.19) n’est plus possible, nous avons
donc :

Prr, = (% = Xii—1) (98, (0i) — Fiji—1 + 13) |71 (4.43)

La prédiction de la récompense doit également prendre en compte le bruit d’observation,
son espérance conditionnée aux récompenses observées dans le passé n’étant pas forcément
nulle :

Fiji—1 = E[g¢,(0i) + ni|ri:i-1] (4.44)

Tous les autres développements faits pour le modele espace-d’état (3.4) sont valables
pour (4.35). L’approche générale de XKTD est résumée dans I’algorithme 4.1.

Exactement de la méme fagon que la transformation non-parfumée présentée section 3.4
a été utilisée pour spécialiser I'algorithme KTD, elle peut étre utilisée pour spécialiser
I’algorithme XKTD. Nous rappelons que pour I'instant nous nous focalisons sur le probleme
d’évaluation pure de la fonction de valeur (ou de qualité) et donc aux algorithmes XKTD-V
et XKTD-SARSA. Le cas de XKTD-Q sera discuté dans la section suivante. Nous rappelons
que lorsque les transformations sont linéaires (cas d’une paramétrisation linéaire pour le
probleme d’évaluation pure) la transformation non-parfumée n’est plus une approximation
et les algorithmes qui en résultent sont équivalents a la formulation algébrique qui peut en
étre faite en résolvant les équations de Kalman de facon analytique. Nous ne donnons donc
que la formulation basée sur la transformation non-parfumée.



82 CHAPITRE 4. BIAIS DE L’ESTIMATEUR ET BRUIT COLORE

Algorithme 4.1 : XKTD général

Initialisation : a priori Xog et Py|o ;

pour ¢ < 1,2,... faire
Observer la transition ¢; ainsi que la récompense r; ;

Phase de prédiction;
5<z‘|z’—1 = Ff(z’—ui—l;
Pjicy = FP_y; 1 FT + Py

Calcul des statistiques d’intérét;

Fiji—1 = Elge;(0:) + nilrii—a] ;

Py, =FE [(Xi - 5<i|171)(9t¢(9i) +ni — 721’|i—1)|7“1:i—1];
P.=FE [(gti(Qi) +n; — fi|i_1)2|7"1:i—1]5

Phase de correction;

Ki = Pxn-PEI 5

X\ = Xiji1 + K (i — Fi-1)

Py; = Py — KiP, K] ;

7

Nous nous intéressons d’abord & 1’évaluation de la fonction de valeur pour une pa-
ramétrisation générique Vpy. La formulation générale espace-d’état de 1’équation (4.35) se
spécialise en :

(4.45)

x; = Fxi_1 + ]
ri = Vi, (81) — 1V, (si41) + ng

oll nous rappelons que sz = (GIT wj nz) Le probleme est encore de calculer les statis-
tiques d’intérét, ce qui est fait en utilisant la transformation non-parfumée. Au temps i, les
estimations X;_1);_; et F;_j;_1 sont connues. Elles sont utilisées pour calculer les prédic-
tions X;|;_1 et Pj;_1. Ces prédictions sont & leur tour utilisées pour calculer 'ensemble des
sigma-points, comme décrit dans la section 3.4 (les poids associés sont aussi calculés) :

Xili-1 = {ﬁgﬂ)_p 0<;< 2]?} (4.46)
W ={w;, 0 <j < 2p} (4.47)

Nous précisons que ces sigma-points sont la concaténation d’un vecteur de parametres,
d’une variable aléatoire auxiliaire et du bruit d’observation, soit :

09
<0 — @éj) (4.48)
ili—1 E‘\;’)fl :
5

Tili-1

L’image de ces sigma-points est ensuite calculée en utilisant ’équation d’observation du

modele espace d’état (4.45) :

Riji—1 = {Tfjl)_l = Aé(j) (si) — 7‘790') (siv1) + fll(fl)_p 0<j<2p+ 4} (4.49)

ili—1 ili—1



4.3. XKTD PONDERE 83

Notons que le vecteur étendu comporte 2p + 2 composantes (p composantes pour les para-
metres, une pour la variable aléatoire auxiliaire et une pour le bruit d’observation), ce qui
porte le nombre de sigma-points a 2p + 5. Enfin les sigma-points et leurs images sont uti-
lisés pour approcher les statistiques d’intérét, qui permettront la mise a jour des moments
d’ordre un et deux du vecteur étendu :

2p+4 ‘
Tili—1 & Z wﬁﬂll (4.50)
j=0
2p+4 ' 9
b = Z wj (ffﬂ)_l - fi|i71> (4.51)
§=0
Py, = Z Wj (f‘ifff,)_l - 5%‘\1‘—1) (fz(fl)_l — fi|¢_1> (4.52)
§=0

L’algorithme XKTD-SARSA s’obtient exactement de la méme facon, en considérant la
chaine de Markov valuée induite par ’espace joint état-action plutét que la chaine induite
par 'espace d’état. Les deux approches sont résumées dans 1’algorithme 4.2.

Comme nous ’avons déja fait remarquer, 1’équation d’évolution concerne maintenant
des vecteurs de taille p + 2, au lieu de p. L’équation d’observation reste scalaire. Dans la
mesure ou seuls deux scalaires sont ajoutés au vecteur de parametres, la complexité de
cette nouvelle famille d’algorithmes est la méme que pour leurs pendants avec bruit blanc,
les développements proposés dans la section 3.5.5 restent valables : la complexité, tant
computationnelle que mémorielle, est en O(p?).

4.3 XKTD pondéré

Nous proposons maintenant une version pondérée de XKTD, que nous nommons wXKTD
(pour weighted eXtended Kalman Temporal Differences). Cette variante de XKTD a été
tout d’abord pensée pour traiter 'apprentissage off-policy, qui pose probléme en raison de
I’aspect “mémoriel” du bruit d’observation coloré. Finalement elle ne permet pas de ré-
soudre cette difficulté en particulier, pour une raison que nous expliquons, mais elle s’avere
utile dans le cas de politiques aléatoires et non-stationnaires, comme nous l'illustrons sec-
tion 4.5 dans le cas d’une politique e-gloutonne.

Nous rappelons qu’un apprentissage est dit off-policy si une politique est apprise (la
politique cible) alors qu’une autre politique est suivie (la politique comportementale). KTD-
Q (et plus généralement les algorithmes du type itération de la valeur) est un algorithme
off-policy, dans la mesure ot la politique cible est la politique optimale alors que la politique
comportementale peut étre n’importe quelle politique suffisamment exploratrice. De plus,
I’apprentissage off-policy a un intérét plus général que ce cas particulier, par exemple pour
réutiliser des trajectoires déja observées ou encore si la politique comportementale n’est
pas controlable (apprentissage par observation).

Utiliser un bruit d’observation coloré résulte en un effet mémoire, l'effet étant tres si-
milaire a ce qu’il se passe pour les traces d’éligibilité [105]. Nous avons d’ailleurs détaillé
section 2.2.2 I'incompatibilité entre apprentissage off-policy et concept des traces d’éligibi-
lité (sans modification des algorithmes du moins). Nous présentons de fagon moins intuitive
cet effet mémoire ainsi que le lien aux traces d’éligibilité en nous appuyant sur les équations
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Algorithme 4.2 : XKTD-V et XKTD-SARSA

. T
Initialisation : a priori Xgg = (H(Z)F'O 0 O) et Py ;
pour i «— 1,2 ... faire

(84, 8i41) (XKTD-V)

Observer la transition t; = { ainsi que la

(Si, A, Sit1, ai+1) (XKTD-SARSA)
récompense associée r; ;

Phase de prédiction;

Xiji—1 = FX1)i-1;

Pjicy = FP_y 1 FT + Py ;

Calcul des sigma-points ;

Xiji—1 = {fc(j.) 0<j<2p+ 4} (en utilisant X;;_1 et Pyj;_;);

ili—1°

W={wj;, 0<j<2%+4 };

o motons ue ()7 = (09,7 o, al) y
Riji1 =

(XKTD-V)

{rfﬂ) 1 V9<|J> 1(Sz') Vm 1(Sz‘+1) +ﬁ§f}fl, 0<j< 2p—|—4}

(XKTD-SARSA)

{fé‘]i),l = Qez(\ﬂz) (si,ai) — 'YQQZ(‘Jl)_ (8it1,ai41) + ngljz) 5 0<j<2p+ 4}
Calcul des statistiques d’intérét;

2p+4 j

TZ|1 1= Z p-g w]T(J)

ilt i}

Pxn = ZQIH(;4 w]( £|JZ) 1= z|z 1)( z(|z) 1 i|ifl)§
: 2

P, = Z?p# wy ( Z(\JZ) 1~ Ti\z‘—1> ;

Phase de correction;

K; = eripﬁl :

X\ = Xiji—1 + K (ri — Fi-1)

Py = Pji1 — KP K]
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de Kalman propres a XKTD. D’apres I’équation de prédiction, nous avons :

Xili—1 = in—1|i—1

~ ~

9i|z>1 02‘—1\1‘—1
Tili—1 Wi—1}i—1

D’apres I’équation de correction nous avons :
X = Xj|i—1 T KT (4.54)

ou nous rappelons que K; est le gain de Kalman et 7; = r; — 7;;_; est I'innovation. Nous
adoptons la notation suivante :

9t; = Elge;(0;)|r1:i-1] (4.55)
Nous pouvons ainsi réécrire la prédiction de récompense, en utilisant I’équation de prédic-
tion pour la derniere étape :
Fili—1 = Elgt, (0:) + nilrii]
= Jt; + Niji—1
=gt T Wi—1)i-1 (4.56)

Enfin, nous adoptons la notation suivante, par blocs, pour le gain de Kalman :

Ky,
K; = | K., (4.57)
K,

ce qui permet de réécrire I’équation de correction des parametres moyens par bloc :

A~

Oy Oi—1}i—1 Ky,
wili | = 0 + | Koy | (ri = G — @i-1i-1) (4.58)
M) Wi—1}i-1 Ky,

De cette derniere équation il est possible de déduire une forme générale de mise a jour des
parametres :
Oijs = 0;_1i—1 + Ko, (Ti — 0t — Kwi,lfifl) (4.59)

Ainsi les parametres sont corrigés en fonction de I'innovation, cette innovation étant définie
comme la somme de l'erreur de différence temporelle locale (le terme 7; — g;,) et d’un terme
proportionnel & l'innovation au temps précédent. L’innovation au temps i est donc une
combinaison des erreurs de différences temporelles effectuées tout le long de la trajectoire,
d’ou leffet mémoriel d’une part et I’analogie aux traces d’éligibilité d’autre part. Il est
difficile d’aller plus loin dans ce cadre tres général. Cependant, dans ’analyse de convergence
de la section 4.4 nous nous plagons dans un cadre plus restreint, a savoir paramétrisation
linéaire et pas de bruit d’évolution. Nous montrons alors que ’algorithme résultant converge
vers la solution de LSTD(1). Cela renforce encore le parallele avec les traces d’éligibilité et
XKTD peut approximativement étre vu comme un algorithme dont la trace vaut 1 (ce qui
est connu pour ne pas étre le cas idéal).
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Comme pour les algorithmes a base de traces d’éligibilité plus classiques, XKTD ap-
pliqué dans le cadre de 'apprentissage off-policy d’une politique est fortement susceptible
de faillir, étant donné qu’il inclut les effets des transitions effectuées sur ’ensemble de la
trajectoire, qui sont contaminées par la politique comportementale, cet effet n’étant com-
pensé d’aucune fagon. Cependant, nous proposons de prendre ces effets en compte dans le
modele du bruit. Considérons I’extension du bruit (4.19) a la @Q-fonction :

N(s;,ai, Sit+1, 0it1) = AQ(84, a;) — YAQ(Siv1, Git1) (4.60)

Soit (si, @i, Sit1, Qit1, Si+2, ai+2) une portion de trajectoire générée en suivant une politique
comportementale b. Supposons que 1’on souhaite apprendre une politique 7 donnée, la mise
a jour doit se faire en accord avec (s;,a;,siy1,a7,,) ou I'action af ; est choisie en accord
avec la politique 7. Notons que ce type de mise a jour off-policy est valable pour KTD (avec
un MDP aux transitions déterministes), grace au caractere local des mises a jour associées.
La variance du bruit est toujours la méme, néanmoins la corrélation entre les bruits a deux
instants consécutifs devient :

E[N (s, ai,5i41,a741)N(8i41, Giy1, Siv2, a7 2)]
= —ym(ait1]si+1) E[(AQ(si+1, ait1))’] (4.61)

La corrélation est donc pondérée par la probabilité que l'action a;y; soit choisie par la
politique . Cela meéne & une légere modification de XKTD. La variance P, (4.34) du bruit
w, du modele auto-régressif vectoriel devient :

— 1 7 (ai+1|31+1))
P, = 02 4.62
s ’ <—’)/7T(CL1'+1‘SZ'+1) "}/2 ( )

Notons que dans le cas de 'apprentissage on-policy d’une politique déterministe, 1’algo-
rithme XKTD est obtenu (la probabilité valant un).

L’algorithme wXKTD partage des similitudes avec le Q(\) de Watkins [105] (qui coupe
la trace d’éligibilité des qu’une action non-gloutonne est prise) et plus encore avec 'al-
gorithme tree backup [86] qui pondere la trace d’éligibilité par la probabilité que 'action
(échantillonnée par la politique comportementale) ait été choisie par la politique cible, tout
comme ’approche proposée. C’est un argument en faveur de wXKTD. Cependant, pour
ces deux derniéres approches, si les traces sont coupées, les mises a jour sont faites en
accord avec les algorithmes Q(0) et SARSA(0) respectivement, qui sont des estimateurs
non biaisés de la fonction de qualité. D’un autre coté, si le bruit est coupé® dans wXKTD,
alors la mise a jour se fera selon KTD, qui est un estimateur biaisé de la -fonction lorsque
les transitions sont stochastiques. Ainsi cette approche peut éventuellement réduire le biais
causé par l'aspect off-policy, mais est peu susceptible de le supprimer totalement (deux
types de biais sont en fait combinés, biais causé par 'aspect off-policy et biais causé par la
stochasticité des transitions).

Cependant, dans le cas on-policy, si la politique suivie est stochastique et non-stationnaire
(par exemple une politique e-greedy dans un contexte d’itération optimiste de la politique),
I’approche pondérée proposée est toujours valable et peut apporter des améliorations par
rapport & XKTD. Tous ces aspects (inadéquation de (w)XKTD au cas off-policy et intérét

6Si la probabilité qu’une action soit échantillonnée par la politique cible est nulle, le bruit d’observation
devient localement blanc, ce que nous appelons couper le bruit.
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de wXKTD par rapport & XKTD dans le cas on-policy si la politique est stochastique) sont
expérimentés et illustrés dans la section 4.5. En perspective, d’autres types de pondérations
pourraient étre envisagées. L’algorithme wXKTD peut étre vu comme 'introduction d’une
nouvelle forme de bruit coloré.

4.4 Analyse de convergence

Dans cette section, nous montrons que 'estimateur de XKTD minimise un coiit qua-
dratique pondéré qui associe & chaque valeur une estimation par Monte Carlo du cumul
pondéré de récompenses. Nous en proposons deux preuves. La premiere est la plus générale,
elle ne fait d’hypothése ni sur le bruit d’évolution, ni sur la linéarité de la paramétrisation.
Par contre, elle repose sur une conjoncture que nous introduisons d’abord et qui postule
que si deux modeles espace-d’état sont équivalents et que I’estimateur de I’'un est I’estima-
teur du maximum a posteriori, alors ’estimateur de 'autre 1’est également, relativement a
son propre modele espace-d’état. La seconde preuve que nous proposons fournit le méme
résultat, sans utiliser cette conjoncture, mais avec des hypotheses restrictives supplémen-
taires (linéarité de la paramétrisation, pas de bruit d’évolution). Toute ’analyse théorique
de cette section est faite dans le cadre de I’évaluation de la fonction de valeur, ’extension
a I’évaluation de la fonction de qualité étant évidente (pour les raisons déja énoncées, nous
ne considérons pas 'extension a 'optimisation directe de la @-fonction).

Conjecture 4.1 (Equivalence de modeéles espace-d’état et estimateurs MAP).
Soit le modéle espace-d’état pour XKTD, pour lequel le bruit d’observation n; est co-
loré (4.22) et dont I’'équation d’évolution est fonction des paramétres :

0: — 0. .
i i 1+ R (463)
ri = Vo (si) — vVo, (si+1) + 1
Soit également le modéle espace-d’état étendu équivalent (4.35) :
Xi = Fxioa v (4.64)
ri = gr;(X;)

SiX;); est Uestimateur du mazimum a posteriori relativement au modéle espace-d’état (4.64),

alors nous conjecturons que 0;; est l’estimateur du maximum a posteriori relativement au
modéle espace-d’état (4.63), ces derniers étant équivalents.

Cette conjecture étant posée, nous pouvons proposer notre résultat le plus général
concernant les différences temporelles de Kalman étendues.

Théoréme 4.2 (Convergence de XKTD). Supposons que les distributions a posteriori
et des bruits soit gaussiennes et que l’a priori soit également gaussien, de moyenne 6y
et variance Py. Alors Uestimateur de XKTD minimise l'erreur quadratique, pondérée et
réqularisée, liant les valeurs des états aux retours observés de Monte Carlo :

. 2
7

, 1 [ . _
by = argmin | 3 —5— | Vols;) =" | + (060" B (0—b0) | (465)
j=1 "J-1 t=j
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Démonstration. Nous utilisons & nouveau le résultat de [116, chapitre 4.5] (voir preuve du
théoréme 3.1). La preuve de ce résultat est faite dans [116] pour un modele de marche
aléatoire (c’est-a-dire que la matrice d’évolution est l'identité), cependant elle peut étre
facilement étendue & un modele d’évolution linéaire, ce que nous ne faisons pas ici, afin
d’alléger le propos. Ce résultat peut donc étre appliqué a XKTD dans sa formulation
espace-d’état (4.64) :

Xj|; = KMAP — arg}r{naxp(x|r1:i) (4.66)
Les modeles espace-d’état (4.64) et (4.63) étant équivalents, d’apres la conjoncture que nous
avons posée l'estimateur de XKTD dans sa formulation espace-d’état (4.63) est également
I’estimateur du maximum a posteriori :

0;; = argmax p(0|r1;;) = argmin(—In(p(6|r1.:))) (4.67)
0 0

En appliquant la regle de Bayes, la distribution a posteriori p(f|ri.;) peut étre exprimée
comme le produit (normalisé) de la vraisemblance p(r1.;|0) par la distribution a priori p(6) :

p(r1:410)p(0)

p(elrlii) = P(lei)

(4.68)
Le facteur de normalisation p(r;.;) ne dépend pas des parametres, le maximum a posteriori
se réduit donc au produit de la vraisemblance et de 1’a priori :

0;1; = argmax p(r1.;|0)p(0) (4.69)
0

Cependant, le bruit d’observation n’étant plus blanc, il n’est plus possible de simplifier
la vraisemblance jointe comme cela a été fait dans la preuve du théoreme 3.1. Avant de
poursuivre, nous introduisons quelques notations. Nous écrivons V;(0), R; et N; les vecteurs
de taille i x 1 représentant respectivement I'historique des valeurs, des récompenses et des
bruits :

Vi) = (Vi(s1) Valsa) ... Vilsi)" (4.70)
i=(r1 2 ... Ti)T (4.71)
Ni = (n1 ng ... ni)T (472)

1 — 0
0 1 — 0
m-|. (4.73)
: . o=y
0 0 1

H'=|. (4.74)
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Enfin, nous définissons Xy, = E[N;N/] la matrice de variance du bruit N;, qui rend donc
compte de la coloration du bruit d’observation. Etant donnée la définition de n; (4.19), elle
est tri-diagonale et donnée par :

od + %0} —yo? 0
2 2 2 . 2 :
Sy, = L ATy 1% | (4.75)
—0i1
0 . —'ya?_l aiz_l + 7203

Le bruit étant supposé gaussien, la vraisemblance 'est donc également. De plus elle est
colorée en raison du bruit d’observation. Sa loi est donnée par :

r1:4]0 ~ N(R; — H;Vi(0), Xn,) (4.76)

A Ta priori pres, U'estimateur de XKTD minimise 'opposé du logarithme de la vraisem-
blance, donc étant donnée sa distribution (4.76), nous vérifions :

9y = argmin (R = HLVi(0) SR (R = HWVi(0) + (0 — 00) P (0= 60)))  (4.77)

Or la variance du bruit joint coloré peut s’écrire en fonction de la matrice H; et d’une
matrice diagonale dont les éléments sont les variances des résidus :

Yy, = HiXHT avec X; = diag(o3,...,0% ) (4.78)

Le colit que minimise I’estimateur de XKTD peut donc étre réécrit en utilisant cette derniere
égalité :

0i; = axgmin ((Rs = FLVi(0) SRE Ry = HLVA(0)) + (0 — 00)" Py (6.~ 60) )

= argmin ((Ri — H;Vi(0)) " (B HD) YR — HVi(0)) + (0 — 00)T Pyt (0 — 90))
0

— argmin ((H;lRi —ViO0)TST IR, — Vi) + (0 — 00)T Pyt (0 — 90)) (4.79)
0

Etant donnée la forme de l'inverse (4.74) de la matrice H;, cette derniére équation prouve
le résultat. O

Ce résultat est tres général, cependant il repose sur une conjecture que nous ne savons
pas montrer. Nous proposons donc également une preuve alternative de ce méme résultat,
dans un cas plus restrictif.

Théoréme 4.3 (Convergence de XKTD, résultat alternatif). Si le bruit d’évolution
associé aur paramétres est nul (c’est-a-dire le bruit non-étendu, autrement dit P,, = 0),
st le bruit d’observation est gaussien, si l’a priori est gaussien de moyenne 0y et variance
Py et st la paramétrisation est linéaire, alors XKTD converge vers la méme solution que
LSTD(1) (dans sa version récursive), c’est-a-dire :

. . 2
R . ‘L1 ‘L, B
b = awgmin | 37— | 070(s5) = D" T | + (@~ 00) (O 00) | (4.80)
t=j

0 j=1"J-1
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Démonstration. L’idée de cette preuve est de montrer que XKTD-V est en fait le méme
algorithme qu’un autre appelé MC-GPTD paramétrique, obtenu en utilisant le méme mo-
dele de bruit, des processus Gaussiens et des arguments bayésiens et qui converge vers
la solution de LSTD(1) [27, chapitre 4.4.-4.5.], & savoir la minimisation du cout (4.80).
L’algorithme MC-GPTD paramétrique est donné par les équations suivantes :

(4 N PQT- ~
Oiji = bapi + 7, i
PGTZ-PQJ;.
P9i|i = Pgi—1|i—1 I .
f:T—HTé . +’YG§*1F. (4 81)
1 i i Yi—1|i—1 P, i—1 .
2
_ o4 0%
P@ri = Pei_ui_le + P, P9m,1
2 T 4
_ Yo . 2 2.2 20i—1
\P”—(PQTZ.—P*”) HZ+0'Z'_1+'70'7:—"}/P7”

Il s’agit donc de montrer que XKTD, sous les hypotheses faites, se réduit aux mémes
équations. Les deux premieres sont classiques (dans le contexte de Kalman) et déja vérifiées,
ce sont les trois dernieres qui demandent plus de travail.

Rappelons les définitions de x; (4.36), F' (4.37), H; (3.23) et P,s (4.38). Par hypothese
le bruit d’évolution est nul, soit P,, = 0. La fonction de valeur est paramétrée linéaire-
ment (2.35). Le modele espace d’état (4.35) peut donc se réécrire :

x; = Fx;_1 + ]
{ ' L (4.82)

o= (H 0 1)

Pour montrer ’équivalence des deux approches (XKTD-V et MC-GPTD paramétrique), les
équations de Kalman de l'algorithme 4.1 sont calculées analytiquement. Nous considérons
d’abord les équations de prédiction. La prédiction des parametres moyens peut se calculer
par blocs :

O3fi—1 I, 0 0\ (60; 11
Xijio1 = FX 11 | Qo | = 0" 0 0 Wi 1fi—1
Nifi—1 0" 1 0 Mi1)i-1
Oi—1 Oi—1}i—1
e o | = 0 (4.83)
Nifi—1 Wi—1}i—1

La prédiction de la matrice de variance associée peut également étre calculée analytique-
ment :

Pyjio1=FP_y; . F" + P,

P9i|i71 P9Wi|z‘71 Peni|i71 01, 0 0
g Pg:u”i,l Pwi\ifl ana = FPZ‘\»L‘_lFT + o” 01‘2 —’YO'Z?
07;1“1-_1 Pwni\i—l Pni\i—l 0" _7012 72(71'2
P9i|i—1 Pewﬂi—l Penﬂi—l Py, ., 0 P&ui,l‘i,l
- Pﬁwi‘i_l Pwi\i—l P”i\z‘—l = 0 Uz‘z _701'2 (4‘84)
97;%11‘71 PUJTLZ‘“71 an,l Pg:ui,m,l _701‘2 P‘*’i71|i71 + 7201'2
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L’étape suivante consiste a calculer les statistiques d’intérét. C’est fait de facon tres similaire
a la section 3.3. La premiere quantité a calculer est la prédiction de la récompense :

Tili—1 = (H 0 1) Xiji—1 = HiTéﬂifl + i1
= H] 0; 1)1+ Di1ji-1 (4.85)

La covariance entre les parameétres et les récompenses doit également étre calculée, la
matrice P;_ étant définie dans I'équation (4.84) :

P&Ti Pei—lli—lHi + Pewifl\ifl
_ T T _ )
P, = Pyi—1 (Hf 0 1)" & | P, | = 19 (4.86)
Pnri Pg;. H; + sz‘71|i—1 + 720’1‘2

i—1]i—1

La derniere statistique a calculer est la variance sur l'innovation :

P, =(H' 0 1)P_y_y (H 0 1)" =(HT 0 1)Py,

(2
= H]'Py,_,,  Hi+2H] Py, + Py, +7707 (4.87)

—1li—1

Pour terminer la récurrence de Kalman, la derniere chose a faire est d’exprimer les équations
de correction. La gain de Kalman n’est pas facile a simplifier et nous I’écrivons de fagon
générique :

Ky, 1 1 [ Fori
Ki - Kwi - ?eri — Pf Pwri (488)
Kni " i PTL'I’i

Le vecteur de parametres moyen est corrigé en utilisant la mise & jour linéaire maintenant
classique :

Xiji = Xji—1 T KiT

Osi 0i—1)i-1 Ko, -
< "Di|i = 0 + | Ko, <7’z' — H; 9i—1|i—1 - wi—l\i—l) (4.89)
)i Wi 1fi—1 Ky,

La correction de la matrice de variance des parametres est donnée par :
T
Py, = Pyji—1 — KiPr K (4.90)

Comme cette matrice est symétrique, il est suffisant d’étudier la partie triangulaire supé-
rieure par bloc :

P0i|i P9Wi|z‘ Peni\i
Pili =1 - wi|i wny|;
Nili
_ T
P9i|i - P9i71|i71 - KGiPTiKHZ'
Pawm = —Ky P Ky,
P‘gni\i = Pewi—l\i—l - KniPTiKe‘

i (4.91)

avec 9 9
Pwi\i =0; - Kwipn‘

2
Pwn- —o; — le-Pnan

ili

— 2.2
P”iu - Pwi—l\i—l + 7707
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La derniere chose a faire pour montrer 1’équivalence entre les deux approches est de
manipuler les équations obtenues, I’objectif étant d’obtenir une récurrence qui ressemble &
Kalman sur les parametres 6 plutot qu'une récurrence de Kalman pure sur les parametres
étendus x;. Notons tout d’abord que, d’apres les équations (4.86, 4.88, 4.91), la composante
du gain de Kalman correspondant & la variable aléatoire auxiliaire peut s’écrire :

P, vo?
K== w17 4.92
Y P, P., (4.92)

Premieérement, le terme d’innovation est réécrit comme une récurrence, de facon similaire a
ce qui a été fait dans la section 4.3 dans un cadre plus général. En utilisant I’équation (4.85),
I'innovation s’écrit :

~ N o T ~
Te =T = Tyi—1 = Ti — H; 9i—1|i—1 — Wi—1)i-1 (4.93)

Cependant, d’apres les équations (4.89, 4.92), la variable aléatoire auxiliaire corrigée est :

2

. oy

Wij; = —% ST (4.94)
i

Ainsi le terme d’innovation peut s’écrire comme une récurrence :

2
i 5 V07
7y = — Hi 0 11 + P L (4.95)

Ti—1

Notons que le terme r; — HlT éi—1|i—1 est une erreur de différence temporelle.

Deuxiemement, la statistique Fp,, peut également étre définie de facon récursive. L’équa-
tion (4.86) rappelle 'expression de Py,,. D’apres les équations (4.86, 4.88, 4.91, 4.92), la
correction de la corrélation entre les parametres et la variable auxiliaire est :

vo7
Png‘\i = _K9iP7“ini = P7P97~i (4.96)
T4
Ainsi une récurrence est obtenue sur Fp,, :
70'2 1
Péri =Py H; + —— Pgri 1 (4.97)

i—1]i—1""1 P -
Ti—1

Troisiemement, une récurrence similaire peut étre obtenue pour la variance de ’inno-
vation. L’équation (4.84) rappelle I'expression de P,,. Rappelons également I’expression de
Pyo,; (4.96). En utilisant les équations (4.86, 4.88, 4.91), il peut étre écrit que :

2
2%

4.
o (4.98)

_ 2
Pwiu_Ui -7

En utilisant toutes les équations précédemment citées, la récurrence sur la variance de
I'innovation est obtenue :

2 T 4
Yo o,

P, = <P0ri -5 1) Hi+opy +7°07 =7 (4.99)
T4 T4
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Les équations (4.95, 4.97, 4.99) définissent exactement ’algorithme MC-GPTD paramé-
trique. Il peut étre montré [27, chapitre 4.4.-4.5.] qu’il converge vers la méme solution que
LSTD(1), c’est a dire une régression par moindres carrés de la fonction de valeur, les cibles
de cette régression étant des échantillons de Monte Carlo (statistiquement corrélés) du cu-
mul des récompenses pondérées (résultat montré dans [18] pour LSTD(1)). Donc XKTD-V
converge vers la méme solution, ce qui prouve le résultat. ]

Ainsi les théoremes 4.2 et 4.3 montrent le méme résultat, sous des hypotheses diffé-
rentes. Le premier est basé sur une conjecture et est valable dans le cadre le plus général,
le second n’utilise pas cette conjecture mais fait des hypotheses plus restrictives. Nous
rappelons que 'objectif de I'introduction de ce bruit coloré était d’obtenir un estimateur
non-biaisé de la fonction de valeur. Dans le cas d’une paramétrisation linéaire, XKTD-V
converge vers la méme solution que LSTD(1)”. Dans ce cas au moins, nous sommes assurés
d’avoir un estimateur consistant, id est asymptotiquement non-biaisé, LSTD(1) produi-
sant un estimateur non-biaisé® de la fonction de valeur. Nous conjecturons que ce caractere
consistant de l'estimateur est toujours valable lorsqu’on leve les hypotheses d’absence de
bruit d’évolution et de linéarité de la paramétrisation.

4.5 Expérimentations

Dans cette section est proposé un ensemble de benchmarks usuels en apprentissage
par renforcement dont 1'objectif est d’illustrer les différents aspects de (w)(X)KTD et de
comparer cette famille d’algorithmes & 1’état de ’art. Nous en donnons ici un apercu :

chaine de Boyan : cette expérience a été utilisée dans le chapitre précédent pour illustrer
le biais causé par les transitions stochastiques pour KTD. Nous montrons que XKTD
n’est pas biaisé, tout en étant robuste a la non-stationnarité ;

chaine controlée : cet environnement peut basiquement étre vu comme une version contro-
lée de la chaine de Boyan. L’objectif est ici triple : montrer l'efficacité de XKTD pour
un probleme d’évaluation pure de la politique, illustrer ’avantage de wXKTD dans
le cas d’une politique e-gloutonne et montrer le probleme posé par 'apprentissage
off-policy ;

mountain car stochastique : c’est une version stochastique du probléeme présenté dans
le chapitre précédent sur laquelle nous comparons les variantes de KTD a des algo-
rithmes de I'état de I'art dans un schéma d’itération optimiste de la politique.

Les autres algorithmes considérés sont toujours TD, SARSA, Q-learning ainsi que LSTD et
MC-GPTD. Comme avant, nous considérons peu leurs extensions aux traces d’éligibilité.

"La fonction de cotit de LSTD(1) est généralement donnée sans terme de régularisation dans la littérature.
Cependant, lorsqu’on considére la version récursive de cet algorithme, c’est bien le colt régularisé (4.80)
qui est minimisé.

8Pour voir cela, on peut adopter un point de vue variable instrumentale : 'utilisation d’une variable
instrumentale (correctement définie, c’est-a-dire corrélée avec l'entrée et décorrélée avec le bruit d’entrée)
produit de fagon générale un estimateur non biaisé, I’estimateur résultant est donc non-biaisé. L’introduction
des traces d’éligibilité revient simplement & définir une nouvelle variable instrumentale, qui est toujours cor-
rectement définie. Notons que le point de vue variable instrumentale est trés peu courant dans la littérature
sur le renforcement, & notre connaissance seuls [19, 115] 'ont.
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4.5.1 Chaine de Boyan

Nous avons déja présenté la chaine de Boyan dans la section 3.8.1. Nous considérons
ici sa version stochastique et comme précédemment pour simuler la non-stationnarité le
signe de la récompense est inversé au bout du centieme épisode. La paramétrisation de la
fonction de valeur ainsi que la mesure de performance restent les mémes.

Le facteur d’actualisation ~ est fixé a 1 pour cette tache épisodique. Pour TD, le taux
d’apprentissage est fixé a o = 0.1. Pour LSTD, l'a priori est fixé & Pyjg = I. Pour KTD-
V le méme a priori est utilisé. La variance des résidus (qui participe a la définition du
bruit d’observation) est choisie constante, fixée a a? = 1073, Rappelons la notation de
Iéquation (4.91), P9i|i représente le bloc supérieur gauche de taille p x p de la matrice de
variance P;|; (c’est cette matrice pour KTD). Nous choisissons comme bruit d’évolution
sur les parametres le bruit adaptatif déja présenté dans le chapitre précédent, section 3.8,
c’est-a-dire P,, = nFp, avec 7 choisi ici égal & 1072, La variance des résidus et le bruit

i—1]i—1
d’évolution sur les parametres définissent le bruit d’évolution étendu :

77P6i—1|i—1 0 0
Py = o’ o2  —yo? (4.100)
of —’yai2 7202-2

Nous rappelons que choisir ces parametres peut nécessiter un peu de pratique, mais pas
forcément plus que de choisir un taux d’apprentissage pour d’autres algorithmes. Nous
considérons également l’algorithme MC-GPTD, qui dans ce cas de paramétrisation linéaire
est proche de notre méthode, sans possibilité cependant de définir un bruit d’évolution. Les
autres parametres sont choisis identiques a ceux de XKTD-V. Pour toutes les approches
considérées le vecteur de parametres est initialisé a zéro. L’apprentissage se fait sur 200 épi-
sodes et les résultats sont moyennés sur 200 essais (un essai correspondant & 200 épisodes).
Les résultats sont présentés figure 4.1.
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F1G. 4.1 — Chaine de Boyan, cas stochastique et non-stationnaire.

Avant le changement de récompense, KTD converge plus vite que LSTD, qui converge
lui-méme plus vite que TD. Cependant, comme prévu, KTD est biaisé. L’algorithme XKTD
converge aussi rapidement que KTD, cependant sans étre biaisé, ce qui était 'objectif. Les
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comportements de MC-GPTD et XKTD sont sensiblement les mémes dans cette premiere
phase. Aprés le changement de signe de la récompense, des résultats similaires a ceux de la
section 3.8 sont obtenus. LSTD est tres lent a s’adapter au nouveau MDP, MC-GPTD est
encore plus lent et semble-t-il moins stable, TD s’en sort mieux, en partie grace au taux
d’apprentissage choisi constant et KTD s’adapte encore plus rapidement. XKTD s’adapte a
une vitesse comparable, sans le probleme de biais. Cette adaptation est toutefois légerement
plus lente, en raison de 'effet mémoire induit par I'utilisation d’un bruit coloré, effet que
nous avons discuté dans la section 4.3. Il est a noter que choisir le bruit d’évolution peut
étre difficile. S’il y a beaucoup de bruit, le processus d’adaptation va étre rapide, mais
I’apprentissage sera plutot instable, particulierement si les transitions sont stochastiques
(une transition stochastique pouvant étre interprétée comme une non-stationnarité dun
MDP déterministe). Si le bruit est trop faible, 'adaptation sera lente. C’est une forme de
dilemme entre plasticité et stabilité, mais il faut tout de méme noter que le méme genre
de probléme est inhérent au choix d’'un taux d’apprentissage. Choisir un bruit d’évolution
adaptatif comme celui que nous utilisons réduit en partie ce probléme.

30 [r T T T T T T T
XKTD —+—
LSTD(0)
25 LSTD(0.4) %= 1
LSTD(0.7)
20 K LSTD(1) |

15

erreur

nombre d’épisodes

F1a. 4.2 — Chaine de Boyan stochastique, comparaison & LSTD(\).

Nous comparons également XKTD a LSTD(\), pour différentes valeurs de A, de fagon
similaire a ce qui a été fait dans la section expérimentale du chapitre 3. Les parametres
sont les mémes que précédemment et les résultats correspondants sont représentés sur la
figure 4.2. Le gain de performance de XKTD sur LSTD(\) est moins marqué sur cette
chaine stochastique que ce qui avait pu étre observé lors de la comparaison de KTD a
LSTD(\) sur sa version déterministe. Cependant, si augmenter A améliore le comportement
de LSTD(\), c’est toujours XKTD qui a le meilleur comportement, tant en terme de vitesse
de convergence qu’asymptotiquement. Nous ne considérons donc plus les extensions de
LSTD aux traces d’éligibilité dans le reste de cette partie expérimentale.

4.5.2 Chaine controlée

Le MDP correspondant a cet environnement est représenté figure 4.3. Il comporte 6
états et 2 actions. Les actions consistent & aller & gauche ou & droite. Avec une probabilité
de p = 0.9, action choisie est effectuée, sinon c’est son contraire. La récompense est de —3
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pour chaque état sauf pour le dernier ou elle vaut —2. La politique optimale est de fagon
assez évidente toujours “aller a droite”. Une représentation tabulaire de la Q)-fonction est
choisie (c’est un choix de paramétrisation parmi d’autres, totalement justifié dans ce cas).
Le facteur d’actualisation est fixé a v = 0.9. Dans toutes ces expériences la performance
est mesurée avec le RMSE (root mean-square error pour erreur quadratique moyenne)

1Q* = Qo>

F1G. 4.3 — Chaine controlée illustrée.

Evaluation de la )-fonction

Nous nous intéressons dans un premier temps au probleme de 1’évaluation de la Q-
fonction, pour une politique fixée. L’a priori pour LSTD et (X)KTD est fixé a 51. Pour
TD, le taux d’apprentissage est choisi a «; = Z?)ﬂ avec ng = 500. Il n’y a pas de bruit
de process sur les parametres et la variance du résidu est choisie a 02-2 = 5.103. Le bruit

d’évolution étendu a donc une matrice :

0l 0
Py,=|0" o2 —vo? (4.101)
07 =07 AP0}

7

L’apprentissage de la politique suivie (la politique optimale est choisie) se fait sur 500
épisodes (chaque épisode étant initialisé avec une paire état-action aléatoire et limité a 15
interactions), les résultats sont présentés sur la figure 4.4. Ces résultats sont moyennés sur
100 essais et 1’échelle logarithmique est a noter.

Il peut étre vu que pour ce probleme d’évaluation de la Q-fonction, KTD et XKTD
convergent plus rapidement que TD et LSTD, XKTD présentant de plus ’avantage d’étre
non biaisé, comme prévu. Cela confirme les résultats de la section 4.5.1.

Itération optimiste de la politique

Le probleme d’intérét suivant est 'apprentissage de la @)-fonction optimale avec une
politique de type e-gloutonne, € étant choisi égal a 0.1 et le domaine étant le méme. Le taux
d’apprentissage est le méme que pour I’évaluation. L’a priori est fixé a I et la variance des
résidus est choisie telle que 0? = 1073. Le méme bruit de process que dans la section 4.5.1
est utilisé, avec = 1073. Comme la politique e-gloutonne est aléatoire, nous testons
également ’algorithme wXKTD, le changement étant dépeint équation (4.62). Le facteur
de corrélation —701-2 est donc pondéré par 1 —e€ ou ¢, selon que ’action gloutonne est choisie
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100
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FiG. 4.4 — Chalne controlée, évaluation de la ()-fonction.

ou non. L’apprentissage se fait sur 700 épisodes (chacun étant initialisé avec une paire état-
action aléatoire et limité & 15 interactions) et les résultats présentés sur la figure 4.5 sont
moyennés sur 100 essais (notons & nouveau 1’échelle logarithmique). La performance est
toujours mesurée par la distance a la politique optimale, alors que ’algorithme va chercher
la politique e-gloutonne optimale, I’erreur ne peut donc atteindre 0.
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Fi1G. 4.5 — Chaine controélée, politique e-gloutonne.

KTD et XKTD convergent plus rapidement que TD et LSTD dans un premier temps.
Puis KTD est coincé par le biais causé par les transitions stochastiques et XKTD converge
plus lentement. LSTD converge plus rapidement, cependant il est moins stable. Apres
approximativement 150 épisodes, 'erreur associée augmente. Cela est probablement causé
par 'imbrication de I’apprentissage et du controle qui induit des non-stationnarités, comme
nous ’avons déja expliqué. Les meilleurs résultats sont obtenus avec 'algorithme wXKTD.
Pondérer le facteur de corrélation semble donc avoir du sens.
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Optimisation directe de la )-fonction

Dans cette section nous nous proposons d’illustrer le biais causé par I'aspect off-policy
de l'optimisation directe de la ()-fonction, comme cela a été expliqué dans la section 4.3.
Comparaison est faite a I’algorithme @-learning. Les parametres sont les mémes que pour
I’expérience sur le méme environnement avec la politique e-gloutonne, le bruit de process
sur les parametres en moins. La politique comportementale est totalement aléatoire. La
mise & jour se fait en accord avec 1’équation d’optimalité de Bellman (ce que serait ’algo-
rithme XKTD-Q que nous n’avons pas explicitement introduit, mais qui est facile & déduire
étant donné ce qui a déja été présenté). Les résultats sont présentés sur la figure 4.6. L’ap-
prentissage se fait sur 100 épisodes et les résultats sont moyennés sur 100 essais.

100 ¢ . : , .
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F1G. 4.6 — Chaine controlée, optimisation directe de la @)-fonction.

Quatre algorithmes sont comparés, a savoir Q-learning et (w)(X)KTD-Q. Pour wXKTD,
le bruit d’observation a moyenne mobile est coupé a chaque fois que ’action comportemen-
tale n’est pas l'action gloutonne. LSTD n’est pas considéré, dans la mesure ol ce n’est pas
un algorithme du type itération de la valeur. Comme prévu, la famille des algorithmes de
type KTD converge plus rapidement, mais ils sont tous biaisés. KTD est biaisé a cause du
caractere stochastique des transitions. XKTD est biaisé a cause du caractere off-policy de
I’apprentissage. Comme prévu, wXKTD combine les deux sources de biais. Cet algorithme
ne permet donc pas d’améliorer les performances, contrairement a son application dans le
contexte d’une politique e-gloutonne.

4.5.3 Mountain car stochastique

L’objectif ici est d’illustrer le comportement de (w)(X)KTD sur un probléme de controle
plus complexe. La derniére expérience que nous menons concerne donc une version stochas-
tique du mountain car. Nous rappelons que dans sa forme originale (déterministe), cette
tache consiste a sortir une voiture sous-puissante d’une cuvette. L’environnement général
est totalement décrit dans [105, ch.8.4] ainsi que dans la section 3.8.3. Pour rendre l’en-
vironnement stochastique ce dernier est légerement modifié : ’action choisie est appliquée
avec une probabilité p = 0.8 et une des autres au hasard avec une probabilité I_Tp =0.1. Le
facteur d’actualisation est fixé a v = 0.95. Les états sont normalisés et la paramétrisation
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est composée d’'un terme constant et d’'un ensemble de 9 noyaux gaussiens équi-répartis
(centrés en {0,0.5,1} x {0,0.5,1} et d’écart-type 0.1), cela pour chaque action. Il y a donc
30 fonctions de base.

L’expérimentation compare SARSA avec approximation de la @-fonction, LSTD et
(w)(X)KTD-SARSA dans le cadre d’'un schéma d’itération optimiste de la politique. La
politique suivie est e-gloutonne avec € = 0.1. Pour SARSA le facteur d’apprentissage est fixé
a a; = 0.1. Pour les autres algorithmes, 1’a priori est choisi Pyg = 101. Pour (w)(X)KTD, la
variance du bruit d’observation/du résidu est fixé a 1, soit P,, = 1 pour KTD et 01-2 = 1 pour
les autres. Le méme bruit de process sur les parametres que précédemment est utilisé, avec
n = 10~°. Chaque épisode démarre avec une position et une vitesse aléatoire, uniformément
échantillonnées. Un maximum de 1500 pas par épisode est autorisé. Pour chaque essai,
I’apprentissage se fait sur 200 épisodes et la figure 4.7 montre la longueur de chaque épisode
moyenné sur 300 essais.
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Fia. 4.7 — Mountain car stochastique.

Toutes les variantes de KTD convergent plus rapidement et vers une meilleure solu-
tion que TD et LSTD. Comme pour la section 4.5.2, pour laquelle le contexte d’imbrica-
tion controle/apprentissage est le méme, de meilleurs résultats sont obtenus avec wXKTD
qu’avec XKTD. Cependant, de fagon assez surprenante, ¢c’est KTD qui fonctionne le mieux,
malgré le probleme théorique posé par les transitions stochastiques. On peut donc légiti-
mement se demander dans quelle mesure le biais pose probléme pour la convergence vers la
politique de controle optimale, qui est finalement ce qui nous intéresse. Pour ce probleme
en particulier, il est possible qu’il ne soit pas assez stochastique, dans le sens ou le biais
induit sur l'estimateur ne modifie pas I’action de plus grande valeur pour chaque état (par
exemple si le biais dépend de ’état, mais pas de l’action). Si c’est le cas et en faisant un
parallele entre (X)KTD et des traces d’éligibilité a zéro ou un, I'avantage de KTD peut
étre intuité. Il faut aussi noter que la mesure de performance porte sur la politique méme
et non pas sur la fonction de valeur ou de qualité associée comme c’était le cas pour les
expériences précédentes. Une fagon d’expliquer les meilleurs résultats de KTD pourrait
étre qu'une évaluation exacte de la fonction de valeur n’est pas forcément nécessaire pour
obtenir une bonne politique de contrdle (et inversement). En ce qui concerne wXKTD, le
bruit est quasi-coupé a chaque fois qu'une action non-gloutonne est choisie, ce qui réduit
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I'effet temporel que nous supposons poser probleme pour la prise en compte de la non-
stationnarité. Ceci explique également les meilleures performances de wXKTD par rapport
a XKTD. Dans tous les cas les performances de la famille KTD sont meilleures que celles
de I’état de l'art.

4.6 Bilan

Dans le chapitre 3 a été mis en avant le probleme que risquait de poser les transitions
stochastiques en termes de biais de I'estimateur, dans la mesure ou KTD minimise un ré-
sidu quadratique de Bellman. Dans ce chapitre, nous avons montré le biais qui résulte de
I’hypotheése de bruit blanc dans la fonction de coiit minimisée par Kalman, ce biais étant lo-
giquement nul dans le cas de transitions déterministes. Les approches classiques permettant
de s’affranchir de ce type de biais dans le cas de la minimisation d’un résidu de Bellman
(double échantillonnage, introduction d’une fonction auxiliaire ou encore utilisation de va-
riables instrumentales) ne pouvant s’adapter au cadre de travail proposé, nous traitons
ce probleme en introduisant un bruit coloré particulier. Etant donnée sa nature (c’est un
bruit & moyenne mobile), il a fallu proposer une méthodologie pour pouvoir le prendre
en compte dans une approche inspirée du filtrage de Kalman. Nous avons discuté 'effet
mémoire (qui peut étre compris par analogie avec les traces d’éligibilité, avec le facteur
A = 1) inhérent a 'algorithme résultant (XKTD) et montré en quoi cela posait probleme
dans le contexte d’un apprentissage off-policy. Cela nous a poussé a introduire une version
pondérée de XKTD, qui ne résout pas tout a fait le probleme mais que nous avons montré
expérimentalement se révéler utile dans un cadre d’itération optimiste de la politique. Nous
avons montré que XKTD tend a minimiser un cotit quadratique associant aux valeurs les
retours cumulés de récompenses qui seraient estimés par Monte Carlo. En conséquence,
pour un bruit d’observation unitaire, un bruit d’évolution nul et une paramétrisation li-
néaire, XKTD et LSTD(1) convergent vers la méme solution. Dans la partie expérimentale,
nous avons montré que XKTD permettait effectivement de supprimer le biais causé par les
transitions stochastiques. Cependant, dans un contexte de controle, les résultats sont moins
satisfaisants que ceux de KTD. Nous pensons que cela est du a I'effet mémoriel inhérent
a lalgorithme et wXKTD, sa version pondérée qui a tendance a le minimiser, présente en
effet de meilleurs résultats. Nous allons maintenant généraliser K'TD et XKTD en adaptant
le concept des traces d’éligibilité a notre cadre de travail.



Chapitre 5

Une extension des différences
temporelles de Kalman aux traces

d’éligibilité

Nous avons vu dans le chapitre 2 que le concept des traces d’éligibilité jette un pont
entre les méthodes de différences temporelles, qui ont un caractere local (la mise & jour ne
dépend que de la transition courante) et les méthodes de Monte Carlo, qui ont un caractere
plus global (une mise & jour nécessite de simuler une trajectoire dans son ensemble). Un
autre avantage est que lorsque le facteur d’éligibilité A\ vaut 1, 'approche revient a faire
une simulation de Monte Carlo, mais sans nécessité de simuler une trajectoire a partir d’un
état pour mettre a jour la valeur de ce dernier (c’est la différence entre “vue avant” et “vue
arriere”). L’algorithme KTD met a jour la fonction de valeur de maniere locale, de fagon
similaire aux méthodes plus classiques de différences temporelles. Nous avons montré que
lalgorithme XKTD revient & utiliser un algorithme d’apprentissage supervisé (minimisant
un colit quadratique) associant a la valeur de chaque état rencontré le cumul espéré de
récompenses obtenu par une simulation de Monte Carlo. Il est dés Lors assez naturel de
se demander s’il n’est pas possible de jeter un pont entre KTD et XKTD, comme les
traces d’éligibilité plus classiques le font entre les algorithmes de différences temporelles et
Monte Carlo. C’est ce que nous proposons dans ce chapitre. Cependant, notre approche
est sensiblement différente. Plutot que de maintenir explicitement un vecteur de traces
d’éligibilité, comme cela est fait classiquement, nous définissons une nouvelle classe de
bruits d’observation colorés.

5.1 Motivation d’une extension aux traces d’éligibilité

Comme nous 'avons annoncé, I’approche que nous proposons et que nous nommerons
KTD(\) jette un pont entre KTD, qui se rapproche des méthodes de différences temporelles
par son caractere local et XKTD, qui se rapproche des méthodes de Monte Carlo par son
caractere global. Cependant, au dela de son aspect unificateur, ’approche proposée dans
ce chapitre présente potentiellement d’autres intéréts.

Il a été montré que 'estimateur relatif a 'algorithme KTD est biaisé dans le cas de
transitions stochastiques, ce qui a justifié 'introduction d’un modele de bruit coloré et de
XKTD, I’algorithme résultant. Toutefois, une des motivations principales a 'introduction
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de KTD était la gestion des non-stationnarités, plus particulierement pour prendre en
compte le fait que la fonction de valeur cible change en méme temps que la politique dans
le cadre d’une itération de la politique généralisée. Nous avons vu que XKTD est moins
efficace que KTD de ce point de vue. En effet, si la mise a jour de KTD ne dépend que
de erreur de différence temporelle courante, la mise a jour de XKTD est faite en fonction
de tout I’historique des erreurs de différences temporelles, ce que nous pensons ralentir
I’adaptation dans le cas non-stationnaire. Cela a d’ailleurs été illustré sur le probleme du
mountain-car stochastique dans la section 4.5 : malgré la nature stochastique du probléme,
KTD converge plus rapidement que XKTD dans un contexte d’itération de la politique
généralisée (politique e-gloutonne dans ce cas précis). L’idée est qu’en introduisant une
variation de KTD basée sur le principe des traces d’éligibilité, dont KTD et XK'TD seraient
deux cas extrémes, on pourrait envisager de combiner a la fois le caractére non-biaisé de
XKTD avec le caractere local de KTD. Nous l'illustrerons dans la partie expérimentale.

Une autre conséquence intéressante de 'introduction des traces d’éligibilité pourrait étre
une réduction de la variance de I'estimation. En effet, pour les algorithmes d’apprentissage
par renforcement plus classiques, I'utilisation des traces d’éligibilité peut permettre une ré-
duction de la variance de 'estimateur de la fonction de valeur (par rapport aux méthodes de
Monte Carlo particulierement, qui présentent naturellement une forte variance). Le méme
comportement pourrait apparaitre pour KTD(\), ceci sera également expérimenté. De plus,
pour les algorithmes classiques de traces d’éligibilité, le meilleur comportement expérimen-
tal n’est pas observé pour A = 1, au contraire (voir par exemple [105, chapitre 7.18]). Nous
montrons expérimentalement que c’est également le cas pour ’extension proposée.

Dans la prochaine section nous présentons le principe sous-jacent & KTD(\), qui intro-
duit une nouvelle famille de bruits colorés dépendant d’un parametre A, que nous appelle-
rons facteur d’éligibilité comme pour les autres approches plus usuelles. De la méme fagon
qu’il a fallu intégrer le modele de bruit coloré de la section 4.2, I'utilisation de ces nouveaux
bruits dans le cadre de KTD demandera quelques hypotheses et un peu de travail. Mais
cela permettra de dériver l'algorithme KTD()), que nous montrerons étre en fait XKTD
pour A = 0 et KTD pour A = 1 (on a donc Monte Carlo qui correspond a A = 0, ce qui
n’est pas usuel). Nous proposons également une analyse de convergence, similaire & celle
qui est faite dans le chapitre 4. Le chapitre se conclut avec une série d’expériences.

5.2 Principe et algorithme

Dans la section 4.2, nous avons introduit un modele génératif de la récompense basé
sur la fonction de valeur en deux états consécutifs plus un bruit coloré composé de deux
résidus toujours supposés blancs. Nous en rappelons ’expression :

R™(s,8) =V7™(s) =yV7™(s') + (AV7(s) — yAVT(s")) (5.1)

Nous notons ici NV le bruit composé des deux résidus :
NW(s,s) = AVT(s) —yAV(s) (5.2)
Rappelons que le principe des traces d’éligibilité (en “vue avant”) consiste a considérer une
moyenne géométrique des erreurs de différences temporelles a k pas (voir section 2.2.2).

Nous faisons de méme avec ce modele comportant un terme de bruit. Ainsi, pour une
prédiction & deux pas nous avons :

R™(s,s') +~vR™(s',s") = V™ (s) — v*V™(s") + (AV”(s) — ’VQAV”(S")) (5.3)
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De maniére générale, nous notons N*) le bruit correspondant & une prédiction & k pas :
N®) (5,50 = AV (s) — AFAV ™ (50)) (5.4)

Ainsi, on peut généralement considérer une prédiction a k pas :

Z#R” D, 60H0) = V7 (s) = 4577 (s8) 4 N (s, 50)) (5.5)

5.2.1 Une nouvelle classe de bruits

Pour I'approche classique des traces d’éligibilité présentée dans le chapitre 2, c’est la
moyenne géométrique des différences temporelles d’ordre £ qui est considérée. Ici, nous
allons plutdt nous intéresser a la moyenne géométrique des bruits d’ordre k. C’est une
vision différente d’'une méme chose, dans la mesure ou le bruit d’observation peut étre vu
comme un équivalent probabiliste de 'erreur de différence temporelle. Par exemple, pour
la prédiction d’ordre k£ nous pouvons écrire :

Z,}/'LRW (3) ’L+1)) _ VTr(S) B ,kaﬂ(s(k) + N(k)(s7 S(k))

& N Z Y RT(s1, s0TD) 4 FyT(sK)) — y(s) (5.6)

Nous définissons N cette moyenne géométrique des bruits :
oo
N =(1-X)) M IN® (5.7)
k=1

= AV™(s) — (1 — \) (AV”(S') Fo o (RTIAYT (B )

Comme pour la dérivation de XKTD nous supposons que les résidus sont blancs. Cette hy-
pothese forte a déja été discutée. Nous notons u; le bruit blanc centré de variance théorique
AV™(s%)). Un modele de bruit d’observation possible (et équivalent au bruit (5.7) sous les
hypotheses données) est donc le suivant :

ni =u; —y(1—M\) <Ui+1 + AU + - (’y/\) qu +. ) (5.8)

Un premier probleme est que ce bruit est non-causal et est donc difficile a intégrer dans
un filtre de Kalman, par essence causal. Cependant, ce sont les corrélations induites par
ce bruit qui nous intéressent. Si 'on suppose la variance du bruit blanc constante, cette
corrélation n’est pas affectée par la causalité (le bruit non-causal et son équivalent causal
ont les mémes corrélations). Nous supposons donc la variance des résidus constante, ce qui
permet de réécrire le bruit de maniére causale (c’est le pendant des vues avant et arriére
des traces d’éligibilité) :

ni =u; — (1= A) <Ui71 + Ao+ + (VA)k_lui—k + .. ) (5.9)

Cette hypothese de variance constante des résidus peut paraitre forte. Cependant, nous
avons vu dans les sections 3.6 et 4.4 que pour les fonctions de colit minimisées par KTD et
XKTD, ce terme de variance n’apparait qu’en tant que pondération des cofits quadratiques
instantanés. Cette hypothese porte donc moins a conséquence que 1’on pourrait le supposer
a priori. De plus, pratiquement, nous considérons toujours ce bruit stationnaire.
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5.2.2 Intégration a Kalman

Le bruit n; ayant été introduit, il reste encore a 'intégrer dans KTD. La technique est
similaire a celle utilisée pour 'obtention de XKTD. Il faut d’abord remarquer que n; peut
se décomposer en la somme d’un bruit blanc u; et d’'un bruit autorégressif b; :

n; = u; — ’y(l - )\)bi,1 (510)
avec b; = u; + yA\u;_1 + -+ + (’y)\)kui_k + ...
= u; + yAbi—1 (5.11)

Nous utilisons ensuite les deux bruits n; et b; pour introduire un bruit auto-régressif vec-

toriel (b; ;)" :
()= (Lt 0 +() o

Pour intégrer ce bruit coloré a KTD, il suffit d’étendre le modele espace d’état comme
cela a déja été fait auparavant, ce qui donne le modele suivant :

{xi = F(\)xi—1 + v} (5.13)

i = G, (Xz)

Nous détaillons chacun de ces termes. Le vecteur de parametres est maintenant étendu avec
. . T
le bruit AR vectoriel (bi nz) :
0;

1y

La matrice d’évolution F'(A) rend compte de la structure du nouveau bruit d’observation.
Nous rappelons que I, désigne la matrice identité de taille p x p :

I, 0 0
F(\) = [o” YA 0 (5.15)
ol —(1-X) 0

Le bruit d’évolution v; est également étendu de fagon a prendre en compte ce bruit coloré,
, T . , . .
v = (Ui U; uz) ; ce nouveau bruit de process est centré et sa matrice de variance P,
1
peut s’écrire par blocs en utilisant le fait que les bruits v; et u; sont indépendants (et donc
décorrélés) :

v; 0 P, 0 O
vi=|uw|~|[0],Py=[0" 0} o (5.16)
U 0 o” aiz af

Enfin, I’équation d’observation reste la méme, malgré la notation quelque peu abusive
maintenant connue :

ri = gt,(%i) = gt,(0i) + n (5.17)

Comme précédemment, le bruit d’observation est une part de I’équation d’évolution, il doit
donc étre estimé.

L’approche résultante est résumée dans ’algorithme 5.1, tres similaire a I’algorithme 4.1
qui correspond & XKTD (la seule différence résultant dans la matrice d’évolution utilisée).
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Algorithme 5.1 : KTD(\) général

Initialisation : a priori Xg| et Py ;
pour i «— 1,2,... faire
Observer la transition ¢; ainsi que la récompense 7; ;

Phase de prédiction;

f{i|i71 = F()\)f{i—l\z’ﬂ;

Pyi1= F(/\)Pifl\ileO‘)T + Py
Calcul des statistiques d’intérét;

Fili—1 = Elgt,(0:) +nilrii-] ;

Pyr; = E [(xi — Xi5-1) (96, (05) + 1 — Fi5—1) r1-1];
P, =E [(gtiwi) +n; — fz'|i—1)2|7"1:ifl]§
Phase de correction;

K; = P, P

X\ = Xiji—1 + K (ri — Fi-1)

Py, = Py — KiP, K] ;

Une fois encore la transformation non-parfumée présentée chapitre 3 peut étre utilisée
pour dériver des algorithmes pratiques. L’approche est la méme que pour XKTD, présentée
chapitre 4, nous donnons simplement 1’algorithme 5.2 correspondant. Notons que pour la
méme raison que nous n’avons pas défini d’extension XKTD-Q, c’est-a-dire le caractere off-
policy des algorithmes basés sur 'itération de la valeur, nous ne proposons pas d’extension
KTD-Q(A). Les algorithmes permettant respectivement 1’évaluation de la valeur et de la
fonction de qualité (soit KTD-V(A) et KTD-SARSA(A)) sont donnés.

5.2.3 Lien avec KTD et XKTD

Nous étudions & présent deux cas limites de KTD(\), lorsque A = 0 et A = 1. Rappelons
la forme du bruit introduit :

()= (Lt ) () () o

Considérons tout d’abord le cas ou A = 1. Nous obtenons :

(72) - (g 8) <1b@_11> + G) uj (5.19)

Dans ce cas, le bruit auto-régressif b; est toujours estimé mais ce n’est plus une compo-
sante du bruit d’observation n;, qui se réduit au bruit blanc u;. Nous obtenons exactement
I’algorithme KTD. Considérons I'autre cas extréme, pour lequel A = 0. Nous avons alors :

()= (% 0 ()= (1) -

Dans ce cas, b; joue le role de variable aléatoire auxiliaire (dont le role est la mémorisation
du bruit blanc & l'instant précédent) et ’on retrouve le modele de bruit & moyenne mobile
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Algorithme 5.2 : KTD-V()\) et KTD-SARSA(\)

A T
Initialisation : a priori Xgjo = (050 0 0) et Pyjo ;
pour i — 1,2, ... faire

(8, Si4+1) (KTD-V(X))

Observer la transition ¢; = { ainsi que la

(8i, @iy Sit1,@it1) (KTD-SARSA())
récompense associée 7; ;

Phase de prédiction;

}A{i|i71 = F()‘))A(ifl\ifl;

Pjicy = FONPi_yji 1  FO)" + Py

Calcul des sigma-points ;

X1 = {:;;EQ_I, 0<j<2p+ 4} (en utilisant %;;_; et Py;_y);
W={w;, 0<j<2p+4 };

/* notons que ()A(z('fi)fl)T = ((éf‘j@)_l)T l;z(‘ﬁ)—l ﬁ%)_l) */
Riji—1 =

(KTD-V(M) )

{’ﬁz(fz)—l = Aé({-),l (Sl) - ’)/‘79(‘]")71(87;4_1) + ﬁgfi)—l’ 0 S j S 2p + 4}

(KTD-SARSA(\))
{Tffz)_l = Qél(‘jill(sia ai) — VQéEfi)71(5i+1a ai+1) + ﬁf»f;)_l, 0<j<2p+ 4}
Cualcul des statistiques d’intérét;
Tili—1 = 2324 wjfgf;)_l;
Py, = 23564 w; (iﬁf;)_l - ﬁi|i—1)(f§ﬂ)_1 — Tiji—1);
P, =0 <7’Z(fz),1 - f’i\ifl)QS
Phase de correction;
Ki = P, Pt
X\ = Xiji1 + K (ri — Fi-1)
Py = Py — KiP, K[ ;
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utilisé pour XKTD. Remarquons que si les modeles de bruit ne sont pas stricto sensu les
mémes, les corrélations induites sont identiques (sous hypothese de variance constante des
résidus).

Ainsi, nous avons montré que les approches proposées dans les chapitres 3 et 4 sont des
cas particuliers de KTD(A). Notons tout de méme que contrairement a 'usage, ici c’est
A = 0 qui correspond a la méthode se rapprochant le plus de Monte Carlo (soit XKTD) et
non A = 1, qui correspond ici & la mise a jour la plus locale. Pour se ramener & des notations
plus usuelles il suffirait de remplacer A par 1 — A dans la matrice d’évolution F'(\).

5.3 Analyse de convergence

Nous avons montré dans les chapitres précédents que l'estimateur de KTD minimise un
résidu de Bellman quadratique et que 'estimateur de XKTD minimise ’erreur quadratique
liant les états aux estimation par Monte Carlo du cumul de récompenses. Nous montrons
ici que KTD(A) minimise une fonction de cott intermédiaire.

Théoréme 5.1 (Convergence de KTD())). Supposons que les distributions des bruits
et a posteriori soient gaussiennes et que l’a priori soit également gaussien, de moyenne 6y
et variance Py. Supposons également que la variance des résidus o soit constante. Alors
Uestimateur de KTD(X) minimise le cout suivant :

A R . .
0;; = argémn (? Z {rj + Vo (sj+1) — Va(sj) (5.21)
j=0

£33 30 A (4 ATasee)  Valsn) )
k=j+1

+(0—00)" By (9 60))
Un résultat similaire existe pour la Q-fonction.

Démonstration. La démonstration est similaire a celle qui a été faite pour la convergence
de XKTD. Nous utilisons & nouveau le résultat de [116, chapitre 4.5]. Nous rappelons que
cette preuve est faite dans le cas d’'un modele d’évolution basé sur une marche aléatoire
(c’est-a-dire une matrice d’évolution qui vaut l'identité), mais elle peut facilement étre
étendue a un modele d’évolution linéaire. Ce résultat peut donc étre appliqué au modele
espace-d’état (5.13) et I’estimateur correspondant est I’estimateur du maximum a posteriori
(MAP) :
X = KMAP — argmax p(x|r1.;) (5.22)
X
Or le modele espace-d’état (5.13) est équivalent au modele espace-d’état plus usuel pour
lequel le bruit d’observation n; est coloré :
0; =01+ v;
% A’L 1 % X (523)
i = Vo, (si) — YV, (si41) + ni
En utilisant la conjecture 4.1, les espaces-état étant équivalents et I’estimateur de I'un étant
Iestimateur du MAP, alors I'estimateur de I’autre 1’est également, ce qui nous mene 4 :
éi|i = éiv[ AP

= argmax p(0|ri.) (5.24)
0
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Nous appliquons la loi de Bayes & la densité a posteriori :

A r14|0)p(0
0;; = argmax pi( Ll)p(0)
0 p(71:4)
Or le dénominateur ne dépend pas des parametres, la maximisation de la distribution a
posteriori revient donc a la maximisation du produit de la vraisemblance et de 1’a prior: :

(5.25)

A~

9i|i = argmax p(r1.]0)p(0) (5.26)
0

De plus, la maximisation d’une densité de probabilité est équivalente & la minimisation du
négatif de son logarithme, donc finalement :

0;; = argmin (— In (p(r1.4]0)) — In(p(0))) (5.27)
Cependant, le bruit d’observation n’étant pas blanc, la vraisemblance ne peut pas étre
décomposée. Nous rappelons quelques notations utilisées dans la preuve du théoreme 4.2
et en définissons d’autres. Soient V;(0), R; et N; les vecteurs contenant respectivement
I’historique des valeurs, des récompenses et des bruits :

Vi0) = (Va(s1) Va(sa) ... Valsi))" (5.28)
Ri == (7"1 ro ... ’I"i)T (529)
N; = (n1 ny ... ni)T (5.30)

Nous rappelons également 1’expression de la matrice H; de taille 7 x 7 :

1 —y 0 .
0 1 —y O
H =] . (5.31)
Do Ly
0O ... 0 1

Nous notons également Xy, = E [NZ-NZ-T | la matrice de variance du vecteur de bruit N;. Le
bruit d’observation étant coloré, cette matrice n’est pas diagonale (vue matricielle de la
non-décomposition de la vraisemblance). Cependant, par hypothese le bruit d’observation
est gaussien et nous connaissons donc la distribution de la vraisemblance :

14|60 ~ N (R; — H;V;(6), 2n,) (5.32)

Comme l'estimateur minimise le négatif du logarithme de la vraisemblance (au terme d’a
Priori pres), nous avons :

A~

0y = argmin (R — HLVi(0) TSR (Ri — HLVi(0)) + (0 — 00) Py (0~ 60))  (5.33)
Il reste donc a déterminer l'inverse de la variance du bruit, ce qui est ’approche que
nous avons déja utilisée pour montrer le premier résultat de convergence pour XKTD.
Introduisons la matrice F;(\), qui & la transposition preés est la matrice qui transforme un
bruit blanc wu; en le bruit coloré n; :

I —y(1=X) =221 -X) ... =721 - ))
_ _ _At=2y1=3(1 _
FL() = O 1 Y1 =X ... =T | (1-=2X) (5.34)
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Rappelons que nous avons supposé la variance des résidus constante, soit o2 cette variance.
La matrice de variance du bruit N; s’écrit :

Yy, = 2F(NF; (0T (5.35)

Or la matrice F; peut également étre décomposée. Pour cela, nous introduisons G; (), qui
est la méme matrice que H; en remplacant « par vA. Nous avons donc immédiatement :

1 =4 0 ... 0
0 1 —A ... 0
Gi(\)=|. . (5.36)
0o 0 . 0 1
L oyx (7N (YN
0 1 YA . (YA
G ' =|. ( ) (5.37)
0 0 0 1

Ces notations ayant été introduites, c’est un simple exercice algébrique que de vérifier que :
Fi(\) = HiG;'(\) (5.38)

Nous pouvons donc écrire pour I'estimateur :

0;; = arggnin ((Rz- — H,Vi(0))" Sy (R — HiVi(0)) + (60 — 60) " Py (6 — 90))
= arg;nin ((Ri —H:Vi(0)"o ((Gi(MH; )T (Gi(MH; ) (R — HiVi(0)) + (6 — 60)" Py ' (0 — 6o))

= arg;nin <012 |Gi(VH; 'R, — Gi()\)Vi(e)HQ + (0 —00)" Py (6 — 90)> (5.39)

Sous cette forme et en remarquant que G;(0) = I et que G;(1) = H;, le parallele avec
KTD et XKTD est assez clair. Pour obtenir le résultat tel qu’énoncé, on peut réécrire la
derniere équation, ou encore plus simplement :

b = argumin (s = FLVi(0) S5 Ry = HLVA(0)) + (0 — 00) Py (0 o))

= argénin ((Ri —H;V;(0)) o (F; 'O\ (FH (V) (R — HVi(0))
+(0—00)T P70 — 90))

= arggnin (012 |F; (N (R; — HiVi(G))HQ + (60— 00)" Py (0 - 90)> (5.40)

Il est facile de vérifier que la matrice F; '()\) s’écrit :

L oy(1=X) 21 -=X) ... v 11-))
_ i—2(1 _
Fol0) = O 1 Y1 =X ... v (1 A) (5.41)
0 0 0 1

Les deux dernieres équations montrent le résultat. ]
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Le cout quadratique instantané est donc une combinaison des erreurs de différences
temporelles de tous les états rencontrés sur la trajectoire. Nous obtenons une fonction de
colut intermédiaire entre la minimisation d’un résidu quadratique de Bellman (que l'on
retrouve pour A = 1) et la minimisation d’un coit quadratique associant les valeurs au
cumul de récompenses associé obtenu par Monte Carlo (que l'on retrouve pour A = 0).
Une question qui reste ouverte est de savoir si ’estimateur correspondant est biaisé ou non.
Nous tentons d’y répondre expérimentalement.

5.4 Expérimentations

Dans cette section nous proposons principalement de reprendre les expérimentations
de la section 4.5 concernant la chaine de Boyan, la chaine contrélée ainsi que la version
stochastique du mountain car. Nous avons vu dans le chapitre 4 que les résultats de XKTD
sont sensiblement moins bons que ceux de KTD dans un contexte de contréle. Nous sup-
posons que cela est di principalement au caractere global des mises a jour de XKTD, qui
poserait probléme lorsque la fonction de valeur (ou de qualité) cible n’est pas stationnaire.
Nous pensons que l'introduction des traces d’éligibilité devrait permettre d’une part de
réduire le biais par rapport a 'estimateur de KTD et d’autre part de rendre les mises a
jour plus locales que pour XKTD.

5.4.1 Chaine de Boyan

Dans cette section nous expérimentons la chaine de Boyan stochastique, telle que décrite
dans la section 3.8.1. Nous nous intéressons dans un premier temps au biais ainsi qu’a la
vitesse de convergence de KTD(\) pour différentes valeur de A dans un version stationnaire
de la chaine. Nous considérons également les algorithmes TD et LSTD comme étalon. La
méme paramétrisation et le méme facteur d’actualisation sont utilisés. Pour TD le taux
d’apprentissage est choisi constant comme auparavant : o = 0.1. Pour LSTD, ’a priori
est choisi égal & Pyg = I. Pour KTD-V(A) le méme a priori est utilisé, la variance o? des
résidus est choisie égale & 1073 et nous ne mettons pas de bruit de process : P,, = 0I.
Notons que nous définissons un bruit nul sur les parametres, mais étant donné le modele
de bruit particulier envisagé, le bruit sur le vecteur d’état étendu x; n’est pas nul. Il est
centré et sa variance vaut :

ol 0 O
Py, =0T o2 o2 (5.42)
' 0" o2 o2

L’apprentissage se fait sur 100 épisodes et les résultats de la figure 5.1 sont moyennés sur
300 essais.

D’apres cette expérience, la vitesse de convergence de KTD(A) est sensiblement la méme
pour les différentes valeurs de A et le seul algorithme qui semble étre biaisé est KTD(1),
soit I'algorithme KTD introduit au chapitre 3. Ce résultat est intéressant : il semble que
KTD(A) réduise le biais de KTD, pour tout A strictement inférieur a 1. C’est I'un des
comportements que nous espérions pour 'algorithme et il se vérifie.

L’une des motivations principales a 'introduction des différences temporelles de Kalman
est la capacité de l'algorithme a prendre en compte les non-stationnarités et ce surtout
dans le cadre d’une itération de la politique généralisée. Nous testons cela sur la chaine
de Boyan que l'on rend non-stationnaire en inversant le signe de la récompense comme
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FiGc. 5.1 — Chaine de Boyan, cas stochastique et stationnaire.
précédemment. Les parametres des algorithmes sont les mémes que précédemment, sauf le

bruit d’observation pour lequel on adopte le schéma de bruit adaptatif déja utilisé dans les
chapitres précédents (voir par exemple la section 4.5.1) :

77P9i—1|i—1 0 0
Py = o” o?  —vyo? (5.43)
ol _702 7202

Ici 7 est fixé & 1072. L’apprentissage se fait sur 140 épisodes (changement du signe de la
récompense au 70°™¢ épisode) et les résultats de la figure 5.2 sont moyennés sur 300 essais.
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FiG. 5.2 — Chaine de Boyan, cas stochastique et non-stationnaire.

Cette expérience montre que KTD()\) permet de prendre en compte la non-stationnarité
de ’environnement et ce pour toute valeur de A. La seule version de KTD & rester biaisée
apres le changement de récompense (et la période d’adaptation) est KTD(1), soit KTD,



112 CHAPITRE 5. UNE EXTENSION AUX TRACES D’ELIGIBILITE

comme précédemment. Sur cet exemple, I'adaptation est sensiblement la méme pour les
différentes valeurs de A (exception faite peut-étre de A = 0.9, qui présente un petit sursaut
apres le centieme épisode que nous ne savons pas expliquer).

Nous avons jusqu’a présent étudié ’erreur moyenne en fonction du nombre d’épisodes.
Nous allons a présent nous intéresser a cette erreur moyenne, ainsi qu’a 1’écart-type associé,
en les voyant comme des fonctions de A\, pour un nombre d’épisodes donnés. L’idée est ici
d’étudier 'influence de A\ d’'une part sur 'erreur moyenne et d’autre part sur la variance
associée. Les parametres sont les mémes que précédemment, sauf le bruit d’évolution sur les
parametres qui est choisi nul. Les statistiques que nous donnons sont faites sur 1000 essais,
chaque essai correspondant a 500 épisodes. L’algorithme considéré est KTD(A) pour A
prenant 21 valeurs équi-réparties entre 0 et 1. Sur la figure 5.3 nous tragons 1’erreur moyenne
et I'écart-type associé au bout de 50 épisodes et au bout de 500 épisodes (donc moyenne
et écart-type a partir de 1000 éléments), tout cela en fonction du facteur d’éligibilité .
Notons 1’échelle semi-logarithmique.

10 - ' ' es) ——
w erreur moyenne (50 épisodes)
3 écart—type associé (50 épisodes)
§ erreur moyenne (500 épisodes) - *-oo
= écart—type associé (500 épisodes) &
= 1k
Jg ——— — —
; TG
L B,
5 0.1 F e 1
> . Beg.., =
g L S =S . §
-
=
[5)
=
()
0.01 ' ' ' |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 I

FiG. 5.3 — Chaine de Boyan, erreur moyenne et écart-type associé.

Au bout de 50 épisodes, il ne semble pas y avoir d’influence significative du facteur
d’éligibilité sur ’erreur moyenne ou ’écart-type associé, sauf pour A = 1 qui correspond
a KTD et donc a un estimateur biaisé. Au bout de 500 épisodes, A ne semble toujours
pas influer sur I'erreur moyenne. Notons que pour A = 1 la valeur de l'erreur moyenne
est la méme pour 50 ou 500 épisodes. Le biais est donc atteint tot. Cependant, au bout
de 500 épisodes, le facteur d’éligibilité a une influence sur I’écart-type de 'erreur, avec un
minimum autour de A = 0.9. Ainsi, I'extension de KTD aux traces d’éligibilité proposée
pourrait permettre de réduire la variance de I’estimateur correspondant, au moins asymp-
totiquement, ce qui peut s’avérer intéressant. De plus cette variance semble la plus faible
pour les valeurs proche de A = 1, ce qui correspond a quelques chose de non-biaisé d’une
part et de relativement local d’autre part, c’est donc le cas qui nous intéresse a priori le
plus dans un contexte d’itération de la politique généralisée.
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5.4.2 Chaine controlée

Dans cette section nous reprenons les expériences faites sur la chaine controlée dans la
section 4.5.2. Nous ne refaisons pas l'expérience sur 1’évaluation de la Q-fonction, qui est
redondante avec les expérimentations sur la chaine de Boyan (dans la mesure ou ’évalua-
tion de la fonction de valeur ou de la fonction de qualité revient au méme, la différence
résidant dans la chaine de Markov valuée induite). Nous présentons une expérience étudiant
le comportement dans le contexte d’une itération optimiste de la politique (plus particu-
lierement une politique e-gloutonne) ainsi que dans le contexte de l'itération de la valeur.
La représentation de la )-fonction et la mesure de performance sont les mémes que dans
la section 4.5.2. Nous comparons KTD(A) a TD, LSTD et ponctuellement wXKTD (pour
I'itération optimiste de la politique).

Itération optimiste de la politique

Nous nous intéressons a ’apprentissage de la @-fonction optimale avec une politique de
type e-gloutonne, € étant fixé a 0.1. Pour TD le taux d’apprentissage choisi est égal a «a; =
motl avec ng = 500. L’a priori pour KTD()), LSTD et wXKTD est fixé & 51. La variance
des résidus pour KTD(A) et wXKTD est fixée & 02 = 5.1072. Nous utilisons toujours
un bruit d’évolution adaptatif avec ici n = 1073. L’apprentissage se fait sur 700 épisodes
(chacun étant initialisé avec une paire état-action aléatoire et limité & 15 interactions) et
les résultats présentés sur la figure 4.5 sont moyennés sur 100 essais (notons a nouveau
I’échelle logarithmique).

100 & T T T T T TD T
LSTD
WXKTD -
KTD(0) e
KTD(0.25)
i KTD(0.5)
5 : KTD(0.75) e~
5 10 R
5 b

0 100 200 300 400 500 600 700

nombre d’épisodes

Fi1G. 5.4 — Chalne controélée, itération optimiste de la politique.

Nous obtenons des résultats relativement cohérents, a savoir que les courbes de per-
formance pour différentes valeurs de A sont globalement encadrées par les courbes corres-
pondant & A =1 (KTD) et A = 0 (XKTD). Les meilleurs résultats sont toujours obtenus
avec wXKTD!. Nous aurions pu espérer que pour certaines valeurs du facteur d’éligibilité
KTD(A) se comporte mieux que pour les valeurs extrémes, mais cela ne semble pas étre
significativement le cas. Cependant, nous verrons pour ’expérience relative au mountain

1 est intéressant de noter que wXKTD correspond finalement & une autre sorte de bruit coloré.
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car stochastique que dans un contexte de controle il y a une amélioration. Remarquons que
si nous n’avons pas proposé d’extension aux traces d’éligibilité de wXKTD, c’est que les
problemes de causalité du bruit dont on s’affranchit en supposant la variance des résidus
constante pour KTD(\) seraient plus importants dans le cadre d’une extension pondérée
et donc plus difficiles & prendre en compte.

Optimisation directe de la )-fonction

Ici nous nous intéressons au biais causé par I'aspect off-policy de 'optimisation directe
de la @Q-fonction (liée, nous le rappelons, a ’équation d’optimalité de Bellman). Etant
donné qu’en jouant sur A on peut jouer sur le caractere plus ou moins local des mises a
jour, il est naturel de se demander si les traces d’éligibilité permettent de traiter, au moins
partiellement, ce probleme da au caractére off policy de l'algorithme. Comparaison est
faite au Q-learning et les parametres sont les mémes que précédemment, exception faite du
bruit d’évolution qui est choisi nul. L’apprentissage est fait sur 100 épisodes et les résultats
présentés figure 5.5 sont moyennés sur 100 essais. Notons 1’échelle semi-logarithmique.

100
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0 20 40 60 80 100
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Fia. 5.5 — Chaine controlée, optimisation directe de Q.

La encore les courbes de performance pour différentes valeurs de A\ sont globalement
encadrées par les courbes correspondant aux valeurs extrémes A = 0 et A\ = 1. L’extension
de KTD aux traces d’éligibilité ne semble donc pas permettre de prendre en compte ce
probleme de biais causé par les 'aspect off-policy des algorithmes basés sur le principe de
I'itération de la valeur, comme le Q-learning ou les variations de KTD-Q.

5.4.3 Mountain-car stochastique

Nous proposons ici de tester KTD(A) sur le probleme du mountain-car stochastique
décrit section 4.5.3. L’objectif est encore de comparer les différents algorithmes dans un
cadre d’itération optimiste de la politique, plus particulierement pour une politique e-
gloutonne. La représentation de la Q-fonction et les parametres des différents algorithmes
considérés sont les mémes que pour la section 4.5.3, la mesure de performance est toujours
la qualité de la politique (mesurée avec le nombre de pas nécessaires pour sortir de la
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cuvette). L’apprentissage se fait sur 200 épisodes et les résultats présentés sur la figure 5.6
sont moyennés sur 300 essais.
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Fia. 5.6 — Mountain Car stochastique.

Les résultats obtenus sont toujours de méme nature. Les courbes de performance pour
différentes valeurs de A sont globalement encadrées par les courbes correspondant aux
valeurs extrémes A\ = 0 et A = 1. Dans ce probleme particulier, le biais causé par la
stochasticité des transitions ne pose pas de probleme du point de vue du controle et c’est
KTD(1) qui présente les meilleurs résultats. Cependant, pour des valeurs de A proches de 1
les performances sont treés similaires et elles semblent plus stables (moins de variance) que
pour l'algorithme wXKTD dont la performance est représentée sur la figure 4.7. Dans le
cas ou le biais introduit par les transitions stochastiques poserait probleme d’un point de
vue de controle (ce qui ne se vérifie pas vraiment sur cette expérience), il semblerait donc
que KTD(\) avec un facteur d’éligibilité proche de 1 soit une méthode de choix.

5.4.4 Un labyrinthe pathologique

Nous proposons dans cette section de tester les algorithmes sur un probleme de laby-
rinthe pathologique illustré sur la figure 5.7. L’environnement est un labyrinthe de 9 cases.
La case S en (0, 0) correspond a 1’état de départ, les états 1" en (1, 1) et (1,2) correspondent
a des pieges et I'état G en (2, 1) correspond au but. La tache est épisodique et se termine
lorsque ’agent arrive au but ou sur 'un des pieges. Le critere est y-pondéré avec v = 0.95.
Les récompenses sont +10 lorsque 'agent arrive en G, —100 lorsqu’il arrive en T et —1
partout ailleurs. Les actions sont aller en haut, en bas, a gauche ou a droite. Avec une
probabilité p = 0.9, 'agent se dirige dans la direction souhaitée et avec une probabilité
1 —p dans la direction perpendiculaire (sens trigonométrique, soit haut a la place de droite
par exemple). La politique optimale est indiquée sur la figure 5.7. Notons que si ’on baisse
trop la probabilité p (méme en la maintenant au dessus de 0.5), cette politique n’est plus
optimale.

Nous pensons cette tache pathologique car dans les états (1,0) et (2,1), si I'action
optimale est choisie, il y a une probabilité 1 — p de tomber dans le piege. Il existe donc
un risque que 'agent préfere rester coincé dans le haut du labyrinthe. La politique qui
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Fi1G. 5.7 — Labyrinthe pathologique.

consiste a rester coincé en haut présente un cumul pondéré de récompense de -20, celle
que nous avons présentée comme optimale de -15 environ. L’apprentissage se fait sur 300
épisodes pour chaque essai et les résultats sont moyennés sur 300 essais. Tous les 30 épisodes
I’apprentissage est figé et la politique gloutonne testée, le résultat étant une moyenne de 100
épisodes. Les algorithmes considérés sont TD, LSTD et KTD(A) pour différentes valeurs
de A, dans un schéma e-glouton, avec ¢ = 0.1. Le taux d’apprentissage pour TD est fixé
a a = 0.1. L’a priori pour LSTD est KTD(A) est choisi égal a FPyg = I. La variance des
résidus est choisie unitaire, c’est-a-dire 02 = 1. Enfin, pour KTD()), le bruit d’évolution
adaptatif est considéré avec = 10™%. Les résultats sont présentés sur la figure 5.8.
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Fi1c. 5.8 — Labyrinthe pathologique : résultats.

Ce labyrinthe a été introduit dans 'idée que le biais induit par les transitions stochas-
tiques poserait probléme d’un point de vue controle & KTD(1). Ce n’est pas le cas et cet
algorithme fournit les meilleurs résultats. Les algorithmes LSTD et TD ont tendance a
moins bien fonctionner et a préférer rester coincé dans le haut du labyrinthe. Les perfor-
mances de KTD(\) décroissent lorsque A tend vers 0. Nous supposons que l'effet mémoriel
induit par le bruit coloré empéche la convergence rapide de l'algorithme dans ce cadre
d’itération de la politique optimiste (nous supposons qu’asymptotiquement ’algorithme
converge, pour tout A). La encore choisir une valeur de A proche de 1 semble préférable.
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5.5 Bilan

Dans ce chapitre, nous avons introduit une extension des différences temporelles de
Kalman inspirée du concept des traces d’éligibilité. L’approche est cependant sensiblement
différente, dans la mesure ou nous ne considérons pas de traces a proprement parler, mais
nous introduisons une nouvelle classe de bruits colorés paramétrée par le facteur d’éligibi-
lité. Cela résulte du fait que plutot que de considérer les erreurs de différences temporelles
d’ordre k, ce sont les bruits correspondants d’ordre k (étant donné notre vision probabiliste)
que nous prenons en compte. L’algorithme résultant, KTD()), présente comme cas parti-
culiers les algorithmes des chapitres 3 (avec A = 1) et 4 (avec A = 0). Le cout quadratique
que tend a minimiser ce nouvel estimateur a également été présenté. Nous avons montré
empiriquement que l'introduction de ce bruit coloré permet de réduire le biais de KTD(1)
et permet également de réduire la variance de I’estimateur, selon les valeurs choisies pour le
facteur d’éligibilité. De plus, KTD()) permet de réduire le caractere global des transitions
de XKTD. Cependant, KTD(\) avec un facteur d’éligibilité différent de 1 ne semble pas
permettre de prendre en compte 'aspect off-policy de I'apprentissage : si les mises a jour
sont moins globales, elles ne sont toutefois pas purement locales. D’autre part, d’un point
de vue controle, si 'extension aux traces d’éligibilité proposée permet d’améliorer les résul-
tats par rapport a XKTD, sur les expériences que nous avons menées c’est toujours KTD
qui fournit le meilleur controle. Nous pensons que cela vient principalement du fait que
nous n’avons pas trouvé d’expérience pour laquelle le biais causé par le caractere stochas-
tique des transitions pose probleme & KTD(1) du point de vue de la qualité du controle.
Cependant, pour un tel probléme, nous pensons que choisir KTD(A) avec A proche de 1
permettrait a la fois de s’affranchir du probleme de biais, tout en conservant un caractere
relativement local des mises a jour, c’est-a-dire en conservant les capacités d’adaptation de
I’algorithme.
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Chapitre 6

Utilisation de I'information
d’incertitude : apprentissage actif
et dilemme entre exploration et
exploitation

Dans le cadre de travail proposé, les parametres étant modélisés par un vecteur aléatoire
et la fonction de valeur paramétrée étant pour un état donné fonction de ces parametres,
c’est une variable aléatoire. Nous montrons dans un premier temps comment calculer son
espérance et I'incertitude associée (sa variance) a l’aide de la transformation non-parfumée.
Le dilemme entre exploration et exploitation, qui est I'une des grandes problématiques de
I’apprentissage par renforcement, peut grandement bénéficier d’une telle information d’in-
certitude, méme si ce n’est pas a priori une condition nécessaire pour le traiter. Si peu
d’approches dans la littérature permettent a la fois d’approximer la fonction de valeur et
une incertitude associée, on peut tout de méme citer [27], qui ne considére pourtant son
utilisation qu’en termes de perspectives. Dans un second temps, nous proposons une ap-
proche d’apprentissage actif qui est en quelque sorte une forme de politique totalement
exploratrice choisissant les actions en fonction de leurs incertitudes, dans le contexte de
KTD-Q. Il est montré sur un exemple section 6.4 que cela permet effectivement d’accélérer
I’apprentissage. Nous proposons également un certain nombre d’heuristiques utilisant cette
information d’incertitude dans le but de traiter le dilemme entre exploration et exploita-
tion. Les politiques associées sont inspirées et adaptées d’autres travaux, qui cependant ne
traitent souvent que le cas tabulaire (c’est-a-dire qu’une représentation exacte de la fonc-
tion de valeur est possible). Nous expérimentons ces différents schémas sur un probleme de
bandits, toujours dans la section 6.4.

6.1 Calcul de l'incertitude

Nous nous intéressons ici a la fonction de valeur, ’extension des résultats présentés a
la fonction de qualité étant évidente. Supposons l'estimation de la fonction de valeur Vi
paramétrée par le vecteur aléatoire § de moyenne 6 et de variance Py. Notons fiy,(s) son
espérance et 6‘2,9 (s) sa variance. Si la paramétrisation est linéaire, de la forme Vj(s) =
#(s)T0 comme dans I'équation (3.21), alors les quantités d’intérét peuvent étre obtenues
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analytiquement :
fvp(s) = ()"0 et 67, (s) = ¢(s)" Pyg(s) (6.1)

Si la paramétrisation est non-linéaire, il est toujours possible de propager 'incertitude sur
les parametres a la fonction de valeur en appliquant la transformation non-parfumée. Dans
un premier temps, I’ensemble des sigma-points © et les poids associés W sont calculés a
partir de 6 et Py, comme expliqué dans la section 3.4 :

6 ={69,0<j < 2p}
W = {w;, 0 < j < 2p}

Les images de ces sigma-points par la fonction de valeur, pour un état donné, sont ensuite
calculées :

A

V(s) = {V0(s) = Vg (), 0<j < 2p} (6.4)

Enfin, connaissant ces images et les poids associés, il est possible d’approcher la valeur
moyenne ainsi que la variance associée :

fir(s) = > sV (s) (6.5)
G s) = Y ws (VO(s) -V (9)) (6.6)

Donc, pour une représentation de la fonction de valeur modélisée par un vecteur aléatoire,
il est aisé de calculer I'information d’incertitude associée pour tout état s. La complexité
est 1a encore quadratique. Ainsi, comme a chaque pas de temps une estimation éi” et la
variance associée F;; sont disponibles, I'incertitude sur les parametres peut étre propagée a
la fonction de valeur (ou de qualité), si nécessaire. Nous illustrons ce calcul de I'incertitude
(a l'aide de la transformation non-parfumée) sur la figure 6.1.

~

) V(j)(s) = Vi (s)

valeurs

0O @ V(s)

av(s) . etat

Fi1G. 6.1 — Calcul de l'incertitude.

Nous pensons important de préciser que la variance calculée est I'incertitude sur ’esti-
mation de la valeur d’un état et pas une estimation de la variance du processus aléatoire
dont la fonction de valeur est la moyenne (processus que nous avons noté D™ dans le cha-
pitre 4). Cependant, si cette information de variance du processus D™ est disponible a
priori, elle peut servir a dimensionner le bruit d’observation.
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6.2 Apprentissage actif

Nous donnons ici un exemple d’utilisation effective de I'information d’incertitude dis-
ponible. Nous nous intéressons a KTD-Q. Cet algorithme est dit off-policy, car la politique
apprise 7 (la politique optimale 7* dans ce cas) est différente de la politique suivie ou
comportementale (que nous noterons b). Une question naturelle est de savoir quelle poli-
tique comportementale permet ’apprentissage le plus rapide de la politique optimale. Un
élément de réponse est proposé ici.

Soit ¢ I'index temporel courant. Le systéme a controler est dans un état s; et ’agent
doit choisir une action a;. L’algorithme considéré étant KTD-Q), les estimations 6;_1;_; et
P;_1);—1 sont disponibles. Elles peuvent étre utilisées pour approcher 'incertitude de la Q-
fonction paramétrée par 6;_; en I’état s; pour chaque action a, comme expliqué section 6.1.
La variance associée est notée 6é9¢_1 (si,a). L’action a; est ensuite choisie selon la politique

comportementale aléatoire b définie par :
6Qq,_, (8i,ai)

ZaeA &Qai_l (Si’ a’)

b(ai]si) = (6.7)

Une politique totalement exploratrice privilégiant les actions pour lesquelles I'incertitude
est la plus grande est ainsi obtenue. Ce n’est qu’une fagon parmi d’autres d’utiliser cette
information d’incertitude, mais elle permet de montrer que la variance sur les valeurs obte-
nues dans le contexte de KTD a du sens. Nous l'illustrons section 6.4 en montrant le gain
en vitesse d’apprentissage obtenu par rapport a une politique comportementale totalement
aléatoire.

La mise en ceuvre pratique de cette approche est simple. Au temps i, aprés la phase
de prédiction, nous disposons des statistiques éi|z‘—1 et P;j;_i. Ces statistiques sont utilisées
pour calculer les sigma-points, nécessaires a la prédiction de la récompense et donc a la
mise a jour des moments d’ordre un et deux du vecteur aléatoire de parametres. Ces mémes
sigma-points peuvent étre utilisés pour calculer I'incertitude relative a chaque action, de
fagon a déterminer la politique b et a choisir une action. L’approche que nous appelons
KTD-Q actif est résumée dans 'algorithme 6.1. La complexité algorithmique de KTD-Q
actif est la méme que celle de KTD-Q, soit O(Ap?) (moyennes et variances sont calculées
pour chaque action, ce qui ne modifie pas la complexité globale).

6.3 Dilemme exploration/exploitation

Nous rappelons que dans le paradigme de ’apprentissage par renforcement, 'agent doit
controler le systeme tout en apprenant le contréle optimal et ce sans connaissance a priori
du modele. Se pose alors le dilemme entre exploration et exploitation : ’agent doit-il choisir
une action qu’il juge optimale par rapport a sa connaissance (imparfaite) du monde, c’est-
a-dire une action exploitante (action gloutonne), ou va-t-il choisir une action qu’il juge
sous-optimale par rapport & sa connaissance actuelle du monde, c’est-a-dire une action
exploratrice, de fagon a améliorer sa connaissance du monde ?

A chaque instant nous disposons de la moyenne 6 et de la variance Py du vecteur
aléatoire 0 qui représente la fonction de valeur. Nous nous intéressons a la Q-fonction, dans
la mesure ou ’on ne souhaite pas apprendre le modele. Dans ce cas, nous avons vu dans la
section 6.1 comment disposer a chaque instant des informations de moyenne et de variance.
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Algorithme 6.1 : KTD-Q actif

Initialisation : a prior: §0|0 et Ppjo, état s1;

pour i «— 1,2 ... faire

Phase de prédiction;

éi\ifl = éiflhfl;

Pyic1=Pi1ji-1 + Pu;

Calcul des Sigma-points;

Ojli—1 = {9§fi)_1, 0<j<2p};

W=Aw;, 0<j<2p };

Calcul des valeurs moyennes et écarts-type associes;
pour a € A faire

Qjji-1(si,a) = {Qé(j_) (si,a),0 < j < 2p};

ili—1

A 2 A~
HQjp5-1 (Siﬂ a) - Zji() ijé(‘j_) . (Siv a);
11—

2
~92 2 A n .
O-Qi\ifl (Si? CL) = Z]io Wy <Qé(|])1 (Si? CL) - :LLQZ'|7;_1 (Si’ CL)> ’
Génération d’une action et transition;
Générer 'action a; selon la politique b(.|s;), voir équation (6.7);
Observer la récompense r; et 'état s;11 ;
Calcul des images Sigma-points;
Riji—1 = {fgfi)q = Qé(lﬂ')il(si»ai) — Ymaxgea Qé(f)fl (8it1,a),0 < j < 2p};
Calcul des statistiques d’intérét;
- 2p w f.(J) .
ili—1 = Zuj=0 “i"i—1°
_\2 4(7) A A(7) P :
PQM - Zjio Wi (92.‘1._1 - ei\ifl)(riﬁ_l - Ti|i71)a
2 (4 .
P?"i = Z v wj(rzﬂ]i)fl - Ti|i71)2 + Pni;

Jj=0
Phase de correction;
_ 1.
K; = PGriPri )

éz’\z‘ = éz’\z‘—1 + Ki(ri — 73-1)
Py, = Py — KiP, K] ;
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Pour résumer, nous avons :

0~ (0,P) et Qp(s,a) ~ (fiq,(s,a),6,(s,a)) (6.8)

Dans cette section nous proposons un certain nombre d’heuristiques inspirées d’approches
de la littérature et utilisant I'information d’incertitude disponible. Indépendamment du
type de politique considérée, la mise en ceuvre est relativement simple et tres semblable a
ce qui a été fait pour KTD-Q actif. A chaque instant i, apres la phase de prédiction les
statistiques éi”,l et Pj;_; sont disponibles et utilisées pour calculer les sigma-points. Si
nécessaire (cela dépend du schéma considéré), la valeur moyenne et la variance associée de
chaque action peut étre calculée pour déterminer une politique. Cette derniére est utilisée
pour générer une action a appliquer au systeme. Le reste des étapes se déroule comme
précédemment. L’approche, trés générique, est résumée dans I'algorithme 6.2 (nous consi-
dérons de fagon générale KTD(\), étant donné que ’approche est on-policy, contrairement
a KTD-Q actif). Notons que la complexité associée est d’au plus O(Ap?), comme KTD-Q
actif (moyennes et variances doivent étre calculées pour chaque action et les éléments né-
cessaires au calcul des différentes politiques ont une complexité en O(1), sauf le cas de la
politique de Thompson qui est discuté par la suite).

6.3.1 Politique e-gloutonne

Nous avons déja présenté (et utilisé) la politique e-gloutonne [105]. Elle consiste a choisir
laction gloutonne (respectivement a la fonction de qualité) avec une probabilité 1 — € et
une action totalement aléatoire avec une probabilité e. Cette politique n’utilise aucunement
I'information d’incertitude disponible. Cependant, elle va nous servir de référence.

Définition 6.1 (Politique e-gloutonne). Une politique e-gloutonne tire une action aléa-

toire avec une probabilité ¢, une action gloutonne sinon.

a = argmax 1o, (s,b) avec une probabilité 1 — e

a ~ 7{_(‘5) — g beA HQ@( ) - b (69)
a ~ Ua avec une probabilité e

Dans cette définition, U4 désigne une loi uniforme sur I'espace des actions.

Nous illustrons le principe d’une telle politique sur la figure 6.2. Pour cela nous in-
troduisons 4 actions, dont les Q-valeurs estimées ainsi que les écarts-type associés sont
illustrés sur la figure de gauche (Q-valeur moyenne + écart-type associé). Les valeurs choi-
sies sont arbitraires, elles ne correspondent pas a un probleme particulier, I’objectif étant ici
d’illustrer les différentes approches du dilemme entre exploration et exploitation que nous
proposons dans ce chapitre. Sur la figure de droite nous illustrons la politique e-gloutonne
par sa densité de probabilités. L’action de plus grande valeur a la plus grande probabilité,
les autres actions sont équi-probables. L’information d’incertitude n’est pas utilisée ici.

6.3.2 Politique e-gloutonne informée

Cette politique est tres similaire a la politique € gloutonne. L’unique différence réside
dans le fait que plutot que de choisir une action selon une loi uniforme (exploration non-
dirigée) avec une probabilité €, c’est une action selon la loi définie pour 'apprentissage
actif qui sera tirée (exploration dirigée). L’idée ici est que plutdt que de tirer une action
totalement aléatoire, il est plus intéressant de privilégier les zones les plus incertaines pour
gagner plus d’information.
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Algorithme 6.2 : KTD(\) et controle
Initialisation : a priori Xg|o et Pyjo, état s1;

pour i «— 1,2 ... faire
Phase de prédiction;
5<z'|z>1 = F()‘))A(ifl\zél;
Pjicy = FON Py  FON" + Py

Calcul des Sigma-points;

X1 = {xﬁ}_l, 0<j<2p+ 4} (en utilisant %;;_; et Py;_y);
W={w;, 0<j<2p+4 },;
/* notons que (fc(j) ' = ((é(j)

ili—1 ili—1

T ;) - (4)

)T by iy */

Calcul des valeurs moyennes et écarts-type associés;

/* Cette phase n’est pas systématiquement nécessaire, elle dépend
du schéma considéré x/

pour a € A faire
Qiji—1(si,a) ={Q4u (si,a),0<j <2p+4};

ili—1

~ 2p+4 A
/’I’Qﬂi—l(si’ a) = 231:(3 ijé(f_) (Siv CL);

ili—1

2
~ 2p+4 A ~
06291-\1-_1(5“ Cl) = Z]]:(; Wy <Qé(i> (Sia a) - NQi|Z‘71 (8i,(1)> ;

ili—1
Caractérisation de la politique;
Déterminer la politique , voir sections 6.3.1-6.3.7 ;

Génération d’une action et transition;
Générer 'action a; selon la politique m(.|s;);
Observer la récompense r; et 'état s;41 ;

Calcul des images Sigma-points;
Riji-1 = {fﬁf},l = Qéglj_) (i ai) = ’YQé(Ij_) (sit1,ai0) + ), 0<5 < 2p+4};

i|li—1
Cualcul des statistiques d’intérét;
o _ 24 B0
Pilim1 = 2j=0 Wil 1;
_ 244 o (d) . ~(7) 5 :
Py, = Zj:O Wy (XZ-|Z-,1 - Xi|z‘—1)(7“i|i,1 - 7“z‘|z‘—1),
: 2
_N2p+4 ) (A00) P .
P, = ijo Wj (Tz‘\z‘—l —Tili-1) s
Phase de correction;
-1
K; = Panri )
Xili = Xiji—1 + K (T'z‘ - Ti\ifl) ;
_ T.
Py = Pyji—1 — KiP K
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a. Q-valeurs. b. Politique e-gloutonne.

Fia. 6.2 — Politique e-gloutonne illustrée.

Définition 6.2 (Politique e-gloutonne informée). Une politique e-gloutonne informée
tire une action gloutonne avec une probabilité 1 — e, une action aléatoire sinon, les proba-
bilités étant pondérées par l'incertitude des valeurs.

a = argmax 10, (s,a) avec une probabilité 1 — €
a ~ Wa avec une probabilité e
60,(s,a
avec Wa : w(als) = # (6.11)
ZbeA 0Qe (s,0)
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a. Q-valeurs. b. Politique e-gloutonne informée.

F1a. 6.3 — Politique e-gloutonne informée illustrée.

Sur la figure 6.3 nous illustrons une telle politique informée. Les @-valeurs estimées
représentées sur la partie gauche sont toujours les mémes, elles le resteront pour toutes
les politiques considérées. C’est toujours I'action de plus grande valeur qui est choisie avec
la plus forte probabilité. Cependant, les autres actions ne sont plus équiprobables, mais
pondérée par I’écart-type relatif. Ainsi c’est la premiere action qui présente la probabilité
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la plus forte (parmi les actions non-gloutonnes), car c’est celle qui possede la plus grande
incertitude.

6.3.3 Politique Bayes-gloutonne

Rappelons tout d’abord qu'une politique de Gibbs génere des actions avec une proba-
bilité d’autant plus grande que la valeur associée est importante :

exp (A’A‘QeT(Sv“)>
m(als) = (6.12)

D _be A CXP <M)

Le facteur 7 est un facteur de température qui rend les actions d’autant plus équiprobables
qu’il est grand. Nous avons déja discuté ce type de politique dans la section 2.2.3 et nous
I'illustrons figure 6.4. Les @-valeurs considérées sont toujours les mémes et nous représen-
tons la distribution de probabilités qui définit la politique. La probabilité de choisir une
action est d’autant plus grande que la )-valeur associée est élevée, ce type de politique
n’utilise pas I'information d’incertitude disponible. La premiere action, qui a le potentiel
d’étre intéressante dans la mesure ou son estimation est peu certaine, est ainsi quasiment
ignorée.
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a. Q-valeurs. b. Politique de Gibbs.

F1a. 6.4 — Politique de Gibbs illustrée.

L’idée basique d’une politique Bayes-gloutonne est d’adapter une politique de Gibbs
pour laquelle on remplace le facteur de température par l'incertitude sur le couple état-
action courant. Cette approche a été proposée par [93], ou 'incertitude est modélisée par
un “index de fiabilité” (basiquement la racine carré d’une moyenne glissante des carrés des
erreurs de différences temporelles). Dans notre cas, nous utilisons I’écart-type associé a la
Q-fonction pour les couples état-action considérés. Le nom “Bayes-glouton” a été donné
dans [25] (cependant l'incertitude y est obtenue différemment).

Définition 6.3 (Politique Bayes-gloutonne). Soit v un paramétre libre, une politique
Bayes-gloutonne est une politique de Gibbs pour laquelle le paramétre de température est
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remplacé par une information locale d’incertitude. Elle est définie par :

ﬂQg (s,a) )
Q, (s,a)

1 (5:0)
2 bea ewp(vggz =5

exp(v

m(als) =

(6.13)

Le parametre v est libre, il permet de mettre a ’échelle 1’écart-type de la qualité d’un
couple état-action donné (par rapport a 'incertitude sur les parametres). Nous le discute-
rons plus dans la section expérimentale.
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a. Q-valeurs. b. Politique Bayes-gloutonne.

FiG. 6.5 — Politique Bayes-gloutonne illustrée.

Nous représentons la densité de probabilités définissant une telle politique sur la fi-
gure 6.5, pour toujours les méme @Q-valeurs. L’information d’incertitude est maintenant
prise en compte, elle favorise les actions dont le résultat est le plus certain. C’est toujours
I’action gloutonne qui a le plus de chances d’étre choisie. Cependant, il y a moins de diffé-
rences entre les deuxieme et quatrieme actions et la premiere action a plus de chance d’étre
choisie qu’elle ne I’était avec une politique de Gibbs.

6.3.4 Estimation d’intervalle de confiance

Le principe de ce type d’approche est de maintenir non seulement une estimation de
la @-valeur pour chaque couple état-action, mais également un intervalle de confiance.
La politique associée est gloutonne respectivement a la borne supérieure de cet intervalle
de confiance. L’approche est relativement ancienne [61], mais récemment des garanties
de type PAC (probablement approximativement correct) ont été données, sous certaines
conditions [103, 101, 102]. Cela signifie qu’il est possible de montrer que le nombre de pas de
temps pendant lesquels la politique n’est pas quasi-optimale est polynomial en les quantités
d’intérét du systéme et ce avec une probabilité proche de un'. Sans autres connaissances a
priori, nous supposons la distribution des valeurs gaussienne, 'intervalle de confiance est
donc proportionnel a I’écart-type.

Définition 6.4 (Politique confiante-gloutonne). Soit o un paramétre libre (typique-
ment compris entre un et trois). Une politique confiante-gloutonne choisit les actions de

!Par contre ce type de résultat ne donne aucune indication sur quand la politique n’est pas quasi-optimale.
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facon gloutonne par rapport a la borne supérieure de l'intervalle de confiance.
7(als) = argmax(fig,(s,b) + adg,(s,b)) (6.14)
beA

Le parametre o dépend de l'intervalle de confiance que 'on choisit. Par exemple (tou-
jours en supposant la distribution gaussienne), une valeur de 3 pour « spécifie un intervalle
de confiance a 95%. C’est pour cela que nous recommandons des valeurs comprises entre
un et trois. Cependant, comme nous allons le voir dans la section expérimentale, I’évolution
de la variance dépend beaucoup des parametres de ’algorithme et ’on peut étre amené a
choisir des valeurs plus extrémes (dans un sens comme dans ’autre, mais en restant positif).
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a. Q-valeurs. b. Politique confiante-gloutonne.

Fi1G. 6.6 — Politique confiante-gloutonne illustrée.

Nous représentons une telle politique sur la figure 6.6. Elle est gloutonne par rapport
a la borne supérieure de l'intervalle de confiance, ce qui est ce que nous représentons a
droite (intervalle de confiance & 95%). Notons que la politique n’est pas stochastique, mais
déterministe, dans la mesure ou elle est gloutonne par rapport a une transformation des
Q-valeur estimées et des incertitudes associées. Dans cet exemple, c’est la premiere action
qui est choisie.

6.3.5 Bonus d’exploration

Il existe un certain nombre d’approches qui ajoutent un bonus a la ()-fonction estimée
pour favoriser I’exploration. Par exemple, les politiques gloutonnes par rapport a la borne
supérieure d’un intervalle de confiance entrent dans cette catégorie, le bonus étant pro-
portionnel & 1’écart-type. D’autres approches sont basées sur un principe similaire (comme
E3 [66], Rmax [20] ou encore MBIE-EB [103]), dont le principe est globalement d’ajouter
un bonus d’autant plus grand que la paire état-action considérée aura été visitée peu de
fois. Par exemple, pour MBIE-EB, ce bonus est inversement proportionnel a la racine du
nombre de visites du couple état-action considéré. Ce type d’approche n’est pas évident
a adapter aux cas nécessitant une approximation de la fonction de valeur (cela peut étre
fait, voir par exemple [75] qui présente une combinaison de LSPI [73] et Ryax, mais cela
suppose au moins une quantification de I'espace d’état). L’approche que nous proposons ici



6.3. DILEMME EXPLORATION/EXPLOITATION 129

utilise la variance de la valeur associée au couple état-action courant, elle est plus proche
de [70] (qui utilise le nombre de visites plutét que sa racine carrée).

Définition 6.5 (Politique bonus-gloutonne). Soient By et B deuz paramétres libres.
Une politique bonus-gloutonne est gloutonne par rapport a la fonction de qualité estimée
plus un bonus dépendant de la variance :

5, (5,0)
m(als) = argmax | fig,(s,b) + ﬁwf’ (6.15)
beA ﬁO + JQ@ (Sv b)
i 6, (5:) .
Ce bonus, défini par ﬂm, sera d’autant plus proche de 3 que la variance sera
Qo ™’

importante et d’autant plus proche de 0 que la variance sera faible. On obtient bien ’effet
recherché, c’est-a-dire ajouter le plus de bonus aux zones les moins visitées. Le choix des
parametres Gy et 3 est libre, mais la encore il serait judicieux de le faire en fonction des
parametres de Palgorithme (de fagon par exemple & calibrer ’amplitude du bonus lors des
premieres décisions, ce qui peut étre fait en connaissant I'a priori).
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a. Q-valeurs. b. Politique bonus-gloutonne.

Fia. 6.7 — Politique bonus-gloutonne illustrée.

Nous illustrons une politique bonus-gloutonne sur la figure 6.7, pour toujours les mémes
@-valeurs. La encore la politique n’est pas stochastique mais déterministe, dans la mesure
ou elle est gloutonne par rapport aux valeurs estimées auxquelles on a ajouté un bonus basé
sur I'incertitude de ces estimations, c’est ce que nous représentons. C’est donc la deuxieme
action qui est choisie et les trois autres ont des valeurs proches (en tenant compte du
bonus). Notamment, presque autant d’importance est accordée a la premiere action, qui
a une valeur faible avec peu de certitude, qu’a la troisieme action, qui a la valeur la plus
forte avec moins d’incertitude.

6.3.6 Politique de Thompson

Etant donné que 'on a acces a la moyenne et a la matrice de variance des parametres et

si I'on fait une supposition sur leur distribution, une hypotheése gaussienne en ’occurrence?,

2Rappelons que contrairement & d’autres approches, comme GPTD par exemple, nous ne faisons pas
cette hypothése a la base pour obtenir nos algorithmes.
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il est possible de tirer aléatoirement un jeu de parametres puis d’agir de fagon gloutonne
par rapport & ces derniers. Ce schéma a été proposé pour la premiére fois par [112] pour un
probleme de bandit et a récemment re-émergé dans la littérature sur I’apprentissage par
renforcement [23, 104].

Définition 6.6 (Politique de Thompson). Une politique de Thompson consiste a agir
de facon gloutonne par rapport a une fonction de qualité dont les paramétres ont été tirés
de facon aléatoire en supposant la distribution associée gaussienne et en connaissant les
moments d’ordre 1 et 2 associés :

(als) = argmax Q¢ (s,b) avec & ~ N (ug, Xg) (6.16)
beA

Cette approche a le mérite d’étre simple. Néanmoins, le cotit de ’échantillonnage selon
une gaussienne multivariée est généralement cubique (dans la mesure ou cela implique
une décomposition de Cholesky). Mais rappelons qu'une décomposition de Cholesky de la
matrice de variance est maintenue dans le cadre de KTD, ce qui permet de conserver une
complexité quadratique.
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a. Q-valeurs. b. Politique de Thompson.

Fi1G. 6.8 — Politique de Thompson illustrée.

Nous montrons figure 6.8 la densité de probabilités qui définit la politique de Thomp-
son pour les @-valeurs déja considérée. C’est en fait I'image via 'opérateur argmax des
distributions sur les ()-valeurs. La derniére action, dont la valeur est estimé moyenne avec
une assez bonne confiance, est presque ignorée. Les autres actions ont plus d’importance,
notamment la premiere, dont la valeur est estimée faible mais avec peu de confiance, ce qui
en fait potentiellement une bonne action.

6.3.7 Estimation myope de la valeur de I’'information parfaite

La derniere approche que nous proposons est adaptée des travaux de [23, 22]. Comme
toujours nous supposons disposer d’une distribution pour la )-valeur de chaque couple état-
action (ce qui est le cas, via la distribution sur les parameétres). Soit s un état donné. Pour
chaque action a, la valeur de I'information parfaite quantifie le gain qu’il y a a apprendre
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la valeur exacte Q*(s,a) de la fonction de qualité pour le couple état-action donné. Soient
a1 et as les deux meilleures actions respectivement & 'espérance des (Q-valeurs :

laQe (Sa al) > laQe (Sa a2) > laQe (Sa a)v Va 7& ay, a2 (6'17)

Deux cas sont intéressants. Le premier est lorsque la connaissance acquise (sur la vraie Q-
valeur d’un couple état-action) indique qu’une action a # a; qui était auparavant considérée
comme sous-optimale est en fait optimale (étant donné la croyance de 1’agent sur la valeur
des autres actions). Apprendre que cette action est bien sous-optimale n’apporte rien, le
gain est nul. Pour un couple état-action donné (s,a), apprendre que la vraie Q-valeur
associée vaut x induit le gain suivant :

Gaing o(7) = (¥ — fiQ,(s,a1))  ,a # a1 (6.18)

Nous notons (z)4 = max(0, x) la partie positive de z. Le second cas d’intérét est lorsque la
connaissance acquise (sur la vraie @-valeur) indique que action a; considérée auparavant
comme optimale ne 'est pas. Apprendre que cette action est bien optimale n’apporte rien,
le gain est alors nul. Pour un état s donné et ’action a; correspondante, apprendre que la
vraie Q-valeur associée vaut z induit le gain :

Gaing,q, (z) = (fig, (s, az) — $)+ (6.19)

Comme ’agent ne sait pas a I’avance quelle valeur x de la vraie @Q-valeur va étre révélée,
il est nécessaire de calculer le gain moyen, ce qui définit la valeur de I'information parfaite
(VPI pour value of perfect information) :

VPI(s,a) = /R Gaing 4 () Pr(Qg(s, a) = z)dx (6.20)

Remarquons également que ce n’est pas la “vraie” @-valeur qui va étre révélée, seulement
une estimation améliorée, d’ou le caractere myope de 'estimation de la valeur de l'infor-
mation. En supposant la distribution associée a la ()-fonction gaussienne, il est possible de
déterminer analytiquement 'expression (6.20). Pour cela nous avons besoin d’un lemme.

Lemme 6.1. Soit X ~ N(u,0?) une variable aléatoire gaussienne de moyenne p, de
variance o2 et de densité de probabilité fx. Alors :

/ﬁ fr(@de = pPr(a < X < 8) - — [eH(5)] (6.21)
rfx(z)dr = pPr(a ——— |e 275 )
o PSR Ve o
Démonstration. Pour une distribution gaussienne, rappelons que :
1 w—p )2
Ix (@) = e 2(%5") (6.22)

oV 2w

11 suffit de voir que x fx () est proche de V, f(x), ce qui meéne tres directement au résultat :

/aﬁfo(o:)dw—/ﬁ( Vet ) fx(oo

_ \/%/ V. iy (e dl‘+u/ fx(e
—pPra< X <) -

\/% [e () L (6.23)
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Il est & noter que la distribution étant gaussienne, la quantité Pr(a < X < f3) peut se
déterminer numériquement en utilisant la fonction erreur erf. Ce résultat étant posé, nous
pouvons déterminer analytiquement la valeur de l'information parfaite pour tout couple
état-action. Nous distinguons cependant les cas a = a1 et a # a1.

Propriété 6.1. Soit un état s donné, Qg la Q-fonction aléatoire de moyenne [ig, et de
variance 6’%9. Sotent a1 et az les deux actions les plus gloutonnes, respectivement a fig,
pris en l’état s. Nous avons alors pour a = ay :

VPI(S>a1> = (/ng (8,&2) - /ng (Sval)) PI'(Q@(S,(“) < ﬂQe(Sv(LQ))

5 [ — fig,(s,a1)\?
n O'Qg\ﬁ;ﬂ-al)exp (_; (MQG (&;21(87/;(12;( ) 1)) > (624)

et pour a # ay :
VPI(s,a) = (jig, (s, a) — jig, (s, a1)) Pr(Qa(s, a1) > fig, (s, a1))

a 0(87a) 1 /l 9(37a)_ﬂ e(Saa) ?
St (eeEE)) e

Démonstration. Nous montrons le résultat pour a = aq, la preuve dans l'autre cas étant
tres similaire. Développons I'expression du gain.

VPI(s,a1) = / Gaing o, () Pr(Qp(s, a1) = z)dx
R

Qg (s,a2) A
= / (fiQy (s, a2) — ) Pr(Qo(s,a1) = z)dx

—0o0

A~

= ,[/JQQ (s,CLQ) PT(QG(S,al) < ﬂQe(S’QQ))

fiQq (s,a2) A
—/ xPr(Qq(s,a1) = x)dz (6.26)
—Oo0
En appliquant le lemme précédent avec « = —oo et § = ﬂQg(s,ag), nous obtenons le
résultat. O

Le gain espéré pour choisir 'action a dans I'état s est donc VPI(s, a). Choisir une action
exploratrice entraine également un cott, qui est la différence entre la valeur de cette action
et la valeur de la meilleure action (étant donnée la connaissance imparfaite du monde),
c’est-a-dire maxpea f1Q,(s,b) — fig,(s,a). On cherche donc & maximiser la différence entre
le gain et le colit, soit 'action :

a

argmax (VPI(S, a) — (Il?aj(ﬂQg (s,b) — ﬂQG(s,a)>)
€
= argmax (fig,(s,a) + VPI(s,a)) (6.27)
a
Définition 6.7 (Politique VPI). La politique VPI maximise l’estimation moyenne cou-
rante de la Q-fonction plus la gain espéré en choisissant l’action courante dans [’état cou-

rant :
m(a|s) = argmax (fig, (s,b) + VPI(s,a)) (6.28)
beA

L’expression analytique de VPI est donnée dans la propriété 6.1.
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Fic. 6.9 — Politique VPI illustrée.

Nous illustrons une politique VPI sur la figure 6.9. Ce type de politique est déterministe,
car gloutonne par rapport aux valeurs estimées auxquelles on ajoute le VPI, ce qui est
représenté ici pour les Q-valeurs que nous considérons depuis le début. Dans cet exemple,
le gain espéré en choisissant la deuxiéme action fait privilégier cette derniere a I'action
gloutonne (la troisieme). Les valeurs des premiére et quatrieme actions (en tenant compte
du gain espéré) sont sensiblement plus faibles.

6.4 Expérimentations

Dans cette section nous proposons un certain nombre d’expériences visant a illustrer
I'information d’incertitude disponible dans le cadre des différences temporelles de Kalman
ainsi que son utilisation. En voici un apercu :

labyrinthe : ce simple probleme de labyrinthe dans lequel ’agent doit trouver la sortie
d’une piece vise a illustrer I'information d’incertitude disponible avec le cadre de
travail proposé par KTD ;

pendule inversé : ce probleme vise a illustrer 'apprentissage actif proposé en section 6.2.
L’algorithme KTD-Q actif est considéré et nous montrons qu’utiliser la politique com-
portementale informée plutét qu’une politique totalement aléatoire accélere I'appren-
tissage ;

bandit : un bandit est un MDP avec un seul état et un certain nombre d’actions. Le
probleme est simple mais tout a fait adapté a l'illustration du comportement des
différentes heuristiques proposées pour traiter le dilemme entre exploration et exploi-
tation.

Il y aura peu de comparaisons a 1’état de l’art dans cette section (uniquement une com-
paraison a Q-learning pour le pendule inversé) car cela se justifie moins dans le contexte
présent (le premier probleme est purement illustratif, pour le deuxiéme la politique com-
portementale uniforme sert de référence et pour le troisieme la politique e-gloutonne est le
référent).
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6.4.1 Simple labyrinthe

Nous illustrons ici I'information d’incertitude obtenue dans le cadre des différences
temporelles de Kalman sur un simple probleme de labyrinthe. L’espace d’état continu et
bi-dimensionnel est le carré unitaire : (z,y) € [0,1]%. Les actions sont des déplacements
d’amplitude 0.05 vers le haut, le bas, la gauche et la droite. La récompense est +1 si
I’agent quitte le labyrinthe en y = 1 et x € [—%, %], —1 si lagent quitte le labyrinthe
eny = 1letx e [-1,3[U]3,1] et 0 partout ailleurs. L’algorithme considéré est KTD-
V. La paramétrisation est un ensemble de 9 noyaux gaussiens équi-répartis (centrés en
{0,0.5,1} x {0,0.5,1}) d’écart-type égal a 0.5. Le facteur d’actualisation ~ est fixé & 0.9.
L’agent commence dans une position aléatoire (zg,yp) avec xg échantillonné selon une
distribution gaussienne, x ~ N (%, %) et yo échantillonné selon une distribution uniforme,
Yo ~ Up,0.05)- La politique apprise est d’aller en haut avec une probabilité 0.9 et d’aller dans
une des trois autres directions avec une probabilité %. Le vecteur de parametres initial
est nul et I’a prior:i sur leur variance est Fyo = 101. Les variances des bruits sont fixées a

P, =1et P, =0I.

— 0.9
-1 08
- 0.7
-1 0.6

axe des 'y

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

axe des x

Fi1G. 6.10 — Simple labyrinthe, illustration de I'incertitude.

La fonction de valeur est bien apprise. Cependant, ce n’est pas le point que nous sou-
haitons soulever ici. L’objectif est d’illustrer I'incertitude de la fonction de valeur. L’ap-
prentissage est fait sur 30 épisodes, les résultats sont présentés sur la figure 6.10 qui montre
I’écart-type de la fonction de valeur approchée sur I'ensemble de ’espace d’état. Si 'on
considere 'axe des x, l'incertitude est plus faible au milieu de 'environnement qu’aux
bords, ce qui est expliqué par le fait que lors de I'apprentissage les trajectoires sont plus
fréquentes vers le centre du domaine (distribution gaussienne pour la position initiale z).
Si ’on considere ’axe des y, I'incertitude est plus faible au niveau de la borne supérieure
(y = 1) que preés de la borne inférieure (y = 0), ce qui est expliqué par le fait que les
valeurs rétropropagées sont moins certaines. Ainsi 'information d’incertitude inhérente a
KTD a du sens sur ce probleme simple et elle devrait s’avérer étre un outil utile pour traiter



6.4. EXPERIMENTATIONS 135

le dilemme entre exploration et exploitation, d’une part pour avoir un apprentissage plus
rapide, mais aussi un apprentissage plus sur (dans le sens ol une action dont la valeur
estimée est grande, mais associée a une forte incertitude, ne sera peut-étre pas choisie, ce
qui peut s’avérer important dans un contexte industriel).

6.4.2 Pendule inversé et apprentissage actif

Cette expérimentation consiste a apprendre le controle optimal d’un pendule inversé,
tel que décrit par [73] ainsi que dans la section 3.8.2. La méme paramétrisation est choisie
et nous rappelons les résultats de 'apprentissage de la politique optimale a partir d’une
politique totalement exploratrice illustrés figure 3.9.

Nous expérimentons ici la forme d’apprentissage actif (exploration pure) présentée sec-
tion 6.2. La politique suivie n’est plus uniformément aléatoire, mais pondérée par 'incer-
titude associée aux actions. La longueur moyenne d’un tel épisode est de 11 pas, ce qui
change peu par rapport a une politique totalement aléatoire (10 pas). La durée d’un épi-
sode ne peut donc étre que faiblement responsable de ’amélioration des résultats. Pour
chaque essai, 'apprentissage est fait sur 300 épisodes. Moins d’épisodes sont considérés
pour montrer 'accélération de la convergence, asymptotiquement les deux variations de
KTD se comportent aussi bien. Tous les 25 épisodes 'apprentissage est gelé et les poli-
tiques évaluées comme précédemment, avec la méme mesure de performance. Les résultats
de la figure 6.11 sont moyennés sur 100 essais. Notons que 1’échelle n’est plus logarithmique.
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F1G. 6.11 — Pendule inversé, apprentissage actif.

Cette expérience compare KTD-Q actif a KTD-Q et Q-learning. En comparant les deux
variantes de KTD, il est clair que choisir les actions en fonction de l'incertitude accélére
la convergence. Cette derniere est quasiment doublée sur les 100 premiers épisodes : par
exemple, une performance moyenne de 1500 pas est obtenue apres seulement 25 épisodes
avec KTD-Q actif, alors qu’elle n’est atteinte qu’apres environ 50 épisodes par KTD-Q. De
plus, le fait d’étre en échelle non-logarithmique met encore plus en avant les mauvaises per-
formances de ’algorithme ()-learning avec approximation, la paramétrisation de la fonction
de valeur étant la méme.
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6.4.3 Bandits

Dans cette section nous proposons d’étudier et de comparer les différents schémas d’ex-
ploration/exploitation proposés section 6.3 sur un probleme de bandits et d’analyser dans
une certaine mesure l'influence des différents parametres. Un probleme de bandits est par-
ticulierement simple, il peut étre modéliser par un MDP a 1 état et dont le facteur d’ac-
tualisation est nul. Cependant, c’est un probléme souvent choisi pour tester cet aspect, car
les résultats sont facilement interprétables. Surtout, cette étude a un objectif prospectif :
I'idée est de montrer que I'information d’incertitude fournie par KTD peut étre utile et non
pas de tenter de résoudre le dilemme entre exploration et exploitation.

Description du benchmark

Le probleme considéré ici est un bandit a N bras. Le MDP correspondant a un état,
N actions et le facteur d’actualisation est logiquement nul (il n’y a pas de transitions).
Chaque action a produit une récompense de 1 avec une probabilité p, et une récompense
de 0 avec une probabilité de 1 — p, (distribution de Bernouilli). Pour une action a*, choisie
aléatoirement parmi les actions possibles, cette probabilité est fixé a p,» = 0.6. Pour toutes
les autres actions, les probabilités correspondantes sont tirées aléatoirement entre 0 et 0.5 :
Pa ~ Ujp 0.5, Ya # a*. Les résultats que nous présentons sont moyennés sur 1000 expériences
et pour chaque expérience le benchmark est généré aléatoirement. Chaque expérience est
conduite sur 6000 interactions entre ’agent et le bandit. Les figures montrent le pourcentage
de choix de ’action correspondant au bras optimal en fonction du nombre d’interactions.
Comme bruit d’évolution pour KTD, nous choisissons un bruit adaptatif du type P,, =

77-Pz'—1|i—1'

Premieéres expérimentations

Pour cette premiere série d’expérimentations, nous comparons les différentes approches
proposées pour un jeu de parametres donné. L’algorithme considéré est KTD-SARSA,
combiné & 'une des politiques proposées. Nous fixons le nombre de bras du bandit & N = 10.
Le vecteur de parametres initial est nul, éo|o = 0 et la variance associée est choisie égale
a Py = 10711 (représentation tabulaire de la Q-fonction). Le bruit d’observation est fixé
a P,, = 1. Le bruit de process est nul, 7 = 0. Pour les politiques e-gloutonnes (informée
ou non), le facteur € est fixé a 0.1. Pour la politique Bayes-gloutonne, le parametre libre
v est choisi égal a 1. Pour la politique confiante gloutonne, la parametre « est choisi égal
a 3, ce qui correspond a un intervalle de confiance & 95% (toujours sous hypothese d’une
distribution gaussienne). Pour la méthode basée sur 1’addition d’un bonus d’exploration,
nous choisissons By = 1, relativement arbitrairement, et 3 = 10 de fagon a avoir un bonus
initial de l'ordre du cumul de récompenses maximal (I’écart-type initial de la @Q-fonction
pour un couple état-action donné se déduit simplement de 1’a prior: sur la variance des
parametres). Pour résumer :

N =10 (e=0.1

n=20 v=1

Pop=10""1 et =3 (6.29)
fojp = 0 Bo=1

P, =1 £ =10




6.4. EXPERIMENTATIONS 137

Le probleme considéré ayant 10 bras, une politique totalement aléatoire choisirait la bonne
action une fois sur 10 en moyenne, ce qui correspond & une performance de 0.1 selon
notre critere de mesure. Notons également qu'une politique purement gloutonne choisirait
systématiquement 'action pour laquelle la premiere récompense positive a été observée,
étant donnée l'initialisation des parametres. Les résultats sont présentés figure 6.12.
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F1G. 6.12 — Bandits, comparaison des différentes approches.

La politique e-gloutonne tend asymptotiquement vers une valeur proche de 1 (il n’y
a cependant assez d’itérations sur la figure pour voir cette asymptote), la distance a 1
dépendant de la valeur de e. La convergence est relativement lente. La politique e-greedy
informée est légerement meilleure. Tirer les actions selon l'incertitude associée améliore
légerement les résultats. Cependant, la vitesse de convergence est sensiblement la méme.
La politique Bayes-gloutonne converge rapidement dans un premier temps, puis elle reste
coincée sur un palier, avec d’ailleurs trés peu de variance. Nous pensons que cela peut étre
expliqué de la fagon suivante : la variance tend trop rapidement vers 0, KTD devient donc
trop confiant en ses propres estimations (effet amplifié par I’exponentielle). En conséquence,
la politique aura tendance a choisir les actions dont elle est le plus siir, plutot que les actions
les plus prometteuses. Il est possible de compenser ce probléeme en jouant sur le parametre
libre v, comme nous le verrons par la suite. La politique confiante-gloutonne, basée sur
I’estimation de I'intervalle de confiance, se comporte plutot bien. La convergence est assez
rapide (plus que du e-glouton, informé ou non) et le comportement asymptotique semble
correct. La politique bonus-gloutonne fournit ici les meilleurs résultats. La convergence est
tres rapide et le comportement asymptotique est excellent (tres proche de 1, avec tres peu de
variance). La aussi le choix des parametres libres joue et ils semblent avoir été mieux choisis
que v. La politique de Thompson présente des résultats tres proches de la politique basée
sur 'intervalle de confiance. Enfin, la politique basée sur la valeur de 'information converge
trés rapidement dans un premier temps, mais elle atteint tres vite un palier relativement
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faible qu’elle ne quitte plus. Nous pensons qu’ici le probleme est similaire a celui qui se
pose pour la politique Bayes-gloutonne, KTD devient trop rapidement trop confiant en ses
estimations. Seulement, il n’y a pas ici de parametre libre sur lequel jouer pour compenser
ce probleme.

Influence des parametres libres

Nous étudions ici succinctement 'influence des parametres libres pour les politiques
Bayes-gloutonne et bonus-gloutonne. Nous nous intéressons d’abord au premier type de
politique. La variance initiale de la valeur de chaque action est liée a I’a priori Py et vaut
dans notre cas 03 = % trace(PO‘o). Or on peut souhaiter que I’écart-type initial considéré
dans la politique Bayes-gloutonne soit plutot proportionnelle au cumul maximal de récom-
penses qu’il est possible d’espérer. Nous proposons donc de choisir le parameétre v de la
fagon suivante :

1- 1
v= ool =7) avec 09 = 4/ + trace(Fy|0) (6.30)

T'max
Nous allons donc nous intéresser aux résultats de la politique Bayes-gloutonne, dans le
cas ol ¥ = 1 comme précédemment et en utilisant le schéma proposé. Mais avant cela
intéressons nous au choix des parametres libres pour la politique bonus-gloutonne.
Pour I'approche utilisant un bonus d’exploration, il y a deux parametres libres a choisir,
B et 5. Nous avons proposé de prendre le premier égal a 1 et de choisir le second de telle
fagon que le bonus initial soit ’i‘i—"‘;‘, c’est-a-dire :

2
max 1
B~ lr_afy ﬂO:gUo avec g = N trace(Pojo) (6.31)

Nous allons étudier les courbes correspondantes a Fy = 0.1 et By = 10. Nous présentons les
résultats figure 6.13, avec une politique e-gloutonne comme référence.

L’heuristique introduite sur v améliore globalement les résultats. La convergence est
moins rapide au départ, mais le comportement asymptotique est bien meilleur, il est équi-
valent au meilleur que nous ayons obtenu jusqu’ici. Pour la politique basée sur un bonus
d’exploration, les performances sont plutét dégradées par rapport a celles que nous avons
déja obtenues. Si le parametre [y est choisi trop petit, la politique devient rapidement trop
confiante et la performance stagne sur un palier assez bas. Si Gy est trop grand, la politique
ne stagne pas mais la convergence est beaucoup plus lente (la réduction de l’exploration
est moins rapide). Il serait également possible de jouer sur le rapport entre le bonus initial
et le cumul maximal de récompenses (ce qui reviendrait, pour un 3y donné, & multiplier le
(3 correspondant par une constante).

Ainsi, avec ce type d’approche, on peut obtenir de tres bon résultats (politique bonus-
gloutonne bien réglée par exemple) comme de plus mauvais (politique bonus-gloutonne
mal réglée par exemple). Cela dépend du choix des parametres, qui dépend du probleme
d’intérét et des parametres choisis pour KTD. Ce sont d’ailleurs ces parametres que nous
étudions a présent.

Influence du bruit d’observation

Dans la section précédente nous avons choisi un bruit d’observation relativement im-
portant. Cependant, comme la représentation de la Q-fonction est tabulaire, c’est-a-dire
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FiG. 6.13 — Bandits, influence des parametres libres.

comme elle est exacte, nous pouvons choisir un bruit arbitrairement petit (pratiquement il
faut éviter les valeurs trop faibles pour des questions de stabilité numérique). De plus, le
choix du bruit d’observation a une influence sur la vitesse de convergence de 'algorithme
(ou de traque lorsque le cas non-stationnaire est envisagé). Lorsque une représentation
exacte est possible, plus le bruit d’observation est petit, plus la convergence est rapide.
Cependant, la mise a jour de la variance est proportionnelle & 'inverse de la variance du
bruit d’observation, en baissant sa valeur il y a donc un risque que KTD devienne trop
confiant, comme nous 'avons déja observé précédemment. Nous étudions cet aspect ici. Le
bruit d’observation est choisi égal a P,, = 1073, le facteur v est choisi tel que v = V101,
By et B valent respectivement 1 et 10, tous les autres parametres ne sont pas modifiés. Les
résultats sont présentés figure 6.14.

L’influence de la valeur du bruit sur la vitesse de convergence peut s’observer sur les
politiques e-gloutonnes. Leur convergence est plus rapide maintenant que le bruit d’ob-
servation est plus faible. Informer la politique e-gloutonne améliore toujours un peu les
performances dans la premiere phase de convergence, mais il n’y a plus de différences signi-
ficative sur la phase asymptotique (ce qui est somme toute logique). Pour toutes les autres
politiques proposées, la convergence est rapide dans un premier temps, mais les politiques
se retrouvent tres rapidement coincées sur un palier, plus ou moins haut selon ’approche.
Rappelons que baisser la valeur du bruit d’observation accélere la convergence. Dans ce
cas, la variance sur les parametres tend également plus rapidement vers 0, ce qui a pour
effet de rendre KTD trop rapidement trop confiant en ses estimations, ce qui explique ces
phénomenes de palier.

Ici encore il est possible d’envisager de jouer sur les parametres libres pour améliorer le
comportement des politiques qui peuvent étre réglées de cette facon et nous allons 'illustrer
apres avoir introduit une nouvelle heuristique. Remarquons d’abord que la mise a jour des
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F1G. 6.14 — Bandits, influence du bruit d’observation.

parametres se fait en fonction du gain de Kalman et de I'erreur de prédiction, alors que
la mise a jour de la variance se fait en fonction du gain de Kalman et de la variance de
I'innovation. Cette derniére variance se réduit a la variance du bruit d’observation lorsque
la variance sur les parametres est suffisamment faible. Nous proposons donc de diviser le
facteur § par la variance du bruit d’observation et de multiplier le facteur v par I’écart-type
de ce méme bruit, de fagon a ralentir (artificiellement) la convergence de la variance :

1— 1

v = M\/_PinZ avec og = {/ — trace(P0|0) (632)
Tmax N
1 rmax o + 03 1

ON BTy og e o0 =y trace(Fo) (6:33)

Les résultats correspondants sont présentés figure 6.15.

Il apparait que les heuristiques introduites sont efficaces dans ce cas. Pour la politique
Bayes-gloutonne, la convergence est plus lente que pour la politique e-gloutonne. Cepen-
dant, le comportement asymptotique est meilleur. Pour la politique bonus-gloutonne la
convergence est légerement plus lente que la politique e-gloutonne au départ, mais elle
atteint un comportement asymptotique tres proche de 1 trés rapidement. Ainsi un choix
judicieux des parametres libres permet d’obtenir un bon compromis entre exploration et
exploitation, ainsi que de bonnes performances asymptotiques. Cependant nous n’affirmons
pas que les heuristiques proposées sont toujours adaptées.

Ainsi, nous avons vu que si ’on ne prend pas de précaution, la plupart des heuristiques
proposées atteignent tres rapidement des paliers sous-optimaux. L’origine de ce probleme
est le suivant : les heuristiques proposées (sauf la politique e-gloutonne informée et la bonus-
gloutonne) utilisent la valeur absolue de la variance et pas une valeur relative comme le
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Fi1G. 6.15 — Bandits, influence du bruit d’observation et des parametres libres.

schéma d’apprentissage actif par exemple. Or la valeur de cette variance et son évolution
dépendent beaucoup des parametres choisis pour KTD. Pour pouvoir utiliser ces schémas
systématiquement, il faudrait pouvoir normaliser l'information d’incertitude disponible,
c’est ce que nous avons plus ou moins fait en proposant des heuristiques pour les parametres
libres des politiques qui en acceptent. Une autre approche est d’ajouter du bruit d’évolution,
de fagon a tempérer la certitude qu’a K'TD en ses estimations. On pourrait penser que 1’on
mesure simplement I'incertitude qu’on ajoute, mais en fait ’expérience montre que cette
approche améliore I’apprentissage en évitant une convergence trop rapide de KTD combiné
a 'une des politiques présentées, potentiellement vers la mauvaise solution.

Influence du bruit d’évolution

Pour étudier l'influence du bruit d’évolution, nous reprenons les valeurs précédentes
pour les différents parametres (valeurs avec lesquelles la figure 6.14 a été produite, donc
sans inclure les heuristiques relatives au bruit d’observation), sauf pour le bruit d’évolution.
Nous considérons un bruit adaptatif, comme annoncé, avec n = 10~2. Pour des questions
de stabilité numérique, pour la politique Bayes-gloutonne nous autorisons une variance
minimale de 1075. Les résultats sont présentés figure 6.16.

Avec l'ajout d’un bruit de process, le comportement des politiques e-gloutonnes est le
méme que sans, excepté des performances asymptotiques légerement dégradées. La poli-
tique Bayes-gloutonne ne profite que trés peu de I’ajout de ce bruit (le palier atteint est
légerement plus haut). Cependant, pour les quatre autres politiques, le changement est no-
table. La convergence est un peu plus lente, mais le comportement asymptotique est bien
meilleur (avec un léger avantage de la politique VPI). Ainsi l'ajout du bruit de process
réduit la certitude de KTD en ses estimations, ce qui s’avere bénéfique pour les schémas
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d’exploration/exploitation que nous avons proposés.

6.5 Bilan

Dans ce chapitre, nous avons montré comment calculer simplement 'incertitude liée aux
estimations faites de la fonction de valeur ou de qualité, en utilisant la matrice de variance
des parametres et ceci que la paramétrisation soit linéaire ou non. Nous ’avons tout d’abord
utilisée dans une forme d’apprentissage actif, que nous avons montré sur un probléeme de
pendule inversé accélérer ’apprentissage dans le contexte de KTD-Q. Nous avons également
adapté un certain nombre de méthodes de ’état de 'art traitant le dilemme entre explo-
ration et exploitation au cadre de travail de KTD, 'idée étant de voir que l'information
d’incertitude est utile. Nous avons montré sur un simple probleme de bandits qu’effective-
ment elle permettait d’obtenir de bons résultats, cependant assez fortement dépendants du
réglage de l’algorithme (ce que nous avons essayé de tempérer en introduisant quelques heu-
ristiques, visant principalement & “normaliser” cette information d’incertitude). Toutefois,
I’idée de ce chapitre n’était pas de résoudre le probleme du dilemme entre exploration et
exploitation, mais plutot de montrer que I'information d’incertitude qui peut étre obtenue
a du sens et peut étre utile. De ce point de vue le contrat est rempli, ce que nous pensons
ouvrir d’intéressantes perspectives.



Chapitre 7

Un algorithme acteur-critique

Les méthodes que nous avons proposées jusqu’a présent peuvent étre qualifiées de “cri-
tique pur”. Une estimation de la fonction de valeur (ou de qualité) est faite et la politique
en est déduite directement (politique gloutonne, e-gloutonne, de Gibbs, et caetera). Il n’y
a pas de représentation a part entiere de la politique. Un inconvénient de ce type d’ap-
proche est que 'on ne peut pas forcément garantir la qualité de la politique déduite de la
Q-fonction approchée, méme dans les cas ou I'on peut donner certaines bornes sur 'erreur
faite sur la Q-fonction. Un autre probleme concerne les grands espaces d’action. Que le
schéma considéré soit I'itération de la valeur ou de la politique, il y a forcément un moment
ou il faut calculer un max (ou éventuellement un argmax), ce qui devient un probléme
d’optimisation a part entiere lorsqu’il y a trop d’actions. Pour l'itération de la valeur, c’est
la résolution de I’équation de Bellman qui pose probleme, pour l'itération de la politique
c’est la phase d’amélioration qui peut s’avérer complexe.

Au contraire, d’autres approches adoptent une représentation de la politique et cherchent
directement la politique optimale, sans passer par I’estimation d’une fonction de valeur. Ces
méthodes sont généralement qualifiées de “recherche directe dans I’espace des politiques”
ou encore “acteurs purs”. Un classique de ce type de méthodes est le gradient sur la poli-
tique [98, tome 2, chapitre 3]. Une représentation paramétrique de la politique est choisie
et les parametres sont corrigés en suivant une montée de gradient (du cumul espéré des
récompenses selon les parametres de la politique), ce gradient étant généralement estimé
par simulation de Monte Carlo. L’avantage de ce type d’approches est que 'on cherche
directement dans ’espace des politiques et que les espaces d’action continus ne posent
pas particulierement probleme. Un autre avantage est que certaines de ces approches ne
nécessitent pas d’hypothese markovienne, ce que nous ne développerons pas plus. Cepen-
dant, I’estimation de la correction a apporter aux parametres peut étre cotiteuse en termes
d’échantillons voire en temps de calcul.

L’idée des architectures acteur-critique, que nous avons déja brievement présentées au
chapitre 2, est de méler ces deux paradigmes. Deux représentations distinctes sont main-
tenues, une pour la politique ('acteur) et 'autre pour la fonction de valeur (le critique).
Le critique estime la performance de ’acteur, qui utilise cette estimation pour corriger
sa représentation. Potentiellement, ce type d’approche pourrait permettre de combiner les
avantages des deux paradigmes, notamment l’efficacité en terme d’échantillons que peuvent
présenter les méthodes critique pur et la gestion naturelle des grands espaces d’action que
présentent généralement les méthodes acteur pur. De plus, ce type de méthode gere habi-
tuellement implicitement le dilemme entre exploration et exploitation. Dans ce chapitre,
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nous introduisons une méthode acteur-critique dont le critique est KTD(A) et dont I'ac-
teur est corrigé en utilisant un gradient naturel [1]. Nous appelons cette méthode KNAC
(Kalman-based Natural Actor-Critic).

7.1 Un algorithme introductif

Nous présentons d’abord 1'un des premiers algorithmes acteur-critique a avoir été pro-
posé (présenté notamment dans [105]), traitant le cas tabulaire. Il est relativement simple
et 'objectif ici est a travers cet exemple d’illustrer les idées sous-jacentes a ce type d’ap-
proches.

ACTEUR

™ politique
%

CRITIQUE / J

r /
: | valeur |~ .
etat erreur TD action

récompense

systeme

F1G. 7.1 — Architecture acteur-critique générale (bis).

Nous rappelons figure 7.1 lillustration d’un schéma acteur-critique, déja donnée fi-
gure 2.4. agent est composé de deux entités, 'acteur et le critique. L’acteur, qui repré-
sente la politique, choisit les actions a appliquer au systéme. Le critique, qui représente la
fonction de valeur, c¢’est-a-dire la performance de ’acteur, critique les actions prises par ce
dernier. Chaque entité maintient sa propre représentation. Les espaces d’état et d’action
sont supposés de cardinaux suffisamment faibles pour qu’une représentation tabulaire soit
possible. Le critique, dont le but est d’évaluer les choix de l'acteur, est représenté par |S|
parametres, chacun correspondant a l’estimation de la valeur d’un état donné. L’acteur,
quant a lui, doit coder la politique, qui est ici considérée stochastique. Il maintient ainsi
|S| x |A| parametres 7 (s, a) qui sont utilisés sous la forme d’une distribution de Gibbs :

#(als) = X UE(5:0)) (7.1)

B ZbEA CeXp (7%(37 b))
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11 est clair que plus le parametre 7 (s, a) sera grand, plus l'action a aura de chance d’étre
choisie.
Au pas de temps i, le systeme se trouve dans un état s;. L’acteur choisit I'action a;
a appliquer selon la politique qu’il maintient, c¢’est-a-dire selon 7(.|s;). Le systeme évolue
en suivant sa propre dynamique vers un nouvel état s;,1 et le critique regoit I'information
de récompense r;, qui est 'information locale de la qualité du controle. A partir de cette
récompense et de son estimation actuelle de la fonction de valeur, le critique calcule I’erreur
de différence temporelle : X R
0 =1 + ’)/V(Si_H) — V(SZ) (72)

Cette erreur a deux objectifs, mettre a jour le critique, mais aussi ’acteur. Pour le critique,
elle sert & corriger la représentation de la fonction de valeur, c¢’est I'algorithme TD classique :

V(si) — V(si) + by (7.3)

L’erreur de différence temporelle est également utilisée pour mettre a jour 'acteur. En effet,
si cette derniere est positive, cela signifie que la récompense prédite (en utilisant I’estimation
de la fonction de valeur, cette prédiction prend donc en compte le long terme) est moindre
que la récompense observée et I'action a; devrait étre renforcée. Si au contraire l'erreur de
différence temporelle est négative, 'action a; n’a pas un aussi bon effet qu’escompté et la
probabilité de la choisir devrait baisser. La mise a jour suivante de l'acteur est proposée
dans [105] :

7AT(SZ', ai) — 7?(81', ai) + 0;9; (7.4)

Dans cette expression, 3; est un taux d’apprentissage, potentiellement différent de «;. Il est
clair qu’avec ce type d’architecture, il n’y a pas besoin de faire de recherche de maximum,
dans la mesure ou les parametres de la politique sont directement modifiés. L’amélioration
de la politique ne passe pas par une une phase gloutonne, mais par la mise a jour directe
de sa représentation.

Il est assez aisé de comprendre ce qu’il se passe. Pour une politique m donnée, si la
fonction de valeur est bien estimée et pour une action choisie dans un état donné, ’erreur
de différence temporelle représente ’avantage qu’il y a a choisir cette action par rapport
a celle préconisée par la politique. En effet, si I’action est choisie selon la politique, alors
en moyenne 'erreur de différence temporelle est nulle (on vérifie I’équation d’évaluation de
Bellman). Si une action menant & un plus grand cumul de récompenses est choisie, alors
en moyenne 'erreur de différence temporelle est positive, d’amplitude d’autant plus grande
que 'on améliore la qualité du controle. Par contre, si 'action mene a un plus faible cumul,
Ierreur sera négative en moyenne. Cette notion d’avantage, qui peut également étre vue
comme étant la différence entre la qualité d’un couple état-action et la valeur de cet état, va
s’avérer importante pour la suite. En effet, pour un état donné, ce n’est pas tant la valeur
de chaque action qui est importante que leurs valeurs relatives. Nous y reviendrons.

Nous avons présenté cet algorithme dans un but pédagogique, afin d’illustrer simple-
ment les idées sous-jacentes aux architectures acteur-critique. Historiquement, les premiers
algorithmes d’apprentissage par renforcement étaient du type acteur-critique. Il y a deux
raisons principales a cela : d’'une part, ce type d’architecture est la base neuro-physiologique
du renforcement [97]; d’autre part, avant I'introduction de la fonction de qualité [121], il y
avait peu d’autres solutions pour se passer explicitement du modele du MDP. Apres 'intro-
duction de cette Q-fonction, la recherche a eu tendance a se focaliser sur les méthodes de
type critique pur, au détriment des architectures acteur-critique. L’un des problemes de ces
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dernieres était la difficulté de les combiner de fagon satisfaisante a des schémas d’approxi-
mation de la fonction de valeur. A la fin des années 90, des travaux comme [71] ou [107]
on relancé la recherche dans ce domaine en introduisant un point de vue plus formel de la
combinaison de ce type d’architectures avec des schémas d’approximation. L’introduction
du gradient naturel pour la phase d’amélioration de la politique [83] a également contri-
bué a populariser ces approches. L’algorithme que nous proposons est basé sur ces travaux
(ainsi que sur les différences temporelles de Kalman), nous les résumons maintenant.

7.2 Un peu de théorie

Nous commencons par poser quelques notations et fournir quelques résultats nécessaires,
notamment concernant le gradient de la politique, la notion de paramétrisation compatible
ainsi que le gradient naturel d’une politique. La premiere étape est une réécriture de la
performance de la politique, nécessaire a I’expression analytique de son gradient.

Supposons qu’il y ait un état initial sg (ceci n’est pas restrictif pour notre discours, il
suffit de remplacer I’état initial par une distribution sur les états initiaux). Notons r(s, a)
la récompense moyenne du couple état-action (s,a) :

r(s,a) = Eyisa [r(s,a,s’)] = Z p(s'|s,a)r(s,a,s") (7.5)
s'es

Comme sq est I’état initial, la performance d’une politique 7 est la fonction de valeur prise
en cet état initial, c’est-a-dire V™ (sp), que l'on réécrit :

p(m) = E

s .
Z v'ri|s0, 71'] (7.6)
i=0

Nous définissons d™(s), la pondération actualisée de la probabilité de visiter ’état s au
cours de la trajectoire en démarrant dans 1’état sg et en suivant la politique 7 :

o0

d"(s) = (1—7) Z’yi Pr(S; = s|so, ) (7.7)
=0

Le cumul espéré de récompenses partant de sy et suivant 7, autrement dit la performance
de la politique, peut se réécrire en fonction de d”.

Propriété 7.1 (Réécriture de p). La mesure de performance p(m) de la politique m peut
se réécrire :

) = 7= S0 () X wlals)r(s.a) (79)

ses acA
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Démonstration. Montrer ce résultat est un simple travail de réécriture [107].
p(r) =E

o0
E ~¥'rilso,
i=0

o0

= +'Elrilso, 7]

0

Z*yi Z Pr(S; = s, A; = also, m)r(s,a)

=0 5,a€ESXA

nyi (Z Pr(S; = s|so, ) Z m(als)r(s, a))

1=0 seS acA

= Z (Z 7 Pr(S; = s]so, 7r)> Z m(als)r(s,a) (7.9)
ses

=0 acA

Ceci montre le résultat. Le facteur 1 — ~ est introduit de fagon a ce que d™ soit une
distribution (il faut pour cela que d™ somme a un sur I’ensemble des états). Etant donné
que ’on cherche la politique qui maximise ce critere, 'introduction de ce facteur ne change
rien au probleme d’optimisation sous-jacent. ]

7.2.1 Gradient de la performance

Soit la politique 7, paramétrée par le vecteur w. L’objectif est de déterminer le vecteur
de parametres qui maximise la performance de la politique associée, que nous notons p(w)
par abus de notation :
w* = argmax p(7,) = argmax p(w) (7.10)
w w
Les approches de gradient sur la politique (qui sont du type acteur pur, d’apres la dé-
nomination que nous avons donnée précédemment), consistent a corriger les parametres
proportionnellement au gradient de la performance p (montée de gradient) :

Aw = aVp(w) (7.11)

Les approches varient principalement selon leur facon d’estimer ce gradient. Un résultat
important exprime analytiquement ce dernier a ’aide de la fonction de qualité de la poli-
tique associée. Le résultat en question est souvent appelé Policy Gradient Theorem, ce que
nous traduisons par gradient-politique, dans la mesure ou c’est le gradient de la mesure de
performance que ’on cherche a maximiser par rapport aux parametres de la politique qui
est calculé.

Théoréme 7.1 (Gradient-politique). Soit b € RS une fonction quelconque sur les états
a valeurs réelles. Pour le cott ~v-pondéré, le gradient de la performance p s’écrit :

Vupw) = — d™(s) Y (Vumu(als)) (Q™(s,a) + b(s)) (7.12)

=1_
v sesS a€A

Démonstration. Ce résultat, qui est également valable pour le cotit dit moyen (la définition
de d™ étant alors différente), est prouvé par [107] dans le cas ot b = 0. L’extension & b € R®
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quelconque se retrouve dans [107, 13] sous des formes légerement différentes (dans le sens
ou ce résultat est énoncé, mais pas dans le théoreme méme). Toujours est-il que montrer
que la relation est vraie pour tout fonction b est simple. Il suffit de remarquer que :

> Vomu(als)b(s) =b(s) > Voma(als)

acA a€A

=b(s)V., (Z Ww(a|s)>

acA
= b(s)Vo(1) = 0 (7.13)

O]

Un aspect important de ce gradient est qu’il ne fait pas intervenir de terme de la forme
Vd™. Leffet du changement de la politique sur la distribution des états n’apparait donc
pas, ce qui est pratique d’un point de vue échantillonnage (pour obtenir des estimateurs
non biaisés du gradient). Le probleme pour estimer ce gradient est que Q™ n’est pas connu
a priori. Une premiere approche pourrait étre de I'estimer avec une simulation de Monte-
Carlo, ce qui est fait par exemple dans [124] et est une méthode acteur pur.

7.2.2 Gradient et approximation de la valeur

Une autre approche, qui semble plus intéressante, est de remplacer Q™ par une estima-
tion obtenue par exemple avec une méthode de différences temporelles. Cela est possible,
sous certaines conditions, grace a un résultat proposé simultanément par [107] et [71] (ce-
pendant seulement pour le colit moyen dans [71]). Avant de I’énoncer, nous définissons la
notion de paramétrisation compatible.

Définition 7.1 (Paramétrisation compatible). Soit m, une politique paramétrée par
w, telle que la probabilité de toute action soit strictement positive et fyg une fonctionnelle
paramétrée par le vecteur de parametres 0. La paramétrisation fy est dite compatible avec
la politique paramétrée m, si :

Vofo =V, In(n,) (7.14)

Il est a noter qu’a priori la seule facon de vérifier cette condition est que fy soit linéaire
en ces caractéristiques :

fo(s,a) = (Vo In(my)(als)” 6 + cte (7.15)

Dans la suite de ce chapitre, sauf mention du contraire, nous supposerons le terme constant
nul. Cette notion de paramétrisation compatible ayant été introduite, nous pouvons énoncer
un second résultat, qui permet d’exprimer le gradient de la performance par rapport aux
parametres de la politique en fonction d’une approximation de la fonction de valeur.

Théoréme 7.2 (Gradient-politique avec approximation). Soient by,by € RS deuz
fonctionnelles quelconques. Soit fg compatible avec la paramétrisation de la politique m,,.
Supposons que fy soit une “bonne” approximation de Q™ , dans le sens ot 0 est un mini-
mum local de l'erreur quadratique entre la fonction de qualité et sont approrimation :

Vo (Z d™(s) Y mu(als) (Q™ (s, a) — bi(s) — fo(s, a))2) =0 (7.16)

seS acA
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Alors le gradient de p par rapport aux paramétres de la politique peut se réécrire en fonction
de l’approzimation de la Q-fonction :

V(e *de 53" Vamalals) (fo(s.a) + ba(s) (7.17)

sES acA

Démonstration. Ce résultat est également montré par [107], sous une forme légérement
différente : la condition de gradient sur 6 (7.16) est exprimée sous une forme différente (mais
équivalente) et il n’y a pas les bases by et be. Nous avons déja montré dans le théoreme 7.1
que l'introduction de la base by ne modifiait pas le gradient. La preuve est similaire pour
la condition de bonne approximation :

’ (Z A (3) 3 m(als) (@ (5, @) — bu(s) — fols, a>>2> =0

ses a€A

&Y d™(s) Y m(als)Ve (@™ (s,a) — bi(s) — fo(s,a))” = 0

seS a€A

&Y d™(s) Y mulals) (Qm(s,a) —bi(s) — fo(s,a)) Vofo(s,a) =0 (7.18)

seSs acA

Or fy vérifie la condition de compatibilité, donc :

> mo(als)bi(s) Vo fo(s,a) = bi(s) Y mu(als) Ve In(m,)

acA a€A

Vo (Z ﬂw(a\s)> =0 (7.19)

acA

Ainsi, nous avons :

&Y d™(s) Y mulals) (Q(s,a) = bi(s) = fa(s,a)) Vo fo(s,a) =0

sES acA
&Y d™(s)Y  mlals) (Q™(s,a) — fa(s,a)) Vofo(s,a) =0
sES a€A
&V (Z d™(s) Y mu(als) (@™ (s,a) — fe(s,a))Q) =0 (7.20)
seS a€A

Notons que ’avant derniere équivalence est la condition de bonne approximation telle qu’ex-
primée par [107]. On retrouve alors la méme formulation que dans cet article, ot est montré
le résultat. O

Quelques commentaires concernant ce résultat peuvent étre faits. Tout d’abord, les
bases by et by n’affectent pas les résultats, mais comme noté par [107], ce choix peut influer
sur la variance de l'estimation du gradient. Sans perte de généralité, on peut donc supposer
by = 0. De plus, il est montré dans [14, 13] (pour le critére moyen cependant et non
~v-pondéré) que la base b optimale (théoreme 7.1) d’'un point de vue minimisation de la
variance de l'estimateur de la QQ-fonction est en fait la fonction de valeur : b = —V7™. La
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fonction fy est centrée pour chaque état (respectivement aux actions) :

S m(als)fols,a) = 3 m(als) (Vo In(m(als)) 0

acA acA
= 0" " m,(als) Ve In(m,(als))
acA
=0T Z Vumw(als) =0 (7.21)
a€A

I1 vaut donc mieux penser & fy comme une approximation de la fonction avantage [5] qu’a
une Q-fonction, cette fonction avantage étant définie par :

A" (s,a) = Q" (s,a) — V™ (s) (7.22)

Nous avons introduit cette notion d’avantage dans la section 7.1. Elle quantifie le gain
qu’apporte une action donnée par rapport a celle préconisée par la politique, en terme de
cumul de récompenses. Le probleme de cette fonction avantage, comme nous le verrons par
la suite, est qu’elle ne peut pas étre définie & partir d’'une équation de Bellman. D’autre
part, en supposant le résultat de [13] sur la base optimale également correct dans le cas du
critere y-pondéré, la base by peut étre considérée comme nulle. Ces remarques concernant
ces bases, qui ne changent pas les résultats (excepté éventuellement d’un point de vue
variance des estimations), sont intéressantes dans la mesure ou elle mettent en avant le
fait que ce n’est pas la valeur absolue d’'un couple état-action qui est importante, mais la
différence de valeur entre les différentes actions, pour un méme état, qui l’est.

Il est & noter que ce théoréeme de gradient avec approximation de la fonction de valeur a
également (et parallelement) été donné par [71, 72] dans le cas du critére moyen. Le résultat
n’est pas tout a fait identique, notamment la condition de compatibilité est plus large (il est
demandé une inclusion plutot qu’une égalité), ce qui permet une représentation plus riche
pour fy, mais basiquement 1’idée est la méme. A partir de ces résultats il est possible de
dériver des algorithmes pratiques, voir par exemple les algorithmes de [71] ou I’algorithme 1
de [14]. L’idée générale est de choisir un approximateur de la fonction de valeur qui joue
le role de critique, tout en utilisant une représentation compatible, puis de corriger les
parametres de la politique en effectuant une montée de gradient, ce dernier étant estimé a
I’aide de I’approximation de la valeur. Cependant, ’approche que nous proposons utilise la
notion de gradient naturel plutot que celle de gradient classique.

7.2.3 Gradient naturel

L’idée du gradient naturel [1] est de suivre la plus grande pente relativement a la
métrique de Fisher plutot que dans I'espace des parametres, comme cela est fait pour le
gradient classique. Le gradient naturel V est défini par :

Vun(w) = G~ (@) Vaup(®) (7.23)

Dans cette expression, G(w) est la matrice d’information de Fisher, elle est définie par (voir
par exemple [83] ou [13]) :

G(w) = Esudro g, [VW In(m,(als)) Ve ln(ﬁw(a|s))T] (7.24)
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En apprentissage supervisé il a été montré que le gradient naturel (qui est une approche
du second ordre, via la matrice de Fisher) pouvait permettre d’améliorer significativement
les résultats par rapport au gradient classique [1]. L’approche a également été utilisée dans
un contexte d’acteur pur par [63] (montée de gradient sur la politique, en utilisant un
gradient naturel plutot que le gradient classique). Dans le contexte qui nous intéresse, le
probleme qui peut se poser est 'estimation de I'inverse de la matrice de Fisher. Cependant,
un résultat important permet de s’en affranchir [83, 82, 81].

Théoréme 7.3 (Gradient naturel de la performance). Soit fy une approzimation de
la fonction avantage vérifiant les hypothéses du théoréme 7.2. Le gradient naturel vérifie
alors :

Vup(w) =0 (7.25)
Démonstration. D’apres le théoreme 7.2, sous ces hypotheses nous avons :
1
Vop(w) = - D d™(s) > Vam(als)fo(s, a) (7.26)
ses acA

Or d’une part nous avons toujours pour le gradient du logarithme d’une fonctionnelle
strictement positive (en 'occurrence la politique ici) :

Vurw(als)

Vo In(my(als)) = T.(als)

(7.27)

et d’autre part la condition de compatibilité permet d’écrire :
fo(s,a) = (Vo In(m,(als)))’ 0 (7.28)

Le gradient peut donc s’écrire :

Vup(w) = e (Z d™ (s) Z Tw(als)Vy In(m,(als)) Ve, ln(ww(a|s))T> 0 (7.29)

1_
v SES acA

I1 est montré par [83] (entre autre) que c’est en fait la matrice d’information de Fisher :

Gw)=> d™(s) Y mu(als)VeIn(m,(als)) Ve In(m,(als)” (7.30)

ses acA

Ceci prouve le résultat :
Vop(w) = GHw)Vup(w) = G Hw)G(w)d = 0 (7.31)
O

Le gradient naturel présente plusieurs avantages. Premiérement, une convergence vers
un minimum local est garantie, comme pour le gradient classique. D’autre part, dans la
mesure ou il choisit un chemin plus “direct” vers la solution, le gradient naturel a empi-
riquement une convergence plus rapide et moins sensible aux optima locaux. Le gradient
naturel peut également étre montré “covariant” [81], ce qui signifie qu’il est indépendant
des coordonnées choisies pour exprimer les parametres de la politique. Enfin, d’apres les ré-
sultats du théoreme 7.3, le gradient naturel n’est pas échantillonné, il prend directement en
compte le moyennage sur les distributions des actions et des états, ce qui laisse penser qu’il
demande moins de données pour étre estimé que le gradient classique. Maintenant que nous
avons présenté les quelques bases nécessaires (notamment gradient avec approximation de
la valeur et gradient naturel), nous pouvons proposer des algorithmes acteur-critique.
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7.3 Algorithmes

Le principe des algorithmes que nous présentons ici est le suivant. Une paramétrisation
est choisie pour la politique. Une paramétrisation compatible est adoptée pour la fonction
avantage. Le role du critique est d’apprendre cette fonction avantage pour la paramétrisa-
tion donnée, le role de 'acteur est de corriger la représentation de la politique, en suivant
un gradient naturel et selon les résultats fournis par le critique. Nous considérons des algo-
rithmes en ligne, c’est-a-dire que 'acteur et le critique mettent a jour leur représentation
respective a chaque nouvelle observation. Nous présentons deux algorithmes, qui different
par le critique considéré. Le premier algorithme a été proposé par [79] dans le cadre du cri-
tére y-pondéré, puis plus tard par [13] (algorithme 3) dans le cadre du critére moyen (et des
prémisses peuvent étre trouvées dans [69]). Il consiste a utiliser un algorithme TD classique
(TD avec approximation de la fonction de valeur, aussi appelé TD direct) comme critique.
Dans ce cas, 'acteur est donc d’ordre 2 et le critique d’ordre 1. Le deuxieme algorithme
que nous proposons, nouveau celui-1a, utilise KTD(A) comme critique. En conséquence,
I’acteur et le critique sont tous les deux d’ordre 2 et basés sur le gradient naturel, plus ou
moins directement (nous avons vu que KTD peut étre vu comme effectuant une descente
de gradient naturel), ce qui devrait permettre a priori un apprentissage plus rapide.

7.3.1 TD-NAC

Dans le type d’approche que nous discutons, le probleme principal est ’estimation de la
fonction avantage, ce qui est le role du critique. En effet, puisqu’on ne s’intéresse plus a la
valeur absolue d’un couple état-action, mais a la différence de valeur des différentes actions
possibles dans un méme état, il n’est pas possible d’appliquer directement le principe des
différences temporelles a l'estimation de la fonction avantage (il n’y a pas d’équation de
Bellman propre a cette derniere, étant donné que 'information propre a 1’état, sa valeur,
disparait). Il faut donc d’une fagon ou d’une autre se ramener a estimer également la
fonction de valeur. Par exemple, on peut exprimer une équation de Bellman qui dépend
de la fonction avantage ainsi que de la fonction de valeur (la somme des deux étant égale
d’apres (7.22) a la fonction de qualité) :

A" (s,a) + V™ (s) =r(s,a) + YEg|s,a [V”(s')] (7.32)

De cette équation, on peut déduire une estimation de la fonction avantage qui dépend
de l'erreur de différence temporelle relative a la fonction de valeur, comme nous 'avons
annoncé section 7.1 :

A" (s,a) =r(s,a) + YEg|s.a [V”(s’)} —V7(s) (7.33)

Le principe de I’algorithme TD-NAC (qui n’a pas de nom particulier dans [14, 13] et qui est
appelé NTD pour Natural policy gradient utilizing the Temporal Difference dans [79]) est
de maintenir une paramétrisation propre a la fonction de valeur, d’estimer cette derniere
avec un schéma classique de différences temporelles, puis d’utiliser I'erreur de différence
temporelle associée comme cible pour la fonction avantage. Plus formellement, supposons
la fonction de valeur ‘75 associée a la politique 7, paramétrée par le vecteur £. La fonction
de valeur est mise & jour classiquement, pour une transition (s;, $;11) et une récompense r;
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observées :
& = &1+ aiVeVe,  (si)0 (7.34)
avec 6; = ri + Ve, (si41) = Ve, (54) (7.35)

Il est également nécessaire de mettre a jour la représentation de la fonction avantage.
Comme pour l'algorithme TD on utilise la récompense plus une estimation de la valeur
en ’état suivant comme estimation de la valeur en I’état courant, pour estimer la fonction
avantage on utilise également une forme de bootstrapping en remplacant I’'observation de
l’avantage (qui ne peut pas étre faite directement, comme ce serait le cas en apprentissage
supervisé) par l'erreur de différence temporelle. Le taux d’apprentissage utilisé est le méme.
Ceci donne la mise a jour suivante (en rappelant que pour la paramétrisation de la fonction
avantage la condition de compatibilité est vérifiée) :

0; = 0i—1 + Vofo, . (si;a;) (6; — fo,_, (si,ai))
=0,_1+ a;Vy,In(m, (ails;)) (5i — V., ln(ﬂwifl(aﬂsi))T«%,l) (7.36)

Ceci clot la mise a jour du critique. Une fois cette derniere faite, il ne reste plus qu’a mettre
a jour l'acteur. Pour cela, nous appliquons la mise a jour (7.11), en remplagant le gradient
classique par le gradient naturel et en utilisant le résultat du théoreme 7.3 :

w; = wi-1+ Bib; (7.37)

Le taux d’apprentissage (; est propre a l’acteur. De plus, nous suivons [13] et adoptons
deux échelles de temps différentes pour 'acteur et le critique. L’idée naturelle derriere cela
est que du point de vue du critique, 'acteur doit paraitre stationnaire. Autrement dit le
critique doit converger plus vite que l'acteur. Concernant les taux d’apprentissage, cela se
traduit par :

Zai:Zﬁi:oo , Za?,2@2<oo , lim & =0 (7.38)
=0 =0 i=0 =0

1—00 (Y

Si le critere considéré est le critere moyen (ce qui ne change que l’expression de lerreur
de différence temporelle) et si la fonction de valeur est paramétrée linéairement, alors il
est possible de montrer que 1’algorithme converge [14]. Ceci joue en faveur de I’approche,
mais nous ne proposons pas de preuve de convergence pour le critere y-pondéré. L’approche
TD-NAC proposée est résumée dans l'algorithme 7.1.

7.3.2 KNAC

Nous avons baptisé 'approche présentée maintenant KNAC pour Kalman Natural
Actor-Critic. La mise a jour de D'acteur reste la méme, mais au lieu d’utiliser TD pour
mettre a jour le critique nous utilisons KTD(A). Il y a plusieurs raisons a cela. Premie-
rement, comme KTD traque la solution plutét qu’il ne converge vers elle, il n’y a pas de
nécessite a priori de considérer deux échelles de temps distinctes (il serait d’ailleurs difficile
de spécifier directement une échelle de temps pour KTD). D’autre part, KTD est une mé-
thode du second ordre, que nous avons dit étre proche d’une descente de gradient naturel
(voir le chapitre 3). On peut ainsi espérer un apprentissage plus rapide.



154 CHAPITRE 7. UN ALGORITHME ACTEUR-CRITIQUE

Algorithme 7.1 : TD-NAC

Initialisations;
Parametres pour la politique wy ;
Parametres pour la fonction de valeur & ;
Parametres pour la fonction avantage 6q ;
Etat initial sq ;
pour i — 1,2,... faire
Exécution;
Echantillonnage d’une action a; ~ my, ,(.|si) ;
Observer la transition s;+1 ~ p(.|s;, a;) ainsi que la récompense associée r; ;
Mise a jour du critique;
0; =1 + 7‘7&71(81'“) - ‘7&71(31);
& =&+ VeVe, (500
0; =0;_14+ a;V, 111(71’0_,1.71 (az\sz)) (52 -V 111(7'&",_,1.71 (ai\si))TQi_l);
Mise a jour de l’acteur ;
| wi = w1+ Bib; ;

Rappelons 1’équation de Bellman dans laquelle apparaissent les fonctions avantage et
de valeur :

A (s,a) + V7™(s) =7(s,a) + vEys4 [V ()] (7.39)

L’objectif du critique est d’estimer la fonction avantage, ce qui passe comme nous ’avons
vu par l'estimation de la fonction de valeur. Une premiere approche pourrait étre de consi-
dérer deux mises a jour successives, comme pour TD-NAC. On aurait ainsi deux filtres :
le premier, dont I’état caché serait I’ensemble des parametres de la fonction de valeur,
serait KTD-V(X), 'observation étant classiquement la récompense; le second, dont 1’état
caché serait ’ensemble des parametres de la fonction avantage, disposerait d’une équation
d’observation liant I’erreur de différence temporelle (qui peut étre vue comme une pseudo-
observation) & lestimation de la fonction avantage. Cependant, avec deux filtres séparés,
toute information de corrélation entre les parametres de la fonction de valeur et ceux de la
fonction avantage serait perdue. Nous préférons considérer le probleme d’un bloc.

L’algorithme

Pour cela, il faut exprimer le probleme de l'approximation jointe de la fonction de
valeur et de la fonction avantage sous la forme d’un filtre, comme nous 'avons déja fait
pour 'estimation de la fonction de valeur ou de qualité dans les chapitres précédents. Nous
considérons ’ensemble des parametres £ et # comme faisant partie de ’état caché, pour
lesquels nous adoptons comme d’habitude un modele de marche aléatoire. Reste a adopter
un modele d’observation. Comme auparavant, 1’observation est la récompense. Cependant,
I’équation d’observation est modifiée. Pour la déterminer, nous réécrivons I’équation (7.39)
pour une transition donnée (s;,a;,r;, Si+1), en tenant compte des paramétrisations et en
introduisant un terme de bruit n;, modélisant a la fois la stochasticité du MDP et le biais
inductif (que nous rappelons étre I'incapacité potentielle de 'approximateur & représenter
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exactement la fonction d’intérét) :
fo(sirai) + Ve(si) = ri + YVe(sig1) + na (7.40)

En isolant la récompense r; dans cette derniere équation, on obtient un processus d’obser-
vation. Le bruit n; est donc le bruit d’observation et nous le choisissons coloré, paramétré
par le facteur d’éligibilité A, tel que décrit dans le chapitre 5. Il faut donc étendre le vec-
teur d’état avec les composantes de bruit ad hoc. Tout ceci suggere le modele espace-d’état
suivant :

' i (7.41)
i = fo,(si,a;) + Ve, (5i) — v Ve, (si41) +m4

Dans ce nouveau modele espace-d’état, le vecteur étendu de parametres x; prend en compte
la paramétrisation de la fonction avantage 0;, la paramétrisation de la fonction de valeur

{xi = F(\)xi_1 + v}

&; ainsi que la structure du bruit d’observation (bi ni)T si 'on reprend les notations du
chapitre 5 :
x{ =07 & b i) (7.42)

Le bruit d’observation est donc estimé en méme temps que les autres parametres. La matrice
d’évolution F'(\) rend compte principalement de la structure du bruit d’observation, les
autres parametres étant toujours supposés suivre une marche aléatoire (ce qui correspond &
une matrice d’évolution égale a I'identité). Si I’on note p la dimension de 6 et ¢ la dimension
de &, la matrice d’évolution est donc donnée par :

Ipiq 0 0
FA) =1 of YA 0 (7.43)
o —y(1-X) 0

Le bruit d’évolution v} est la concaténation du bruit v; sur les parametres de la fonction
avantage et de la fonction de valeur (qui doit étre choisi par le praticien) et du bruit propre
a la structure colorée du bruit d’observation, fonction du bruit blanc centré u; de variance
o2 :
v; 0 P, 0 O
vi=[u; | ~ 0],(o”
(7% 0 OT

2 2
01»2 O‘i2 (7.44)
9 0y
Enfin, I’équation d’observation lie la récompense observée aux fonctions avantage et de

valeur via la paramétrisation choisie (que nous rappelons devoir étre compatible en ce qui
concerne la fonction avantage). Nous réécrivons le modele espace d’état complet :

0; 0i—1
s It 0 o [ v;
=10 Ao T
b, . gl biy v (7.45)
0 —’y(l — )\) 0 U;
n; ni—1
ri = Ve In(mw,_, (ai]5:)) 70 + Ve, (si) — Ve, (si41) + 1

Une fois ce modele espace d’état posé, 'algorithme KTD(\) peut aisément étre adapté, il
suffit de remplacer I’équation d’observation usuelle par celle que nous proposons. En combi-
nant cette évaluation du critique avec la correction de ’acteur utilisant le gradient naturel,
nous obtenons KNAC (Kalman Natural Actor Critic), résumé dans I’algorithme 7.2.
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Algorithme 7.2 : KNAC

Initialisations;

Parametres pour la politique wy ;

a priori Xo|o et Fyjo ;

Etat initial s; ;

pour ¢ < 1,2,... faire

FExécution;

Echantillonnage d’une action a; ~ my,, ,(.|si) ;

Observer la transition s;+1 ~ p(.|s;, a;) ainsi que la récompense associée 7; ;
Mise a jour du critique;

début

Phase de prédiction;

Xili-1 = F(N)Xi_1)i-1;

Pjic1 = FONP_1;1 FINT + Py ;

Calcul des sigma-points ;

Xili-1 = {)22(.{271, 0<j<20p+ q)} (en utilisant X;;_1 et Pj;_;);

W=A{wj, 0<j<2p+q) };

/* notons que (fcgfi)_l)T = <(éz(|]z)—1)T (éz(\]z)—l)T lA)E‘jZ.)_l ﬁg‘]l)_l) */
Riji-1 = {ﬂ(fz)_l =V, ln(mfl(ailsi))TéEfi)_l + Vé(ﬁ),l(si) - 7‘75%)71(81#1) +

ﬁ(fl-),l, 0<j<2(p+q) +4};

[

Calcul des statistiques d’intérét;
. 20p+q)+4 A
i1 =3 (p+a)+4,  =0)

§=0 iTi)i—1
_ N 2(ptg)+4 ~(7) - () o .
Py, = Zj:o wj (X¢|i—1 - Xi\z‘—1)(7}|i_1 - Ti|i—1)a
X 2
_ 2(ptg)+4 ~(4) . )
PT’i - Zj:o Wi Ti|i71 —Tii—1)

Phase de correction;

K; = eriPr_il ;

X = Xijim1 + Ki (ri — F-1)
Py; = Py_y — K;P, K[ ;

2

fin

Mise a jour de lacteur ;
| wi = wi1 + Biby; ;
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Un point de vue alternatif

Jusqu’a présent, nous avons suivi d’assez pres la littérature sur le sujet. Cependant, il
est possible d’adopter un point de vue alternatif qui permet de déduire plus naturellement
des critiques. En effet, pour tous les résultats que nous avons présentés dans la section 7.2
(et qui sont tres proches de leur forme d’origine), c’est la paramétrisation fy qui est centrale
et qui sous les hypotheses faites est une approximation de la fonction avantage. Ceci pose
probleme pour la déduction d’un critique, dans la mesure ou la fonction avantage ne peut
pas étre (directement) donnée par une équation de Bellman.

Cependant, un autre point central de tous ces résultats est qu’ils restent vrais & une
fonction de base b € R® pres, du moment que cette derniére dépend uniquement des états
et non des actions. On pourrait introduire la paramétrisation suivante de la @-fonction,
qui dépend d’un ensemble de parametres 6 pour la partie relative au couple état-action et
d’un autre ensemble de parametres £ pour la partie relative a I’état seul :

QB,&(S, a) = f9(37 CL) + Vf(s) (7'46)

Un point important est que, par rapport aux parametres 6, f/g(s) est une constante (autre-
ment dit Vg(ffg(s)):O). Des lors, on pourrait étendre la notion de paramétrisation compa-
tible aux expressions du type (7.46) en imposant I’égalité suivante :

VGQ9,§(57 CL) = v@f@(S’ a) =V, ln(ﬂw(a|5)) (747)

La paramétrisation (7.46) étant posée et la notion de compatibilité adaptée, tous les résul-
tats de la section 7.2 peuvent se réécrire en remplagant fy par Qgg (nous ne le faisons pas,
mais remarquons tout de méme que ’élément central de cette réécriture est I'indépendance
des différents résultats & ’ajout d’une base b € R®). La seconde paramétrisation, contrai-
rement a la premiere, peut vraiment étre une approximation de la Q-fonction et est donc
compatible avec les équations de Bellman.

Des lors, le role du critique se résume a estimer la fonction de qualité, la paramétrisa-
tion discutée étant adoptée. En conséquence, on peut appliquer n’importe quel algorithme
d’approximation de la Q-fonction, cette derniere étant paramétrée par le vecteur [#7, ¢7]7.
Par exemple, pour KTD-SARSA (M), I’équation d’observation serait :

= Qei,&(si, a;) — WQei,éi(Sz'H, aiy1) +n;
= fo,(si,ai) + Ve, (si) — Ve, (si41) — Vo, (Siv1, @i1) + 1 (7.48)

La différence avec ’équation d’observation du critique de KNAC est la présence du terme
—7f6;(8i+1,a;1+1). Nous rappelons que pour tout état s, Ey s -[fo(s,a)] = 0, donc I'équa-
tion d’observation de KNAC peut étre vue comme une moyenne selon les actions prises
en l'état vers lequel transite le systeme de 1’équation d’observation (7.48). Remplacer le
terme Q(8i+1,ai+1) par Eq,,, [Q(Si+1,a] dans les algorithmes de type SARSA n’est pas
nouveau, voir par exemple [123]. Ce point de vue alternatif permet donc d’obtenir un
algorithme tres proche et plus naturellement.

Le méme raisonnement peut étre appliqué pour obtenir une alternative & TD-NAC. En
appliquant directement TD avec approximation de la valeur a Qg{ paramétré par [T, <77,
nous avons la mise a jour suivante :

9, 0, . . .
<§A> = (f‘—i) + iV Qo ¢ (8i5ai) (Tz’ + Q0,1 £ (Si41,@it1) — Qo,_y 61 (S0 ai))
(7.49)
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Etant donnée la paramétrisation, cette mise a jour peut se réécrire de la fagon suivante :

0i\ _ (0i1 (Vuw ln(@,i_l(ai‘si))> |
(51') B <§i—1> o ( VeVe, 1 (s4) O (7.50)
avec 0; = 1; + 7%(8#1) + v fo(sis1,air1) — fo(si,ai) — Vg(si) (7.51)

On retrouve donc un algorithme trés similaire & TD-NAC, la seule différence étant 'erreur
de différence temporelle considérée, pour laquelle la méme discussion que sur KNAC et son
alternative peut étre faite. Nous avons ainsi présenté un point de vue alternatif sur les ar-
chitectures acteur-critique combinées a I'approximation de la valeur, le pensant intéressant.
Cependant, nous n’expérimenterons que TD-NAC et KNAC dans la section suivante, pas
leurs alternatives.

7.4 Expérimentation

Dans cette section nous comparons les algorithmes TD-NAC et KNAC sur le probleme
de pendule inversé déja considéré. Nous en rappelons le principe. Cette tache nécessite de
balancer un pendule de longueur et masse inconnues de fagon a ce qu’il reste vertical en
appliquant des forces au chariot sur lequel il est fixé. Trois actions sont possibles : pousser
a gauche (—1), pousser & droite (+1), ou ne rien faire (0). L’état du systeme est donné par
la position angulaire ¢ et la vitesse angulaire . Les transitions déterministes sont calculées
grace a la dynamique du systéme physique :

b= gsin(p) — pmlp3sin(2¢) /2 — 508 cos(p)a

41/3 — pml cos?(p) (752)

ou g est la constante de gravitation, m et [ sont la masse et la longueur du pendule, M la
masse du chariot et 3 = mi 77+ L’épisode se termine des que la position angulaire quitte
intervalle [-7, 7]. La récompense instantanée est le cosinus de la position angulaire vers
laquelle transite le pendule : r; = cos(@;t1).

Nous choisissons comme paramétrisation pour la politique une distribution de Gibbs.
Soit ¢(s,a) = (¢i(s,a))i<i<p le vecteur composé des fonctions de bases, la politique est

donnée par :

ro(als) = =2 (9(s,0)"w) (7.53)

B ZbeA eXp (¢<37 b)Tw)

La condition de compatibilité se traduit alors par :

VGfG(Sv a) =V, ln(ﬂw(ab))
= ¢(s,a) — Z Ww(b’8)¢(s7 b) (7'54)

beA

Nous choisissons comme fonctions de base un terme constant et un ensemble de 9 noyaux
gaussiens équi-répartis (centrés en {—7,0,7} x {—1,0,1} et d’écart-type 1), cela pour
chaque action. Il y a donc 30 fonctions de base. Pour la fonction de valeur nous choisis-
sons une paramétrisation linéaire (rappelons cependant que ce n’est pas une obligation, la
représentation de Vg peut étre choisie non-linéaire) :

Ve(s) = v(s)¢ (7.55)
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Comme fonctions de base pour 1(s) = (9;(s))1<i<q nous choisissons également un terme
constant et un ensemble de 9 noyaux gaussiens équi-répartis (centrés en {—%,0,%} X
{—1,0,1} et d’écart-type 1), pour un total de 10 fonctions de base pour ’approximation
de la fonction de valeur.

Restent a déterminer les parametres pour les deux algorithmes. Ceux que nous donnons
ont été choisis apres quelques essais visant & obtenir les meilleurs résultats possibles. En
testant plus systématiquement tous les jeux de parametres possibles, de meilleurs résultats
pourraient éventuellement étre obtenus pour 'un ou 'autre des algorithmes. Cependant,
les ordres de grandeur sont corrects. Pour TD-NAC et KNAC les vecteurs de parameétres
initiaux sont choisis nuls. Pour TD-NAC, le taux d’apprentissage du critique est choisi égal

a:
(0%

O = o0g—3 (7.56)
Qe +13
avec ag = 1072 et a, = 10*. Pour l'acteur, le taux d’apprentissage est choisi égal & :
Be
_ : 7.57
ﬁz ﬁ(] ﬂc T ( )
avec fy = 1072 et 3. = 10%. Le critique converge donc plus vite que I'acteur. En ce

qui concerne KNAC, les mémes parametres sont choisis pour I'acteur. Pour le critique, le
facteur d’éligibilité A = 1 est choisi (ce qui correspond au KTD classique, le probleme étant
déterministe), 1'a priori est choisi tel que Py = I. La variance des résidus est J? =10"1
Pour le bruit de process, nous choisissons le méme bruit qu’habituellement. Si ’on note
Py, ¢, le bloc supérieur gauche de taille (p + ¢) X (p + ¢) de la matrice P;; (la partie de la
matrice de variance correspondant aux parametres des fonctions de valeur et avantage), le
bruit est choisi tel que :

Py, =nPy,_ 16, (7'58)

Le facteur d’oubli est choisi ici tel que n = 1076,

Nous comparons la capacité des deux algorithmes a apprendre la politique optimale.
Pour chaque épisode, ’agent est initialisé dans un état aléatoire proche de ’équilibre (0, 0).
Nous mesurons la performance avec le nombre de pas de temps ou le pendule est maintenu
dans la zone admissible en fonction du nombre d’épisodes ou ’apprentissage a eu lieu. Un
maximum de 3000 pas est autorisé, ce qui correspond a un balancement du pendule de 5
minutes. Les résultats présentés sur la figure 7.2 sont moyennés sur 100 essais indépendants.

Il apparait clairement que KNAC permet un apprentissage beaucoup plus rapide que
TD-NAC. Le premier algorithme nécessite une centaine d’épisodes pour apprendre une
politique optimale (avec une variance sur les résultats nulle, ce qui mérite d’étre noté),
contre environ 1600 pour TD-NAC. Ceci était prévisible, dans la mesure ou KNAC est basé
sur un critique du second ordre. Cependant, ces résultats sont également dus au fait que
KTD traque la solution plutdt que de chercher la convergence, ce qui permet de s’affranchir
des deux échelles de temps nécessaires pour les approches basées sur TD [72, 14].

7.5 Bilan

Dans ce chapitre, nous avons discuté les inconvénients des méthodes acteur pur et cri-
tique pur, ce qui a motivé une extension du cadre des différences temporelles de Kalman
(qui entre dans la premiére catégorie) a une architecture acteur-critique. Nous avons pré-
senté des concepts importants pour la combinaison de ce type d’architectures a un schéma
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FiG. 7.2 — Pendule inversé, comparaison d’algorithmes acteur-critique.

d’approximation, a savoir la notion de compatibilité de la paramétrisation entre 'acteur et
le critique et le théoreme gradient-politique. Nous avons également présenté la notion de
gradient naturel, basé sur la matrice d’information de Fisher et plus efficace qu’un gradient
classique. Ce socle nous a servi a introduire un nouvel algorithme, KNAC, dont 'acteur est
basé sur une montée de gradient naturel et le critique sur une variante de KTD(\), permet-
tant d’estimer conjointement la fonction avantage et la fonction de valeur. Cet algorithme
est en ligne et d’ordre 2 tant pour 'acteur que pour le critique. De plus, nous rappelons
qu’en vertu de ce qui a été discuté au chapitre 3.6, le critique peut également étre vu comme
basé sur un gradient naturel. Notons que KNAC n’est pas le seul algorithme avec un acteur
basé sur un gradient naturel et un critique d’ordre 2. Il existe un certain nombre d’approches
utilisant une variante de LSTD pour le critique, comme [83, 81]. Cependant, comme LSTD
converge vers la solution plut6t que de traquer cette derniére (mauvaise prise en compte de
la non-stationnarité, comme nous l’avons déja souvent discuté), ils sont hors-ligne (les mises
a jour n’interviennent pas apres chaque interaction entre ’agent et I’environnement, mais
apres des trajectoires completes). L’algorithme proposé a été expérimenté sur un probleme
de pendule inversé et comparé a TD-NAC, dont le critique est d’ordre 1. Il montre un ap-
prentissage rapide de la politique optimale. Ces résultats, bien qu’insuffisants pour conclure
a avantage de cette technique sur d’autres, sont encourageants et ouvrent d’intéressantes
perspectives quant a I'utilisation du cadre de travail des différences temporelles de Kalman
dans un contexte acteur-critique. D’une part, KTD peut s’avérer bénéfique aux méthodes
acteur-critique de par sa nature du second ordre et sa capacité a traquer la fonction de
valeur plutét qu’a converger vers elle (et fournir une alternative a LSTD si ’on souhaite
un apprentissage en ligne, voire une paramétrisation non-linéaire de la fonction de valeur).
D’autre part, les méthodes acteur-critique peuvent apporter des bénéfices a KTD, grace a
leur capacité a gérer implicitement le dilemme entre exploration et exploitation ainsi qu’a
leur capacité a s’affranchir du probleme du calcul du maximum, ce qui est primordial pour
les grands espaces d’action.



Chapitre 8

Gestion de flux de gaz dans un
complexe sidérurgique

Nous rappelons que 'objectif de la theése est pour ArcelorMittal de développer un outil
d’optimisation le plus générique possible, a ’origine aucune application industrielle concrete
n’avait encore été choisie. Plusieurs ont été envisagées ensuite, notamment une concernant
la gestion d’'un parc a cylindres au niveau du laminage a froid, pour laquelle certains
résultats ont été obtenus. Cependant, pour diverses raisons (notamment un échange plus
simple avec les équipes en charge du probleme), une autre application lui a été préférée,
a savoir la gestion des flux de gaz dans un complexe sidérurgique. C’est cette application,
décrite section 8.1, que nous présentons dans ce manuscrit. En interaction avec une équipe
travaillant sur le méme sujet, nous avons mis au point un simulateur, dont le modele est
décrit section 8.2. Notons que si le paradigme général de I'apprentissage par renforcement
est tres générique, la transcription d’un probleme réel en un probléeme d’apprentissage
par renforcement n’est généralement pas triviale. En effet, il faut choisir ce que sera 1’état
(certaines composantes pouvant étre cachées, ce qui risque de briser le caractere markovien),
ce que seront les actions, simplifier ce qui peut I’étre (par exemple supprimer une redondance
éventuelle dans la description du systéme, ou faire certaines hypotheses simplificatrices), et
caetera. Cette phase n’est pas forcément évidente, mais elle est nécessaire a I’exploitation
des outils que nous proposons. Ce chapitre illustre cet état de fait. Nous comparons sur ce
simulateur les résultats obtenus par K'TD & ceux obtenus par une méthode de Monte Carlo,
maximisant la récompense immédiate, qui correspond & ce qui est fait en pratique, aux
heuristiques pres. En effet, les outils d’optimisation utilisés sont statiques et les effets “long
terme” sont pris en compte par des heuristiques. Ceci sera développé dans la section 8.3.

8.1 Description du probleme

Le probleme de la gestion de flux des gaz consiste a optimiser le flux de gaz entre
des installations productrices (aciérie, cokerie...) et des installations consommatrices (four
de recuit, usine de production d’électricité...) de gaz dans un complexe sidérurgique. Le
routage devrait étre fait de telle facon que chaque consommateur recgoive la quantité de gaz
requise au bon moment. Si la production est trop basse, il peut étre nécessaire d’en acheter
a un réseau extérieur. Si elle est trop importante, il peut étre nécessaire de torcher (brtler)
le gaz (a certains endroits, cet exces peut également servir a produire de ’électricité). Le
controle du réseau implique le routage de flux de gaz provenant d’une ou plusieurs sources
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vers une ou plusieurs destinations. Il y a également des accumulateurs de gaz (tankers) de
capacité limitée qui peuvent étre remplis ou vidés lorsque c’est nécessaire (stockage du gaz
excédentaire en prévision d’une pénurie, par exemple). Il existe certaines contraintes du
réseau qui doivent étre vérifiées. Par exemple, certains tuyaux ont des contraintes (de flux)
inférieure (flux minimal) et supérieure (flux maximal) et certains consommateurs ont des
contraintes de capacité calorifique minimale (voir maximale) et de puissance pour le gaz
les alimentant. Cela est important étant donné que les gaz provenant de différentes sources
n’ont pas forcément les mémes capacités calorifiques.

Les caractéristiques importantes pour traiter ce probleme de gestion des flux de gaz
peuvent étre résumées comme suit :

contraintes du probleme d’optimisation
— infrastructure du réseau (position des mélangeurs et des switchs, tuyaux entre les
différentes installations) et contraintes associées (limites de flux, capacités calori-
fiques minimales...),
— quantité de gaz produite par chaque installation et capacité calorifique associée,
— gaz consommé par chaque installation (puissance requise et capacité calorifiques
minimale associée) ;

degrés de liberté pour 'optimisation
— configuration du réseau (état des diviseurs, utilisation des accumulateurs, et cae-
tera, mais on s’interdit d’en modifier la topologie) ;

fonction de cotiit
— prix de la quantité de gaz achetée minorée du prix de la quantité de gaz revendue
apres transformation en électricité ;

autres informations
— différentes mesures dans le réseau (pressions, flux, capacités calorifiques...).

Ce probleme d’optimisation de la gestion des flux de gaz est traité par une autre équipe
d’ArcelorMittal qui utilise un logiciel nommé Aspen+ pour optimiser le réseau. Le moteur
d’optimisation associé a ce programme permet de chercher une solution a la minimisation
de la fonction de cotit sous les contraintes du réseau. La solution obtenue a été comparée au
controle des flux effectué par les opérateurs et des améliorations significatives peuvent étre
obtenues par rapport aux heuristiques employées en pratique. Cependant, Aspen+ n’est pas
tout a fait adapté a ce probleme. Les résultats obtenus sont parfois plus mauvais que la
solution de l'opérateur (minimum local et corruption des données peuvent étre des expli-
cations). Ce logiciel ne permet pas de prendre en compte des switchs du réseau, seulement
les mélangeurs et diviseurs continus. Mais surtout, ’optimisation dans le cadre d’Aspen+
est statique. D’une part, cela ne permet pas de prendre en compte les accumulateurs de
gaz. D’autre part, les opérateurs effectuent un controle dynamique des flux, la comparaison
n’est pas totalement équitable. L’apprentissage par renforcement, quant a lui, peut prendre
naturellement en compte cette composante dynamique du probleme.

Etant donné le probleme a traiter, il a été jugé nécessaire d’implémenter les structures
suivantes :

structure du réseau implémentant différentes caractéristiques :
— producteurs et consommateurs,
— contraintes du réseau,
torches et connexions au réseau de gaz extérieur,
différents neeuds (mélangeurs, diviseurs, accumulateurs...),
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— degrés de liberté de 'utilisateur ;

réponse du réseau (gaz torché et acheté) a un ensemble de contraintes (flux, puissance
consommée) et a la configuration choisie par 'utilisateur ;

Palgorithme d’optimisation est un agent interagissant avec le systeme :

— une action (une configuration du réseau) est choisie,
— la réponse du réseau est observée et une récompense est récupérée,
— suivant la réponse du systeme, une nouvelle action est choisie;

Ces différentes étapes ne sont pas spécifiques au probleme de la gestion des flux, a
part la forme particuliere des états, actions et récompenses.

Notons que la modélisation d’un tel environnement peut étre un probleme tres com-
plexe, ce qui justifie le prix important de logiciels comme Aspen+. Nous allons en proposer
une modélisation relativement simple, afin que sa conception et son implémentation soient
compatibles avec les contraintes de programme et scientifiques de la these, mais qui met
tout de méme en avant la problématique de la gestion des accumulateurs (ce qui pose
probleme pour les solutions actuelles).

8.2 Modélisation du probleme

Le type de réseau que nous considérons possede des contraintes topologiques et fonction-
nelles. Les contraintes topologiques peuvent étre par exemple un flux maximal admissible
dans un certain tuyau du réseau et de facon plus générale l’architecture du réseau. Les
contraintes fonctionnelles sont par exemple la puissance et la capacité calorifique minimale
requises par certains consommateurs.

Une premiere solution, assez intuitive, serait de chercher une modélisation qui per-
mette la propagation et la prise en compte des contraintes du réseau. Cependant, ce type
d’approche est difficile de facon conceptuelle (autrement dit formalisation de ce type de
probleme) et a implémenter. Nous proposons une modélisation plus simple, bien que moins
fondée physiquement. Nous considérons le réseau comme un ensemble de noeuds reliés par
des tuyaux. Dans la modélisation adoptée, il est possible a chaque noeud d’acheter et de
torcher du gaz, ce qui permet de respecter les différentes contraintes du réseau. Soit il
existe vraiment un acces au réseau extérieur (de gaz) et/ou une torche et la modélisation
est correcte. Soit il n’est possible physiquement ni d’acheter ni de torcher du gaz et nous
les considérerons comme virtuels. On achete et on torche du gaz “virtuel” pour respecter
les contraintes de réseau, le caractere virtuel se traduit par une pénalisation de la fonction
de coiit (le cout étant compris ici comme étant 'opposé de la récompense).

8.2.1 Noeuds élémentaires

Une premiere étape dans la description du réseau est la définition des nceuds élémen-
taires qui le composent. De fagon générale, nous noterons f les flux (sauf le flux de gaz
naturel, acheté sur le réseau extérieur, que nous notons G), ¢ les capacités calorifiques et P
les puissances. Pour chaque type de nceud nous décrivons son principe avant de le résumer
dans une définition.
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Fia. 8.1 — Noeud mélangeur.

Noeud mélangeur

Le premier type de nceud que nous considérons est le nceud mélangeur, illustré figure 8.1
(remarquons que lorsqu’on nous notons un flux, il y a toujours une concentration associée).
Il a n entrées, une seule sortie et il n’y a pas de degré de liberté. En effet, comme le flux
ne peut a priori étre ni torché ni routé ailleurs, on devrait avoir conservation des flux. On
vérifie donc le lien suivant entre les flux d’entrée et le flux de sortie (les flux et les puissances
sont additifs, une puissance étant le produit d’un flux par une capacité calorifique) :

F= g
= (8.1)

S = 1 s c¢fe

e i=1"1J1
Les contraintes de réseau peuvent étre violées dans deux cas, si la somme des flux d’entrée
est inférieure au flux minimal de sortie f2. , ou si elle est supérieure au flux maximal de

sortie f7 ...

Dans le premier cas, c’est-a-dire si 'on vérifie f* < f
manquant G, = f*

in?

> 1 faut acheter le flux de gaz
Sin — f°. Dans le second cas, c’est-a-dire si f* > f5 . il faut torcher
le flux de gaz excédentaire fr = f* — f... Nous rappelons que la torche et la possibilité
d’acheter du gaz peuvent étre virtuels, dans ce cas ils sont pénalisés dans la fonction de
cout. Nous y reviendrons en définissant la fonction de récompense.

Ce type de nceud a juste fonction de routage, il ne correspond ni a un degré de liberté ni
a une composante d’état du systeme (cependant il contribue a la fonction de récompense).
Pour la définition suivante, nous rappelons que la notation (.)4 correspond au max entre

la valeur et 0 : (z)4+ = max(z,0).

Définition 8.1 (Noeud mélangeur). Un neud mélangeur (représenté figure 8.1) com-
porte n entrées et 1 sortie. Les flux et capacité calorifique de sortie se calculent en fonction
des fluz et capacités calorifiques d’entrée :

{fs = max (mln (Z?:l fie) fﬁnam) ’ fnm) (82)

n e re

S __ 1
=g 2im1 G
Les flux acheté au réseau extérieur et torché sont respectivement :

{Gn=<;m—f%+ 53)
fT = (fs - ﬁna:r)Jr
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Noeud consommateur

fe

Fi1G. 8.2 — Noeud consommateur.

Un neeud consommateur a une entrée et pas de sortie, comme illustré sur la figure 8.2.
Notons qu’on peut facilement considérer un nceud consommateur & n entrées en le couplant
avec un nceud mélangeur. Le nceud va consommer une puissance P = f€c®. Nous distinguons
deux types de consommateurs, les libres et les contraints.

Consommateur libre : les consommateurs libres n’ont pas de contraintes de puissance
consommeée, comme par exemple 1'usine de production d’électricité. Ils ne présentent
aucun degré de liberté et ne participent pas a la description d’état. Cependant, ils
contribuent au cout total (par exemple pour 1'usine de production d’électricité le gaz
est transformé en électricité qui est vendue).

Consommateur contraint : Les consommateurs contraints (par exemple cokerie ou acié-
rie) ont des contraintes de puissance consommée de type

{P:fc (8.4)

C 2 Cmin

qui ne sont pas forcément vérifiées dans ce formalisme, étant donné que nous ne
modélisons pas les propagations de contraintes. Si le flux et la capacité calorifique
d’entrée ne vérifient pas les contraintes, il faut acheter et/ou torcher une certaine
quantité de gaz. Les calculs ad hoc sont développés ci-apres. Ils déterminent la quan-
tité minimale de gaz a acheter pour vérifier les contraintes. Il n’y a pas de degré de
liberté et un tel consommateur correspond a deux composantes d’état (puissance et
capacité calorifique requises).

Le calcul des flux de gaz a acheter et a torcher (ou flux résiduels) au niveau d'un
consommateur contraint est un probleme d’optimisation sous contraintes. Cependant, nous
allons voir que sous une hypothese forte mais physiquement justifiée (le gaz acheté sur le
réseau extérieur est le plus énergétique), le probleme peut étre analytiquement résolu.

En entrée nous avons un mélange de gaz de flux f. et concentration c.. Le noeud, lorsqu’il
est consommateur, demande de vérifier les contraintes (8.4). Une partie f, (flux résiduel)
du flux fe défini précédemment peut étre ignoré (par exemple si la capacité énergétique est
trop faible) et si le flux n’est pas assez important (ou pas assez énergétique), il est possible
d’acheter le flux Gy, de gaz naturel (de capacité associée ¢,,). Le flux et la concentration
fournis au consommateur sont donc

{f:— e — fr+ Gy

C: = é (Ce(fe - fr) + CnGno) (85)
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En injectant ces dernieres équations dans les contraintes, nous obtenons
Lk fx
P - Cefe
X
Ce Z Cmin

PN {P = Ce(fe - fr) + CnGno

ﬂ* > Cmin

e

- Zfe_fr“‘Gno (86)

Cmin

o {P = Ce(fe - fr) +CnGn0

Il y a encore deux contraintes, relativement évidentes mais qui méritent d’étre mentionnées :

{G”O =0 (8.7)
0< fr < fe

La premiere signifie que le flux de gaz acheté doit étre positif, la seconde que le flux résiduel
doit étre positif et au plus égal au flux entrant f.. Si le systeme physique est bien modélisé,
il devrait y avoir au moins une solution. Cependant, il y en a le plus souvent plusieurs.
On pourrait alors choisir la valeur de ¢ qui vérifie ces contraintes tout en minimisant la
quantité de gaz acheté G,,,. On obtient alors un probleme d’optimisation sous contraintes.

Nous faisons a présent comme hypothese que le gaz acheté sur le réseau extérieur est
plus énergétique que tous les autres gaz. Autrement dit, sa capacité calorifique est plus
importante :

Ve, ¢ >c (8.8)

et donc plus particulierement :
Cn > Ce (8.9)

Dans les raisonnements qui suivent nous allons nous placer dans R?, sur un graphe ( f,, Gry)
(c’est-a-dire Gy, fonction de f;).
Nous obtenons donc a partir des contraintes (8.4) deux équations. La premiere est :
P—c c
Gy = D= Cele | =/ (8.10)
n

Cn

Elle définit une droite d’origine % et de pente E—Z < 1 (d’apres I'hypothese que le gaz

acheté sur le réseau extérieur est le plus énergétique). La seconde équation est :

Gy €~ fo4 £, (s.11)

cmln

Elle définit le demi-espace inférieur dont la limite supérieure est donnée par la droite d’ori-
gine & — f. et de pente 1.

Nous distinguons quatre cas, selon que l'intersection se fasse a flux résiduel positif ou
négatif et a flux Gy, positif ou négatif (autrement dit, selon le cadran ou se fait 'intersec-
tion). Premierement, si l'origine de la premiere droite est supérieure a celle de la seconde,
c’est-a-dire si :

P —c.fe - P £,
Cn Cmin
P ¢y — Cmin

& fo>

(8.12)

Cmin Cn — Ce
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G"U Gno

Ir

fl’

a. Intersection a Gj, > 0. b. Intersection a Gy, < 0.

FiG. 8.3 — Intersection a f,. >0

alors le flux résiduel sera positif. Cela est illustré sur la figure 8.3. L’autre cas (flux résiduel
négatif, i.e. demi plan gauche) est illustré sur la figure 8.4.

Supposons étre dans le cas de la figure 8.3.a. L’espace des solutions est l'intersection
de la droite avec le demi-plan défini par la seconde équation (demi-droite dont le trait est
épais sur les figures). De plus parmi ces solutions il ne faut garder que celles qui vérifient les
différentes contraintes, puis enfin la solution qui minimise le flux acheté. Dans ce premier
cas, les deux droites s’intersectent dans le cadrant positif et on peut calculer les flux :

P—ccfe ce
7f+7fr: _fe+fr
Cn Cn Cmin
P n — Cmin
& fp=fo— — T Cmin (8.13)

Cmin Cn — Ce

et alors a partir de n’importe laquelle des deux équations on a :
Gro = ———22 ¢ (8.14)

11 est clair qu’alors on vérifie 0 < f, < fe.
Si par contre cette solution correspond a un flux acheté négatif, c’est-a-dire que les
concentrations vérifient

Cmin < Ce (815)

alors il faut considérer la solution illustrée sur la figure 8.3.b. Le flux acheté est nul, G,,, = 0:
a partir de la premiere équation on obtient le flux résiduel :

P
fr:fe_; (8.16)

(]
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Gn,u

/\ '

fr

a. Intersection a Gp, > 0. b. Intersection a G, < 0.

Fia. 8.4 — Intersection a f, <0

Les deux autres cas correspondent a un flux résiduel négatif, ce qui advient lorsque :

P— P
Cefe > - fe
Cn Cmin
P _ .
& fo< — = Cmin (8.17)
Cmin Cn — Ce
Le premier cas, illustré sur la figure 8.4.a, correspond a :
fr =0
8.18
{Gno = P_ciefe ( :

Par contre si P < c.f. alors la solution est :

Gy =0
{f e (8.19)

comme illustré sur la figure 8.4.b.

Ces résultats sont résumés par le tableau 8.1, qui pour des contraintes (inégalités véri-
fiées par les parametres du systéme) donne la solution. Notons qu’on vérifie bien dans tous
les cas que G, > 0 et que 0 < f, < fe.

Définition 8.2 (Noeud consommateur). Nous distinguons deux types de neuds consom-
mateurs (voir figure 8.2). Pour chacun, il y a un flur d’entrée f€ et la capacité calorifique
associée c©. Le premier type, dit consommateur libre, n’est pas contraint et ne participe
pas a la description de l’état du systeme. Cependant, il participe a la fonction cott (un
exemple type de consommateur libre est l'usine d’électricité a laquelle peut étre vendu le
gaz excédentaire). Le second type, dit consommateur contraint, doit vérifier des conditions
sur la puissance consommée et la capacité calorifique du gaz considére :

{P = Je (8.20)

C 2 Cmin
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Contraintes Go 7,
fo > Ghcamton ot cuin > co | Gng = go- e | f, = fo — L camtun
fe>crinc’é;7_c‘§;“etcmin<ce Gny =0 fr:fe—£
fe<cfin%etP>cefe Gnozp%:f"' f,=0
fe<cfin%etp<cefe Gy =0 fr:fe_g

TAB. 8.1 — Neeud consommateur : résumé des résultats.

Les flux acheté au réseau extérieur et torché sont donnés dans le tableau 8.1.

Noeeud diviseur

Fia. 8.5 — Neeud diviseur.

Le noeud diviseur comporte une entrée et n sorties, comme illustré figure 8.5. Il ne
participe pas a la description du systeme (il ne contribue pas au vecteur d’état), mais il
possede n degrés de liberté, un par sortie.

Chaque degré de liberté est associé a une sortie et correspond a la proportion de flux
maximal du tuyau associé :

fis = ui(fzimax - is,min) + fis,min (821)

Dans cette équation, u; € [0,1] est le degré de liberté associé a la i®™¢ sortie. Cependant, il
faut vérifier la loi de Kirchhoff (ce qui rentre doit étre égal a ce qui sort) et donc on ajoute
une torche (éventuellement virtuelle) ainsi qu’une arrivée de gaz (éventuellement virtuelle).
C’est-a-dire que si f* =) . f7 > f¢ on achete le flux de gaz nécessaire G, = f* — f° (a
un cout prohibitif si I'arrivée de gaz est virtuelle), si fs — f¢ < 0, on torche l’excédent
fr = f¢— f® (ce qui a également un cotit si la torche est virtuelle).

Définition 8.3 (Neeud diviseur). Un neud diviseur (voir figure 8.5) comporte 1 entrée
et n sorties. Il ne participe pas a la description de ’état du systéme, mais il correspond a
n degrés de liberté. Soit u; € [0,1] le pourcentage de flux possible que l'on choisit de faire
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passer dans le tuyau i :
fz’s = ui(fis:maz - fzs,mm) + fzs:mm (822)

La capacité calorifique du gaz pour chaque sortie est égale a celle d’entrée :
c; =c° (8.23)

Si les contraintes de conversion des flux ne sont pas vérifiées, il faut acheter ou torcher du
gaz :

{Gn = (i fi = )4 (8.24)
fT = (fe - E?:l fls)+

Noeud producteur pur

fs
Fia. 8.6 — Noeud producteur.

Les noeuds producteurs purs n’ont pas d’entrée et une seule sortie, comme illustré sur la
figure 8.6. Comme pour le nceud consommateur, on peut obtenir un nceud producteur avec
plusieurs sorties a partir d’un noeud producteur couplé a un diviseur. Un producteur (haut-
fourneau par exemple) produit du gaz a flux et concentration fj et ¢y fixés. Ce flux et cette
concentration font partie de la description de I’état du systeme, mais il n’y a pas de degré
de liberté (donc pas de composante d’action). On peut noter que certaines installations
sont & la fois productrices et consommatrices. Il suffit de les modéliser par I’ensemble d’un
consommateur et d'un producteur, qui sont deux noceuds élémentaires.

Définition 8.4 (Nceud producteur). Un neud producteur (voir figure 8.6) pur a une
sortie. Il produit du gaz a flux et capacité calorifique fo et co. Il participe donc a la des-
cription de ’état du systeme.

Noeud accumulateur

Le dernier type de nceud que l'on considere est 'accumulateur de gaz, qui comporte
une entrée et une sortie, comme illustré sur la figure 8.7. L’accumulateur dispose de son
propre flux f® de capacité ¢*. Ces deux quantités participent a la description de 1’état du
systeme. Notons qu’en toute rigueur, il faudrait considérer le volume de gaz contenu dans
I’accumulateur et non le flux. Ces deux quantités different par une unité de temps. Dans
le mesure ou 'on considére un simulateur a événements discrets (et équi-répartis sur I’axe
temporel), choisir 'une ou l'autre revient au méme.

Le fonctionnement que nous choisissons est le suivant. Le gaz d’entrée sert a alimenter
Paccumulateur et une portion du flux propre de accumulateur (plus le gaz d’entrée) sert a
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fe

fs
Fi1G. 8.7 — Neeud accumulateur.

alimenter la sortie. Soit f€ le flux d’entrée. Le degré de liberté est la proportion u, € [0, 1]
du flux f¢+ f® qui va en sortie alimenter le reste du réseau. On obtient alors un nouveau flux
(1 —ug)(f€+ f*) dans 'accumulateur qui doit vérifier la contrainte de capacité maximale
f&  (le flux minimal est considéré nul, ce qui correspond & un accumulateur vide).

Ainsi, le nouveau flux de 'accumulateur et la capacité calorifique associée sont :

a == i ¢ ,1_ a e
{fzcw— m ( Ua)(fe + fa)) (8.25)

cnew - fe+fe

En conséquence, le flux a torcher est le flux excédentaire (s’il y en a) :

fr = (1 —ua)(fe + fa) = fhax)+ (8.26)

En sortie, nous avons :

s Lochfoe (8.27)
fetfe
Ce type de noeud présente deux composantes d’état (flux f® et capacité calorifique ¢* de
laccumulateur), ainsi qu'un degré de liberté (la proportion u, du flux f¢+ f® qui sert a
remplir 'accumulateur).

{fs = ua ([ + [9)

Définition 8.5 (Noeud accumulateur). Un neud accumulateur (voir figure 8.7) dispose
d’une entrée et d’une sortie. La proportion u, € [0,1] de la somme des flux d’entrée et
propre & l'accumulateur, f¢+ f¢, sert a alimenter la sortie. Le flux de gaz a torcher est :

{fr= (0= wa)(fe + £4) = Fioa)s (8.28)

Le flux de Uaccumulateur et la capacité calorifique associée sont modifiés de la fagon sui-
vante :

o _ fecctfoct (8.29)
new ~ fe+fae
Le flux de sortie et la capacité calorifique associée sont calculés de la facon suivante :
fP=ua(fe+ [
{cs T R (5.30
- fe+fa

{ @ = min( &, (1= ug)(fe + f4))
C
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8.2.2 Modélisation du réseau

Ainsi nous avons introduit un certain nombre de nceuds élémentaires, qui devraient
permettre de modéliser toutes sortes de réseaux. Par exemple une usine qui est a la fois
productrice et consommatrice et qui a plusieurs entrées et plusieurs sorties peut étre modé-
lisée par un diviseur, un mélangeur, un consommateur et un producteur. La modélisation
proposée est ainsi tres générale, mais elle ne permet pas de respecter les contraintes to-
pologiques du réseau réel car on permet d’acheter et de torcher du gaz a tous les noeuds.
Nous rappelons que c’est un choix qui permet de simplifier les calculs de propagation des
contraintes, qui sont intégrées dans la fonction de récompense, ce qui permettra éventuel-
lement de trouver une solution qui correspond au vrai réseau (sans violation des structures

topologiques).

© ©

FiG. 8.8 — Structure d’arbre pour le calcul du réseau.

Reste a voir le fonctionnement du réseau dans son ensemble. En effet, le flux d’entrée
d’un neeud est nécessaire au calcul du flux de sortie, lui-méme nécessaire au calcul du nceud
suivant. Il faut commencer par calculer les flux de sortie des producteurs purs, pour lesquels
il n’existe pas d’entrée. Il faut ensuite propager ces flux, la sortie d’'un producteur étant
I’entrée d’un autre nceud, jusqu’a arriver aux consommateurs purs, pour lesquels il n’y a pas
de sortie. Pour pouvoir calculer ces flux simplement, il faut organiser le réseau en structure
d’arbre, comme illustré figure 8.8, avec aux racines les producteurs purs et aux feuilles les
consommateurs purs. Certaines installations sont a la fois productrice et consommatrice,
dans ce cas il faut les séparer en deux nceuds, un correspondant a la consommation et
I’autre a la production. Une fois la structure d’arbre obtenue, il faut calculer I’ensemble des
neceuds de profondeur zéro, puis ceux de profondeur un, jusqu’a la derniere feuille. Lorsqu’on
calcule les noeuds de profondeur ¢, les noeuds de profondeur 7 — 1 auront déja été calculés,
les flux d’entrée seront donc connus et le nceud est calculable.

Une question pertinente est de savoir s’il est toujours possible de mettre le réseau sous
forme d’arbre (fini). Il est envisageable que ce soit impossible, & cause par exemple d’une
structure de boucle. Si le réseau ne peut se mettre que sous la forme de graphe (et pas
d’arbre), les calculs de réseaux sont plus complexes. Cependant, il y a une réalité physique
derriere, qui conditionne la réponse a cette question. Nous verrons que ce probleme ne se
pose pas pour le réseau que nous proposons d’étudier dans la suite.
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8.2.3 Modélisation conforme a ’apprentissage par renforcement

Nous avons ainsi présenté une modélisation possible du probleme de la gestion des
flux de gaz. Il reste encore a modéliser ce probleme en termes adéquats au formalisme
des processus décisionnels de Markov, c¢’est-a-dire spécifier ce qui doit étre état, action et
récompense.

Etats : ['état du systeme est composé :

— des contraintes de puissance et de capacité calorifique minimale des consommateurs
contraints,

— du flux produit par les producteurs et de la capacité calorifique associée,
— du flux et de la capacité calorifique courants des accumulateurs.
L’ensemble des contributions des nceuds au vecteur d’état est résumé par le ta-
bleau 8.2. Si on note N¢ le nombre de consommateurs contraints, Np le nombre
de producteurs, et N4 le nombre d’accumulateurs, alors on a (2N, + 2Np + 2N4)
composantes d’état (chaque composante étant continue) ;

Actions : l’ensemble des actions du systeme est composé :
— des degrés de liberté au niveau des diviseurs,
— des degrés de liberté au niveau des accumulateurs.
L’ensemble des contributions des nceuds au vecteur d’action est résumé dans le ta-
bleau 8.2. Si 'on note Ng le nombre total de sorties (en cumulant tous les diviseurs),
on a (Ng + N4) composantes continues;

Récompenses : la récompense est égale au prix de I’électricité vendue (pour la partie du
gaz transformé en électricité) minoré du prix de la quantité de gaz acheté. De plus,
comme nous l’avons déja souligné, il faut pénaliser ’achat et le torchage de gaz la
ou ce n’est pas possible physiquement. On a donc une fonction de récompense de la
forme :

N
r(s,a) = Z (agf)fj(f) + ag)Ggf)) (8.31)

i=1

Dans cette expression, N est le nombre total de nceuds et les différents termes ont

les significations suivantes (ici fr_(pZ ) est la quantité de gaz torché au noeud ¢ et Ggf ) est

le flux de gaz acheté pour ce méme noceud) :
(i)

— si le noeud ¢ dispose d’une torche, alors o’ = 0. S’il ne dispose pas de torche et ne

permet pas de produire de Iélectricité, alors c’est un terme pénalisant (violation de
la contrainte topologique) et agf) < 0. Enfin, si le nceud produit de I’électricité, c’est
le prix de revient par watt produit (par exemple) et agf) > (0. Notons que comme

c’est la puissance qui est vendue et non le flux, ce coefficient devrait dépendre de
la capacité calorifique. Nous choisissons donc dans ce cas agf) = éapp, ou app est
une constante et ¢ la capacité calorifique du gaz vendu;

— si le neeud dispose d’'un acces sur le réseau extérieur, alors a(é) est le négatif du
prix d’achat (par unité de flux) du gaz au réseau extérieur. Si le nceud ne dispose
pas d’acces au réseau extérieur, il y a violation de la topologie du réseau, et Oz(é)
est une pénalisation (treés) supérieure au prix d’achat du gaz.

Notons que pour obtenir une solution qui satisfasse les contraintes topologiques du

réseau, il faut bien dimensionner ces différentes grandeurs (ce que nous ferons de

fagon empirique, notamment pour les cotits des violations).
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Probabilités de transition : les algorithmes développés dans le cadre de la these sont
model-free, ils ne nécessitent pas un modele de transition. Cependant, il est important
de noter que s’il y a indépendance de la transition a l'action, c’est-a-dire

p(s']s, a) = p(s]s)

alors maximiser le cumul de récompense sur le long terme revient rigoureusement
a maximiser la récompense immédiate. Ce n’est plus un probleme d’apprentissage
par renforcement. Si on applique les algorithmes développés, cela va revenir a régres-
ser la fonction de récompense et & en chercher le maximum. On arriverait au méme
résultat avec du Monte Carlo par exemple (et de fagon plus simple, étant donné
qu’on dispose d'un modele de simulation). Cela concerne uniquement le cas statique,
sans accumulateur. Dans le cas dynamique, avec accumulateur, au moins les com-
posantes d’état correspondant au contenu des accumulateurs dépendent de ’action
choisie. L’évolution des grandeurs d’état relatives a I’accumulateur sont données dans
la définition 8.5. Pour les autres composantes d’état du systéme, nous avons choisi
des modeles d’évolution temporelle en accord avec ArcelorMittal, de fagon & obtenir
quelque chose de proche du vrai systeme. Nous les détaillons par la suite, lorsque
nous décrivons plus précisément le réseau traité.

Il faut noter que si cette modélisation est plus simple en terme de propagation des contraintes
a travers le réseau, elle est plus complexe en terme d’espace état-action. En effet, certaines
actions qui seraient impossibles avec une modélisation plus fine (mais bien plus complexe
a mettre en ceuvre) sont simplement pénalisées ici.

noeud composantes d’état | composantes d’action
mélangeur X X
consommateur libre X X
consommateur contraint (P, Cimin,) X

diviseur X (Ug, ..., up)
producteur (fo,co) X
accumulateur (f%c") u®

TAB. 8.2 — Contribution des nceuds en terme d’AR.

8.3 Application de KTD

Dans cette section, nous présentons 'application de KTD a la gestion des flux de gaz sur
un réseau particulier. Nous commencons par décrire ce réseau et donnons également plus
de précisions sur 1’évolution des états choisie. Pour traiter ce probleme, nous introduisons
d’abord une variation de KTD : nous proposons une paramétrisation semi-automatique de
la fonction de qualité basée sur I'utilisation de noyaux et d’une méthode de dictionnaire [29].
Cela peut-étre vu comme une adaptation de la méthode qui permet de rendre la représenta-
tion non-paramétrique de la fonction de valeur parcimonieuse dans le cadre de GPTD [28]
au cadre de KTD (la seule différence étant que la représentation parcimonieuse se construit
en ligne pour GPTD, alors qu’elle doit étre construite en pré-traitement pour KTD). Nous
présentons enfin les résultats de 'application de KTD a l'optimisation de ce réseau. Etant
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donné que les méthodes d’optimisation utilisées en pratique sont statiques (voire combi-
nées a des heuristiques pour prendre en compte les accumulateurs), nous comparons notre
approche a une méthode de Monte Carlo maximisant la récompense immédiate.

8.3.1 Un réseau particulier

Le réseau que nous proposons d’étudier peut sembler relativement simple. Cependant,
il est intéressant pour plusieurs raisons. Tout d’abord, il représente d’un méta-point de
vue assez fidelement le type de réseaux que l'on peut rencontrer dans la pratique (les
nceuds de production ou de consommation correspondants en fait & des sous-réseaux).
C’est d’ailleurs également ce type de réseau qui est considéré par 'autre équipe travaillant
sur le sujet. D’autre part, comme nous le verrons, il permet de mettre en avant la gestion
de 'accumulateur de gaz, qui est le point qui pose probleme pour les approches utilisées
en pratique.

Description du réseau

PP MEn

F1G. 8.9 — Réseau considéré.

Nous considérons le réseau illustré sur la figure 8.9, qui est composé :

— d’un producteur P;

— d’un accumulateur A qui est relié a une torche;

— d’un diviseur D qui alimente deux consommateurs et dont le gaz torché alimente en
fait une usine d’électricité ;

— d’un consommateur C] qui est connecté au réseau de gaz naturel ;

— d’un consommateur C qui n’est pas connecté au réseau de gaz naturel.

D’apres le parallele avec 'apprentissage de la section 8.2.3, le producteur correspond a 2
composantes d’état, chaque consommateur également, le diviseur a deux composantes d’ac-
tion et 'accumulateur a deux composantes d’état et une d’action. Finalement, on obtient
un vecteur d’état de dimension 8 et un vecteur d’action de dimension 3. Pour résumer,
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nous avons comme vecteurs d’état et d’action :

T _m8
s = |81, 82, 83, 54, 55, 56, 57, 58] € R
—— N~

P A C1 Co
= vaC(]afaaCayplacl,minap2ac2,min]T (832)
P A Co

C1
a=|a ,a2,a3 TeRr?
S
— [\“g, R (8.33)
A D

Il reste deux choses pour obtenir un simulateur opérationnel. La premiere est de préciser
le modele d’évolution. La seconde est de préciser les différents parametres du simulateur.

Modeéles d’évolution

Nous avons déja donné le modele d’évolution des composantes d’état correspondant a
I’accumulateur dans la définition 8.5, il dépend de 'action appliquée. Cependant il faut
également déterminer un modele d’évolution pour le reste des composantes du vecteur
d’état. En pratique, ces différents parameétres varient en fonction d’un certain nombre de
données, comme le carnet de commande des clients (quel type d’acier produire, pour quand)
ou des contraintes physiques (on ne peut pas produire n’importes quels aciers I'un apres
lautre) voire logistiques. Les modeles d’évolution que nous proposons ont été mis au point
au cours de discussions avec 'autre équipe travaillant sur ce sujet et devraient refléter la
réalité, au moins jusqu’a un certain point.

Nous distinguons deux modeles d’évolution (hormis l’accumulateur), 'un pour le flux
au niveau du producteur, 'autre pour les autres quantités. Au niveau du producteur, le
flux n’est pas continu, il y a des pics de production, réguliers mais non équi-espacés. Pour
modéliser cela, nous introduisons deux constantes tmin, tmax € N correspondant aux temps
minimum et maximum entre deux pics de production, ainsi qu'un minuteur ¢. A chaque
pas de temps, le minuteur décroit d’une unité. Lorsqu’il arrive & zéro, un pic de production
est émis et le minuteur est réinitialisé aléatoirement (tirage uniforme) entre tpin et tmax.
Nous avons donc :

" ti—1 sit; >0 (834)
= ‘
" trand ~ Qvec trand ~ Uy . 4.1 sinon
it=0
ot fp = 4 IPmax S (8.35)
0 sinon

Notons que ce minuteur est interne au simulateur, ’agent n’y a pas acces; il observe uni-
quement le flux de production!.

IDes lors, on peut se demander si du point de vue de Pagent le systéme est markovien. Nous verrons
dans la section 8.3.3 que cela ne pose pas particulierement probleme pour apprendre un bon controle,
probablement car les situations pour lesquelles il y a un repliement perceptuel (deux états différents du sys-
teéme correspondant & une méme observation pour I’agent) n’impliquent pas de contréles fondamentalement
différents.
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Nous choisissons de modéliser toutes les autres quantités (capacités calorifiques en
production, en consommations, puissances) par des processus auto-régressifs stationnaires
d’ordre 1, dont la définition suit.

Définition 8.6 (Processus auto-régressif stationnaire d’ordre 1). Nous disons que
le processus aléatoire X; est auto-régressif stationnaire d’ordre 1, de moyenne p et de
variance 0. Nous le notons X; ~ AR1(o, i1,0) avec |o| < 1 si sa loi d’évolution est :

X;=0Xi1+(1—o)pu+o(l—0)2n; (8.36)

ot n; est un bruit blanc gaussien centré réduit.

Choix des parameétres du réseau

Les choix que nous faisons pour les parametres du réseau sont sensiblement arbitraires
(ils n’ont pas été calibrés sur des données réelles), d’un point de vue physique, mais ils sont
fait de facon a garantir une évolution temporelle intéressante. Ainsi, les valeurs absolues
des différentes quantités du simulateur ne refletent pas la réalité, par contre leur évolution
devrait en étre assez proche. De plus nous faisons ’hypothese que les différentes capacités
calorifiques (du gaz produit et nécessaires pour les consommateurs) sont constantes. D’apres
nos interactions avec ’équipe travaillant sur le sujet, elle n’est pas tres restrictive. Les
parametres a préciser sont :

— pour chaque tuyau les flux minimal et maximal acceptés;

— pour le producteur, le flux produit lors des pics, la capacité calorifique associée, ainsi

que les temps minimal et maximal entre deux pics;

— pour I'accumulateur, sa capacité maximale ;

— pour les consommateurs, les puissances minimale et maximale consommables, ainsi

que les capacités calorifiques minimales requises ;

— la capacité calorifique du gaz naturelle (qui est par hypothese la plus grande) ;

— les différents cotts, voir I’équation (8.31).

De plus, pour chacune des quantités concernées, nous précisons le modele AR1 utilisé.
Notons également que nous forcons chaque composante a rester dans les bornes choisies, le
processus aléatoire que nous utilisons est donc plutét :

X; = max (min (gXi,l +(1—=-opu+o(l-— Q)%ni,XmaX> aXmin) (8.37)

D’autre part, les valeurs du modele AR1 que nous donnons sont pour des composantes
d’état normalisées entre 0 et 1, c’est-a-dire qu’on considere plutét le processus X! défini
par X/ = Xﬁ;:ii(m:m (uniquement pour la définition des parametres AR1).

Pour les différents tuyaux (notés T a Ty sur la figure 8.9), nous choisissons les flux
minimaux et maximaux suivants :

{ fh = 0kNm3.A! { fT2 = OkNm3.h! (5.38)

o =300kNm3.h~t 7| f2 = 300kNm3 At '

{ fB = OkNm3.h! { fh = 0kNm3.h! (39)
fIs = 300kNm3.h~t 7| fI1 = 300kNm3 A '
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Nous rappelons que ces flux conditionnent les flux minimaux et maximaux au niveau des
nceuds. Pour le producteur, nous choisissons les valeurs suivantes (rappelons que s; corres-
pond au flux produit et so a la capacité calorifique associée, constante d’apres I'hypothese) :

$1,max = 300kNm>.h™ 1, s = 10Mcal.kNm™> (8.40)

Les temps minimum et maximum entre deux pics de productions doivent également étre
choisis :
tmin = 77 tmax = 19 (841)

Pour l'accumulateur, il suffit de choisir sa capacité maximale (pas de modele AR1). Nous
rappelons que s3 correspond au flux propre a ’accumulateur et s4 a la capacité calorifique

associée :
53.max = 300kNm>. ™! (8.42)

Pour le consommateur C4, il faut choisir les puissances et capacités calorifiques extrémes
) p p q
possibles. Nous rappelons que s5 correspond a la puissance et sg a la capacité calorifique
(minimale nécessaire) :
{357mm = 15Mcal.h~!

L S6 = 10Mcal kNm ™3 (8.43)
55.max = 20M cal.h™

Il faut également choisir le modele AR1 correspondant :
ss ~ AR1(0.4,0.5,0.2) (8.44)
Il faut définir les mémes parametres pour le consommateur Cs :

{37,min = 10Mcal.h™*

,s8 = 10Mcal. kNm™ (8.45)
$7max = 15Mcal.h ™!

Il faut également choisir le modele AR1 correspondant :

s7 ~ AR1(0.7,0.5,0.4) (8.46)
Nous choisissons pour le gaz naturel une valeur plus grande que les autres :

cn = 15Mcal kNm™3 (8.47)

Il ne reste plus qu’a définir les composantes de la fonction récompense. Rappelons son
expression (8.31) :
5
r(s,a) = Z <a53)f¥) + ag)G,(f)> (8.48)
i=1
On peut remarquer que les coefficients peuvent se diviser en cinqg catégories : torchage réel,
noté ar, torchage virtuel (pas de torche physiquement possible), noté ar,, vente a l'usine
d’électricité, noté app (et nous rappelons que la récompense associée est proportionnelle
a« ppé), achat de gaz naturel, noté ag et achat de gaz naturel virtuel, noté ag,. Nous
choisissons pour ces différents facteurs les valeurs suivantes :
(a7 = 0€.h.kNm™3
ar, = —5€.hkNm™
app = 0.1€.h.EkNm™3 (8.49)
ag = —30€.h.kNm™3
ag, = —2€.h.kNm=3

\
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8.3.2 Semi-automatisation de la paramétrisation

Un choix qui peut s’avérer difficile et que nous avons peu abordé jusqu’a présent est
celui de la paramétrisation de la fonction de valeur, ou plus généralement de la fonction de
qualité. Il existe des méthodes visant a adapter les fonctions de base au probleme traité,
on peut citer [67], [78] ou encore [125] par exemple. Dans cette section, nous proposons de
semi-automatiser une représentation par noyaux [96, 118], la méthode étant originellement
proposée par [29] dans un contexte légérement différent. Etant donné le choix a priori d’'un
type de noyau, elle permet de choisir de fagon automatique les fonctions de base ad hoc.

Un noyau peut étre vu comme la généralisation fonctionnelle de la notion de matrice
positive.

Définition 8.7 (Noyau). Soit X un espace mesurable, un noyau K défini par :

K: XxX—R

x,y — K(z,9) (8.50)
est une fonction continue, symétrique et positive, c’est-a-dire que pour tout sous-ensemble
fini {zx1,...,xn} de X et tout ensemble de nombre réels {ci,...,cn}, on a :

ZK(mi,xj)cicj >0 (8.51)
i?j

L’exemple qui est peut-étre le plus classique et que nous avons utilisé souvent jusqu’a
présent est le noyau Gaussien (X étant définie positive) :

1
K(o.g) = exp (5o = )5 o - ) (8.52)
Un autre type de noyau classique est le noyau polynomial :
K(z,y) = (z"y+¢)* (8.53)

Il existe beaucoup d’autres noyaux, nous ne les décrirons pas tous. L’intérét et le succes
des méthodes & noyaux repose sur le théoreme de Mercer, qui stipule que le noyau K (z,y)
correspond en fait au produit scalaire des images de z et y dans un espace préhilbertien?
potentiellement de plus grande dimension.

Théoréme 8.1 (Mercer). Soit K : X2 — R un noyau, il existe une application ¢ :
X — F, ou F est un espace préhilbertien appelé espace de redescription (feature space en
anglais), telle que K(x,y) soit le produit scalaire de p(z) et p(y), pour tout x ety de X :

K(z,y) = (p(z), 0(y)) (8.54)

Ce résultat est tres important, dans la mesure ou il est a la base de I'astuce dite du noyau
(kernel trick en anglais) : tout algorithme linéaire s’exprimant uniquement en terme de
produits scalaires peut étre utilisé pour résoudre un probléme non-linéaire en remplagant ces
produits scalaires par des noyaux, ce qui a pour effet de transformer implicitement I’espace
de représentation des données en un espace généralement de plus grande dimension. Un
probleéme linéaire dans ’espace de redescription de plus grande dimension (pour un noyau

2(’est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire.
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gaussien par exemple, cet espace est de dimension infinie) correspondra a un probleme
non-linéaire dans ’espace d’origine.

Revenons plus précisément au probleme qui nous intéresse, a savoir la représentation
paramétrique d’une fonction d’intérét. Nous nous abstrayons cependant un peu de l'ap-
prentissage par renforcement et considérons un fonction fg (z) paramétrée par un vecteur
0, x n’étant pas forcément scalaire. La représentation paramétrique la plus simple possible
est linéaire :

fo(x) =0Tz = (0, 2) (8.55)

Si cette représentation est simple, elle n’est pas représentative d’une grande classe de fonc-
tions. Une paramétrisation par noyau, quant a elle, est de la forme suivante :

P

fo(x) = ZwiK(x,xi) avec 0 = (w1, ..., wp)" (8.56)
i=1

En appliquant le théoreme de Mercer, on peut se ramener & une forme de produit scalaire
dans I’espace de redescription :

folx) = 3 wik (w, ;)
=1
= Z wi<<,0($)a 90(1'%»
=1

= <¢<x>,§jw<azi>> (8.57)
=1

Ceci justifie le choix de la représentation, mais ne permet pas de répondre aux questions
importantes que sont le choix du type de noyau, le choix du nombre de noyaux (parametre
p) et le choix de leurs positions (parametres ;). En supposant le choix du type de noyau
fait, la méthode de dictionnaire que nous présentons maintenant permet de déterminer de
fagon automatique le nombre de noyaux et leurs positions. Elle est due a [29] et repose
également sur le théoreme de Mercer.

Rappelons la forme de la régression (8.57). La fonction paramétrée est le produit sca-
laire des vecteurs ¢(z) et Y 0_; wip(x;). Si (¢(x1),...,¢(xp)) est une famille lide, il y a
de la redondance. Si elle est libre, mais non génératrice de ¢(X), il y a une perte du pou-
voir de représentation de la fonction paramétrée. L’idée est donc de construire une base
(approximative) de ¢(X) et ce sans utiliser explicitement la fonction ¢. Méme si 'espace
de redescription est de grande dimension, le sous-espace ¢(X) peut étre de dimension plus

raisonnable. Nous cherchons donc un ensemble minimal de p points Z1,...,7, de X tels
que

P(X) = Vect {p(Z1), ..., 0(Zp)} (8.58)

Cette méthode est en-ligne par nature. Supposons que les échantillons 1, zo, ... soient

séquentiellement observés (soit qu’ils sont disponibles a Iavance, soit qu’ils sont échan-
tillonnés selon une loi uniforme sur X par exemple). Au temps ¢ un dictionnaire D;_; de
my—1 éléments est disponible :

Dyt = (Z))47" C (25)2 (8.59)
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Par construction, les vecteurs ¢(Z;) sont approximativement linéairement indépendants
dans l'espace F de redescription. Un échantillon z; de X est alors observé. Si ¢(x¢) est
approximativement linéairement indépendant de ¢(D) alors il est ajouté au dictionnaire.
Pour tester la dépendance, il faut résoudre le probleme d’optimisation suivant, en notant

a le vecteur (a1, ...,am, ;)" :
2
mi—1
6y = min Z a; () — () (8.60)
acR™t—1 =

Formellement, si §; = 0, alors on a une dépendance linéaire, sinon non. En pratique, une
dépendance approchée est autorisée et d; est comparée a un seuil v (choisi par l'utilisa-
teur). De ce choix du seuil dépend la qualité de 'approximation et la parcimonie de la
représentation (il s’agit de trouver un compromis entre les deux). On considere donc qu’il
y a dépendance si §; < v et alors le dictionnaire reste inchangé. Dans le cas contraire
I’élément z; y est ajouté.

L’équation (8.60) peut étre réécrite comme un produit scalaire, développée et les pro-
duits scalaires remplacés par les noyaux :

mi—1 me_1
%= aerﬂrﬁl’ilrtlfl < Zl a;jp(Z;) — (), Zl ajp(T;) — ‘P(l‘t)>
J= j=

me—1 me—1
= min 'Zl aia; K (i, ;) — 2 ZT a; K (2, x¢) + K (¢, 2¢) (8.61)
INES J=

En définissant la matrice K;_; et le vecteur lzzt,l(x) de tailles respectives m;_1 X my_1 et
my—1 X 1 par :

(f(t,l) = K(#,) et (ict,l(x)) = K(x, &) (8.62)

1,J )
il est possible de réécrire I’équation (8.60) sous forme matricielle :

5t = min {an(t_la — 2aTI;:t_1(xt) + K(l‘t, l‘t)}
a€R™t—1

Ce probleme quadratique peut étre résolu analytiquement et sa solution est donnée par :

{at = Kt__lllg‘t_l(‘%'t)

/ (8.63)
0 = K($t7$t) - ktfl(xt)Tat

Si 6 < v, p(x¢) est approximativement linéairement dépendant de ¢(D;_1) et peut étre
réécrit comme :

me¢—1

pla) = > aip(@) + ¢, il < Vv (8.64)
i=1
mi—1

~ Z a;p(Z;)

=1

Sinon, §; > v et xy = Iy, est ajouté au dictionnaire.
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Il est a noter que la matrice f({ L peut étre calculée efficacement. Plutot que de faire
une inversion matricielle de complexité O(mj), il est possible de réduire la complexité &
O(m?). Si 6; < v aucun point n’est ajouté au dictionnaire et IN(;l = f(;ll. Si zy est ajouté
au dictionnaire, la matrice R't_ ! peut étre écrite par bloc et son inverse peut étre déterminée
analytiquement en utilisant la formule de I'inverse de la matrice de covariance partionnée
(voir [27]) :

> Ki 1 Kep—1 () ) ~1 1 (&R__l + aral —at>
K, =1~ S K= — =1 t 8.65
! <kt—1($t)T K (¢, z4) ¢ O —atT 1 ( )

L’approche permet donc de calculer séquentiellement une approximation de la base de
©(X). Pour une analyse de I’approche (notamment qualité de l’approximation et bornes
sur la taille du dictionnaire en fonction du facteur de parcimonie v), voir [29, 27]. Nous
résumons la construction du dictionnaire dans I’algorithme 8.1.

Algorithme 8.1 : Calcul du dictionnaire

entrées : un ensemble de N points z1,...,xzxy de X, facteur de parcimonie v
sortie : un dictionnaire D

Initialisation;
Dy = {$1};1

Kl = K(xl,xl);
m=1;

Calcul du dictionnaire;

pour t =2,... N faire
Observer ’échantillon x¢;

Calculer l;:t_l(xt), voir équation (8.62);
Calcul de la liberté;

a; = Kt:llk?t—l(ﬂft) ;

0y = K(xt, xt) - kt—l(ﬂft)Tat;

si 0, > v alors

Dt = Dt—1~U {l’t},

Calculer Kt_l, voir équation (8.65);
m<«—m-+1

sinon
K '=K":
t = By
| Dy = Dy_1;

Pour utiliser cette méthode de dictionnaire dans le cadre de KTD, nous supposons
connaitre a priori les espaces d’état et d’action. Nous choisissons un noyau K, un facteur
de parcimonie v et nous appliquons la méthode de dictionnaire en pré-traitement sur un
ensemble de N couples état-action (cas de la paramétrisation de la Q-fonction) tirés unifor-
mément dans S x A. C’est cette méthode que nous utilisons dans les publications [39, 38, 45],
en paramétrant cependant également les hyper-parametres (variance associée 4 un noyau
gaussien par exemple). Rappelons que cette approche peut étre vue comme une adaptation
a KTD de la représentation non-paramétrique du cadre de travail GPTD [27].
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8.3.3 Résultats

Ici nous nous proposons de comparer les politiques obtenues par KTD et Monte Carlo
sur le simulateur considéré, la seconde approche étant, a 1'utilisation d’heuristiques pour
prendre en compte les accumulateurs pres, le type d’approche qui est utilisé en pratique
(c’est-a-dire maximisation de la récompense immédiate, plutét que maximisation du cumul
de récompenses sur le long terme). Nous commengons par présenter les résultats de Monte
Carlo sur la figure 8.10. La politique est déterminée en choisissant, parmi un grand nombre
d’actions tirées aléatoirement, celle qui maximise la récompense immédiate.
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FiG. 8.10 — Politique obtenue avec Monte Carlo.

Ce résultat, composé de six graphiques, représente une évolution typique du systeme
lorsque la politique maximise la récompense immédiate et s’interpréte comme suit. La
premiere ligne représente le flux de gaz produit au cours du temps. On y observe bien la
structure temporelle annoncée, a savoir des pics de production, réguliers mais non identique-
ment espacés. La seconde ligne représente la quantité de gaz contenue par 'accumulateur au
cours du temps. Il apparait clairement qu’il n’est pas utilisé. La troisieme ligne représente
le gaz vendu a l'usine de production d’électricité. On y voit que la quasi-totalité du flux
injecté dans le réseau lors des pics de production est vendu. Ce comportement est cohérent,
puisque c’est la récompense immédiate qui est maximisée. Les quatrieme et cinquieme lignes
représentent respectivement I’évolution des puissances requises par les consommateurs un
et deux. La derniere ligne représentent la récompense instantanée. Lorsqu’elle est négative,
c’est qu’il n’y a pas assez de gaz pour alimenter les consommateurs, qui doivent en acheter
sur le réseau extérieur. Lorsqu’elle est positive, c’est que du gaz est vendu 'usine de produc-
tion d’électricité. On voit ici aussi que I’ensemble du gaz est vendu deés que possible (moins
le gaz utilisé pour Palimentation des consommateurs au moment du pic de production) et
qu’il est ensuite nécessaire d’acheter du gaz. Notons que ce n’est pas tout a fait le type
de politique employée en pratique. Des heuristiques sont utilisées pour prendre en compte
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les accumulateurs, ce qui pourrait s’interpréter comme ’ajout d’un terme de récompense
relatif a leur utilisation et qui permettrait d’obtenir un meilleur controle en maximisant
la récompense immédiate. Nous nous intéressons maintenant au type de politique obtenu
grace a ’apprentissage par renforcement.

L’algorithme considéré est KTD-SARSA combiné a une politique de Thompson (voir
section 6.3.6). Nous faisons certains choix pour la représentation de la fonction de valeur.
Les capacités calorifiques étant constantes, il n’est pas nécessaire de considérer les compo-
santes d’état associées. Au niveau du diviseur le choix des actions correspondant au routage
du gaz n’a aucune influence sur I’évolution du systéme, uniquement sur la récompense im-
médiate. Les actions optimales correspondantes consistent donc a maximiser la récompense
immédiate, ce qui peut étre fait de maniere analytique. C’est ce que nous faisons et les deux
actions correspondantes ne sont pas considérées dans la @-fonction. Sur un systeme réel,
cela revient a dire que si une décision locale n’a aucune influence sur I’évolution du sys-
teme et qu’il existe un algorithme efficace pour la prendre, autant l'utiliser. Au niveau
des consommateurs, I'information de la puissance requise est redondante. On la retrouve
dans les composantes d’état associées, mais également dans la récompense. En effet, si trop
peu de gaz est fourni aux consommateurs, cela créé une contribution négative au terme de
récompense instantané. Nous ignorons donc ces composantes dans la fonction de qualité.
Du point de vue de I'agent, cela rend I'information de récompense stochastique au lieu de
déterministe. Le controle résultant peut étre légerement moins fin, mais cependant suffi-
sant pour une validation du concept. Enfin, c’est la somme du flux de production et du
flux propre a ’accumulateur qui est importante pour la prise de décision. Plutot que de
considérer les deux composantes d’état séparées pour la Q-fonction, nous en considérons la
somme. Enfin, nous choisissons des noyaux gaussiens pour la représentation de la fonction
de qualité et nous utilisons la méthode décrite section 8.3.2 pour automatiser la paramé-
trisation attenante. Les actions étant continues, nous utilisons Monte Carlo lorsqu’il est
nécessaire de calculer un maximum. Le type de politique obtenu par cette approche est
représentée sur la figure 8.11.

La signification des différentes lignes est la méme que pour la figure 8.10. On remarque
que, cette fois-ci, la politique utilise bien 'accumulateur (deuxieéme ligne). Elle le remplit
avec suffisamment de gaz pour assurer les besoins de consommation durant une période (pé-
riode que nous rappelons ne pas étre constante) et vend ’excédent & 1'usine de production
d’électricité (troisieme ligne). Le taux de remplissage de ’accumulateur correspond environ
a l'intégrale des besoins moyens entre deux pics de production. Si 'on observe la courbe
de récompense (sixieme ligne), il apparait qu’elle est rarement négative, ce qui signifie que
suffisamment de gaz est fourni aux consommateurs presque tout le temps. La récompense
obtenue lors des pics de production (correspondant & la vente de gaz excédentaire donc) est
plus faible que pour Monte Carlo. Ce type de comportement est typique des algorithmes
d’apprentissage par renforcement et c’est ce que ’on souhaite observer. Il peut étre néces-
saire de choisir initialement une action moins récompensée qu’une autre pour obtenir un
plus grand gain sur le long terme.

Nous supposons que ce type de résultat aurait pu étre obtenu avec d’autres algorithmes
d’apprentissage par renforcement et que le probleme traité ne met pas forcément en avant
I'intérét de KTD par rapport a I’état de I'art, mais plutot de ’apprentissage par renforce-
ment par rapport a des méthodes d’optimisation statiques (qui ne prennent pas en compte
le long terme). Ce chapitre a pour but de montrer que ce type de méthodologie peut avoir
des applications pratiques, ce qui est un point intéressant en soi. D’autre part, les poli-
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tiques utilisées sur les chaines de production sont bien str meilleures que celle que nous
illustrons sur la figure 8.10, dans la mesure oli, comme nous ’avons déja dit, elles utilisent
des heuristiques pour prendre en compte les accumulateurs. Nous pensons que 'utilisation
de méthodes telle que celle que nous proposons y est une alternative intéressante, viable et
que nous pensons plus fondée.

8.3.4 Perspectives

Ainsi nous avons montré sur un probleme simplifié de gestion des flux de gaz que
considérer une optimisation tenant compte de la dynamique du systeme et dont la fonc-
tion de cotlit est un cumul espéré sur le long terme (nos algorithmes de renforcement en
pratique) permettent d’obtenir de meilleurs résultats qu'une approche par optimisation sta-
tique (Monte Carlo dans ce cas). L’avantage de KTD sur Monte Carlo était éminemment
prévisible. Cependant, cette application a le mérite de montrer que ce type de méthodolo-
gie peut trouver des applications intéressantes pour l'industriel. Dans la forme actuelle du
simulateur, d’autres algorithmes de renforcement auraient pu convenir. Cependant, 1’ap-
prentissage bénéficie d’avantages de KTD comme ['efficacité en termes d’échantillons. De
plus, des évolutions intéressantes du simulateur impliquent une dynamique non-stationnaire
du systéme : la fréquence des pics de production par période peut changer (ainsi que I'inté-
grale des besoins sur une période) et ni le prix d’achat de gaz ni le prix de vente d’électricité
ne sont stationnaires. Dans ce cas, 'avantage de KTD serait encore plus marqué.

Il y a plusieurs perspectives intéressantes, du point de vue du simulateur et des algo-
rithmes. En ce qui concerne le simulateur, le modele sous-jacent a été construit en interac-
tion avec ArcelorMittal. Il sert de démonstrateur de faisabilité et les caractéristiques jugées
essentielles par les praticiens (accumulateurs, structures de pics, etc.) ont été respectées
pour que 'obtention de résultats corrects convainquent 'industriel d’aller plus loin dans
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la démarche, ce qui semble étre le cas. Une prochaine étape pourrait étre de caler les pa-
rametres du modele a partir des données usine (ce qui permettrait également de voir si le
modele retranscrit bien la réalité). Une autre approche pourrait étre d’apprendre directe-
ment la politique a partir de données, sans passer par un simulateur. Nos algorithmes sont
model-free, ils le permettent. En pratique, méme si les moteurs d’optimisation utilisés par
ArcelorMittal sont statiques, ils sont combinés & des heuristiques, concernant notamment
le remplissage des accumulateurs de gaz, de facon a prendre en compte le long terme. Il
pourrait étre intéressant de coupler un module de renforcement en lieu et place de ces
heuristiques. Cela pourrait éventuellement permettre d’obtenir une meilleure gestion des
accumulateurs. Cependant, la mise en ceuvre pratique peut s’avérer difficile, les logiciels
utilisés actuellement étant fermés.

Concernant les améliorations algorithmiques, le fait que les actions soient continues
peut s’avérer problématique. Il faudrait pouvoir s’affranchir du calcul du maximum (ou
de largument qui maximise, ce qui revient au méme) pour faciliter le passage a I’échelle.
C’est justement le cas de KNAC, la méthode acteur-critique présentée dans le chapitre 7.
Il pourrait donc étre intéressant de l’essayer sur ce probleme, voire des problémes plus
importants. Le choix d’'une paramétrisation plus compacte, comme un réseau de neurones
par exemple, pourrait également aider le passage a 1’échelle.



Chapitre 9

Contributions et perspectives

Ce chapitre clot le manuscrit. Nous proposons un résumé du travail présenté, ainsi que
les contributions attenantes. Nous proposons également un certain nombre de perspectives
qu’il pourrait étre intéressant de développer.

9.1 Reésumé du travail présenté

Nous avons présenté dans le chapitre 2 les bases de l'apprentissage par renforce-
ment en général et du probléme de I’approximation de la fonction de valeur en particulier.
Notamment, nous avons unifié un certain nombre d’approches paramétriques usuelles (al-
gorithmes directs, résiduels, LSTD, GPTD) sous un méme formalisme, & savoir la mise a
jour du vecteur de parametres caractérisant la représentation de la fonction de valeur en
fonction de l'erreur de différence temporelle faite sur la transition courante et d’un gain,
Ierreur de différence temporelle dépendant du type d’équation de Bellman qui est considéré
(évaluation ou optimalité) et le gain de I’algorithme. Nous avons également mis en avant un
certain nombre de caractéristiques que nous pensons souhaitables, voire importantes, pour
un algorithme d’approximation de la fonction de valeur. Nous souhaitions que cet algo-
rithme permette un apprentissage en ligne et gere les non-linéarités. Nous souhaitions aussi
qu’il soit efficace en termes d’échantillons, c’est-a-dire I’apprentissage d’une bonne fonction
de valeur (ou mieux d’un bon contréle) avec aussi peu d’interactions agent-systéme que
possible. Nous le souhaitions également capable de prendre en compte la non-stationnarité.
Le cas d’application le plus évident est un environnement non-stationnaire. Mais méme
si le systeme a controler est stationnaire, il existe un certain nombre de bonnes raisons
pour préférer traquer la solution plutot que de chercher a converger vers elle. Un certain
nombre de ces raisons est donné par [106]. Cependant, celle qui nous intéresse le plus est la
non-stationnarité de la fonction de valeur que ’on cherche & apprendre induite par les amé-
liorations successives de la politique dans un cadre d’itération de la politique généralisée.
Un autre aspect que nous pensons important est la capacité de I’algorithme a fournir une
information d’incertitude concernant les valeurs estimées. Ce type de donnée peut s’avérer
tres utile pour le dilemme entre exploration et exploitation. Enfin, le cout computationnel
doit rester le plus faible possible pour que ’algorithme soit utilisable.

Ces propriétés souhaitées ayant été définies, nous avons introduit un cadre de travail
général dans le chapitre 3, que nous appelons les différences temporelles de Kalman
(KTD). A lorigine, le filtrage de Kalman sert a traquer 1’état caché d’un systéme dynamique
non-stationnaire & partir d’observations indirectes de cet état, modélisé par une variable
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aléatoire. Ce paradigme présente plusieurs avantages : algorithme d’ordre 2 et donc efficacité
en termes d’échantillons, prise en compte de la non-stationnarité, gestion de I'incertitude,
apprentissage en ligne et colt quadratique, ce qui correspond assez bien au cahier des
charges fixé. L’idée sous-jacente a KTD est d’exprimer le probléeme d’approximation de
la fonction de valeur comme un probléeme de filtrage. Les parametres sont I'état caché a
inférer, I’observation étant la récompense, liée aux parametres via la transition effectuée
et 'une des équations de Bellman. Nous avons donné I’algorithme général, qui est obtenu
en minimisant I'erreur quadratique moyenne des parametres conditionnée aux récompenses
observées et qui n’accepte pas d’expression analytique excepté dans le cas linéaire (qui
ne se vérifie que si la paramétrisation est linéaire et que 1’équation d’observation n’est
pas I’équation d’optimalité de Bellman). Pour cela, un schéma d’approximation nommé
transformation non-parfumée a été utilisé, ce qui a donné naissance a trois algorithmes, a
savoir KTD-V, KTD-SARSA et KTD-Q selon que I'objectif soit ’évaluation de la fonction
de valeur d’une politique donnée, 1’évaluation de la fonction de qualité ou 'optimisation
directe de la Q-fonction (autrement dit I’évaluation directe de la politique optimale). Nous
avons proposé une analyse de convergence de cette famille d’algorithmes et montré qu’ils
minimisent un résidu quadratique de Bellman. Il a également été mis en avant le fait que ces
algorithmes effectuent en fait une forme de descente de gradient naturel. Le cadre de travail
proposé a été expérimenté sur un certain nombre de tests de référence, sur lesquels il a été
montré que KTD exhibe les propriétés qu’on lui souhaitait et se compare favorablement a
I’état de ’art.

Cependant, comme tout algorithme minimisant un résidu quadratique de Bellman (ce
que KTD fait sous ’hypotheése d’un bruit d’observation blanc), I'estimateur correspondant
a KTD est biaisé dans le cas de transitions stochastiques. C’est pour traiter ce probleme
que dans le chapitre 4 nous avons introduit une extension des différences temporelles
de Kalman (XKTD). Le principe de XKTD est d’utiliser un bruit coloré en lieu et place
du bruit blanc usuel (et nécessaire a 'obtention des équations de Kalman). Ce bruit coloré,
a moyenne mobile plus précisément, est obtenu en menant un raisonnement similaire sur le
processus aléatoire dont la fonction de valeur est 'espérance a celui permettant d’obtenir
I’équation de Bellman. En séparant ce processus aléatoire en deux parties, la fonction de
valeur qui correspond a sa moyenne et un résidu aléatoire centré, nous obtenons un modele
de bruit coloré. Pour cela, les résidus sont supposés blancs (le bruit coloré étant une somme
des résidus a deux instants consécutifs), ce qui est une hypothese tres forte. Cependant,
malgré cela, nous pouvons montrer que XKTD minimise une erreur quadratique associant
aux valeurs le retour cumulé de récompenses qui serait estimé par Monte Carlo. C’est exac-
tement le cotit minimisé par LSTD(1), qui est un estimateur non-biaisé de la fonction de
valeur. XKTD est donc également un estimateur non-biaisé, au moins dans le cas linéaire.
Nous avons également présenté le probleme qui se posait pour un apprentissage off-policy.
Basiquement, de la méme facon que pour les traces d’éligibilité dans les algorithmes plus
classiques, le bruit coloré induit un effet mémoriel qui n’est pas compensé et pose probleme
lorsque la politique apprise n’est pas la politique suivie. Ceci explique que nous ne pré-
sentons pas d’algorithme XKTD-Q. Nous avons également proposé une version pondérée
de XKTD, potentiellement utile dans le cas de politiques aléatoires et non-stationnaires et
permettant de réduire I'impact de ’effet mémoriel dans le cas d’une politique apprise non-
stationnaire (e-gloutonne par exemple). Cette version pondérée de ’algorithme peut étre
interprétée comme l'introduction d’un nouveau bruit coloré. Ces variations algorithmiques
de KTD ont été expérimentées sur des tests de référence en apprentissage par renforcement.
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XKTD présente globalement les mémes caractéristiques que KTD, mais il permet en plus de
supprimer le biais que rencontre KTD dans le cas des transitions stochastiques. Cependant,
avec XKTD, on perd d’une part la capacité a faire de ’apprentissage off-policy, a cause
de la non-localité des mises a jour et d’autre part les résultats sont légerement moins bons
pour XKTD que pour KTD, lorsque apprentissage et controle sont entrelacés (politique
e-gloutonne dans nos résultats expérimentaux). Nous pensons ce dernier aspect également
causé par l'effet mémoriel induit par les transitions stochastiques. Comme la mise a jour ne
se fait pas seulement en fonction de l'erreur de différence temporelle courante, mais (im-
plicitement) en fonction de toutes les erreurs de la trajectoire, ’adaptation de 1’algorithme
est moins rapide et peut-étre moins efficace.

KTD permet donc des mises a jour locales, mais est biaisé, alors que XKTD effectue des
mises a jour plus globales, sans étre biaisé. De plus, d’apres notre résultat de convergence,
on peut rapprocher XKTD de l'estimation de la fonction de valeur par des méthodes de
Monte Carlo. Ainsi, dans le chapitre 5, comme les traces d’éligibilité permettent pour
les algorithmes de différences temporelles classiques de jeter un pont entre les méthodes
les plus locales (TD par exemple) et Monte Carlo, nous introduisons une extension des
différences temporelles de Kalman aux traces d’éligibilité, KTD(\). L’approche
que nous adoptons est cependant sensiblement différente de celle utilisée a 1’origine pour
introduire ce concept. Plutot que de considérer une moyenne géométrique des différences
temporelles d’ordre k (vue avant des traces d’éligibilité), nous considérons un nouveau bruit
d’observation qui est une moyenne géométrique de bruits d’ordre k. Nous introduisons
ainsi toute une nouvelle classe de bruits dépendants du facteur d’éligibilité A € [0, 1].
Cette nouvelle classe d’algorithmes KTD(\) jette en pont KTD et XKTD dans la mesure
ou ils en sont des cas extrémes (respectivement pour A = 1 et A = 0, contrairement
a la littérature ou A = 1 correspond plutot a la version Monte Carlo). Nous proposons
également une analyse de convergence pour cette nouvelle classe d’algorithmes, en montrant
qu’elle minimise une fonction de cotit quadratique particuliere. Dans les cas extrémes, elle
se simplifie en un résidu quadratique de Bellman (A = 1) ou en un coiit quadratique
associant les valeurs aux retours de Monte Carlo (A = 0). Cependant, nous ne pouvons
rien dire sur le biais de l'estimateur résultant. Nous le testons donc expérimentalement,
a nouveau sur des problemes usuels de ’apprentissage par renforcement. Empiriquement,
KTD(A) est non biaisé pour tout A strictement inférieur a 1 (A = 1 correspond a KTD),
ce qui est le comportement que nous souhaitions. De plus, certaines valeurs de A réduisent
empiriquement la variance de 'estimateur. Enfin, croitre A améliore les résultats du controle
dans le cadre d’une itération optimiste de la politique, ce qui tend & montrer que KTD(\)
permet effectivement un compromis entre estimateur non biaisé et localité de la mise a
jour, cela en jetant un pont entre KTD et XKTD.

Nous avons annoncé la capacité a fournir une information d’incertitude sur les va-
leurs estimées comme une caractéristique désirable d’'un algorithme d’approximation de la
fonction de valeur. Dans le chapitre 6, nous avons montré comment une telle information
pouvait naturellement étre déduite du cadre de travail de KTD. Nous avons également
introduit une forme d’apprentissage actif utilisant 'information d’incertitude des va-
leurs estimées permettant d’accélérer ’apprentissage dans le contexte de ’apprentissage
off-policy du @-learning. Nous avons aussi adapté un certain nombre d’approches visant
a balancer entre exploration et exploitation, toutes utilisant une information d’in-
certitude et la plupart n’ayant été développées que dans le cas tabulaire (les approches
permettant a la fois d’approcher la fonction de valeur et d’estimer une incertitude associée
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étant particulierement rares). Il a été montré expérimentalement que l’apprentissage actif
accélérait en effet la convergence et les différents schémas visant a traiter le dilemme entre
exploration et exploitation ont été testés sur un probleme de bandits. Certains fonctionnent
tres bien, d’autre moins. Nous pensons que le probléme vient principalement du fait que
c’est 'information absolue d’incertitude qui est la plupart du temps utilisée et pas une
information relative, ce qui suggere la nécessité de normalisation. Cependant, cela ouvre
d’intéressantes perspectives.

La derniére de nos contributions théoriques est présentée au chapitre 7. Elle concerne
un algorithme acteur-critique, KNAC, dont ’acteur est une politique mise a jour avec
un gradient naturel et le critique est une variation de KTD(\), qui nous le rappelons
peut également étre vu comme une forme de gradient naturel. Il y a plusieurs avantages a
utiliser KTD comme critique. Premierement, comme KTD traque la solution plutdt qu’il
ne converge vers elle, il n’y a pas besoin de considérer deux échelles de temps ou d’oublier
une partie des parametres. D’autre part, comme KTD est un algorithme d’ordre 2, proche
dans l'idée d’un gradient naturel, il laisse espérer un apprentissage rapide si combiné avec
un acteur basé sur un gradient naturel. Il y a également plusieurs avantages & considérer
KTD dans un contexte acteur-critique. Tout d’abord, cela permet de profiter des avantages
des approches acteur-critique par rapport aux approches critique pur, comme cela a déja
été discuté auparavant. De plus, les espaces d’actions continus ne sont plus un probleme
dans ce cas, dans la mesure ou il n’y a pas de recherche de maximum, les parametres
de la politique étant directement modifiés. Cet aspect est particulierement important du
point de vue des applications industrielles pour ArcelorMittal, dans la mesure ou KTD
souffre des espaces d’action continus et ou ce cas se rencontre finalement fréquemment en
pratique. Si les premiers résultats expérimentaux sont encourageants, avec un apprentissage
sensiblement plus rapide lorsque le critique est KTD que lorsqu’il est TD, KNAC nécessite
encore du travail, tant d’'un point de vue théorique qu’expérimental.

Enfin, le chapitre 8 présente une application industrielle qui consiste a router les
gaz entre les différentes usines d’un complexe sidérurgique de facon a fonctionner le plus
possible de fagon autonome (i.e. sans acheter de gaz a l'extérieur) tout en respectant les
contraintes du réseau. Ce probleme peut bénéficier de la maximisation du cumul sur le long
terme de récompenses, notamment grace a la présence d’accumulateurs qui permettent de
stocker le gaz en prévision de consommations futures par exemple. Nous avons proposé une
modélisation générique et générale de ce type de réseau, ainsi qu'un réseau particulier dont
nous avons dimensionné les parametres de fagon relativement arbitraire (mais de fagon a
obtenir une dynamique intéressante, fidele a celle du systeme réel) et sur lequel nous avons
testé KTD. Pour cela, nous avons introduit un schéma de semi-automatisation du choix de
la, paramétrisation en prétraitement. Nous avons comparé notre approche a une méthode
de Monte Carlo maximisant la récompense immédiate, ce qui est (aux heuristiques utilisées
pour prendre en compte les accumulateurs pres) le type de méthode utilisée en pratique.
De fagon prévisible (étant donné I'importance de I’action sur le long terme pour ce type de
probleme), les meilleurs résultats sont obtenus avec KTD.

9.2 Perspectives

L’idée lors de l'introduction du cadre des différences temporelles de Kalman était de
proposer un algorithme d’approximation de la fonction de valeur qui permette de prendre en
compte d’autres aspects que nous pensons importants pour le paradigme de ’apprentissage
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par renforcement, comme la gestion de la non-stationnarité ou de I'incertitude par exemple.
De fait, nous pensons que cela ouvre quelques portes.

Une premiere perspective est de continuer ’analyse théorique de KTD et de ses varia-
tions. Par exemple, il pourrait étre intéressant de quantifier I'influence du bruit d’évolution
autrement qu’empiriquement. Le cadre de travail proposé pourrait également bénéficier de
plus de validations expérimentales, notamment sur des problemes du monde réel.

Nous avons vu qu’il y a un certain nombre de parametres a choisir. Si 1’a priori traduit
la connaissance du systeme que ’on peut avoir a ’avance, le choix des bruits d’observation
et surtout d’évolution sont moins évidents. Il existe une vaste littérature sur le filtrage
adaptatif, ou ces quantités sont déterminées automatiquement en fonction des données et
KTD pourrait en profiter.

Concernant le bruit d’observation justement, nous en avons proposé toute une famille
(dépendant du facteur d’éligibilité). Une question ouverte est de savoir quel est le “meilleur”
choix de bruit et quels bruits ont un sens dans ce contexte.

Une autre perspective d’importance est le cas de I’observabilité partielle. Une approche
courante consiste a estimer un état de croyance, en fait une distribution sur la probabilité de
I'état courant en fonction des observations faites. C’est donc un probleme de filtrage (inférer
I’état du systéme a partir des observations), qui devrait pouvoir assez simplement étre
ajouté au paradigme proposé (d’autant plus que grace a la transformation non-parfumée, il
est tout a fait possible d’y considérer la fonction de valeur comme fonction d’une distribution
sur I’état plutot que comme une fonction de I’état, ce qui est déja le cas pour les parametres).
Cependant, cela supposerait a priori de disposer du modele d’évolution des états et du
modeles de génération des observations a partir de ces mémes états.

Les différences temporelles de Kalman permettent également de prendre en compte les
non-linéarités. Nous ’avons principalement exploité pour KTD-Q, qui est un algorithme
du type itération de la valeur, mais il pourrait aussi étre intéressant de considérer des pa-
ramétrisations non-linéaires, comme des réseaux de neurones par exemple, potentiellement
plus compactes. Cet aspect pourrait également s’avérer utile dans le cadre d’une recherche
de bases optimales parmi une famille paramétrée.

Nous avons adapté de fagon relativement directe un certain nombre de schémas pour
traiter le dilemme entre exploration et exploitation. Cependant, on pourrait envisager des
schémas propres a KTD, voire s’inspirer de ce qui est appelé ’exploration bayésienne et qui
est un pan important du dilemme entre exploration et exploitation [26, 85, 120, 70]. Basi-
quement, le principe est de construire un méta-MDP comprenant 'incertitude du modele,
cette incertitude étant mise a jour en utilisant de l'inférence bayésienne. Résoudre le pro-
bleme de planification sur le méta-MDP résout implicitement le dilemme entre exploration
et exploitation sur le MDP original, le goulot d’étranglement étant que le méta-MDP est
bien plus complexe a résoudre que l'original. Nous citons ces approches car il est possible
de tracer des paralleles entre I’exploration bayésienne, I'incertitude maintenue par KTD et
certaines des heuristiques que nous proposons, comme la politique de Thompson (voir par
exemple [120]). Les formalismes étant relativement proches, du moins conceptuellement,
il pourrait étre intéressant de développer cet axe (qui se raccrocherait a quelque chose de
plus général que serait I’exploration bayésienne dite model-free, qui n’a pas fait I’objet de
publication & notre connaissance).

Nous avons vu que KTD(\) ne permettait pas de faire d’apprentissage off-policy lorsque
le facteur d’éligibilité est différent de 1. Cependant, ce type d’apprentissage est d’intérét,
pour les algorithmes du type itération de la valeur, ou encore pour apprendre une politique
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a partir de données imposées (dans un contexte industriel, il est peu probable que I'ap-
prentissage se fasse en ligne, directement sur les machines). Une perspective intéressante
pourrait étre d’utiliser le principe de I’échantillonnage préférentiel (basiquement la déter-
mination de quantités liée a une distribution alors que les échantillons sont générés selon
une distribution différente).

Un autre point d’amélioration concerne KNAC. Nous avons posé certaines bases prélimi-
naires et proposé un premier algorithme fonctionnel, pour lequel les résultats expérimentaux
sont assez prometteurs. Au vu des avantages potentiels de ce type d’approche, I'utilisation
de KTD dans une architecture acteur-critique mérite plus de travail, tant du point de vue
théorique qu’expérimental.

Enfin, ’aspect non-stationnaire de KTD pourrait s’avérer intéressant dans un contexte
multi-agent, notamment du point de vu adaptation. En effet, pour les modéles multi-agent
dans lesquels il n’y a pas de coordinateur centralisé (DEC-(PO)MDP), 'environnement
d’un agent peut-étre considéré comme rendu non-stationnaire par l’ensemble des autres
agents. La faculté de KTD & s’adapter a cette non-stationnarité pourrait des lors étre
exploitée dans ce contexte.
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