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succès.
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sollicité son aide.
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en rien la diminuer.”

A. Hampaté Bà
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2.3 Défaut de surface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.3.1 Expressions des conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.3.2 Matrice de diffusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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défaut. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.1 plaque poreuse avec pores ouverts et fermés. . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.2 Coefficients de transmission et de réflexion pour une plaque à pores fermés
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3.14 Schéma du protocole expérimental et la plaque poreuse QF-20 . . . . . . 58
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pores ouverts. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.19 Comparaison coefficient de transmission théorique (- - -) et expérimental
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orientations par rapport au flux incident.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
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Notations

c0 vitesse acoustique
d épaisseur de la couche limite imperméable
e épaisseur de la plaque poreuse
ϕ porosité
k1, k2 nombres d’ondes
kb module de compressibilité du squelette
kf module de compressibilité du fluide
ks module de compressibilité du solide
pi pressions dans le milieu i
us déplacement solide
uf déplacement fluide
vi vitesses des ondes dans le milieu i
k0 perméabilité
N module de cisaillement du solide
P paramètre de Biot
Q paramètre de Biot
R paramètre de Biot
Vf volume fluide
V volume totale du matériau
Vs vitesse de l’onde dans le solide
Vf vitesse de l’onde dans le fluide
V1 vitesse de l’onde rapide
V2 vitesse de l’onde lente
τ(ω) tortuosité dynamique
τ∞ tortuosité statique
η viscosité de l’eau
µ1, µ2 rapport d’amplitudes fluide-solide pour les ondes rapide et lente
ρs densité solide
ρ0 densité fluide
ρ11 densité complexe fluide
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ρ12 densité effective
ρ22 densité complexe solide
σ résistivité au passage du fluide

τ fij contrainte fluide

τ sij contrainte solide

ω pulsation
Λ longueur caractéristique visqueuse
Σz masses surfaciques de la couche limite imperméable en z
Φ′i onde aller dans le matériau poreux
Φ′′i onde retour dans le matériau poreux

Φ
s

amplitude du potentiel de la vitesse de l’onde dans le solide

Φ
f

amplitude du potentiel de la vitesse de l’onde dans le fluide

Φ1 amplitude du potentiel de la vitesse rapide

Φ2 amplitude du potentiel de la vitesse lente

φ̂i onde totale dans le matériau poreux

φ̂inc onde incidente

φ̂ref onde réfléchie dans le milieux 1

φ̂tr onde transmise dans le milieux 3
a rayon de l’inclusion sphérique

κ(i) conductivité hydraulique à l’intérieur de l’inclusion

κ(e) conductivité hydraulique à l’extérieur de l’inclusion
κ rapport des conductivités hydrauliques

v(i) vitesse à l’intérieur de l’inclusion

v(e) vitesse à l’extérieur de l’inclusion

p(i) pression à l’intérieur de l’inclusion

p(e) pression à l’extérieur de l’inclusion
αp polarisabilité
U∞ vitesse de filtration initiale
p moment dipolaire
P polarisation
χ susceptibilité
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Introduction

L’acoustique offre une description de nombreux phénomènes qui affectent la vie de
chacun d’entre nous. Outre les processus comme la communication entre les êtres vivants,
comme la parole ou la musique, elle permet l’acquisition d’informations qui sans elle
serait inconcevable. Les ondes sismiques qui donnent accès à une repésentation de la
structure du sous-sol tant au niveau local qu’à l’échelle des continents en sont un exemple
évident. Ceci est dû en partie au large spectre des ondes acoustiques.
Au cours de leur propagation, ces ondes sont perturbées par les inhomogé néités ou les
défauts du milieu dans lequel elles évoluent. Ces perturbations sont liées à la taille des
défauts, typiquement c’est le rapport a/λ de la dimension caractéristique du défaut (a) à
la longueur de l’onde (λ) qui gouverne l’importance de cette perturbation. On comprend
alors que les basses fréquences des ondes sismiques de 5 × 10−4 à 20 Hz permettent
la propagation sur de grande distance (∼ 10.000 km). Au contraire, la recherche de
défauts en CND ou l’échographie dans le cas des tissus vivants nécessite des ondes à
plus haute fréquence pour ”voir” et caractériser les anomalies de petite taille (quelques
MHz). Outre la large palette d’applications que permet l’étendue de leur spectre, les
ondes acoustiques sont particulièment sensibles aux propriétés physiques du milieu de
propagation : ondes de compression dans les fluides, atténuation dans les fluides vis-
queux, ondes de compression et de cisaillement dans les solides, ondes dispersives dans
les milieux visco élastiques. . .. Depuis quelques années les chercheurs développent de
nouveaux matériaux artificiels au sens où leurs propriétés ne se trouvent pas à l’état
naturel. Ces méta matériaux aux caractéristiques révolutionnaires pour la propagation
des ondes laissent entrevoir la possibilité d’une quasi infinité de nouvelles applications :
filtrage des ondes, cloaking, furtivité...
Le problème qui nous intéresse ici est l’étude de la propagation dans les milieux po-
reux. Ces milieux sont omniprésents i) dans la nature où ils constituent les roches, les
sols, . . ., ii) dans l’industrie où les laines de roches ou métaliques, les mousses plastiques
(polyuréthane), . . .sont utilisées comme isolants acoustiques ou thermiques, iii) dans les
tissus vivants (muscles, os, . . .). La théorie de Biot est le modèle de propagation acous-
tique dans ces milieux qui rend le mieux compte des résultats expérimentaux. Elle prédit
trois modes de propagation : deux ondes de compression que sont les ondes dites lente
et rapide et une onde de cisaillement. Les déplacements mesurés expérimentalement du
solide et du fluide sont des combinaisons linéaires de ces ondes. Leur proportion dans
les deux phases du milieu poreux sont fonctions des paramètres caractéristiques de ses
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phases (élasticité du solide, compressibilité et viscosité du fluide, porosité du milieu, . . .).
Ainsi, à partir de l’analyse des signaux qui se propagent dans le poreux, il est possible
d’obtenir des informations sur chacune de ses phases. C’est cette propriété du modèle de
Biot qui a fait sa popularité. Un autre caractère de la théorie de Biot, conséquence de la
présence des trois ondes de propagation, est sa sensibilité aux interfaces. On sait qu’aux
discontinuités du milieu de propagation c’est à dire, là où les valeurs des paramètres
physiques changent, les ondes ne peuvent se propager que si les déplacements du fluide
et de la structure solide ainsi que les contraintes qui s’exercent sur eux sont conservés.
Cette exigence impose en général que chaque mode incident à une discontinuité génére les
trois modes à la réflexion et/ou à la transmission. La variation des amplitudes des modes
propagatifs dans le poreux est donc un indicateur de la présence d’une discontinuité ou
de la variation d’un ou de plusieurs des paramètres du milieu. Cette propriété générale
de la propagation dans un milieu limité ou contenant des défauts (les variations des va-
leurs de paramètres pouvant être vus comme des défauts) prend un caractère particulier
dans les milieux poreux. En effet les trois modes de propagation ont des comportements
très différents vis à vis de l’atténuation. La théorie de Biot montre que l’onde lente est
le plus atténué des trois modes. Ce résultat s’explique par le fait que l’onde lente est
due aux mouvements en opposition de phase du solide et du fluide et donc que leur
vitesse relative étant maximale, l’effet de la viscosité du fluide est lui aussi maximal. Par
ailleurs, l’amplitude des modes générés dépend de la géométrie de l’interface, en particu-
lier de son orientation par rapport à la direction de propagation de l’onde incidente. Le
phénomène de conversion de modes n’est pas symétrique au sens où, toutes choses égales
par ailleurs, l’ onde lente et l’onde rapide (ou l’onde de cisaillement) ayant parcouru la
même distance ne transfèrent pas la même énergie lors de leur conversion à une discon-
tinuité. La conséquence immédiate de cette remarque est que, dans un milieu de taille
finie et/ou contenant des discontinuités, les ondes rapide et de cisaillement voient leur
énergie décrôıtre essentiellement lors des conversions de modes. De ce fait la variation de
l’amplitude de l’onde rapide et la vitesse de cette variation sont elles aussi un indicateur
de la présence d’interfaces.
Un autre paramètre des milieux poreux sensible à la présence de défauts est la tortuosité.
Il existe plusieurs définitions de ce paramètre suivant les domaines d’application. La
définition la plus intuitive est la définition géométrique : la tortuosité est le rapport
entre la distance effective entre deux points du milieu à la distance euclidienne de ces
points. C’est la manière de calculer la ”distance effective” qui conduit à différentes
expressions de ce rapport. En effet, l’évaluation de la distance effective dépend non
seulement de la géométrie de la micro structure du poreux mais aussi du phénomène
étudié qui s’y développe. Dans les applications acoustiques, la tortuosité est définie par
τ =< v2 > / < v >2, où v est la vitesse microscopique du fluide dans les pores et
< · > représente la moyenne statistique. La vitesse d’écoulement du fluide ou sa vitesse
de filtration est donc essentielle pour évaluer la tortuosité. Or la présence de défauts
dans un milieu poreux homogène en modifiant localement l’écoulement des fluides et
donc des lignes de champ des vitesses modifie la valeur de la tortuosité. Ainsi, avoir des
informations sur la tortuosité renseigne sur la forme des défauts du milieu poreux. Là
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encore, la théorie de Biot offre la possibilité de mesurer ce paramètre qui dans certaines
situations agit comme un indice de réfraction pour l’onde lente.
Le travail présenté ici répond en partie au difficile problème : Comment détecter et
caractériser un défaut dans un milieu poreux à l’aide d’ondes acoustiques ? Le document
est organisé comme suit.
Le chapitre 1 rappelle des généralités sur les poreux, les définitions des principaux pa-
ramètres ainsi que sur l’os trabéculaire.
Dans le chapitre 2, sont rappelés dans un premier temps les principaux résultats de la
théorie de Biot. Par la suite, ils sont utilisés pour modéliser la propagation dans des
tranches de poreux dont les pores sont ouverts ou fermés. Le formalisme de la matrice S
(de diffusion) a été developpé pour calculer les coefficients de réflection et de transmis-
sion. Dans le même contexte, l’étude est étendue au cas de la présence d’une discontinuité
dans le milieu poreux. La discontinuité de phase est considérée comme défaut de volume
à une dimension. La propagation des ondes acoustique dans un tel milieu est décrite en
utilisant la matrice de diffusion et la théorie de Biot.

Dans le chapitre 3, on met en évidence les différences essentielles entre un milieu
poreux fini où les pores à l’interface sont fermés et celui où les pores sont ouverts. On
montre en particulier que l’amplitude de l’onde lente dans le cas des pores fermés est
de plusieurs ordres de grandeur inférieure à celle correspondant aux pores ouverts. Les
simulations numériques confirment que l’on peut souvent négliger l’onde lente dans les
milieux poreux à pores fermés. Toujours par simulations numériques, on montre la mise
en évidence des défauts, leur position dans une tranche de poreux ainsi que leur taille.
on expose les validations expérimentales des simulations numériques décrites..
Le chapitre 4 présente un modèle de tortuosité induite par des défauts. Ce modèle est
développé à partir de la loi de Darcy pour un fluide en écoulement stationnaire (vitesse
constante), et de ce fait conduit à la tortuosité statique du milieu. Des défauts qui sont
des inclusions poreuses de différentes formes (sphérique et ellipsöıdale) homogènes ou
non ont été envisagés. On montre que les défauts sphériques induisent des champs de
pression et de vitesse dipolaires alors que dans le cas des inclusions ellipsöıdales les
champs induits sont multipolaires. Dans le cas général d’une forme quelconque, on ne
peut pas donner la forme analytique de ces champs. Dans le cas de plusieurs défauts,
le modèle développé suppose qu’ils sont suffisamment éloignés les uns des autres c’est-
à-dire sans interaction. Des expressions de la mobilité effective sont données pour les
défauts sphériques et ellipsöıdaux alignés ou non. Compte tenu de la loi de Darcy, ces
expressions permettent de calculer les ”valeurs locales” de la tortuosité
Dans le chapitre 5 on expose une méthode basée sur les propriétés diélectriques d’une
céramique saturée d’eau pour l’estimation de la porosité. Le chapitre commence par
l’introduction des paramètres susceptibles d’être obtenus par mesures diélectriques On
donne ensuite les propriétés dielectriques d’un milieu poreux saturé, en insistant en
particulier sur les propriétés de l’eau dans les pores. Des modèles empiriques permettant
l’analyse des relaxations diélectriques sont présentés
Le document se termine par quelques annexes où sont donnés des calculs qui n’appa-
raissent pas dans le texte pour en allèger la lecture et des résultats dont certains sont
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connus mais peu utilisés.
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Chapitre 1

Généralités sur les milieux poreux

1.1 Définitions

Un milieu poreux est un ensemble constitué d’une matrice solide (phase solide) et des
pores (phase fluide), ces deux phases sont interconnectées. Ce milieu est dit biphasique.

Un milieu poreux est défini par un certain nombre de paramètres macroscopiques qui
sont la porosité, la perméabilité, la tortuosité. Dans la suite on définit ces paramètres.

L’intérêt des matériaux poreux se manifeste dans différentes applications telles que
la géophysique, les applications pétrolières, l’industrie de l’automobile et la médecine,
plus précisément la propagation des ultrasons dans le tissu vivant.

Le déplacement du fluide existant dans les pores engendre des interactions mécaniques
qui mettent en jeu l’élasticité du milieu poreux.

1.1.1 Porosité

Figure 1.1 – Schéma des différentes porosités

La porosité est définie par le rapport du volume des pores Vp (espace vide) au volume
total du milieu Vt :

ϕ =
Vp
Vt
,

On définit trois types de porosité :
* porosité connectée : les vides présents dans le milieu sont reliés entre eux et débouchent
à l’extérieur du milieu, représentée sur le schéma par le numéro (1).
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* porosité occluse : les pores sont des inclusions fermées telles que des bulles fermées,
représentée sur le schéma par le numéro (2).
* porosité piégée : les vides dont l’accessibilité aux liquides est conditionnée par la
viscosité et la pression de ces derniers, représentée sur le schéma par le numéro (3).
* porosité ouverte : les vides forment un réseau et communiquent entre eux, représentée
sur le schéma par le numéro (4).
Dans la suite de la thèse, on s’intéresse aux matériaux poreux présentant une porosité
connectée type (1).

1.1.2 Résistivité au passage du fluide et perméabilité

La résistivité au passage du fluide σ[N.m−4.s] traduit l’aptitude du matériau à laisser
passer le fluide à travers sa structure, elle est définie par :

σ =
∆p

Ds.e
, (1.1)

avec e[m] l’épaisseur du milieu poreux, et Ds[m
2.s−1] le débit surfacique de l’écoulement

quand le milieu d’épaisseur e est soumis à un gradient de pression ∆p. Cette relation
conduit à la définition de la perméabilité statique k0[m2] à travers la loi de Darcy. [17].

Loi de Darcy

La loi de Darcy est utilisée pour la description de l’écoulement lent d’un fluide vis-
queux à travers des milieux poreux. Elle s’ énonce selon l’expression :

vi = −k0

η
∂ip (1.2)

où vi est la vitesse du fluide dans la direction i, ∂ip est le gradient de p dans la direction
i et η la viscosité cinématique.
Cette loi est en bon accord avec les résultats d’expériences lorsque le flux du fluide causé
par une faible différence de pression change lentement dans l’espace considéré.
Des déviations importantes sont observées par rapport à cette loi sous certaines condi-
tions. C’est le cas lorsque la pression est élevée ou lorsque le fluide circule à travers de
fines membranes où la résistance intervient .
D’autres problèmes apparaissent avec l’applicabilité de la loi de Darcy à l’interface entre
milieu poreux et fluide libre. En effet la loi de Darcy ne contient pas de dérivées de la
vitesse par rapport aux variables d’espace, alors que l’équation de Navier-Stokes (1.3)
qui gouverne les mouvements du fluide libre est une équation du second ordre.

−−→
gradp = µ4−→v (1.3)

De ce fait il est difficile, voire impossible d’écrire une condition à une interface po-
reux/fluide compatible avec, d’un côté la loi de Darcy et de l’autre l’équation de Navier-
Stokes. Cette situation a amené plusieurs auteurs à proposer des lois de Darcy modifiées
compatibles avec Navier-Stokes [58], [17].
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Afin d’augmenter le domaine d’applicabilité de la loi de Darcy, on peut utiliser une loi
dans laquelle la réponse du poreux à un gradient de pression est modifiée comme suit :

∂ip = −η
k
uih
(uρd
η
, φ
)
, (1.4)

avec k la perméabilité statique du poreux. On introduit la fonction h pour prendre en
compte le nombre de Reynolds (d ∼

√
k) et éventuellement d’autres paramètres liés au

poreux et/ou au fluide. Le développement le plus simple de la fonction h pour de faibles
vitesses conduit à :

∂ip = −η
k
ui + aρ|u|ui. (1.5)

Si on pose a = C/
√
k, on retrouve l’équation de Forcheimer [61]. Dans cette relation le

coefficient C est fortement dépendant du régime du fluide. Ainsi, pour les faibles vitesses
C → 0 et on retrouve la loi de Darcy. Brinkman [58] a proposé une loi qui porte son
nom du même type que celle de Darcy et qui prend en compte les effets de cisaillement
dans le fluide lorsque ceux ci ne peuvent plus être négligés :

∂ip = −η
′

k
ui + η′ui,ll, (1.6)

où η′ est la viscosité modifiée. Cette équation peut se comprendre comme suit : lorsque
la perméabilité est grande, le matériau poreux tend à se comporter comme un fluide
décrit par l’équation de Stokes (1.3). Si on néglige les effets inertiels, alors, elle devient :

∂ip = ηui,ll. (1.7)

L’équation de Brinkman (1.6) revient alors à y ajouter une force de frottement propor-
tionnelle à la vitesse de filtration, d’où la relation (1.5). On remarque que pour les faibles
valeurs de la perméabilité, on retrouve la loi de Darcy, alors que lorsque k est grand, on
retrouve l’équation de Stokes.
Les conditions aux limites à l’interface poreux-fluide libre sont alors : i) continuité du
débit (vitesse normale à l’interface), ii) continuité de la composante tangentielle de la
vitesse et iii) continuité des composantes de la contrainte sur le fluide :

[niui] = 0, [tiui] = 0, [σijtinj ] = 0, [σijninj ] = 0, (1.8)

où t et n sont les vecteurs normal et tangentiel à l’interface.

Loi de Darcy temporelle

Pour prendre en compte les fluctuations temporelles de la pression, la loi de Darcy
doit être adaptée.
Si la pression est maintenant une fonction de l’espace et du temps p(x, t), une généralisation
de la loi de Darcy s’écrit :

v(x, t) = −k
η

∫ +∞

−∞
K(t− t′)∇p(x, t′)dt′. (1.9)

= −k
η

(K ∗ ∇p)(x, t) (1.10)
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Dans cette relation K(t) est la réponse impulsionnelle du milieu poreux lorsqu’il est
sollicité par un gradient de pression dont la forme est une impulsion de Dirac.
La dimension de K(t) est l’inverse d’un temps : [K(t)] = s−1. selon les équations (1.2)
et (1.9).

Propriétés de K

1. l’opérateur K(t) est une opérateur linéaire réel ;

2. d’après le principe de causalité on a :

K(t)

{
= 0 si t < 0

6= 0 sinon
(1.11)

3. si les variations temporelles de ∇p(x, t) sont lentes par rapport à celles de K(t),
alors ∫ ∞

0
K(t)dt = 1. (1.12)

Les propriétés 1) et 2) impliquent que les parties réelle et imaginaire de sa transformée
de Fourier sont liées par les relations de Kramers Kronig [71].

Expression de K Pour donner une expression de K(t), on utilise la transformation
de Fourier. La transformée de Fourier de l’équation (1.9) s’écrit :

ṽ(x, ω) = −k
η
K̃(ω)∇p̃(x, ω), (1.13)

où f̃(ω) est la transformée de Fourier de f(t) :

f̃(ω) =

∫ ∞
−∞

eiωtf(t)dt. (1.14)

L’équation (1.12) conduit alors à :

K̃(0) = 1. (1.15)

Quant à la réalité de K(t), elle impose la relation :(
K̃
)∗

(ω) = K̃(−ω), (1.16)

où
(
z
)∗

est le complexe conjugué de z.

Ainsi, l’expression la plus simple de K̃(ω) compatible avec (1.15) et (1.16) est :

K̃(ω) = 1 + iτω, (1.17)

τ étant une quantité homogène à un temps.
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La transformée de Fourier inverse de (1.17) conduit à l’expression temporelle de K(t)
sous la forme :

K(t) =
(

1 + τ
∂

∂t

)
. (1.18)

Ainsi, l’équation (1.9) prend la forme :

v(x, t) = −k
η

[(
δ + τD

)
∗ ∇p

]
(x, t), (1.19)

où D = ∂/∂t et ∗ désigne un produit de convolution.
Cette dernière équation montre que la vitesse de filtration est la somme de deux termes :

v(x, t) = −k
η

(
∇p(x, t) + τ

∂∇p
∂t

(x, t)
)
, (1.20)

l’un étant le potentiel de la pression et l’autre étant proportionnel à sa variation tempo-
relle. En posant E = −∇p et κ = k/η, on obtient plus simplement :

v(x, t) = κ
(
E(x, t) + τ

∂E

∂t
(x, t)

)
. (1.21)

1.1.3 Tortuosité

La tortuosité joue un rôle principal dans la modélisation mathématique des phénomènes
de transport dans les milieux poreux. Ceci tient au fait que la porosité φ n’est pas suffi-
sante pour décrire leur microstructure. La tortuosité τ est définie par le rapport :

τ =
< leff >

l
, (1.22)

où leff est la longueur du chemin effectif joignant deux points A et B d’un poreux
pour le transport considéré, alors que l est la distance euclidienne (distance minimale)
et < >̇ désigne la moyenne. Alors que la notion de la distance minimale est parfaitement
définie, celle de la longueur du chemin effectif est ambigüe puisqu’elle change d’un type
de transport à l’autre.

La tortuosité est un paramètre dont les propriétés sont données ci-dessous :

1. lim
φ→1

τ = 1

physiquement, on comprend que lorsque la matrice du poreux offre une résistance
négligeable, au transport, la longueur du chemin effectif approche du la longueur
euclidienne l ;

2. τ est définie pour φ ∈ [0, 1] et on a τ ≥ 1 ; τ n’est pas bornée lorsque φ→ 0 ;

3. τ tend vers une constante lorsque φ tend vers φmin (seuil de percolation 1) ; .

4. τ ne dépend que de la géométrie du poreux.
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Figure 1.2 – Définition de la tortuosité

Si le pore est formé d’un seul segment faisant un angle θ avec la verticale (exemple figure
1.2-(2)), alors :

τ =
1

cos θ
(1.23)

Dans le cas d’une succession de segments (exemple figure 1.2-(3)) on a :

τ =
l1 + l2 + l3

L
=

∑
i li∑

i li cos θi
. (1.24)

avec
L = l1 cos θ1 + l2 cos θ2 + l3 cos θ3,

Lorsque l’on parle de tortuosité du milieu poreux, on comprend bien que ce terme fait
référence au chemin parcouru par le fluide saturant lorsqu’il s’écoule entre deux points ou
par une onde acoustique se propageant entre ces deux points. Ce paramètre est souvent
utilisé pour renormaliser la vitesse de ces ondes et pour caractériser les interactions
fluide structure qui se développent dans les pores sous l’effet d’un gradient de pression
alternatif.
Pourtant il n’existe pas une définition de la tortuosité, mais on a bien des expressions
de la tortuosité adaptées aux différents domaines dans lesquels ce paramètre intervient.

Types de tortuosités

Tortuosité géométrique Dans la littérature, la tortuosité est souvent présentée
comme un paramètre géométrique. Si on note τg la tortuosité géométrique, elle est définie
par le rapport :

τg =
< Lg >

Leu
, (1.25)

Lg désignant les chemins suivis par le fluide à travers le poreux pour passer du point A
au point B et Leu la distance euclidienne entre ces deux points Leu = d(A,B). Adler
[36] en donne une expression moins générale en proposant comme définition le rapport
du chemin Lg de longueur minimale et Leu la distance entre A et B. Dans tous les cas
on a τg ≥ 1.

1. Le seuil de percolation est la valeur minimale φmin de φ pour que les pores débouchent à l’extérieur
du poreux
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Figure 1.3 – Illustration des distances euclidienne Leu(pointillé noir) et géométriques
Lg (bleu) entre les points A et B.

Si on opte pour la définition (1.25) se pose alors la question : Comment calculer la
moyenne ? En effet plusieurs possibilités sont offertes :

1. calculer la moyenne sur toutes les lignes de champ, quelque soit le déplacement du
fluide ;

2. calculer la moyenne sur les lignes de flux traversant une surface donnée de poreux ;

3. calculer la moyenne compte tenu de la répartition de la taille des pores.

Tortuosité diffusive Sa définition est :

τd =
< L2

d >

L2
s

. (1.26)

où < Ld > est la longueur moyenne des chemins de diffusion. τd est parfois définie par
le rapport :

τd =
< df >

dp
, (1.27)

où dp et df sont les coefficients de diffusion dans le fluide libre et dans le fluide inclus
dans le poreux. Cette définition prend en compte de fait la perméabilité du milieu. En
se basant sur la relation d’Einstein σ ∝ d où σ est la conductivité électrique, plusieurs
auteurs [[11], [53]...] ont montré que < Le >=< Ld >, ce qui implique l’égalité de τe et
τd.

Tortuosit électrique Cette tortuosité est celle que l’on mesure en appliquant une
différence de potentiel constante à l’échantillon du poreux où seul le fluide est supposé
conducteur [13]. Les mesures des résistance de l’échantillon et du fluide conduisent à τe.
Sa valeur est supposée ne dépendre que de la géométrie des pores. On peut montrer que
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la tortuosité géométrique des lignes de champ prenant en compte la sinuosité et les zones
convergentes-divergentes des pores est inférieure à τe, elle est définie par :

τe =
< L2

e >

L2
eu

. (1.28)

Tortuosité hydraulique On mesure la tortuosité hydraulique à partir de champ
de vitesses qui traversent le milieu poreux. Le gradient de pression Mp

Leu
établi entre les

faces de l’échantillon met en mouvement le fluide saturant. En mesurant le débit, on

Figure 1.4 – Milieu poreux soumis à un gradient de pression

obtient la résistance R au passage du fluide à partir de la relation :

V φS = R
M p
Leu

φS (1.29)

où V est la vitesse du fluide saturant, φ est la porosité du milieu, S l’aire de la section
droite et R la résistance. En ce sens, la tortuosité hydraulique obéit à la même équation
(mathématique) que la tortuosité électrique (1.28). Dans ce cas, la tortuosité n’est pas
seulement un rapport de longueurs, mais elle implique aussi la projection du potentiel
sur la direction macroscopique du gradient du potentiel. C’est l’origine de la puissance
2 du rapport, définie par ;

τh =
< L2

h >

L2
s

. (1.30)

La différence essentielle entre ces grandeurs tient au fait que l’établissement de la
relation (1.29) suppose que la vitesse v est la même en tout point du fluide dans une
section droite du poreux. Ceci revient à négliger la viscosité du fluide saturant. Cette
hypothèse est vraie pour un fluide idéal non visqueux. Pour un fluide visqueux, dans la
section d’un pore, la vitesse n’est pas uniforme : en effet la viscosité du fluide limite ses
déplacements : certains pores dont les rayons sont petits agissent comme des bouchons,
obligeant le fluide à prendre un autre chemin 1.5.

Finalement on observe que les tortuosités électrique et hydraulique d’un même échantillon
de poreux sont très différentes. Sur la figure 1.6, ont été tracées les lignes de champs de vi-
tesses (a) et courants (b) obtenues par simulations numériques. Dans ces deux exemples,
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Figure 1.5 – Illustration d’une section d’un pore saturé par un fluide visqueux,
représentation des lignes de vitesses.

la structure solide du poreux (plan) est un ensemble d’obstacles circulaires solides et
isolants. On constate que la densité des lignes de courant est relativement homogène
par rapport à celle des lignes de vitesses du fluide, alors que la tortuosité électrique est
proche de l’unité, la tortuosité hydraulique est nettement différente de 1.

(a) (b)

Figure 1.6 – Profils de champ de déplacement hydraulique (a), et du champ de
déplacement électrique (b) dans un milieu poreux de porosité φ = 0.7 [[29]]
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Finalement ces différentes définitions permettent d’établir la relation d’ordre :

τg < τe < τd (1.31)

Pour un milieux poreux saturé par un fluide non visqueux, on utilise souvent la définition
de la tortuosité :

τ =
< v2 >

< v >2
, (1.32)

où v est la vitesse microscopique du fluide et < · > représente la moyenne statistique.
Cette définition est plus générale que celle donnée dans l’équation (1.1.3) et prend en
compte les variations du rayon des pores du milieu.

1.2 Cas particulier d’un milieu poreux : l’os trabéculaire

1.2.1 Définition

L’os est un élément du squelette. Ce dernier constitue la charpente du corps et la
protection de certains organes (cerveau, poumons..), les os sont classés de deux manières :
la première est basée sur leur emplacement anatomique (axial ou appendiculaire), la
seconde est basée sur leur forme : long, court, plat ou irrégulier. Ces formes dépendent
de leur fonction et de leur disposition dans le corps humain Figure-1.7 . On distingue :

1. Les os longs tels que le radius, l’humérus, et le fémur, où l’on trouve l’os spongieux
dit trabéculaire.

2. Les os courts tels que les os du carpe, les os du tarse, les phalanges de la main
et du pied, et le calcanéum, plus petits et comportant de nombreuses surfaces
articulaires.

3. Les os plats tels que l’omoplate, le sternum, et les os du crâne, qui ont une faible
épaisseur.

4. Les os irréguliers tels que les vertèbres qui n’appartiennent pas aux groupes précédents.
D’autres types d’os ne pouvant pas être classés comme précédemment, c’est le cas
des os pneumatiques (les os du crâne contenant de l’air), des os sésamöıdes (les os
de la main ou la rotule qui sont des petits os situés dans l’épaisseur de tendons).

On distingue deux types de tissus osseux :

1. Tissu osseux compact (os cortical) : qui est la partie externe du tissus osseux.
Au début du développement du sujet, elle est appelée Tissu osseux réticulaire, de
faible résistance mécanique, contient de nombreuses cellules disposées aléatoirement
et contient des faisceaux de fibres de collagène à disposition aléatoire. À la fin de
son développement, elle est remplacée par le tissu osseux lamellaire ou compact
beaucoup plus abondant : il forme 90% du tissu osseux de l’organisme. La ma-
trice osseuse occupe 95% du volume de ce tissu. Il est mécaniquement résistant,
caractérisé par une matrice minéralisée disposée en lamelles parallèles et concen-
triques.
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Figure 1.7 – Classification de l’os : (1) os court, (2) os plat, (3) os irrégulier, (4) os
long [8].

2. Tissu osseux spongieux (os trabéculaire) : Représente 10% du squelette chez
l’adulte, la matrice osseuse forme 20% du volume de ce tissu. On le trouve essentiel-
lement dans les os courts et les os plats (sternum) ainsi que dans les extrémités des
os longs (métaphyses et épiphyses) (Figure-1.8). Il est constitué de tissus osseux
lamellaires (trabécules) et de cavités ayant des formes et des tailles irrégulières et
qui sont communicantes entre elles et sont occupées par la moelle osseuse et les
vaisseaux.
Cette structure de l’os trabéculaire, fait qu’il est beaucoup moins rigide en com-
pression que l’os cortical, il supporte de fortes déformations et par conséquent il
joue le rôle d’un amortisseur de chocs, alors que l’os cortical assure la rigidité en
flexion des os longs [63].

Figure 1.8 – Anatomie du tissu osseux.
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1.2.2 La densité minérale osseuse

La densité minérale osseuse augmente avec la croissance jusqu’à 20-25 ans, puis reste
constante jusqu’à 35-40 ans environ, pour diminuer ensuite progressivement. En effet, la
mesure de la densité osseuse est un moyen d’apprécier l’état du squelette osseux. La perte
osseuse résulte d’une disparition du couplage entre formation et résorption osseuse, cela
est dû à différentes causes : affections rhumatismales, déficience des hormones sexuelles
(notamment chez les femmes), maladie chronique du foie, diabète etc. Ces différentes
causes provoquent d’une manière ou d’une autre la dégradation de la densité osseuse et
l’augmentation des risques de fractures lors d’une chute..
Deux zones sont privilégies pour la mesure de la densité osseuse : la colonne lombaire et
le col du fémur.

1.2.3 L’ostéoporose

La perte de la densité osseuse évolue progressivement en ostéoporose. Cette mala-
die dont l’apparition des symptômes est lente est qualifiée de ”maladie silencieuse” :
le patient ne s’en rend compte que lors d’une fracture, alors que si elle n’est diagnos-
tiquée qu’au moment de la fracture, c’est que la maladie est déjà à un stade avancé.
L’ostéoporose se caractérise par une densité minérale osseuse faible et par une détérioration
progressive de la micro-architecture du tissu osseux, ce qui accrôıt le risque de fracture.
En Europe, chaque 30 secondes, un homme ou une femme est victime d’une fracture due
à l’ostéoporose (d’après des statistiques de HUG hôpitaux universitaires de Genève).
La figure 1.9 montre une comparaison entre une partie d’os trabéculaire normal et

Figure 1.9 – Ostéoporose

une partie malade, la diminution de la densité osseuse est traduite pas la fragilisation
des trabécules et par la suite l’augmentation du volume des pores entre ces trabécules.
Cette modification du volume des pores produit une modification possible de porosité,
de perméabilité ou de tortuosité.
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Pour mesurer la densité minérale osseuse et suivre son évolution, les spécialistes de
la santé utilisent la densitométrie osseuse (ostéodensitométrie) qui est un examen radio-
logique pratiqué avec des rayons X de très faible intensité, appelé aussi DEXA (Dual
Energy X-Ray Absorptiometry). Il s’agit de mesurer le contenu minéral de l’os par unité
de surface (g/cm2). Cette technique n’est pas basée sur une mesure précise, elle donne
la mesure de la densité osseuse surfacique mais pas en volume (plutôt plus intéressante
pour savoir la solidité de l’os), les professionnels de la santé appuient généralement leur
diagnostic sur une estimation. Il existe d’autres techniques de mesure de la densité os-
seuse plus ou moins utilisées, dont la radiogrammétrie, la tomodensitométrie quantitative
(QCT), l’imagerie à résonnance magnétique (IRM) et la technique Dual/Single photon
Absorptiometry (DPA/SPA), La précision du diagnostic de ces techniques reste faible et
varie de 3% jusqu’à 20%. La dose de rayonnement ionisant est élevée, cela prouve que
ces techniques sont dangereuses pour la santé du patient à long terme et en plus, elles
n’aboutissent pas à un diagnostic précis et efficace [22].
Récemment, de nombreuses études s’intéressent à la possibilité d’utiliser des ultrasons
acoustiques dans le dépistage de l’ostéoporose. Les ultrasons permettent d’évaluer la qua-
lité de l’os en déterminant l’atténuation de l’intensité ou de la vitesse de la propagation
de l’onde ultrasonore à travers l’os trabéculaire. La propagation d’une onde ultrasonore
dans le tissu osseux spongieux, produit des interactions entre la structure solide (les
trabécules) et le fluide (la moëlle occupant les cavités), ces interactions sont décrites par
la théorie de Biot [5], qui tient compte du déplacement de l’onde dans le solide us et
dans le fluide uf .
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Chapitre 2

Théorie de Biot

2.1 Introduction

La propagation des ondes dans l’os trabéculaire a fait l’objet, depuis quelques années,
de plusieurs études utilisant différentes théories des ondes dans les milieux poreux. La
théorie de Biot [5] établie pour décrire la propagation dans les roches saturées d’eau est
considérée comme assez générale pour être appliquée dans le cas de l’os trabéculaire.
Ceci tient au fait qu’elle prend en compte l’aspect élastique du milieu et les interactions
entre la structure solide et le fluide présent dans les pores, des considérations qui n’ont
pas été prises en compte dans des études antérieures [73]. La première application de
la théorie de Biot sur le tissu osseux a été dédiée à l’os cortical [23]. Quelques années
plus tard, elle a été utilisée dans le contexte de l’os trabéculaire [51]. L’intérêt de cette
théorie, est qu’elle prédit deux ondes longitudinales sous l’hypothèse d’une incidence
normale. La modélisation ainsi obtenue conduit à des prédictions en meilleurs accord
que celles obtenues par Wood [73], qui ne considérait qu’une seule onde. Cet intérêt lui a
été accordé lors de la validation expérimentale qui a conduit à la première observation de
la deuxième onde [57]. Dans le cadre de l’étude de la propagation ultrasonore dans le tissu
osseux, des mesures acoustiques ont été effectuées sur des tranches de plaques poreuses
obéissant à la théorie de Biot. Deux cas sont distingués : i) cas des pores ouverts : les
pores aux interfaces de la plaque sont ouverts et le fluide saturant débouche sur le fluide
ambiant. ii) Cas des pores fermés : les pores aux interfaces de la plaque sont fermés par
une membrane rigide et le fluide saturant n’est plus connecté au fluide ambiant, ce cas
nous rapproche de la structure in vivo du tissu osseux (où l’os trabéculaire est entouré
par l’os cortical). Ces expériences montrent que la deuxième onde prédite par la théorie
de Biot est présente dans le premier cas et elle ne l’est pratiquement pas dans le deuxième
cas. L’existence ou non de la deuxième onde a fait l’objet de plusieurs études. Dans une
étude antérieure, Rasolofosaon [60] a effectué des mesures expérimentales sur des plaques
à pores fermés et ouverts. Il a ainsi introduit deux conditions aux limites permettant
de décrire l’interface ouverte et l’interface fermée. Les résultats obtenus montrent que
dans le cas d’une plaque à pores ouverts, on observe l’onde rapide ainsi que l’onde lente.
Par contre dans le cas d’une plaque à pores fermés, l’onde lente disparâıt. Par ailleurs,
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Pores ouverts Pores fermés

Figure 2.1

Johnson et al [42] ont étudié théoriquement et expérimentalement la propagation des
ondes acoustiques dans les milieux poreux où ils se sont intéressés à des plaques dont les
pores sont ouverts d’un côté et fermés de l’autre. Dans ce cas, ils ont montré que l’onde
lente existe toujours.

Dans notre étude, on s’intéresse plus particulièrement au cas de plaques à pores
ouverts ou fermés aux deux interfaces. On utilise la théorie de Biot pour décrire les
mécanismes expliquant l’existence ou non des ondes lentes en fonction des conditions
limites. La première partie de ce chapitre décrit brièvement le modèle de Biot dans
le cas générale. La deuxième partie étudie les défauts de surfaces en introduisant les
conditions aux limites pour les deux cas mentionnés précédemment. La troisième partie
est une application de la théorie de Biot dans le cas d’une plaque poreuse présentant un
défaut de volume plan.

2.2 Formulation générale

2.2.1 Équations de Biot

Le milieu poreux considéré à structure souple, dont les phases solide et fluide sont
continues et connectées. On considère qu’il s’agit d’un milieu homogène où la longueur
d’onde est grande devant la taille des pores. Sous ces hypothèses, les équations de Biot,
déduites du formalisme du Lagrangien [24, 43] compte tenu de l’atténuation due à la vis-
cosité du fluide et des pertes dans le solide, sont données sous la forme de deux équations
différentielles couplées dans lesquelles le couplage se manifeste par les paramètres ρ̃12,
et Q. Leur expression sont données par :

ρ̃11
∂2us

∂t2
+ ρ̃12

∂2uf

∂t2
= P∇(∇·us) +Q∇(∇·uf )−N∇(∧∇ ∧ us), (2.1)

ρ̃22
∂2uf

∂t2
+ ρ̃12

∂2us

∂t2
= R∇(∇·uf ) +Q∇(∇·us), (2.2)
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où us et uf sont les déplacements respectifs du solide et du fluide, et où les modules
d’élasticité P , Q et R sont donnés par les expressions

P =
(1− φ)(1− φ− kb

ks
)ks + φ kskf kb

1− φ− kb
ks

+ φ kskf

+
4

3
N, (2.3)

Q =
(1− φ− kb

ks
)φks

1− φ− kb
ks

+ φ kskf

, (2.4)

R =
φ2ks

1− φ− kb
ks

+ φ kskf

, (2.5)

avec :
kf : module de compressibilité de l’eau,
kb : module de compressibilité du squelette,
ks : module de compressibilité du solide poreux,
N : module de cisaillement du solide.
Quant aux termes de masse, ils ont pour expressions [54] :

ρ̃11 = (1− φ)ρs − ρ̃12, (2.6)

ρ̃12 = −φρ0(α(ω)− 1), (2.7)

ρ̃22 = hρ0 − ρ̃12, (2.8)

où ρ0 et ρs sont respectivement les masses volumiques des phases fluide et solide et α(ω)
la tortuosité dynamique qui traduit le couplage massique entre les parties solide et fluide :

α(ω) = α∞

(
1 +

φσ

ωα∞ρf

√
1 + 

4α2
∞ηρfω

σ2Λ2h2

)
. (2.9)

avec α∞ la tortuosité statique, Λ la longueur caractéristique visqueuse et ρf la densité
fluide. D’après le théorème de Helmholtz les déplacements s’écrivent sous la forme sui-
vante :

us = ∇Φs + ∇∧Vs, (2.10)

uf = ∇Φf + ∇∧Vf , (2.11)

où les couples (Φs,Φf ) et (Vs,Vf ) sont les potentiels scalaires et les potentiels vecteurs
solide et fluide.

Dans la suite, on se restreint au cas d’une incidence normale sur la plaque. Par
conséquent on ne s’intéresse qu’aux ondes de compression :

us = ∇Φs, (2.12)

uf = ∇Φf . (2.13)
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2.2.2 Expressions des contraintes

Les contraintes qui s’exercent sur le solide et le fluide sont elles aussi déduites du
formalisme du Lagrangien. Pour un poreux saturé, on obtient les expressions comme
suit :

τ sij =
[
(P − 2N)∇·us +Q∇·uf

]
δij +N

[
ui,j + uj,i

]
, (2.14)

τ fij =
[
R∇·uf +Q∇·us

]
δij , (2.15)

Où τ s,fij sont les contraintes exercées en un point du solide et du fluide respectivement.

Dans l’expression de la contrainte du solide, le paramètre N
[
ui,j + uj,i

]
n’intervient pas

dans la suite des calculs puisqu’on ne tient compte que des ondes de compression.

2.2.3 Solutions des équations de Biot

Pour trouver les solutions des équations de Biot en régime harmonique, on reporte
les expressions des déplacements (2.12) et (2.13) dans les équations (2.1) et (2.2). On a
alors :

−ω2ρ̃11Φ
s − ω2ρ̃12Φ

f
= P∇2Φ

s
+Q∇2Φ

f
, (2.16)

−ω2ρ̃22Φ
f − ω2ρ̃12Φ

s
= R∇2Φ

f
+Q∇2Φ

s
, (2.17)

qui s’écrivent sous la forme matricielle :

− ω2

(
P Q
Q R

)−1(
ρ̃11 ρ̃12

ρ̃12 ρ̃22

)(
Φ
s

Φ
f

)
= ∇2

(
Φ
s

Φ
f

)
. (2.18)

Les déplacements solide et fluide sont reliés aux déplacements des ondes rapide et lente
par l’expression suivante : (

Φ
s

Φ
f

)
=

(
1 1
µ1 µ2

)(
ΦR

ΦL

)
, (2.19)

où

µi =
Pk2

i − ω2ρ̃11

ω2ρ̃12 −Qk2
i

, (2.20)

est le rapport des amplitudes des contributions des ondes rapide et lente au déplacement
du fluide. Les colonnes de la matrice sont les vecteurs propres associés aux valeurs propres
k2
R et k2

L de l’équation (A.40).

∇2

(
ΦR

ΦL

)
= −

(
k2
R 0
0 k2

L

)(
ΦR

ΦL

)
, (2.21)

Dans cette formulation les ondes de Biot sont découplées.
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2.2.4 Expressions des nombres d’ondes et des vitesses de phase

Dans l’équation précédente, les valeurs propres k2
R et k2

L sont données par :

k2
R =

ω2

2(PR−Q2)
(P ρ̃22 +Rρ̃11 − 2Qρ̃12 −

√
∆), (2.22)

k2
L =

ω2

2(PR−Q2)
(P ρ̃22 +Rρ̃11 − 2Qρ̃12 +

√
∆), (2.23)

avec :
∆ = (P ρ̃22 +Rρ̃11 − 2Qρ̃12)2 − 4(PR−Q2)(ρ̃11ρ̃22 − ρ̃2

12). (2.24)

Les vitesses associées aux ondes rapide et lente sont alors :

V 2
R =

P ρ̃22 +Rρ̃11 − 2Qρ̃12 +
√

∆

2(ρ̃11ρ̃22 − ρ̃2
12)

, (2.25)

V 2
L =

P ρ̃22 +Rρ̃11 − 2Qρ̃12 −
√

∆

2(ρ̃11ρ̃22 − ρ̃2
12)

. (2.26)

2.2.5 Représentation des ondes de compression

Les deux ondes de compression aller Φ′i et retour Φ′′i qui se propagent dans le matériau
le long de l’axe (Oz) sont données par les potentiels scalaires des vitesses définies à partir
de la relation (2.19) :

Φ′i(z, t) = Φ
′
i e
−kiz eωt, (2.27)

Φ′′i (z, t) = Φ
′′
i e

kiz eωt i=R,L. (2.28)

Le potentiel total de l’onde i est :

Φ̂i(z, t) = Φ′i(z, t) + Φ”i(z, t), (2.29)

2.2.6 Expressions des vitesses de phase en fonction des potentiels

Dans le milieu poreux les vitesses particulaires solide V s et fluide V f sont données
en fonction des potentiels des ondes rapide et lente par :

V s =
∂(Φ̂R + Φ̂L)

∂z
, (2.30)

V f =
∂(µ1Φ̂R + µ2Φ̂L)

∂z
. (2.31)

qui peuvent s’écrire en fonction des amplitudes (Φ
′
i,Φ
′′
i ) :

V s = [−k1 sin k1z(Φ
′
R + Φ

′′
R)− k1 cos k1z(Φ

′
R − Φ

′′
R)

−k2 sin k2z(Φ
′
L + Φ

′′
L)− k2 cos k2z(Φ

′
L − Φ

′′
L)] eωt, (2.32)
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V f = [−µ1k1 sin k1z(Φ
′
R + Φ

′′
R)− µ1k1 cos k1z(Φ

′
R − Φ

′′
R)

−µ2k2 sin k2z(Φ
′
L + Φ

′′
L)− µ2k2 cos k2z(Φ

′
L − Φ

′′
L)] eωt. (2.33)

Après avoir écrit les vitesses et les contraintes solide et fluide en fonction des po-
tentiels des ondes rapide et lente, on introduit par la suite les conditions aux limites
dans les cas des pores ouverts et fermés pour obtenir les expressions des coefficients de
transmission et de réflexion correspondant.

2.3 Défaut de surface

2.3.1 Expressions des conditions aux limites

L’onde rapide (R) et l’onde lente (L) constituent donc deux modes de propagation
dans les poreux. Á une interface (discontinuité du milieu de propagation) la conservation
de l’énergie et des contraintes imposent que le mode (i=R,L) génère à la réflexion où à
la transmission les modes (i) et (j).

Formulation générale :

On considère une plaque poreuse saturée d’épaisseur L immergée dans un milieu
fluide, Fig-2.2. On désigne par A1 et B1 les ondes incidente et réfléchie dans le milieu
fluide, i = 1 et par A2 et B2 les ondes transmise et réfléchie dans le milieu fluide i = 2.

Figure 2.2 – Plaque poreuse immergée dans un milieu fluide : A1 et B1 sont les ondes
incidente et réfléchie dans le milieu fuide i = 1. A2 et B2 sont les ondes transmise et

réfléchie dans le milieu fluide i = 2.
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Les potentiels des ondes dans le milieu fluide i = 1, 2 s’écrivent :

Φ̂+
i = Aie

−kizeωt, (2.34)

Φ̂−i = Bie
kizeωt, (2.35)

(2.36)

Dans le milieu fluide i = 1 on a l’onde incidente Φ̂+
inc et l’onde réfléchie Φ̂−ref , dans le

milieu fluide i = 2 on a l’onde transmise Φ̂+
tr. Les expressions de la vitesse et de la

pression dans le milieu fluide (1) en z = 0 s’écrivent :

v(1)(0, ω) = −k1(A1 −B1)eωt, (2.37)

p(1)(0, ω) = −ρ1ω(A1 +B1)eωt, (2.38)

de même dans le milieu fluide (2) en z = L :

v(2)(L, ω) = −k2(A2 −B2)eωt, (2.39)

p(2)(L, ω) = −ρ2ω(A2 +B2)eωt, (2.40)

Dans la suite, on ne considère que l’onde transmise dans le milieu fluide 2 d’où B2 = 0.

Cas d’un matériau à pores ouverts :

Le matériau poreux est dit à pores ouverts si les pores de ce matériau sont connectés
directement aux milieux ambiants. On ne considère, dans le milieu fluide 2, que l’onde
transmise, d’où B2 = 0. Dans ce cas les mouvements de la phase solide et de la phase
fluide sont liés par les conditions aux limites suivantes :
en z = 0 :


v(1)(0, ω) = φV f (0, ω) + (1− φ)V s(0, ω),

τ szz(0, ω) = −(1− φ)p(1)(0, ω),

τ fzz(0, ω) = −φp(1)(0, ω),

(2.41)

où v(1) et p(1) sont la vitesse et la pression dans le fluide occupant la zone 1 (z ≤ 0) ;
en z = L :


v(2)(L, ω) = φV f (L, ω) + (1− φ)V s(L, ω),

τ szz(L, ω) = −(1− φ)p(2)(L, ω),

τ fzz(L, ω) = −φp(2)(L, ω),

(2.42)

où v(2) et p(2) sont la vitesse et la pression dans le fluide occupant la zone 2 (z ≥ L)

39



Cas d’un matériau à pores fermés :

On parle d’un matériau à pores fermés quand la porosité de sa surface est nulle ou
lorsque la couche imperméable recouvrant les surfaces est souple : lorsque une onde ul-
trasonore arrive sur la surface de la couche imperméable, cela produit un mouvement
accordé du squelette et du fluide. Les mouvements des phases solide et fluide sont alors
couplés, les conditions aux limites sont :
en z = 0 :


τ s(0, ω) + τ f (0, ω) + p(1)(0, ω) = ωΣ0v

(1)(0, ω),

v(1)(0, ω) = V s(0, ω),

v(1)(0, ω) = V f (0, ω),

(2.43)

en z = L :


τ s(L, ω) + τ f (L, ω) + p(2)(L, ω) = −ωΣLv

(2)(L, ω),

v(2)(L, ω) = V s(L, ω),

v(2)(L, ω) = V f (L, ω),

(2.44)

avec Σz la masse surfacique de la couche limite imperméable en z = 0 et z = L.

2.3.2 Matrice de diffusion

La résolution des équations conduit à la matrice de diffusion où les ondes sortantes
A2 et B1 sont exprimées en fonction des ondes entrantes A1 et B2 suivante : A2

B1

 =

 s11 s12

s21 s22

 A1

B2

 . (2.45)

Lorsque le terme B2 = 0 (cas considéré dans notre étude), le coefficient de transmission
est donné par A2 et le coefficient de réflexion par B1. Les éléments de la matrice sont
donnés en annexe (A.1- A.2).
Pour valider le modèle introduit dans ce chapitre, on compare les résultats obtenus à
ceux issus du logiciel Maine3A.

2.3.3 Modèle Maine3A

Maine3A est un logiciel dédié au calcul des performances acoustiques des matériaux
multicouches (absorption, transmission, indicateurs uniques en champ diffusion ...). Il
utilise la méthode des matrices de transfert (2.46) et intègre la plupart des modèles
standards décrivant les matériaux poroélastiques et viscoélastiques (fluide équivalent,
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Biot, Limp...). Il est distribué par le Centre de Transfert des Technologies du Mans
CTTM [?].  A2

B2

 =

 t11 t12

t21 t22

 A1

B1

 . (2.46)

Le modèle utilise les matrices de transfert pour décrire la propagation des ondes dans
un milieu poreux.

2.4 Défaut de volume 1D

Le problème considéré est schématisé sur la figure 2.3, deux plaques poreuses d’épaisseurs
L1 et L2 sont immergées dans un milieu fluide et séparées par une tranche de fluide
d’épaisseur d.

Figure 2.3 – Schéma d’une plaque avec un défaut de volume 1D, d désigne la taille du
défaut.

Les équations de Biot et les relations de continuités en pores ouverts permettent de
déterminer la matrice de diffusion pour chaque milieu poreux. Notons par Ai les ondes
aller et Bi les ondes retour dans le milieu fluide i, la formulation matricielle obtenue à
travers le milieu poreux 1 est : A2

B1

 =

 mI
11 mI

12

mI
21 mI

22

 A1

B2

 , (2.47)

à travers le milieu poreux 2 : A3

B′2

 =

 mII
11 mII

12

mII
21 mII

22

 A′2

B3

 , (2.48)
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la matrice de passage dans la tranche de fluide d’épaisseur d est donnée par :(
A′2
B2

)
=

(
e−k2d 0

0 e−k2d

)(
A2

B′2

)
, (2.49)

Pour obtenir la matrice de diffusion globale, on fait le produit des trois matrices de
diffusion (2.47), (2.49) et (2.48) en utilisant le produit de Redheffer [72, 48], l’expression
de la matrice S est alors : A3

B1

 =

 S11 S12

S21 S22

 A1

B3

 , (2.50)

où :

S11 = mII
11(1−mI

12e
−k2dmII

21)−1mI
11e
−k2d

S12 = mII
12 +mII

11m
I
12e
−k2d(1−mI

12e
−k2dmII

21)−1mII
22

S21 = mI
21 +mI

22e
−k2dmII

21(1−mI
12e
−k2dmII

21)−1mI
11e
−k2d

S22 = mI
22e
−k2d(1−mI

12e
−k2dmII

21)−1mII
22

Lorsque A1 = 1 et B3 = 0 les coefficients de transmission et de réflexion de l’ensemble
sont respectivement T = S11 et R = S21.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre on a modélisé, dans un premier temps, l’os (trabéculaire et cortical)
par une plaque de céramique poreuse de structure similaire et dont les pores situés aux
les surfaces sont ouverts ou fermés. La théorie de Biot permet une meilleure description
des interactions structure/fluide dans un milieu poreux saturé pour une raison majeure :
l’existence de deux ondes longitudinales découplées dans le poreux en incidence normale.

Les déplacements de ces deux ondes de compressions (Φ
s
, Φ

f
) ont été exprimés en

fonction des ondes rapide et lente (Φ
R

, Φ
L

) prédites par la théorie de Biot, cela a
permis de découpler les ondes se propageant dans le matériau poreux et étudier leurs
déplacements. Dans un second temps, on a modélisé un défaut de volume plan par une
tranche de fluide entre deux plaques poreuses identiques dont les surfaces sont maintenues
ouvertes (fissure présente dans l’os trabéculaire). On a utilisé les matrices de diffusion
pour écrire les coefficients de transmission et de réflexion issus de chaque milieu et ceux
issus du système total (poreux-fluide-poreux).

Le chapitre suivant présentera une étude numérique et une validation expérimentale
du modèle proposé
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Chapitre 3

Étude numérique et validation
expérimentale

Ce chapitre présente une étude numérique de la théorie de Biot et une validation
expérimentale des résultats des simulations numériques.

La première partie de ce chapitre a pour objectif d’étudier numériquement les coef-
ficients de transmission et de réflexion et les champs des potentiels des ondes rapide et
lente, tenant compte des conditions d’interface. Cela permet de conclure sur la présence
ou non de l’onde lente dans le milieu poreux à pores ouverts et à pores fermés. La
deuxième partie traite le cas d’un défaut de volume 1D et présente une étude numérique
de l’influence de la position et de la taille du défaut sur les coefficients de transmission
et de réflexion.

Les résultats des simulations numériques seront validés par des mesures expérimentales.

3.1 Étude numérique de défauts de surface

3.1.1 Résultats des simulations numériques

Pour cette étude on utilise des plaques poreuses de silice QF-20 (produites par
Filtrosr, Ferro Corporation) saturées d’eau. Le tableau (5.1) présente les paramètres
nécessaires à la modélisation pour le solide et le fluide saturant [4] :

Afin de comparer les deux modèles, on se met dans des situations différentes en
variant l’épaisseur de la plaque poreuse et pour différentes fréquences et on compare les
coefficients de réflexion et de transmission en pores ouverts et pores fermés. Les résultats
du modèle Maine3A sont représentés par des ronds (◦) sur les figures (3.4), (3.5), (3.6)
et (3.7) et ceux de notre modèle sont représentés par un trait continu.
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paramètres notations valeurs

module de compressibilité du solide ks(Pa) 36.6 · 109

coefficient de cisaillement du solide N(Pa) (7.63 + 0.1i) · 109

module de compressibilité du squelette kb(Pa) (9.47 + 0.3i) · 109

masse volumique du solide ρs(kgm
−3) 2760

porosité * φ 0.595
tortuosité τ∞ 1.844
perméabilité K(m2) 1.68 · 10−11

rayon des pores a(m) 3.26 · 10−5

module de compressibilité de l’eau * kf (Pa) 2.22 · 109

masse volumique de l’eau ρf (Kgm−3) 1000
vitesse acoustique c0(ms−1) 1450
viscosité de l’eau η(kgm−1s−1) 1.14 · 10−3

Table 3.1 – Valeurs des paramètres physiques du poreux utilisées pour la
modélisation. Les valeurs des paramètres signalés par (∗) ont été ajustées afin de faire

cöıncider les résultats numériques et expérimentaux.

Coefficients de réflexion et de transmission en fonction de l’épaisseur de la
plaque poreuse en pores fermés

Discussion des conditions aux limites On présente ici les coefficients de trans-
mission et de réflexion obtenus par les deux modèles en pores fermés et pores fermés
pour différentes épaisseurs. Le cas des pores fermés représente l’os sain (os trabéculaire
recouvert de l’os cortical), sa comparaison avec le cas des pores ouverts permet de voir
l’influence de l’apparition des défauts à l’interface du tissu osseux.
Conformément aux conditions aux limites (2.43) et (2.44) un paramètre faisant inter-
venir des couches imperméables doit être considéré. Dans le cas du logiciel Maine3A,
la plaque poreuse est recouverte par deux plaques imperméables ayant une raideur de
flexionD = Ed3

12(1−ν2)
. Dans notre modèle, la plaque poreuse est recouverte par des couches

imperméables caractérisées seulement par leurs masses surfaciques Σi (fig.3.1). Pour se
mettre dans les mêmes conditions que Maine 3A on fixe l’épaisseur de la plaque po-
reuse et on change l’épaisseur d de ces couches limites imperméables dans le modèle
de Maine3A, ce qui revient à négliger l’effet de la raideur D et à changer les masses
surfaciques Σ0 et Σl de ces couches. Les résultats sont présentés pour deux épaisseurs
de couche sur les figures 3.2 et 3.3 :

La figure 3.2 montre un décalage entre les courbes de notre modèle et du calcul de Maine
3A pour les coefficients de transmission et de réflexion dû à la raideur qui génère un
phénomène d’oscillations visible. Par contre, pour une couche imperméable suffisamment
fine (d = 5.10−6m) les résultats des deux modèles présentés sur la figure 3.3 sont en
accord.
C’est pour cette raison que pour une épaisseur suffisamment fine, l’effet de la raideur
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Figure 3.1 – plaque poreuse avec pores ouverts et fermés.

disparâıt dans la bande de fréquence considérée. Dans la suite, les simulations seront
réalisées pour une couche imperméable d = 5.10−6m.

Coefficients de réflexion et de transmission Tenant compte des résultats vérifiés
pour les conditions limites, on fixe les deux modèles à d = 5.10−6m et on fait varier
l’épaisseur de la plaque poreuse, les résultats sont donnés sur les figures (3.4) et (3.5) :
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Figure 3.2 – Coefficients de transmission et de réflexion pour une plaque à pores
fermés d’épaisseur e = 38mm et d’épaisseur de couche imperméable d = 5.10−4m.
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Figure 3.3 – Coefficients de transmission et de réflexion pour une plaque à pores
fermés d’épaisseur e = 38mm et d’épaisseur de couche imperméable d = 5.10−6m.
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’é
p

ai
ss

eu
r
e

=
30
m
m

.

47



Les figures 3.4 et 3.5 présentent les coefficients de transmission et de réflexion en
fonction de la fréquence (en échelle semi logarithmique) et pour différentes épaisseurs de
la plaque poreuse. Les résultats issus du modèle Maine3A sont représentés en rond (◦)
et ceux issus de notre modèle sont représentés en trait continu (–). Comme le montre les
figures, les deux modèles sont en accord validant ainsi notre modèle en pores fermés.

Les figures représentants le coefficient de transmission à différentes épaisseurs montrent
que celui-ci décrôıt avec la fréquence et tend vers zéro à haute fréquence. Les oscillations
sont périodiques pour les trois épaisseurs, cette périodicité provient de la taille finie du
matériau. Cependant, la période diminue lorsque l’épaisseur augmente.

En comparaison, le coefficient de réflexion décrôıt moins vite et tend vers une valeur
constante notamment pour l’épaisseur 30mm. On note la présence de la périodicité et
la diminution de la période avec l’augmentation de l’épaisseur de la plaque poreuse. Les
amplitudes des deux coefficients sont importantes, ce qui est attendu dans le cas des
pores fermés.

Coefficients de réflexion et de transmission en fonction de l’épaisseur de la
plaque poreuse en pores ouverts

Pour valider nos résultats dans le cas des pores ouverts, on fait aussi la comparaison
avec les résultats issus du modèle Maine3A. Les résultats sont données sur les figures 3.6
et 3.7 :
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Ces figures montrent que les résultats sont en accord pour les coefficients de transmission
et de réflexion ce qui valide notre modèle en pores ouverts. Les mêmes tendances qu’en
pores fermés sont observées concernant les variations des coefficients de transmission
et de réflexion en fonction de la fréquence. Cependant dans ce cas les amplitudes des
coefficients de transmission et de réflexion sont moins élevées. On constate l’apparition
des fluctuations sur les coefficients. Cela est dû au fait que les déplacements solide et
fluide ne sont plus accordés, contrairement au cas des pores fermés où le mouvement de
la phase fluide est imposé par celui de la phase solide. Ces fluctuations sont dues à la
présence de l’onde lente qui est absente dans le cas des pores fermés.

La présentation des coefficients de transmission et de réflexion permet d’étudier leur
influence par les conditions aux limites imposées et valider notre modèle. Mais n’est pas
suffisant pour conclure sur la présence ou non de l’onde lente dans le matériau à pores
ouverts ou fermés. Pour cela une étude de la forme des champs des ondes rapide et lente
à l’intérieur de la plaque poreuse dans le cas des pores ouverts et fermés est proposée
dans la section suivante.

3.1.2 Étude de la forme des champs à l’intérieur de la plaque poreuse

Le formalisme développé précédemment permet d’obtenir les potentiels des vitesses
lente et rapide en tout point à l’intérieur de la plaque poreuse. L’objet de ce paragraphe
est d’étudier la forme de ces potentiels pour différentes fréquences dans le cas des pores
ouverts et fermés. Ainsi on met en évidence l’influence des conditions aux limites sur la
propagation des ondes lentes et rapide dans le poreux.
On simule la propagation des ondes rapide et lente à partir des relations de (2.32) à
(2.40) en utilisant les expressions des conditions aux limites correspondante (2.41) et
(2.42) pour le cas des pores ouverts et (2.43) et (2.44) pour le cas des pores fermés. On
représente sur les figures (3.8), (3.9), (3.10) et (3.11), les amplitudes de ces ondes pour
différentes épaisseurs de la plaque poreuse et pour différentes fréquences.

Pores fermés

Ondes rapides
La figure (3.8) représente les potentiels des ondes rapides obtenus dans le cas de pores
fermés pour trois épaisseurs, (10mm, 20mm et 30mm) et pour deux fréquences (0.3MHz
et 1MHz). Comme attendu, on voit que l’atténuation de cette onde augmente avec la
fréquence mais que son amplitude reste notable.
Ondes lentes
La figure (3.9) représente les potentiels des ondes lentes obtenus dans le cas de pores
fermés pour des épaisseurs de plaques et des fréquences identiques au cas précédent.
On note que les amplitudes de l’onde lente sont 6 fois plus faibles. Pour les épaisseurs
e = 20 mm et e = 30 mm, à basses fréquences, les amplitudes au voisinage des deux
interfaces sont du même ordre. En effet lorsqu’une onde se propage en incidence normale
et arrive à une interface elle génère deux ondes longitudinales rapide et lente dont les
directions de propagation sont elles-mêmes normales à l’interface : on parle de la conver-
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sion de mode. De ce fait l’amplitude de l’onde lente générée s’ajoute à celle existant dans
le poreux. Cette augmentation est d’autant plus importante que l’amplitude de l’onde
rapide est grande (0.3 et 1 MHz). Ainsi, dans un poreux limité par deux interfaces, Le
phénomène de conversion de modes est plus important dans le cas des pores fermés que
dans le cas des pores ouverts. Ainsi, dans le cas des pores fermés, le minimum d’ampli-
tude de l’onde lente est situé environ au centre de la plaque (e/2).
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Pores ouverts

Ondes rapides
La figure (3.10) montre les potentiels des vitesses de l’onde rapide pour des épaisseurs
de plaques et des fréquences identiques au cas précédent. Le comportement est globale-
ment le même que celui observé pour le cas des pores fermés. Cependant on observe que
l’amplitude est légèrement inférieure. Cela est dû à l’absence des couches imperméables
présentes dans le cas des pores fermés.
Ondes lentes
Sur la figure (3.11), on montre les résultats obtenus avec les conditions identiques
(épaisseur et fréquence) pour l’onde lente. Globalement on remarque que l’amplitude
de l’onde lente est 26 fois plus faible que celle de l’onde rapide. On voit aussi que l’onde
lente est beaucoup plus atténuée que l’onde rapide le long de son parcours dans la plaque.
À proximité de la deuxième interface, l’amplitude de cette onde augmente du fait de la
conversion de modes. L’atténuation des ondes est modifiée par rapport à celle qu’on
mesure en milieu infini. La variation de l’énergie est due à deux processus différents :

1. : l’atténuation dynamique qu’on observe en milieu infini

2. : La variation de l’énergie résultant des conversions de modes aux interfaces.
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La représentation des champs de potentiels des ondes rapide et lente en pores ouverts
et fermés montre que l’onde lente à l’intérieur du matériau existe mais qu’elle est très
faible. Ces représentations nous permettent aussi de mettre en évidence les mécanismes
de conversion de modes entre l’onde rapide et l’onde lente. On peut prédire que l’onde
lente existe dans tous les cas mais que du fait de sa faible amplitude tout se passe comme
si seule l’onde rapide se propageait. Par contre, il est essentiel de prendre en compte
l’onde lente lorsqu’on calcule l’atténuation de l’onde rapide à cause des conversion des
modes.

3.1.3 Représentation temporelle

Dans ce qui précède on a représenté les coefficients de réflexion et de transmission et
la forme des champs de potentiels des ondes rapide et lente dans le domaine fréquentiel.
Expérimentalement on a accès aux données temporelles issues des transducteurs. Il est
donc essentiel de comparer les signaux temporels calculés à partir de notre modèle dans
les deux cas (pores fermés et pores ouverts) aux signaux expérimentaux. Dans ce pa-
ragraphe on trace les signaux temporels en utilisant les transformées de Fourier inverse
des résultats fréquentiels précédents. On se place dans le domaine des basses fréquences
[200kHz − 430kHz], ce choix est dû au fait que les capteurs utilisés pour les mesures
sont centrés à 330kHz, la bande passante est alors [200kHz − 430kHz].

Pores fermés

La reconstruction des signaux temporels transmis et réfléchi à partir de leurs spectres
fréquentiels est représentée sur les figures (3.12) :
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Figure 3.12 – Signal temporel réfléchi (a) et transmis (b) en pores fermés.
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Pour le signal réfléchi, l’origine de l’axe temporel est prise à l’instant d’arrivée du maxi-
mal de la première onde réfléchie. Connaissant les vitesses des ondes rapide et lente
(2.25) et (2.26) on peut identifier les échos contenus dans les signaux.
Les temps d’arrivée des ondes sont reportés dans les deux tableaux suivants :

onde n signal réfléchi(µs) type d’onde

A t0 = 0 onde réfléchie en z = 0
B t1 = 13.48 onde rapide

onde n signal transmis (µs) type d’onde

A t3 = 6.24 onde rapide directe
B t4 = 20.55 écho d’onde rapide

Le signal réfléchi contient l’onde réfléchie à l’interface (A) suivie d’un écho d’onde rapide
(B). Pour le signal transmis, on observe l’onde rapide directe (A) et son écho (B). La
présence d’un seul type d’onde (onde rapide) est en accord avec ce que l’on a trouvé
dans la représentation des champs de potentiel de vitesses. L’amplitude du champ de
potentiel de l’onde lente étant très faible l’onde lente n’apparâıt pas sur les signaux
réfléchi et transmis.

Pores ouverts

Les signaux temporels transmis et réfléchi dans le cas des pores ouverts sont représentés
sur la figure (3.13).

(a) (b)

Figure 3.13 – Signal temporel réfléchi (a) et transmis (b) en pores ouverts.
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onde n signal réfléchi(µs) type d’onde

Ointerface t0 = 0 onde réfléchie à l’interface z = 0
ORD t1 = 14.07 onde rapide directe
EOR t2 = 29.17 écho de l’onde rapide
OLD t3 = 48.86 onde lente directe

onde n signal transmis (µs) type d’onde

ORD t4 = 7.7 onde rapide directe
EOR t5 = 23.54 premier écho d’onde rapide
OLD t6 = 38.05 onde lente directe

Pour le signal réfléchi, on ne voit que des ondes rapides. La première onde Ointerface
possédant l’amplitude la plus élevée correspond à l’onde réfléchie à l’interface z = 0
suivie d’une onde rapide (ORD) d’amplitude moins importante et qui a parcouru deux
fois l’épaisseur de la plaque et arrive à t1 = 14.07µs, un deuxième écho de l’onde rapide
EOR arrive à t2 = 29.17 suivi de l’onde lente à t3 = 48.86.

Pour le signal transmis, on voit une onde rapide directe ORD, puis son premier écho
EOR qui a parcouru trois fois l’épaisseur de la plaque arrivant à t5 ' 3t4 = 23.54 µs,
ensuite une onde lente directe OLD arrivant à t5 = 25.26 µs qui n’apparâıt pas dans le
cas des pores fermés. Malgré que l’amplitude du potentiel de l’onde lente est très faible
à l’intérieur du matériau poreux à pores ouverts, elle apparâıt sur les signaux transmis
et réfléchi à faible amplitude également. Dans le chapitre suivant, ces résultats seront
comparés aux résultats expérimentaux.

3.2 Validation expérimentale

3.2.1 Protocole et dispositif expérimental

Les mesures acoustiques sont réalisées en incidence normale en transmission avec une
plaque poreuse placée entre deux transducteurs, et en réflexion où la plaque poreuse est
placée en face du transducteur émetteur/récepteur. Lors de ces deux mesures la distance
entre la plaque et l’émetteur est d(plaque/emetteur). Tout d’abord on fait des mesures de
références, on enregistre le signal transmis dans l’eau et celui réfléchi à l’interface eau/air.
Ensuite, on réalise les mesures à pores ouverts et à pores fermés.
Les expériences ont été réalisées dans le Laboratoire d’Acoustique de l’Université du
Maine (LAUM). Le dispositif expérimental, schématisé sur la figure 3.14, comporte : une
grande cuve d’eau, un générateur d’impulsion branché au transducteur émetteur et un
oscilloscope branché au transducteur récepteur pour visualiser le signal reçu. Les deux
capteurs sont identiques, ils sont fabriqués par PANAMETRICS de référence (V392-
10/15-120MM PTF-300152) et de fréquence centrale 330kHz. Les transducteurs sont
reliés à un système de translation et rotation automatique. La plaque utilisée est une
céramique poreuse commercialisée sous le nom de QF-20.
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Figure 3.14 – Schéma du protocole expérimental et la plaque poreuse QF-20

Figure 3.15 – Schéma de la plaque poreuse avec interface ouverte et fermée

Description de la plaque poreuse La plaque est une céramique poreuse QF-20 dont
les paramètres sont donnés par le fabriquant (tableau.5.1), et ont été vérifiés et ajustés
expérimentalement par la méthode inverse [50]. La plaque mesure l = 29.5 cm de largeur,
L = 29.5 cmcm de hauteur et 24.9mm d’épaisseur. On utilise la même plaque pour les
expériences en pores ouverts et en pores fermés. Pour cette dernière on applique une
couche de ciment sur la moitié des deux interfaces et on l’étale de manière à ce que la
couche soit très fine et ne rajoute pas d’épaisseur 3.15).

3.2.2 Mesures de références (étalonnage)

Dans un premier temps on effectue des mesures de référence sans plaque poreuse en
transmission et en réflexion. En transmission, les transducteurs sont distants de 312 mm.
On obtient le signal représenté sur la figure (3.16). En réflexion, on place une plaque
réfléchissante (réflecteur parfait) à une distance égale à 106.5 mm et on enregistre le
signal réfléchi donné sur la figure (3.17) :

Le signal incident transmis arrive à t0tr = 215.4 µs. Le signal incident réfléchi arrive à
t0ref = 213.9 µs. Cette mesure permet de calculer les vitesses des ondes transmises se
propageant dans la plaque à partir de la relation suivante :

v =
ne

t1 − t0tr + e
c0

,
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Figure 3.16 – Schéma de la mesure de référence en transmission et le signal enregistré

Figure 3.17 – Schéma de la mesure de référence en réflexion et le signal enregistré

et les ondes réfléchies à partir de la relation :

v =
ne

t1 − t0ref
,

avec t1 le temps d’arrivée de l’onde transmise ou réfléchie à travers la plaque et n est le
nombre de fois que l’onde a parcouru l’épaisseur de la plaque. Connaissant les valeurs
des vitesses on peut déduire la nature de l’onde.

3.2.3 Mesures en pores ouverts

Mesures en transmission

On place la plaque poreuse à pores ouverts dans la cuve à eau entre les deux trans-
ducteurs. On obtient le signal donné par la figure (3.18.a).

Les ondes qui apparaissent sur le signal, sont identifiées comme suit :
L’onde rapide directe ORD arrivée à t = 205.1µs. L’écho d’onde rapide EOR arrivée
avec un décalage égal à t = 21.1µs, cet écart est comparable avec celui trouvé entre les
ondes ORD et son premier écho EOR (3.18.b) de la simulation numérique 15.8µs. L’onde
lente directe OLD arrivée avec le décalage 15.3µs après la première onde rapide ce qui
est proche de l’écart trouvé entre les ondes EOR et OLD dans la simulation numérique
qui est égale à 12.14µs. Ce résultat expérimental confirme la validité de notre modèle.
A partir du signal expérimental on retrouve le coefficient de transmission dans le domaine
fréquentiel. Sur la figure (3.19) on représente le coefficient de transmission théorique (- - -)
et expérimental (–) en fonction de la fréquence :
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(a) (b)

Figure 3.18 – Comparaison entre signal transmis expérimental (a) et théorique (b) en
pores ouverts.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

100000 150000 200000 250000 300000 350000 400000 450000 500000

C
o

ef
fi

ci
en

t 
d

e 
tr

an
sm

is
si

o
n

frequence [Hz]

T theorique (Pores ouverts)
T experimental (Pores ouverts)

Figure 3.19 – Comparaison coefficient de transmission théorique (- - -) et expérimental
(–).

On remarque que le coefficient de transmission retrouvé d’après le signal temporel
expérimental et celui calculé d’après le modèle sont cohérents.

Mesures en réflexion

On place la plaque poreuse à pores ouverts à la même position que celle du réflecteur
parfait. On obtient le signal donné par la figure (3.20-a). On identifie l’onde réfléchie à
l’interface arrivée à t = 215.4 µs, l’onde rapide directe ORD arrive à t = 230.5 µs avec
une vitesse v = 3311ms−1, suivie du premier écho de l’onde rapide avec un décalage de
10.7 µs, L’onde lente directe arrive à t = 264 µs à la vitesse v = 1028ms−1. Ces ondes
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sont identifiées sur le signal transmis simulé.

(a) (b)

Figure 3.20 – Comparaison entre signal réfléchi expérimental (a) et théorique (b) en
pores ouverts.

3.2.4 Mesures en pores fermés

On recouvre les surfaces de la plaque poreuse par une fine couche de ciment prompt
et on la place dans la cuve. Le signal récupéré est présenté sur la figure (3.21.a) :
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Figure 3.21 – Comparaison entre signal transmis expérimental (a) et théorique (b) en
pores fermés.

Sur le signal expérimental, on voit une onde rapide directe arrivant à t = 175.928µs et
son écho d’amplitude très faible arrivant à t = 191.569µs ; l’écart entre ces deux ondes est
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proche de celui trouvé entre les deux ondes correspondantes (A) et (B) de la simulation
numérique. Comme on l’a fait en pores ouverts, on retrouve le coefficient de transmission
dans le domaine fréquentiel, à partir du signal temporel.
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Figure 3.22 – Comparaison entre coefficient de transmission expérimental et théorique
en pores fermés.

La figure (3.22) représente les coefficients de transmission théorique (- - -) et expérimental
(—) ; on constate que les deux courbes ont la même allure. Le décalage entre elles semble
provenir entre autre de la valeur de kb utilisée dans les simulations numériques.

Conclusion Dans cette partie expérimentale on a confirmé les résultats des simula-
tions numériques du chapitre précédents. Pour une plaque à pores fermés, l’onde lente
disparâıt.

3.3 Étude numérique d’un défaut de volume 1D

3.3.1 Description de la problématique

Les inhomogénéités localisées présentes à l’intérieur d’une plaque poreuse sont considérées
ici comme des défauts de volume à une dimension. En première approximation, de tels
défauts sont modélisés par une tranche de fluide limitée par deux plaques poreuses iden-
tiques. Les interfaces des plaques sont maintenues ouvertes (i.e. connectées au fluide
ambiant) et obéissent aux conditions aux limites (Eq.2.41) et (Eq.2.42). La modélisation
du comportement acoustique d’un matériau présentant un défaut est réalisée en résolvant
les équations du mouvement tout en tenant compte des différentes interfaces présentes.
L’étude est réalisée dans le cas d’une incidence normale où seules les ondes de compres-
sion entrent en jeu.
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Les expériences sont réalisées en suivant le même protocole de mesure décrit dans la
section précédente. On dispose de deux échantillons de plaques ayant la même épaisseur
que la plaque utilisée lors des première expériences e = 24.9mm : une première plaque
comporte un défaut usiné au centre de la plaque et une deuxième plaque où le défaut est
décalé du centre, cette dernière permet de réaliser deux mesures pour deux configurations
symétriques (Fig.3.23).

(a) (b)

Figure 3.23 – Échantillon d’une plaque poreuse avec un défaut décalé (a) et un défaut
centré (b)

Les trois configurations que nous étudions sont les suivantes :

Configuration Poreux Fluide Poreux

Configuration 1 11 mm 3 mm 11 mm
Configuration 2 14 mm 3 mm 8 mm
Configuration 3 8 mm 3 mm 14 mm

Figure 3.24 – Illustration des trois configurations étudiées.

Tout d’abord on étudie l’influence de la position du défaut sur les signaux transmis
et réfléchis.
La partie expérimentale permet d’étudier l’influence de la position du défaut dans la
plaque lorsque la taille du défaut est fixée. La deuxième partie présente des simulations
numériques des différentes configurations étudiées afin de caractériser le défaut de vo-
lume, c’est à dire déterminer sa taille et sa position. L’analyse des coefficients de réflexion
et de transmission dans le domaine fréquentiel permet d’étudier ces paramètres. Dans un
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premier temps, l’influence de la position du défaut de dimension fixe est étudiée. Dans
un second temps on s’intéresse à l’influence de la taille d’un défaut positionné au centre
de la plaque.

3.3.2 Influence de la position du défaut

On considère un défaut de taille d = 4 mm dont la position est repérée par la distance
entre sa première interface et celle du poreux z = 0 (Fig. 2.3). Les figures (3.25-a) et
(3.25-b) représentent respectivement les coefficients de transmission T et de réflexion
R en fonction de la fréquence dans le domaine qui s’étend de 100 kHz à 800 kHz et
de la position du défaut dans la plaque. L’amplitude du coefficient de transmission est
importante lorsque le défaut est au voisinage de l’une des interfaces de la plaque et lorsque
son centre cöıncide avec le centre de la plaque, c’est à dire quand L1 = L2, le centre de
la plaque (L1 = L2 = 8 mm) constitue un axe de symétrie en raison de la réciprocité du
système. L’amplitude du coefficient R varie en fonction de la fréquence et de la position
du défaut, elle est maximale lorsque la longueur d’onde est égale à la distance entre la
première interface de la plaque et la première interface du défaut : par exemple pour la
fréquence f = 470kHz, la longueur d’onde est λ = 1.6 mm, l’amplitude du coefficient
de réflexion est maximale lorsque le défaut est à la position z = 1.6 mm. Cette analyse
permet de déterminer la position du défaut dans la plaque mais ne renseigne pas sur la
distance parcourue par l’onde.

La représentation dans le domaine fréquentiel a permis de comprendre l’influence de
la position d’un défaut de volume dans une plaque poreuse. Afin de mieux comprendre
l’influence de la position du défaut, une représentation dans le domaine temporel est
établie pour trois configurations : la configuration 1 présente un défaut situé au centre
de la plaque et les configurations 2 et 3 présentent deux positions symétriques où le
défaut est situé de part et d’autre du centre de la plaque, elles sont schématisées sur la
figure (3.24). Les signaux simulés transmis et réfléchis issus de ces configurations sont
représentés sur les figures (3.30) (siganux transmis) et (3.32) (signaux réfléchis) par un
trait discontinu (- - -) pour la configuration 1, un trait continu (–) pour la configuration
2 et des cercles (◦) pour la configuration 3.

3.3.3 Influence de la taille du défaut

Considérons un défaut positionné au centre de la plaque, la première interface du
défaut étant fixée à z = L1, la taille du défaut évolue vers la deuxième interface de
la plaque comme le montre le schéma de la figure 3.26. Le coefficient de transmission
présenté sur la figure (3.27-a), montre que l’amplitude de T augmente avec la taille
du défaut augmente. Le coefficient de réflexion donné sur la figure (3.27-b), montre des
maximas d’amplitudes équidistants, ces maximas sont reliés à la distance entre l’interface
de la plaque et celle du défaut qui est fixe (L1), les petites variations entre deux maximas
d’amplitude successifs sont reliés à la taille du défaut. Les résultats analytiques montrent
que les coefficients de réflexion et de transmission sont décalés vers les hautes fréquences
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(a)

(b)

Figure 3.25 – Coefficients de transmission (a) et de réflexion (b) en fonction de la
position du défaut et de la fréquence.
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Figure 3.26 – Schéma illustrant la variation de la taille du défaut.
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(a)

(b)

Figure 3.27 – Coefficients de transmission (a) et de réflexion (b) en fonction de la
taille du défaut et de la fréquence.

quand l’épaisseur du défaut augmente. Ces deux résultats théoriques sont validés par
des résultats expérimentaux obtenus dans le domaine des ultrasons.

3.4 Validation expérimentale

Dans la partie expérimentale, on valide les résultats numériques concernant l’influence
de la position d’un défaut, à taille fixe, sur les coefficients de transmission et de réflexion.
La seconde analyse concernant l’influence de la taille de défaut n’a pas pu être validée
expérimentalement faute de manque d’échantillons ayant la même épaisseurs totales et
différentes taille de défauts de volume.
La plaque de céramique présente un défaut de taille d = 3 mm positionné à L1 = 8 mm
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de la première interface de la plaque poreuse et à 14 mm de sa deuxième interface.
Cette plaque est immergée dans une cuve à eau équipée d’un émetteur et d’un récepteur
distants de 225 mm. L’objectif est d’étudier les configurations 2 et 3 : la configuration 2
est obtenue en plaçant la plaque de manière à ce que le défaut soit du côté de l’émetteur
et la configuration 3 est obtenue en retournant la plaque. Le montage expérimental est
représenté sur la figure (3.28.)
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d L
2

Configuration 2

RE

cuve a eau

E R

Configuration 3

d L
2

L
1

cuve a eau

(a) (b)

Figure 3.28 – Montage expérimental en transmission des configurations 2 et 3.

La première mesure est une mesure de référence permettant d’identifier les ondes
visualisées sur les signaux transmis à travers la plaque. Le signal de référence arrive à
t0 = 152 µs. Les signaux transmis à travers les plaques sont identiques ce qui confirme
le résultat théorique : lorsqu’un défaut est placé dans deux positions symétriques dans
la plaque poreuse, le signal transmis est le même. Sur les signaux transmis on observe
une onde à t1 = 143.03 µs identifiée comme onde rapide directe qui a parcouru la plaque
une fois à la vitesse vrapide ' 3629 ms−1, suivie d’un écho d’onde rapide arrivant à
t2 = 148.6 µs qui correspond à l’onde (a’) de la configuration 2 et l’onde (b”) de la
configuration 3. Sa vitesse de propagation calculée est égale à vrapide ' 3261 ms−1.

Sur la figure ( 3.30) on observe que les signaux transmis simulés issus des configu-
rations 2 et 3 sont parfaitement confondus ce qui montre que la transmission n’est pas
sensible aux positions symétriques du défaut dans la plaque. On identifie les ondes et
les distances parcourues par leurs vitesses de propagation dans le milieu poreux v1 (eq.
2.25) et dans l’eau c0 = 1480 ms−1 : la première onde arrive à t1 = 6.502 µs est une
onde rapide directe (ORD) qui a parcouru une seule fois la plaque entière à la vitesse
v1 ' 4211 ms−1, cette onde arrive au même instant pour les trois configurations puis-
qu’il s’agit de la même distance parcourue. Ensuite, un écho d’onde rapide arrive avec
un retard ∆t, ce retard dépend de la position du défaut : pour la configuration 1, où le
défaut est situé au centre de la plaque, les ondes (a) et (b), (Fig-3.24), parcourent les
distances respectives : L1 + d + 3L2 et 3L1 + d + L2 et arrivent avec le même retard
∆t = 5.528 µs, on ne peut pas les distinguer sur le signal transmis, une seule onde est
observée ; concernant les configurations 2 et 3, qui sont des configurations ”symétriques”,
les distances parcourues par les différentes ondes sont schématisées sur la figure (3.24) et
résumées dans le tableau 3.2. La figure et le tableau montrent que les ondes (b′) et (a′′)
arrivent avec le même retard ∆t = 2.8480 µs et sont identifiées comme premiers échos
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Figure 3.29 – Signaux transmis expérimentaux des configurations 2 (a) et 3 (b).

de l’onde rapide et les ondes (a′) et (b′′) arrivent avec un retard ∆t = 7.1680 µs et sont
identifiées comme deuxièmes échos de l’onde rapide. De la même manière, on identifie
sur le signal réfléchi les ondes et les distances parcourues (fig.3.32) : la première onde
arrivant au même instant pour les trois configurations, est l’onde réfléchie à l’interface,
l’onde rapide qui a parcouru la distance 2L1 arrive respectivement aux configurations 1,
2 et 3 à t1 = 4.19 µs, t2 = 2.098 µs et t3 = 6.29 µs. Plus le défaut s’éloigne de l’interface
de la plaque, plus le temps d’arrivée de l’onde augmente. Il en est de même pour l’onde
qui parcourt la distance 4L1. Donc, le temps d’arrivée de l’onde dépend de la position
du défaut dans la plaque. L’onde qui arrive à t4 = 13.51 µs est une onde qui a parcouru
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Table 3.2

Onde distance parcourue

configuration 2
a’ L1 + d+ 3L2

b’ 3L1 + d+ L2

configuration 3
a” L1 + d+ 3L2

b” 3L1 + d+ L2
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Figure 3.30 – Signaux transmis simulés : (- - -) configuration 1, (–) configuration 2,
(◦) configuration 3

toute la plaque, elle arrive au même instant pour les trois configurations.
Les mesures en réflexion sont menées en pulse écho avec un seul transducteur. La

mesure de référence est réalisée en plaçant un réflecteur parfait à une distance de 104 mm
du transducteur, on procède de la même manière pour les mesures avec plaque en sa-
tisfaisant les configurations 2 et 3. Les signaux expérimentaux réfléchis sont présentés
sur la figure (3.31) où le signal réfléchi dans l’eau est affiché en trait discontinu pointillé
(· - · - ·), le signal réfléchi de la configuration 2 en trait discontinu (- - -) et celui de
la configuration 3 en trait plein. L’onde réfléchie à l’interface arrive à t0 = 140.8 µs, le
signal réfléchi de la configuration 2 montre une onde à t1 = 145.8 µs et celui de la confi-
guration 3 montre une onde à t2 = 150.3 µs, ces deux ondes sont réfléchies à l’interface
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Figure 3.31 – Signaux réfléchis expérimentaux des configurations 2 (- - -) et 3 (—-) et
le signal transmis dans l’eau (· - · - ·)
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Figure 3.32 – Signaux réfléchis simulés : (- - -) configuration 1, (–) configuration 2, (◦)
configuration 3

du défaut cela explique le temps de retard.
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3.5 Conclusion

Les résultats des simulations numériques ont permis d’étudier les mécanismes ex-
pliquant l’existence ou non des ondes lentes en fonction des conditions limites (pores
ouverts et fermés). On a montré que lorsque les pores sont fermés en surface, l’ampli-
tude de l’onde lente est faible et que l’on peut négliger les déplacements dus à cette
onde dans la plaque : lorsque l’onde ultrasonore arrive à la surface de la plaque po-
reuse, le déplacement dans le fluide est imposé majoritairement par le déplacement de
la phase solide ce qui favorise la propagation de l’onde rapide. Ceci a été confirmé par
la représentation des signaux temporels transmis et réfléchis à travers la plaque à pores
fermés où on ne voit pas l’onde lente contrairement au cas des pores ouverts où l’onde
lente apparâıt clairement.
Même si l’amplitude de l’onde lente est pratiquement nulle dans le poreux, elle parti-
cipe de manière importante à l’atténuation de l’onde rapide à cause du phénomène de
conversion de modes.
En se basant sur cela, on a choisi dans notre étude de présenter les coefficients de trans-
mission et de réflexion en fonctions des champ de déplacement de ces deux ondes par la
matrice de diffusion, ce qui est un atout vu le petit nombre de paramètres à introduire.

L’analyse des coefficients de réflexion et de transmission à travers un milieu poreux
qui présente un défaut de volume, a permis de faire le point sur l’interaction des ondes
de Biot avec la position et la taille du défaut. L’influence de la position du défaut
dans la plaque est importante sur les coefficients de réflexion et de transmission, plus le
défaut est proche de l’une des interfaces, plus l’amplitude est importante, on notera que
la transmission n’est pas sensible aux positions symétriques du défaut par rapport au
centre de la plaque. La variation de la taille du défaut se traduit par une variation dans le
même sens de l’amplitude du coefficient de transmission et par un décalage d’amplitude
sur le coefficient de réflexion. Cette étude spectrale est validée par une étude temporelle
où les signaux transmis et réfléchis simulés reflètent rigoureusement la position et la
taille du défaut. Les résultats expérimentaux valident les résultats numériques.
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Chapitre 4

Tortuosité induite par la présence
de défauts

4.1 Introduction

La tortuosité est un des paramètres physiques permettant de décrire la microstructure
des milieux poreux, voir par exemple B. Ghanbarian et coll. [3].
La tortuosité a été introduite pour corriger le modèle de perméabilité de Kozeny [9] des
milieux poreux . Ceux-ci sont définis par la loi de Darcy qui relie des caractéristiques du
fluide et de la structure interne du milieu poreux [17] :

v = −k
η
∇p, (4.1)

v étant la vitesse de filtration du fluide, ∇p le gradient de pression, k la perméabilité
et η le coefficient de viscosité du fluide. Le modèle de Kozeny a été développé dans le
cas où les lignes de champ de vitesse du fluide sont droites et parallèles dans les milieux
poreux. Carman [9] l’a généralisé pour des lignes de champ de vitesse qui ne sont ni
droites ni parallèles en introduisant la tortuosité hydraulique τ :

τ =
< λ >

L
. (4.2)

Lorsqu’un fluide coule à travers un milieu poreux d’un point A à un point B distants de
L (distance euclidienne), il suit différents chemins dont la longueur moyenne est < λ >.
L’allongement des lignes de champ dans les milieux poreux ne se produit pas uniquement
dans les flux, mais aussi dans de nombreux processus tels que les phénomènes de trans-
port, la diffusion des particules, la conductivité électrique ou la propagation des ondes
dans des milieux poreux saturés. Cela a donné lieu à de nombreux travaux théoriques
pour définir la tortuosité. Cependant, ces définitions diffèrent l’une de l’autre, en général
sans relation entre elles. Dans ce contexte, on peut se référer au document de Saomoto
et Katgiri [29] qui compare les tortuosités hydrauliques et électriques à l’aide de simula-
tions numériques. Leurs simulations montrent que si la tortuosité électrique reste proche
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de l’unité quelle que soit la porosité et la forme des grains, les lignes de champ d’un flux
hydraulique sont beaucoup plus concentrées, entrâınant une tortuosité beaucoup plus
grande.
Cet exemple montre que si le concept de tortuosité semble simple, en pratique, il n’est
pas consistant et son traitement est souvent trompeur. En fait, il semble que la tortuosité
est moins un paramètre intrinsèque du milieu qu’une propriété déduite du processus qui
s’y développe. Cela explique en partie les nombreuses définitions des tortuosités et leurs
différentes interprétations. En acoustique des milieux poreux, la tortuosité est utilisée
pour renormaliser la densité ρf du fluide afin de tenir compte de son interaction en
fonction de la fréquence avec les parois des pores [41]. Lafarge et coll. [16] ont montré
que, lorsque l’épaisseur de la peau visqueuse est beaucoup plus grande que la dimension
caractéristique, la densité du fluide est ρfτ0, où τ0 est la tortuosité statique (Ω = 0)
définie par :

τ0 =
< v2 >

< v >2
, (4.3)

où < a > représente la valeur moyenne de a. Cette définition de la tortuosité sera adoptée
dans la suite. Comme on le sait maintenant, de nombreux facteurs peuvent affecter le
flux dans les milieux poreux, dont la forme des pores, la distribution du rayon des pores,
le nombre de Reynolds, pour n’en citer que quelques-uns. Il s’ensuit que la présence de
défauts dans un milieu initialement homogène (par exemple un changement local de la
porosité) peut entraver de manière significative le mouvement du fluide, ce qui entrâıne
une modification de la forme des lignes de champ de vitesse.
Ce chapitre décrit un modèle mathématique de défaut et donne la solution du flux
de fluide en présence de défauts homogènes et stratifiés sphériques et ellipsöıdaux. Les
résultats sont généralisés au cas anisotrope, puis la polarisabilité hydraulique est intro-
duite. La deuxième partie porte sur la tortuosité. L’expression d’une mobilité efficace est
donnée pour certains défauts particuliers. La tortuosité induite est déduite des résultats
précédents et ses effets sur la propagation de l’onde sont donnés.

4.2 Modèle de défaut

Ici, un défaut est considéré comme un changement local de la perméabilité k. Un tel
changement est dû aux variations de porosité ou à des changements de la microstructure
du milieu poreux.
Les défauts que l’on considère sont des inclusions poreuses caractérisées par leur forme
et leur perméabilité dans un milieu hôte poreux. De ce fait, on utilisera indifféremment
les termes de défaut ou d’inclusion. Les paramètres physiques du défaut et du milieu
hôte extérieur sont distingués par un indice supérieur (i) (in) et (o) (out). Ainsi, la loi
de Darcy dans l’inclusion et dans le milieu hôte s’écrivent respectivement :

v(i) = −k
(i)

η
∇p(i) et v(o) = −k

(o)

η
∇p(o). (4.4)
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La perméabilité intrinsèque k est exprimée en Darcy (1D = 0.9710−12m2). Les milieux
poreux qui nous intéresse possèdent des perméabilités de l’ordre de 10D (cf. tableau 5.1).

4.2.1 Formulation mathématique

Lorsque le mouvement d’un fluide s’écoulant dans un milieu poreux est perturbé
par la présence d’un défaut occupant le domaine Ω dans la microstructure moyenne, la
vitesse du fluide est une solution à l’équation suivante :

v(m)(x) =
k(m)(x)

η
∇p(m)(x), (4.5)

où m = i (in) si x ∈ Ω et m = o (out) si x est dans le milieu hôte. Ces équations sont
soumises à des conditions aux limites sur le bord ∂Ω :

– Continuité du débit :
φ(o)v(o).n(o) = φ(i)v(i).n(i), (4.6)

– Continuité de la composante normale de la contrainte :

τ
(o)
ij n

(o)
j = τ

(i)
ij n

(i)
j . (4.7)

Figure 4.1 – Inclusion orientée dans un milieu poreux. n(o) est le vecteur unitaire
sortant.

On considère un milieu poreux d’extension infinie, dans lequel un fluide visqueux s’écoule
à une vitesse uniforme constante U∞ sous l’action d’une différence de pression p(o), le
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gradient de pression étant le long de l’axe (Oz), voir la figure (4.1). Nous cherchons à
déterminer comment la vitesse du fluide est modifiée en présence d’un défaut dans le
milieu. Dans ce qui suit, nous donnons les solutions des équations (4.5) - (4.7) pour
certains défauts particuliers dans une telle situation. Des solutions analytiques sont pos-
sibles pour des inclusions sphériques et ellipsöıdales homogènes. Lorsque la perméabilité
interne n’est pas constante (défaut en couches), nous fournissons une méthode basée sur
la matrice de transfert pour obtenir l’effet dipolaire de telles inclusions. Par la suite,
nous établissons une formule adaptée à la solution numérique dans le cas d’une inclusion
avec une forme arbitraire.

4.2.2 Cas du défaut homogène

Le défaut le plus simple qui soit est l’inclusion homogène. On suppose que le gradient
de pression est orienté suivant l’axe (Oz). Loin de l’inclusion, la vitesse de filtration est
dirigée elle aussi suivant cet axe. On note U∞ sa valeur.

Inclusion sphérique

L’inclusion est une sphère de rayon a, centrée à l’origine des coordonnées. Le système
poreux + inclusion partage l’espace en deux parties où l’on souhaite déterminer les lignes
de leurs champs de vitesse. Dans chacune des zones, la vitesse de filtration et la pression
obéissent au système d’équations,{

v(o) = −κ(o)∇p(o), r > a,

v(i) = −κ(i)∇p(i), r < a,
(4.8)

auquel on associe les conditions en r = a suivantes :

1. Conservation du débit :

φ(i)v(i)
r (r = a) = φ(o)v(o)

r , (r = a), (4.9)

où φ(i),(o) sont les porosités de l’inclusion et du milieu hôte,

2. Égalité des contraintes normales :

τ (i)
rr |r=a = τ (o)

rr |r=a, ∀θ, (4.10)

τrr = φ
(
− p+ 2η

∂vr
∂r

)
|r=a. (4.11)

La géométrie impose que la résolution du problème (4.8) à (4.11) se fasse en coordonnées
sphériques.
Dans le cas d’un fluide incompressible, la divergence de sa vitesse est nulle en absence de
source :∇ · v = 0, et les relations ( 4.8) deviennent des équations de Laplace gouvernant
la pression :

∆p(i) = 0, (4.12)

∆p(o) = 0. (4.13)
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Dans le système des coordonnées sphériques l’opérateur laplacien s’écrit :

∆ =
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂2ϕ
. (4.14)

Puisque le système a une symétrie de révolution autour de l’axe Oz, les variables v et p
sont indépendantes de la coordonnée ϕ. Les équations (4.12)-(4.13) sont alors du type :

∆p =
1

r2

∂

∂r

(
r2∂p

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂p

∂θ

)
= 0. (4.15)

Solutions du système (4.8) L’expression de la pression à l’intérieur et à l’extérieur
de l’inclusion est alors

p(i),(o)(r, θ) =
∑
l

(
A

(i),(o)
l rl +B

(i),(o)
l r−(l+1)

)
Pl(cos θ) (4.16)

où Pl est le polynôme de Legendre de degré l. Les coefficients A
(i),(o)
l et B

(i),(o)
l sont reliés

par les conditions aux limites (4.9) et (4.10) . À l’intérieur de l’inclusion, la solution doit

être finie à l’origine r = 0. Ceci impose que B
(i)
l = 0 pour tout l. Ainsi, l’expression de

p(i) est :

p(i)(r, θ) =
∑
l

A
(i)
l r

lPl(cos θ). (4.17)

À l’extérieur de l’inclusion, à grande distance de celle-ci, la pression est,

p(o) ∼ − 1

κ(o)
U∞rcosθ. (4.18)

L’égalité
p(o)(r = a, θ) = p(i)(r = a, θ), ∀θ, (4.19)

impose que seul l’indice l = 1 subsiste dans les sommes. On a alors :

A(o) = − 1

κ(o)
U∞, (4.20)

d’où les expressions de la pression à l’extérieur :

p(o) = −U∞
κ(o)

r cos θ +B(o)r−2 cos θ, (4.21)

et à l’intérieur de l’inclusion :
p(i) = A(i)r cos θ (4.22)

La détermination des constantes A(i) et B(o) se fait à partir des conditions en r = a (4.9)
et (4.10).
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Tout calculs faits, on trouve les expressions des pressions intérieure et extérieure à
l’inclusion :

p(i)(r, θ) = −φ
(o)

φ(i)

U∞

κ(o)

(
3 + 12k

(o)

a2

2 + κ(i)

κ(o) + 12k
(i)

a2

)
r cos θ, r < a (4.23)

p(o)(r, θ) = −U∞
κ(o)

r cos θ +
U∞

κ(o)

a3

r2

(
κ(i)

κ(o) − 1

2 + κ(i)

κ(o) + 12k
(i)

a2

)
cos θ, r > a (4.24)

On voit que la pression extérieure p(o)(r, θ) est la somme de la pression initiale et d’une
perturbation due à l’inclusion sphérique dont on verra l’interprétation plus loin. Par

ailleurs, les quantités 12k
(i)

a2 et 12k
(o)

a2 présentes dans p(o)(r, θ) et p(i)(r, θ) sont très petites
devant l’unité (' 10−4, 10−5) et peuvent de ce fait être négligées par la suite.

Calcul des vitesses de filtration Les vitesses de filtration s’obtiennent à partir de
la loi de Darcy dès qu’on connâıt l’expression de la pression.

1. Dans le cas où les porosités sont sensiblement égales c’est à dire lorsque φ(e)/φ(i) '
1, le champ de la vitesse de filtration à l’intérieur de l’inclusion, est uniforme de
valeur,

v(i) = U∞
3

1 + 2κ
(o)

κ(i)

. (4.25)

L’équation (4.25) peut être écrite sous la forme :

v(i) = U∞
κ(i)

κ(o) + 1
3(κ(i) − κ(o))

, (4.26)

2. La vitesse de filtration extérieure au défaut a pour composantes :

v(o)
r = −U∞ cos θ

(
1 + 2

a3

r3

(
κ(i)

κ(o) − 1

2 + κ(i)

κ(o)

))
, (4.27)

v
(o)
θ = U∞ sin θ

(
1− a3

r3

(
κ(i)

κ(o) − 1

2 + κ(i)

κ(o)

))
. (4.28)

Lorsque les mobilités sont telles que κ(i) > κ(o), alors v(i) > U∞. Dans ce cas le fluide
passe préférentiellement dans l’inclusion et les lignes de champ de la vitesse extérieure

sont courbées vers l’inclusion (fig.4.2-a). On a la conclusion inverse lorsque κ(i)

κ(o) < 1 où
les lignes de champ de la vitesse extérieure passent dans le milieu hôte (fig.4.2-b). On
retrouve bien que v(i) = U∞ lorsque κ(i) = κ(o). Les figures (4.3-a) et (4.3-b) confirment
ces tendances en montrant les niveaux de la vitesse au voisinage de l’inclusion lorsque le
rapport des perméabilités est supérieur et inférieur à 1 respectivement.
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(a) (b)

Figure 4.2 – Lignes de champs de vitesse dans un milieu poreux de perméabilité κ(o)

contenant une inclusion sphérique de perméabilité κ(o) : (a) κ(i)/κ(o) > 1, (b)
κ(i)/κ(o) < 1.

(a) (b)

Figure 4.3 – Niveaux de vitesse dans un milieu poreux de perméabilité κ(o) contenant
une inclusion sphérique de perméabilité κ(o) : (a) κ(i)/κ(o) > 1, (b) κ(i)/κ(o) < 1.

Par la suite, on posera : E(o) = −∇p(o) et E(i) = −∇p(i). La pression externe se
mettra sous la forme :

p(o)(r, θ) = −U∞
κ(o)

r cos θ +
pz
4π

cos θ

r2
(4.29)
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où pz est le moment dipolaire de l’inclusion donné par :

pz = 4πa3U∞

κ(o)

(
κ(i)

κ(o) − 1

2 + κ(i)

κ(o)

)
. (4.30)

Inclusion ellispöıdale

Dans les milieux poreux naturels, la forme des défauts (et donc celle des inclusions)
n’est évidemment pas exclusivement sphérique. Si le calcul de la polarisabilité des in-
clusions est possible quelque soit leur forme, il est souvent compliqué et requiert la
plupart du temps une évaluation numérique. Mise à part la forme sphérique, les seules
autres formes pour lesquelles une solution analytique est possible sont les inclusions el-
lispsöıdales dont l’inclusion en forme de disque et celle de forme oblongue (en aiguille)
sont des cas particuliers.
Soit alors une inclusion ellipsöıdale de demi axes a, b et c le long des axes des coordonnées
cartésiennes. L’équation de sa surface correspond à ξ = 0 et s’écrit (D) :

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1. (4.31)

L’équation de Laplace en coordonnées ellipsöıdales est donnée en annexe (D). Ici, nous
donnons l’expression de sa solution générale dans le cas physique où l’inclusion poreuse
ellipsöıdale est soumise à un gradient statique de pression dirigé suivant l’axe (Ox).
Dans un milieu homogène, la pression imposée (initiale) s’écrit :

p(r) = p0(x) = −Ex = −E

√
(a2 + ξ)(b2 + η)(c2 + ζ)

(b2 − a2)(c2 − a2)
. (4.32)

En présence de l’inclusion, on montre alors [?, ?] que la pression ”diffusée” pd(r) s’écrit

pd(r) = p0(x)F (ξ). (4.33)

En reportant cette expression dans l’équation de Laplace et compte tenu de l’équation
(4.32), on montre que la fonction F (ξ) est solution de l’équation différentielle :

d2F

dξ2
+
dF

dξ

d

dξ

(
ln
[
R(ξ)(ξ + a2)

])
= 0, (4.34)

où R(σ) = (a2 + σ)(b2 + σ)(c2 + σ). La solution F (ξ) de cette équation est la somme
d’une constante F1(ξ) = A et d’une fonction de ξ :

F2(ξ) =

∫ ∞
ξ

dσ

(σ + a2)R(σ)
. (4.35)

La pression dans une région homogène est alors :

p(r) = p0(x)
[
A− B

2

∫ ∞
ξ

dσ

(σ + a2)R(σ)

]
. (4.36)
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Les conditions aux limites, c’est à dire à la surface de l’inclusion (ξ = 0), sont la conser-
vation du débit de fluide et la continuité de la composante τξξ appliquée sur le fluide en
mouvement. Ces deux conditions s’écrivent :

1. Conservation du débit en ξ = 0 :

φ(o)κ(o) 1

hξ

∂p(o)

∂ξ
= φ(i)κ(i) 1

hξ

∂p(i)

∂ξ
. (4.37)

2. Conservation de la contrainte τξξ en ξ = 0 :

φ(o)
(
− p(o) + 2η

1

hξ

∂v
(o)
ξ

∂ξ

)
= φ(i)

(
− p(i) + 2η

1

hξ

∂v
(i)
ξ

∂ξ

)
, (4.38)

où vξ est la composante de la vitesse de filtration perpendiculaire à la surface ξ = 0
donnée par la loi de Darcy

vλi = −κ 1

hλi
∂λip, λi = ξ, η, ζ. (4.39)

Dans ces relations, les coefficients hλi sont les facteurs d’échelle des coordonnées el-
lipsöıdales donnés en annexe (D.6)-(D.8) :
On en déduit alors les valeurs de la pression :

1. à l’intérieur de l’inclusion :

p(i)(x) =
κ(o)

κ(o) + (κ(i) − κ(o))Nx
p0(x), (4.40)

2. à l’extérieur de l’inclusion :

p(o)(x) = p0(x) + pd(x) = p0(x)− abc(κ(i) − κ(o)

(κ(o) +Nx(κ(i) − κ(o)))
p0(x)F2(ξ). (4.41)

Á grande distance du centre de l’inclusion, ξ ≈ r2, le champ de pression diffusée
prend la forme :

pd(x) ≈ abc(κ(i) − κ(o))

(κ(o) +Nx(κ(i) − κ(o)))
p0(x)

∫
r2

dr

r5/2

=
abc(κ(i) − κ(o))

(κ(o) +Nx(κ(i) − κ(o)))

x

3r3
E. (4.42)

C’est l’expression de la pression donnée par un dipôle de moment dipolaire

pz = −4πabc

3

(κ(i) − κ(o))

κ(o) +Nx(κ(i) − κ(o))

U∞

κ(o)
(4.43)

= −3V
U∞

κ(o)

(κ(i) − κ(o))

κ(o) +Nx(κ(i) − κ(o))
. (4.44)
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Figure 4.4 – Tracé de la densité de charges surfaciques de polarisation hydraulique
σpol pour une inclusion sphérique et une inclusion ellipsöıdale avec différentes

orientations par rapport au flux incident.)

où V est le volume de l’inclusion et Nx le facteur dépolarisant donné par :

Nx =
abc

3

∫ ∞
0

dσ

(σ + a2)
√

(σ + a2)(σ + b2)(σ + c2)
, (4.45)

Il décrit la variation de la polarisabilité d’une inclusion en fonction de sa forme et de
son orientation par rapport au champ excitateur. Les facteurs géométriques Nx, Ny

et Nz, donnés en annexe (E), sont apparus pour la première fois en hydrodynamique
[64] pour décrire la perturbation apportée par un solide immergé dans un fluide infini
en mouvement uniforme. Leurs valeurs ont été calculées par Stoner [67] et Osborn [55].
Leur nom ”facteurs de dépolarisation” provient de l’électromagnétisme (voir par exemple
Landau [49]). La figure 4.4 est un tracé de la polarisation hydraulique pour une inclusion
sphérique et pour une inclusion ellipsöıdale avec des orientations différentes par rapport
au flux incident. Les zones sombres représentent la densité de charges surfaciques de
polarisation hydraulique σpol donnée par :

σpol = − (κ(i) − κ(o))

κ(o) +Nx(κ(i) − κ(o))
U∞ cos θ. (4.46)

La pression à l’extérieur de l’inclusion est alors :

p(o)(r, θ) = −U∞
κ(o)

r cos θ +
pd
4π

cos θ

r2
. (4.47)

Cette relation est similaire à la relation (4.29), la seule différence étant l’expression du
moment dipolaire.
D’après l’équation E.2 de l’annexe, il est possible de trouver les valeurs des facteurs de
dépolarisation des inclusions particulières.

– inclusion sphérique Nx = Ny = Nz = 1/3 ;
– inclusion en forme de disque (axe Oz) Nx = Ny = 0, Nz = 1 ;
– inclusion oblongue Nx = Ny = 1/2, Nz = 0.
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Figure 4.5 – Polarisabilité hydraulique α/3V d’une inclusion ellipsöıdale en fonction
de log (κ(i)/κ(o)) pour différentes valeurs des facteurs de dépolarisation (Nx, Ny, Nz)

(− • − : Nx = 0.1, Ny = 0.1, Nz = 0.8) ; (− � − : Nx = 0.2, Ny = 0.2, Nz = 0.6) ;
(− J − : Nx = 0.4, Ny = 0.4, Nz = 0.2) ; (−�− : Nx = 0.45, Ny = 0.45, Nz = 0.1) ;

(− − − : Nx = 1/3, Ny = 1/3, Nz = 1/3)

Dans la figure (4.5), nous représentons les variations de la susceptibilité αx en fonction
du rapport κ(i)/κ(o) pour différents ensembles de facteurs de dépolarisation.
La différence fondamentale entre les inclusions sphériques et ellipsöıdales est que la
pression diffusée par la sphère ne contient qu’un champ dipolaire, alors que l’ellipsöıde
diffuse également des champs multipolaires d’ordres supérieurs. De cela, on peut en
déduire que plus la forme de l’inclusion s’écarte de celle d’une sphère, plus la pression
diffusée contient des termes multipolaires d’ordres élevés.
L’équation (4.42) ne montre pas ces termes multipolaires puisque le calcul de l’intégrale
F2 est un calcul approché lorsque ξ est important. Lorsque l’on s’éloigne de l’inclusion
ellipsöıdale, l’amplitude des termes d’ordre multipolaire supérieur à 2 diminue très rapi-
dement, ne laissant que la contribution de la pression incidente et le terme dipolaire de
la pression diffusée.

4.2.3 Cas de défaut inhomogène

En fait, les défauts présentent rarement une structure homogène. Le paramètre ca-
ractérisant le défaut (dans notre cas, la perméabilité) varie selon une loi qui dépend de
la manière dont le défaut se développe et évolue.

Pour le défaut sphérique, la situation la plus simple est la variation radiale. La
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différence fondamentale entre des inclusions sphériques homogènes et inhomogènes est
que, dans ces dernières, le champ E(i) perd son caractère uniforme. La détermination
du moment dipolaire n’est plus immédiate et nécessite une approche différente de celle
développée précédemment. On considèrera deux cas : la ”perméabilité stratifiée” et la
variation continue.

Inclusion inhomogène sphérique stratifiée

Supposons que le défaut soit un ensemble de N couches sphériques concentriques.
Dans ces couches la valeur de la perméabilité k(n) est constante. On désigne κ(n) le ratio
k(n)/η dans la couche n délimitée par les sphères de rayon rn et rn+1 avec rn > rn+1.
L’indice de la sphère interne est i = N fig. 4.6.

Figure 4.6 – Inclusion sphérique stratifiée dans un milieu poreux homogéne.

La détermination de la pression et de la vitesse dans ce type d’inclusion consiste à
résoudre l’équation de Laplace ∆p(n) = 0 dans chaque couche et à relier les solutions
grâce aux conditions aux limites : continuité du débit de fluide et de la composante
radiale de la contrainte. Dans la couche numéro n la pression est notée :

p(n) = A(n)r cos θ +B(n)r−2 cos θ. (4.48)

Les coefficients A et B de deux couches consécutives (n) et (n + 1) sont reliés par les
conditions en r = rn+1 :

– Conservation du débit :

φ(n)v(n)
r (r = rn+1) = φ(n+1)v(n+1)

r (r = rn+1). (4.49)

– Conservation de la composante radiale de la contrainte

τ (n)
rr (r = rn+1) = τ (n+1)

rr (r = rn+1). (4.50)
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Méthode de la matrice de transfert T : On montre alors que les couples de
coefficients (A(n), B(n)) et (A(n+1), B(n+1)) sont reliés par la relation matricielle :(

A(n)

B(n)

)
= Tn,n+1

(
A(n+1)

B(n+1)

)
, (4.51)

où les éléments de la matrice Tn,n+1 sont :

T11 =
φ(n+1)

φn

(
κ(n+1)

κn
+ 2

1− κ(n+1)

κn

3 + 12knr−2
n

)
, (4.52)

T12 = 2
φ(n+1)

φn
r−3
n

(
−κ

n+1

κn
+

1 + 2κ
(n+1)

κn + 12k(n+1)r−2
n

3 + 12knr−2
n

)
, (4.53)

T21 =
φ(n+1)

φn
r3
n

(
1− κ(n+1)

κn

3 + 12knr−2
n

)
, (4.54)

T22 =
φ(n+1)

φn

(
1 + 2κ

(n+1)

κn + 12k(n+1)r−2
n

3 + 12knr−2
n

)
. (4.55)

Ainsi, on peut, par multiplication des matrices T exprimer le champ de pression dès que
l’on connâıt la vitesse de filtration U∞. Il est évident que l’on peut définir des matrices
T ′n+1,n qui permettent de faire les calculs par déplacement dans l’autre sens (de n vers
n+ 1) suivant : (

A(n+1)

B(n+1)

)
= T ′n+1,n

(
A(n)

B(n)

)
, (4.56)

T ′n+1,n étant la matrice inverse de Tn,n+1.

Méthode de la matrice de diffusion S : De la même manière on peut utiliser la
matrice de diffusion ou matrice S. Classiquement, lorsqu’on étudie l’interaction d’un
diffuseur avec des ondes propagatives, la matrice S relie les ondes sortantes du diffuseur
en fonction des ondes entrantes. Dans notre cas, parler d’ondes entrantes et sortantes
n’a pas de sens puisque le gradient de pression appliqué étant indépendant du temps est
statique. Toutefois pour les champs de pression existants dans deux couches sphériques
successives n et n + 1, on peut considérer formellement que chacune des solutions de
l’équation de Laplace correspond à de telles ondes. Ainsi pour les pressions :

p(n) =
(
A(n)r +B(n)r−2

)
cos θ, (4.57)

p(n+1) =
(
A(n+1)r +B(n+1)r−2

)
cos θ, (4.58)

la matrice Sn,n+1 est telle que :(
B(n)

A(n+1)

)
= Sn,n+1

(
A(n)

B(n+1)

)
. (4.59)
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Les éléments de la matrice sont calculés à partir des conditions aux limites à l’interface
r = rn+1 entre les deux couches.
On en déduit ainsi :

Sn,n+1 =
1

κ(n+1) + 2κ(n)

(
(κ(n+1) − κ(n))r3

n+1 3κ(n+1)

3κ(n) 2(κ(n+1) − κ(n))r−3
n+1

)
. (4.60)

À partir de cette définition, on peut calculer la matrice diffusion d’un nombre quelconque
de couches consécutives. Par exemple pour les trois couches n, n+ 1 et n+ 2, la matrice
S reliant les amplitudes de la pression dans les couches n et n+ 1(

B(n)

A(n+2)

)
= Sn,n+2

(
A(n)

B(n+2)

)
, (4.61)

s’obtient en appliquant le produit de Redheffer :

Sn,n+2 = Sn,n+1 ∗ Sn+1,n+2. (4.62)

Inclusion inhomogène sphérique continue

Champ intérieur à l’inclusion Le passage de la variation discontinue à la variation
continue de la perméabilité s’obtient à partir des résutats précédents dans lesquels on
pose :

A(n) = A(r + dr), A(n+1) = A(r), (4.63)

κ(n) = κ(r + dr), κ(n+1) = κ(r). (4.64)

L’équation (4.2.3) conduit alors aux deux équations différentielles couplées :

3κ(r)A′(r) = −A(r)κ′(r)− 2κ′(r)r−3B(r), (4.65)

3κ(r)B′(r) = −A(r)κ′(r)r3 − 2κ′(r)B(r). (4.66)

Ces deux équations conduisent à leur tour à :

B′(r) = r3A′(r). (4.67)

En éliminant B(r) dans (4.65), on trouve le système :(r3κ2A′

κ′

)′
+ r2κA = 0, (4.68)(κ2B′

r3κ′

)′
− 2κ

r4
B = 0. (4.69)
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Champ extérieur à l’inclusion Soit −∇ps le champ défini par le gradient de la
pression diffusée par l’hétérogénéité, alors :

∇ps = E + ∇p, (4.70)

où E et ∇p sont les champs dans le milieu, en absence et en présence de l’inclusion
supposée sphérique. L’incompressibilité du fluide caractérisée par la condition :

∇ ·
(
κ∇p

)
= 0, (4.71)

conduit à l’équation :
∇ ·

(
κ∇ps

)
=
(
∇κ

)
E = Eκ′ cos θ. (4.72)

L’amplitude fs(r) de la pression diffusée :

ps(r) = fs(r) cos θ, (4.73)

obéit à l’équation : (
κ(r)r2f ′s(r)

)′
− 2κfs(r) = r2Eκ′(r), (4.74)

avec κ′(r) = 0 pour r > a.
À l’extérieur de la sphère ps(r) = B(0)r−2 cos θ. La continuité de la pression en r = a
impose que :

B(0) = a2fs(a). (4.75)

On obtient alors :
fs(r) =

(
E −A(r)

)
r + r−2B(r). (4.76)

Inclusion ellispöıdale stratifiée

Les résultats développés dans le cas de l’inclusion sphérique inhomogène l’ont été dans
le cadre d’une variation radiale de la perméabilité, c’est à dire le long d’une direction
perpendiculaire à la surface latérale de l’inclusion. Pour généraliser ces résultats au cas
de l’inclusion ellipsöıdale, on doit se restreindre à une inhomogénéité du même type. On
s’intéresse donc à un ellipsöıde dont la perméabilité varie en fonction de la coordonnée
ξ, c’est à dire perpendiculairement à sa surface ξ = cste. Cette condition impose qu’à
l’intérieur de l’ellipsöıde les strates sont limitées par des surfaces ellipsöıdales ayant les
mêmes foyers que la surface ξ = ξ1.
Dans ce cas, les demi axes ak, bk et ck de ces ellipsöıdes sont tels que

a2 − a2
k = b2 − b2k = c2 − c2

k. (4.77)

Considérons une inclusion poreuse de forme ellipsöıdale dont la perméabilité est stratifiée,
c’est à dire constante par morceaux. Les couches de perméabilité constante sont limitées
par des surfaces confocales ξ = ξk dont les demi axes obéissent à (4.77). Elles sont
numérotées de 1 jusqu’à N de l’extérieur vers l’intérieur. Ainsi les strates n et n+ 1 sont
séparées par la surface ξ = ξn+1
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Dans chacune de ces strates, la pression est solution de l’équation de Laplace :

p(j)(r) = p(x)
[
A(j) − B(j)

2

∫ ∞
ξ

dσ

((σ + a2)R(j)(σ)

]
, (4.78)

où R(j)(σ) est :
R(j)(σ) = (a2

j + σ)(b2j + σ)(c2
j + σ). (4.79)

Dans les couches #n et #n+ 1, les solutions des équations de Laplace sont alors :

p(n)(r) = p(x)
[
A(n) − B(n)

2

∫ ∞
ξ

dσ

((σ + a2)R(n)(σ)

]
, (4.80)

p(n+1)(r) = p(x)
[
A(n+1) − B(n+1)

2

∫ ∞
ξ

dσ

((σ + a2)R(n+1)(σ)

]
. (4.81)

À la surface ξ = ξn+1 elles doivent vérifier les conditions aux limites qui sont la conser-
vation du débit et la continuité de la composante τξξ appliquée sur le fluide. Ces deux
équations permettent d’écrire la relation matricielle qui lie les couples d’amplitudes
(A(n), B(n)) et (A(n+1), B(n+1)).

1. conservation du débit en ξ = ξn+1 :

φ(n) 1

h(n)

∂p(n)

∂ξ
= φ(n+1) 1

h(n+1)

∂p(n+1)

∂ξ
, (4.82)

2. continuité de la composante τξξ en ξ = ξn+1 :

φ(n)
(
− p(n) + 2η

∂v
(n)
ξ

hξ(n)∂ξ

)
= φ(n+1)

(
− p(n+1) + 2η

∂v
(n+1)
ξ

hξ(n+1)∂ξ

)
. (4.83)

Comme on l’a vu pour l’inclusion sphérique, le terme ∂vξ/∂ξ est négligeable. Il
n’apparâıt donc pas dans nos calculs.

Ces deux dernières équations (4.82) et (4.83) s’écrivent encore :

φ(n)κ(n) 1

h(n)

∂

∂ξ

[√
ξ + a2

n

(
A(n) − B(n)

2

∫ ∞
ξ

dσ

(σ + a2
n)Rn(σ)

)]
(4.84)

= φ(n+1)κ(n+1) 1

h(n+1)

∂

∂ξ

[√
ξ + a2

n+1

(
A(n+1) − B(n+1)

2

∫ ∞
ξ

dσ

(σ + a2
n+1)Rn+1(σ)

)]
,

φ(n)
(
A(n) − B(n)

2

∫ ∞
ξ

dσ

((σ + a2)R(n)(σ)

)
(4.85)

= φ(n+1)
(
A(n+1) − B(n+1)

2

∫ ∞
ξ

dσ

((σ + a2)R(n+1)(σ)

)
.
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Matrice de transfert On obtient alors la relation matricielle :(
A(n)

B(n)

)
= Tn,n+1

(
A(n+1)

B(n+1)

)
, (4.86)

où Tn,n+1 est :

Tn,n+1 =
1

κ(n)

(
κ(n) +Nx,n+1(κ(n+1) − κ(n))

Nx,n+1(1−Nx,n+1)
an+1bn+1bn+1

(κ(n+1) − κ(n))

an+1bn+1cn+1(κ(n+1) − κ(n)) κ(n+1) +Nx,n+1(κ(n) − κ(n))

)
.

(4.87)

Matrice diffusion Comme pour l’inclusion sphérique stratifiée, on peut aussi relier
les amplitudes des champs ”entrants” et ”sortants” à l’aide de la matrice diffusion :(

B(n)

A(n+1)

)
= Sn,n+1

(
A(n)

B(n+1)

)
, (4.88)

avec :

Sn,n+1 =
1

κ(n) +Nx,n+1(κ(n+1) − κ(n))
(4.89)(

(κ(n+1) − κ(n))an+1 κ(n+1)

κ(n) Nx,n+1(1−Nx,n+1)(κ(n+1) − κ(n))a−1
n+1

)
.

Moment dipolaire de l’inclusion Lorsqu’on est intéressé seulement par le champ
”sortant”, le diffuseur peut être remplacé par un dipôle équivalent anisotrope. Loin du
diffuseur, la perturbation se comporte comme le champ d’un dipôle. Lorsque r est grand
devant les axes de l’ellipsöıde, (r � a, b, c), ξ est de l’ordre de r2 :

ξ ' r2. (4.90)

Le terme sortant est alors :

B0

2

∫ ∞
ξ

dσ

(σ + a2)R(σ)
' B0

2

∫ ∞
r2

dσ

σ5/2
=
B0

3r3
. (4.91)

On en déduit que la composante px du moment dipolaire est alors :

px =
4πκ(e)B0

3
E. (4.92)

Inclusion ellispöıdale à perméabilité continuement variable

Dans cette partie, on suppose que la perméabilité n’est fonction que de la variable
ξ : κ(r) = κ(ξ). De ce fait, les domaines dans lesquels ce paramètre est supposé constant
sont des ellipsöıdes confocaux.
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Considérons une inclusion ellipsöıdale poreuse de perméabilité κ = κ(ξ) soumise à un
gradient de pression dirigé suivant l’axe Ox dit ”champ incident”. Le champ E − ∇p
dans lequel baigne cette inclusion est la somme du champ ”incident” E et du champ
diffusé −∇pd.

−∇p = E−∇pd. (4.93)

L’incompressibilité du fluide saturant conduit à l’équation :

∇ · v = ∇·
(
− κ(r)∇p(r)

)
= 0, (4.94)

soit encore :

∇·
(
κ(ξ)∇pd(r)

)
= ∇κ(ξ), ·E (4.95)

= Eex · ∇κ(ξ), (4.96)

où ex est le vecteur unitaire de l’axe Ox.
Comme on l’a vu plus haut, la pression diffusée ne dépend que de ξ :

pd(r) = xfd(ξ). (4.97)

En reportant dans l’équation (4.96), on trouve l’équation différentielle satisfaite par la
fonction f(ξ).

Calcul du second membre de (4.96)

Eex · ∇κ(ξ) =
1

hξ
Eκ′(ξ)ex · eξ. (4.98)

Or le produit scalaire ex · eξ vaut

ex · eξ =
1

hξ
∇x, (4.99)

=
1

hξ

∂x

∂ξ
(4.100)

=
1

hξ

x

2(ξ + a2)
, (4.101)

D’où finalement :

Eex · ∇κ(ξ) =
x

h2
ξ

Eκ′(ξ)

2(ξ + a2)
. (4.102)

Calcul du premier membre de (4.96)

∇·
(
κ(ξ)∇pd(r)

)
= ∇κ(ξ) · ∇pd(r) + κ(ξ)∇2pd(r). (4.103)
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Or, on a

∇κ(ξ) · ∇pd(r) =
1

h2
ξ

κ′(ξ)
∂(xfd(ξ)

∂ξ
, (4.104)

=
1

h2
ξ

κ′(ξ)
[
f ′(ξ) +

fd(ξ)

2(ξ + a2)

]
, (4.105)

d’où finalement, compte tenu de (4.103), (4.105) et (4.102) :

κ(ξ)∇2pd =
κ(ξ)

hξhηhζ

[ ∂
∂ξ

(hηhζ
hξ

∂pd
∂ξ

)
+

∂

∂η

(hξhζ
hη

∂pd
∂η

)
+

∂

∂ζ

(hξhη
hζ

∂pd
∂ζ

)]
. (4.106)

L’équation reliant la fonction f(ξ) aux variations de la perméabilité est :

2(ξ + a2)κ(ξ)f ′′d (ξ) +
[
3 +

ξ + a2

ξ + b2
+
ξ + a2

ξ + c2

]
κ(ξ)f ′(ξ)

+ 2(ξ + a2)κ′(ξ)f ′d(ξ) + κ′(ξ)fd(ξ) = κ′(ξ)E. (4.107)

ou encore :

[
κ(ξ)(ξ + a2)R(ξ)f ′d(ξ)

]′
+ κ′(ξ)

R(ξ)

2
fd(ξ) = κ′(ξ)

R(ξ)

2
E. (4.108)

On remarque que pour κ(ξ) = cte, c’est-à-dire κ′(ξ) = 0, alors on retrouve le cas de
l’inclusion homogène. De même lorsque a = b = c, on obtient les résultats de la sphère.
Dès que l’on connâıt la perméabilité κ(ξ), on retrouve la fonction fd(ξ) sous la forme
d’une série. Pour déterminer la constante arbitraire, on raccorde les solutions extérieure
et intérieure à la frontière ξ = 0.

4.2.4 Modèle de défaut anisotrope

Souvent, les défauts présents dans des milieux poreux sont anisotropes, c’est-à-dire
que leurs paramètres physiques ne sont pas des quantités scalaires mais des tenseurs.
Ainsi, lorsque la perméabilité est anisotrope, la loi de Darcy est :

vi = −kij
η
∂jp où ∂jp =

∂p

∂xj
. (4.109)

La perméabilité est donc définie par 9 composants kij , c’est-à-dire qu’elle a des valeurs
différentes dans différentes directions de l’espace. Dans un espace 3-D, il existe trois
valeurs de perméabilité (les perméabilités principales) dans des directions perpendicu-
laires qui sont les directions principales du tenseur symétrique kij . Dans le système de
coordonnées défini par ces directions, le tenseur est diagonal :

k =

 k1 0 0
0 k2 0
0 0 k3

 . (4.110)
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Dans ce cas, les vecteurs de la vitesse du fluide et de gradient de pression ne sont plus
colinéaires, sauf dans le cas particulier où le gradient est aligné avec l’une des directions
propres. On comprend alors que de tels défauts perturbent considérablement la vitesse
de filtration. L’étude des effets d’une inclusion anisotrope dans un milieu poreux explore
trois configurations :

1. Le milieu hôte est isotrope et le défaut est anisotrope,

2. Le milieu hôte est anisotrope et le défaut est isotrope,

3. Le milieu hôte et le défaut sont anisotropes.

inclusion anisotrope dans un milieu isotrope

Dans ce cas, la pression externe vérifie l’équation de Laplace alors que la pression
interne vérifie l’équation :

κ
(i)
1

∂2p(i)

∂x2
+ κ

(i)
2

∂2p(i)

∂y2
+ κ

(i)
3

∂2p(i)

∂z2
= 0, (4.111)

qui peut être transformée en une équation de Laplace en utilisant la transformation :

∂

∂x′i
=

√
κ

(i)
i

∂

∂xi
, (4.112)

alors
∂2p(i)

∂2x′
+
∂2p(i)

∂2y′
+
∂2p(i)

∂2z′
= 0. (4.113)

Les solutions p(i) et p(o) sont respectivement :

p(i)(r′, θ′, ϕ′) =
∑
m,n

A(i)
m,nr

′nPmn (cos θ′)cos(mϕ′)

+
∑
m,n

B(i)
m,nr

′nPmn (cos θ′)sin(mϕ′), (4.114)

p(o)(r′, θ′, ϕ′) =
∑
m,n

(
A(o)
m,nr

′n +
B

(o)
m,n

r′n+1

)
Pmn (cos θ′)cos(mϕ′)

+
∑
m,n

(
C(o)
m,nr

′n +
D

(o)
m,n

r′n+1

)
Pmn (cos θ′)sin(mϕ′). (4.115)

dans la relation (4.114) les termes finis en r′ = 0 sont conservés. Ici, les coordonnées
sphériques (r′, θ′, ϕ′) sont associées aux coordonnées cartésiennes (x′, y′, z′). elles sont
liées aux coordonnées (r, θ, ϕ) associées aux relations (x, y, z) données en annexe(B).

Les amplitudes A
(o)
m,n, B

(o)
m,n, C

(o)
m,n et D

(o)
m,n, sont déterminées à partir des conditions aux

limites r = a et lorsque r →∞.
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Lorsque r −→∞ la pression extérieure est telle que :

p(o) −→ E∞r cosβ, E∞ = −U∞
κ(o)

, (4.116)

où β est l’angle entre le vecteur E∞ et la direction d’observation OM = r :

cosβ = sin θ sin θ0 cos (ϕ− ϕ0) + cos θ cos θ0. (4.117)

L’expression (4.116) montre que, dans le développement de (4.115), les seuls termes rn

sont ceux pour lesquels n = 1. Tenant compte des relations : P 0
1 (cos θ) = P1(cos θ) =

cos θ et P 1
1 (cos θ) = sin θ, on obtient :

p(o)(r, θ, ϕ) = A
(o)
0,1r cos θ +A

(o)
1,1r sin θ cosϕ+ C

(o)
1,1r sin θ sinϕ

+
∑
m,n

B
(o)
m,n

rn+1
Pmn (cos θ)cos(mϕ) +

∑
m,n

D
(o)
m,n

rn+1
Pmn (cos θ)sin(mϕ). (4.118)

En identifiant ces résultats avec l’équation (4.116) et en considérant l’équation (4.117),
on trouve :

A
(o)
0,1 = E∞ cos θ0, (4.119)

A
(o)
0,0 = E∞ sin θ0 cosϕ0, (4.120)

C
(o)
1,1 = E∞ sin θ0 sinϕ0. (4.121)

Les conditions aux limites en r = a (continuité de la composante radiale de la contrainte
τrr et la conservation du flux de fluide à la surface du défaut), sont :

p(o)|r=a = p(i)|r=a (4.122)

κ(o)∂p
(o)

∂r
|r=a =

(
κ

(i)
11

∂p(i)

∂r
+ κ

(i)
12

∂p(i)

r∂θ
+ κ

(i)
13

∂p(i)

r sin θ∂ϕ

)
|r=a. (4.123)

Dans ces équations, les κ
(i)
nm sont les composantes du tenseur κ(i) dans le système des

coordonnées sphériques données dans l’annexe (B.31). Ces relations conduisent aux ex-
pressions de la pression :

p(i)(r, θ, ϕ) =
3A

2κ(o) + κ
(i)
3

r cos θ +
3B

2κ(o) + κ
(i)
1

r sin θ cosϕ

+
3D

2κ(o) + κ
(i)
2

r sin θ sinϕ, (4.124)

p(o)(r, θ, ϕ) = Ar cos θ +Br sin θ cosϕ+Dr sin θ sinϕ

+
Aa3

r2

κ(o) − κ(i)
3

2κ(o) + κ
(i)
3

cos θ +
Ba3

r2

κ(o) − κ(i)
1

2κ(o) + κ
(i)
1

sin θ cosϕ

+
Da3

r2

κ(o) − κ(i)
2

2κ(o) + κ
(i)
2

sin θ sinϕ, (4.125)
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avec

A = E∞κ
(o) cos θ0, B = E∞κ

(o) sin θ0 cosϕ0, D = E∞κ
(o) sin θ0 sinϕ0, (4.126)

La pression p(o) (Eq.4.125) est donc la superposition du champ de pression provenant
du mouvement du fluide et des champs des trois dipôles orthogonaux alignés selon les
directions principales de la sphère anisotrope.

Lorsque E∞ est orienté selon l’axe Oz et si ϕ0 = 0, θ0 = 0 et κ
(i)
1 = κ

(i)
2 = κ

(i)
3 = κ(i) on

obtient les pressions extérieure et intérieure d’une inclusion sphérique isotrope (Eq.4.23)
et (Eq.4.24).
De plus, d’après les relations (Eq.4.124) et (Eq.4.125) il est possible de trouver les di-
rections de gradient de pression et des champs de vitesse à l’intérieur d’un défaut.
L’équation (4.124) montre que la pression interne est la somme de trois contributions
résultantes des composantes du gradient de la pression incidente. En effet, si α et β sont
les angles entre E∞ = −∇p et Ox et Oy respectivement, on note :

p(i)(r, θ, ϕ) =
3A

2κ(e) + κ3
r cos θ +

3B

2κ(e) + κ1
r cosα+

3D

2κ(e) + κ2
r cosβ. (4.127)

Cette expression est la contribution des trois dipôles induits par le gradient de pression
le long des axes de l’inclusion ellipsöıdale. D’après ce résultat on montre que E = −∇p(i)

est un vecteur constant :

E = − 3B

2κ(e) + κ1
i− 3D

2κ(e) + κ2
j− 3A

2κ(e) + κ3
k. (4.128)

Ceci est la généralisation au cas 3D de celui obtenu pour l’inclusion sphérique plongée
dans un gradient de pression aligné avec l’axe (Eq.4.23).
D’après l’équation (4.128), Le produit intérieur de E et le champ incident E∞, donnent
l’angle γ entre ces vecteurs :

cos γ =
E∞ ·E
‖E∞‖‖E‖

, (4.129)

cos γ =

sin2 θ0 sin2 ϕ0

2κ(e)+κ
(i)
2

+ sin2 θ0 cos2 ϕ0

2κ(e)+κ
(i)
1

+ cos2 θ0

2κ(e)+κ
(i)
2√

sin2 θ0 sin2 ϕ0

(2κ(e)+κ
(i)
2 )2

+ sin2 θ0 cos2 ϕ0

(2κ(e)+κ
(i)
1 )2

+ cos2 θ0

(2κ(e)+κ
(i)
2 )2

. (4.130)

De la même manière, on obtient l’angle (δ) entre la vitesse v(i) et E∞ :

cos δ =
E∞ · v(i)

‖E∞‖‖v(i)‖
, (4.131)

cos δ =

sin2 θ0 sin2 ϕ0κ
(i)
1

2κ(e)+κ
(i)
2

+
sin2 θ0 cos2 ϕ0κ

(i)
2

2κ(e)+κ
(i)
1

+
cos2 θ0κ

(i)
3

2κ(e)+κ
(i)
2√

sin2 θ0 sin2 ϕ0κ
(i)
1

(2κ(e)+κ
(i)
2 )2

+
sin2 θ0 cos2 ϕ0κ

(i)
2

(2κ(e)+κ
(i)
1 )2

+
cos2 θ0κ

(i)
3

(2κ(e)+κ
(i)
2 )2

. (4.132)
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Défaut isotrope dans un milieu poreux anisotrope

Considérons une sphère de rayon r de mobilité κ(i) incluse dans un support hôte

avec sa propre mobilité κ
(o)
ij . L’incompressibilité du fluide de saturation impose que la

pression extérieure soit une solution à l’équation :

∂i(κ
(o)
ij ∂jp) = 0. (4.133)

Cette équation peut être transformée en une équation de Laplace par la transformation
linéaire des coordonnées :

x =

√
κ

(o)
x x′, y =

√
κ

(o)
y y′, z =

√
κ

(o)
z z′ (4.134)

où les

√
κ

(o)
n sont les valeurs principales du tenseur κ(o) le long des directions principales.

Selon cette transformation, la sphère devient un ellipsöıde avec des demi-axes : a =

r/

√
κ

(o)
x , b = r/

√
κ

(o)
y et c = r/

√
κ

(o)
z et sa mobilité devient un tenseur dont les valeurs

le long de ses axes sont données par :

κ(i)′ =

 κ(i)/κ
(o)
x 0 0

0 κ(i)/κ
(o)
y 0

0 0 κ(i)/κ
(o)
z

 . (4.135)

Dans le nouveau système de coordonnées, on a :

∇′i∇′ip(r′) = 0. (4.136)

Dans cette équation ∇′i sont les composantes de l’opérateur gradient :

∇′i =

√
κ

(o)
i ∇i. (4.137)

Étant donné que les directions principales de la perméabilité intérieure κ(i)′ cöıncident
avec les axes de l’ellipsöıde, lorsque la direction de l’excitation est (Ox), le gradient de
pression interne est alors :

∇p(i) =
κ

(o)
x

κ
(o)
x +Nx(κ(i) − κ(o)

x )
∇p(o). (4.138)

Ce cas est réduit au précédent où le défaut anisotrope se trouve dans un milieu isotrope.

Défaut anisotrope dans un milieu anisotrope

Le milieu hôte et le défaut ont des microstructures anisotropes. Leurs mobilités sont

les tenseurs κ
(o)
ij et κ

(i)
ij . La vitesse du fluide circulant dans ce système est donnée par les

équations

v
(o)
i = κ

(o)
ij E

(o)
j , v

(i)
i = κ

(i)
ij E

(i)
j (4.139)
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où E(o) (resp. E(i)) est le gradient de pression E(o) = −∇p(o) (resp. E(i) = −∇p(i)).

D’autre part, les valeurs propres du tenseur κ
(o)
ij sont désignées par κ

(o)
i i = 1, 2, 3 . Sans

restreindre la généralité du problème, (Eq. 4.139) peut être écrite comme suit :

v
(o)
i = −κ(o)

i

∂p(o)

∂xi
, (4.140)

où v
(o)
i et ∂p(o)

∂xi
sont les composantes de la vitesse et du gradient de pression le long des

directions principales de κ(o).
L’incompressibilité du fluide impose la condition :

∇iv(o)
i = 0, (4.141)

ou

κ
(o)
1

∂2p(o)

∂x2
1

+ κ
(o)
2

∂2p(o)

∂x2
2

+ κ
(o)
3

∂2p(o)

∂x2
3

= 0. (4.142)

Cette équation devient une équation de Laplace avec le changement de variables

∂

∂x′i
=

√
κ

(o)
i

∂

∂xi
. (4.143)

Cette équation transforme l’environnement externe en un milieu isotrope. La pression
intérieure est une solution à l’équation de Laplace :

∂2p(o)

∂x′21
+
∂2p(o)

∂x′22
+
∂2p(o)

∂x′23
= 0. (4.144)

Dans le nouveau système de coordonnées, le gradient de pression est donné par :

E
(o)′
i =

√
κ

(o)
i E

(o)
i , (4.145)

et les composantes du vecteur position r′ sont :

r′i =
(
κ

(o)
i

)−1/2
ri. (4.146)

En utilisant les relations (4.144) et (4.145), l’incompressibilité du fluide à l’intérieur de
l’inclusion

∇i
(
κ

(i)
ij E

(i)
j

)
= 0. (4.147)

implique la nouvelle équation :

∇′i
[(
κ

(o)
i

)−1/2
κ

(i)
ij

(
κ

(o)
j

)−1/2
E

(i)′
j

]
= 0. (4.148)

La mobilité de l’inclusion définie par :

∇′i
(
κ

(i)′
ij E

(o)′
j

)
= 0, (4.149)
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peut être écrite :

κ
(i)′
ij =

(
κ

(o)
i

)−1/2
κ

(i)
ij

(
κ

(o)
j

)−1/2
. (4.150)

La transformation définie par (4.147), transforme la matrice diagonaleA, dont les éléments
sont les demi-axes (a1, a2, a3) de l’ellipsöıde,

A =

 a1 0 0
0 a2 0
0 0 a3

 , (4.151)

en la matrice A′ :

A′ =

 a′1 0 0
0 a′2 0
0 0 a′3

 , (4.152)

où

a′i ==
(
κ

(e)
i

)−1/2
ai

(
κ

(e)
i

)−1/2
. (4.153)

Ainsi, l’opération qui transforme le milieu hôte anisotrope en un milieu isotrope trans-
forme l’inclusion ellipsöıdale de semiaxes (a1, a2, a3) en une autre inclusion ellipsöıdale
de demi-axes (a′1, a′2 , a′3) et la conductivité hydraulique, donnée par (4.150) et (4.153),
respectivement.
Les facteurs dépolarisants de la nouvelle inclusion sont donnés par :

N ′i =
detA′

2

∫ ∞
0

dσ

(a′i + σ)
√
det(A′2 + σI)

. (4.154)

Ici on obtient de nouveau le cas d’un défaut anisotrope dans un milieu isotrope.

Mobilité hydraulique du milieu hôte dans le nouveau repère Considérons le
milieu hôte sans l’inclusion. Sa mobilité hydraulique dans le repère (x, y, z) est κ(e). Dans
le repère (x′, y′, z′) elle est notée κ′(e).
A partir des expressions des vitesses de filtration dans chacun des repères :

v = κ(e)E, et v′ = κ′(e)E′ (4.155)

où v′ et E′ sont donnés par

v′ = Av et E′ = AE (4.156)

où A est la matrice qui transforme le repère (x, y, z) en (x′, y′, z′) . Des relations (4.155)
et (4.156), on déduit :

κ′(e) = Aκ(e)A−1. (4.157)
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Défaut inhomogène de forme arbitraire

Lorsque le défaut a une forme quelconque, le problème de la perturbation créée sur la
vitesse de filtration n’a pas de solution analytique exacte. Nous donnons ici une formu-
lation générale du problème traité ci-dessus et qui constitue une bonne approximation
dans le cas de défauts inhomogènes de forme quelconque.
Soit un milieu poreux d’extension infinie, de perméabilité k(o) contenant un défaut Ω
avec une perméabilité k(i). Ici k(o) et k(i) sont des tenseurs de rang 2, sphériques ou non.
Nous supposons que le même fluide sature le système poreux + défaut et on note η sa
viscosité. Comme auparavant, les mobilités seront notées κ(o),(i) = k(o),(i)/η.
La mobilité du système est alors :

κ(x) = κ(o) + (κ(i) − κ(o))IΩ(x), (4.158)

où IΩ(x) est la fonction caractéristique de l’inclusion Ω :

IΩ(x) =

{
1 si x ∈ Ω,
0 si non.

(4.159)

L’incompréssibilté du fluide qui s’écoule dans l’ensemble du système sous l’action du
gradient de pression E = −∇p impose que celui-ci obéisse à l’équation :

∇ ·
(
κ(o)E

)
+ ∇ ·

(
IΩ(x)

(
κ(i) − (κ(o)

)
E
)

= 0 (4.160)

Soit G(x) la solution (fonction de Green) de l’équation

∇ ·
(
κ(o)(x)∇G(x− x′)

)
= −δ(x− x′). (4.161)

Par la suite, la solution de l’équation (4.160) est :

p(x) = po(x) +

∫
G(x− x′)∇ ·

(
IΩ(x′)

(
κ(i) − (κ(o)

)
∇p(x′)

)
dx′ (4.162)

ou alors

∇p(x) = ∇po(x) +

∫
Ω
γ(x− x′)

(
κ(i) − (κ(o)

)
∇p(x′

)
dx′ (4.163)

où po est la pression appliquée et γ(x− x′) = ∇∇G(x− x′).
Si E∞ = −∇po est un vecteur constant, la solution de (4.160) peut être établie, à
condition que le gradient de pression soit constant dans l’inclusion.
Pour un milieu isotrope, la fonction de Green est donnée par :

G(x) =
1

4πκ(o)‖x‖
. (4.164)

Ainsi, le gradient de pression est constant dans Ω si :

P(x) = −
∫

Ω
γ(x− x′)dx′ = − 1

κ(o)
∇∇HΩ(x). (4.165)
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Dans cette relation, la fonction HΩ(x) est la solution à l’équation :

∆HΩ(x) = IΩ(x), (4.166)

donnée par :

HΩ(x) =

∫
Ω

dx′

4π‖x− x′‖
. (4.167)

L’équation (4.163) a donc une solution simple si HΩ(x) est une fonction quadratique sur
Ω. Comme nous l’avons vu plus haut, c’est le cas pour les inclusions ellipsöıdales. Ainsi,
si le gradient de pression est constant à l’infini, et si le milieu hôte est isotrope, alors le
gradient de pression est constant dans toute inclusion isotrope ou anisotrope. Dans ce
cas, on a :

∇p(x) =<∇p(x) >Ω =
1

W

∫
Ω
∇p(x′)dx′

= AΩ(κ(o),κ(i))E, (4.168)

où

AΩ(κ(e),κ(i)) =
(
I + P(κ(o),κ(i))

)−1
. (4.169)

Dans le cas particulier où Ω est une sphère, HΩ est la solution à l’équation :

∇∇HΩ(x) = −αI (4.170)

où α = 1/3 et I le tenseur unité. Il s’ensuit que P = I/3κ(o) et que

AΩ(κ(o),κ(i)) =
(
I +

1

3κ(o)

(
κ(i) − κ(o)I

))−1
(4.171)

Si le milieu hôte et le défaut sont isotropes, alors :

AΩ(κ(o),κ(i)) =
3κ(o)

κ(i) + 2κ(o)
I. (4.172)

Ce résultat est en accord avec celui donné par (4.25-Sec.1.2.2)

4.2.5 Polarisabilité hydraulique

Le calcul des champs de vitesse vu précédemment montre que lorsqu’une inclusion
poreuse est soumise à un gradient de pression, elle induit un dipôle hydraulique P dont
le moment dipolaire est défini par :

p =

∫
Ω

(κ(i)(r)− κ(o))E(i)(r)dV. (4.173)

Pour une sphère homogène ou un ellipsöıde, lorsque la vitesse de filtration est faible,
le gradient de pression interne est constant et proportionnel au gradient de pression
externe. Dans ce cas, le moment du dipôle est

p = αE(o), (4.174)
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où α est la susceptibilité qui mesure la capacité de l’inclusion à générer un dipôle sous
l’action d’un gradient de pression. Par la suite, α est appelée polarisation hydraulique.
Pour une sphère de volume V , nous avons

p = α
(
− U∞

κ(o)

)
(4.175)

avec :

α = 3V

(
κ(i)

κ(o) − 1

2 + κ(i)

κ(o)

)
. (4.176)

Pour l’ellipsöıde, la polarisation hydraulique dépend de la direction du gradient de pres-
sion. C’est donc un tenseur dont les valeurs propres le long des directions principales de
l’ellipsöıde x, y, z, sont

αi = V
κ(i) − κ(o)

κ(o) +Ni(κ(i) − κ(o))
, i = x, y, z. (4.177)

α est ainsi un tenseur diagonal dans le repère des directions propres :

α =

 αx 0 0
0 αy 0
0 0 αz

 (4.178)

Pour une inclusion ellipsöıdale dont les demi axes sont a, b et c, la polarisabilité hydrau-
lique αx suivant l’axe Ox est :

αx =
4π

3
abc κ(e) κ(i) − κ(e)

κ(e) +Nx(κ(i) − κ(e))
. (4.179)

Les polarisabilités hydrauliques le long des axes Oy et Oz s’obtiennent en remplaçant
l’indice x par respectivement y et z. Ainsi, le moment dipolaire de l’éllipsöıde s’écrit en
coordonnées rectangulaires :

P = −
(
αx
∂p

∂x
i + αy

∂p

∂y
j + αz

∂p

∂z
k
)
. (4.180)

Les tenseurs α et κ tels qu’ils sont écrits sont définis en coordonnées cartésiennes (x, y, z),
avec par exemple le grand axe suivant l’axe Oz. Lorsqu’on considère un ensemble de
défauts ellipsöıdaux dans un poreux, les grands axes sont en général orientés dans des
directions différentes. Ceci signifie que pour chaque inclusion, on doit utiliser un système
de coordonnées différent. On se retrouve alors avec un ensemble dont chaque inclusion
a son grand axe dirigé suivant un axe Ozi obtenu par rotation θi, ϕi du système initial
(x, y, z). Soit Oz la direction du gradient de pression imposée. Pour calculer la conduc-
tivité hydraulique et la polarisabilité de cet ensemble, on doit exprimer ces grandeurs
dans le nouveau repère.
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4.3 Tortuosité induite par les défauts

4.3.1 Généralités (homogénéisation)

Soit V un volume élémentaire représentatif (VER) dans un milieu poreux. On considère
la vitesse de filtration du fluide saturant ce poreux due à un gradient de pression avec
la condition

p(x)|∂V = −E · x. (4.181)

Si le VER est homogène, alors p(x) = −E · x ∀x ∈ V, et donc ∇p ≡ E.
Pour un VER inhomogène, la pression p(x) fluctue à l’intérieur de son volume, cependant
la condition (4.181) conduit à :

∇p = −E. (4.182)

En effet :

∇p =
1

V

∫
V
∇p(x)dx,

=
1

V

∫
∂V

npdS,

= − 1

V

∫
V
∇(E · x)dx,

= − 1

V
E ·
∫
V
∇xdx,

= −E puisque ∇x = I (4.183)

où I est le tenseur unité de rang 2.
Considérons maintenant la condition d’incompressibilité du fluide saturant

∇ ·
(
κ(x)∇p(x)

)
= 0. (4.184)

avec la condition :
p(x)|∂V = −E · x. (4.185)

Puisque κ(x) > 0, le problème (4.184)-(4.185) a une solution unique. La vitesse de
filtration moyenne sur le VER est alors :

v = κ(x)∇p(x) =
1

V

∫
V
κ(x)∇p(x)dx. (4.186)

La linéarité du problème permet d’écrire :

v = −κ∗E (4.187)

où κ∗ est un tenseur de rang 2 appelé mobilité effective dans le volume V. Dans un milieu
statistiquement isotrope, κ∗ est un tenseur sphérique tel que :

v = −κ∗IE, (4.188)

100



où cette fois κ∗ est un scalaire.
L’équation (4.187) signifie que l’on peut remplacer le volume V micro- inhomogène par
un milieu homogène de perméabilité κ∗ qui, d’un point de vue microscopique réagit de la
même manière. Ainsi, si on n’est pas intéressé par le détail des champs microscopiques,
mais plutôt par des quantités macroscopiques, on peut homogénéiser V et le traiter
comme une entité homogène ayant la perméabilité κ∗. Le problème consiste alors à
évaluer κ∗ à partir des informations sur la microstructure de V.
La perméabilité d’un milieu, qu’il soit anisotrope ou isotrope est affectée par la forme des
inclusions qu’il contient. Les directions de la perméabilité sont fortement influencées par
l’aspect des inclusions et leur alignement. La forme des défauts est un facteur important :
plus la forme de l’inclusion s’éloigne de celle de la sphère, plus la perméabilité effective
se rapproche de celle de l’inclusion.
De manière générale, la modélisation des propriétés effectives des matériaux hétérogènes
requiert des informations sur les propriétés des constituants et sur leur arrangement
géométrique. L’approche classique de l’homogénéisation est basée sur un modèle quasi
statique, c’est à dire que les champs sont calculés à partir de l’équation de Laplace.
Ceci signifie alors que la réponse individuelle des diffuseurs est instantannée (pas d’effet
de retard). Si le modèle est basé sur l’hypothèse que la réaction d’une inclusion est
analogue au cas statique et que sa taille est très inférieure à la longueur d’onde du
champ excitateur, l’homogénéisation pour les faibles échelles ne pose pas de problème.
La perméabilité effective est la valeur de la perméabilité homogène qui émerge dans un
grand domaine. Elle résulte d’une opération d’homogénéisation vue comme une moyenne
pondérée.
En science des matériaux, de nombreux modèles ont été développés pour prédire leurs
caratères macroscopiques. Les principes sur lesquels sont construits ces modèles restent
pour la plupart applicables dans bon nombre de domaines : mécanique, électromagnétisme...
Cependant, le passage d’une échelle à l’autre ne se fait pas de manière triviale. En effet,
les interactions entre les hétérogénéités ne sont pas invariantes par changement d’échelle,
ces interactions étant fortement dépendantes de la surface de ces hétérogénéités. Or,
la surface spécifique des inclusions change avec l’échelle à laquelle on la voit. De ce
fait, les diffuseurs entre lesquels les interactions deviennent importantes nécessitent un
traitement particulier.
L’approche de la modélisation des matériaux est basée sur la séparation de l’analyse en
deux parties. Dans un premier temps, on voit le matériau comme un ensemble de diffu-
seurs pris séparément dont on doit calculer les réponses individuelles. Puis, les propriétés
globales sont déduites à l’aide de ”sommations” prenant en compte les interactions entre
constituants.
Dans le modèle de perméabilité effective développé ici, la polarisabilité est une notion
essentielle. Les inclusions diffusent des champs multipolaires d’ordre d’autant plus élevé
que leurs formes s’éloignent de celle de la sphère. Toutefois, la portée de ces champs
diminue avec l’ordre multipolaire, la portée la plus longue étant, mise à part celle du
monopôle, celle du dipôle.
Il existe un grand nombre de lois d’homogénéisation qui présentent toutes un intérêt
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qui dépend du problème traité. Par exemple les lois de Maxwell Garnett [27] ou de
Bruggeman [6, 7] appliquées à une inclusion isolée dans un milieu poreux. On montre
par la suite comment les relations obtenues peuvent être généralisées aux cas de plusieurs
inclusions différentes. Puis nous donnerons des méthodes adaptées pour déterminer la
conductivité hydraulique de milieux continûment inhomogènes.
Pour nous, le problème est d’évaluer la mobilité effective sur la base des données phy-
siques (valeurs des paramètres) et géométriques (positions des composants).
La solution exacte de ce problème est irréaliste, sauf dans des cas particuliers, car cela
dépend de tous les détails de la microstructure.
L’étude de la perméabilité effective d’un milieu inhomogène est d’une grande importance
dans de nombreuses applications telles que l’hydrologie, le récupération du pétrole, l’in-
dustrie chimique, etc. En conséquence, de nombreux travaux sur ce problème ont été
réalisés en utilisant les méthodes de théorie des champs, la théorie de la renormalisation
, méthodes variationnelles, méthode matrice de transfert, approche non perturbatrice
basée sur l’intégrale du chemin Feynman. Pour n’en citer que quelques-uns, nous pou-
vons nous référer à Prakash and Raja-Sekhar [58] King [45], [46], Drummond et Horgan
[20], Dzhabrailov et Meilanov [21], Teodorovich [69], [70], Stepanyants et Teodorovich
[66] et Hristopulos et Christakos [35].

4.3.2 Mobilité effective

La loi de Darcy est souvent considérée comme la définition de la mobilité d’un milieu
poreux. Elle permet d’introduire d’une façon simple la mobilité effective κeff à partir
de la relation :

< v >= κeff < E >, (4.189)

où E = −∇p et où < · > est la valeur moyenne.

(4.190)

Les valeurs moyennes de la vitesse de filtration et du gradient de pression sont données
par :

< v > = f < κ(i)E(i) > +(1− f) < κ(o)E(o) >, (4.191)

< E > = f < E(i) > +(1− f) < E(o) >, (4.192)

où f est la fraction volumique du défaut. En y introduisant E(i) = AE(o) on montre
que :

κeff =
fAκ(i) + (1− f)κ(o)

fA+ (1− f)
. (4.193)

Pour un défaut sphérique, A = 3κ(o)/(2κ(o) + κ(i)) donc

κeff = κ(o)
f 3κ(i)

2κ(o)+κ(i) + (1− f)

f 3κ(o)

2κ(o)+κ(i) + (1− f)
. (4.194)
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Lorsque f → 0, par la suite κeff ∼ κ(o), par contre lorsque f → 1, par la suite κeff ∼ κ(i).
Finalement lorsque f << 1, on a :

κeff ∼ κ(o) + 3fκ(o) κ
(i) − κ(o)

κ(i) + 2κ(o)
(4.195)

Lorsque l’inclusion sphérique est anisotrope, sa mobilité est un tenseur défini par la
relation :

< vi >= κeff,ij < Ej > . (4.196)

Ainsi, dans chaque direction principale, on obtient :

< vj >= κeff,j < Ej >, j = x, y, z, (4.197)

où κeff,j sont les valeurs propres de κeff . En tenant en compte de E
(i)
x = AxE(o)

x dans
l’équation 4.197, on montre que :

κeff,j =
fAjκ(i) + (1− f)κ(o)

fAj + (1− f)
, (4.198)

avec :

Aj =
3κ(o)

2κ(o) + κ
(i)
j

, j = 1, 2, 3. (4.199)

Milieux poreux contenant plusieurs inclusions sphériques Lorsque le mi-
lieu poreux contient plusieurs inclusions sphériques identiques (même rayon et même
perméabilité) il est assimilable à un milieu inhomogène discret. Sa perméabilité effective
est donnée par la relation existant entre la vitesse de filtration moyenne du fluide et le
champ moyen :

< v >= κeff < E >= κ(o) < E > + < P > (4.200)

où < P > est la densité moyenne de polarisation induite dans le milieu définie par :

< P >= n pmix (4.201)

où pmix est le moment dipolaire de chaque inclusion dans le milieu inhomogène. En effet,
en général lorsqu’on est en présence de plusieurs inclusions (n), le champ extérieur est
la somme d’un champ E(o) et des champs créés par les dipôles. Le champ ”excitateur”
est alors le champ local EL :

EL =< E > +
1

3κ(o)
< P > (4.202)

Ici le facteur 1/3 provient du champ dépolarisant de la sphère. On a alors :

pmix = αEL (4.203)
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et la relation (4.202) devient :

EL = < E > +
1

3κ(o)
n < pmix > (4.204)

= < E > +
nα

3κ(o)
EL (4.205)

On en déduit alors la valeur du champs local EL :

EL =
< E >

1− nα
3κ(o)

(4.206)

A partir de la relation de définition (4.202) on trouve :

κeff = κ(o) +
nα

1− nα
3κ(o)

(4.207)

ou encore
κeff − κ(o)

κeff + 2κ(o)
=

nα

3κ(o)
(4.208)

L’analogue de cette dernière relation établie dans le cadre des milieux diélectriques est
appelée formule de Clausius-Mossotti [52]. On remarque que lorsque le nombre d’inclu-
sions est faible, cette relation devient :

κeff ' κ(o) + nα. (4.209)

Cette relation se généralise au cas où le milieu hôte contient N défauts modélisés par
des inclusions sphériques de différentes perméabilités k(i,n) et de rayons différents a(i,n).
Elle s’écrit alors :

κeff − κ(o)

κeff + 2κ(o)
=

N∑
n=1

fn
κ(i,n) − κ(o)

κ(i,n) + 2κ(o)
(4.210)

où fn est la concentration d’inclusions de type n. Cette relation se met encore sous la
forme :

κeff = κ(o) + 3κ(o)

∑N
n=1 fn

κ(i,n)−κ(o)

κ(i,n)+2κ(o)

1−
∑N

n=1 fn
κ(i,n)−κ(o)

κ(i,n)+2κ(o)

(4.211)

Milieux poreux contenant plusieurs inclusions ellipsöıdales Soit un milieu de
perméabilité κ(e) contenant n inclusions ellipsöıdales par unité de volume. On s’intéresse
aux deux cas suivants : i) les inclusions sont alignées, ii) elles sont aléatoirement orientées
4.7.

1. Inclusions alignées : dans ce cas leurs axes sont parallèles. Ceci conduit à un milieu
anisotrope. Sans restreindre la généralité du problème, on considère que le gradient
de pression et que les moments dipolaires sont orientés dans la direction (Ox).

La perméabilité effective est, par définition :

< vx >= κeff < E >= κ(o) < E > + < P > (4.212)
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Figure 4.7 – Milieu poreux avec plusieurs inclusions ellipsöıdales : a) inclusions
alignées ; b) inclusions orientées aléatoirement.

où la polarisation moyenne < P > est la densité de moments dipolaires des dipôles
contenus dans l’unité de volume :

< P >= n < p > . (4.213)

Lorsque le poreux contient plusieurs inclusions, la pression en chacun de ses points
n’est pas la pression initiale, c’est à dire celle imposée par les conditions aux limites.
En effet chaque inclusion induit une pression ”diffusée” qui s’ajoute à la pression
initiale. Lorsque les inclusions sont réparties uniformément dans le poreux hôte,
en chaque point du poreux le gradient de pression est une grandeur locale notée
Eo telle que le moment dipolaire de chaque inclusion est

< p >= αxE
o, (4.214)

αx étant la polarisabilité dans la direction x

αx =
4π

3
B(o)
x , (4.215)

et Eo, le champ local

Eo
x =< E > +Nx

P

κ(o)
. (4.216)

On en déduit alors la perméabilité effective dans la direction 0x :

κxeff = κ(o) +
nαx

1− nαx
κ(o)Nx

. (4.217)

On a des expressions analogues pour les directions Oy et Oz.

2. Inclusions aléatoirement orientées : Si les ellipsöıdes sont orientés aléatoirement,
il n’y a alors pas de direction privilégiée. La polarisation moyenne est calculée en
moyennant les moments dipolaires dans les différentes directions, d’où finalement :

κxeff = κ(o) +
1
3

∑
i=x,y,z nαi

1− 1
3

∑
i=x,y,z Ni

nαi
κ(o)

. (4.218)
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Généralisation du problème d’une inclusion inhomogène Ce problème a déja
été traité dans la section 4.2.3 à partir des lois physiques. Il a permis d’établir que dans
les inclusions sphériques et ellispöıdales, le gradient de pression est constant, impliquant
de ce fait que la vitesse de filtration y est elle aussi constante. Nous utilisons ces résultats
pour donner une formule approchée pour les propriétés effectives d’un milieu contenant
une inclusion de forme quelconque.
Soit un milieu poreux d’extension infinie, de perméabilité k(o) contenant une hétérogénéité
W ayant la perméabilité k(i). Ici, k(o) et k(i) sont des tenseurs de rang 2, sphériques ou
non. On suppose d’autre part que le même fluide de viscosité η sature l’ensemble milieu
poreux+ hétérogénéité. Comme précédemment on notera κ(e),(i) = k(e),(i)/η la conduc-
tivité hydraulique. .
La conductivité de l’ensemble est alors :

κ(x) = κ(o) + (κ(i) − κ(o))hW(x), (4.219)

où hW(x) est la fonction caractéristique de l’inclusion W

hW(x) =

{
1 si x ∈ W,
0 sinon.

(4.220)

La condition d’incompressibilité du fluide qui circule dans l’ensemble sous l’action du
gradient de pression E = −∇p impose que ce dernier obéisse à l’équation :

∇ ·
(
κ(o)(x)E

)
+ ∇ ·

(
hW(x)

(
κ(i) − (κ(o)

)
E
)

= 0. (4.221)

Si l’on note G(x) la fonction de Green de l’équation

∇ ·
(
κ(o)(x)∇G(x− x′)

)
= −δ(x− x′), (4.222)

alors la pression, solution de l’équation (4.221) est :

p(x) = p∞(x) +

∫
W
G(x− x′)∇ ·

(
hW(x′)

(
κ(i) − (κ(o)

)
∇p(x′)

)
dx′, (4.223)

ou encore

∇p(x) = ∇p∞(x) +

∫
W

Γ(x− x′)
(
κ(i) − (κ(o)

)
∇p(x′

)
dx′, (4.224)

où Γ(x − x′) = ∇∇G(x − x′). Si E∞ = −∇p∞ est un vecteur constant, la solution de
l’équation (4.221) peut être établie, à condition que le gradient de pression soit constant
dans l’inclusion.
Pour un milieu isotrope, la fonction de Green s’écrit :

G(x) =
1

4πκ(o)‖x‖
. (4.225)

Ainsi, le gradient de pression est constant si

P(x) = −
∫
W

Γ(x− x′)dx′ = − 1

κ(o)
∇∇HW(x), (4.226)
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est constant dans W.
Dans cette relation HW(x) est la solution de l’équation :

∆HW(x) = hW(x), (4.227)

soit :

HW(x) =

∫
W

dx′

4π‖x− x′‖
. (4.228)

L’équation (4.224) a donc une solution simple si HW(x) est une fonction quadratique
sur W. Comme on l’a vu plus haut, c’est le cas pour les inclusions ellipsöıdales. Donc,
si le gradient de pression est constant à l’infini, et si le milieu hôte est isotrope, alors le
gradient de pression est constant dans toute inclusion ellispöıdale isotropre ou anisotrope.
On a alors :

∇p(x) =<∇p(x) >W =
1

W

∫
W

∇p(x′)dx′

= AW(κ(o),κ(i))E, (4.229)

avec :

AW(κ(o),κ(i)) =
(
I + P(κ(o),κ(i))

)−1
. (4.230)

Cas particuliers

1. W est une sphère. Dans ce cas le potentiel HW(x) a la symétrie sphérique et vérifie
l’équation :

∇∇HW(x) = −αI, (4.231)

avec α = 1/3. Il en découle que P = I/3κ(o) et que :

AW(κ(o),κ(i)) =
(
I +

1

3κ(o)

(
κ(i) − κ(o)I

))−1
. (4.232)

Si le milieu hôte et l’inhomogénéité sont isotropes, alors :

AW(κ(o),κ(i)) =
3κ(o)

κ(i) + 2κ(o)
I. (4.233)

Ce résultat est conforme à celui établi (4.26).

2. W est une fibre cylindrique d’axe Oz. Dans ce cas le potentiel HW ne dépend que
des coordonnées x et y, et on peut écrire

∇∇HW(x) = −1

2

(
i⊗ i + j⊗ j

)
. (4.234)

Cette équation est écrite sous forme tensorielle dans un espace de dimension 2 dont
les axes sont Ox et Oy. Les termes de la forme i⊗ i sont les produits tensoriels des
vecteurs de base de cet espace. On en déduit que :

P = − 1

2κ(o)

(
i⊗ i + j⊗ j

)
, (4.235)
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d’où :

AW =
2κ(o)

κ(i) + κ(o)

(
i⊗ i + j⊗ j

)
+ k⊗ k. (4.236)

3. W est une couche (−h ≤ z ≤ h) perpendiculaire à l’axe Oz. On a immédiatement

∇∇HW(x) = −k⊗ k et P =
1

κ(o)
k⊗ k, (4.237)

ce qui conduit à :

AW = i⊗ i + j⊗ j +
κ(o)

κ(i)
k⊗ k. (4.238)

4. W est un ellipsöıde de demi axes a, b, c le long de Ox, Oy et Oz. Alors, AW vérifie
l’équation :

∇∇HW(x) = −Nxi⊗ i−Nyj⊗ j−Nzk⊗ k, (4.239)

où on retrouve les facteurs dépolarisants Ni (i = x, y, z) donnés par (4.45)

Nx =
abc

3

∫ ∞
0

dσ

(σ + a2)
√
σ + a2)(σ + b2)(σ + c2)

, (4.240)

Ny et Nz étant obtenus par permutation circulaire de a, b, et c.

4.3.3 Tortuosité acoustique

La tortuosité induite par la présence des défauts τd est définie par :

τd =
< v(o)2 >

< v(o) >2
, (4.241)

où v(o) est la vitesse de filtration perturbée par les défauts. De plus, les expressions des
vitesses de filtration à l’intérieur et à l’extérieur des inclusions en supposant que leur
taille caractéristique a (longueur du rayon ou semi-axes) est faible (k(i) << a2). Il est
légitime de négliger leur volume pour le calcul de < v(o)2 > alors qu’il est pris en compte
pour celui de < v(o) > déduite de < v(o) >= κeff < E(o) >.
Puisque le champ de pression diffusé par les inclusions est limité aux termes dipolaires,
l’expression de < v(o)2 > est alors :

< v(o)2 >=< v(o)2
r > + < v

(o)2
θ >, (4.242)

où :

v(o)
r = −κ(o)∂p

(o)

∂r
, and v

(o)
θ = −κ(o)∂p

(o)

r∂θ
, (4.243)

où p(o)(r, θ) est donnée par l’équation (4.24). Nous calculons la valeur moyenne sur le
domaine Ω entre les deux sphères centrées sur l’inclusion du rayon R et a avec R > a, a
étant la taille caractéristique de l’inclusion. Dans ce cas, on a :

< v(o)2 >= U2
∞ + U2

∞
(
1− a3

R3

)( κ(i)

κ(o) − 1

2 + κ(i)

κ(o)

)2

, (4.244)
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< v(o) >2 est évalué à partir de la définition de la mobilité effective :

< v >= κeff < E >, (4.245)

où κeff et < E > sont donnés par (4.192) et (4.193). Puisque f << 1, nous avons

κeff ≈ κ(o) + fA(κ(i) − κ(o)) and < E >≈ U∞

κ(o)
(1 + fA). (4.246)

A partir de ces relations, on obtient la tortuosité induite par une inclusion sphérique :

τ =
[
1 +

(
1− a3

R3

)( κ(i)

κ(o) − 1

2 + κ(i)

κ(o)

)2 ][
1− 2f

3 κ
(i)

κ(o)

2 + κ(i)

κ(o)

]
. (4.247)

4.3.4 Résultats des simulations numériques

Une simulation numérique dans le cas d’une inclusion homogène sphérique a été
réalisée. Le résultat est présenté dans la figure 4.8-a pour le cas où κ(i)/κ(o) = 10 et
κ(i)/κ(o) = 100. La valeur de la tortuosité a été calculée sur des domaines carrés centrés
autour de l’inclusion, les côtés de chaque domaine étant un multiple de X = x/a (fig.4.8-
b). à l’intérieur de l’inclusion x < a on obtient τ = 1. Lorsque x augmente, la tortuosité
augmente pour atteindre la valeur maximale pour x = 1.7 dans le cas de κ(i)/κ(o) = 10
et x = 1.6 dans le cas κ(i)/κ(o) = 100. Pour des valeurs plus élevées de x, la tortuosité
diminue et tend vers 1. Ce résultat confirme le comportement des lignes de champ de
vitesse dans la fig. 4.2-b.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a étudié l’effet de la présence de défauts sur la circulation du
fluide saturant dans un milieu poreux. Il a été démontré que la modification de la forme
des lignes de champs de vitesse de filtration entrâıne une modification de la tortuosité et
donc une modification des vitesses des ondes susceptibles de se propager dans ce milieu.
La tortuosité induite est calculée à partir des champs de pression dipolaires dispersés
par les inclusions. Cette modélisation a l’avantage d’être générale et de conduire à une
simple expression de tortuosité.
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(a)

(b)

Figure 4.8 – (a) Évolution de la tortuosité en fonction du domaine Ω(x/a) pour

différentes valeurs de κ = κ(i)

κ(o) , (b) schéma des domaines carrés centrés Ω(x/a)
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Chapitre 5

Analyse diélectrique de la
céramique poreuse de silice
saturée

5.1 Introduction

Des travaux de recherche antérieurs menés sur des verres poreux de silice saturés ont
révélé que leurs propriétés diélectriques dépendent de leurs structures à savoir le taux
de porosité et la taille des pores [25]. Ces propriétés ont été décrites par les variations
isothermes des paramètres diélectriques (ε′, ε′′). Ces derniers permettent d’analyser la
dynamique des molécules d’eau saturant ce milieu poreux et son interaction avec sa
structure interne en fonction de la température. En effet, des modèles empiriques ont été
utilisés afin de mettre en évidence l’effet des traitements chimiques sur les interactions
eau/surfaces de la structure interne du milieu poreux [25]. Dans le cadre de notre travail,
nous nous sommes intéressés aux interactions eau/structure interne de la céramique po-
reuse de silice en tenant compte des mêmes conditions aux limites définies précédemment
dans l’analyse acoustique ultrasonore.
Ce chapitre est entamé par une introduction des paramètres qui peuvent être obtenus
par les mesures diélectriques et par une description des phénomènes de polarisation
diélectrique et de la conduction électrique qui en découlent. Ensuite, un bref, aperçu
sur les propriétés diélectriques d’un milieu poreux saturé est présenté illustrant les
propriétés de l’eau en présence d’une structure poreuse. Des modèles empiriques per-
mettant d’analyser les relaxations diélectriques sont également présentés. Dans une se-
conde étape, le protocole expérimental réalisé dans cette étude diélectrique est présenté.
L’étude diélectrique à la température ambiante a permis de déterminer le taux de po-
rosité de la céramique poreuse analysée en utilisant le modèle fractal [38]. Également,
l’étude diélectrique en fonction de la température a permis d’analyser la dynamique des
molécules d’eau et son interaction avec la structure interne du milieu poreux et ceci en
utilisant soit le modèle de Havriliak-Négami pour les basses températures, soit le modèle
décrivant la cinétique non-linéaire des relaxations diélectriques dans les milieux poreux
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[74] pour les températures intermédiaires. Ces analyses diélectriques ont été corrélées
aux acoustiques dans le but de mettre en évidence l’effet des interactions eau/structures
internes du milieu poreux sur la propagation des ondes ultrasonores dans ce milieu.

5.2 Phénomènes de la conduction électrique et de la pola-
risation diélectrique dans un milieu diélectrique

5.2.1 Paramètres diélectriques

Sous l’action d’un champ électrique extérieur le matériau se polarise et les dipôles
diélectriques tendent à s’orienter selon le champ. Les matériaux diélectriques sont ca-
ractérisés en particulier par leur permittivité diélectrique. La permittivité totale εt se
manifeste par l’augmentation de la capacité d’un condensateur que l’on constate lorsque
l’espace inter-électrode, initialement vide, est rempli d’un isolant. Cette augmentation
est liée à l’aptitude du matériau à se polariser dans un champ, à cause des déplacements
en sens opposés des charges positives et négatives.

εi =
C

C0
ε0, (5.1)

où (C) est la capacité du condensateur rempli d’un matériau diélectrique, C0 la capacité
géométrique (ou capacité du condensateur vide) et ε0 la permittivité du vide. Du point
de vue macroscopique, la polarisation d’un matériau linéaire et isotrope est reliée au
champ électrique extérieur appliqué et au déplacement électrique, dans le cas de faibles
champs, par les relations suivantes :

P = ε0χE, (5.2)

D = ε0εE = P + ε0E, (5.3)

Où ε est la permittivité relative du matériau et χ la susceptibilité électrique (ε = 1+χ).
Dans cette thèse, la permittivité relative εr est souvent notée ε.

Ces équations montrent que le déplacement électrique nâıt de la contribution du vide
(ε0E) et de la contribution de la polarisation du matériau P. Le matériau diélectrique
étant soumis à un champ électrique sinusöıdal, E = E0e

iωt, la polarisation s’établit après
un retard δ0 , tel que P = P0.

L’induction électrique est nécessairement sinusöıdale avec le même retard . On a
alors :

D = D0. (5.4)

Pour un milieu linéaire, homogène et isotrope, la permittivité diélectrique est une gran-
deur complexe qui s’exprime par la relation suivante en fonction de la fréquence :

ε∗(ω) = ε′ − ε′′ (5.5)

La partie imaginaire de la permittivité complexe, c.à.d le facteur de perte, représente
l’énergie nécessaire pour que les dipôles électriques s’alignent et que les ions se déplacent.
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Elle est définie par la relation suivante :

ε′′ =
Gechantd

ωε0A
(5.6)

où Gechant est la conductance de l’échantillon, d son épaisseur, ω la pulsation (en rad/s)
et A l’aire de sa surface latérale. La conductivité électrique traduit l’aptitude du matériau
à laisser passer des charges électriques. Elle est donnée par l’expression suivante :

σ = ωε0ε
′′ (5.7)

5.2.2 Conduction électrique et polarisation diélectrique-Description
des phénomènes physiques

Sous l’effet d’un champ électrique externe, deux types de phénomènes physiques
peuvent avoir lieu dans le milieu diélectrique analysé : les phénomènes de transport et
les phénomènes de polarisation. La description des ces phénomènes qui peuvent avoir
lieu dans le cas des matériaux humides permet d’établir les lois phénoménologiques
qui permettront par la suite de décrire le comportement fréquentiel macroscopique des
paramètres diélectriques.

La conduction électrique : La conduction électrique est assurée par le déplacement
de charges libres sous l’action du champ électrique appliqué. Ces charges peuvent être des
électrons, des trous, des protons ou des ions. Dans le cas des matériaux poreux saturés,
la conduction ionique présente le phénomène dominant où les ions de la phase liquide
diffusent et migrent sous l’action du champ électrique [75]. Elle a pour expression dans
le cas d’un fluide renfermant un seul type d’ions [37] :

σe = nqµ (5.8)

Où n est la concentration d’ions, q la charge par porteur et leur mobilité. La conductivité
électrique dans les milieux poreux saturés a fait l’objet de plusieurs travaux proposant des
modèles théoriques permettant de décrire la structure interne du milieu. Ces différents
travaux sont récapitulés dans la publication [40].

La polarisation : Le processus de la polarisation résulte d’un déplacement des charges
liées. Ces charges sont caractérisées par un moment dipolaire permanent ou induit.
Différents mécanismes peuvent se produire à différentes gammes de fréquences contri-
buant ainsi à la polarisation totale du matériau. Ces mécanismes sont dus à des différents
types de charges. Nous définissons ci-dessous les différents types de polarisations corres-
pondantes :

- La polarisation électronique : elle est due à une déformation du nuage électronique
par rapport au noyau sous l’effet du champ électrique appliquée. Le barycentre du nuage
électronique et celui du noyau atomique ne sont plus confondus ce qui confère à l’atome
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un moment dipolaire induit. Cette polarisation persiste jusqu’au des fréquences très
élevées de l’ordre de 1015 Hz.
-La polarisation ionique : le processus est engendré par un déplacement relatif des
atomes au sein d’une même molécule.
- La polarisation dipolaire ou d’orientation : elle provient d’une orientation des
molécules polaires (l’eau par exemple) dans une direction privilégiée donnée par le champ
électrique appliquée.
- La polarisation inter-faciale ou de Maxwell-Wagner-Sillars : elle apparâıt dans
des matériaux hétérogènes à la suite d’une accumulation de charges entre deux phases ho-
mogènes de conductivités et de permittivités différentes ou de conductivités différentes.
Elle se produit vers les basses fréquences en dessous de 108 Hz.

Á basses fréquences, tous les types de polarisation sont présents puisque les charges
liées peuvent suivre les variations du champ électrique. La Figure 5.1 schématise les
différents types de polarisation.

Figure 5.1 – Schéma explicatif des différents types de polarisation
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5.3 Propriétés diélectriques d’un milieu poreux saturé

La caractérisation diélectrique des matériaux poreux saturés par l’eau nécessite la
connaissance des propriétés diélectriques de l’eau en présence de structures poreuses de
ces milieux analysés. En effet, des travaux menés sur des roches poreuses [14] ont révélé
que la présence de l’eau dans les pores de tels milieux poreux peut agir d’une manière
passive en favorisant la conductivité en courant continu (DC) (permettant le transport
des ions, des réactions d’échanges de cations etc.), comme cela peut avoir une réaction
active en favorisant les processus de relaxation diélectrique (la polarisation due à l’orien-
tation des molécules d’eau dipolaires etc.). De même, ces études ont révélé que l’eau
peut prendre trois états :

1. État libre : cet état concerne l’eau présente dans les pores qui se situent au delà
de quelques dizaines de diamètres atomiques par rapport à la surface des grains.

2. État lié : cet état concerne l’eau présente à des distances inférieures à quelques
dizaines de diamètres atomiques par rapport à la surface des grains.

3. État cristallin : dans cet état, la molécule d’eau fait partie du réseau cristallin.
La dissociation des molécules d’eau du réseau cristallin n’est possible que vers les
hautes températures.

L’eau dans les systèmes biologiques se présente sous deux formes : liée et libre [68].
L’eau liée est probablement associée au substrat biologique [47, 39] dans un mode or-
donné induisant une structure comme celle de la glace avec des propriétés spécifiques.
La permittivité diélectrique de l’eau est très élevée et ceci est du au caractère polaire de
la molécule d’eau qui donne naissance à une forte polarisation d’orientation (voir figure
5.3). La permittivité de la molécule d’eau dépend de la température et de la pression
[30].

Figure 5.3 – Polarisation des liaisons OH de l’eau (H2O)

5.4 Modèles empiriques-Analyses des relaxations diélectriques

Plusieurs modèles empiriques ont été développés afin d’analyser les relaxations diélectriques.
Dans la littérature, nous distinguons les modèles de Debye [19], Cole-Cole [?], Cole-
Davidson [18] et Havriliak-Negami [33].
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5.4.1 Modèle de Debye

Au début du XXème siècle, en s’inspirant des diélectriques liquides, Debye a constaté
que si tous les dipôles ont le même temps d’orientation et n’interagissent pas entre eux
[19], la permittivité complexe ε∗ en fonction de la fréquence suit la loi suivante :

ε∗ = ε′(ω)− ε′′(ω) = ε∞ +
δε

1 + ωτ
(5.9)

avec δ = εs − ε∞. εs et ε∞ sont l’intensité de la relaxation diélectrique, la permitti-
vité statique et ε∞ la permittivité à fréquence infinie, respectivement. τ est le temps
caractéristique de relaxation. On a alors :

ε′(ω) = ε∞ +
εs − ε∞
1 + ω2τ2

, (5.10)

ε′′(ω) =
(εs − ε∞)ωτ

1 + ω2τ2
. (5.11)

Cette réponse est dite idéale, car tous les dipôles participant au phénomène de relaxation
ont le même temps de relaxation . D’après ce modèle, ce temps de relaxation est défini
par l’expression suivante :

τ =
4πηa3

kT
, (5.12)

où η est la viscosité du fluide, T est la température en Kelvin, k la constante de Boltzman
et a le rayon d’une molécule dipolaire sphérique.
Ce comportement a été principalement observé dans des diélectriques liquides tels que
l’eau [44]. En pratique, il est assez rare d’observer une telle relaxation dans des diélectriques
solides. En effet, généralement les interactions entre les dipôles ne peuvent pas être
négligées dans ces matériaux, ce qui induit une dispersion du temps de relaxation . Par
ailleurs, l’équation de la permittivité complexe peut être améliorée en tenant compte de
la conductivité qui intervient sur les pertes dans les basses fréquences :

ε′′(ω) =
(εs − ε∞)ωτ

1 + ω2τ2)
+

σ

ε0ω
. (5.13)

5.4.2 Distribution des temps de relaxation-relation de Havriliak et
Négami

Dans le cas où tous les dipôles n’ont pas le même temps de relaxation, le pic de
relaxation observé résulte alors d’une distribution des temps de relaxation. Il existe
plusieurs modèles empiriques permettant de décrire correctement ces types de relaxation.
Ces modèles sont tous dérivés de l’équation de Debye. Parmi ces modèles, nous citons le
modèle de Havriliak et Négami dont l’équation est la suivante :

ε∗(ω) = ε∞ +
εs − ε∞

(1 + (iωτ0)1−α)β
, (5.14)
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avec 0 < α ≤ 1 et β ≤ 1.

Cette relation empirique permet d’avoir une réponse fréquentielle asymétrique, α
et β sont des constantes permettant de régler les pentes en haute et basse fréquences.
On peut remarquer que pour α = β = 1 on retrouve une réponse du type Debye [32].
Pour β = 1et0 < α ≤ 1, on obtient le modèle de Cole-Cole couramment utilisé dans
des diélectriques solides amorphes [12]. Un tel modèle a permis de décrire la relaxation
diélectrique de la glace massive [62]. Alors que pour α = 1 et 0 < β ≤ 1, on obtient le
modèle de Cole-Davidson souvent utilisé dans des diélectriques liquides [18].
L’équation de Havriliak-Négami est définie aussi par la relation suivante en module
électrique :

M∗(ω) = M∞ +
Ms −M∞

(1 + (ωτ)1−α)β
(5.15)

où les parties réelle et imaginaire ont pour expressions :

M ′ = M∞
[MsA

β + (M∞ −Ms) cosβφ]Aβ

M2
sA

2β(M∞ −Ms)Ms cosβφ+ (M∞ −Ms)2
, (5.16)

M ′′ = MsM∞
[M∞ −Ms) sinβφ]Aβ

M2
sA

2β(M∞ −Ms)Ms cosβφ+ (M∞ −Ms)2
, (5.17)

avec :

A =
[
1 + 2(ωτ)1−α sin

απ

2
+ (ωτ)2(1−α)

]2
, (5.18)

φ = arctan
[ (ωτ)1−α cos απ2
1 + (ωτ)1−α sin απ

2

]
. (5.19)

Dans ce travail, l’ajustement des courbes en diagramme d’Argand en module électriqueM ′′(M ′)
a été réalisé en utilisant un programme en Excel où les paramètres d’ajustements sont :
α, β, Ms, et M∞. Ces paramètres sont ajustés en utilisant la méthode des moindres
carrés pour les équations suivantes :

Γ2
M ′ = Σi(M

′
th,i −M ′exp,i)2, (5.20)

Γ2
M ′′ = Σi(M

′′
th,i −M ′′exp,i)2. (5.21)

5.5 Modèle fractal de la permittivité diélectrique-Détermination
du taux de porosité

Des travaux de recherche réalisés sur les roches poreuses réservoirs [38] ont révélé que
le modèle fractal de la permittivité diélectrique permet de déterminer la porosité totale
de cette céramique poreuse. En effet, dans ce modèle le milieu poreux est décrit comme
une structure fractale où la chute de la permittivité diélectrique liée au phénomène de
relaxation s’exprime par la loi en puissance suivante :

ε′ ≈ f b, (5.22)
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Avec b est l’exposant compris entre −1 et 0. Ce composant s’exprime en fonction de la
dimension fractale Df par la relation suivante :

b =
Df − 2

3
, (5.23)

Dans cette approche, le matériau poreux montre une structure fractale. L’interface so-
lide/pore peut être un fractal. En assumant que l’espace des pores peut être déterminé
par la structure fractale, la relation entre la porosité et la dimension fractale du matériau
est donnée par la formule suivante [59] :

φ = (
h

H
)3−Df (5.24)

Où h et H sont les limites inférieure et supérieure en fréquences entre les quelles le
système se comporte comme un milieu fractal.

5.6 Modèle de la relaxation cinétique non-linéaire de l’eau
confinée

La relaxation cinétique non-linéaire de l’eau adsorbée sur les surfaces internes des
verres poreux a été décrite par un modèle développé par Y.E. Ryabov et al. [74]. Ce
modèle a été appliqué dans notre travail afin de mettre en évidence l’effet des conditions
aux limites sur l’interaction eau/surfaces internes de la céramique poreuse de silice.

D’après ce modèle, la dépendance thermique non-linéaire du temps de relaxation est
donnée par la relation suivante :

ln(
τ

τ0
=
Ea
kT

+ Cexp(−Eb
kT

), (5.25)

Ce comportement non-linéaire de la relaxation est relié à deux processus de natures
différentes : un terme en Arrhenius relatif à l’activation du processus de la relaxation
d’énergie et le second terme en exponentiel relatif à la diminution du volume libre par
molécule d’eau relaxée en fonction de la température dont l’énergie est l’énergie exigée
pour former un défaut (soit une particule inerte).
C est le facteur de confinement avec C = n0v0

v où v0 le volume d’une molécule, v le
volume total du système et n0 la concentration de défaut maximale possible.

5.7 Protocole technique et expérimental

5.7.1 Préparation des échantillons

L’échantillon analysé est une silice poreuse coupée, avec une scie à diamant, de
la même plaque utilisée dans les mesures acoustiques. L’épaisseur est d’environ e =
2.78 mm ± 0.05 mm. Afin de s’assurer que les pores ne sont pas bouchés suite à la
découpe, l’échantillon a été exposé à un nettoyage par ultrasons pendant 15 min dans
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Figure 5.4 – Photographie illustrant quelques échantillons de la céramique poreuse
analysée en diélectriques.

une solution d’eau-acétone, puis laissé sécher dans un four à 100◦ C pendant 24 heures.
Après ce traitement, l’échantillon a été conservé dans un dessiccateur 1 pendant 24 heures
pour atteindre la température ambiante.

5.7.2 Technique de caractérisation diélectrique

La caractérisation diélectrique a été effectuée en utilisant un impédance-mètre de
type ”Novocontrol”. Les mesures diélectriques ont été réalisées dans une gamme de
fréquence allant de 0, 1Hz jusqu’à 106Hz. Ces mesures ont été réalisées en trois étapes.
Dans une première étape, des mesures diélectriques ont été réalisées à l’ambiante afin
de déterminer le taux de porosité de l’échantillon analysé. Pour cela ce dernier est sec
avec des pores ouverts. Dans la seconde et la troisième étapes, les mesures diélectriques
ont été réalisées en fonction de la température dans la gamme de température −100◦ C
jusqu’à 200◦ C avec un incrément de 10◦ C. Dans la seconde étape, la céramique à pores
latérales ouverts a été immergée pendant 15 minutes dans l’eau douce pour qu’elle soit
saturée en eau douce. Dans la troisième étape, les surfaces latérales de la céramique à
pores fermés ont été peintes par la laque d’argent afin de réaliser les conditions des pores
fermés des surfaces latérales. Ensuite, l’échantillon a été immergé dans l’eau pendant
14 heures pour se situer dans la même condition de saturation de l’échantillon à pores
ouverts. Dans la seconde étape et la troisième étape, la teneur massique en eau (ω) a
été déterminée par rapport à l’échantillon sec en appliquant la relation suivante [1] :

w =
mhumi −msec

msec
, (5.26)

Où mhumi est la masse de l’échantillon saturé et msec est la masse de l’échantillon sec.
Les teneurs massiques obtenues pour la deuxième étape et la troisième étape sont : 8, 7%

1. Un équipement servant à protéger des substances contre l’humidité.
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et 7, 5%, respectivement.

5.8 Analyses diélectriques

5.8.1 Analyse à l’ambiante

La figure 5.5 représente la variation de la permittivité diélectrique en fonction de la
fréquence à l’ambiante pour la céramique poreuse de silice sèche. Cette figure illustre
un comportement typique de la loi en puissance associé aux processus qui se produisent
dans les structures fractales. En encart est donné l’ajustement de la décroissance de la
permittivité diélectrique en fonction de la fréquence obtenu en utilisant l’équation (5.5).
La distance fractale Df est déduite à partir de cet ajustement en utilisant la relation

Figure 5.5 – Variation isotherme et à l’ambiante de la permittivité diélectrique en
fonction de la fréquence pour la céramique poreuse de silice. En encart est donné
l’ajustement obtenu de la tendance décroissante de la permittivité diélectrique en

fonction de la fréquence selon l’équation (5.23).

(5.23). Sa valeur est de l’ordre de 2.6. Afin d’évaluer le taux de porosité de la céramique
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analysé, la gamme de fréquences définissant le comportement fractal de ce système a été
déterminée. Les limites inférieure,h, et supérieure,H , de cette gamme sont 2, 28.105Hz et
106Hz, respectivement. Le taux de porosité, ainsi, déduite de la relation (5.23) donne une
valeur de l’ordre de 53, 9%. Cette valeur confirme le paramètre d’ajustement obtenu lors
de l’analyse de la propagation des ondes acoustiques dans ce milieu poreux en utilisant
le théorie de Biot.

5.8.2 Analyses dans la gamme de température [−100◦ C, 200◦ C]

Les figures (5.6) et (5.7) montrent les variations isothermes de la permittivité, ε′,
et du facteur de pertes, ε′′ pour les céramiques à pores ouverts et à pores fermés.
L’analyse des courbes de permittivité révèle une tendance décroissante en fonction de la
fréquence et une augmentation de son intensité en fonction de la température vers les
basses fréquences. Ce phénomène de dispersion basses fréquences est plus notable dans la
gamme de température [−30◦ C, 20◦ C]. Par conséquent, les courbes de facteur de pertes
présentent un effet de conductivité en courant continu (dc). Cette hausse en permittivité
diélectrique peut être attribuée à la transition cinétique provenant de la réorientation
des molécules d’eau au voisinage d’un défaut [62]. Un comportement similaire a été ob-
servé pour des céramiques roches poreuses. Ce comportement a été associé à l’eau lié
dans ce système [38]. Des relaxations diélectriques n’ont pu être décelées sur les courbes
de facteur de pertes que pour les basses températures. Ces relaxations diélectriques (1)
proviennent de la réorientation des molécules d’eau dans la structure cluster de l’eau
gelée.

À cet effet le formalisme du module électrique ou l’inverse de la permittivité com-
plexe est introduit afin de minimiser l’effet de la conductivité dc. Ce formalisme permet
de minimiser les grandes valeurs de la permittivité diélectriqueε′ et le facteur de perte ε′′

à basses fréquences, qui sont associés, la plupart du temps, à la polarisation d’électrodes,
les phénomènes d’injection de charge d’espace et l’effet de la conduction des impuretés
présentes dans l’échantillon [2, 34, 65]. L’équation du module électrique, M∗ est la sui-
vante [26] :

M∗ =
1

ε∗
=

1

ε′ − ε′′
=

ε′

ε′2 + ε′′2
+ 〉 ε′′

ε′2 + ε′′2
= M ′ + M ′′. (5.27)

Les figures (5.7-a) et (5.7-b) représentent les variations isothermes de la partie ima-
ginaire du module électrique pour les céramiques poreuses en pores ouverts et en pores
fermés respectivement. Ces variations montrent la présence de deux autres relaxations
diélectriques (2, 3) en plus de celle mentionnée précédemment. La relaxation diélectrique
(2) apparaissant dans les gammes de températures [−40◦ C, 30◦ C] et [−50◦ C, 40◦ C]
pour les céramiques PO et PF, respectivement, est attribuée à la transition cinétique
provenant de la réorientation des molécules d’eau au voisinage d’un défaut [62].

Le processus de relaxation diélectrique (3) qui apparâıt pour des températures supérieures
à 70◦ C et 80◦ C pour les céramiques en pores ouverts et pores fermés, est associé au
processus de la polarisation de Maxwell-Wagner-Sillars résultant de piégeage de charges
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(a)

(b)

Figure 5.6 – Variations isothermes de la permittivité diélectrique en fonction de la
fréquence pour les céramiques poreuses à pores ouverts (a) et à pores fermés (b)
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(a)

(b)

Figure 5.7 – Variations isothermes de facteur de pertes en fonction de la fréquence
pour les céramiques poreuses à pores ouverts (a) et à pores fermés (b).
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libres au niveau des interfaces internes du milieu poreux. Afin d’analyser l’effet des condi-

(a)

(b)

Figure 5.8 – Variations isothermes de la partie imaginaire du Module électrique M ′′en
fonction de la fréquence pour les céramiques poreuses à pores ouverts (a) et à pores

fermés (b).
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tions aux limites sur les interactions eau/surfaces internes du milieu poreux, nous nous
sommes proposés d’analyser quantitativement les relaxations diélectriques (1) et (2).
La figure (5.9) représente l’évolution des temps de relaxation en fonction de 1000/T de la
relaxation diélectrique (1), pour les céramiques PO et PF, en échelle semi-logarithmique
ainsi que leurs ajustements obtenus à partir de la loi d’Arrhenius suivante :

τ = τ01e
Ea1
kT (5.28)

où τ = 1
2πfmax

est le temps de relaxation associé à M ′′ pour une température donnée T ,
Ea1 est l’énergie d’activation du processus de la relaxation diélectrique (1) et τ01 est le
temps de la relaxation dans les hautes températures.
L’énergie d’activation Ea1 est déterminée à partir de la pente de la droite d’ajustement
et le temps de relaxation est déterminé par l’extrapolation de la droite d’ajustement
et son intersection avec l’axe des ordonnées. Tous les résultats obtenus sont représentés
dans le tableau 5.1 ci-dessous.

Figure 5.9 – Variations du temps de relaxation en fonction de l’inverse de la
température pour les céramiques poreuses PO et PF.

Les valeurs des énergies d’activation Ea1 obtenues sont similaires pour les deux
céramiques PO et PF mais elles sont nettement inférieures à celle de la glace mas-
sive (∼ 60kJ/mol) [10]. Cette décroissance des énergies d’activation est attribuée à une
structure moins rigide de l’eau gelée en comparaison à la glace massive. Donc la structure
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Échantillon Relaxation Ea1 (kJ/mol) τ01 (s)

PO 1 22 7.42 10−11

PF 1 22.73 6.91 10−11

Table 5.1 – Energies d’activation Ea1 et les temps de relaxation τ01 pour le phénomène
de relaxation diélectrique (1) dans les céramiques à pores ouverts et à pores fermés.

interne du milieu poreux facilite la réorientation des molécules d’eau dans la structure
de l’eau gelée par la présence du défaut de structure [15]. Par conséquent, les temps de
relaxation de la première relaxation (ref. tableau 5.1) sont plus faibles à celles que pour
la glace massive (∼ 10−5 ). En tenant compte des conditions aux limites, nous notons
que ces conditions n’affectent pas la réorientation des molécules d’eau dans la structure
de l’eau gelée. Ceci explique la similarité des valeurs des énergies d’activation, , pour
les céramiques PO et PF. L’analyse de la nature de cette relaxation diélectrique a été
effectuée en utilisant le modèle de Havriliak et Négami donné par la relation (5.14). La
figure 5.9 illustre un ajustement qui a été réalisé à la température T = −70◦ C dans
la représentation d’Argand en module électrique pour les céramiques PO (a) et PF (b).
Cette figure montre que tous les points expérimentaux ont été ajustés en utilisant ce
modèle. Ceci indique l’existence d’un seul phénomène de relaxation.
Les paramètres d’ajustement ainsi obtenus pour chaque relaxation et à chaque température
de mesure sont présentés dans le tableau 5.2 ci-dessous.

Le tableau (5.2) montre la déviation du paramètre β de la valeur 1. Ceci est une
indication de la déviation de ce phénomène du processus de Cole-Cole obtenu dans le
cas des verres de silice poreux saturés [62]. Il en résulte alors que les défauts de structure
pour les céramiques de silice poreuses affectent différemment cette relaxation diélectrique
qu’est alors en accord au modèle de Havriliak-Négami. Cette analyse a permis également
d’évaluer l’intensité de cette relaxation diélectrique à chaque température de mesure.
Cette intensité est définie par la relation suivante :

δε = εs − ε∞ =
1

Ms
− 1

M∞
(5.29)
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Échantillon T ◦ C Relaxation α β Ms Ms

PO

−100 1 0.70 0.89 0.159 0.234
−90 1 0.69 0.89 0.159 0.235
−80 1 0.69 0.89 0.159 0.234
−70 1 0.69 0.89 0.159 0.234
−60 1 0.69 0.89 0.159 0.234
−50 1 0.68 0.89 0.155 0.232
−40 1 0.75 0.89 0.154 0.229
−30 1 0.80 0.87 0.141 0.224
−20 1 0.95 0.77 0.127 0.219

PF

−100 1 0.70 0.85 0.154 0.217
−90 1 0.69 0.83 0.148 0.217
−80 1 0.69 0.83 0.144 0.215
−70 1 0.69 0.80 0.140 0.215
−60 1 0.69 0.82 0.136 0.207
−50 1 0.67 0.83 0.130 0.207
−40 1 0.73 0.84 0.126 0.205
−30 1 0.99 0.70 0.123 0.199

Table 5.2 – Valeurs des paramètres caractéristiques du modèle de Havriliak et Négami
déterminées par la méthode de lissage numérique des diagrammes d’Argand

expérimentaux pour les céramiques PO et PF.

La figure (5.11) représente la variation de l’intensité ainsi calculée en fonction de la
température pour les deux céramiques poreuses PO et PF. Ces intensités sont proches
de celle de la glace massive [31]. Ce résultat montre qu’il y en a suffisamment d’eau à
l’intérieur des pores pour former la structure de l’eau gelée pour les deux céramiques.
Néanmoins, la comparaison de l’évolution de cette intensité en fonction de la température
révèle un changement de comportement pour les deux céramiques. En effet, une tendance
croissante est obtenue pour la céramique PO alors que pour la céramique PF cette ten-
dance est pratiquement constante au début suivie par une augmentation aiguë pour les
températures extrêmes. Cette comparaison révèle aussi que l’intensité de cette relaxa-
tion diélectrique est légèrement supérieure pour la céramique PF. Nous en déduisons
que l’état de surface latérale de la céramique analysée affecte aussi bien l’intensité de la
relaxation diélectrique (1) que son évolution en fonction de la température.

Afin d’analyser l’adsorption de l’eau sur les surfaces internes de la céramique poreuse
de silice, nous avons utilisé le modèle donné par l’équation (5.24) et qui décrit la relaxa-
tion cinétique de l’eau confinée. En effet, la variation non linéaire du temps de relaxation,
associé à la relaxation diélectrique (2), en fonction de la température a pu être décrite par
ce modèle. La figure (5.12) illustre un bon accord obtenu entre la courbe expérimentale
et celle théorique de ln(τ) en fonction de 1000/T pour les céramiques poreuses PO et
PF. Les paramètres d’ajustement qui ont permis de réaliser ce bon ajustement sont
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Figure 5.10 – Diagrammes d’Argand expérimental et théorique de la relaxation
diélectrique (1) en module électrique à la température −70◦ C pour les céramiques

poreuses PO (a) et PF (b).

présentés dans le tableau 5.3 ci-dessous. Les énergies d’activation du processus de re-
laxation Ea2 obtenues pour les deux céramiques sont nettement supérieures à celle de la
glace massive qu’est de l’ordre de 55, 5kJ/mol [15, 56]. Ce résultat peut être attribué à
l’effet de la structure interne de la céramique poreuse sur le mouvement de réorientation
des molécules d’eau. La comparaison de ces énergies obtenues pour les céramiques PO
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Figure 5.11 – Variations de l’intensité de la relaxation diélectrique (1) en fonction de
la température.

et PF révèle que ce mouvement est plus difficile lorsque les pores latéraux sont fermés.
En effet, l’énergie Ea2 est supérieure pour la céramique PF. Cette analyse est d’avantage
confirmée en comparant les énergies de formation de défaut Eb obtenues pour les deux
céramiques poreuses analysées. En effet, la supériorité de sa valeur pour la céramique
PO montre que la formation de défaut qui en général apparâıt à la surface d’eau pénètre
plus en profondeur. Ceci traduit une meilleure interaction eau/surfaces internes de la
céramique PO. Un comportement similaire a été obtenu dans le cas des verres poreux
de silice non-traités. Dans cette étude, un traitement chimique au KOH de ces verres
a induit une baisse de 10% de l’énergie de formation de défaut Eb. Cette baisse a été
associée à une élimination du gel de silice des surfaces internes de la structure poreuse
ce qui a induit une baisse de l’interaction entre l’eau et ces surfaces poreuses internes et
par conséquent une baisse de l’énergie Eb [25, 74].
En résumé, la fermeture des pores latéraux de la céramique poreuse atténue l’interaction
eau/surfaces internes de la céramique poreuse de silice analysée et par suite ralentit le
mouvement de réorientation des molécules d’eau.
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Figure 5.12 – Variations du temps de relaxation de l’eau confinée, ln(τ), en fonction
de (1000/T ) pour les céramiques poreuses PO et PF. La courbe rouge représente le

meilleur ajustement obtenu en utilisant l’équation (5.24).
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Échantillon Relaxation lnτ02 Ea2 (kJ/mol) Eb2 (kJ/mol) C

PO 2 −81.2± 3.8 151.7± 8.2 70.60± 0.14 (2.64± 0.45) 1013

PF 2 −91.7± 6.9 164.9± 14.9 35.19± 0.20 (2.13± 0.71) 107

Table 5.3 – Valeurs des paramètres caractéristiques du modèle de l’eau confinée
obtenues pour les céramiques PO et PF.

5.9 Analyse corrélative entre les propriétés diélectriques
et acoustiques

Afin de corréler nos analyses diélectriques à l’étude acoustique, nous nous sommes
intéressés à la théorie de Biot qui prédit l’existence de deux ondes longitudinales ultra so-
nores dans un milieu biphasique, à savoir l’onde rapide et l’onde lente. Dans nos travaux
de recherche, le milieu biphasique étudié est une céramique de silice poreuse saturée par
l’eau. D’après notre étude acoustique, nous avons mis en évidence l’effet des conditions
aux limites (pores ouverts ou fermés) sur l’apparition ou non de l’onde lente. Nous avons
démontré que lorsque les pores aux surfaces latérales sont fermés, le déplacement de la
phase fluide (eau) est imposé majoritairement par le déplacement de la phase solide ce
qui favorise la propagation de l’onde rapide. Dans ces conditions, l’onde lente est quasi-
ment absente d’après la représentation des signaux temporels (transmis et réfléchis).
La corrélation de ces résultats à l’analyse de la relaxation cinétique de l’eau confinée
permet d’expliquer l’absence de l’onde lente lorsque les pores latéraux sont fermés.
En effet, cette analyse diélectrique a mis en évidence une atténuation de l’interaction
eau/structures internes de la céramique analysée lorsque les pores latéraux sont fermés. Il
en résulte alors une difficulté dans la réorientation des molécules d’eau en volume. Cette
baisse d’interaction fluide/solide en volume est à l’origine de l’absence de l’onde lente.
Ce résultat est en accord avec les résultats des simulations numériques en acoustique.
Néanmoins, le phénomène de conversion des modes observé au niveau des faces latérales
et dans les conditions des pores fermés peut être attribué au phénomène de réorientation
des molécules d’eau qu’est plus facile au niveau des interfaces eau/structure interne. Ceci
explique l’augmentation de l’amplitude de l’onde lente au niveau des surfaces latérales
de la céramique poreuse.

5.10 Conclusion

Des mesures diélectriques effectuées à l’ambiante sur la céramique poreuse de si-
lice ont permis de déterminer le taux de porosité et ceci en utilisant le modèle frac-
tal. Ce résultat est en accord avec les caractéristiques de la plaque poreuse QF − 20.
Les mesures diélectriques réalisées dans la gamme de température [−100◦ C, 200◦ C]
et sur les céramiques poreuses saturées PO et PF ont permis d’analyser l’interaction
de l’eau/structure interne du milieu poreux en fonction des différents états de l’eau
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confinée. En effet, pour les basses températures l’analyse de la relaxation diélectrique
(1) associée à la réorientation des molécules d’eau dans la structure cluster de l’eau
gelée a révélé son accord au modèle de Havriliak-Négami pour les céramiques PO et
PF. Néanmoins, son intensité varie en tenant compte des conditions aux limites. Cette
intensité est supérieure pour la céramique PF. Pour les températures intermédiaires,
l’analyse de la relaxation diélectrique (2), associée à la transition cinétique provenant
de la réorientation des molécules d’eau au voisinage d’un défaut, en utilisant le modèle
de la relaxation cinétique non-linéaire de l’eau confinée a révélé une meilleure interac-
tion eau/surfaces internes pour la céramique PO. La formation de défaut qui en général
apparâıt à la surface d’eau pénètre plus en profondeur pour la céramique PO. Un tel
résultat a été corrélé aux propriétés acoustiques prédit par la loi de Biot ce qui a permis
d’expliquer l’absence de l’onde lente pour la céramique PF. Également, le phénomène de
conversion de modes qui se produit aux interfaces latérales pour la céramique PF a pu
être attribué au phénomène de réorientation des molécules d’eau vue que la formation
du défaut se forme moins en profondeur pour cette céramique.
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CONCLUSION ET
PERSPECTIVES

Le travail présenté dans ce document est une contribution à l’étude de la propaga-
tion dans les milieux poreux. Dans un premier temps, on y (dé)montre que la présence
d’interfaces ouvertes ou fermées sur le milieu ambiant et de discontinuités comme des
variations de paramètres perturbent considérablement la propagation des ondes acous-
tiques. La conversion de modes, par les transferts d’énergie qu’elle impose, réactive les
modes les plus atténués en particulier l’onde lente et atténue d’autant l’onde rapide.
Ces effets qui sont évidemment pris en compte dans les divers logiciels sont souvent
globalisés avec d’autres et n’apparaissent pas explicitement dans les prédictions des pro-
priétés des poreux. Ils sont pourtant primordiaux pour la détection des défauts et leur
caractérisation (position et taille) puisqu’ils peuvent être des données essentielles pour
un estimateur optimisé.
Des codes de calcul ont été réalisés pour les simulations numériques. A cette fin un
formalisme basé sur la matrice de diffusion (matrice S) a été développé. La matrice S
relie les amplitudes des ondes sortantes aux amplitudes des ondes entrantes entre les faces
d’une tranche de poreux et de ce fait elle offre plus de commodités pour les problèmes liés
à la transmission et à la réflexion des ondes. Enfin, ses éléments possèdent des propriétés
mathématiques fondamentales comme l’unitarité (dans le cas de la propagation sans
perte) et l’analycité.
Si les vérifications expérimentales des simulations numériques ne montrent pas des
résultats spectaculaires, elles confirment qu’ils sont probants et que les idées sous-jacentes
méritent d’être approfondies.
L’étude diélectrique d’échantillons de silice poreuse saturée, elle aussi laisse entrevoir des
applications dignes d’intérêt pour l’analyse de l’espace poreux. Ainsi, cette technique est
susceptible de donner des renseignements sur le comportement des fluides polaires au
voisinage des parois des pores. Ces idées peuvent se révéler fécondes dans le domaine de
l’étude des milieux poreux biologiques.
Enfin, le modèle de tortuosité induite par les défauts apporte un éclairage nouveau sur
la détection de la présence de ces derniers. Si on considère que la tortuosité d’un milieu
poreux est un paramètre important, et il ne fait nul doute qu’il en est un, alors la
modification de la forme des lignes du champs de la vitesse de filtration apparâıt comme
un moyen possible de modifier certaines propriétés de ce milieu.
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Les résultats présentés dans ce document montrent que les problèmatiques abordées
exigent des approfondissements et ouvrent des perspectives intéressantes.

– réalisation d’échantillons comportant des défauts types dont les caractéristiques
sont connues,

– développement de méthodes de traitement des signaux détectés (méth- odes temps-
fréquence, espace-nombre d’onde),

– développement d’estimateurs optimisant les caractéristiques des signaux réfléchis
et/ou transmis par les hétérogénéités du milieu,

– approfondissement de la méthode diélectrique en vue d’applications dans le do-
maine des tissus biologiques.
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Annexe A

Calcul des matrices de diffusion

A.1 Cas des pores ouverts
D’après les conditions de limites pores ouverts (2.41) et (2.42) on obtient les équations suivantes :

en : z = 0
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1 ) cos(k1l)

−µ2k2(Φ
′
2 + Φ

′′
2 ) sin(k2l)− µ2k2(Φ

′
2 − Φ

′′
2 ) cos(k2l)]

+(1− h)[−k1(Φ
′
1 + Φ

′′
1 ) sin(k1l)− k1(Φ

′
1 − Φ

′′
1 ) cos(k1l)

−k2(Φ
′
2 + Φ

′′
2 ) sin(k2l)− k2(Φ

′
2 − Φ

′′
2 ) cos(k2l)],

→ −kT ϕ(ω) = −(Φ
′
1 + Φ

′′
1 )[(hµ1 + 1− h)k1 sin(k1l)]

−(Φ
′
2 + Φ

′′
2 )[(hµ2 + 1− h)k2 sin(k2l)]

−(Φ′1 + Φ
′′
1 )[(hµ1 + 1− h)k1 cos(k1l)]

−(Φ′2 + Φ
′′
2 )[(hµ2 + 1− h)k2 cos(k2l)], (A.4)

i



(1− h)ρωT ϕ(ω) = −
1

ω
k2

1(P −Qµ1)[(Φ
′
1 + Φ

′′
1 ) cos(k1l)

−(Φ′1 − Φ
′′
1 )sin(k1l)]

−
1

ω
k2

2(P −Qµ2)[(Φ
′
2 + Φ

′′
2 ) cos(k2l)

−(Φ′2 − Φ
′′
2 )sin(k2l)],

(A.5)

on obtient alors :

ρω2(1− h)T ϕ(ω) = k2
1Z1[(Φ

′
1 + Φ

′′
1 ) cos(k1l)− (Φ

′
1 − Φ

′′
1 )sin(k1l)]

+k2
2Z2[(Φ

′
2 + Φ

′′
2 ) cos(k2l)− (Φ

′
2 − Φ

′′
2 )sin(k2l)],

(A.6)

ρω2hT ϕ(ω) = k2
1Z3[(Φ

′
1 + Φ

′′
1 ) cos(k1l)− (Φ

′
1 − Φ

′′
1 )sin(k1l)]

+k2
2Z4[(Φ

′
2 + Φ

′′
2 ) cos(k2l)(Φ

′
2 − Φ

′′
2 )sin(k2l)],

avec :

P +Qµ1 = Z1, (A.7)

P +Qµ2 = Z2, (A.8)

Q+Rµ1 = Z3, (A.9)

Q+Rµ2 = Z4. (A.10)

D’après les équations (A.2) et (A.3) on tire les expressions des potentiels vitesses en fonctions des coefficients de
transmission et de réflexion :

Φ
′
1 + Φ

′′
1 =

(Z4b− Z2c)

(Z4Z1 − Z2Z3)k2
1

[1 +R], (A.11)

Φ
′
2 + Φ

′′
2 =

(Z3b− Z1c)

(Z2Z3 − Z1Z4)k2
2

[1 +R], (A.12)

et d’après les équations (A.6) et (A.7) on obtient :

Φ
′
1 − Φ

′′
1 =

(Z4b− Z2c)

(Z4Z1 − Z2Z3)k2
1 sin(k1l)

[T + cos(k1l)(1 +R)], (A.13)

Φ
′
2 − Φ

′′
2 =

(Z3b− Z1c)

(Z2Z3 − Z1Z4)k2
2 sin(k2l)

[T + cos(k2l)(1 +R)]. (A.14)

Par suite les coefficients de réflexion et de transmission ont les expressions suivantes :

R =
(A1 +A2)2 − (A1C1 +A2C2)2 + a2

(A1C1 +A2C2 + a)2 − (A1 +A2)2
, (A.15)

T =
(A1C1 +A2C2 − a)

(A1 +A2)
+

(A1C1 +A2C2 + a)

(A1 +A2)
R, (A.16)

Avec :

a = k,

b = (1− h)ρω2,

c = hρω2,

Si = sin(kil),

Ci = cos(kil), i = 1, 2.

et

A1 =
(Z4b− Z2c)

(Z4Z1 − Z2Z3)k1S1
(1− h+ hµ1),

A2 =
(Z3b− Z1c)

(Z2Z3 − Z1Z4)k2S2
(1− h+ hµ2).

ii



Matrice de diffusion
On obtient les relations :

k2(A2e
−k2sL1 −B2e

k2L1 ) = kI1sin(kI1L1)φ+
I1(hIµI1 + (1− hI))

− kI1cos(kI1L1)φ−I1(hIµI1 + (1− hI))

− kI2sin(kI2L1)φ+
I2(hIµI2 + (1− hI))

− kI2(cos(kI2L1)φ−I2(hIµI2 + (1− hI))

ρ2ω
2(1− hI)(A2e

−k2L1 +B2e
k2L1 ) = + k2

I1ZI1[cos(kI1L1)φ+
I1 − sin(kI1L1)φ−I1]

+ k2
I2ZI2[cos(kI2L1)φ+

I2 − sin(kI2L1)φ−I2)]

ρ2ω
2hI(A2e

−k2L1 +B2e
k2L1 ) = k2

I1Z
′
I1[cos(kI1L1)φ+

I1 − sin(kI1L1)φ−I1]

+ k2
I2Z
′
I2[cos(kI2L1)φ+

I2 − sin(kI2L1)φ−I2)]

Les equations (A.17) et(A.17) permettent de déterminer les potentiels rapide et lent dans la plaque II :

(Z′I2(1− hI)− ZI2hI)ρ2ω
2(A2e

−k2L1 +B2e
k2L1 ) = k2

I1(ZI1Z
′
I2 − Z

′
I1ZI2)(C1Φ

+
I1 − S1Φ

−
I1) (A.17)

(Z′I2(1− hI)− ZI2hI)ρ2ω2

(ZI1Z
′
I2 − Z

′
I1ZI2)S1k2

I1

(A2e
−k2L1 +B2e

k2L1 ) +
C1

S1
Φ

+
I1 = Φ

−
I1 (A.18)

Φ
−
I1 =

ζ1ω2

S1k2
I1

[−ρ2(A2e
−k2L1 +B2e

k2L1 ) + C1ρ1(A1 +B1) (A.19)

Avec :

ζ1 =
Z′I2(1− hI)− ZI2hI
ZI1Z

′
I2 − Z

′
I1ZI2

(A.20)

de même on obtient :

Φ
−
I2 =

ζ2ω2

S2k2
I2

[−ρ2(A2e
−k2L1 +B2e

k2L1 ) + C2ρ1(A1 +B1) (A.21)

Avec :

ζ2 =
Z′I1(1− hI)− ZI1hI
ZI2Z

′
I1 − Z

′
I2ZI1

(A.22)

On reporte ces expressions dans la relation de continuité de vitesse (A.1) :

k1(A1 −B1) =
H1

S1
[−ρ2(A2e

−k2L1 +B2e
k2L1 ) + C1ρ1(A1 +B1)] (A.23)

+
H2

S2
[−ρ2(A2e

−k2L1 +B2e
k2L1 ) + C2ρ1(A1 +B1)] (A.24)

k1(A1 −B1) = −ρ2(
H1

S1
+
H2

S2
)(A2e

−k2L1 +B2e
k2L1 ) + ρ1(

H1C1

S1
+
H2C2

S2
) (A.25)

de même la relation (A.4)

(A2e
−k2L1 −B2e

k2L1 )k2 = −ρ2(A2e
−k2L1 +B2e

k2L1 )(
H1C1

S1
+
H2C2

S2
)− ρ1(A1 +B1)(

H1

S1
+
H2

S2
) (A.26)
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On obtient :

A2

[
k2−ρ2

(H1C1

S1
+
H2C2

S2

)]
e−k2L1−B2

[
k2+ρ2

(H1C1

S1
+
H2C2

S2

)]
ek2L1 = −ρ1(A1+B1)

(H1

S1
+
H2

S2

)
(A.27)

ρ2

(H1

S1
+
H2

S2

)
A2e
−k2L1 + ρ2

(H1

S1
+
H2

S2

)
B2e

k2L1 = A1[k1 + ρ1

(H1C1

S1
+
H2C2

S2

)]
−B1[k1 − ρ1

(H1C1

S1
+
H2C2

S2

)]
(A.28)

Avec :

H1 = [hIµI1 + 1− hI ]
ζ1ω2

kI1
(A.29)

H2 = [hIµI2 + 1− hI ]
ζ2ω2

kI2
(A.30)

(A.31)

On note :

VI1 = [k1 + ρ1

(H1C1

S1
+
H2C2

S2

)]
(A.32)

V ′I1 = [k1 − ρ1

(H1C1

S1
+
H2C2

S2

)]
(A.33)

VI2 =
[
k2 − ρ2

(H1C1

S1
+
H2C2

S2

)]
(A.34)

V ′I2 =
[
k2 + ρ2

(H1C1

S1
+
H2C2

S2

)]
(A.35)

a =
H1

S1
+
H2

S2
(A.36)

On obtient le système d’équation suivant : A2VI2e
−k2L1 −B2V ′I2e

k2L1 = −ρ1aA1 − ρ1aB1

ρ2aA2e−k2L1 + ρ2aB2ek2L1 = A1VI1 −B1V ′I1

(A.37)


B1 = −A1 − VI2

ρ1a
A2e−k2L1 +

V ′
I2

ρ1a
B2ek2L1

A2 = A1
VI1
ρ2a

ek2L1 −B2e2k2L1 +
V ′
I1

ρ2a
A1ek2L1 −A2

V ′
I1VI2

ρ1ρ2a2
+B2

V ′
I1VI2

ρ1ρ2a2
e2k2L1

(A.38)


A2 = A1(

VI1+V ′
I1

ρ2a
)(1 +

V ′
I1VI2

ρ1ρ2a2
)−1ek2L1 −B2(1− V ′

I1V
′
I2

ρ1ρ2a2
)(1 +

V ′
I1VI2

ρ1ρ2a2
)−1e2k2L1

B1 = −A1

[
1− VI2(VI1+V ′

I1)

ρ1ρ2a2
(1 +

V ′
I1VI2

ρ1ρ2a2
)−1
]

+B2

[ V ′
I2

ρ1a
+ ( VI2

ρ1a
)(1− V ′

I1V
′
I2

ρ1ρ2a2
)(1 +

V ′
I1VI2

ρ1ρ2a2
)−1
]
ek2L1

(A.39)

 A2

B1

 =

 tI11 tI12

tI21 tI22

 A1

B2

 , (A.40)

tel que :

tI11 = (
VI1 + V ′I1
ρ2a

)(1 +
V ′I1VI2

ρ1ρ2a2
)−1ek2L1 (A.41)

tI12 = −(1−
V ′I1V

′
I2

ρ1ρ2a2
)(1 +

V ′I1VI2

ρ1ρ2a2
)−1e2k2L1 (A.42)

tI21 = −
[
1−

VI2

ρ1ρ2a2
(VI1 + V ′I1)(1 +

V ′I1VI2

ρ1ρ2a2
)−1
]

(A.43)

tI22 =
[ V ′I2
ρ1a

+
VI2

ρ1a
(1−

V ′I1V
′
I2

ρ1ρ2a2
)(1 +

V ′I1VI2

ρ1ρ2a2
)−1
]
e−k2L1 (A.44)
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A.2 Cas des pores fermés
Les conditions limites pores fermés donnent (2.43) et (2.44)

En z = o

ωΣ0k + ρω =
−k2

1

ω
(Z1 + Z3)(Φ

′
1 + Φ

′′
1 )

−
k2

2

ω
(Z2 + Z4)(Φ

′
2 + Φ

′′
2 )

+(ωΣ0k − ρω)R, (A.45)

−k = −k1(Φ
′
1 − Φ

′′
1 )− k2(Φ

′
2 − Φ

′′
2 )− kR, (A.46)

−k = −µ1k1(Φ
′
1 − Φ

′′
1 )− µ2k2(Φ

′
2 − Φ

′′
2 )− kR; (A.47)

en z = l

−(ωΣlk − ρω)T = −
k2

1

ω
(Z1 + Z3)C1(Φ

′
1 + Φ

′′
1 )

+
k2

1

ω
(Z1 + Z3)S1(Φ

′
1 − Φ

′′
1 )

−
k2

2

ω
(Z2 + Z4)C2(Φ

′
2 + Φ

′′
2 )

+
k2

2

ω
(Z2 + Z4)S2(Φ

′
2 − Φ

′′
2 ), (A.48)

−kT = −k1S1(Φ
′
1 + Φ

′′
1 )− k1C1(Φ

′
1 − Φ

′′
1 )

−k2S2(Φ
′
2 + Φ

′′
2 )− k2C2(Φ

′
2 − Φ

′′
2 ), (A.49)

−kT = −µ1k1S1(Φ
′
1 + Φ

′′
1 )− µ1k1C1(Φ

′
1 − Φ

′′
1 )

−µ2k2S2(Φ
′
2 + Φ

′′
2 )− µ2k2C2(Φ

′
2 − Φ

′′
2 ). (A.50)

On détermine, par suite, les expressions des potentiels des vitesses,les équations (A.46)et (A.47) donnent :

Φ
′
1 − Φ

′′
1 =

(µ2 − 1)k

(µ2 − µ1)k1
(1−R) (A.51)

Φ
′
2 − Φ

′′
2 =

(µ1 − 1)k

(µ1 − µ2)k2
(1−R) (A.52)

Les equations (A.49), (A.50), (A.51) et (A.52) donnent :

Φ
′
1 + Φ

′′
1 =

(µ2 − 1)k

(µ2 − µ1)k1S1
[T − (1−R)C1], (A.53)

Φ
′
2 + Φ

′′
2 =

(µ1 − 1)k

(µ1 − µ2)k2S2
[T − (1−R)C2]. (A.54)

Par suite on trouve les expressions des coefficients de transmission et de réflexion :

T =
−(A1C1 +A2C2 + b)

A1 +A2
−

(A1C1 +A2C2 − a0)

A1 +A2
R, (A.55)

R =
(A1 +A2)2 − (A1C1 +A2C2 + b)(A1C1 +A2C2 − al)
−(A1 +A2)2 + (A1C1 +A2C2 + a0)(A1C1 +A2C2 − al)

,

(A.56)

v



avec :

A1 =
(µ2 − 1)k1

(µ2 − µ1)S1c0
(Z1 + Z3),

A2 =
(µ1 − 1)k2

(µ1 − µ2)S2c0
(Z2 + Z4),

a0 = Σ0kω − ρω,
al = Σlkω − ρω,
b = Σ0kω + ρω.
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Annexe B

Coordonnées sphériques

Dans cette annexe, nous donnons les relations entre des grandeurs définies dans coordonnées sphériques
relatives aux repères R et R′.
A partir de la relation (4.112), on exprime les coordonnées (r′, θ′, ϕ′) en fonction de (r, θ, ϕ)

x′ = r′ sin θ′ cosϕ′ x = r sin θ cosϕ (B.1)

y′ = r′ sin θ′ sinϕ′ y = r sin θ sinϕ (B.2)

z′ = r′ cos θ′ cosϕ′ z = r sin θ cosϕ (B.3)

On en déduit :

r′2 = x′2 + y′2 + z′2

=
x2

κ1
+
y2

κ2
+
z2

κ3

= r2
( sin2 θ cos2 ϕ

κ1
+

sin2 θ sin2 ϕ

κ2
+

cos2 θ

κ3

)
Soit encore :

r′ = r∆ où ∆ =

√
sin2 θ cos2 ϕ

κ1
+

sin2 θ sin2 ϕ

κ2
+

cos2 θ

κ3
(B.4)

A partir de (B.1) et (B.2), on peut écrire :

x′ =
x

κ1
=⇒ r′ sin θ′ cosϕ′ =

r

κ1
sin θ cosϕ

y′ =
y

κ2
=⇒ r′ sin θ′ sinϕ′ =

r

κ2
sin θ sinϕ.

En éliminant ϕ, on trouve

sin θ′ = sin θ
δ

∆
avec δ =

√
cos2 ϕ

κ1
+

sin2 ϕ

κ2
. (B.5)

De la même façon,à partir de (B.3), on peut établir

cos θ′ =
1

∆

cos θ
√
κ3
. (B.6)

On déduit des relations analogues entre les angles ϕ et ϕ′ à l’aide des relations (B.1) et (B.2) :

sinϕ′ =
1

δ

sinϕ
√
κ2
, (B.7)

cosϕ′ =
1

δ

cosϕ
√
κ1

. (B.8)
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B.1 Matrice de passage entre coordonnées cartésiennes et
sphériques

Soient (i, j, k) et (er, eθ, eϕ) les deux bases orthonormées associées aux coordonnées cartésiennes (rectan-
gulaires) et sphériques. Par définition on a :

er = sin θ cosϕi + sin θ sinϕj + cos θk (B.9)

eθ = cos θ cosϕi + cos θ sinϕj− sin θk (B.10)

eϕ = − sinϕi + cosϕj (B.11)

Soit P la matrice de passage entre les composantes rectangulaires et sphériques du vecteur F :

Fs = PFr, (B.12)

où P est :

P =

sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ
cos θ cosϕ cos θ sinϕ sin θ
− sinϕ cosϕ 0

 . (B.13)

P est une matrice orthogonale et donc sont inverse est égal à sa transposée : P−1 = P t.

B.2 Résolution de l’équation de Laplace en coordonnées
sphériques

M p =
∂

∂r
(r2 ∂p

∂r
) +

1

sin θ

∂p

∂θ
(sin θ

∂p

∂θ
) +

1

sin2 θ

∂2p

∂2ϕ
(B.14)

Par séparation des variables on écrit la pression sous la forme :

p(r, θ, ϕ) = R(r)Θ(θ)Φ(ϕ) (B.15)

M p =
d

dr
(r2 dR

dr
)ΘΦ +

1

sin θ

d

dθ
(sin θ

dΘ

dθ
)RΦ +

1

sin2 θ

d2Φ

d2ϕ
RΘ = 0 (B.16)

Après multiplication par ( 1
RΘΦ

), on trouve :

M p =
1

R

d

dr
(r2 dR

dr
)︸ ︷︷ ︸

R(r)

+
1

Θ

1

sin θ

d

dθ
(sin θ

dΘ

dθ
) +

1

Φ

1

sin2 θ

d2Φ

d2ϕ︸ ︷︷ ︸
F (θ,ϕ)

= 0 (B.17)

L’équation comprend deux parties :, la première qui ne dépend que du rayon r, et la seconde qui dépend uniquement
des angles θ et ϕ.
Déterminons les solutions en termes de Θ(θ) et Φ(ϕ), on pose

1

Θ

1

sin θ

d

dθ
(sin θ

dΘ

dθ
) +

1

Φ

1

sin2 θ

d2Φ

d2ϕ
= α (B.18)

qui peut s’écrire sous la forme :

1

Θ
sin θ(

d

dθ
sin θ

dΘ

dθ
)− α sin2 θ︸ ︷︷ ︸

Θ(θ)

+
1

Φ

d2Φ

d2ϕ︸ ︷︷ ︸
Φ(ϕ)

= 0. (B.19)

On a de nouveau la possibilité de séparer les variables angulaires. Dans un premier temps on cherche la solution
de Φ(ϕ). Pour ça, on introduit la constante de séparation −m2 qui conduit alors à l’équation

d2Φ

d2ϕ
= −m2Φ (B.20)
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dont la solution est :
Φ(ϕ) = Ceimϕ. (B.21)

Ici, où m doit être un entier (m = 0, 1, 2, ...) pour que la périodicité (2π) soit respectée. En reportant l’équation
(B.21) dans l’équation (B.19) on détermine la solution du terme en Θ(θ) :

sin θ(
d

dθ
sin θ

dΘ

dθ
)− α sin2 θ Θ−m2Θ = 0 (B.22)

d2Θ

dθ2
+

cos θ

sin θ

dΘ

dθ
− αΘ−

m2

sin2 θ
Θ = 0 (B.23)

Lorsque α = l(l + 1) les solutions de cette équation sont les fonctions de Legendre (Pml cos θ), qui n’existent que
pour des valeurs entières et positives de l.
Finalement on cherche la solution du terme R(r) à partir des équations (B.17) et (B.18) :

d

dr
(r2 dR

dr
) + αR = 0 (B.24)

sous la forme
R(r) = rn (B.25)

Reportant les solutions en R, Θ et Φ dans l’équation (B.15) on trouve

p(r, θ, ϕ) = Σl
(
Alr

l +Blr
−(l+1)

)
Pml (cos θ) eimϕ, (B.26)

B.3 Expression de l’opérateur ∇
Les opérateurs différentiels sont

√
κ1

∂

∂x′
=

∂

∂x
,
√
κ2

∂

∂y′
=

∂

∂y′
,
√
κ3

∂

∂z′
∂

∂z
, (B.27)

ou, encore sous forme matricielle :

∇′ = T∇ avec T =

√κ1 0 0
0

√
κ2 0

0 0
√
κ3

 (B.28)

B.4 Expression de la perméabilité en coordonnées sphériques
La perméabilité d’un matériau poreux est un tenseur de rang 2. Lorsqu’on passe d’un système de coordonnées à

un autre il est alors nécessaire de faire le changement de ses composantes conformément à la relation de changement
de bases.
Pour un milieu poreux anisotrope, la loi de Darcy s’écrit

vi = κijEj (B.29)

où E = −∇p. Pour établir les formules de changement de base des composantes du tenseur κ on procède comme
suit. On exprime la loi de Darcy dans les deux systèmes de coordonnées, à savoir ici, les coordonnées rectangulaires
et sphériques :

Vr = κrEr Vs = κsEs (B.30)

A l’aide de la relation (B.12), on montre que κs = PκrP−1. En utilisant le fait que l’on peut toujours choisir les
axes des coordonnées rectangulaires de manière à ce que κr soit le tenseur diagonal :

κr =

κ1 0 0
0 κ2 0
0 0 κ3

 (B.31)
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les composantes de la conductivité dans les coordonnées sphériques ont pour expressions :

κ11 = κ1 sin2 θ cos2 ϕ+ κ2 sin2 θ sin2 ϕ+ κ3 cos2 θ, (B.32)

κ12 = κ1 cos θ sin θ cos2 ϕ+ κ2 cos θ sin θ sin2 ϕ− κ3 cos θ sin θ, (B.33)

κ13 = (κ2 − κ1) sin θ cosϕ sinϕ, (B.34)

κ22 = κ1 cos2 θ cos2 ϕ+ κ2 cos2 θ sin2 ϕ+ κ3 sin2 θ, (B.35)

κ23 = (κ2 − κ1) cos θ cosϕ sinϕ, (B.36)

κ33 = κ1 sin2 ϕ+ κ2 cos2 ϕ, (B.37)

κ21 = κ12, (B.38)

κ31 = κ13, (B.39)

κ32 = κ23. (B.40)

ou encore sous sous la forme matricielle :

κ = κ1I + (κ2 − κ1)A + (κ3 − κ1)B, (B.41)

où I est la matrice unité 3× 3 et A et B sont :

A =

 sin2 θsin2ϕ cos θ sin θ sin2 ϕ sin θ cosϕ sinϕ
cos θ sin θ sin2 ϕ cos2 θ sin2 ϕ cos θ cosϕ sinϕ
sin θ cosϕ sinϕ cos θ cosϕ sinϕ cos2 θ

 (B.42)

B =

 cos2 θ − cos θ sin θ 0
− cos θ sin θ sin2 θ 0

0 0 0

 (B.43)
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Annexe C

Tenseur des contraintes pour un
fluide en mouvement

On sépare la partie statique de la partie visqueuse qui est essentiellement dynamique

Ti = −pnjδij︸ ︷︷ ︸
partie statique

+ σijnj︸ ︷︷ ︸
partie visqueuse

(C.1)

τij = −pδij + σij (C.2)

La partie visqueuse s’écrit :

σij = η(
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi
−

2

3
δij

∂vk

∂xk
) + ζδij

∂vk

∂xk
(C.3)

où η est la viscosité du cisaillement, et le terme ζ représente la viscosité de compression. Pour i = j le tenseur de
contrainte est égal à :

σii = 2η
∂vi

∂xi
+ (ζ −

2

3
η)δii

∂vk

∂xk
(C.4)

Pour un fluide incompressible, on a ∂vk/∂xk = 0 d’où finalement :

τii = −pδii + 2η
∂vi

∂xi
(C.5)

C’est cette expression de la contrainte qu’on doit prendre en compte pour un fluide visqueux en mouvement.
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Annexe D

Coordonnées ellipsöıdales

Les coordonnées ellipsöıdales(ξ, η, ζ) sont solutions de l’équation cubique :

x2

a2 + u
+

y2

b2 + u
+

z2

c2 + u
= 1 (D.1)

Ils sont reliés au système des coordonnées cartésiennes (x, y, z) par les relations

x2 =
(a2 + ξ)(a2 + η)(a2 + ζ)

(b2 − a2)(c2 − a2)
, (D.2)

y2 =
(b2 + ξ)(b2 + η)(b2 + ζ)

(a2 − b2)(c2 − b2)
, (D.3)

z2 =
(c2 + ξ)(c2 + η)(c2 + ζ)

(a2 − c2)(b2 − c2)
, (D.4)

à condition que l’on ait −ξ < c2 < −η < b2 < −ζ < a2.
Les facteurs d’échelle sont les normes vectorielles :

hqi =‖
∂r

∂qi
‖ où qi = ξ, η, ζ. (D.5)

Leurs valeurs sont :

hξ =
1

2

√
(η − ξ)(ζ − ξ)

(a2 − ξ)(b2 − ξ)(c2 − ξ)
, (D.6)

hη =
1

2

√
(ξ − η)(ζ − η)

(a2 − η)(b2 − η)(c2 − η)
, (D.7)

hζ =
1

2

√
(η − ζ)(ξ − ζ)

(a2 − ζ)(b2 − ζ)(c2 − ζ)
. (D.8)

L’équation de Laplace en coordonnées ellipsöıdales s’écrit :

∆2p =
1

hξhηhζ

[
∂

∂ξ
(
hηhζ

hξ
) +

∂

∂η
(
hξhζ

hη
) +

∂

∂ζ
(
hξhη

hζ
)

]
(D.9)
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Annexe E

Facteurs de dépolarisation

Les facteurs de dépolarisation sont des quantités importantes pour l’expression des solutions de l’équation de
Laplace. Ils tiennent compte de la forme du domaine dans lequel cette solution est recherchée et de son orientation
par rapport au champ d’excitation. Leurs expressions sont données par :

Nk =
abc

3

∫ ∞
0

dσ

(σ + q2)
√

(σ + a2)(σ + b2)(σ + c2)
(E.1)

où k = x (resp. y, z) et q = a, (resp. b, c) et satisfont la relation :

Nx +Ny +Nz = 1. (E.2)
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Annexe F

Tenseur inverse

F.1 Orientation de l’espace
Soit {ei} une base de l’espace R3. On considère le produit mixte

εijk = (e1, e2, e3), (F.1)

alors

εijk =


1 si i, j, k est une permutation paire de 1,2,3 ;

−1 si i, j, k est une permutation impaire de 1,2,3 ;

0 si deux indices sont égaux.

(F.2)

F.2 Quelques identités
Par définition :

εijkεpqr =

∣∣∣∣∣∣
δip δiq δir
δjp δjq δjr
δkp δkq δkr

∣∣∣∣∣∣ (F.3)

On en déduit alors que :
εijkεiqr = (δjpδ

k
q − δjqδkp ), (F.4)

et que
εijkεijq = 2δkq . (F.5)

et enfin
εijkεijk = 62δkq . (F.6)

Soient Vp, Vq et Vr trois vecteurs dont les composantes sont les colonnes d’une matrice A. Alors

εpqr detA = (Vp,Vq ,Vr) (F.7)

= aipa
j
qa
k
r (ei, ej , ek) (F.8)

= εijka
i
pa
j
qa
k
r . (F.9)

A partir de l’égalité :
εpqrεpqr detA = εpqrεijka

i
pa
j
qa
k
r , (F.10)

et compte tenu de (F.6), on obtient :

detA =
1

6
εpqrεijka

i
pa
j
qa
k
r . (F.11)
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Tenseur inverse Soit A un tenseur de rang 2 tel que detA 6= 0. On cherche le tenseur B tel que AB =
BA = I où I est le tenseur identité. B est le tenseur inverse de A.
On a alors

bija
k
j = δkj (F.12)

ou encore

2bija
k
j = 2δkj = εpqrεpqj

detA

detA
. (F.13)

Compte tenu de (F.9
εpqr detA = εijkaipa

j
qa
k
r . (F.14)

L’équation (F.13) devient alors :

2bija
k
j = εmnlεpqj

apma
q
na
k
l

detA
, (F.15)

d’où finalement :

blj = εmnlεpqj
apma

q
n

detA
. (F.16)
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1992.

[29] J. Katagiri H. Saomotoa. Direct comparison of hydraulic tortuosity and electric
tortuosity based on finite element analysis. Theoretical and Applied Mechanics
Letters, pages 177–180, 2015.

[30] J. B. Hasted. Aqueous dielectrics (serie : Studies in chemical physics). vii, 302 s.,
113 abb., 31 tab., london 1973 : Chapman and hall. 5.75. Zeitschrift für allgemeine
Mikrobiologie, 16(7) :567–567, 1976.

[31] J.B. Hasted. Aqueous Dielectric. Christopher C. Barton, Paul R. La Pointe ed,
1973.

xvii



[32] S. Havriliak and S. Negami. A complex plane analysis of α-dispersions in some poly-
mer systems. Journal of Polymer Science Part C : Polymer Symposia, 14(1) :99–117,
1966.

[33] S. Havriliak and S. Negami. A complex plane representation of dielectric and me-
chanical relaxation processes in some polymers. Polymer, 8(Supplement C) :161 –
210, 1967.

[34] I.M. Hodge and A. Eisenberg. Conductivity relaxation in an amorphous-iron-
containing organic polymer. Journal of Non-Crystalline Solids, 27(3) :441 – 443,
1978.

[35] D. T. Hristopulos and G. Christakos. Variational calculation of the effective fluid
permeability of hererogeneous media. Phys. Rev. E, pages 7288–7289, 1997.

[36] J.-F. Thovert I. I. Bogdanov, V. V. Mourzenko and P. M. Adler. Effective permea-
bility of fractured porous media with power-law distribution of fracture sizes. Phys.
Rev. E, 76 :036309, Sep 2007.

[37] Aubic J. and Bottreau A.M. Utilisation de la réflectométrie en domaine temporel
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[64] M. Schiffer and G. Szegö. Virtual mass and polarization. Transactions of the AMS
- American Mathematical Society, pages 130–205, 1949.

[65] Howard W. Srarkweather and Peter Avakian. Conductivity and the electric modulus
in polymers. Journal of Polymer Science Part B : Polymer Physics, 30(6) :637–641,
1992.

xix



[66] Y. A. Stepanyants and E.V. Teodorovich. Effective hydraulic conductivity of a
randomly heterogeneous porous medium. Water Resources Research, pages SHB
12–1, SHB 12–9, 2003.

[67] E. C. Stoner. The demagnetizing factors for ellipsoids. Philosophical Magazine,
pages 803–821, 1945.

[68] A. Szent. Bioenergetics. New York, Academic Press, 1957.

[69] E. V. Teodorovich. Calculation of the effective permeability of a randomly inhomo-
geneous porous medium. JETP, pages 173–178, 1997.

[70] E. V. Teodorovich. The effective ”conductivity of a randomly inhomogeneous me-
dium. J Appl. Maths Mechs, pages 951–957, 2000.
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Influence of the interface conditions of a saturated porous medium on the propagation of 

ultrasonic waves: acoustic and dielectric analysis. 

Résumé 
 
Ce travail de thèse rentre dans le cadre d'une 
collaboration entre l'université de Sfax et l'université du 
Maine. La thèse intitulée "Influence des conditions 
d’interfaces d’un milieu poreux saturé sur la propagation 
des ondes ultrasonores : analyse acoustique et 
diélectrique". Le travail présenté dans ce mémoire de 
thèse étudie les mécanismes pouvant se reproduire 
dans un milieu poreux saturé par un fluide 
incompressible, lorsqu'il est soumis à un gradient de 
pression pour l'étude acoustique, et un gradient de 
champs électromagnétique pour l'analyse diélectrique. 
De ce fait le présent mémoire s'intéresse à présenter 
deux techniques de caractérisation :  
i) La caractérisation acoustique où la théorie de Biot a 
été adoptée pour comprendre les mécanismes de la 
propagation des ondes ultrasonores dans les matériaux 
poreux saturés et étudier l'influence de changement 
des conditions d'interfaces sur les coefficients de 
réflexion et de transmission. Le cas de présence d'un 
défaut plan dans le volume du matériau a été traité. 
Dans le même objectif, l'étude de l'influence de la 
présence de plusieurs inclusions sphériques sur la 
modification des lignes de champs de vitesses a été 
présentée en proposant un modèle de tortuosité adapté 
selon la nature de l'inclusion et le milieu poreux hôte 
(homogénéité et l'anisotropie). 
ii) L'analyse diélectrique qui permet de décrire la 
structure interne et l'interaction entre le solide et le fluide 
saturant. Des mesures diélectriques ont été effectuées 
sur des céramiques de silice poreuse identiques à celle 
utilisée lors de la caractérisation ultrasonore, afin 
d’étudier l'influence de l'état des surfaces latérales de 
l'échantillon sur l'interaction entre le fluide saturant et 
les surfaces intérieures de la structure poreuse. 
Les résultats permettent de mettre en évidence une 
analogie entre les comportements de l'inclusion dans le 
champ de vitesse du fluide et celui d'une sphère 
diélectrique dans un champs électrique uniforme. Des 
expériences acoustiques et des mesures diélectriques 
(spectroscopie) ont été réalisées et comparées aux 
simulations numériques et aux modèles théoriques dans 
les deux parties d'étude.  
 
Mots clés 

Milieux poreux, ultrasons, tortuosité, contrôle non 
destructif, spectroscopie diélectrique 

Abstract 
 
This work is part of a collaboration between the 
University of Sfax and the University of Maine. The 
thesis entitled "Influence of the interface conditions of a 
saturated porous medium on the propagation of 
ultrasonic waves: acoustic and dielectric analysis". The 
work presented in this dissertation examines the 
mechanisms that can be reproduced in a porous 
medium saturated by an incompressible fluid when 
subjected to a pressure gradient for the acoustic study 
and an electromagnetic field gradient for the dielectric 
study. Consequently, the present paper is interested in 
presenting two techniques of characterization: 
i) Acoustic characterization where Biot's theory was 
adopted to understand the mechanisms of propagation 
of ultrasonic waves in saturated porous materials and to 
study the influence of changing interface conditions on 
reflection and transmission coefficients. The presence of 
a flat defect in the volume of the material has been 
treated. The study of the influence of the presence of 
several spherical inclusions on the modification of the 
lines of velocity fields was presented by proposing a 
model of tortuosity adapted according to the nature of 
the inclusion and the porous medium host (homogeneity 
and anisotropy). 
ii) The dielectric analysis which allows to describe the 
internal structure and the interaction between the solid 
and the saturating fluid. Dielectric measurements were 
carried out on porous silica ceramics identical to those 
used in ultrasonic characterization in order to study the 
influence of the state of the lateral surfaces of the 
sample on the interaction between the saturating fluid 
and the surfaces of the porous structure. 
The results make it possible to demonstrate an analogy 
between the behavior of the inclusion in the velocity field 
of the fluid and that of a dielectric sphere in a uniform 
electric field. Acoustic experiments and dielectric 
measurements (spectroscopy) were carried out and 
compared with numerical simulations and theoretical 
models in both parts of the study. 
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Porous medium, ultrasons, tortuosity, Non destructif 
control, Dielectric spectroscopy 
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