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 Depuis plusieurs années, l’aéronautique est confrontée à une mutation majeure due au 

passage à l’avion plus composite. Ce changement est justifié par les excellentes propriétés 

mécaniques des matériaux composites et le gain de masse important qu’ils fournissent. 

Récemment, sur les modèles d’Airbus A350 et de Boeing 787, le fuselage et la structure 

métallique ont été remplacés en grande partie par des matériaux composites. Cependant, 

l’apparition de ces matériaux implique une complexification des réseaux électriques 

embarqués. Dans un avion conventionnel, la structure et le fuselage métallique réalise 

intrinsèquement, en plus de leurs fonctions « mécaniques », pas moins de 6 fonctions 

électriques : assurer le retour de courants monophasés et continus des charges vers les 

sources, assurer la métallisation/protection des équipements en cas de défaut électrique, 

assurer la protection des personnes, protéger contre les effets indirects de la foudre et des 

champs rayonnés de forte intensité et garantir une référence de potentiel pour les 

équipements le nécessitant. Malheureusement, ces avantages disparaissent avec les 

matériaux composites à cause de leur faible conductivité électrique et de l'évolution de leur 

comportement mécanique lorsque leur température augmente. Il est donc nécessaire de 

trouver des solutions innovantes pour satisfaire les fonctions électriques actuellement 

réalisées par le fuselage et la structure métallique. De manière générique, dans le cadre de 

cette étude, ces nouvelles solutions sont appelés « réseaux de retour de courant ». 

 Pour atteindre les objectifs aéronautiques de réduction de consommation, la masse 

embarquée supplémentaire de ces solutions ne doit pas annuler les gains de poids fournis 

par l’utilisation des matériaux composites. Les ingénieurs aéronautiques font alors face à 

deux nouvelles problématiques : le pré-dimensionnement de réseaux de retour de courant 

légers et fonctionnels mais aussi robustes, qui ne sont pas vulnérables à la perte d’un ou de 

plusieurs de leurs éléments ; et la surveillance de ces réseaux pour garantir le respect des 

contraintes fonctionnelles au cours du temps et diagnostiquer des dégradations d’éléments. 

Ce mémoire se concentre sur l’étude de ces deux problématiques. 

 

 Le Chapitre I détaille le contexte dans lequel s’inscrivent les travaux de thèse. Les 

problématiques industrielles et scientifiques associées à l’insertion des matériaux 

composites dans les structures des avions sont présentées.  

 A l’issue de cette partie introductive, le Chapitre II est consacré à la modélisation des 

réseaux de retour de courant par des graphes. Les principes de base de la théorie des 

graphes sont détaillés. Enfin, une première approche des liens entre la topologie d’un 

réseau et ses performances électriques illustre l’intérêt d’étudier les graphes dans le 

domaine spectral. 

 Le Chapitre III expose le principal intérêt de la théorie spectrale : la lecture multi-

échelle des réseaux. Grâce au passage dans le domaine spectral, on est en mesure 

d’associer chaque mode du graphe à une échelle d’observation et de révéler ainsi des liens 
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entre la topologie du réseau et ses performances électriques. Une analyse perturbative du 

spectre du graphe est aussi réalisée afin de définir l’impact des modifications de la 

topologie sur les chutes de tension du réseau. Cette analyse fournit, entre autres, un outil 

efficace d’identification des éléments critiques d’un réseau de retour de courant.  

 Le Chapitre IV propose un ensemble d’applications de l’analyse spectrale sur une 

maquette de réseau de retour de courant. Trois approches de pré-dimensionnement sont 

présentées, pouvant faciliter le travail des ingénieurs aéronautiques pour concevoir des 

réseaux légers, fonctionnels et robustes. Dans un second temps, une méthodologie de 

surveillance basée sur l’estimation paramétrique est proposée, permettant de s’assurer de la 

fonctionnalité des réseaux lors de dégradations ou de pannes. La méthodologie pourrait 

permettre de réduire le temps d’immobilisation de l’appareil nécessaire lors des 

maintenances. Pour finir, une méthodologie de caractérisation découlant de l’estimation 

paramétrique est aussi proposée. 

 Enfin, ce mémoire se conclut en dressant un bilan des travaux effectués et en donnant 

les principales perspectives. 
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I.1. Les avions plus composites 

 La réussite de la fabrication d’un aéronef réside dans sa capacité à s’envoler tout en 

assurant un très faible taux de défaillances afin d'assurer la sécurité des personnes. Pour 

cela, les matériaux utilisés dans sa construction nécessitent d’allier résistance et grande 

légèreté. Au début de l’aviation, au XIXème siècle, le choix s’est porté vers le bois et la 

toile. L’utilisation des avions se développant dans le transport civil et militaire, les 

ingénieurs se concentrèrent sur la réduction des masses des composants mais aussi sur 

l’amélioration de leurs propriétés mécaniques. A partir des années 1920, l’aluminium a fait 

son apparition. Malgré une masse volumique supérieure à celle du bois, les ingénieurs ont 

réussi à réduire le poids des aéronefs grâce à la meilleure résistance mécanique de 

l’aluminium. Le premier avion tout en aluminium a été le Junker F13 [1]. De nos jours, la 

poursuite de cet effort vers l’utilisation de matériaux légers et résistants est d’autant plus 

importante qu’un nouvel aspect environnemental est apparu avec la nécessité de limiter la 

pollution engendrée par les moyens de transport et en particulier les émissions de CO2.  

 

Figure I-1. Utilisation des matériaux composites dans les avions civils. 

 Dans les années 1970, avec le développement des matériaux en fibre de bore et en 

graphite, l’aéronautique voit apparaitre les matériaux composites dans la composition des 

structures. Ils ont été rapidement incorporés aux avions militaires et aux hélicoptères afin 

de réaliser des économies de masse. Par exemple, en 1981, les ailes de l’AV-8B Harrier de 

Mcdonnell Douglas étaient entièrement réalisées en matériaux composites [2]. Dans 

l’aviation civile, à cause de leurs performances mécaniques limitées par rapport aux 
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alliages en aluminium, les constructeurs utilisaient les matériaux composites de manière 

marginale dans des parties secondaires de la structure de l’avion (ex : bords des ailes, 

queue de l’avion). Plus récemment, l’apparition à l’échelle industrielle de nouveaux 

matériaux composites à base de graphite et de kevlar marque le réel début des aéronefs 

fortement composites. Puisque leurs performances mécaniques sont identiques voire 

supérieures aux alliages métalliques traditionnels et qu’ils pèsent moins lourds, plus 

aucune raison n’empêche leur utilisation massive. Les constructeurs ont donc étendu 

l’usage des composites à l’ensemble des ailes et du fuselage jusqu’à obtenir plus de 50 % 

du poids de la structure de l’Airbus A350 et du Boeing 787 fait de matériaux composites 

(voir Figure I-1). Pour la conception d’un petit aéronef, il est même possible de dépasser 

cette valeur. Par exemple, le SR22-G3 de Cirrus est entièrement constitué de matériaux 

composites à l’exception du moteur et de certaines fixations [3]. 

 

 Les matériaux sont créés à partir de la superposition d’au moins deux matériaux 

permettant d’optimiser leurs propriétés mécaniques. Ils sont constitués d’un renfort qui 

assure la tenue mécanique et d’une matrice qui assure la cohésion, généralement en matière 

plastique (voir Figure I-2). Ce procédé de fabrication permet la création de matériaux 

légers. Cependant leurs avantages ne se limitent pas au poids de l’appareil [4]. Leur 

résistance à la fatigue est fortement augmentée par rapport à la structure métallique d’un 

avion traditionnel, ils sont alors capables de résister plus longtemps aux contraintes 

mécaniques. Les matériaux composites ont aussi une bonne résistance à la corrosion, ce 

qui permet de limiter considérablement les réparations nécessaires sur les aéronefs 

évoluant en milieu salin. De plus, le fait que le composite puisse être anisotrope, c’est-à-

dire d’avoir des propriétés différentes selon les directions, fournit un énorme avantage afin 

de construire des parties de l’avion rigides dans une direction mais plus souples dans une 

autre. Un dernier avantage des matériaux composites est qu’ils proposent une meilleure 

atténuation des vibrations que leurs équivalents métalliques, cela leur confère des 

propriétés d’isolant phonique particulièrement intéressantes.  

 

Figure I-2. Exemple de matériau composite. 
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 Par contre, les matériaux composites sont très sensibles aux échauffements. Leur tenue 

à la température est généralement de l’ordre de 100°C même si elle peut monter jusqu’à 

250°C grâce à des résines spéciales. Au-delà de ces températures, le matériau passe d’un 

état solide à un état caoutchouteux et risque de subir des dégradations irréversibles qui 

peuvent être dangereuses pour la structure de l’avion [5].  

 La fabrication de structures à base de matériaux composites requiert des techniques 

élaborées qui entraînent des coûts plus importants que pour les matériaux métalliques. Pour 

l’ensemble des avions commerciaux, les compagnies aériennes sont dans l’obligation de 

réaliser un certain nombre de tests réguliers, qui se font à des intervalles précis, variant 

entre un mois (ou 500 heures de vol) et 4-5 ans (pour les opérations de maintenance 

détaillées). Dû à la meilleure résistance à la fatigue et à la corrosion des matériaux 

composites, le délai entre les maintenances détaillées devrait passer à 11 ans. Ces 

opérations de maintenance nécessitent une immobilisation complète durant plusieurs 

semaines (voir plusieurs mois) des appareils dans les entrepôts impliquant une perte 

importante de revenu. Bien que les matériaux composites offrent une résistance mécanique 

plus importante, les avions nécessitent tout de même un contrôle non destructif régulier et 

coûteux.  

 

I.2. Problématiques industrielles 

 Pour le bon fonctionnement d’un avion, les fonctions électriques auparavant 

intrinsèquement assurées par le fuselage et la structure métalliques sont essentielles. Ces 

fonctions, détaillées ci-dessous point par point, ne sont par contre plus garanties dans les 

avions composites à cause des mauvaises propriétés thermiques et électriques des 

matériaux composites. Pour répondre à cette nouvelle contrainte, des nouvelles solutions 

de réseaux conducteurs ont déjà été implémentées dans les derniers avions composites du 

marché : le réseau ESN (Electrical Structural Network) dans l’A350 d’Airbus et le réseau 

CRN (Current Return Network) dans le B787 de Boeing. Dès lors que les structures de 

sous-systèmes sont réalisées en matériaux composites et qu’au moins une des fonctions 

électriques ci-dessous doivent être respectées, les mêmes problématiques des avions 

composites se déclinent au niveau de leur sous-systèmes tels que les nouvelles nacelles 

composites ou les nouveaux meubles électriques composites. Dans le cadre de cette étude, 

l’ensemble des éléments conducteurs assurant le respect des dites fonctions électriques sera 

appelé génériquement « réseau de retour de courant ». 

Les différentes fonctions électriques et les difficultés rencontrées sont détaillées par la 

suite. 
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I.2.1 Les principales difficultés rencontrées 

I.2.1.1. Retour de courant ou Grounding 

 La fonction de retour de courant, ou grounding en anglais, définit le raccordement 

électrique à la masse afin d’assurer le retour des courants électriques monophasés et 

continus entre les systèmes et les sources. Actuellement, l’alimentation des systèmes dans 

un avion est réalisée par un seul câble « aller » [6]. En régime normal de fonctionnement, 

l’alimentation « aller » fournit des courants de très basses fréquences : des courants 

continus et des courants alternatifs entre 360 à 800 Hz. Ces circulations de courants 

provoquent principalement des chutes de tensions et des échauffements des câbles. Le 

retour de courants des charges, fonctionnant en courant continu et en courant alternatif 

monophasé, vers les sources correspondantes doit être assuré en fonctionnement normal. 

 Dans les avions traditionnels, le retour de courants se fait par la structure primaire 

(fuselage principalement, éventuellement dans quelques éléments de la structure 

mécanique). Par contre, la conductivité des matériaux composites utilisés pour le fuselage 

est environ 1000 fois plus faible que celle de l’aluminium utilisé traditionnellement. La 

circulation de courants implique donc une forte augmentation de la température lors du 

passage de courants qui risque de dégrader le fuselage et la structure. Pour ces raisons, 

mais surtout par précaution et certificabilité, les fuselages composites ne peuvent pas servir 

comme retour de courant dans l’aéronef.  

I.2.1.2. Métallisation ou Bounding 

 La fonction de métallisation permet de garantir la liaison à une masse de tous les 

éléments conducteurs non parcourus par un courant lors d’un fonctionnement normal. Dans 

le cas d’un choc électrique ou de courants de défauts, la métallisation garantit un potentiel 

électrique proche dans toutes les parties conductrices. De ce fait, les personnes ne risquent 

pas de toucher deux éléments conducteurs avec des potentiels très différents, le courant 

éventuel traversant le corps est donc faible. Dans un avion traditionnel, le fuselage et la 

structure métallique assure une liaison électrique entre tous les éléments conducteurs. A 

cause de ces mauvaises propriétés électriques et thermiques, la structure composite ne 

permet pas de respecter les contraintes fixées par les normes pour cette métallisation. De 

plus, la circulation des courants dans le composite est à éviter. Il est donc nécessaire de 

trouver une nouvelle solution applicable aux avions composites capable d’assurer la quasi-

équipotentialité des parties conductrices.  

I.2.1.3. Protection au choc de foudre 

 Statistiquement, un avion commercial est frappé par la foudre toutes les 1500 heures 

de vols [7]. Les pilotes essayent, dans la mesure du possible, d’éviter les nuages orageux 
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mais ils sont parfois contraints de les traverser ou de les approcher. Dans ce cas-là, 

l’appareil vole dans une atmosphère électriquement chargée. Lorsque qu’un avion est situé 

à moins d’une vingtaine de kilomètres d’un nuage orageux, ses parties pointues (avant, 

extrémités des ailes, etc.) amplifient le champ électrostatique local et déclenchent une 

décharge de foudre. Cet effet de pointe est le principe de base d’un paratonnerre utilisé 

couramment au sol. Pour voler, tous les avions doivent être certifiés ‘résistants à la foudre’. 

Pour cela, il faut vérifier que l’appareil encaisse les effets directs et indirects du 

foudroiement. 

 Le fuselage métallique de l'avion traditionnel fait office de cage de Faraday, tout 

comme la voiture, protégeant ainsi tous les systèmes et les personnes qui sont à l'intérieur. 

Un fuselage en matériaux composites est toujours une cage de Faraday mais il est moins 

protecteur qu’un fuselage métallique traditionnel. Les effets directs et indirects risquent 

donc de dégrader le fonctionnement de l’appareil. 

 Les principaux effets directs sont d’ordres thermomécaniques causés par l’arc de 

l’éclair. Ces effets sont liés aux quantités de courants à écouler lors du coup de foudre 

pouvant élever la température locale des matériaux au-delà de leur température de fusion. 

Pour les avions traditionnels avec un fuselage métallique, l’arc de l’éclair peut entrainer 

des dégâts mineurs (trous de quelques millimètres, destruction des capteurs) qui peuvent 

néanmoins s’amplifier ensuite. Le point le plus sensible reste la réserve de carburant, une 

simple étincelle ou l’apparition d’un « hot-spot » (point chaud) risquent d’enflammer 

l’ensemble du carburant [7]. Les effets directs de la foudre sont encore plus importants sur 

un fuselage composite. L’élévation locale de la température peut entrainer une 

délamination des parois composites, des fissures peuvent donc se créer dans le matériau et 

dégrader l’ensemble de la structure. De plus, le fuselage ne faisant plus office de cage de 

Faraday parfaite, la partie basse fréquence de la foudre pénètre à l’intérieur de l’appareil 

provoquant une élévation rapide des potentiels. Une des solutions employées pour contrer 

ses effets directs est d’améliorer la conductivité en surface du matériau composite utilisé 

pour le fuselage. 

 La foudre entraine aussi des effets indirects causés par les champs électromagnétiques 

engendrés par les courants importants circulant dans la structure de l’appareil. Ces champs 

peuvent se coupler avec les systèmes électriques de l’avion et provoquer des perturbations 

transitoires dans les avions métalliques. Par contre dans les avions composites, les champs 

électromagnétiques causés par un choc de foudre peuvent engendrer des pannes 

catastrophiques, par exemple une augmentation importante des niveaux de tensions vus par 

les commandes de vol. Les circuits doivent donc être conçus pour éviter que les 

surtensions liées au champ magnétique du choc de foudre ne les détruisent, des parafoudres 

sont notamment envisageables [8].  



Chapitre I : Contexte général et enjeux 

 

- 24 - 

 

I.2.1.4. Protection aux champs rayonnés 

 L’environnement électromagnétique HIRF (High Intensity Radiated Field) résulte de 

la transmission de l’énergie électromagnétique provenant des radars, des antennes radio et 

télévision et d’autres transmetteurs d’ondes radio situés au sol ou embarqués. Avant les 

années 1970, les avions n’étaient pas sensibles à ces perturbations. Par contre, de nos jours, 

avec l’apparition d’appareils électroniques (de contrôle, de commande ou de mesures) et 

l’introduction de systèmes d’électronique de puissance, les avions sont menacés par les 

champs rayonnés de forte intensité. De plus, le fuselage composite fournit une protection 

réduite face aux agressions électromagnétiques. C’est pour ces raisons que la FAA 

(Federal Aviation Association) et l’EASA (European Aviation Safety Agency) ont mis en 

place de nouvelles réglementations obligeant les avionneurs à prendre en compte 

l’influence des champs rayonnés lors de la conception d’avions composites.  

 

I.2.2 Les solutions existantes 

 Avec la mise en service de nouveaux avions composés principalement de composites 

tels que l’A350 chez Airbus et le 787 pour Boeing, les avionneurs ont dû proposer 

certaines solutions électriques pour remplacer le fuselage et la structure métallique. Deux 

solutions principales existent : 

 l’ESN (Electrical Structure Network) : c’est la solution privilégiée par Airbus. L’ESN 

de l’A350 est présenté sur la Figure I-3. Cette structure utilise les composants 

métalliques toujours existants dans l’avion. Elle est constituée de certains cadres, d’un 

sol de cabine et d’un sol cargo construits grâce à l’assemblage de traverses et 

d’éléments longitudinaux (rails de sièges, rails à rouleaux…), de chemins de câbles et 

d’un cockpit métallique [9]. 

 

Figure I-3. Structure de l'ESN (Electrical Structure Network) d'un A350 (image issue de [9]). 

 Le CRN (Current Return Network) : la solution Boeing. Contrairement à l’ESN, le 

CRN utilise un ensemble de barres profilés et de câbles additionnels disposés dans la 

longueur de l’avion. Ces câbles longitudinaux sont connectés aux parties métalliques 

de l’avion pour assurer l’équipotentialité du système (voir la Figure I-4).  
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Figure I-4. Schéma de la structure du CRN (Current Return Network) d'un Boeing (image issue de [10]). 

 

I.2.3 Le projet DEPACE 

 Le cockpit d’un avion contient toutes les commandes et les instruments nécessaires au 

pilotage de l'appareil. C’est donc une partie sensible de l’appareil nécessitant une fiabilité 

accrue. C’est pour ces raisons qu’il est actuellement toujours réalisé en métal. Les travaux 

de thèse s’inscrivent dans le cadre du projet de recherche DEPACE (Définition d’Éléments 

Communs de Pointe Avant de fuselage CompositE 2nde génération), un projet collaboratif 

dans le cadre de CORAC2 (COnseil pour la Recherche Aéronautique Civile) [11], piloté 

par Airbus. Safran Electrical and Power est un des partenaires de ce projet ayant pour 

objectif de fournir des solutions techniques et technologiques pour la réalisation en 

composite de la pointe avant (cockpit et les 1ers cadres). Le Lot 2.2 piloté par Safran 

Electrical and Power concerne en particulier la spécification et l’analyse du réseau maillé 

ESN nouvelle génération permettant d’assurer les fonctions de retour de courants dans un 

avion composé d’une pointe avant composite, ainsi que la mise en place des méthodes de 

surveillance pour ces réseaux. 

 

I.3. Les problématiques de la thèse 

 

I.3.1 Pré-dimensionnement topologique d’un réseau de retour de courant 

 Afin d’atteindre les objectifs de réduction de consommation, le poids du réseau de 

retour de courant doit être suffisamment faible pour ne pas annuler les gains fournis par 

l’utilisation des matériaux composites. Puisque nos travaux concernent uniquement 

l’aspect électrique du dimensionnement, nous parlerons de problématique de pré-

dimensionnement. De plus, au cours de sa vie, la structure d’un avion est soumise à des 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Instrument_de_bord_%28a%C3%A9ronautique%29
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sollicitations mécaniques, vibratoires et chimiques risquant de dégrader la connectivité 

électriques du réseau. Le (pré)-dimensionnement doit donc garantir le bon fonctionnement 

du réseau de retour de courant malgré des éventuelles dégradations ou pertes des éléments 

le constituant. Pour diminuer les chutes de tension et augmenter la robustesse, les solutions 

les plus simples sont de surdimensionner le réseau ou alors de redonder les éléments 

critiques. Dans les deux cas, la masse de l’appareil est fortement augmentée. Le défi est 

donc de trouver un bon compromis entre la réduction de masse, la fonctionnalité et la 

robustesse. 

 L’idée n’est pas de fournir la meilleure solution possible mais plutôt de comprendre 

comment la connectivité entre les charges et les sources d’un réseau émerge de la topologie 

du graphe sous-jacent au réseau et de la localisation des sources et charges sur ce réseau. 

Pour cela, le réseau de retour de courant est vu comme un graphe complexe à travers lequel 

de nombreux composants élémentaires interagissent. Du fait de la complexité, notamment 

due au maillage, il est quasiment impossible d’appréhender les propriétés du réseau 

complet en faisant la somme des interactions des composants élémentaires. Il est donc 

nécessaire d’utiliser des approches alternatives qui relient l’émergence du comportement 

global à l’organisation des composants élémentaires au sein du système. Pour cela, on peut 

s’appuyer sur la fractalité, la théorie spectrale des graphes, la percolation [12] ou d’autres 

approches statistiques issues des domaines de la physique, de la biologie, de la sociologie 

notamment [13]. 

 La théorie des graphes fournit des grandeurs topologiques telles que la centralité des 

nœuds. Elle fournit aussi un modèle mathématique intégrant dans le même formalisme la 

topologie d’un réseau et ses interactions électriques. Nous verrons qu’une lecture trans-

échelle de l’organisation d’un réseau peut être obtenue par la théorie spectrale. La 

percolation offre un regard statistique sur ce que pourraient être les propriétés au voisinage 

de la topologie optimale. En effet, un réseau bien construit peut être assimilable à un amas 

percolant au voisinage du point de percolation (en effet, tout comme un amas percolant, le 

réseau doit être suffisamment connexe pour raccorder les charges et les sources mais pas 

trop connexe car dans ce cas trop coûteux [14][15]). Il est à noter que la géométrie de 

l’amas percolant est fractale. La multifractalité est d’ailleurs un outil intéressant pour 

comprendre comment les propriétés d’un système complexe s’organisent à travers les 

échelles [16][17]. Parmi les autres approches statistiques, on peut citer la marche aléatoire 

qui offrira une manière particulière et originale de visiter l’état du réseau. La marche 

aléatoire pourrait faire le lien entre les grandeurs identifiées par la percolation et la théorie 

des graphes d’une part et des grandeurs plus électriques comme la réponse fréquentielle de 

l’impédance du réseau d’autre part [18][19].  



Chapitre I : Contexte général et enjeux 

 

- 27 - 

 

 

I.3.2 Surveillance du réseau 

 Actuellement, les éléments des structures des réseaux de retour de courant dans les 

avions composites sont principalement dimensionnés pour satisfaire leurs fonctions 

mécaniques primaires. Ils sont bien caractérisés et leurs évolutions au cours du temps sont 

connues. Mais les technologies d’interconnexion utilisées actuellement ne sont pas 

adaptées à la réalisation des contacts électriques viables. Les traitements de surface pour 

créer les contacts électriques sont insuffisants et/ou mal maîtrisés. De plus, la vérification 

de chaque contact du point de vue électrique est impossible. En conséquence les 

résistances de contact ne sont pas maitrisées, dépendant de nombreux paramètres tels que 

la force de serrage, l’état des surfaces, les types de boulons, etc. De plus, au cours de la vie 

d’un avion, toutes les résistances de contact évoluent et se dégradent, les boulons pouvant 

se desserrer ou les surfaces s’oxyder. Une augmentation des résistances de contacts 

impacte forcément la connectivité des sources et des charges et le critère de bon 

fonctionnement des systèmes (chute de tension maximale admissible) risque d’être violé. 

Afin de garantir le contact électrique et d’obtenir les certifications requises, la solution 

prônée par Airbus est d’ajouter des tresses entre les éléments en parallèle des contacts. 

Elles sont parfaitement connues et peuvent être vérifiées à partir d’une inspection visuelle 

ou de mesures lors de l’injection de courants. Cependant, ces tresses, dont l’utilité 

électrique n’est pas avérée, entrainent une augmentation de la masse de l’avion. Pour 

envisager leur retrait, il est nécessaire d’avoir une méthode capable de caractériser 

initialement les contacts du réseau et de surveiller l’évolution de son état (les réparations 

de la structure composite pourront être anticipées avant toute défaillance). Pour mettre en 

place cette méthode, les ingénieurs aéronautiques ont la possibilité d’effectuer des mesures 

de chutes de tension ou de courants lors de l’assemblage de l’avion et des périodes de 

maintenance. Dans ce dernier cas, afin de limiter le temps d’immobilisation, la surveillance 

doit être le plus rapide possible.  

 La méthode de surveillance doit donc permettre d’identifier les éléments les plus 

critiques, c’est-à-dire les éléments dont la dégradation ou la perte modifient grandement la 

connectivité entre les charges et les sources. Et, après avoir identifié les éléments critiques, 

il faudra mettre en place la stratégie de surveillance proprement dite. La solution la plus 

simple sera certainement d’instrumenter l’ensemble des éléments critiques pour vérifier 

leur état. Une solution plus ambitieuse sera de reconstruire l’état du réseau. La résolution 

d’un problème inverse à partir de mesures réalisées sur le réseau peut être envisagée [20]. 

Une bonne formulation du problème est alors nécessaire. D’autres approches de diagnostic 

pourront aussi être envisagées [21]. Dans tous les cas, un modèle du réseau surveillé sera 

nécessaire. 
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I.3.3 Hypothèses de travail et approches privilégiées 

 Les travaux présentés dans ce mémoire se concentrent sur la fonction primaire du 

réseau de retour de courant, soit le retour des courants monophasés et continus en 

fonctionnement normal entre les charges et les sources. Les réglementations en vigueur 

peuvent se traduire par des contraintes sur le retour de courants, dans notre projet une chute 

de tension maximale de 0,5 V est imposée entre les charges et les sources lors du 

fonctionnement normal du réseau. Cette contrainte est supposée garantir la sécurité des 

personnes et du matériel. Dans la suite du mémoire, cette limite définira la fonctionnalité 

du réseau de retour de courant.  

 Par soucis de simplification, nous avons choisi de nous concentrer uniquement sur le 

retour des courants continus. Toutes nos études seront donc réalisées sur des réseaux 

maillés résistifs. 

 Les approches privilégiées seront toutes issues de la théorie des graphes, que cela soit 

pour le pré-dimensionnement ou la surveillance. Nous verrons qu’elles permettent d’une 

part de mieux démêler la complexité d’un réseau maillé et d’autre part d’envisager des 

solutions potentiellement viables pour l’industrie aéronautique. 
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 Les réseaux électriques ont une structure complexe qui n’est pas évidente à modéliser 

ni à analyser. Afin de répondre à nos problématiques scientifiques de pré-dimensionnement 

et de surveillance des réseaux de retour de courant, nous allons voir que les graphes 

représentent parfaitement la topologie et le comportement électrique de ces réseaux. Ce 

chapitre détaille les notions de base et les outils de la théorie des graphes nécessaires à la 

modélisation des réseaux électriques et à la compréhension des travaux de thèse.  

 

II.1. Théorie des graphes et applications aux réseaux électriques 

 

II.1.1 Réseaux électriques illustratifs 

 Pour illustrer l’ensemble des théories et propriétés présentées dans la partie II.1, deux 

réseaux électriques différents ont été créés. Les deux réseaux sont composés d’une source 

de courant et d’une charge. Sauf indication contraire, tous les éléments des réseaux 

électriques sont identiques. Leur section est de 1 cm², leur résistivité vaut 1,7.10-8 Ω.m, 

leur masse volumique est 8920 kg/m3 et leur longueur est de 1m.  

II.1.1.1. Réseau électrique maillé 

 Le premier réseau illustratif est présenté Figure II-1. Le réseau électrique est composé 

de 35 résistances identiques qui forment un réseau fortement maillé difficile à appréhender 

dans son comportement du fait des multiples agencements série-parallèle. 

 

Figure II-1 Réseau électrique maillé. 

II.1.1.2. Réseau électrique quasi-radial 

 Le réseau de la Figure II-2 est composé de 7 résistances séparées en 2 groupes et 

reliées par une 8ème résistance de valeur 10 fois supérieure (section de l’élément 0,1 cm²). 

Cette résistance permet de créer un réseau quasi-radial avec une circulation de courant 

difficile entre les 2 groupes.  
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Figure II-2. Réseau électrique quasi-radial. 

L’ensemble des notions développées dans la partie suivante seront illustrées par au moins 

un des deux réseaux présentés ci-dessus. 

 

II.1.2 Modélisation mathématique des réseaux électriques 

 Avant toute tentative d’analyse d’un réseau électrique, il est nécessaire de le modéliser 

mathématiquement. Cette représentation doit correctement décrire les caractéristiques des 

éléments du réseau ainsi que leurs interconnexions. Tout réseau, qu’il représente des 

interactions électriques, de protéines, sociales ou autres, peut être représenté par un graphe 

[22][23][24]. Un réseau électrique peut être modélisé grâce à deux matrices élémentaires : 

la matrice primitive des admittances qui est constituée des admittances propres du réseau 

électrique et la matrice d’incidence nœuds/branches qui décrit les interconnexions entre 

elles. A partir de ces deux matrices il est possible de construire un graphe unique décrivant 

la physique d’un réseau électrique. Elles sont souvent combinées pour créer de nouvelles 

matrices mieux adaptées à leur analyse. Par exemple, les ingénieurs électriciens utilisent 

couramment la matrice admittance pour représenter le comportement électrique des 

variables des réseaux maillés. Dans le domaine des graphes, cette matrice est la matrice 

Laplacienne du graphe qui sera détaillée dans la partie II.1.2.1.c.  

 Nous verrons par la suite que la représentation des réseaux électriques par des graphes 

permet de rassembler dans la matrice Laplacienne à la fois l’information topologique du 

réseau et les interactions électriques au travers des lois de Kirchhoff. 

II.1.2.1. Théorie des graphes 

II.1.2.1.a. Origines de la théorie 

 L’origine de la théorie des graphes est généralement associée à la résolution du 

problème des sept ponts de la cité prussienne de Königsberg (voir Figure II-3) présenté par 

un mathématicien suisse, Leonhard Euler, dans un article publié en 1741 [25]. La 

configuration particulière de la ville et de ses ponts a amené une question : peut-on trouver 

une balade empruntant l’ensemble des 7 ponts sans jamais en traverser un 2 fois ? Pour 
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résoudre ce problème, Euler commence par nommer par les lettres A, B, C et D les terres 

séparées par une rivière et ensuite il trace un lien entre les terres reliées par un pont (cf. 

Figure II-3). Il a donc créé un graphe composé de nœuds (les terres A, B, C et D) et de 

liens (les 7 ponts). Par la suite, Euler constata que cette balade ne peut exister s’il y a plus 

de 2 nœuds avec un nombre impair de ponts, donc aucun chemin ne permet de traverser les 

7 ponts sans jamais en traverser un 2 fois. La preuve de ce théorème sera apportée 

seulement en 1873 par Carl Hierholzer [26]. Cependant Euler est reconnu comme le 

précurseur de la théorie des graphes car il fut le premier à proposer un formalisme utilisant 

la notion de graphe.  

 

Figure II-3. Problème des sept ponts de Königsberg (source [27]). 

 Désormais, la théorie des graphes est une discipline bien connue et immensément 

riche, elle offre tout d’abord une représentation visuelle mais aussi une multitude de 

propriétés et d’outils dans des domaines très divers (biologie [28], sociologie [29], chimie 

[30],…). Nous allons maintenant présenter de manière non exhaustive la théorie des 

graphes ainsi que des notions qui méritent d’être connues pour des travaux en relation avec 

les réseaux électriques [31][32][33].  

II.1.2.1.b. Notions de base  

 Un graphe est un ensemble de nœuds interconnectés grâce à un ensemble de branches 

(ou liens). Le nombre de nœuds noté n représente la taille du graphe et les nœuds sont 

habituellement numérotés. Le nombre de branches est noté e. 

 Chaque branche relie un couple de nœuds (u,v) et ces nœuds sont appelés 

communément extrémités de la branche. On parle de nœuds adjacents (ou voisins) pour 2 

nœuds reliés par une branche. Les branches du graphe peuvent être orientées (dirigées) ou 

non-orientées. Par exemple, pour la représentation de l’information transitant dans les 

motoneurones, c’est-à-dire les cellules nerveuses qui commandent la contraction d’un 

muscle, les branches doivent être orientées. A l’inverse pour les réseaux de transports 

routier ou pour les réseaux de collaborations scientifiques, les interactions sont 
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bidirectionnelles et donc les branches sont non-orientées. Il en découle qu’un graphe 

composé uniquement de branches non-orientées sera appelé graphe non-orienté et 

réciproquement pour un graphe orienté. Fréquemment on considère que les graphes ne 

comportent pas de boucles, c’est-à-dire une branche reliant un nœud à lui-même. 

 Dans de nombreuses applications, les interactions entre éléments ne sont pas 

homogènes. C’est par exemple le cas du nombre de passagers transitant entre deux 

aéroports ou de la résistance d’un câble électrique. Un poids est alors affecté aux branches 

du graphe, il est généralement noté wuv pour la branche entre les nœuds (u,v). Seuls les 

graphes avec des poids positifs sont étudiés dans cette thèse, les autres graphes nécessitent 

un traitement particulier.  

 La dernière notion est celle de la connexité. Un graphe est dit connexe si et seulement 

s’il existe un chemin reliant chaque paire de nœuds, autrement dit, si tous les nœuds du 

graphe sont connectés entre eux. Lorsqu’un graphe n’est pas connexe, les sous graphes 

connexes sont définis. Le sous graphe comptant le plus de nœuds est appelé composante ou 

cluster géant.  

II.1.2.1.c. Matrices du graphe 

 Pour des besoins mathématiques, les graphes sont souvent représentés grâce à des 

matrices. Certaines ont déjà été évoquées au début du chapitre. 

 Tout d’abord, dans la théorie des graphes, la matrice primitive des admittances est la 

matrice des poids, elle décrit les caractéristiques des branches du graphe lorsqu’elles sont 

déconnectées du réseau. Elle est généralement diagonale et ses éléments sont les poids des 

branches. A noter que dans le cas particulier où certaines branches impactent les autres 

branches du réseau, tel que cela peut être le cas pour des impédances mutuelles dans le 

domaine électrique, des éléments non diagonaux existent. La matrice des poids W est 

composée de e lignes et de e colonnes et se construit ainsi : 

.et   noeuds lesliant   branche lapour   avec   

00

00

000

000

2

1

vutww

w

w

w

W uvt

e





























 

 Ensuite, la matrice d’incidence décrit les interconnexions des branches. Elle traduit la 

topologie du réseau. C’est une matrice nœuds/branches de n lignes et e colonnes : 

































tu

tu

tu

m

mm

mm

M ut

nen

e

inc

 branche la de extrémité une pasest n'  noeud le si    0 

 branche la de  terminaleextrémitél'est   noeud le si  1

 branche la de initiale extrémitél'est   noeud le si    1 

 avec   

1

111








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 En combinant la topologie et les caractéristiques des éléments on obtient la matrice 

Laplacienne du graphe L. Elle est définie uniquement pour des graphes non-orientés. Elle 

est fréquemment utilisée dans la théorie des graphes et sera celle que l’on utilisera 

principalement pour modéliser un réseau électrique. Cette matrice est construite à partir de 

la matrice des poids et de la matrice d’incidence par : 

 T

incinc MWML **  II-1 

La matrice Laplacienne obtenue a n lignes et n colonnes et est définie par : 































 


sinon.       0     

; si  

adjacents;sont  et vu  si      

 avec      
)(

1

111

vuw

w

L

LL

LL

L
uvoisp

up

uv

uv

nnn

n







 

La matrice Laplacienne a plusieurs propriétés importantes. Par construction, les sommes de 

ses colonnes et de ses lignes sont toutes égales à 0. Ceci implique que le déterminant de la 

matrice Laplacienne est toujours nul [34]. C'est donc une matrice singulière. De plus, elle 

est toujours symétrique car elle représente seulement des graphes non-orientés.  

La trace de la matrice Laplacienne peut être calculée grâce aux poids des branches : 

 )(*2)(
)(

WtracewLtrace
u uvoisp

up  


 
II-2 

 

 La matrice d’adjacence est la matrice la plus couramment utilisée pour le calcul des 

paramètres des graphes grâce à sa simplicité. Elle permet de surcroit de décrire l’ensemble 

des interconnexions et des caractéristiques des éléments du réseau. La matrice d’adjacence 

A simple du graphe ne prend pas en compte les poids des branches. C’est une matrice de n 

colonnes et n lignes. Elle est définie par : 























sinon. 0

; noeud le  vers noeuddu lien un  existe ils' 1
 avec      

1

111
vu

a

aa

aa

A uv

nnn

n







 

Puisque les graphes considérés ne comportent pas de boucles, la diagonale de la matrice est 

composée uniquement de 0. Dans le cas d’un graphe non-orienté la matrice d’adjacence est 

symétrique. La matrice d’adjacence pondérée Aw intègre en plus le poids de chaque 

branche : 























sinon. 0

; noeud le  vers noeuddu lien un  existe ils' 
 avec      

uvw

uv

1

111
vuw

a

aa

aa

A
w

nn

w

n

w

n

w

w







 

Comme pour la matrice d’adjacence simple, la matrice d’adjacence pondérée est 

symétrique pour un graphe non-orienté.  
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II.1.2.2. Graphe d’un réseau électrique résistif 

 Dans le domaine électrique, une résistance est représentée par une branche et donc 

chaque connexion entre résistances est un nœud du graphe. Le poids wuv de la branche 

entre les nœuds (u,v) est égal à son admittance yuv (=1/Ruv). Par conséquent, une branche 

avec un poids important aura une résistance faible, et inversement. Les branches sont 

logiquement non-orientées car la circulation du courant dans une résistance n’a pas de sens 

imposé.  

 De plus, chaque nœud u a une tension (ou potentiel) nodale notée Vu et dans chaque 

branche transite un courant iuv ce qui entraine une chute de tension entre les bornes de la 

branche dVuv. Il est important aussi de définir la notion de courant nodal Iu : il est égal à la 

quantité de courant injecté/extrait du réseau au nœud u. Donc une source pour laquelle un 

courant est injecté dans le réseau a un courant nodal Is strictement positif. A l’inverse, une 

charge c qui absorbe du courant implique Ic strictement négatif. Tous les nœuds n’étant ni 

une source ni une charge ont un courant nodal nul. Dans nos travaux, seuls les réseaux 

électriques entièrement connectés (donc modélisés par des graphes connexes) sont étudiés 

puisque dans le cas contraire chaque sous réseau pourra être analysé indépendamment.  

 Pour un réseau électrique, la matrice Laplacienne du graphe est équivalente à la 

matrice admittance (voir annexe A). Elle permet donc de représenter le comportement 

électrique d’un circuit et relie le vecteur des tensions nodales V au vecteur des courants 

nodaux I grâce à l’équation : 

 ILV   II-3 

On rappelle que la matrice Laplacienne a la particularité d’être non inversible. Cela se 

traduit par le fait qu’il est impossible d’obtenir un unique vecteur des tensions des nœuds V 

à partir des courants nodaux. Pour mieux comprendre cela, il suffit de reconstruire la 

matrice Laplacienne à partir des lois de Kirchhoff sur un réseau simple à 3 nœuds (Figure 

II-4).  

 

Figure II-4. Réseau simple de 3 nœuds. 
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Il est possible d’écrire 3 équations à partir de la loi des mailles mais elles sont seulement 

indépendantes deux à deux. Par exemple : 

 





































23

12

23

12

23

12

1
0

0
1

v

v

R

R

i

i
 II-4 

Pour créer la matrice Laplacienne du graphe, ces équations sont transformées dans la base 

nodale, ici de 3 nœuds : 

 




























































3

2

1

2323

23232312

1212

3

2

1

110

1111

011

V

V

V

RR

RRRR

RR

I

I

I

 II-5 

La matrice Laplacienne obtenue est une matrice (3x3) cependant elle reste de rang 2 car 

malgré le changement de base il n’y a toujours que 2 équations indépendantes. Malgré la 

non inversibilité, il est tout de même possible de retrouver un vecteur des tensions nodales 

à partir des courants nodaux [35]: 

 ILV   II-6 

On note L◊ le pseudo-inverse de Moore-Penrose [36] de la matrice Laplacienne. Son usage 

pour le calcul des tensions nodales revient à imposer une relation entre les potentiels du 

réseau ∑ 𝑉𝑡𝑡 = 0 (cf. annexe B). 

II.1.2.3. Exemples 

 Les graphes des réseaux illustratifs de la partie II.1.1 vont être décrits. Puisque le 

réseau électrique maillé est composé de 35 résistances, son graphe associé, représenté sur 

la Figure II-5, comporte 35 branches de poids identiques wuv égaux à 5882,4 Ω-1. Ces 

branches sont reliées grâce à 25 nœuds numérotés. La source et la charge sont représentées 

par respectivement une extraction et une injection de courant dans le réseau. A noter que 

tous les graphes représentés dans ce mémoire sont tracés grâce au logiciel Gephi spécialisé 

dans la visualisation et l’analyse des graphes [37] ou à l'aide du logiciel Matlab. 
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Figure II-5. Graphe modèle du réseau maillé présenté Figure II-1. 

Cette représentation visuelle du graphe n’est pas unique, en effet la formulation d’un 

graphe n’impose aucune visualisation mais seulement une topologie du réseau. Afin de 

simplifier la compréhension d’un graphe électrique il est généralement intéressant de 

conserver la localisation géométrique des éléments du réseau.  

 La Figure II-6 montre la représentation visuelle du graphe modèle du réseau électrique 

quasi-radial. Le graphe est composé de 8 branches et de 7 nœuds. Le poids de la branche 

entre les nœuds 4 et 5 est 10 fois inférieur à ceux des autres branches (w45 = 588,24 Ω-1) 

puisque sa résistance est 10 fois supérieure. Couramment, dans la représentation visuelle 

d’un graphe, l’épaisseur d’une branche donne une indication sur son poids, plus la branche 

est épaisse et plus son poids est important. 

 

Figure II-6. Graphe modèle du réseau quasi-radial présenté Figure II-2. 

 Les graphes peuvent aussi être définis par les matrices présentées dans la partie 

II.1.2.1.c. Pour éviter l’écriture de matrices indigestes, seules celles du réseau quasi-radial 

sont données ici. Les matrices d’adjacences simple A et pondérée Aw du réseau quasi-radial 

sont définies par :  

 

 



Chapitre II : Besoin d’une nouvelle analyse 

 

- 41 - 

 































0110000

1010000

1101000

0010110

0001001

0001001

0000110

A

 































010.88,510.88,50000

10.88,5010.88,50000

10.88,510.88,5010.588,0000

0010.588,0010.88,510.88,50

00010.88,50010.88,5

00010.88,50010.88,5

000010.88,510.88,50

33

33

333

333

33

33

33

wA  

Le graphe est composé de 7 nœuds et 8 branches donc la matrice d’incidence est de la 

taille (7x8) : 



















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









11000000

10100000

01110000

00011100

00001010

00000101

00000011

incM

 

Et la matrice Laplacienne du graphe est :  













































333

333

3333

3333

333

333

333

10.77,1110.88,510.88,50000

10.88,510.77,1110.88,50000

10.88,510.88,510.35,1210.588,0000

0010.588,010.35,1210.88,510.88,50

00010.88,510.77,11010.88,5

00010.88,5010.77,1110.88,5

000010.88,510.88,510.77,11

L
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II.1.3 Eléments d’analyse 

 La formulation des réseaux électriques sous forme d’un graphe donne accès à une 

multitude d’approches permettant de mettre en évidence les propriétés électriques et 

topologiques du réseau.  

II.1.3.1. Résolutions des équations de circuit 

 Une approche évidente revient à résoudre les équations de circuit qui décrivent le 

réseau électrique et qui sont, pour nous, portées par les matrices descriptives du graphe. 

Dans un réseau soumis à un courant continu, cette résolution peut être faite à partir de la 

matrice Laplacienne du graphe qui relie les tensions nodales aux courants nodaux 

(équation II-3).  

 Imaginons que l’on étudie la chute de tension entre une source s injectant un courant I0 

égal à 250 A et une charge c. Le réseau considéré est le réseau quasi-radial présenté sur la 

Figure II-2. La source est placée au nœud 3 et la charge au nœud 6. Le vecteur des courants 

nodaux est donc défini par : 

 

































0

250

0

0

250

0

0

I  II-7 

Les tensions nodales sont calculées, grâce à l’équation II-6 rappelée ci-dessous. 

 ILV   II-8 
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Les courants dans les branches s’en déduisent. 

 

Figure II-7. Tensions nodales (V) et courants pour un courant I0 = 250 A. 

Dans cette configuration, la chute de tension entre la source et la charge est égale à: 

 VVVdV  4852,06336   II-9 

 Les mêmes calculs peuvent être réalisés sur le réseau maillé présenté sur la Figure II-1. 

Le réseau est toujours composé d’une source et d’une charge entre lesquelles un courant de 

250 A circule. Les tensions nodales et les courants de branches calculés dans cette 

configuration sont tracés sur la Figure II-8. Ce réseau offre une meilleure connexion entre 

la source et la charge puisque la chute de tension est largement inférieure (dV36 = 0,067 V). 

On remarque de plus que la circulation de courant se fait principalement sur les branches 

horizontales, de la gauche vers la droite. 

I0 
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Figure II-8. Tensions nodales (V) et courants pour un courant I0 = 250 A. 

II.1.3.2. Analyses topologiques 

II.1.3.2.a. Les degrés des nœuds 

 Plutôt que de résoudre les équations de circuit, il est possible d’étudier seulement les 

propriétés topologiques du graphe qui sous-tend le réseau. Une des propriétés usuelles d’un 

nœud u dans la théorie des graphes est son degré noté ku. Il est défini comme étant le 

nombre de voisins du nœud u, c’est-à-dire le nombre de branches connectées au nœud. On 

le calcule à partir de la matrice d’adjacence simple : 

 




n

v

uvu ak
1

 II-10 

Dans les graphes orientés, le degré entrant kin
u et sortant kout

u sont respectivement le 

nombre de branches dirigées vers le nœud u et celui partant de u. Le degré d’un nœud 

devient alors 
out

u

in

uu kkk  . Le degré pondéré est logiquement défini comme la somme des 

poids des branches connectées à un nœud, le degré pondéré d’un nœud u est donc égal à 

l’uième élément diagonal de la matrice Laplacienne : 

 




n

v

uv

w

u wk
1

 II-11 

Par exemple, les degrés simple et pondéré du graphe du réseau quasi-radial sont : 

I0 
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 2233222k
 

et : 

 3333333 10.77,1110.77,1110.35,1210.35,1210.77,1110.77,1110.77,11wk  

Les degrés pondérés des nœuds des réseaux quasi-radial et maillé sont tracés sur la Figure 

II-9. 

 

Figure II-9. Degrés pondérés des nœuds pour (a) le réseau quasi-radial et (b) le réseau maillé. 

Si l’on compare ce paramètre topologique avec la circulation des courants issue de la 

résolution des équations de circuit, il n’apparaît pas de conclusion évidente même s’il 

semble que les nœuds traversés par un courant important sont principalement des nœuds à 

fort degré. Cependant, cette observation n’est pas généralisable à tous les réseaux.  

 Lorsqu’un graphe devient complexe, une manière simple de caractériser ses degrés est 

d’utiliser le degré moyen 〈𝑘〉 et la distribution des degrés P(k). Le degré moyen est égal à : 

 

n

e
k

n
k

n

u

u *2
1

1

 


 II-12 

Avec n le nombre de nœuds et e le nombre de branches. 

La distribution des degrés P(k) est par définition : 

 

n

N
kP k)(  II-13 

avec Nk le nombre de nœuds de degré k. Cette distribution a joué un rôle primordial dans 

l’étude des graphes et en particulier dans la découverte des réseaux invariants d’échelles 
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(dits scale-free en anglais), c’est-à-dire des réseaux dont la distribution des degrés suivent 

une loi de puissance [23][38]. 

II.1.3.2.b. La notion de clustering 

 Le coefficient de clustering est souvent utilisé pour l’étude des interactions sociales. 

C’est une mesure de connectivité d’un nœud et de son voisinage. Dans le domaine social, il 

donne la probabilité que deux personnes amies d’une même 3ème personne soit aussi amies 

entre elles. En termes de graphes, le coefficient de clustering du nœud u est défini comme 

étant le rapport du nombre de branches effectives entre ses voisins j et k sur le nombre de 

branches possibles entre eux, sa valeur est donc comprise entre 0 et 1 et se calcule par 

[39] : 

 

)1( 



uu

ukjkuj

u
kk

aaa
c

 

II-14 

Les coefficients de clustering de chaque nœud du réseau quasi-radial sont : 

 11
3

10000c
 

 

Figure II-10. Coefficients de clustering pour (a) le réseau quasi-radial et (b) le réseau maillé. 

 De par sa topologie, les coefficients de clustering du réseau maillé sont tous nuls. Dans 

nos exemples, il n’y a alors pas de lien visible entre les coefficients et la circulation du 

courant. 



Chapitre II : Besoin d’une nouvelle analyse 

 

- 47 - 

 

II.1.3.2.c. Distances et résistances 

 Pour de nombreux réseaux tels que les réseaux de transport routier, la distance 

géométrique à vol d’oiseau entre 2 nœuds est évidente. Cependant le réseau ne permet pas 

forcément une liaison directe entre les 2 nœuds et nécessite parfois un détour important. La 

distance géométrique n’est donc pas forcément pertinente. C’est notamment le cas pour les 

réseaux électriques, mais surtout pour les réseaux d’interactions sociales, dans lesquelles la 

distance géométrique n’existe pas. Il est donc nécessaire de définir une notion de distance 

dans la théorie des graphes afin de caractériser « l’éloignement » entre les nœuds. Pour 

cela on introduit la notion de chemin, ensemble de branches permettant de relier 2 nœuds. 

Sa longueur est égale au nombre de branches le composant pour un graphe sans poids. 

Avec des branches pondérées la longueur d’un chemin est la somme de l’inverse du poids 

de chaque branche du chemin. Il existe une multitude de chemins entre 2 nœuds mais il est 

intéressant d’obtenir le chemin les reliant le plus facilement, c’est-à-dire le chemin avec la 

longueur la plus faible possible, il est appelé le plus court chemin. Dans la théorie des 

graphes la distance duv entre u et v est égale à la longueur du plus court chemin entre ces 

nœuds. Pour un réseau électrique la distance est une somme d’inverses d’admittance, elle 

est donc assimilée à une résistance et s’exprime en Ohm. Pour un petit réseau, la recherche 

du plus court chemin peut être faite visuellement mais pour un réseau de taille plus 

importante, l’utilisation d’un algorithme de parcours [40] BFS (Breadth First Search) pour 

un graphe non pondéré ou de Dijkstra [41] pour un graphe pondéré est requise. Pour mieux 

comprendre, les tracés de plusieurs plus courts chemins sont montrés Figure II-11. 

 

Figure II-11. Distance des plus courts chemins simple d et pondérés dw pour le graphe du réseau quasi-
radial. 

Pour analyser des graphes, il est fréquemment utile de comparer leur distance moyenne des 

plus courts chemins 〈𝑑〉 que l’on appelle fréquemment distance moyenne. Elle est définie 

comme la moyenne des plus courts chemins entre chaque paire de nœuds du graphe : 
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Il est possible de calculer la distance moyenne simple ou pondérée.  

 La distance moyenne simple permet de quantifier la connectivité d’un graphe sans 

tenir compte des poids des branches. Par exemple, pour le réseau maillé la distance 

𝑑27 = 3  

𝑑𝑤
27 = 20,4.10−4 

𝑑13 = 1 

𝑑𝑤
13 = 1,7.10−4 
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moyenne simple est égale à 3,53 contre 2,05 pour le réseau quasi-radial ce qui signifie que 

les nœuds du réseau maillé sont plus éloignés et moins bien connectés entre eux. Par 

contre, lorsque l’on regarde les distances moyennes pondérées (tenant compte des 

résistances des branches), celle du réseau quasi-radial devient supérieure à celle du réseau 

maillé (12,22.10-4 Ω > 6,00.10-4 Ω) car la résistance de la branche entre les nœuds 4 et 5 

dégrade fortement la connectivité entre les groupes de nœuds (1, 2, 3, 4) et (5, 6, 7). 

 

Il est possible d’obtenir les résistances électriques équivalentes entre les nœuds du réseau 

grâce à la matrice résistance-distance. Cette matrice a été introduite par Klein et Randić en 

1993 pour le domaine de la chimie [42]. La matrice résistance-distance MΩ peut se calculer 

à partir du pseudo-inverse de Moore-Penrose [36] de la matrice Laplacienne du graphe : 

 
  jjijii LLLjiM 2),(  II-16 

D’après sa définition, la matrice MΩ a n lignes et n colonnes et elle est symétrique. Pour le 

réseau quasi-radial, la matrice MΩ est égale à : 

 









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
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

010.11,010.11,010.81,110.94,110.94,110.98,1

10.11,0010.11,010.81,110.94,110.94,110.98,1

10.11,010.11,0010.70,110.83,110.83,110.87,1

10.81,110.81,110.70,1010.13,010.13,010.17,0

10.94,110.94,110.83,110.13,0010.17,010.13,0

10.94,110.94,110.83,110.13,010.17,0010.13,0

10.98,110.98,110.87,110.17,010.13,010.13,00

333333

333333

333333

333333

333333

333333

333333
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Cette matrice permet de calculer la résistance moyenne entre deux nœuds d’un réseau. Les 

résistances moyennes du réseau quasi-radial et du réseau maillé sont respectivement égales 

à 11,3 mΩ et 0,28 mΩ. Les nœuds du réseau quasi-radial sont donc moins bien connectés 

entre eux que ceux du réseau maillé. C’est un résultat qui conforte l’analyse précédente sur 

les distances moyennes.  

II.1.3.2.d. Notion de centralité (betweenness) 

 La longueur des plus courts chemins dans le graphe est intéressante mais son 

cheminement l’est aussi pour caractériser la centralité d’un nœud. En effet un nœud utilisé 

dans de nombreux plus courts chemins sera sûrement plus important qu’un nœud traversé 

par aucun. Par exemple, dans un réseau de transport, une ville traversée par beaucoup de 

plus courts chemins risque d’être aussi une ville fréquemment traversée par les 

automobilistes et les routiers puisque les transports privilégient les chemins les plus courts. 

Le coefficient de betweenness bu d’un nœud est un indicateur de cette importance [43][44]. 

Il calcule le nombre d’apparitions d’un nœud sur l’ensemble des plus courts chemins du 

graphe : 
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avec lm  le nombre de plus courts chemins entre les nœuds l et m et )(ulm  le nombre de 

plus courts chemins entre les nœuds l et m passant par le nœud u. Dans le réseau quasi-

radial, les nœuds les plus importants selon le calcul du betweenness sont logiquement les 

nœuds 4 et 5 alors qu’aucun plus court chemin ne passe par les nœuds 6 et 7 (voir Figure 

II-12). Les nœuds avec le betweenness le plus important sont les nœuds au travers desquels 

transite le plus de courant comme on peut le voir sur la Figure II-7. La perte d’un de ces 2 

nœuds dégraderait fortement le réseau et empêcherait la circulation du courant entre la 

source et la charge. 

 

Figure II-12. Valeurs de betweenness des nœuds pour le réseau quasi-radial. 

 Les valeurs de betweenness des nœuds du réseau maillé sont tracées sur la Figure 

II-13. Les nœuds les plus importants sont encore les nœuds centraux ce qui est facilement 

compréhensible à partir de la représentation visuelle du graphe mais dans le cas de graphes 

plus complexes qui ne permettent pas une représentation 2D, il serait autrement plus 

difficile de définir ces nœuds importants. Tout comme pour le réseau quasi-radial, les 

nœuds à forte valeur de betweenness sont aussi les nœuds traversés par un courant 

important et donc les nœuds à surveiller dans le réseau pour éviter d’augmenter les chutes 

de tensions.  
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Figure II-13. Valeurs de betweenness des nœuds du réseau maillé 

Plusieurs autres déclinaisons de la mesure de betweenness existent, comme par exemple, le 

coefficient de betweenness des marches aléatoires. Introduite par Newman [43], cette 

mesure de centralité s’intéresse, comme son nom l’indique, à la fréquence d’apparition 

d’un nœud sur des chemins aléatoires. Cette mesure se situe donc aux antipodes de celle 

basée sur les plus courts chemins. En réalité pour un grand nombre de marches, la 

probabilité de passage d’un marcheur sur une branche s’apparente à la répartition du 

courant dans un réseau électrique [43][45]. Cette centralité caractérise donc la topologie du 

réseau mais aussi la circulation du courant. Une forte valeur de ce betweenness d’un nœud 

implique donc qu’un courant important le traverse. La notion de betweenness peut aussi 

être étendue aux branches du graphe. Elle est appelée edge-betweenness et est définie 

comme le nombre d’apparitions d’une branche sur l’ensemble des plus courts chemins du 

graphe [24]. Dans le domaine électrique, cette mesure de centralité est utilisée pour 

identifier les lignes critiques d’un réseau de transport d’électricité [24]. 

II.1.3.2.e. Redistribution d’un courant 

 Une dernière notion intéressante a été développé récemment par Schaub [46] autour de 

la notion d’edge embedness. Ces recherches se sont concentrées sur la redistribution d’un 

courant électrique lors de la défaillance d’une ligne d’un réseau. En effet il est important de 

connaitre la quantité de courant supplémentaire que devra supporter l’ensemble des lignes 

lorsqu’une ligne vient à être coupée. A partir de l’équation II-3 qui relie les tensions 
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nodales aux courants nodaux, Schaub calcule la matrice de redistribution de flux qui décrit 

la sensibilité des branches à la défaillance d’une seule branche, cette matrice est 

indépendante de la valeur et de la localisation de l’injection de courant. Elle est de plus la 

formulation en termes de théorie des graphes du facteur de distribution d’une panne de 

ligne (line-outage distribution factor en anglais). Ces recherches ont permis d’introduire la 

mesure d’edge embeddedness d’une branche d’un graphe. Cette mesure permet de 

quantifier la capacité d’une branche à être redondée par l’ensemble du réseau et donc à 

définir une valeur de criticité des éléments d’un réseau électrique. Les valeurs d’edge 

embeddedness des réseaux quasi-radial et maillé sont données sur la Figure II-14. Pour le 

réseau quasi-radial la branche centrale, qui conduit le plus de courant, a une valeur nulle, 

c’est-à-dire qu’en cas de perte de la branche aucun chemin ne permettra la circulation du 

courant. Sur le réseau maillé, on remarque que les branches centrales sont les branches les 

mieux redondées alors que les branches « cul-de-sac » ont une valeur nulle. Le réseau 

maillé semble donc être plus robuste aux défaillances de branches puisque les branches les 

plus utilisées par la circulation du courant sont bien redondées alors que le réseau quasi-

radial est vulnérable, la perte d’une seule branche déconnecte le réseau. 

 

Figure II-14. Edge embeddedness des branches (a) du réseau quasi-radial et (b) du réseau maillé. 

 

II.1.3.3. Problèmes de circulation de flux 

 En théorie des graphes, une attention est aussi portée sur les réseaux de transport (en 

anglais : flow network), c’est-à-dire un graphe qui a la particularité de s’intéresser à la 

circulation de flux dans des branches ayant chacune une capacité [47]. Ils sont soumis à 
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deux règles : la quantité de flux transitant dans une branche ne peut dépasser sa capacité et 

la quantité de flux rentrante dans un nœud doit être égale à la quantité de flux sortante, 

excepté pour les nœuds sources (qui n’ont pas de flux entrant) et les nœuds puits (qui n’ont 

pas de flux sortant). Cette notion de flux est particulièrement adaptée à la modélisation de 

la circulation de fluide dans des tuyaux limitée par leur section ou alors de la circulation de 

courant dans une résistance limitée par une contrainte thermique. Le problème le plus 

fréquemment cité utilisant la notion de flux est la recherche de la quantité de flux 

maximum pouvant transiter entre 2 nœuds d’un réseau. Un algorithme permettant de le 

résoudre a été inventé par les scientifiques Ford et Fulkerson en 1955 [48]. Ce problème 

est directement relié au problème de coupe minimale d’un graphe (minimum-cut en 

anglais), c’est-à-dire le nombre minimal de branches à retirer dans le graphe afin de le 

séparer en deux sous graphes indépendants [49]. Le flux maximum pouvant transiter entre 

les 2 nœuds de séparation est identique à la capacité de la coupe minimale qui les sépare. 

Donc une information sur la robustesse d’un réseau, dans le sens de la capacité à continuer 

à fonctionner malgré des défaillances, est obtenue au travers de ces problèmes.  

 

II.2. Une première approche des liens entre topologie et 

robustesse 

 Afin de confronter la topologie d’un réseau à ses performances électriques, notre 

première idée a été de classer les différents réseaux selon leur robustesse, leur capacité à 

continuer de réaliser leur fonction de retour de courant malgré des défaillances de leurs 

éléments. Nous avons créé pour cela l’indicateur de robustesse IR10% qui correspond au 

pourcentage de branches minimum moyen à retirer dans le réseau pour avoir 10% des 

charges non fonctionnelles, c’est-à-dire déconnectées ou avec une chute de tension à leur 

borne supérieure à notre critère de tension de 0,5 V.  

 Pour se rapprocher de la problématique d’un réseau de retour de courant, nous avons 

de plus décidé d’étudier des réseaux 3D à mailles carrées de 53 nœuds qui seront creusés de 

manière aléatoire afin de faire varier leurs propriétés et de tenter d’arriver à des 

comportements statistiquement intéressants pour les liens entre topologie et robustesse. Le 

graphe à mailles carrés complet ainsi qu’un exemple de graphe dont 1/3 des branches ont 

été retirées aléatoirement sont représentés sur la Figure II-15. 
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Figure II-15. Graphe complexe 3D de réseau à mailles carrées de 53 nœuds : (a) réseau complet de 300 
branches ; (b) réseau creusé avec 200 branches choisies aléatoirement 

La longueur, la résistivité et la masse volumique sont identiques pour toutes les branches et 

valent respectivement 1 m, 1,7.10-8 Ω.m et 8920 kg/m3. Les sections des branches valent 

initialement 1 cm² mais peuvent être modifiées. 10 charges fixées injectent chacune 600 A 

(carré rouge sur la Figure II-15) et une source absorbe 6000 A (cercle vert). Seuls les 

réseaux permettant le bon fonctionnement de l’ensemble des charges avant défaillances 

seront étudiés. 

 Un premier travail a consisté à étudier l’influence du degré moyen 〈𝑘〉 sur la 

robustesse du réseau. Puisque le degré moyen est directement relié aux nombres de 

branches d’un réseau (cf. équation II-12), on compare des réseaux creusés de différentes 

manières. Pour pouvoir être comparés en termes topologie/robustesse, tous les réseaux sont 

de masse identique égale à 267,6 kg. Trois topologies de réseaux sont étudiés : des réseaux 

creusés aléatoirement de 250 branches (〈𝑘〉 = 4,0), de 200 branches (〈𝑘〉 = 3,2) et de 150 

branches (〈𝑘〉 = 2,4) et pour garder une masse constante, les sections de branches sont 

respectivement de 1,2, 1,5 et 2 cm². Les indicateurs de robustesse IR10% ont été calculés 

pour 500 réseaux différents et sont tracés Figure II-16. 
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Figure II-16. Distribution des indicateurs de robustesse IR10% pour des réseaux de différents degrés 

Logiquement plus le degré moyen est élevé et plus le réseau semble robuste, capable 

d’assurer sa fonction de retour de courant malgré des défaillances de branches. Par 

exemple, pour un réseau creusé 〈𝑘〉 = 2,4, lorsque le réseau a perdu plus de 10 % de ses 

branches, il n’y a quasiment aucune chance d’avoir l’ensemble des charges fonctionnelles 

alors que pour un réseau de degré supérieur il faut retirer plus de 20 % des branches pour 

être sûr qu’une charge ne soit plus fonctionnelle. Le degré moyen semble donc être une 

propriété influente du compromis masse / robustesse d’un réseau électrique. 

 Cependant lorsque le nombre de branches du réseau diffère, les autres propriétés issues 

de la théorie des graphes telles que la distance moyenne ou le coefficient de clustering 

moyen diffèrent aussi comme on peut le voir dans le Tableau II-1. Il est donc nécessaire 

d’étudier en même temps l’impact de l’ensemble des propriétés topologiques sur la 

robustesse. Notre problème est donc multi-variable et difficile à appréhender.  

 
Degré pondéré 

moyen 〈𝒌𝒘〉 
Distance moyenne 

〈𝒅〉 
Betweenness moyen 

〈𝒃〉 

Creusé 〈𝒌〉 =

𝟒 
2,82.104 7,10.10-4 0,0326 

Creusé 〈𝒌〉 =

𝟑, 𝟐 
2,82.104 6,33.10-4 0,0362 

Creusé 〈𝒌〉 =

𝟐, 𝟒 
2,82.104 5,69.10-4 0,0397 

Tableau II-1. Paramètres en moyenne des réseaux creusés. 

 Les méthodes de partitionnement des données (clustering data en anglais) sont une des 

solutions pour traiter les problèmes multi-variable et mettre en évidence leurs propriétés 
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[50]. Mais ces méthodes nécessitent un échantillon excessivement important de réseaux 

afin d’obtenir des résultats intéressants. Pour donner un ordre d’idée, pour retirer 100 

branches d’un réseau de 300 branches il y a 
8110.16,4

200

300









 combinaisons possibles. Le 

temps de génération de 500 réseaux creusés et du calcul de leurs indicateurs de robustesse 

est d’environ 2 heures et 20 minutes. Il n’est donc pas envisageable de réaliser les millions 

de simulations nécessaires. .  

 Face à ce défi, il convient de trouver une approche alternative qui permette de mieux 

saisir les liens entre topologie et robustesse sans être trop coûteux en temps de calcul. C’est 

l’objet du chapitre suivant. 

 

II.3. Conclusions 

 Les équations de circuit sont souvent présentées comme la simplification des 

équations de Maxwell qui constituent les postulats de base de l'électromagnétisme. Mais 

elles peuvent aussi être vues comme la déclinaison de la théorie des graphes appliquée à 

des objets bien particuliers satisfaisants aux lois de Kirchhoff. C’est bien sûr le cas des 

réseaux électriques. Pour un graphe modélisant un réseau électrique, les lois de Kirchhoff 

sont respectées au travers de la matrice Laplacienne du graphe qui porte l’information 

topologique. La modélisation des réseaux électriques sous forme de graphe offre une 

multitude d’approches permettant de mettre en évidence les propriétés électriques et 

topologiques du réseau. Cependant, l’étude de ces réseaux dans le domaine habituel de la 

représentation nodale classique d’un graphe est limitée pour la compréhension de certains 

liens entre leur topologie et leur robustesse. On a pu l’observer à travers la première 

approche réalisée dans la partie II.2, l’impact de la topologie du réseau sur ses 

performances électriques est un problème multi-variable et multi-échelle, difficile à 

appréhender. On propose donc de changer d’espace d’étude en travaillant dans le domaine 

spectral. Dans le Chapitre III suivant nous proposons une méthode basée sur la théorie 

spectrale des graphes qui est capable de relier la topologie d’un réseau à ses performances 

électriques.  



 

 

  



 

 

Chapitre III. Analyse spectrale des réseaux 

électriques 
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 L’impact de la topologie sur la robustesse d’un réseau électrique est un problème 

complexe, multi-variable et multi-échelle. En d’autres mots, la complexité d’un réseau de 

retour de courant est telle qu’elle rend difficile pour le cerveau humain l'identification des 

propriétés pilotant sa robustesse. Pour faciliter la compréhension des liens entre topologie 

et robustesse, les spectres des matrices caractéristiques du graphe sont intéressants. On 

entend par spectre d’une matrice, l’ensemble de ses valeurs propres. Nous nous 

focaliserons plus particulièrement sur le spectre de la matrice Laplacienne du graphe. Nous 

verrons qu’il a l’énorme avantage de proposer une lecture multi-échelle des propriétés du 

réseau qui ne peut pas être réalisée à partir d’une simple inspection visuelle. De plus, il lie 

les propriétés électriques et structurelles d’un réseau aux valeurs et vecteurs propres de la 

matrice de son graphe. Un lien entre les propriétés du réseau et sa topologie en découle. 

 Ce chapitre a deux objectifs : introduire les notions de base de la théorie spectrale des 

graphes et présenter des outils d’analyse, basés sur cette même théorie, applicables aux 

réseaux de retour de courant continus. 

 

III.1. Théorie spectrale des graphes 

 La théorie spectrale des graphes a des applications dans de multiples disciplines [51]. 

Elle est déjà couramment utilisée pour l’étude des systèmes dynamiques car elle offre une 

lecture alternative multi-échelle [52], en chimie sur les isomères des alcanes [30] ou en 

biologie pour comprendre les fonctions et les évolutions de la structure des protéines [28]. 

Plusieurs articles et livres proposent une présentation exhaustive de la théorie spectrale des 

graphes [53][54][55][56][57]. 

 

III.1.1 Valeurs propres, vecteurs propres et modes 

 La théorie spectrale des graphes correspond à la formalisation des propriétés des 

valeurs propres et des vecteurs propres d’une matrice associée à un graphe. Cette matrice 

peut être n’importe quelle matrice représentative du graphe mais généralement le spectre 

étudié est celui de la matrice Laplacienne présentée dans la partie II.1.2.1. Communément, 

on appelle spectre du graphe le spectre de la matrice Laplacienne. 

 Les valeurs propres θ de la matrice Laplacienne L d’un graphe de n nœuds sont les 

solutions non triviales du polynôme caractéristique : 

 0)*det(  identité
nML   III-1 

avec 
identité

nM  la matrice identité d’ordre n. Pour un graphe de n nœuds, la résolution de 

l’équation fournit n valeurs propres. L’ordre de multiplicité algébrique d’une valeur propre 

est égal à la multiplicité de la solution associée. Cependant, pour faciliter la 
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compréhension, toutes les solutions, même multiples, seront notées et donc un graphe de n 

nœuds aura toujours n valeurs propres. Par construction, la matrice Laplacienne est 

symétrique avec des coefficients réels donc toutes ses valeurs propres sont réelles. De plus, 

elle est semi-définie positive : les valeurs propres sont donc positives ou nulles 

(démonstration en annexe C). La matrice Laplacienne de n’importe quel graphe admet au 

moins une valeur propre égale à 0 (cf. annexe D). La multiplicité algébrique de cette valeur 

propre nulle est identique au nombre de composantes connexes d’un graphe. Un graphe 

connexe n’admet qu’une seule valeur propre nulle. Par convention les valeurs propres sont 

rangées par ordre ascendant : n  21 0 . Pour un réseau connexe, la seconde 

valeur propre θ2 est appelé connectivité algébrique et la plus grande θn, rayon du spectre. 

Les valeurs propres peuvent être regroupées dans une matrice diagonale des valeurs 

propres Δ de n lignes et n colonnes : 
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
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 III-2 

A noter que la trace de la matrice Laplacienne et de la matrice des valeurs propres sont 

identiques : 

 
i

itraceLtrace )()(  III-3 

 

À chaque valeur propre θi est associé un vecteur propre ψi. Il est défini par : 

  iiL   III-4 

Les vecteurs propres sont des vecteurs colonnes de n lignes 
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 Vu que la matrice Laplacienne est symétrique, les vecteurs propres associés à deux 

valeurs propres différentes sont orthogonaux, c’est-à-dire que 0. j

t

i   si i≠j. De plus les 

vecteurs propres ne sont pas uniques, ils sont définis à un facteur près. Généralement, ils 

sont normalisés de la sorte que 1. i

t

i  . Le vecteur propre ψ1 associé à la valeur propre 

nulle θ1 est proportionnel au vecteur unitaire et la normalisation impose que : 
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 Les vecteurs propres peuvent être regroupés dans une matrice des vecteurs propres de 

n lignes et n colonnes : 

   21 n   III-6 

Des propriétés d’orthogonalités précédentes, il en découle que 
identité
n

TT M  où 

identité
nM  est la matrice identité d’ordre n. Autrement dit, T1 . 

 Pour finir, chaque valeur propre θi ainsi que son vecteur propre associé ψi forment le 

mode i du réseau. Le réseau aura donc n modes.  

 

 Dans le chapitre précédent, le réseau est décrit à partir de la combinaison d’une 

matrice des poids portant une information dans la base des branches et d’une matrice 

d’incidence représentative de la topologie du réseau (cf. II.1.2.1.c). Le réseau et son 

comportement électrique sont alors représentés dans la base nodale grâce à la matrice 

Laplacienne. On retrouve la même information dans la combinaison des valeurs et vecteurs 

propres comme schématisé sur la  Figure III-1. En effet, la matrice Laplacienne peut être 

reconstruite par : 

 TL   III-7 

 

 

Figure III-1. Construction de la matrice Laplacienne à partir de deux bases différentes. 

 

 A titre d’exemple le spectre de la matrice Laplacienne du réseau quasi-radial, présenté 

dans la partie II.1.1, est calculé. Puisque le graphe a 7 nœuds, le spectre est composé de 7 

valeurs propres : 
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Figure III-2. Valeurs propres de la matrice Laplacienne du réseau quasi-radial. 

Pour illustration, les vecteurs propres rangés dans une matrice Ψ sont : 
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Les 25 valeurs propres du réseau maillé de 25 nœuds, décrit dans la partie II.1.1, sont 

tracées sur la Figure III-3. 

 

Figure III-3. Valeurs propres de la matrice Laplacienne du réseau maillé de 25 nœuds. 
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III.1.2 Lecture multi-échelle 

 Pour nous, l’intérêt principal de la théorie spectrale des graphes va résider dans la 

lecture multi-échelle qu’elle propose. En effet, à chaque mode du réseau va être associé 

une échelle d’observation. L’analogie avec l’étude des systèmes dynamiques permet de 

comprendre plus facilement cette notion. Dans le cas dynamique, la valeur propre est 

considérée comme une fréquence caractéristique du système. Dans le cas des graphes, les 

valeurs propres sont associées à des longueurs d’onde caractéristiques. Une faible valeur 

propre est associée à une grande longueur d’onde et donne des informations sur la 

connectivité à grande échelle du réseau. À l’inverse, une grande valeur propre est associée 

à une petite longueur d’onde et est reliée aux connectivités locales des nœuds.  

 Afin de mieux s’imprégner de cette notion essentielle, on va étudier les variations des 

valeurs propres sur le réseau quasi-radial de 7 nœuds. La connectivité algébrique θ2, la plus 

petite valeur propre non nulle, et le rayon de spectre θ7, la plus grande valeur propre, vont 

être recalculés après modification du poids des branches. Si la section d’une des branches 

des deux groupes de nœuds (cas rouge et bleu sur la Figure III-4) est doublée, la 

connectivité locale des nœuds est améliorée et, comme attendu, la plus grande valeur 

propre θ7 est légèrement augmentée alors que la connectivité algébrique θ2 n’est pas 

modifiée. En revanche, quand la section de la branche centrale est doublée (cas vert sur la 

Figure III-4) le rayon du spectre n’est pas modifié alors que la valeur propre θ2 est 

quasiment doublée (de 325 à 617) ce qui signifie que la connectivité longue distance entre 

les deux groupes de nœuds est meilleure. On retrouve que le mode de plus faible valeur 

propre donne des informations sur la connectivité globale du réseau alors que le mode 

associé au rayon du spectre est relié seulement aux connectivités locales du réseau. 

 

Figure III-4. Variations des valeurs propres θ2 et θ7 lors de la modification du poids des branches. Les 
valeurs sont celles : initiales (rond noir), lorsque les branches rouges sont modifiées (carré rouge), les 

branches bleues (triangle bleu) et la branche verte (croix verte). 
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III.1.3 Connectivité algébrique 

 La seconde valeur propre θ2, appelée connectivité algébrique du graphe par Fiedler 

[58], mérite une attention toute particulière. Dans la bibliographie, cette valeur propre est 

considérée comme étant l’information la plus importante du spectre du graphe puisqu’elle 

fournit une mesure de sa connectivité. Par exemple, dans le cas d’un graphe non connexe, 

donc composé de plusieurs groupes de nœuds non connectés entre eux, la connectivité 

algébrique est forcément nulle. De nombreuses études ont été réalisées sur cette valeur 

propre et sont en partie regroupées dans [59]. 

 Le lien entre la connectivité algébrique et la connectivité d’un réseau électrique peut 

aussi être démontré grâce aux inégalités de Cheeger expliquées ci-dessous et illustrées par 

la Figure III-5. 

 Tout d’abord, on définit la frontière (edge boundary) ∂S d’un sous graphe S d’un 

graphe connexe comme étant l’ensemble de branches reliant le sous graphe à son 

complément 𝑆̅, c’est-à-dire au reste du graphe [60]. Pour un sous graphe S donné, on 

définit la variable hG(S) égale à la somme des poids des branches de sa frontière divisée par 

le nombre de nœuds du sous graphe (ou du nombre de nœuds de son complément dans le 

cas où il est plus petit) : 

 

))(),((min
)(

SvolSvol

S
ShG


  III-8 

𝑆̅ est le complément de S, vol(S) et vol(𝑆̅) sont respectivement égaux au nombre de nœuds 

du sous graphe S et du sous graphe 𝑆̅ et |𝜕𝑆| est la somme des poids des branches de ∂S. 

La constante de Cheeger hG est égale à la valeur minimale sur l’ensemble des sous graphes 

possibles [60]: 

 )(min Shh G
S

G   III-9 

Plus sa valeur est grande, plus le nombre de branches nécessaire pour déconnecter une 

partie du graphe est important. On remarque logiquement qu’une constante de Cheeger 

nulle implique que la frontière 𝜕𝑆 est vide. Donc aucune branche ne relie le sous graphe S 

au reste du graphe qui est alors déjà non connexe. 
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Figure III-5. Calcul de la variable hG(S) sur le réseau maillé. 

Par exemple sur la Figure III-5 la variable hG(S) est égale à : 
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III-10 

 

 Il est possible de faire le lien entre la constante de Cheeger et la connectivité 

algébrique θ2. Pour cela on introduit le quotient de Rayleigh [61] relatif à la matrice 

Laplacienne du graphe L : 
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T
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),(  III-11 

avec x un vecteur colonne de n lignes. 

Le quotient peut être réécrit [62] : 
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 III-12 

avec 𝑢~𝑣 signifiant u voisin de v et wuv le poids de la branche entre u et v. 

D’autre part, la connectivité algébrique 𝜃2 peut être définie par [63] : 
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Nous avons désormais tous les outils nécessaires pour relier 𝜃2 à la connectivité du réseau. 

Pour cela nous allons appliquer le quotient de Rayleigh avec un vecteur 𝑓 basé sur une 

ligne de coupure C séparant le graphe en deux sous graphes indépendants A et B : 
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 III-14 

Le vecteur f est perpendiculaire à ψ1 car la somme de ses composantes est égale à 0. En 

intégrant ce vecteur dans l’équation III-13, on obtient : 
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Pour des nœuds u et v appartenant au même sous graphe indépendant, le numérateur de 

l’équation III-15 est nul : 
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En factorisant le numérateur, on retrouve la somme des poids de la frontière C : 
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Par simplification, on obtient : 
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On reconnait la définition de la constante de Cheeger et on en déduit que : 

 
Gh22   III-19 

 

 L’inégalité de Cheeger montre donc que θ2 porte une information sur la connectivité 

du graphe. En effet, plus θ2 est grande et plus la constante de Cheeger est élevée. Donc, la 
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connectivité algébrique pour une taille de sous graphe fixée donne la borne inférieure du 

nombre de branches à retirer pour le déconnecter. La connectivité algébrique est donc 

influente sur la robustesse d’un réseau. 

 

III.2. Analyse spectrale 

 Maintenant que les bases de la théorie spectrale des graphes ont été posées, cette 

seconde partie s’intéresse à son application à nos problématiques de robustesse de réseau 

de retour de courant. Pour rappel, l’objectif de nos travaux et de relier la topologie d’un 

réseau à ses propriétés électriques, particulièrement à sa robustesse.  

 

III.2.1 Décomposition modale 

 On a vu précédemment que le spectre du graphe contient l’ensemble des informations 

de la matrice Laplacienne du graphe qui elle-même porte la topologie et le comportement 

électrique du réseau électrique, il est donc logique que l’ensemble des propriétés 

électriques puissent être réécrites à partir des seuls valeurs et vecteurs propres. 

III.2.1.1. Décomposition modale de la résistance électrique d’un chemin 

 Pour obtenir une décomposition des résistances des branches considérons qu’un 

courant I0 non nul transite entre une source s et une charge c de notre réseau, la résistance 

équivalente entre les deux nœuds est : 
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
  III-20 

D’autre part, les tensions nodales sont reliées aux courants nodaux grâce à la relation : 

 ILV   III-21 

D’où : 

 VI T  III-22 

Le courant nodal du nœud i peut donc être écrit : 
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Avec Ψik et Ψjk les coefficients de la matrice des vecteurs propres Ψ. 

De la même manière un vecteur des tensions nodales peut s’écrire à partir des matrices des 

valeurs propres et vecteurs propres et du vecteur des courants nodaux à partir de l’équation 

III-22 : 
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Au même titre que la matrice Laplacienne, la matrice des valeurs propres n’est pas 

inversible puisqu’elle a une valeur propre nulle, donc pour obtenir le vecteur des tensions 

nodales on utilise le pseudo-inverse de Δ de Moore-Penrose [36]. La matrice Δ◊ est une 

matrice diagonale dont les éléments sont obtenus en inversant les éléments non nuls de Δ : 
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De la même manière que l’équation III-23, la tension nodale d’un nœud i est alors une 

somme des participations de chaque courant nodal : 
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En injectant l’équation III-26 dans III-20, on obtient : 
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Tous les courants nodaux sont nuls exceptés ceux du nœud s et du nœud c égaux 

respectivement à I0 et -I0. L’équation précédente peut alors être simplifiée : 
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III-28 

La participation de chaque valeur propre à la résistance d’un chemin est proportionnelle au 

carré de la différence des composantes du vecteur propre associé.  

 

 Pour illustrer l’intérêt de la décomposition modale, les spectres de plusieurs 

résistances du réseau quasi-radial sont tracés ci-dessous. La topologie du réseau est aussi 

rappelée. 
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Figure III-6. Décomposition modale des résistances du réseau quasi-radial : a) entre les nœuds 3 et 6 ; b) 
entre les nœuds 2 et 3 et c) entre les nœuds 5 et 7. d) Rappel de la topologie du réseau quasi-radial et 

chemins des résistances décomposées. 

 Les décompositions des résistances électriques sont parfaitement adaptées à 

l’illustration de la lecture multi-échelle qu’offre la théorie spectrale. On remarque sur la 

Figure III-6 qu’en fonction du chemin choisi les spectres des résistances sont très 

différents. La résistance entre deux nœuds éloignés (nœuds 3 et 6) est largement dominée 

par le mode 2 associé à θ2 ; les participations des autres modes sont négligeables voire 

nulles. Par contre, la résistance entre deux nœuds non adjacents d’un même sous-groupe 

(nœuds 2 et 3) est uniquement impactée par le mode intermédiaire 3. Alors que pour deux 

nœuds adjacents (5 et 7) les modes associés aux grandes valeurs propres sont prédominants 

et les participations des modes associés aux faibles valeurs propres (2, 3 et 4) sont 

négligeables. Ces résultats concordent parfaitement avec la lecture multi-échelle offerte par 

l’analyse spectrale, les modes associés aux faibles valeurs propres fournissent une 

information globale sur les interactions longues distances du réseau. Au contraire les 

connectivités locales entre des nœuds voisins sont reliées aux modes de fortes valeurs 

propres. 

 Une analyse identique a été réalisée sur des chemins du réseau maillé. Tout comme 

pour le réseau quasi-radial, les participations des modes ne sont pas identiques sur 

l’ensemble des résistances du réseau. Pour la résistance entre les nœuds 5 et 21 seuls les 

modes inférieurs à 10 (donc de valeur propre inférieure à 𝜃10) contribuent alors que, pour 
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la résistance entre les nœuds adjacents 12 et 13, les modes correspondant à des petites et 

grandes valeurs propres contribuent. Cela met une fois de plus en évidence la lecture multi-

échelle. Dans le premier cas, les deux nœuds sont éloignés et ont donc une « composante » 

locale négligeable alors que les deux nœuds proches (12 et 13) ont une composante locale 

en plus d’une partie globale non négligeable qui correspond à la participation du reste du 

réseau. La résistance entre les nœuds 11 et 15 est un exemple de spectre intermédiaire. 

Visuellement, il est évident qu’en termes électriques ces nœuds sont éloignés tout en étant 

mieux connectés que les nœuds 5 et 21. Cette information se retrouve sur le spectre (Figure 

III-7.b). Les modes les plus impactant sont principalement des modes de faibles valeurs 

propres relatifs aux interactions longue distance cependant le mode 2 contribue peu.  

 

Figure III-7. Décomposition modale des résistances du réseau maillé : a) entre les nœuds 5 et 21 ; b) entre 
les nœuds 11 et 15 et c) entre les nœuds 12 et 13. d) Rappel de la topologie du réseau maillé et chemins 
des résistances décomposées. 

 L’information fournie par la décomposition modale de la résistance électrique peut 

être visualisée d’un autre point de vue. Pour un mode k, sa participation sur la résistance 

entre deux nœuds du réseau est calculée par : 
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Des exemples de valeurs sont donnés pour le réseau quasi-radial (Figure III-8) et pour le 

réseau maillé (Figure III-9). Plus une valeur est élevée, plus le chemin considéré est 

impacté par le mode considéré. Pour le réseau quasi-radial, on remarque que le mode 2 ne 

participe qu’à la connectivité globale entre les deux sous-groupes de nœuds, les 

composantes pour les autres résistances sont nulles. A l’inverse, les modes 6 et 7 

contribuent seulement aux connexions locales dans un sous-groupe, respectivement pour le 

sous-groupe de gauche (nœuds 1, 2, 3 et 4) et pour le sous-groupe de droite (5, 6 et 7).  

 Sur la Figure III-9, on retrouve des résultats identiques. Les chemins reliant des nœuds 

éloignés sont fortement impactés par le mode 2. Par contre seuls les chemins entre nœuds 

adjacents centraux du graphe ont des composantes dans le mode 25. Ce mode ne donne 

donc qu’une information locale.  

 

Figure III-8. Participations d’un mode dans la résistance d’un chemin entre deux nœuds du réseau quasi-
radial : (a) pour le mode 2 ; (b) pour le mode 6 et (c) pour le mode 7. 
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Figure III-9. Participations d’un mode dans la résistance d’un chemin entre deux nœuds du réseau maillé : 
(a) pour le mode 2 et (b) pour le mode 25. 

 

 Pour finir, il est aussi possible de s’intéresser à la résistance moyenne du réseau. Elle 

doit être intimement liée à la connectivité du réseau et donc à la robustesse du réseau de 

retour de courant, car plus sa valeur est faible, plus les nœuds sont bien connectés en 

moyenne. La résistance moyenne Rmoy est calculée en sommant l’équation III-28 pour 

l’ensemble des paires de nœuds du réseau : 
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Puisque les valeurs propres sont rangées par ordre croissant, la résistance moyenne d’un 

réseau peut être bornée par : 

 

2

2


moyR  III-31 

L’équation III-31 peut être vérifiée sur les deux réseaux illustratifs. Pour le réseau quasi-

radial : 

 

2

33 2
10.15,610.13,1


 

moyR  III-32 

Et sur le réseau maillé : 

 

2

44 2
10.5,1410.76,2


 

moyR  III-33 

L’inégalité est donc bien correcte pour les deux réseaux. 
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Bornant la résistance moyenne, on retrouve bien le fait que la connectivité algébrique est 

une indication de la robustesse du réseau.  

III.2.1.2. Décomposition modale de la masse du réseau 

 Dans certains cas, des propriétés structurelles du graphe telles que la masse totale du 

réseau peuvent aussi être reliées à la matrice Laplacienne du graphe. Par exemple, lorsque 

toutes les branches sont identiques, le poids wb d’une branche b est : 
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avec Rb : résistance de la branche b, mb : masse de la branche b, l : longueur des branches, 

S : section des branches, ρ : résistivité des branches et μ : masse volumique du conducteur.  

La masse totale du réseau Mtot est alors égale à la somme des masses de ses e branches : 
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III-35 

La masse totale du réseau peut donc elle aussi être décomposée modalement. D’après 

l’équation III-35, elle est inversement proportionnelle à la somme des valeurs propres. La 

masse associée aux connexions locales est donc plus faible que celle relative aux longues 

distances.  

 

III.2.2 Mise en évidence des échelles caractéristiques 

 L’analyse spectrale va maintenant être confrontée à une approche basée sur la méthode 

de croissance d’une boule de façon à mettre en évidence les échelles caractéristiques. La 

méthode de croissance d’une boule (cluster growing method) est bien connue pour réaliser 

le calcul de la dimension fractale d’un réseau [64]. De nombreuses études ont d’ailleurs été 

réalisées avec cette approche afin de comparer les propriétés d’échelle des graphes 

[64][65][66].  

 La procédure de la méthode de croissance d’une boule est décrite ci-dessous et 

illustrée sur la Figure III-10 : 
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a. Un nœud racine est choisi et la plus courte distance électrique lmin entre lui et un 

voisin est calculée. Pour rappel, dans un réseau électrique les distances sont 

analogues à des résistances et sont données en Ohm. 

i. Le rayon du sous graphe r est choisi égal à la plus courte distance électrique 

lmin. 

ii. Tous les nœuds à une distance inférieure ou égale au rayon du sous graphe r 

du nœud racine sont regroupés, comme cela est montré dans l’étape 1 de la 

Figure III-10.  

iii. Les propriétés électriques et structurelles du sous graphe sont mesurées, par 

exemple la résistance électrique moyenne et la masse totale du sous graphe.  

iv. Ensuite le rayon du sous graphe est augmenté d’un pas constant : 

minlrr   et les étapes ii et iii sont répétées jusqu’à ce que tout le graphe 

soit dans le sous graphe (voir les étapes 2 à 4 sur la Figure III-10). 

b. Les étapes i à iv sont répétées en changeant de nœud racine.  

c. Quand tous les nœuds ont été choisis comme nœud racine les résultats sont 

moyennés et utilisés pour tracer la variation des propriétés selon le rayon du sous 

graphe. 

 

A noter que le choix d’un pas constant n’est pas optimal car il amène à considérer des 

boules inutiles, lorsque leurs rayons donnent une valeur entre deux nœuds voisins. La 

valeur mesurée n’a alors pas de sens et devrait être éliminée. Par contre, ce choix 

simplifie le calcul de la moyenne faite sur tous les nœuds racines car la progression des 

boules est identique quel que soit le nœud racine considéré. 
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Figure III-10. Exemple de la croissance d’une boule durant les étapes i à iv pour le nœud racine 3. 

 

 Pour le réseau quasi-radial, la résistance moyenne pour l’ensemble des nœuds racines 

en fonction du rayon du sous graphe est tracée sur la Figure III-11. La topologie du réseau 

permet de distinguer deux échelles caractéristiques. A une échelle locale, la résistance 

moyenne augmente proportionnellement au rayon du sous graphe. Cette évolution 

correspond à l’accroissement du sous graphe aux extrémités du réseau comme on peut 

l’observer, par exemple, dans les étapes 1 et 2 de la croissance d’une boule de nœud racine 

3. Le premier changement d’échelle se fait à partir d’un rayon caractéristique (indiqué sur 

la Figure III-11) proche de la taille moyenne des deux groupes des nœuds (1, 2, 3, 4) et (5, 

6, 7), soit environ 0,20 mΩ. Après cette première transition, la résistance moyenne reste 
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constante puisqu’aucun nœud supplémentaire n’est intégré au sous graphe de rayon r. On 

peut remarquer que cette valeur constante est environ égale à un dixième de la résistance 

moyenne du réseau complet. A partir du moment où le sous graphe atteint le groupe 

opposé et donc absorbe la branche centrale la résistance moyenne augmente rapidement 

jusqu’à atteindre sa valeur maximale égale à 1,13 mΩ. Pour l’exemple de la croissance à 

partir du nœud racine 3 visible sur la Figure III-10, cette variation correspond aux étapes 3 

et 4. Cette analyse conforte l’idée que la branche centrale est reliée aux interactions 

longues distances du réseau et impacte fortement la résistance moyenne.  

 

Figure III-11. (b) Variation de la résistance d’un sous graphe moyenné sur tous les nœuds racines en 
fonction du rayon pour le réseau quasi-radial. (a) Agrandissement pour un rayon inférieur à 0,4 mΩ. 

 La décomposition spectrale de la résistance moyenne est rappelée ci-dessous. 
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Le Tableau III-1 reprend cette résistance moyenne en ne considérant que certaines 

combinaisons de modes. Les valeurs correspondantes sont reportées sur la Figure III-11. 

On voit très nettement qu’à grande échelle, la résistance moyenne tient compte de 

l’intégralité des modes, même si elle est surtout dominée par le mode 2. Plus l’échelle 

décroit, plus le nombre de modes à considérer pour calculer la résistance moyenne est 

faible. 
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Valeur de la résistance moyenne Modes considérés 


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1

1

2
)7(R

k k
 7 

Tableau III-1. Valeur de la résistance moyenne pour plusieurs combinaisons de modes. 

Dans le cas du réseau maillé, l’évolution de la résistance moyenne résultant de la méthode 

de croissance d’une boule est tracée sur la Figure III-12. Contrairement au réseau quasi-

radial, l’analyse réalisée ne permet pas de mettre en évidence le lien entre les propriétés, 

les modes et les échelles caractéristiques du réseau. En effet dès le premier rayon, la 

totalité des modes participe à la résistance moyenne. Autrement dit, il n’est pas possible de 

distinguer différentes échelles et du point de vue multi-échelle, cela signifie que le réseau 

est plutôt homogène. 

 

Figure III-12. Variation de la résistance d’un sous graphe en fonction du rayon du sous graphe pour le 
réseau maillé. 
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III.2.3 Vecteurs propres 

 L’analyse spectrale présentée précédemment s’intéresse principalement au rôle des 

valeurs propres. Et pourtant les vecteurs propres de la matrice Laplacienne portent aussi 

des informations sur la topologie et le comportement électrique du réseau. Par exemple, la 

composante de la résistance électrique entre deux nœuds dans un mode donné dépend 

uniquement de la différence des composantes d’un vecteur propre. L’analyse des vecteurs 

propres en fonction de la topologie du graphe est difficile et très peu de travaux de 

recherche [67] portent sur ce sujet. Dans ce contexte, cette section a seulement pour but 

d’introduire quelques éléments d’interprétation et possibilités d’application des vecteurs 

propres. 

III.2.3.1. Domaine nodaux et frontières 

 Les vecteurs propres sont très utiles pour le partitionnement d’un graphe en plusieurs 

sous-graphes [53]. Même si les systèmes que nous traitons ne sont pas continus, le rôle des 

vecteurs peut-être précisé par analogie avec l’étude des différents modes vibratoires d’une 

corde. Le mouvement d’une corde est une combinaison linéaire de plusieurs modes de 

fréquences différentes. Les oscillations de la corde associées au trois premiers modes sont 

tracées sur la Figure III-13. On remarque que dans le mode 2, la corde présente deux 

domaines distincts, notés + et -. Trois domaines sont présents dans le mode 3. Sur les 

domaines associés à un mode, les fonctions propres qui sont solutions du problème aux 

valeurs propres gardent le même signe en tout point du domaine. Elles s’annulent sur la 

frontière du domaine et les points de cette frontière ne bougent pas lorsque la corde vibre 

selon le mode associé. On appelle ces domaines des domaines nodaux, correspondant aux 

nœuds des modes de vibration de la corde. 

 Par analogie avec le problème de la corde, un graphe va présenter des domaines 

nodaux. Chaque domaine rassemble les composantes de même signe du vecteur propre 

(chaque composante étant associée à un nœud du graphe). Un théorème général nous dit 

que le nombre de domaines nodaux dans un mode k est au maximum égal à k [68]. Par 

exemple, dans le mode 2 seront présents deux domaines nodaux. De même, les domaines 

nodaux du réseau maillé associés aux modes 4, 7 et 25 sont montrés Figure III-15. Dans le 

mode 4, le réseau est découpé en trois domaines nodaux, pour le mode 7 en six domaines 

nodaux. Le mode maximum 25 propose un découpage particulier où chaque nœud est un 

domaine nodal. 
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Figure III-13. Modes de vibration d’une corde 

 Pour couper un graphe en deux sous graphes de taille similaire, on va donc s’aider du 

vecteur propre associé à la connectivité algébrique θ2 [69]. Par exemple, dans le réseau 

quasi-radial, les composantes du vecteur propre du mode 2 sont données sur la Figure 

III-14. En retirant les branches où le vecteur propre change de signe, ici la branche 

centrale, le réseau est séparé en deux sous-graphes de tailles proches. A l’intérieur des 

deux domaines nodaux, les interactions entre les nœuds sont principalement impactées par 

l’ensemble des modes de valeur propre supérieure à θ2. 

 

Figure III-14. Vecteur propre ψ2 et frontière des domaines pour le réseau quasi-radial. 



Chapitre III : Analyse spectrale des réseaux électriques 

 

- 80 - 

 

 Le vecteur propre ψ2 permet aussi de séparer le réseau maillé en deux sous réseaux 

comme on peut le voir sur la Figure III-15.a. La frontière des domaines correspond à 

l’ensemble minimum de branches capable de scinder le réseau. Ces branches sont donc 

particulièrement importantes pour les interactions longues distances et leur perte serait 

catastrophique pour le bon fonctionnement du réseau. 

 Considérons un mode du graphe. Il est possible d’alimenter le graphe en prenant 

comme vecteur des tensions nodales un vecteur colinéaire au vecteur propre associé au 

mode considéré. Les signes des composantes de ce vecteur tension sont données par le 

domaine nodal. Le courant nodal est donné par : 

 ILV   III-37 

D’où : 

 iiiLI    III-38 

 Lorsque l’on alimente le réseau en tension suivant un vecteur propre de la matrice 

Laplacienne, on récupère un vecteur des courants nodaux colinéaires au vecteur des 

tensions. Le vecteur des courants résultant est affecté d’un facteur égal à la valeur propre 

du mode considéré. 

 Il en résulte que les signes des composantes du vecteur courant respectent aussi les 

domaines nodaux. Dans les domaines positifs, les nœuds ont un comportement source 

(courant positif) et dans les domaines négatifs, les nœuds se comportent comme des 

charges. Les circulations des courants se font donc surtout à travers les branches inter-

domaines, c’est-à-dire aux frontières des domaines. Dans le cas d’une alimentation suivant 

le mode 2, le courant traversera le réseau dans sa globalité alors que pour une alimentation 

selon un mode de forte valeur propre les circulations des courants resteront locales entre 

nœuds adjacents. C’est ce qui est montré sur la Figure III-15, les nœuds sources étant 

coloriés en bleu et les nœuds charges en rouge.  
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Figure III-15. Domaines nodaux et frontières du réseau maillé pour : (a) le mode 2 ; (b) le mode 4 ; (c) le 
mode 7 et (d) le mode 25. En bleu les nœuds des domaines positifs et en rouge les nœuds des domaines 

négatifs. 

III.2.3.2. Mesures de centralité des nœuds 

 La mesure de centralité d’un nœud la plus simple est sûrement son degré (voir partie 

II.1.3.2). Cependant, cette mesure n’est pas toujours suffisante. Par exemple, afin de 

classer les pages web dans son moteur de recherche, Google définit une centralité, appelée 

Page Rank [70][71], basée sur trois principes : 

 Les pages recevant le plus d’hyperliens, c’est-à-dire de liens la référençant, sont 

importantes ; 
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 Un hyperlien provenant d’une page importante a plus de poids qu’un lien provenant 

d’une page peu importante ; 

 Si une page contient beaucoup d’hyperliens, chaque hyperlien a moins de valeur. 

Les deux premiers principes peuvent être regroupés au sein d’une centralité dans laquelle 

l’importance d’un nœud est définie comme proportionnelle à la somme des centralités de 

ses voisins. En 1972, Phillip Bonacich [72] introduit l’utilisation des vecteurs propres de la 

matrice d’adjacence simple pour caractériser cette mesure de centralité d’un nœud dans un 

graphe non-orienté (en anglais eigenvector centrality). 

 Pour comprendre cela, partons de la définition d’un vecteur propre vi de la matrice 

d’adjacence simple associé à la valeur propre μi  non nulle : 

 
iii vAv   III-39 

Pour la ligne t de l’équation : 
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avec  
uiv  la uième composante du vecteur propre vi. 

Chaque vecteur propre de la matrice d’adjacence, associé à une valeur propre non nulle, 

fournit donc une mesure de centralité où l’importance d’un nœud est proportionnelle à la 

somme des importances de ses voisins. Habituellement, on utilise le vecteur associé vn à la 

plus grande valeur propre μn de la matrice d’adjacence simple du graphe. Les composantes 

du vecteur propre vn sont toutes du même signe et la valeur propre est toujours positive 

donc les centralités des nœuds sont toutes de même signe ce qui facilite leur comparaison 

[57]. Par exemple, les centralités du réseau quasi-radial et du réseau maillé sont 

respectivement tracées sur la Figure III-16 et la Figure III-17. Les figures mettent en 

évidence le rôle important des nœuds centraux dans nos deux réseaux. 

 

Figure III-16. Centralité du réseau quasi-radial. 
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Figure III-17. Centralité du réseau maillé. 

 

III.2.4 Analyse perturbative du spectre du graphe 

 Jusqu’à maintenant, les propriétés électriques et structurelles d’un réseau ont été 

reliées au spectre de la matrice Laplacienne du graphe. Cependant, en dehors de la 

connectivité algébrique, aucun lien n’a été établi à travers le spectre entre l’organisation 

topologique d’un réseau de retour de courant et sa robustesse, c’est-à-dire dire sa capacité à 

continuer de réaliser sa fonction de retour de courant malgré des défaillances de ses 

éléments. En effet, les vecteurs propres d’un graphe étant fortement modifiés dès qu’un 

lien est supprimé, il est difficile d’obtenir des indications sur ce lien. Par contre, si les 

perturbations sont suffisamment petites, il est possible de tracer leur impact sur le spectre 

[73][74]. On espère ainsi avoir quelques tendances. 

III.2.4.1. Principe de l’analyse perturbative 

Tout d’abord, considérons un réseau fonctionnel dont la matrice Laplacienne est notée L0. 

L’équation reliant ses ième valeur propre θ0i et vecteur propre ψ0i est : 

 
iiiL 0000    III-41 

Lorsque le réseau est perturbé (par exemple si la résistance d’une branche est augmentée à 

cause de la détérioration de la connexion entre deux nœuds), la matrice Laplacienne et son 

spectre sont modifiés. Le problème aux valeurs propres de la matrice Laplacienne 

perturbée L s’écrit : 
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iiiL    III-42 

Soit ΔL la variation de L0 lorsque le réseau est perturbé, la matrice Laplacienne L du réseau 

perturbé s’écrit : 

 LLL  0  III-43 

Dans ce développement, nous considérons que la perturbation est faible. Il est alors 

possible de négliger les variations d’ordre élevé des valeurs et vecteurs propres du réseau 

perturbé. Les valeurs et vecteurs propres peuvent donc être approchés par un 

développement d’ordre 1 : 
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Δψi et Δθi sont les variations respectives de ψ0i et θ0i lorsque le réseau est perturbé. En 

injectant les équations III-43 et III-44 dans l’équation III-42 on peut écrire : 
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On néglige les termes du 2nd ordre compte tenu de l’hypothèse des petites perturbations et 

l’expression devient : 

 
iiiiii LL   0000  III-46 

On décompose dans la base propre de la matrice Laplacienne du graphe la perturbation 

d’un vecteur propre: 
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où les coefficients εij sont des constantes à déterminer par la suite. 

Désormais, on intègre III-47 dans III-46, 
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Et en prenant en compte l’équation III-41 : 
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Cette expression est multipliée par la gauche par ψ0i
T et à cause de l’orthogonalité des 

vecteurs propres : 
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T
i L 0000    III-50 

De plus, les vecteurs propres sont normalisés, donc 100 i
T

i  . 
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Finalement, les valeurs propres du réseau perturbé peuvent être calculées à partir du 

spectre du réseau original : 

 
i

T
iii L 000    III-51 

Cela donne la perturbation de la valeur propre en fonction du spectre initial et de la 

perturbation de la matrice Laplacienne, et donc de la topologie du graphe. 

Il reste à identifier les coefficients εij de l’équation III-47. Pour cela, on multiple l’équation 

III-49 par ψ0k
T (avec k ≠ i et θ0i ≠ θ0k) : 
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III-52 

L’équation précédente n’est valide que pour les termes non diagonaux. Pour les 

coefficients diagonaux εii, on utilise la normalisation des vecteurs propres exprimée par : 
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On introduit les développements de Taylor III-44 dans l’équation III-53 : 
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Les termes du second ordre sont négligeables, et on peut décomposer Δψi utilisant 

l’équation III-47 : 
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Donc aucun vecteur propre ne contribue à sa propre perturbation. 

Pour finir, on injecte les formules des coefficients εij (équations III-52 et III-55) dans 

l’équation III-47 et on obtient l’expression finale du ième vecteur propre du réseau perturbé 

en fonction du spectre original et de la perturbation du graphe : 
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III.2.4.2. Application au réseau de retour de courant 

 Nous voulons utiliser cette méthode perturbative pour évaluer la sensibilité des chutes 

de tension à la variation d’admittance des branches du réseau. Pour cela, dans un premier 
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temps, nous allons calculer les sensibilités du spectre du graphe de la matrice Laplacienne 

à la variation de l’admittance d’une branche du réseau.  

 Lorsqu’une admittance Δyuv est ajoutée à la branche entre les nœuds u et v, la variation 

de la matrice Laplacienne ΔL s’écrit : 
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A partir de l’équation III-51, il est possible de déterminer les nouvelles valeurs propres 

par : 
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Et donc, la sensibilité des valeurs propres à la variation de l’admittance entre les nœuds u 

et v est donnée par : 
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De la même manière, l’équation III-56 permet de définir les vecteurs propres du réseau 

perturbé : 
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Et la sensibilité d’un vecteur propre à la variation d’admittance est donnée par : 
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 Grâce à ces sensibilités, nous sommes capables, entre autres, de trouver quelles 

admittances ne doivent pas se dégrader afin de ne pas diminuer la connectivité algébrique 

θ2 et par conséquent la robustesse globale du réseau. Ou alors à l’inverse, cette étude 

permet de trouver les branches à améliorer afin d’augmenter la connectivité algébrique.  

 Par exemple, les sensibilités de θ2 à la variation des admittances des branches pour le 

réseau quasi-radial et pour le réseau maillé sont montrées respectivement sur les Figure 

III-18 et Figure III-19.  

Pour le réseau quasi-radial, la Figure III-18 met en évidence une information déjà 

découverte auparavant dans la partie III.2.1.1. Seule la branche centrale entre les nœuds 4 

et 5 influe sur la connectivité algébrique car c’est la seule à contribuer à la connectivité 

longue distance du réseau. Une augmentation de l’admittance, et donc une diminution de la 
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résistance, entraine une augmentation de θ2 dans le même ordre de grandeur. Par 

conséquent, afin d’augmenter la connectivité globale du réseau, la seule solution est 

d’augmenter l’admittance de la branche centrale. 

Par contre, une information nouvelle est apportée par la sensibilité de θ2 du réseau maillé 

sur la Figure III-19. On remarque que la branche la plus influente sur la connectivité 

algébrique est une branche verticale centrale. A l’inverse, les admittances des branches en 

bas à gauche du réseau maillé peuvent être diminuées sans impacter la seconde valeur 

propre car elles contribuent seulement à des connectivités locales. Afin de s’assurer du 

bien-fondé de l’estimation des valeurs propres par l’analyse perturbative, dans l’annexe E, 

les sensibilités estimées sont comparées à celles exactes obtenues par simulation 

numérique sur les réseaux dégradés. 

 

Figure III-18. Sensibilité de la connectivité algébrique θ2 à la variation de l'admittance de chaque branche 
du réseau quasi-radial. 

 

Figure III-19. Sensibilité de la connectivité algébrique θ2 à la variation de l'admittance de chaque branche 
du réseau maillé. 
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III.2.4.3.  Conséquences pour les chutes de tension 

 Le critère retenu pour évaluer la robustesse d’un réseau de retour de courant se traduit 

par des chutes de tension entre une source et une charge inférieures à 0,5 V quelles que 

soient les conditions de fonctionnement. Les réseaux nominaux doivent respecter cette 

contrainte mais, en plus, les chutes de tension ne doivent pas augmenter au-delà de cette 

valeur lorsque des défaillances surviennent dans le réseau. Par conséquent, il est très 

intéressant de calculer la sensibilité d’une chute de tension à la variation de l’admittance 

des branches. 

 Puisque les tensions nodales peuvent être exprimées en fonction du spectre de la 

matrice Laplacienne (équation III-26), les sensibilités des chutes de tension lors de 

perturbations peuvent être obtenues à partir des modifications des valeurs et vecteurs 

propres. Avant perturbation, la ième tension nodale peut être exprimée par : 
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Après une petite variation de la matrice Laplacienne elle s’écrit : 
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avec iii VVV  0 , iii   0  et iii   0 . 

La perturbation de la tension nodale du nœud i est alors : 
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En développant et négligeant le terme du second ordre, l’équation devient : 
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Maintenant en prenant en compte l’expression des valeurs (III-58) et vecteurs propres 

(III-60), la sensibilité de la tension nodale à la variation d’admittance d’une branche du 

réseau devient : 
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A partir de cette équation la sensibilité d’une chute de tension entre une source s et une 

charge c à la variation d’admittance d’une branche peut facilement s’écrire : 
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 Pour illustrer ceci, les sensibilités des chutes de tension entre une source et une charge 

sont calculées pour le réseau quasi-radial et pour le réseau maillé. Sur la Figure III-20, la 

sensibilité de la chute de tension entre la source et la charge ressemble à la sensibilité de la 

connectivité algébrique θ2, elle est largement impactée par la branche centrale et la 

modification des autres branches du réseau n’influe quasiment pas sur la chute de tension. 

Donc pour diminuer la chute de tension entre la source et la charge, la meilleure solution 

est d’augmenter l’admittance de la branche centrale. Ce résultat pouvait être attendu au vu 

du spectre du chemin entre les nœuds 3 et 6 de la Figure III-6.a. Le chemin est 

principalement impacté par le mode 2 donc la sensibilité de la chute de tension est proche 

de la sensibilité de la 2nde valeur propre. 

 

Figure III-20. Sensibilité de la chute de tension entre la charge c et la source s à la variation de l'admittance 
de chaque branche du réseau quasi-radial. 

 Contrairement à l’exemple précédent, le chemin entre la source et la charge du réseau 

maillé est impacté par plusieurs valeurs propres (cf. Figure III-7.b) donc les sensibilités de 

la chute de tension et de la connectivité algébrique à la variation des admittances du réseau 

diffèrent. Celle de la chute de tension est tracée sur la Figure III-21. A cause de la 

localisation de la charge et de la source, plusieurs branches ne sont traversées par aucun 

courant et la sensibilité de la chute de tension à leur variation est proche de 0. Les branches 

avec la plus grande valeur sont les branches du plus court chemin entre c et s. Il est logique 

que l’amélioration de leur admittance entraine une baisse de la chute de tension. Donc, afin 

de s’assurer que la chute de tension reste inférieure à 0,5 V, il est important de surveiller 

ces branches qui risquent de dégrader fortement le réseau. Naturellement, aucune branche 

n’a de valeur positive car dans l’étude d’une chute de tension entre une source et une 

charge, l’augmentation de l’admittance d’une branche implique forcément une diminution 

de cette chute de tension. Il faut noter tout de même que quelques branches ont une valeur 
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positive très faible à cause des inexactitudes des calculs (de l’ordre de 10-4 %). Afin de 

valider l’estimation des modifications des chutes de tension par l’analyse perturbative, les 

sensibilités estimées sont comparées à celles exactes obtenues par simulation numérique 

sur les réseaux dégradés dans l’annexe F. 

 

Figure III-21. Sensibilité de la chute de tension entre la charge c et la source s à la variation de l'admittance 
de chaque branche du réseau maillé. 

 

 L’analyse perturbative du spectre du graphe permet de relier une propriété électrique 

telle que la chute de tension à la variation de la topologie du réseau. De plus sa force réside 

dans le fait qu’elle donne une bonne approximation des modifications des chutes de 

tension lors de petites variations des admittances du réseau sans réaliser de lourdes 

simulations numériques. En effet, le seul calcul numérique nécessaire est la détermination 

du spectre de la matrice Laplacienne du réseau nominal au contraire d’une étude classique 

nécessitant une nouvelle simulation du réseau après chaque modification de la structure. 

Elle fournit de surcroit une aide précieuse au dimensionnement d’un réseau électrique en 

permettant de déterminer rapidement les éléments à améliorer pour réduire une chute de 

tension. Mais aussi, dans l’optique d’une stratégie de surveillance d’un réseau de retour de 

courant soumis à des dégradations, cette approche offre un moyen d’identification des 

branches critiques à surveiller pour s’assurer que les chutes de tension n’augmentent pas.  
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III.3. Conclusions 

 Les réseaux électriques sont habituellement étudiés et dimensionnés grâce à de 

nombreuses simulations numériques. Ces simulations sont chronophages, ont des 

problèmes de convergence et fournissent des résultats bruts qui peuvent être difficiles à 

comprendre dans des réseaux complexes, en particulier pour répondre à notre 

problématique scientifique et relier la topologie du réseau à ses performances électriques. 

Pour ces raisons, le Chapitre III propose une nouvelle méthode d’analyse pour les réseaux 

électriques : une analyse spectrale.  

 Le principal intérêt réside dans la lecture multi-échelle que l’analyse offre. Chaque 

mode correspond à une échelle d’observation et plus la valeur propre du mode est élevée 

plus l’information est locale. La connaissance de l’organisation multi-échelle permet donc 

une meilleure compréhension de la topologie des réseaux. Par exemple, elle fournit les 

branches influentes sur la connectivité globale du réseau. Un intérêt tout particulier est 

porté sur la connectivité algébrique θ2 qui borne la robustesse d’un réseau mais aussi la 

résistance moyenne entre les nœuds du réseau. C’est le premier lien entre la topologie du 

réseau, sa robustesse et les chutes de tension. Un réseau avec une forte connectivité 

algébrique semble impliquer un réseau robuste avec de faibles chutes de tension. 

 Lors de petites perturbations d’un réseau, un lien direct entre sa topologie et ses chutes 

de tension est obtenu grâce à l’analyse perturbative du spectre du graphe. Les chutes de 

tension du réseau perturbé sont bien approximées sans nécessiter d’importantes simulations 

numériques. 
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 Plusieurs applications des approches spectrales aux réseaux de retour de courant 

continu sont présentées dans ce chapitre. Des approches de pré-dimensionnement sont 

proposées dans une première partie afin d’aider les ingénieurs à la conception d’un réseau 

robuste et léger. Dans un second temps, une méthodologie offrant une solution à la 

surveillance des chutes de tension et à la caractérisation des admittances de contact au sein 

des réseaux de retour de courant est présentée. Toutes les applications de ce Chapitre IV 

sont réalisées sur une maquette réduite d’un réseau de retour de courant DEMLAB.  

 

IV.1. Maquette représentative d’un réseau de retour de 

courant : DEMLAB 

 

IV.1.1 Maquette réelle 

 

Figure IV-1. Maquette DEMLAB réelle. 

 Afin de pouvoir réaliser des tests réels, Safran Electrical & Power a décidé de créer 

une maquette représentative de la complexité d’un réseau de retour de courant d’un avion 

composite, à taille réduite. La maquette prend en compte seulement la structure située dans 

les zones pressurisées de l’appareil donc les ailes et la queue n’en font pas partie. Les 

ingénieurs de Safran Electrical & Power ont décidé d’appeler ce réseau, présenté sur la 

Figure IV-1, DEMLAB. Cette maquette a, par exemple, servi à la validation de solveurs et 

des outils associés pour le calcul des impédances entre une 2 points de connexion sur le 

réseau de retour de courant [75]. Ces outils sont basés sur une méthode de type sPEEC 

(surface Partial Equivalent Electrical Circuit) permettant de modéliser et de simuler des 

réseaux de grande taille dans le domaine des basses-moyennes fréquences. La maquette a 

également servi à la validation des premiers outils développés par Safran Electrical & 
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Power couplant la réflectométrie et la réalité augmentée pour la détection et la localisation 

des pannes sur les câblages. 

 

 La maquette est constituée d’un réseau de câblage type EWIS (Electrical Wiring 

Interconnection System) composé de 4 harnais de câbles, assimilé au circuit de puissance 

« aller » d’un aéronef, et d’un réseau de retour de courant créé par l’ensemble des éléments 

conducteurs de la structure connectés entre eux. La structure mesure environ 3,6 m de long 

et a un diamètre d’un mètre. Les conducteurs principaux sont présentés sur la Figure IV-2. 

La maquette, d’une masse conductrice de 28,82 kg, est constituée : 

 de 15 cadres réalisés à partir de tubes de cuivre pliés dont 10 sont recouverts d’une 

gaine isolante afin de modéliser la structure composite ; 

 de chemins de câble formés par des éléments en forme de U : un chemin de câble 

en cuivre situé au sommet de la structure et 4 chemins de câbles, 2 en cuivre et 2 en 

PVC, sont positionnés sous les traverses. Ils sont utilisés pour guider les harnais ; 

 de 15 traverses sous forme de barres de cuivre. Associés aux deux chemins de 

câbles en cuivre situés sous elles, elles composent le sol de la cabine ; 

 de 16 bandes de cuivre additionnelles pour représenter les différentes connexions 

possibles entre les cadres d’un aéronef ; 

 d’un fuselage créé à partir de plaques d’acier déployé amagnétique (treillis 

métallique) ; 

 d’un nez de l’avion en cuivre qui n’est pas connecté électriquement au reste de la 

structure dans notre étude. 

 de 30 termini, qui sont des contacts électriques situés sur des éléments métalliques 

de la structure et représentant des points de raccordement des éventuelles charges 

électriques au réseau de retour de courant. Puisqu’il n’y pas de charges électriques 

installées actuellement dans la maquette, les différents câbles sont connectés 

directement aux termini pour former des boucles d’alimentation ; 

 de 2 points d’injection de courant dans les câbles des harnais situés aux deux 

extrémités du sol de la cabine. 

Les différentes caractéristiques des éléments ont été mesurées et sont données dans 

l’annexe G.  
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Figure IV-2. Conducteurs principaux de la maquette DEMLAB. 

 Tous ces éléments sont connectés en 107 points de connexions grâce à des éléments de 

fixations en acier que l’on peut voir sur la Figure IV-3. Les résistances induites par ces 

contacts électriques ne sont pas négligeables et impactent les circulations de courant dans 

la maquette DEMLAB.  

 La maquette réduite DEMLAB réussit à rendre compte d’une grande partie des 

comportements d’un réseau de retour de courant installé dans un aéronef.  

 

Figure IV-3. Contacts entre les différents éléments de la structure : (a) entre un cadre et un chemin de 
câble ; (b) entre un cadre et le fuselage et (c) entre un cadre et une traverse. 
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IV.1.2 Hypothèses pour la modélisation 

 Afin d’appliquer les outils d’analyse spectrale, la maquette DEMLAB doit 

impérativement être modélisée par un graphe représentant sa topologie et son 

comportement électrique en régime permanent continu. Pour ce faire, les différents 

éléments sont divisés en segments délimités par les différents points de connexion. Chaque 

segment est donc une branche dont la longueur, la section et la résistivité ont été mesurées 

(voir annexe G). Les poids des branches dans le graphe seront égaux à l’admittance des 

segments. Puisque les résistivités des cadres isolés et des chemins de câbles en PVC sont 

considérées comme nulles, ils ne seront pas pris en compte dans le graphe de la maquette 

DEMLAB. De même, vu que le nez de la maquette n’est pas connecté électriquement au 

reste de la structure, il n’est pas modélisé. 

IV.1.2.1. Modélisation des contacts électriques 

 Les différents éléments de la structure sont connectés entre eux soit grâce à un boulon 

soit par un élément de fixation. Dans les deux cas, il en résulte l’apparition d’une 

résistance de contact influant sur la circulation du courant entre les deux éléments 

connectés. Cette résistance de contact est très difficile à mesurer et sa valeur n’est pas 

encore totalement connue à l’heure actuelle. On s’accorde à dire qu’elle dépend de 

nombreux paramètres tels que la géométrie, la rugosité et la force de serrage [76][77][78]. 

En effet, il est établi que la surface des éléments n’est pas régulière et comporte de 

nombreuses aspérités. La surface de contact est donc une somme de surfaces élémentaires 

en contact et varie selon la géométrie des éléments et la force de pression. Le nombre de 

ces surfaces élémentaires de contact augmente lorsque la force de pression augmente. Dans 

le cas d’un contact statique et d’une circulation de courant en continu, la formulation de 

Holm simplifiée [76] donne une approximation de la résistance de contact : 
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avec ρ1 et ρ2 : la résistivité des éléments en contact ; n : le nombre de surfaces 

élémentaires ; a : le rayon de la surface de contact élémentaire et σ : la résistivité 

superficielle des matériaux. La principale difficulté pour calculer une résistance de contact 

est donc de définir les surfaces élémentaires de contact. 

 Puisque nous n’avons pas la capacité de les obtenir, il a été nécessaire de caractériser 

expérimentalement chaque type de contact (contact cadre/traverse, traverse/chemin de 

câble, etc.) à partir de 3 échantillons. En régime continu, la résistance d’un type de contact 

est prise égale à la moyenne des mesures sur les 3 échantillons correspondants. Les valeurs 

correspondantes sont données dans l’annexe G. Elles sont comprises entre 0,037 et 1,55 

mΩ alors que les résistances des autres éléments conducteurs du réseau sont entre 0,0087 
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et 0,40 mΩ. La circulation du courant dans le réseau est donc impactée par les résistances 

de contact et il est impératif de les modéliser. 

Du point de vue du graphe, chaque contact est modélisé par une branche reliant les deux 

éléments conducteurs, pondérée par l’inverse de la valeur de la résistance estimée. 

IV.1.2.2. Modélisation du fuselage 

 Dans la maquette réduite DEMLAB, le fuselage composite des avions est représenté 

par plusieurs plaques d’acier déployé. Ces plaques sont connectées au reste de la structure 

métallique à l’aide d’éléments de fixation en acier (voir Figure IV-3.b.), elles font donc 

partie intégrante de la structure du réseau de retour de courant. Cependant, comme pour un 

fuselage en matériaux composites, la résistivité des plaques d’acier est largement 

supérieure à celle des éléments de structure en cuivre. Les plaques en métal déployé sont 

aussi anisotropes. Des mesures réalisées à partir d’échantillons des plaques ont permis 

d’estimer la résistance d’une plaque de 1m sur 1m. Dans le sens longitudinal, la résistance 

est environ égale à 150 mΩ et dans le sens transversal, elle vaut 200 mΩ. Afin d’étudier 

l’influence de ce fuselage sur la fonction de retour de courant de la maquette DEMLAB, 

nous l’avons modélisé par un maillage régulier à petites mailles carrées que l’on a connecté 

au graphe principal de la maquette DEMLAB. Puisque le fuselage est anisotrope, les 

résistances longitudinales et transversales sont différentes. Le poids de chaque branche du 

maillage est calculé afin d’obtenir les résistances définies par les mesures. Une 

représentation de la maquette DEMLAB et de son fuselage est donnée sur la Figure IV-5. 

 

Figure IV-4. Graphe de la maquette DEMLAB avec le fuselage en métal déployé. 

 

 La résistance moyenne entre les nœuds du graphe principal de DEMLAB est très 

légèrement diminuée avec l’ajout du fuselage en acier déployé, de l’ordre de -0,46 % (de 

1,0796 à 1,0746 mΩ). De plus, la résistance des chemins entre les termini varie peu, par 
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exemple entre un terminus situé sur un chemin de câbles et un autre situé sur une bande de 

cuivre à l’opposé de la maquette la résistance passe de 1,802 mΩ à 1,793 mΩ. 

 La résistance du fuselage, combinée aux résistances de contact entre les plaques de 

métal déployé et la structure principale, rend sa modélisation inutile pour étudier la 

fonction de retour de courant qui nous intéresse. Donc, pour la suite de l’étude, le fuselage 

en métal déployé de la maquette DEMLAB sera négligé. 

 

IV.1.3 Graphe de la maquette 

 On rappelle que l’ensemble des connexions et termini de la maquette DEMLAB sont 

représentés par des nœuds. Et chaque segment d’éléments est modélisé par une branche 

pondérée par son admittance. L’ensemble des nœuds et des branches forme donc un graphe 

représenté sur la Figure IV-5. La représentation choisie est géométrique où chaque nœud 

est placé suivant ses coordonnées réelles sur la maquette DEMLAB. Ensuite, les branches 

sont tracées par une droite entre les 2 nœuds. Cette représentation permet de retrouver 

visuellement la structure de DEMLAB composée de 5 cadres en cuivre conducteurs, d’un 

sol de la cabine composé de chemins de câbles et de traverses et des bandes de cuivres 

additionnelles. Sous un grand nombre de nœuds géométriques se cachent deux nœuds du 

graphe reliés par une branche modélisant la résistance de contact, ces branches ne sont pas 

visibles car elles relient deux nœuds avec les mêmes coordonnées. Une autre 

représentation non géométrique est proposée dans l’annexe H. 

 

Figure IV-5. Représentation géométrique de la maquette DEMLAB : en marron les cadres, en bleu les 

chemins de câbles, en gris les traverses et en orange les bandes de cuivres. Les carrés rouges sont les 
termini du réseau et les 2 cercles verts sont les points d’injection de courant dans les harnais du réseau 

« aller » EWIS. 
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 Le graphe créé à partir de la maquette DEMLAB est composé de 244 nœuds reliés par 

284 branches dont 107 résistances de contact. Les poids des branches sont les admittances 

des éléments et sont compris entre 645 et 1,147.105 Ω-1. Les deux emplacements possibles 

des sources sont les nœuds 4 et 212 et les 30 termini situés aux nœuds 108 à 137. Les 

propriétés issues de la théorie des graphes peuvent être calculées grâce à la matrice 

d’adjacence. Par exemple, le degré moyen simple est 2,33 et la distance moyenne pondérée 

est égale à 2,6 mΩ. La résistance moyenne est dans le même ordre de grandeur : 1,08 mΩ.  

 Le spectre de la matrice Laplacienne du graphe est aussi calculé. Les valeurs propres 

non nulles sont comprises entre 71,7 et 2,34.105 et sont tracées sur la Figure IV-6. L’écart 

entre la connectivité algébrique θ2 et le rayon du spectre θ244 est important ce qui signifie 

que le graphe n’est pas uniforme et présente une organisation spatiale complexe qui influe 

sur les propriétés structurelles et électriques du réseau. De plus, on remarque une 

« cassure » dans le tracé des valeurs propres qui peut présager d’un caractère multi-échelle 

important de la maquette DEMLAB.  

 

Figure IV-6. Valeurs propres de la matrice Laplacienne de la maquette DEMLAB avec ordonnée 
logarithmique. 

 

IV.2. Pré-dimensionnement du réseau de retour de courant 

 Le pré-dimensionnement d’un réseau de retour de courant est un processus complexe 

qui dépend d’un grand nombre de paramètres (nombre d’éléments, type d’éléments…). 

Afin de fournir une aide au pré-dimensionnement, nous avons choisi d’étudier les réseaux 

à morphologie donnée. A partir d’une configuration initiale, l’objectif de ces études est de 

guider les ingénieurs aéronautiques vers la conception d’un réseau de retour de courant le 

plus léger possible garantissant son bon fonctionnement. Nous rappelons que ce dernier  

doit se traduire par des chutes de tension entre les sources et les charges inférieures à 0,5 

V. Le nombre de degrés de liberté du pré-dimensionnement est réduit puisque la 
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morphologie du réseau est fixée. De plus, nous avons choisi de conserver les matériaux 

initiaux. Donc, pour le pré-dimensionnement, les seuls degrés de liberté sont les sections 

des éléments et l’emplacement des sources et des charges. Cette partie propose trois 

approches différentes de pré-dimensionnement afin d’aider à améliorer la connectivité d’un 

réseau de retour de courant sans augmenter sa masse. 

 

IV.2.1 Placement modal des charges 

 L’organisation multi-échelle du réseau DEMLAB est mise en évidence par la méthode 

de croissance d’une boule expliquée dans la partie III.2.2. On obtient les résultats tracés sur 

la Figure IV-7. L’évolution de la résistance moyenne montre 3 échelles caractéristiques. 

Aux échelles locales, la résistance moyenne augmente rapidement jusqu’à atteindre un 

palier à 0,18 mΩ. A ces échelles, les sous graphes sont en effet principalement composés 

d’éléments du sol de la cabine (traverses et chemins de câbles). Après ce palier, la 

résistance moyenne augmente rapidement puisque les sous graphes absorbent des éléments 

des cadres. La résistance moyenne atteint ensuite une valeur transitoire supérieure à la 

résistance moyenne du graphe complet. En effet, pour ces échelles, plusieurs éléments des 

cadres sont intégrés aux sous graphe mais ne sont pas rebouclés. Au niveau du second 

rayon caractéristique, tous les cadres ont été rebouclés et la résistance moyenne diminue. 

Elle augmente ensuite doucement jusqu’à atteindre sa valeur pour le graphe complet 

lorsque les éléments les plus éloignés ont été absorbés.  

 

Figure IV-7. Variation de la résistance d’un sous graphe en fonction du rayon du sous-graphe pour la 
maquette DEMLAB. 
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 Comme cela a été réalisé pour le réseau quasi-radial dans la partie III.2.2, on peut 

relier l’évolution de la résistance moyenne aux modes du réseau à partir de : 
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La résistance moyenne est calculée pour trois combinaisons de valeurs propres décrites 

dans le Tableau IV-1. Elles sont reportées sur la Figure IV-7. Aux grandes échelles, au-

delà du second rayon caractéristique, la résistance moyenne est impactée par la totalité des 

modes. En particulier par les modes de faibles valeurs propres, les modes 2 à 10 

contribuent à plus de 45 % de la résistance moyenne du réseau complet. Puis, plus on 

s’approche des échelles locales, plus la valeur de la résistance diminue et est impactée par 

les modes locaux de grande valeur propre. Plus précisément, aux très faibles échelles, la 

résistance est dominée par les modes 200 à 244 tandis qu’aux échelles intermédiaires par 

les modes 51 à 200. 
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Tableau IV-1. Valeur de la résistance moyenne pour plusieurs combinaisons de mode. 

 

 Dans le but de garantir un bon retour de courant, c’est-à-dire une résistance faible, les 

chemins entre les sources et les charges doivent principalement être impactés par les 

modes locaux, c’est-à-dire supérieurs au mode 51. Dans le cas où les sources sont fixées, 

on en déduit que les meilleurs emplacements des charges sont situés à l’extrémité des 

chemins les moins impactés par les échelles globales et intermédiaires associées aux modes 

2 à 50. On rappelle que les charges peuvent être connectées au niveau des 30 termini de la 

maquette indiqués sur la Figure IV-5. Pour chaque emplacement, la participation des 

valeurs propres θ2 à θ50 à la résistance du chemin est calculée (voir Figure IV-8). Il apparait 

clairement qu’il est préférable de placer les nœuds aux termini 5, 7, 13 et 20 et non pas aux 

termini 11, 18, 28, 29 et 30. Par exemple, considérons que l’on place une source au nœud 

212 et trois charges de 200A chacune. Si les charges sont placées aux termini 28, 29 et 30, 

la contrainte opérationnelle n’est pas respectée car les chutes de tension entre la source et 

les charges sont supérieures à 0,5 V, respectivement 1,03 V, 1,06 V et 1,09 V. Alors 
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qu’avec les charges connectées aux termini 5, 13 et 20, les chutes de tension sont 

respectivement 0,44 V, 0,44 V et 0,29 V ; le critère de tension est respecté. 

 

Figure IV-8. Participations des modes non-locaux 2 à 50 à la résistance entre les sources et les termini 

 A partir de la décomposition modale de la résistance des chemins il est donc possible 

de fournir une indication sur les meilleurs emplacements des charges dans le but de 

minimiser les chutes de tension pour une masse du réseau donnée. 

 

IV.2.2 Design par optimisation 

 Comme on l’a vu précédemment dans le Chapitre III, la connectivité algébrique θ2 

semble être un indicateur de la robustesse d’un réseau. En effet, elle borne la constante de 

Cheeger mais aussi la résistance moyenne du réseau. Une forte valeur de connectivité 

algébrique entraine une constante de Cheeger importante, c’est-à-dire qu’il est nécessaire 

de retirer de nombreuses branches du réseau pour le séparer en deux amas distincts. Une 

forte valeur implique aussi une résistance moyenne entre les nœuds faible et donc des 

chutes de tension faibles. Naturellement, on peut alors supposer que pour concevoir un 

réseau bien connecté et robuste pour une masse donnée il suffit d’optimiser la plus petite 

valeur propre non nulle de la matrice Laplacienne de son graphe. Nous allons donc 

proposer une méthode d’optimisation capable d’augmenter la connectivité algébrique θ2 

d’un réseau électrique en modifiant sa topologie et sans augmenter sa masse. Pour cela, 

deux formulations sont proposées et comparées grâce à leur application sur DEMLAB. Par 

la suite, nous vérifierons que notre méthode a réussi à améliorer les chutes de tension entre 

les sources et les charges dans le but de respecter le critère de tension.  

IV.2.2.1. Première formulation de l’optimisation 

 Une optimisation a pour but de maximiser ou de minimiser une fonction objectif tout 

en respectant des contraintes d’égalité ou d’inégalité sur les paramètres d’optimisation. En 

règle générale un problème d’optimisation peut s’écrire : 
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Où : 

 f(x) est la fonction à minimiser, appelé aussi fonction objectif ; 

 x est le vecteur des paramètres d’optimisation du problème, il est composé de p 

variables ; 

 les fonctions Ge(x) et Gi(x) représentent les contraintes, respectivement d’égalité et 

d’inégalité ; 

 et les valeurs bi et hi désignent les bornes inférieures et supérieures de chaque 

paramètre d’optimisation.  

 

Dans notre cas, l’optimisation doit permettre de maximiser la connectivité algébrique 

en modifiant la topologie du réseau sans augmenter la masse. Puisque nous étudions les 

réseaux à morphologie donnée, l’emplacement, la longueur et le nombre de branches sont 

imposés. De plus, afin de conserver une structure réaliste de réseau de retour de courant 

leurs matériaux sont inchangés. Nous avons donc choisi les sections de chaque branche 

comme paramètres d’optimisation. Cela revient bien à une modification de la topologie du 

réseau car la section intervient dans le poids w des branches : 
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où yuv est l’admittance de la branche, Sb sa section, ρb sa résistivité et lb sa longueur.  

Lors de la conception d’un réseau, les résistances de contact ne sont pas maitrisées ; elles 

sont donc considérées comme invariables et leurs « sections » sont fixées à leur valeur 

initiale.  

 Les paramètres d’optimisation sont finalement les sections des branches des éléments 

conducteurs du graphe (les branches représentant les résistances de contact en sont 

exclues) : 
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e’ est le nombre d’éléments conducteurs du graphe. 

 Pour espérer concevoir un réseau bien connecté, nous souhaitons maximiser la plus 

petite valeur propre non nulle θ2 de la matrice Laplacienne du graphe. Puisque les solveurs 
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des problèmes d’optimisation sont souvent basés sur la minimisation, notre fonction 

objectif sera simplement l’inverse de θ2. Elle s’écrit donc : 
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 Désormais nous allons nous pencher sur les contraintes de notre problème. La 

physique d’un réseau électrique impose que toutes les sections sont positives. Donc, les 

paramètres d’optimisations S seront contraints par : 

 0 avec   bhSb  IV-6 

La contrainte basse garantit que le réseau respectera le comportement électrique de notre 

réseau de retour de courant. Du point de vue du comportement électrique, la limite h peut 

être infinie mais, pour assurer la faisabilité physique du réseau, les sections doivent être 

limitées. 

 Ensuite, notre optimisation doit maximiser θ2 sans pour autant augmenter la masse du 

réseau. La masse du réseau électrique Mtot est définie comme étant la somme des masses 

mb des branches : 
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Avec μb la masse volumique de la branche b. 

Nous avons décidé de garder constante la masse totale du réseau à sa valeur initiale avant 

optimisation M0 : 

 0)( 0 MSM tot  IV-8 

 Finalement une première formulation de notre problème d’optimisation peut être 

écrite : 
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 Dans la formulation IV-9, la connectivité algébrique θ2 est maximisée en minimisant 

son inverse 1/θ2 tout en garantissant que le réseau a une réalité physique puisque les 

sections sont contraintes. De plus, il n’y a pas d’ajout de masse supplémentaire. Cette 

formulation présente deux problèmes importants. D’une part, le calcul numérique des 

valeurs propres est lourd. Or, le calcul de la connectivité algébrique doit être réalisé à 

chaque itération. Le processus d’optimisation risque donc d’être long pour de grands 

réseaux. D’autre part, on n’a pas la garantie que l’optimisation soit convexe et donc que les 

solutions soient des optimum globaux. 
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IV.2.2.2. Formulation LMI de l’optimisation 

 Pour éviter le calcul des valeurs propres, de nombreux problèmes d’optimisation 

spectrale peuvent être transformés en problèmes d’inégalité matricielle linéaire (LMI : 

Linear Matrix Inequality) basés sur les propriétés des matrices semi-définies et positives. Il 

faut au moins mentionner les problèmes de valeur propre et de valeur propre généralisé (en 

anglais Eignevalue Problems et Generalised Eigenvalue Problems) qui consistent à 

minimiser la valeur propre maximale d’une matrice [79]. De plus, les problèmes LMI 

peuvent être résolus numériquement très efficacement grâce aux méthodes de point 

intérieur [80] ; ce qui explique leurs nombreux domaines d’utilisation. Une inégalité 

matricielle linéaire s’écrit sous la forme : 
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Le symbole   implique que F est une matrice semi-définie positive. D’après Boyd [79], 

cette inégalité exprime une contrainte convexe sur le vecteur x. 

 Nous allons donc convertir notre formulation d’optimisation en un problème 

d’inégalité matricielle linéaire. Une matrice Q  composée des n-1 vecteurs propres 

associés aux valeurs propres non nulles est définie : 

  nQ  32  IV-11 

Une borne inférieure à l’ensemble des valeurs propres non nulles de la matrice Laplacienne 

du graphe est imposée par l’inégalité matricielle suivante : 

 0  )( QMLQ identité
n

T   IV-12 

A noter que l’utilisation de Q permet de restreindre le problème aux seules valeurs propres 

non nulles.  

L’équation IV-12 n’est pas une inégalité classique, elle impose que la matrice à gauche du 

symbole   ait toutes ses valeurs propres positives ou nulles. Donc, l’inégalité impose que 

toutes les valeurs propres, excepté θ1, soient plus grandes que la valeur –λ [81][82]. Si la 

valeur λ est choisie négative alors sa minimisation conduit à la maximisation de la 

connectivité algébrique θ2. La formulation linéaire de notre problème d’optimisation peut 

donc s’écrire : 
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Où la matrice Laplacienne du graphe est décomposée pour faciliter la compréhension grâce 

à la matrice d’incidence Minc et à la matrice diagonale des poids W (voir partie II.1.2.1.c). 
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La contrainte LMI est convexe. De plus, les deux autres contraintes sur la masse totale et 

sur les sections sont convexes. La formulation IV-13 est donc un problème convexe et 

l’optimalité des solutions est garantie. 

Cette formulation réussit à régler les deux principaux problèmes de la première 

formulation : un optimum global est garanti et elle ne nécessite pas le calcul des valeurs 

propres à chaque itération mais seulement un calcul des vecteurs propres avant 

l’optimisation.  

IV.2.2.3. Application à DEMLAB 

 Nous allons désormais appliquer les deux formulations afin d’optimiser la connectivité 

algébrique du graphe de la maquette DEMLAB. Les deux formulations ont été 

implémentées dans le logiciel Matlab. La première formulation est résolue grâce au solveur 

IPOpt [83] disponible dans la toolbox OPTimization Interface (OPTI) [84]. La seconde 

formulation est résolue avec la méthode Dual-Scaling Semidefinite Programming (DSDP) 

[85] proposée dans la même toolbox. Les deux solveurs utilisent une méthode du point 

intérieur avec le calcul des gradients par approximation par différences finies. Le solveur 

DSDP exploite, de surcroît, les propriétés des matrices semi-définies positives des LMI 

afin d’améliorer l’optimisation. 

 Les données d’optimisations de DEMLAB sont les mêmes pour les deux formulations. 

Les sections des branches des éléments peuvent varier entre 2 et 200 mm². La masse totale 

du réseau est constante et fixée à sa valeur initiale de 28,8 kg. On rappelle que la 

connectivité algébrique est égale initialement à 71,7.  

 Après optimisation, les deux formulations fournissent une valeur de connectivité 

algébrique θ2 quasiment identique et égale à 78,7, c’est-à-dire que la valeur initiale a été 

augmentée de 9,8 %. On voit sur la Figure IV-9 que cette augmentation est due à la 

modification de la topologie du réseau par les modifications de la section des branches. 

Pour les deux optimisations, les sections des traverses et des chemins de câbles du sol de la 

cabine ont été réduites afin d’augmenter, à masse constante, les sections du chemin de 

câbles situé au sommet de la maquette et de certains éléments du cadre. On peut donc 

supposer que le sol de la cabine, qui est dominé principalement par les échelles locales du 

réseau, est surdimensionné par rapport aux cadres de la maquette.  
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Figure IV-9. Sections des branches de la maquette DEMLAB : (a) avant optimisation ; (b) après 
optimisation. 

 Les performances des deux formulations sont comparées dans le Tableau IV-2.  

 1ère Formulation  2nde Formulation (LMI) 

θ2 finale 78,67 78,69 

Nombre d’itérations 139 68 

Temps de pre-processing (s) 5,41 25,75 

Temps de résolution (s) 732,57 145,87 

Temps total (s) 737,98 171,62 

Tableau IV-2. Comparaison entre les performances des deux formulations. 

Comme on peut l’observer, la résolution de la seconde formulation basée sur une 

contrainte LMI est quasiment 3 fois plus rapide que la première. Le temps de résolution de 

la 1ère formulation est impacté par une durée d’itération 2,5 fois supérieure à l’autre 

formulation car nécessitant le calcul de la seconde valeur propre θ2 à chaque itération. 

Cependant, le temps de pre-processing de l’optimisation basée sur les LMI est plus long 

car il est nécessaire de calculer les vecteurs propres initiaux et de créer les matrices des 

contraintes LMI suivant la relation IV-10.  

IV.2.2.4. Vérification du critère de tension  

 Comme nous l’avons déjà mentionné, la contrainte principale que doit respecter notre 

réseau de retour de courant est de garantir une chute de tension aux bornes de tous les 

équipements inférieure à 0,5 V. Puisque la méthode d’optimisation ne prend pas en compte 

cette contrainte, nous devons la vérifier à posteriori.  
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Figure IV-10. Graphe de la maquette DEMLAB avec les termini (carré rouge) et une sortie au nœud 212. 

 A cette fin, une simulation numérique basée sur la résolution des équations de circuit 

est réalisée sur DEMLAB (voir II.1.2.2). Une charge de 300 A est connectée à un des 

terminus. La source est connectée au nœud 212 (voir la Figure IV-10). Pour chaque 

terminus, la chute de tension entre la charge et la source est calculée avant et après 

l’optimisation de la connectivité algébrique, les résultats sont tracés sur la Figure IV-11. 

 

Figure IV-11. Chute de tension entre une charge et une source selon l'emplacement de la charge avant et 
après l’optimisation de θ2. 

 Bien que l’optimisation soit réussie et que la connectivité algébrique θ2 ait augmenté, 

la connectivité des charges a été dégradée. En effet, en moyenne la chute de tension entre 

une charge et la source a été augmentée de 12 % et jusqu’à 72 % pour le terminus 12. 

Avant l’optimisation, 4 charges ne respectaient pas le critère de tension. Cinq charges ne le 

respectent pas après l’optimisation. On notera tout de même que les chutes de tension les 
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plus importantes ont été légèrement améliorées par l’optimisation de θ2. Afin de 

comprendre les raisons de ce résultat inattendu, une analyse plus poussée du spectre des 

résistances est requise.  

 Premièrement, nous allons analyser le spectre d’une résistance qui a été améliorée au 

cours de l’optimisation. Par exemple, le spectre du chemin entre le terminus 18 et la source 

au nœud 212 est tracé sur la Figure IV-12. Seules les participations des 60 premiers modes 

sont montrées car l’influence des modes supérieurs est faible (voir annexe I). Pour ce 

spectre, on remarque que le mode 2 est le mode dominant. Puisque l’optimisation a pour 

but d’améliorer la connectivité algébrique associée au mode 2, la chute de tension aux 

bornes de ce chemin a été diminuée même si elle reste supérieure à 0,5 V comme on peut 

le voir sur la Figure IV-11. Pour cet emplacement de charge, l’optimisation réalise donc 

l’effet attendu, c’est-à-dire diminuer la chute de tension.  

 

Figure IV-12. Spectre de la résistance du chemin entre le terminus 18 (nœud 125) et le nœud 212 pour les 
modes 1 à 60. 

 A l’inverse nous allons étudier le spectre d’une résistance qui a été augmentée par 

l’optimisation. Nous avons choisi le chemin le plus dégradé : le chemin entre le terminus 

12 (nœud 119) et le nœud 212. Comme précédemment, les participations des 60 premiers 

modes seulement ont été tracées sur la Figure IV-13 ; le spectre complet est donné dans 

l’annexe I. 
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Figure IV-13. Spectre de la résistance du chemin entre le terminus 12 (nœud 119) et le nœud 212 pour les 
modes 1 à 60. 

Contrairement au premier chemin, le mode 2 ne participe plus du tout au spectre et les 

principaux modes dominants sont les modes 3, 9 et 13. Non seulement, notre méthode 

d’optimisation va avoir un effet sur le mode 2 qui n’impacte pas le chemin mais, en outre, 

elle présente le risque de modifier de manière non maîtrisée d’autres modes qui eux sont 

importants pour la résistance du chemin considéré. La Figure IV-14 donne ainsi les valeurs 

propres avant et après optimisation. La dégradation de la chute de tension est expliquée par 

la diminution des valeurs propres θ9 et θ13. 

 

Figure IV-14. Evolution des valeurs propres avec l’optimisation de la connectivité algébrique. 

 Pour conclure, maximiser la connectivité algébrique θ2 peut améliorer certains 

chemins de réseau. Afin d’améliorer notre pré-dimensionnement, il serait nécessaire 

d’optimiser l’ensemble des valeurs propres influentes sur le chemin entre les termini et la 

source. Ce travail reste à faire à la suite de cette thèse. 

Valeur propre Evolution (%) 

θ2 9,77 

θ3 3,73 

θ9 -7,40 

θ13 -6,73 

 



Chapitre IV : Applications aéronautiques 

 

- 113 - 

 

 

IV.2.3 Ajout ciblé de matière 

 Une dernière approche d’aide au pré-dimensionnement d’un réseau de retour de 

courant découle de l’analyse perturbative du spectre de la matrice Laplacienne présentée 

dans la partie III.2.4. L’analyse permet d’identifier les branches à renforcer pour améliorer 

une chute de tension du réseau. Ce renforcement se fera par ajout de matière sur les 

branches. 

 A cette fin, nous allons calculer la sensibilité des chutes de tension non plus à la 

modification de l’admittance d’une branche mais à l’ajout de masse sur une branche. La 

sensibilité du potentiel du nœud i à l’ajout d’une masse Δm sur la branche entre les nœuds 

u et v est : 
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Les détails du calcul sont donnés dans l’annexe J. Il est important de noter que cette 

équation n’est pas applicable aux branches modélisant les résistances de contact car elles 

n’ont pas de masse.  

A partir de cette formule il est possible de mettre en place la méthode d’ajout ciblé de 

matière suivante : 

i. On choisit le chemin (u,v) ayant une chute de tension supérieure à 0,5 V 

que l’on souhaite améliorer. 

ii. On calcule la sensibilité de la chute de tension Vuv à la variation de masse 

de toutes les branches du réseau. 

iii. La branche b la plus influente sur la chute de tension Vuv est identifiée. 

iv. Une masse Δm est rajoutée sur la branche b en augmentant sa section. 

v. Tant que la nouvelle chute de tension Vuv est supérieure à 0,5 V, les étapes 

ii à iv sont répétées.  

 Pour une source au nœud 212 et une charge de 300 A placée à un terminus quelconque 

de DEMLAB, les chutes de tension ne respectent pas toutes le critère de tension comme on 

peut le voir sur la Figure IV-15. Il est donc nécessaire d’améliorer les chemins entre les 

termini 1, 18, 28, 29, 30 et la source. 
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Figure IV-15. Chute de tension entre une charge et une source selon l'emplacement de la charge avant et 
après l’ajout de matière pour améliorer la chute de tension du terminus 1. 

 Dans un premier temps, nous allons essayer d’améliorer la chute de tension entre le 

terminus 1 et la source 212 initialement égale à 0,5606 V. Pour cela nous allons utiliser la 

méthode décrite ci-dessus avec un pas de masse ajoutée égal à 100 g. Afin d’obtenir une 

chute de tension égale 0,4988 V, il a été nécessaire d’ajouter 1,5 kg reparti sur différentes 

branches. De plus les autres chutes de tension ont été aussi légèrement diminuées (voir 

Figure IV-15). L’étude du spectre de la résistance du chemin entre le terminus 1 et le nœud 

212 permet de mieux comprendre les mécanismes internes lors de l’ajout de masse dans le 

réseau. Comme on peut le voir sur la Figure IV-16, le spectre est dominé par les modes 2, 

5 et 7. Lors de l’ajout de matière, les valeurs propres des modes 5 et 7 sont fortement 

augmentées ce qui implique une amélioration de la chute de tension. L’ajout de matière 

ciblé sur les branches peut donc s’assimiler à une amélioration des valeurs propres 

associées aux modes prédominants de la chute de tension.  

 

Figure IV-16. (a) Spectre de la résistance du chemin entre le terminus 1 (nœud 108) et le nœud 212 avant 
l’ajout de matière ; (b) Modification des valeurs propres 2 à 14 lors de l’ajout ciblé de 1,5 kg sur la 

maquette DEMLAB. 
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 Pour le terminus 18, le premier ajout de masse pour régler les problèmes du terminus 1 

ne permet pas de passer le critère de tension. On reprend donc la méthode pour ce chemin 

entre la source en 212 et le terminus 18. Grâce à l’ajout de 1,1 kg, la chute de tension 

respecte désormais le critère de tension. L’amélioration a de surcroit diminué la chute de 

tension entre le terminus 28 et la source qui devient inférieure à 0,5 V. 

 La méthode d’ajout ciblé de matière est répétée pour les deux derniers termini 29 et 

30, ne respectant pas le critère de tension. Finalement, l’ensemble des chutes de tension 

respecte la contrainte fonctionnelle grâce à un ajout total de 3,2 kg de matière. Cette masse 

supplémentaire n’est pas négligeable et alourdi de près de 11 % le réseau de la maquette 

DEMLAB. Cependant dans le cas où toutes les sections des branches auraient été 

augmentées identiquement jusqu’à ce que le critère soit respecté, les sections auraient été 

multipliées par 1,94 et le réseau pèserait 56,13 kg. Ce résultat, comparé au réseau de 32,02 

kg obtenu avec notre méthode, met en évidence l’intérêt de l’ajout ciblé de masse. A noter 

que l’on peut envisager d’améliorer les réseaux grâce à un retrait ciblé de matière. Lorsque 

le critère de tension est respecté, il suffit de diminuer la section des branches n’influant pas 

sur les chutes de tension entre les charges et les sources.  
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IV.3. Méthodes de surveillance et de caractérisation des réseaux  

de  retour de courant 

 Les éléments conducteurs des réseaux de retour de courant conçus pour les avions à 

fuselage composite sont principalement dimensionnés pour satisfaire leurs fonctions 

mécaniques primaires. Ils n’ont que peu de risque de se dégrader au cours du temps. Les 

technologies d’interconnexion utilisées actuellement ne sont pas adaptées à la réalisation 

des contacts électriques viables. Les traitements de surface pour créer les contacts 

électriques sont insuffisants et/ou mal maîtrisés. De plus, la vérification de chaque contact 

du point de vue électrique est impossible. En conséquence les résistances de contact ne 

sont pas maitrisées, dépendant de nombreux paramètres tels que la force de serrage, l’état 

des surfaces, les types de boulons, etc. De plus, au cours de la vie d’un avion, toutes les 

résistances de contact évoluent et se dégradent, les boulons pouvant se desserrer ou les 

surfaces s’oxyder. Une augmentation des résistances de contacts impacte forcément la 

connectivité des sources et des charges et le critère de tension risque d’être violé.  

 Ces incertitudes ont obligé les avionneurs à chercher une solution acceptable pour la 

certificabilité des réseaux de retour de courant d’un point de vue électrique. Leur choix 

s’est porté sur l’ajout de tresses et/ou de câbles en parallèles de nombreux contacts (~950 

pour l’A350 d’après les données Airbus). Ces éléments « observables » et « mesurables » 

assurent la bonne conductivité électrique du contact tout au long de la vie d’un avion. 

L’insertion de ces tresses implique cependant une masse embarquée supplémentaire, 

d’environ 150 kg, dont l’utilité autre que pour la certification n’est pas avérée.  

 Avant de pouvoir les retirer, il faut être en mesure de garantir le respect du critère de 

tension, c’est-à-dire que l’ensemble des chutes de tensions entre les charges et les sources 

soient inférieures à 0,5 V. Le critère doit d’abord être vérifié à la fin de l’assemblage de 

l’appareil pour garantir le fonctionnement du réseau sans tresses. D’autre part, le critère de 

tension doit aussi être contrôlé lors des maintenances de l’appareil afin de s’assurer que le 

vieillissement des contacts n’a pas rendu le réseau non fonctionnel. Pour ces opérations, 

l’avionneur a la possibilité de réaliser des mesures de chutes de tension lors d’injections 

contrôlés de courant dans le réseau de retour de courant. A partir de ces mesures, une 

méthode est donc nécessaire afin de garantir le fonctionnement du réseau et de détecter et 

de localiser les dégradations des contacts impliquant le non-respect du critère de tension. 

Cette méthodologie permettra de vérifier l’état du réseau à la fin de la conception et 

d’alerter, pendant les phases de maintenance, les ingénieurs aéronautiques lorsque les 

chutes de tension sont modifiées ou ne sont plus acceptables. A noter que la méthode 

proposée doit être la plus rapide possible pour ne pas immobiliser trop longtemps l’avion 

au sol lors des périodes de maintenance. 
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 Grâce à une estimation paramétrique associée à l’analyse spectrale des réseaux, nous 

proposons une solution capable de surveiller la modification des chutes de tension lors de 

dégradations des contacts mais aussi une seconde méthodologie permettant de caractériser 

les admittances de contact. 

 

IV.3.1 Estimation paramétrique 

 Afin de détecter et de localiser les défaillances du réseau nous avons besoin d’une 

méthode de diagnostic. Ces méthodes sont très variées. Elles se divisent en deux grandes 

familles [21][86]. La première concerne les méthodes dites externes qui sont basées sur des 

bases de connaissance comme, par exemple, les méthodes utilisant l’intelligence artificielle 

ou les approches probabilistes. La seconde comprend les méthodes basées sur les modèles 

de connaissances. Ces méthodes, plus adaptées à nos travaux, reposent sur l’utilisation 

d’un modèle du système à surveiller. Les sorties du modèle sont alors comparées aux 

données disponibles telles que des mesures. Parmi ces méthodes, nous retiendrons plus 

particulièrement l’estimation paramétrique [87][88][89]. 

 

 

Figure IV-17. Schéma de principe de l'estimation paramétrique. 

Pour estimer les admittances d’un réseau de retour de courant, et donc le poids des 

branches de son graphe, nous allons minimiser l’erreur entre des chutes de tension 

mesurées sur le réseau et celles estimées par un graphe modèle. Cette minimisation est 

réalisée grâce à une optimisation non linéaire (voir Figure IV-17). Le graphe modèle du 

réseau est décrit par : 
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Avec Minc : la matrice d’incidence du graphe, W : la matrice des poids du graphe, V : le 

vecteur des tensions nodales, I : le vecteur des courants nodaux injectés pour la mesure, 

dV : le vecteur des K mesures de chutes de tension réalisées sur le réseau et Cmes : la 

matrice d’incidence des mesures de K lignes et n colonnes. 

Le système peut donc être réécrit : 
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avec f une fonction non linéaire représentative de la relation entre tensions nodales et 

courant nodaux et g une fonction linéaire. 

On chercher à estimer du mieux possible les poids des branches W, du graphe modèle 

correspondant aux K mesures. Soit West une estimation. On peut calculer une estimation 

des chutes de tension dVest par : 
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Maintenant, on peut définir le résidu (l’erreur d’estimation) noté εk entre la kième chute de 

tension mesurée  
k

reeldV  et la kième sortie du modèle  
k

estdV  : 
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La valeur optimale de West est obtenue en minimisant la norme L2 associée au résidu : 
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Finalement, l’estimation paramétrique revient à un problème d’optimisation dont la 

formulation est explicitée ci-dessous : 
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 Plusieurs possibilités sont envisageables pour résoudre ce problème d’optimisation. 

L’algorithme de Levenberg-Marquardt [90] le plus couramment utilisé n’est pas facilement 

applicable. Il nécessiterait le calcul du transfert entre I et dV à l’aide des équations (IV-15). 

C’est problématique car la matrice Laplacienne est non-inversible. Une autre solution pour 

résoudre ce problème d’optimisation est d’utiliser un solveur permettant de définir des 

contraintes, de surcroît, non-linéaires. Un algorithme de point intérieur peut convenir. 
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Nous avons décidé d’utiliser le solveur de résolution non linéaire IPOpt proposé dans la 

toolbox Matlab OPTimization Interface (OPTI) [83][84].  

 

IV.3.2 Méthodologie de surveillance 

 La méthodologie de surveillance proposée s’appuie sur l’estimation paramétrique 

précédente. Nous allons détailler chacune de ses étapes et l’appliquer à la maquette 

DEMLAB présentée dans la partie IV.1. 

IV.3.2.1. Description du fonctionnement de DEMLAB 

IV.3.2.1.a. Fonctionnement normal de DEMLAB 

 Pendant les différentes phases de vol, toutes les charges de l’appareil ne fonctionnent 

pas en même temps. Par similarité, nous avons défini un fonctionnement « normal » de 

l’appareil dans lequel seules 7 charges sont actives. Elles sont arbitrairement reparties sur 

les termini du graphe aux nœuds 108, 109, 112, 114, 119, 127 et 136 (voir la Figure 

IV-18). Elles injectent chacune un courant de 100 A. La source de puissance, située au 

nœud 212, absorbe les 700 A.  

 

Figure IV-18. Emplacement de la source (212) et des 7 charges (carré rouge) dans la maquette DEMLAB. 

 Les chutes de tension entre les charges et la source lors du fonctionnement normal sont 

simulées numériquement à partir du modèle de la maquette DEMLAB. Leurs valeurs sont 

données dans le Tableau IV-3. On remarque que le réseau de retour de courant est bien 

dimensionné car le critère de tension est respecté pour toutes les charges en 

fonctionnement normal (chutes de tension entre la source et les charges inférieures à 0,5 

V). 
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 Charge 1 Charge 2 Charge 3 Charge 4 Charge 5 Charge 6 Charge 7 

Nœud  108 109 112 114 119 127 136 

Chute de 

tension (V) 
0,4014 0,3709 0,3657 0,2768 0,2092 0,2415 0,3955 

Tableau IV-3. Chutes de tension entre la source (au nœud 212) et les charges lors du fonctionnement 
normal. 

IV.3.2.1.b. Dégradations des contacts. 

 Afin d’appliquer notre méthodologie de surveillance, il est nécessaire de définir les 

dégradations des admittances de contact. Le vieillissement des contacts sous contrainte 

électrique n’est pas connu, il s’agit d’une problématique nouvelle imputée aux avions 

composites. Quelques essais de vieillissements chimiques ont cependant été réalisés par 

notre partenaire Airbus selon la norme DO 160. Après vieillissement, certaines 

admittances de contacts avaient diminué jusqu’à -40 % de leur valeur initiale (les données 

de notre partenaire sont confidentielles et ne peuvent donc pas être rapportées dans le 

détail). Les dégradations « mécaniques » dues aux vibrations sont pour l’instant inconnues. 

Afin de prendre en compte les deux composantes chimiques et mécaniques, nous avons 

considéré des dégradations maximales possibles de -70 % des admittances de contact. La 

distribution des dégradations n’est pas uniforme dans la réalité, de nombreux contacts vont 

se dégrader légèrement et quelques-uns fortement. Nous avons donc choisi que la densité 

de probabilité des admittances de contact électrique suivent une loi exponentielle. Elle est 

tracée sur la Figure IV-19. En pratique, un contact a quasiment 50 % de chances d’avoir 

une dégradation inférieure à -5% mais seulement 1,5 % de chances d’en avoir une 

supérieure à -65%. 

 

Figure IV-19. Densité de probabilité des dégradations des contacts. 
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IV.3.2.2. Principe de la méthodologie 

 La méthodologie de surveillance des réseaux de retour de courant se décompose en 5 

étapes (voir la Figure IV-20) : les 3 premières se font lors de la phase de conception du 

réseau, les deux autres sont réalisés à chaque maintenance. L’objectif est de vérifier la 

connectivité des charges et le respect du critère de tension d’un système réel dont certains 

contacts peuvent avoir été dégradés. Afin de limiter le temps nécessaire à la surveillance, la 

méthode peut estimer seulement les contacts critiques, c’est-à-dire les contacts influents 

sur les chutes de tension entre les sources et les charges. Ceci n’est pas une limitation de la 

méthode, mais bien un choix paramétrable que nous faisons pour des raisons de rapidité de 

l’analyse. Notre méthodologie permet, en plus, d’estimer le modèle du réseau de retour de 

courant après dégradations. Elle suppose que les valeurs des admittances des éléments et 

des contacts du réseau nominal avant dégradation sont entièrement connues ce qui permet 

de créer un modèle nominal.  

 

Figure IV-20. Principe de la méthodologie de surveillance. 

 

IV.3.2.2.a. Classement des charges 

 La première étape consiste à classer les charges selon leur importance, l’idée étant de 

définir quelles charges sont essentielles au bon fonctionnement de l’avion. Ce classement 

est une donnée d’entrée en provenance du systémier ou de l’intégrateur aéronautique. Il 

permet de réduire le nombre de contacts critiques à estimer et donc le nombre de capteurs à 

mettre en place.  

IV.3.2.2.b. Identification des contacts critiques  

 De nombreuses admittances de contact n’influencent pas les chutes de tension du 

réseau. Seules celles qui sont critiques, c’est-à-dire qui peuvent dégrader fortement la 

connectivité des charges, doivent être estimées. L’analyse spectrale des graphes offre un 

excellent outil capable d’identifier ces contacts critiques du réseau de retour de courant. La 

méthode d’identification est basée sur le calcul des matrices de sensibilité des chutes de 

tension à la modification des contacts du réseau. Ces matrices sont obtenues grâce à l’étude 

perturbative du spectre du graphe (voir partie III.2.4). Les calculs sont réalisés à partir du 

modèle du réseau. Tous les contacts pour lesquels la sensibilité de la chute de tension entre 

une charge essentielle et une source dépasse un seuil de criticité sont considérés comme 
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critiques. Dans la suite de la méthodologie, les autres contacts sont considérés comme fixes 

et égaux à leur valeur initiale même s’ils risquent d’être dégradés dans le système réel. 

IV.3.2.2.c. Choix des mesures pour la surveillance  

 Avant de pouvoir réaliser l’estimation paramétrique, il est nécessaire de définir, lors de 

la phase de conception, les mesures qui seront effectuées lors des maintenances. Le choix 

des mesures réside dans l’idée que plus la chute de tension mesurée est influencée par un 

contact critique, plus l’information obtenue sera utile pour estimer ce même contact 

critique. Le nombre de capteurs placés dans le réseau de retour dépend de notre besoin : un 

faible nombre de mesures permet un gain de temps en maintenance du réseau mais à 

l’inverse un grand nombre de mesures améliore la précision de l’estimation des éléments 

critiques. Nous avons dans un premier temps décidé de réaliser le même nombre de 

mesures que de contacts critiques. Donc pour chaque contact critique à surveiller, une 

mesure de chute de tension est réalisée aux extrémités du chemin le plus influencé par ce 

même contact. Pour déterminer ce chemin, les matrices de sensibilité des chutes de tension 

à la modification des branches du réseau sont encore utilisées. 

IV.3.2.2.d. Estimation de l’état des contacts critiques 

 Maintenant, nous passons aux étapes réalisées lors des maintenances. Dans un premier 

temps, il est nécessaire d’effectuer les mesures définies dans l’étape précédente sur le 

système réel. Les informations fournies par les capteurs permettent la mise en place d’une 

estimation paramétrique pour obtenir les admittances des contacts critiques. L’estimation 

paramétrique minimise le résidu entre les mesures de chutes de tension du système réel 

dVreel et les sorties d’un modèle dVest. Le problème d’optimisation s’écrit alors : 

 
    

   

   
jncjnc

iccicc

estT
inc

est
inc

K

k
k

estest

k

reel

W

ww

ww

IVMWM

VdVdV
est

0

0

2

0

...respectanten 

)(min









 IV-21 

La matrice des poids West est constituée des valeurs wnc des admittances des éléments et des 

contacts non critiques égales à leurs valeurs initiales, ainsi que des admittances estimées 

des contacts critiques wcc. Les admittances de contact critique sont bornées supérieurement 

par leurs valeurs nominales avant les dégradations car elles ne peuvent que se dégrader.  

IV.3.2.2.e. Contrôle des chutes de tension dans l’état estimé 

 L’estimation des admittances des contacts critiques du réseau permet de définir un 

modèle estimé du système réel défini par une matrice Laplacienne Lest. A partir du modèle 

estimé et des courants injectés par les charges, les tensions nodales du réseau sont estimées 

grâce aux équations de circuit : 
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avec Vest le vecteur des tensions nodales et Ifct le vecteur des courants nodaux injectés par 

les charges. Les chutes de tension entre les sources et les charges peuvent alors être 

reconstruites et le critère de tension peut être vérifié. 

IV.3.2.3.  Application à la maquette DEMLAB 

 Pour cette application, un jeu de valeurs de dégradation des admittances de contact est 

choisi aléatoirement selon la distribution exponentielle présentée précédemment. Il est 

donné ci-dessous : 

 
Modification 

yc (%) 
 

Modification 

yc (%) 
 

Modification 

yc (%) 

Contact 1 -33,9 Contact 37 -3,2 Contact 73 -0,7 

Contact 2 -5,9 Contact 38 -1,1 Contact 74 -1,0 

Contact 3 -21,1 Contact 39 -54,6 Contact 75 -7,3 

Contact 4 -0,8 Contact 40 -18,7 Contact 76 -42,2 

Contact 5 -3,3 Contact 41 -5,2 Contact 77 -63,0 

Contact 6 -7,7 Contact 42 -0,6 Contact 78 -3,7 

Contact 7 -1,4 Contact 43 -19,0 Contact 79 -34,2 

Contact 8 -1,9 Contact 44 -7,8 Contact 80 -2,8 

Contact 9 -0,6 Contact 45 -2,1 Contact 81 -46,1 

Contact 10 -1,1 Contact 46 -51 Contact 82 -17,7 

Contact 11 -0,7 Contact 47 -2,8 Contact 83 -1,0 

Contact 12 -0,6 Contact 48 -66,0 Contact 84 -10,4 

Contact 13 -51,1 Contact 49 -1,2 Contact 85 -9,8 

Contact 14 -59,1 Contact 50 -5,2 Contact 86 -1,0 

Contact 15 -29,1 Contact 51 -24,6 Contact 87 -3,9 

Contact 16 -4,0 Contact 52 -10,8 Contact 88 -2,0 

Contact 17 -17,9 Contact 53 -11,2 Contact 89 -38,3 

Contact 18 -4,8 Contact 54 -28,3 Contact 90 -33,5 

Contact 19 -3,3 Contact 55 -1,4 Contact 91 -10,2 

Contact 20 -0,8 Contact 56 -21,2 Contact 92 -11,6 

Contact 21 -1,0 Contact 57 -1,2 Contact 93 -25,2 

Contact 22 -0,5 Contact 58 -0,9 Contact 94 -0,6 

Contact 23 -66,8 Contact 59 -3,2 Contact 95 -0,7 

Contact 24 -0,7 Contact 60 -8,9 Contact 96 -22,2 

Contact 25 -2,4 Contact 61 -34,2 Contact 97 -0,6 

Contact 26 -28,2 Contact 62 -18,8 Contact 98 -5,7 

Contact 27 -29,8 Contact 63 -2,4 Contact 99 -0,8 

Contact 28 -3,4 Contact 64 -7,4 Contact 100 -37,8 

Contact 29 -38,9 Contact 65 -19,4 Contact 101 -11,0 

Contact 30 -6,0 Contact 66 -14,1 Contact 102 -2,3 

Contact 31 -0,6 Contact 67 -46,5 Contact 103 -40,6 

Contact 32 -2,1 Contact 68 -2,9 Contact 104 -2,3 
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Contact 33 -31,5 Contact 69 -0,8 Contact 105 -7,1 

Contact 34 -19 Contact 70 -10,1 Contact 106 -3,5 

Contact 35 -3,9 Contact 71 -3,1 Contact 107 -20,7 

Contact 36 -9,7 Contact 72 -16,5 
Tableau IV-4. Dégradations des admittances de contact pour la méthodologie de surveillance appliquée à la 

maquette DEMLAB. 

Le réseau constitué par ce jeu d’admittance constituera le système réel. Les mesures seront 

obtenues par sa simulation numérique. 

IV.3.2.3.a. Classement des charges 

 Supposons que seules les charges aux nœuds 112, 127 et 136 (respectivement les 

charges 3, 6 et 7) soient vitales pour le bon fonctionnement de l’avion. Elles sont 

considérées comme essentielles et seule leur chute de tension est à surveiller. 

IV.3.2.3.b. Identification des contacts critiques 

 Grâce à la matrice de sensibilité de l’analyse spectrale, les sensibilités sont calculées 

pour toutes les admittances des contacts sur le réseau avant dégradations. Les résultats sont 

donnés sur la Figure IV-21 ci-dessous : 
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Figure IV-21. Sensibilités des chutes de tension entre la source et : (a) la charge 3 ; (b) la charge 6 ; (c) la 
charge 7 à la variation d’admittance des contacts. 

 Tout d’abord, il semble que seuls quelques contacts influent sur les chutes de tension 

entre la source et les charges. Lorsque l’on regarde de plus près, les sensibilités des chutes 

de tension aux contacts entre les traverses et les chemins de câbles sont presque toutes 

négligeables. Ce résultat est compréhensible puisque que ces résistances de contact sont 

près de 100 fois inférieures aux autres résistances de contact (voir annexe G). De plus, on 

remarque plusieurs contacts ayant une sensibilité légèrement positive, c’est-à-dire que leur 

dégradation améliore la chute de tension entre la source et la charge. Ces valeurs positives 

sont dues à la modification de la répartition des courants lorsqu’une valeur d’admittance 

est changée. 

 Pour déterminer la criticité, nous avons choisi dans cet exemple de fixer arbitrairement 

le seuil de criticité des contacts à -2 % de modification des chutes de tension. Pour la chute 

de tension entre la source et la charge 3, il y a 9 contacts critiques qui atteignent ce seuil. 

Pour la chute de tension entre la source et la charge 6, on trouve 12 contacts critiques et 

pour celle entre la source et la charge 7, il y en a 8. Cependant, certains contacts critiques 
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sont communs à plusieurs chutes de tension. En pratique, seuls 16 contacts critiques sont à 

surveiller (voir Figure IV-22 pour leur localisation). Ce sont les contacts : 11, 12, 13, 26, 

28, 41, 43, 56, 58, 71, 73, 77, 82, 83, 100 et 101. Ce sont principalement des contacts entre 

les cadres et traverses de DEMLAB. Les autres contacts sont considérés comme fixes et 

égaux à leur valeur initiale. 

 

Figure IV-22. Emplacement de la source (cercle vert), des 3 charges essentielles (carré rouge) et des 16 
contacts critiques (croix violette). 

IV.3.2.3.c. Choix des mesures pour la surveillance 

 Les contacts critiques à surveiller sont désormais connus et la 3ème étape concerne la 

recherche des mesures permettant de fournir les bonnes informations à l’estimation 

paramétrique. La Figure IV-23 montre la matrice de sensibilité des chemins du réseau à la 

variation de l’admittance du premier contact à surveiller : le contact 11. Les calculs sont 

réalisés à partir du modèle du réseau non dégradé. On remarque que le chemin entre les 

nœuds 11 et 148 est le chemin le plus influencé par le contact. Logiquement il correspond 

au chemin entre les bornes du contact 11 car la modification de l’admittance du contact 

modifie en premier temps la chute de tension de celui-ci.  
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Figure IV-23. Sensibilités des chemins à la variation de l’admittance du contact 11. 

 Pour tous les autres contacts critiques, les chemins le plus influencés sont aussi les 

chemins entre les extrémités des contacts. Nous décidons donc, logiquement, de placer les 

capteurs aux bornes des contacts critiques afin de réaliser 16 mesures de chutes de 

tensions. A noter que dans le cas où les chutes de tension aux bornes des contacts ne sont 

pas accessibles, la mesure se fera aux bornes du chemin accessible le plus influencé par la 

variation de l’admittance du contact critique. 

 Enfin, pour s’assurer que les contacts critiques sont traversés par un courant lors des 

mesures, nous réalisons des injections de courant entre leurs bornes. 

IV.3.2.3.d. Estimation de l’état des contacts critiques 

 Maintenant que nous avons choisi l’emplacement de nos capteurs nous sommes 

capables d’effectuer les 16 mesures de chutes de tension qui seront effectuées sur le 

système réel lors des maintenances. Dans notre exemple, elles sont réalisées à partir d’une 

simulation numérique. L’estimation paramétrique doit minimiser l’erreur quadratique entre 

les mesures sur le système réel et les sorties du modèle. Le problème d’optimisation est 

résolu grâce au solveur disponible dans la toolbox OPTI [83][84]. 

 L’erreur quadratique obtenue entre les 16 chutes de tensions mesurées et les sorties du 

modèle pour notre solution optimale est de 3,08.10-7. Cette solution est en moyenne 

obtenue après 95 itérations en 1 min et 15 secondes. Les estimations des admittances des 

contacts critiques ainsi que les erreurs avec les admittances du système réel sont données 

dans le Tableau IV-5 : 
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Admittance estimée 

(Ω-1) 

Admittance du 

système réel (Ω-1) 

Erreur d’estimation 

(%) 

Contact 11 645,2 640,9 0,66 

Contact 12 922,6 983,7 -6,21 

Contact 13 317,2 315,7 0,46 

Contact 26 453,4 463,3 -2,15 

Contact 28 614,9 623,3 -1,34 

Contact 41 614,2 611,7 0,41 

Contact 43 526,2 522,9 0,64 

Contact 56 509,0 508,2 0,16 

Contact 58 640,3 639,5 0,13 

Contact 71 628,1 625,2 0,47 

Contact 73 642,9 640,6 0,36 

Contact 77 370,2 370,2 0,00 

Contact 82 835,1 823,3 1,44 

Contact 83 974,3 990,0 -1,58 

Contact 100 621,6 622,1 -0,09 

Contact 101 890,8 890,2 0,07 
Tableau IV-5. Comparaison entre les admittances estimées et celles du système réel des 16 contacts 

critiques. 

 Le choix des mesures est bien défini puisqu’il permet d’obtenir une bonne estimation 

des admittances de contacts critiques du réseau. En effet, l’erreur moyenne d’estimation 

des admittances est de 0,66 %. Cependant l’estimation du contact 12 est légèrement moins 

bonne avec une erreur de -6,21 %. Les erreurs sont principalement induites par l’absence 

d’estimation des admittances des contacts non critiques, égales à leurs valeurs initiales lors 

de l’estimation paramétrique mais qui sont dégradées dans le système réel. 

IV.3.2.3.e. Contrôle des chutes de tension dans l’état estimé 

 Pour vérifier le critère de chutes de tension entre la source et les charges essentielles, 

on construit le modèle estimé du système réel Lest à partir des admittances de contact 

critiques estimées dans la partie précédente. Les autres admittances du réseau sont égales à 

leur valeur initiale. Les chutes de tension sont données dans le Tableau IV-6. 

 Chute de tension 

estimée (V) 

Chute de tension du 

système réel (V) 

Erreur 

d’estimation (%) 

Charge 3 0,3957 0,4001 -1,1 

Charge 6 0,2684 0,2704 -0,7 

Charge 7 0,5931 0,5969 -0,6 

Tableau IV-6. Comparaison entre les chutes de tension estimées et celles du système réel. 

 Les chutes de tension obtenues grâce à notre méthode montrent que la charge 7 ne 

respecte plus le critère de tension. En effet, sa chute de tension a dépassé 0,5 V. Les deux 

autres charges essentielles sont fonctionnelles d’un point de vue du retour de courant. Les 
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chutes de tension du système réel amènent à la même conclusion. Les erreurs d’estimation 

des chutes de tension sont faibles, de l’ordre de 1%. 

IV.3.2.4. Surveillance de la maquette DEMLAB 

 Pour vérifier sa robustesse, la méthode de surveillance est appliquée à la maquette 

DEMLAB avec différents jeux aléatoires de dégradations des admittances de contacts. Elle 

est réalisée 500 fois. Les résultats des diagnostics des trois charges essentielles sont tracés 

dans la Figure IV-24.  

 Le retour de courant de la charge 6 est toujours assuré dans les 500 simulations. Par 

contre pour la charge 7, il y 10% des simulations dans lesquelles la chute de tension ne 

respecte pas le critère de tension. Dans la plupart des cas, l’estimation permet de détecter la 

défaillance de la charge. Cependant, dans 4 simulations, la charge est faussement estimée 

comme fonctionnelle. Ces mauvais diagnostics sont induits par des chutes de tension très 

proches de la limite de 0,5 V (voir le Tableau IV-7). L’explication des réseaux faussement 

diagnostiqués comme fonctionnels est identique pour la charge 3. Pour l’ensemble des 

simulations, les erreurs d’estimations des chutes de tension restent faibles, en moyenne -

0,94 % et elles sont comprises entre -4,11 % et 1,52 %.  

 

Figure IV-24. Efficacité de la méthode de surveillance lors de 500 simulations avec des dégradations 
aléatoires des contacts. 

 dV(s-ch7) estimée (V) 
dV(s-ch7) du système 

réel (V) 

Erreur d’estimation 

(%) 

Simulation 51 0,4994 0,5050 -1,11 

Simulation 94 0,4979 0,5036 -1,13 

Simulation 131 0,4986 0,5007 -0,42 

Simulation 239 0,4980 0,5023 -0,86 

Tableau IV-7. Chutes de tension estimées et du système réel entre la charge 7 et la source pour les 4 
simulations mal diagnostiquées. 



Chapitre IV : Applications aéronautiques 

- 130 - 

 

IV.3.2.5. Résultats et perspectives 

 L’application sur la maquette DEMLAB montre que notre méthodologie de 

surveillance permet de répondre à notre problématique : détecter et localiser les 

défaillances du retour de courant des charges lors de dégradations des contacts. Grâce à 

l’étude perturbative du spectre du graphe, nous sommes capables d’identifier les contacts 

critiques du réseau de retour de courant et donc de diminuer le nombre d’admittances à 

estimer lors des maintenances. L’analyse spectrale offre aussi une aide sur le choix des 

mesures. 

 Plusieurs études restent à approfondir pour envisager un outil fonctionnel de 

surveillance des réseaux de retour de courant. Tout d’abord, le classement des charges 

ainsi que le choix du seuil de criticité ont été faits arbitrairement. Ces choix impactent 

grandement le compromis entre la précision de l’estimation du réseau dégradé et le nombre 

de mesures à installer. En effet, augmenter le nombre de charges critiques, ou diminuer le 

seuil de criticité (en valeur absolue), implique une augmentation du nombre de contacts à 

estimer et donc une augmentation du nombre de mesures à réaliser. Il serait intéressant 

dans la suite des travaux de quantifier ce compromis afin de choisir les réglages en 

fonction de l’application et la précision finale voulue. 

 Ensuite, les travaux ont été uniquement réalisés avec de mesures obtenues par 

simulation numérique. Il serait donc nécessaire d’étudier l’influence des incertitudes liées à 

des mesures physiques sur avion sur l’estimation paramétrique des admittances de contact. 

L’étude concernant les meilleurs points d’injection afin d’exciter correctement le réseau 

n’a pas encore été faite. Pour l’instant, les points d’injections sont situés au niveau des 

mesures pour s’assurer que les chutes de tensions portent une information. Mais, il serait 

intéressant à l’avenir d’imposer une excitation du réseau à partir de moins de points 

d’injection. 

 

 

IV.3.3 Méthode de caractérisation du réseau  

 La méthodologie de surveillance nécessite la modélisation complète du réseau 

nominal, donc la connaissance de son état d’origine. Cette caractérisation initiale n’est pas 

possible par mesure directe. Nous allons proposer dans cette partie une méthode basée sur 

l’estimation paramétrique capable de caractériser les admittances de contact d’un réseau 

électrique à partir de mesures. Afin de vérifier le bon fonctionnement de notre méthode, 

elle sera appliquée à un petit réseau test. Dans un premier temps, les mesures seront 

constituées par des résultats de simulation numérique du réseau test. Cela permettra de 

déterminer les configurations de mesure les plus adaptées et d’effectuer une étude de 

sensibilité de la méthode. Puis, une validation à l’aide de mesures physiques sera montrée.  
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IV.3.3.1. Description du réseau test 

 Le réseau test est un réseau maillé composé de 17 câbles DR18 (diamètre moyen de 

1,205 mm) numérotés 1 à 17 représentant les éléments conducteurs d’un réseau de retour 

de courant. Chaque câble fait environ 10 cm. Ils sont connectées entre eux avec 12 dipôles 

résistants modélisant des admittances de contact d’environ 50 mΩ-1 notées C1 à C12 (voir 

Figure IV-25). Les admittances des câbles et des dipôles ont été mesurées avant la 

conception du réseau afin d’obtenir leurs valeurs réelles. Elles sont données dans le 

Tableau IV-8 et le Tableau IV-9. Les différents éléments du réseau test sont reliés par 

brasage entre eux, les résistances supplémentaires induites par la brasure ont été mesurées 

et sont négligeables.  

 

Figure IV-25. Réseau test (a) et son graphe (b). Les nœuds sont numérotés en noir. 
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 Admittance à 20°C (Ω-1) 

Câble 1 642,7 

Câble 2 639,0 

Câble 3 627,0 

Câble 4 646,8 

Câble 5 627,0 

Câble 6 639,0 

Câble 7 651,0 

Câble 8 623,1 

Câble 9 627,0 

Câble 10 630,9 

Câble 11 642,7 

Câble 12 634,9 

Câble 13 630,9 

Câble 14 642,7 

Câble 15 630,9 

Câble 16 623,1 

Câble 17 639,0 

Tableau IV-8. Valeurs des admittances des câbles dans le réseau test. 

 Admittance à 20°C (mΩ-1) 

Contact C1 50,090 

Contact C2 50,035 

Contact C3 50,327 

Contact C4 50,186 

Contact C5 50,292 

Contact C6 50,188 

Contact C7 50,287 

Contact C8 50,100 

Contact C9 50,010 

Contact C10 49,925 

Contact C11 50,100 

Contact C12 50,030 

Tableau IV-9. Valeurs des admittances de contact dans le réseau test. 
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IV.3.3.2. Principe de la caractérisation 

 Nous voulons caractériser les admittances C1 à C12 qui sont considérées comme des 

admittances de contact. Pour cela, nous allons réaliser une estimation paramétrique à partir 

de mesures sur le réseau test. Nous considérons que les admittances des câbles sont 

connues et exactes. Nous avons choisi de réaliser des mesures de chutes de tension et de 

courants : 

 Mesures des courants des 17 câbles ; 

 Mesures de 12 chutes de tension définies dans l’annexe K. 

Puisque nous avons des mesures de courants en plus de celles de chutes de tension, il est 

nécessaire de modifier légèrement l’estimation paramétrique. De plus, nous avons choisi 

de borner les valeurs d’admittances yc des résistances de contacts entre 0,02 et 0,2 Ω-1. La 

formulation du problème d’optimisation est alors : 
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Nous allons maintenant voir comment résoudre ce problème, soit à l’aide de mesures 

issues de simulation numérique, soit à l’aide de mesures physiques du réseau test. 

IV.3.3.3. Avec des mesures obtenues par simulation 

 Pour que les mesures fournissent les informations nécessaires, il faut s’assurer que 

tous les contacts sont bien traversés par du courant. De par la structure du réseau, trouver 

une configuration d’injection de courant capable d’exciter correctement l’ensemble des 

contacts est difficile donc nous allons en utiliser deux. On considère que, pour être bien 

excité, un contact doit être traversé par au moins 10% du courant total injecté. Pour 

connaitre la répartition des courants dans le réseau test, nous allons réaliser des simulations 

numériques à partir du modèle du réseau test dans lequel les admittances de contacts sont 

toutes égales à 50 mΩ-1. Dans la première configuration, un courant de 100 mA est injecté 

au nœud 9 du réseau et la sortie est au nœud 16. Les contacts sont, dans la majorité, bien 

excitées mais les contacts C3 et C10 sont traversées par moins de 10 % du courant total. Ils 

risquent d’être difficiles à estimer (voir Figure IV-26). Dans la configuration 2, le même 

courant de 100 mA est injecté au nœud 5 et il ressort au nœud 20, les contacts C3 et C10 

sont cette fois traversés par un courant suffisant, par contre C5 et C8 ne le sont plus. Des 

mesures à partir des deux configurations sont donc nécessaires pour s’assurer que les 

résistances de contact sont bien excitées.  
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Figure IV-26. Injection d'un courant de 100 mA pour les mesures : (a) dans la configuration 1 entre les 
nœuds 9 et 16 et (b) dans la configuration 2 entre les nœuds 5 et 20. 

 

Pour vérifier le bon fonctionnement de notre méthode et éviter les erreurs induites par les 

mesures, nous allons réaliser l’estimation paramétrique à partir des mesures obtenues lors 

d’une simulation numérique du réseau test nominal. Leurs valeurs sont données dans 

l’annexe K.  

 Nous commençons par estimer les admittances des contacts dans la première 

configuration d’injection de courant. Après environ 100 itérations, l’optimisation converge 

vers une solution optimale. La valeur de la fonction objectif est égale 2,8.10-5, l’estimation 

a permis de trouver une combinaison d’admittances en accord avec les mesures obtenues 

par simulation. Les admittances estimées sont données dans le Tableau IV-10. Cependant, 

on remarque que dans cette configuration les courants traversant les contacts C3 et C10 sont 

inférieurs à 10 % du courant total. Donc il est nécessaire de réaliser une seconde estimation 

pour la deuxième configuration d’injection de courant.  
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 Admittance estimée (mΩ-1) 
Courant estimé traversant 

le contact (mA) 

Contact 1 50,085 34,5 

Contact 2 50,083 10,4 

Contact 3 50,324 3,4 

Contact 4 50,184 41,4 

Contact 5 50,255 24,2 

Contact 6 50,082 13,8 

Contact 7 50,214 13,8 

Contact 8 50,097 24,2 

Contact 9 50,044 41,3 

Contact 10 49,776 3,4 

Contact 11 50,217 10,3 

Contact 12 50,015 34,4 

Tableau IV-10. Admittances et courants estimés traversant les contacts après l'estimation paramétrique 
dans la configuration 1 avec un courant d'injecté de 100 mA. 

 

 Dans la seconde configuration, les mesures simulées sont obtenues grâce à l’injection 

d’un courant de 100 mA ente les nœuds 5 et 20. Les admittances des contacts traversés par 

un courant suffisant sont fixées sur celles obtenues après la première estimation. Les 

résultats des admittances après les deux estimations paramétriques sont donnés dans le 

Tableau IV-11. On remarque tout d’abord que, dans la seconde configuration, les contacts 

C3 et C10 sont traversés par un courant plus important, environ 27 % du courant total. 

Après les deux optimisations, les admittances estimées sont très proches des admittances 

du réseau test avec une erreur moyenne de 0,11 % et une erreur maximum de 0,26 %. Les 

erreurs peuvent être expliquées par les tolérances choisies pour les optimisations et les 

faibles incertitudes sur les valeurs des admittances des câbles. 
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Admittance 

estimée (mΩ-1) 

Admittance du 

réseau test (mΩ-1) 
Erreur (%) 

Courant estimé traversant 

la résistance (mA) 

Contact 1 50,085 50,090 -0,01 24,1 

Contact 2 50,083 50,035 0,10 17,2 

Contact 3 50,196 50,327 -0,26 27,6 

Contact 4 50,184 50,186 0,00 31,0 

Contact 5 50,255 50,292 -0,07 6,9 

Contact 6 50,082 50,188 -0,21 10,3 

Contact 7 50,214 50,287 -0,14 10,4 

Contact 8 50,097 50,100 -0,01 6,9 

Contact 9 50,044 50,010 0,07 31,0 

Contact 10 50,024 49,925 0,20 27,6 

Contact 11 50,217 50,100 0,23 17,3 

Contact 12 50,015 50,030 -0,03 24,1 

Tableau IV-11. Admittances estimées des contacts après l’estimation paramétrique et courants estimés 
traversant les contacts dans la 2ème configuration (avec un courant injécté de 100 mA). 

IV.3.3.4. Etude de sensibilité 

 L’estimation paramétrique permet donc de caractériser les admittances de contact à 

partir de mesures exactes issues de simulations numériques. Avant de l’appliquer à des 

mesures physiques il est nécessaire de vérifier la sensibilité des estimations aux 

incertitudes de mesures. Nous allons commencer par analyser l’impact des erreurs de 

mesures de courants sur les admittances estimées. 

 Pour cela, nous avons considéré que les mesures de courants étaient aléatoirement 

comprises entre -5 et +5 % de leurs valeurs simulées. Les résultats obtenus pour 100 

simulations sont donnés sur la Figure IV-27. On remarque tout d’abord que, même avec 

des erreurs maximums de 5 % sur les mesures de courant, les admittances estimées sont 

dans le même ordre de grandeur que les admittances du réseau test. Les erreurs 

d’estimation des admittances sont comprises à peu près entre -5 et 5 %. Quant aux résultats 

pour des erreurs de mesures inférieures à 1%, ils sont très proches des valeurs réelles avec 

des erreurs inférieures à 1,5 %. 
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Figure IV-27. Erreurs d’estimations des admittances de contact lors de 100 simulations avec une incertitude 
de mesure de courant de +/- 1% et +/- 5%. 

 Deux analyses supplémentaires sont réalisées, l’une avec des erreurs de mesures des 

chutes de tension seulement et l’autre avec des erreurs sur les mesures de chutes de tension 

et des courants. Les résultats sont tracés sur la Figure IV-28. L’estimation des admittances 

semble plus sensible aux erreurs sur les chutes de tension que sur les courants. Malgré des 

erreurs de mesures sur les chutes de tension et les courants jusqu’à 5 %, les admittances 

estimées restent dans une plage d’erreur de +/- 10 %.  

 

Figure IV-28. Erreurs d’estimations des admittances de contact lors de 100 simulations avec une incertitude 
(a) des mesures de chutes de tension et (b) des mesures de chutes de tension et de courant. 

IV.3.3.5. Avec des mesures physiques 

 Les mesures ont été réalisées sur le réseau réel, elles sont données dans l’annexe K. 

Elles sont donc sujettes à des erreurs. Les valeurs des admittances après les deux 

estimations paramétriques sont données dans le Tableau IV-12. A partir des mesures 

physiques, l’erreur moyenne d’estimation est non négligeable mais faible de l’ordre de 
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2,87 %. Ces erreurs sont principalement induites par les mesures de courants des branches 

ayant pour certaines plus de 6 % d’erreur. En améliorant la précision des mesures ou en 

multipliant les mesures, nous serions en capacité de minimiser ces erreurs. Cependant nous 

pouvons conclure que l’estimation paramétrique permet de caractériser un réseau de retour 

de courant et en particulier les admittances de contacts.  

 
Admittance 

estimée (mΩ-1) 

Admittance du 

réseau test (mΩ-1) 
Erreur (%) 

Contact 1 50,816 50,090 1,45 

Contact 2 48,478 50,035 -3,11 

Contact 3 52,278 50,327 3,88 

Contact 4 51,027 50,186 1,68 

Contact 5 49,125 50,292 -2,32 

Contact 6 49,310 50,188 -1,75 

Contact 7 47,223 50,287 -6,09 

Contact 8 46,896 50,100 -6,40 

Contact 9 50,065 50,010 0,11 

Contact 10 47,950 49,925 -3,96 

Contact 11 50,820 50,100 1,44 

Contact 12 51,142 50,030 2,22 

Tableau IV-12. Admittances estimées des contacts après l’estimation paramétrique à partir de mesures 
physiques. 

 

IV.4. Conclusions 

 Le caractère multi-échelle d’un réseau réaliste de retour de courant révélé grâce à la 

méthode de croissance d’une boule, nous conforte dans l’utilisation de l’analyse spectrale 

pour relier la topologie d’un réseau de retour de courant à ses chutes de tension. La 

détermination des modes influant sur les interactions locales nous a permis de fournir une 

indication des meilleurs emplacements des charges dans un réseau. Même si l’optimisation 

de la connectivité algébrique n’est pas suffisante pour concevoir un meilleur réseau 

puisqu’elle ne garantit pas une diminution des chutes de tension, elle permet une meilleure 

compréhension de l’organisation spectrale d’un réseau de retour de courant. Un 

dimensionnement d’un réseau de retour de courant léger et bien connecté peut 

partiellement être réalisé grâce à l’analyse spectrale du spectre de la matrice Laplacienne 

du graphe. Ces pistes restent tout de même très prometteuses pour des futures études de 

pré-dimensionnement des réseaux de retour de courant. 
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 La complexification des réseaux de retour de courant dans les avions composites a 

nécessité l’insertion de tresses afin de garantir la continuité électrique et la qualité des 

contacts électriques. Elles sont actuellement impératives car les systémiers ou intégrateurs 

aéronautiques ne peuvent ni vérifier ou garantir les résistances initiales des contacts ni 

surveiller leurs évolutions dans le temps. Ces incertitudes entrainent un risque de non-

respect du critère fonctionnel de chute de tension maximale admissible, mettant ainsi en 

danger les systèmes et les personnes. Nos solutions offrent une bonne réponse à nos 

besoins. Une méthode de surveillance permet d’estimer l’évolution des chutes de tensions 

entre les sources et les charges à partir de mesures sur le réseau de retour de courant. Sans 

le recours à l’analyse perturbative du spectre du graphe, notre méthodologie aurait été 

chronophage et n’aurait pas pu être envisagée lors des maintenances au sol. De plus, 

l’estimation des admittances des contacts critiques fournit un outil capable de détecter et de 

localiser les dégradations des contacts impactant le critère de tension du réseau, une 

planification des réparations nécessaires peut donc être mise en place. En plus d’apporter 

une solution inexistante jusqu’à présent dans le domaine aéronautique, la méthodologie est 

paramétrable, offrant une flexibilité à travers le choix du type de mesures (tensions et/ou 

courant) et du nombre de branches à estimer (compromis précision/nombres de capteurs à 

installer), permettant ainsi l’adaptation de cet outil aux multiples besoins de surveillance. 

Additionné à notre méthode de caractérisation, nous avons tous les éléments en main pour 

être capable d’étudier l’utilité de chaque tresse ajoutée. 
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 Afin de limiter la consommation des avions et leurs impacts environnementaux, les 

constructeurs doivent sans cesse chercher de nouvelles solutions capables d’alléger les 

structures des aéronefs. Depuis quelques années, les matériaux composites ont montré 

leurs avantages en alliant légèreté et résistance mécanique. Cependant, leur introduction 

implique une complexification des systèmes électriques embarqués. Puisque les matériaux 

composites sont de mauvais conducteurs et sont très sensibles aux échauffements, le 

fuselage et la structure ne peuvent plus assurer, entre autres, la fonction électrique de retour 

de courant qui est pourtant essentielle. Par conséquent, les avions composites requièrent un 

réseau électrique additionnel, appelé génériquement « réseau de retour de courant ». Ce 

nouveau réseau, non nécessaire auparavant, pose deux nouvelles problématiques : 

premièrement, le dimensionnement de réseaux légers, fonctionnels et robustes et 

deuxièmement, la surveillance de ces réseaux. 

 Les travaux de recherche présentés dans cette thèse ont porté essentiellement sur 

l’étude de ces deux problématiques. Leur résolution est passée par la compréhension de 

l’impact de la topologie d’un réseau de retour de courant sur ses performances électriques. 

Une nouvelle méthode d’analyse a été proposée pour la résolution de ces problématiques : 

l’analyse spectrale des graphes.  

 La première étape a été de modéliser les réseaux par un graphe portant leur topologie 

mais aussi, à travers la matrice Laplacienne, leur comportement électrique. A partir de 

cette modélisation, plusieurs approches topologiques issues de la théorie des graphes ont 

été utilisées pour la caractérisation des liens entre topologie et performances électriques. 

La compréhension des liens peut alors être facilitée par l’étude des réseaux dans leur 

domaine spectral. 

 Cette caractérisation a été facilitée par l’utilisation de la théorie spectrale des graphes 

qui permet de réduire le comportement du réseau à la somme d’un certain nombre de 

comportements élémentaires indépendants. Ces derniers sont déterminés par les modes de 

la matrice Laplacienne et sont associés à une échelle caractéristique du réseau. De ce fait, 

l’analyse spectrale offre aussi une lecture multi-échelle. 

 Un premier lien entre la topologie et les performances électriques a été obtenu grâce à 

la connectivité algébrique, la seconde valeur propre de la matrice Laplacienne du graphe. 

Elle est un indicateur de la robustesse d’un réseau et elle borne sa résistance moyenne. Une 

grande valeur de connectivité algébrique indique un réseau robuste et bien connecté. Un 

lien direct entre la topologie et les chutes de tension a aussi été réalisé avec l’analyse 

perturbative du spectre du graphe. Cela nous a fourni un outil très performant capable 

d’approximer les chutes de tension du réseau sans nécessité de nombreuses simulations 

chronophages comme cela est nécessaire habituellement. 

 Plusieurs applications aéronautiques de l’analyse spectrale ont ensuite été illustrées 

grâce à une maquette représentative d’un réseau de retour de courant. Après avoir modélisé 
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la maquette par un graphe, nous avons proposé 3 approches de pré-dimensionnement pour 

supporter la conception des réseaux de retour de courant, ainsi que deux méthodes de 

surveillance et de caractérisation. 

 La première approche de pré-dimensionnement a étudié l’emplacement des charges 

dans la maquette. Nous avons montré, qu’afin de limiter les chutes de tension entre les 

charges et les sources, il est nécessaire que leur chemin soit le moins impacté possible par 

les échelles globales du réseau, et donc par les modes associés aux faibles valeurs propres. 

Ensuite, nous avons réalisé une optimisation afin de maximiser la connectivité algébrique 

pour obtenir un réseau robuste avec une résistance moyenne faible. Cette optimisation a 

permis d’augmenter la connectivité algébrique du graphe mais pas d’améliorer l’ensemble 

des chutes de tension entre les charges et les sources. En effet, tous les modes globaux 

influent sur les chutes de tension donc il serait nécessaire de les optimiser tous. Malgré 

cela, l’optimisation de la connectivité algébrique reste un outil utile pour la compréhension 

des réseaux de retour de courant car il aide à déterminer les paramètres dimensionnants. 

Enfin, dans l’hypothèse d’un réseau préalablement dimensionné, par exemple suivant des 

contraintes mécaniques, nous avons proposé une méthode d’ajout ciblé de masse pour 

respecter le critère de chute de tension.  

 Dans un second temps, nous avons développé une méthodologie de surveillance des 

réseaux de retour de courant. Son objectif était de surveiller l’évolution des chutes de 

tension et de vérifier le respect du critère de chute de tension lors de dégradations des 

contacts. Pour réduire le temps nécessaire à la surveillance, seuls les contacts critiques sont 

surveillés. Ils sont identifiés par l’analyse perturbative du spectre de graphe. La méthode 

proposée fournit une bonne estimation des admittances des contacts dégradés et par 

conséquent des chutes de tension engendrées par ces nouvelles admittances. Pour finir, une 

méthode de caractérisation a été proposée. Elle est capable d’estimer correctement les 

admittances des contacts à partir de mesures de chutes de tension et de courants. 

Ces travaux de thèse ouvrent aussi de nombreuses perspectives : 

 D’un point de vue applicatif, il nous semblerait intéressant d’améliorer la méthode 

de surveillance des réseaux de retour de courant. Dans un premier temps, il serait 

nécessaire de proposer une méthode capable de définir l’emplacement des points 

d’injections de courants lors des mesures. Pour cela, on pourrait envisager d’utiliser 

l’analyse perturbative du spectre, l’idée étant d’alimenter le réseau sur des chemins 

influencés par plusieurs contacts critiques. L’impact du classement des charges et 

du choix du seuil de criticité permettrait d’adapter la méthode aux besoins 

industriels. Ces impacts pourraient être obtenus par une campagne de simulation. Il 

serait également intéressant de revenir sur la formulation du problème et sa 

résolution. Actuellement la solution choisie est fonctionnelle mais on peut imaginer 

que la convergence et le temps de résolution pourraient être améliorés. On pourrait 
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envisager de calculer le transfert entre les courants injectés et les mesures à l’aide 

du pseudo-inverse de la matrice Laplacienne et résoudre le problème avec 

l’algorithme de Levenberg-Marquardt [90]. Ces travaux permettraient de consolider 

la méthodologie de surveillance en vue d’une utilisation industrielle. 

 Grâce à l’illustration de nos approches sur la maquette DEMLAB, nous avons vu 

qu’elles sont applicables aux réseaux de retour de courant de type ESN (utilisés 

dans l’A350). Cependant, l’utilisation des enveloppes en matériaux composites 

dans les sous-systèmes de l’appareil, tel que les nacelles ou les meubles électriques, 

nécessite également des réseaux capables d’assurer les fonctions électriques de 

retour de courant. L’ensemble de nos approches basées sur l’analyse spectrale pour 

concevoir et surveiller les réseaux sont applicables à tous les réseaux de retour de 

courant.  

 L’optimisation de la connectivité algébrique n’a pas permis l’amélioration des 

chutes de tension dans le réseau de retour de courant. Il faudrait mettre en place un 

problème d’optimisation capable de maximiser plusieurs valeurs propres influentes 

tout en limitant la masse du réseau. Dans ce cas, la modification de l’ensemble des 

vecteurs propres lors de variations de la topologie du réseau empêche une 

formulation de la contrainte identique à celle réalisée pour la maximisation de la 

connectivité algébrique. Il faudrait donc trouver une nouvelle formulation. On 

pourrait, pour cela, s’inspirer des travaux de minimisation de la résistance totale 

d’un réseau réalisé par Ghosh [91]. 

 L’investigation des propriétés des vecteurs propres de la matrice Laplacienne du 

graphe est un sujet de recherche à part entière. Peu de travaux existent à ce sujet 

[92]. Il faudrait notamment comprendre leurs évolutions lors de la modification de 

la topologie. Les applications de ces travaux pourraient concerner les problèmes 

d’observabilité et de commandabilité des nœuds [67][93].  

 Pour l’instant, seuls des réseaux résistifs ont été étudiés. Il serait intéressant 

d’introduire les comportements capacitifs et inductifs. Une modification de la 

matrice Laplacienne en introduisant des paramètres complexes serait une solution 

envisageable. Par la suite, la lecture multi-échelle offerte par l’analyse spectrale 

devrait être revue en intégrant le nouveau modèle du réseau. En fonction des 

évolutions de l’analyse, il faudrait vérifier l’adaptabilité de nos approches de pré-

dimensionnement et de surveillance. 

 A la place de l’analyse spectrale que nous proposons dans ce manuscrit, d’autres 

méthodes multi-échelles pourraient être envisagées pour comprendre comment les 

propriétés d’un réseau émergent de sa topologie. La théorie de la percolation 

semble particulièrement intéressante puisqu’elle se concentre sur l’étude de la 

transition entre la connectivité et son absence, proche de la notion de robustesse 

[12][14]. L’analyse des propriétés des amas percolants au voisinage du seuil de 



Conclusions générales et perspectives 

 

- 145 - 

 

percolation, qui est à la limite de la connexité, pourrait aider à comprendre les 

topologies optimales du réseau. On pourrait tenter d’identifier les paramètres 

topologiques dimensionnants en commun à ces réseaux. 
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A. Equivalence entre la matrice Laplacienne et la matrice 

admittance 

 On considère le nœud i auquel est injectée une puissance 𝑆𝑖 = 𝑃𝑖 + 𝑗𝑄𝑖. Ce nœud est 

connecté à un autre nœud j via une ligne de transmission suivant une modélisation en Pi de 

paramètres série 𝑦𝑖𝑗
𝑆  et parallèle 𝑦𝑖𝑗

𝑃 . La Figure A-1 illustre le bilan de puissance au nœud 

i (convention générateur) : 

 

 Figure A-1. Nœud i. 

avec : 𝑆̅ = 𝑉̅𝐼∗̅ = 𝑃 + 𝑗𝑄 = 𝑉𝐼𝑒𝑗𝜑 

Dans un réseau de 𝑛 nœuds, le courant nodal iI  peut s’écrire sous la forme suivante en 

utilisant les notations précédemment définies : 
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En introduisant les vecteurs courant I et tensions nodales V, on obtient la représentation 

matricielle suivante : 

 IVY *  A-2 

Avec la matrice admittance Y égale à : 
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Dans nos réseaux électriques les paramètres parallèles sont nuls 𝑦𝑖𝑗
𝑃  et les paramètres séries 

uniquement résistifs, on retrouve donc bien la définition de la matrice Laplacienne d’un 

graphe avec les points wij égaux aux admittances des branches : 
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B. Pseudo-inverse de la matrice Laplacienne 

Il est facile de calculer les courants nodaux d’un réseau électrique à partir des tensions 

nodales avec la relation suivante : 

 ILV   B-1 

Pour obtenir les tensions des nœuds en fonction des courants nodaux, on doit inverser la 

matrice Laplacienne 𝐿 mais elle n’est pas inversible. Cela correspond au fait que les 

potentiels des nœuds ont une référence arbitraire de tension qui doit être fixée pour 

résoudre les équations de circuit. Généralement, le problème est résolu en imposant un 

nœud u du réseau au potentiel zéro (il faut tout de même que le réseau soit connexe). Une 

inconnue est donc supprimée et les tensions sont obtenues en inversant la matrice 

Laplacienne dans laquelle on a retiré la uième colonne et la uième ligne.  

 Une seconde méthode permettant d’obtenir un unique vecteur des tensions est décrite 

par Moore et Penrose dans [36]. Le pseudo-inverse de Moore-Penrose L◊ est défini par : 

 T
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LL 11

1
)11
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Avec 11T vecteur unitaire multiplié par sa transposé donc correspondant à une matrice 

remplie de 1. 

Selon Ghosh et al. [94], on a aussi : 
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Alors, d’après l’équation B-1, il est possible d’écrire : 
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D’où, 
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On peut désormais définir le vecteur des tensions nodales : 
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Le vecteur des tensions nodales est donc obtenu à une constante près grâce au pseudo-

inverse de Moore-Penrose.  
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C. Semi-positivité de la matrice Laplacienne 

La matrice Laplacienne du graphe est un matrice semi définie positive, c’est-à-dire que 

toutes ses valeurs propres sont positives ou nulles. Pour le démontrer, il est nécessaire de 

réécrire la relation entre la matrice Laplacienne L et les matrices d’incidence Minc et de 

poids W : 

 T

incinc MWML **  C-1 

Comme tous les poids sont positifs, on peut définir une matrice P : 

 T

racinc WMP )*(  C-2 

avec Wrac matrice diagonale composée de la racine carré des poids des branches. Et donc : 
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Alors quel que soit le vecteur 𝑥 ∈ ℝ𝑛, 
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2
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Prenons maintenant un vecteur propre normalisé ψi associé à une valeur propre θi. Ils sont 

reliés grâce à : 
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Donc, d’après l’équation C-4, les valeurs propres de la matrice Laplacienne sont positives 

ou nulles. 
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D. Première valeur propre de la matrice Laplacienne nulle 

Pour démontrer que la plus petite valeur propre de la matrice Laplacienne du graphe est 

toujours nulle on doit introduire le quotient de Rayleigh [61] : 

 

xx

Lxx
xLR

T

T

),(  D-1 

avec x un vecteur colonne de n lignes. 

De par les propriétés de la matrice Laplacienne, le quotient peut être réécrit sous la forme 

[62] : 
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avec 𝑢~𝑣 : u voisin de v. 

D’après le théorème de Courant-Fisher, on sait que le quotient de Rayleigh est borné par 

les valeurs propres de la matrice Laplacienne du graphe : 
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Considérons maintenant un vecteur unitaire g défini tel que pour tout u g(u)=1, l’équation 

D-2 devient donc : 
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Puisque pour tout vecteur x le quotient de Rayleigh est toujours positif, les équations D-3 

et D-4 impliquent : 
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E. Validation des modifications de la connectivité algébrique θ2 

estimées par l’analyse perturbative  

 Les modifications de la connectivité algébrique θ2 estimées par l’analyse perturbative 

et simulées numériquement du réseau maillé sont données dans le Tableau E-1 pour une 

variation de 1 % de l’admittance de chaque branche. Les valeurs simulées sont obtenues à 

partir du calcul numérique de la connectivité algébrique sur les graphes des réseaux 

dégradés. 

 On remarque que les erreurs sont faibles et toutes inférieures à 1,4 % donc on peut 

conclure que notre méthode de calcul fonctionne parfaitement pour des faibles variations 

de la matrice Laplacienne du graphe. Pour des variations supérieures, par exemple 20%, le 

Tableau E-2 montre une erreur qui est en moyenne de 17,7 % et peut aller jusqu’à 28,4 %. 

Ces erreurs peuvent être facilement expliquées par la simplification des termes du second 

ordre réalisée dans l’équation III-46 alors qu’ils sont loin d’être négligeable pour de telles 

variations. 
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Branche Entre les nœuds Δθ2 estimé Δθ2 simulé Erreur (%) 

1 1 2 0,009 0,009 0,82 

2 3 4 0,340 0,337 0,87 

3 4 5 0,802 0,792 1,20 

4 1 6 0,025 0,025 0,94 

5 2 7 0,000 0,000 1,15 

6 6 7 0,069 0,069 0,75 

7 3 8 1,282 1,271 0,83 

8 7 8 0,703 0,694 1,39 

9 4 9 0,996 0,988 0,82 

10 8 9 0,514 0,510 0,86 

11 9 10 0,537 0,532 0,96 

12 6 11 0,200 0,198 0,89 

13 7 12 0,427 0,424 0,72 

14 11 12 0,003 0,003 0,76 

15 8 13 1,676 1,667 0,55 

16 12 13 0,039 0,039 0,93 

17 13 14 0,042 0,041 0,91 

18 10 15 1,026 1,018 0,82 

19 14 15 0,221 0,220 0,75 

20 11 16 0,181 0,179 0,83 

21 12 17 0,531 0,527 0,67 

22 16 17 0,061 0,060 0,98 

23 13 18 0,764 0,760 0,56 

24 17 18 0,003 0,003 0,83 

25 14 19 0,369 0,366 0,61 

26 18 19 0,004 0,004 0,79 

27 15 20 0,343 0,341 0,76 

28 19 20 0,242 0,240 0,84 

29 17 22 0,625 0,619 0,96 

30 21 22 0,303 0,299 1,30 

31 18 23 0,438 0,435 0,66 

32 22 23 0,033 0,032 0,97 

33 19 24 0,684 0,678 0,85 

34 23 24 0,010 0,010 1,01 

35 24 25 0,277 0,273 1,35 
 Tableau E-1. Comparaison de la modification de θ2 estimé et simulé pour une variation de 1% de 

l’admittance. 
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Branche Entre les nœuds Δθ2 estimé Δθ2 simulé Erreur (%) 

1 1 2 0,181 0,155 16,42 

2 3 4 6,798 5,792 17,37 

3 4 5 16,031 12,916 24,12 

4 1 6 0,500 0,420 18,87 

5 2 7 0,002 0,002 23,03 

6 6 7 1,383 1,203 14,97 

7 3 8 25,633 21,930 16,89 

8 7 8 14,065 10,954 28,40 

9 4 9 19,917 17,094 16,51 

10 8 9 10,288 8,765 17,38 

11 9 10 10,735 9,004 19,23 

12 6 11 3,997 3,392 17,82 

13 7 12 8,537 7,461 14,43 

14 11 12 0,064 0,056 15,25 

15 8 13 33,524 30,212 10,96 

16 12 13 0,778 0,657 18,53 

17 13 14 0,832 0,704 18,25 

18 10 15 20,522 17,638 16,35 

19 14 15 4,423 3,845 15,03 

20 11 16 3,613 3,098 16,62 

21 12 17 10,613 9,358 13,41 

22 16 17 1,218 1,018 19,63 

23 13 18 15,284 13,745 11,20 

24 17 18 0,053 0,046 16,55 

25 14 19 7,375 6,568 12,29 

26 18 19 0,079 0,068 15,83 

27 15 20 6,863 5,959 15,17 

28 19 20 4,836 4,142 16,75 

29 17 22 12,504 10,485 19,25 

30 21 22 6,051 4,799 26,09 

31 18 23 8,756 7,734 13,21 

32 22 23 0,652 0,546 19,42 

33 19 24 13,671 11,679 17,05 

34 23 24 0,209 0,174 20,13 

35 24 25 5,535 4,353 27,13 
 Tableau E-2. Comparaison de la modification de θ2 estimé et simulé pour une variation de 20% de 

l’admittance. 
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F. Validation des modifications d’une chute de tension estimées 

par l’analyse perturbative  

 Les modifications de la chute de tension entre la source et la charge estimée par 

l’analyse perturbative et simulée numériquement du réseau maillé sont données dans le 

Tableau F-1 pour une variation de 1 % de l’admittance de chaque branche. Les valeurs 

simulées sont obtenues à partir du calcul numérique par résolution des équations circuit de 

la chute de tension sur les graphes des réseaux dégradés. 

 On remarque que les erreurs sont faibles et quasiment toutes inférieures à 2 %. Pour 

des variations entrainant des petites modifications de la chute de tension les erreurs sont 

parfois plus importantes. On peut néanmoins conclure que notre méthode d’estimation est 

performante pour des faibles variations de la matrice Laplacienne du graphe. Pour des 

variations supérieures, par exemple 20%, le Tableau F-2 montre une erreur qui est en 

moyenne de 12,2 %. Ces erreurs peuvent être facilement expliquées par les simplifications 

des termes du second ordre réalisé dans les équations III-46 et III-65 alors qu’ils sont loin 

d’être négligeables pour de telles variations. 
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Branche Entre les nœuds ΔVsc estimée (μV) ΔVsc simulée (μV) Erreur (%) 

1 1 2 -5,87 -5,53 6,21 

2 3 4 -6,26 -6,17 1,39 

3 4 5 0,16 0,00  

4 1 6 -5,52 -5,53 -0,11 

5 2 7 -5,56 -5,53 0,63 

6 6 7 -50,20 -49,85 0,69 

7 3 8 -6,21 -6,17 0,64 

8 7 8 -106,59 -105,88 0,67 

9 4 9 -6,18 -6,17 0,11 

10 8 9 -55,96 -55,63 0,60 

11 9 10 -99,59 -98,74 0,87 

12 6 11 -88,81 -88,53 0,32 

13 7 12 -0,74 -0,78 -5,06 

14 11 12 -244,52 -243,16 0,56 

15 8 13 -0,15 -0,12 23,49 

16 12 13 -133,46 -132,83 0,47 

17 13 14 -140,53 -139,77 0,54 

18 10 15 -99,50 -98,74 0,77 

19 14 15 -231,69 -230,33 0,59 

20 11 16 -88,34 -88,08 0,30 

21 12 17 -10,21 -10,17 0,41 

22 16 17 -88,63 -88,08 0,63 

23 13 18 -0,02 0,00  

24 17 18 -70,64 -70,29 0,50 

25 14 19 -11,33 -11,27 0,54 

26 18 19 -71,29 -70,92 0,52 

27 15 20 -86,32 -85,81 0,59 

28 19 20 -86,41 -85,81 0,70 

29 17 22 -17,67 -17,59 0,49 

30 21 22 -0,17 0,00  

31 18 23 0,02 0,00  

32 22 23 -17,90 -17,59 1,79 

33 19 24 -17,79 -17,66 0,72 

34 23 24 -17,81 -17,66 0,83 

35 24 25 0,32 0,00  
 Tableau F-1. Comparaison de la modification de Vsc estimée et simulée pour une variation de 1% de 

l’admittance. 
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Branche Entre les nœuds ΔVsc estimée (μV) ΔVsc simulée (μV) Erreur (%) 

1 1 2 -0,22 -0,10 130,85 

2 3 4 -0,14 -0,11 29,37 

3 4 5 0,06 0,00  

4 1 6 -0,09 -0,10 -3,99 

5 2 7 -0,11 -0,10 12,24 

6 6 7 -1,03 -0,90 14,03 

7 3 8 -0,12 -0,11 12,68 

8 7 8 -2,13 -1,88 13,46 

9 4 9 -0,11 -0,11 0,74 

10 8 9 -1,11 -0,99 11,91 

11 9 10 -2,02 -1,72 17,47 

12 6 11 -1,66 -1,57 5,63 

13 7 12 0,00 -0,01 -110,42 

14 11 12 -4,88 -4,39 11,16 

15 8 13 -0,01 0,00  

16 12 13 -2,63 -2,41 9,29 

17 13 14 -2,78 -2,51 10,73 

18 10 15 -1,99 -1,72 15,44 

19 14 15 -4,59 -4,11 11,69 

20 11 16 -1,64 -1,56 5,15 

21 12 17 -0,20 -0,18 7,92 

22 16 17 -1,75 -1,56 12,52 

23 13 18 -0,01 0,00  

24 17 18 -1,40 -1,27 9,90 

25 14 19 -0,23 -0,20 10,65 

26 18 19 -1,42 -1,28 10,42 

27 15 20 -1,69 -1,52 11,56 

28 19 20 -1,73 -1,52 13,98 

29 17 22 -0,34 -0,31 9,40 

30 21 22 -0,07 0,00  

31 18 23 0,01 0,00  

32 22 23 -0,43 -0,31 37,97 

33 19 24 -0,36 -0,31 14,37 

34 23 24 -0,36 -0,31 16,71 

35 24 25 0,12 0,00  
 Tableau F-2. Comparaison de la modification de Vsc estimée et simulée pour une variation de 20% de 

l’admittance. 
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G. Caractéristiques des éléments de la maquette DEMLAB 

Cette annexe présente les principales caractéristiques des éléments de la maquette 

DEMLAB ainsi que les valeurs des résistances de contact.  

 

Élément Section (mm²) Résistivité (Ω.m) 
Masse volumique 

(kg/m3) 

Cadre (Cu) 49,48 1,80.10-8 8920 

Traverse 112,00 1,87.10-8 8920 

Chemins de câbles (Cu) 60,80 1,59.10-8 8920 

Bandes de cuivre 32,18 1,86.10-8 8920 

Tableau G-1. Caractéristiques des éléments de structure de la maquette DEMLAB. 

Contact Résistance moyenne mesurée (mΩ) 

Cadre - traverse 1,55 

Cadre – chemin de câble 1,01 

Traverse – chemin de câble 3,70.10-2 

Cadre – fuselage 1,46 

Chemin de câble supérieur – 

fuselage 
4,71 

 Tableau G-2. Valeurs des résistances de contacts mesurées sur des échantillons dans la maquette DEMLAB  
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H. Représentation du graphe de la maquette DEMLAB 

 Une seconde représentation non géométrique du graphe de DEMLAB a été réalisée à 

partir du logiciel Gephi [37] grâce à la visualisation Force Atlas. On retrouve les différents 

éléments de la structure de la maquette : en marron les cadres, en bleu les chemins de 

câbles, en gris les traverses, en orange les bandes de cuivre. De plus dans cette 

représentation les résistances de contact (en rouge) sont visibles. Les éléments radiaux non 

maillés de la Figure H-1 sont les traverses et les chemins de câbles connectés à des cadres 

isolés de la maquette.  

 

 Figure H-1 Représentation du graphe de DEMLAB avec la visualisation Force Atlas du logiciel Gephi. 
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I. Spectres complets des résistances pour les chemins (terminus 

18 – nœud 212) et (terminus 12 – nœud 212) 

 

 Figure I-1. Spectre de la résistance entre les nœuds 125 (terminus 18) et 212. 

 

 Figure I-2. Spectre de la résistance entre les nœuds 119 (terminus 12) et 212.  
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J. Sensibilité d’une chute de tension à la variation de masse 

d’une branche 

Pour rappel, la partie III.2.4 démontre que les modifications des valeurs et vecteurs propres 

de la matrice Laplacienne lors de petites variations peuvent être obtenues à partir du 

spectre initial de la matrice. Les valeurs et vecteurs propres de la matrice Laplacienne 

après une petite variation ΔL se calcule grâce à : 
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 Nous voulons utiliser ces équations pour évaluer la sensibilité des chutes de tension à 

la variation de masse des branches du réseau. Pour cela, dans un premier temps, nous 

allons calculer les sensibilités du spectre du graphe de la matrice Laplacienne à la variation 

de la masse d’une branche du réseau.  

 Lorsqu’une masse Δm est ajoutée à la branche entre les nœuds u et v, la variation de la 

matrice Laplacienne ΔL s’écrit : 
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où μ, ρ et luv sont respectivement la masse volumique, la résistivité et la longueur de la 

branche entre les nœuds u et v. A partir de l’équation J-1 il est possible de déterminer les 

nouvelles valeurs propres lors de la variation d’une branche : 
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Et donc la sensibilité des valeurs propres à la variation de la masse entre les nœuds u et v 

est donnée par : 
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De la même manière l’équation J-2 permet de définir les vecteurs propres du réseau 

modifié : 
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Et la sensibilité d’un vecteur propre à la variation de la masse d’une est donnée par : 
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 Les tensions nodales peuvent être exprimées en fonction du spectre de la matrice 

Laplacienne (voir partie III.2.1.1) :  
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 Alors les sensibilités des chutes de tension peuvent être obtenues à partir des 

modifications des valeurs et vecteurs propres. Avant les modifications, la ième tension 

nodale peut être exprimée par : 
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Après une petite variation de la matrice Laplacienne elle s’écrit : 
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avec iii VVV  0 , iii   0  et iii   0 . 

D’où la modification de la tension nodale du nœud i s’exprime : 
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En développant et en négligeant les termes de second ordre, l’équation devient : 
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Tenant compte de (J-4) et (J-6), la sensibilité de la tension nodale à la variation de masse 

d’une branche entre les nœuds u et v est : 
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A partir de cette équation la sensibilité d’une chute de tension entre une charge c et une 

source s à la variation de masse d’une branche peut facilement s’écrire : 
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K. Mesures sur le réseau test 

 Cette annexe donne les mesures utilisées dans la partie IV.3.3 pour la caractérisation 

des admittances de contacts C1 à C12 du petit réseau test. Pour 12 chutes de tension et 17 

courants, les mesures obtenues par simulation numérique du réseau test et les mesures 

physiques sont données pour deux configurations d’injection de courant. Les mesures 

physiques ont été réalisées suivant le montage décrit sur la Figure K-1. Un milliohmètre 

injecte un courant de 100 mA entre deux points du réseau. Les mesures de courants et de 

chutes de tension sont ensuite faites grâce à une pince de courant et un multimètre.  

 

 Figure K-1. Montage utilisé pour les mesures physiques. 

 

K.1. Mesures pour la configuration 1 

Dans cette configuration, un courant de 100 mA est injecté au nœud 9 et ressort au nœud 

16.  

 

 Figure K-2. Schéma de la configuration 1 – Injection entre les nœuds 9 et 16. 
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Mesures issues de simulations numériques 

 Entre les nœuds Chute de tension (mV) 

dV1 10 24 1032,9 

dV2 23 17 -826,1 

dV3 11 23 344,8 

dV4 18 11 -344,6 

dV5 2 12 68,4 

dV6 15 18 -206,2 

dV7 13 10 -275,7 

dV8 19 15 275,1 

dV9 4 7 207,4 

dV10 6 5 -68,3 

dV11 1 2 688,6 

dV12 13 14 275,1 
 Tableau K-1. Chutes de tension obtenues par simulation numérique pour la 1ère configuration d’injection de 

courant. 

 
Courant traversant 

le câble (mA) 

Câble 1 34,44 

Câble 2 44,85 

Câble 3 41,48 

Câble 4 -34,5 

Câble 5 -10,37 

Câble 6 3,44 

Câble 7 41,45 

Câble 8 24,23 

Câble 9 10,38 

Câble 10 24,08 

Câble 11 41,3 

Câble 12 3,43 

Câble 13 -10,37 

Câble 14 -34,46 

Câble 15 41,31 

Câble 16 44,72 

Câble 17 34,45 
 Tableau K-2. Courants obtenus par simulation numérique pour la 1ère configuration d’injection de courant. 
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Mesures physiques sur le réseau test 

 Entre les nœuds Chute de tension (mV) 

dV1 10 24 1033,3 

dV2 23 17 -826,3 

dV3 11 23 344,9 

dV4 18 11 -344,6 

dV5 2 12 68,5 

dV6 15 18 -206,3 

dV7 13 10 -275,8 

dV8 19 15 275,2 

dV9 4 7 207,5 

dV10 6 5 -68,3 

dV11 1 2 688,7 

dV12 13 14 275,1 
 Tableau K-3. Mesures physiques des chutes de tension pour la 1ère configuration d’injection de courant. 

 
Courant traversant 

le câble (mA) 

Câble 1 33,89 

Câble 2 45,16 

Câble 3 41,12 

Câble 4 -34,00 

Câble 5 -9,90 

Câble 6 2,88 

Câble 7 41,02 

Câble 8 23,49 

Câble 9 9,74 

Câble 10 23,15 

Câble 11 40,96 

Câble 12 3,50 

Câble 13 -9,37 

Câble 14 -33,90 

Câble 15 40,79 

Câble 16 44,17 

Câble 17 34,09 
 Tableau K-4. Mesures physiques des courants pour la 1ère configuration d’injection de courant. 
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K.2. Mesures dans la configuration 2 

Dans cette configuration, un courant de 100 mA est injecté au nœud 5 et ressort au nœud 

20.  

 

 Figure K-3. Schéma de la configuration 2 – Injection entre les nœuds 5 et 20. 

Mesures issues de simulations numériques 

 Entre les nœuds Chute de tension (mV) 

dV1 10 24 274,6 

dV2 23 17 -619,9 

dV3 11 23 757,3 

dV4 18 11 -757,4 

dV5 2 12 549,3 

dV6 15 18 345,2 

dV7 13 10 -205,4 

dV8 19 15 206,7 

dV9 4 7 -343,9 

dV10 6 5 -549,4 

dV11 1 2 -481,2 

dV12 13 14 206,8 
 Tableau K-5. Chutes de tension obtenues par simulation numérique pour la 2ème configuration d’injection de 

courant. 
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Courant traversant 

le câble (mA) 

Câble 1 -24,2 

Câble 2 -41,28 

Câble 3 31,02 

Câble 4 24,02 

Câble 5 17,14 

Câble 6 27,69 

Câble 7 31,12 

Câble 8 -6,93 

Câble 9 -17,23 

Câble 10 -7,04 

Câble 11 30,94 

Câble 12 27,54 

Câble 13 17,12 

Câble 14 24,16 

Câble 15 30,97 

Câble 16 -41,43 

Câble 17 -24,17 
 Tableau K-6. Courants obtenus par simulation numérique pour la 2ème configuration d’injection de courant. 
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Mesures physiques sur le réseau test 

 Entre les nœuds Chute de tension (mV) 

dV1 10 24 274,7 

dV2 23 17 -620,1 

dV3 11 23 757,5 

dV4 18 11 -757,5 

dV5 2 12 549,5 

dV6 15 18 345,3 

dV7 13 10 -205,3 

dV8 19 15 206,8 

dV9 4 7 -344,1 

dV10 6 5 -549,4 

dV11 1 2 -481,3 

dV12 13 14 482,7 
 Tableau K-7. Mesures physiques des chutes de tension pour la 2ème configuration d’injection de courant. 

 
Courant traversant 

le câble (mA) 

Câble 1 -23,49 

Câble 2 -40,27 

Câble 3 29,67 

Câble 4 23,06 

Câble 5 16,16 

Câble 6 26,56 

Câble 7 30,19 

Câble 8 -6,02 

Câble 9 -16,33 

Câble 10 -6,07 

Câble 11 30,06 

Câble 12 26,67 

Câble 13 15,99 

Câble 14 23,45 

Câble 15 30,4 

Câble 16 -40,33 

Câble 17 -23,09 
 Tableau K-8. Mesures physiques des courants pour la 2ème configuration d’injection de courant. 

 



 

 

  



 

 

Résumé 

 Depuis plusieurs années, l’aéronautique est confrontée à une mutation majeure due à 

l’émergence des matériaux composites. Ce changement, justifié par les excellentes 

propriétés mécaniques des matériaux composites et un gain de masse important, implique 

une complexification des systèmes électriques embarqués. En effet, la structure et le 

fuselage composites ne peuvent plus assurer les fonctions électriques essentielles de retour 

de courant. Par conséquent, les avions composites requièrent un réseau électrique 

additionnel, appelé « réseau de retour de courant ». Ce réseau pose deux nouvelles 

problématiques : le pré-dimensionnement de réseaux légers, fonctionnels et robustes et la 

surveillance de ces réseaux. Pour faciliter l’étude de ces problématiques, la thèse propose 

de lier au travers de l’analyse spectrale des graphes les performances des réseaux 

électriques avec leur topologie. Cette analyse permet de réduire le comportement d’un 

réseau à la somme de modes indépendants de la matrice Laplacienne. De ce fait, elle offre 

une lecture multi-échelle. Des liens entre la topologie du réseau et ses performances 

électriques ont été obtenus grâce à la connectivité algébrique du graphe et l’étude 

perturbative du spectre. Pour finir, plusieurs applications aéronautiques de cette nouvelle 

analyse sont proposées afin de résoudre nos deux problématiques de pré-dimensionnement 

et de surveillance. 

 

Abstract 

 In recent years, there has been a major innovation in aeronautical industry, where the 

conventional metallic materials for aircrafts structure and fuselage have been replaced by 

new composite materials. This has been justified by their excellent mechanical properties 

(fatigue and corrosion resistance, and many others) and the reduction of aircraft weight 

they provide. The use of these materials for the aircraft structure has implied a complete 

revision of on-board electrical systems. As a result, aeronautical engineers have to design a 

complementary electrical network in composite aircrafts, called “current return path 

network”. This network raises two new issues: the pre-dimensioning process of light, 

functional and robust networks and theirs monitoring. To facilitate these studies, this thesis 

proposes to link through the spectral graph analysis the performances of electrical 

networks with their topology. In this analysis, a network is studied like a sum of 

independents modes of the Laplacian matrix. So, the spectral analysis gives a multiscale 

reading. Moreover, the spectral analysis offers some links between network topology and 

its electrical performances thanks to the algebraic connectivity and the eigenvalue 

perturbation. Finally, several aeronautic applications of pre-dimensioning process and 

surveillance are proposed. 
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