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Notations

Acronymes

KH Kelvin-Helmholtz

TS Tollmien-Schlichting

CFD Mécanique des fluides numérique (de l’anglais Computational fluid dyna-
mics)

SWBLI Interaction choc-couche limite (de l’anglais Shock wave boundary layer
interaction)

Variables Numériques

N Dimension du système d’équation discrétisé

Nx Nombre de point de maillage dans la direction x

Ny Nombre de point de maillage dans la direction y

Nstencil Nombre de point du stencil

Variables Physiques

M Nombre de Mach

Pr Nombre de Prandtl

Re Nombre de Reynolds

St Nombre de Strouhal

x Direction de l’écoulement

y Direction normale à la paroi

z Direction transverse à l’écoulement de base, homogène dans le cadre de
ce manuscrit

R Divergence des flux des équations de Navier-Stokes

F Flux des équations de Navier-Stokes selon la direction x

G Flux des équations de Navier-Stokes selon la direction y

H Flux des équations de Navier-Stokes selon la direction z

q Vecteur des variables conservatives (ρ , ρu , ρv , ρE)T
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u Composante de la vitesse dans la direction x

v Composante de la vitesse dans la direction y

w Composante de la vitesse dans la direction z

ρ Masse volumique

E Énergie totale

e Énergie interne

p Pression

T Température

κ Conductivité thermique

µ Viscosité dynamique

ν Viscosité cinématique

α Nombre d’onde des perturbations dans la direction x

β Nombre d’onde des perturbations dans la direction z

ω Fréquence angulaire des perturbations

f̃ Vecteur du forçage optimal

q̃ Vecteur des perturbations (en particulier de la réponse optimale)

R Matrice résolvante

fx Composante dans la direction x du forçage optimal

fy Composante dans la direction y du forçage optimal

fz Composante dans la direction z du forçage optimal

δ∗ Épaisseur de déplacement de couche limite

Lsep Longueur de bulle de recirculation

Stδ∗ Nombre de Strouhal basé sur δ∗

StLsep Nombre de Strouhal basé sur Lsep
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"Stability," insisted the Controller, "stability. The primal and the ultimate need.
Stability. Hence all this."

Aldous Huxley, Brave new world





Chapitre I
Stabilité des écoulements ouverts
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Les écoulements ouverts 1, dans lesquels les particules fluides quittent le domaine
d’observation par advection selon une direction privilégiée, offrent une richesse de phé-
nomènes physiques liés à leur stabilité. Ce chapitre introduit progressivement plusieurs
concepts et méthodes d’analyse relatifs à ces systèmes. Certaines propriétés spécifiques
au régime compressible seront évoquées pour alors mettre en perspective les objectifs
de ce manuscrit, dont le plan sera présenté en fin de chapitre.

I.1 Définitions et exemples

I.1.1 Stabilité

Une étude de stabilité consiste à décrire l’évolution d’un système physique perturbé
autour d’un état d’équilibre. L’état d’équilibre sera alors qualifié de stable si le sys-
tème retourne vers cet état au cours du temps, et instable dans le cas contraire (cette
première définition, comme on le verra, est incomplète). L’un des enjeux est alors de
déterminer la valeur d’un paramètre de contrôle, typiquement le nombre de Reynolds

1. Par opposition, un écoulement fermé serait par exemple la convection thermique d’un fluide dans
une boîte
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6 Chapitre I. Stabilité des écoulements ouverts

Re dans le cas des systèmes hydrodynamiques, à partir de laquelle apparaît l’insta-
bilité. Le cas de l’écoulement d’un fluide autour d’un cylindre en est une illustration
fondamentale. Pour les nombres de Reynolds inférieurs à Re = 47 [1], l’écoulement
demeure stationnaire et symétrique selon le plan passant par le centre du cylindre
et parallèle à la direction de l’écoulement. Au delà de cette valeur, cet état devient
instable : le système évolue vers un nouvel état instationnaire, composé d’un lâcher
tourbillonnaire periodique et alterné en aval du cylindre (fig.I.1). On peut noter que
l’instabilité s’accompagne ainsi de brisures de symétries temporelle et spatiale.

Fig. I.1 Gauche : Visualisation du lâché tourbillonaire dans le sillage d’un cylindre. L’écoulement est
dirigé de gauche à droite. Figure issue de Williamson [2]. Droite : Signal temporel des fluctuations de
vitesse dans le sillage d’un cylindre après avoir brutalement élevé la valeur du nombre de Reynolds de
43 à 49 à t ' 1. Figure issue de Sreenivasan et al. [3].

Cette première définition dissimule cependant plusieurs comportements physiques
qu’il est possible de décrire par une analyse de stabilité. Selon l’amplitude des per-
turbations considérées, différents types de stabilité pourront être appréhendés. En se
restreignant au cas de perturbations infinitésimales 2, la stabilité linéaire du système
sera étudiée. Cette approche est suffisante lorsque les effets non-linéaires ne sont pas dé-
stabilisants : dans ce cas, l’instabilité est associée à une bifurcation supercritique pour
lesquels les seuils d’instabilité sont alors bien identifiés. L’écoulement autour du cy-
lindre précédemment évoqué appartient à cette catégorie [3]. Par ailleurs, il est possible
de distinguer différentes dynamiques de perturbations au sein des écoulements linéai-
rement stables. Un état sera asymptotiquement stable si l’énergie des perturbations
tendent vers zéro pour des temps infinis. Il est toutefois possible que des mécanismes
linéaires puissent transitoirement accroître l’énergie des perturbations avant qu’elle ne
diminue finalement aux temps longs [5]. Ce comportement, particulièrement observé
dans les écoulements cisaillés, est lié à la non-normalité des équations de Navier-Stokes
[6] et sera discuté dans la section I.3. Ainsi, le caractère linéairement stable d’un
écoulement au sens asymptotique n’est pas nécessairement associé à une décroissance
monotone de l’amplitude des perturbations.

L’étude de certains écoulements nécessitent d’aller au delà d’une analyse linéaire.
Par exemple, il n’existe pas de nombre de Reynolds critique pour lequel l’écoulement
de Hagen-Poiseuille devient linéairement instable [7]. On sait pourtant depuis les tra-
vaux fondateurs de Reynolds [8] que cet écoulement se déstabilise pour un nombre de

2. En pratique, cette hypothèse permet d’étudier des perturbations de l’ordre du pourcent des
grandeurs caractéristiques de l’écoulement de base [4]
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Reynolds initialement mesuré autour de 2000. L’écoulement de Poiseuille plan présente
quant à lui un seuil d’instabilité linéaire à Re = 5772 [9]. L’expérience montre cepen-
dant qu’une instabilité peut survenir plus tôt lorsque que l’écoulement est perturbé au
delà d’une certaine amplitude [10]. Dans les deux exemples évoqués, il semble donc que
des mécanismes d’instabilité non-linéaires soient à l’œuvre et il devient nécessaire de
prendre en compte des perturbations d’amplitude finies afin d’étudier la nature sous-
critique de ce problème. De telles considérations sortent du cadre de ce manuscrit,
limité à l’étude de la dynamique linéaire de perturbations.

I.1.2 Écoulements oscillateurs et amplificateurs sélectifs de bruit

Les écoulements ouverts peuvent être divisés en deux catégories selon la dynamique
des perturbations observée en leur sein (Huerre et Monkewitz [11]). Tout d’abord, les
écoulements oscillateurs sont associés à une dynamique intrinsèque : le développement
d’une instabilité est observé à une fréquence donnée par les paramètres propres au
système. La nature des perturbations entrantes a alors peu d’influence sur la dyna-
mique observée. L’écoulement autour d’un cylindre est un exemple d’oscillateur, pour
lequel l’instabilité survient à un nombre de Strouhal (basé sur le diamètre du cylindre)
proche de St = 0.12 [2]. L’instabilité sera de plus qualifiée de globale dans la mesure
où le développement des perturbations envahit la totalité du domaine d’observation
[11]. À l’inverse, les écoulements amplificateurs sélectifs de bruit sont sensibles aux
perturbations extérieures qui sont alors filtrées et amplifiées spatialement dans la di-
rection de l’écoulement. La figure (fig. I.2) permet d’observer la croissance spatiale
de perturbations depuis l’amont d’un écoulement de couche limite au dessus d’une
plaque plane. La croissance est produite par l’action de mécanismes linéaires dans la
première partie de l’écoulement, sous la forme d’ondes bidimensionnelles de Tollmien-
Schlichting (TS) [12]. On pourra par ailleurs remarquer que, plus en aval, ces ondes se
déstabilisent à leur tour vers une structure tridimensionnelle sous l’influence d’effets
non-linéaires et d’instabilités secondaires. Ainsi, l’écoulement de couche limite est un
exemple d’amplificateur sélectif de bruit.

Fig. I.2 Gauche : Visualisation d’une onde de Tollmien-Schlchting (TS) en croissance dans une couche
limite. Figure issue de Werlé [13]. Droite : Mesures temporelles du signal de vitesse dans une couche
limite en différentes abscisses de plaque. Figure issue de Schubauer et Skramstad [14]. Les flèches noires
indiquent le sens de l’écoulement.
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La distinction faite entre ces types d’écoulements se retrouve dans les approches
expérimentales adoptées pour analyser la stabilité de ces systèmes. Dans le cas des
oscillateurs, dès lors que le paramètre de contrôle est fixé à une valeur supérieure au
seuil d’instabilité, l’amplitude d’une perturbation va croître exponentiellement dans
le domaine d’observation via des mécanismes linéaires avant d’être saturée par effets
non-linéaires. Cette dynamique peut être observée sur la figure (fig. I.1) où le signal des
perturbations mesuré dans le sillage d’un cylindre croît exponentiellement à partir de
l’instant où le nombre de Reynolds est fixé au dessus de sa valeur critique. Notons que
l’accès à l’amplitude des perturbations est ici réalisé par filtrage des basses fréquences
du signal mesuré afin de soustraire l’amplitude liée à l’écoulement de base. Ainsi, le
seuil d’instabilité peut être capté par la détection d’un taux d’amplification temporelle
positif [3]. De façon équivalente, le seuil d’instabilité d’un écoulement oscillateur peut
également être vu comme la valeur du paramètre de contrôle à laquelle le temps de
saturation de l’instabilité diverge [15].

L’étude expérimentale des écoulements amplificateurs sélectifs de bruit requiert
d’adopter un point de vue différent, l’enjeu étant ici de mesurer l’amplification spa-
tiale de perturbations. Dans le cas d’une couche limite incompressible, la mise en
évidence de la croissance d’ondes TS a historiquement été réalisée par Schubauer et
Skramstad [14] par la mesure temporelle d’un signal de vitesse en différentes abscisses
de plaque (fig. I.2). L’augmentation de ce signal dans la direction de l’écoulement té-
moigne de l’instabilité existante. De plus, afin de mettre en évidence l’amplification
sélective de fréquences, l’écoulement peut être excité à une fréquence donnée par l’ac-
tion, par exemple, d’un ruban magnétique vibrant [14] ou d’une injection périodique
d’air à la paroi [16]. En mesurant en différentes abscisses l’amplitude de la perturbation
ainsi créée, il est possible de détecter la localisation d’un minimum et d’un maximum
d’amplitude entre lesquels l’écoulement est instable. Ces mesures permettent alors de
construire la courbe neutre d’un écoulement amplificateur sélectif de bruit, dont le
tracé délimite le domaine d’instabilité dans le plan "paramètre de contrôle-fréquence
des perturbations".

La distinction entre les écoulements oscillateurs et amplificateurs sélectifs de bruit
a été considérée dans un cadre théorique par Huerre et Monkewitz [11] à travers les
notions d’instabilités absolues et convectives. Ces concepts seront abordés dans la pro-
chaine section dans le cadre de l’analyse de stabilité locale. Par ailleurs, il sera montré
que cette catégorisation des écoulements conduit, pour des perturbations globales (§
I.4), à adapter les approches théoriques et numériques utilisées pour leur étude.

I.2 Instabilités modales par approche locale

On considère un écoulement de base q de direction privilégiée x, typiquement
cisaillé dans la direction y, et homogène dans la direction z. Une approche de stabilité
locale consiste à appréhender la stabilité de cet écoulement par l’étude d’un profil q(y),
supposé parallèle, auquel est superposée une perturbation q′ [17]. L’écoulement de base
est alors considéré comme homogène dans la direction x, hypothèse valable tant que
la longueur d’onde des perturbations étudiées est faible devant l’échelle de longueur
caractéristique de l’évolution de cet écoulement dans cette direction [4]. Dans un cadre
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linéaire, les perturbations q′ peuvent ainsi être décomposées sous la forme de modes
suivante

q′(x, y, z, t) = q̃(y)e(αx+βz−iωt) + c.c. (I.2.1)

β ∈ R est le nombre d’onde transverse tandis que ω et α peuvent être choisis
complexes, les parties réelles ωr et αr correspondant respectivement à la fréquence et
au nombre d’onde longitudinal. Les modes temporels sont définis par ω ∈ C et α ∈ R
et les modes spatiaux par ω ∈ R et α ∈ C [11]. Une instabilité temporelle sera alors
détectée si la partie imaginaire de ω est telle que ωi > 0, correspondant alors à une
instabilité asymptotique (§ I.1.1). Dans le cas spatial, la condition porte sur αi < 0
(respectivement αi > 0) pour une onde se propageant vers les x > 0 (respectivement
x < 0). Quelque soit l’approche adoptée, ces quantités sont déterminées à travers le
calcul de la relation de dispersion obtenue par injection de la formulation (I.2.1) dans
les équations linéarisées. Ce calcul se réduit alors à la résolution d’un problème aux
valeurs propres émergeant pour différentes valeurs de α et β (modes temporels) ou ω
et β (modes spatiaux) fixées.

La linéarisation des équations d’Euler conduit à la formulation de l’équation de
Rayleigh gouvernant la dynamique de perturbations non-visqueuses. Cette équation a
historiquement été résolue en considérant des écoulements de base linéaires par mor-
ceaux [18] avant que le développement du calcul numérique ne permette d’aborder
des écoulements continus plus réalistes [19]. De plus, l’analyse mathématique de cette
équation permet de montrer que la présence d’un point d’inflexion dans le profil de
vitesse de l’écoulement de base est une condition nécessaire à l’existence d’une insta-
bilité non-visqueuse [12]. Cette condition, connue comme le critère de Rayleigh, a pu
être améliorée par Fjørtoft [20] en une condition nécessaire et suffisante d’instabilité en
ajoutant que ce point d’inflexion doive en plus correspondre à un maximum de vorti-
cité. Ce résultat est un outil puissant pour l’étude d’instabilité en écoulements ouverts
dont beaucoup admettent effectivement un point d’inflexion (couche de mélange, jet,
sillage).

Cependant, l’approche non-visqueuse de l’équation de Rayleigh et ses théorèmes ne
permettent pas de capter certaines instabilités. En effet, alors que les effets visqueux
sont intuitivement associés à la stabilisation d’un système physique, leur action s’avère
être à l’origine de l’instabilité de Tollmien-Schlichting rencontrée en écoulements pa-
riétaux [12]. Cette instabilité survient ainsi à des nombres de Reynolds finis et ne
requiert pas la présence d’un point d’inflexion. Son étude doit alors être entreprise à
partir de l’équation d’Orr-Sommerfeld provenant de la linéarisation des équations de
Navier-Stokes dans le cadre des hypothèses de stabilité locale. La résolution numérique
de cette équation a par exemple permis de mettre en évidence l’instabilité TS dans
un écoulement de Poiseuille plan [21] et de couche limite [22]. Un résultat de grande
utilité pratique est par ailleurs associé à l’équation d’Orr-Sommerfeld. En effet, dans
une forme condensée, le théorème de Squire [23] affirme que pour tout mode oblique
instable à un nombre de Reynolds donné, il existe un mode bidimensionnel de taux
de croissance supérieur à un nombre de Reynolds inférieur. Dès lors, le nombre de
Reynolds critique est nécessairement associé à une perturbation bidimensionnelle. Si
ce résultat permet en pratique de ne rechercher un seuil d’instabilité que par un calcul
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Fig. I.3 Représentation de l’évolution spatio-temporelle d’une instabilité absolue (gauche) et convec-
tive (droite). Figure issue de Schmid et Henningson [12].

de stabilité 2D, il doit cependant être souligné qu’à un nombre de Reynolds supercri-
tique donné, une perturbation 3D peut potentiellement admettre un taux de croissance
supérieur à celui d’une perturbation 2D [4].

Un lien décisif entre l’approche de stabilité locale et le caractère oscillateur ou
amplificateur de bruit d’un écoulement a été établi par Huerre et Monkewitz [11]. En
considérant la réponse G(x, t) des perturbations linéaires à une impulsion localisée en
temps et en espace, les auteurs ont alors défini différentes natures de stabilité selon
le comportement des perturbations le long d’un rayon x/t = cte. La présence d’une
instabilité peut tout d’abord être formalisée par les définitions suivantes :

• Si lim
t→∞

G(x, t) = 0 le long de tout rayon x/t = cte, alors l’écoulement est stable.

• Si lim
t→∞

G(x, t) = +∞ le long d’au moins un rayon x/t = cte, alors l’écoulement
est instable.

Dans le cas instable, il est alors possible d’opérer une distinction plus fine selon le
comportement de la réponse impulsionnelle le long du rayon particulier x/t = 0 :

• Si lim
t→∞

G(x, t) = 0 le long du rayon x/t = 0, alors l’écoulement est convective-
ment instable.

• Si lim
t→∞

G(x, t) = +∞ le long du rayon x/t = 0, alors l’écoulement est absolument
instable.

Ces deux dernières définitions sont traduites schématiquement sur la figure I.3.
Dans le cas absolument instable, la perturbation envahit l’intégralité du domaine spa-
tial au cours du temps et peut ainsi être liée aux écoulements oscillateurs. Dans le cas
convectivement instable, la perturbation croît au cours du temps mais est convectée
loin de sa source initiale : ce comportement correspond à un écoulement amplificateur
de bruit. La distinction entre ces deux types d’instabilité peut alors être déterminée par
l’examen du taux de croissance absolue ωi,0 = ωi(α0) où ∂ω/∂α(α0) = 0. Cette quan-
tité permet d’apprécier la dynamique d’un paquet d’onde de vitesse de groupe nulle
et permet ainsi de conclure à une instabilité absolue en cas de croissance ωi,0 > 0.
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Cette approche 3 a par exemple permis à Huerre et Monkewitz [25] de déterminer le
paramètre critique d’une couche mélange pour lequel l’écoulement devient absolument
instable. Notons enfin que si cette analyse permet de caractériser plus finement la dyna-
mique d’un écoulement, le "simple" calcul des modes temporels offre déjà une condition
nécessaire et suffisante d’instabilité (définie au sens de la réponse impulsionnelle) [4].

I.3 Instabilités non-modales

L’approche précédemment exposée permet d’appréhender la stabilité asymptotique
d’un écoulement par la décomposition modale des perturbations. Cette analyse peut
néanmoins s’avérer insuffisante lorsque les vecteurs propres ainsi calculés sont non-
orthogonaux. En effet, considérons un jeu de vecteurs dont la norme de chacun, que
l’on peut choisir telle qu’elle corresponde à l’énergie des perturbations [5], décroît
asymptotiquement au cours du temps. Si la norme de la somme de ces vecteurs ten-
dra effectivement vers zéro aux temps longs, il n’est en revanche pas nécessaire que
cette norme décroisse de façon monotone. Aussi, une croissance transitoire de l’éner-
gie de ce système peut potentiellement être observée. L’analyse modale, par le calcul
d’un spectre de valeurs propres, échouera alors à capter ce comportement. D’autres
méthodes, dites non-modales, devront alors compléter l’analyse de stabilité d’un tel
système. Notons que la croissance transitoire mérite d’être prise en compte y compris
en présence de modes instables puisqu’elle pourra s’ajouter de façon potentiellement
significative à la croissance modale [26].

La non-orthogonalité de modes propres est observée lorsque l’opérateur régissant
la dynamique des perturbations est non-normal [6]. L’opérateur lié aux équations de
Navier-Stokes linéarisées appartient à cette catégorie. L’analyse de la croissance non-
modale dans les écoulements cisaillés s’est initiée avec les travaux de Farrell [27], Butler
et Farrell [28] et Reddy et Henningson [29] et ces études ont alors été accompagnées
de considérations relatives aux routes de transition à la turbulence [30]. En effet, les
instabilités modales puis leurs instabilités secondaires représentent un chemin vers la
transition lorsque les niveaux de perturbations ambiantes sont faibles [31]. Des routes
parallèles sont observées lorsque ces niveaux augmentent, pouvant impliquer une crois-
sance transitoire couplée à des instabilités modales voire uniquement reposer sur la
croissance non-modale des perturbations (bypass transition) [32]. L’analyse de la crois-
sance non-modale de perturbations 3D a par exemple permis à Andersson et al. [33]
d’établir un modèle de transition à la turbulence en couche limite en accord raisonnable
avec l’expérience.

L’étude de la croissance non-modale peut être entreprise par un calcul de crois-
sance optimale. Cette approche consiste à résoudre un problème d’optimisation dans
lequel une perturbation initiale optimale maximisant l’énergie des perturbations à un
temps T est recherchée [5]. La croissance optimale G est alors définie par la valeur
de cette énergie normalisée par celle de la perturbation optimale. Un résultat de Cor-
bett et Bottaro [26] est représenté sur la figure I.4 pour un écoulement de couche
limite convectivement instable. La croissance purement modale (et par conséquent ex-

3. En pratique, du fait la présence de singularités dans la relation de dispersion, le critère d’insta-
bilité présenté doit être adapté [24]
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Fig. I.4 Gauche : Visualisation de streaks en développement dans une couche limite. Vue de dessus
de l’écoulement allant de gauche à droite. Figure issue de Matsubara et Alfredsson [34]. Droite :
Croissance optimal de streaks (noté algebraic growth) et d’ondes TS 2D et 3D (notées OP) dans une
couche limite. La croissance purement modale d’ondes TS est également représentée. Figure issue de
Corbett et Bottaro [26].

ponentielle) d’ondes TS est représentée et permet, par comparaison, d’apprécier les
effets non-modaux révélés par le calcul de croissance optimale. En effet, la croissance
des perturbations optimales aux temps courts apparaît plus élevée que la croissance
modale. Les perturbations tirent ici profit du mécanisme d’Orr [35], non-modal, carac-
térisé par une perturbation optimale initialement inclinée contre l’écoulement cisaillé
qui croît et se redresse au cours du temps en extrayant de l’énergie à l’écoulement de
base. Ce mécanisme n’agit plus à partir d’un certain temps et la croissance modale
prend alors le relai : la croissance optimale est désormais exponentielle. Sa pente ap-
paraît ainsi parallèle à celle associée à la croissance purement modale qui, n’ayant pas
bénéficié des effets non-modaux aux temps courts, affiche une valeur de G inférieure.
Enfin, la croissance optimale de streaks est également représentée. Ces structures 3D
sont associées au mécanisme non-modal du lift-up dont l’action repose sur le transport
dans la direction normale de la quantité de mouvement longitudinale de l’écoulement
de base par les perturbations [36]. Cet effet conduit à la formation de structures éten-
dues dans la direction de l’écoulement et périodiques dans la direction transverse (fig.
I.4).

La prise en compte des effets de non-normalité peut également être abordée par
l’étude de la réponse de perturbations soumises à un forçage harmonique. Une telle
analyse possède un intérêt physique certain dans la mesure où les instabilités déve-
loppées dans un écoulement réel sont continuellement forcées par des perturbations
extérieures telles que la turbulence ambiante, l’acoustique ou la rugosité d’une paroi.
Ce type d’étude possède plus généralement l’appellation de réceptivité. Similairement à
la croissance optimale exposée précédemment, l’approche présentée ici utilise un cadre
d’optimisation dans lequel est calculé le forçage optimal capable de générer la réponse
maximale. Un gain optimal µ est défini par le ratio d’une norme énergétique de la
réponse et d’une norme associée à un forçage. Le choix de telles normes ainsi que le
formalisme détaillé de cette méthode dans un cadre d’analyse globale seront discutés
dans les sections I.4.3 et II.2.2.2, mais quelques éléments sont donnés ici afin de per-
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cevoir le lien entre cette approche et les effets non-modaux. En effet, Schmid [5] a mis
en évidence que le gain optimal variait comme

µ ∼ ||V(iωI −D)−1V−1|| (I.3.1)

où ω est la fréquence de forçage, D la matrice diagonale contenant les valeurs
propres de la matrice jacobienne gouvernant la dynamique des perturbations, V la
matrice contenant les vecteurs propres associés et I la matrice identité. En l’absence
d’effets non-normaux, la matrice V est unitaire. Le gain optimal ne réagira alors qu’à
travers l’élément (iωI − D)−1 associé à la résonance de modes propres. Dans ce cas,
le gain optimal dépendra de la distance d dans le plan complexe entre la fréquence
de forçage réelle et la valeur propre la plus proche comme µ ∼ 1/d. La prise en
compte des effets non-normaux peut alors exacerber cette réponse voire même autoriser
le gain optimal à croître pour des fréquences de forçage possiblement éloignées des
valeurs propres du système. Ce comportement non-modal est connu sous l’appellation
de pseudo-résonance [37]. Les résultats d’un calcul de gain optimal pour un écoulement
de Poiseuille plan sont montrés en figure I.5. La comparaison avec un calcul ne prenant
en compte que les effets modaux permet de mettre en évidence l’action de la pseudo-
résonance à la fois au niveau de fréquences résonantes et non-résonantes.

Fig. I.5 Calcul de la norme du gain optimal pour l’écoulement de Poiseuille plan (courbe noire). La
courbe rouge indique la résonance purement modale de l’écoulement. Figure issue de Schmid et Brandt
[38].

I.4 Approche globale

I.4.1 Formulation

L’approche globale consiste à résoudre la structure spatiale de perturbations dans
la direction de l’écoulement en complément de la direction normale (voire transverse).
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Aussi, aucune hypothèse de parallélisme et d’homogénéité dans la direction de l’écou-
lement n’est nécessaire, contrairement à l’approche locale qui s’appuie sur une trans-
formée de Fourier dans cette direction. L’approche globale permet dès lors d’étudier
des écoulements plus complexes et de capter une physique plus vaste, le prix à payer
résidant dans la résolution de systèmes de plus grandes dimensions. L’augmentation
de la puissance de calcul a conduit à son utilisation intensive particulièrement depuis
le début des années 2000, et cette démocratisation s’est accompagnée de la mise au
point de méthodes numériques efficaces.

On considère un système d’équations non-linéaires écrit sous la forme du système
dynamique suivant

∂q
∂t

= R(q), (I.4.1)

où R représente ici l’opérateur différentiel associé aux équations de Navier-Stokes.
Par définition, un écoulement de base q est solution de (I.4.1). Dans la suite du ma-
nuscrit, seules des solutions 2D stationnaires q(x, y) seront considérées, l’analyse de
stabilité associée étant alors parfois qualifiée de biGlobale [39]. En recherchant une
solution de l’équation (I.4.1) sous forme d’une perturbation q′ superposée à q, et en
supposant l’amplitude des perturbations faible devant celle de l’écoulement de base, le
système linéarisé peut être écrit comme

∂q′/∂t = J q′ (I.4.2)

où J = ∂R
∂q

∣∣∣
q
est la matrice jacobienne. Les perturbations sont alors développées

sous la forme

q′(x, y, z, t) = q̃(x, y)ei(βz−ωt) + c.c. (I.4.3)

où le nombre d’onde transversal β est réel et ω est la fréquence angulaire complexe.
Le système (I.4.2) peut alors être reformulé comme un problème aux valeurs propres

− iωq̃ = J q̃ (I.4.4)

La partie imaginaire ωi correspond au taux d’amplification du mode global q̃(x, y)
si bien qu’une instabilité globale sera détectée lorsque ωi > 0. La partie réelle ωr ren-
seigne alors sur la fréquence du mode instable. Cette fréquence sera non-nulle dans
le cas d’une bifurcation instationnaire (bifurcation de Hopf) telle que celle rencontrée
dans l’écoulement autour d’un cylindre [40], et l’analyse de stabilité globale permet
alors de caractériser la dynamique cet écoulement oscillateur. En effet, proche du seuil
d’instabilité, la valeur calculée de ωr permet d’estimer convenablement la fréquence
du cycle limite émergeant à la suite de la déstabilisation de l’état stationnaire. Loin
du seuil, Barkley [41] a par ailleurs remarqué que cette fréquence peut être prédite en
procédant à la linéarisation des équations autour de l’écoulement moyen plutôt que
de l’écoulement de base stationnaire. Enfin, dans le cas des bifurcations stationnaires,
la fréquence ωr apparaît égale à zéro. Le mode stationnaire instable associé peut ty-
piquement apparaître tridimensionnel comme dans le cas d’un écoulement de marche
descendante [42] ou de cavité [43].
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I.4.2 Sources de non-normalité

La non-normalité de l’opérateur des équations de Navier-Stokes linéarisées autorise
des mécanismes de croissance linéaires pouvant s’ajouter à la croissance modale issue
de l’analyse spectrale des perturbations (§ I.3). Les sources de non-normalité peuvent
être entrevues à travers l’analyse des modes adjoints globaux définis comme les vecteurs
propres associés à l’opérateur J ∗ adjoint de J [44]. En conséquence de la relation de
bi-orthogonalité entre les bases de modes directs et de modes adjoints [38], un mode
direct et son adjoint seront égaux si l’opérateur J est normal (les vecteurs propres
associés étant orthogonaux entre eux). En revanche, si l’opérateur est non-normal,
cette condition n’est plus vérifiée et le degré d’orthogonalité entre un mode direct et
son adjoint caractérise alors le degré de non-orthogonalité de ce mode direct avec les
autres modes directs [44]. Marquet et al. [45] proposent alors de mettre en évidence les
sources d’orthogonalité entre modes directs et adjoints par l’observation des équations
de quantités de mouvement régissant la dynamique de ces modes, formulées pour un
écoulement incompressible comme

− iωũ +∇ũ · u︸ ︷︷ ︸
(1)

+ ∇u · ũ︸ ︷︷ ︸
(2)

= −∇p̃ + 1
Re

∆ũ (I.4.5)

− iωû −∇û · u︸ ︷︷ ︸
(1)

+ (∇u)∗ · û︸ ︷︷ ︸
(2)

= +∇p̂ + 1
Re

∆û (I.4.6)

où ũ et p̃ (respectivement û et p̂) représentent le champ de vitesse et de pression
du mode direct (respectivement du mode adjoint).

Les termes notés (1) représentent l’advection des perturbations par l’écoulement de
base. Le signe − apparaissant dans l’équation signale que l’advection du mode adjoint
a lieu en sens opposé à celle du mode direct. Cette propriété provoque une séparation
spatiale du mode adjoint et du mode direct, le premier se localisant plus en amont de
l’écoulement que le second. Ce comportement a par exemple été observé par Nichols
et Lele [46] dans un écoulement de jet. La non-normalité associée est alors appelée
streamwise [47] (ou convective-type [44]). Pour Chomaz [48], cette non-normalité est
la traduction dans un cadre global du caractère convectivement instable d’un écoule-
ment amplificateur sélectif de bruit. Ce point sera plus amplement développé dans la
prochaine section.

Les termes notés (2) témoignent du transport de l’écoulement de base par les
perturbations. La présence de l’opérateur transconjugué de l’équation(I.4.6) implique
que les composantes de vitesses dominantes du mode direct puissent être différentes
de celles du mode adjoint. Dans ce cas, l’orthogonalité des modes adjoints et directs
étant favorisée par une distinction entre leurs composantes (et non par une séparation
spatiale de leur structure), la non-normalité associée est nommée component-type [45].
Cette non-normalité est responsable de la croissance non-modale de streaks dont le
transport de l’écoulement de base par les perturbations dans la direction y génère des
perturbations de vitesse élevées dans la direction x. Le mécanisme d’Orr est également
associé à cette non-normalité [49].
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I.4.3 Analyse des écoulements amplificateurs séléctifs de bruit

Un écoulement convectivement instable est globalement stable dans la mesure où
les perturbations développées sont constamment advectées en aval de l’écoulement [47].
Aussi, le calcul des modes globaux présenté dans la section I.4 n’apporte à ce stade
que peu d’informations sur la dynamique de ce type d’écoulement, ces modes étant
alors tous stables. Comme le souligne Chomaz [48], du fait de la forte non-normalité
streamwise de ces écoulements, leur caractère convectivement instable s’exprime par
la croissance collective, non-modale, d’une superposition de modes globaux. Ces consi-
dérations suggèrent ainsi d’adopter des approches capables d’inclure ces effets non-
modaux, telles que le calcul de la croissance optimale ou du gain optimal (§ I.3).

La croissance optimale a initialement été étudiée par une approche globale par
Ehrenstein et Gallaire [50] dans un écoulement de couche limite incompressible (voir
également [51]). Dans cette étude, un calcul préalable des modes globaux a été réalisé
pour alors projeter la perturbation optimale recherchée sur une partie de ces modes.
Par la suite, une approche basée sur l’utilisation des équations adjointes, ne requérant
pas le calcul de modes globaux, a été majoritairement adoptée et appliquée par exemple
aux écoulements de couche limite [52], de marches descendantes ([53], [54]) ou de jet
[55]. Ces travaux ont ainsi permis de mettre en évidence le caractère convectivement
instable de ces écoulements dans lesquels un paquet d’onde, initié par la perturbation
optimale, développe sa croissance vers l’aval de l’écoulement.

Les études de réceptivité globale basées sur le calcul du gain optimal se sont dé-
veloppées parallèlement aux travaux précités. Cette méthode permet d’appréhender
le développement de la réponse globale d’un écoulement soumis à un forçage harmo-
nique global. Comme dans le cas de la croissance optimale, les premiers travaux du
genre ([51], [56]) ont adopté une approche basée sur la décomposition de la réponse sur
une base de modes globaux. En étudiant l’influence du choix de cette base, Åkervik
et al. [56] ont alors pu mettre en évidence l’action des mécanismes non-modaux sur
le développement de la réponse dans le cas d’un écoulement de couche limite incom-
pressible. La figure I.6 présente le résultat du calcul de gain optimal en fonction de ce
choix, en comparant de plus ces résultats avec le calcul d’un gain n’incluant que les
effets de résonance modale (§ I.3). Ce calcul a tout d’abord révélé la forte croissance
non-modale des ondes TS liée à la non-normalité streamwise de l’écoulement. En effet,
lorsque la réponse est uniquement projetée sur une base de modes de TS, les effets de
pseudo-résonance conduisent à une augmentation du gain optimal d’un facteur proche
de 5 relativement au cas de la résonance purement modale. De plus, en incluant dans
cette base les modes d’Orr, ce facteur devient proche de 25, permettant ainsi d’ap-
précier l’effet non-modal du mécanisme d’Orr dans le développement de la réponse
optimale. La structure spatiale du forçage optimal ainsi calculé, inclinée vers l’amont
de l’écoulement, témoigne par ailleurs de l’action de ce mécanisme.

Une méthode de calcul de gain optimal différente peut être envisagée à travers le
calcul direct de la valeur singulière de la matrice résolvante globale, sans nécessiter le
calcul des modes globaux ([57, 58]. Cette approche constituant le cœur du manuscrit,
le formalisme associé est ici introduit. Dans ce cadre, les perturbations sont soumises
à un forçage harmonique f̃eiωt de fréquence ω ∈ R que l’on inclut dans les équations
linéarisées (I.4.2). On obtient alors
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Fig. I.6 Gain optimal d’une couche limite compressible en fonction de la fréquence de forçage. La
méthode de calcul est basée sur la projection de la réponse optimale sur un ensemble de modes globaux
comprenant des modes d’Orr et TS (courbe noire épaisse) ou uniquement des modes TS (courbe noire
fine). La courbe tiret-point indique la résonance purement modale. Les contours de la composante x
du champ de forçage optimal sont représentés dans l’encadré. Figure issue de Åkervik et al. [56].

∂q′/∂t = J q′ + f̃eiωt (I.4.7)

En ne considérant dans le cadre du calcul de forçage optimal que des écoulements
globalement stables, la solution homogène de l’équation (I.4.7) sera nulle aux temps
longs. Aussi, par linéarité, la réponse q′ au forçage peut être recherchée sous la forme
q′ = q̃eiωt (ω ∈ R) de sorte que

q̃ = (iωI − J )−1f̃ (I.4.8)

La relation entre les champs de forçage et de réponse est ainsi établie par l’opérateur
R = (iωI − J )−1 appelé résolvant global. Le gain optimal peut être défini comme le
ratio maximal entre l’énergie de la réponse et du forçage qu’il est possible d’atteindre
via un forçage alors qualifié d’optimal. En choisissant un produit scalaire 〈 , 〉 associé
à l’énergie considérée, la définition du gain optimal s’écrit

µ2 = sup
f̃

〈q̃, q̃〉
〈f̃ , f̃〉

(I.4.9)

Des produits scalaires distincts seront en fait associés aux champ de réponse et de
forçage (§ II.2.2.2), mais le principe général de la méthode reste identique. Dans le
cadre des équations discrétisées, un produit scalaire canonique peut être défini pour
tout vecteur x et y comme 〈x,y〉 = x∗y où ∗ représente l’opérateur transconjugué. La
matrice résolvante peut être introduite dans l’équation (I.4.9) qui s’écrit alors comme

µ2 = sup
f̃

f̃∗R∗R f̃
f̃∗f̃

(I.4.10)

où R∗ est la matrice adjointe de R associée au produit scalaire 〈 , 〉 tel que pour
tout vecteur x et y, 〈Rx,y〉 = 〈x,R∗x〉. La matrice R∗R étant hermitienne, l’équation
(I.4.10) fait ainsi apparaître un quotient de Rayleigh [59], si bien que le gain optimal
µ2 peut être déterminé à partir du problème aux valeurs propres suivant
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R∗R f̃ = µ2f̃ (I.4.11)

La plus grande valeur propre de R∗R correspond alors à la valeur de µ2 définie par
l’équation (I.4.9). Le vecteur propre associé f̃ est le forçage optimal à partir duquel
l’équation (I.4.8) permet finalement d’obtenir la réponse optimale q̃.

Sipp et Marquet [57] font remarquer que les vecteurs propres de l’équation (I.4.11),
que l’on peut indicer par f̃i, correspondent par ailleurs aux vecteurs singuliers à droite
de la matrice résolvante R, de valeurs singulières µi. Les vecteurs unitaires q̃i = µ−1

i R f̃i
sont alors les vecteurs singuliers à gauche. La matrice R∗R étant hermitienne, les
familles de vecteurs f̃i et q̃i forment chacune une base orthonormale. Aussi, l’étude de
la dynamique d’un écoulement soumis à un forçage dont la structure spatiale serait
connue peut être réalisée par la projection de ce forçage sur la base de vecteurs f̃i,
permettant alors d’obtenir la réponse de l’écoulement dans la base q̃i par la relation
q̃i = µ−1

i R f̃i [57].
Enfin, Sipp et al. [44] soulignent que du fait de la nature hermitienne de R∗R,

le problème aux valeurs propres (I.4.11) est numériquement bien posé, demeurant
peu sensible aux erreurs numériques. Les auteurs encouragent ainsi à l’utilisation de
cette approche plutôt qu’à une méthode de projection sur les modes globaux, lesquels,
compte-tenu de la forte non-normalité de la matrice jacobienne pour des écoulements
amplificateurs de bruit, peuvent s’avérer difficiles à calculer numériquement.

I.5 Instabilités en écoulements compressibles

Quelques considérations générales sur l’étude d’instabilités en régime compressible
sont introduites dans cette section. Des présentations détaillées de la dynamique des
écoulements d’interaction choc/couche limite et de couche limite compressible seront
exposées respectivement dans les sections V.1 et VI.1.1. La stabilité des écoulements
compressibles partage des caractéristiques communes avec celles des écoulements in-
compressibles, mais se distingue néanmoins sur plusieurs points. Les équations de Ray-
leigh et d’Orr-Sommerfeld évoquées dans la section I.2 ne sont en effet plus valables
en régime compressible, si bien que les théorèmes associés deviennent caduques. Ainsi,
le théorème du point d’inflexion évoluera vers une condition portant sur le point d’in-
flexion généralisé [60], permettant d’appréhender les instabilités non-visqueuses d’écou-
lements compressibles. De même, le théorème de Squire n’est plus vérifié et ne possède
du reste pas d’équivalent compressible : l’étude du développement de perturbations
tridimensionnelles devient alors essentielle. L’une des conséquences majeures de ces
nouvelles considérations est l’existence d’instabilités non-visqueuses en couche limite
compressible, pour lesquelles les ondes obliques possèdent les plus forts taux d’amplifi-
cation [61]. Cette instabilité porte le nom de premier mode. Par ailleurs, la formulation
d’un critère d’instabilité [62] lié à la vitesse de phase des perturbations (formulé par
un nombre de Mach relatif) a accompagné la mise en évidence expérimentale [63] et
numérique [64] d’un mode instable spécifique aux écoulements compressibles. Ce mode
est généralement appelé second mode, en opposition au premier mode précédemment
évoqué, et intervient à des fréquences plus élevées. L’appellation mode de Mack est
également largement répandue pour le désigner.
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La stabilité de l’écoulement de couche limite compressible a été intensivement étu-
diée par approche locale depuis la fin des années 1940 [64–67]. Plus récemment, l’étude
des mécanismes de croissance non-modale en couche limite compressible a été réalisée
par Hanifi et al. [68] au moyen d’un calcul local de croissance transitoire, mettant no-
tamment en évidence le développement de streaks. La stabilité globale d’écoulements
compressibles a par la suite été abordée dans diverses configurations. On peut citer
la découverte d’une bifurcation 3D stationnaire dans une interaction choc/couche li-
mite par Robinet [69], la mise en évidence d’un mode global instable instationnaire
lié au buffet transsonique par Crouch et al. [70] dans un écoulement turbulent autour
d’un profil d’aile ou encore l’observation de modes instationnaires transverses dans un
écoulement tridimensionnel autour d’un corps parabolique (Mack et al. [71]). L’ana-
lyse de la dynamique d’écoulements amplificateurs de bruit dans un cadre global et
compressible a été abordée par Nichols et Lele [46] au moyen d’une approche de crois-
sance optimale par Mettot [59] et Sartor et al. [72] en régime turbulent par le calcul
du résolvant global. Enfin, il semble qu’il n’y ait à ce jour pas de travaux traitant
de la croissance non-modale de perturbations tridimensionnelles dans les écoulements
compressibles.

I.6 Présentation du manuscrit

Le présent travail est principalement concentré sur l’étude de la réceptivité globale
d’écoulements compressibles laminaires. La méthode employée repose sur le calcul du
gain optimal lié au résolvant global (§ I.4.3) et s’appuie sur le cadre numérique dé-
veloppé par Mettot [59]. Dans cette approche, la matrice jacobienne des équations de
Navier-Stokes compressibles linéarisées est calculée par une méthode de "discrétisa-
tion puis linéarisation" plutôt que "linéarisation puis discrétisation". L’utilisation de
routines issues d’un code de résolution des équations non-linéaires de Navier-Stokes
permet alors d’expliciter efficacement la matrice jacobienne par une approximation de
type différences finies. L’un des objectifs méthodologiques de ce manuscrit est d’étendre
le calcul de cette matrice aux perturbations tridimensionnelles développées dans des
écoulements de base bidimensionnels. Basée sur la décomposition en modes de Fourier
dans la direction transverse à l’écoulement, l’extension de la méthode numérique n’est
pas immédiate et requiert d’être adaptée. De façon originale, il sera noté que cette
méthode peut également être appliquée dans la direction de l’écoulement afin de réa-
liser un calcul de stabilité locale temporelle. Ces approches seront présentées dans le
chapitre II. La méthode numérique sera dans un premier temps validée dans le cadre
des écoulements incompressibles pour des perturbations 2D puis 3D, puis en régime
compressible pour des perturbations 3D (chapitre III).

Motivé par le récent travail de Sipp et Marquet [57] en couche limite incompres-
sible, le lien entre le calcul de réponse optimale globale et la courbe neutre obtenue
expérimentalement par Laufer et Vrebalovich [16] pour une couche limite compressible
à M = 2.2 sera étudié dans le chapitre IV. En régime incompressible, il a en effet été
montré que les maximums de densités d’énergie de forçage et de réponse permettaient
de retrouver respectivement les branches inférieures et supérieures de la courbe neutre
d’un écoulement convectivement instable [57]. Cet accord n’a pas été retrouvé en ré-
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gime compressible. Ces résultats seront discutés à travers le calcul de réponse optimale
soumis à un forçage localisé, puis par un bilan d’énergie cinétique des perturbations
compressibles.

Le chapitre V sera dédié à l’analyse de la dynamique linéaire 2D de l’écoulement
d’interaction choc/couche limite laminaire. Une étude paramétrique en nombre de
Mach d’un calcul de réponse optimale sera réalisée afin, dans un premier temps, de
mettre en évidence le développement des instabilités convectives de couche de mélange
et de couche limite. Une tentative de mise en relation entre les propriétés associées aux
réponses optimales et les échelles caractéristiques de l’écoulement de base (longueur de
recirculation, épaisseur de couche limite) sera proposée. Enfin, la réceptivité aux basses
fréquences sera abordée. La présence d’une instationnarité basse fréquence [73] est une
propriété connue de l’interaction choc/couche limite en régime turbulent mais dont
l’origine n’est pas entièrement comprise [74]. Les résultats présentés dans ce manuscrit,
obtenu en régime laminaire, apporteront un éclairage sur la réceptivité linéaire de cet
écoulement dont le comportement peut être relié à la résonance d’un mode globalement
stable.

Enfin, la méthode de calcul de réceptivité par perturbations 3D sera présentée
dans le cadre d’un écoulement de couche limite compressible à M = 4.5 (chapitre VI).
Cette approche permettra d’appréhender les trois types d’instabilités convectives en
développement dans cet écoulement (streaks , premier mode, second mode), en incluant
les effets de croissance non-modale. Les fréquences, les nombres d’onde transverses et
les régions de l’écoulement particulièrement réceptives pour chacune de ces instabilités
pourront alors être identifiés. Les propriétés des réponses optimales seront analysées et
l’accent sera porté sur l’observation des mécanismes de production d’énergie cinétique
du second mode. Finalement, et en complément du chapitre V, la réceptivité aux
basses fréquences de l’interaction choc/couche limite laminaire sera étudiée pour des
perturbations 3D.
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Les méthodes numériques employées dans la suite du manuscrit sont présentées
dans ce chapitre. Le calcul de l’écoulement de base par résolution des équations non-
linéaires de Navier-Stokes compressibles est décrit dans la section II.1. Puis la méthode
de calcul de la matrice jacobienne, intervenant dans la linéarisation de ces équations,
est développée ainsi que la résolution des problèmes aux valeurs propres pour les études
de stabilité et de réceptivité (§ II.2). Une extension de ces méthodes aux perturbations
3D est ensuite proposée (§ II.3). Enfin, une procédure d’adaptation de l’approche
numérique globale en une approche de stabilité locale temporelle est présentée (§ II.3.2).

II.1 Calcul de l’écoulement de base

II.1.1 Résolution des équations de Navier-Stokes compressible 2D
Les équations de Navier-Stokes compressibles 2D sont écrites avec les choix d’adi-

mensionnement suivant :

x̃ = x
L
, t̃ = t

L/u∞
, ρ̃ = ρ

ρ∞
, ũ = u

u∞
(II.1.1)

21
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p̃ = p

ρ∞u2
∞
, T̃ = T

T∞
, Ẽ = E

u2
∞
, µ̃ = µ

µ∞
, κ̃ = κ

κ∞
(II.1.2)

Dans la suite du manuscrit, le symbole ∼ utilisé pour les variables sans dimension
sera abandonné pour ne pas alourdir les notations. Les variables indicées par le sym-
bole ∞ désignent les grandeurs physiques en champ lointain. Les quantités E, µ et
κ désignent respectivement l’énergie totale, la viscosité dynamique et le conductivité
thermique du fluide. La longueur caractéristique L sera choisie selon le cas physique
considéré. Elle pourra typiquement désigner l’épaisseur de couche limite ou une abs-
cisse de plaque. On introduit classiquement deux nombres sans dimension contrôlant
l’écoulement : le nombre de Reynolds Re et le nombre de Mach M . Un troisième pa-
ramètre, géométrique, interviendra dans le cas de l’interaction choc-couche limite. Il
représentera l’angle du choc incident par rapport à la plaque sur laquelle se développe
la couche limite et sera noté φ 1.

Les équations de Navier-Stokes s’écrivent alors

Re = ρ∞u∞L

µ∞
, M = u∞

c∞
(II.1.3)

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0, (II.1.4a)

∂

∂t
(ρu) +∇ ·

[
ρu⊗ u + pI− 1

Re
τ

]
= 0, (II.1.4b)

∂

∂t
(ρE) +∇ ·

[
(ρE + p) u− 1

Re
τ � u− κ

PrRe(γ − 1)M2∇T
]

= 0 (II.1.4c)

En supposant le fluide comme un gaz thermiquement et calorifiquement parfait
diatomique (γ = 1.4), les équations d’état s’expriment par

p = 1
γM2
∞
ρT , E = p

ρ(γ − 1) + 1
2u · u (II.1.5)

Le tenseur des contraintes visqueuses, pour un fluide newtonien, est donné par

τ = µ

[
∇⊗ u + (∇⊗ u)T − 2

3 (∇ · u) I
]

(II.1.6)

La viscosité dynamique est une fonction de la température décrite par la loi de
Sutherland

µ(T ) = T 3/2 1 + Ts/T∞
T + Ts/T∞

, (II.1.7)

où Ts = 110.4K. La conductivité thermique du fluide dépend également de la tempéra-
ture. D’après Toro [75], κ(T ) ∼ µ(T ) si bien que l’on pourra écrire κ = µ en variables
adimensionnées. Le nombre de Prandtl est fixé à 0.72 dans le cas de l’air.

1. Cet angle est généralement appelé β dans la littérature, mais cette notation sera réservé pour le
nombre de d’onde transverse des perturbations dans la suite du manuscrit.
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Dans la suite, le système d’équation (II.1.4) sera réécrit sous la forme générale du
système dynamique suivant

∂q
∂t

= R(q), (II.1.8)

avec q = (ρ , ρu , ρv , ρE)T le vecteur des variables conservatives.

II.1.2 Schéma numérique
Les équations de Navier-Stokes compressibles 2D sont discrétisées en espace selon

la méthode des volumes finis. On réécrit (II.1.8) pour faire apparaître les flux physiques
F et G respectivement selon la direction x et y :

∂q
∂t

= −∂F
∂x
− ∂G
∂y

(II.1.9)

Ces équations, écrites sous forme conservative, sont appliquées sur chaque volume
d’un maillage cartésien. Un schéma numérique fournit alors une méthode de calcul
des flux aux interfaces des volumes. Deux schémas abondamment présents dans la
littérature de la simulation d’écoulements compressibles [75] seront considérés dans ce
manuscrit : le schéma à décomposition de flux AUSM+ [76] et le schéma de Roe [77].
L’implémentation de ces méthodes requiert l’interpolation des variables physiques aux
interfaces. La méthode MUSCL [78] est ici employée, fixant par là même la précision
de la méthode - jusqu’à l’ordre 5 [79]. Les flux visqueux sont obtenus par interpolation
centrée des variables aux interfaces des cellules. L’avancée en temps des équations est
réalisée selon une méthode implicite [80]. L’implémentation générale de la méthode
et son application au cas de l’interaction choc/couche limite est développée par Boin
et al. [79].

Les conditions aux limites utilisées sont de type Dirichlet-Neumann. Pour un écou-
lement supersonique, les grandeurs physiques sont prescrites en entrée de domaine et
extrapolées en sortie ( ∂∂n = 0). Le traitement des cas subsoniques est légèrement diffé-
rent puisqu’on fixe la pression en sortie de domaine tandis qu’on l’extrapole en entrée.
Enfin, aux parois, une condition de non-glissement est appliquée sur la vitesse (condi-
tion de Dirichlet). Une condition d’adiabaticité, se traduisant par une conditions de
Neumann sur la pression et la masse volumique, complète les équations.

II.1.3 Méthode de continuation
La méthode de résolution décrite dans la section II.1.2 converge vers une solution

globalement stable des équations de Navier-Stokes. Or, lors de l’examen de la stabilité
d’un écoulement, il est souhaitable d’accéder aux états d’équilibre instables station-
naires, également solutions des équations non-linéaires. Ce sera le cas lors de l’étude
de l’écoulement autour d’un cylindre à section carrée (sec. III.1) qui subit une bifur-
cation de Hopf supercritique pour laquelle, au delà du seuil de bifurcation, coexistent
une solution stable instationnaire et une solution instable stationnaire. L’analyse de
stabilité globale utilisera ainsi la solution stationnaire à partir de laquelle le seuil de
bifurcation, la fréquence et la structure spatiale du mode linéairement instable seront
calculés.



24 Chapitre II. Approche numérique

À partir d’une solution d’équilibre obtenue pour un jeu de paramètres donné, il
est possible d’obtenir une nouvelle solution pour un jeu de paramètres proche par
linéarisation. La méthode présentée dans la suite et utilisée dans le cas incompressible
par Kelkar et Patankar [81] est en ce sens une méthode de continuation. Elle reste
cependant très élémentaire puisqu’elle ne permet pas le suivi de branches autre que la
branche initiale, contrairement à une approche plus sophistiquée telle que la méthode
pseudo arc-length [82].

Pour introduire la méthode, supposons que l’on fixe le nombre de Mach et que
l’on s’intéresse à l’évolution d’une solution en fonction du Reynolds. On notera q0 la
solution initiale des équations non-linéaires pour le paramètre Re0. À partir de cette
solution, on cherche q1 = q0 + ∆q, solution au paramètre Re0 + ∆Re où ∆Re sera
choisi suffisamment petit. Avec q0 et q1 stationnaires, on peut écrire, d’après II.1.8,

R(q0, Re0) = 0 , R(q0 + ∆q, Re0 + ∆Re) = 0 (II.1.10)

et par un développement limité, en introduisant la matrice jacobienne J = ∂R
∂q ,

R(q0 +∆q, Re0 +∆Re) = R(q0, Re0)+J (q0, Re0)∆q+ ∂R
∂Re

(q0, Re0)∆Re (II.1.11)

Il suit
J (q0, Re0)∆q = − ∂R

∂Re
(q0, Re0)∆Re (II.1.12)

Ainsi, calculer ∆q revient à résoudre le système linéaire (II.1.12) impliquant J
et ∂R

∂Re . Ce dernier terme s’obtient aisément par dérivation des équations (II.1.4). La
méthode de calcul de la matrice jacobienne J sera développée dans la prochaine section.
Enfin, la solution du système linéaire s’obtient par une méthode directe LU fournit par
la librairie d’algèbre linéaire MUMPS [83] interfacée par la librairie PETSc [84].

II.2 Calcul des perturbations linéaires

II.2.1 Linéarisation : calcul de la matrice jacobienne
La matrice jacobienne des équations de Navier-Stokes 2D compressibles intervient

dans les calculs de stabilité et de réceptivité globaux linéaires puisqu’elle est directe-
ment liée à la linéarisation des équations. En pratique, d’un point de vue numérique,
on cherche à calculer la matrice jacobienne discrétisée en espace J . Plusieurs straté-
gies sont envisageables. Il est courant de linéariser les équations continues pour ensuite
discrétiser ces équations linéarisées à l’aide d’un schéma numérique (par exemple par
méthodes pseudo-spectrales [21] ou par différences finies [85]). À l’inverse, il peut être
intéressant de linéariser les équations préalablement discrétisées [59]. C’est cette der-
nière méthode qui sera adoptée et développée dans la suite. En effet, dans le cadre
des écoulements compressibles, elle possède l’avantage d’épargner le travail fastidieux
de linéarisation des équations continues ainsi que de leur discrétisation, éliminant du
même coup les risques d’erreur liés à ce travail. Elle nécessite de disposer des routines
d’un code CFD (non-linéaire) qui fournissent directement les équations discrétisées.
En pratique, on importera les routines utilisées pour le calcul de l’écoulement de base
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(section II.1.2). Le calcul de la matrice jacobienne repose alors sur le développement
limité à l’ordre 1 suivant

J v = R(q + εv)−R(q)
ε

+O(ε) (II.2.1)

où, en notant N la dimension du système discrétisé, R ∈ RN représente le résidu
discrétisé des équations de Navier-Stokes (II.1.8), q ∈ RN le vecteur des variables
conservatives associées à l’écoulement de base, v ∈ RN un vecteur a priori quelconque
et ε est un paramètre numérique. Le vecteur v doit être choisi de manière à pouvoir
récupérer aisément les coefficients de J . Pour cela, l’approche la plus simple consiste-
rait à utiliser un vecteur où la composante k ∈ [1, N ] vaut 1 et où toutes les autres
sont nulles. L’équation (II.2.1) fournirait alors les coefficients de la colonne k de la ma-
trice J . En répétant l’opération N fois, l’intégralité des coefficients seraient retrouvée.
Cependant, en remarquant que la matrice jacobienne présente une structure diagonale
par bloc, une stratégie plus efficace - mais requérant un plus grand effort de développe-
ment - est d’ajouter d’autres composantes égales à 1 dans le vecteur v. Les détails de
l’implémentation de cette optimisation sont décrits par Mettot [59]. Le nombre d’ap-
pels à l’équation (II.2.1) est désormais de l’ordre de N/100. Ce gain d’efficacité dépend
de la largeur des blocs de la matrice, eux-même dépendant de l’ordre du schéma et du
ratio Ny/N (où Ny est le nombre de point de discrétisation dans la direction y). À titre
d’exemple, le calcul d’une matrice jacobienne de taille N = 600000 pour un maillage
avec Ny = 100 associé à une discrétisation à l’ordre 3 est de 5 minutes (processeur
Intel Xeon(R) CPU E5-2630 v2 @ 2.60GHz). Enfin, la valeur du paramètre ε doit
être prise très inférieure à l’ordre de grandeur des variables physiques en jeu afin que
les termes d’ordre ε2 soient négligeables. Néanmoins, cette valeur doit également être
suffisamment élevée afin d’éviter les erreurs d’arrondi numériques. Dans le cas où le
vecteur v ne contient qu’un élément non-nul à la ligne i, la formule ε = b(1 + |qi|) est
proposée par Knoll et Keyes [86], où b est choisi comme la racine carrée de la préci-
sion machine (soit b ' 10−8 en double précision) [87]. Si v contient plusieurs éléments
non-nuls, la moyenne de l’expression précédente peut être utilisée. En pratique, il a
par ailleurs été observé que l’utilisation de variables adimensionnées, dont les valeurs
sont alors de l’ordre de l’unité, permet d’employer directement une valeur ε de 10−6 à
10−8 sans effet sensible sur le résultat final.

II.2.2 Résolution des problèmes aux valeurs propres

II.2.2.1 Stabilité globale

Comme il l’a été indiqué dans la section I.4, les perturbations sont décomposées en
modes globaux tels que q′(x, y, t) = q̃(x, y)e−iωt où ω est complexe. En introduisant la
matrice diagonale B permettant l’implémentation des conditions aux limites (section
II.2.3), cela conduit à réécrire les équations linéarisées sous la forme du problème aux
valeurs propres généralisé suivant

− iωBq̃ = J q̃ (II.2.2)

La stabilité linéaire globale du système est déterminée par le calcul du spectre de
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valeur propre de la matrice jacobienne J selon qu’il existe ou non une valeur de ω de
partie imaginaire supérieure à zéro. La bibliothèque d’algèbre linéaire SLEPc [88] est
utilisée pour la résolution numérique du problème aux valeurs propres. L’algorithme
de Krylov-Schur, basé sur la construction d’un espace de Krylov, est employé afin
de calculer efficacement un nombre réduit de valeurs propres [89]. La région du plan
complexe dans laquelle sont recherchées les valeurs propres, typiquement proche de
l’axe des réels, est prescrite par une méthode de shift and invert. La validation de cette
méthode sera proposée pour l’écoulement autour d’un cylindre carré dans la section
III.1.

II.2.2.2 Forçage et réponse optimaux

Le calcul des champs de forçage f̃(x, y) et réponse q̃(x, y) optimaux fait intervenir la
matrice résolvante R = (iωB− J )−1 qui requiert au préalable le calcul de la matrice
jacobienne (§ I.4.3). Comme on le verra, la connaissance explicite de R n’est pas
nécessaire et n’est de toute façon pas envisageable en termes de ressources numériques.
La méthode développée dans cette section repose sur les travaux de Mettot [59] et Sipp
et Marquet [57].

L’enjeu est ici de résoudre un problème d’optimisation sur la fonction gain optimal
µ(f̃) définie comme le ratio des norme énergétique de q̃ et de f̃ associées à un produit
scalaire (voir section I.4.3). Ces normes peuvent être formulées par l’intermédiaire de
matrices normes telles que ||q̃||2E =< q̃, q̃ >E= q̃∗QEq̃ et ||f̃ ||2 =< f̃ , f̃ >= f̃∗Qf̃ où
∗ est l’opération transconjuguée. Le choix de la matrice QE correspond à la définition
énergétique des perturbations que l’on souhaite optimiser. En régime incompressible, il
est courant et naturel d’utiliser l’énergie cinétique [27]. Pour les écoulements compres-
sibles, le choix de cette norme est moins évident. Les études globales tendent à utiliser
l’énergie cinétique [72] quand les analyses locales considèrent généralement la norme
de Chu (aussi appelée norme de Mack) [90]. Dans ce manuscrit, la norme de Chu sera
utilisée pour l’étude des écoulements compressibles. Les détails de son implémentation
à partir de variables conservatives sont disponibles en annexe A. La matrice Q es défini
à partir d’un produit scalaire canonique, de sorte que ||f̃ ||2 =

∫
Ω f̃∗f̃dΩ, avec Ω l’espace

physique optimisé. On remarquera que Q est définie positive. Toutefois, cette défini-
tion implique que cette norme n’est pas homogène à une énergie. Le gain optimal n’est
donc pas sans dimension et sa valeur absolue n’a pas signification physique, comme le
souligne Sipp et Marquet [57]. Son utilisation permet cependant de détecter les plages
de fréquences sur lesquelles l’amplification de perturbation est susceptible de se déve-
lopper par résonance et pseudo-résonance, en prenant en compte les comportements
non-modaux liés à un forçage harmonique. En cela, le gain optimal demeure un outil
pertinent d’analyse de la dynamique linéaire d’un écoulement amplificateur sélectif de
bruit.

Par ailleurs, il est possible de restreindre le champ de forçage à des composantes
spécifiques et à une portion de domaine localisée. Dans ce manuscrit, seules les compo-
santes de quantités de mouvement seront calculées. Pour cela, on introduit une matrice
P ∈Mn,m(R) telle que f̃ = Pf̃s où f̃s ∈ Cm est le vecteur de forçage restreint, etm < n.
La relation entre forçage et réponse est alors donnée par
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q̃ = RPf̃s (II.2.3)

Compte tenu de la définition des produits scalaires 〈q̃, q̃〉E et 〈f̃ , f̃〉, le gain optimal
(I.4.9) peut finalement s’écrire sous la forme suivante

µ2 = sup
f̃s

(RPf̃s)∗QE(RPf̃s)
(Pf̃s)∗Q(Pf̃s)

= sup
f̃s

(Pf̃s)∗R∗QER(Pf̃s)
(Pf̃s)∗Q(Pf̃s)

(II.2.4)

On reconnaît dans (II.2.4) l’expression d’un quotient de Rayleigh. Le problème
d’optimisation se réduit alors à la résolution du problème aux valeurs propres généralisé

(R∗QERP)f̃s = µ2(QP)f̃s (II.2.5)

En remarquant 2 que P∗P = I et compte tenu du fait que la matrice Q est inversible,
l’équation (II.2.5) peut finalement être reformulée comme

(P∗Q−1R∗QERP)︸ ︷︷ ︸
A

f̃s = µ2f̃s (II.2.6)

Le gain optimal s’identifie ainsi à la plus grande valeur propre de la matrice A tandis
que le forçage optimal est le vecteur propre associé. La réponse optimale est retrouvée
dans un deuxième temps par résolution du système linéaire (II.2.3). La matrice A n’est
pas calculée explicitement car elle fait intervenir la matrice résolvante R dont on ne
connaît que l’inverse R−1 = (iωB − J ). Le problème aux valeurs propres (II.2.6) est
résolu par un algorithme de Krylov-Schur en construisant l’espace de Krylov composé
des vecteurs (v0,Av0,A2 v0, ...). Un vecteur de Krylov vi = Ai v0 peut en effet être
calculé à partir du précédent vecteur vi−1 en résolvant l’équation vi = A vi−1 qui
implique la résolution de deux systèmes linéaires associés aux matrices R−1 et R−∗.
L’algorithme du calcul est donné ci-dessous. Les systèmes linéaires sont résolus par
méthode directe LU par appel à la bibliothèque MUMPS via PETSc.

Algorithme 1 Calcul du vecteur de Krylov vi associé à la matrice A à partir de vi−1

1. u = Pvi−1

2. Résolution du système linéaire R−1w = u
3. x = QEw
4. Résolution du système linéaire R−∗z = x
5. vi = P∗Q−1z

II.2.3 Conditions aux limites

Les conditions aux limites sur les perturbations linéaires peuvent être implémentées
selon au moins deux approches. Selon la méthode, la matrice B introduite dans les
équations (II.2.2) et (II.2.6) prendra des formes différentes.

2. Cette propriété est liée à la structure diagonale par bloc de la matrice P
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La première approche consiste à utiliser les conditions aux limites dites des carac-
téristiques [91]. Le calcul de la matrice jacobienne par l’équation (II.2.1) permet de
traduire directement ces conditions aux limites sur les perturbations aux lignes de la
matrice correspondant aux points frontières. Dans ce cas, la matrice B est simplement
égale à la matrice identité.

La seconde méthode emploie des conditions de Dirichlet et Neumann sur les pertur-
bations. Des perturbations nulles en entrée de domaine et des dérivés normales nulles en
sortie sont imposées. Au niveau de la paroi, les conditions de non-glissement et d’adia-
baticité sont utilisées. Cette approche nécessite de formuler la matrice B diagonale
avec des coefficients égaux à 1 excepté aux lignes correspondant aux points frontières
où ils sont alors fixés à zéro. Les coefficients de ces lignes dans la matrice jacobienne
sont introduits de manière à retranscrire les conditions de Dirichlet et Neumann sur
les variables conservatives.

II.3 Extension de la méthode aux perturbations 3D : calcul de
la matrice jacobienne

II.3.1 Approche globale

Dans les sections précédentes, les perturbations surimposées à un écoulement de
base 2D ont été considérées comme bidimensionnelles. L’étude des perturbations tri-
dimensionnelles en régime compressible a été abordée dans le cadre de l’analyse de
stabilité locale [64] et globale [69] et de l’analyse non-modale par approche locale
[68, 92]. Ces travaux ont notamment mis en évidence que les perturbations les plus
instables sont généralement 3D, marquant une différence fondamentale avec les écou-
lements incompressibles régis par le théorème de Squire. Il semble cependant ne pas
exister d’étude dans laquelle serait pris en compte le caractère non-modal des instabi-
lités compressibles 3D dans un cadre global. La construction d’une telle méthode est
l’objet de cette section. Pour cela, on propose d’étendre le cadre numérique présenté
dans la section II.2 afin de calculer le gain optimal pour des perturbations globales
3D. L’hypothèse d’un écoulement de base 2D est conservée : la direction z transverse à
l’écoulement étant homogène, il est ainsi possible d’y opérer une transformée de Fourier
et d’écrire les perturbations sous la forme

q′(x, y, z, t) = q̃(x, y)ei(βz−ωt) (II.3.1)

Le vecteur des variables conservatives possède désormais 5 composantes : q =
(ρ , ρu , ρv , ρw , ρE)T . Les hypothèses sur l’écoulement de base q(x, y) se traduisent
par

∂q
∂z

= 0 et w = 0 (II.3.2)

L’approche utilisée reste donc globale puisque la direction x de l’écoulement est
résolue. La méthode de calcul de la matrice jacobienne demeure en partie basée sur
l’approximation (II.2.1), laquelle requiert désormais l’utilisation du résidu des équa-
tions de Navier-Stokes compressibles 3D lié aux flux F, G et H par
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∂q
∂t

= R(q) = −∂F
∂x
− ∂G
∂y
− ∂H

∂z
(II.3.3)

Cependant, la direction z est une direction de Fourier et un traitement spéciale doit
lui être appliquée. En effet, les dérivées transverses sur les perturbations doivent faire
apparaître le nombre d’onde β, ce que ne permet pas d’accomplir en l’état la procédure
présentée dans la section II.2. Il est par conséquent nécessaire d’adapter cette approche.
Pour cela, les termes des flux dans lesquels apparaît une dérivée transverse ∂

∂z sont
séparés des autres. On remarque, d’après les équations (II.1.4), que ces termes sont
nécessairement visqueux et on pourra noter

F = F′ − Fνz (II.3.4)

où Fνz ne contient que des termes en ∂
∂z . Les mêmes notations seront employées

pour G et H. Les expressions détaillées de cette décomposition des flux sont données
en annexe B.1. Ainsi, la matrice jacobienne est elle-même vue comme la somme des
trois matrices suivantes

J = J ′F,G + J ′H + Jνz (II.3.5)

avec

J ′F,G = ∂(−∂F′/∂x− ∂G′/∂y)
∂q

∣∣∣∣
q

(II.3.6)

J ′H = ∂(−∂H′/∂z)
∂q

∣∣∣∣
q

(II.3.7)

Jνz = ∂(∂Fνz/∂x+ ∂Gνz/∂y + ∂Hνz/∂z)
∂q

∣∣∣∣
q

(II.3.8)

Chacune de ces matrices jacobiennes est calculée numériquement par une approche
spécifique. Le détail de ces différentes approches est donné dans la suite.

II.3.1.1 Calcul de J ′F,G
On procède de façon similaire à la méthode développée dans la section II.2.1. Les

routines des équations de Navier-Stokes 3D, après suppression des termes en ∂
∂z , four-

nissent le résidu R′F ,G = −∂F′/∂x−∂G′/∂y. Il reste alors à appliquer l’approximation
(II.2.1) pour obtenir la matrice J ′F,G

J ′F,Gv = R′F ,G(q + εv)−R′F ,G(q)
ε

(II.3.9)

II.3.1.2 Calcul de J ′H
Pour ce calcul, il convient d’abord de remarquer que l’expression de J ′H peut être

réécrite en reconsidérant la linéarisation des équations suivantes
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J ′Hq′ = −∂H′(q + q′)
∂z

+ ∂H′(q)
∂z

(II.3.10)

Le premier terme de droite est reformulé à l’aide d’un développement limité sur
H′(q + q′)

J ′Hq′ = −
∂(H′(q) + ∂H′/∂q|q q′)

∂z
+ ∂H′(q)

∂z
(II.3.11)

Il reste

J ′Hq′ = −
∂(∂H′/∂q|q q′)

∂z
(II.3.12)

Or, d’après (II.3.2), ∂H′/∂q|q ne dépend pas de la variable z et d’après (II.3.1),
on a ∂q′/∂z = iβq′. Finalement, l’équation (II.3.12) s’écrit

J ′Hq′ = −iβ ∂H′

∂q

∣∣∣∣
q

q′ (II.3.13)

de sorte que l’expression de la matrice jacobienne est

J ′H = −iβ ∂H′

∂q

∣∣∣∣
q

(II.3.14)

Le calcul numérique de ∂H′
∂q

∣∣∣
q
est alors basé sur l’approximation II.2.1. La différence

avec la méthode précédente réside dans l’utilisation directe du flux H′ et non plus de
la divergence des flux. On écrit donc

J ′H = −iβH′(q + εv)−H′(q)
ε

(II.3.15)

II.3.1.3 Calcul de J ′νz
Le calcul de cette dernière matrice requiert des précautions supplémentaires car

tous les termes de flux contiennent des dérivées dans la direction transverse z. Or, il
n’est pas possible de simplement remplacer ces dérivées par iβ dans les flux Fνz, Gνz

et Hνz sous peine de faire apparaître des termes de dérivé en z de l’écoulement de base
non nuls dans le calcul de la matrice jacobienne. L’hypothèse d’écoulement de base 2D
(II.3.2) serait alors contredite.

Pour éviter cet écueil, il faut remarquer que les perturbations q̃ n’apparaîtront
finalement dans les équations linéarisées que sous forme de dérivés en z (en consé-
quence de l’hypothèse (II.3.2)). Par exemple, la linéarisation (représentée ci-dessous
par l’opérateur L) de la 4ème composante du vecteur Fνz s’écrit :

L( µ
Re

∂u

∂z
) = µ

Re

∂ũ

∂z
= iβ

µ

Re
ũ (II.3.16)

L’idée est ainsi de modifier les flux Fνz, Gνz et Hνz en F̂νz, Ĝνz et Ĥνz dans
lesquels on remplace les termes en facteur des dérivées ∂/∂z directement par les termes
du champ de base. De plus, les dérivées ∂/∂z sont elle-mêmes remplacées par iβ qui



II.3. Extension de la méthode aux perturbations 3D : calcul de la matrice jacobienne31

apparaîtra en facteur de l’expression finale de la matrice jacobienne. Illustrons cela par
l’exemple du flux Fνz transformé en F̂νz (les autres flux sont donnés en annexe B.2) :

Fνz =



0

−2
3
µ
Re

∂w
∂z

0
µ
Re

∂u
∂z

µ
Re

[
−u2

3
∂w
∂z + w ∂u

∂z

]


→ F̂νz =



0

−2
3
µ
Rew

0
µ
Reu

µ
Re

[
−u2

3w + wu
]


(II.3.17)

Pour finir, la matrice jacobienne J ′νz est finalement obtenue par les approches
développées en sous-section (II.3.1.2) pour F̂νz et Ĝνz et (II.3.1.1) pour Ĥνz. En
notant

R̂νz = −∂F̂νz/∂x− ∂Ĝνz/∂y (II.3.18)

on obtient ainsi l’expression finale pour J ′νz

J ′νz = −iβ R̂νz(q + εv)− R̂νz(q)
ε

+ β2 Ĥνz(q + εv)− Ĥνz(q)
ε

(II.3.19)

II.3.1.4 Conclusion sur l’extension 3D

Cette approche 3D conserve donc les avantages de la méthode de calcul de la
jacobienne 2D dans la mesure où les routines d’un code CFD 3D peuvent être utilisées
moyennant une légère modification de leur expression. La linéarisation fastidieuse des
équations continues est une nouvelle fois contournée puisque ce sont les équations
discrétisées que l’on linéarise. Enfin, l’extension du code de gain optimal 2D est directe
car il n’est pas requis de modifier la routines de récupération des coefficients de la
jacobienne (section II.2.1) qui constituait l’effort d’implémentation principal.

II.3.2 Code de stabilité local à partir d’un code global

Il est intéressant de remarquer qu’un code d’analyse locale 3D temporelle peut être
obtenu à partir du code d’analyse globale 3D en poursuivant le raisonnement de la
section précédente dans la direction x. En effet, dans une analyse locale, la direction x
de l’écoulement de base est considérée homogène et les perturbations sont décomposées
en modes de nombre d’onde α ∈ R. Or c’est de cette façon qu’a été traitée la direction
z dans l’extension 3D proposée précédemment. L’application de la méthode de calcul
de la jacobienne de la section II.3 à la direction x fournira donc la matrice jacobienne
liée à une analyse locale. Le calcul du spectre de valeurs propres ω ∈ C associé à cette
matrice, que l’on peut déterminer au moyen des méthodes décrites dans la section
II.2.2.1, correspond bien à une analyse de stabilité locale temporelle 3D.
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Ainsi, il suffit de séparer les termes en ∂
∂x au sein des flux comme cela avait été fait

pour ∂
∂z . En reprenant la logique des notations introduites dans la section précédente,

le calcul de la matrice jacobienne est décomposé comme

Jlocal = J ′F + Jνx + J ′G + J ′H + Jνz (II.3.20)

où J ′F et Jνx sont calculés de façon analogue respectivement à J ′H et Jνz.

II.4 Remarques sur le coût numérique

Les ordres de grandeur de la mémoire RAM requise dans les calculs de stabilité
et de réceptivité globales sont estimés dans cette section. L’augmentation du coût de
calcul liée à l’extension 3D avec direction homogène et la perspective d’une méthode
pleinement 3D seront discutées.

Cas 2D et 3D avec direction z homogène

Notons Nx et Ny le nombre de points de maillage respectivement dans la direction
x et y. On note Ns le nombre de points du stencil lié à l’ordre de discrétisation. À
l’ordre 3, on a par exemple Ns = 13. Le nombre de variables conservatives est Nv.
Ainsi, la matrice jacobienne est de taille N = Nv ×Nx×Ny. Chaque ligne possède un
nombre d’éléments non nuls égal, au maximum, à Nnnl = Nv×Ns. Par suite, le nombre
N

(J)
e d’éléments non nuls dans la matrice jacobienne est au maximum N ×Nnnl soit

N (J)
e = N2

v ×Ns ×Ny ×Nx (II.4.1)

La matrice jacobienne possède une structure bande diagonale. La largeur ∆L de
cette bande est déterminante lors du calcul de système linéaire par méthode directe
LU. La matrice LU (somme de L et U) possède en effet la même largeur de bande. En
revanche, bien que la bande de la matrice jacobienne comporte de nombreux éléments
non nuls, la matrice LU ne conserve pas nécessairement cette propriété et aura tendance
à se remplir : le coût de stockage augmente alors drastiquement. En supposant que la
bande ne contienne que des éléments non nuls, on peut estimer le nombre total N (LU)

e

d’éléments non nuls contenus dans la matrice LU comme

N (LU)
e = N ×∆L (II.4.2)

Déterminons maintenant la largeur de bande. Lors de la discrétisation d’un système
d’équation relatif à des champs 2D, un indice global k est introduit afin de repérer
la composante d’un vecteur d’état correspondant au point (i, j) du maillage et à la
variable conservative l ∈ [1, Nv]. Ici 3, k = NcNy(i − 1) + Nc(j − 1) + l . Le système
discrétisé (de dimension N) peut être vu comme composé de Nx blocs de côté NvNy.

3. Cette formulation est pertinente dans le cas où Ny < Nx. C’est généralement le cas des écoule-
ments ouvert et de direction x.
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La taille de ces blocs est liée à ∆L. En introduisant le nombre Ns,y de points du stencil
dans la direction x 4, on estime

∆L = Ns,x ×Nv ×Ny (II.4.3)

et finalement,

N (LU)
e = N2

v ×Ns,x ×N2
y ×Nx (II.4.4)

Cas pleinement 3D

En se basant sur un raisonnement similaire, on peut estimer les ressources requises
pour un cas pleinement 3D. Dans un tel cas, où l’écoulement de base est tridimen-
sionnel, la direction transverse n’est plus homogène ce qui interdit la décomposition
des perturbations en modes de Fourier. La direction z est de fait discrétisée avec un
nombre de points Nz. En suivant le raisonnement établi précédemment, il vient

N (J3D)
e = N2

v ×N3D
s ×Nz ×Ny ×Nx (II.4.5)

N (LU3D)
e = N2

v ×Ns,x ×N2
z ×N2

y ×Nx (II.4.6)

où N3D
s est la taille du stencil qui, à schéma et ordre constant, est plus élevée que

dans le cas 2D.

Exemple

Afin d’observer les ordres de grandeurs produits par les relations précédentes, consi-
dérons à titre d’exemple le cas d’un maillage Nx = 500, Ny = 150 , Nz = 50 associé
à un schéma de discrétisation spatiale précis à l’ordre 3 (Ns,x = 5, Ns = 13 en 2D et
N3D
s = 21 en 3D). En utilisant des nombres complexes en double précision (16 Bytes),

on peut estimer la quantité de mémoire requise pour stocker la matrice jacobienne et
pour résoudre un système linéaire par méthode LU (tableau II.1). Ces données sont
à prendre comme des ordres de grandeur (plus précisément, ce sont des bornes supé-
rieures). On observe en pratique des valeurs inférieures du fait de la présence d’éléments
nuls liés aux caractéristiques physiques du champ de base.

Approche Stockage matrice jacobienne (GB) Résolution LU (GB)
2D 0.25 15
3D (z homogène) 0.39 22
3D 31 5600

Table II.1 Comparaison du coût de stockage (RAM) des différentes approches pour un maillage
Nx = 500 ,Ny = 150 , Nz = 50 à l’ordre 3

4. Par exemple, on a Ns,x = 5 pour un schéma d’ordre 3. De plus, cette valeur ne dépend en général
pas de la direction x ou y, les différentes directions étant discrétisées au même ordre et avec les mêmes
schémas.
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Le passage de la méthode des perturbations 2D aux 3D avec direction homogène
génère nécessairement une hausse du coût de calcul. L’introduction d’une cinquième
variable conservative augmente instantanément la taille du système de 25%. La largeur
des blocs diagonaux de la matrice jacobienne subit la même augmentation. Cependant,
la direction transverse reste non-discrétisée : il n’y a donc pas d’autres facteurs multi-
pliant la taille du système et des blocs. Le coût de stockage de la matrice jacobienne
et la résolution des systèmes linéaires par méthode directe LU restent par conséquent
abordables. En revanche, le calcul de perturbations pleinement 3D n’est aujourd’hui
pas envisageable avec ces méthodes, la mémoire requise pour résoudre un système
linéaire par méthode directe étant trop importante. L’utilisation d’une méthode itéra-
tive telle que GMRES résoudrait le problème de stockage mais le temps de calcul lié
à la convergence de la méthode pourrait s’avérer prohibitif. Enfin, le stockage de la
matrice jacobienne 3D pour une analyse de stabilité paraît concevable avec l’utilisa-
tion de machines actuelles. Cependant, les temps de calculs liés à l’explicitation d’une
telle matrice (remplissage des coefficients, algorithmes de recherche de valeurs propres)
pourrait rendre le calcul impraticable.
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Dans un premier temps, l’écoulement 2D autour d’un cylindre à section carré est
étudié afin de valider différents aspects des méthodes développées dans le chapitre pré-
cédent. La résolution des équations non-linéaires sous le seuil d’instabilité permettra
d’obtenir une première solution de l’écoulement de base en dessous du seuil de bifur-
cation à Re = 40. Puis la méthode de continuation sera employée afin d’atteindre les
solutions stationnaires au delà du seuil d’instabilité. Enfin, le seuil d’instabilité et la
structure spatiale du mode linéairement instable à l’origine de l’allée de von Karman
seront calculés par analyse de stabilité globale. Dans un second temps, les méthodes
d’analyse de stabilité locale et de forçage optimal 2D et 3D seront validées par l’étude
de la couche limite de Blasius. Finalement, la méthode de réceptivité pour des per-
turbations globales 3D en régime compressible, pour laquelle aucun résultat n’existe
actuellement dans la littérature, sera confrontée à un résultat d’analyse locale. Afin
d’autoriser la comparaison avec ces résultats, l’approche globale sera utilisée en restrei-
gnant les régions d’optimisation de la réponse et de forçage.
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III.1 Instabilité globale du cylindre à section carrée

III.1.1 Présentation

On considère un carré de côté a autour duquel se développe un écoulement supposé
parallèle et uniforme en amont. La longueur a sera utilisée comme échelle de référence
dans la construction du nombre de Reynolds. Comme dans le cas d’un cylindre, l’écou-
lement de base va subir différentes bifurcations à mesure que le nombre de Reynolds
augmente. Un régime visqueux (creeping flow) domine à très bas Reynolds. Les tra-
vaux numériques menés par Sen et al. [93] permettent d’estimer que ce régime persiste
jusqu’à Re = 1.2. Au delà de cette valeur, l’écoulement reste stationnaire mais une
zone de recirculation apparaît en aval du carré. On caractérise l’évolution de cette
zone par sa longueur Lr dans le sens de l’écoulement. Cette grandeur globale rend
compte de l’organisation générale de l’écoulement, en particulier du sillage. La valida-
tion de l’écoulement de base calculé par CFD directe et continuation sera ainsi réalisée
par rapport aux résultats de la littérature obtenue sur cette longueur. Les travaux
utilisés dans la suite en référence considèrent les frontières parallèles à l’écoulement
comme des parois avec glissement (v = 0 et ∂u/∂y = 0). Un paramètre de blocage B
est introduit comme le ratio du côté du carré et de la distance entre les parois. Pour
B = 0.05 et Re = 40, les travaux de Dhiman et al. [94] et Sen et al. [93] indiquent
respectivement Lr = 2.822 et Lr = 2.807. Par ailleurs, Lr varie linéairement avec le
nombre de Reynolds jusqu’à au moins Re = 40 [93].

Autour de Rec = 50, une bifurcation de Hopf est observée. L’écoulement station-
naire devient instable et une nouvelle solution instationnaire (périodique) apparaît.
Du point de vue d’une analyse de stabilité linéaire, cela correspond à une instabilité
globale dont on peut détecter le seuil par le calcul du spectre de valeur de la matrice
jacobienne J . La bifurcation étant instationnaire, on cherchera une valeur propre de
partie réelle ωr non nulle et dont la partie imaginaire s’annule pour un nombre de
Reynolds critique Rec. La partie réelle permettra de retrouver la fréquence du cycle
limite proche du seuil d’instabilité. On définit une fréquence adimensionnée, connue
comme le nombre de Strouhal, par

St = fa

u∞
= ωra

2πu∞
(III.1.1)

Une première analyse de stabilité menée sur cette configuration par Kelkar et Pa-
tankar [81] révèle que Rec = 53 pour un facteur de blocage B = 0.14. Pour B = 0.05,
les travaux ultérieurs de Zaki et al. [95] puis Sohankar et al. [96] font état de seuils
légèrement inférieurs, respectivement calculés à Rec = 50 et Rec = 51.2. Comme dans
le cas du cylindre [97], on pourra noter que le cycle limite se déstabilise à plus haut
Reynolds selon un mode tridimensionnel. L’analyse de Floquet conduite par Robichaux
et al. [98] aboutit à un Reynolds critique Rec2 = 161. Une telle analyse sort cependant
du cadre de ce manuscrit.
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III.1.2 Validation de l’écoulement de base

III.1.2.1 Résolution de Navier-Stokes non-linéaire

Une solution stationnaire est calculée à partir du code Navier-Stokes compressible
décrit en section II.1.2. Dans cette section, sauf mention contraire, le nombre de Mach
sera fixé à 0.3 de manière à tendre vers un écoulement incompressible. Un écoule-
ment uniforme et parallèle est imposé en entrée. En régime subsonique, la pression est
imposée en sortie 1 de domaine et extrapolée en entrée. Les autres variables sont ex-
trapolées en sortie. Les parois du carré sont supposées adiabatiques avec une condition
de non glissement. Pour se placer dans une configuration semblable à la littérature,
les frontières parallèles à l’écoulement (haut et bas) sont considérées comme des parois
adiabatiques avec glissement. Le facteur de blocage est fixé à B = 0.05. Les dimen-
sions du domaine en amont et en aval sont choisies telles que la longueur de la zone
de recirculation ne dépende pas de leur valeur. En pratique, des longueurs de 20a en
amont et 60a en aval sont suffisantes. Le schéma de Roe à l’ordre 3 est utilisé pour la
discrétisation des flux. Enfin, un maillage non-uniforme avec progression géométrique
de raison q = 1.12 est construit depuis les parois du carré.

À Re = 40, on obtient une solution stationnaire dont le champ de vitesse est donné
en figure III.1. On peut observer le développement du sillage en aval du carré ainsi
que la zone de recirculation attendue pour ce régime d’écoulement. La convergence
en maillage est atteinte avec le maillage 297 × 97 pour lequel le calcul de la zone de
recirculation est identique à celle obtenue à partir du maillage 585×153 (tableau III.1).
Les résultats obtenus sont supérieurs aux données de référence de quelques pourcents.
Les effets de compressibilité semblent expliquer la surévaluation de Lr à M = 0.3
puisqu’en abaissant le nombre de Mach, la longueur de recirculation tend à s’accorder
avec les valeurs de la littérature.

Fig. III.1 Champ de vitesse longitudinale à Re = 40 et B = 0.05. Les lignes noires sont des contours
de vitesse. La ligne blanche délimite la zone de recirculation.

1. Du fait de l’adimensionnement présenté dans la section II.1.1, la valeur imposée sur la pression
est 1/γM2
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Référence Lr Écart
Dhiman et al. [94], étude numérique 2.822 -
Sen et al. [93], étude numérique 2.807 −0.53%
CFD, M = 0.30 2.894 +2.55%
CFD, M = 0.30, Maillage raffiné 2.893 +2.52%
CFD, M = 0.25 2.837 +0.53%
CFD, M = 0.20 2.819 −0.11%
Continuation, M = 0.30, Re0 = 30, ∆Re = 2 2.956 +4.75%
Continuation, M = 0.30, Re0 = 30, ∆Re = 1 2.951 +4.57%

Table III.1 Valeurs de la longueur de la zone de recirculation Lr obtenues à Re = 40 et B = 0.05.
Le maillage de référence est 297x97 et le maillage raffiné 585x153.

III.1.2.2 Résolution par continuation

La résolution de l’écoulement de base par continuation requiert une solution initiale
à un nombre de Reynolds Re0 que l’on calcule par CFD dans les conditions de la
section précédente. Le calcul de continuation peut alors être entrepris par résolutions
successives du système linéaire (II.1.12). Le schéma de Roe à l’ordre 2 est utilisé pour
le calcul de la matrice jacobienne. Il est à noter que l’ordre 3 conduit à une divergence
du calcul alors que son utilisation dans le code CFD direct (section précédente) produit
des résultats convergés et exacts. Le changement de nature des équations résolues -
d’instationnaire à stationnaire dans le cas de la continuation - pourrait être à l’origine
de ce comportement.

Partant de Re0 = 30 et cherchant les solutions de proche en proche selon un inter-
valle ∆Re = 2, on se propose de comparer le résultat issu du calcul
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Fig. III.2 Longueur de la bulle de recirculation en
fonction du nombre de Reynolds, obtenu par conti-
nuation. La droite bleue est la régression linéaire :
Lr = 0.0889Re− 0.594 (Coefficient de corrélation :
r2 > 0.99)

de continuation à Re = 40 avec le cal-
cul par résolution direct des équations de
Navier-Stokes. Comme illustré sur le ta-
bleau III.1, l’accord sur Lr est acceptable,
la continuation surestimant sa valeur de
l’ordre de 2%. L’indépendance vis à vis
du pas de continuation est vérifiée par
comparaison avec un calcul à ∆Re = 1
pour lequel la longueur de recirculation
est similaire. Le calcul de continuation
est ensuite prolongé jusqu’à Re = 56,
incluant ainsi une gamme de Reynolds
pour laquelle les solutions calculées sont
instables comme le montrera l’analyse de
stabilité linéaire. Un calcul à partir du
code Navier-Stokes direct ne permettrait
pas d’atteindre ces solutions instables. La
longueur de recirculation varie linéairement avec le Reynolds (fig. III.2) comme observé
par Sen et al. [93].
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III.1.3 Instabilité globale : allée de von Karman

À partir des solutions stationnaires obtenues par continuation, on entreprend une
analyse de stabilité linéaire globale par résolution du système aux valeurs propres
(II.2.2). Le schéma de Roe à l’ordre 2 est utilisé pour le calcul de la matrice jacobienne.
Les conditions aux limites sur les perturbations sont les mêmes que pour l’écoulement
de base au niveau des parois du carré et des frontières haute et basse. En amont, une
condition de Dirichlet est imposée sur toutes les variables tandis qu’une condition de
Neumann est utilisée en sortie. Une zone tampon est mise en place en sortie de domaine
afin d’atténuer les modes acoustiques. L’implémentation de cette zone est basée sur un
coefficient d’amortissement χ placé en facteur du résidu R lors du calcul de la matrice
jacobienne (II.2.1). Ce coefficient varie linéairement de 1 à 0 dans la zone tampon et
vaut 1 en tout autre point du domaine (fig. III.3).
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Fig. III.3 Profil du coefficient d’amortissement
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Fig. III.4 Spectre de valeurs propres pour différents Reynolds pour l’écoulement autour d’un carré.
Le demi-plan supérieur contient les taux de croissance positifs, indiquant une instabilité globale

Les spectres de valeurs propres pour différents Reynolds sont présentés en figure
III.4. La valeur propre associée à l’instabilité de l’allée de von Karman est aisément
identifiable par sa dépendance marquée avec le nombre de Reynolds. Le taux croissance
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de ce mode s’annule pour Rec = 49 et devient positif au delà. Cette valeur s’accorde
favorablement avec les données de la littérature pour cette configuration géométrique.
Le nombre de Strouhal du mode neutre est calculé à St = 0.103. La comparaison est
excellente avec les travaux de Zaki et al. [95], qui fournissent une valeur de St = 0.106.
La structure spatiale de ce mode est tracée en figure III.5. Un champ de vorticité
se développe en aval du carré dans le sillage de l’écoulement de base. La présence
de la zone tampon altère et atténue progressivement la structure du mode en sortie
de domaine. Les autres modes du spectre sont très peu dépendants du Reynolds et
demeurent tous stables.

Fig. III.5 Partie réelle du champ de la vorticité du mode neutre à Re = 49. Valeurs négatives en bleu
et positives en rouge. Les contours de vitesse du champ de base apparaissent en lignes noires. La ligne
en pointillé indique l’abscisse de début de la zone tampon.

III.2 Couche limite de Blasius 2D

III.2.1 Analyse de stabilité locale

Dans le but de valider l’approche locale de stabilité développée à partir du code
global (section II.3.2), on se propose d’étudier la cas de la couche limite de Blasius. Une
couche limite en développement au dessus une plaque plane devient convectivement
instable à partir d’un certain nombre de Reynolds (i.e. une certaine distance au bord
d’attaque). Numériquement, une analyse de stabilité linéaire locale permet de montrer
que le Reynolds critique basé sur l’épaisseur de déplacement est Reδ∗ = 519.4 [12]. Le
mode instable associé est une onde de Tollmien-Schlichting (TS), localisée en proche
paroi et pour laquelle le maximum de |v′| est localisée au point d’annulation de |u′| .

L’écoulement de base est obtenu par résolution de l’équation de Blasius [99] qui
admet une solution autosimilaire selon la variable η = y

√
u∞/νx. Il s’agit ainsi de

résoudre une équation différentielle ordinaire avec conditions aux bords. Une méthode
de Runge-Kutta alliée à une méthode de tir (shooting method) est utilisée avec un
maillage de 350 points à progression géométrique en proche paroi. L’analyse de stabilité
temporelle est menée en fixant le nombre de Mach à 0.3 afin de tendre vers l’hypothèse
incompressible. On fixe également β = 0 puisque le nombre de Reynolds critique
est nécessairement associé à une perturbation 2D en vertu du théorème de Squire. On
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impose aux perturbations de tendre vers 0 en ymax = 20δ∗ et de respecter les conditions
de plaque adiabatique en y = 0. Une plage de nombre de Reynolds [520,528] est balayée
afin de mettre en évidence le seuil critique auquel le taux de croissance s’annule (fig.
III.7). Les résultats associés au mode neutre (tableau III.2) font état d’un écart de
l’ordre du pourcent avec ceux de l’analyse locale incompressible présentée par Schmid
et Henningson [12], ce qui paraît encore une fois acceptable compte tenu de l’approche
compressible utilisée. On distingue sur le spectre de valeurs propres (fig. III.6) un
ensemble de mode appartenant au spectre discret, de vitesse de phase inférieure à 1. Le
mode neutre, observable à Re = 524, repose sur l’axe des réels. Le profil des variables
primitives associées est caractéristique d’une onde TS (fig.III.7). Les perturbations
de masse volumique, dont le calcul est inhérent à l’approche compressible utilisée,
sont proches de zéro. L’onde ainsi calculée correspond donc effectivement celle d’une
analyse incompressible. Le reste du spectre est composée d’une branche de modes
verticale de vitesse de phase cϕ égale à l’écoulement libre, connue sous le nom de
spectre continu. Les taux de croissance de cette branche, tous négatifs, tendent vers 0
mais ne franchissent jamais cette valeur.
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Fig. III.6 Spectre de valeurs propres de la couche limite de Blasius à Re = 524

Résultats Schmid et Henningson [12]
Reδ∗ 524.2 519.4
α 0.300 0.303
cϕ 0.3987 0.3965

Table III.2 Propriétés du mode neutre. Comparaison des résultats de stabilité locale à M = 0.3 avec
le calcul incompressible de Schmid et Henningson [12]
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Fig. III.7 Gauche : Taux de croissance du mode TS en fonction du Reynolds. Droite : Profil normal
du mode TS neutre

III.2.2 Réponse optimale locale par approche globale

On propose ici une méthode de validation préliminaire de la méthode de réponse op-
timale globale par comparaison avec des résultats locaux. L’avantage de cette approche
réside principalement dans le faible coût de calcul nécessaire. Elle permet également
de s’affranchir de l’influence des conditions aux limites amont et aval. Cela représente
ainsi un moyen efficace de tester un code en voie de validation et d’étudier l’influence
de divers paramètres numériques. Le principe repose sur la transposition des hypo-
thèses de l’approche locale dans l’approche globale. On considère ainsi un écoulement
de base parallèle et homogène dans la direction x. Comme l’approche globale requiert
un écoulement de base 2D, la même solution de l’équation de Blasius q(y) est copiée
en chaque abscisse x du maillage. La dimension Lx du domaine en x est fixée selon le
nombre d’onde α que l’on souhaite imposer : Lx = 2π/α. Enfin, dans ces conditions,
les perturbations satisfont des conditions aux limites périodiques en aval et en amont.

Le calcul de réceptivité locale de la couche limite de Blasius présenté par Mono-
krousos et al. [58] est pris en référence. Dans ce travail, le gain optimal local est obtenu
par le calcul de la plus grande valeur singulière de la matrice résolvante de l’équation
d’Orr-Sommerfeld. Ce résultat correspond à la valeur µ du gain optimal, plutôt que
µ2. Les paramètres physiques sont fixés à Reδ∗ = 1000 et α = 0.1. La norme associée
à la réponse optimale est l’énergie cinétique 2 dont le choix est naturel dans le cas
d’un écoulement incompressible. Le calcul par approche globale permet de parfaite-
ment retrouver ces résultats (fig. III.8). Le profil de la réponse associée à la fréquence
la plus amplifiée révèle une nouvelle fois une onde TS (fig. III.8) similaire au calcul de
l’analyse locale précédemment exposé.

La convergence en maillage est atteinte dès 200×75 pour un schéma de Roe à l’ordre
3 (fig. III.9) ce qui confirme la faible demande en ressources numériques pour ce type de
calcul. L’utilisation d’un maillage non-convergé conduit à un décalage de la fréquence

2. L’expression du gain optimal dans les travaux de Monokrousos ne fait cependant pas apparaître
le facteur 1/2 de l’énergie cinétique. Cela n’est pas un problème dans la mesure où la valeur absolue
du gain n’a pas de signification physique. Cependant, les calculs réalisés dans ce manuscrit prennent
en compte ce facteur si bien que tous les résultats issus de Monokrousos et al. [58] ont été renormalisés
pour rendre possible les comparaisons.
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Fig. III.8 Gauche : Gain optimal calculé pour la couche limite de Blasius homogène en x à Reδ∗ =
1000. Comparaison avec le résultat de Monokrousos et al. [58] (courbe noire). Droite : Profil normal
de la réponse optimal à ω = 2.9× 10−2
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d’amplification maximale ainsi qu’à une sous-estimation du gain optimal. Il apparaît
que l’influence du schéma numérique (Roe ou Ausm+) est négligeable. On soulignera
que la méthode de calcul de la matrice jacobienne (II.2.1) rend aisé l’utilisation de
différents schémas lorsque ceux-ci sont issus d’un code CFD pré-existant. L’ordre du
schéma, testé sur un maillage non-convergé, joue un rôle attendu pour les ordres 3
et 5. En effet, l’ordre 5 permet d’atteindre un meilleur résultat sur ce maillage au
prix d’un coût numérique plus élevé. L’utilisation de l’ordre 2 s’analyse différemment.
Contrairement aux ordres 3 et 5, la valeur maximale du gain optimal convergé est
atteinte. On peut envisager, sans preuve formelle, de comprendre ce comportement à
travers l’éventuelle réminiscence de la propriété de non-dissipation des schémas d’ordre
pair connue en simulation numérique. Cependant, l’ordre 2 induit un décalage de la
fréquence maximale que ne connaissent pas les ordres 3 et 5. L’utilisation de l’ordre
2 sera ainsi abandonnée dans la suite des travaux car la précision de la prédiction en
fréquence demeure le résultat essentiel d’un calcul de gain optimal.

III.2.3 Réponse optimale globale
On se place désormais dans une approche purement globale. L’écoulement de base

est une couche limite en développement au dessus d’une plaque plane dont le nombre de
Reynolds en entrée de domaine est Reδ0

∗ = 1000. Dans la suite, l’échelle de longueur de
référence sera l’épaisseur de couche limite en entrée de domaine δ0

∗. Les dimensions du
domaine sont [0, 800]× [0, 30]. Ces paramètres permettront de comparer nos résultats
avec le calcul de réponse optimale globale incompressible de Monokrousos et al. [58].
Dans ces travaux, une approche de marche en temps (time-stepping) des équations li-
néarisées combinée à une optimisation basée sur l’utilisation d’un opérateur adjoint est
adoptée. Cette méthode a permis le calcul à la fois de la condition initiale optimale et
du forçage optimal pour des perturbations globales 3D. Nous chercherons ici à retrou-
ver les résultats de forçage optimal pour des perturbations 2D (onde TS) tandis que
les résultats 3D à basse fréquence (streaks) seront abordés dans la section suivante. La
fréquence produisant le plus grand gain optimal est en très bon accord avec les travaux
de référence (fig. III.10). L’allure de la courbe est également retrouvée. Cependant, les
valeurs obtenues par Monokrousos ont dû être normalisées par un facteur 1/2 contrai-
rement au facteur 1/

√
2 attendu et utilisé dans la section précédente. La nécessité de

cet ajustement reste inexpliqué. Les travaux de Åkervik et al. [56], dans lesquels le
calcul du gain optimal est basé sur la projection de la réponse sur une base de mode
globaux, offrent un autre moyen de comparaison (le domaine physique étant identique
à celui considéré dans cette section). Bien que l’ordre de grandeur reste le même, la
valeur de leur gain maximal est différente à la fois de Monokrousos et des travaux de
ce manuscrit. En revanche, la fréquence générant le gain maximal est identique. Or
comme la valeur absolue du gain n’est de toute façon pas significative, on pourra se
satisfaire du consensus sur cette fréquence.
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Fig. III.10 Convergence en maillage du gain optimal de la couche limite de Blasius en développement
(cas global). Courbe noire : résultats de Monokrousos et al. [58] normalisés par un facteur 2.

III.2.4 Ressources numériques

L’évolution des ressources numériques en fonction du maillage est discutée pour le
calcul de réponse optimale de l’écoulement de Blasius homogène. De toutes les étapes
de l’algorithme, la résolution des systèmes linéaires intervenant dans la construction de
l’espace de Krylov pour la résolution du problème de Rayleigh (II.2.6) est de loin la plus
coûteuse. Ainsi, on s’intéressera à la quantité de mémoire (RAM) maximale requise et
au temps CPU nécessaire à la résolution d’un de ces systèmes linéaires (fig.III.11). Les
données sont tracées en log-log et sont complétées par une régressions linéaire. Deux
bibliothèques d’algèbre linéaire sont comparées : MUMPS (interfacée par PETSc) et
le solver interne de PETSc. Les résultats présentés ont été menés sur une seule unité
de calcul (calcul non-parallèle).

En fixant tour à tour le nombre de pointsNx etNy, on étudie l’influence du maillage
dans chacune des deux directions. Comme il l’a été souligné dans la section II.4, ces
deux directions ne sont pas équivalentes d’un point de vue algorithmique et dépendent
de la formulation choisie pour l’indice globale k. Ainsi, on vérifie bien que la quantité
de mémoire varie linéairement avec Nx puisque ce paramètre, en agissant seulement
sur la taille du système discrétisé, ne fait qu’augmenter linéairement le nombre d’élé-
ments non-nuls Ne

(LU). Pour Ny, les observations diffèrent de l’analyse précédemment
développée dans laquelle une variation en N2

y était prédite. Toutefois, cette analyse ru-
dimentaire prédisait seulement une borne supérieure dans la mesure où elle supposait
la largeur ∆L de la matrice LU comme intégralement remplie d’éléments non-nuls. Or
cela n’est pas nécessaire et il n’est possible de connaître le taux de remplissage a priori.
On peut ainsi seulement prédire une variation de la mémoire en (Ny)a où 1 6 a 6 2.
Le cas limite a = 1 correspond à une situation où la factorisation LU ne ferait pas
apparaître de nouveaux éléments non-nuls, tandis que a = 2 est le cas dans lequel la
bande ∆L est composée uniquement d’éléments non-nuls.

Les données récoltées sur les temps de calcul, notamment la non-linéarité en Nx,
sont plus difficiles à analyser car elles dépendent de l’implémentation des méthodes
au sein des bibliothèques de calcul scientifique. On peut néanmoins remarquer que la
variation en Ny possède un exposant plus élevé que celui de Nx, augmentant dras-
tiquement le coût de raffinement d’un maillage dans la direction normale. Enfin, une



46 Chapitre III. Validation de la méthode numérique

0.1

1

10

100 1000

R
A

M
 p

e
a

k
 (

G
B

)

Nx

MUMPS
PETSc default

a =
 1

.0
0

a =
 1

.0
0

10

100

1000

10000

100 1000

C
P

U
 t

im
e

 (
s
)

Nx

MUMPS
PETSc default

a =
 1.21

a =
 1.25

0.1

1

10

100

R
A

M
 p

e
a

k
 (

G
B

)

Ny

MUMPS
PETSc default

a =
 1

.1
6

a =
 1.12

10

100

1000

10000

100

C
P

U
 t

im
e

 (
s
)

Ny

MUMPS
PETSc default

a =
 1

.8
8

a =
 1.75

Fig. III.11 Évolution des ressources numériques en fonction du maillage pour la couche limite de
Blasius homogène en x

différence réelle de performance semble exister entre les deux bibliothèque puisque l’ap-
pel à MUMPS (version 5.0.0) permet de réduire le temps de calcul d’un facteur entre
5 et 10 par rapport au solver de PETSC (version 3.6.4).

Afin de mettre en perspective ces données, il convient finalement d’énoncer une re-
marque sur le nombre total de systèmes linéaires résolus pour un calcul de gain optimal
à une fréquence donnée. La résolution de deux systèmes linéaires est nécessaire pour
construire un vecteur de Krylov. Cependant, le nombre de vecteurs de Krylov requis
pour résoudre le système aux valeurs propres (II.2.6) n’est pas connu initialement. En
pratique, on observe que 3 à 6 vecteurs de Krylov suffisent en général. Ce nombre
tend à augmenter pour des maillages trop grossiers vis à vis de la fréquence de forçage
imposée, les hautes fréquences exigeant une meilleure résolution spatiale.

III.3 Réceptivité globale 3D

III.3.1 Couche limite de Blasius
On cherche finalement à valider la méthode proposée dans la section II.3 pour

le calcul des réponse et forçage optimaux 3D. Dans un premier temps, on reprend
l’écoulement de base homogène en x de la section III.2.2 afin d’imiter l’analyse locale
de gain optimal de Monokrousos et al. [58] pour laquelle un résultat 3D est disponible.
La fréquence de forçage est désormais fixée à ω = 0.05 et le gain optimal est calculé
en fonction du nombre d’onde transverse β. Les résultats sont en très bon accord avec



III.3. Réceptivité globale 3D 47

l’analyse locale (fig. III.12).
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Fig. III.12 Gain optimal en fonction du nombre d’onde transverse β. Gauche : Couche limite de
Blasius homogène en x à Reδ∗ = 1000, ω = 0.05. Droite : Couche limite de Blasius en développement,
ω = 0. Courbe noire : résultats de Monokrousos et al. [58] normalisés par

√
2. Carrés rouge : Résultats

actuels. Croix bleue : normalisation des résultats avec gain maximum de Monokrousos et al. [58]

La méthode 3D est maintenant confrontée au cas purement global de la couche
limite de Blasius en développement. L’étude de Monokrousos et al. [58], dans lesquels
figurent un calcul du gain optimal à basse fréquence, sont de nouveau pris en référence.
On sait depuis les travaux de Ellingsen et Palm [36] qu’un écoulement cisaillé en proche
paroi peut-être le siège d’une instabilité non-modale, tridimensionnelle et de basse
fréquence. La présence de perturbations 3D de vorticité axiale non nulle peut en effet
générer par mécanisme de lift-up. des structures élancées dans la direction axiale au
sein desquelles la vitesse longitudinale est grande par rapport aux autres composantes.
Ces structures sont communément appelées streaks et une plus ample revue de la
littérature à leur sujet sera donnée en section VI.1.1.

Le domaine physique de l’écoulement de base est inchangé par rapport à la section
III.2.3. La fréquence de forçage est fixée à ω = 0 et le gain optimal est calculé en
fonction de β. Le nombre d’onde optimal β = 0.6 obtenu par Monokrousos et al. [58]
est retrouvé (fig.III.12). On constate néanmoins qu’un écart inférieur à 10% subsiste
sur la valeur du gain malgré la convergence en maillage par ailleurs atteinte pour une
grille de calcul de 200× 100 3. Cependant, en renormalisant les résultats à l’aide de la
valeur maximum du gain optimal de Monokrousos et al. [58], la comparaison devient
excellente. Encore une fois, la différence entre les résultats n’apparaît ainsi qu’à un
facteur près du gain, dont la valeur absolue n’est de toute façon pas significative.
Le forçage optimal est composé de vortex axiaux contra-rotatifs à l’origine de l’effet
lift-up (fig.III.13). La composante f ′x est inférieure d’un ordre de grandeur par rapport
autres composantes. La réponse associée possède l’allure typique de streaks avec un pic
de vitesse longitudinale pour y/δ∗ de l’ordre de l’unité. Les composantes normale et
transverse de la vitesse sont négligeables devant elle. La visualisation 3D III.14 permet
d’observer la croissance des streaks dans la direction de l’écoulement en rappelant la
périodicité transversale de ces structures. Le forçage optimal tend à se situer plus en
amont, en accord avec les observations de Monokrousos et al. [58].

3. Le faible nombre de points requis en x ne doit pas surprendre car, pour des streaks, l’échelle de
longueur en jeu dans la direction x est grande par rapports à l’échelle de la couche limite
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Fig. III.13 Profils en x = 400 des forçage (gauche) et réponse (droite) optimaux pour la couche limite
de Blasius à ω = 0 et β = 0.6

Fig. III.14 Champ 3D de la composante f ′z du forçage optimal (gauche) et de la composante u′ de la
réponse optimale (droite) pour la couche limite de Blasius à ω = 0 et β = 0.6

III.3.2 Couche limite compressible

La dernière étape de validation 3D est réalisée sur une couche limite compressible.
Une partie entière du chapitre VI sera dédiée à l’analyse physique de cette configura-
tion. On propose ici un moyen de validation avec la littérature existante dans laquelle
il n’existe actuellement pas de travaux traitant de perturbations optimales globales
3D en écoulement compressible. Une approche non-globale de perturbations optimales
3D a néanmoins été proposée par Tumin et Reshotko [92]. La méthode repose sur
l’optimisation du rapport énergétique entre deux perturbations localisées à deux abs-
cisses différentes et est en somme la version spatiale d’un calcul de conditions initiales
optimales. La norme de Chu est utilisée à cette fin. La résolution est basée sur les équa-
tions de couche limite parabolisées en pré-supposant les échelles de vitesses attendues
(u ∼ O(1) et v, w ∼ O(ε)). Afin de comparer ces résultats avec le cadre global adopté
dans ce manuscrit, on propose de réaliser un calcul de gain optimal en restreignant le
champ de forçage optimal dans une zone autour d’une abscisse xf (fig. III.15) en dehors
de laquelle ce champ sera nul. Numériquement, la matrice P permet d’introduire cette
contrainte (sec. II.2.2.2). Par cette approche, le forçage jouera ainsi le rôle de la condi-
tion optimale 4 au sens de Tumin et Reshotko [92]. Une précaution supplémentaire doit

4. Il faut cependant souligner que ces deux objets sont différents, puisque le forçage est ici une une
force volumique. Aussi, le forçage est associé à la norme L2 d’une force volumique tandis que la norme
des perturbations de Tumin et Reshotko [92] représente rigoureusement une énergie. La définition du
gain optimal est ainsi différente dans les deux approches considérées
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être prise afin de se placer dans le cadre de l’étude de référence. Par l’intermédiaire de
la matrice QE (sec. II.2.2.2), il s’agit de restreindre le domaine d’optimisation associée
à la réponse optimale globale dans une région autour de l’abscisse xopt. L’énergie de
Chu ainsi calculée représentera alors la quantité au numérateur de la définition gain
employée par Tumin et Reshotko [92].

Fig. III.15 Partie réelle de la vitesse u de la réponse optimale 3D calculée pour les ratio R = 0.2
(haut) et R = 0.4 (bas). Le forçage optimal est contraint à être localisé entre les lignes verticales
pointillées. L’énergie de Chu de la réponse n’est intégrée qu’entre les lignes continues.

L’écoulement de base est calculé par résolution directe des équations de Navier-
Stokes compressibles (sec. II.1.2) pourM = 3.0 et pour un nombre Reynolds de plaque
ReL = 1.3 × 106 en sortie de domaine. Tumin et Reshotko [92] considèrent l’échelle
de Blasius ` =

√
νx/u∞ comme grandeur de référence que l’on utilisera également

à titre de comparaison. Le domaine de calcul s’étend sur x/` ∈ [0, 1300] et y/` ∈
[0, 100]. L’énergie de la réponse optimale n’est intégrée que dans une région de largeur
∆xopt = 40 localisée à Re` =

√
ReL = 103 (à l’abscisse xopt). Le calcul du forçage

est consigné dans une zone de même largeur en une abscisse amont xf et le ratio
R = xf

xopt
∈ [0, 1] peut être défini afin de rendre compte de cette position. Compte

tenu de la définition différente du gain utilisée dans le travail de Tumin et Reshotko
[92], les résultats de la présente étude sont exprimés selon µ2 normalisé à l’aide du
maximum de gain obtenu dans le travail de référence (fig. III.16). Pour deux valeurs
du ratio R, le nombre d’onde β produisant le gain optimal global maximal est en bon
accord avec l’analyse Tumin et Reshotko [92]. De plus, malgré la différence entre les
deux approches, le comportement des courbes est similaire. Le développement de la
réponse optimale globale sous forme de streaks est montré en figure III.15. L’influence
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de la localisation de la région de forçage est visible, la croissance des streaks débutant
à partir de cette zone. Le caractère convectivement instable de ces structures apparaît
également dans la mesure où cette croissance se poursuit en aval de la zone de forçage
et jusqu’en sortie de domaine.
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Fig. III.16 Gain optimal de la couche limite à M = 3 avec forçage et réponse localisés en deux
abscisses distinctes (ratio des abscisses : R = 0.2 (gauche) et R = 0.4 (droite)). Courbe noire :
résultats de Tumin et Reshotko [92]. À titre de comparaison, l’échelle de longueur de référence est
` =

√
νx/u∞.
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Le calcul des forçage et réponse optimaux dans un cadre global est un outil d’étude
pertinent des instabilités convectives, le calcul du gain optimal associé permettant de
mettre en évidence les plages de fréquences réceptives de ces écoulements amplifica-
teurs sélectifs de bruit [44]. Les travaux de Sipp et Marquet [57] ont par ailleurs permis
de mettre en lumière la signification physique des structures spatiales des forçage et
réponse optimaux globaux en lien avec une analyse de stabilité locale. En définissant
la densité de forçage par df (x) =

∫ yint
0 (f2

x + f2
y )dy et la densité d’énergie cinétique

dk(x) =
∫ yint

0 (u2 + v2)dy, les auteurs ont montré que les abscisses correspondant au
maximum de ces deux quantités permettent de retrouver respectivement les branches
inférieures et supérieures de la courbe neutre calculée par analyse locale. D’excellents
résultats ont été obtenus pour une couche limite incompressible. Dans cette section, on
retrouvera dans un premier temps ces résultats pour une couche limite de Blasius en
incluant une considération supplémentaire sur les vitesses de phase des perturbations.
Une couche limite compressible à M = 2.2 sera ensuite étudiée, pour laquelle des com-
portements moins évidents seront observés. Par la suite, un bilan d’énergie cinétique
des perturbations compressibles sera construit afin de mettre en évidence les termes
physiques impliqués dans le développement des réponses optimales. Cette approche a
été utilisée par Sipp et Marquet [57] en régime incompressible pour notamment discri-
miner les sources intrinsèques (mécanisme TS et Orr) des sources extrinsèques (travail
extérieur injecté par forçage) responsables de la croissance des instabilités convectives
de couche limite. Par ces considérations, les auteurs ont alors proposé la définition

51
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d’un paramètre d’amplification permettant de rendre compte de l’importance relative
de ces deux sources énergétiques. Cette approche sera étendue en régime compressible
pour l’analyse de l’instabilité convective 2D de couche limite à M = 2.2 préalablement
calculée par réponse optimale globale.

IV.1 Relation entre forçage optimal global et analyse de stabi-
lité locale

IV.1.1 Couche limite de Blasius
Un calcul de gain optimal est tout d’abord réalisé pour une couche limite incompres-

sible. L’écoulement de base, calculé par résolution de l’équation de Blasius (§ III.2.1),
est défini sur un domaine s’étendant sur Reδ∗ ∈ [250, 1500]. La hauteur du domaine
est telle que ymax = 30δ∗ au niveau de la frontière aval. La région d’optimisation, sur
laquelle l’énergie cinétique est intégrée dans le calcul du gain optimal (§ II.2.2.2), est
définie pour Reδ∗ < 1333 et correspond au cas considéré par Sipp et Marquet [57].
Dans cette section, le calcul du gain optimal sera présenté en fonction de la fréquence 1

F = ων/u2
∞. Le maximum de gain optimal est détecté autour de F = 0.8× 10−4 et la

convergence en maillage est assurée à partir d’une grille de calcul de 2000 × 100 (fig.
IV.1). Pour chaque forçage et réponse optimal calculé, les maximums des densités de
forçage et d’énergie cinétique sont repérés à l’intérieur de la région d’optimisation (fig.
IV.2). La comparaison avec la courbe neutre calculée par Gaster [100] est très bonne,
excepté pour au niveau de la branche supérieure pour les hautes fréquences et de la
branche inférieure pour les basses fréquences. Ce comportement avait également été
relevé par Sipp et Marquet [57]. Les auteurs avaient alors suspecté l’action dominante
des effets non-modaux du mécanisme d’Orr dans ces régions où l’amplification des
ondes TS est faible ou absente.
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Fig. IV.1 Gauche : Gain optimal en fonction de la fréquence de forçage de la couche limite de Blasius
pour différents maillages : 2000 × 100 (courbe rouge), 3000 × 100 (ronds verts) et 2000 × 150 (croix
bleue s). Droite : Profils de la réponse optimale à F = 2.3× 10−4 pris à l’abscisse de forçage maximale
x/δ∗0 = 60. Le profil de vitesse |u′| est représenté sur une échelle arbitraire.

1. Notons que dans cette expression, ω n’est pas une grandeur adimensionnée. Avec les variables
adimensionnées utilisées dans ce manuscrit, et en considérant une échelle de longueur de référence δ∗0 ,
il vient simplement F = ω/Reδ0∗
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Fig. IV.2 Couche limite de Blasius : comparaison entre les résultats obtenus par forçage optimal
global (symboles rouge) et la courbe neutre obtenue par Gaster [100] par analyse de stabilité locale
(courbe noire). Les symboles ronds et carrés représentent respectivement la localisation dans le domaine
d’optimisation du maximum du forçage optimal et du maximum de densité d’énergie cinétique de
la réponse optimale pour différentes fréquences. La ligne verticale noire indique la fin du domaine
d’optimisation.

Par ailleurs, il est possible d’extraire le nombre d’onde associé aux réponses op-
timales en approximant leur structure comme q̃(x, y) = q̂(y)e−iαx = q̂(y)e−iαrxeαix.
Notons que cette expression est la formulation classique d’une approche de stabilité
locale, et on retrouve ainsi le nombre d’onde αr et le taux d’amplification spatiale αi.
de la perturbation considérée. En remarquant que ∂q̃/∂dx = −iαq̃, le nombre d’onde
la réponse optimale peut ainsi être estimé par la relation

αr = Im
(
− 1

q̃
∂q̃
∂x

)
(IV.1.1)

En pratique, il convient de choisir une composante de q̃ utilisée dans le calcul de
αr. Ce choix sera discuté. De plus, il doit être remarqué que αr est ici un champ 2D,
capable d’évoluer spatialement. On propose de comparer le nombre d’onde ainsi cal-
culé à celui obtenu pour le mode neutre par l’analyse de stabilité locale au Reynolds
critique (tableau III.2). Pour cela, la réponse optimale à F = 2.3×10−4 est considérée,
le maximum de sa densité de forçage étant proche du nombre de Reynolds critique de
la courbe neutre. Le profil des nombres d’onde α(u)

r et α(v)
r , basés respectivement sur

l’utilisation des variables u′ et v′ dans l’équation (IV.1.1), est tracé à cette abscisse
maximum (fig. IV.1). La valeur des nombres d’onde est relativement constante selon y
à l’exception d’un sursaut localisé de α(u)

r au niveau du point d’annulation de |u′|, le
calcul de αr par l’équation (IV.1.1) n’étant en fait pas défini lorsque la variable com-
plexe s’annule. En dehors de ce point, le choix de la variable utilisée a peu d’influence
et on observe que αr ' 0.3, en bon accord avec le résultat αr = 0.303 de l’analyse de
stabilité locale [12]. La vitesse de phase de la perturbation peut finalement être obte-
nue comme cϕ = ω/αr. Une valeur cϕ ' 0.4 est calculée, proche là aussi des résultats
de l’analyse locale (cϕ = 0.3965).
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IV.1.2 Couche limite compressible à M=2.20

IV.1.2.1 Écoulement de base

On considère maintenant une couche limite compressible à M = 2.20 en dévelop-
pement au dessus d’une plaque plane adiabatique. Cet écoulement est notamment le
siège d’une instabilité convective, nommée généralement premier mode, et similaire aux
ondes TS développées en couche limite incompressible [64]. Une description détaillée
de la dynamique linéaire en couche limite compressible sera exposée en section VI.1.1.
L’objectif de cette section est de comparer les résultats issus du calcul de forçage opti-
mal global 2D avec les courbes neutres du premier mode obtenues expérimentalement
par Laufer et Vrebalovich [16] et numériquement par Mack [101].

L’écoulement de base est obtenu par résolution des équations de Navier-Stokes
compressibles (§ II.1.2) en utilisant le schéma AUSM+ à l’ordre 5. Le nombre de Rey-
nolds, basé sur l’épaisseur de déplacement compressible δ∗, est fixé en sortie domaine
à Reδ∗ = 2500. La région d’optimisation du calcul de gain optimal sera par la suite
définie jusqu’à Reδ0

∗ = 2250 et l’épaisseur de déplacement δ∗0 en ce point sera utili-
sée comme échelle de longueur de référence dans l’adimensionnement des grandeurs
physiques. La hauteur du domaine de calcul est fixée à Ly = 98δ∗0 . La validation de la
résolution de l’écoulement de base est proposée à un nombre de Mach proche,M = 2.4,
afin de confronter ces résultats aux données de Schlichting et al. [99] obtenues par ré-
solution des équations de couche limite (fig. IV.3). Le caractère auto-similaire de cet
écoulement est par ailleurs mis en évidence par la superposition des profils de vitesse en
différentes abscisses de plaque pour lesquels la hauteur y est normalisée par l’épaisseur
de quantité de mouvement locale θ∗(x). L’accord avec les données de référence est par
ailleurs excellent.
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IV.1.2.2 Forçage et réponse optimaux sans restriction de forçage

Un calcul de gain optimal est tout d’abord réalisé en utilisant la norme associée à
l’énergie de Chu (matrice QE, §II.2.2.2). La convergence en maillage est atteinte pour
une grille de calcul de 584 × 181, et un pic de gain est détecté autour de F = 10−4

(fig. IV.4). Un second calcul est mené avec la norme associée à l’énergie cinétique.
La valeur absolue du gain optimal ainsi calculé est moins élevée car l’énergie de Chu
est nécessairement supérieure à l’énergie cinétique (§ A). La fréquence produisant le
gain maximal est légèrement inférieure, autour de F = 0.9 × 10−4. Cependant, il est
intéressant de noter que les forçage et réponse obtenus par l’utilisation des deux normes
précitées sont en fait identiques (fig. IV.4). Ce profil partage par ailleurs une structure
similaire avec les ondes TS incompressibles (fig. III.7), le maximum de |v′| coïncidant
avec le minimum de |u′|, mais se distingue néanmoins par la présence d’un pic de masse
volumique. Ces observations rejoignent le fait que le premier mode instable de couche
limite compressible peut être considéré comme l’extension compressible des ondes TS.
Le champ de vitesse u′ permet d’observer la croissance de la réponse dans la direction
de l’écoulement (fig. IV.5) tandis que le champ de forçage tend à se localiser plus en
amont. Les contours de valeurs de fx apparaissent inclinés vers l’amont de l’écoulement
indiquant l’action du mécanisme d’Orr.
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Fig. IV.4 Gauche : Gain optimal défini via les normes associées à l’énergie de Chu et à l’énergie
cinétique, calculé en fonction de la fréquence de forçage pour la couche limite à M = 2.2 (sans
restriction de forçage). Maillages utilisés : 584 × 181 (lignes continues), 834 × 181 (ronds verts) et
584×252 (croix jaunes). Droite : Profils de la réponse optimale à F = 0.9×10−4 à l’abscisse x/δ∗0 = 111
(i.e.
√
Rex = 500), obtenus pour le calcul de gain optimal défini via l’énergie de Chu (lignes en couleurs)

et de l’énergie cinétique (lignes pointillées noires).

Les densités d’énergie de Chu et d’énergie cinétique des réponses globales compres-
sibles peuvent être définies respectivement par dchu =

∫ yint
0 Echudy et dk =

∫ yint
0 ρ(u2 +

v2)dy. L’intégration de ces quantités est réalisée jusqu’à yint = ymax (fig. IV.6). La loca-
lisation des maximums de densité de forçage et d’énergie peuvent alors être confrontés
aux résultats expérimentaux et numériques de Laufer et Vrebalovich [16] et Mack [101]
(fig. IV.7). Notons que ces deux résultats de la littérature ne s’accordent sur la loca-
lisation de la branche supérieure de la courbe neutre. Les résultats sont présentés à
l’aide de la racine carrée du nombre de Reynolds de plaque

√
Rex. Contrairement à

l’étude incompressible (§ IV.1.1), les résultats obtenus ne permettent pas de retrouver
les données de la littérature. Les maximums de forçage et d’énergie apparaissent res-
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Fig. IV.5 Partie réelle de fx du forçage optimal et de u de la réponse optimale de la couche limite
compressible à M = 2.2 pour F = 0.9× 10−4 (calcul sans restriction de forçage). Les lignes pointillées
verticales indiquent les maximums de densité de forçage et d’énergie cinétique. Les lignes continues
verticales indiquent les minimum et maximum d’énergie cinétique pour le calcul de gain optimal
avec restriction de forçage (calculé en section IV.1.2.3). Le profil d’épaisseur de couche limite δ99 est
représenté en pointillés noirs.

pectivement en aval de la branche inférieure et de la branche supérieure, et la pente
des branches n’est absolument pas retrouvée. La seule consistance par rapport aux
résultats expérimentaux apparaît à travers l’accord de la fréquence F ' 0.75 à partir
de laquelle les maximums de densité d’énergie se localisent en amont de la frontière
aval du domaine d’optimisation, conformément au fait que cette frontière ne soit plus
incluse dans la courbe neutre à ces fréquences.
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Fig. IV.6 Profil des densités de forçage (gauche) et d’énergie cinétique (droite) de la couche limite
compressible à M = 2.2 pour F = 0.9× 10−4. Voir également la légende en figure IV.5
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Les causes d’un tel désaccord pourrait être liées aux faibles taux d’amplification de
l’instabilité du premier mode 2D, pour lesquels les effets non-modaux du mécanisme
d’Orr seraient ainsi dominants. Cette explication est proposée par Sipp et Marquet
[57] pour justifier les désaccords apparaissant au niveau des hautes fréquence de la
branche supérieure de la couche limite incompressible. Cet effet semble néanmoins ap-
paraître dans des proportions plus élevées dans la présente étude puisqu’il ne concerne
pas seulement l’extrémité de la courbe neutre. Des éléments de compréhension supplé-
mentaires seront apportés dans la section IV.2 par l’analyse des termes physiques issus
d’un bilan d’énergie cinétique. À ce stade, il convient de remarquer que ces résultats
ne sont pas nécessairement en contradiction avec l’expérience. En effet, l’étude expé-
rimentale de Laufer et Vrebalovich [16] consiste à forcer l’écoulement en amont de la
branche inférieure. L’évolution spatiale de cette perturbations est alors suivie en aval,
où la localisation des minimum et maximum d’énergie permettent successivement de
détecter les branches inférieure et supérieure de la courbe neutre. Or, dans la présente
étude de forçage optimal global, le champ de forçage n’est pas localisé dans une région
spécifique de l’espace et peut ainsi localement soutenir la croissance des perturbations
au delà de la branche supérieure. Il est en effet observé que la densité de forçage pré-
sente des valeurs d’un ordre de grandeur comparable à la valeur maximum sur une
large portion du domaine (fig. IV.6).
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Fig. IV.7 Localisation dans la région d’optimisation des maximums de forçage (ronds rouges), d’éner-
gie de Chu (carrés rouges) et d’energie cinétique (carrés bleus) des forçages et réponses optimaux
globaux calculés pour la couche limite compressible à M = 2.2 pour F = 0.9× 10−4 (sans restriction
de forçage). La ligne noire verticale indique la frontière aval du domaine d’optimisation. Losanges et
croix noires : respectivement branches inférieure et supérieure obtenues expérimentalement par Laufer
et Vrebalovich [16]. Ligne noire : courbe neutre calculée par Mack [101].
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IV.1.2.3 Forçage et réponse optimaux avec restriction de forçage

Dans cette section, le calcul de gain optimal est mené en restreignant le champ de
forçage f̃(x, y) dans une région proche de la paroi en amont de la branche inférieure.
Cette région de l’espace est définie par 15 < x/δ∗0 < 29 et y/δ∗0 < 0.2 et est implémentée
numériquement via la matrice P (§ II.2.2.2). En dehors de cette zone, le champ de
forçage est ainsi contraint à être nul. Les autres paramètres de calcul sont similaires
à ceux présentés dans la section précédente. Cette configuration est ainsi proche du
problème expérimental présenté par Laufer et Vrebalovich [16]. Cette analyse rejoint
également, dans un cadre global, le signaling problem proposé par Huerre et Monkewitz
[11] dans le cadre local.

La réponse optimale obtenue par ce calcul est présentée en figure IV.8, où le dévelop-
pement du premier mode est retrouvé dans la couche limite. Cependant, la localisation
du forçage a également pour effet de créer une onde de Mach d’angle θ = sin−1(1/M∞).
Ce phénomène n’était pas observé dans le cas du forçage non-restreint. L’apparition
brutale de la zone de forçage dans l’écoulement semble ici provoquer l’émission de
perturbations dans l’écoulement libre qui, compte-tenu de l’approche linéarisée du
calcul de réponse optimale, apparaît comme une onde de Mach au sein d’un écoule-
ment supersonique (cas limite d’un choc faible). La présence de ces perturbations dans
l’écoulement libre conduit à modifier le calcul des densités de forçage et d’énergie afin
d’appréhender uniquement le développement des perturbations par les mécanismes de
couche limite. Ainsi, on fixera yint/δ∗0 = 2.5 de manière à exclure le contenu énergé-
tique des perturbations se propageant dans l’écoulement libre. Cette approche reste
finalement consistante avec le cas expérimental de Laufer et Vrebalovich [16] où les
mesures sont réalisées proche de la paroi. Le choix de la valeur de yint sera discuté
dans la suite.

Fig. IV.8 Partie réelle de u de la réponse optimale de la couche limite compressible à M = 2.2 à
F = 0.9×10−4 calculée avec restriction du forçage optimal dans la région x(1)

f < x < x
(2)
f et y/δ∗0 < 0.2.

La ligne pointillée, tracée à partir de x(1)
f , fait un angle θ = sin−1(1/M∞) avec la plaque.

Les densités de forçage et d’énergie ainsi calculées sont présentées dans la figure
IV.9. Le forçage apparaît effectivement nul en dehors de la zone de restriction. La ré-
ponse associée croît tout d’abord dans la zone de forçage puis décroît immédiatement
en aval. Ce comportement est attendu car l’écoulement est ici convectivement stable
et la réponse n’est localement supportée par aucun apport d’énergie extérieur. Plus
en aval, un minimum de densité d’énergie est détecté : l’écoulement devient convec-
tivement instable. L’abscisse correspondant à ce minimum d’énergie révèle ainsi la
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Fig. IV.9 Profil des densités de forçage (gauche) et d’énergie cinétique (droite) de la couche limite
compressible à M = 2.2 pour F = 0.9 × 10−4, calculées avec restriction du forçage optimal dans la
région délimitée par les lignes en tirets verticales. La hauteur d’intégration de la densité d’énergie est
yint = 2.5. Les lignes noires verticales indiquent le minimum et le maximum d’énergie cinétique en
aval du forçage.

localisation de la branche inférieure de la courbe neutre. De façon similaire, la crois-
sance de la perturbation atteint plus loin un maximum correspondant à la branche
supérieure. La localisation de chacun de ces minimums et maximums est renseignée
sur la figure IV.10, en comparaison avec les données de la littérature précédemment
utilisées. L’accord avec la branche supérieure obtenue expérimentalement est très bon.
L’utilisation de la densité d’énergie de Chu fournit par ailleurs un meilleur accord
que la densité d’énergie cinétique. Cette observation est cohérente car les perturba-
tions thermodynamiques sont effectivement captées expérimentalement en plus des
perturbations de vitesse [16]. La branche inférieure est retrouvée proche de l’analyse
de stabilité locale mais apparaît sous-estimée aux basses fréquences par rapport aux
résultats expérimentaux.

L’influence du paramètre yint/δ∗0 utilisé dans le calcul des densités d’énergie est
considéré sur la figure IV.11. Les résultats sont similaires lorsqu’une hauteur d’in-
tégration inférieure de moitié est adoptée. La distance yint/δ∗0 = 2.5 apparaît donc
suffisante pour capter le développement énergétique des perturbations liées à l’insta-
bilité du premier mode tout en écartant l’influence des perturbations en champ libre.
Notons que le calcul de la densité de forçage n’est pas modifié par le choix de ces
valeurs yint car le champ de forçage est nul pour y/δ∗0 > 0.2.
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Fig. IV.10 Localisation dans la région d’optimisation des minimums (ronds) et maximums (carrés)
d’énergie de Chu (rouge) et d’énergie cinétique (bleu) des réponses optimales calculés pour la couche
limite compressible àM = 2.2 avec restriction de la région de forçage (délimitée par les lignes verticales
pointillées). L’intégration des énergies selon y est réalisée jusqu’à yint/δ∗0 = 2.5. Voir également la
légende de la figure IV.7.
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Fig. IV.11 Voir légende IV.10. Les symboles verts sont calculés avec yint/δ∗0 = 1.25 et détectent les
minimums (ronds) et maximums (carrés) de densité d’énergie de Chu
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IV.2 Analyse par bilan d’énergie cinétique

IV.2.1 Formulation
Une analyse des termes physiques impliqués dans la croissance d’une perturba-

tion sous l’effet d’un forçage peut être réalisée à partir d’un bilan d’énergie cinétique.
Cette approche permet notamment de distinguer l’énergie injectée via le travail du for-
çage externe (source extrinsèque) des mécanismes associés à l’extraction d’énergie de
l’écoulement de base vers les perturbations (source intrinsèque) [57]. La linéarisation
de l’équation de quantité de mouvement des équations de Navier-Stokes compressibles
(II.1.4b) avec forçage s’écrit, après soustraction de l’équation de conservation de la
masse, comme

ρ
∂u′i
∂t

+ ρuj
∂u′i
∂xj

+ ρ
∂ui
∂xj

u′j + ρ′uj
∂ui
∂xj

= ∂p′

∂xi
+ 1
Re

∂τ ′ij
∂xj

+ f ′i (IV.2.1)

avec
τ ′ij = µξ′ij + µ′ξij (IV.2.2)

où on a posé
ξij = ∂ui

∂xj
+ ∂uj
∂xi
− 2

3
∂uk
∂xk

(IV.2.3)

Le terme µ′ peut être calculé à partir de la linéarisation de la loi de Sutherland. Le
bilan d’énergie cinétique 1

2ρu
′2
i peut alors être construit en prenant le produit scalaire de

l’équation (IV.2.1) avec u′ que l’on intègre sur un volume de contrôle V. En considérant
la moyenne temporelle de ce bilan, le terme en ∂/∂t disparaît et il reste

Kin + Kout = Pinc + Pcomp + Π1 + Π2 −Dinc −Dcomp + W (IV.2.4)

En notant n le vecteur normal à la surface de contrôle, l’expression des différents
termes est donnée ci-dessous :

• K = 1
T

∫ T
0
∫
∂V

(
1
2ρu

′2
i uj − τ ′iju′i

)
njds

• Pinc = 1
T

∫ T
0
∫
V

(
−ρ ∂ui∂xj

u′iu
′
j

)
dΩ

• Pcomp = 1
T

∫ T
0
∫
V

(
−uj ∂ui∂xj

ρ′u′j

)
dΩ

• Π1 = 1
T

∫ T
0
∫
V

(
p′
∂u′i
∂xi

)
dΩ

• Π2 = 1
T

∫ T
0
∫
V

(
−∂(p′u′i)

∂xi

)
dΩ

• Dinc = 1
T

∫ T
0
∫
V

(
1
Reµξ

′
ij
∂u′i
∂xj

)
dΩ

• Dcomp = 1
T

∫ T
0
∫
V

(
1
Reµ

′ξij
∂u′i
∂xj

)
dΩ
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• W = 1
T

∫ T
0
∫
V (f ′iu′i) dΩ

Le terme K est le flux d’énergie cinétique aux frontières du volume de contrôle, le
terme −τ ′iju′i étant en pratique inférieur de plusieurs ordres de grandeur. Cette obser-
vation est commune au cas incompressible [57]. L’extraction d’énergie de l’écoulement
de base vers les perturbations par un mécanisme purement hydrodynamique, lié au
cisaillement de l’écoulement de base, apparaît dans le terme de production Pinc. Le
terme Pcomp émerge compte-tenu de la nature compressible des perturbations. C’est
un terme de production également dépendant du cisaillement de l’écoulement de base
et couplé au développement des perturbations thermodynamiques. Le terme Π1, lié
aux perturbations de pression, contient les effets de dilation des perturbations et est
en cela un terme purement compressible. Le terme Π2 représente la diffusion par pres-
sion p′ et apparaît également dans le cas d’un bilan incompressible. S’il semble pouvoir
être négligé dans le cas incompressible [57], il intervient en régime compressible à des
ordres de grandeur similaires à ceux des autres termes. On retrouve le terme de dis-
sipation visqueuse issu du bilan incompressible Dinc, supérieur ou égal à zéro, avec
toutefois l’ajout des termes compressibles apparaissant dans le tenseur des contraintes
visqueuses (∂ui/∂xi 6= 0). Dans une certaine mesure, l’équivalent compressible de ce
terme est Dcomp bien qu’il faille noter que celui-ci n’est pas nécessairement négatif. En-
fin, W représente le travail du forçage harmonique. Il permet donc d’évaluer la quantité
d’énergie injectée dans le système par une action extérieure.

IV.2.2 Application à la couche limite compressible à M=2.2

Les champs scalaires associés aux termes du bilan d’énergie cinétique (IV.2.4) sont
présentés dans les figures (fig. IV.12) et (fig. IV.13) pour la réponse optimale calculée
sans restriction de forçage à F = 0.9 × 10−4 (fig. IV.5). Les profils de ces quantités
intégrées dans la direction y permettent par ailleurs de rendre compte de leur influence
locale (fig. IV.14). Le terme de production Pinc est prédominant et intervient principa-
lement à une hauteur autour de δ∗0 . Il admet des valeurs négatives à partir de l’abscisse
correspondant à la décroissance de l’énergie cinétique. Le travail injecté W intervient
un ordre de grandeur en dessous de Pinc, et peut localement prendre des valeurs né-
gatives. Intégré dans la direction y, ce terme est cependant positif en chaque abscisse,
témoignant ainsi d’un apport énergétique global. Le terme de dissipation Dinc est loca-
lisé en proche paroi où le gradient ∂u′/∂y est élevé et son maximum est observé à une
abscisse proche du maximum de densité d’énergie cinétique (fig. IV.14). Un argument
d’échelle permet d’appréhender ce comportement : en estimant que Dinc ∼ u′(x)/δ∗(x),
il apparaît alors que la valeur du terme de dissipation augmente dans la direction de
l’écoulement tant que u′ croît plus rapidement que δ∗, c’est-à-dire plus rapidement
que
√
x. Sa valeur décroît nécessairement lorsque la vitesse des perturbations s’atté-

nue (sous l’effet, notamment, de la décroissance du terme de production qui devient
alors contre-balancé par la dissipation). Les quantités Pcomp et Dcomp, purement com-
pressibles, apparaissent négligeables. Le terme de pression Π1 s’oppose à la génération
d’énergie cinétique. Le second terme de pression Π2 apparaît positif lorsqu’il est inté-
gré sur la hauteur du domaine, mais ce résultat dissimule les fortes valeurs négatives
à l’intérieur de la couche limite, en particulier au niveau de la zone de production Pinc
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(fig. IV.13). Les quantités Π1 et Π2 sont en fait globalement proches de zéro ou néga-
tives dans la couche limite mais décroissent plus lentement que les autres termes dans
l’écoulement libre, où elles prennent des valeurs respectivement négatives et positives.
Elles semblent en fait témoigner de la présence d’un champ acoustique à l’extérieur
de la couche limite, dont on peut envisager l’origine par l’observation d’une structure
d’onde plane du champ de forçage optimal dans l’écoulement libre (fig. IV.5).

Fig. IV.12 Termes issus du bilan d’énergie cinétique (IV.2.4) pour la réponse optimale de la couche
limite compressible à M = 2.2 pour F = 0.9× 10−4 (sans restriction de forçage). Les lignes pointillées
verticales indiquent les maximums de forçage et réponse obtenus sans restriction de forçage (fig. IV.6).
Les lignes continues verticales indiquent les minimum et maximum d’énergie cinétique obtenus avec
restriction de forçage (visibles sur la figure IV.9). Le profil d’épaisseur de couche limite δ99 est représenté
en pointillés noirs.
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Fig. IV.13 Voir le légende de la figure IV.12



IV.2. Analyse par bilan d’énergie cinétique 65

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0 20 40 60 80 100 120 140 160

x/δ
0

*

-2

0

2

4

6

8

10

0 20 40 60 80 100 120 140 160

γ

x/δ
0

*

Fig. IV.14 Gauche : Profil des termes issus du bilan d’énergie cinétique (IV.2.4) intégrés dans la direc-
tion y jusqu’à ymax. Les lignes pointillées représentent les termes incompressibles dans la production
et la dissipation totale respectivement définies par P = Pinc + Pcomp et D = Dinc + Dcomp. Droite :
Profil du paramètre d’amplification locale γ. Les lignes verticales sont décrites dans la légende de la
figure IV.12

Dans le cadre des écoulements incompressibles, un paramètre d’amplification locale,
noté γ, a été proposé par Sipp et Marquet [57] afin d’évaluer localement les parts de
responsabilité des sources d’énergie extrinsèque γext et intrinsèque γint mises en jeu
dans la croissance des perturbations. Le paramètre γ est défini 2 comme la variation
d’énergie cinétique locale normalisée par la source extrinsèque locale, et s’écrit ainsi

γ(x) = 1
γext

dK
dx

(IV.2.5)

La quantité γext est associée au travail injecté par le forçage extérieur et peut être
formulée localement comme

γext(x) =
∫ ymax

0
Wdy (IV.2.6)

Les sources intrinsèques γint représentent les mécanismes d’instabilité TS et Orr
capable d’extraire de l’énergie à l’écoulement de base. Ces sources sont composées des
termes non-liés au forçage extérieur apparaissant dans le membre de droite du bilan
d’énergie cinétique (IV.2.4). On peut écrire, en régime compressible,

γint(x) =
∫ ymax

0
(Pinc + Pcomp + Π1 + Π2 −Dinc −Dcomp) dy (IV.2.7)

En suivant Sipp et Marquet [57], le paramètre d’amplification locale peut finalement
être formulé comme

γ(x) = 1 + γint
γext

(IV.2.8)

Si γ > 1, alors des mécanismes de croissance intrinsèque sont en jeu (γint > 0). Par
ailleurs, plus la valeur de γ est élevée et plus la croissance des perturbations soumises à
un forçage externe est imputable aux sources intrinsèques. Notons que γ < 0 correspond

2. Sipp et Marquet [57] construisent plus rigoureusement cette grandeur en considérant d’abord un
paramètre d’amplification global, puis en prenant sa limite.
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à une décroissance de l’énergie cinétique. Le calcul de γ pour la réponse optimale à
F = 0.9×10−4 de la couche limite compressible sans restriction de forçage est présenté
sur la figure IV.14. Comme dans le cas incompressible [57], on observe que γ > 1
en amont de la branche inférieure de la courbe neutre où la source intrinsèque active
ne peut être produite que par des effets non-modaux. En régime incompressible, une
croissance rapide de γ est ensuite observée à l’intérieur de la courbe neutre, atteignant
des valeurs supérieures à 600 [57]. Ce comportement n’est pas retrouvé dans le cas
compressible, où γ poursuit une croissance lente : la croissance du premier mode est
faible. Le coefficient γ atteint un maximum en aval de la branche supérieure 3 où sa
valeur reste supérieure à 1 jusqu’à une abscisse proche de son annulation. Une nouvelle
fois, seuls des effets non-modaux peuvent être impliqués dans cette région. On vérifie
enfin, de façon consistante avec la définition du paramètre d’amplification locale, que
γ = 0 à l’abscisse correspondant au maximum de densité d’énergie cinétique.

Le calcul de γ n’est pas possible (et n’a pas de sens) dans le cas où le forçage
est contraint à être localisé en amont (§ IV.1.2.3) puisque γext = 0 dans la région
d’amplification. Il peut néanmoins être intéressant de comparer le terme de production
Pinc obtenu précédemment - et moteur principal de la génération d’énergie cinétique
des perturbations - avec celui calculé pour une réponse optimale dans le cadre de la
restriction de forçage (fig. IV.8). La structure spatiale de Pinc se présente désormais
différemment (fig. IV.15), la région des valeurs positives se localisant à une hauteur
inférieure et plus en amont que dans le cas précédent. L’observation essentielle est
l’apparition d’une région de valeur négative à partir de la branche supérieure, dans la
zone même où le terme Pinc était maximal dans le cas du forçage non-restreint.

Fig. IV.15 Terme de production Pinc calculé pour la réponse optimale à F = 0.9×10−4 avec restriction
de forçage en amont de la branche neutre. Le domaine affiché exclut la région de forçage localisé afin
de faciliter la visualisation. Voir également la légende de la figure IV.12

Ainsi, il apparaît que le terme de production Pinc observé dans le calcul sans res-
triction de forçage (fig. IV.12) ne soit activé en aval de la branche supérieure que par
le soutien local du champ de forçage, sous des effets nécessairement non-modaux. La
structure inclinée du champ de forçage dans cette région (fig. IV.5) témoigne effective-
ment de l’action du mécanisme d’Orr et la valeur du paramètre d’amplification locale
γ > 1 (fig. IV.14) confirme par ailleurs que la source de croissance est bien intrin-
sèque. Ces résultats permettent d’éclairer les désaccords observés entre les maximums

3. définie par rapport à l’énergie cinétique, et non à l’énergie de Chu
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de densité de forçage et d’énergie et la courbe neutre expérimentale (fig. IV.7). Ainsi,
il semble que du fait de la faible amplification du premier mode, le champ de forçage
optimal tend à s’établir de façon plus étendue dans l’écoulement (fig. IV.9) afin de
stimuler localement la croissance des perturbations au delà même de la courbe neutre
à travers l’action d’effets non-modaux.
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V.1 Présentation

Ce chapitre est consacré à l’analyse de réceptivité de l’interaction choc/couche
limite (SWBLI 1). Ce type d’écoulement est typiquement rencontré dans le secteur
aéronautique au niveau des prises d’air et des surfaces de contrôle de vol. La compré-
hension des instationnarités développées peut alors représenter un enjeu industriel vis à
vis des efforts et des transferts thermiques subis par les structures. La présente étude se
concentrera sur le cas de l’impact d’un choc oblique sur une couche limite supersonique
en développement au dessus d’une plaque plane. D’autres configurations de SWBLI,
comme le cas d’un écoulement supersonique rencontrant une rampe de compression,
partagent les mêmes propriétés et les résultats obtenus sur une configuration sont donc
a priori généralisables [102]. Sous l’effet d’un choc incident, un gradient de pression
adverse apparaît dans la couche limite et, pour un choc suffisamment fort, une zone
de recirculation peut être formée. La longueur de la bulle de recirculation sera notée
Lsep. Les caractéristiques principales de l’écoulement sont schématisées sur la figure

1. On conservera l’acronyme anglais pour Shock wave/boundary layer interaction
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Fig. V.1 Schéma de l’interaction choc/couche limite avec choc incident

V.1. Un choc de séparation (ou choc de pied) est observé du fait de la déflection de
l’écoulement au niveau du point de séparation. Un premier saut de pression pariétale
est alors observé dans cette région. Du fait des effets visqueux, ce saut est continu dans
la couche limite. Un plateau de pression s’établit dans la bulle de recirculation [103].
La réflexion du choc incident en une onde de détente permet par ailleurs de retrouver
ce plateau en amont et en aval du point d’impact. Dans la région de rattachement
de la couche limite, un nouveau choc se forme sous l’effet d’une nouvelle déflection
de l’écoulement dont la vitesse redevient parallèle à la plaque en aval de la bulle. La
pression pariétale subit alors un nouveau saut continu.

La SWBLI présente une dynamique riche sur une vaste plage de fréquences. Le
cas des basses fréquences a notamment été identifié par Dolling [104] comme un sujet
d’étude d’importance majeure encore mal compris. Une instationnarité est observée
expérimentalement en régime turbulent pour des valeurs de nombre de Strouhal au-
tour de StLsep = 0.02− 0.05 (fig. V.2). Ces valeurs sont remarquablement communes à
différentes configurations de SWBLI et à différents nombres de Mach. Cette dynamique
est associée à une oscillation du choc de séparation avec une amplitude de l’ordre de
la dizaine de pourcents de Lsep. Plusieurs travaux numériques [105, 106] ont égale-
ment mis en évidence ce phénomène par calcul LES. Il semble néanmoins qu’aucun
consensus sur l’origine physique de cette dynamique n’ait encore émergé [74]. Selon
Ganapathisubramani et al. [107], la source de cette instationnarité pourrait provenir
du forçage du choc par de larges structures convectées en amont de la région d’in-
teraction. Cette analyse repose sur l’existence de corrélations entre le mouvement du
choc et la couche limite amont [108]. Néanmoins, de nombreux travaux rejettent cette
théorie, lui préférant une explication basée sur la dynamique associée à la bulle de
recirculation [109]. Les simulations LES de Touber et Sandham [110] montrent que la
dynamique basse fréquence du choc de séparation est retrouvée même en l’absence de
larges structures en amont de la bulle, supportant ainsi l’idée que ces structures ne
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Fig. V.2 Gauche : Nombre de Strouhal, basé sur la longueur de séparation, auquel est observée
l’instationnarité basse fréquence. Les résultats sont donnés en fonction du nombre de Mach et pour
différentes configurations SWBLI. Figures issues de Dussauge et al. [73].

sont pas à l’œuvre dans ce mécanisme. Les auteurs émettent également l’hypothèse
qu’un mode global 2D instable, calculé à partir du champ moyen LES, pourrait être à
l’origine de l’instationnarité. Ce résultat est par ailleurs à distinguer de la bifurcation
3D d’une SWBLI en régime laminaire mise en évidence par Robinet [69]. Cependant,
l’idée d’une instabilité globale comme source d’instationnarité basse fréquence semble
être réfutée par un travail ultérieur des mêmes auteurs (Touber et Sandham [111]).
Dans cette étude, le déplacement du choc de séparation est modélisé par une équation
différentielle ordinaire linéaire avec forçage stochastique, ce qui écarterait l’hypothèse
d’une instabilité globale caractérisée par une dynamique intrinsèque. La résolution de
cette équation pour un bruit blanc a montré un excellent accord avec les résultats
expérimentaux et numériques. Les auteurs concluent que le système choc-bulle agit
comme un filtre passe-bas et que, par conséquent, la dynamique basse fréquence ob-
servée est nécessairement générée par un forçage basse fréquence. Cette approche ne
permet cependant pas de distinguer si la source de forçage est en pratique issue de la
couche limite amont ou de la région de recirculation.

Les travaux décrits jusqu’à présent étaient concentrés sur la SWBLI en régime tur-
bulent. Le forçage stochastique introduit dans la modélisation de Touber et Sandham
[111] est notamment lié à la statistique turbulente de l’écoulement. L’étude numé-
rique de la SWBLI en régime laminaire par Sansica et al. [112] suggère qu’il existe
également une dynamique basse fréquence comparable au régime turbulent. Les au-
teurs ont mis en évidence par calcul DNS que le forçage par bruit blanc de la zone de
recirculation générait une réponse basse fréquence dans le choc de séparation. Cette
réponse croît de manière quadratique avec l’amplitude de forçage et émanerait donc
d’un mécanisme non-linéaire. Le forçage d’une SWBLI transitionnelle par un mode
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oblique instable semble également générer une dynamique basse fréquence [113]. Les
auteurs soutiennent que la région turbulente apparaissant en aval de la zone de re-
circulation fournirait les échelles basses fréquences conduisant au forçage du choc de
séparation, où l’écoulement est laminaire. Des ondes acoustiques se propageant en
amont de l’écoulement via la région subsonique de la couche limite assureraient la
remontée de l’information.

Il existe par ailleurs une dynamique liée à des échelles de fréquence plus élevées que
celles considérées jusqu’ici. En effet, l’existence d’une bulle de recirculation induit un
profil de couche de mélange par lequel peut naître une instabilité convective de type
Kelvin-Helmholtz (KH). Expérimentalement, les travaux de Dussauge et al. [73] font
état d’un pic de pression pariétale autour de StLsep = 0.5 dans la région d’interaction.
Le calcul numérique du gain optimal global 2D en régime turbulent transsonique sur
une bosse de Délery [72], mené conjointement avec une étude expérimentale, permet
de retrouver ces échelles de fréquence. Il est de plus montré que la réponse optimale
associée possède une structure spatiale de mode KH. En régime laminaire, l’étude du
forçage de la SWBLI de Sansica et al. [112] a mis en évidence le même type de réponse
mais à des échelles supérieures, autour de StL = 4. Dans une approche différente, les
modes globaux de la SWBLI ont été calculés en régime laminaire par Guiho et al. [114]
pour une configuration globalement stable. Il est montré que des modes de couche de
mélange supersoniques peuvent générer des ondes acoustiques [115] dans l’écoulement
libre en aval du choc de rattachement. Des modes globaux liés au développement
d’ondes TS sont également identifiés à des échelles similaires. L’analyse de stabilité
locale réalisée par Pagella et al. [116] avait précédemment révélé que la présence d’un
choc incident rendait ces modes plus instables du fait de l’épaississement de la couche
limite. Cette étude conduite à M = 4.8 suggère également que le développement du
second mode de Mack est favorisée par la présence du choc incident.

Dans cette section, les instabilités convectives à hautes fréquences (KH et TS) dé-
veloppées dans une SWBLI laminaire seront étudiées par calcul de réponse optimale
globale 2D. Une étude paramétrique en fonction du nombre de Mach, duquel la lon-
gueur de séparation est dépendante, devra permettre de mettre en évidence les échelles
de longueur et de temps associées au développement des réponses optimales. L’analyse
de réceptivité des basse fréquences sera également abordée et mise en perspective avec
une analyse de stabilité globale. À partir de ces résultats, la participation des effets
linéaires dans l’instationnarité basse fréquence présentée précédemment sera discutée.

V.2 Écoulement de base

V.2.1 Validation

Tout d’abord, les résultats obtenus par résolution des équations non-linéaires de
Navier-Stokes compressibles (sec. II.1.2) sont comparés aux données expérimentales
de Degrez et al. [117] établies pour une SWBLI laminaire. Dans cette expérience, un
choc incident d’angle φ = 30.8◦ interagit avec une couche limite en développement au
dessus d’une plaque plane à M = 2.15. Le choc atteint la couche limite à l’abscisse
associée à un nombre de Reynolds de plaque ReL = 105. Les calculs sont menés sur un
domaine de calcul de dimension x/L ∈ [0, 2] et y/L ∈ [0, 1] et un maillage à progression
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géométrique est défini depuis la paroi. Le schéma AUSM+ est utilisé à l’ordre 5. Un
choc entrant d’angle φ est imposé sur la frontière amont du domaine à une hauteur
ychoc (schéma V.1). Pour y < ychoc, les conditions d’écoulement amont sont prescrites.
Pour y > ychoc, les variables en aval du choc sont imposées via les relations de saut de
chocs obliques calculées à partir de l’angle φ et du nombre de Mach [118]. Ces relations
de saut sont également imposées sur la frontière supérieure du domaine. Une condition
de Neumann est fixée en sortie de domaine et des conditions de non-glissement et
d’adiabaticité sont utilisées à la paroi.

Le champ de Mach local ainsi calculé est présenté dans la figure V.3. Une bulle de
recirculation est observée dans la zone d’impact du choc, dont les abscisses de sépa-
ration et de rattachement sont repérables à partir du profil du coefficient de friction
local Cf lorsque Cf = 0 (fig. V.4). Des valeurs proches des données expérimentales
sont retrouvées. Le profil de pression à la paroi, où est observé le double saut caracté-
ristique d’une SWBLI, est également en très bon accord avec l’expérience (fig. V.4). La
convergence en maillage est atteinte pour une grille de calcul de 600× 250, le raffine-
ment du maillage dans chacune des deux directions de l’espace produisant des profils
de pression et de Cf identiques.

Fig. V.3 Champ de Mach local à M = 2.15 , ReL = 105, φ = 30.8◦ calculé avec le schéma AUSM+ à
l’ordre 5 sur un maillage 600× 250. Les lignes noires sont les contours de pression et la ligne blanche
repère la bulle de recirculation (u = 0).
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Fig. V.4 Comparaison des résultats numériques avec les données expérimentales de Degrez et al.
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V.2.2 Écoulement de base pour différents nombres de Mach

Afin d’entreprendre une étude paramétrique de réceptivité de la SWBLI, plusieurs
écoulements de base sont calculés à différents nombres de Mach. Une configuration
proche du cas Degrez et al. [117] précédemment validé est conservée. L’angle du choc
est fixé φ = 30.8◦. De plus, on souhaite garder les caractéristiques de la couche limite au
niveau de l’impact du choc similaires pour tout nombre de Mach. Pour cela, la valeur
du nombre de Reynolds à laquelle le choc non-visqueux atteint la plaque est fixée à
Reimp

δ∗ = 1100, où δ∗ est l’épaisseur de déplacement compressible de la couche limite en
l’absence de choc. Ainsi, pour chaque nombre de Mach, un calcul de couche limite sans
choc est préalablement réalisé afin de repérer l’abscisse ximp à laquelle Reδ∗ = 1100.
Cette abscisse est alors utilisée dans le calcul de SWBLI comme point d’impact du choc
non visqueux (schéma V.1). Ainsi, Reimp

δ∗ n’est pas le nombre de Reynolds effectivement
observé dans les résultats du calcul SWBLI puisque la présence du choc incident aura
pour effet d’épaissir le profil de couche limite initialement calculé sans choc.

Pour tout nombre de Mach, on choisit de placer la frontière aval en fixant une
distance de 70δ∗ à partir de l’impact du choc. Comme l’abscisse d’impact du choc
est différente pour chaque nombre de Mach (de manière à conserver un nombre de
Reynolds constant), la longueur totale du domaine depuis l’abscisse 0 du bord d’attaque
différera également et sera comprise entre 150δ∗ et 174δ∗. Enfin, la frontière haute est
ajustée de façon à laisser sortir le choc de séparation au niveau de la frontière aval
et dépend du nombre de Mach, typiquement de l’ordre de 60δ∗. Pour chaque nombre
de Mach, la longueur de la bulle de recirculation est calculée (fig. V.5). Cette échelle
de longueur interviendra dans la renormalisation de résultats de réceptivité afin de
mettre en évidence le rôle de la zone de recirculation sur le développement d’instabilités
convectives. En dessous deM = 2.05, aucun décollement de couche limite n’est observé.
Au dessus de cette valeur, la longueur Lsep de la bulle croît avec le nombre de Mach
jusqu’à des valeurs proches de l’ordre de 100δ∗.
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Fig. V.5 Longueur de la bulle de recirculation en fonction du nombre de Mach
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V.3 Réceptivité à haute fréquence

V.3.1 Gain optimal : deux pics de réceptivité

Le gain optimal µ est calculé (§ II.2.2.2) pour différents nombres de Mach de
l’intervalle [2,2.325] afin d’observer le rôle de la croissance de la bulle de recircula-
tion. L’énergie de Chu (§ A) est utilisée comme norme de la réponse optimale. Le
domaine d’optimisation sur lequel cette énergie est intégrée est défini jusqu’à une
abscisse xopt = xmax − 10δ∗, dont l’indépendance vis-à-vis des résultats sera vérifiée.
La plage de fréquence étudiée est définie à partir d’un nombre de Strouhal basé sur
l’échelle de couche limite δ∗ commune aux différents écoulements de base. Les résultats
sont présentés pour les fréquences de forçage Stδ∗ ∈ [0.005, 0.2] (fig. V.6). Cette plage
exclut les basses fréquences associées à l’instationnarité à StLsep = 0.03 (définie pour
des longueurs de recirculation suffisantes, de l’ordre le dizaine de δ∗) dont les résultats
seront discutés en section V.4.

À chaque nombre de Mach considéré, un pic de gain optimal, que l’on désignera par
pic A, apparaît autour de Stδ∗ ' 0.02−0.03 (fig. V.6). Cette fréquence s’établit autour
de Stδ∗ ' 0.03 pour les écoulements à longueurs de recirculation faibles ou nulles mais
décroît ensuite à mesure que le décollement grandit, où une échelle de temps basée sur
la longueur de recirculation telle que StLsep ' 2 semble émerger (fig. V.7). L’analyse de
la réponse optimale associée montrera que cette région de réceptivité est en partie liée
au développement d’ondes TS dans la couche limite en aval de la bulle de recirculation.

À des fréquences plus élevées, un autre pic de gain, que l’on notera pic B, est
détecté pour des nombres de Mach supérieurs à 2.15. La valeur maximum du gain
augmente avec M tandis que la fréquence Stδ∗ liée à ce maximum décroît nettement.
Il apparaît en fait plus pertinent d’associer ce pic à la fréquence StLsep basée sur la
longueur de recirculation(fig. V.5). Ces fréquences tendent alors à se regrouper autour
de StLsep ' 8 (fig. V.7). L’apparition de Lsep comme échelle pertinente laisse ainsi
entrevoir que le mécanisme de croissance de la réponse associée au pic B est lié à la
bulle de recirculation.
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L’indépendance de la position de la frontière aval du domaine numérique sur le
calcul du gain optimal est vérifiée en fixant xopt et en éloignant xmax. Une distance
xmax − xopt = 10 apparaît suffisante par comparaison avec une distance trois fois plus
grande (V.8, domaine 4). Si la distance xmax− xopt est un paramètre purement numé-
rique dont l’indépendance sur les résultats doit être vérifiée, l’étude de l’influence de
xopt révèle d’importantes propriétés physiques de l’écoulement. Le pic A est dépendant
de cette abscisse (V.8), la valeur du gain augmentant à mesure que le domaine d’op-
timisation s’étend et la forme du maximum devenant plus piquée. La croissance de la
réponse associée au pic A semble donc tirer son énergie de l’écoulement de base jusqu’à
la frontière aval, où l’écoulement possède un profil de couche limite. Par conséquent,
avant même l’observation des champs de réponse, il est possible d’affirmer que le pic
A est en partie lié à une instabilité de couche limite en plus d’une éventuelle action
de la bulle de recirculation. Par opposition, le pic B est indépendant de la localisation
de xopt dans la couche limite aval. La couche limite ne semble donc pas jouer de rôle
dans la croissance de la réponse optimale associée et l’analyse des champs 2D (section
V.3.2) montrera que la croissance de la réponse est effectivement localisée dans la zone
de recirculation. Enfin, la sensibilité au maillage du calcul de gain optimal présentée
en figure V.9 montrent que les deux pics sont retrouvés à des fréquences et des valeurs
de maximum similaires lorsque le nombre de points de la grille de calcul est augmenté
dans chacune des deux directions de l’espace.
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Fig. V.9 Convergence en maillage du gain optimal à M = 2.20

V.3.2 Réponses et forçages optimaux

Les structures spatiales des réponses optimales associées aux pics A et B sont
similaires dans la région située au dessus de la zone de recirculation, dans laquelle
le profil de l’écoulement de base possède les propriétés d’une couche de mélange (fig.
V.10 et V.11). Ce profil permet le développement d’une instabilité KH dont la structure
tourbillonnaire suit de façon remarquable le profil du point d’inflexion généralisé. Pour
le pic B, généré à plus haute fréquence que le pic A, la réponse est constituée d’un plus
grand nombre de vortex. Les forçages optimaux s’établissent également le long du point
d’inflexion généralisé. Leur structure tend à se localiser en amont du développement
des réponses optimales et leur inclinaison vers l’amont de l’écoulement suggère l’action
du mécanisme d’Orr.

Le comportement des réponses des deux pics diffère cependant dans la couche limite
en aval de la bulle de recirculation. Le champ de vorticité est notamment composé d’une
unique allée de tourbillon pour le pic A tandis que le pic B conserve la double allée
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Fig. V.10 Champ 2D des parties réelles de fx du forçage optimal (haut) et de u de la réponse optimale
(bas) associés au pic A à M = 2.20 et Stδ∗ = 2.8 × 10−2 (valeurs positives en rouge et négatives en
bleu). La limite de la bulle de recirculation (u = 0) apparaît en trait pointillé épais. La ligne orange
représente le point d’inflexion généralisé de l’écoulement de base. Les iso-contours de vorticité de la
réponse, espacés selon une échelle logarithmique, sont tracés en trait noir fin continu (valeurs positives)
et pointillé (négatives).

Fig. V.11 Champ 2D associés au pic B à M = 2.20 et Stδ∗ = 1.3× 10−1. Légende en figure V.10.
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générée dans la couche de mélange (fig. V.10 et V.11). L’analyse des profils des réponses
dans la couche limite (fig. V.12) confirme que le pic A est composé d’un unique vortex
transversal, similaire à l’onde TS calculée par analyse locale pour une couche limite de
Blasius (section III.2.1). Le profil associé au pic B est de nature différente, les maxima
des profils de vitesses u et v étant notamment localisés à des hauteurs similaires.
Cette organisation semble plutôt associée à une onde de nature acoustique. Le champ
de vorticité détecté précédemment dans cette région (fig. V.11) ne serait ainsi que
résiduel. Ce point sera discuté dans la section V.3.4. Enfin, les profils longitudinaux
(fig. V.13) montrent que la réponse du pic A poursuit son développement en aval de la
bulle, comme le laissait supposer l’influence de xopt sur le gain optimal. Ce profil fait
également apparaître que la croissance de l’onde est peu perturbée par la présence de la
zone de recirculation. À l’inverse, la réponse du pic B se développe jusqu’à une abscisse
localisée à l’intérieur de la bulle de recirculation. En aval, la réponse décroît, en accord
avec l’indépendance du gain optimal vis à vis de la frontière aval. Par ailleurs, il doit
être noté que la longueur d’onde de la réponse - et par conséquent sa vitesse de phase
- est plus grande dans la couche limite aval.
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Fig. V.12 Profils des grandeurs fluctuantes dans la couche limite en aval de la bulle (x/δ∗ = 145) des
réponses associées aux pics A (gauche) et B (droite)
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En procédant au calcul du pic B sur un domaine plus étendu vers l’aval, il est
possible de visualiser l’émission d’ondes acoustiques dans l’écoulement libre en aval du
choc de rattachement de l’écoulement de base (fig. V.14). Cette observation rejoint
les résultats de Guiho et al. [114] qui, par calcul des modes globaux dans une SWBLI
laminaire, ont mis en évidence l’existence de modes acoustiques liés aux développement
de modes KH supersoniques dans la région de séparation. Ce rayonnement acoustique
issu de la dynamique d’une couche de mélange supersonique et prédit par Tam et
Hu [119] a également été retrouvé par Nichols et Lele [46] via l’analyse des modes
globaux d’un jet froid. Ainsi, il semble que la croissance de la réponse optimale dans la
région de séparation (fig. V.13) soit à l’origine de l’émission acoustique observée dans
l’écoulement libre.

Fig. V.14 Partie réelle de la vitesse u (bleu et rouge) de la réponse associée au pic B à M = 2.20,
calculé sur un domaine étendu à xopt = 296. Les ondes acoustiques émises dans l’écoulement libre
sont visualisées par les contours p = 0 des perturbations (lignes noires). Les lignes vertes indiquent les
contours de pression de l’écoulement de base.

V.3.3 Forçage localisé

Afin de mettre en évidence que les ondes TS et KH observées dans les calculs de
réponses optimales précédents sont effectivement convectivement instables au sens de
l’analyse de stabilité locale (section IV.1), un nouveau calcul de gain optimal est réalisé
en restreignant le domaine de forçage. Par l’intermédiaire de la matrice P (section
II.2.2.2), le champ de forçage optimal est contraint à être nul en tout point du domaine
de calcul à l’exception d’une zone de dimensions ∆x/δ∗ × ∆y/δ∗ = 6 × 2 localisée
au niveau du point de séparation (fig. V.15). Le gain optimal ainsi calculé admet
de nouveau deux maximums locaux (pic A et B) pour des fréquences similaires à
celles du calcul sans restriction de forçage (fig. V.16). La valeur absolue du gain est
inférieure au calcul précédent puisque qu’une solution nécessairement sous-optimale
est ici recherchée (section IV.1). Les structures spatiales des réponses obtenues sont
similaires au cas non-restreint (fig. V.15).

La densité d’énergie de Chu dChu(x) =
∫ yint

0 EChu(x, y)dy est calculée pour yint re-
lativement proche de la paroi afin d’évaluer la croissance énergétique des perturbations
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Fig. V.15 Réponses optimales associées au pic A et B à M = 2.25 dans le cas d’un forçage localisé
dans la zone verte. Légende en figure V.10.

causée par les mécanismes d’instabilité de couche de mélange et de couche limite. Les
valeurs yint = 5 et yint = 10 seront considérées et discutées. On observe tout d’abord
que la croissance des réponses optimales s’initie dans la zone forcée sous l’effet du tra-
vail injecté par les forces externes (fig. V.17). En aval, la réponse du pic B poursuit son
développement sans autre support que l’extraction d’énergie à l’écoulement de base, les
termes de forçage étant ici rigoureusement nuls. Cette croissance se poursuit jusqu’à
une abscisse située 3/4 la bulle de recirculation, pour ensuite décroître jusqu’en sortie
de domaine. Ainsi, la couche de mélange est convectivement instable à la fréquence
associée au pic B tandis que la couche limite en aval est convectivement stable. Ces
résultats sont indépendants des valeurs de yint utilisées.
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Fig. V.16 Gauche : Gain optimal à M = 2.25 calculé avec restriction de forçage
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La densité d’énergie de Chu associée au pic A s’avère dépendante du choix de la
valeur de yint au sein de la région de recirculation (fig. V.17). En effet, des perturba-
tions d’amplitude similaire à celle observée dans la couche de mélange sont également
présentes au dessus de la région d’interaction (fig. V.15). Ainsi, en augmentant la va-
leur de yint, l’énergie de ces perturbations devient prise en compte dans le calcul de
la densité d’énergie et rend difficile l’appréciation de la croissance énergétique impu-
table uniquement à un mécanisme de couche de mélange. Une pente nulle de densité
d’énergie est notamment observée autour de 55 < x/δ∗0 < 70 pour yint = 5 tandis
que cette région possède une pente positive avec yint = 10. Par conséquent, il est ici
difficile de conclure sur le caractère convectivement instable de la couche de mélange
à cette fréquence. En revanche, la croissance énergétique de la réponse jusqu’en sortie
de domaine est observée pour les deux valeurs yint, la croissance étant par ailleurs
plus marquée avec l’intégration plus proche de la paroi yint = 5. La couche limite aval
semble donc bien convectivement instable à la fréquence du pic A.
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Fig. V.17 Profil longitudinal de la densité d’énergie de Chu des réponses optimales associées au pic
A (gauche) et B (droite) calculées avec restriction du champ de forçage dans la région comprise entre
les lignes pointillées verticales. La ligne continue verticale indique le point de rattachement de la bulle
de recirculation.

V.3.4 Discussion

D’après les résultats obtenus précédemment, il apparaît que le pic A est en partie
lié au développement d’ondes TS convectivement instables. La dépendance de la valeur
du gain optimal vis à vis de la frontière aval d’optimisation a montré que la réponse
poursuivait sa croissance jusque dans la couche limite aval où les profils normaux ont
par ailleurs révélé une structure d’onde TS. La localisation du forçage optimal dans
une zone restreinte au niveau du point de séparation a assuré la nature convectivement
instable de ces ondes, capables de croître même lorsque l’excitation est produite uni-
quement en amont de la couche limite. De plus, le pic A est observé sur la totalité de la
plage de nombre de Mach considérée, incluant des écoulements de base pour lesquels le
choc incident n’est pas suffisant fort pour générer une zone de recirculation (M < 2.05,
cf. fig. V.5). Or, pour ces écoulements sans couche de mélange, l’existence d’un pic de
réceptivité n’est pas imputable à un mécanisme KH mais bien uniquement à une in-
stabilité TS. Cependant, pour les écoulements à plus haut Mach comprenant une zone
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de recirculation conséquente (M & 2.15), il est effectivement observé qu’une structure
tourbillonnaire convectivement instable se développe le long du point d’inflexion géné-
ralisé en addition des ondes TS générées dans la couche limite aval. Pour ces nombres
de Mach, l’influence de la croissance de Lsep semble apparaître dans la fréquence maxi-
male de réceptivité qui semble dès lors se comporter comme f ∼ u∞/Lsep (fig. V.13).
Il convient néanmoins de rester prudent dans l’interprétation de cette fréquence car
le gain optimal associé aux ondes TS est dépendant de l’épaisseur de couche limite
en sortie de domaine d’optimisation ainsi que de la distance sur laquelle s’établit la
couche limite jusqu’à cette sortie. Or, compte-tenu de la définition du domaine numé-
rique utilisée, ces longueurs ne sont pas constantes d’un nombre de Mach à l’autre,
la proportion du domaine de calcul occupée par la bulle de recirculation augmentant
avec le nombre de Mach.

Émergeant pour des longueurs de recirculation suffisamment élevées, le pic B est
uniquement associé à un mécanisme de couche de mélange. Pour une couche de mé-
lange incompressible en écoulement libre d’épaisseur de quantité de mouvement θ, la
fréquence à laquelle se développe l’instabilité de plus fort taux d’amplification varie
avec 1/θ [120], où θ ∼

√
x [121]. Le profil d’une couche de mélange généré dans une

SWBLI est néanmoins plus complexe : il apparaît proche de la paroi et dépend de la
longueur de recirculation, de l’amplitude de l’écoulement renversé généré par le choc
incident ainsi que de l’épaisseur locale de couche limite. De plus, calculer robustement
l’évolution de θ en fonction du nombre de Mach pour alors la relier à la fréquence de
réceptivité maximale n’est pas aisé. Il semble néanmoins, dans une certaine mesure,
que l’échelle de longueur Lsep permette de caractériser cette fréquence dont l’évolution
d’un nombre de Mach à l’autre tend à être observée selon f ∼ u∞/Lsep (fig. V.7). Le
cadre de la présente étude, dans lequel est fixé Reimp

δ∗ = cte, permet d’écarter l’influence
de l’épaisseur de la couche limite sur le développement de la couche de mélange. On
peut émettre l’hypothèse qu’un terme lié au nombre de Reynolds d’impact devrait
apparaître dans l’expression f ∼ u∞/Lsep. En cela, la valeur de la fréquence de ré-
ceptivité maximale StLsep ' 8 semblant émerger (fig. V.7) ne doit pas être considérée
comme universelle, mais spécifique à la valeur Reimp

δ∗ = 1100 fixée.
D’autre part, la valeur maximale du gain varie comme µmax ∼ eLsep pour Lsep >

60 (fig. V.18). L’interprétation de cette observation peut s’envisager en considérant
que la distance sur laquelle la couche de mélange instable se développe varie de la
même façon que la longueur de recirculation (cette distance étant en fait inférieure
à Lsep d’après la figure V.16). Ainsi, en considérant la croissance énergétique d’un
mode convectivement instable comme E ∼ eαix, l’intégration de cette quantité sur
une distance proportionnelle à Lsep permettrait de retrouver la variation du gain en
eLsep . Notons qu’il a plusieurs fois été souligné dans ce manuscrit que la valeur absolue
du gain n’avait pas de signification physique (sec. IV). Cependant, une comparaison
relative au sein d’un même mécanisme d’instabilité est envisageable dans la mesure
où la normalisation du gain par la norme 2 du forçage peut être considérée comme
équivalente d’un nombre de Mach à l’autre, les champs de forçage étant similaires.

L’amplitude de la réponse associée au pic B décroît dans la couche limite en aval
de la bulle et sa longueur d’onde est différente de celle observée au niveau de la zone de
recirculation (fig. V.13). La vitesse de phase dans la couche limite aval peut être calcu-
lée selon la méthode exposée dans la section IV.1 en considérant que l’onde est plane
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Fig. V.18 Gauche : Gain optimal maximum du pic B en fonction de Lsep. La droite bleue est la
régression linéaire des points associés à Lsep > 60. Droite : Profil normal dans la couche limite aval
(x/δ∗ = 200) de la vitesse de phase cϕ de la réponse optimale du pic B. u(y) + a(y) est associé à
l’écoulement de base et Mr est le nombre de Mach relatif.

et se propage selon x. Le profil de la figure V.18 révèle que cette vitesse est constante
à l’intérieur de la couche limite et que sa valeur est proche de la vitesse u∞+a∞ d’une
onde acoustique en écoulement libre. Ainsi, la longueur d’onde des perturbations dans
la couche limite aval ne semble pas fixée par un mécanisme hydrodynamique mais pa-
raît plutôt asservie à l’émission acoustique observée dans le champ libre (fig. V.14).
Cependant, si le lâché tourbillonaire issu de la zone de recirculation (fig. V.11) ne pilote
pas la longueur d’onde dans la couche limite en aval, sa contribution reste observable
dans l’amplitude des perturbations. En effet, alors que les perturbations acoustiques
sont très faibles dans l’écoulement libre, elles demeurent dans la couche limite à un
ordre comparable aux perturbations développées dans la couche de mélange. Cette am-
plitude subit néanmoins une atténuation à mesure que l’onde progresse dans la couche
limite, cette portion de l’écoulement étant convectivement stable à ces fréquences (fig.
V.16).

V.4 Réceptivité à basse fréquence

Les sections précédentes se sont concentrées sur la réceptivité haute fréquence as-
sociée aux ondes TS et KH. Le cas des basses fréquences (StLsep << 1) est maintenant
étudié. Le calcul du gain optimal montre qu’un plateau s’établit lorsque la fréquence
de forçage tend vers zéro (fig. V.19). La hauteur de ce plateau croît avec le nombre
de Mach, ou de façon équivalente, avec la longueur de la zone de recirculation. Les
structures des forçage et réponse associés sont localisées dans la région de la bulle de
recirculation et semblent par ailleurs suivre la ligne sonique de l’écoulement de base
M = 1 (fig. V.20). De plus, des perturbations de pression se concentrent dans le choc
de séparation en anti-phase avec les perturbations de vitesse u de la zone d’interac-
tion (fig. V.21). La valeur du gain optimal chute ensuite pour des fréquences StLsep de
l’ordre de 10−3. Un résultat similaire a été obtenu par Sartor et al. [72] dans le cas
d’une SWBLI transsonique turbulente. La définition du gain optimal étant équivalente
à celle d’une fonction de transfert, cette observation rejoint l’idée que le système choc-
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couche limite se comporte qualitativement comme un filtre passe-bas lorsqu’il est forcé
par des perturbations extérieures [111].
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Fig. V.19 Gauche : Gain optimal. Droite : Valeur de StLsepµ
2 calculée a posteriori. L’axe des abscisses,

qui inclut les basses fréquences, est en échelle logarithmique

Fig. V.20 Champ 2D des parties réelles de fx du forçage optimal (haut) et de u de la réponse optimale
(milieu) associés aux basses fréquences à M = 2.20 et StLsep = 1.4 × 10−4. Bas : Partie réelle de la
vitesse u du mode global I de fréquence nulle. La ligne sonique M = 1 et la bulle de recirculation de
l’écoulement base sont représentées respectivement en trait noir continu et pointillé.
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Fig. V.21 Partie réelle de p de la réponse optimale à StLsep = 1.4 × 10−4 à M = 2.30. Les traits
pointillés fins indiquent les contours de pression de l’écoulement de base.

Une analyse de stabilité globale permet ici d’éclairer les résultats obtenus par calcul
de gain optimal. Les écoulements considérés dans ce chapitre étant globalement stables,
le spectre de valeurs propres de la matrice jacobienne est inclus dans le demi-plan ωi < 0
(fig. V.22). Le mode le moins stable (mode I), de taux d’amplification ωIi < 0 et de
fréquence nulle 2 StLsep = 0, possède une structure identique à la réponse optimale
calculée pour StLsep → 0 (fig. V.20). Pour ces fréquences, la réceptivité linéaire peut
être comprise comme la simple résonance de ce mode globalement stable excité par
un forçage de fréquence proche. En effet, si les effets de résonance sont dominants
devant les effets non-modaux (pseudo-résonance), alors le gain optimal évoluera comme
µ ∼ 1/d, où d = |ωforçage − ω| représente la distance dans le plan complexe entre la
fréquence réelle de forçage ωforçage et la valeur propre complexe ω associée au mode
global résonant [5]. Ainsi, à mesure que la fréquence de forçage tend vers zéro, la
distance d sera équivalente à la valeur du taux d’amortissement du mode I de fréquence
nulle. Ne dépendant plus de la fréquence de forçage dans cette limite, un plateau
de gain optimal est observé (fig. V.19). De plus, en suivant les notations employées
dans cette section, où la fréquence de forçage est exprimée par le nombre de Strouhal
StLsep = ωLsep/2πu∞, et en prenant soin de normaliser le taux d’amplification ωIi du
mode I par Lsep, l’action de la résonance du mode I sur le gain optimal peut s’exprimer
comme

µ = µmax√
1 +

(
StLsep
ωIi /2π

)2
(V.4.1)

où la valeur du gain optimal µmax pour StLsep → 0 permet de normaliser ce modèle.
Cette équation correspond à un filtre passe-bas d’ordre 1 dont la fréquence de coupure
est reliée au taux d’amortissement du mode I globalement stable. L’analyse de stabilité
globale permet donc de calculer la fréquence de coupure à ωIi /2π = 8.82 × 10−3 à
M = 2.30. La correspondance entre l’équation (V.4.1) et le calcul du gain optimal
est très bonne jusqu’à StLsep ' 10−2 (fig. V.22). La fréquence à partir de laquelle

2. à la précision machine
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Fig. V.22 Gauche : Spectre de valeurs propres de la matrice jacobienne à M = 2.30 (écoulement
globalement stable). Les parties réelle et imaginaire, exprimées respectivement selon un nombre de
Strouhal et un taux d’amplification, sont basées sur la longueur Lsep. Droite : Gain optimal àM = 2.30
(bleu). La courbe rouge d’équation (V.4.1) indique l’influence de la résonance du mode I.

le gain optimal chute est notamment très bien détectée et correspond à la croissance

du terme
(
StLsep
ωIi /2π

)2
dont la valeur ne devient plus négligeable pour des fréquences de

l’ordre de ωIi /2π. Ainsi, le caractère passe-bas du gain optimal peut être compris par
l’unique action de la résonance du mode I, laquelle s’atténue lorsque la fréquence de
forçage s’éloigne de la fréquence du mode global (ici, la fréquence nulle). Au delà de
StLsep ' 10−2, la réceptivité de l’écoulement est réalisée par l’excitation de modes
globaux supplémentaires. La présence d’un léger pic de la valeur StLsepµ

2 observée à
M = 2.30 pour StLsep ' 0.14 semble en partie liée au mode instationnaire le moins
stable (mode II, fig. V.22), dont la structure spatiale est voisine de celle de la réponse
optimale calculée à cette fréquence (fig. V.23). Cette structure est composée de deux
zones de vitesse en opposition de phase le long de la ligne sonique tandis que le forçage
optimal associé est localisé au niveau du point de séparation. Dans le cas de la résonance
du mode I, le forçage était étendu sur une région similaire à celle occupée par la réponse
(fig. V.20).

Il convient cependant d’être prudent dans l’interprétation de ce résultat par rapport
au problème de l’instationnarité basse fréquence évoqué dans la section V.1. Expéri-
mentalement, la détection d’un pic autour de StLsep = 0.03 [73] est réalisée par PSD
pondéré. Dans leur modèle théorique, Touber et Sandham [111] montrent que ce pic
équivaut effectivement à un filtre passe-bas en PSD, dont la fréquence de coupure est
StLsep = 0.03. Les résultats obtenus dans cette section permettent de retrouver un
ordre de grandeur proche mais ne s’accordent pas quantitativement avec cette valeur
de référence, la fréquence de coupure étant sous-estimée d’un facteur 4. De plus, un
filtre passe-bas calculé par PSD n’implique pas nécessairement la présence d’un pic
par PSD pondéré. Afin de comparer les résultats issus d’un calcul de gain optimal à
leurs données expérimentales traitées par PSD pondéré, Sartor et al. [72] ont calculé a
posteriori la grandeur ωµ2, c’est-à-dire la valeur du gain optimal multipliée par la fré-
quence de forçage. Cette approche permet aux auteurs de faire émerger un pic proche
de la fréquence de coupure calculée dans cette section, mais sous-estime ainsi le pic
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expérimental obtenu à StLsep = 0.03. Dans la présente étude, la présentation du calcul
de gain optimal sous la forme StLsepµ

2 ne montre pas de maximum au niveau de la
fréquence de coupure ωIi /2π (fig. V.19). Ce pic pourrait néanmoins être dissimulé par
le caractère global du calcul de gain optimal, dans lequel l’énergie des perturbations
est calculée sur la totalité du domaine numérique, tandis que le pic détecté expéri-
mentalement est obtenu par une mesure locale de la pression au niveau du choc de
séparation.

En conclusion, l’approche de réceptivité linéaire présentée permet de retrouver le
caractère passe-bas d’une SWBLI laminaire mais ne conduit pas à distinctement mettre
en évidence l’instationnarité basse fréquence du choc de séparation à StLsep = 0.03.
Ces observations n’excluent donc pas (mais ne prouvent pas) que les effets linéaires
puissent jouer un rôle dans ce phénomène à travers la résonance d’un unique mode
global. Cependant, comme tend à le montrer l’étude de réceptivité de Sansica et al.
[112], l’ingrédient déterminant est probablement d’origine non-linéaire. Le fait que le
déplacement du choc de séparation soit d’amplitude finie - jusqu’à 0.6Lsep d’après les
données expérimentales de Dussauge et al. [73] - semble par ailleurs exclure l’action
d’effets purement linéaires.

Fig. V.23 Forçage (haut) et réponse (milieu) optimaux à StLsep = 1.4× 10−1 et mode global II (bas)
de fréquence StLsep = 4.6× 10−2 à M = 2.30. Voir la légende en figure V.20.
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Dans ce chapitre, la méthode de calcul des forçages et réponses optimaux 3D déve-
loppée dans la section II.3.1 est successivement appliquée aux écoulements de couche
limite compressible et de SWBLI. Dans un premier temps, la littérature relative aux
trois types d’instabilités développées en couche limite compressible est exposée. Un cal-
cul de gain optimal permettra alors d’identifier trois régions du plan fréquence-nombre
d’onde associées à ces instabilités. Les réponses optimales liées à ces régions seront dis-
cutées. Dans un second temps, et afin de compléter l’étude 2D réalisée dans la section
V.4, la réceptivité aux basses fréquences de la SWBLI sera étudiée. Deux mécanismes
distincts seront alors mis en évidence. Le premier est lié à la région de recirculation et
semble pouvoir être associé à la résonance d’un mode 3D globalement stable de façon
similaire à l’étude 2D. Le second est associé au développement de streaks en aval de la
région d’interaction.

VI.1 Couche limite à M=4.5

VI.1.1 Instabilités en couche limite compressible

Le développement d’une couche limite compressible présente une dynamique variée
dont la compréhension est un enjeu essentiel de la transition à la turbulence. Il est pos-
sible de distinguer trois classes d’instabilités. D’après la nomenclature de Leslie Mack,
contributeur majeur de la théorie de la stabilité compressible depuis les années 1960,
une analyse de stabilité locale permet de révéler l’existence de deux modes instables :

89
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le premier mode (considéré comme le pendant compressible des ondes TS) et, à plus
haute fréquence, le second mode (largement connu comme le mode de Mack). De plus,
la croissance non-modale de streaks (ou mode de Klebanoff) peut être observée à très
basse fréquence. On donne dans cette section un aperçu des développements théoriques
et numériques ainsi que des preuves expérimentales au sujet de ces instabilités.

Les travaux de Lees et Lin [60] ont d’abord apporté plusieurs bases théoriques avec
notamment la formulation d’un critère d’instabilité non-visqueuse en régime compres-
sible. Pour une perturbation linéaire dont la vitesse de phase cϕ est subsonique par
rapport à l’écoulement libre, c’est-à-dire 1 − 1/M∞ < cϕ < 1 − 1/M∞, une condition
suffisante d’instabilité porte sur la coordonnée ys du point d’inflexion généralisé de
l’écoulement de base défini par

∂

∂y

[
ρ
∂u

∂y

]
ys

= 0 (VI.1.1)

Si ys > y0, où y0 est le point tel que u = 1 − 1/M∞, alors une perturbation
subsonique est instable. Or dans le cas d’une plaque adiabatique en particulier, cette
condition est observée pour des nombres de Mach de l’ordre ou supérieur à l’unité [122].
Ainsi la couche limite compressible, contrairement au régime incompressible, admet gé-
néralement des instabilités non-visqueuses. L’analyse de stabilité menée par Lees [65]
jusqu’à M = 1.3 fait ainsi apparaître un mode instable, que l’on désigne aujourd’hui
par "premier mode" par opposition au "second mode" découvert quelques vingtaines
d’années plus tard, et dont les propriétés seront exposées dans le prochain paragraphe.
Les courbes neutres calculées par Lees [65] révèlent la présence d’une branche supé-
rieure témoignant de l’action d’un mécanisme visqueux aux nombres de Reynolds finis.
En cela, le premier mode est considéré comme l’équivalent compressible des ondes TS.
Cependant, le comportement vers les hauts nombres de Reynolds diffère du cas in-
compressible : la courbe neutre ne se referme pas du fait de l’instabilité non-visqueuse
prédite par la condition sur le point d’inflexion généralisé. Par la suite, les travaux
de Dunn et Lin [61], dans lesquels une approche 3D est employée, ont découvert que
le taux d’amplification du premier mode est maximum pour une perturbation 3D.
L’angle que fait le vecteur d’onde de cette perturbation par rapport à la direction de
l’écoulement est calculé autour de 50◦ à M = 1.6. Cette valeur évolue en fonction du
nombre de Mach et atteint par exemple 60◦ à M = 4.5. Ainsi, le théorème de Squire
démontré pour des écoulements incompressibles n’est pas généralisable au régime com-
pressible. Par ailleurs, il est intéressant de noter que le refroidissement de la paroi a un
effet stabilisateur sur le premier mode : le nombre de Reynolds critique est repoussé
en aval de la plaque [66]. Expérimentalement, le premier mode a été mis en évidence
par Laufer et Vrebalovich [16] dans le cas d’une couche limite supersonique à M = 1.6
et M = 2.2, où le caractère amplificateur sélectif de bruit de l’écoulement a pu être
observé.

Plus tard, un mode instable supplémentaire non-visqueux a été découvert par Mack
[62]. Son origine peut être comprise en introduisant le nombre de Mach relatif local M̂
qui, pour une perturbation 2D 1, peut s’écrire comme

1. Pour une perturbation 3D, il suffit de considérer la projection de la vitesse du champ de base
sur la droite portée par le vecteur d’onde de la perturbation
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M̂ = u− cϕ
c

(VI.1.2)

En reformulant les équations compressibles non-visqueuses linéarisées, Mack a alors
montré que M̂ jouait a un rôle déterminant dans l’analyse de stabilité [64]. En effet,
lorsqu’il existe une portion de l’écoulement où M̂2 > 1, la nature de ces équations
est modifiée de telle sorte qu’il existe une infinité de modes instables supplémentaires.
Contrairement au premier mode, ces modes supplémentaires n’ont pas d’équivalent
en régime incompressible. Le premier de ces nouveaux modes, que l’on nomme alors
généralement second mode, est le plus instable. Il devient prédominant par rapport
au premier mode lorsque le nombre de Mach augmente [67] et atteint son maximum
d’amplification à M = 4.5. Plusieurs différences qualitatives séparent le premier du
second mode. La plage de fréquences instables du second mode est plus haute que celle
du premier. De plus, le second mode est plus instable pour des perturbations 2D quand
le premier favorise les ondes obliques. Tandis que le premier mode possède une nature
tourbillonnaire, le second mode est de nature acoustique [123]. Enfin, à l’inverse du pre-
mier mode, on pourra noter que le second mode tend à se stabiliser par réchauffement
de la paroi. En effet, l’augmentation de la température induit une augmentation de
la vitesse du son de l’écoulement de base, défavorisant alors l’apparition d’une région
de nombre de Mach relatif supersonique. Expérimentalement, cette instabilité a par
exemple été observée dans les travaux de Kendall [63] et Stetson et Kimmel [124] en
très bon accord avec la plage de fréquence théorique prédite et la prévalence attendue
du second mode sur le premier.

Le calcul des courbes neutres des deux modes instables par Özgen et Kırcalı [125]
pour différents nombres de Mach et pour des perturbations 2D révèle l’évolution qua-
litative des mécanismes d’instabilité en jeu (fig. VI.1). À M = 2, seule une courbe
neutre associée au premier mode est présente. Comme pour la couche limite de Bla-
sius, une branche supérieure tendant à refermer la courbe neutre témoigne de l’action
d’un mécanisme visqueux. Puis à M = 3, la courbe neutre se déforme au niveau des
hautes fréquences et pour des nombres de Reynolds supérieurs au seuil d’instabilité.
Cette déformation révèle l’expression grandissante du mécanisme inflexionnel, non-
visqueux, favorisée par l’éloignement du point d’inflexion généralisé par rapport à la
paroi conséquemment à la montée en nombre de Mach [122]. Une branche supérieure
reste néanmoins observable aux faibles nombres de Reynolds et il existe toujours un
maximum local du taux d’amplification à un nombre de Reynolds fini. En somme, il y
a compétition entre les mécanismes visqueux et non-visqueux. Finalement, àM = 4, la
courbe neutre liée au second mode instable apparaît pour des nombres d’onde approxi-
mativement 7 fois supérieurs à ceux du premier mode (de façon similaire, une analyse
de stabilité spatiale conduirait à une séparation des plages de fréquences instables [64]).
À présent, aucune des deux courbes neutres ne se referme et le taux d’amplification
temporelle croît de manière monotone avec le nombre de Reynolds : les mécanismes
non-visqueux apparaissent dominants pour ce nombre de Mach.

La troisième classe d’instabilité en jeu dans une couche limite supersonique est
associée à la croissance non-modale de streaks. Initialement, cette instabilité a été
découverte en régime incompressible par Ellingsen et Palm [36]. Pour des perturba-
tions 3D de nombre d’onde longitudinale α tendant vers zéro, leur travail a montré
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Fig. VI.1 Courbes neutres de la couche limite compressible à différents nombres de Mach. Résultats
de Özgen et Kırcalı [125] obtenus par analyse de stabilité locale temporelle.

l’existence d’une solution possédant une croissance algébrique. Le mécanisme physique
sous-jacent sera par la suite nommé lift-up. Il consiste en un transport de la quan-
tité de mouvement longitudinale de l’écoulement de base par les perturbations dans la
direction normale. Cet effet conduit à la formation de streaks, régions de l’espace éten-
dues dans la direction l’écoulement et périodiques dans la direction transverse et dans
lesquelles la vitesse longitudinale des perturbations est grande devant les autres compo-
santes. Leur observation expérimentale avait été réalisée par Klebanoff [126] avant leur
théorisation, si bien qu’ils portent également l’appellation de modes de Klebanoff. Les
travaux expérimentaux de Matsubara et Alfredsson [34] proposent une visualisation
de ces structures par injection de fumée dans l’écoulement. Numériquement, l’analyse
de cette instabilité ne peut pas être envisagée par voie modale. La formalisation d’un
cadre d’étude basé sur l’optimisation de l’énergie des perturbations a alors permis à
Butler et Farrell [28] de mettre en évidence la croissance non-modale de ces streaks. Par
cette méthode, la perturbation initiale optimale a été révélée comme étant composée de
rouleaux longitudinaux contra-rotatifs, en accord avec la physique du mécanisme lift-
up. Plus tard, l’exploration de la croissance transitoire temporelle d’une couche limite
compressible [68] a permis d’observer que ce mécanisme s’étendait de la même façon
aux écoulements compressibles, un pic de masse volumique apparaissant également au
dessus du pic de vitesse. Toujours pour une couche limite compressible, la croissance
transitoire dans un cadre spatial a été étudiée pour un écoulement parallèle par Tumin
et Reshotko [90]. L’optimisation porte alors sur le ratio d’énergie d’une perturbation à
une abscisse donnée, que l’on peut considérer comme la condition initiale optimale en
espace, et l’énergie de cette perturbation à une position en aval (§ III.3.2). Une formu-
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lation non-parallèle a été proposée par Zuccher et al. [127]. Néanmoins, cette approche
repose sur les équations de couche limite et requiert de présupposer les échelles carac-
téristiques des streaks. Ce n’est donc pas une méthode universelle dans le sens où elle
ne peut a priori pas être employée pour d’autres écoulements de base ou d’autres types
d’instabilité. Récemment, Paredes et al. [128] a introduit la méthode PSE, déjà utilisée
en analyse de stabilité modale [129], dans le cadre spatial de croissance optimale de
Tumin et Reshotko [90]. Cette approche permet ainsi d’appréhender les écoulements
faiblement non-parallèles de façon plus générale.

Il n’existe actuellement pas d’approche globale permettant le calcul de perturba-
tions optimales 3D pour les écoulements compressibles dans la littérature. La méthode
de forçage optimale 3D développée dans la section II.3 offre ainsi un cadre d’analyse
nouveau pour l’étude d’instabilités convectives en écoulement supersonique sans né-
cessiter d’hypothèses restrictives sur le parallélisme de l’écoulement de base. La nature
globale de la méthode assure en outre la prise en compte des effets de non-normalité
streamwise. Cette section est dédiée à l’application de cette méthode sur une couche
limite supersonique pour laquelle on cherchera à mettre en évidence les trois classes
d’instabilités convectives présentées précédemment.

VI.1.2 Écoulement de base

Dans un premier temps, on se propose de valider les résultats de la résolution directe
des équations de Navier-Stokes (§ II.1.1) pour une couche limite à M = 4, paramètre
pour lequel on pourra mettre en regard la solution obtenue avec des données issues de
la littérature. Dans un second temps, l’écoulement de base considéré dans le calcul du
gain optimal, à un nombre Mach voisin (M = 4.5), sera présenté.

La validation de la couche limite supersonique adiabatique peut être montrée en
retrouvant le caractère auto-similaire de cet écoulement. Les équations de Navier-Stokes
compressibles (II.1.4) sont résolues à M = 4 et jusqu’à un nombre de Reynolds de
plaque Rex = 2 × 106. À partir de la solution 2D obtenue, les profils de vitesse et de
température sont tracés pour différentes abscisses de plaque en fonction de la variable
η = y

√
u∞/νx (fig. VI.2). L’auto-similarité est effectivement retrouvée, les solutions

coïncidant en un même profil. Par ailleurs, ce profil est en excellent accord avec le
résultat de Özgen et Kırcalı [125] obtenu par résolution des équations de couche limite
auto-similaires.

Dans la suite, on considérera le développement d’une couche limite à M = 4.5 au
dessus d’une plaque adiabatique. Cette configuration est classiquement étudiée lors
d’analyses de stabilité et de réceptivité car c’est à ce nombre de Mach que le second
mode atteint son taux de croissance maximal. Les paramètres physiques et numériques
sont regroupés dans le tableau VI.1. Le nombre de Reynolds de plaque Rex est fixé à
2.106 en sortie de domaine. Dans les travaux d’analyse locale de stabilité compressible,
il est courant d’utiliser le nombre de Reynolds Re` basé sur la longueur de Blasius
` =

√
νx/u∞. Ce nombre est en fait la racine carré du nombre de Reynolds de plaque :

Re` =
√
Rex. Le choix de travailler avec Re` est naturel lorsque le calcul du champ

de base est basé sur la résolution des équations de couche limite auto-similaires. Dans
la suite, on considérera plutôt le nombre de Reynolds Reδ∗ basé sur l’épaisseur de
déplacement compressible δ∗(x). Cette échelle de longueur fait émerger des longueurs
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Fig. VI.2 Profils de vitesse (gauche) et de température (droite) en fonction de la variable auto-
similaire η pour différents nombres Reynolds de plaque issus d’un unique calcul CFD 2D. La courbe
noire pointillée est issue de Özgen et Kırcalı [125]

M = 4.5

Rex
(out) = 2× 106 ⇐⇒ Re`

(out) = 1414 ⇐⇒ Reδ∗
(out) = 11770

Rex
(opt) = 1.75× 106 ⇐⇒ Re`

(opt) = 1323 ⇐⇒ Reδ∗
opt = Reδ0

∗ = 11000

x/δ∗0 ∈ [0, 182] et xopt/δ∗0 = 159

y/δ∗0 ∈ [0, 45] (CFD)

y/δ∗0 ∈ [0, 9] (champ de base)

Plaque Adiabatique

Table VI.1 Paramètres physiques et numériques de l’écoulement de base de couche limite
supersonique

adimensionnées pertinentes de l’ordre de l’unité. La figure VI.4 établit la correspon-
dance entre Re` et Reδ∗ , la linéarité de cette relation témoignant une nouvelle fois
de l’auto-similarité de l’écoulement. La convergence en maillage est atteinte pour une
grille de calcul de 1600 × 180, pour laquelle le champ de Mach local est présenté sur
la figure VI.3.

Formulons deux remarques sur le champ de base utilisé lors du calcul du gain
optimal. Le domaine sur lequel est intégrée l’énergie des réponses optimales dans le
calcul du gain (II.2.4) est restreint afin d’assurer l’indépendance des champs de forçage
et de réponse avec la frontière aval du domaine. L’optimisation de la réponse sera ainsi
réalisée pour x < xopt où xopt est l’abscisse correspondante à Reδ∗ = 11000. Par
ailleurs, l’épaisseur de déplacement de couche limite δ∗ à cette abscisse sera l’échelle
de longueur de référence apparaissant notamment dans l’adimensionnement du nombre
d’onde β et de la fréquence de forçage ω. On la notera δ∗0 . Enfin, le domaine numérique
du champ de base est réduit à Ly = 9δ∗0 , dont la valeur est inférieure au domaine de
calcul CFD et vis-à-vis de laquelle l’indépendance des résultats sera vérifiée dans la
section VI.1.3.5.
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Fig. VI.3 Solution CFD du champ de Mach local pour un Mach amont M = 4.5. La ligne pointillée
repère la fin du domaine sur lequel est intégrée l’énergie de la réponse optimale. Le domaine est tronqué
en hauteur afin de faciliter la visualisation.
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Fig. VI.4 Correspondance entre les nombres de Reynolds construits à partir de la longueur de Blasius
Re` =

√
Rex et de l’épaisseur de déplacement compressible Reδ∗ . La pente a de la droite correspond

à la valeur de l’épaisseur de déplacement adimensionnée par la longueur de Blasius.

VI.1.3 Résultats

VI.1.3.1 Gain optimal

Les résultats du calcul de gain optimal en fonction de la fréquence de forçage ω
et du nombre d’onde transverse β sont présentés sur la figure VI.5. Il est possible
de distinguer trois régions du plan ω-β dans lesquelles la valeur du gain admet un
maximum local et où l’écoulement est ainsi particulièrement réceptif à un forçage
externe. Les résultats des fréquences et nombres d’onde optimaux associés à ces trois
régions sont consignés dans le tableau VI.2. On observe tout d’abord que la valeur du
gain ne dépend plus de la fréquence de forçage lorsque celle-ci tend vers zéro : pour
β fixé, un plateau de gain est observé. Pour ces basse fréquences, il existe un nombre
d’onde βopt associé à un pic de gain dont la réponse est liée au développement de streaks
(§ VI.1.3.2). Aux fréquences moyennes, un pic de gain apparaît pour un nombre d’onde
inférieur de moitié à celui des streaks. Cette région est liée au premier mode instable de
couche limite compressible. Les perturbations les plus amplifiées sont donc 3D (onde
oblique), en conformité avec les prédictions des analyses locales. Enfin, à plus haute
fréquence, un maximum de gain est détecté pour des perturbations 2D, associé au
second mode instable de couche limite. La valeur de ce maximum est inférieure à celle
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Fig. VI.5 Gain optimal en perturbations 3D pour la couche limite supersonique à M = 4.5. Au
centre, contour du gain dans le plan ω-β. Trois régions réceptives sont détectées : elles correspondent
aux instabilités linéaires compressibles connues.
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Instabilité ωopt βopt

Streaks → 0 2.2

Premier mode 0.32 1.2

Second mode 2.5 0

Table VI.2 Fréquence de forçage et nombre d’onde transverse optimaux pour chaque instabilité

observée pour le premier mode, ce qu’il ne faudrait pas interpréter comme un résultat
contraire à l’analyse de stabilité locale de [64] prédisant un coefficient d’amplification
deux fois supérieur pour le second mode. En effet, le valeur du gain optimal ne rend
pas nécessairement compte du taux d’amplification locale. C’est une quantité globale
dans le sens où l’énergie de la réponse est intégrée en espace. Sa valeur est donc non
seulement liée à la valeur du taux d’amplification mais également à la portion de
domaine sur lequel cette amplification est effective (ce qui correspond à la largeur de
la courbe neutre à une fréquence donnée). Or, pour les fréquences et les nombres de
Reynolds considérés, la branche inférieure de la courbe neutre du second mode est
rencontrée à une abscisse plus grande que celle du premier mode [130]. La localisation
des maximums de forçage et d’énergie confirmera ce comportement (§ VI.1.3.3). Ainsi,
le fait que le second mode croisse sur des distances inférieures peut expliquer que
l’énergie contenue dans le domaine de calcul, et par conséquent la valeur du gain
optimal, soit finalement inférieure à celle du premier mode.

VI.1.3.2 Champs de forçage et réponse optimaux

Les structures spatiales des forçage et réponse optimaux associés à chacune des trois
régions réceptives sont étudiées dans cette section. À basse fréquence (fig. VI.6), le mé-
canisme de lift-up est retrouvé : le forçage optimal est composé de vortex contra-rotatifs
longitudinaux initiant le transport vertical de quantité de mouvement de l’écoulement
de base et générant ainsi une réponse formée de streaks de grande vitesse u′. Les autres
composantes de vitesse sont négligeables devant celle-ci. Les structures de forçage et
de réponse sont étendues dans la direction de l’écoulement en accord avec la théorie
locale calculée à partir sur un nombre d’onde longitudinal nul [36]. Finalement, ces ob-
servations sont similaires à celles issues de l’étude globale des perturbations optimales
en couche limite incompressible [58] : le mécanisme du lift-up se généralise très bien en
écoulement compressible. Toutefois, les streaks compressibles se distinguent au niveau
des variables thermodynamiques avec la présence d’un pic de masse volumique localisé
au dessus du pic de vitesse.

À moyenne fréquence, le forçage et la réponse apparaissent comme des ondes
obliques (fig. VI.7). En calculant le nombre d’onde α selon la méthode employée dans
la section (§ IV), l’angle Ψ entre le vecteur d’onde et la direction de l’écoulement peut
être déduit par

Ψ = tan−1
(
β

α

)
(VI.1.3)

Un angle Ψ = 72◦ est ainsi observé pour la réponse associée au gain maximum.
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Fig. VI.6 Forçage et réponse optimaux à ω = 0.002, β = 2.2. Haut : Iso-surfaces à 10% de la
composante f̃z du forçage optimal (gauche) et ũ de la réponse optimale (droite). Bas : Profils normaux
des forçage (gauche) et réponse (droite) optimaux pris à l’abscisse correspondante respectivement au
maximum de la norme du forçage et de la réponse intégré en y. Les composantes du forçage sont
normalisées par le maximum de f̃z. L’ordonnée y est mise à l’échelle par la valeur locale de l’épaisseur
de déplacement δ∗(x). La ligne pointillée noire repère le point d’inflexion généralisé dans l’écoulement
de base.
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Fig. VI.7 Forçage et réponse optimaux à ω = 0.32, β = 1.2. (Légende en figure VI.6)
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Fig. VI.8 Forçage et réponse optimaux à ω = 2.5, β = 0. Contour de la composante f̃x du forçage
optimal (haut) et ũ de la réponse optimale (milieu). La ligne pointillée noire est l’épaisseur de dé-
placement de couche limite. Bas : Profils des forçage (gauche) et réponse (droite) optimaux pris à
l’abscisse correspondante respectivement au maximum de la norme du forçage et de la réponse intégré
en y. Les composantes du forçage sont normalisées par le maximum de f̃x. La ligne pointillée noire
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supersonique M̂ = −1 est indiquée en trait noir continu. La région supersonique est localisée entre
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Cette valeur peut être comparée à l’angle de 60◦ produisant le plus grand taux d’am-
plification par un calcul de stabilité locale [64]. Ces valeurs sont en accord raisonnable,
sachant que le caractère global du gain optimal ne favorise pas uniquement les proprié-
tés locales des instabilités. L’observation des champs 3D montre que le forçage tend
à se localiser en amont tandis que la réponse se développe en aval. De plus, les iso-
surfaces du forçage sont inclinées vers l’amont de l’écoulement tandis que celles de la
réponse le sont vers l’aval, témoignant de l’action du mécanisme non-modal d’Orr. Les
profils normaux montrent que la composante transverse du forçage est la plus efficace
et génère essentiellement une vitesse longitudinale dans la réponse. En comparaison
avec les ondes TS incompressibles, cette vitesse est localisée à une distance plus éloi-
gnée de la paroi, proche du point d’inflexion généralisé. Cela tend à montrer qu’un
mécanisme non-visqueux est en action. Enfin, l’allure générale des profils obtenus est
semblable à celle obtenue par Erlebacher et Hussaini [131].

Les forçage et réponse optimaux 2D à haute fréquence sont représentés en figure
VI.8. Le nombre de Mach relatif M̂ peut être calculé à partir de la vitesse de phase
de la réponse optimale. Une région supersonique où M̂ < −1 est détectée en proche
paroi. Cette observation rejoint ainsi les considérations théoriques de Mack [64] prédi-
sant l’existence de modes supplémentaires instables sous cette condition. L’analyse des
profils révèle que toutes les quantités physiques associées à la réponse atteignent un
maximum dans cette région supersonique. La vitesse décroît notamment rapidement à
sa sortie. Le forçage optimal, composé essentiellement de sa composante longitudinale,
agit peu dans la région supersonique. Il se localise plutôt proche du point d’inflexion
généralisé où la réponse réagit également par un pic de masse volumique et l’annulation
de la vitesse u′. En somme, deux mécanismes distincts semblent cohabiter. L’un est lié
à la région supersonique de l’écoulement, où l’on peut observer une croissance des va-
riables hydrodynamiques et thermodynamiques, et semble ainsi lié au mode de Mack.
L’autre est lié au point d’inflexion généralisé et est uniquement associé aux variables
thermodynamiques. Des pics similaires de masse volumique, localisés proche du point
d’inflexion généralisé, sont également présents dans les profils de streaks (fig. VI.6) et
de premier mode (fig. VI.7). Cette propriété, qui transparaît ainsi dans chacune des
perturbations compressibles étudiées, peut également être observée dans les travaux
de Hanifi et al. [68] et de Erlebacher et Hussaini [131].

VI.1.3.3 Propriétés

Les profils de densité d’énergie de Chu des réponses optimales associées à chaque
maximum local de gain optimal sont tracés en figure (fig. VI.9). La densité de la norme
de forçage est également représentée. Le maximum de forçage associé aux ondes TS est
localisé beaucoup plus amont que celui du mode de Mack. Pour les fréquences considé-
rées, cette observation est qualitativement en accord avec la localisation des branches
inférieures des courbes neutres obtenues par Malik et Balakumar [130] pour les pre-
mier et second modes. Par ailleurs, la croissance énergétique des réponses est effective
jusqu’en sortie de domaine pour les ondes TS tandis que celle du second mode s’achève
légèrement avant. Ainsi, ces résultats tendent à retrouver que la largeur de la courbe
neutre associée aux ondes TS est plus grande que celle du second mode : les distances
sur lesquelles ces ondes sont convectivement instables seraient donc différentes, ce qui
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permet d’éclairer les différences de valeurs de gain optimal observées entre ces deux
instabilités (§ VI.1.3.1). L’analyse de ces profils pour les streaks est nécessairement dif-
férente du fait du caractère purement non-modal de cette instabilité. On peut toutefois
observer que le profil de forçage est spatialement plus étendu que pour les premier et
second modes. Cette observation peut être reliée à la non-normalité component-type
à l’origine du développement des streaks (§ I.3). Cette non-normalité n’est pas liée à
une séparation spatiale des forçage et réponse comme dans le cas de la non-normalité
streamwise, mais à une distinction entre leurs composantes. Il a en effet été montré que
les composantes dominantes du forçage apparaissent dans les directions y et z quand
celle de la réponse est dans la direction x (§ VI.6). Dès lors, il peut être plus efficace
que le forçage soutienne localement le développement de la réponse. Cette observation
peut être mise en parallèle avec la croissance non-modale du premier mode au delà
de la courbe neutre dans la couche limite à M = 2.2 étudiée dans la section IV.2.2.
Cette croissance avait été imputée au mécanisme d’Orr, lié lui aussi à la non-normalité
component-type de l’écoulement.
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Fig. VI.9 Profil de la densité de forçage (gauche) et d’énergie de Chu (droite) des forçage et réponses
optimaux associés aux maximums de gain optimal (tableau VI.2).

Afin de caractériser l’évolution spatiale des profils de réponses, on repère la hauteur
yChum (x) correspondant au maximum de densité d’énergie de Chu en chaque abscisse
(fig. VI.10). Cette hauteur est normalisée par l’épaisseur déplacement locale δ∗(x) de
l’écoulement de base dont la croissance suit δ∗ ∼

√
x (§ VI.1.2). On observe ainsi que

la croissance énergétique des réponses hérite de l’évolution spatiale de l’écoulement de
base. De plus, yChum (x) est localisé proche du point d’inflexion généralisé dont le profil
varie également selon

√
x. Ces observations dissimulent cependant la croissance du se-

cond mode de Mack au sein de la région de nombre de Mach relatif supersonique. Dans
cette zone, la densité d’énergie possède un second maximum local dont la valeur est
inférieure à celle du maximum observé proche du point d’inflexion généralisé. Le tracé
du profil yKm(x) (fig. VI.10), lié au maximum de densité d’énergie cinétique, permet de
rendre compte de la croissance énergétique dans cette région car la croissance des com-
posantes de vitesse y est localisée (fig. VI.8). Si dans un premier temps la croissance de
yKm(x) est similaire à celle du point d’inflexion généralisé, son comportement est modi-
fié à partir d’une abscisse que l’on notera x1 et dont la valeur est proche de x1 ' 83δ∗0 .
Pour x > x1, yKm(x) est alors localisé dans la région supersonique où sa variation ne
suit plus

√
x et devient même légèrement décroissante. Par ailleurs, on peut observer
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que x1 est proche de l’abscisse associée au maximum de forçage (fig. VI.9), que l’on
peut supposer proche de la branche inférieure de la courbe neutre (la forte croissance
à partir de cette abscisse du paramètre d’amplification locale γ, calculé dans la sec-
tion suivante, permet notamment d’envisager cette hypothèse). Aussi, le changement
de comportement de yKm(x) semble témoigner du seuil de l’instabilité convective du
mode de Mack. Notons enfin que la valeur de yKm(x) associée aux streaks et au premier
mode (figure non présentée) suit le même comportement que yChum (x) ∼

√
x, mais à

des valeurs inférieures dans la mesure où le pic de masse volumique observé proche du
point d’inflexion n’est plus pris en compte.
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Fig. VI.10 Gauche : Profil de la hauteur yChum (voir texte) pour chaque classe de réponse optimale,
normalisé par l’épaisseur de déplacement locale δ∗(x). Droite : Profil de la hauteur yChum et yKm associé
au second mode, normalisé par l’épaisseur de déplacement δ∗0 en x = xopt. Le profil du point d’inflexion
généralisé et la ligne M̂ = −1 sont indiqués respectivement en ligne noire pointillée et continue

VI.1.3.4 Bilan d’énergie cinétique

L’analyse du second mode peut être approfondie avec l’observation des termes phy-
siques issus d’un bilan d’énergie cinétique de la réponse optimale (§ IV.2). Une telle
analyse permet seulement d’éclairer les mécanismes de croissance des composantes de
vitesses des perturbations. Le développement du mode de Mack étant effectivement
associé à une croissance d’énergie cinétique, cette approche demeure pertinente. La
croissance des variables thermodynamiques n’est en revanche pas incluse dans cette
analyse, qui ne pourra donc pas rendre compte de la présence du pic de masse volu-
mique au niveau du point d’inflexion généralisé (fig. VI.8).

Le terme de production incompressible Pinc est dominant devant les autres termes
sources (fig. VI.11). Le champ associé est localisé dans la région d’amplification du
mode de Mack, de la paroi jusqu’au point d’inflexion généralisé, et apparaît donc
comme le mécanisme principal de la croissance des perturbations de vitesse (fig. VI.12).
Ce terme est lié au tenseur de Reynolds u′iu′j ainsi qu’au cisaillement ρ∂ui/∂xj , et est
à l’origine de l’extraction d’énergie de l’écoulement de base des instabilités hydrodyna-
miques [4]. Ainsi, bien que Pinc inclue certains effets de compressibilité de l’écoulement
de base à travers ρ, son implication majeure dans le mécanisme d’instabilité du mode
de Mack peut s’avérer surprenante dans la mesure où l’interprétation de celle-ci est
généralement basée sur des considérations acoustiques [123]. L’action du terme de
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Fig. VI.11 Profil des termes issus du bilan d’énergie cinétique (IV.2.4) intégrés dans la direction y
jusqu’à ymax. Les lignes pointillés représentent les termes incompressibles dans la production et la
dissipation totale respectivement définies par P = Pinc + Pcomp et D = Dinc + Dcomp. Ces lignes
pointillées sont presque confondues avec les courbes continues, indiquant la prédominance des termes
incompressibles.

Fig. VI.12 Termes issus du bilan d’énergie cinétique (IV.2.4) tracés pour la réponse optimale 2D
associée au second mode (ω = 2.5). Les lignes verticales indiquent les maximums des densités de
forçage et d’énergie cinétique. Le profil du point d’inflexion généralisé est tracé en ligne pointillée. Le
champ Dinc est concentré proche de la paroi.



104 Chapitre VI. Réceptivité globale 3D compressible

Fig. VI.13 Voir la légende de la figure VI.12

production compressible Pcomp, lié notamment à ρ′, aurait pu être attendue dans la
croissance de cette instabilité. Or ce terme est négligeable devant Pinc, et son effet ap-
paraît principalement le long du point d’inflexion généralisé (fig. VI.13). Les termes de
pression Π1 et Π2 ont un effet globalement stabilisant lorsque l’on considère ces quan-
tités intégrées dans la direction y (fig. VI.12). Cependant, des valeurs élevées de Π2
peuvent être atteintes localement proche de la paroi (fig. VI.13) semblant ainsi montrer
son implication dans la croissance du second mode dans la région de nombre de Mach
relatif supersonique. Le caractère compressible de l’instabilité pourrait ainsi s’exprimer
à travers ce terme dans lequel figure un couplage entre les perturbations de pression
et de vitesse. En effet, ce terme n’est pas directement un terme de production, au
sens où il ne participe à l’extraction d’énergie de l’écoulement de base mais redistribue
l’énergie au sein des perturbations. Or, en régime compressible, d’autres mécanismes
de production que ceux apparaissant dans le bilan d’énergie cinétique peuvent appa-
raître en lien avec les variables thermodynamiques. Ainsi, Π2 pourrait témoigner de la
redistribution de cette production d’énergie en énergie cinétique. La formulation d’un
bilan d’énergie de Chu permettrait d’éclairer ces résultats.
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Les effets de dissipation Dinc, localisés proche de la paroi, croissent avec le dé-
veloppement des perturbations jusqu’à contre-balancer les mécanismes de production
(fig. VI.11). La quantité Dcomp est par ailleurs négligeable. Enfin, le travail des forces
extérieures est principalement injecté au niveau du point d’inflexion généralisé mais
demeure finalement très inférieur aux sources intrinsèques.

Le paramètre d’amplification locale γ (§ IV.2.2) croît nettement à partir d’une abs-
cisse proche de celle correspondant au maximum de la densité de forçage, pour ensuite
atteindre des valeurs de l’ordre de la centaine (fig. VI.11). Les mécanismes intrinsèques
sont par conséquent prédominants dans la zone de croissance des perturbations. Par
ailleurs, les sources extrinsèques admettent un maximum dans cette zone mais de-
meurent du même ordre de grandeur (fig. VI.14). Par conséquent, la croissance de γ
est causée par l’augmentation des sources intrinsèques (plutôt que par une chute des
sources extrinsèques), et semble ainsi signaler l’apparition de l’instabilité du mode de
Mack (au sens de l’analyse locale modale).
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Fig. VI.14 Gauche : Paramètre d’amplification locale. Droite : Travail des forces extérieures (source
extrinsèque) intégré dans la direction y jusqu’à ymax. Cette figure est une mise à l’échelle de la figure
VI.11.

VI.1.3.5 Convergence en maillage

À basse fréquence, le calcul du gain optimal relatif au développement des streaks
est convergé en maillage pour une grille de calcul de 1600×81 (maillage A) (fig. VI.15).
L’indépendance du calcul vis-à-vis de la hauteur du domaine de calcul est également
assurée pour Ly = 9δ∗0 , où δ∗0 est l’épaisseur de déplacement de couche limite à l’abscisse
xopt. L’utilisation de ce maillage se révèle également suffisante pour le calcul du premier
mode. Cependant, à plus hautes fréquences, le calcul du second mode requiert une
résolution plus fine dans la direction x, les échelles de longueur impliquées dans cette
direction étant plus petites. Ainsi, une grille de calcul de 2400× 81 (maillage C) a été
utilisée pour les fréquences ω > 0.9, la continuité du calcul à cette fréquence étant par
ailleurs vérifiée avec le maillage précédent. La hauteur de domaine numérique Ly = 9δ∗0
s’avère également suffisante pour le calcul du premier et second mode.
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Fig. VI.15 Convergence en maillage du calcul de gain optimal. Gauche : Gain optimal en fonction de
β à ω = 2× 10−4. Droite : Gain optimal en fonction de la fréquence de forçage à β = 0. Nomenclature
des maillages : cf.tableau VI.3)

Maillage Nx Ny Ly
A 1600 81 9
B 1600 108 9
C 2400 81 9
D 2400 108 9
E 3200 81 9
F 1600 106 18
G 2400 106 18

Table VI.3 Nomenclature des grilles de calcul

VI.2 Réceptivité basse fréquence 3D de la SWBLI

VI.2.1 Calcul de gain optimal
Cette section s’inscrit dans la continuité de l’étude de réceptivité présentée dans

le chapitre V pour des perturbations 2D. En considérant l’écoulement de base de la
SWBLI à M = 2.20 étudié précédemment, le calcul de forçage optimal est à présent
mené pour des perturbations 3D. Seul le cas des basses fréquences (StLsep < 1) est ici
abordé, pour lesquelles l’influence du nombre d’onde β des perturbations sera étudiée.
Les instabilités convectives 3D liées à la couche de mélange et à la couche limite ne
sont donc pas considérées dans ce travail.

La gain optimal est calculé pour des nombres d’onde β ∈ [0, 3] adimensionnés par
l’épaisseur de déplacement δ∗ à l’abscisse à laquelle le choc non-visqueux atteint la
plaque (§ V.2.2). Comme dans le cas des perturbations 2D, un plateau de gain est
observé lorsque StLsep → 0 (fig. VI.16). La valeur du gain associée à ce plateau dépend
fortement du nombre d’onde et admet par ailleurs deux maximums pour β1 ' 0.2 et
β2 ' 2. De plus, la fréquence à partir de laquelle le gain optimal chute est dépendante
de β : pour les faibles nombres d’onde autour de β1, cette fréquence est observée
pour StLsep compris entre 10−3 et 10−2 (fig. VI.17) tandis qu’elle s’établit autour de
StLsep ' 10−1 pour les nombres d’onde de l’ordre de β2.
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Fig. VI.17 Gain optimal à M = 2.20 pour différents nombres d’onde β en fonction de la fréquence
de forçage exprimée par un nombre de Strouhal basé sur la longueur de recirculation.

VI.2.2 Réceptivité aux faibles nombres d’onde

La réceptivité aux nombres d’onde proches de β1 ' 0.2, dont la longueur d’onde
λ1 ' 2Lsep est de l’ordre de la longueur de recirculation, est discutée. Pour StLsep → 0,
la réponse optimale associée à β1 est localisée dans la région de recirculation (fig. VI.18)
et la composante de vitesse transverse w′ est dominante devant les autres composantes.
Par ailleurs, la structure de ce champ de vitesse est similaire à celle observée dans les
modes globaux tridimensionnelles calculés par Robinet [69] pour une SWBLI laminaire.
Cette observation, ajoutée à l’existence d’un plateau de gain pour StLsep → 0, conduit
à conjecturer que la réceptivité aux faibles nombres d’onde suit le même mécanisme
d’excitation d’un mode global stationnaire que celui présenté pour des perturbations
2D (§ V.4), le cas 2D étant du reste un cas limite. Cette interprétation devra néanmoins
être vérifiée par un calcul de stabilité globale 3D afin de relier la fréquence de coupure
à la valeur propre du mode global excité (V.4.1). Ce volet d’étude n’a pour le moment
pas été abordée dans le présent travail.
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Fig. VI.18 Partie réelle de la composante f ′z du forçage optimal (haut) et de w′ de la réponse optimale
(bas) pour β = 0.18 et StLsep = 3× 10−4. La ligne sonique de l’écoulement de base M = 1 et la bulle
de recirculation sont respectivement indiqués en ligne noire continue et pointillée

Le résultat du calcul de gain optimal permet toutefois d’envisager deux résultats
de stabilité globale. Tout d’abord, il semble que l’écoulement de base considéré soit
bien globalement stable vis-à-vis de perturbations 3D. En effet, s’il existait un nombre
d’onde β associé à un mode globalement instable, alors la continuité du taux d’ampli-
fication vis à vis du nombre d’onde impliquerait l’existence de modes neutres. Or, dans
un tel cas, le calcul du gain optimal ne serait plus défini du fait de la présence de termes
1/(λ − ω) dans la matrice résolvante 2 [59]. Le calcul du gain optimal n’ayant pas ré-
vélé de comportement divergeant (fig. VI.17), les modes 3D semblent ainsi globalement
stables.

De plus, en supposant que la réceptivité soit effectivement réalisée par l’excitation
d’un mode global stable comme dans le cas de perturbations 2D, alors l’estimation de
la fréquence de coupure associée à chaque nombre d’onde permet d’appréhender qua-
litativement le taux d’atténuation des modes globaux 3D. Le plateau de gain chutant
à des fréquences inférieures pour β = 0.25 que pour β = 0 et β = 0.5 (fig. VI.17),
la fréquence de coupure semble donc admettre un minimum entre β = 0 et β = 0.5.
D’après l’équation (V.4.1), un tel minimum serait associé au mode global le moins
stable qui, d’après ce raisonnement, serait donc tridimensionnel. Un tel résultat serait
en accord avec les observations de Robinet [69].

VI.2.3 Réceptivité à plus grand nombre d’onde

Le maximum de gain optimal, calculé pour β2 ' 2, est associé à un mécanisme de
réceptivité distinct de l’excitation de mode global présenté précédemment. Le forçage
optimal se présente sous forme de rouleaux longitudinaux contra-rotatifs et génère

2. Avec λ et ω respectivement les valeurs propres des modes globaux et la fréquence de forçage
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une réponse optimale composée streaks (fig. VI.19). Les profils sont similaires à ceux
observés dans la couche limite à M = 4.5 (fig. VI.6), le pic de masse volumique étant
toutefois plus modéré du fait de la valeur inférieure du nombre de Mach. C’est donc le
mécanisme non-modal du lift-up, associé à la couche limite, qui favorise la réceptivité
basse fréquence à ces nombres d’ondes. La longueur d’onde de ces perturbations est
d’ailleurs de l’ordre de l’échelle de couche limite (λ2 ' 3δ∗), et le nombre d’onde
optimal β2 est très proche de celui observé pour la couche limite M = 4.5 (§ VI.1.3.1).
Dans le cas de la SWBLI, les champs de forçage et de réponse sont distinctement
séparés, respectivement dans la couche limite en amont et en aval de la région de
recirculation (fig. VI.20). Pour ces nombres d’ondes, et contrairement aux faibles β, la
bulle de recirculation ne réagit donc pas aux basses fréquences. À première vue, cela
semble exclure une quelconque implication de ces perturbations dans l’instationnarité
basse fréquence du système choc de séparation/bulle de recirculation, la fréquence de
coupure associée à la chute du plateau de gain pouvant par ailleurs être estimée à
StLsep ' 0.1 > 0.03. Néanmoins, l’analyse de la croissance de streaks peut s’avérer
pertinente si l’on considère son rôle potentiel dans la transition à la turbulence du
système dans la mesure où, d’après Sandham et al. [113], une transition turbulente en
aval de la zone de recirculation est susceptible de fournir le forçage basse fréquence
impliqué dans l’instationnarité à StLsep = 0.03.

Fig. VI.19 Partie réelle de la composante f ′z du forçage optimal (haut) et de u′ de la réponse optimale
(bas) pour β = 2 et StLsep = 3× 10−4.
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Fig. VI.20 Profil des densités de forçage et d’énergie de Chu à β = 2 et StLsep = 3× 10−4. Les lignes
verticales pointillées délimitent la bulle de recirculation.



Conclusion

La dynamique linéaire d’écoulements compressibles pariétaux a été étudiée par une
approche de gain optimal, dont le calcul est associé à la matrice résolvante globale.
Cette méthode permet d’appréhender la croissance non-modale de perturbations et
est ainsi particulièrement adaptée à l’analyse d’écoulements amplificateurs sélectifs de
bruit, dans lesquels de forts effets de non-normalité à la fois streamwise et component-
type sont observés. Le calcul du gain optimal permet alors de mettre en évidence les
plages de fréquences auxquelles les perturbations sont amplifiées. L’observation des
champs de forçages optimaux associés indique par ailleurs les régions réceptives de
l’écoulement tandis que la croissance spatiale des perturbations, advectées vers l’aval,
est observée à travers les champs de réponses optimales.

Le calcul de la matrice résolvante globale requiert d’expliciter la matrice jacobienne
des équations de Navier-Stokes compressibles. La méthode numérique développée par
Mettot [59] pour le calcul de perturbations globales 2D, basée sur la "discrétisation-
puis-linéarisation" des équations non-linéaires, a été adoptée. Afin d’autoriser l’analyse
à la fois des instabilités 3D favorisées en régime compressible et de la croissance non-
modale 3D de streaks en écoulements pariétaux, une extension de cette approche a été
proposée pour le calcul de perturbations globales 3D dans les écoulements de base 2D.
Cette méthode s’appuie sur la décomposition des perturbations en modes de Fourier
dans la direction transverse à l’écoulement. L’adaptation de la méthode 2D initiale
n’est alors pas immédiate car la direction de Fourier nécessite un traitement spéci-
fique, si bien qu’une approche basée sur la décomposition de la matrice jacobienne a
été développée. Son implémentation numérique à partir du code de calcul 2D apparaît
finalement aisée et son utilisation demeure abordable en termes de ressources numé-
riques. Il a par ailleurs été remarqué qu’un code de calcul de stabilité locale temporelle
pouvait être développé à partir de la méthode de calcul globale en traitant la direction
de l’écoulement comme homogène et en y appliquant le principe de décomposition de la
matrice jacobienne. La validation des méthodes numériques a été réalisée sur la couche
limite de Blasius puis sur une couche limite compressible.

Les résultats issus du calcul de résolvant global ont été mis en relation avec les
courbes neutres d’écoulements amplificateurs de bruit. Comme observé par Sipp et
Marquet [57], la localisation des maximums de densité de forçage et d’énergie ciné-
tique associés aux forçages et réponses optimaux globaux permet, en couche limite
incompressible, de retrouver les branches inférieures et supérieures de la courbe neutre
de l’écoulement. Ce résultat n’a cependant pas été observé en couche limite compres-
sible à M = 2.2. Dans ce cas, le forçage optimal se répartit de façon plus étendue
dans l’écoulement et soutient localement la croissance de la réponse au delà même
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de la branche supérieure. Afin de comprendre le rôle des mécanismes intrinsèques et
extrinsèques liés au développement de ces perturbations, le paramètre d’amplification
locale défini par Sipp et Marquet [57] a été étendu aux écoulements compressibles.
Sa construction est basée sur la formulation préalable d’un bilan d’énergie cinétique
permettant de distinguer les différentes sources impliquées dans la croissance des per-
turbations. Ainsi, il a été observé que le développement des perturbations au delà de
la branche supérieure était lié à l’action d’un mécanisme intrinsèque, nécessairement
non-modal, et activé par le soutien local du champ de forçage. En effet, en l’absence
de forçage dans cette région, un calcul complémentaire a montré la décroissance spa-
tiale des perturbations dans cette région. Ce calcul, mené en restreignant le champ
de forçage en amont de l’écoulement, a par ailleurs révélé un excellent accord entre la
localisation du maximum de densité d’énergie de Chu et la branche supérieure expé-
rimentale de Laufer et Vrebalovich [16]. La localisation du minimum de cette densité
d’énergie s’établit proche de la branche inférieure, mais un écart est observé.

Par la suite, la dynamique linéaire 2D d’un écoulement d’interaction choc/couche
limite laminaire a été considérée par une étude paramétrique en nombre de Mach d’un
calcul de réponse optimale. Différents écoulements de base ont ainsi été calculés entre
M = 2 et M = 2.3. Sous l’effet du choc incident, une zone de recirculation apparaît à
partir de M = 2.05, la longueur de séparation associée croissant alors avec le nombre
de Mach. Pour chaque écoulement considéré, un pic de gain optimal est détecté au-
tour de Stδ∗ ' 0.2 − 0.3 et correspond principalement au développement d’ondes de
Tollmien-Schlichting dans la couche limite en aval de la région d’interaction. Pour les
écoulements présentant une longueur de séparation suffisante (Lsep & 40δ∗), un second
pic de gain optimal est observé proche de StLsep ' 8. Les réponses optimales associées
se développent au dessus de la zone de recirculation, le long du point d’inflexion géné-
ralisé, et correspondent à une instabilité de couche de mélange de Kelvin-Helmholtz.
La croissance de ces perturbations est par ailleurs responsable de l’émission d’ondes
acoustiques dans l’écoulement libre en aval de l’onde de détente de l’écoulement de
base, en accord avec Guiho et al. [114]. Enfin, un calcul de réceptivité aux basses fré-
quences a permis de mettre en évidence le caractère passe-bas de cet écoulement [111].
Ce comportement a pu être relié à la résonance du mode global le moins stable ob-
tenu par un calcul de stabilité, dont le taux d’atténuation fixe la fréquence de coupure
d’un filtre passe-bas d’ordre 1 permettant de modéliser la courbe de gain optimal. La
structure de ce mode est localisée autour de la zone de recirculation et est associée à
une perturbation dans le choc de séparation. Ces résultats laissent entrevoir que les
mécanismes de réceptivité linéaire pourrait favoriser l’instationnarité basse fréquence
connue dans ce système [73], bien qu’ils ne soient certainement pas décisifs [112].

La méthode de calcul de perturbations globales 3D a été utilisée pour étudier la
réceptivité d’une couche limite à M = 4.5. Le gain optimal ainsi calculé présente
des maximums locaux dans trois régions de l’espace fréquence-nombre d’onde trans-
verse. Aux basses fréquences, les réponses optimales sont associées au développement
de streaks. La structure du forçage optimal, composée de rouleaux longitudinaux, in-
dique l’action du mécanisme de lift-up résultant de la non-normalité component-wise de
l’écoulement. À moyenne fréquence, le premier mode de couche limite apparaît comme
une onde oblique, en accord avec Mack [64], et sa croissance semble tirer profit du mé-
canisme d’Orr. À haute fréquence, le mode de Mack bidimensionnel a été identifié et
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mis en relation avec l’existence d’une région de nombre de Mach relatif supersonique en
proche paroi, dans laquelle les perturbations hydrodynamiques se développent. L’ob-
servation des termes sources du bilan d’énergie cinétique associé à cette perturbation a
révélé la prédominance du terme de production lié au tenseur de Reynolds, responsable
du développement des instabilités incompressibles. Le terme de production purement
compressible, lié à ρ′u′i, apparaît négligeable devant lui. Enfin, le terme de diffusion
par pression atteint des valeurs élevées en proche paroi mais son action globale semble
stabilisante.

Finalement, l’étude de réceptivité aux basses fréquences de l’interaction choc/couche
limite a été complétée par un calcul de perturbations 3D. Pour les perturbations dont
la longueur d’onde transverse est au moins de l’ordre de la longueur de recirculation,
la résonance d’un mode globalement stable similaire au cas 2D semble être observée.
Cette conjecture doit cependant être vérifiée par une analyse de stabilité globale à par-
tir de laquelle le taux d’atténuation du mode le moins stable permettra de comparer le
modèle de filtre passe-bas avec les résultats de gain optimal. Lorsque la longueur d’onde
transverse des perturbations est de l’ordre de l’échelle de couche limite, la réponse op-
timale est composée de streaks en croissance en aval de la région d’interaction. Aucun
lien direct avec l’instationnarité basse fréquence observée expérimentalement [73] ne
semble donc exister à ces échelles.

Perspectives

Dans ce manuscrit, les champs de forçage ont été restreints aux composantes de
quantités de mouvement. Ce cadre permet de simplifier l’interprétation du forçage op-
timal obtenu et permet d’utiliser directement la norme L2 du vecteur de forçage dans
la définition du gain optimal, dans la mesure où celle-ci se présente comme une somme
de grandeurs physiques de même dimension. Il serait néanmoins pertinent d’inclure
les termes de forçage liés aux équations de continuité et d’énergie dans le calcul du
gain optimal. La définition d’une norme de forçage homogène devra alors être formu-
lée par l’intermédiaire d’une matrice définie positive. Ainsi, cette approche permet-
trait d’étudier des forçages de différentes natures. Il peut être noté que, dans le cas
des écoulements compressibles, le forçage de l’équation de continuité ne s’apparente
pas nécessairement à une injection de masse et pourra rendre compte d’un forçage
acoustique. L’orthonormalité de la base des forçages optimaux (au sens des vecteurs
singuliers à droite de la matrice résolvante globale [57]) permettrait d’étudier la ré-
ponse d’un l’écoulement soumis à un forçage imposé a priori. Un nombre limité de ces
vecteurs, et de leur réponse associée, semble par ailleurs nécessaire pour décrire la dy-
namique linéaire d’un écoulement, constituant ainsi un modèle réduit du système (voir
Dergham et al. [132] pour l’étude d’un forçage stochastique en régime incompressible).
Dès lors, il serait possible de distinguer la dynamique linéaire des perturbations sou-
mises à différents types de champs de forçage (acoustiques, fluctuations de vitesses ou
de température présentes dans la turbulence ambiante) par projection de ces champs
sur une base réduite de forçages optimaux. Dans une optique de compréhension fon-
damentale des mécanismes de réceptivité, une telle approche permettrait par exemple
d’analyser l’influence de l’angle d’impact d’une onde acoustique sur le développement
de perturbations ainsi forcées [130]. Par ailleurs, la distinction entre les rôles joués par
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différents types de forçage sur la croissance des perturbations, pour lesquelles les mé-
canismes non-modaux et 3D seraient ici inclus, offrirait un outil pertinent dans l’étude
des routes de transition à la turbulence. Enfin, l’approche de modèle réduit permettrait
d’envisager des calculs de quantification des incertitudes d’écoulements réalistes. Les
paramètres incertains en entrée du modèle pourraient alors porter sur la nature des
champs de forçage et, dans une optique différente ou complémentaire, sur les propriétés
de l’écoulement de base (nombre de Mach, angle d’attaque d’un profil d’aile, rugosité
à la paroi).

Par ailleurs, le développement d’une méthode d’analyse de Floquet permettrait
d’appréhender la stabilité d’écoulements périodiques résultant typiquement d’une pre-
mière bifurcation de Hopf et constituant ainsi un outil d’étude des instabilités secon-
daires. Par exemple, le cycle limite apparaissant dans l’écoulement autour d’un cylindre
suite à l’instabilité globale à Re = 47 se déstabilise à son tour à Re = 188 selon un
mode oblique [97]. La méthode de calcul de la matrice jacobienne de perturbations 3D
présentée dans ce manuscrit pourrait être étendue à l’analyse de ces instabilités. Néan-
moins, il doit être noté que cette approche n’est probablement pas la plus efficace. En
effet, l’analyse de Floquet requerrait une évaluation successive de la matrice jacobienne
afin de construire l’application de Poincaré [97]. Or, la méthode de calcul de la matrice
jacobienne par "discrétisation-puis-linéarisation" est plus coûteuse en temps de cal-
cul que la méthode "linéarisation-puis-discrétisation". Cette différence de performance
apparaît négligeable lorsqu’une unique évaluation de cette matrice est demandée (sta-
bilité globale, calcul de résolvant) mais risque de devenir importante dans le cas d’une
analyse de Floquet. Si elle n’est pas la plus efficace, cette approche demeure tout de
même abordable dans la mesure où, par exemple, une trentaine d’itérations ont été
nécessaires à Barkley et Henderson [97].

Enfin, le calcul de la matrice hessienne par différences finies proposé par Mettot
[59] mériterait d’être étendue aux perturbations 3D. La méthode de décomposition
des flux (§ II.3.1) semble pouvoir s’appliquer d’une manière similaire au calcul de la
matrice jacobienne par différences finies présenté dans ce manuscrit. Ainsi, cette ap-
proche ouvrirait la voie au contrôle passif de perturbations 3D dans les écoulements
oscillateurs ou amplificateurs de bruit compressibles. Cette approche paraît spéciale-
ment pertinente en régime compressible où les perturbations 3D peuvent être les plus
dangereuses (premier mode de couche limite). Le contrôle relatif au développement
de streaks compressibles pourrait également être étudié. Dans l’optique du contrôle
des écoulements industriels, l’adaptation de la méthode aux maillages non-structurés,
permettant d’aborder des géométries complexes, serait également à développer. Enfin,
l’accès à la matrice hessienne rendrait possible une analyse faiblement non linéaire.
Une telle approche pourrait s’avérer intéressante pour l’étude de l’instationnarité basse
fréquence de l’interaction choc/couche limite où les effets linéaires seuls paraissent in-
suffisants pour décrire le phénomène. Dans ce cas, une approche faiblement non linéaire
dans laquelle l’amplitude du forçage serait un petit paramètre [44] offrirait un cadre
d’étude pertinent étant donné par ailleurs que ce système ne paraît pas gouverné par
une dynamique intrinsèque d’écoulement oscillateur, mais semble plutôt réagir à l’ac-
tion d’un forçage extérieur [111] et s’avérer sensible à son amplitude [112].



Annexe A
Norme de Chu en variables conser-
vatives

Selon George et Sujith [133], l’énergie dite de Chu [134] est la norme énergétique
la plus adaptée à l’étude des perturbations linéaires en écoulements compressibles.
Elle a également été réintroduite dans d’autres travaux [68, 90, 128] afin d’aborder
la croissance non-modale dans une couche limite compressible par analyse locale. Elle
contient l’énergie cinétique des perturbations ainsi qu’une énergie liée aux variables
thermodynamiques ρ′ et T ′. En cela, l’énergie de Chu est nécessairement supérieure ou
égale à l’énergie cinétique. On donne dans cette annexe la formulation de la matrice
norme QChu en variables conservatives telle que EChu =

∫
V q′∗QChuq′, dérivée à partir

de l’expression

EChu = 1
2

∫
V

(
ρ|u′|2 + T

ργM2 (ρ′)2 + ρ

(γ − 1)γM2T
(T ′)2

)
dΩ (A.0.1)

On rappelle que l’adimensionnement utilisé est celui présenté dans la section II.1.1,
duquel les perturbations héritent. Les variables primitives peuvent être traduites en
variables conservatives selon les relations suivantes

u′i = 1
ρ

((ρui)′ − uiρ′) (A.0.2)

T ′ = (γ − 1)γM2

ρ

(
(1
2 |u|

2 − e)ρ′ − ui(ρui)′ + (ρE)′
)

(A.0.3)

On pose alors

a1 = (γ − 1)γM2ρ

T
(A.0.4)

a2 =
(1

2 |u|
2 − e)
ρ

(A.0.5)

La matrice QChu est ensuite recherchée sous forme symétrique. Après un calcul
d’identification de coefficients, la matrice QChu peut finalement être formulée comme
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QChu = 1
2dΩ



|u|2
ρ + T

ργM2 + a1a
2
2 −u(1+a1a2)

ρ −v(1+a1a2)
ρ 0 a1a2

ρ

−u(1+a1a2)
ρ

1
ρ + u2a1

ρ2
uva1
ρ2 0 −ua1

ρ2

−v(1+a1a2)
ρ

uva1
ρ2

1
ρ + v2a1

ρ2 0 −va1
ρ2

0 0 0 1
ρ 0

a1a2
ρ −ua1

ρ2 −va1
ρ2 0 a1

ρ2



(A.0.6)

Numériquement, l’intégration de l’énergie sur le volume V est ensuite réalisée à
l’ordre 1. Cela revient à utiliser l’expression continue de la matrice QChu comme bloc
d’une matrice diagonale par bloc en prenant soin de calculer localement dΩi,j et les
variables associées au champ de base pour chaque volume élémentaire.



Annexe B

Détails de l’approche 3D

B.1 Décomposition des flux

Comme exposé dans la section II.3.1, la matrice jacobienne des perturbations 3D
peut être obtenue en décomposant les flux de Navier-Stokes selon qu’ils contiennent
ou non des termes en ∂

∂z . En conservant les notations mises en place dans cette même
section, la formulation de ces flux est ici explicitée.

F = F′ − Fνz

F =



ρu

ρu2 + p− 1
Reτxx

ρuv − 1
Reτxy

ρuw − 1
Reτxz

u(ρE + p)− 1
Re [uτxx + vτxy + wτxz]− κ

PrRe(γ−1)M2
∞

∂T
∂x



F′ =



ρu

ρu2 + p− µ
Re(

4
3
∂u
∂x −

2
3
∂v
∂y )

ρuv − µ
Re(

∂u
∂y + ∂v

∂x)

ρuw − µ
Re

∂w
∂x

u(ρE + p)− µ
Re

[
u(4

3
∂u
∂x −

2
3
∂v
∂y ) + v µ

Re(
∂u
∂y + ∂v

∂x) + w µ
Re

∂w
∂x

]
− κ

PrRe(γ−1)M2
∞

∂T
∂x


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Fνz =



0
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

G = G′ −Gνz

G =



ρv
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
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
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

0

0

−2
3
µ
Re

∂w
∂z

µ
Re

∂v
∂z

µ
Re

[
−2

3v
∂w
∂z + w ∂v

∂z

]





B.2. Calcul de J ′νz : modifications des flux F̂νz, Ĝνz et Ĥνz 119

H = H′ −Hνz

H =



ρw

ρuw − 1
Reτzx
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ρw2 + p− 1
Reτzz
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PrRe(γ−1)M2
∞

∂T
∂z
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H′ =
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B.2 Calcul de J ′νz : modifications des flux F̂νz, Ĝνz et Ĥνz
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Sujet : Stabilité et perturbations optimales globales d’écoulements
compressibles pariétaux

Résumé : Une méthode de calcul de forçage optimal a été employée afin d’analyser le caractère amplifi-
cateur sélectif de bruit d’écoulements compressibles pariétaux. Une telle approche inclut la prise en compte
de croissances non-modales induites par la non-normalité des équations de Navier-Stokes linéarisées. La
méthode numérique repose sur le calcul de la matrice résolvante globale et la résolution d’un problème
aux valeurs propres associé à un problème d’optimisation. Les densités d’énergie des forçages et réponses
optimaux calculés pour une couche limite supersonique ont pu être reliés à la courbe neutre expérimentale
obtenue par Laufer et Vrebalovich, à condition de contraindre la localisation du forçage en amont de la
branche inférieure. Par la suite, une étude paramétrique en nombre de Mach de la réceptivité 2D d’une
interaction choc/couche limite laminaire a permis de caractériser le développement d’instabilités convec-
tives de Kelvin-Helmholtz et Tollmien-Schlichting (TS) à haute fréquence. La réceptivité basse fréquence
de ce système a été mise en relation avec la résonance d’un mode global stable. Par ailleurs, une extension
de la méthode numérique 2D a été proposée pour le calcul de perturbations 3D. Son application au calcul
du forçage optimal d’une couche limite à M=4.5 a permis de mettre en évidence la croissance non-modale
3D de streaks ainsi que le développement d’ondes TS obliques dont la croissance, en régime compressible,
est favorisée par rapport à celle des ondes 2D. Cette étude a également permis d’observer la croissance du
mode de Mack à plus haute fréquence.

Mots clés : Stabilité, Résolvant global, Forçage optimal, Problème aux valeurs propres,
Couche limite, Écoulements compressibles

Subject : Stability and global optimal perturbations of parietal
compressible flows

Abstract : Parietal compressible flows have been studied by means of optimal forcing computations in
order to characterize the noise amplifier nature of these flows. This approach is able to take into account
the non-modal growth of linear perturbations induced by the non-normality of the linearized Navier-Stokes
equations. The numerical strategy is based on the computation of the global resolvent matrix and an ei-
genvalue problem stemming from an optimization problem. Optimal forcing and response energy densities
of a supersonic boundary layer have been linked to the experimental neutral curve obtained by Laufer et
Vrebalovich, provided that the forcing localization is constrained upstream from the lower branch. After-
wards, a parametric study with respect to the Mach number of the 2D receptivity of the laminar shock
wave/boundary layer interaction flow has allowed to analyze the growth of Kelvin-Helmholtz and Tollmien-
Schlichting instabilities (TS) occurring at high frequencies. At low frequencies, the receptivity of the system
has been linked to the resonance of a stable global mode. Furthermore, the 2D numerical method has been
extended to allow the computation of 3D perturbations. This approach has been applied to a supersonic
boundary layer flow at M=4.5 in which the 3D non-modal growth of streaks has been identified, as well
as the development of oblique TS waves, whose growth is larger than the one associated to 2D waves in
compressible regime. This study has also allowed to detect the growth of Mack mode at higher frequencies.

Keywords : Stability, Global resolvent, Optimal forcing, Eigenvalue problem, Boundary
layer, Compressible flows


