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Abstract

In this thesis, we have attempted to contribute to the optimization of dynamical problems with
delay in state space.

We are specifically interested in the viewpoint of Pontryagin who outlined in his book published
in 1962 the necessary conditions required for solving such problems. In his work published in 1972,
Warga catalogued the possible solutions. Li and al. analyzed the case of periodic control.

We will treat an optimal control problem governed by a Delay Functional Differential Equation.
Our method is close to the one of P. Michel on dynamical system governed by Ordinary Differential
Equations. The main problem ariving out in this approach is the use of the resolvent of the Delay
Functional Differential Equation. We also consider Euler-Lagrange condition in the framework of
variational problems with delay.

Keywords : Optimal control, Pontryagin principle, Delay Functional Differential Equations,
variational calculus with delay.

Résumé

L’objectif de cette these est de contribuer a I'optimisation de problemes dynamiques en présence
de retard. Le point de vue qui nous intéressera est celui de Pontryagin qui dans son ouvrage publié
en 1962 a donné les conditions nécessaires d’existence de solutions pour ce type de probleme. Warga
dans son ouvrage publié en 1972 a fait un catalogue des solutions possible, Li et al. ont étudié le cas
de contrdle périodique. Notre méthode de démonstration est directement inspirée de la démonstration
de P. Michel du cas des systémes gouvernés par des équations différentielles ordinaires. La principale
difficulté pour cet approche est 'utilisation de la résolvante de I’équation différentielle fonctionnelle
linéarisée de 1’équation différentielle fonctionnelle d’évolution qui gouverne le systeme.

Nous traitons aussi de condition d’Euler-Lagrange dans le cadre d’un probleme de calcul varia-
tionnel avec retard.

Mots-clés : Controle optimal, principe de Pontryagin, Equation différentielle fonctionnelle avec
retard, calcul des variations avec retard.
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Introduction

L’objectif de cette these est de contribuer a I'optimisation de problemes dynamiques en présence
de retard. C’est-a-dire qu’a chaque date t, non seulement la valeur de la fonction inconnue en ¢, x(t),
intervient mais aussi toutes les valeurs z(s), quand s € [t — r, ], interviennent.
Le point de vue qui nous intéréssera est celui de Pontryagin [47] qui dans son ouvrage édité en 1962
a donné les conditions nécessaires d’existence de solutions pour ce type de probleme. Warga [51]
dans son ouvrage édité en 1972 a fait un catalogue des solutions possible, Li et al. [39] ont étudié
le cas de controle périodique. Seront traités : un probléme de contréle optimal gouverné par une
équation différentielle fonctionnelle (une classe d’équation différentielle a retard) du point de vue des
conditions nécessaires d’optimalité sous forme d’un principe de Pontryagin et un probleme de
calcul des variations, la aussi du point de vue des conditions nécessaires d’optimalité sous forme
d’équation d’Euler-Lagrange.

Dans la théorie des équations différentielles ordinaires et dans la théorie du calcul des variations,
il existe deux cadres basiques couramment utilisés :

1. le cadre ou les fonctions inconnues sont continiiment dérivables.
2. le cadre ou les fonctions inconnues sont absolument continues.
Les hypotheses de base pour ces deux cadres sont différentes :

1. champs de vecteurs et/ou intégrandes continus avec des conditions de Fréchet-différentiabilité
partielle pour le premier cadre

2. champs de vecteurs et/ou intégrandes Lebesgue-mesurables avec des conditions de Lebesgue-
intégrabilité partielles (Caratheodory) pour le second ordre.

Dans la théorie du controle optimal des problemes gouvernés par des équations différentielles
ordinaires, il existe aussi deux cadres basiques couramment utilisés :

1. les fonctions d’état sont contintiment dérivables par morceaux (continues) et les fonctions de
contrdle sont continues par morceaux.

2. Les fonctions d’état sont absolument continues et les fonctions de contrdle sont Lebesgue-
mesurable bornées.

Les hypothéses de base pour ces deux cadres sont différentes :

1. champs de vecteurs et intégrandes continues partiellement Fréchet-différentiable par rapport
a la variable d’état.

2. champs de vecteurs et intégrandes Lebesgue-mesurables avec des conditions de Lebesgue-
intégrabilité partielles.

Pour le contrdle optimal des systémes gouvernés par des équations différentielles fonctionnelles, le
second cadre (absolument continue) est traité notamment par H. T. Banks [6], [7] qui utilise une
méthode qui est proche de celle de Hale et Verduyn Lunel mais il change la notion de solution;

9
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il utilise les fonctions absolument continues qui satisfont ’équation Lebesgue presque partout et la
fonction initiale est uniquement & variation bornée.

Ici nous traitons du premier cadre, celui des fonctions d’état contintiment dérivables par morceaux
et des fonctions continues par morceaux. Notre méthode de démonstration est directement inspirée
de la démonstration de P. Michel [43] du cas des systémes gouvernés par des équations différentielles
ordinaires. La principale difficulté pour cet approche est I'utilisation de la résolvante de I’équation
différentielle fonctionnelle linéarisée de I'équation différentielle fonctionnelle d’évolution qui
gouverne le systeme.

Naito [15] et Hino [32] se sont intéressés au cas d’équations différentielles fonctionnelles retardées
avec un retard infini et Adimy [1] qui traite d’équation différentielle fonctionnelle autonome par des
techniques de semi-groupes.

Elsgolc [24] a initié un calcul des variations pour les systémes a retard et une théorie du controle
optimal de systémes gouvernés par des équations différentielles & retard, apres lui Hughes [33] et
Sabbagh [50] ont aussi travaillé sur ces sujets. Blot et Ayachi [5] ont développé des méthodes fonc-
tionnelles et variationnelles pour 'existence des solutions presque-périodiques des équations différen-
tielles ordinaires a retard, puis Ayachi [1] a développé des méthodes variationnelles pour la résolution
d’équations différentielles fonctionnelles du second ordre avec un retard infini.

Pour I'étude de I’équation différentielle linéaire appelée "équation adjointe" nous nous sommes
inspirés du travail de McClamroch [12].

Maintenant nous décrivons le contenu de chacun des chapitres.

Le chapitre 1 contient tout d’abord la description des espaces fonctionnels qui seront utilisés :
espaces de fonctions continues, de fonctions bornées et continues a gauche, de fonctions bornées et
continues a droite, de fonctions réglées, de fonctions Riemann-intégrables, de fonctions Lebesgue-
intégrables, de fonctions continues par morceaux, de fonctions continiment dérivables par morceaux,
de fonctions & variations bornées.

Il contient un rappel sur les différents énoncés du théoreme de point fixe de Schauder.

Il contient des énoncés sur des passages a la limite a gauche ou a droite pour des fonctions définies
par des intégrales et des résultats sur les dérivations a gauche ou a droite de fonctions définies par
des intégrales.

Il contient un développement utile sur la fonction a variation bornée a parametre qui représente des
opérateurs linéaires continus non autonomes jouant un réle crucial dans les questions de résolution
d’équations différentielles fonctionnelles qui nous intéresseront.

Le chapitre 2 contient des rappels sur les résultats de base de la théorie des équations diffé-
rentielles fonctionnelles : existence et unicité des solutions des problemes de Cauchy, solutions non
prolongeables. Par rapport au livre de Hale et Verduyn Lunel [29], nous avons seulement précisé
quelques points de démonstration et précisé certaines hypotheses.

Dans le chapitre 3 nous traitons des équations différentielles fonctionnelles linéaires non auto-
nomes. Dans un premier temps, en utilisant le théoréme de représentation de Riesz du dual d’un
espace de fonctions continues par des intégrales de Lebesgue-Stieltjes via des fonctions a variations
bornées, nous décrivons le plus possible les propriétés de la matrice a variation bornée qui représente
le champ de vecteurs linéaires en utilisant comme seule hypothése la continuité du champ
de vecteurs.

Pour la construction de la résolvante d’une équation différentielle fonctionnelle linéaire, nous

TABLE DES MATIERES 10
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utilisons (comme Hale et Verduyn Lunel) la résolution d’une équation intégrale, mais sur un espace
fonctionnel différent de celui utilisé par Hale et Verduyn Lunel.

La description précise des propriétés de la matrice a variation bornée qui représente le champ
de vecteurs permet de décrire et de justifier les propriétés des différents termes de la formule de la
résolvante. Ceci permet de démontrer rigoureusement la formule (usuelle) de la résolvante et d’établir
une liste précise de ses propriétés dans le cadre des solutions continiiment différentiables sans autre
hypothése que la continuité du champ de vecteurs.

Nous préciserons aussi les propriétés de I’équation différentielle fonctionnelle linéaire appelée
"équation adjointe".

Dans le chapitre 4 nous traitons d’équations différentielles fonctionnelles retardées non auto-
nomes. Le controle du systéme dynamique est ici une application continue par morceaux, cela entraine
des discontinuités en nombre fini dans le comportement du systeme dynamique. En nous appuyant
sur les résultats du chapitre 2, nous énoncons les résultats d’existence et d’unicité locales de solution
du probleme de Cauchy, puis a I’aide du chapitre 3 en utilisant une forme adaptée du théoreme de
représentation de Riesz nous décrivons les propriétés de la matrice a variation bornée en utilisant
comme hypothese la continuité par morceaux du champs de vecteurs. Nous établissons une liste des
propriétés de la formule de la résolvante dans le cadre des solutions contintiment différentiables par
morceaux. Enfin nous étendons au cas continu par morceaux les propriétés de I’équation fonctionnelle
linéaire appelée "équation adjointe" explicitée dans le chapitre 4.

Dans le chapitre 5 nous établissons un principe de Pontryagin pour un probleme de controle
optimal, avec un critere de Mayer, d’un systéme gouverné par une équation différentielle fonctionnelle.
La démonstration donnée ici est une adaptation de la démonstration réalisée par P. Michel dans le
cas des systémes gouvernés par des équations différentielles ordinaires. Cette méthode consiste a se
ramener a des problemes d’optimisation statique en dimension finie. Une fois fixé un échantillon fini
de dates, les seules inconnues sont la largeur des "aiguilles" de la variable de controle; ces aiguilles
étant des variations autour de la fonction de controle optimal. La principale difficulté conceptuelle et
technique pour cette généralisation est le statut de la fonction adjointe (le multiplicateur dynamique).
On obtient que le contrdle optimal maximise le hamiltonien, a chaque date, parmi toutes les valeurs
possibles du contrdle. Pour ’équation dite adjointe, le hamiltonien n’apparait pas. C’est la matrice
a variation bornée a parameétre qui représente la différentielle partielle du champ de vecteurs
(par rapport a la variable d’état retardée) qui permet de formuler cette équation adjointe. L’équation
adjointe formulée ressemble a celle de Banks [7] et présente des analogies avec celle formulée par
Colonius [22] pour les problémes périodiques des systémes gouvernés par des équations différentielles
fonctionnelles. Banks et Colonius travaillent dans un cadre de fonctions d’état absolument continues
et de fonctions de controle Lebesgue-mesurables bornées.

Dans le chapitre 6 nous établissons une équation que nous qualifions d’Euler-Lagrange pour un
probléme de Calcul des variations avec un critére sous forme intégrale ou la fonction inconnue apparait
avec le retard sur un segment. Les fonctions inconnues sont continiiment dérivables. Comme dans
le cadre usuel du Calcul des variations, en utilisant les opérateurs de Nemytskii (encore appelés
opérateurs de superposition) on peut traduire le fait qu'une fonction est un point critique de la
fonctionnelle-critere par une condition, sous forme intégrale, qui utilise les différentielles partielles
de l'intégrande du critere. La difficulté est alors de traduire cette condition en une formule valable a
chaque date, sans intégrale. Pour réaliser ceci, c’est la fonction a variation bornée a parameétre,
qui représente la différentielle partielle de I'intégrande du critére par rapport a la position (retardée),

Mamadou Ibrahima Koné 11
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qui va jouer le réle essentiel.
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Chapitre 1

Espaces fonctionnels et questions
d’intégration

1.1 Des espaces fonctionnels

1.1.1 Notations

On considere :

— N*:=N\ {0}.

— a,b, T €]0;+00[;n,m,p € N*.

— S :=a,b],I =[0,T] des intervalles fermés et bornés de R.
— & := lensemble des subdivisions de l'intervalle [a, b].

— R =] —o0;+o0].

— R™ un espace vectoriel de dimension finie n, muni d’une norme | - |.

— () est un ouvert de R"™.

— U est un sous-ensemble ouvert de R™.

— FE est un espace vectoriel de dimension finie.

— F est un sous-espace vectoriel de R.

— B(€) la tribu de Borel de .

— B(9) la tribu de Lebesgue de Q.

— B(S,E) := l'espace de Banach des applications bornées sur S & valeurs dans E muni de la
norme de la convergence uniforme.

— R(S, E) := l'espace des fonctions réglées sur S a valeurs dans F.

— AC(S, E) := l'espace des fonctions absolument continues définies sur S a valeurs dans E.

— C%S, E) := 'espace de Banach des applications continues sur S & valeurs dans £ muni de la
norme de la convergence uniforme.

— PC°(S,E) := I'espace de Banach des applications continues par morceaux sur S a valeurs
dans F muni de la norme de la convergence uniforme.

— C’I?(S, E) := T'espace des applications continues et bornées sur S a valeurs dans E.

— CS(S, E) := l'espace des fonctions continues a gauche sur S a valeurs dans E. De plus on
définit BCY (S, E) := B(S,E) N CY(S, E) et RCY(S, E) := R(S,E) N CY(S, E). Muni de la
norme de la convergence uniforme BCY(S, E) et RCY(S, E) sont des espaces de Banach.

— Cg(S , E) := l'espace des fonctions continues a droite sur S a valeurs dans E. De plus on définit
BCY(S,E) := B(S,E) N CY(S,E) et RCY(S,E) := R(S,E) N CY(S, E). Muni de la norme

13



CHAPITRE 1. ESPACES FONCTIONNELS ET QUESTIONS D’INTEGRATION

de la convergence uniforme BCY(S, E) et RC(S, E) sont des espaces de Banach.

— CY(8, E) := I'espace des applications dérivables sur S, & dérivées continues, & valeurs dans E.

— PCY(S, E) := I'ensemble des fonctions continues de S dans E, qui sont dérivables sauf au plus
en un nombre fini de points, et dont les dérivées aux points de discontinuité ont des limites a
gauche et a droite.

— UC(I, E) ensemble des fonctions uniformément continues définie sur I a valeurs dans E.

— € := C%[~r,0]; R") muni de la norme de la convergence uniforme.

— Y(o,9), (a,7¢) € R x € on définit la distance sur R x € par
d((0, ¢), (o, ¢)) = max{lo —al, [|¢ — [ ¢}

— RI(S, F) := l'espace des applications Riemann intégrables sur S a valeurs dans F muni de la
norme de la convergence uniforme est un espace de Banach. On a RI(S,E) C B(S, E), c’est
aussi une algebre quand E = R.

— La norme de ¢ € C°([a, b]; R?) est définie par ||¢[|c = s%p |p(0)].

a<6<b

— A, est la mesure de Lebesgue de R".

— L}, (Q,R") est 'espace des (classes d’) applications Lebesgue-intégrables sur tout compact de
) & valeurs dans R™, quand 2 est un ouvert de R".

— LY(Q,R") est I'espace des (classes d’) applications Lebesgue-intégrables définies sur & valeurs
dans R™.

— LP(Q,R™) = {f:Q — R"/f mesurable et |f|? € L}(Q,R"}.

— L>®(Q,R") ={f: Q@ — R"/f mesurable et 3M > 0 tel que |f| < M pp. dans }.

— L(E, F) est l'espace des applications linéaires continues définies sur 1’espace vectoriel normé
FE et a valeurs dans ’espace vectoriel normé F'.

— L9%X,Y) est I'ensemble des applications Lebesgue-mesurables définies sur X & valeurs dans
Y, ot X et Y sont des sous-ensembles de R% munis de la tribu borélienne de R<.

— My, (R) est 'ensemble des matrices carrées d’ordre n.

— On note Adh(X), 'adhérence topologique de X.

— BV/(S, E) est ’ensemble des fonctions & variation bornée de S dans FE.

— NBV(S, E) est 'ensemble des fonctions a variation bornée normalisée de S dans E.

U
1.1.2 Définitions
Notation 1 (Limite a gauche et a droite d’une fonction). Soit f : S — E une application.
— Pour tout t € [a,b], f(t+) := Slgg_ f(s) = S_1>1tr7151>tf(s) est, lorsqu’elle existe, la limite d
droite de f ent.
— Pour tout t €la,b], f(t—) := lim f(s) = lim f(s) est, lorsqu’elle existe, la limite a

s—t— s—t,5<t

gauche de f en t.
Lorsque f(t+) (respectivement f(t—)) existe pour t € |a,b| (respectivement t € |a, b)),
On définit la fonction f+ : [a,b] — E (respectivement f— : [a,b] — E) en posantVt € [a,b] (f+)(t) =
f(t+) et (f+)(b) = f(b) (respectivement ¥Vt € |a,b] (f—)(t) = f(t—) et (f—)(a) = f(a)).

Définition 1.1.1 (Fonction réglée). Soit f : S — E. L’application f est réglée quand,
Vt € [a,b], f(t+) et, Vt €]a,b], f(t—) existent dans E.
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Muni de la norme de la convergence uniforme, l’espace des fonctions réglées est un espace de
Banach [23] et de plus R(S,E) C RI(S,E) ou RI(S,E) est l’espace des applications Riemann inté-
grables sur S d valeurs dans E.

Définition 1.1.2 (Applications continues par morceaux). Une application ¢ : [0,T] — R? (d €

N*) est continue par morceaux sl existe to,t1,...,t, avec 0 =ty < --- <t, =T tel que :
— Vi=0,...,p—1, ¢ est continue sur |t;—1,t;],
— Vi=0,...,p, Y(t;—) = 5—>1tlir,gl<tiw(8) existe,
— Vi=0,...,p, Y(t;i+) = S_}ltlirjrsgtiw(s) existe.

Notation 2 (Dérivées). Soit f une application d’une variable réelle.
On note fy(t) (respectivement f;(t)) la dérivée a droite de f ent (respectivement la dérivée a gauche
de f ent).
Quand ® : S x A — F ou A est un sous-ensemble de ’espace normé E.
On note gt%(t,a) (respectivement aat%(t, a)) la dérivée a droite (respectivement a gauche) de lappli-
cation partielle ®(-,a) en t.

Définition 1.1.3 (Applications de classe C'' par morceaux). Une application f : [0,T] x € x
U — R% est de classe C'! par morceaux si :

— f est continue sur [0,T] x € x U.

— [ est différentiable par rapport a la seconde variable et Dof est continue par morceaux sur

0, T xE€xU

Définition 1.1.4 (Fonctions & mémoire). Sia > 0 et z € C([—r,a];R"™) alors, ¥t € [0,a], on
définit ¢ € € par x4(0) = x(t +6) pour 6 € [—r,0].

Définition 1.1.5 (Equations différentielles fonctionnelles). Si D est un sous-ensemble de R x €
et f: D — R™ une application continue, on définit I'équation différentielle fonctionnelle :

2/ (t) = f(t, x¢). (1.1.1)

Une application x est une solution de (1.1.1) sur [—r,a] si:

— 2 € C%[~r,a],R") et z € C1(]0,a],R™).
— (t,zt) € D et x satisfait I’équation (1.1.1) pour tout t € [0, a].

Définition 1.1.6 (Equations différentielles fonctionnelles controlées). Si D est un sous-ensemble
de Rx €xR™ et f: D — R"™ une application continue.
On définira I'équation différentielle fonctionnelle contrdlée

2/ (t) = f(t, x4, u(t)). (1.1.2)

Une application x est une solution de (1.1.2) sur [—r,a] si:
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— z € PC°([~r,a],R"™) et est PC' sur [0, a].
— (t,ze,u(t)) € D et (x4, u(t)) satisfait 'équation (1.1.2), pour tout t € [0, a).

Pour o € R, ¢ € €, on dira que x(o, ¢, u, f) est une solution de l’équation (1.1.2) de valeur initiale ¢
en o, s’il existe a > 0 tel que x(o, ¢, u, f) vérifie 'équation (1.1.2) sur [o,0 + a| et x5(-, p,u, ) = ¢.

On dit que léquation (1.1.2) est linéaire si f(t,¢) = L(t) - ¢ + h(t) ot L(t) - ¢ est linéaire en
¢, linéaire homogeéne si h = 0 et linéaire non homogene si h # 0. L’équation (1.1.2) est autonome si

ft,o,u(t)) = g(o,u(t)) ou g ne dépend pas de t.
Notons que Uapplication t — f(t, ¢, u(t)) est continue par morceau.

Lemme 1.1.1. Siz € C%Jo — r,0 + o], R") alors [t — x4] est continue de [0, 0 + ] dans €.

Démonstration. Puisque x est continue sur [0 — 7,0 + «] qui est un compact de R, par le théoréme
de Heine ([36], p.109), = est uniformément continue donc
Ve < 0,30 > 0,Vt, 7 € [0, 0+ a], |t — 7| < de = |2(t) — z(T)] < e.
Fixons 7 € [0,0 4+ a],€ > 0, et prenons ¢ € [0,0 + af tel que |t — 7| < §.. Alors :
VO € [0l |(t+0)— (T+0)|=|t — 7| < e

donc |z(t 4+ 0) — (7 + 0)| <€, c.-a~d. |2(0) — 2-(0)| < €, donc ||z — 2| < €. O

L(;!mme 1.1.2. Soito € R, ¢ € €. On suppose que (t, ) — f(t, ) est continue de [o,0+a] x €
dans R*.

Alors trouver une solution de I’équation (1.1.1) passant par (o, @) est équivalent & résoudre I’équation
intégrale avec condition initiale :

a(t)

Ty —

¢(0)+/Utf(57xs)ds si t>o } (113)
.

Démonstration. Supposons que z soit une solution de z'(t) = f(¢,z;) passant par ¢ en o . On a
Ty = ¢.

De plus z étant continue sur [0 — r, o + a], par le lemme précédent, I’application [t — x| est une
fonction continue sur [0, 0 + a[, donc 'application [t — f(¢,z)] est une fonction continue, comme
composée de fonctions continues (¢t — (¢,x¢) et (t,¢) — f(t,¢)), qui vérifie z'(t) = f(t, x¢).

Par intégration on obtient :

/t 7'(s)ds = /Utf(s,a:s) si t>o.

g

Comme 2’ est continue, z est de classe C! sur [0, 0 + a] donc
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Ainsi on a :

z(t) — x(o) = /t f(s,zs)ds =

o

ﬂ@:ﬂ@+£%@wwk:
o(t) = 6(0) + [ fs,2.)ds,

ce qui est ’équation (1.1.3) .

Réciproquement supposons que x satisfasse (1.1.3). La fonction [s — f(s,xzs)] étant conti-
nue, comme composée de fonctions continues, son intégrale indéfinie est dérivable et a pour dérivée
f(s,xs); x est dérivable et on a x'(t) = f(t,z¢). On a bien I’équation (1.1.1). O

Les résultats suivants sont issus de [10].

Proposition 1.1.1. Soit ¢ : [a,b] — E. On suppose que
(Vz € [a,b], ¢(z+) existe dans E)

Alors, en notant
(0+)(z) == d(z+), on a (¢+) € C([a,b], E).

Démonstration. fixons x € [a, b[, Alors, par hypotheése, on a :
Ve > 0,30 > 0,Vy,x <y <z +0e = |[p(z+) — p(y)| < e (1.1.4)

Fixons € > 0. Soit y, z tel que z < y < z < x4, alors, par 'équation (1.1.4) ona: ||¢p(x+)—¢(z)| < e.
Faisons tendre z vers y+ alors on a : lim+ |lp(x+) — d(2)]| <e.
zZ—=Y

Or lim [[4(a+) = 6()]| = [é(a+) — lim §(z)] car | - | est continue, donc [[¢(a-+) — dly+)] < e

On a prouvé :
Ve> 0,30 > 0,2 <y <+ = |p(a+) — o(y+)|| < €

donc (¢+) est continue & droite en x. O

Proposition 1.1.2. Soit ¢ : [a,b] — E. On suppose que :
(i) Vz € [a,b], ¢p(z+) existe dans E.
(ii) ¢ bornée sur [a,b].
Alors (¢p+) est Riemann-intégrable sur [a,b], et (¢p+) = ¢ Lebesque-presque partout sur [a, b].

Démonstration. D’apres la proposition 1.1.1, (¢+) € CY([a,b], E). Avec (ii), cf [10], I'ensemble des
points de discontinuité de (¢+) est au plus dénombrable, donc est Lebesgue-négligeable, donc, d’apres
un théoreme de Lebesgue, (¢+) est Riemann-intégrable sur [a, b].

Toujours d’apres [11], {z € [a,b[: (¢+)(z) # ¢(x)} est au plus dénombrable, car inclus dans ’ensemble
des points de [a,b] ou ¢ est discontinue qui est lui-méme au plus dénombrable, donc Lebesgue-
négligeable, donc (¢+) = ¢ Lebesgue-presque partout sur [a, b]. O
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Proposition 1.1.3. Soit ¢ € C)([a,b], E). Alors, Va €]a,b, lgn (0+)(y) = o(x).
y—z—

Démonstration. On fixe x € ]a,b]. Puisque ¢ est continue & gauche en z, on a :
Ve > 0,30 >0,Vy, z — o <y <z = |o(y) — d(2)] <e

Fixons € > 0 et y € |x — ¢, z[. Alors Vz € |y, z[, on a z €|z — ., z[= ||¢p(z) — ¢(x)] < e. Faisons
z — y+, alors, puisque || - || est continue, on obtient ||¢(y+) — ¢(z)]| < e.
Ainsi on a prouvé :

Ve> 0,30 > 0,Vy,  — b <y <z = [lp(y+) — p(z)] <€

c-a-d. lim ¢(y+) = ¢(z). O

Yy—T—

Conséquence 1.1.1. Si (¢+) est continue, alors (¢p+) est continue & gauche, donc, avec la
proposition 1.1.3, (¢p+) = ¢, et donc ¢ est continue.
Ainsi (¢p+) € C%[a,b],E) = ¢ € C%Ja,b],E) et en contraposant : ¢ ¢ C°([a,b], E) = (¢p+) ¢
C°([a,b], E).

Théoréme 1.1.1. Soit X un ensemble et Y un espace de Banach.
BX,)Y) :={f : X — Y : f bornée }. Alors (B(X,Y),| - ||lo) est un espace de Banach, ot

[1flloc == sup [|f(@)]-
rzeX

Démonstration. On vérifie aisément que B(X,Y") est un espace vectoriel et que || - || oo €st une norme
sur B(X,Y). Soit (f,)n € B(X,Y)N une suite de Cauchy, c.-a-d. :

Ve > 033 NaVPaq € NJ?,(] 2 Ne = ||fp - fq”oo S €.

Ve e X, ||fp(z) — fo(@)|| < ||fp — folloo < €, de quoi on déduit que : Vo € X, (fn(z)), est une suite

de Cauchy de Y. Puisque Y est complet,

Ve e X, Al f(x) €Y tel que f(z) = lim f,(z).

n—-+00

Soit € > 0, si p,qg > N, alors Vo € X, ||fp(z) — fy(2)|| < €, et en faisant ¢ — 400 on obtient

1fp(z) = fl)| < e
Ainsi : Ve > 0,3 N e N, Vpe N, p> N, = Ve e X, ||fp(x) — f(2)|| <e=||fp — fllo <€ Donc :

im[fo— fllee =0, (1.15)
Vo € X, |f@)] < Ifa(@) = F@)] + 1 fa@)] < 1o = Flloo + 1 Fllso < +00

donc f € B(X,Y), et (1.1.5) prouve la complétude. O

Remarque 1.1.1. Lorsque Y = R, ce résultat est établi dans [3], page 25. La démonstration
donnée ici est trés semblable.
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Théoréme 1.1.2. Soit S = [a,b] un segment de R, Y un espace de Banach et
BCY(S,Y) :== {f : S — Y : f est bornée et continue a droite sur S}. Alors BCJ(S,Y),] - |loo est
un espace de Banach.

Démonstration. On vérifie que BC’g(S’,Y) est un espace vectoriel comme sous-espace vectoriel de
B(S,Y), et que || - ||oo est une norme sur BCY(S,Y). Pour la complétude, soit (¢,), une suite de
Cauchy de BCY(S,Y). Puisque B(S,Y) est complet et que (¢,), est aussi une suite de Cauchy de
B(S,Y), 3¢ € B(S,Y) tel que ngrfm |, — @] = 0. Soit t € [a,b],t1 € [a,b] tel que t; > ¢, alors
vneN, o) — o)l < [6(t) = n(®)] + [|6n(t) = dn(t)]| + [[dn(tr) — S]]
< 2[¢ = dulloo + |9n(t) = dn(t1)]l

Soit € > 0 et n. € N tel que [[¢ — ¢n.[loc < §. Alors ||¢(t) — d(t1)|| < €+ [|Pn, (t) — Pn, (t1)]|oo, €t donc

0 < liminf [g(t) = é(t1)] Slimjtlipll¢(t)—¢(t1)!!
0 < et lim ffn(t) = én.(t1)]

comme tlh_r}rt1+ |pn. (t) — Pn.(t1)]| = 0, donc
Ve > 0,0 < liminf [[¢(t) — ¢(t1)|| < limsup [|¢(t) — d(t1)]| < €
t1—t+ t1—t+

ainsi. lim_[}0(t) — é(t1)]| = 0.

Donc ¢ est continue & droite sur S, donc ¢ € BCY(S,Y). O

Proposition 1.1.4. Soit E un espace de Banach et g € R(S, E).
Les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) g+ € R(S,E)NCY(S,E) et (g+)(t—) = (g—)(t) pour tout t € ]a,b].
(i) g— € R(S,E)NCY(S, E) et (9—)(t+) = (9+)(t) pour tout t € [a,b].

Démonstration. Comme g est réglée, 'existence de g(t—) entraine :

Ve>0,30 =6, >0,Vs,t —0 <s<t=|g(t—) —g(9)| <e

Soit € > 0. Sit—0 < s < r <t nous avons |g(t—) — g(r)|| < e. Prenons r — s+, nous obtenons
llg(t—) — g(s+)|| < e. Alors nous avons : t —§ < s <t = [|g(t—) — g(s+)|| <, i.e.

lim [lg(t=) = g(s+)[| = 0, de plus lim (g+)(s) = g(t—). Nous avons prouvé (¢+)(1—) = g(t—).
s—t— S i—

La définition de g(t+) donne
Ve>0,30" =6, >0,Vs,t -0 <s<t=|[g(t+) — g(s)]| <e.

Soit € > 0. Si t < s <7 < t+ ! nous avons ||g(t+) — g(r)|| < €. Et ainsi nous avons r — s+ =
llg(t+) — g(s+)|| < e. Et ainsi nous avons

Ve > 0,38 = 5,5176 >0,Vs,t—0 <s<t=|g(t+) —g(s+)|| <e,

ie. lggr(g—k)(s) = (g+)(t). Ainsi nous avons prouvé g+ € CJ(S, E). Nous avons prouvé (i). La
S
preuve de (ii) est similaire. O
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Proposition 1.1.5. E est un espace vectoriel de dimension finie. Soit a < b.
Soit M : [a,b] X [a,b] — E une fonction vérifiant les propriétés suivantes :
(a) Vs € [a,b], M(-,s) € R([a,b], E).
(B) Vt € la,b], M(t,-) € RI([a,b], E).
(y) Im e R, ¥Y(t,s) € [a,b] x [a,b], |M(t,s)] <m.

t
Nous définissons la fonction F : [a,b] — E en posant F(t) := / M (t,s)ds pour tout t € [a,b].
a

Alors les assertions suivantes sont vérifices.

(i) Vt € [a,b], M(t+,-) € L ([a,b], E; \1) et nous avons F(t+) := M(t+, s)d\1(s).
[a.t]

(ii) Vt € [a,b], M(t—,-) € L ([a,b], E;\1) et nous avons F(t—) := /[ ) M(t—, s)d\1(s).

Démonstration. (i) Soit t € |a, b[.

Comme RI([a,b], E) C L([a,b], E;\1) et m € L1([a;b], E; A1), en utilisant le théoréme de conver-
gence dominée de Lebesgue on obtient que M (t+,-) € L ([a,b], E; A\1). Pour tout h > 0 suffisamment
petit, nous avons

t+h t+h

t
F(t+h) = / M(t+h,s)ds+ M(t+h, s)ds. Comme || M(t+h, s)ds|| < h.m nous obtenons
a t t
t+h

que hlgng A M(t 4 h,s)ds = 0, et en utilisant le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue
nous obttenons

hl_i>161+ ; M(t+h,s)ds = » M (t+, s)dA1(s). Et ainsi (i) est prouvée. Le raisonnement est similaire
pour (ii). O

Proposition 1.1.6. Soit S = [a,b]. Soit f, : S — R4 f: S — R?, tel que fn, + et f+
existent partout et liIE | fn = flloo = 0. Alors
n—-+0o0

lim |[(fut) = (f+)] = 0.

n—-+o0o

Démonstration. Par hypothese, on a :
Ve >0,3n. e NNVneNyn>n. = Ve e S, || fu(z) — f(2)|| <e (1.1.6)

Fixons € > 0; soit n € N tel que n > ne, soit ¢t € [a,b[, alors Vd € Ja,b—t[,ona: || f,(t+5)— f(t+9)] <
€.
Fixons t € [a, b, alors en utilisant la conservation des inégalités larges par passage a la limite, on a :

Ialt4) = FEH = Tim Lfult+8) — f(+8)] <
On a prouvé :
Ve>0,3n. e N,Vn e Nyn > ne =Vt € S, ||[(fot)(t) — (fH) ()] <€

done : Tim_[[(fut) — (f4) e =0 a
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Proposition 1.1.7. (RCJ(S,E), | - [|o) est un espace de Banach et (RCJ(S,E),|| - |lo) Uest
ausss.

Démonstration. On a déja vu que (BCY(S, E), || - ||oo) est un espace de Banach. 11 suffit de prouver

que (RCY(S,E), | - [lso) est un sous-espace vectoriel fermé de (BCY(S, E), || - ||oo)-

Si f € R(S, E) alors 3(ey,),, suite de fonctions en escalier de S dans E tel que grf llen — flloo = 0.
n o0

Toute fonction en escalier est bornée et (B(S, E), || - ||so) est un espace de Banach, donc f € B(S, E).
On a prouvé :

RCY(S,E) C BCY(S, E). (1.1.7)

Par ailleurs, si (fn)nen € (RC(S, E), || - [loo)™ est une suite de Cauchy, alors elle est aussi une suite
de Cauchy a valeurs dans (BCY(S, E), || - ||e). Donc

3f € BCY(S, E) tel que lim £ = fllso = 0.

Vn € N,, Je,, en escalier de S dans E tel que || f, — enlloo <

= n"

Donc, ¥n € Ny, |len = flloo < llen = fall + 1fa = flloc < 5+ 1lfa = fllos = 0 (n = +00)

donc f € RCY(S, E). O

Lemme 1.1.3. Soit I et J deuzx intervalles fermés de R.
Si feCYI x J,E) etsige C'I,BV(J,E)), alors le produit fg € C°(I, BV(J,E)).

Démonstration. Soit p = (zg,...,x,) € Syet t € I, on a alors :

Dof gt wi) = f(tr,z)g(te, @) — F(t wis)g(t xiga) + F(Er, i) gt zig) |
=0
=D (If(twi)g(t, @) — f(t2i)g(t, wigr) + [t 2i)g(t, wiga) — f(tr, zi)g(tr, i)
=0

+ f(tr, wi)g(ty, wiv1) — f(t1, 2i)g(te, wiv1) — f(E2iv1)g(t wig1) + f(t1, 2ip1)g(t, zig)||

= Z £t zi)[g(t, xi) — g(t, wiv1)] + f(E20)g(t ziv1) — f(t1, 2i)[g(tr, 2) — g(t1, Tig1)]

+ f(t,2i)g(t, xiv1) — f(t, 2i)g(t, wiv1) — f(E 2iv1)g(t, wir) + f(E, 1) g(tr, mia) ||
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n

= DMt wa) = fltr,2)]l(g(t w0) = gltr,20)) = (9(¢, 2i41) = g(t1, wir1))]

=0
+ [f(t @) — f(t, 2iv)|g(t, wivr) — [f(E1, i) — f(t1, zign)]g(t, i) |

n

= NF i) — f(tr,2)][(g(t, zi) — g(ty, ) — (9(t, wivr) — gtr, wir))]

1=0
+ [f(t i) = f(t iv1)lg(t, wir) — [f(E1, i) — f(t1, iga)]g(tr, i)
= NF i) — f(t,2)][(g(t, zi) — g(ty, ) — (9(t, wivr) — g(tr, wir1))]

=0
+[(f(t,2i) — f(tr,25) — (f(t,zign) — f(t1, wi41))]g(t 2iv1)
+ [f(t1, i) — f(t1, wiv1)][9(F, wiv1) — g(t1, mig1)]

et grace a I'inégalité triangulaire, on a :

<Y O Nf( i) = [tz (gt i) — g(tr, 20) — (9t wia) — g(tr, wig))|
i=0

n

+ Y N mi) = flt, @) — (F(Ewig) = i) g (t ziga) |
=0
+ i |f(tr, @) = f(t zip)lllg(t ivr) — g(tr, i) ]|
i=0

<D FE) =t )llsoll(g(t ) — g(tr,20)) — (9(t, wig1) — g(t1, wira))|

=0
D i) = fltr,ma) = (f(8wig) = s zi) gt ) oo
1=0
e300 Dyt ot ) — ot
i=0 “%i
< |If(t,- ||ooZH (t,mi) — g(t1, 7)) — (9(t, iv1) — g(t1, it1))||

FVAG ) = £ Dlgt o+ 3 [ D0y - lg(t ) = gt
i=0 "%

<|1f () = )l Ve (g (t, ) — gt )
+ VS () = FEn ) gt oo + / Dy F,ldy gt ) — gt e
<) = Fts loellg @) — g, )llBy + £ ) = f(E ) BV llg (s ) lleo
+1lg(t, ) = g(t1; oo - (0 — a) || Dy fllos
< 2 flle + (0 = a)[IDy flloc] - lg(t,) = g1, By + llglloe - 1£(E,) = f(t1,-) BV
on a bien [t — f(t) x g(t)] € C°(I, BV (J, E)). O
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1.2 Des dérivations sous intégrales.

Dans [18], pp. 221, on trouve le résultat suivant et son corollaire : nous considérerons des résultats
de différentiabilité de fonctions définies par des intégrales.

Théoréme 1.2.1 (Théoreme de dérivabilité). Soit S := [a,b] C R, E espace de Banach.
f S — E une fonction Riemann-intégrable sur S.

y
Soit t € [a,b](resp. t €la,b]) tel que f(t+) (resp. f(t—)) existe. Alors [y — / f(z)dz] est dérivable

a droite (resp. d gauche) en t et / f(z f(t+) (TGS]J / f(z t—)).

Corollaire 1.2.1. Soit S = [a,b], E un espace de Banach, f : S — E, une fonction Riemann-

t
intégrable sur S. Soit t € |a,b| tel que f est continue en t. Alors [t — / f(z)dz] est dérivable en t

et—/f 7(0).

Nous rappellerons un résultat dont la preuve est dans [20], p.81.

Lemme 1.2.1. E est un espace vectoriel de dimension finie. Soit a < b. Soit ® € C%([a,b], E)
et o € C%[a,b],R) tels que, pour tout t €la,b], ®/,(t) et ¢)(t) existent et satisfont ||P,(t)] < /(t)
(respectivement ®y(t) et @y (t) existent et satisfont || @} (t)]| < ¢g(t)).

Alors, pour tout t < t1 appartenant d [a,b], nous avons || ®(t) — (t1)|| < @(t) — ©(t1).

Proposition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit a < b. Soit f : [a,b] X
[a,b] — E une application vérifiant les conditions suivantes.

1. Vt € [a,b], f(t,-) € R([a,b], E).
2. Vs € [a,b], f(-,5) € C%[a,b], E).

3. Vt € [a,b], Vs € [a, ], %ﬁls) existe dans E.

4. Im e LY[a,b],Ri3 M), Yt € [a,0], Vs € [a,b], || 2L < mfs).

9 rt
Alors, pour tout t € [a, ], ﬁ/ f(t,s)ds existe et nous avons
a

0 t o
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Démonstration. On pose F(t / f(t,s)ds, soit t € [a,b] et on consideére h € ]0,b — t]. Nous avons

( <t+h>—F<t>>=,ﬁ< " e+ hs)ds — /tf(t,s)d5>
< ft+h,s)ds+ 1tJrhle—hsds—/fts
t t+h

f(t+ h,s)ds

t+h
S+ ) = f(ts ds+/ F(E+ Dy ) = f(t,))ds

S|

Il
s !

—~
s
S
~
+
B2
Vo)
S~—

|
~
=
3
QU
V2]
_l_

\

+

Nous introduisons -
I, = / S(F(E+ hys) — f(t5))ds

t+h1
Iy = [ U+ ) = f(t)ds
111, = % t+hf(t,s)ds

t

>

Les raisonnements précédents nous permettent d’obtenir la relation suivante.
1
E(F(t—l—h)—F(t)):Ih+IIh+IIIh. (1.2.1)

On fixe s, soit ®(t) := f(t,s) et ¢(t) := t.m(s), o m est obtenu par l’assertion (4). De I’assertion
(8) ona @/(t) = a](;g+) et ¢!,(t) = m(s) existent. De I’assertion (2), on a que ® est continue, et ¢ est
clairement continue. De lassertion (4) on obtient ||®/,(¢)|| < ¢/;(t). Et alors on peut utiliser le lemme
1.2.1 et on peut affirmer que ||®(t + h) — ®(t)|| < p(t + h) — ©(t) = h.m(s), et ainsi les assertions

suivantes sont vérifiées.

(1.2.2)

L+ n.5) = £t )| < m(s).

Vt € [a,b],Yh €]0,b —t],Vs € [a,b], }
I

On pose gn(s) = %(f(t—i—h, s) — f(t,s)). De 'assertion (1), nous savons que f(t+h,-) et f(¢,-) sont
Riemann-intégrables de plus elles sont Lebesgue-intégrables, de plus ils sont Lebesgue-mesurables,
et conséquemment g — h est Lebesgue-mesurable sur [a, b]. De 'assertion (4) et (1.2.2), nous savons
qu’il existe m € L1([a,b],R; \) tel que ||gn(s)|| < m(s) pour tout s € [a,b]. De I'assertion (3) nous

t,s

ot+
convergence dominée de Lebesgue et nous obtenons les propriétés suivantes.

. of(t,s)
1 I, = ——2d\ . 1.2.3
im I, /[a,t] T 1(s) ( )

savons que hh%l+ gn(s) = pour tout s € [a,b]. Et ainsi nous pouvons utiliser le théoréme de
_)

Utilisant (1.2.2) nous avons

t+h
it =1 [ aast < [ s < [ m(san(s)
t [t,t+h)

CHAPITRE 1. ESPACES FONCTIONNELS ET QUESTIONS D’INTEGRATION 24




Control optimal et calcul des variations en présence de retard sur ’état.

Comme [§ — m(s)dA1(s)] est absolument continue, elle est continue et par conséquent, nous
[t.€]
avons lim / m(s)dAi(s) = / m(s)dA\1(s) = 0. Et ainsi nous avons prouvé les assertions
h—=0+ J[t,t+h) [t2]
suivantes.
lim I1, =0. 1.2.4
hoor (12.4)

De P’assertion (1) nous savons que f(t,t+) existe et alors nous avons
Ve>0,30 =6, >0,Vs,t <s<t+d=|f(t,s) — f(t,t+)]| <e.

Soit € > 0 et h € ]0, d] ; alors nous avons, pour tout s € |t,t+hl, || f(t,s) — f(t,t+)| < € ceci entraine
1 [tt+h 1 rtth
E/t lf(t,s) — f(t, t+)]|ds < E/t eds = e. Et ainsi nous avons prouvé :

t+h
Ve > 0,36 = 5tE>OVha<h<5:>/ 1t s) — F(tt4)]|ds < e,

1 rtth
ie. lim —/ | f(t,s) — f(t,t+)]/ds = 0. Notons que nous avons
h—0+ h t

t+h t+h
ft.syds = fte)l = 5 [ (s - f(te4)ds|
t—i—h
< h/ 1£(t,s) = F(t,t4)]|ds,
ceci entraine
hli,l& ITT, = f(t,t+). (1.2.5)
Le résultat est une cons équence de (1.2.2), (1.2.3), (1.2.4) et de (1.2.5). O

Par un raisonnement similaire on obtient le résultat suivant.

Proposition 1.2.2. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit a < b. Soit
f i a,b] x [a,b] — E une application qui satisfait les propriétés suivantes.
1. Vt e [CL, b]} f(ta ) € R([av b]vE)
2. Vs € [a,0], f(-,5) € C%[a, 0], E).

Of(t,s)
ot—

existe dans E.

3. Vt €la,b], Vs € [a, b],

of(t
4. Fmy € £1((a, b, By 0, € Job], s € fat], |1 22D ) <),
Alors, pour tout t € [a, b] / f(t,s)ds existe et nous avons
Of(t,s)
X t,t—).
g [ s = [ 20an )+ pie-)
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1.3 Théoréme du point fixe de Schauder

Il existe plusieurs énoncés qui portent le nom de “théoreme de point fixe de Schauder” dans la
littérature ; c’est pourquoi nous précisons I’énoncé qui sera utilisé plus loin et le vocabulaire asso-
cié. Dans Hale, (cf. [28], page 40), et Hale et Verduyn Lunel, (cf. [29], page 43), on trouve, sans
démonstration et sans référence 1’énoncé suivant :

Théoréme 1.3.1 (Théoreme du point fixe de Schauder). Si U est une partie convexe bornée
fermée d’un espace de Banach X, et si T : U — U est une fonction complétement continue alors T
possede au moins un point fize.

Rappelons les deux définitions suivantes :

Définition 1.3.1. Soit X et Y deux espaces topologiques et
F: X — Y une fonction continue.

1. F est dite compacte lorsque F(X) est incluse dans un compact de Y.

2. 5%, en outre, X est métrique, F est dite complétement continue lorsque : pour tout sous-
ensemble borné B de X, F(B) est incluse dans un compact de Y .
L’énoncé le plus courant du théoréme du point fixe de Schauder est le suivant. ([27], p119) :

Théoréme 1.3.2. Soit C un convexe d’un espace normé E, et F' : C — C une fonction
compacte. Alors F' a au moins un point fixe.

Démontrons que le théoreme 1.3.1 est un corollaire du théoréeme 1.3.2.

Démonstration. Soit U une partie convexe bornée fermée de ’espace de Banach X, et T : U — U
une fonction compléetement continue. Puisque U est bornée, il existe un compact K C U tel que
T(U) C K. Donc T est compacte. Alors d’apres le théoreme 1.3.2, T' posséde au moins un point
fixe. O

Remarque 1.3.1. 1. L’énoncé de Hale ([25]) et de Hale et Verduyn Lunel contient deux
hypothéses inutiles :
— “X est un espace de Banach”; X “espace vectoriel normé” suffit.
— U fermée”.
2. La démonstration de Hale ([25], page 39) et de Hale et Verduyn Lunel ([29], page 42) contient
une erreur. L’ensemble IC tel qu’il est défini n’est pas inclus dans A(a, 5) (cf. (2.1.2)). Il
convient de définir K comme suit :

K = {gc€C%-ral,R") :Vt, T € I,,

9(t) — g(1)| < M|t — 7|, |g(t)] < Ma, go = 0} (1.3.1)

pour que K soit inclus dans A(a, f3).
Les références sur le théoréme de Schauder :

1. R. F. Brown ([18]) et D.R. Smart ([52]) dans lequel le théoréme est énoncé, a la page 25, de
la fagon suivante :
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Théoréeme 1.3.3. Soit M une partie convexe non vide d’un espace normé B, soit I :
M — K une fonction continue ot K est un compact inclus dans M. Alors F' a au moins un
point fize.

2. Dans Le livre de L. Kantorovitch and G. Akilov [34], on trouve a la page 179, le théoréme
suivant :

Théoréme 1.3.4. Soit  un ensemble convexe fermé d’un espace de Banach X, et
P : Q — A une fonction continue ou A est une partie compacte de 2. Alors P posséede au
moins un point fize.

3. Dans M. S. Berger ([9]), on trouve la définition d’opérateur compact au sens de ce que nous
avons défini comme “complétement continu” Il énonce le théoréme du point fixe de Schauder
comme le théoreme 1.3.1.

4. Dans L. Nirenberg ([16]), on trouve : “f compact” a notre sens “f complétement continu” et
I’énoncé du théoreme 1.3.1.
1.4 Fonctions a variation bornée

Les définitions suivantes sont issues de [30], p.328 et [38], p.278. Les fonctions & variation bornée
sont aussi développées dans [2] et [25]. Soit S = [a, b] un intervalle de R.

Définition 1.4.1. Une fonction f définie sur S d valeurs dans E (espace vectoriel de dimension
finie) est dite a variation bornée s’il existe une constante C' > 0 telle que

Yo Nf(@r) = flar) < C (1.4.1)
k=1
pour toute subdivision
p = (20,21, - ,2y) telle quea =xg <21 <---<xp=0bdeS. (1.4.2)

On notera BV (S,R™) l’espace des fonctions a variation bornée de S dans R™.

Définition 1.4.2. Soit f une fonction a variation bornée. Alors la variation totale de f est
notée V() définie par :

VI(f) =sup Y [If (k) — flre-1)- (1.4.3)

peS |1

ot S est l'ensemble des subdivisions de S.

Définition 1.4.3. Une fonction f définie sur un intervalle S de R est dite a variation bornée
normalisée si :

1. f est a variation bornée.
2. f est continue a gauche sur [a,b].

On notera NBV (S,R™) l’ensemble des fonctions a variation bornée normalisée de S dans R™

NBVy(S,E) :={f € BV(S,E)NCY(S,E) : f(b) = 0}.
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Les quatre résultats suivants sont issus de [8].

Théoréme 1.4.1. BV (S,R") est un espace vectoriel.

Théoréme 1.4.2. Muni de la norme

1By = I £ + Ve (f),
BV (S,R"™) est un espace de Banach.

Théoréme 1.4.3. Soit f € BV (S,R™). L’ensemble des points de discontinuité de f est au plus
dénombrable.

Théoréme 1.4.4. Soit g € BV (S,R"). Si f est Riemann-Stieltjés-intégrable par rapport a g
sur S, alors :

b
I [ tdgll < £V o).

Proposition 1.4.1. Soit f € BV (S,R"). Alors on a :

[flloo := sup [|f(z)]| < 2[|f[|Bv
z€S

Démonstration. Yx € ]a,b|, (a,z,b) € & et donc

1£(a) = f@)| + 1 () = FO) < VI(F) =

If(a) = f@) < V2(F)
or |[f(@)l=If@I < [f(a) = f@)l
donc [[[f(a) = If@)l < V2(f)
d’ou :
1F@)) < IF @)+ V() = Il B,
donc :

V€ la, bf, [[f (@) < [[fllBv- (1.4.4)
On a [|f(b) — f(2)|l < V2(f), de méme, comme || f ()] — [If(@)II] < [ £(0) — f(=)]

ona |[fB) < [If (@) + V2(f)
dott  ||f®)| < Ifllsv + V2(f), dapres (1.4.4), donc

1B < 2175 (1.45)
Par définition de || - || gy, on a ||f(a)|| < || fllBv < 2||f|BV, donc on a avec (1.4.4) et (1.4.5) :

Ve e S, [[f (@)l <2flsv = [Ifllc < 2[flBv-
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Corollaire 1.4.1. Si f € BV(S,R"), alors f est bornée sur S.

Proposition 1.4.2. Soit f € BV (S,R"™). Alors f est Riemann-intégrable sur S, et donc aussi
Lebesgue-intégrable sur S.

Démonstration. Tout d’abord, f est bornée par 1.4.1 et définie sur un segment fermé borné. Puisque
les parties au plus dénombrables de R sont Lebesgue-négligeables, ’ensemble des points de dis-
continuité de f est Lebesgue-négligeable par 1.4.3, et alors d’aprés un théoréeme de Lebesgue, f
est Riemann-intégrable sur [a,b]. Avec un autre théoréme de Lebesgue, f est alors aussi Lebesgue-
intégrable sur [a, b]. O

Proposition 1.4.3. Soit f,g € BV(S,R"). Alors on a :

1f =9l <2|f —gllBV-

En conséquence, si f € BV (S,R") et (fu)n € (BV (S, (R"))N, si ll)r}rl lfn—fllBy =0

alors lim ||fn — flleo = 0.
n—-+00

Démonstration. La premiere inégalité résulte du théoreme 1.4.1 et de la proposition 1.4.1. La seconde
assertion découle de la premiere. O

Proposition 1.4.4. Soit S = [a,b] CR, g € NBV(S,R), f € C°(S,R) et c € |a,b[. On définit

Cc

la fonction Q : S — R en posant, Vt € [a,c], Q(t) := / f(x)dg(x). Alors Q € C([a,c],R).
t

Démonstration. Premiére étape : f € C(S,R).
Par la formule de l'intégration par parties, on a :

Q) = [ f@)dgla) = f(gle+) = FOglt) ~ [ F(@)gw)da

[t — f(c)g(c+)] est constante donc continue
[t — f(t)g(t)] est continue & gauche car f et g le sont
C

[t — / f'(x)g(x)dx] est absolument continue donc continue.

t
Ainsi Q € Cg([a, c|,R) comme somme de trois fonctions continues a gauche.
Deuxiéme étape : f € C°(S,R).
Il existe (fu)n € (CH(S,R))N telle que lim || fn — f|loo = O.
n—+o00

Posons : Vn € N, Vt € [a,b], Qn(t) ::/ fn(x)dg(x). Vn € N, Vt € [a,c],
t

Q= QI < | [ (fulw) — f(a)dg(e)
< Vi9): sup [falz) - f(2)]

< V29) fn — flloo-
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Alors
sup [Qn(t) — Q)] < Vb (@) N fn = flloo =0 (n — +00)
a<t<c
ainsi
sup [Qn(t) — Q)] -0 (n— +00). (1.4.6)
a<t<c
Par ailleurs, Vt € [a, ¢,
QI = r/ f(a)dg(a

< I oo
< a( Moo < +00,

et de méme : V¢ € [a,c], |Qn(t)] < V2(9)|floo, donc
vneN, @, € BC’S([@, c],R) par la premiére étape. (1.4.7)
Puisque (BCY([a, ], R), || - [|o) est un espace de Banach, les équations (1.4.6) et (1.4.7) impliquent
que Q € BCS([&,C],R). O
Rappelons (cf.[53], p.44) le résultat suivant :

Théoréme 1.4.5. Soit F' : R — R, une application croissante et continue a gauche. Alors
3l u[F] : B(R) — [0, +00], mesure positive telle que :

V(a, B) € R xR, p[F|([a, B) = F(B) — F(a).

Si F': [a,b] — R est croissante et continue a gauche, on peut la prolonger en F:R—R
croissante et continue a gauche en posant :

F(a) si z<a
F(x):=¢ F(z) si a<z<b
Fb) si x>b.
Puisque [a, b] est fermé, [a,b] € B(R) et donc tout B € B([a,b]) peut étre considéré comme élément

de B(R). Alors en utilisant le théoréme 1.4.5 sur F, on peut définir u[F](B) := u[F](B) pour tout
B € B([a,b]), et obtenir ainsi que p[F| est une mesure positive sur B([a, b]). Avec ceci on doit obtenir :

Théoréme 1.4.6. Soit F': [a,b] — R une application croissante et continue d gauche. Alors
A plF) = B([a, b)) — Ry, mesure positive finie telle que

V(av, B) € [a,0] x [a,0], o < B, p[F]([ev, B]) = F(B) — F(v).

Corollaire 1.4.2. Soit F : [a,b] — R une application croissante et continue a gauche. Alors
V(a, B) € [a,b[x]a,bl,a < B on a :

plFl(Ja, B)) = F(B) — F(a+t)
plF)([a, B]) = F(B+) = F(a)
plFl(Ja, B]) = F(B+) — F(a+t)
En outre, VYo € [a,b], on a :
{MF]([a,b]) = F(b)— F(o)
plF)(Jeu b)) = F(b) — Fla+t).
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Démonstration. —a<a<f<b;

Ja, B[= Upsnola+ =, B[ ot ng € N* est tel que o < a+ nio (la+ L, BDn>n, est croissante. Par
la continuité monotone séquentielle d’une mesure positive, on a :

plF)a 8D =t plF)(a+ 6]
=l (F(8)~ Fla+ 1))
= F()~ lm (a+2)
= F(B) — F(a+).

—a<a<p<hb.
[, B] = N>y [, B+ %[ ol n; € N* est tel que 8 < 8+ % ([ev, B+ %Dnznl est décroissante ;

plF)(lo, B+ 550 = F(B+;;) — Fla).

Donc on peut utiliser la continuité monotone séquentielle des mesures positives et affirmer :

plF)os B) = Tim pFl((e B+ D)
= lim (F(5+ )~ F(a))
= F(f+) — F(a).

—a<a<p<d

Ja, B] = Upsnola + 2, 8] ot ng € N* est tel que o + % < B. ([a+ 2, B8])n>n, est croissante.
Donc par la continuité monotone séquentielle des mesures, on a :

plF)Jo B) = tim_ plFl((e+ -, 6)

n—-+0o
= lm (F(3+0) = Fla+ )
= F(B+)— F(a+).
—a<a<bd

1
[, b] = Np>1[e, b+ E[’ (lo, b+ L[)n>1 est décroissante;

plF)(locb+ 1) = F(b+ ) — Fla)

Donc on peut utiliser la continuité monotone séquentielle des mesures positives et affirmer :

HIF)(anb) = alF)(ab) 1
= lm plF)(ab+ )

n—-+400
— ngrfoo(ﬁ(b + %) — F())
= lim (F(b) - F()
= F(b)— F(a).
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—a<a<b
a,b] = Up>nala+ =,b] oung € est tel que a + = < b. (o + =,b])n>n, est décroissante.
b = Upsnela + 1,0] ot N* est tel + L < b (Ja+ £, b])nzn, est décroissant
Donc par la continuité séquentielle des mesures positives, on a :

plFIab) =t plF)(a+ b))

n—-+00

— lim (F() - F(a+ )

n——+0oo
= F(b) — F(a+).

Remarque 1.4.1. Soit F : [a,b] — R croissante et continue a gauche. Soit x € [a,b]. Alors
ulF1{z}) = F(x+) — F(x). Donc si F n’est pas continue a droite en z, on a : p[F|({x}) > 0; et
ainsi {x} n'est pas u[F]-négligeable alors que {x} est Lebesgue-négligeable.

Démonstration. {x} = Np>q[z, 7+ L[ olt ¢ € N* est tel que = + % < b.
([z, 24 2[)n>q est décroissante, et p[F]([z,z + %[) =F(z+ é) — F(z) < 4+00. Donc par la continuité
monotone séquentielle de p[F], on a :

pFI)) = Jim P+ o)
= dim (Fe+ )~ F(x)
= F(a+) - F(x).

Remarque 1.4.2. Soit G : [a,b] — R croissante et continue a droite. Alors il n'existe pas de
mesure positive m : B([a,b]) — R tel que V(c, B) € [a,b] X [a,b],m([o, B]) = G(B) — G(a).

Démonstration. Raisonnons par ’absurde, supposons qu’il existe une mesure positive

m: B[a,b]) — R* tel que V(a, ) € [a,8] x [a, 8] m([o, B]) = G(B) — Gla).

Soit x € |a, b. Soit ¢ € N* tel que = — % >aetx+ % < b. Alors {z} = Np>gle — L+ 1L

(lx — 2,24 L[)p>q est décroissante; m([z — é,x + %[) < 400, donc on peut utiliser la continuité
séquentielle de m et affirmer :

m(fa}) = lm mr -t )
. 1 . 1
= plm Gla—2) - lim Gz+o)
= G(z+) - G(z—)
= G(z)—G(z—)
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car GG est continue a droite. On a prouvé :
m({z}) = G(z) — G(x—). (1.4.8)

Mais on a aussi {z} = Np>ql, 7 + L[ ([z,2 + 2[)n>4 est décroissante et m([z,z + é[) < +o00, donc
on peut utiliser la continuité monotone séquentielle de m et affirmer :

m(fa)) = Jim (a2 )

n——+o00

—  lim (G(z+ %) ~ G(x))

n—-+o0o

— lim G(a:—I—%)—G(:n)

~ Gl - G
G(z) — G(x)

= 0 car (G est continue a droite.

Alors, avec (1.4.8), on obtient G(x—) = G(z), c.-a-d. G est continue & gauche en z : ce qui est
impossible si G n’est pas continue a gauche en . O

Rappelons que si F : [a,b] — R est croissante continue & gauche, alors Vf € £1([a, b], u[F)),

aulr) = [ ft@art) = [ foyire

[a,b]

Proposition 1.4.5. Si F': [a,b] — R est croissante, continue d gauche, alors on a :

B
() sia<a<p<b, / 1dF(2) = F(8+) — F(a),

«

b
(if) sia<a<b, / 1dF(z) = F(b) — F(a).

Démonstration. (i)

/f ar@) = [ o @)dF (@)

= ]loz, d/‘[F]
[

= plF|([e, B])
— F(84) - Fla)
(i) b b
/ 1dF(z) = / 1y (2)dF ()

_Za}

. 1o 5 dp[F]

= p[F]([ex, b])
= F() - F(a)
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Si U € NBV([a,b],R) alors ¥ = F — G ou F : [a,b] — R et G : [a,b] — R sont croissantes et
continues a gauche.
On définit p[¥] : B([a,b]) — R par : VB € B([a,b]), p[V](B) = p[F|(B) — u[G](B). u[¥] est une

mesure signée.

Si f € £Y([a,b], u[¥]) alors fdu[¥ / fdulF / fdu|G] notée encore
[a,0]

/quf /de /fdG

En corollaire de la proposition 1.4.5 on obtient :

Proposition 1.4.6. Soit ¥V € NBV([a,b],R).

8
(1) Sia<a<B<b alors / 14U (2) = U(B4) — U(a).
b
(if) Sia <a <b alors / 1d¥(z) = V(b) — V().
Soit S = [a,b] C R
Proposition 1.4.7. Soit g€ NBV(S,R), z € S et f € CY(S,R). Alors

- fdg = f(2)[(g+)(2) — g(2)].

Démonstration.

—

[ J@asa) = [ it

{z}
(2) /{ dg(z

= f(z)ﬂg {37}
F&)(gH)(2) — g2)]

I
~

O

Nous présentons ici une démonstration du théoreme d’intégration par parties, puis nous énonce-
rons la version du résultat donnée dans le livre de Helson [31]. Ce résultat est essentiel dans plusieurs
points des chapitres précédents.

Théoréme 1.4.7. Soit g € NBV(S,R) et f € C1(S,R).
(i) Soita<a<pB<b;alorsona :

B B
| r@ydg(a) = 1®)9(54+) = fegle) = [ 1 @glada.

(ii) Soita < a <b; alors on a

b b
| H@dg(a) = 10)90) = Fe)gte) = [ @)glw)da.
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Démonstration. f € C([a,b],R) = f € L([a,b],dg,R) car ||f|lcoc < +00 et les constantes sont
dg-intégrables sur [a, b].
z B
Vo € a8, f@) = f@) = [ Fdy= [ 70 Lm @)y

«
Notons que

1 si afy<lcz
Loz (9) {0 si oz <uy.
et
1 si y<z
1R+(x—y)={0 si x<y

donc, quand y € [, 8] on a 1, 41(y) = Lg+(x — y), donc, on en déduit :

B
vz € [a, ], f(x) — f(a) = / £/ () 1ge+ (2 — y)dy. (1.4.9)

Par ailleurs, on a : 5 ;
| t@ygta) = [ (1) = f(@) + f(e)dg()
ce qui entraine :
B B B
| t@dg@) = [ (7@ - faDdg@) + [ fe)dg(a). (1.4.10)
Notons que

B B
| #@)dgta) = fa). [ 1dg(a) = f(@)(g(3+) ~ (@)

«

par le résultat (ii) de la proposition 1.4.6; donc

[ steddgta) = fl@)g(s+) ~ f(ag(o). (14.11)

Notons que la fonction [(x,y) — f'(y)1gr+(z — y)] est mesurable comme produit de deux fonctions
mesurables : [(z,y) — y— f'(y)] et [(z,y) = 2 —y — Lp+(z —y)].
En outre : V(z,y) € [a, 8] x [a, B, |f'(y)1r+(x — y)| < ||f/]|oc, donc elle est dg @ dt-intégrable.
En utilisant (1.4.9) et le théoreme de Fubini, on obtient :

8 B B
| @ =s@nag@) =[] 1)@ - pdidgia)

o «

B rB
=[] 1@z - pdg@ldy

(67

B B
= [ 1@ - pdg@lay,

et puisque
si z>y
si <y

1R+($—y):{ (1)

1 si x>y
0 si z<y
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on voit que pour z € [a, f], Lg+(z — y) = 1}, g(z), donc :

[ 0w - rendge) = [

d’apres le résultat (ii) de la proposition 1.4.6, on a :

[ (@)~ staigta) = / Py [ 7wty
= ) - 1@Nes0) ~ [ Ity
= JO() 1@~ [ Sy

et ainsi on a prouvé :

[ (@) sondge) = F(B(E+) ~ Fla)g(5+)
a (1.4.12)

B8
- / F@)g(y)dy

En utilisant les équations (1.4.11) et (1.4.12) dans ’équation (1.4.10) on a :

B
/a f@)g(z) = F(a)g(B+) — fl@)g(e) + F(B)g(A+)
~regs) - [ ey

alors : 5 5
| #@dg(w) = 1(B)9(5+) - Falg(@) ~ [ £y
Pour (ii), d’apres (ii) de la proposition 1.4.5, lorsque 5 = b, g(5+) devient g(b). O
Proposition 1.4.8. Soit g € NBV(S,R) et f € AC(S,R). Alors les assertions suivantes sont
vérifices.

(i) Quanda < a < <b,

B B
| da®1(0) = 98118 — @) 1) = [ g(0)f 1)t

(ii) Quand a < a <b,

La preuve de cette proposition est donnée dans [31], pp.176.
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Théoréme 1.4.8. Soit g€ NBV(S,R) et f € C°(S,R).
Alors, Ve € Ja, b], les relations suivantes sont vérifies.
(i) / f(x)dg(z) = f(e)lg(ct) —g(c)].

(ii) Poura <c<b,

[ s@age) = [ r@igte)+ [ o) - 1@ltes) o)l

G [ f@pige) = [ f@age) + [ r@agte)

la,c

Démonstration. (i) on a
&

| f@dg@) =

c /c}
= /{ f(e)dplg)(z)
fle

ceci entraine le résultat voulu.

(ii) Premiere étape f € C*([a,b],R).
On utilise 'intégration par parties; alors on a :

[ $@gte) = 1®)g(04) ~ f@gta) — [ 1 @igterie (14.13)
| H@)igla) = f(g(e+) - fargla) - /Cf’(m)g(w)d:v (14.14)
[ st@gta) = 1039 o [ 1 (1.4.15)

Avec les équations (1.4.14) et (1.4.15) on obtient :

[ 1@ds@) + [ deta) = 10)90) ~ gl + F@gter) ~ falgla)

- [ @ dx—/f

Par la relation de Chasles sur I'intégrale de Riemann, on a :

/:f’(a: d:p~|—/f d:n—/f

et en utilisant 1’équation (1.4.13), on a :

[ s@ygte) + [ s@pigte) = [ s)ds(@) + 1@loten) o)

d’ou :

[ s@ige) = [ s+ [ o) - r@loten) —g@) (1416)
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Deuxiéme étape f € C%([a,b],R). Par le théoréme de Stone-Weierstrass, si f € C%([a, b],R),
il existe (fn)n € (C([a,b], R)N tel que ||frn — flloo = 0, (n — 400), ot ||¢]|oe := sup |p(z)].
a<z<b

D’apres I'équation (1.4.16), on a :

c b

{ Vn € N, /abfn(:c)dg(x) = /a fn(az)dg(x)+/c fn(x)dg(x) (1.4.17)
—fu(e)[g(c+) — g(c)].

[ fawds@) ~ [ r@ig@ = 1| [ nte) - s)dgta)

< VHQIIa = Floe =0 (0= +00).
Ainsi :
ngrfoo/ fn(x)dg(x / f(x)dg(x (1.4.18)
[ p@as) — [ r@as@) = 1 [ Gale) - @)igta)
< ‘/;b(g)supc<x<b‘fn(m) f( )‘
< V2@lfn = fllo =0 (n— +o00)
donc :
nglfoo/ fn(x)dg(z / f(x)dg(z (1.4.19)
La convergence uniforme entraine la convergence simple, donc :
imfu(e) = f(e). (1.4.20)

En utilisant les équations (1.4),(1.4.18), (1.4.19), (1.4.20) dans ’équation (1.4.17) on obtient :

/f )dg(z /f )dg(z +/f )dg(x )g(e+) +g(c)].

(iii) Cette relation est une traduction de la relation 7 ([a, b)) = 7([a, c[Uc, b]) = 7([a, c[) + 7([c, b]).

Donc :

d’ou :

O

Remarque 1.4.3. Soit a < ¢ < b dans R. Alors :

[ 1dgta) = plgilo.) = o64) — ofa)
[ 1dg@) = plal(la.c) = gle+) — (@)
b

[ 1dg@) = ulgl(le.t) = 90+) = 9(0).

c b
/ 1dg(x) + | 1dg(x) = g(b+) — g(a) + [g(e+) — g(c)]

/ldg /1dg —I—/ 1dg(x —g(o)].
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Proposition 1.4.9. Soit g € NBV(S,R). On définit g+ : S — R en posant (g+)(t) := g(t+)
pour t € [a,b] et (g+)(b) := g(b). Alors les assertions suivantes sont vérifiées.
(i) g+ € BCY(S,R) N BV(S,R).
(i) [lg + [loo < V2(g+)-

(iii) Si g et g+ sont dérivables en t € ]a,b| alors (g+)'(t) = ¢'(¢t).
Démonstration. (i) Comme g € NBV(S,R), g est réglée et ainsi g+ est bien définie. On fixe arbi-
trairement ¢t € [a, b[. Nous avons
Ve > 0,30 =6(t,e) >0,Vs,t <s<t+d=|g(t+) —g(s)] <e.

On fixe arbitrairement € > 0. Quand s, 7 sont tels que t < s < r < t+9, on obtient |g(t+) —g(r)| <,
et quand r — s+, on obtient |g(t+) — g(s+)| < e. Et ainsi on a [(g+)(t) — (9+)(s)| < € quand
t < s <t+4. Et ainsi on a prouvé que g+ € CI(S,R). Soit (¢;)o<i<n € &(5). Nous obtenons

S (g () — (gt < 3 (g4 (Eien) — 9t
=0 i=0
# 3 loften) ~ ot + 1ot ~ (gt

=0
< Y lulgll({tina}) + Vit +Z!u J1({t:3)

gl ({817 € {1, 1)+ V() + gl (s < € {0, - m})
< 2u[g]|(S) + V2(g) < +o0.

De plus on a g+ € BV(S,R). Comme BV (S,R) C B(S,R), nous obtenons (i).
(if) Comme (g+)(b) = 0, en utilisant [35], on a [|g + ||oo < V2(g+) + |(g4+)(0)| = V2 (g+).

(iii) Soit t € ]a,b[ tel que g et g+ sont dérivables en t. Comme BV (S,R) C R(S,R) il existe
D cC S, D au plus dénombrable, tel que g est continue en tout point de S\ D, [10]. En conséquence , si
s € S\ D, nous avons ¢(s) = (g+)(s). S\ D est dense dans S, comme le contraire impliquerait qu’un
sous-ensemble au plus dénombrable contiendrait un sous-ensemble ouvert de S ceci est impossible.

Nous pouvons trouver une suite (r4)4en telle que t +r, € S\ D, et telle que lilf rq = 0. Comme
q——+o0

t+rqy €8\ D, nous avons (g+)(t +r4) = g(t + rq) pour tout ¢ € N. Comme (g+)’(¢) existe, on a

() = 1im_ (gH)(t+ 7‘;{) —(gH)®) _ i g(t+ Ti) —9(t)

=g'(t).

O

Proposition 1.4.10. Soit g € NBV(S R) et f € C°(S,R). Nous considérons l’application
P:S — R définie par P(t / dg(s . Alors les assertions suivantes sont vérifiées.
(i) P € BV(S,R) mBCO(S R).

(ii) Pour tout t €la,b], P(t—) — P(t) = [g(t) — g(t-+)]f (1)

(iii) Si en outre nous supposons que f € C1(S,R), alors pour Lebesgue-presque toutt € S, P et g
sont dérivables en t et nous avons P'(t) = ¢'(t) f(t).
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Démonstration. (i) Soit (t;)o<i<n € &(S5). En utilisant la propostion 1.4.8, nous obtenons, pour tout

i €{0,...,n},
tit1 t; tit1
| asoro — [Cdawsw = [ daw )~ (g0 ) — a1 w0

a

Alors, en utilisant ’additivité de la variation des fonctions & variation bornée et l'additivité des
mesures, nous avons

> 1Pl — P = Y1 [ doio) — [ dato) s

i=0 i=0 7@

=301 g0 = [tg)t) = gttt
i7:10 1ti+1 n

<> N dg(t) f(t)| + Z [(g+)(t:) — g(t)] f ()]
i=0 i

<> Vit (g) ||f||oo+Z| g+)(t:) — gt f ()]
i=0 i=0

(9) HfHoo+Zlu JAEDI oo

<V
“; o (9 flloo + \M[ J({ti - i € {0, n} DI flloo

< VE(g) Flloo + 1lg] (8] flloe < +50.

Donc nous avons prouvé que P € BV (S, R).

D’apres le théoréeme de Stone-Weierstrass, C''(S,R) est dense dans C°(S,R). Soit (fy)gen une
suite de I'espace C1(S,R) tel que lim || fg — flloo = 0. Pour tout ¢ € N nous définissons la fonction

P, : S — R en posant Py / dg(s)fq(s). En utilisant la Proposition 1.4.8 nous avons, pour
tout ¢ € [a, b,

R0 = (1O — 9@ o)~ [ o) Syfs)ds (14.21)

Comme f, € CY(S,R) et g € BV(S,R), fq et g sont Riemann-intégrables, et leur produit g - f; est
aussi Riemann-intégrables, et en conséquence g - fé est Lebesgue-intégrable sur S, et ainsi nous avons

[t / 9(s)f!(s)ds] € AC(S,R) C C°(S,R). (1.4.22)

En utilisant la proposition 1.4.9, nous savons que g+ € C’g(S, R), et comme f, est continue, nous
obtenons (g+)f; € CY(S,R). Et ainsi P, € CY(S,R) comme une somme de fonction continue & droite
sur S. En nous appuyant sur le début de cette preuve nous savons que P, € BV (S,R) C B(S,R), et
donc nous obtenons P, € BCY(S,R) pour tout g € N.

Pour tout t € S, et pour tout g € N, en nous appuyant sur la linéarité de I'intégrale, nous avons

|P(t) = Py(t)| =

[ 067 6) = £4(5)| < VEGIS ~ Falle

cela implique ||P — Pylleo < V2(g)|lf — f4lloo, €t conséquemment nous avons ll)ril |P — Pyl = 0.
q oo

Comme BCY(S,R) est complet pour || - ||, nous obtenons que P € BCY(S,R).
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(ii) Nous utilisons les suites (fq)qen et (Py)gen comme précédemment. Fixons ¢ € Ja,b]. En
utilisant (1.4.21) en s < t et s — t—, nous obtenons

By(t=) = (1)) folt) — gla)fofa) = [ g()7y(5)ds.

En utilisant (i) de la Proposition 1.1.4, et (1.4.22) nous obtenons
t

Py(t=) = 9(t) f4(t) — g(a) fy(a) —/ 9(s)fq(s)ds,

a

et donc, en utilisant (1.4.21), nous avons Py(t—) — Py(t) = [g(t) — (g+)()]f4(t). A ce stade, en
appliquant la convergence uniforme de (f;)4en vers f et la convergence uniforme de (Py)qen vers P
nous obtenons le résultat annoncé.

(iii) Comme P, g,g+ € BV(S,R), [36], P, g et g+ sont différentiables Aq-p.p. sur S. Comme
une union de trois sous-ensembles Ai-négligeable est Ai-négligeable, il existe N C S, tel que N est
A1-négligeable et tel que P, g, et g+ sont dérivables en chaque point de S\ N. Comme f’ et g sont
Riemann-intégrables, leurs produits g - f’ est aussi Riemann-intégrables, donc g - f’ est Lebesgue-

t
intégrable sur S, et en conséquence, la fonction [t — / g(s)f'(s)ds] est absolument continue, et en
a

t

conséquence, il existe N1 C S, tel que Ny est Aj-négligeable et tel que %/ g(s)f'(s)ds = g(t)f'(t)
a

pour tout t € S\ Ny, [36]. En utilisant la proposition 1.4.8, nous avons

t

P = ()OS0~ g(a)f (@) ~ [ g5)1'()ds.

a
Soit Ny := NUN;. Alors Ny est A\j-négligeable, et en dérivant dans la formule précédente en ¢t € S\ No
utilisant aussi (iv) de la proposition 1.4.9, nous obtenons

P'(t) =g' () f(t) +g) f'(t) =0 — g(t) f'(t) = g'(t) f(2).
Notons que dans le dernier calcul, (9+)(t) = g(t) comme g est dérivable en ¢, elle est continue en
t. O

Proposition 1.4.11. Soit g € NBVy(S,R). Alors on a :

(i) (9+) € CY(S;R)

(ii) (¢+) € BV(S,R)

(iii) Si g et (g+) sont dérivables en x € a,b[, alors (9+)'(z) = ¢'(x).
Démonstration. (i) découle de la proposition 1.1.1.

(ii) Soit a =xg < x1 < -+ < Tpy1 = b une subdivision de &. Alors :

-

s
Il
=}

[(gH) (i) = (gH)(@iv)| = D [g+) (@) — g(@i) + g(2i) — (94)(wis1)

n
=0

+9(zit1) — g(it1)|
[g(zi) — g(ziy1)] + [(g+)(2i) — g(:)]

Il

s
Il
o

i ~[(g+)(zit1) — g(xﬁl)]!
> lg(@) — glzip)| + Y [(g+) (@) — ()]

i=0 =0
n+1

+ D l(gH) (i) — g(x)]
i=1

IN

Mamadou Ibrahima Koné 41



CHAPITRE 1. ESPACES FONCTIONNELS ET QUESTIONS D’INTEGRATION

n n n+1
Yol @) = (g (@) < V(g + D Ield) {wz}HZ\M J({zi})l
=0 1=0

n+1

IN

V) + 3 gl () + 3 Il (ad)
i=0 ‘

car |u[g]| est positive.
< Vo) + lulgll(S) + |ulgll(S) < +oo
car |u[g]| est une mesure positive finie.

(iii) Puisque g est dérivable en z, g est continue en z.

Puisque BV (S,R) € R(S,R), il existe D C S, D au plus dénombrable tel que, Vy € (S\ D)V,
g est continue en y, cf. [10].

Soit (7,)n tel que (z + 7,)n € (S\ D)N et tel que ngl}rloo rn, = 0. Alors, par la caractérisation

séquentielle des limites dans les espaces métriques, on a :

(D)) = Tm (g + ) — () @)
= Jm gz 4 ) —g(2)
= J(2).

Proposition 1.4.12. Soit g € NBV(S R), f € C°(S,R) et ¢ € Ja,b[. Soit la fonction Q :
[a,c] — R définie par Q(t) / dg(s
Alors nous avons @ € BC’O([a c,R).

Démonstration. Nous fixons ¢ € [a, c|. En nous appuyant sur le théoréme de Stone-Weierstrass, nous
savons qu'il existe une suite (fy)sen in C([a,c],R) tel que lim || f¢ — flloo = 0. Pour tout ¢q € N,

nous définissons @) : [a, c] — R en posant Q4(¢) / dg(s fq( ). En utilisant la proposition 1.4.8,
nous avons

= [[ o) fal) = gler)fale) = 9(O1(0) = [ als)1y(s)ds

Comme f, est continue et g est continue a gauche, le produit g - f, est continue a gauche. Comme g
et fé sont Riemann-intégrables, le produit g - fc/1 est Riemann-intégrable, et aussi Lebesgue intégrable,

C
et ainsi la fonction [t — / 9(s)f4(s)ds] est absolument continue et aussi continue, et alors Qg est

la somme de deux fonctions continues a gauche et d’une constante, et ainsi nous avons prouvé que
0
Qq € C¥([a, dl, ).

Comme lim | fylloo = [|f|loo, la suite réelle (|| fq]|oc)qen est bornée dans R. Pour tout ¢ € [a, ¢],
q—+o00

oo

Nous avons aussi @, € BCS([a, ], R). Pour tout ¢ € N, pour tout t € [a, ¢|, nous avons

nous avons

Qq()] =

< VE@ fallso < Va(g) sup || fglloo < +o0.
qeN

Q) - Q)| = | [ ds(o)1u(s) = 1)) < Vi@ fy — Sl
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ceci entraine lir}rn Q4 — Qlloe = 0. Comme BCY([a,c],R) est complet nous obtenons que Q €
q——+o0

BCY([a, d],R). O
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Chapitre 2

Equations différentielles fonctionnelles
générales

Dans ce chapitre, apres avoir précisé les notations et les définitions dans les chapitres précédents,
nous présentons les conditions d’existence et d’unicité locales de solutions des problemes de Cauchy.

2.1 Existence et unicité de solutions locales des problemes de Cau-
chy
2.1.1 L’énoncé du théoréme

On s’intéresse au probleme de Cauchy :

x’fct) = Z;(taxt)} (2.1.1)

sur lequel nous considérons les ensembles :

I, = [0,q]
By = {pec: |yl <p} (2.1.2)
A(a,B) = {yeC[—r,aliR™) :yo =0,y € Bg,t € I}

ou y; est application définie sur [—r, 0] & valeurs dans R™ telle que y¢(0) = y(t+0), 6 € [-r,0], quand t €
[0, a], et les hypotheses suivantes :

— (0,¢) eRx €

— fe %o, T) x €,R").
On cherche une solution z € C%([o — 7,0 + r];R") et de classe C*! sur [o,7] de (2.1.1).

L’énoncé suivant figure dans les livres de Hale ([28], page 41) et de Hale et Verduyn Lunel ([29],
page 43).

Théoréme 2.1.1 (Existence). Supposons que :

— ) est un sous-ensemble ouvert de R x €

— feCYU (YR,
Si (0,¢) € Q alors il existe au moins une solution de (2.1.1) passant par (o, $). Plus généralement,
si W est compact et f° € CO(Q,R"),
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— il existe un voisinage V.C Q de W tel que f° € C’g(V;R”),
— il existe un voisinage U C C)(V;R") de fO et a > 0 tel que ¥(o,¢) € W, f € U il existe
une solution x(o, ¢, f) de (2.1.1) passant par (o, ¢) définie sur [0 —r,o + .

2.1.2 La démonstration du théoréme 2.1.1.

Nous proposons ici une démonstration qui a des différences avec celles données dans les ouvrages
pré-cités de Hale et Verduyn Lunel. La premiere différence est 'utilisation du lemme de Heine-
Schwartz.

La seconde différence est de modifier ’ensemble fonctionnel compact qui intervient dans I'utili-
sation du théoréme de point fixe de Schauder. Nous commencgons par les résultats suivants :

Lemme 2.1.1. Trouver une solution de (1.1.1) est équivalent a trouver o > 0 et une fonction
y € CO([—r,a],R™) qui résout le probleme :

Yo = 0 .
~ 2.1.3
y(t) = / f(O' + s, ¢U+s + ys)dsv si t>0, ( )

0

pour 0 <t < a.
Démonstration. Pour (o,¢) € R x €, soit ¢ € CO([o — r, T]; R") définie par :
&a = ¢

St+o) = 60) si t>0. (2.1.4)

Supposons que = : [0 — r,0 + a] — R™ soit une solution de I’équation (1.1.1) passant par
(0,¢) € R x €. On définit la fonction y en posant :

yit)=xz(t+o)—o(t+o) si —r<t<a. (2.1.5)

Alors le lemme 1.1.2 entraine que y vérifie :

Yy = 0 .
~ 2.1.

W) = [ Hot s derstuds s 120 (219

0

En effet, puisque z est solution de (1.1.1), on a :
t
z(t) = gb(O)—}—/a f(s,xz5)ds, si o<t<o+a } (2.1.7)
Ty = @

donc
t+o

a:(t—l—a)ng(())—l—/ f(s,x5)ds st 0<t<a.

g

Posons u := s — o0, alors par un changement de variable on a :
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vVt € [0,a], z(t+0) = ¢(0) + /Ot flu+o,2yt0)du
vt € [0,a], z(t+ o) — ¢(0) = /Ot flu+o0,zyt0)du

t
Vit € [0,al], y(t) = / fu+ 0, 2y10)du.
0

D’apres (2.1.5); on a y(t) = z(t + o) — o(t 4 o) alors pour w € [0,a], 0 € [-7,0], on a
yw+0) =z(w+0+0) = d(w+0+0) = yu(l) = Twio(0) = Puwio(t) = Twto = Yo + Puwto-

Quand w =0on a : }

Yo = 2o — o = — ¢ = 0. (2.1.8)

Dot (2.1.3).

De méme si y est une solution de (2.1.3), alors on a z solution de (1.1.1) par la transformation
précédente : en effet pour z(t + o) = ¢(t + o) + y(t) si —r <t < a, en posant t =w +60 avec 0<
w < a,on a Tyto(d) = dwio(l) +yuw(@) si —r <0 <0, yo(0) = 25(0) — ¢ (0), or yo =0 donc

xa(‘g) = an(‘g), -r<6<0
z, = o (2.1.9)
Et ainsi z, = qgg = ¢.
On a :
~ t -
z(t+o)—opt+o) = / fo+58,¢otrs+ys)ds si 0<t<a
0
~ t -
2lt+0) = Glt+0)+ [ F(o+5 rratuo)ds
0
t ~
slt+a) = 60+ [ o+ 5d0rs+p)ds
0
Posons u := s + o et effectuons le changement de variable, alors on a :
t+o
z(t+0)=¢(0)+ f(s,xs)ds
d’ou, avec T:=t+ o :
2(r) = 6(0) + [ f(s,2.)ds 2110)
Ty = Q.
D’ou le lemme. O

Rappelons le lemme de Heine-Schwartz [51].

Lemme 2.1.2 (Heine-Schwartz). Soit X etY deuz espaces métriques, f : X — Y une fonction
continue et K un compact de X, alors :

Ve>0 30.>0,Vere K,Vze X, d(z,z) <de=d(f(z), f(z)) <e
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Démonstration. Supposons la conclusion fausse :

Je >0, V6 > 0, Tz € K, Fz5 € X, d(xg,25) < e et d(f(xs), f(25)) > €.

Pour tout n € N*, prenons § = % et posons u, = x1 et v, = z1. Puisque K est compact, il existe
o : N* — N* strictement croissante, et il existe u enK tel que liyann_Hoo Ug(n) = .

On a, Vn € N*, d(uq(n), Vo(n)) < ﬁ, et puisque limy,, 4o 0(n) = +00 on en déduit que lim v,y = .
Or, Vn € N*, d(f(tug(n)), f(Vo(n))) = € Or f étant continue, lim f(u,(n)) = f(@) et im f(vy(,)) = f(10)
donc

0=d(f(u), f(w)) > € : c’est la contradiction. O

Remarque 2.1.1. Nous appelons le lemme précédent "lemme de Heine-Schwartz" car sa dé-
monstration est trés proche du théoréme de Heine ("Toute fonction continue sur un espace métrique
compact est uniformément continue") et la plus ancienne référence que nous connaissons qui contient
le lemme 2.1.2 est le cours de I’X de Laurent Schwartz [51] a la page 355. Ce résultat n’a rien d’ano-
din, il permet de travailler sur des espaces normés de dimension infinie ot les bornés me sont pas
relativement compacts. En dimension finie, pour démontrer ce lemme, il suffirait d’utiliser le fait que
pour tout compact, il existe un ouvert qui contient ce compact et qui est d’adhérence compacte (cf. J.
Dieudonné [23]), et puisque une fonction continue sur cette adhérence compacte est uniformément
continue, on obtient le résultat. Ce raisonnement ne fonctionne plus en dimension infinie car une
boule ne peut plus étre d’adhérence compacte d’aprés un théoréme de Riesz (cf.[23]). Ce lemme s’est
avéré trés utile dans l’étude des opérateurs de superposition, par exemple dans [13] et [1/].

Lemme 2.1.3. Supposons que :
— Q CR x € est ouvert
— W C Q est compact
— feCY%Q,RY).
Nous rappelons que A, B) = {y € C°([—r,a];R") : yo = 0,y; € Bg,t € I,}. Alors :
(i) Il existe un voisinage V.C Q de W tel que f € CP(V,R").

(ii) 1l existe un voisinage U C BC°(V,R™) de f et des constantes strictement positives M, o, 3
tels que

V(o,¢) €V, VfeV, |f(o,d)] <M. (2.1.11)
(iii) De plus Vt € I,,Vy € A(a,B),¥(0,¢) € W on a

(0 4ty + boit) EV.

Démonstration. (i) Puisque f est continue sur le compact W on a :
M € ]0; +oo[ tel que V(o,¢) € W, |[|f(0,¢)|| < M.
D’apres le lemme 2.1.2 on a :
Ve > 0,30, > 0,Y(0,¢) € W,¥(01,01) € R x €,
d((0,9),(01,¢1)) < e = | f(o,0) — flor,d1)|| <€

et donc

Il f(or, 00|l < || f(o, )] +e.
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Nous fixons € € |0, +00] et nous posons
Vi={(o1,¢1) ERXC : d((o1,¢1), W) < d.}. Alors, par ce qui précede, on a :

V(o1,01) €V, |f(o1,é1)l < supWHf(Ua )| + e

(o,9)€

Donc f est bien continue et bornée sur V'; ce qui prouve 'assertion (i).
(ii) Introduisons :
U:={geCV,R") : llg = fllo <re}-

et
§:= sup |[[f(o, ) +e
(0:0)eW
C’est la boule ouverte de centre f et de rayon r dans espace de Banach (CP(V,R"), || - ||c).

Alors pour tout (o1,¢1) € V, on a:

lg(o1, 1) = llg(or, 1) — fo1, d1) + f(o1, ¢1)]]
lg(or, 1)l < llglor, é1) — flor, é1)ll + 1f (o1, é1)]]
lg(or, 1)l <7 +¢&.

Donc, Vg € U, sup, gyew 19(0, ¢)|| < r+&. Et ainsi l'assertion (ii) est prouvée.
(iii) Soit (0,¢) € W. Pour t € I, y¢ € Bg, o = 3 = 6, comme

d((0 + b,y + Goit), (0,0)) = max{|t]; | oyt + v — OII}
on a alors [t| < 0. et ”<Z>a+t + 1 — ¢|| < de et donc (o + ¢,y + (5,,+t) evV.

O
Lemme 2.1.4. Supposons que :
— Q CR x € est ouvert
— W C Q est compact
— feC%Q,R")
— les voisinages U et V' et les constantes M, « et B sont ceux du lemme 2.1.3.
Si Uopérateur T : W x U x A(a, B) — C°([—r,a], R"™) est défini par
T(o,0,f,y)(t) = 0 si te][-r0]
t . , (2.1.12)
T(U,gb,f,y)(t) = /O f(0+3a¢o+s+ys)d8 si tely }

alors T est continu et il existe un compact K de C°([—r,a]; R™) tel que
T(W xUx Ao, B)) CK,

ot A(a, B) est défini par (2.1.2).
De plus si Mo < 8 alors :

T(W xU x A(a, B)) C A(a, B).

Mamadou Ibrahima Koné 49



CHAPITRE 2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES FONCTIONNELLES GENERALES

Démonstration. Commengons par prouver que :
T est & valeurs dans CO([—r, a]; R™).

En effet application [s — (0 + s, ¢yrs +ys)] est continue sur [—r, o] et I'application f : © — R™ est
t

continue sur Q, ainsi [s — f(0 + 5, ¢ois +ys)] est continue sur [—r, ] d’ott [t > / fo+ 5, ¢ors)ds|
0

est continue sur [—r, a.
De plus la relation (2.1.11) implique que

HT(O'v ¢7 fa y)(t) - T(Ua ¢7 f7 y)(T)H < M’t - T’v

d’ou
V7 € Ly |T(0.6, £,9)(1)]| < Ma (2.1.13)
En effet :
70,6, F0)(0) = T(o 6, L)@ = 1 [ o505 s
/ f U+5 ¢J+s+ys)d‘s”
= T(0. 6. £,9)(®) = T(@,0. L)) = | / £ + 5. Grre +y2)ds] .
= 7.6, £.9)(t) = T(e.0 )P < | / Mds|
= HT(O—7 ¢7 f7 y)(t) - T(Ua (ls: fa y)(T)H S t - T
et
t _
[T(@,0 L) = || [ £ +5000+u)ds]
= |76 f)®Ol < Mt (Ve L)
= |IT(0, 6, £)®] < Mo
Ainsi (2.1.13) est prouvée.
Posons
K = {g€C(-raiR") :¥t,7 € L, |g(t) — g(r)| < Mt — 7],

lg(®)Il < Ma, go = 0}.
Ainsi (2.1.13) se traduit par :

Y(o,0, f,y) € W x U x A(a, B),T(0,¢, f,y) €K

Nous allons montrer que K est compact .

La convergence uniforme entrainant la convergence simple sur [—r, a], on vérifie que K est fermé
dans C°([—7,a]; R™) pour || - ||c-
En effet, soit (g,,), une suite convergente, de limite g, d’éléments de K, montrons que g € K. Soit
t,7 € I,, on a d’une part

lg(®) =g = llg(®t) = gn(t) + gn(t) = gn(7) + gn(7) — g(7)
lg(®) =g < Ng(®) = gn®] + llgn (@) = gn()| + lgn(7) = g(T)]-

Comme Ve > 0,Vn > No, ||gn(t) — g(t)]| < 5,
on a Ve > 0,Yn > No, |lg(t) — g(7)|| < €+ |lgn — g-|
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= Vn = No, [|9(t) — g(7T)|| < [lgn(t) — gn(7)||. Puisque Vn € N, g, € K, on a [|g(t) — g(7)[| < M|t — 7|
d’autre part, on a aussi :

vneN gl = [lg(t) = gn(t) + gn (D)l
lg@I < Nlg®) = gn (@)l + llgn @)l
ve>0, g < e+llgn@

et puisque, Vn € N, g, € K, alors ||gn(t)|| < Ma d’ou ||g(t)|| < Mo et on a bien g € K.

Ainsi pour prouver que K est compact, il suffit de prouver que K est relativement compact. Pour cela
d’aprés la version du théoréme d’Ascoli-Arzela donnée dans ( [17], page 25), il suffit de prouver que
IC est uniformément équicontinu, puisque dim R" < 400 et les fonctions de I sont a valeurs dans un
borné. En effet pour tout € > 0, en posant . := 57, on a : Vt,7 € [-7,q],

[t — 7| <0 = Vg € K,|g(t) — g(7)|| < Md. = €; ainsi K est bien uniformément équicontinu donc
compact.

On a vu ci-dessus que T'(0, ¢, f,y) € K deés que (0,9, f,y) € W x U x A(a, B); d’ou

T(W x U x Ao, 8)) € K. (2.1.15)
On doit maintenant montrer que 7' est continu.
Soit (%, ¢*, ¥, y*), une suite & valeurs dans W x U x A(a, B) qui converge vers (o, ¢, f,y) € W x
U x A(a, ). 1l s’agit de démontrer que
lim T(Ukv d)ka fk7 ?/k) = T(Uv d)v fa y)

k—4o00

Dans un premier temps, montrons que kEIJrrloo fro* + s, qﬁ(’jkﬁ +y5) = f(o+ 5, Pors + Ys).

Soit s € I, ; on a:

||fk(ak + s, qzzlj-k+5 + y?) - f(O' + s, é0+s + ys)H <
170" 4 5,05k +y8) = F(oF + 5,00+ 4
+ ”f(o'k + 37¢5—k+5 +y§) - f(O' + 37¢0+s + ys)Ha

et comme lim ka — flle =0, 0n a, Vs € I,,
k—+o00

Hm || fF(o" + s, Fe, +yF) = flo" + 5,85+ )] =0. (2.1.16)
k—+oc0

De plus on a, B .
Vs € Ia7kli>r_~r_loo fk<ak + S, ¢]:rk+s + yf) - f(gk + S, ¢§k+s + y§)7

et la continuité de f nous permet d’obtenir que : Vs € I,

Hm f(o" + 5,05+ k) = flo+ 5, bots + Us)- (2.1.17)

k—+o00
Finalement, avec (2.1.16) et (2.1.17), Vs € I, on a :

Hm fo* + 5,88 +y8) = f(o+ 5, dors + ys)
k——+o0

On a aussi vu précédemment que V(o,¢) € V et Vf € V on a : |[f(0,¢)|| < M, ainsi puisque
VkeN, freW ona:V(o,¢) €V, fHo 9)] < M.
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Comme V¢t € I,,Vk € N, (o* +t, qu’ij +yF) e V,ona ||[f(a* + tv&;wt +yF)|| < M. Puisque les
constantes sont Lebesgue-intégrables sur [0, T], on a, d’aprés le théoréme de convergence dominée de
Lebesgue :

Vte I, lm T(o" &" % y5) ()
k—4o00

k—4o00

lim / (1) 1 s G0 1 s 1) g
0

_ /t i 109 (010 s, g1 4 g ) g
0

k—4o00

t -
- /0 f(0+5a¢a+s+ys)
= T(o,¢,f,y)(?)

Ceci permet de conclure que T est continu. O

Maintenant, nous pouvons démontrer le théoréme.

Démonstration. Supposons que W = {(o,¢)}, W est compact, d’apreés le lemme 1.1.1 et en consi-
dérant Q C R x € et f € C°(Q,R"), il existe un voisinage de W tel que f € CP(V,R") et il existe
U C C’g(V, R™) un voisinage de f et M, a, B positifs tels que

V(o,0) €V et VfeU,I|f(o,¢)| < M.
SiT:W xU x A, B) — CO([—r,a]; R™) est défini par :
T(o,¢, f,y)(t) = 0 si te[-r0]
Tl06 f)(0) = [ Jo+5,d0rstyds si 1€l }

o, ¢, f étant donnés, on peut considérer T'(o, ¢, f,+) = F et avec Ma < 3

(
(

F: Ala, ) — Ala, B).

Vérifions que F est continu et A(a, 3) est fermé, borné et convexe dans C°([—r, a]; R™).
En effet, soit t € [0, 1] et u,v € A(a, ), alors

[tu+ (1 —t)v| <tlu|+ (1 —1t)jv] et ||lullc <PBet||v]lc<p=
[tu+ (1 =)o <t5+(1—1)8 =
ltu+ (1 —t)v]| <p  dou tu+ (1—tve Ala,p).
De plus, pour tout sous-ensemble borné B de A(«, ), F(B) est uniformément équicontinue.

En effet :
soit € > 0, [t] —ta] < a =

t1 ~ t2 ~
||Fy(t1) - Fy(tZ)H = ” /0 f(O + 5, Qots + ys)ds - 0 f(J + 5, Q015 + ys)dSH

to -
[Fy(t) — Fy(ta)|| = ||/t f(o+ 5, dotsty,)ds]|

t2 ~
IFy(t) = Pyt < [ £+ 5. Gorern)ds

t1
|Fy(t1) — Fy(ta)|| < Mlt1 —t2| ainsi Ty € T(B).

CHAPITRE 2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES FONCTIONNELLES GENERALES 52



Control optimal et calcul des variations en présence de retard sur ’état.

Posons e = M« ; on a alors
[Fy(t1) — Fy(t2)|| <e, FyeT(B),

donc F(B) est bien uniformément équicontinue et donc par le théoréme d’Ascoli ([51]) F(B) est
relativement compacte dans A(«, ).

Comme T'(B) est fermée alors T'(B) est compacte dans A(a, ), on peut ainsi utiliser le théoréme du
point fixe de Schauder (cf. sous-section 1.3.1) et donc il existe y tel que Ty = y.

Ainsi on a :

t ~
y(t)I/ f2(0 + 8, oss +ys)ds si t >0 }
0
yo = 0.

Théoréme 2.1.2 (Unicité). Supposons que :

— [ Q—R"

— f est continue

— f(t, ) est lipschitzienne en ¢ sur chaque compact de Q.

Si (0,¢) € Q alors il existe une solution unique x : [0 — r,o + a] — R™ de l’équation passant par
(0,0) tel que siy : [0 —r,o+ a1] — R"™, avec a1 < a, est une solution de l’équation passant par
(0,0) alors y = T|jo—r.g1a,]-
Démonstration. Soit
z:lo—r,c+a] — R"
une solution de I’équation passant par ¢. Soit
O<ai<a et y:lo—r,o+a] —R"

une solution de I'équation passant par (o, ¢). Posons & = 2|, _ s44,] €t supposons Z # y, alors
t
50— y(t) = [ (5 = fls.po)lds pour 0 <t <ot
g
To — Yo = 0.

Soit k la constante de Lipstchitz de f pour un compact contenant {(t,x),(¢t,y:) : t € [0,0 + a]}.
Prenons a suffisamment petit tel que ka < 1, alors pour ¢ € [0,0 + a1],

I30) ~y(oll = I [ 1702 ~ S, ua))ds]

(o
t
[
o

S
—
~~
S—
|
<
—~
~
-
IN

|f(5’js) - f(57ys)||d5
t

< & [ o pllods
o
t
< k sup  ||Z5 — ysllods
o o<s<o+ai
t
< k sup ||:is—y8||c/ 1ds
o<s<o+aj o
< ka sup [T —yslle, (sio<t<a)

o<s<o+ai
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Orona zs:[-r0 — R", [u— z(s+u)], et
V€ lo o+ al, [|2(8) —y(O)ll < ka sup [l7(s+-) = y(s +llo;

vt oot a), 30~y ks sup (s ) ~yls e
o<s<o+ai

Comme ka<1l,onasité€ [o,0+ Ai]:

1Z(t) =yl < S [Z(s +.) —y(s + )l

12(t) —y®I < sup  sup [[Z(s+0)—y(s+0),
o<s<o+a; —r<6<0

1Z(t) —y (@) < sup  [|2(2) —y(2)]l;

o—r<z<o+ai

sup [|2(t) —y(®)[| < sup  [|E(2) —y(2)]].
o<t<o+ai oc—r<z<o+aj
Par hypothése on a Z, = ¢ = y,, or &, : [—7,0] — R™ est définie par Z,(0) = Z(o + 0) pour —r <
6 < 0. Ainsi on a #(z) = y(z) pour z € [0 —r,0]; d’ou

sup  [|Z(1) —y(@)[ < sup  [|Z(2) —y(2)]|.
o—r<t<o+a; oc—r<z<o+ai

Ce qui est impossible donc en fait x|y s4q,] =y pour a; < a, d’ott 'uniciteé. O

2.2 Solutions non prolongeables

La section précédente traite des solutions locales des problemes de Cauchy. Ici on s’intéresse aux
solutions globales. Elle contient les énoncés de Hale ([28], page 43) et Hale et Verduyn ([29], page
45) dont nous explicitons les démonstrations.

Supposons I'application f de I’équation (1.1.1) continue. Si x est une solution de I’équation (1.1.1)
sur un intervalle [0, al, ot @ > o, on dit que Z est un prolongement de z s’il existe b > a tel que Z,
définie sur [0 — r, b[, coincide avec x sur [0 — r,a| et x satisfait I’équation (1.1.1) sur [o, b].

Une solution z est dite non prolongeable si un tel prolongement n’existe pas; ainsi, 'intervalle
[0, a[ est I'intervalle maximal d’existence de la solution z. L’existence de solutions non prolongeables
est prouvée avec le lemme de Zorn.

Théoréme 2.2.1. Supposons que :

— Q C R x € un sous-ensemble ouvert

— feCYQ,R").
Si x est une solution non prolongeable de l’équation (1.1.1) sur [o,b[ alors pour tout compact W C Q,
il existe un ty € [o,b] tel que (t,x¢) ¢ W pour ty <t <b.

Démonstration. Sib = 400, le graphe de la solution sort de tout compact donc il nous reste a traiter
le cas ou b est fini.
Cas r = 0, il s’agit d’une équation différentielle ordinaire .
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Soit W un compact de €2, alors il existe U C C,?(V, R™) un voisinage de f et a > 0 tel que V(o,y) € W
et f € U, il existe une solution x = z(o,y, f) de (2.1.1) passant par (o,y) qui existe sur [o,0 + a].
Maintenant supposons que ’assertion du théoreme soit fausse, c.-a-d. : il existe un compact W C Q
tel que V ty € [o,b[, 3 t € [tw,b] tel que (t,z(t)) € W.

Posons M := sup |[|f(s,y)||, M est fini car f est continue et W est compact. Ceci entraine que
(s,y)eW
[s — x(s)] est lipschitzienne, donc uniformément continue sur [0, b[. En effet pour ¢,7 € [0,b] on a :

t
z(t) —z(T)| = | / f(s,2(s))ds|
T
< MJt—rT].
Soit (t,), une suite d’éléments de [0, b] qui converge vers b. Ainsi
Ve > 0,3Ng € N,Vp,q > No, |t, — t4| <,
d’ou
Vp.q = No, [|z(tp) — x(tg)|| < Me,

qui entraine que (x,), est une suite de Cauchy, donc convergente dans R"; soit ¢ sa limite. Ainsi

nous pouvons prolonger x par continuité en b, en posant z(b) = £ et (b,x(b)) € W. Comme z'(t) =
f(t,z(t)), on a = de classe C'! sur [0, b]. En considérant le probléme de Cauchy :

o(t) = f(t,x<t>>}
xz(b) = ¢,

le théoreme de Cauchy-Lispchitz ([19]) d’existence et d’unicité locales, implique qu’il existe une
solution locale y : [b — a, b+ a] — R™.
On obtient ainsi un prolongement & de x sur [o,b + «] en posant :

z(t) = x(t), pourt € [o,b]
2(t) = y(t), pourt € [b,b+ al.

Et donc x ne serait plus solution non prolongeable et cela contredit I’hypothese.

Cas r > 0. Si l’assertion du théoréme est fausse, Il existe un compact W C Q tel que V tyy €
[0,b], 3t € [tw,b] tel que (t,x¢) € W.
Posons M := sup |[|f(s,¢)||, M est fini car f est continue et WV est compact. Ceci entraine que
(s,6)EW
[s — x(s)] est lipschitzienne car sa dérivée est bornée, donc uniformément continue sur [0, b[. Comme
précédemment, il existe ¢ : [—r, 0] — R" tel que 11111)(1 xy = 1) ; en effet soit (¢x) une suite d’éléments
t—b—

de [o, b[ convergeant vers b.
V@ e [—r0 onax(l) =xz(t+6)ona

L m 2y, (0) = limy o0 2(ty +0)
— 2(b+0) (2.2.1)
= ¢(0).

Ainsi nous pouvons prolonger z par continuité en b, en posant x, = ¥ et (b,x;) € W. Comme
2'(t) = f(t,x¢), on a = de classe C! sur [0 — r,b]. En considérant le probléme de Cauchy :

2'(t) = f(t, 1) }
xp = 1P,
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le théoreme d’existence locale, (théoréme 2.1.1), implique qu’il existe une solution locale y : [b— v, b+
a] — R™. On obtient ainsi un prolongement & de z sur [0 — r,b + a] en posant :

(t) = x(t), pourt € [o,b]
2(t) = y(t), pourt € [b,b+ al.
Et donc x n’est plus une solution non prolongeable et cela contredit I’hypothese. O

Introduisons 1’ensemble :
LXLMIx JE)={uc LI x J,E) : [t = u(t,-)] € L=(I,L*(J,E))}

Théoréme 2.2.2. Supposons que :

— Q CR x € un ouvert

— f:Q — R" est complétement continue

— 1z est une solution non prolongeable de l’équation (1.1.1) sur [ —r,b].

Alors pour tout sous-ensemble fermé et borné U de R x €, U C €, il existe t, tel que (t,z:) ¢
U, pour tout t € [ty,b][.

Démonstration. Si b= 400 alors le graphe de la solution sort de tout compact donc la solution n’est
pas bornée donc il ne peut rester dans un compact.
Si b < 400, nous considérons deux cas : r = 0 et r > 0.
cas r = 0 (alors € = R"™), cela nous rameéne a une équation différentielle ordinaire. De plus U est un
fermé borné de R x R, il est donc compact. On se retrouve donc dans le cas du théoreme 2.2.1 .
cas r > 0 supposons la conclusion du théoreme fausse, c.-a-d. 3 U fermé, borné de R x €, U C (,
VT <b, 3ty €[T,b] tel que (t7,x¢,) € U. En posant T :=b — %,Vk‘ e N*, on a (tg,zy,) € U.
U étant borné, 3 M €]0; +o00] tel que (V(t,¢) € L®°LY I x J, E),|t| + ||¢]|cc < M), ainsi

VEkeN |z |o < Mc-a-d. sup ] lx(tx +0)|| < M.

S

D’une part, comme lim ¢ty =b—,ona : 3 KVk > K, |t — b < g = (Vk > K, |ty — trpr1| < 7)

k—4o00
= (Vk’ > K, tr € [tk+1 -, tk+1]) = (Vt S [tK,b[, Ha:(t)H < M)
D’autre part, puisque x est continue sur [0 —r, ¢ | qui est compact, x est bornée sur cet intervalle, et
finalement x est bornée sur [0 —r, b[. f étant complétement continue sur 'ensemble borné {(t,z),t €
[0,b[}, son image est relativement compacte. L’ équation intégrale pour les solutions de (1.1.1)
entraine

t+1
|lx(t+71)—2x(t)] = | / f(s,x5)ds|| < M7 pour t,t +7 < b.
t

x est uniformément continue sur [o — r,b[, donc prolongeable en b. En définitive {(¢,z,),t € [o,b[}
est contenu dans un compact de §2 et ceci contredit le théoreme 2.2.1. O
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Chapitre 3

Equations différentielles fonctionnelles
linéaires

Dans toute la suite : J = [0,T], S=[0c —n,T], S =[c —r—T,T), A=[-r,00 CR

3.1 Théoreme de représentation des fonctions linéaires continues
sur C%([a,b], R")

Nous allons énoncer sans le démontrer la version du théoreme de Riesz qui concerne ’espace des
fonctions continues [36] :

Lemme 3.1.1. Pour tout I' € €*, 3F € BV ([—r,0],R") telle que
0
<To>= [ dF(O)6(0),
-r
et nous avons l’égalité suivante :

Tl = V2, (F).

Pour tout ¢ € J, nous avons L(t) € £(C°(A,R"?),R"). Si (e])1<]<n est la base canonique de R™
et (€})1<j<n sa base duale, pour tout j € {1,...,n}, posons Li(t ) =ejolL(t) € £(C%A,R"),R). Et

alors pour tout ¢ € CY(A,R"), nous avons L(t )(;5 = (L'(t).¢,..., L™(t ) #). Pour tout ¢ € CY(A,R"),
nous avons ¢ = (¢!, ..., ¢"), ot ¢* € C°(A,R), et alors nous avons, pour tout j € {1,...,n},
Li(t).g =LI(t).(¢}, ..., 0") = Z (0,...,0,¢%,0,...,0).

Nous définissons (/% (t) € £(C%(A,R),R) en posant
0k (t).9F .= Li(t).(0, ...,0,¢%,0,...,0). Et ainsi nous avons

L(t).(¢, ..., ¢") = (Z k)., > En’k(t).qﬁk) . (3.1.1)
k=1 k=1

En utilisant le théoréme de représentation de Riesz de I'espace £(C°(A,R),R), dual de C°(A,R),

[35], [40], nous savons que, pour tout ¢ € J et pour tout j,k € {1,...,n}, il existe g/*[t] € BV(A,R)

o7
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tel que, pour tout ¢* € C9(A,R), nous avons
0 )
400" = [ dg (16" = [ dg 1000 (0)

Comme expliqué dans [35], nous pouvons trouver n/*[t] € NBV(A,R) tel que, pour tout ¢F €
C°(A,R), nous avons

D a0t 0) = [ at0)64 ().

—r —r
On note M, (R) ’espace des matrices réelles n x n, nous définissons ’application n : JxA — M, (R)
en posant n(t,0) = (pP*(t,0))1<jr<n = (PF[t](0))1<jk<n pour tout t € J et pour tout € A. Et
ainsi, pour tout ¢ = (¢',...,¢") € C°(A,R™), nous avons

L(t).¢o = 70 don(t,0)¢ (Z A F1t)(0)o* (0 )) . (3.1.2)
" 1<j<n

Nous établissons le résultat de régularité suivant :

Théoréme 3.1.1. Soit L € C°(J, £(C°(A,R™),R")). Alors il existe une application
n:J x A — My(R) qui vérifie les propriétés suivantes.
(i) Pour toutt € J, n(t,-) € NBV(A, M,(R)).
(ii) Pour toutt € J, ||n(t,-)|| v = || L(t)]e-
(iii) [t — n(t,-)] € C°(J, NBV (A, M,(R))).
(iv) Pour tout ¢ € C°(A,R™), pour tout t € J, (3.1.2) est vérifiée.
(v) n est Lebesgue-mesurable sur J x A.

(vi) n est Riemann-intégrable sur J x A.

Démonstration. (i) est vérifié par construction de 7.
(ii) C’est une conséquence de la formule donnée dans [35], p.156 et au choix de la valeur 0 en 0.

(iii) Notons que, pour tout t,t; € J, et pour tout ¢ € C°(A,R™), en utilisant la linéarité de
I'intégrale nous avons

(L(t) — L(ty)) - ¢ = / da(n(t,8) — n(t1,0))p(0), et en conséquence, comme pour (ii), nous
A

obtenons ||L(t) — L(t1)|le = ||n(t,-) — n(t1,-)||Bv, et alors 'assertion découle de la continuité
de [t — L(t)].

(iv) Cette assertion est due a la construction de 7.

(v) Si A € B(J) et c € NBV(A, M, (R)), nous définissons 'application u : J x A — M, (R)
en posant u(t,6) := 14(t) - ¢, out 14 est 'indicatrice de A. Comme application [(r,e) — r.€]
est bilinéaire continue, c’est une mesure de Borel, [(¢,0) +— ¢ +— 1 4(t)] est Borel-mesurable
comme composition d’applications Borel-mesurables, [(¢,6) — 0 — ¢(0)] est Borel-mesurable
comme composition d’applications Borel-mesurables, et ainsi u est Borel-mesurable comme
composition d’applications Borel-mesurables.

Si (Ai)lgigm € (%(J))m est tel que UlSiSmAi =Jet A4; ﬂA‘ =0 quand i # j, si (Cz)1<z<m E
NBV (A, M, (R))™, alors la fonction v : J x A — M,,(R), définie par v(t, ) Z 1a,(t

1<i<m
¢i(#), est Borel-mesurable comme une somme finie d’applications Borel-mesurables.
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Comme [t — n(t,-)] € C°(J, NBV (A, M,(R)) C L (J, NBV (A, M, (R)), il existe une suite

de fonctions étagées qui converge Aj-presque partout vers [t — n(t,-)] sur J, [11]. Alors, [11],

comme Aj(J) < +oo, il existe une sous-suite de cette suite qui converge simplement vers

[t — n(t,)] A\i-presque partout.

Et ainsi il existe une suite (fq)qen telle que fy(t) = Z L4,,(t).cq;: est une fonction étagée,
1<i<my

A1-presque partout. Pour tout ¢ € J, nous avons ql_i)rfoo I fo(t) —n(t, )l By = 0.

Nous définissons vg : J X A — M, (R) par vy(t, 0) := f4(t)(0). Nous avons donc montrer que
vg est Borel-mesurable sur J x A. Nous définissons

K= {teT: Tm_|If,(t) = n(t,)llsv =0}

Nous savons que K € B(J) et A\;(J\ K) = 0. Nous définissons C := K x A. Comme | - || o0 <

I 1lBv sur NBV (A, M, (R)), et ainsi la convergence uniforme implique la convergence simple,

nous obtenons, pour tout (¢,0) € C, ET vy(t,0) = n(t,0). Notons que C € B(J) ® B(A),
q oo

et Ao((J x A)\C) = M((J\ K) x A) = M\(J\ K) - A\i(A) = 0. Nous définissons wy, :
J x A — M, (R) par wy(t,0) := v4(t,0) - 1c(t,0). Alors wy est Lebesgue-mesurable sur
J X A comme un produit de deux applications Lebesgue-mesurables. Nous définissons de plus
w:Jx A — My(R) par w(t,0) := qETOO wq(t,0) =n(t,0)-1c(t,6) pour tout (¢,0) € J x A.

Notons que w est Lebesgue-mesurable sur J x A comme une limite simple d’une suite de
fonctions Lebesgue-mesurables. Comme (J x A) \ C est Ag-négligeable en J x A, I'égalité
w = 1n.1¢ entraine que 1 = w Lebesgue-presque partout sur J x A, et comme B(J x A) est
une tribu compléte, nous obtenons que 7 est Lebesgue-mesurable sur J x A.

(vi) Nous introduisons ’ensemble
D :={(t,0) € J x A:n(t,6+)#n(t,0)}.

Notons que, comme une fonction & variation bornée est réglée, le terme n(t,60+) existe dans
M, (R). Dans un premier temps, nous prouvons que ’ensemble des points de discontinuité de
n dans J x A est égal a D. Il est clair que si (¢,6) € D alors n n’est pas continue en (¢,6).
Inversement, si 7 n’est pas continue en (¢, ) alors il existe € € (0, +00) et une suite (¢4, 6q)qen,
dans J x A telle que : ||(t4,04) — (¢,0)| < % et |[n(tq,0q) —n(t,0)|| > €, pour tout ¢ € N,.. Nous
obtenons

e < |n(ty,0q) —n(t,0)]

In(tq, 0q) —n(t,04)| + lIn(t,04) —n(t, 0)|l

Hn(ttp ) —n(t, ')HBV + Hn(tv 011) - T/(tv 6)”?

et apres (iii) nous avons lirJlra In(tg,-)—n(t, )|l By = 0, nous obtenos pour tout ¢ suffisamment
q—+oo

ININ

grand, § < [|n(t,0,) —n(t,0)]|, ceci implique que 7(t, -) n’est pas continue en 6, et comme 7(t, -)
est réglée et continue a gauche nous avons nécéssairement n(t, 0+) # n(t,0), i.e. (¢,0) € D.
Apres (v), nous savons que 7 est Lebesgue-mesurable, et en utilisant la Proposition 1.4.9 et
un raisonnement similaire nous pouvons prouver que la fonction n+ := [(¢,0) — n(t,0+)] est
de plus Lebesgue-mesurable. Alors D est Lebesgue-mesurable comme (n — n+) YR \ {0}).
Notons que Dy, := {0 € A : (t,0) € D} est Lebesgue-mesurable dans R; ¢’est I’ensemble des
points de discontinuité de 7(¢, -). Comme ’ensemble des points de discontinuité d’une fonction
a variation bornée est au plus dénombrable, il est Lebesgue-négligeable, et ainsi nous avons
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A (Dy,.) = 0. En utilisant [36], nous avons Aa(D / A (Dy, )dA (t /Od)\l =0, et en

conséquence, D est Lebesgue-négligeable dans R2. En utilisant [419] nous obtenons que 7 est
Riemann-intégrable sur J x A.

O
Remarque 3.1.1. La fonction [a — n(t,a — t)] est continue a gauche.
On a aussi :
lim n(t,a—t+h) = lim nt,a+h—t
h—0+ 77( ) h—0+ 77( )
= n(t, (a+) = 1)

et enfin : {a € [o,t] : n(t, (a+) —1t) # n(t,a—t)} est au plus dénombrable, donc Lebesgque-négligeable.

Proposition 3.1.1. Supposons que L € C°(J, £(C°(A,R"™),R")) ; n est définie par le théoréme
3.1.1. Soit ¢ € C°(A,R™). Nous définissons la fonction v : [0, T] — R™ en posant

ot = { /_Ur tdgn(t,9)¢(t—a+9) si t€fo,0+7]
0 si telo+rT].
Alors les assertions suivantes sont vérifiées.
(i) v € BCY([o, T],R").
(ii) Pour toutt € [o,0 + 7], ¥(t) —Y(t+) = [n(t, (o — t)+) — n(t,o —t)] - $(0).
(iii) (o +r) = [n(t, (0 —t)+) = n(t,o —1)] - ¢(0).
(iv) ¢(o) = L(o) - ¢

Démonstration. (i) Fixons t € |o,0 +r]. Soit h € ]0,t — o[. Alors nous avons t —h € |o,0 + [, et

o—t+h

o—t

don(t = h, )t — h— o +0) — / don(t,0)(t — o + 6).

-

w(t=n—vin = [

-r
Nous introduisons

o—t+h o—t+h
= [T bt =00t~ h -0 +0)~ [T danft,0)(—h— o +0)

—r —r

o—t+h

o—t+h
I}, := / " don(t,0)p(t —h — o +0) — / dan(t,0)o(t — o +0),

- -r

et

o—t

o—t+h
11, = / don(t,0)(t — o + ) — / don(t,0)(t — o +6).

T -r

Alors nous avons
¢(t—h)—¢(t>=[h+ffh+fffh. (313)
Nous avons
o—t+h
H B d2[77(t_h79)_n(tve)]¢(t_h_a+0)
< Vfr_t-i_h(n(t - h7 ) - 77(757 ))H¢Hoo
< VO.(n(t—h,-) =nt,)[[@llec = |1 L(t —h) = L(t)| ¢ - |6]loo,
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et comme L est continue, nous avons hlin& |L(t —h) — L(t)||¢ = 0 ceci implique
—

lim I =0. 3.14
g I (3.1.4)

Suivant un théoréeme de Heine, ¢ est uniformément continue sur le compact [—r, 0] qui permet
de prouver I’assertion suivante

lim sup ¢t —h—0c+6)—¢t—0c+0)|=0.
h=0+ ge[—r,g—t+h]

Alors nous avons

o—t+h
L] = H/ don(t, 0)[6(t — h— 0 +0) — $(t — o + )|
< VO(n(t)) - sup  [[6(t—h—o+0) —$(t— o +0)],
0c[—r,0—t+h]

et en utilisant la relation précédente, nous obtenons

lim I =0. 1.
v il 0 (3:1.5)

Pour traiter 111y, posons f¥(0) := ¢(t — o + 0), g/*(0) := Pk (¢,0),
et P/(x) := 22:1/ dg”*(0) £ (0), notons que I1I}, = (Pi(c —t+h) — PI (o —t))1<j<n, et

en utilisant (i) de la proposition 1.4.10, nous obtenons
lim I11; =0. 3.1.6
i 1 (310

Utilisant (3.1.4), (3.1.5) et (3.1.6) dans (3.1.3), nous obtenons
hli%lJr(w(t —h) —(t)) =0, ie. Y(t—) = ¢(t) quand t € [o,0 + ], et comme 1) est constant
—

sur Jo + 7, T], nous avons prouvé
¥ € Cy([o,T],R™). (3.1.7)

Comme L est continue et [0, 0 + r| est compact, nous avons

sup ||L(t)|l¢ < +o0. Quand ¢ € [0, 0 + 7], nous avons
telo,o+7]

ol

1" dantt, 00606 - 0 + 0l <V 0(8,9) - [0l

Vet ) 8llec = ILH)g - 1]l

<
< sup [[L@)]e - [[@]loe < 400,
telo,o+r]

et comme ||¢(t)|| = 0 sur Jo + 7, T, nous avons ¢ € B([o, T],R"™), et (i) est prouvé.
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(ii) Fixons t. Soit A > 0.

vty v +m = [ dnt.0)0( o +0)

b

o—t—h
—/ don(t + h, 0)$(t + h — o — 0)
- o—t—h

_ /it@““m¢“_“+9%7/r dorp(t,0)(t — o — 6)
o—t—h

+ don(t,0)$(t — o +0)

co—i—h
—/ T (6 0)6(t + h— o+ 6)
U:tth
+/ don(t,0)(t +h — o + 6)

o—t—h
—/ don(t + 1, 0)(t + h — o + 0)

Donc on a :
Vh > 0, w(t) —1/1(t+h) = A, + By, + C),. (3.1.8)
En posant :
o—t o—t—h
A = [ dae0)st—o+0)~ [ don(t,0)0(t o~ 0)
co—t—h T o—t—h
B, — K, c@ﬁﬁﬁ@—a+%—[ﬁ dan(t,0)$(t + h — o+ 6)

o—t—h o—t—h
Cp = / <wmﬁw@+h—a+m—/ dan(t + 1, 0)(t + h — o + )

—r -

o—t—h
ICull = 1| [den(t,0) = don(t +h — o+ 0)](t + h— o+ 0)]
< Ve () =t A+ )6l
< VE%.((t) = n(t+h. )6l
= ||L(t) = L(t + h)||« - [|#]lc0 = O (h — 0+) car L est continue.
donc :
Jim Gy =0, (3.1.9)
o—t—h
1Bull = Il [ dan(t,0)[¢(t =0 +0) — ¢t +h — o+ )]
< VETR(t) - sup (gt — o +60) =gt +h—o+6)|
—r<0<o—t—h
< Vo%(n(t,)  sup h||¢(t*0+9)*¢(t+h*0+9)\|
—r<0<o—t—

comme sup  ||¢p(t—o+0)—d(t+h—0c+06)] =0 (t— 0+) donc:
—r<0<o—t—h

lim By =0. 1.1
gl 0 (3.1.10)

An = /C:ih dan(t,0)p(t — o +0) — ¢(=h)[n(t, (0 —t —h)+) —n(t,o —t —h)]  (3.1.11)
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d’apres la relation de Chasles;
par la proposition 1.1.3, puisque n(t, (o0 —t — h)+) — n(t, ((c —t)+) —h) on a :

hlir&n(t, (0 —t —h)+) =n(t, (c —1)). (3.1.12)

En outre, puisque 7(¢,-) est continue & gauche, on a

hlirél+n(t, o—t—h)=n(t(c—1)). (3.1.13)

Puisque ¢ est continue, des équations (3.1.12) et (3.1.13), on a :

Jim —o(-Rn(t, (t =0 = h)+) = n(t,t =0 = W] =0, (3.1.14)

o—t
Appliquons la propostion 1.4.12 a / don(t,0)p(t — o + 60) avec c: =0 —t
“t-h
o—t

g9(0) = n(t,0), f(0) =é(t— o+ 6), on sait que, Q(z) := / dg(6)f(0), Q est continue a

x

gauche, donc, ((h) := Q(c—t—h), ¢ est continue & droite, et donc : hliIBl+ C(h) =¢(0) =Q(c—t)
—

entraine que

o—t

lim /H donj(t,0)b(t — o + ) = /  dn(t,0)6(t — o+ 0)

h—0t Jo—t—h o—
= [n@t, (0 —t)+) —n(t,o —)]¢p(t —o + 0 — 1)

= lim /H don(t, 0)6(t — o +6) = [n(t, (0~ )4) = n(t,0 = 1)}6(0). (3.1.15)

h—0+ Jo—t—

Avec les équations (3.1.14) et (3.1.15) on obtient :

Jlim Ay = [(t, (0 = £)+) = n(t,r = )6(0) (3.1.16)

En utilisant les équations (3.1.9), (3.1.10), (3.1.16) dans 1’équation (3.1.8) on obtient :
P(t) = P(t+) = [n(t, (0 — )+) = n(t, 0 — 1)]¢(0).

(iii) En utilisant la proposition 1.4.8, nous avons

T

Y(o+r)= don(t,0)o(r +60) = [n(o +r,—r+) — n(o +r,—r)].¢(0).

-r

0
(iv) En utilisant la définition de 1, nous avons ¢ (o) = don(o,0)p(0) = L(o).¢.

-r
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3.1.1 Prolongement de n a [0,T]| x [0 —r —T,T]

Dans cette partie on souhaite étendre le domaine de définition de 7.
NBV ([a,b], E) = BV ([a,b], E) N C([a, b], E).
NBVy([a,b], E) == {f € NBV([a,0], E) : f(b) = 0}.

Alors || f||nBy := V2(f) est une norme sur N BVy([a,b], F) qui devient un espace de Banach.

On prolonge 7 en 7 de la fagon suivante :
n:lo,T)x[oc—r—-T,T] — E

(t,—r) si te€fo,T],0€c—r—T, —r]
(t,6) si telo,T], 0€l[-r0]

Ui
n(t,0) == n
0 si telo,T], 0€]0,T].

On a le résultat suivant :

Proposition 3.1.2 (propriétés de 7). On a :

(a) Vt € [o,T], n(t,-) € NBVy([o —r —T,T], E)

(b) vt e [07 T]? VJT—T—T(T_](t? )) = VBT(”(L ))

(c) [t~ n(t, )] € C%o,T), NBVy(lo —r —T,T], E)).
(d) 7 est Lebesgue-mesurable sur [o,T] X [o —r —T,T].
(e) 71 est Riemann-intégrable sur [o,T] X [0 —r —T,T].

o—t

(£) Pour tout t € J, b(t) = / doii(t,0)b(t — o + 0).

'

Démonstration. — Soit t € [0,T]; n(t,-) € Co([-r,0], E) =
7n(t,-) est continue a gauche sur | — r,0][.
Sur [0 —r — T, —r[, 7(t,-) est constante =

7n(t,-) est continue a gauche sur [0 —r — T, —r].

(3.1.17)

(3.1.18)

(3.1.19)

lim  7(t,0) = n(t,—r) car n(t,0) = n(t,—r) et (t,—r) = n(t,—r) quand 6 € [oc—r—T, —r],

9—(—r)
donc :
7(t,-) est continue a gauche en — r. (3.1.20)
Puisque 7(t,-) est Cg en 0, on a el_igl_ n(t,0) =n(t,0) = el_i%l_ n(t,0) = n(t,0) d’ou :
n(t,-) est continue a gauche en 0. (3.1.21)
Enfin 7(¢, ) est constante sur |o, T] donc :
n(t,-) est C’g sur |o, T. (3.1.22)
Avec (3.1.19), (3.1.18), (3.1.20), (3.1.21), (3.1.22) on a
it,) € Co(lo —r — T, T, E). (3.1.23)
D’apres [21], p.100, Proposition 24.3 dit que :
Vo (i(t, ) = V(e ) + VI, (¢, ) + Vi (7(t, )
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Puisque 7(t,-) est constante sur [0 —r — T, —7] et sur [0,T], on a V" _,(7(t,-)) = 0 et
‘/()T<77(t7 )) - 07 et pUiSque ﬁ(t7 ) - 77(757 ) sur [_Tv 0] on a

Vo _r(i(t, ) = V2. (n(t, ). (3.1.24)

Ceci prouve (a) et (b).
— En utilisant le méme argument, on prouve que

Vi, i1 € [Uv T]a VUT—T—T(ﬁ(t? ) - ﬁ(tla )) = Vgr(ﬁ(L ) - ﬁ(th ))

ainsi 7(t, ) — n(t1,-) € NBVy([—r,0], E). D’ou on obtient (c).

— Introduisons les sous-ensembles suivants de J x Al : Al := [0, T] x [0 —r —T,—7[, A
[0, T] x [-7,0] et A% := [0, T]x]0,T). Comme [0, T] € B(J), et comme [0 —r —t, —r][, [-7,0],
10, 7] € B(A!), nous avons A, A% A3 € B(J x Al) = B(J) @ B(A!) C B(J x Al). Notons
de plus que A' U A2 U A% = J x Al, et que A', A%, A? sont deux & deux disjoints. La
fonction f1 := [(¢,0) — t > n(t, —7)] est Lebesgue-mesurable sur A' comme une composition
d’applications Lebesgue-mesurables. L’application nulle 0 est Lebesgue-mesurable sur A3 car
constante. Grace au théoréme 3.1.1, nous savons que 7 est Lebesgue-mesurable sur A2. Quand
B € B(M,(R)), nous avons (7)1 (B) = [f; {(B)nAYU[7~1(B)NA?JU[0~(B)N A3]. Comme
fIHB)NAL 71 (B)NA2Z, 07 1(B)NA3 € B(Jx Al), nous obtenons que (77) ' (B) € B(JxAl).

— Utilisant la notation introduite dans la preuve de (c), on a 7 continue en tout point de A'
et en tout point de A3. Notons D? I’ensemble des points de discontinuité de i dans J x| —r, 0],
I’ensemble des points de discontinuité de 7 est inclus dans (J x {—7}) U (J x D2)U (J x {0}).
Comme Ao(J x {—7}) = A (J) -0 =0, Xo(J x {0}) = A1 (J) -0 = 0, et comme \o(D?) = 0
grace au théoréme 3.1.1, (J x {—r}) U (J x D?) U (J x {0}) est A\p-négligeable, et comme un
sous-ensemble d’'un ensemble A\o-négligeable est de plus Ao-négligeable, ’ensemble des points
de discontinuité de 7 est Ag-négligeable. Nous concluerons en utilisant [19].

— Quand t < o 4 r nous avons —r < o — t < 0 et alors, pour tout 6 € [—r, o — t], nous avons
o—t
n(t,0) = n(t,0) qui implique / dan(t,0)p(t — o + 6) = 1(t). Quand t > o + r nous avons

-

2.

o —t < —r et de plus
o—t -
/ don(t,0)p(t — o + 0) = —/ daon(t,0)¢(t — o + 0) et, pour tout 6 € [0 — t,—7],
t

. _
nous avons 7)(t,0) = n(t,—r) (constant par rapport a sa seconde variable) qui entraine que

— [ it 0)(t — o+ 0) =0 = w(2).

o—t

O

Proposition 3.1.3. L’application [s — 7(t,s+)] est continue d droite sur [0 —r —T,T] et a
valeurs dans E.

Démonstration. On sait que 7(t,-) € BV ([c —r —T,T], E) donc 7(t, ) € R(lc —r —T,T], E). Donc
on peut appliquer la proposition 1.1.1. O

Proposition 3.1.4. L’application [t — 7(t, (o —t)+)] est continue a gauche sur [c —r —T,T]
et a valeurs dans E.
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Démonstration. Fixons t € | =T — r + o, T]. Posons f(t) := n(t, (o — t)+).
Soit k > 0, alors f(t — k) =n(t — k, (0 — t + k)+) entraine que :

ft=k) = [0t~k (o —t+k)+) =it (0 —t +k)+)]
{ +i(t, (0 —t + k)+). (3.1.25)
On sait que :

Jim [t =k, o —t+k+8) =t 0 —t+k+6)] = It —k, (0~ -+ K)+) = (L, (0~ t+ k) +)). (3.1.26)

Or, Vo > 0, assez petit, on a

17t — k0 —t+k+06) —n(t,0 —t+k+ ) [n(t =k, ) =0, )|l oo

1Lt = k) = L(#)]]+;

IAIA

ce qui entraine :

hm In(t—k,o—t+k+0)—n(t,o—t+k+9)|| <||L(t—k)— L) «

et puisque la norme est continue, on a :
17(t =k, (0 =t +k)+) —0(t, (0 =t + k) )| < [|L(E = k) = L(1)]] -

Puisque L est continue, lim ||L(t — k) — L(t)||« = 0, donc
k—0+

Jim [t =k, (0 =t + k)+) = ii(t, (0 = t + k)+)] = 0. (3.1.27)

D’apres la proposition 3.1.3, on sait que :
lim 7(t, (0 —t+ k)+) =n(t, (o —t)+). (3.1.28)
k—0+

En utilisant les équations (3.1.27) et (3.1.28), on obtient :
kh%l ft—k)=0+7(t (c —t)+) = f(t—) = f(t). Donc f est continue & gauche en ¢. O
—0+

Proposition 3.1.5. L’application [s — 1(t, (s —t)+)] est continue d droite sur [o0 —r —T,T]
et a valeurs dans E.

Démonstration. Notons ~(s) := 7j(t,s—t) ; on sait que y € C)([o—r—T,T), E). D’apres la proposition
L1L (v+) € Cg(lo —r = T,T], E). Or (y+)(s) = (v(s+)) = 0(t, (s+) —t) = 7(t, (s — t)+). Dot le
résultat. O

Proposition 3.1.6. Soit v : [0,T] — R"™ la fonction définie par :

T

(1) = { —n(t, (o —t)+)o(0) + - don(t, )t —o+0)+ H(t) si te]|o,0+7]
—n(t,o —r)(0) + H(t) si telo+rT].

Alors v € C%([o, T],R"™).
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Démonstration. Notons que n(-,0 —1)¢(0) est continue sur |o +r,T] et H est continue sur |o + 7, T
d’ou
~ est continue sur |o + 7, T. (3.1.29)

Notons que

yio+r) = —nlo+r(c—7)+)e(0) + /77« don(oc+7r,0)p(r+0)+ H(o +7)

(
— (o 41,0 =1)1)b(0) + (0 + 7 (0 — 1)+)B(0)
—n(c+r,0—1)p0)+ H(oc+r)=

v(o+71)=—nlc+r,oc—r)p(0)+ H(c +71). (3.1.30)
Puisque 7(-, —r) est continue sur [o + 7,7] on a :
(e +r)+)=—nlc+r,oc—71)p(0) + H(o + 7). (3.1.31)
Des équations (3.1.30) et (3.1.31) on obtient :
V(o +71)+) =~(c +7). (3.1.32)

Notons M(t) := —n(t, (o —t)+)¢(0) + H(t). Ainsi :
Vit € [o,0+7], ~(t)=M(t)+ ().

D’apres la proposition 3.1.1 et la proposition 3.1.4, M est continue a gauche sur |o,o + 7] et 1) est
continue a gauche sur |o, o + r|, donc :

~ est continue a gauche sur |o, o + 7). (3.1.33)
En particulier, de ’équation (3.1.33) on déduit :
(o +7)=) =~(c+71). (3.1.34)
Avec les équations (3.1.32) et (3.1.34) on obtient :
v est continue au point o + 7. (3.1.35)
D’apres les propositions 1.1.3 et 3.1.4, on a :
Vtelo,o+r], M(t+)=—-n(t,c —t)¢(0) + H(t), donc :

M(t) — M(t+) = n(t, (o —t)+)9(0) + n(t,o —t)$(0). (3.1.36)
D’apres la proposition 3.1.1 on a :
P(t) = P(t+) = n(t, (o — 1)+)$(0) — n(t,o — £)$(0). (3.1.37)

Des équations (3.1.36) et (3.1.37), puisque (t) —y(t+) = M (t) — M (t+) + ¢ (t) — ¢ (t+), on obtient :
(Vt € [o,0+7], ~(t)=~(t+)) =

~ est continue & droite sur[o, o + r|. (3.1.38)

Des équations (3.1.33) et (3.1.38) on déduit :
~ est continue sur [0, 0 + 7. (3.1.39)
Enfin, avec les équations (3.1.29), (3.1.35) et (3.1.39) on obtient que y est continue sur [o, T. O

Lemme 3.1.2. lapplication [s — 7(t, s+)] est continue a droite sur [oc —r —T,T].

Démonstration. Onsait que 7(t,-) € BV ([o—r—T,T], M, (R)) donc 7(t, ) € R(jo—r—T,T], M,(R)).
Donc on peut appliquer 1.4.9. O
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3.1.2 La construction de k(t,s) a partir de 7(t,0) et ses propriétés

On rappelle que J := [0,T), S := [0 —r,T| et S' = [0 —r — T, T).
On définit :
k:JxS — FE

(t,s) —— n(t,s—1)
On suppose que L € C%(J, £(C°(S,R™),R™)), on a donc :

(3.1.40)

Proposition 3.1.7 (Propriétés de k). Les assertions suivantes sont vérifiées
(a) ke L(jo,T] x [0 —1,T],E)

(b) Vt € [0,T), k(t,-) € NBVy(jo —r,T],E)

(c) Vs €lo—nT), k(-,s) € CY([o,T), E)

Démonstration.  (a) Introduisons M : R? — R2, M(t,s) := (t,s —t). M est linéaire. Notons
que M est inversible, M ~1(t,s) = (t, s +t) et que M(J x S) C J x SL. Nous noterons M la
restriction de M & J x S. Comme M est linéaire sur un espace vectoriel de dimension fini, M °
est continue et en cons’equence est mesurable de (J x S, B(J x §)) dans (J x S1,B(J x S1)).
Pour P € B(J x S') il existe B € B(J x St) et Q C J x St tel que P = BUQ et Q
est po—négligeable. Alors il existe Z € B(J x S1) tel que Q C Z et uz(Z) = 0. Alors nous
avons (M®)~1(Q) c (M°)~1(Z), nous obtenons que (M°)~1(Q) est uz—négligeable et en
conséquence que (M%)~1(Q) € B(J x S). En utilisant la mesurabilité de M pour la tribu
Borélienne, nous avons (M°)~1(B) € B(J x S) C B(J x S). Alors nous avons (M?)~1(P) =
(MO)~Y(BUQ) = (M°)L(B)U (M) ~YQ) € B(J x S). Et ainsi nous avons prouvé que M°
est mesurable de (J x S,B(J x S)) dans (J x S',B(J x S1)). Comme 7 est mesurable de
(J x S1,8(J x S1)) dans (M, (R),B(M,(R))), nous obtenons que k = 7 o M est mesurable
de (J x S,B(J x S)) dans (M, (R),B(M,(R))).

(b) Soitt € [0, T7]. Soit (zo, - - ., Tn) € &|g_p7)- Onintroduit y_; := o—r—T,yo := xo—t,...,Yn =
Ty —t,Yny1 =T, Alors (y—1,. .-, Yn+1) € S|lo—r—1,7]-

n—1 n—1
SOkt i) — k(tzig)| = D itz —t) — q(t,xiq — )]
=0 =
= Y |Ialtyy) — 2t y4) |
j=0
< N la(t,yy) — Aty
j=-1
S VfTTfr(ﬁ(t) )) < 400

d’aprés proposition 3.1.2.
En passant au sup sur &,_, 1), on obtient
T T -
Vo'fr(k(u )) < VafrfT(n(u )) < 400,

d’ou 'on déduit :
k(t,-) € BV(lo —r,T],E). (3.1.41)

Notons que :
k(t,T)=n(tT—1t)=0. (3.1.42)
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Soit s € o —r,T]; alors s —t € Jo —r — T, T)]. Par la proposition 3.1.2, puisque 7(¢,-) est
continue & gauche en s — ¢, on a :

Ve>0,30,>0,VO€lo—r—T,T],0< (s—1t)—0 < 0. =
17(t,0) —0(t,s —1)[| <,
donc :
Ve > 0,39 >0,Vs; €lo—rT], 0<s—s1 <0 =

0<(s—t)—(s1—t) <=
11(t, 51 =) =7t s = )| < €= [|k(t,51) = k(t,8)[| <e.

Ceci prouve :
k(t,-) € CJ(jo —r, T, E). (3.1.43)

Avec (3.1.41), (3.1.42), (3.1.43), on a prouvé (b).
(c) Soit s € [0 —r,T]. Soit t € [0, T]. Pour tout ¢; € [o,T], on a

[k(t, ) = k(te, o)l = 9t s —t) =7t s —t1)]]
< |t s =) =a(t,s = )|l + 7t s = t1) =0t s = )|
< ln(t, s =) = a(t, s = t)ll + 7t -) = 7t )l
< ln(t, s =) —a(t,s — )l + 19t -) — 1t )l By -

Puisque 7(¢, -) est continue a gauche, on a :
Jim [t s~ 1)~ a(t.s — 1)) = 0.
Puisque [t — 7(t, )] est continue, elle est continue & gauche et on a :
Jim (0, ) — 7l s = 0.

Ainsi on obtient : Vs € [0 — r,T], tthl+ |k (t,s) — k(t1, s)|| = 0.
1—

O
Proposition 3.1.8. La fonction [t — k(t,-)] est bornée de [0, T]| dans NBVy([o —r,T|, E).
Démonstration. On a prouvé dans la proposition précédente que ,
vt € [0, T), [k(t )l Bve = Var (k(t, ) < Vi__p (L)) = [I7(t, )| Bve-
Puisque [t — 7(t,-)] € C%([o, T], NBVy([o —r — T, T), E)), et puisque [o,T] est compact, on a :
sup |7, )| Bvy < 400, donc sup |[[k(t, )| By, < +oo.
telo,T) t€(o,T]

O

Proposition 3.1.9. Pour tout s € R, k(-,s) est réglée.
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Démonstration. On fixe t; on sait que k(-, s) est continue & droite. Il reste & montrer que k(t—,s)
existe dans E.
On sait que 7(t,-) est BV donc réglée ainsi :

n(t,o+) existe en tout o. (3.1.44)
T](t7 (S - t)+) = hlig)l-i- T](t7 (8 - t) + h)

= hli%lJrn(t, s—t+h)

- hg%l_i_n(t? s — (t - h))

= 1(t,s—(t-))
D’ou :

n(t, (s —t)+) =n(t,s — (t—)). (3.1.45)
Vh >0
[E(t = h,s) —a(t, (s = ¢)+)] [7(t = hys = (t = h)) = 0(t, (s = t)+)]

[7(t —h,s = (t = h)) =0(t,s — (t = h))]
+n(t,s — (t = h)) —n(t, (s = t)+)]
17(t = h,-) = 0(t, )|l
+n(t, s = (& = h)) —n(t, (s = t)+)||
(=R, ) —n(t, )l B,
+n(t,s = (t = h)) —n(t, (s = t)+)]

IN IA

IN

En résumé on a prouvé : Vh > 0

1Bt = Ry s) = a(t, (s =) B < [0t = h,-) =0(t, )l By,

_ _ 3.1.46
Hi(e,s = (¢ =) = (s, (s~ ) (3:1:40)
D’apres (3.1.44) on a : hliI(I)1+ In(t, (s —t) +h) —n(t, (s —t)+)|]| = 0.
—>
Puisque [t — 7(t,-)] € C°(Jo, T}, NBVy(S, E)) on a :
i (¢~ ) = (e, Vv = Jim [~ B, ) = (e, )| v, = 0.

En utilisant ces deux limites dans (3.1.46) on obtient :

li —hys) — 7t (s — —0.

Jdim [[k(t = h,s) = (e, (s = 04)] = 0
Donc k(t—, s) existe dans E. Ainsi k(-, s) est réglée. O

Proposition 3.1.10. Pour tout t, pour tout o < t,k(t—,c) = n(t, (o —t)+).

Démonstration. Fixons t,0 et 6 > 0. Alors on a :

In(t = 0,0 —t+6) —n(t,o—t+ )| < [n(t—235-)—nt )«
< In(t=9,-) = n(t, ), =0 (6 —0+)

puisque [t — n(t,-)] € C(J, NBV,(S, E)), donc on a : 6lirél+(77(t — 0,0 —t+9)—n(t,o—t+9)) =0,
%
ce qui entraine que :
lim (k(t —d,0) —n(t,c —t+9)) =0. (3.1.47)
0—0+
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Puisque 7(t,-) € R(J,E) on a :

lim n(t,o —t+0) =n(t, (c —t)+). (3.1.48)

6—0+

Alors avec les équations (3.1.47) et (3.1.48), k(t—,0) = lim k(t — 0, 0) existe et

0—0+
k(t—, o) = lim k(t —0,0)
= 61_1>I61+77(t—a,0—t+5)
= lim n(t,c —t+9)
6—0+
= 1t (U*tH)-

Proposition 3.1.11. Les assertions suivantes sont vérifiées.
(i) k est Riemann-intégrable sur J x S.
(i) k(t,s) =0 quand s >t dans J.
(iii) Soit E = R™ ou M,y( ), et soit f € RI(J,E). Nous définissons la fonction K : J — E en
posant K (t / k(t,0) £(0)d0. Alors K € CO(J, E).

Démonstration. (i) Comme A~! est continue, (A°)~! est de plus continue, et en notant D l'en-
semble des points de discontinuité de k et par D' I’ensemble des points de discontinuité de 7
dans A=1(J x S), nous avons D = (AY)~1(D'). Et alors, utilisant [20] et la preuve de (e) de
la proposition 1.4.9, nous obtenons

X2(D) = A2 ((A%)7H(DY)) = |det(A™H)] - A2(D') = A2(D') = 0.
Alors en utilisant [19], nous pouvons affirmer que k est Riemann-intégrable dans J x S.
(ii) Quand s > ¢, nous avons s —t > 0 et par (3.1.17) nous obtenons k(t,s) = n(t,s —t) = 0.
(iii) Fixons t € J. Notons que k(t,-) € RI(J,M,(R)) et f € RI(J, E) implique que
[0 — k(t,0)f(0)] € RI(J, E). Et ainsi K (t) est bien définie.
Du (a) de la proposition 1.4.9 nous savons que la fonction
[0 = 7(t,6 —1)] € R([0,], Mn(R)) N C([0, ], Mn(R))

et I’ensemble de ces points de discontinuité est égal a

{9 € [U, t] : 77(15, (9+) - t) 7'é ﬁ(tve - t)} = {0 € [07 t] : ﬁ(tv (0 - t)+) 7é ﬁ(t70 - t)}

et cet ensemble est A\j-négligeable. Utilisant la proposition 3.1.10 nous obtenons que

{0 € [o,t] : k(t—,0) # k(t,0)} est A\j-négligeable. Alors {0 € [o,t] : k(t—,0)f(0) # k(t,0)f(0)}
est A\;-négligeable. Et ainsi nous pouvons affirmer que [ — k(t—, 6) f()] appartient & £1([o,t], E)
et, utilisant la proposition 1.1.5
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t
K@) = [Ke.0)70)d0 = [ 5(t.0)fO)dn(0)
a [t] (3.1.49)
= [ M= 010N 0) = K-,
Et ainsi nous avons prouvé que K est continue a gauche. Utilisant la proposition 1.1.5 et la
continuité a droite de k(-,#), nous obtenons

K@) = [ keo@m= [ Koo
o o] (3.1.50)

- t]k(H—,@) F(0)dr(9) = K(t+).

Et ainsi, K est continue.

3.2 Equation intégrale

Dans cette partie nous mettons en place les outils qui permettront la résolution de I’équation :

t
— / k(t, s)y(s)ds. (3.2.1)
Ou le noyau k de ’équation (3.2.1) est défini par :

E(-,-) ¢ [o,T] x[oc—r—=T,T] — Myn(R)

(t,s) = 7(t,s —t). (3.2.2)

Proposition 3.2.1. Supposons que L € C°(J, £(CY(A,R™),R")). k est définie par (3.2.2). On
définit l’espace fonctionnel suivant

R:={ ReRI(JxJ M,R))):
e [t — R(t,-)] € B(J,NBV(J,M,(R))
eVse J R(s)E RCO(JM (R))

oVs<tdansJ/ k(t, a)R(asda—/Rtakz(a s)da
o Vs >t dans J, R(t,s) = 0}.

La formule |||R||| := sup,c; |R(t,-)||pv définie une norme sur R et (R,||| - |||) est un espace de
Banach.

Démonstration. Premiérement, en utilisant les propositions, 3.1.7, 3.1.8, 3.1.9 et 3.1.11 nous voyons
que la restriction de k & J x J est contenue dans fR; ceci nous assure que ‘R est non vide. Comme
toutes les conditions utilisées pour définir R sont linéaires, R est un sous-espace vectoriel de RI(J x
J, My, (R))). Il est simple de vérifier que ||| ||| est une norme sur . Soit (R4)4en une suite de Cauchy
dans PR. Comme nous avons

sup(sup 1R, s)]) < [I[R][], (3.2.3)
teJ seJ
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(Rg)qen est de plus une suite de Cauchy pour la norme de la convergence uniforme sur J x J.
Comme RI(J x J, M, (R)) est complet pour la norme de la convergence uniforme, il existe R €
RI(J x J, My (R)) tel que

lim sup(sup ||R,(t,s) — R(t,s)||) = 0. (3.2.4)
974X e seJ
Comme (Rg)qen est une suite de Cauchy pour |||.|||, ([t = Rq(t,-)])qen est une suite de Cauchy dans
B(J, NBV (J, M, (R)). Comme ce dernier espace est complet, il existe R : J x J — M, (R) tel que
[t — RY(t,-)] € B(J, NBV(J, M,(R)) et tel que EIJIrl [|R,— RY|| = 0. De (3.2.3), (3.2.4) et I'unicité
q oo

de la limite dans un espace vectoriel normé, nous déduisons que R' = R, et alors nous avons les deux
propriétés suivantes.

[t — R(t,-)] € B(J, NBV(J, Mn(R)). (3.2.5)
Jm [[Rq — R|[| = 0. (3.2.6)

Fixons s € J. Alors nous avons
sup [ Ry(t, s) — R(t, s)|| < [||Rq — R[],
tedJ
ceci implique, en utilisant (3.2.6), lim sup ||R,(t,s) — R(t, s)|| = 0.
97+ e
Comme RCY(J, M,,(R)) est complet, nous obtenons
Vs €.J, R(-,s)€ RC(J, My,(R)). (3.2.7)

Fixons s < t dans J. Notons que, apres (3.2.7) nous avons R(-,s) € RI(J, M, (R)). Comme k(t,-) €
RI(J, M, (R)), nous avons k(t,-)R(-,s) € RI(J, M,(R)), et de plus

I [ OB 6 )i — [ kR 5)ie]
IR 1Ry (6 5) - Ree. )l
[ ko1 1R, — Rl

IN

IN

t t
Alors, en utilisant (3.2.6), nous obtenons lim / k(t,6)Rq(&,s)dE = / k(t,§)R(E, s)dE. Par un

q——+00

t t
raisonnement analogue, nous obtenons Er}ra / R, (t,&)k(E, s)dE = / R(t,&)k(&, s)d§. Comme R, €
q X Js s

R, nous obtenons
t t
Vs < t dans J,/ k(t,a)R(c, s)da = / R(t, a)k(a, s)da. (3.2.8)

Fixons s > t dans J. Nous savons que nous avons Ry(t,s) = 0 pour tout ¢ € N. En utilisant (3.2.3)
nous avons ||R,(t,s) — R(t, s)|| < |||Rq — R||| ceci implique, en faisant ¢ — o0,

Vs >t dans J, R(t,s) = 0. (3.2.9)

De (3.2.5), (3.2.7), (3.2.8) et (3.2.9) nous obtenons que R € R, et de (3.2.6) nous obtenons la
complétude de A. O
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Lemme 3.2.1. Supposons que L € CO(J, £(C°(A,R"),R")); k est définie par (3.1.40) et R
par la proposition 3.2.1. Pour tout R € R, nous définissons

TR = [(69) = b(ts) — [ RO ER(E 5)ae]

Alors
(R)emetV(ts)eJxJ/ktg /r ) (£, k(€ )dE.

Démonstration. Fixons R € R et (t,s) € J x J. Comme R(t,-) € RI(J, M,(R)) et k(-,s) €
RI(J,M,(R)), R(t,")k(-,s) € RI(J,M,(R)) et ainsi I'(R)(t,s) est bien définie. Nous définissons
RO(t,€,8) := R(t,&). Comme R est Papplication [(t,€,s) = (t,€) — R(t,€)] et comme [(t,&,5) —
(t,€)] est continue, considérons N®° (respectivement N), I'ensemble des discontinuités de RO (res-
pectivement R), en raisonnant par contraposition, nous obtenons que N R* - NR x J. Comme
R € RI(J x J, M,(R)) nous savons que N est \o—négligeable (i.e. ua—négligeable) et ainsi il existe
A€ B(JxJ)tel que NB C Aet pa(A) = 0. Alors nous avons A(Ax J) = u3(AxJ) = puz(A)-pu1(J) =
0-p1(J) = 0 puisque p3 = p1

I'(R) € RI(J x J,M,(R)). (3.2.10)
Pour tout £ € [t,T], nous avons { —t > 0 par conséquence k(t,&) = 7(t,{ —t) = 0 d’aprés (3.1.17),
ceci implique k(t,£)R(&,T) = 0, et ainsi nous obtenons

D(R)(t,T) =k(t,T) — /;R(t,f)k({,T)dﬁ =0-— /Ttk(t,ﬁ)R({,T)dg =0.

Et ainsi nous obtenons
vt e J, T'(R)(t,T) = 0. (3.2.11)

Posons F(t, s) / R(t,&)k(&, s)dE. Soit (xi)o<i<n+1 € S(J). Nous avons

> I, wia) — P20
- ZH RO € zi)dE — [ RO €K 2]

7.+1 )
< ZH R(,E)k(E,zi1)de — [ R(t,E)k(E,x)dE|

xH»l Ti+1

t
+ZH [ R(OME e~ | R(tOME wi)ae]
n' t .

= ZH R(t, &) k(& wis1) — k(& )] d§||+zu " R(t )k(E, w)dE|
Tit1 =0 Tit+1
<3 / 1R - IK(E, i41) — K&, )] de
+Z i "R, €)de - |11l
1+1 .
< /U(HRt&II Zuks,xm) <f,xi>u>d5+/a IR(E, )|de - |||k

< 2T o) [IRI[" H\kH!
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Par conséquence nous avons prouvé
vt e J, V(F(t,-) < 2(T = o)l||RI|| - [|[Kl]l (3.2.12)
De cette derniére relation, comme k(t,-) € NBV(J, M,(R)), nous déduisons
Vt € J, D(R)(t,") € BV (J, Mn(R)). (3.2.13)
Soit A > 0 suffisamment petit. Alors nous avons

F(t,s —h)— F(t,s)

t
= [ ROKEs—h ds—/Rtg (€5 — h)de

s— h

+/Rt§ (€5 — h)dE — /Rtg (€, 5)de
:/ Rt €)k(E, 5 — 1) d§+/Rt§ B(&, 5 — ) — k(€ 8)]dE.

Notons que || / R(t,&)k(&, s — h)dE|| < h|||R]|] - |||k||| de cela nous déduisons que

s

11I(I)1+ R(t &)k(&, s — h)d§ = 0. Pour le second terme, nous avons, pour tout & € J,
hm ( (t k&, s—h)— k(& s)]) = R(t,£) -0 =0 comme k(t,-) est continue a gauche. Nous avons

de plus, pour tout € € J et pour tout h > 0, R EHE s — h) — KE ]| < 2RI - k], et
la constante 2|||R||| - |||k||| est Lebesgue-intégrable sur J. Par conséquent, en utilisant le théoréme

t
de convergence dominée de Lebesgue, nous obtenons hlirng/ R(t,&)[k(&,s — h) — Kk(&,5)]d§ = 0.
— s
Alors, nous avons prouvé que hli%l+ F(t,s —h) = F(t,s), et ainsi F(t,-) € Cg(J,Mn(R)). Comme
—
k(t,-) € C9(J, Mn(R)), nous obtenons
vt € J, D(R)(t,-) € C(J, Mn(R)). (3.2.14)
De (3.2.11), (3.2.13) et (3.2.14) nous obtenons
vt € J, I'(R)(t,-) € NBV(J, M,(R)). (3.2.15)
De (3.2.12) nous obtenons que, pour tout t € J, |I'(R)(t, )| sy < 2(T' —o)|||R]|||-|||k]||, cela implique
[t — T(R)(t,-)] € B(J, NBV(J, M,(R))). (3.2.16)

Fixons s € J. Soit h > 0 suffisamment petit. Alors nous avons

t+h

F(t+h,s)— Flt,s) = / R(t + h, )k (€, 5)de — /tR(t,f)k(g, s)dé
St-l—h St
= [ R+ h Ok ) + [ 1B+ RO = R EIKE s)de.
t+h
Notons que H/ R(t+ h,&)k(&, s)dE|| < h|||R]]] - |||k|| cela implique que
t
t+h

hhr%r)lJr R(t+ h,&)k(, s)d¢ = 0. Pour le second terme, Comme R(-, s) est continue & droite, nous
—
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avons hlir&([R(t + h, &) — R(t,£)]k(&, s)) = 0 pour tout £ € J. Nous avons aussi
—
I[R(t + h, &) — R, k(& s)[| < 2[[R]]] - [[|k]|| pour tout § € J, et la constante 2[[[R][| - [[|k]]]

est Lebesgue-intégrable sur J. Alors nous pouvons utiliser le théoréme de convergence dominée de
Lebesgue et affirmer que hl—i>r€+ /:[R(t + h,§) — R(t,&)]k(&,s)d¢ = 0. Par conséquent nous avons
prouvé que hl_i)rgar F(t+ h,s) = F(t,s), i.e. F(-,5) € CI(J, My (R)). Du (c) de la proposition 3.1.7
nous savons que k(-, s) € C9(J, My(R)), et ainsi nous obtenons

Vs € J, T(R)(-,s) € CI(J, M, (R)). (3.2.17)

Fixons s € S et ¢ € o, T]. Soit h > 0 suffisamment petit. Nous savons

t—h t—h t
Fle—hs)= [ Rt~ OkEsdE= [ Rt~ hOKE )+ [ Bt~ b OME )i
s t s
t—h
Notons que || R(t — h,)k(E, s)dg|| < R[|[R][| - [[|k]]| cela implique que
t
t—h
hm+ R(t — h,&)k(&, s)dE = 0. Sur le second terme, comme R(-, s) est réglée, nous avons

hm R(t — h,&)k(&,s) = R(t—,&)k(&, s) pour tout & € J. Nous avons aussi ||R(t — h,§)k(E,s)|| <

H]R\H [||k||] pour tout £ € J,et la constante |||R]||-|||%||| est Lebesgue-intégrable sur J. En utilisant
t

le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, nous obtenons hlil%lJr / R(t — h,&)k(, s)d¢ =
- s

¢
/ R(t—,&)k(&, s)d§. Alors nous avons prouvé que F'(t—, s) existe, et en utilisant la proposition 3.1.7
S

nous savons que k(t—, s) existe. Par conséquent nous avons

T(R)(t—, ) / R(t—, €)k(€, 5)de. (3.2.18)

De (3.2.17) et (3.2.18) nous obtenons
Vs € J, T(R)(-,s) € RCI(J, M, (R)). (3.2.19)
Fixons (t,s) € J x J, s < j. En utilisant Iégalité suivante
{(§,0):s<E<t, E< (<t ={(§,():s<(<t, s<E< (Y,
et avec le théoreme de Fubini nous avons
[T = ([ reORGOM@KE e
- i / KL OR(CG OAOK(E, s)dE = / K / " k(t, OR(CEK(E, $)dE)dC
= [reof “R(COME )OI = [ kO G s)dc.

Et ainsi nous avons prouvé

V(t,s) € Jx J, s <t, / DRVt )k (E, 5)dE — / (T (R)(E, )de. (3.2.20)
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t s
Quand s > ¢ dans J, nous avons / R(t,&)k(E, s)dE = —/ R(t,&)k(E, s)dE, et nous avons s > &
s t
quand £ € [t, s], par conséquent, en utilisant (iii) de la proposition 3.1.11, nous avons k(§,s) = 0,
t
cela implique / R(t,&)k(&, s)d§ = 0. Méme avec (iii) de la proposition 3.1.11, nous avons k(¢, s) = 0.

S
Et ainsi nous obtenons

I'(R)(t,s) = 0 quand s > t dans J. (3.2.21)
De (3.2.10), (3.2.16), (3.2.19), (3.2.20 et (3.2.21), nous obtenons I'(R) € R, et la derniere assertion.
O

Théoréme 3.2.1. Supposons que L € C°(J, £(C°(A,R"),R")); k est définie par (3.1.40).
Alors il existe une unique fonction R € RI(J x J, M,(R)) qui vérifie les conditions suivantes.

() V(t,s) € J x J, R(t,s) = k(t,s) — / "Rt k(e 5)dE.
(ii) [t = R(t,-) € B(J, NBV(J, Mn(R))].
(iii) Vs € J, R(-,s) € RCY(J, M, (R)).
(iv) V(t,s) € J x J, / "Rt E)R(E, 5)dE = / Kt OR(E, )dE.
(v) Vs>t dans J, R(t,s) =0.

Démonstration. Premieére étape. Supposons que [||k||| < ﬁ Nous utilisons R définie par la
proposition 3.2.1. d’apres le lemme 3.2.1, on peut considérer I' comme un opérateur de R dans fR.
Maintenant nous montrons que I' est une contraction stricte sur ’espace de Banach fR.

Soit R, R' € R, et (mi)0§i§n+1 S G(J)

E:HF (t.wis1) = D(RY)(t, wir1) — D(R)(t, 27) + D(RY)(t 24))|

t
- ZH [ KeOREm - [ HEOR (€ i)
/kté (€ade [ KLOR € m)ie]
= [ R ORE i) - B E il
i=0 “YTit+l

7/501 k(t, ©)[R(E, xi) — RM(E, )]dé||

- Y ;km)[ (€ wi1) — Y€ i11))d€

O/ R(€,wi41) — RN 2i41)]de
/ mg R(&, @) — R (&, %)) dg]|

= 2% R OR(E wi41) — RN (6 wisn) — R(E 1) + R (€ 1)) de

L R E i)~ B 6]

Ty
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Z ID(R) (¢ 2i41) — D(RY)(t,2i41) — D(R) (8, 25) — D(RY) (¢, 2,)]

IN

Z / 5 €)1 - IR(E 1) = R (€ i) g

+Z Hkts || R(& zig1) — RYE i) — R(E, z3) + R (&, ;)| d€

i=0"%i
n

kO - IR, ) — RYE, ) pvde

IA
INNgEN
s_g\

oy B DR ) = R ) = RG22+ R

IN

T 1
| ko)1 117~ R g

T ZHRg,zM R wis1) — R(&,21) + RUE oy

< 3(T—-o0)- Hlklll I17— Rl

En prenant le sup sur &(J), nous obtenons que

vt e J, Vi (D(R)(t,) = T(RY)(L,-)) < 3(T —o)l[[Kll| - IR — R[]

et en prenant le sup dans t € J, nous obtenons

VR, R' € %, [[[L(R) — T(RY[[] < 3(T = o)[[[Il - IR — R]].

Et ainsi, en utilisant le théoréeme de Picard-Banach-Cacciopoli, nous pouvons affirmer qu’il existe un

unique R € R tel que R =T'(R), qui est la solution voulue.

Deuxiéme étape. Dans cette partie, nous voulons éliminer la condition : || k|| oo < ﬁ

— On introduit 7(¢, s) := n(t, s)e~ 75

— On ajuste v pour avoir ||7]| < 3(T1 =k

En effet : On veut que ||7(t, s —t)[le 79 < C <1

Quand t — s = 0, on a besoin de [|7(t,s —t)|| < esit—0d. < s <t orn(t0) =0 donc
Ve > 0, Jpe tel que Vt € 1,Vz € [0, pe|, [|7(t,2)|| <€
En effet, on raisonne par ’absurde, on suppose la négation vraie :

Je>0,Yp > 0,3t, € J,3z, € [0, pl, li(t, 2)|| >

Vn € Ny, avecp:%,m :=ti1 etu,:=z1;o0na:
n n

1
Jde > 0,Vn € Ny, 37, € J, Ju, € [0, E]’ 17( T, un) || > €.

Puisque J compact, 36 : N — N croissante, 37* € J tel que

nEToo TBm) =T (3.2.22)
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On sait que :
Vn € Ny, |’ﬁ(75(n),u5(n))|| > €. (3.2.23)

[t — 7(t,-)] est continue de J dans NBV et || - ||oc < || - ||y sur NBV, donc :
Ve' > 0,30 > 0,Vt € [77 — 8, 7 + 0], Vs, ||(t, 8) — (7%, 5)|| < €. (3.2.24)

Donc
Ve’ > 0,3ne € Ny, Vn > ne, Vs
||ﬁ(7—ﬂ(n)v 5) - 77(7-*7 5)” < ¢

en particulier : Yn > ne, [|7(Tgm), ugm)) — 1(7%, ugm))|l < €.
Fixons € > 0. Prenons ¢’ = §, alors 3 m, := ne € N, tel que

_ — * €
Vi > me, 11(Ta(n), ugm)) — 17" ugm)) Il < 3

= I wge) | = 17077, wsa)lll < 5
=€ < 17T, wa) | < 10077, wge) [l + 5
= g =e— g5 <[ upm)ll

€

5 (3.2.25)

pour Vn > me, [[7(r*, ug(m)| >

Mais (7", -) est continue & gauche en 0 et 7(7*,0) = 0= lim_7(7", ug,) = 7(7*,0) = 0
n—-+0o

car 0 < ug(,) < ﬁ — 0 (n — +00). Donc en faisant n — +oo dans (3.2.25), on arrive a :

0> § > 0 : contradiction. Ainsi

sup  [[(t,s —t)e T < sup ity s — 1)]].
tel, t—R.<s<t tel, t—R.<s<t

et :
sup At s —)le 7 < sup it s — )] < (|7l - e

tel, s<t—R. tel, s<t—R.

on ajuste v pour que la relation précédente soit majorée par €. Donc

sup [|7(t, s — t)[]e 79 < e
t,s

)

— on applique le point fixe des contractions avec ];(t, s) =7(t,s —t) ce qui donne 'existence
de R(t,s) tel que

Vi, R(ts) = iit,s —t) / "Rt a)ii(o, s — a)da. (3.2.26)

— On pose R(t,s) := R(t, s)e‘”’(t_s), alors en multipliant (3.2.26) par e~ 7(t=5) on obtient :

~ t ~
R(t,s)e 73 = fi(t,s — t)e %) — / e VIRt )il s — a)de.
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— On exprime 7] en fonction de 7, ce qui donne
R(t,s) = ii(t,s —t)e Vs=De=(s=D)
t ~
_/ e_“/(t—a)e_’Y(Dé—s)R(t’ a)ﬁ(a, g — a)e—'y(s—a)

S

t ~
= n(t,s—1t)— / (eI R(t, a))e @D e =i, s — a)da

s

= q(t,s—t)— /st R(t,a)n(a, s — a)da.

— On doit maintenant s’assurer que R € C°([o,T], BV ([c —r — T, T], M,(R))), sachant que
R e C%[o,T],BV([c —r — T,T], Mp(R))) ot R(t,s) = R(t,s)e~"*=%). Pour cela, on utilise
le lemme 1.1.3.

0l

Proposition 3.2.2. Supposons que L € C°(J, £(C°(A,R™),R"™)); k est définie par (3.1.40);
R est donnée par le théoréme 3.2.1. Soit E = R" ou M, (R). Alors les assertions suivantes sont
vérifices.
(i) Pour tout (t,s) € J x J, R(t—,s) — R(t,s) = k(t—,s) — k(t, s).
t
(if) Soit ¢ € RI(J,E). Alors la fonction [t — / R(t,&)p(£)dE] est continue sur J.

(iii) Soit ¢ € RI(J,E). Alors, pour tout t € J, les égalités suivantes sont vérifiées.

t
R 9509 = [ R0.Op(e)dE
Démonstration. (i) Utilisant (iii) de la proposition 3.1.11 nous obtenons R(t—,s) = k(t—,s) —
t t
/ k(t,&)R(E, s)dE. Comme R(t,s) = k(t,s) — / k(t,§)R(&, s)dE, nous obtenons 'égalité an-
noncée. ’

(ii) Grace au théoreme 3.2.1 nous obtenons
t t t /ot
[ reie = [ koppe— [ ([ kit.0) R de ) ole)ae.
Du (iii) de la Proposition 3.1.11, nous savons que [t /t k(t,&)p(€)dE] est continue sur J.

Pour travailler sur la seconde fonction du terme de droite de I’égalité précédente, nous notons
que [(§, @) — ()] est Riemann-intégrable sur J x J puisque ¢ € RI(J, E). Alors le produit
(&, ) = k(t,a)R(a,&)p(€)] est Riemann-intégrables sur J x J comme un produit de trois
fonctions Riemann-intégrable. Nous posons D := {({,a) : 0 < ¢ < t,{ < a <t} ={({ ) :
o< a<to<¢<al,eten utilisant le théoreme de Fubini nous obtenons

/: (/;k(t,a)R(oz,ﬁ)da) e(§)dg Ak(t’j)R(a’g)‘p(@dfdo‘
([ Kt R@.©)(6) ) do

= [t ([ R 90(©) ) da

= k(t, o) P(av)dev.

I
T
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De la proposition 1.1.5 nous obtenons l'existence de P(t+) et de P(t—) qui assure que P €
R(J,E) et de plus P € RI(J,E), et alors nous pouvons utiliser la proposition 3.1.11, (iii),
t

pour affirmer que [t / k(t,a)P(a)da] est continues. Et ainsi la fonction considérée est
continue comme une somme de deux fonctions continues.
t
(iii) Fixons ¢t € J. Posons P(t) := / R(t,&)p(&)dE. De (ii), nous savons que P(t—) = P(t). De
la proposition 1.1.5 nous obtenons P(t—) = R(t—,&)e(&)dA1(£). Et ainsi nous obtenons

[ot]
I’égalité annoncée.

O
A ce niveau, nous sommes en mesure de donner une expression explicite de la solution de (3.2.1).
Théoréme 3.2.2. Soit o € [0,T] et H € C%([o, T],R"),
soit g(t) :== —n(t,o0 — t)p(0) + - don(t,0)p(t — o + 0) + H(t) pour tout t € [0, T].

—T
Alors les deuz assertions suivantes sont équivalentes pour une fonction y € L ([o, T],R™).

() ¥ € [0, 7)) = 9(0) — [ Kt o)u(s)is

(ii) Vt € [0, T],y /Rts

Démonstration. (i) = (ii) Par (i), V7 € [0,T], on a :

/ k(T,s)y(s)ds =
R(t,7)y(r) = R(t,7)g(T) — R(t, T) /T k(T,s)y(s)ds =

/t R(t, 7)y(T)dr :/ R(t T)dr —/ R(t,T) / k(T,s)y(s)dsdr. (3.2.27)

g

Notons que {(s,7) :0 <7 <t,06 <s<7}={(s,7) : 0 < s <t s <7 <t}; alors en utilisant le
théoréme de Fubini, on a :

/at R(t.7) /GT k(r,s)y(s)ds =

R(t,7)k(7, s)y(s)ds)dr

o
/ R(t, 7)k(T, s)y(s)dr)ds
J
(k(t

I
Q\O‘_Q\Q\

R(t, 7)k(r,s)dr)y(s)ds

I
T

,8) — R(t,s))y(s)ds car R résolvante

~+

= k(t,s)y(s)ds — /Ut R(t, s)y(s)ds.

q

En utilisant cette égalité dans (3.2.27) on obtient

/Ut R(t,7)y(r)dr = / R(t,7)g(T)dT — /t k(t,s)y(s)ds + /: R(t,s)y(s)ds,
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ce qui entraine que

/R dT—/kts

Alors, avec (i), on a : y(t / R(t,s)g(s)ds, qui est (ii).
(ii) = (i) Par (ii), VTE[ ona:

y(r) = g(r) — [ Rrs)g(s)ds =
k(t, T)y(r) = k(t, 7)g(r) — k(t,7) / " R(r,8)g(s)ds =

/t k(t, T)y(r)dr = / k(t T)dT —/ k(t,T) / R(7,s)g(s)dsdr. (3.2.28)

g

Notons que {(7,s) :0 <7 <t, 0 <s<7}={(r,8) : 0 <s <t s <7 <t} alors en utilisant le
théoreme de Fubini, on a :

/ktT/RT, s)dsdr = /a/ktT (1,8)g(s)ds)dT

/s k(t, T)R(T,s)g(s)dr)ds
( / ot TV R(, 5)dr)g(s)ds

(k(t,s) — R(t,s))g(s)ds car R résolvante
t

= k(t,s)g(s)ds—/ R(t,s)g(s)ds.

loa

Il
\“q\ﬁq\

29

q

En utilisant cette égalité dans (3.2.28) on obtient

/: k(t,m)y(r)dr = / k(t,T)g(T)dT — /t k(t,s)g(s)ds + /t R(t,s)g(s)ds

[

/J (7)) = /U "R(t,$)g(s)ds. (3.2.29)

En utilisant (ii) et (3.2.29) on arrive & :

d’ou

ce qui est (i). O

3.3 Equations différentielles fonctionnelles linéaires

Soit :
— T>0.
— (0,¢) ER x € (ou € = CY([~r,0],R")).
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— Q C o —r,T] x € un sous-ensemble ouvert.

— Pour t € [0,T], L(t) : € — R™ est linéaire et continue.

— [t — L(t)] est définie et continue sur [0, T & valeurs dans £(€,R™).
— Pour tout t € [0, T,

L(t) : € —R"

¢ L(t)o
est continue.
On considere le systeme linéaire :
Z(t) = L)z + H(t) (3.3.1)
ou de maniere équivalente :
t t
z(t) = ¢(0)+ / L(s)xsds +/ H(s)ds (3.3.2)

et si l'on fixe ¢ € €, on considere le probléeme de Cauchy :

x/g) - g(t)xt—l—H(t)} (3.33)

ot H € C%[o, T];R™).

On a le résultat d’existence suivant :

Théoréme 3.3.1. Soit (0,¢) € R x €. Alors il existe une unique fonction z(-,0,¢) définie et
continue sur [ —r,T|, dérivable sur [o,T), satisfaisant le systéme (3.3.3) sur [o,T].

Remarque 3.3.1. Dans le systeme linéaire la solution est définie jusqu’a T, fixé a l'avance,
des que le champ de vecteurs est défini jusqu’a T .

Démonstration. L’application L(t) : € — R"™ étant continue sur €, le théoreme 2.1.1 nous assure
de l'existence d’une solution x € C°([o — 7,0 + a],R™) de ’équation (3.3.3). L’unicité résulte du fait
que L est lipschitzienne en ¢ et de I'application du théoreme 2.1.2. Pour montrer 'existence de la
solution sur [0 — r, T tout entier, supposons que x est une solution non prolongeable de (3.3.3) sur
[c —r,b] ou b < T. L’intégration de (3.3.3) donne :

Vit e [o,b], z(t) = xz(o)+ :z:ds+/tH

comme L est continue sur [0, 77, alors 30 > 0, tel que ||L(t)|| < M
t
vte o0l [lz@®)] < (o) +/ Ml|zslloods + | [|H(s)]|ds.
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Site€ [o,b], ||rt]eo = Sup ||:c(t +0)||, en posant s =t + 6, on a ||zt = sup |z(s)]],
—r< o—r<s<t
[ztlloc = max{ sup [z(s)[; sup [lz()[|},
oc—r<s<o o<s<t

el < max {6t sup {160)] + [ Mo locdu+ [ () du}}
< e 16O+ p ([ Ml [ IH G0}
c<s<t Jo o
t t
< mac {l¢lloi (16 + M [ Jlullocds + [ [1H(5)]ds)}:

t t
oo < 9l + M [ llasllocds + [ IH)ds

Par le lemme de Gronwall ([29], p.15), on a :

lzell < [l|P]loo + /: |H (s)||ds] exp[M(t — o)] pour tout ¢ € [o,b]. (3.3.4)

t t
En effet, posons u(t) = ||¢]|eo —i—/ M||zs||ds —i—/ |H(s)||ds; on a :

u'(t) = Mzl + [H()]]
u'(t) < Mu(t) + | H(®)]
u'(t) — Mu(t) < [H()].

Posons v(t) = [u(t)]exp(—M(t —0)); on a :

V() = (%) exp(—M(t —0)) — Mu(t)exp(—M(t — o))
V' (t) [ (t) = Mu(t)] exp(=M(t — o)),
V(t) < [H(E)llexp(=M(t —0)) si t€ o],

/t V'(s)ds < /t I|H(u)| exp(—M(u — 0))du

o o

o] + /Ut |H (u)|| exp(—M (u — 0))du.

<
—~

~
SN—r

AN

Comme exp(—M(u—o0)) <1,ona: v(t) <ol + /Ut |H (s)||ds, donc
) exp(-M(t - 0)) < 6l + [ [H(s)]ds et

u(t) < (19l + | ' |IH(3)llds] exp(M(t — 0))’; ainsi on a :

t
[tlloo < [l +/U [I1H (s)l|ds] exp(M (t — o)), pour tout ¢ € [0, b[.

En partant du fait que ||2'(t)|| < M||z¢||o + || H (t)|| quand ¢ € [o,b], on peut en déduire que ||z’(¢)]|
est majorée par une fonction dans C°([o — r, T]; R™). Posons f(t) = M||z¢||e + ||H(t)||, on a donc
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l2'(£)]] < f(t) pour tout ¢ € [0, b[.
Puisque z(t) = —I—/fsxsds on a: ||lz(t) — x(s ||—||/fu:1:udu||

Or on sait que ||z(t) — z(s)|| = H/ u)dul|, donc ||xz(t) — z(s)| < H/ f(u)du|| et ensuite ||x(t)

z(s)| < sup. f(u)|t—s|; cela entraine que x est lipschitzienne donc uniformément continue sur [o, b
SSsu

donc z peut donc étre prolongée en b avec x(b) = %in% x(t). On peut considérer le probleme :
H
d(t) = [t )
’ 3.3.5
T, = . (3:3.5)

D’apres le théoreme 2.1.1, il existe une solution & € C°([o — r,b + 8],R™) de I’équation qui est
telle que F|,_, [ = 7.  n’est donc pas la solution maximale du probléme (3.3.3). O

On souhaite obtenir une représentation de la solution de (3.3.3). Pour ce faire il est utile de
réécrire I’équation en mettant en évidence les parametres dépendant de la condition initiale z ,. Nous
allons montrer un lemme technique puis le résultat voulu.

Lemme 3.3.1. Siz, = ¢ € C°([-7,0,,R"), 0 <t et —r <0 < o —t, alors

t+0—0e[-r0], etp(t+60—0)=ux(t+0)

Démonstration. (0 <tet —r<0<oc—t)=(c—r<t—r<t+0<o)

— (0—r<t+0<o)=(-r=—-0+0c—-r<t+60—-0<0) = t+60—0 € Dom ¢ =[-7,0].
Apres, ¢p(t+0 —0)=z,(t+0 —0)=z(t+0 —c+0) =x(t+6). O

Théoréme 3.3.2. Soit o € [0,7T], ¢ € CO([-r,0],R") et x: [0 — r,T] — R" tel que
T|o—ro] € C%[o —r,0],R"), T)jo,1) € CY([o,T],R™) et telle que x est solution de

{x’(t) = L(t)x,

Ty = ¢
Alors on a : .
/() = ~ [ alta-ta'(@)da it (7 - +)8(0)
_ /Ut don(t,0)p(t —o+6) quandt € [o,0 + 7]
et

{wa>— - [t~ ' @)da ~ i, (0 ~ ) +)9(0)
quand t € o+, T

Démonstration. Premiér cas : t € [o,0 + r]. Par un changement de variable, on a :

T (t) = ' don(t,0)z(t +0) = t don(t,a —t)x(a),

- t—r
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ett<o+r=1t—r <o <t, donc par la relation de Chasles (proposition 1.4.8 (ii)), on a :

t—r

=[n(t, (o = 1)+)6(0) = n(t, 0 —1)H(0)].

Quand a € [t —r,0],ona:a—o €[t —o)—r,0] C [-r,0] donc

{ J) = | dan(t,a—t)x(aH/; dan(t, @ = t)z(e) (3.3.6)

z(a)=z(c —oc+a)=z,(a—0) =

" dan(t,a—tz(a) = [ don(t,a — t)d(a — o). (3.3.7)

t—r t—r

Par le changement de variable 5 =a —t, on a :

" den(t, o — t)z(a) = / " don(t, B)6(t — o + B). (3.3.8)

t—r —-r

En utilisant la formule d’intégration par parties (proposition 1.4.8 (ii)), on a :

/U it a— Ha(a) = n(t04)a(t) — n(t o — (o)
- /Ut i(t, o —t)2' (a)da,

donc :
/U doii(t,a — t)x(a) = —n(t,o —1t)p(0) — /0 i(t,a —t)z'(a)da. (3.3.9)

En utilisant ’équation (3.3.8) et (3.3.9) dans ’équation (3.3.6), on obtient

=T

{f@>= [ donte.00tt — o+0) =t~ 1600) ~ [ tt.0— ' ()
=it (7= 1)1)6(0) + (1,0~ 1)6(0)

d’ou :
(1) = = [ ilt.a—ta(@)da it (7 = )+)5(0)
o (3.3.10)
+ doi(t, 0)p(t — o + 0)

-r

qui est la formule annoncée quand t € [o,0 + 7.

0
Deuxiéme cas : t € o +r,T] 2/(t) = don(t,0)z(t + 0).

Par un changement de variable, on a :
t
7' (t) = don(t,a —t)x(a). (3.3.11)

t—r

Notonsque:t>oc+r=o0<t—r=o0—r <t—r.Donc:

Vaelo—rt—r], a—te€lo—t—r,—r|C[-T—r+o,—r]=nlt,a—t)=nt—r)=

/ T dan(t o — Da(a) = 0. (3.3.12)

o—r
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Notons qu’on peut toujours décider que :

n(t, (—=r)+) = n(t,—r). (3.3.13)
Par la relation de Chasles, on a :
t t—r t
[ dantta—tw@) = [ dant.a—tat)+ [ danft.a - t)()
o—r a—r t—r
—[n(t, (=r)+) = n(t, —r)]z(+(-r)) =
t t t—r
dan(t, o — t)a(a) = / don(t, o — t)z(a) — / don(t, o — t)a(a). (3.3.14)
t—r o—r o—r
Donc, on a :
t
= / don(t,a — t)z(a). (3.3.15)
Par la relation de Chasles, on a :
{/ don(t,a — t)x / don(t,a —t)x +/danta—t)()
—[n(t; (0 = 1)+)¢(0) — n(t, o — £)¢(0)]
Quand a € o —r,olonaa—tejo—t—r,o—t|Clo—r—T,—r]=nt,a—t)=n(t,—r) =
/ don(t,a — t)x(a) = 0 d’ou avec Iéquation (3.3.15) :
t
a'(t) = / dan(t,a = t)a (o) = n(t, (o = t)+)d(0) +1(t, o — 1)¢(0). (3.3.16)
En utilisant la formule de l'intégration par parties, on a :
t
[ danltia =) = n(t,0+)a(t) - n(t.c ~ )6(0)
7 t
—/ n(t,a —t)z'(a)da
avec ’équation (3.3.16), on a :
t
/(1) = — [ nt.a -0 (a)da — n(t.c ~ 1)6(0)
—77(75» (U - t)+) + "7(?57 o — t)¢(0)
Cette expression entraine que :
t
A1) = / n(t,a — ) (@)da — (t, (o — £)+)H(0) (3.3.17)
Et ceci est la formule annoncée. O
Le résultat suivant est la réciproque du théoreme 3.3.2.
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Lemme 3.3.2. — Soit H € C%[o,T],R"), ¢ € C°([~r,0],R"), g : [0,T] — R™ définie
par : vVt € [0,T),

o—

g(t) == —n(t,o — t)p(0) + tdgn(t, )t — o +0)+ H(t).

-r

t
— Soity € CO(Jo, T],R") qui satisfait : ¥t € [0, T), y(t) = — / n(t,a — t)y(a)da + g(t).

On pose :

g

ot — o) si telo—rol.

z(t) := { /ty(s)ds +¢(0) si teoT]

— Alors : x € C%[o — r, T|,R™), |[p.1] € C' ([0, T],R™),
Vt € [o,T],2'(t) = L(t)xy + H(t) et x5 = ¢.

Démonstration.  (A) x5 est C' comme primitive d'une fonction continue.

(B) D’apres (A), x est continue sur |o,T; x est continue sur [0 — r, o[ car ¢ est continue. Reste
le point 0. On a z(c—) = ¢((c—) + 0) = ¢(0—) = ¢(0) car ¢ est continue sur [—r,0]. On a
z(o+) =0+ ¢(0) = (o). Donc z(0—) = ¢(0) = x(0) = x(c+), donc x est continue en o.

(C) De la définition de x on déduit, Vt € [0, T],
) t
o0 =y(t) = - [ nlt.a~ tya)da + g(0),
et par la formule d’intégration par parties prouvée en 1.4.8, il vient :

) = /U Lt o — tz(a) + 0t o — (o) + o)

- /ao_t dan(t, 0)z(t + 0) + n(t,o — t)z(0)

slentto = 060) + [ dan(t, 0000 — o +0) + H()
= 7 a0+ [ dant,0)a(t + 0) + H)
Jo—t —-r

= | dan(t,6)x(t +6) + H(b)
= L(t)ee + H(b).

t
Proposition 3.3.1. L’application t — / n(t,a —t)x'(a)da est continue sur [o,T].

(e

Démonstration. Notons W cette fonction. Fixons arbitrairement ¢ € S.
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Démontrons que V¥ est continue & droite en t. Soit h > 0. Alors :

U(t+h)—T(t) = /t+h n(t+h,a—t—h)a'(a)da— /Ut n(t,a —t)z'(a)da

Tt+h
= / n(t+ha—t—h)a'(a)da— / n(t+h,a—t—h)a'(a)da
7t 't
—i—/ nt+ha—t—h)a'(a)da— [ nt,a—1t)z'(a)do

tn
= / n(t+h,a—t—h)z'(a)da
t

+f Tt + hya— t — ) — n(t,a — D]’ (a)da

ce qui entraine :

t+h
Je+m =@ < [ e+ ha—t=n)]- (@) da
t
+ [ ntt+hoa =t =) = nit.a = 0] - |2'(a) |da
< hswp ln(r, Msve - 4"l
TES

t
o'l [ lt+ hoa =t = b) =it~ t = )]da

g
t
2 lloo - [ M0t a =) = n(t, a —t)]|da

ez

et ainsi : Vh > 0,
[t B) =~ W@ < hswp (), 1
Hlalloo - (&= o) - flnlt + by ) =0t )l svo (3.3.18)
He'loo - [ Intta =t = h) = n(t,o— 1) da

Puisque [r — n(r,-)] € C%(S, NBVy(J, E)), [t — |n(7,)|Inpv] € C°(S,RT) et puisque S est com-

pact, par le théoréme d’optimisation de Weierstrass, sup ||7(7,)||npy < +0c et donc on a :
TES

(hstells) (7, - ll2"[loe) = 0. (3.3.19)

lim
h—0+
avec la continuité de [t — n(t,-)] on a :

lim (|[2'|eo - (t = 0)|In(t + R, -) = n(t,-)| By =0 (3.3.20)
h—0Tt

Soit une suite (hy), tel que (Vn € N, hy, > 0) et lim h, = 0. Introduisons la fonction

n—-+o0o
Pn(a) = |In(t, 0 =t — hn) —n(t, 0 = 1.

Puisque n(t, -) est continue a gauche sur J, on a : Va, LHE ¢n(a) =0. En outreona : Vn € N, 0 <
n o0

on(a)2|In(t, )| NBy < +00, et les constantes sont intégrables sur J compact, donc on peut utiliser le
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t t
théoréme de convergence dominée de Lebesgue et affirmer :  lim / On()da = / lim ¢, (a)da =
g

n—+00 o n—+oo

t
/ 0da = 0, d’ou par la caractérisation séquentielle des limites dans R,
g

h—0t

t
lim / In(t,a —t —h) —n(t,a — t)||da = 0.

(3.3.21)

En utilisant les équations (3.3.19), (3.3.20), (3.3.21) dans (3.3.18) on obtient : hlirgl+ | (t+h)—T(t)| =
—

0, donc ¥ est continue & droite en t.

Démontrons que W est continue a gauche en t. Soit A > 0, alors

U(t—h)—U(t) — Lf%ﬂ—hﬂ—t+m5mﬂa—/%@a—ﬂf@ﬂa

t—h it
= / n(t—h,a—t+h)a'(a)da— [ nt—ha—t+h)2'(a)da

t 7 t

+ [ nt—h,a—t+h)z'(a)da — / n(t,a —t)x' (a)da

= /tt_h n(t —h,a—t+ h)z'(a)dao
+ /t[n(t —hya—t—h)—n(t,a—t)]z'(a)da

t—h
= / n(t—h,a—t+h)z' (a)da
t

~+

+ [ [n(t —h,a—t+h)—nt,a—t+h)z'(a)da

a

+

+ | n(t,a—t—h) —n(t,a—t)]z' (a)da
ce qui entraine que
=)~ WO < hsup ot v, [
+ [ nte =) =t v -/ @) do
+ [ nttsa =4 1) = it = B)lda o'l

d’ou

et —h) =T@)] < (ilég In(r, )Ivsv - [[2"][0o)

o = Dll2floo - In(t = By ) =0t ) Bvi (3.3.22)
He'lloe - [ Intt = ¢+ 1) = nt,0— 1) da
On a déja vu que sup,¢g ||7(7, )| By < +00, donc on a
lim [(sup [In(7, )| vV - [|2']|loc)h] = 0. (3.3.23)
h—0%" reg8
Puisque [t = n(t,-)] € CY(S, NBVy(J,E)) on a :
lim [(0 = t)[|2'[lc - [In(t = P, )| vBV] = 0. (3.3.24)
h—0+
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Soit une suite réelle (hy,)y telle que (Yn € N, h,, > 0) et lim h, =0.
n—+o0o

Introduisons, Vn € N, la fonction (,(«) := ||n(t,a — t + hy) — n(t, a — t)]|. Puisque n(t, -) est BV, elle
est réglée, et donc
VaeJ, lim (u(a) = [n(t, (o —t)+) —n(t,a = 1)].
n—+o00

Vn € N,Va € J,0 < (,(a) < 2|n(t,-)||npy < +00, et puisque les constantes sont intégrables sur J,
on peut utiliser le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue et affirmer que :

lim /tcn(a)da = /t lim (,(a)da

n—-+o0o

g

Par la caractérisation séquentielle des limites dans R, on a :

t t
lm [ n(ta—t+m) =nt.a=0llda= [ [n(t,@=0+) ~nt.a=Olda.  (33.25)
- o o

Puisque n(t,-) est réglée, {s € J : n(t,s+) # n(t,s)} est au plus dénombrable donc Lebesgue-
t
négligeable et donc / In(t, (o — t)+) — n(t,a — t)||dev. De I’équation (3.3.25) on obtient :
o
t
lim / In(t.a — ¢+ h) — n(t, o — t)||de = 0. (3.3.26)
h—0Tt o

En utilisant les équations (3.3.23), (3.3.24) et (3.3.26) dans I’équation (3.3.22) on obtient :
hlirg+ |¥(t —h) — U(t)|| =0, donc ¥ est continue & gauche en ¢. O
—

3.3.1 Résolvante de I’équation linéaire (3.3.3).

On définit la fonction X : J x J — M, (R) en posant

t
X(t,s) =1 — / R(¢, 5)d¢ (3.3.27)
S
ou I est la matrice identité n x n.

Lemme 3.3.3. On suppose que L € C°(J, £(C°(A,R"),R")); R est donnée par le théoréme
3.2.1 et X est donnée par (3.3.27). Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Vs € J, X(-,s5) € AC(J, My (R)).

(ii) Vs € J, Vt € J, X(-,s) est différentiable a droite en t, a)gt(i’s) = —R(t,s), et agt(f) €
RCY(J, Mn(R)).
(iii) Vs € J, Vt € J, X(-,s) est différentiable a gauche en t, wgt(is) = —R(t—,s), et 8){;7@ €

RCY(J, My (R)).
(iv) Vs € J, l'ensemble des points de J ou X (-, s) n’est pas différentiable est au plus dénombrable.
(v) Vte J, X(t,-) € BV(J,M,(R))N Cg(J,Mn(R)).

(vi) Vs € J,Vte J, X(t,s+) =1 — /t R(&, s+)dE.
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Démonstration. Pour alléger I’écriture nous introduisons N (t, s) / R(&, s)dE.

(i) Fixons s € J. De (iii) du théoreme 3.2.1 nous déduisons que R(-,s) € RI(J, M, (R)) par consé-
quence R(-, s) est Lebesgue-intégrable sur J, et en conséquence nous avons N (-, s) € AC(J, M ,(R)),
[37].

Alors X (-, s) € AC(J, M, (R)) comme une différence de deux fonctions qui sont AC(J, M, (R)).
(ii) Comme R(-,s) € RI(J,My(R)) N CY(J, My(R)), en utilisant un théoréme p.221 dans [43],

nous obtenons que, pour tout ¢t € J, N(-,s) est différentiable a droite en ¢, mgt(i’s) = R(t,s), et

815( +S) € CY(J, M,(R)). Comme une constante est différentiable avec une différentielle égale a zéro,

nous obtenons ’assertion.

(iii) Comme R(:,s) € R(J, M,(R)), en utilisant un théoréme p.221 dans [IN] nous obtenons que,
pour tout t € J, N(-, s) est différentiable a gauche en ¢, GN(t ) = R(t—, s), et 8t( :8) ¢ Co(J, Mn(R)).
Comme une constante est différentiable avec une dlfferentlelle égale a zéro, nous obtenons ’assertion.

(iv) En utilisant (ii) et (iii), nous voyons que l’ensemble des points de J ot X(-,s) n’est pas
différentiable est égal a ’ensemble {t € J : R(t—,s) # R(t,s)}. Comme R(-,s) est réglé, en utilisant
le théoreme 1.1 de [10], nous pouvons affirmer que cet ensemble est au plus dénombrable.

(v) Soit (x)o<i<nt+1 € &(J). Alors nous avons

i IN(t2) — N(t i)

t

= le Rf,xz dg = | R(&mipn)de|
n Tit1 t t
= 3| / " Rewdde+ [ REwdde— [ R(6wi)de]
< Z ANLCES |rd£+2 0y IR CEN R G
Tit1
< Ylwn - |\|R|\|+Z / IR(€, i) ~ R wis)ldS
1=0

< (@ —a|||R|||+/ ZIIR&:& ~ R( w1l
< @R+ [ VAR, e < 2 o)

En prenant le sup sur &(.J) nous obtenons V.I (N(t,-)) < 2(T — o)|||R||| < +occ. Et ainsi nous avons
N(t,-) € BV(J,M,(R)). Comme une fonction constante est a variation bornée, nous obtenons que
X(t,-) € BV(J, M,(R)). Maintenant nous fixons ¢t € J et s € [0, T[. Soit h > 0 suffisamment petit.
Alors nous avons

IX(ts =0 = Xt = | [ Ree.s —hde [ R(e,o)ie]
= | / | Res—hde+ [ (e, = ) = B, ]
| IR s = wllde+ [ 1R s~ ) - R 5)dg
IR+ [ IR s )~ Ri€,s) e

IN

IA
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Il est clair que hli%1+(h|||R|||) = 0. Pour le second terme de la somme précédente, nous notons
—
que hli%l |IR(&,s —h) — R(&,s)|| = 0, pour tout £ € J, comme R(,-) est continue & gauche, et
—0+

nous notons que [[R(&,s — h) — R(&,s)|| < 2|||R]|| et la constante est Lebesgue-intégrable sur J.
Et ainsi nous pouvons utiliser le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue et affirmer que

t
hlirg / |R(&,s—h)— R(, s)||d¢ = 0. Et alors, en utilisant les inégalités précédentes, nous obtenons
-0+ Js
th&X(t’s —h) = X(t,s), i.e. X(t,-) € C)(J, Mp(R)). Et ainsi (v) est prouvée.
—
(vi) Nous fixons t € J et s € [0, T[. Soit h > 0 suffisamment petit. Alors nous avons

X(t,s+h) = I-— t R(&,s+ h)d¢

s+h
s+h

t
— I+ R(E, s + h)dE — / R(€, s + h)dE.
Comme H/ R(&, s + h)d€|| < hl]||R]||, nous obtenons que hm / R(&,s + h)dé = 0. Pour le
troisiéme terme de la somme précédente, nous notons que hn(r)l R(§ ,$+ h) = R(&, s+). Nous notons

de plus que ||R(§, s + h)|| < |||R]||| pour tout £ € J et pour tout h > 0, et la constante |||R]||
est Lebesgue-intégrable sur J. En utilisant le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, nous

t t
obtenons que hli%1+ / R(&, s+h)dE = / R(&, s+)d¢. Et ainsi nous obtenons la formule annoncée. [
— s s

Remarque 3.3.2. Utilisant la proposition 3.2.2, la définition de k dans (3.1.40) et la proposi-
tion 3.1.10, (iii) du résultat précédent nous donne la relation suivante :

0X(ts) _ 0X(s) — R(t—,s) — R(t,s)
= K(t—,s) — K(t,s) = qi(t, (s — £)+) — 7i(t, s — 1),

et ainsi la discontinuité de 1(t,-) entraine la non-différentiabilité de X (-, s).
Introduisons la fonction 3 : J x J x C?(A,R") — R" définie en posant
t s—& 1
ts,0) = [ X0 ([ ' (€. 0)6( — 5+ 0) + HE) ) e (3.3.28)

ot H € C%[o, T],R™).

Lemme 3.3.4. Supposons que L € C°(J, £(CY(A,R™),R")); X est donnée par (3.3.27) avec
R donnée par le théoreme 3.2.1.
Fizons ¢ € C°(A,R™). Alors les assertions suivantes sont satisfaites.
(i) 3(,0.0) € CO(JR").

(i) vt e J, aégéi’q&) existe et ( U¢) est continue d droite sur J.

(iii) vt € J, w existe et M est continue d gauche sur J.

(iv) Vvt e J, Bed)  Blod) _ (Rt o) — R(t—,0)]¢(0).
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Démonstration. Posons f(t,€) := X(¢,€) (/U

=T

3
don' (£,0)p(¢ — o +6) + H(£)> dg.
Notons que f(t,&) = X(t,£)¥(€) ou ¥ est définie dans la proposition 3.1.1, et nous avons
t
siton.0) = [ 1o

Dans un premier temps, nous prouvons que f satisfait I’assertion des propositions 1.1.5, 1.2.1 et
1.2.2. Utilisant (i) and (ii) de la proposition 3.1.1, nous savons que ¢ € R(J,R™). Utilisant (iv) du
Lemme 3.3.3 nous savons que X (¢,-) € R(J, M, (R)) et en conséquence nous obtenons

vVt e J, f(t,) € R(J,R™). (3.3.29)
De (i) du Lemme 3.3.3 nous savons que X (-, &) € C°(J, M,(R)), et en conséquence nous avons

VE € J, f(-,€) € CO(J,R™). (3.3.30)
Du (ii) du Lemme 3.3.3 nous savons que nous avons

: 0 n
V(t,&) € J x J, T existe et ETe e Cj(J,R™)). (3.3.31)
De (iii) du Lemme 3.3.3 nous savons que nous avons
V(t, &) e J x J, a‘g(tié) existe et a];’_é) € CS(J, R™)). (3.3.32)

Comme R est bornée sur J x J, et comme les constantes sont Lebesgue-intégrables J x J, utilisant
(if) et (iii) du Lemme 3.3.3, et en posant m(§) = m1(§) := sup( s s [|[R(t, s)|| pour tout £ € J,
nous obtenons les propriétés suivantes.

Im € LY, R; A1), Vt € J,VE € J, | 8J;(ttf) | < m(e). (3.3.33)
Imy € LY(J,R; \), Wt € J,VE € J, ||afa§tf>|| < my(6). (3.3.34)

Et ainsi toutes les assertions des propositions 1.1.5, 1.2.1 et 1.2.2 sont vérifiées. Apres ces préliminaires
nous prouvons les assertions du lemme.

(i) Utilisant la proposition 1.1.5 et (3.3.29) nous avons
3(t+,0,0) = [Ut]X(t+7§)(¢(§)+H(§))d)\1(§): : ﬂX(taf)(w(f)+H(§))d)\1(§)
t >

= [ X0 + HE)E = 5(t.0,0),

o

et

3(t—0,9) = X(t= W (&) + H()dAi(§) = [ X(£,E) (&) + H(§))dA1(§)

[:1] [o,1]

_ / X (8,€)((€) + H()dE = 5(t,0,9),

et ainsi 3(-, 0, ¢) est continue sur J.
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05(t,0,9)

(ii) Utilisant la proposition 1.2.1 nous pouvons affirmer que B existe et
05(t,0,9) / dX(t,€)
ot+ oi] O+ (W(&) + H(&))d (&) + X (¢, t4) (Y(t+) + H(t))

Comme R(t,s) = 0 quand s > t, nous obtenons X (¢,t+) = I — 0 = I. Du lemme 3.3.3 nous

savons que %ﬁf) = —R(t,§), et comme R est Riemann-intégrable nous obtenons la formule

suivante pour tout t € J.

B0 — - [ReOWO + HEME+ )+ HE).  (333)

De la proposition 1.1.4 nous savons que Y+ € Cg(J, R™). De la proposition 3.2.2 nous savons

¢
que [t — / R(t,&)(W(&) + H(&))dE] est continue sur J. Comme la somme de deux fonctions
’ aﬁ('zoqu)

continues a droite est continue a droite, nous obtenons que ~5i7— est continue a droite.
(iii) Utilisant la proposition 1.2.2 nous pouvons dire que 63(;2‘1’45) existe et
95(t,0,¢ X (t,¢)
S = [ T + HE)ME) + X)) + HO).
U?

De (i) de la proposition 3.1.1 nous savons que 1 est continue a gauche, et alors ¥ (t—) = ¥(t).
De (v) du Lemme 3.3.3 nous savons que X(¢,-) est continue a gauche et ainsi X (¢,t—) =
X(t,t) = I. Utilisant (iii) du lemme 3.3.3 nous obtenons la formule suivante.

03(t, 0, 9)

5 [UﬂR(t—vf)(w(é)+H(§))d€+(¢(t)+H(t))-

Utilisant (iii) de la proposition 3.2.2 nous obtenons

9(t,0,¢
SE - [ REOWE+HOME 00 +HE). (3330)
Utilisant (ii) de la proposition 3.2.2, comme la somme de deux fonctions continues & gauche
3 3 85(t70-7¢) 3 3
est continue a gauche, nous obtenons que ==37 est continue a gauche.

(iv) Utilisant (3.3.35), (3.3.36) et (ii) de la proposition 3.1.1, nous obtenons

83<t7 g, (b) 83(t707 ¢> _ _
o o~ v) —v() = [B(t.0) - B(t—,0)]6(0).

Lemme 3.3.5. Supposons que L € C°(J, £(C°(A,R"),R")); X est donnée (3.3.27) avec R
donnée par le théoréme 3.2.1, et 3 est donnée par (3.3.28). Fivons ¢ € C°(A,R™). Alors la fonction
[t — Ul(t,o,¢) = X(t,o)p0)+3(t,0,0)|, de J d valeurs dans R™, est continiment différentiable sur
J.
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Démonstration. De (i) dulemme 3.3.3 et (i) du lemme 3.3.4 nous déduisons que U (-, o, ¢) est continue
comme une somme de deux fonctions continues. De (ii) du lemme 3.3.3 et (ii) du lemme 3.3.4 nous

0 o o) o 03(t,o oU(-,o
U(‘gttv—‘rv(b) — X(t7 )¢(O)+ 3(t7 7¢) U(7 7¢)

déduisons que St ~5i1 existe pour tout t € J et =7 est continue a droite

comme somme de deux fonctions continues & droite. De (iii) Lemme 3.3.3 et (iii) du lemme 3.3.4
nous déduisons que 8Ugt’f’¢) = wggﬁa)(ﬁ(()) + % existe pour tout t € J et %’f’@ est continue

a gauche comme somme de deux fonctions continues a gauche.
Fixons t € J. De (ii) et (iii) du lemme 3.3.3 et du (iv) du lemme 3.3.4 nous obtenons

oU(t,o, oU(t,o, 0X (t,o oX (t,o 05(t,o, 03(t,o
oo Mmel 0Nty By 1 Bl Bl

= [—R(t,0) + R(t—,0)]¢(0) + [R(t,0) — R(t—, 0)]¢(0) = 0.

gauche. O

est continue puisque continue a droite et a

Lemme 3.3.6. Supposons que L € C°(J,£(C°(A,R"),R")) et ¢ € CO(A,R™); v est définie
dans (iii) de la proposition 3.1.6 et k est donnée par (3.1.40).
(i) Soit x € C%[o — r,T],R"), tel que Ty € CY([o,T],R™), est une solution de (3.5.3) sur
[0, T]. Alors ’égalité suivante est vérifiée pour tout t € [o,T] :

20 =~ [ k.02 (€€ + 210,

t
(ii) Soit y € C%[o, T],R™) qui vérifie I’équation y(t) = —/ k(t,&)y(&)dE + ~v(t) pour tout t €
[0, T). Alors la fonction x : [0 — r,T| — R"™, définie par 7

{ qﬁ(tfa) si te€fo—r0]

x(t) = $(0) _|_/G y(s)ds si teo,T],

est une solution de (3.5.3).

Démonstration. (i) Premier cas : t € [0,0+7]. Alors nous avons —r < g —t < 0, et en utilisant
les propositions 1.4.8 et (3.1.2)) nous obtenons

d(t) = L{t)w = _0 don(t,0)(t + 0)
o—t " 0

_ /_ don(t,0)a(t +6) + | don(t, O)x(t + )

—[n(t, (0 = t)+) =n(t,o — )]zt + o0 1),

et comme z(0) = ¢(0) nous obtenons

—r o—t

—[n(t, (o = t)+) = n(t, 0 = 1)]$(0

(0).
Quand 0 € [—r,0 —t] nous avons —r < (t —o) —r < (t —0)+ 60 <0, de plus ¢(t — o +0) =
To(t — 0o+ 0) = x(t + 0), ceci implique que

2'(t) = /U_td2?7(t,9)3:(t+9)+/0 dan(t,0)x(t + 0) } (3.3.37)

/ " ot 0yt + 0) / " ot )6t — o+ 0) = (1), (3.3.38)

—r —r
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ou 1 est donnée par la proposition 3.1.1. En faisant un changement de variable nous obtenons

0 t
/ don(t,0)z(t+6) = / dan(t,& —t)x(§), et en utilisant la proposition 1.4.8 nous obtenons
o—t o

[t~ 0e©) = (e, 0+)20) ~n(t. o~ alo) — [ it~ 01 (€)d
= 0—n(t,o— 1) /ntf—t (€)de,

ce qui implique

[ e, 000t +0) = -ntto - 000) - [ .00 (3339)

Maintenant, utilisant (3.3.38) et (3.3.39) dans (3.3.37) nous obtenons

) =~ [ K8 €de —n(t, o~ 10(0) + (1)
[t (7 = 14) = nlt. — D]6(0)
= — [ RO € — n(t. (o~ )+ + v()

et, notant que —n(t, (o — t)+) + ¥ (t) = v(t) quand t € [0, 0 + ], nous obtenons
' (t) = — /t k(t, &)z’ (€)d¢ +~(t), whent € [o,0 +1]. (3.3.40)

Deuxiéme cas : t €]o + r,T]. Alors nous avons 0 —t < —r et de plus 7(t,0 — t) = (¢, —r).
Utilisant la proposition 1.4.8 et un changement de variable nous obtenons

Lﬁﬁfﬁﬂa% = /ntE—t (€)de

— 0= ii(t,0 — 1)$(0) — /:tdgﬁ(t,s)x(t—ks)
= —n(t,—r)¢ ’ dg (t,s)x(t + s).

o—

Nous déduisons de ces inégalités la relation suivante

_ /: k(t, &)z’ (€)de +~(t) = /O_t dan(t, s)z(t + s). (3.3.41)

Utilisant (iii) de la proposition 1.4.8 nous avons
0 0
| dait.yaters)= [ dvitts)alt+ )+ [ doifts)alt+ s),
o—t [o—t,—r[ —r
comme 7)(t, -) est constant sur [0 —t, —r] la mesure u[7(t, -)] (notation de la sous-section 1.4) est

nulle sur le Borélien de [0 — ¢, —] et en conséquence nous avons don(t, s)z(t+s) =0,
[o—t,—r

et ainsi nous obtenons —/ k(t,&)x' (€)dé + ~(t) = L(t)ry = 2/(t) qui implique

/ k(t, &)z (&)dE +~(t), quandt € [0+, T). (3.3.42)
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Les relations (3.3.40) et (3.3.42) permettent d’obtenir la formule annoncée.

(ii) Premier cas :t € [0,0 + r|. Alors nous avons

(t) = yt) = —/Ut/-c(t,g)y(g)d“,y(t)
= - /; k(t,§)'(§)d€ — n(t, (o — t)+)8(0) + ” dan(t,0)p(t — o + ),

-

et comme ¢(t — o + 0) = x(t + 0) quand t € [o,0 + 7] et utilisant la définition de k, nous
obtenons

0= [ dont, 002t +0) ~ [ a6~ 02 (e — At (0~ H0)60). 3343

T

Utilisant la proposition 1.4.8 et 7(t,04+) = 0, nous obtenons
t
[atte =0 (©ds = (e, (¢ = HH)a(®) - it - (o)

/ dai(t, z(§)

1 a—t)qS(O)—/ dan(t, 0)x(t +0),

o—t

et ainsi avec (3.3.43) nous obtenons

o—t 0
() = / daii(t, 0)(t + 6) +/ dai(t, 0)x(t + 6)
o—t

-r

—[n(t, (o —t)+) —n(t, 0 - t)]cb(O)

0
et en utilisant la Proposition 1.4.8 nous obtenons z'(t) = don(t,8)z(t + 0), et alors

e

2'(t) = L(t)z; quand t € [o,0 + 7). (3.3.44)

Deuxiéme cas : t € |0 + 7, T]. Dans ce cas nous avons ¢ — ¢ < —r. nous avons

() = = /ktf (&)dg — n(t, —r)¢(0)
_ /ntg_t (€)dg — 7i(t, —r)¢(0)

Utilisant la proposition 1.4.8 nous obtenons

[ At~ 0ade = at,040)6(0) - att.0 ~ 1)6(0)
- [ ot~ 1o

— it -1)6(0) — [ dan(t,0)e(t +0)

g—t

= =60 - | aite+o)

[o—t,—r)

— dzﬁ(t 0)x(t+0)
= —q(t, fr)gb(O) — 0 — L(t)x,
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et ainsi nous obtenons x'(t) = 7(t, —r)p(0) + L(t)z: — 1(t, —r)¢(0) ceci entraine que
2'(t) = L(t)zy quand t € |o +r,T). (3.3.45)

De (3.3.44) et (3.3.45) nous obtenons que z est une solution de (3.3.1) sur [0, T|. La définition
de = donne z, = ¢, et alors x est une solution de (3.3.3) sur [0, T].

O

Lemme 3.3.7. Supposons que L € C°(J, £(C°(A,R"),R")); k est donnée par (3.1.40). Si
t

u € C°%[o,T],R") satisfait u(t) = —/ E(t,&)u(§)dE pour tout t € [o,T] alors u(t) = 0 pour tout
t € lo,T]. 7

Démonstration. Posons N := {7 € [0,T] : Vt € [0, 7],u(t) = 0}. Notons d’abord que N est non vide
puisque o € N. Si (74)4 est une suite dans N qui converge vers 7 € [0, T, alors nous avons u(74) =0
pour tout ¢ € N, et alors u(7) = 0 comme u est continue. De plus, si ¢ € [0, 7], alors, pour tout € > 0,
il existe ¢ € N tel que 7, €]t,7 + €[ qui entraine que ¢t € [0, 74| et alors nous avons u(t) = 0 comme
T4 € N. et ainsi nous avons prouvé que N est fermé dans [o, T'.

Fixons 71 € N. Comme k est bornée, nous choisissons 12 €|71, T tel que (72 —71).||k|lcc < 1. Intro-
t

duisons l'opérateur T : CO([r1, 72], R") — C°([11, 2], R") en posant T (v) := [t — [ k(t,&)v(€)dE).
71
De (iii) de la proposition 3.1.11 nous savons que cet opérateur est bien définie. 7 est clairement

linéaire. Nous avons
t
[T ()@ < / [k, dE - Jvlloo < (T2 —71) - [[Kllo
T1

duquel nous déduisons que 7 est une contraction stricte. De plus 7 posseéde un unique point fixe,
et la fonction nulle est clairement un point fixe, et ainsi son unique point fixe est 'application nulle.

Notons que la restriction de u a [71,72] est encore un point fixe de cet opérateur comme, pour tout
T1

t € [11,72], nous avons u(t) = /t k(t,&)u(§)dE = / k(t,&)0de + tk(t,{)v(ﬁ)d{. Alors nous avons

T1
nécessairement u(t) = 0 pour tout ¢ € [71, 72]. En conséquence m2 € N, et nous avons aussi [0, 72] C N,

et [0, 2] est un voisinage de 71 Dans N. Et ainsi nous avons prouvé que N est ouvert dans [0, T].

Comme l'intervalle [0, T est connexe et N est un sous-ensemble fermé et ouvert de [0, T, nous
obtenons N = [0, T] ceci implique que u(t) = 0 pour tout t € [0, T]. O

Lemme 3.3.8. Supposons que L € C°(J, £(C°(A,R"),R")) ; k est donné par (5.1.40), R est
donné par le théoréme 3.2.1, et v Uest par (iii) de la proposition 3.1.6. Si x est une solution de
(3.3.3) alors, pourt € [0,T], la relation suivante est vérifiée

2=~ [ R 0v€)de + (1),

t
Démonstration. Posons p(t) := — / R(t,&)v(&)d¢ pour tout t € [0, T]. Dans les calculs suivants nous
utilisons (i) du Théoréeme 3.2.1, l’ggalité {(£,0) 10 <E<,E<B <t} ={(P) 0 <P <to<
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& < B} et le théoréme de Fubini.
t
o) = ~ [ kten d§+/ (/ k(t, O)R(3.€)d5 ) 1(€)d

_ _/:k(t,g d§+/ (/ktﬁ (8,€)7 d£>dﬁ
:_/:k(t,g d£+/ktﬁ</RB£ d£>dﬁ

— _/Utk(t,gy d§+/okt,ﬁp5) dp
_ - / R OE) + plO)de

ce qui implique [y / k(t, &)y (&)]d€ +y(t), et en conséquence, utilisant le lemme
3.3.6,

[y(#) +p(t) — 2'(t)] = —/g k(t, )V (€) + (&) — 2’ (§)]de.

Alors en utilisant le lemme 3.3.7 nous obtenons

20 =0+ =~ [ RO+

O

Théoréme 3.3.3. Supposons que L € C°(J, £(C°(A,R™),R™)). X est définie par (3.5.27), ¥
par la proposition 3.1.1, U est définie dans le lemme 3.3.5 et i est définie par le théoréme 3.1.1. St
x:[o—r,T] — R" est une solution de (3.3.3) alors nous avons x(t) = U(t, o, ¢) pour tout t € [o,T],

i.e. x(t) = X(t,0)p(0) +3(t,0,0), i.e

z(t) = X(t,0 +/ X(t,€) /jf daii(€,0)0(€ — o + 0) + H(E))dE. (3.3.46)

t
Démonstration. Fixons ¢t € [0, T]. Utilisant le lemme 3.3.8 et la formule z(t) = ¢(0) + / ~(s)ds,

nous obtenons 1’égalité suivante

2(t) = 6(0) + / ds—/ (/ R(s, ) ) (3.3.47)

t
De la définition de v nous obtenons / ~v(s)ds = — / n(s,o0 —s)p(0)ds + / ¥(s)ds ceci implique

/Ut’y(S)ds _ _/C,tk(s’a)¢(0)ds+/a P (s)ds. (3.3.48)
Nous avons

[ (] meson@ag)as = = [ [ stscone.o = ponic) s [ [ mis.0uicyic) o
= /U(/ng (€,0) d§)ds+/ (/0 R(s, &)1 )
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et comme — /S R(s,8)k(£,0)p(0)dE = R(s,0)0(0) — k(s,0)p(0), nous obtenons

/:(/:R(s,f)’y(g)aE)ds = /R ds—/ k(s,o0)¢
+/ </ R >d8‘ (3.3.49)
<

Utilisant (3.3.48) et (3.3.49) dans (3.3.47), et utilisant I’égalité {(s,&) : 0 < s
{(5,8) 10 <& <t,& < s <t} et le théoreme de Fubini nous obtenons

o(t) = ¢<0>—/; R(s,)¢ d§+/w ds—/ (/ R(s,)(€)d ) ds
— (- /Rs&df)qﬁ() / ds—/(/ng >d§
:X(t,agzbO—l—/U¢ )dg — /(/R ) (€)d¢
—  X(t,0)6(0) /t( /R ) (€)de

= +/Xt§

En utilisant le (f) de la proposition 3.1.2, nous obtenons la formule annoncée. O

Remarque 3.3.3. Comme nous l’avons prouvé dans le lemme 3.3.5, Uapplication [t — U(t, o, )]
est de classe Ct, mais ces deur composantes [t — X (t,0)p(0)] et [t — 2(t, 0, $)] ne sont pas de classe
C' comme montré dans la remarque 3.3.2 et dans le (ii) du lemme 3.5.4. Dans [29] les auteurs
affirment que x(-,0,¢) est une solution de ’équation différentielle fonctionnelle, mais comme X
n’est pas de classe C1, il est nécessaire de modifier la notion de solution de l’équation différentielle
fonctionnelle pour pouvoir affirmer cela.

Nous allons rappeler dans les pages suivantes les principaux résultats de ce sous-paragraphe.
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Proposition 3.3.2. Soit L : [0,T] — £(C°([—r,0],R™),R"). II existe une application n :
[0,T] x [-r,0] — M, (R) qui vérifie les propriétés suivantes.
(i) Vt € [0,T], n(t,-) € NBV([-r,0], M,(R))

(ii) vt € [0,T], [In(t,-)|lBv = [[L(t)]e

(iii) [t — n(t,-)] € C%[o,T]), NBV ([-1,0], M»(R)))

(iv) Vi € [0,T], V¢ € CO(lo —r, T, R"™), L(t)$ = [, dan(t,0)¢(6)

(v) n est Lebesgue-mesurable sur [o, T
o

] - O]
(vi) n est Riemann-intégrable sur [o,T] X [—

X
X [—r,0].

[
[
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Théoréme 3.3.4. Soit L : [0,T] — £(C°([~r,0],R"),R"). Alors il existe une application
X :[0,T] x [0,T] — My,(R) qui vérifie les propriétés suivantes.

(i) Vs,t € [0,T] tel que s >t, X(t,s) =1 (identité)
(ii) Vs € [0,T], X(-,5) € AC([o,T], M, (R))

(iii) Vs,t € [0,T], X(-,s) est différentiable a droite et différentiable @ gauche en t,
0X (-8 0X (-8
B € C3((o. T], Mu(R), %52 € Cf ([, T], Mu(R))

(iv) Vs, t € [0,7T] tel que s > t, 2500 — LD — (e, (s — 1)+) = n(t, (s — 1))

(v) Vs € [0,T], U'ensemble des points de [0, T] ot X(-,8) n'est pas différentiable est au plus dé-
nombrable.

(vi) Vt € [0,T], X(t,-) € BV ([0, T}, My(R)) N CY([o, T], My (R)).

Définissons Uapplication 3 : {(t,a) € [0,T] x [0,T] : t > a} x CO([~r,0],R") — R™ en posant

t o—¢&
3(t,0,0) = /a X(t.€) (/ dan(€,0)p(§ — o +6) + H(f)) dg.

T

Alors les propriétés suivantes sont vérifiées pour tout o € [0,T] et pour tout ¢ € C°([—r,0], R™).
(Vll) 5(7 g, d)) € CO([Ga T]a Rn)

(viii) Vt € [0,T7], 3(-,0,¢) est différentiable a droite et différentiable a gauche en t,
1o) -0, n ) .0, n
09 ¢ ([0, T],R™), et 26:29) € CO(([o, T), R")

. (.0, d(t,0, aX(t, X (t,
(ix) Vt € [o,T], 35%1@ - 3(815(1@ = Bt(—S) - 8t(+8)'

Définissons 'ensemble ® := {(t,a) € [0, T]x [0, T] : t > a—r} et Uapplication U : DxC°([—r, 0], R") —
R"™ en posant

Ult,o,) := { X(t,0)9(0) +3(t,0,¢) si t>o

ot —o) si o—r<t<o.
Alors les assertions suivantes sont vérifiées pour tout o € [0,T], pour tout ¢ € CO([—r,0],R™).
() U(,0,0),., € O, TLR") et U(0,6) € C°((o — 7, T B")
(xi) U(-,0,¢) est l'unique solution de (1.4.22) sur [o,T].
De plus on définit lapplication V : ® x CO([—r,0],R") x C°([o, T],R™) — R™ en posant

Ult,o,0) + [LX(t,0)H(a)do si t >0
ot —o) si o—r<t<o.

V(t,o,¢,H) := {

Alors les assertions suivantes sont vérifiées pour tout o € [0, T] pour tout ¢ € C°([—r,0],R") et pour
tout H € C°([0,T),R™)
(xil) V(,0.6, ), € C (0, TLRY) et V(-,0.6,h) € CO(lo — . 7], R")

(xiii) V(-,0,¢,H) est l'unique solution de (3.3.1) sur [o,T].
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3.4 L’équation adjointe du probleme linéaire et la forme bilinéaire
associée

Dans cette partie, nous considérons le systéme linéaire :

2 (t) = /0 [dan(t, 0)]x(t + 0) (3.4.1)

-

ot nous rappelons que 7(+, ) est définie en (3.1.17). On considére en plus 1’équation non homogene :
2'(t) = L(t)zy + H(t) (3.4.2)

ott H € C%[o, T],R"). Grace au théoréme 3.3.3, la solution x(t) de (3.4.2) peut s’écrire :

o—Q

o) = X000 + [ Xa)([" e, 0000~ +0)
. e —r (3.4.3)
+/ X(t,o)H(a)dex

Définition 3.4.1. L'équation adjointe a [’équation (3.4.1) est :

d T+r
Ts <z(s) +/ z(a)n(a, s — a)da) =0, pouroc <s<T (3.4.4)

ot z € NBV([o,T + r|,R™).

Le résultat suivant établit le lien entre la matrice résolvante X (¢,s) de (3.4.1) et la matrice
résolvante Y (o,t) de I’équation adjointe (3.4.4).

Théoréme 3.4.1. si x est solution de (3.4.2) sur [0,T], alors pourt € [0, T],

o)) = Yoto)+ [l [ Yotita, p - a)dala(s)

. (3.4.5)
+ / Y (a, ) H(a)da,
(e
ot Y est une matrice carrée n X n définie par :
Y(o,t) = 0, pourt<o
t _ (3.4.6)
Y(o,t) = I —/ Y(o,t)n(a, 0 — a)de, pour o < t.
g
Et en outre on a :
Y(o,t) = X(t,0) (3.4.7)

ot X vient de (4.5.11).

CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES FONCTIONNELLES LINEAIRES 104



Control optimal et calcul des variations en présence de retard sur ’état.

Démonstration. Soit x une solution de (3.4.2) passant par (o, ¢). Multiplions (3.4.2) par Y (a,t) et
intégrons de o a t, ce qui donne :

Y(a,t)2' (o) = Y(a,t)L(a)ze + Y (o, t)H(),

t
/Y(a,t) da—/ Y(a,t)L xada+/ Y (o, t)H(a)dor.

Une intégration par parties (cf.[31],p.179) du terme de gauche de ’égalité donne :

/:Y(oz,t):c'(a)da _ Y(a /D Y (a, Ha(a)da
— 2t -Y /DYat )da.

On a donc :

2(t) — Y (o, )2(0) — / " DaY (0 t)x(a)da — /U 'Y (o t)h(a)da /U 'Y (o t) L)z do.

(e

On s’intéresse au membre de droite de I’égalité précédente; on a :

De)a = [ du(aOeta +6)

qui, par le changement de variable u = a 4 0, devient

L)y = / " (e, u— a)]a(u).

oa—rTr
Ainsi on a :

/Ut Y(a,t)L(a)xoda = /Ut{y(a,t) /aar[dun(a,u — )]z (u) Yda.

Poura<u<t,onal<u—a<t—a et comme 7(a,f) =0, pour § >0on a:

/0 'Y (0, t)L{a)eada = /U (o) / " dui(onu — a)]a(u) o,

a—r

or, en posant k(a,u) = (o, u — «), on a :

at_r dyk(a,u)x(u) = /t dyk(a, u)x(u) + /Uir dyk(o, u)x(u)

/Ut_r duk(o, u)z(u) = /:;: dyk(a,u)x(u) — /Q_r dyk (o, w)z(u)
(e, |

a—r

o+

et comme o < u <t, ona k(a,u) =0 ainsi

/:_T dyk(a,u)x(u) = at_ dyk(o,u)x(u).

Donc :

/g Y (o ) L(0)zado = /U Y[ duk(e, wa(u)}da. (3.4.8)
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Gréace a 'intégration par parties prouvée au théoreme 1.4.7, on a :

/t dyk(o,u)z(u) = k(o t+)x(t) — k(a,o —r)z(oc — 1) — /:_T k(o,u)x’ (u)du

/Yat{/ dyk(c,u)z(u)da = /tY(ozt)k(ozt—i—)()d
/ Y(o,t)k(a,0 — r)z(c —r)da
/ Y(a,t) {/ w)du}do.
En appliquant le théoréeme de Fubini ([36], p.359) au second terme a droite de 1’égalité, on a :
/ Y(a,t {/ ke, u)z! (u)du}da = /t /tY(a,t)k(a,u)x’(u)dadu. (3.4.9)

Par une intégration par parties du terme de droite de 1’égalité, on a :

/ / (a, k(o u)a' (u)dadu = /: 7q{/t (o, )k(c, u)dayz' (u)du

_ /Yat a,w)z(u)dall,_,
_/ {d/Yatk(au)da}:c()

t

/U t_ /U "Vl k(e ) () dadu = / Y (a, k(a, tH)z(t)da
/ Y(a,t)k(a, 0 — r)z(o — r)da (3.4.10)
—/ {da / Y (a, k(e w)dada(w).
Ainsi, avec (3.4.8), (3.4.9), (3.4.10), on a :

/U Y (o) L(@)zada = /U 'Y (o k(e t4)2(t)do

- /(: Y(a,t)k(a,o0 —r)z(oc — r)da — /: Y (o, t)k(a, t+)z(t)do

. /:Y(a,t)k(a,g — Mo —r)da + /;_T{du /: Y (o, t)k(a, u)da}x(u).

2(t) — Y (0, £)6(0) /0 " DaY (@, )(a) — /U Yo ) H(a)do = /U t_rdu{ /0 'Y (o (e, w)daa(u).
(3.4.11)

/t du{/t Y(a,t)k(a,u)datx(u) = / dy {/ (o, t)k(ov, u)datz(u)

+/ u{/ Y (e, t)k(a, u)datz(u), G412
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t
sachant que Y (o,t) =1 — / Y (o, t)k(a,0)da, on a :
(2

Y(u,t)=I— / 'Y (0 )k (0, u)dor

/: Y(a,t)k(a,u)da = /: Y(a,t)k(a, u)da + /Ut Y (o, t)k(o, u)do
/ut Y (o, t)k(a, u)da + /Uu Y (o, t)k(a, u)da = /Ut Y (o, t)k(a, u)da

Comme 0 < o <wona k(o,u)=0; dou:

/uty(a,t)/c(oz,u)da: /o-tY(avt)k(a,U)dOé,

et ainsi on a :

/1t Y (o, k(e w)da = T — Y (u, 1).

Soit ¢ € C1([o — r, 0], R"™) et d’aprés le théoréme 1.4.7, on a :

/ L / (@, )k, u)da}olu) = / N0~ Y () ()

et on a:

[ a1 =Ytk = (=Yl — [ (1=Y(w )¢/
= (I-=Y(t,1)o(t) — (I Y(J —r,t))p(c —1)
(

- —(I-Y(o »t)) (0—7“) (({-Y(t,t))aﬁ(t)
(I=Y(o—r )0 —r)— /U DY (u, £)(u)du)

/ AT = Y(u, t)}o(u /DYut (3.4.13)
Finalement avec (3.4.12) et (3.4.13) dans (3.4.11) on obtient :

() — Y (0, £)6(0) — /0 " DaY (0 t)z(a)da — /U 'Y (o t) H(a)dor =
/U i duf /U 'Y (o )k (0, w)da () — /U " DY (u, () du.

On a bien le résultat du théoréme :
t
x(t) +/ da| / (o, t)n(a,u — a)da)z(u) + / Y (o, t)H (v)dev. (3.4.14)

Ainsi avec (3.4.3), on peut conclure que X(t,0) = Y (o,t).
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3.4.1 Expression matricielle de la solution de (3.4.4).

On remarque aussi que 'application Y définie en (3.4.6) est solution de la forme matricielle

d T+r
Is (M(s) + : M(a)n(ay s — a)da) =0

de I’équation adjointe (3.4.4). En effet, pour 0 <t < T, on a:

T
Y(t,T)=1 —/ Y(a, T)n(e,t — T)de,
t
T+r

et, comme / Y(o, T)n(e,t — a)da = 0, ( sachant que T < a <T+r, onaa >1T),
T
ona:

T+r
Y, T)=1— /t Y, T)n(a,t — a)da

T+r
Y(t,T)+ / Y(a,T)n(a,t —a)da=1, 0 <t <T.
t

3.4.2 Expression explicite de z.

Nous allons donner une expression explicite de z en fonction de Y. Pour ce faire on considere x
une solution de (3.4.1) sur [0, T] avec z(0) = ¢(0) pour 0 € [0 — r,0].
Soit z € NBV ([0, T + r]; R™) solution de (3.4.4), c.-a-d. vérifiant

d T+r
T z(s) —I—/ z(a)n(a,s — a)da | =0, sis € [o,T]. (3.4.15)
S s
Soit o < t < T, en utilisant 'intégration par parties prouvée dans 'annexe de [31], on a :

[ @) = @l - [ (@)

et ainsi on obtient :

2(t)z(t) — z(o)x(o) = i dz(o)z (o) + i z(a)2' (a)da
= [Last@n@)+ [ @[ diplas)els)ia,

car pour s > a, on a p(a,s) = 0, et par le méme calcul que (3.4.9), (3.4.10), (3.4.11), (3.4.12),
(3.4.13), on a :

/Ut z(a) /a dsp(a, s)z(s)da = /t ds(/t z(a)p(ay, s)da)x(s),

a—rT o—rTr g
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et ainsi on obtient :
20)x(t) — 2(0)a(o) = /U " dx()z(a / /U " d(o)p(a, s)da)a(s). (3.4.16)

On s’intéresse particulierement au second terme du membre de droite de ’égalité :
t t o t
| al [ sepasdarats) = [ di([ (@l sydaas)

—i—/:r (/tz p(a, s)da)z(s)
" a [ Al s)da)as),

/:T ds(/at z(a)p(a, s)da)z(s) = /:M p(a, s)da)z(s) + /:T ds(/:rr z(a)p(a, s)da)z(s)
et

c—r<s<o
c+r<a<t=so<fa—r<t—-r=s<a-r,
d’on p(a, s) = pla,a =),

on obtient alors / ds(/ z(a)p(a, s)da)xz(s) = 0, et ainsi
o—r o+r

[ s emtessrtersto = [ a7 stentas spaegots)

(e

On a aussi

t
ds/z(a) asda—d/ asda+d/ p(a, s)dao,

et comme o < a < s alors p(a, s) = 0, et ainsi on obtient
t t
/ z(a)p(a, s)da = / z(a)p(a, s)da.
o S
Par ailleurs,
t+r

t+r
ds/ z(a)p( asda—d/ asda+d/ a)p(a, s)da;

ort<a<t+r,
o<s<t—r,
t—r<a-—-r<t,

donc pour s < a —r, on a p(a,s) = p(a,a —r) dou
t+r t+r
d/ asda—d/ a)p(a, a0 — r)da = 0.
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/atr ds( t z(a)p(a, s)da)z(s) = /U: ds(/:ﬂ z(@)p(a, s)da)z(s)
N /Ot—r ds(/;rr 2(@)p(av, s)da)z(s)
. t ds(/s z(a)p(a, s)da)z(s).

t—r

t t+r
Ensuite on va ajouter et retrancher / ds( / z(a)p(a, s)da)x(s) a Pexpression précédente, ce qui
t—r t

donne :

D a([ daplansydarats) = [ du ””z<a>p<a $)da)z(s)
ARy [

—l—/t T /t+ p(a, s)da)z(s)

[ / ~(a)p(a, s)da)e(s)
t t+r
[ a7 sapa,da)es)

[ a7 @l sydagats

[l [ ot parets) = [ alf "*’“z(a)p(a )da)a(s)
+/t T / " p(a, s)da)z(s)

En réinjectant cette derniere égalité dans (3.4.16), on a :

2(0)et) — 2()elo) = [ de(aala)
+/d /t+rzozpa5da) (s)

/ /[HT p(a, s)da)z(s)

[ ad /j*rm)p(a $)da)z(s),
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d’ou :

Notons que

/: dz(s)x(s) + /Ut ds(/:Jrr z(a)p(a, s)da)x(s) = /Ut ds{z(s) + /:JFT z(a)p(a, s)datx(s).

T+r T+r
Comme / z(a)p(a, s)da = / z(a)p(a, a0 — r)der, et puisque
t+r t+r

t+r<a<T+r
t<a—r<T
o<s<talorss<a-—r,

T+r
on a / z(a)p(a, s)da = 0. Finalement, on obtient

oo
[zt + [l [ stala)da)e(s
_/ dy{=(s +/ p(a, s)da}a(s)
—0 grace a (3.4.4).
En posant
By(,y) = 2(t)a(t) + t: dy( /t T )p(a, s)da)(s) (3.4.17)

avec z et z solutions respectives de (3.4.1) et (3.4.4), et F(t) = Bi(z, z), on a,
pour tout t > o, F(t) = F(0).

Cela entraine que F' est constante.
De la relation (3.4.17), on souhaite déduire une expression de la solution de (3.4.4).
Sio<t, By(z,z) =Bz, z) =

o o+r t t4r
An)ao)+ [ dl [ s@peis)daa(s) = z0a(t)+ [ di([ za)plas)daja(s).
o—r o t—r t

On considere X (-, -) la matrice solution de la version matricielle de (3.4.1), on a :

(0,0)+ / / T o, $)y(a)da) X (5,0) = 2()X (o) + | da /t @), $)da) X (s, 0),

t—r
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t

t+r
d'ou z(o) =2z(t)X(t,0)+ ds(/ p(a, s)y(a)da)X (s, o). Comme nous avions vu précédemment
t—r t

que X (t,0) =Y (o,t), alors on obtient :

t t+r
(o) =20V (@0 + [ d([ zalplas)da)y (o.9)
t—r t
O
Nous avons ainsi démontré le résultat suivant :

Théoréme 3.4.2. Si z est la solution de ’équation (3.4.4) sur [0, T], alors pour tout t € [0, T,

on a .
t

t+r
z(o) = z()Y (o,t) + ds(/t z(a)p(a, s)da)Y (o, s). (3.4.18)

t—r
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Chapitre 4

Equations différentielles fonctionnelles
controlées

4.1 Représentation de t — L(t) continue par morceaux sur [0,7] a
valeurs dans C*.

L étant continue par morceaux, il existe tg,t1,...,t, avec o0 =9 < --- < t, =T tel que :
— Vi=0,...,p—1, L est continue sur |¢t;_1, ],
— Vi=0,...,p, L(t;—) := lim< L(s) existe,
S—r
— Vi=0,...,p, L(t;+) := lim L( ) existe.
s—t;,8>t;

Ainsi, soit t € [o,T], il existe i € {0 ..,p—1} tel que t € [t;,ti+1], L ayant une limite finie & droite en
t; et & gauche en t;;1, on peut prolonger L par continuité sur [t;, ¢;+1] et alors, 'application linéaire
continue L(t) : € — R™ peut étre représentée par :

L(t)¢ = dsnﬂ(t 3)¢ to,tl] + Z dsnz t 3 ( )]l}ti,t¢+1](8)a ougecl (411)

T

avec 7;(+,-) vérifiant :
(C1’) n; est mesurable de [t;,t;11] x A dans M, (R).
(C2’) Pour tout t € [t;, tit1], ni(t,-) € NBV(A, M,(R)).
(C3’) Pour tout t € [t tisa], [Ini(t, ) Bv = |L(t)]|¢
(C4’) L’application [t — n;(t,-)] est continue par morceaux sur [o,T] & valeurs dans BV ([oc —
r, 0], My (R)), quand BV ([0 — 7, 0], M, (R)) est muni de la norme V°,.(-).
(C5%) n est Riemann-intégrable sur [t;, t;11] X A

4.2 Prolongement de n a [0,T] x [c —r—T,T] dans le cas continu par
morceaux

On pose
no(t, 2) si z€lo—r,0]
no(t,z) =< 0 si z € |o,tq] (4.2.1)
no(t,o—r) si z€lo—r—ti,o—r]
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et,pouri e {1,...,p—1}:

ni(t, z) si z €[ty —rt
77]7;(75, Z) = 0 si z E]ti, ti—l—l] (422)
ni(t, t; — T‘) si z G]ti —r — ti+1, t; — T‘].

Le résultat suivant peut étre vu comme un corollaire du précédent :

Lemme 4.2.1. Avec g et m;, i € {1,...,p — 1} définies en (4.2.1) et (4.2.2), on a :

(i) no(t,:) € BV([-t1 —r — o,t1], Mp(R)) et pour tout i € {1,...,p— 1},
771( ) € BV(] —tiy1 — 1 — twtz—H] ./\/ln(R)) .

(i) V13, 4o (io(t ) = V2, (io(t, ) et pouri € {1,...,p1}, V lt; o () = VI Gt )

(iii) no(t,-) € NBV([—t1 —r —o,t1], My (R)) et pour tout i € {1,...,p— 1},
ni(t,-) € BV (] = tiy1 —r — ti, tia], Ma(R)).

(iv) [t — no(t, )] € C%[o, t1], NBV ([~t1 — r + 0, t1], Mp(R))) et pour touti € {1,...,p—1},
[t = ni(t, ) € CO(tistiva], NBV (| = tiys — 7 — ti, tina], Mu(R)))]-

(v) 1o est Lebesque-mesurable sur [o,t1] X [—r,0] et 1; est Lebesque-mesurable sur |t;, t;y1] X
[—7,0] pourie {1,...,p—1}.

(vi) 1o est Riemann-intégrable sur [o,t1] x [—r,0] et 1; est Riemann-intégrable sur |t;, t;y1] X
[—7,0] pourie {1,...,p—1}.

4.3 Existence et unicité locales de solutions du probleme de Cauchy

Pour établir I'existence et 'unicité de la solution de I’équation (1.1.2) nous nous appuierons sur
le théoreme 2.1.1.
En effet 'application f est continue par morceaux sur [oc—r, T| X €x U et continue sur [c—r,t1|XExU.
L’idée est d’étudier 'existence sur [o,¢1] car sur cet intervalle [s — f(s,zs,u(s))] est continue et on
se retrouve bien dans le cas du théoréme 2.1.1.

filo—rt] x€xU — R™.

En posant :
f= f\[a—r,tﬂxCXUa

on a les théoremes d’existence et d’unicité suivants :

Théoréme 4.3.1 (existence). Supposons que :
— Q est un sous-ensemble non vide de [0 —r,t;] x € x U
— [ e COYRY).
Si (0, ¢,u(0)) € Q, alors : il existe une solution de (1.1.2) passant par (o, d,u(c)).
Plus généralement, si W C ) est compact et fe C’O(Q R™) :
— 1l existe un voisinage V. .C Q de W tel que fe C’O(V R™).
— Il existe un voisinage UC cy (V;R™) de f et a > 0 tel que
V(o,¢,u(0)) €W, g€ U.
— Il existe une solution x(o, ¢, u, f) de (1.1.2) passant par (o, ¢, u(c)) définie sur[oc—r,o+a].

Théoréme 4.3.2 (Unicité). Supposons que :
— f:Q—R"
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— [ est continue
— P> f(t~7 o, u(t)) est lipschitzienne.
Si (o, ¢,u(0)) € Q, alors :

il existe une solution unique x : [0 —r,a] — R™, de "équation passant par (o, $,u(o)) tel que
sty :[o—r,a] — R", avec aa < a, est une solution de l’équation passant par (o, ¢,u(o)) alors

Y = L|[o—r,a0]"

4.4 Solutions non prolongeables

Théoréme 4.4.1. Supposons que :

— QClo—r,o0+t1] x € x U un sous-ensemble non vide.

— feCYQR").
Si x est une solution non prolongeable de ’équation (1.1.1) sur [o — r,b|, alors : pour tout compact
W C Q, il existe un ty, tel que (t,x¢,u(t)) ¢ W pourty <t <b.

4.5 Problemes linéaires continus par morceaux

Soit, :

— T >0.

— (0,¢,u(0)) e R x € x R™.

— O C o —r,T] x € x R™ un sous-ensemble ouvert.

— Pour t € [0,T], L(t) : € — R"™ une application linéaire.
On considere le systeme linéaire :

2 (t) - L(t)zy + H(t) } (451)
Ty = ¢
z(t) = ¢(0) + /Ut L(s)xsds + /: H(s)ds (4.5.2)

ot H € PC%([o, T];R™) et L tel que :

— t > L(t) est définie et continue par morceaux sur [, 7] a valeurs dans €*.
Soit (t;)o<i<p les instants de discontinuité de H et (1;)o<i<p ceux de L. En tenant compte de ces
partitions de [o, T, nous les rénumérotons pour former une seule partition notée (t;)o<i<pip- On a
donc le résultat suivant :

Théoréme 4.5.1. Soit (0,¢) € R x €.
Alors il existe une unique fonction x(-, o, ¢, h) définie et dérivable par morceaux sur [o — r,T| satis-
faisant (4.5.1) sur [o,T].

Démonstration. Nous avons vu dans le cas continu que sur [o,¢1], il existe une unique fonction
29(-, 0, ¢) définit et continue sur [0 — r,t1] satisfaisant (4.5.1) sur [o,1].
Considérons le probléme sur [ty, 2]

?(t) = L(t)xt+H(t)}

Tty = ¢1'
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En réappliquant le théoréme 3.3.1, il existe une unique fonction z!(-, 0, ¢) définie et continue sur
[t1 — r, to] satisfaisant (3.3.1) sur [ty, ta].
En procédant ainsi sur chaque intervalle [t;,¢;11], pour i variant de 0 & p + p’ — 1, on obtient une

solution de (4.5.1) définie sur [0, T] par
ptp’ -1

a:(t) = xoﬂ[to,t1]<t) + Z xi]l}ti,tprl](t)- O
=1

On considere ’application

ki [0,T] x [T —r+0,T] — Mp(R)

P (4.5.3)
(t? 8) = 770(t: s t)ﬂ[to,tl] + Z nl(t7 S — t)]l]ti,tiJrl](t)'
i=1

Elle a les propriétés suivantes.

On suppose que L € PC°(J, £(C°(A,R™))), on a :

Proposition 4.5.1. Soit E =R" ou M,(R), les assertions suivantes sont vérifiées
() ke &0, T) x [0 —r — T,T),E).

(ii) Vt € [0,T], k(t,-) € NBVy(lo —r — T, T), E).

(iii) Vs € [0 — 7 — T,T), k(-,s) € PCY([o,T), E).

(iv) [t — k(t,-)] € B([o,T), NBVy(lo —r — T, T}, E)).

(v) Pour tout s € R, k(-,s) est réglée.

(vi) k est Riemann-intégrable sur [0,T) x [0 —r — T, T).
(vii) k(t,s) =0 quand s >t dans [0, T).
(viii) Soit f € RI([0,T),E). Nous définissons la fonction

K :[0,T] — E en posant K (t) := /tl%(t, a)f(a)da. Alors K € PC°([0,T], E).

Théoréme 4.5.2. k est définie par (4.5.3). Alors il existe une unique fonction R € RI(J X
p+p’—1
J, M, (R)) définie par R(t,s) = RO(t, 8) L0 (1) + Z R'(t,8) 1y, 4,,1)(t) qui vérifie les conditions
=1
sutvantes. '

(i) Y(t,s) € J x J, R(t,s) = k(t,s) + / t R(t,a)k(e, s)do.

(ii) [t — R(t,-) € B(J, NBV(J, M,(R))].
(iii) Vs € J, R(-,s) € RCI(J, M(R)).

(iv) V(t,s) € J x J, /: R(t, a)(a, 5)da = /Stl%(t,f)]%(a,s)da.

(v) Vs >t dans J, R(t,s) = 0.
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Démonstration. Considérons les points de discontinuité (¢;)o<i<ptp- Posons JO = [to, t1].
Sur JY, L est continue et vérifie les résultats du lemme 3.2.1, c.-a-d. pour le (i), IR € RI(JY x

t
J% M, (R)) tel que V(t,s) € J° x JO RO(t,s) = KO(t,s) +/ RY(t, 0)k%(av, s)dar avec KO(t,s) =

170 (ta s — t)'
On considere J1 =]t;, 5] sur lequel L est continue et vérifie les mémes conditions, on notera R! la ré-
solvante et k' (¢, s) = 71 (t, s—t), on procéde de la méme fagon pour la famille ([to, t1], t, tit1])1<i<ptp/—1

p+p'—1
et en posant R(t,s) = RO(t, $) L1 (1) + Z Ri(t,s)ll]thtiﬂ](t), on a lapplication R € RI(J x
i=1
J,E). O

4.5.1 Résolvante de ’équation linéaire (4.5.1)

On définit la fonction X : J x J — M, (R) en posant

p+p' -1

X(t,s)=1— / ()l + > Ri(t,a)yy 4., (8)do (4.5.4)
i=1

ou I est la matrice identité n x n.

Lemme 4.5.1. On suppose que L € PCO(J, L(C°(A,R™),R™)), R est donnée par le théoréme
4.5.2 et X est donnée par (4.5.4). Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Vs € J, X(-,5) € APCO(J, M,,(R)).

(i) Vs € JVt € J,X(-,s) est différentiable & droite en t,atJr(t s) = —R(t,s) et %(-,s) €
RPCO(J, My (R)).
(iii) Vs € JVt € J,X(-,s) est différentiable & gauche en t,th (t,s) = —R(t,s) et th( s) €

RPCS(J,MR(R)).
(iv) Vs € J, Uensemble des points de J ot X (-, s) n'est pas différentiable est au plus dénombrable.
(v) vte J, X(t,-) € BV(J,M,(R))N C’g(J,Mn(R)).

t A
(vi) Vs € JVte J X(t,s+) =1 — / R0, s+)d0

Théoréme 4.5.3. Supposons que L € PC°([o, T], &(C°(A,R"),R")). X est définie par (4.5.4),
alors pour o et ¢ donnés, H € PC([o,T],R"), il existe une unique solution z(-;0,$) définie sur
[0 —r,T] qui vérifie le systéme (4.5.1) sur [0, T]. De plus cette solution est donnée par :

~ t o—a
ot 0,6, H) — X(ta (0) +/ X(t,a)(/ daio (0, 0) L 4y ()2 + )

+ Z X(t,a) / dai(c, 0) Ly, 1,1 (0)z(a + 0))dor (4.5.5)

+/Xta a)da, sio <t <T,
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Démonstration. Considérons la partition (¢;)o<i<ptp de [0, T] ot les t; sont les intants de discontinui-
tés introduits par le controle. Ainsi sur [o,t1], L € C°([o,t1], £(C°(A,R™),R™)), grace au théoréme
3.3.3 on a Vvt € [o,t]

2(t) = X(t0)6(0)+ /: X, a)(/_i_a daiio(, 0)d(cx — 7 + 0))dax .

et

31 oc—a
)+ / (t1, [ dono(a, 0)p(a — o + 0))da 45

."L‘(tl) = tl,
+ th, )H (ov)dox

On considere maintenant le probléme z'(t) = L(t)xz, + H(t), t € [t1,t2] de condition initiale x(¢1).
De méme L € CO([t, ta], £(C°(A,R™),R™)), ainsi

(t) = X(t,t)z(t)+ tf((t, a)(/tla doiy (a, 0) (o — 0 + 0))dex
- h - (4.5.8)
+ t X(t,a)H(a)dox
en multipliant z(¢,) par X (¢,t1) on a
X(t,t)z(t) — X(t,a):z(a)—i—f((t,tl)/th(tl,a)(/U_a daiio(, 0)a(ar + 0))dax
” o -r (459)
+ [ X(t,0)H(a)do
donc pour t € [t1,t2], on a
z(t) = Xt,ama—i— tlf(t,oz Uﬁadfa,H:Ua—{—G do
® = Kol /< ([ daii(a, 0)a +0) -

+ X(t,a)(/

t1 —r

daif1 (v, 0) (v + 6))dar + / X(t,0) H(a)da.
On peut procéder ainsi sur (|t;,ti+1])2<i<ptp'—1 €t on a

~ t o—a
o(t,o, 0, H) = X(t,5)6(0) +/ X(t,a)(/ daio (04, 0) 1 gy o1 (@)z(c + )
p+p'—1 i—a '
+ X Kita ) [ e 0ty (@ta+ e (@501

t
+/ X(t,a)H(a)da, sio <t <T,
g
O
4.6 L’équation adjointe du probleme linéaire continu par morceaux
et la forme bilinéaire associée

Dans cette partie, nous considérons le systéme linéaire

2'(t) = Daf(t, Ty, (). (4.6.1)
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L’application t — Dsf(t,T¢,u(t)) étant continue par morceaux et ¢ — Dof(t, T, u(t))¢ linéaire et
continue, on a d’aprés le théoréme de représentation des fonctions linéaires continues, qu’il existe 7
définie sur [0, T x [0 —r —T,T] & valeurs dans M, (R), vérifiant les hypotheses du lemme 4.2.1 telle
que :

p—1 9 p—1
xl(t) = Z / d9 [ﬁO(t7 e)l[to,tl] <t> + Z ﬁl(t7 9>ﬂ]tz7t1+1](t)]x(t + 0) (462)
i=0" T i=1
On considere en plus I’équation non homogene :
2'(t) = Daof (t, T, u(t))z: + H(t), (4.6.3)

ot H est PCY([o, T],R™). Dans un soucis d’allégement des écritures, posons :

L(t)a:t = Dgf(t,ft,ﬁ(t))xt, (464)
et
p—1
ﬁ(t7 a) - ﬁo(tv a)]l[to,tﬂ (t) + Z ﬁi(tv a)]l]tiytiJrl](t)'
=1
Ainsi (4.6.3) s’écrit
2(6) = L)z + H (1) (4.6.5)

et le théoreme 4.5.3 permet, en développant et réorganisant ’expression, de dire que la solution
x(t,o, ¢, H) de (4.6.4) s’écrit

z(t,o,0,H) = X(t70)¢(0)+/

o ) . (4.6.6)

d'on
. o t . t
2(to. 6, H) = X(6.0)s(0) + [ ds [ Xtk pa(Bda+ [ X(ta)H(@)da,  (4.67)
ou
k(o, B) = 0, B — a). (4.6.8)
En effet, comme
z(t,o, ¢, H) = X(t,0)p(0) + /tf((t, )[G(a,0,¢,H)|da  sioc <t<T, (4.6.9)
avec 3
Gla, 0,6, H) = /_ dolii(,0)]6(s — o + 0) + H(a), (4.6.10)
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on peut, de méme que précédemment, multiplier (4.6.10) & gauche par X (¢,«) puis intégrer de o &
t, pour obtenir :

/ X(t,0)C(a, 0,6, H)da = /tf((t,a)/a_ad (e, 9)]¢(a—0+0)da+/tX(t o) H(a)da

t [opte’ t
_ / X(t,a)/ do[f(c, 0)]z(a + O)da+ [ X(t,0)H(a)da.
Par le changement de variable § = a + 6, on a alors :

/Xt a)G(a, 0,0, H da—/ X(t,a /U dg[ﬁ(a,ﬂ—a)]w(,é’)da—i—/:X(t,a)H(a)da

a—rT

et grace au théoreme de Fubini, on a

[ xwa) [ alite - ale@da= [ d [ X0, 5 - (@)
Ainsi :

(0,6, H)(t) = X (¢, 0)6(0) + / " i / "Xt a)k(a, Bz (F)da + / " Xt 0) H(a)da.

o—r o o

Définition 4.6.1 (L’équation adjointe). L’équation adjointe da l’équation (4.6.1) est :

% (z(s) + /ST+T2(OA)(7_70(a’S Lit,e1(8) + Zm ll]t“tHﬂ(s))da) =0, (4.6.11)

pour o <s<T ouz€ NBV(jo, T +r],R™).

Nous souhaitons établir un lien entre la matrice "résolvante” X (t,s) de (4.6.1) et la matrice
résolvante de I’équation adjointe (4.6.11).

Théoréme 4.6.1. Soit x solution de (4.6.5) sur [o,T]. Alors pour tout t € [0, T],
z(t) = Y(o,t)x( +/ dﬁ/Yat (o, t)do]z +/Yat

ot Y (o,t) est une matrice carrée définie par :

Y(o,t) = 0 pouro >t
N t. A 4.6.12
Y(o,t) = I —/ Y (e, t)k(e, 0)da pour o < t. ( )
Etona:
Y(o,t) = X(t,0). (4.6.13)
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Remarque 4.6.1. Avant de débuter la preuve du résultat précédent, nous observons que dans
t A A
U’énoncé, 'application B8 — / Y (o, t)k(a, B)da est a variation bornée.

En effet, soit p = (Bo,. .. ,ﬂk()r € Sip_r 0l
Soit

F(p) = / ¥ (0, t)h(a, B)da

ZIIF 5) - FBun)l| = Zn [ ¥ @0k e~ [ a0k iia)dal
— Z| / Y (e, t)[k(a, Bi) — k(a, Bis1)]de|

g

< Z / I¥ ()] (e B) — (@ ) lda
k—1

- / ¥ (@0l - (3 @, B) — bl fis) ) da
i=1

< /||Yat Ve (/%( )da

< sup V7 (k(a ||YatHda

a€(0,t]

A t A
or, d’une part pour tout € [o,t] Uapplication o — [|Y (a,t)|| est continue donc / Y (e, t)||dex <
ag

+00, d’autre part comme a — k(a,-) est continue par morceaut sur o, t] dans BV ([o—r, 0], Mp(R)),
alors a — V7 (k(a,-)) est continue par morceaux sur [o,t]. Ainsi :

Z | F(Bi) — F(Biv1)|l < +00,  pour tout p € &(jg_pq))-

Démonstration. Soit x, solution de (4.6.5) passant par (o, ¢). Multiplions (4.6.5) par Y (o, t) et inté-
grons de o a t, on a :

V(a,t)a' (o) = g 1)L ( )xﬁ?(a,m{(a)

/th/(a,t):):'(a)da = Y(a,t)L(a ):):ada—i—/g Y (o, t)H()da.

Une intégration par parties du terme a gauche de I’égalité donne :

/t?(a,t)x’(a)da = [Y(a, /D Y (o, t)z(a)da
— V(D) — /DYat (a)da
— 2(t)— V(0,0 /D Y (a, H(a)da.
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On a:

2(t) = V(o) t) / DV (o, 1)z )da—/ Y(a,t)H(a)da:/t?(a,t)L(a)xada. (4.6.14)

o

On s’intéresse au membre de droite; on a :

L(a)z — L Or do[(a, 0)]z(a + ),

qui, par le changement de variable u = o 4 8, devient

Ainsi, on a :
t t a “
/ Vi, O L(a)zada = | Vi ){ [ dui(e, w)e(u)dulda
Comme R R
k(a,0) = k(a,—7r) si 0<a—r
k(a,0) = 0 si >0,
ona:

et donc on a :

o /:T duk(o,u)z(u) = /Utr dyk (o, u)z(u) + /;: dyk(ov, u)z(u)
[ abwe) = [ dkeuet) - [ dkeue)
- :_T dul::(oz,u)a:(u) — /g_:r dul%(a, u)z(u)
et comme 0 —7 <u < a—7 < a, on a k(a,u) ainsi / dyk (o, u)z(u) = :_r dyk(a, u)x(u). Donc
/o—t?(a’t)L(a)do‘_/ /g ) (u)}dor. (4.6.15)

Grace a lintégration par parties prouvée en annexe, on a :

yo—r)x(c—r1)— /t (o, u) ! (w)du

o—r

/;_T duk(a,u)z(u) = I?;(a t)z(t) — k(o
) /U - u)du
/f/a t){ /C,T duk(a )}da_/‘Tt?(a,t)l%(a,t)x(t)da_/ (001 /GT i
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En appliquant le théoréeme de Fubini ([36], p.359) au second terme a droite de 1’égalité, on a :

/ Y(a,t {/ ko, u)a! (v)du}da —/ / Y (e, t) (e, u)z! (u)dodu. (4.6.16)

Par une intégration par parties du terme a droite de 1’égalité, on a :

/:_T/Ut?(a,t)l%(a,u)m'(u)dadu = /t { tY(a,t)l%(a,u)da}x’(u)du

Q\“

1

Q\“
~b
D
=
o

(, u)z (w)dadu = /U Y (e, )h(a, Ha(t)da

— /t Y (o, t)k(o, 0 — r)a(o — r)da (4.6.17)
_ Ut_r{du :f/(a t)k(a, w)da}z(u)
Ainsi, avec (4.6.15), (4.6.16), (4.6.17), on a :
/U Vo) L(@)rada = ;Y(a,t)zz(a,t)x(t)da - /U "V (0 ) H)(t)do

Donc

2(t) — V0, £)6(0) — UtDaY(a,t):c(a)— /J "V (0, ) H(0)do = / Yl [V (e (e wdada(u).
(4.6.18)

Comme

/t_ ] /: Y (o, )k, u)data(u) = /_ du{ / ¥ (o, )k, u)daa(w)

/ ; (4.6.19)
+ [ dud [ ¥lak(e,wdaja(w)

A t A ~
sachant que Y (o,t) =1 — / Y (o, t)k(a,0)da, on a :
g

V(u,t)=1— /t Y (a, )i, w)da
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Comme ¢ < o < u alors k(a,u) = 0, d’ot :

ainsi on a :

/t YV (a, (e, w)da = T — V(u, £).

Soit ¢ € CY([o —r,0],R™), on a :

/d {/ V(e t) k(o u)da}d(u) = /tdu{I—Y(u,t)}gﬁ(u)

g

d’apres le théoréme d’intégration par parties 1.4.8, on a :

[l =Yoot = (0=l - [ (=70

t

/U 4T — V(1)) — / DY (u, )é(u)du. (4.6.20)

g

Finalement avec (4.6.19) et (4.6.20) dans (4.6.18) on obtient :

2(t) = V(o, ) /D V(a,t)z /Yat _ /a:du{/at?(a,t)ie(a,u)da}x(u)

On a bien le résultat énoncé dans le théoréme :

O

On remarque aussi que la matrice Y (¢,0) définie en (4.6.12) est solution de 'équation adjointe
(4.6.11). En effet, pour c <t <T,on a:

A T A A
V(T = 1—/ Y (a, T)(a, t)da,
t

et comme

THr N N
/ V(a, T)i(a,t)da =0 (car (o, T) = 0 pour a > T),
T
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ona:
N T+r N
YV, T) =1 / V(o T)h(a, t)da
t
N T+r N
Y(t,T)+ / Y(a, T)k(a,t)dae = I, pour o <t <T.
t
U

On consideére z, solution de (4.6.1) sur [o,T] avec z(0) = ¢(0) pour 0 € [0 — r,0]. Soit z €
NBV (o, T + r|;R™) solution de

T+r
—{z +/ k(o s)da} =0, si s € [0, T]

Si o <t < T, en utilisant l'intégration par parties prouvées dans [31], on a :

/ “dz(a)z(@) = [a)z(@)]l - / (@) (@)do

Ainsi :

z(t+)x(t) — z(o)x(o) = /: dz(a)x(a) + /Jt z(a)x’(a)da (4.6.21)
) ) .6.

q
q
Q

|
3

t a t t . .
or / z(a)/ dyk(o,u)x(u)da = / z(a) dyk(a, u)x(u)da car, pour u > «, on a k(a,u) = 0.

- a—r
Gréace au théoreme de Fubini, on a :

/ / dyk(o, u)z(u)do = /t rdU{ Utz(a)l%(a,u)da}m(u)

ainsi :

2(t+)x(t) — z(0)z(0) = /: dz(a)z(a) + :_T du{ : z(a)k(a, u)da}z(u).
Comme précédemment, on a :
/ dof / o, u)data(u) — /a i dy{ :Mz(a)lzz(a, s)da}e(s)

t t+r R
+ [ ds{ z(a)k(a, s)da}x(s)

_/i ds{s/tt+7~ 2(@)k(a, s)da}a(s).

En réinjectant dans (4.6.21) on a :

() (t) - / dz(a / _Tds{ /U T (0)h(a, s)da}a(s)
+/ d {/Hr (a, s)da}a(s) — /ti ds{/tt+rz(a)l%(a,s)da}x(s)
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d’ou :
t t+r R
At+)e(t)+ [ dd / (), s)data(s) = 2(o)w(0)+

/ d{/aJrr k(o s)da}a(s —|—/dz /d{/tH k(o s)data(s).

/:d() /d{/m )i, s)da}a(s) = /{dz )+ d /W (o, 5)da}a(s) = 0.

En posant :
. t t+r “
By(x,2) = 2(t0)a(t) + | dsf / S(a)h(a, s)data(s), (4.6.22)
t—r
avec x et z respectivement solutions de (4.6.2) et (4.6.11) et F'(t) = By(x, z), on a, pour tout ¢ >
0, F'(t) = F(0). Cela entraine que F' est constante.

De la relation (4.6.22), on souhaite déduire une expression de la solution de (4.6.11).
Sio<t, By(z,z) =Bz, 2) =

)+ / d,{ / (o, s)data(s) = 2(t4)a(t) + ttr d,{ /t @)k s)datz(s).
On considére X (t,¢) la matrice solution de (4.6.2); on a :
t0+/ d{/ (o, s)da} X (s, J)—z(t+))2'(ta+t Td{/HT (o, s)da} X (s, o),
d’ou : .
o) = =t X (to) + [ Td {/ (a, s)da} X (s, 7).

Comme précédemment, on a vu que X (t,o) = Y(a, t), alors

" t+r
o) =2tV (00 + [ Td {/ (@, )da}Y (o, 5).

Nous avons ainsi démontré le résultat suivant :

Théoréme 4.6.2. Si z est la solution de l’équation (4.6.11) sur [0, T], alors pour tout t € [0, T,
on a:

o) = 2tV (00) + [ Td {/m i, $)da}Y (o, ).
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Chapitre 5

Formulation du probléeme de controle
optimal

Nous considérons le probleme de controle optimal avec un critére de type Mayer suivant, en pré-
sence d’un retard sur 1’état :

Maximiser J(z(-), u(")) := g°((T))
quand z € C%([-r,0];9),2 € PC([0,T);Q),u € PCO([0,T);U)

EZ)V:;G—[@Z) T),2'(t) = f(t, e, u(t)) (5.0.1)

(i) Vj = 1,...,ni, g (z(T)) > 0
(iv) Vi =ni+1,...,ni +ne, ¢ (x(T)) = 0.
On suppose les conditions suivantes vérifiées :
1. f e CY[0,T] x € x U,R").
2. Vj=0,...,n;+ne, ¢° € CH(LR).

5.1 Un résultat d’optimisation statique

Ce résultat issu de [14], di a Halkin [30], est donné par Blot et Hayek [15] avec une reformulation
de la démonstration de Philippe Michel [44], est appelé régle des multiplicateurs :

Théoréme 5.1.1. Soit : A un voisinage de 0 dans RY.

Soit q,q' € N. Pour tout j = 0,...,q + q', soit ¢’ : A — R une fonction continue sur un voisinage
de O et différentiable en 0.

On suppose que 0 est solution du probléme suivant :

Maximiser ¢%(a)
quand a € A
ijl,"-,q, ¢J(a‘)20
Vi=q+1,---,q+¢, ¢(a)=0

(5.1.1)

Alors il existe (j1g, -, figrq) € R tel que :

1. (Ko, ..o fhgtq’) est non nulle
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2. Vj=0,....,m, nj 20
3. VJ = 17 T M]¢J(O) =0

4. Ya e RY, 070 11;D¢7(0) - a < 0.

5.2 Variations en aiguilles

Nous allons perturber u(-) en des variations dites “en aiguilles” ce qui induit des variations de la
trajectoire d’état correspondante.
Ces variations en aiguilles sont introduites, dans le cadre de systémes gouvernés par une équation
différentielle ordinaire sans retard, par Philippe Michel dans [43], puis explicité par Blot dans son
polycopié de cours [12].
Dans cette partie, nous considérons que les commandes u(-) sont continues par morceaux sur [0, 7).
On fixe arbitrairement N € N*, on introduit :

S = ((ti,vi))izly...’]\[ (521)

ol, pour tout i =1,--- N, t; € [0,T], v; €U, et 0<t; <to < ... <ty <T.
Nous noterons : S ’ensemble de telles listes S. A un tel S qu’on fixe pour 'instant, on associe, pour
tout e =1,..., N,

Js(Z) = {j S N/l <3< ’i,tj = ti}. (5.2.2)
A chaque a = (a1,...,an) € Rﬂ\!, on associe la liste (b;)1<;j<n définie par :
0 si Jg(i) =10
bl‘ = bl<S, a) = Z aj si Js(Z) @
jeJs(i)
et on note, pour tout ¢t =1,..., N,

Ii = Ii(S, a) = [ti + bi,ti + bi + ai[.

Ces notions nécessitent quelques commentaires. Pour ¢ = 1, nous avons Jg(1) = ), donc b; = 0, donc
I = [tl,tl +a1[ (et I} = 0 sia; = 0).
Pour i =2,0n a:

0 sito >t

JS(Q) - { {1} sitg =17

Premier cas : Jg(2) = 0.

Alors by = 0, donc I = [to,ta + as| (et Io = 0 si ag = 0).

Deuxiéme cas : Jg(2) = {1}.

Alors by = ay, donc Iy = [t1 + a1,t1 + a1 + ag|.

Siay =0,a9 =0, alors I, = ] (et I = (Z))

Si a1 = 0,a > 0, alors Iy = [t1,t1 + ao[ (et I = 0).

Siay > 0,a9 =0, alors Iy = 0 (et Iy = [t1,t1 + a1]).

Sia; > 0,a9 > 0, alors Iy = [tl +a1,t1 +a; —|—a2[ (et I = [tl,tl + al[).

Donc méme lorsque t1 =ty on a Iy N Iy = (). Ceci est la motivation pour introduire les b;.
lorsqu’on a to > t1,a1 > 0,a2 > 0, on a T} = [t1,t1 + a1] et Is = [to,t2 + a2[, et donc pour avoir
I NI, = (), on doit prendre a; assez petit.
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Lemme 5.2.1. Notons

5(5) = min{tH_l —1; / Vi € {1, . ,N},ti < ti+1}-

N N
Sillally =" lai| = > a; < 6(5), alors on a :
i=1 i=1

(i) vi=1,--- ,N—1, supl; <infl;}y
(i) Yi#£j, LNI=0.

Démonstration. (i) Fixons arbitrairement i € {1,..., N —1}.
Sit;y1 =t; alors b1 = b; + a;, donc t; + b; + a; = t; + b1, donc sup I; = inf I; 4.
Si ti1 > t; alors Jg(i + 1) = 0, donc bj11 =0 et

bi+ai <> aj+a; < Y a; <6(S) < (tigr — )
J<i 1<j<N
= t;+b+a; <tip1 =ti41+ b1 = supl; <supliyi.

(ii) Supposons qu'il existe ig € {1,..., N —1} tel que t € I;,NI;+1, dans ce cas inf [;;+1 < sup [,
ce qui contredirait le (i).
O

On introduit la variation en aiguilles de %(-) de la fagon suivante : pour tout S € S, pour tout
a € RY tel que ||al[1 < §(9), pour tout ¢ € [0, 7],

v sitel;(ie{l,...,N}))
u(t,S,a) =3 ] ¢ 1e
( ) { u(t) sitel0, T\ Uicicn Li-
On considere ’équation différentielle controlée retardée linéaire homogene suivante :
y/(t) = D2f(t7ft7ﬂ(t))yta (523)

I'application ¢ — f(t, T, w(t)) étant continue par morceaux et Do f(t, T, u(t)) : € — R linéaire
continue, on a d’apres le théoreme de représentation de Riesz (4.1.1) de la section 3.1

0 N-1
D2f<t7 Ttu H(t))(b = / d9 [770 (t7 e)ﬂ[to,tﬂ (t> + Z i (t7 H)H]ti,thrl] (t)]¢(6> (524)
- i=1
La résolvante de I’équation (5.2.3) est donnée page 115 (4.5.4) , nous la rappelons :
A t p+p,_1 .
X<t7 S) =1- / (Ro(ta a)]l[to,h](t) + Z Rl(ta a)]l]ti,twrﬂ(t))da' (525)
§ i=1

Définition 5.2.1. Soit B un voisinage de 0 dans R", une fonction F : BN Rﬂ\rf — R*. On dit
que I est différentiable en 0 lorsque :

il existe L € L(R™,R¥), il existe p : BN Rf — R* vérifiant ig% p(a) = 0, telles que, pour tout
a€ BN Rﬁ\_f :
F(a)=F(0)+ L-a+[all1p(a).
Alors L est appelée la différentielle de F' en 0, et on notera L := DF(0). Les dérivées partielles de
F en 0 sont, pour tout i =1,...,N, F,,(0) = DF(0) - e; ot (e;)1<i<n est la base canonique de RY.
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Lemme 5.2.2. Soit F : BN Rﬂy — R*, ot B est un voisinage de 0 dans RY. On suppose
qu’il existe L € L(RN R¥), et pour tout i = 1,..., N, qu’il existe une fonction ¢; : BN IR{]J\Z —» RF
vérifiant lin%) oi(a) =0, telles que, pour tout a € BN Rf :

a—r

N
F(a)=F(0)+L-a+ Z aigi(a)

Alors F' est différentiable en 0, et Df(0) =

Démonstration. Définissons la fonction p : BN Rﬁ — R* en posant
0 sia=0
pla) =4 | « ‘
rar D @idila) sia#0.
i=1

Alors, pour tout a # 0,

lp(a)lls = Tal || HZ ai¢i(a)|r < Talls H ZazH@ )l

|¢i(a ||1<Z||¢z )l =0 (a —0)

Halll

donc p(a) — 0 quand a — 0, a # 0, et comme p(0) =0, on a lirr%) p(a) = 0.
a—r
On note que F(a) = F(0)+ L -a+ |lal]1p(a), ce qui prouve que F' est différentiable en 0.

5.3 Résultats

Le résultat suivant établit des propriétés de régularité de la trajectoire d’état associée a la fonction
de contrdle obtenue par variation en aiguilles a partir de la fonction de contrdle optimal. Précisement,
il s’agit de la régularité par rapport aux largeurs des aiguilles & la date finale.

Théoréme 5.3.1. Soit S fizé, il existe un voisinage convexe Vg de 0 tel que la solution x(-, S, a)
du systéeme :

ai(%’f’ia) = f(t,z(-,S,a)t,u(t,S,a)), pour 0 <t <T (5.3.1)
JJ(',S7 CL)() = ¢

est définie pour a € Vg N Ag et la valeur en T est continue par rapport a a et différentiable en 0, de
dérivées partielles :

0xz(T, S,0)
8%
pour 1 <i< N, o X est définie en (5.2.5).

= X(T.t;)[f (ti, 24, vi) — f(ti, Ze,, U(E))] (5.3.2)

La preuve de ce théoreme nécessitera les trois lemmes suivants :
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Lemme 5.3.1. Soit S = ((t;,vi))1<i<ny € S. Pour chaque a € RY tel que ||all; < 6(5) (cf.
lemme 5.2.1), on note z(-,S,a) la solution non prolongeable de

) = Dof (6T () + (T, ult, S, ) — F(t 7 (0)] } 5.3

20:0.

Alors la fonction a — z(T, S,a) est différentiable en 0 (au sens de la définition 5.2.1) et, pour tout
a=(a,...,an) ERY ona:

N
Daz(T, S,0) - a =Y a;iX (t,t:)[f (ti, Tt vi) — f(ti, Tr,, U(t:))] (5.3.4)
i=1
ot X (T, t;) est définie en (5.2.5).
Démonstration. Tout d’abord, notons que le probleme (5.3.3) vérifie les hypotheéses du théoréme 4.5.1

(section 4.5, chapitre 4) et ainsi z(-, S, a) est définie sur [0, 7] tout entier.
Sit e [0,T] et a € RY, introduisons

A(t,a) = f(t, Ty, ult, s,a)) — f(t, T, ull)). (5.3.5)
En utilisant la construction de u(t,S,a) on note que

0 site0,T]\ UL

Alt,a) = { Ft. T ) — f(6T0a(t) sitel; (iell,...,N}). (5.3.6)

En utilisant la formule de variation des constantes (cf. 4.5.3, section 4.5, chapitre 4), on a, Vt € [0, 7],
A t A
2,8, a) = X(t,0) -0+ / X (¢, $)A(s, a)ds. (5.3.7)
0

En particulier, on a :

AT, S,a) = /0 (T 5)A (s, a)ds, (5.3.8)

et en utilisant l'additivité par rapport au domaine d’intégration, on a :

2(T, S, a) :/

.70\ UN., I,

X(T, S)A(s,a)ds—i—/UN s X(T,5)A(s, a)ds.

=141
Avec la relation (5.3.6), le premier terme est nul, et ainsi on obtient, puisque les I; sont deux a deux
disjoints,

N A
2(T,S,a) = ;:1/[ X(T,s)A(s,a)ds,

donc
N o rtitbita;
(T, 8,0) =S / X (T, )A(s, a)ds. (5.3.9)
i—1 Jtitb;

Notons que, Vi € {1,...,N},

Ali] == A(ti, a) = f(ti, Tty vi) — f(ti, Ty, u(ts)) (5.3.10)
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A

ne dépend pas de a. En outre, puisque a; - X (T, t;)A[t;] ne dépend pas de s, on a :

. titbita;
a; - X(T, 1) Alt:] = /tﬁbi X (T, ;) Alt:]ds. (5.3.11)
Notons que u(s, S,0) = u(s), donc
A(s,0) = f(s,Ts,u(s)) — f(s,Ts,u(s)) = 0,
et par la formule (5.3.8),
2(T, S,0) = /OTX(T, s) - Ods.
Alors on a, avec (5.3.9) et (5.3.11)
N R N o rtitbita;
AT, S,a) — =(T, S,0) — ;ai-X(T,ti)A[ti] - ;/Hb X(T, 5)A(s,a)ds — 0

N
=Y ai - X(T,t;)Alty]
=1

A

N t;+b;+a; R
= Z/ o [(X(T,5)A(s,a) — X (T, t;)0[ti]]ds.

i=1 ti+bi
Donc :
N . N
2(T,S,a) — 2(T,5,0) = > a; - X(T,t;)Alts] = Y aidi(a) (5.3.12)
i=1 i=1
ou
0 sia; =0
. — ti+bi+a; R
dila) =4 1 / (X(T, s)A(s, a) — X(T,t)A[L])]ds  sia; 0. (5:3.13)
© Jti+b;

¢ : RY — RY.
Avec le lemme 5.2.2; il suffit de prouver que Vi € {1,...,N}, lir%qﬁi(a) = 0. En effectuant le
a—
changement de variable 6 := %’;b", si a; # 0, on obtient s = t; + b; + fa; avec 6 € [0,1] et

¢Z(a) = /I[X(T, t; + b; + 0a;)A(t; + b; + a;,a) — X(T, ti)A[tint. (5.3.14)
0

Introduisons

Vi(0,a) == X(T,t; + b; 4+ 0a;) A(t; + b; + 0a;, a) — X (T, ;) Alt;). (5.3.15)
En utilisant la continuité de Z(-), de ¢t — Ty, la continuité a droite de w(-) et la continuité de f, en
notant que :

a—0=VWi€ {1,...,N}, b; =0 et VO € [0,1], b; + 0a; — a;,

cltiil(l) f(tz + bz' + Oai,@i+bi+9ai,ﬂ(ti + bi + 9(1@)) = f(ti,fti,ﬂ(ti))
Llli—>n%l f(t’t + b’L + eaia th‘+bi+9ai7vi) = f(tiaftwvi)?
donc on a
Vo € [0, 1], lig%) A(t; + b + a;,a) = Alt;]. (5.3.16)
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Par ailleurs, en utilisant la continuité de X (T',-) (car c¢’est une solution de (5.2.5)), on a :
v € [0, 1], lin%)X(T, ti +bi +0a;) = X(T,t;). (5.3.17)
a—r

Puisque la fonction (L,z) — L -z est bilinéaire continue (dimension finie), (5.3.23) et (5.3.17) on
déduit :
Vo € [0,1], hr% X(T,t; + b + 0a;)) A(t; + b; + 0a;) = X(T,t;)Alts],
a—

c.-a-d.
Vo € 10, 1], lig%)wi(ﬁ,a). (5.3.18)

lei(8,a)ll < IX (Tt +bi+6a;)|| - [A(t: + bi + ai, )|
HIX (T, t) Alti]

< X (Tt + i+ 0ai)| - | At + bi + 0ay)| (5.3.19)
+ max | X(7,6)ALL].
1<i<N

A

X(T,-) est continue sur [0,7] donc,

Va; € RY, sup || X(T,t; +b; +0a;)| < sup [|X(T,t)| < +oo.
1<i<N t€[0,7]

Ona,vVie{l,...,N},

A(t; +b; +0a;,a) = f(ti +b; + 0ai, Ty, 4,400, Vi)
—f(ti + b; + 0a;, Tti+bi+9ai7ﬁ(ti +b; + HCLZ')).

[s > T4] est continue sur le compact [0, 7] donc {Zs : s € [0,T]} =: K est compact dans €.

(-) est PCY donc bornée sur [0, 7] ainsi Ko :=Adh(w([0,T])) est compacte dans R".

Pour tout a telle que ||al|; < 6(S5),Vi e {1,...,N}, et pour tout 6 € [0,1], on a

(ti+bi+0a;, Tt,+b,+0a;, W(ti+bi+0a;)) € [0,T] x K7 x K3 qui est compact comme produit de compact,
et puisque f est continue, f([0,7] x K1 x K3) est compacte donc bornée.

Puisque {v; : i € {1,...,N}} = K3 est fini, il est compact et puisque f est continue, f([0, T]x K1 x K3)
est compact donc bornée. Ainsi finalement en notant

M = sup{[|f(t,¢,v) : (t,¢,v) € [0,T] x K1 x Kal|}
+sup{|| f(t, p,v) : (t,0,v) € [0,T] x K1 x K3||} < +o0,

on a prouve :

Vie{l,...,N},Va € B(0,6(5)) NRY, (5.3.20)
Vo € [0, 1], ||A(tl +b; —I—Gai,a)” <M. e
Avec la formule (5.3.19) on a :
Vie{l,...,N},Va € B(0,6(5)) NRY, (5.3.21)
Vo € [0,1], [[9i(0, a)|| < My < +o0 a

ot My := sup | X(T,t)]- M+ max [|X(T,t;)AlL]].
t€[0,T] 1<i<N

Puisque les constantes sont Lebesgue-intégrables sur [0, 1], puisque 1;(-, a) est PCY; elle est Riemann-

intégrable sur [0, 1] donc Lebesgue-intégrable sur [0, 1] pour tout a € B(0,5(S)) NRY, et par (5.3.18)
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on peut utiliser le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue et affirmer, V(a*); € (B(0,5(S))N
RN telle que lim a* =0,
k—+o00

Jim_i(at :kﬂrfoo/ (0, a* dH—/ 0do.

Par le théoréme de caractérisation séquentielle des limites de fonctions dans les espaces métriques on
en déduit que :
Vie{l,...,N}, lim ¢;(a) = 0.
a—0

O

Lemme 5.3.2. Soit (t;,vi)1<i<y € S. 1l existe une constante k € Ry et un voisinage W de 0
tels que lon ait, Va € W NRY,

T

|15 (e, 5.0) = £z T(0) dt < Flall.

Démonstration. Posons
A(S’ CL) = f(tajtau(t’ Sa CL)) - f(taf7ﬂ(t))
et .
= [ 1A a)ds. (vt € 0.7)

Si A(t,0) = 0 alors o(T,0) = 0 et aussi V ¢ € [0,7] \ UN,I;, A(t,a) = 0. Ainsi :

N

o(T,a) = o(T,0) = > ai - [A[ti]]

=1

[ 1o Zaz NG

- /[OT]\ o 1||A<t it + / v g At
—Zaz NG

- O+Z/|]Ata“dt—2az AL

- Z/”'” " At )t - Z/ " At

= Z/m " (IA@ o)l - AR

= o [ Aol - 1A

i=1 a; ti+bi
siles a; > 0.

On introduit :

a;

0 sia; =0
) — ti+bita;
SO L [ Akl - Iatds sia> 0.

% i
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Alors on a :
Ya € B(0,6(S))NRY, o(T,a) = o(T,0) +Zaz | Alt; H+Za,yz
=1

avec v; : B(0,8(S)) NRY — R.
Effectuons le changement de variable ¢t = ¢; + b; 4+ 0a;,0 < 0 < 1, on obtient
(5.3.22)

1
via) = /0 (A + b+ 0a)] — ALt d6

On a déja vu que :
lim ([ A(t +bi + 0ai,a) | — [A[E]]) =0, (Vi € {1,...,N}, 0 € [0,1]) (5.3.23)
On a aussi déja vu que :
M € Rf,Va € B(0,6(S)) NRY, V6 € [0,1], (5.3.24)
Vie{l,...,N} ||A(t; + b + Oa;,a)|| < M. o
Posons : M' := M + max [|A[t;]]| < +oo. Alors :
1<i<N
(5.3.25)

M’ € Rf,Va € B(0,6(5)) NRY, V0 € [0,1],
Vi {1, N}, 1At + b+ Bai,0)| — [AlL]I] < M
L’application : [0 — [|A(t; +b; + 0a;)|| — |A(%:)]|] est PC? sur [0,1] elle est alors Riemann-intégrable
sur [0, 1] donc Lebesgue-intégrable sur [0, 1]. Avec (5.3.22), (5.3.25) on peut utiliser le théoréme de

la convergence dominée de Lebesgue et affirmer que
hm vi(a / 0do =0 (5.3.26)

Il est clair en outre que

1
vi(0) = | (lf(ti +0,Tt,10,vi) = fti + 0, Tt 0, u(ts)) |

—Ollf (b T 01) — (b3, Ty, (1)) )6

/ 0d6 = 0.

Donc, en utilisant le lemme 5.2.2 et (5.3.26) on peut affirmer que o(7T,-) est différentiable en 0 et

donc 3p : B(0,5(5)) NRY — R tel que lir% pla) =0et
a—

Va € B(0,6(5)) NRY, (T, a) = o(T,0) + ZazHA Il + llallip(a)
=1 N (5.3.27)
et Doo(T,0)-a = Zai AL
i=1
Alors 3r €]0,6(S)[ tel que a € B(0,7) NRY = |p(a)| < 1
Donc : Va € B(0,7) NRY,
o(T.a) = o(T.a)] < Do (T.0)] - all- 5525
= k- lalh
en prenant k := ||Dgo(t,0)|| + 1; d’ou le résultat. O
135
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Lemme 5.3.3. [l existe une constante k1 et un voisinage V1 de 0 tel qu’on a, Ya € V1N Ag, le
systéme :

2/ (t) = f(t,a:(-,S,a)taU(tS,a))} (5.3.29)
g = ¢

admet sur [0,T] une solution qui vérifie, ¥Vt € [0,T],
() = z()|| < Kallal-

Démonstration. On définit par récurrence la suite de fonctions (z"(+)), dont le premier terme x° est
défini comme solution de (5.3.29) pour a = 0. Et, pour n > 0, on définit :

0+ [ float (o)

oy = [ Ts,u” — f(s,xs,u(s))].
2t (t) — (t)—/o[f(saxs,u (s)) = f(s,@s,u(s))]

Pour a =0 on a

D’apres le lemme 5.3.2, pour a € W N Ag, on a : ||z!(t) — 2°(t)|| < k||al|. On définit maintenant :

B = {(t,z,v) €[0,T] x &([-r,T],R") x U/||zx — 2°||¢ < r et
v e {ult),v,...,on}}

On pose ko = sup{||Daf(t,z,v)|| : (t,z,v) € B}. On choisit r €]0, 1] tel que k2 < +o00. Montrons
que, Ya € W N Ag tel que
lall < - exp(~kaT), (5.3.30)

la suite (z"),, vérifie, pour tout n > 0 :

1
|+ () — 2™ (8)]] < —ikllal|(k2t)". (5.3.31)
Pour n =0, on a :
2t () = (@) < rklla].

Comme on suppose 'inégalité (5.3.31) vraie pour n < p — 1, on somme de 0 & n et on a :

; ' (k
a1 (1) — 20() | < S [l (1) — 2F (1)]] doit (e (t) — 20(1)]| < Kllal| S, B2 <
alors (t, "H, u®(t)) € B. Le théoréme de la moyenne nous assure que :

1F (8,2, u () = f(t, 2]~ ut O] < kallaf — 2} |

1/ (8, 2], u(8) = f(taf ™ u)(B)]] < kz(p_ll)!k\lall(kzt)”lv

’ s

et comme zP*L(t) — 2P(t) = /t(f(s 2P u(s)) — f(s, 2271, u%(s)))ds, alors on a :
0

la? 4 (t) — 2P (2)]] </ [1£(s, 2%, u(s) = f(s,a8" u®(s))||ds
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et par intégration sur [0,77] on a :

1
a1 (t) — 2P (#)]] < SiFllall(kat)”,

et ainsi la suite (z"),, est de Cauchy sur (C([0,T],R"™), || |lcc) donc uniformément continue vers = qui
est continue. z(-) vérifie la formule de récurrence x™(t) et en utilisant (5.3), on a :
[l (t) = 2°(O)|] < Klla||e™T O

Corollaire 5.3.1. Pour tout t € [0,T], on a :
l2f — 2Plle < Killall.
Démonstration. Pour tout z € [0,T], on a, d’apres le lemme 5.3.3, [|2%(2) — 2°(2)|| < k1|al.
Pour t = 0 on a [|2g(0) — z9(0)|| = 0 grace a la condition initiale (5.3.29), Vz € [-r,0], ||z%(z) —

2°(2)| < killa| donc, ¥z € [-r,T], on a : ||[z%(z) — 2°(2)|| < killal|; dou, V¢t € [0,T],V0 €
[—7,0], [[2¢(0) — 29(0)|| < k1]|a|| et ainsi on a le résultat. O

Démonstration du théoréme 5.3.1

On pose
re — ¢ — 20} _ .730 o ZO
t _ ( t t) a( t t) } (5332)

et

[(t,a) = x(t,a) — z(t) — z(t,a),

et
DiT'(t,a) = Dix(t,a) —Z'(t) — z(t,a)
= f(tht("a)vu(t’a)) - f(t’ Ttvﬂ(t)) - le(t7ftaa(t))zt("a>
_[f(tajhu(t’ (1) - f(tjtaa(t))]
- f(t7xt('7a)>u(t7a)) - f(ta Thﬂ(t)) - le(bftau(t))zt('?aL
et

A(ta) = f(tael,a)ult,a) = (8T (1) — Dof (1,7 (1)) ()
—Dof (t, T, u(t))(xf — Ty) + Daf(t, Te,u(t))ze(+, a). } (5.3.33)

v(ta) = (/01 Daf(t,Z + 0(x% — 7), u(t, a))d6).(F; — z2)
—Da f(t, T, u(t)).(T — x¢)
= Hftl— zf|e(t,a) ou €(t,a) = 0 si xf = Ty,
ot e(t,a) = [/0 Daf(t, T + 0(x% — T2), u(t, a))do
—Do f(t, 7, u(t))] L

llzg—z¢ |l
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1

e(t,a)|| < /0||D2f(t,ft+9(l‘?—Tt)vu(t,a))||d9+||D2f(tvftvﬂ(t))\|
< kot ke

le(t,a)|| < 2ko

Vt € [0,T),Ya € Vs NRY, |[e(t, a)|| < 2ks.

T
Montrons que lim/ lle(t, a)||dt = 0.
a—0 Jo

On sait que €(t,a) = 0 lorsque t € [0, 7]\ UN, I;, ainsi on a

T N
f, e alar = 32 [ fete.allar

N o rtitbita;
_ Z/ le(t, ) |dt
i=1 ti+bi

N
S Z ai2k2a
i=1
et comme lim 2ks||al| = 0, on a bien le résultat.
a—0 .
Montrons que I'(t,a) = / X(t, s)y(s,a)ds.
0
Comme ’Y(t7 (1) = Dlr(t7 CL) - DQf(t7Ttaa(t))Fg7
on a

DiT'(t,a) = Daof(t,Z,u(t))T'¢ +~(t, a)
I'0,a) = x(0,a) —z(t) — 2(0,a) =0,

et ainsi

A

T(t,a) = X(£0)T(0,a)+ /OtX(t,s)v(s,a)ds

= /t X (t, s)v(s,a)ds.
0

#(T,@) = 2(T.0) = @(T.0) = AT,0) | = [F(T3a)]
T A

| 1% @)l a)lds
T

| Mins.a)lds

0

T
(T, a) = 2(T,a) = (2(T,0) — 2(T,0))[ < /0 M|jzs — zs[l[e(s, a)|ds

IN

IN

T
(T, a) = 2(T,a) = (2(T,0) — 2(T,0))[ < /OMklllaHlIG(Saa)llds,
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et ainsi Ve > 0,38, > 0 tel que Va € RY, |la| < Be, ||2(T,a) — 2(T,a) — (z(T,0) — 2(T,0))|| < €llal|.
Ceci prouve que z(7,0) — z(T,0) est différentiable en 0. On remarque aussi que :

D,x(T,0) = Dg(x(T, ) —2(T,-))(0) + Dyz(T,0)
= 04 Dyz(T,0).

Précédemment on avait obtenu dans le lemme 5.3.1 que :

T 0 G—Zaz tuxt 7”1)_f(tiaa_jtwﬂ(ti))]‘
Ainsi : .
Daix(Tv O) - X(tvt')[f(tiv‘%tivvi) - f(tiv‘%twﬂ(t’))]‘

Théoréme 5.3.2. Soit S fixé, si (Z,u) est une solution optimale du probléme, alors il existe
Aj, 0 < j < n; + ne, satisfaisant :

ni+ne
> Il=1 (5.3.34)
=0
Aj =0, pour 0<j <n; (5.3.35)
Aigi(Z(T)) =0, 1< j<n, (5.3.36)

ot d(\) est défini par :

ni+ne

A=Y AiDg;(a(T))
j=0

Démonstration. grace a 5.1 on obtient les relations (5.3.34) et (5.3.35) ; comme

¢ (0) = ¢'(2(T,0)) (5.3.38)
¢ E(T)) (5.3.39)

H

implique, que pour tout j =1,--- ,n;, Aj¢’ (2(T)) = 0.
Pour a € Vs NRY, on a : ¢/(a) = ¢/ (z(T, a)) entraine que D¢’ (0) = Dg’ (z(T, a)) - %x(T, a)
donc, pour tout a € Rf on a :

ni+ne ni+ne

Z ND¢ (0)-a = Z \;jDg? ((T,a)) o %x(T, a)-a
=0 =0

0
= (T, a) -
d(A) o 5-x(T,a) - a,

et ainsi, Va € Rf d(N\)o %x(T, a)-a <0, et alors en prenant a = e;, le i-éme vecteur de la base

canonique de RY.

On obtient :
d(\) o %m(T, a)-e; < 0
d(N)o—z(T,a) < 0
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et grace au lemme 5.3.1 : d(\) - X (T, t;)[f (ts, Zo,, wi) — f(ti, T, U(t;))] < 0.
O

Théoréme 5.3.3. Si (z,u) est une solution optimale du probléme, il existe Aj, 0 < j < nj+ne,
vérifiant les conclusions du théoréme 5.3.2, pour tout t; € [0,T] et pour tout v; € L°LY(I x J, E).

Démonstration. A chaque S € S, on associe :

r+r’
K(S> = {(/\j)OSjST+T’ € RIJFTJFT// Z ‘/\]‘ =1, (Vj =0, 7T)
=0
(Vj=1,---,m, )\jgj(i“(T))J: 0),(Vi=1,---,N,d(A\).Dg,z(T,0) <0)}.
D’apres le théoréme 5.3.2, on a pour tout S € S, K(S) # @.
Pour tout S € S, K(5) est fermé car construit avec des égalités, des inégalités larges et des fonctions
continues de (\j)o<j<r4r-
Pour tout S € S, on a K(S) C S14,4,(0,1) la sphére unité de R+,
Soit une liste finie (Sk)1<k<; tel que S = (tik, vik)i<i<n, d’éléments de S. Considérons
S = (Ei’@i)lgiSNk’ la liste constituée de la réunion des Si,k = 1,---,1. Les #; sont les tik(k =
1,---,l,i=1,---,Ny) réordonnés par ordre croissant et 0; = v;  quand t; = ti k. Alors Ses.
Montrons que K(S’) C K(Sg) pour tout k=1,--- 1.
Soit (Aj)o<j<r4r € K(S), alors on a :

( H—T ‘)‘ ’ = 1) (Vj = O’HIA’T’ )‘j AZ O),(Vj =1, T, Aj ig (i'(T)))
(Vz - 1 N, dQ) - X(T,8) - [f (i 2, v0) — f(tuxt“ a(t;))] > 0)

or, pour tout i = 1,--- , Ny, il existe j € {1,--- ,N} tel que t; , = t;, et donc v, = 9;. Donc on a :

d(A) - X (T tik) - [ (biges Tay o Vik) — F(Eiges Tty T(tis)],

ce qui prouve (\;)o<j<rr € K(S5).

Ainsi on a démontré que, pour tout k =1,--- 1 K(S’) C K(Sg), donc : K(S) ¢ nk_,K(S}), par le
théoréme 5.3.2 on sait que K (S) # @, donc on a : NL_, K(Sk) # @. Ainsi on a démontré : pour toute
liste finie (Sk)1<k<; d’élements de S, ﬁkzl (Sk) # 2.

Puisque les K (S) sont des parties fermées du compact S(0, 1), par la propriété de l'intersection finie
des espaces compacts, on peut affirmer :

NsesK(S) # @.

Nous pouvons donc prendre un élément (A;)o<j<r4r € NsesK(S). dJ

Enoncé du Principe de Pontryagin

Dans un premier temps nous donnons les conditions de qualification de Michel [43], ou (Z,w) est
un processus admissible de (5.0.1).

Y(Aj)o<j<nitn, € RITMiTNe
si V] = 0, ey Mgy )\j Z 0
(QC) Vi=1, ., N\ (@(T)) =0 (5.3.40)
T D @I =0
alors Vji=0,..,n; +ne, A; =0.
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Le résultat principal de cette section est le suivant :

Théoréme 5.3.4. Une condition nécessaire pour que (T,u) soit une solution optimale du pro-
bléme posé est qu’il existe des réels Aj, 0 < j < n;+ne et une application p(-) € BV ([o, T +r];R™)N
Cg([a,T + 7], R"™) tels que :

1. les \; vérifient :

()‘07"'7)‘ni+nc) 7& (0770)
Aj >0 pour0<j<n;
Ajgi(@(T)) =0 pour 1 <j<mn,

2. p(-) est solution de l’équation

Vt € [0, T] ( +/T+r k(o t)]da) =0

ni+ne

T)= > D¢ (&(T))
j=0

3. Vs <T,VYweUl, p(s) f(zs,u(s),s) > p(s) - f(zs,w,s).

Si de plus la condition de qualification (QC') est vérifiée, nous obtenons la conclusion additionnelle
sutvante :

4. il existe € > 0 tel que p(t) # 0 pour tout t € |T — €, T).
Dans ce résultat, Papplication k est celle définie en 4.5.3 avec L(t) = Daof(t, T, u(t)).

Preuve du théoréme. Notre preuve s’appuie sur celle de Michel [13]; nous y apportons les change-

ments adaptés au cas d’un systéme gouverné par une équation différentielle fonctionnelle. Soit A véri-
ni+ne

fiant les conclusions du théoréme 5.3.3. On pose p(t) = d()) - X (T, t), avec d(A Z \jDg;(z(T))
7=0
ni+ne

et alors on a p(T) = d(A) - X(T,T), p(t) = d(A) dott p(T) = Z \jDg;(z(T))

L’appartenance de p & BV ([0, T + r; R") N CY([o,T + r], R™) est issu de (v) du lemme 4.5.1.
La premiére relation est issue du théoreme 5.3.2. Ensuite, on considere (¢,u) € S, alors (A;)o<j<n;+n. €
K(t,u) et on a

d(A) - X(T,t) (f (8, T, u) = f(L, 7, u(t))) <0,
d(A) - X(T, 1) (f(t, T, ) < d(A) - X (T, 1) f(t, T, (1)),
et comme p( )=d(A) - X(T,t) on a

p(t) (f(t, T, w)) < p()(f(t,Te,u(t)))-

On veut montrer que p(t) = d(\) - X(T,t) est solution de ’équation adjointe

X
d T+r .
- ( +/ (o )]m) —0
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or comme X (T,t) =Y (¢,T), on a : p(t) = d(A)Y (¢, T), ainsi, V¢ € [0, 7] :

T, R
p(t) = d[I — /t Y (a, T)(a, t)da]

T A~
d'otona:Vte [o,T],pt)+ | pla)k(a,t)da =d(A)I. La fonction
t

[t — p(t) + / k(a,t)da] est dérivable sur [0, T] de dérivée nulle, donc :

( +/ atda>:O

et p(-) est bien solution de I’équation adjointe, avec p(T') = d(A).
En partant de la condition de qualification (QC), si p( ) = 0, comme 1. est vérifiée on a une

contradiction, donc p(T) # 0. Comme X (T,t) = I —/ R(a, t)de, et R est bornée, si on prend

€ €]0,||R||<}], alors quand t €]T — ¢, T, nous obtenons que X (T,t) est inversible. En nous servant de
I'expression de p(T") on a p(t) = p(T) X (T, t), et p(T) étant non nulle, on a bien p(t) # 0 d’ou le 4..
O

T+r R
Remarque 5.3.1. A priori, Uapplication [t +— / p(a)k(a,t)da] n’est pas dérivable car
t

[t — E(-,t)] ne lest pas, mais nous avons montrer que dans notre cas, elle l’est avec une dérivée
nulle.
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Chapitre 6

Sur le calcul variationnel avec un
processus a mémoire

6.1 Probléme de calcul variationnel

— Soit 7 €]0, 400, A = [-r,0], T €]0, +o0].
— Soit L:[0,T] x C°(A,R") x R* — R.
— Les hypotheéses sur L sont :

oL € C°[0,7] x C°(A,R") x R™;R)

oV (t,¢,v) € [0,T] x CO(A,R™) x R", Dy L(t, ¢,v) existe et
(H) D2L c CO([O,T] x CO(A,R") x R™; £(CY(A,R"),R))
oV(t,¢,v) € [0,T] x CV(A,R™) x R", D3L(t, ¢,v) existe et

D3L € C’O([O,T] x CO(A,R™) x R™; £(R™, R)).
On consideére la fonctionnelle .
Tixes / L(t, 21, 2/ (£))dt. (6.1.1)
0

Dans cette partie, nous souhaitons exprimer une variante du lemme fondamentale du calcul des
variations et une version des conditions d’Euler-Lagrange.
6.2 Mise en place du cadre de travail
on définit ’espace fonctionnel
X = {‘T € CO([_T7 T]an) : CU|[0,T} € Cl([()?T]aRn)}

Lemme 6.2.1. Muni de la norme ||z|x := sup ||:B(t)H + sup [|2'(t)||, X est un espace de
—r< 0<t<T
Banach.

Démonstration. Puisque C°([—r, T],R™) est un espace vectoriel et puisque C([0,7],R") est un es-
pace vectoriel, X est un sous-espace vectoriel de C°([—r, T],R"). Vz € X, z([-r,T]) et 2/([0,T]) sont
compactes comme images continues de compacts, donc bornées, ce qui assure que ||z || x est bien définie
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dans R;. ||0[x = 0+ 0 = 0. Réciproquement, si ||z||x = 0 alors (V¢ € [—r,T], ||z(¢)]] <0) =z =0.
SizeX,VAER,

Azllx = sup [Az(t)]|+ sup [|A'()]
—r<i<T 0<t<T
= A+ sup [lz(@)]| +[A- sup [« (2)]]
—r<t<T 0<t<T
= Al [z

Sixz,y € X alors

lz+yllx = sup [lzt) +y@)ll+ sup [/(t) + 3/ (B)l]
—r<t<T 0<t<T
< sup e+ sup [ly@)+ sup [la"(6)] + sup [ly'(#)]
—r<t<T —r<t<T 0<t<T 0<t<T
= lzllx + [lyllx-
Ainsi, || - ||x est une norme sur X. Notons
2lloo,(—rz) = sup [z
—r<t<T
[2llocor) == sup [z(t)]]
0<t<T
lzllcror = N2@®)llos, o1 + 12'loo,0.17-

Soit (74)gen € XN une suite de Cauchy pour || - [|x.

Puisque [|2[|o,—r ) < [|2]lx; (74)q est aussi une suite de Cauchy pour || - || o, —r 1]

Comme (CO([—r, T],R™), || lso,(—r17) est complet, 32 € CO([—r,T],R") tel que 11111 2=l oo [—r) =
) ) q% o0 ) k)

0.

Puisque ||z[|c1 jo,7) < |72, (74)q est aussi une suite de Cauchy pour || - |1 jo,77-

Comme (C*([0, T],R"™), |-l jo,7) est complet, 32 € C1([0,T],R™) tel que Erf |zg—2llc, 0,77 = O
q oo

Puisque ||z oo j0,77 < [|]|00,[—r7], ON & aussi qgrﬂoo l2g = 2lo0,f0,7] = O
Comme [|2|og,j0,7) < [|2[lc1 jo,77, ON & aussi qgffoo |2¢ = 2llo0,j0,71 = O-

Par unicité de la limite dans ((C°([0, T]), R™), |- loo,o,17) On & 2 Zjj0,7) = 2 = &j0.77 € C([0,T],R™) =
TeX.

Vg eN, |z — 2|z l2g = o[-, + 174 = &'lloc,0,7]

< lzg = oo -y + lzg = Zllcrjor) = 0+0=0

quand ¢ = +o0 = lim |jzg — Z||x = 0. O
q——+00

On fixe ¢ € CO([—r,0],R™) et b € R™. On définit
A={zeX:zo=¢,x(T)=b}.

Lemme 6.2.2. L’ensemble A a les propriétés suivantes

(i) A#0.
(ii) A est un sous-ensemble affine fermé de X.

(iii) Le sous espace vectoriel directeur de A est

V={heX:hy=0hT)=0}
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Démonstration. (i) Soit w: [0,T] — R™ définie par : .
vt € [0, T, u(t) := (1 — £)¢(0) + £b. Alors u € C*([0,T],R™), u(0) = ¢(0), u(T) = b. Posons

o qAS(t) si te€[-r0]
““’{1m)mtamﬂ.

(i) Soit z,y € Aet A € R. On pose z := (1—\)z+ Ay. Alors z € X (car X est un espace vectoriel),

20 = (1=Xzo+Ayo
= (1-Nd+Ad
2(T) = (1=XNz(T)+ \y(T)
— (1= M\)b+ b,

Donc z € A. Ceci prouve que A est affine.

Pour la fermeture, soit (v9), € AY et © € X tel que Brf |lzg — z||]x = 0. Alors, VO €
q S
[77‘7 0]’vq € Na
16(6) — z(0)]] [9(6) — (0) ]l

< et —xllx
lorsque ¢ — 400, on a ¢(0) = x(), donc z¢ = ¢. En outre, Vg € N,

16— (D) [4(T) — =(T)||

de méme lorsque ¢ — 400, on a b = z(7T"). Donc z € A.

(iii) On vérifie que V est un sous espace vectoriel de X.
Fixons Z € A. Sih € V alors & + h € X, %0 + ho :<;A3+0:($,
Z(T)+ h(T) =b+0=1"; donc & + h € A. Ceci prouve que (Z + V) C A.
Size Aalorsx — 7 € X, 79 — Tg :$—$=0,$(T)—£(T) =b—-—b=0,doncx—212 € V.
Puisque z = & + (z — &), ceci prouve que A C (£ + V). Dou: A=72+ V.
O

Remarque 6.2.1. Dans le langage des sous-variétés différentielles, V =T, A, six € A, c.-d-d.
V est l’espace vectoriel tangent a A au point x.

Si x € CO([~r,T];R™) on définit z : [0, T] — CO([—r,0]; R™) par : Vt € [0,T], z(t) = z.
Lemme 6.2.3. Six € C([—r,T],R") alors z € C°([0, T); CO([-r, 0], R™)).

Démonstration. Puisque [—r, T| est compact, par le théoréme de Heine, x est uniformément continu
sur [—r,T], donc

Ve > 0,30, > 0,Vs,t € [-r,T],|s — t| < = ||z(s) —z(t)|| < e

Soit € > 0, soit t,t; € [0,T] tel que |t —t1| < 6. Alors VO € [—7,0], |(t+0) — (t1 +0)| = |t —t1] < de
donc [[z(t + 0) — x(t1 + 0)|| <€, c-a-d. ||z(t) — z(t1)] oo [—ro < € O
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Ce lemme permet de définir 'opérateur :

S+ C[-nT],R") — C°([0,T],C%([-r, 0, R™))
T — Z.

Lemme 6.2.4. S est un opérateur linéaire continu de C°([—r, T],R"™) dans C°([0,T], C°([~r,0],R™)).

Démonstration. Soit z,y € CO([—r,T],R"); alors x +y € CO([—r,T],R") et

ryt) = [0 (@+y)(t+0)
= [0 x(t+6) +y(t +0)]
= (0= z(®)®) +y®) ()]
= z(t) +y().

Donc S(z +y) = S(x) + [(y).
Soit € C([—r,T],R") et A € R; alors Az € C([—r, T],R") et

Az(t) = [0~ (Az)(t+0)]
= 0= Az(t)(0)]
= Az(t).

Donc S(Az) = AS(x). Ceci prouve que S est linéaire.
Pour la continuité, Vo € CO([—r, T],R"),Vt € [0, T,

1S@) ) lloo, -0 = Nz(D)lloc—r0)
= sup [lz(t+0)]
0e[—r,0]
< ||33||oo,[—T,T]a
donc [|8(2) |l se,j0,71 < |%]loc,[=r,1], c€ qui assure la continuité de S. O
Lemme 6.2.5. Notons Sy := S|y. Alors Sy est linéaire continu de (X, || - ||x) dans

Co([0, 71, CO([-r, 0], R™)).

Démonstration. La restriction d’un opérateur linéaire est linéaire, donc Sy est linéaire. Pour sa conti-
nuité, on a, vz € X, [|Silloc 0,77 = [IS(®)lloc,jo,r) < 1Zlloo,(—r7 < [|7[lx d’aprés un argument de la
preuve du lemme précédent. Donc Sp est continue. O

Introduisons I'opérateur :
D : X — C%0,T],R")
T

Il a la propriété suivante :

Lemme 6.2.6. D est un opérateur linéaire continu.

d
Démonstration. La linéarité de D provient de celle de —.

Pour la continuité, si 2 € X alors [|D()|] 0,077 = |7 [loo,jo,] < ll2]|- O
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Introduisons 'opérateur de Nemytskii sur L :

NL : CO([OvT]SCO([_n 0]7Rn)) X CO([OvT]>Rn) — CO([OvT]>Rn)
NL(U,'U) = [t = L(t7u<t)7v(t))]'

Lemme 6.2.7. Sous les hypothéses (H), N, est de classe C1, et

Yu, su € CO([0,T]; C°([—r,0],R™)),
Yo, dv € CO([0,T],R™),

DN (u,v) - (0u,6v) = [tHD(zs)L( u(t), v(t)) - ( u(t), 5u(t))]
= [t~ DoL(t,u(t),v(t))ou(t) + DsL(t,u(t),v(t))ov(t)]

La preuve de ce lemme résulte de [13].

Introduisons la fonctionnelle
J : X—R
T
J(z) = / L(t, 1,2/ (1)) dt
0

Lemme 6.2.8. Sous les hypothéses (H), J est de classe C* sur X, et Va,h € X,

DJ(z)-h= /OT(DQL(t,a:t,x'(t)) “ht + DsL(t,z, 2 (t)) - B/ (t))dt.

T
Démonstration. Considérons opérateur Z : CV([0, T],R") — R définie par Z(z)) := / W(t)dt; T
0

est linéaire et puisque (V¢ € C°([0,T],R"™),|Z(¢))| < T - |¢)]|co,j0,77) Z est continue, donc de classe
Ccl.
Puisque les applications linéaires continues sont C'', Sy et D sont C!, et on a aussi (S1, D) de classe
C! car ses coordonnées le sont. Notons que J = Zo N, 0 (S, D); ainsi J est C! comme composée de
Cl.
Passons au calcul de la différentielle de J.

DJ(z)-h DJ(Np o (81,D)(x)) - (DNL(S1(z),D(x)) - (DS1(x) - h, DD(x)))

= (DNL(a? ') - (h, 1))

B /0 Do3)L(t, e, 2" (t)) - (he, I (t))dt

_ /0 (DaL(t 20,2 (1)) - by + DoLL(t, 0,2 (£)) - W (1) .

6.3 Théoreme de représentation de Riesz

Comme le théoreme 4.1 de larticle [16] on établit le résultat suivant :

Théoréme 6.3.1. Il existe T : [0,T] x [—r,0] — R™ qui vérifie les propriétés suivantes :
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(i) vt €[0,T),T'(t,-) € NBV([-r,0],R™).0
(i) Vt € [0, T, |T(¢, By = [[D2L(t, z1,2'(t))| -
(iii) [t — I'(¢,-)] € C°([0,T], NBV ([-r,0],R™)).
(iv) V¢ € CO([-7,0],R™),Vt € [0,T], Do L(t, x4, 2'(t))$ = ’ doT'(t,0)6(0).

(v) T est Lebesque-mesurable sur [0,T] x [—r,0].
(vi) T est Riemann-intégrable sur [0,T] x [—r,0].

On prolonge I' en T'' : [0, T + 7] x [—r,0] — R™ en posant

) I'(t,0)sit€]0,T], 0 € [-r,0]
[ (t,6) = { (T,6) sit €T, T + 7], 0 € [—r,0].

Proposition 6.3.1. Les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Vt € [0,T + 7], T'L(t,-) € NBV([-r,0],R™).
(i) [t~ TY(¢,-)] € C°([0,T], NBV([-r,0],R™))

(iii) T est Lebesgue-mesurable sur [0,T + 7] X [—r
(iv) T! est Riemann-intégrable sur [0,T + 7] x [—

70]
r,0].

6.4 Une variante du lemme fondamental du calcul des variations

Proposition 6.4.1. Sous les hypothéses (H), soit p : [0,T] — R™ définie par :
s+r
Vs € 10,7, p(s) := / ['(t,s — t)dt. Alors on a :
S

(i) Vs €[0,TY, p(s) = ’ I'(s — u,u)du

-r

(i) p € C°(Jo, T], R™)

Démonstration. (i) Soit ¢ : [~7,0] — R, ¢(u) = s — u. On note que ¢ est C'1, ¢(0) = 5, p(—7) =
s+ r. Alors par la formule du changement de variable, on a

s+r #(—7)
/ it s —t)dt = / Tl(t, s —t)dt
s $

ii) Soit s € [0,T7]. Soit (s4)q € [0, TN telle que lim s, = s. Alors, Vu € [—r,0],T' (s, —u, u) tend
a)a q q

q——+0o0
vers Il (s — u, u) lorsque ¢ — +o00, en outre |[T'!(s, — u,u)| < ¢ car T est Riemann-intégrable,

0
donc par le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on a : lirf / rt (sq—u,u)du =
q—+oo J_p

(s — u,u)du d’on lirf p(8q) = p(s). On conclut avec la caractérisation séquentielle de
—r g—+o0
la limite.

O
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Remarque 6.4.1. On peut exprimer p en termes de I' au lieu de T'!.
1) Si0<s<T—ralrss<t<s+r=-s>-t>—-s—r=

s+r
0>s—t>—r, donc p(s) :/ (t,s —t)dt.
S
2) SiT—r<s<TalorsT <s+r et

p(s) = /Flts—tdt—i—/ Yt s —t)dt
s+r
_ /Fts—tdt+/ (T, s — t)dt.

Définissons ¢ : [0,7] — R™ en posant
si0<s<T—r
/Flts—tdt siT—r<s<T.

Proposition 6.4.2. L’application q a les propriétés suivantes
0
(i) Vse]T' —r,T], q(s)= / (s —u,u)du.
s=T

(ii) ¢ € C°([0,T],R™).

Démonstration. (i) Sis€]T —r,T), posons ¢ : [0,5 —t] — R, p(u) := s —u, ¢ est C1, ¢'(u) =
—1,¢(0) = s,¢(s —T) = T. Alors par la formule du changement de variable, on a

g(s) = /T (¢, s — t)dt

ro(s—T)

_ / Tl(t, s — t)dt
6(0)
s=T

_ /0 T (¢(u), s — p(u))¢’ (u)du
— /0 (s — u,u)du.
s—=T

(ii) On sait par la proposition 6.4.1 que q|jo,7—,) € 9.
Par la proposition 2.2 [16], et par (i), on sait que qjp_, 7 est CO.

¢q(T=r)=) = oT =)
= p(I'=n)
= (s — u,u)du

par la proposition 2.2, on a

0
q(T —m)+) = / YT — r — u,u)du
(%—r)—T
= / YT —r —u,u)du

= (T =)
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Donc ¢ est continue en T — r, donc ¢ est C¥ sur [0, 7.

Lemme 6.4.1. Soit h € V. Alors on a,

t

Vs € [0,T), /OT( Tl(t,s — )1 (s)ds)dt = /OTq(s)h’(s)ds.

t—r

Démonstration. Notons f(t,s) := I''(t,s — t)h/(s). Alors f est Riemann-intégrable sur [0,T + 7] x
[—7,0] donc y est Lebesgue-intégrable. Soit A := {(t,s) : 0 <t < T,t —r < s < t}. Par le théoréme
de Tonelli on a :

t

Vs € [0,7), /OT( Tl(t, 5 — £)B (s)ds)dt = /A F(t, )dsdt. (6.4.1)

t—r

Nous découpons A en trois parties :

I == {(t,;s):T—r<s<T,s<t<T}
IT = {(t,s):0<s<T—r,s<t<s+r}
IIT = {(t,s):—r<s<0,0<t<s+r}

— OnaA=ITUIIUIII

— INIT=[T—7r,T —7r),(T,T — )] qui est de mesure de Lebesgue nulle dans R?.
— INII=40.

— IINIIT = [(0,0),(r,0)] qui est de mesure de Lebesgue nulle dans R2, donc on a :
/ f(t,s)dsdt = /f(t, s)dsdt —i—/ f(t,s)dsdt +/ f(t,s)dsdt
A I 1 11
—/ f(t,s)dsdt —/ f(t,s)dsdt —/ f(s,t)dsdt =
InII IINITT

INIII

/ F(t, s)dsdt = / F(t, s)dsdt + / F(ts)dsdt+ [ (¢, s)dsdt. (6.4.2)
A I II

IIT
En utilisant le théoréme de Fubini, on a :

/If(t,s)dsdt = /i(/gTrl(t,s—t)dt)h’(s)ds

ot (6.4.3)
= / q(s)h'(s)ds
0
d’ou
T
/f(t, s)dsdt:/ q(s)h'(s)ds. (6.4.4)
1 T—r

En utilisant le théoréme de Fubini, on a :

T—r s+r
[ ss)asat - /0 (/5 TL(t, 5 — £)dt)R (s)ds

T—r
= / p(s)h'(s)ds
0
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d’ou
T—r
/ f(t,s)dsdt :/ q(s)h'(s)ds.
1T 0

En utilisant le théoréme de Fubini

0 s+r
- Ht,s — '(s)ds =
/,I,f(tvs)det—/ (/O Tl (t, s — t)dt)h'(s)ds = 0

d’ou
/ f(t,s)dsdt = 0.
7
En utilisant (6.4.2), (6.4.4), (6.4.5), (6.4.6) dans (6.4.1) on obtient

T rt T T—r
/ ([ Tt s— ) (s)ds)dt = / g(s)1 (s)ds + / g(s)M()ds + 0
0 t—r Tfr 0

= / q(s)h'(s)ds.

0

6.5 Condition d’Euler-Lagrange

Lemme 6.5.1. Soit x € A,h € V. Alors on a :

/OT DoL(t, ¢, 2/ (t))dt = _/0

T—r T
(s + 7, —r)h(s)ds — /0 q(s)h'(s)ds.

Démonstration. Avec la proposition 3.2 de [16], on a

’ doTH(t, 0)h(t +0) = TY(t,04+)h(t) — T (t, —r)h(t —r)

'

—/0 TY(t,0)n' (t + 6)d6,

T

et I''(¢,04) = 0 entraine que :

’ doTH (8, 0)h(t + 0) = —T1(t, —r)h(t — ) — /0 T (¢, )1 (t + 0)do.

—r —r

T T 0
Donc/ DgL(t,xt,x’(t))htdt:/ ([ doT'(t,0)1(t + 0))dt et avec (6.5.1), on a
0 0 —r

T 0
([ TL(t,0)n (t+ 6)do)dt.

=T

/OT DoL(t, 21,2 (t))hy = —/OT TL(t, —r)h(t —r)dt—/o

(6.4.5)

(6.4.6)

(6.5.1)

(6.5.2)

Soit ¢ : [, T —r] — R, ¢(u) := u+r, ¢ est C, ¢'(u) = 1,¢(—r) = 0,¢(T —r) = T, donc par la

formule du changement de variable on a :

/Tfl(t, —r)h(t —r)dt = /‘b(T’") D (t, —r)h(t — r)dt
0 ot
- /_7« T (p(w), =r)h(p(u) — 7)¢' (u)du
T—r

= / (w4 7, —r)h(u)du

T
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comme hj_.q = 0, on a

T T—r
/ Yt —r)h(t — r)dt = / T (u+ 7, —r)h(u)du. (6.5.3)
0 0

Soit 1 : [t — 1, t] — R,9p(u) :=u—t, ¥ est CL, ¢/ (u) = 1,%(t) = 0,9(t — ) = —r, et par la formule
du changement de variable, on a

0
T (t,0)n (t 4 6)db

-r

e
/ (8, ) (¢ + 0)dO
b(t—r)

t

_ / T (¢, ()R (t + 1b(w)y (w)du

t—r
t

= Tt u—t)h (u)du
t—r
d'od ) t
/1FWL@W@+9M9= L (¢, u — 0B (u)du. (6.5.4)

—r t—r

En utilisant les équations (6.5.3) et (6.5.4) dans (6.5.2), on obtient :

T T—r
/ DoL(t, xy, 2 (t)) udt = —/ I (u+r,—r)h(u)du
’ O
*/ ( Lt u— )b (v)du)dt,
0

t—r

et on conclut avec le lemme 6.4.1. ]

Lemme 6.5.2. Soit x € A qui réalise un minimum local de J sur A. Alors :

Yh eV, DJ(z)h = 0.

Démonstration. 3r €10, +o0[ tel que Yy € AN Bx(z,7), J(y) > J(x) ou Bx(z,7) = {y € X :
ly —zllx <7}

Définissons K : V N Bx(0,7r) — R en posant K(h) := J(x + h). Vh € VN Bx(0,7r) ona z + h €
AN Bx(x,r), donc : Yh € VN Bx(0,7), K(h) > K(0). Puisque K est C! comme composée de C*
et VN Bx(0,7) est un ouvert de V, on en déduit : DK (0) = 0 (c.-a-d. Yh € V,DK(0) - h = 0). Or
DK(0) = DJ(x); d’ou la conclusion. O

Nous allons rappeler un résultat tres important prouvé par Paul David Gustav du Bois-Reymond.
Rappel 6.5.1. Soit a < 8 dans R, a € C°([a, B],R™), b € C%([av, B], R™). On suppose que :

Vh € CY([ov, B], R") tel que h(a) = h(8) = 0, lfm@m@y+wwyumﬁ:o.

Alors
be CYo, B],R™) et V) = a.
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Lemme 6.5.3. Soit a,b € C%([a, B],R™) tel que V¢ € Cl([a, B],R") := {¢p € C([o, B],R") :
5upp¢ Cla, B[}, / )+ b(t)¢' (t))dt = 0. Alors Yh € C([a, B],R™) tel que h(a) = h(B) =

on a .

/ ? (@®)h(t) + b ()t = 0.

[0}

Démonstration. CL([a, B] R”) est dense dans H} (o, 3, R™), cf.[17], Remarque 14, p.133.
W6 & Hio BB, | [ (@OR) + 606 @)t < lall 29z + bl2]6'] 2, Topérateur linéaie

[¢ — / (a(t)p(t) + b(t)¢’ (t))dt] est linéaire continu sur Hi (o, 8;R™), et donc avec I’hypothése, on
' g
v € Hi(o, SR, [ (alt)o(®) + b(O) (1)dt = 0 (6.5.5)

t

Vo € CY([a, B],R™), ¢(t) = ¢(0) + / ¢'(s)ds alors ¢ est absolument continue, ¢, ¢’ sont continues,
0

ainsi ¢, ¢’ € L?([a, 8], R™), enfin :

C' ([, 8], R™) C H'(ar, B R™). (6.5.6)

Introduisons C1 ([, B],R") := {¢ € C( [a, Bl,R™) : ¢p(a) = ¢(B) = 0}. Soit ¢ € CL([a, B],R™).
Alors par I’équation (6.5.6) on a : ¢ € H'(a,;R™). D’aprés le théoréme VIIL.11 p.133 de [17],
puisque ¢(a) = ¢(B) =0, on a ¢ € H} (v, B;R™).

Ceci prouve :
CL (e, B,R™) € Hy(a, B;R™). (6.5.7)

z

De I’équation (6.5.5), avec la relation 6.5.7, on obtient la conclusion annoncée. O

Théoréme 6.5.1. Soit v € A qui réalise un minimum local de J sur A. On suppose (H)
vérifiée. Rappelons que

t+r
/ I (u,t —u)du site[0,T 7
qt) =4 “ir
/ M (u,t —u)du si t €]T —r T].
t

Alors [t — D3L(t,x,2'(t)) — q(t)] est de classe C* sur [0,T — 7] et est de classe C1 sur [T —r,T],
et on a

(i) vte[0,T -], i[DgL(t,xt,x'(t)) —qt)) =Tt +r —r)

dt
d

(i) vte|T —r, T, =

— [D3L(t,z, ' (t)) = q(t)] = 0.

Démonstration. Pour alléger les écritures nous noterons, quand k € {2,3}, Dy L[t] := D L(t, z¢, 2 (t)).
D’apres le lemme 6.5.2, on a : Vh € V, DJ(x)h = 0, et d’apres le lemme 6.2.8, on a :

T T
Vh € V,/ Do L[t)hydt +/ DsL[t]h (t)dt = 0.
0 0
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en utilisant le lemme 6.5.1, on arrive a :
T—r T
Vhev, / TL(t + r, —r)h(t)dt + / (DsL[t] — q(t))h(£)dt = 0. (6.5.8)
0
Soit ¢ € C’l([() T —r],R"), alors en prolongeant ¢ en ¢ par 0, on obtient ¢ € C1([—r, T],R") avec

bo = 0 et ¢(T) = 0, donc ¢ € V. Puisque supp ¢ C0,T — r[, on en déduit de I'équation (6.5.8) :
T— N
/O (=Tt + 1, —)d(t) + (DsL[t] — q(t))d(£))dt = 0 done :

Yo € CH[0,T —7],R™), /OT_T(—Fl(t + 7, —1)o(t) + (D3L[t] — q(t))¢(t))dt = 0. (6.5.9)

Alors avec le lemme 6.5.3, on obtient :
Vk € CH[0,T — 7], R™) tel que k(0) = k(T —r) = 0,

/OT—’"(—Fl(t + 7, —1)k(t) + (DsL[t] — q(t))k'(t))dt = 0 (6.5.10)

Soit ¢ € C’;([T — 1, T];R™), alors en prolongeant 1 a 1 par 0, on obtient ¢ € C([—r,T],R™) avec
Yo =0 et (T) = 0; et puisque suppt C |T — r,T| on obtient de I’équation (6.5.8) :

T—r - -
| b+ / (dsL[t) — a(t) ()t =
0

T -
d'ou: 0 +/ (DsL[t] — q(t))¥'(t)dt = 0. Donc on a prouvé :
0

Vo € CH([T — r, T]; R™), /T (DsL[t] — q(t)d' (t)dt = 0. (6.5.11)

T—r
Alors avec le lemme 6.5.3, on obtient :
Vi e CH[T —r,T);R™) tel que (T — ) =I(T) =0,
T .5.12
[ szl at)r eyt = o (6:5.12)

T—r

Alors on peut appliquer le lemme de Dubois-Reymond & I’équation (6.5.12) et obtenir

et,Vt € [T — T] (DgL[t] q(t )) =0 h
Avec les équations (6.5.11) et (6.5.13) le théoreme est démontré. O

min {t+r,T}
Remarque 6.5.1. On peut écrire q(t) = / [(u,t — u)du, ce qui permet d’utiliser
t

seulement la représentation T au lieu de son prolongement T'L.
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