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Résumé

Dans une série chronologique {X;,¢ > 1}, une observation X; est un
record au temps j si sa valeur est supérieure a toutes les valeurs précé-
dentes, c’est-a-dire X; > max{X;j,..., X;_1}. Dans cette thése, nous consid-
érons les records supérieurs mais les records inférieurs peuvent étre définis de
maniére similaire, par exemple en multipliant les séries chronologiques par
«-1». Suivant 'augmentation de ¢, considérons la suite des valeurs de records
{R,,n > 1} et la suite des indices d’occurrence des records {L,,n > 1}. Ici
L, est I'indice d’occurrence du n‘™¢ record de valeur R, = X .

[’intérét des records augmente quand ils sont les seuls valeurs accessibles
dans une série chronologique donnée. Parce que les records font partie de la
culture populaire, ils sont généralement conservés dans des lieux facilement
accessibles, par exemple le livre « Guinness World Records » pour des événe-
ments sportifs et similaires. Les records sont également rencontrés dans la
recherche sur le climat (Wergen et Krug, 2010), en épidémiologie (Khraibani
et al., 2015) et en finance (Wergen, 2014). Dans de telles applications, les
données disponibles sont les couples {(R,, L,),n = 1,..., Ny}, ou T désigne
le temps présent et Ny est le nombre de records dans {X;,t = 1,...,T'}. Cette
information limitée, a un coit : de nombreuses questions sur le comporte-
ment de la série chronologique restent sans réponses a moins d’information
externe est disponible. Mais certaines autres questions importantes, telles
que la prédiction de la valeur de record suivant Ry,1; et son indice Ly,41,
sont accessibles.

Les propriétés stochastiques des suites de valeurs de records ont été large-
ment étudiés dans le cas ot les X; sont des variables aléatoires (va) indépen-
dantes et identiquement distribuées (7id) (Arnold et al., 1998; Nevzorov,
2001). 11 se trouve que beaucoup de ces propriétés sont universelles, ¢’est-a-
dire elles tiennent pour n’importe quelle loi de probabilité commune des X;.
Cela a permis une bonne compréhension du comportement des records. En



particulier, ils ont tendance a devenir plus séparés dans le temps quand ¢ ou
n augmente (Arnold et al., 1998 page 26). Cependant, ce n’est pas ce que
I’on observe dans de nombreux ensembles de données réelles. Par exemple,
les progrés technologiques font que les records sportifs se produisent plus
souvent que prévu par le cas iid. Ceci a conduit & ’élaboration de modéles
plus complexes pour fournir une meilleure prédiction.

Le modeéle, peut-étre le plus simple mais en tout cas le plus populaire,
pour une série de records issus d’observations indépendantes mais non iden-
tiquement distribuées est le modéle a dérive linéaire (LDM) :

Xt:Y;f+6t7

ou {Y;,t > 1} est une suite de va #id et § > 0 est un parameétre a déterminer.
Ce modele a été étudié par de nombreux auteurs (Ballerini et Resnick, 1985 ;
Borovkov, 1999 ; Franke et al., 2010) et trouvé en accord avec certains types
de données ot 'hypothése #id ne tient pas. Cependant, dans des situations
pratiques, I'utilisation du LDM nécessite la détermination de 6 et cela améne
le probléme dans le domaine des statistiques.

Il existe une similitude entre les records et le traitement de données cen-
surées en analyse de survie. En particulier, toutes les valeurs de X; entre R,
et 7,41, et au-dela de Ry, peuvent étre considérées comme des observations
censurées par le dernier record observé. Pour mettre en évidence cette simili-
tude, considérons la suite {d;,¢ > 1} des indicatrices de records : §; = 1sit se
produit dans la suite {L,,n > 1}. Il existe une relation d’équivalence entre
{6t =1,...,T} et {L,,n=1,..., Np} de sorte que {(R,, L,),n=1,..., Nr}
contient les mémes informations que {(W,;,&;),t = 1,...,T}, ou W, = X, si
0; = 1 et est censurée par le dernier record si §; = 0.

Ceci a conduit Smith (1988) & proposer 'application des méthodes basées
sur le principe du maximum de vraisemblance standard en analyse de survie a
la suite (W3, d;). Carlin et Gelfand (1993) donnent I'expression de la vraisem-
blance en termes de (R, L,). Les procédures statistiques associées exigent la
connaissance de la distribution jointe des Y;. En outre, les propriétés des es-
timateurs résultants sont largement inconnus. Feuerverger et Hall (1996) ont
suggéré l'estimation de 6 par la méthode des moindres carrés. Leur méthode,
basée uniquement sur la suite des valeurs de records {R,,,n =1,..., Nz}, est
indépendante de la distribution sous-jacente (distribution des Y;) et le com-
portement de leur estimateur peut étre approximé asymptotiquement et par
des techniques de bootstrap. Mais, la qualité de 'estimateur se dégrade avec



la diminution de 6. Cela est facile & comprendre : lorsque 6 est petit, X, a
une faible probabilité d’étre un record et dans des échantillons modérés, le
nombre de données sur lesquelles ils appliquent leur approche est probable-
ment faible. En outre, a notre connaissance, il n’y a pas de tests d’ajustement
pour le LDM.

Un autre modéle populaire est le modéle Yang-Nevzorov :

Xt ~ F(‘)pt,

ou les p; (t > 1) sont des constantes réelles > 1 et F'(+) est une fonction de ré-
partition. Ce modéle a été initialement proposé par Yang (1975) avec p, =
et généralisé par Nevzorov (1990) a des suites {p;} générales. Ce dernier
auteur a aussi beaucoup développé les propriétés stochastiques du modéle.
Ce modéle est intéressant car il a la structure d’un modéle & risque propor-
tionnel en analyse de survie, lequel a montré son utilité afin de modéliser
de nombreux jeux de données. Cependant, & notre connaissance, I'inférence
statistique pour le modéle Yang-Nevzorov a été peu développé.

Le but de ce travail est d’introduire certains estimateurs des paramétres
0 et v des modéles LDM et Yang respectivement et d’en tirer leurs propriétés
statistiques. Il est montré que le mécanisme de censure est informatif pour 6 et
~v. Cela justifie le travail sur I'utilité des estimateurs qui peuvent étre obtenus
a partir de {d;,t = 1,...,T}. Nous donnons quelques propriétés exactes et
asymptotiques de ces estimateurs. Il se trouve que dans le modéle de Yang,
le comportement des différents estimateurs est indépendant de la distribution
sous-jacente. Notons que nos estimateurs peuvent étre utilisés méme lorsque
les valeurs exactes de records sont elles-mémes indisponibles ou de mauvaise
qualité et les seules indicatrices d; sont disponibles ou fiables. En outre, il
est montré que des tests d’ajustement du modéle de Yang peuvent aussi étre
dérivés de ces §;. Ces tests ont méme des capacités diagnostiques qui peuvent,
aider a suggérer des corrections au modeéle.

Dans le Chapitre 1, nous présentons ce que sont les records et pourquoi
leur étude est d’une certaine importance en pratique. Ensuite on discute
de leur comportement dans le cas classique (iid) et on présente quelques
arguments qui renforcent 'idée que le passage au dela du contexte de records
classiques est parfois indispensable.

Dans le Chapitre 2, nous considérons le cas d’'un modéle LDM. Notre but
est de développer le comportement stochastique de ce modéle.

Nous appliquons les résultats du Chapitre 2 a 'estimation du paramétre
0 d’un modéle LDM dans le cas d’une distribution sous-jacente de Gumbel de



paramétres connus et étudions le comportement asymptotique des différents
estimateurs dans le Chapitre 3.

Le Chapitre 4 est consacré a explorer le modéle de Yang-Nevzorov et
sa relation avec le modéle LDM du Chapitre 2. De plus, nous estimons le
parameétre de puissance 7 d'un modéle de Yang-Nevzorov dans le cas d'une
distribution sous-jacente quelconque de parameétres connus.

Toujours dans le contexte d’un modéle de Yang, dans le Chapitre 5 nous
étudions le comportement stochastique du temps inter-records et nous don-
nons sa loi asymptotique, indépendamment de la loi des va sous-jacentes.
Puis, en se basant sur ces résultats, combinés aux estimateurs obtenus au
chapitre précédent, nous introduisons plusieurs tests d’adéquation d’un mod-
éle de Yang. On montre que ces tests peuvent aider a suggérer des corrections
au modéle. Enfin, nous appliquons nos résultats théoriques a des données
analysées précédemment par Yang (1975).

Dans le Chapitre 6, nous passons a l'utilisation de la totalité des don-
nées disponibles (valeurs et indices/indicatrices de records) afin de calculer,
par plusieurs méthodes, des estimateurs des paramétres des modéles LDM et
Yang-Nevzorov dans des cas ou la distribution sous-jacente n’est pas néces-
sairement Gumbel et/ou de paramétres connus. De plus, nous introduisons
des tests statistiques qui nous aident & vérifier la conformité du choix de la
distribution sous-jacente et a choisir entre un modéle LDM et de Yang.

Enfin, le Chapitre 7 présente une conclusion générale de notre travail et
quelques perspectives pour les travaux futurs.
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Chapitre 1

Les records, une introduction

On trouve des données sous forme de records dans de nombreuses disci-
plines utilisatrices de la statistique : changement climatique (Wergen et Krug,
2010) et (Wergen, 2013), risque d’émergence d’une pathologie (Khraibani
et al., 2015), finance (Wergen et al., 2011), sports (Yang, 1975), etc. L’é-
tude de records a commencé avec (Chandler, 1952) et a connu de nombreux
développements dans les travaux de Arnold, Nevzorov et leurs collaborateurs
durant les années 1980 et 1990. Les premiers résultats ont été obtenus dans
le cas dit « classique » ou les variables aléatoires (va) sont indépendantes
et identiquement distribuées (7id). Par la suite et reconnaissant que ce cas
n’ajustait pas correctement plusieurs jeux de données, les chercheurs ont
tenté d’aller au dela du contexte des records classiques et se sont penchés sur
certains cas ou les observations sont indépendantes mais pas identiquement
distribuées.

Dans ce chapitre, nous présentons d’abord ce que sont les records et
pourquoi leur étude est d’une certaine importance en pratique. Ensuite, dans
le double but de donner un apercu de ce domaine de recherche et d’intro-
duire quelques résultats théoriques utilisés par la suite, on discute de leur
comportement dans le cas classique. Le lecteur intéressé pourra consulter les
ouvrages d’Arnold et al. (1998) et de Nevzorov (2001) pour une présentation
plus compléte des principaux résultats théoriques concernant les records dans
ce cadre. On présente ensuite quelques arguments qui renforcent I'idée que le
passage au dela du contexte de records classiques est parfois indispensable.

15
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FIGURE 1.1 — Les records du gagnant de la médaille d’or en saut en hauteur
homme (Métres) aux différents jeux olympiques depuis 1896.

1.1 Définition d’un record

Simplement dit, un record est un résultat dans une chaine donnée d’événe-
ments qui dépasse tout ce qui a été rencontré auparavant. Par conséquent,
un nouveau record est toujours quelque chose de remarquable et qui at-
tire 'attention, indépendamment de fait que le record est associé ou non
a une bonne nouvelle. Un exemple prototype apparait a la Figure 1.1 qui
présente les records olympiques du saut en hauteur homme (Métres) (pour
une référence voir le site internet : http://www.olympic.org). Dans cette
figure, et en fonction des années des différents jeux olympiques, chaque point
noir présente la hauteur du saut de 'athléte qui a remporté la médaille d’or
aux jeux olympiques en battant le record existant. Ces valeurs de records
sont notées par la suite I,. La série de points représente évidemment une
tendance strictement croissante.

Les records font partie de la culture populaire et le livre Guinness de
records répertorie de nombreuses séries de records observées au fil des années
dans la plupart des champs de I'activité humaine. Il est amusant de signaler
que ce livre détient lui-méme le record du livre le plus vendu au monde. Sur
le plan statistique, et le livre Guinness en témoigne, les records sont souvent
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beaucoup plus facilement accessibles que les données & partir desquelles ils
sont construits. Par exemple, la Figure 1.2, obtenue aprés un peu plus de
recherche que la précédente, donne les hauteurs du saut maximal des athlétes
qui ont obtenu la médaille d’or aux différents jeux olympiques : les points
noirs correspondent aux records de la figure précédente et les points rouges
sont les sauts de ceux qui n’ont pas battu le record existant. Ces valeurs
(rouges et noires) sont notées par la suite X;.

On peut déja sentir que les records sont conceptuellement proches des
valeurs extrémes ; il n’est donc pas surprenant que plusieurs structures appa-
raissant dans la théorie des valeurs extrémes se retrouvent également dans la
théorie de records. Cette impression est renforcée en notant que les valeurs
de chacun des points rouges ou noirs sont elles-mémes les maximums des
meilleurs essais de tous les participants a un certain jeu olympique, que I'on
a représentés par les points en bleus dans la Figure 1.3. Déja, I'obtention de
ces points bleus est une entreprise beaucoup plus compliquée. En outre, les
participants qui ont donné ces points bleus sont eux-mémes « générateurs
de valeurs extrémes » car un pays n’envoie aux olympiques que ses meilleurs
athlétes. Les hauteurs de leurs sauts sont a leur tour des valeurs extrémes
parmi ceux des autres athlétes d’'un méme pays, au fil des différentes com-
pétitions qui ont eu lieu pour la sélection finale. Ainsi on peut déplorer que la
simple observation de records corresponde a une immense quantité de don-
nées perdue dont la partie émergente est la série des R,, mais Pentiéreté
de ces données est extrémement difficile a observer. C’est pour cette rai-
son que dans de nombreuses situations, la série de records est tout ce dont
dispose le statisticien pour étudier le phénoméne qui l'intéresse et apporter
des réponses aux questions qui lui sont posées (e.g. quelle hauteur maximale
peut-on atteindre avec la technologie existante et en quelle année cette hau-
teur maximale est atteinte). Enfin, comme la théorie de records est I’étude
des valeurs extrémes de valeurs extrémes, il n’est pas déraisonnable de voir
les records comme un filtre sur une série chronologique de données suivant
la loi de Gumbel, Weibull ou Fréchet qui sont les 3 lois possibles de valeurs
extrémes d’un grand nombre de données.

Signalons que récemment la théorie de records se diversifie dans plusieurs
sens et selon différentes pistes de recherche : par exemple Nevzorov et Stepanov
(2014) l'utilisent pour créer un test détectant les valeurs aberrantes dans un
jeu de données.



CHAPITRE 1. LES RECORDS, UNE INTRODUCTION
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FIGURE 1.2 — Hauteurs du saut maximal des athlétes qui ont obtenu la

médaille d’or aux différents jeux olympiques depuis 1896.
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FIGURE 1.3 — Hauteurs du saut maximal des athlétes qui ont obtenu la

médaille d’or aux différents jeux olympiques depuis 1896.
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1.2 Contexte général et notations

Dans la suite de ce travail, (2, F,[P) est un espace probabilisé et X
une variable aléatoire réelle définie sur € de fonction de répartition F ()
parfois notée F'(-) quand il n’y a pas de risque de confusion et de den-
site fx (-) (= f(-)) par rapport & la mesure de Lebesgue. On suppose que
(Q, F,P) est suffisamment riche pour supporter une suite infinie {X;, ¢t > 1}
de copies indépendantes de X ; elles sont donc des va 4id. Une observation
X, est appelé un « Record » si sa valeur est supérieure a celle de toutes les
observations I'ayant précédées :

Xt > maX{Xl, . 7Xt71}7

et dans ce cas, on la note R,. Notons que R; = X; , que l'on appelle le
record trivial. Notons aussi qu’on consideére ici des records supérieurs. On
pourrait aussi considérer des records inférieurs, ou X; est appelée un record
si Xy < min{Xy,..., X, 1}. Dans la mesure ol pour se ramener a I'un ou
Pautre cas il suffit de multiplier les va par « —1 », il n’y a pas de perte de
généralité & considérer les records supérieurs. C’est ce que nous ferons dans
la suite de ce travail.
On définit aussi J; I'indicatrice d'un record (avec 6, = 1) :

. )
0 sinon

5 {1 si Xy > max(Xy,..., Xy 1)
t pr—
et L, l'indice du n**™¢ record :

Ly = 1,

L, = inf {t > L1 Xy > XLnﬂ} .

Avec ces notations, R, = X, . Enfin, soit Ny le nombre total de records
parmi Xy,..., Xy ou T désigne le temps présent; on pose N; = 1 et par la
suite :

T
Np = Z 5.
t=1

Dans la suite, on suppose disposer des données dans les suites {R,,n > 1}
et {L,,n > 1} et/ou {0;,t > 1}. La suite { Ny, T > 1} se calcule a partir de
I'une ou 'autre de ces deux derniéres suites.
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Le résultat suivant montre que pour un 7' fixe, I'information contenue
dans {L,,1 <n < Np} est équivalente a celle dans {0;,1 <1< T}.

Proposition 1.1. Pour un T fize et un nombre de records Ny = m donné,

a partir de la suite des indices de records {L,,1 < n < m} on peut déterminer

la configuration compléte de la suite des indicatrices de records {0;,1 <t < T},
et réciproquement.

Démonstration. (=) Si{Ly =1, =1,Ly=1y,..., Ly, =1}, c’est donc que
{51 :5l1 — 1’62:0’---,61271 :O,5l2 — 1’5l2+1 :O’...’
6lm—1 = 075lm = 176lm+1 = 0,...,57’ = 0}

(«<=) Réciproquement, si
{61=0,=1,00=0,...,0,,1=0,0, =1,0,,41 =0,...,
5lm71 = Oyélm - 175lm+1 = 07'-'76T - O}a

alors les indices t des §; = 1 sont les valeurs des indices de records {L; =l1=1,
Lo—ly,...;Lyy =1} O

Signalons aussi que dans certaines applications, il est commode de tra-
vailler avec les records a battre a 'instant ¢

W, = Record a battre a l'instant t,
= max(Xy,...,X}).

Ainsi, pour 'analyse statistique et probabiliste de records, on suppose qu’il
est donné d’observer la suite de couples {(R,,, L,);n =1, ..., Nr} ou, de facon
équivalente, la suite {(W;,6;),1 <t <T}.

De toute fagon, a cause de cette information restreinte extraite unique-
ment des couples {(R,,, L,,);n =1,..., Np} ou {(W,0;),1 <t < T}, de nom-
breuses questions sur le comportement de la série chronologique des X,
doivent rester sans réponses e.g. P[X,1; < x| X; = y|. Cependant, certaines
questions importantes, telles que la prédiction de la valeur et de I'instant du
prochain record, Ry, 11 et Ly, 41, sont accessibles.

Enfin, profitons de 'occasion pour signaler la similitude entre les records
et le traitement de données censurées en analyse de survie. En particulier,
toutes les valeurs de X; entre R, et R, peuvent étre considérées comme
des observations censurées par R,. En outre, on remarque dans les chapitres
suivants, que ce mécanisme de censure peut contenir des informations sur
les paramétres inconnus d’un modéle de records, information qui est donc
exploitable.
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1.3 Cas 22d

Les propriétés stochastiques des séries de records ont été largement étudiés
dans le cas ot les X sont indépendantes et identiquement distribuées (Arnold
et al., 1998 ; Nevzorov, 2001). Il se trouve que beaucoup de ces propriétés sont
universelles, c’est-a-dire elles tiennent pour une distribution quelconque de
X;. Cela a permis un progrés dans la compréhension globale du comporte-
ment stochastique de records.

Considérons le cas ou les X; sont iid de densité f(-) et de fonction de
répartition F' (). Nous présentons un certain nombre de résultats connus afin
de donner un apercu de quelques faits importants en théorie de records. On
note P [0, = 1] par P;, le taux de record a I'instant ¢. C’est la probabilité que
la ™ observation, X, soit un record.

Théoréme 1.2. (Nevzorov, 2001 ; page 58), Pour tout T > 1, les va dy,...,0r
et My = max (X1,..., Xr) sont mutuellement indépendantes avec

1
0; «~ Bernoulli (;) ,

de sorte que :

Démonstration.

IP)[(St = 1] = P[maX{Xl,...,Xt_l} < Xt],

Les va §; prennent seulement deux valeurs. Ainsi, pour montrer I'indépen-
dance il suffit de prouver, Nevzorov (2001), que pour tout z; T'=1,2,3,...;
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NT:1,...,T6t

Li=lL=1<Ly=13<... <Ly, =ln, <T, indices de records,

on a :

P[5l1:1,...,5l

Nt

=1, My <z] P[5, = 1]x...xP [%T - 1}><IP[MT<x],

avec P [0;, = 1] = 1 (car la premiére observation est toujours un record, c’est
le record trivial). Considérons les cas o Ny =2 et Np =3 :

Pour Np =2

]P[(Sll = 1,512 :1,MT<I] =

Pour Ny = 3 :

]P[(Sll = 1,512 = 1,513 =1, Mr< IE]

Pmax (Xi,...,X,-1) < X}, < ;

max (Xp,41,...,X7) < 2],
(F (2))"" / (Fy ()" dFx (),
FI(z)

12 '

1 x éE x F¥(z),
2
]P)[(Sll :1] XP[512 :1] X]P)[MT<.7}}.

= Pmax(Xy,...,X,1) < X}, <=
max (XIQ, .. Xl3 1) < Xlg < x;

max (Xl3+1,-- , X7) <x]

— (Fy (@) 13/ / )yt
x (Fyx (v)?* ™27 dF (v) dF (u),
I (x)

loly '

= 1><l><l><FT( ),
lo I3
= P[dll—l]XP[(Sh:l]XP[(sls:l]

XP[MT < JJ} .
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Le cas Ny > 3 se prouve de fagon analogue. ]

Théoréme 1.3. Arnold et al. (1998), La suite {R,,n > 1} des valeurs de
records forme une chaine de Markov de probabilité de transition :

f(ra)

FRulR, y (TnlTn1) = 1—F(rn)

et d’espace d’état E ={Ry = X1 =1 <Ry=ry<---<R,=1,<--}.

Théoréme 1.4. Shorrock (1972), La distribution exacte de Nr est donnée
par :

S(T,m
P[NTZW]:%J)SWST;
ot S (T, m) est le nombre de Stirling de premiére espéce (voir Charalambides

et Singh (1988)), définie par :

T— T

(s —t) = ZS(T,m)sm.

m=0

=

L=

Remarque 1.5. En écrivant Np = d; + - - - + o nous obtenons l'espérance et
la variance de Ny :

E(V) = Yo7

ot w est la constante d’Euler-Mascheroni : @w = lim (Z;‘le +—1In (T)) o~

T—00
0.57722. Et

- £ 0-Y)
1
t
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Proposition 1.6. Arnold et al. (1998), La distribution jointe des indices de
records est :

P[Ll:17L2:l27~--7LNT:lNT] — P[51:1,52:O,...,5l2,1207
5l2:1,...,5lNT:1},
= [P’[élzl]xp[5220]x

XIP)|:51N :1],

T

ey ]_X 1_1 X"'XL,
2 In,

B SRR 1

-1 Ing =1 Iny

1.4 Cas non 22d

Arnold et al.(1998, page 26) montrent que, dans le cas iid, lorsque n
augmente, les records ont tendance & devenir plus espacés dans le temps.
Cependant, dans de nombreux jeux de données réelles, ce phénoméne ne se
produit pas et les raisons pour cela sont nombreuses. Par exemple, les pro-
grés technologiques peuvent rendre 'apparition de records plus fréquente que
prévue par le modéle 7id. De plus, I'intérét pour une activité sportive ou les
records sont imbattables diminue autant chez les spectateurs et les praticiens.
Ceci a conduit a I’élaboration de modéles plus complets qui peuvent fournir
une meilleure prédiction.

La Figure 1.4 présente les records olympiques du saut en hauteur homme
(Métres) contre les records extraits d’une série chronologique de variables
aléatoires iid. De cette figure, on remarque qu’il n’est pas ici raisonnable
de considérer le modéle #d, car le nombre de records croit rapidement. De
plus, dans le cas #id les records se concentrent parmi les premiéres observa-
tions. Ceci montre l'intérét de modéles qui dépassent ’hypotheése #id. Dans le
Chapitre 2, nous présentons plusieurs autres arguments qui renforcent 1'idée
que le passage au dela d'un modéle #id est parfois indispensable.

Les modéles de records les plus populaires au-dela du cas #id sont :

1. Le modéle a dérive linéaire (LDM).

2. Le modéle de Yang-Nevzorov (Modéle F?).
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Dans ces deux modéles, les X; sont indépendantes mais pas identiquement
distribuées.

® Valeurs des Records Olympiques

3 — B Valeurs des Records cas i.i.d.
E ™ . L
3
¥ oo s e
8 o = - *
b 2 .
3 o | . *
g e .ot

L]
@ | .
T T T T T
1900 1920 1940 1960 1980 2000

Années des observations

FIGURE 1.4 — Records olympiques du saut en hauteur homme (Métres) vs
Records cas iid.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné une définition simple d’un record et
nous avons fait une revue de quelques résultats de la théorie de records dans
le cas ou les variables aléatoires X; sont indépendantes et identiquement dis-
tribuées. Dans le chapitre suivant, nous considérons le cas d’'un modéle LDM.
Notre but est de développer le comportement stochastique de ce modéle.






Chapitre 2

Modeéle LDM : Quelques résultats
sur le comportement stochastique

Le modéle, peut-étre le plus simple mais en tout cas le plus populaire,
pour une série de records issus d’observations indépendantes mais non iden-
tiquement distribuées est le modéle a dérive linéaire (LDM) introduit par
Ballerini et Resnick (1985). Dans ce chapitre nous développons le comporte-
ment stochastique d’'un modéle LDM et nous présentons certaines propriétés
des indicatrices de records {d;,1 <t < T} ou T désigne le temps présent.
De plus, en se basant sur ces derniers nous déterminons la distribution du
nombre de records Ny et celle des indices de records {L,,n > 1}.

Dans un modéle LDM, la t*™¢ observation de la série chronologique est
de la forme :

X, =Y, +0xt, (2.0.1)

ou 0 est une constante strictement positive appelée « drift » , 1 <t < T
et {Y;, 1<t<T?} est une suite de variables aléatoires iid de fonction de ré-
partition F' (). Ainsi, les va {X;,1 <t < T} sont indépendantes mais non
identiquement distribuées de fonctions de répartition {F;(-),1 <t <T} et
de densités {f; (), 1 <t < T} ou

fi(z) = fx—0xt),
Fi(z) = Fzx—0xt).

27



CHAPITRE 2. MODELE LDM 28

Avec ce modéle, le taux de record est :

P(0) = / fi (z) <HFk (m)) dz

_ /f (HF y+9><k)) dy.

2.1 Résultats préliminaires

Dans le cadre d’'un modéle LDM, Ballerini et Resnick (1985) montrent
que pour un # > 0 et si E(Y}) < oo (y; = max(0,y)), on peut définir un
taux de record asymptotique :

P(0) = lim P, (0).
t—o00
Cette quantité limite P () doit, en général, étre évaluée numériquement,
mais une expression explicite est disponible dans certains cas.

Exemple 2.1. Siles Y, suivent une loi de Gumbel de paramétres connus, que
sans perte de généralité et afin de simplifier la présentation nous prendrons
comme étant g = 0 (paramétre de position) et § = 1 (paramétre d’échelle),
notée G (0, 1) de sorte que F'(y) = exp (—exp (—y)), on a alors la relation :

F(y4+a) = exp (—e_y_“) ,

= exp(—e*y)e ,

Donc,
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1

P (0) = / uZi1 ™ du, avee 7 = e,

0
1

t—1 K’

k=0T
1—e?
1 —e 0t

Alinsi,

lim P, (f) = P(H)=1-e".
t—o00

Remarque 2.2. Nous verrons au Chapitre 6 que si les Y; suivent une loi

de Gumbel de paramétres inconnus, notée G (u, 3), alors le taux de record

dépendra uniquement du drift 6 et du paramétre d’échelle 3 et aura comme
7]

expression P, = 176*5{ Ainsi les paramétres @ et [ ne sont pas identifiables.

1—e B
Il est donc raisonnable de considérer le cas f = 1 pour simplifier. D’autre
part, 'importance de considérer le cas ou la distribution sous-jacente suit la

loi de Gumbel vient du fait que :

1. Dans un modéle LDM, Borovkov (1999) montre que la distribution
G (1, B) est I'unique loi caractérisée par 'indépendance des 0;.

2. Gumbel est le domaine d’attraction de nombreuses densités populaires
(Normale, Exponentielle, ...).

Théoréme 2.3. (Ballerini et Resnick(1985-1987)) Dans le contexte d’un
modeéle LDM, si F () est continue, 8 > 0, et E[Y,] < oo alors

E {%} — P(0),
et

N
7T — P (0), presque sirement.

De plus, si E [Y+]2 < 00, il existe un 0 < 02 < oo tel que
N
VT <? —P(e)) N (0,07).

Dans le cas d'une distribution sous-jacente de loi de Gumbel, o* = P (0) —
P2(0) (voir aussi le Chapitre 3).
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2.2 Distribution de Ny

Le nombre de records Nr est lié aux indicatrices de records par la relation :

T
Nr =Y 6, (2.2.1)
t=1

avec 0; 'indicatrice de record dont on rappelle la définition :

5 {1 si Xy > max(Xy,..., Xy 1)
t pr—

0 sinon

Proposition 2.4. Si dans le modéle LDM, les va {Y;,t > 1} suivent la loi
G (0,1), alors Nt a pour fonction de masse :

exp (=T70)S (T,m | @ (0))

Py [Ny =m] = , (2.2.2)
1w (0
ot le vecteur i (0) = (ug (0),...,ur (0)) est défini par
—0 1 — —t0
u (0) = i Gl , avecug (0) =0, (2.2.3)

(1—e™?)
et S(T,m |1 (0)) est la généralisation du nombre de Stirling de 1°" espéce,

définie par la comparaison des deux polyndmes suivants :

T T

(s+u(0) =>_ S(T,m | (0))s™ (2.2.4)

m=0

|
—

t

Il
o

Démonstration. Borovkov (1999) montre que dans un modéle LDM, la dis-
tribution de Gumbel est 'unique loi caractérisée par 'indépendance des in-
dicatrices de records. Ainsi, la fonction génératrice de Ny est :

Gny (s) = E(s'7),

= []Gs (). (2.2.5)
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D’aprés exemple 2.1, le taux de record P[§; = 1], pour une distribution de
G (0,1), est donné par :

1—e*
Cl—et®’

P (9) (2.2.6)

de sorte que,

Gs, (s) = E (sét) ,
= P[5, = 0] + sP[5, = 1],
= (1-F(0) +sP(0),

1—e? [1—et
1_6w{1_69—1+%. (2.2.7)

En remplagant (2.2.7) dans (2.2.5) on obtient :

T T
1 — 6—0 6—9 _ e—t@
GNT(S> = (Hl_e_t9>H<3+ 1_6_9 )7
T T-1
1 — et o0 _ o—(t+1)0
- (Hl_e—t6>H<S+ 1 _ o0 >’

T—1 (S . o—? (1 _ et@)) |
1—e?
t=0

Gy (5) = (Hf_‘—) T+ e 6)).

Or, Py [Ny = 0] = 0 de sorte que

GNT (S) = Z Pg [NT = m] s™. (229)

m>1
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Par comparaison de (2.2.8) et (2.2.9) :

T
1—
Py [Np=m] = S(T,m|u(0 Hl o—10’
=1
T
= S(T,m|u(0 ,
RO B

S(T,m|u(h))e _Te.
Ht 1 ue (6)

]

Remarque 2.5. Pour calculer explicitement le nombre de Stirling général-
isé de premiére espéce, on peut utiliser la formule de récurrence suivante,
(Khraibani (2008), page 51) :

ST+1m|ua@)=S(T,m—1]4d(0))+urS(T,m|u(0)),

pourT’>1et0<m<T.

2.3 Moments de Ny

Depuis (2.2.1) on a :
T
EN = 3
t=1
T
2.7
1
et dans le cas de la distribution G (0, 1),
1—e
Z =l
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FIGURE 2.1 Espérance de Np dans le cas de la loi de Gumbel : cas id vs
modéle LDM.

Utilisant I'indépendance des indicatrices de records pour la loi de Gumbel,
nous calculons I'expression de la variance de Ny :

T /1 _e=0\2
V [N7] = E[Ng] — Z (1_—6_t9) .
t=1

La Figure 2.1, montre que la moyenne du nombre de records est plus
grande dans le cas du LDM (ici avec une distribution sous-jacente G (0, 1)
et un drift § = 0.1) que dans le cas iid et la différence augmente avec 7. La
Figure 2.2, compare la fonction de masse de Ny dans le cas LDM, calculée
suivant (2.2.2) (distribution sous-jacente G (0, 1) et différentes valeurs de 6)
avec le cas 7id. On remarque que dans le cas LDM le mode de la distribution
est toujours plus grand que celui du cas iid et la différence augmente de
concert avec le drift 4. De plus, la queue de droite de la fonction de masse de
Nrp est toujours plus épaisse dans le cas LDM.

Ceci montre, comme on l'a pressenti au Chapitre 1, que le passage du
cas 4d a un modéle LDM est une facon d’obtenir une souplesse accrue pour
ajuster correctement une série de données de records.
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FIGURE 2.2 Fonction de masse de Ny dans un modéle 7id et dans un modéle
LDM. Cas de la loi de Gumbel.

2.4 Valeurs et indices de records

On rappelle que les suites {R,, : n > 1} et {L,, : n > 1} représentent re-
spectivement les valeurs et les indices de records. Plus précisément, dans un
modéle LDM avec un drift 6 :

L; = 1(Record trivial).

L, = inf {t > L1 Xy > XLn71}7
= inf{t>L,1: Y, +0t>Y, , +6L, 1},
= inf{t>L,1:Y,>Y,, ,+0(Lo1—1)},

et
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Remarque 2.6. Si une observation Y; est un record dans la suite {Y;, ¢ > 1},
alors la valeur correspondante a cette observation dans le modéle LDM, X; =
Y; + 0t est aussi un record dans la suite {X;,¢ > 1}. Mais, la réciproque n’est
pas vraie.

De cette remarque on peut tirer le corollaire suivant :

Corollaire 2.7. Dans un modeéle LDM et pour une distribution sous-jacente
quelconque on a les inégalités suivantes

0=0
L’)'L S Ln Y

et

NT Z Nje“zoa

ot LI=0 et NE=0 désignent respectivement l'indice du n*™¢ record et le nombre

de records dans la suite {Y;,1 <t <T}.

Remarque 2.8. Ceci montre le fait évoqué dans la Figure 2.1. Par contre, les
deux quantités R, (cas LDM) et R, (cas iid) ne sont pas aussi facilement
comparable.

2.5 Distribution des L,

Considérons la suite des indices de records L1 =1 < Ly < ... < L,,, pour
un nombre de records Ny = m donné dans la suite {X;, 1 <t < T'}.

Dans la suite, on considére que les valeurs o, . . ., [,, des indices de records
sont des entiers telles que 1 <y < ... < [,,. Pour alléger les expressions, on
escamote le fait que si les [; ne sont pas des entiers satisfaisant les contraintes
alors les probabilités qu’on rencontre sont nulles.

Proposition 2.9. Dans un modéle LDM, si les va {Y;,t > 1} suivent la loi
G (0,1), alors la distribution jointe des indices de records est :

exp (= (ln —m) ) ﬁ( 1 - exp (=6) )

PlLi=1,Ly=1s,...,Ly =1lp] =
Lr=1Ly =1y, ] L—exp(—lnd) L \T—exp (= (I, —1)0)
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Démonstration. L'indépendance des 9, dans le cas de la loi de Gumbel im-
plique que :

PlLi=1,Ls=1lo....Lon=1pn] = Pl1=1,0=0,....0, =1,...,
5lm—1 :Oyélm - ]-]a

1 —exp(—0) 1 —exp(—0)
PILy =1Ly =lg .. Ly =1 = 1x(1———PEON (2Pl
Ly Lo =tz ] . ( lexp(29)> x ” <1exp(129) %

o (1 1 —exp(—0) " 1 —exp(—0)
(1 1—exp(—(lm—1)9)> (1 —exp(—lm9)>’
= (1—exp(—0))"exp(— (I, —m)0)

1 " 1
Xm [H <1—eXp(— (ln_1)0)>:| ’

n=2

exp (= (Ln —m) 0) 17 1 —exp (—0)
- 1 —exp (=lmb) H <1—eXp(— (In—1) 9)) ‘

]

n=2

Corollaire 2.10. Dans un modéle LDM, si les va {Y;,t > 1} suivent la loi
G (0,1), alors la distribution marginale d’un indice de records est :

o l—exp(—0) exp(—(l,—1)0) S, —1,n—1]7(0))
= e 1) I (9 '

(2.5.1)

Démonstration.

PlL,=l] = PN, =nN,1=n—1],
= ]P’[(Slnzl,]\/ln,lzn—l].

Dans le cas de la loi de Gumbel les événements {9, = 1} et {N;, 1 =n — 1}
sont indépendants, de sorte qu’en utilisant la Proposition 2.4 on obtient
(2.5.1). ]

Proposition 2.11. Dans un modéle LDM, si les va {Y;,t > 1} suivent la
loi G(0,1), la suite des indices de records {L,,n > 1} forme une chaine de
Markov de probabilité de transition :
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P [Ln=tn/L, 1 =ty_1] = (1 —exp(—=0)) (1 —exp(=0l,—1))exp (= (I, = ln—1 — 1) 0)
(1 —exp (— (I, — 1)0)) (1 — exp (—01,)) ’

et d’espace d'état E={L1=1<Ly=1la<---<L,=1,<---}.

Démonstration. Considérons la probabilité :

P[Ln:lnaLn—l:ln—17"'7L22127L1:1]
P[Lp1=1lp1,...,La =1lz,L1 = 1] ’
xp(—(lp—n)0 1—exp(—6
exp(—( n))H;}ZQ( exp(—0) )

P [Ln=ln/Ly1=lp—1,....La=lz,L1=1]

1—exp(—1,0) 1—exp(—(l;—1)0)

exp(—(ln—1—(n—1))8) yyn—1 1—exp(—6) ’
1_eXP(1—ln719) Hj=2 (1—eXp(—(l]'—1)9))

(1= exp (~0)) (1 = exp (~1u 1))
(1= o (—(l—1)0))

L OXP (—=(lp=1lp—1—1)0)
(1 —exp(—1,0))

P [L":ln/Lnflzlnfl] = P [6ln_1+1 - 07 5ln_1+2 = 07 . 76ln—1 - 07 6ln = 1] 9
_ <1_ 1 —exp(—0) )x
1 —exp (= (ln-1+1)0)

1 —exp(—0) 1 —exp(—0)
) (1 1—exp<—<zn—1>e>) : (1—exp<—zne>>’
(1= exp (=6)) (1 exp (~lns®))
(1 —exp(=(ln—1)0))
 EXP (=l =lh—1—1)0)
(1—exp(=l,0))
Par suite, P[Ln=ln/L, =1, 1,..Lo=ls,l1=1] = P [En=ln/L, =i, ,]. Donc, toute

I'information utile pour la prédiction du futur est contenue dans I’état présent
du processus {L,,n > 1}. O







Chapitre 3

Modeéle LDM : Estimation du
parameétre 6 de dérive

Dans ce chapitre, notre but est d’estimer le paramétre de dérive 6, qu’on
appelle aussi le « drift », d’un modeéle LDM dans le cas d’une distribution
sous-jacente de Gumbel de paramétres connus. Sans perte de généralité et
afin de simplifier la présentation nous prendrons p = 0 (paramétre de posi-
tion) et 8 =1 (parameétre d’échelle), notée G (0,1). Nous utilisons plusieurs
méthodes d’estimation, principalement : la méthode des moments et celle du
maximum de vraisemblance. Nos méthodes d’estimation ponctuelle et par
intervalle de confiance sont basées sur les distributions de probabilité du
nombre Np, des indicatrices d; et des indices L,, de records. Nous étudions le
comportement asymptotique des différents estimateurs. Puis, nous validons
ces résultats théoriques par des simulations numériques sous R en comparant
la qualité de chaque estimateur selon plusieurs critéres : le biais, I’écart-type
et la probabilité de couverture de I'intervalle de confiance qui en découle.

3.1 En utilisant N7 : Estimation par maximum
de vraisemblance (EMV)

Nous estimons ponctuellement et par intervalle de confiance le drift 6 d’un
modéle LDM dans le cas d'une distribution sous-jacente de loi G (0,1), en se
basant sur le principe du maximum de vraisemblance (EMV) et en utilisant
la distribution de probabilité du nombre de records Np. Nous supposons que
la longueur 7" de la série temporelles est fixée.

39
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31 4 [ 5 [...] 9 [10]
~0]0.256]0489 | ... 2184 | o0 |

2
~0|~0

TABLE 3.1 Valeurs de él pour toutes les valeurs du Np, quand T' = 10

Ayant observé Ny = m, notre premier travail consiste a trouver él qui
maximise par rapport a € la fonction de masse de Ny donnée en (2.2.2) et
que 'on rappelle ici :

_ exp (=T0) S (T,m | @(0))
Hf:l u (6)

A titre d’exemple, appliquons cette méthode d’estimation & un modéle
LDM ou T" = 10. Pour chaque valeur possible de m allant de 1 & 7T, on
calcule numeériquement le § qui maximise la fonction de masse (3.1.1) de Ny.
Ceci donne la Table 3.1 suivante qui donne la valeur de él, pour chaque valeur
m possible.

Cette table montre qu’on ne peut pas dire grand chose sur le comporte-
ment de cet estimateur. En effet, pour certaines valeurs de m, él = 00. Donc,
on ne peut méme pas calculer les moments de I'estimateur.

Mais, en adaptant un théoréme bien connu (voir Plackett (1974), page
41), on peut néanmoins obtenir un intervalle de confiance de niveau exact
pour la valeur 6 du drift.

Py [Ny = m] (3.1.1)

Théoréme 3.1. Ayant observé Ny = m, un intervalle de confiance (0., 0y)
de niveau 1—a pour le parameétre 0 d’un modéle LDM est obtenu en résolvant :

«
Py, [Nr <m] = 3, (3.1.2)

et

Py, [Ny > m] = % (3.1.3)

A titre d’exemple de 'application du Théoréme 3.1, considérons un mod-

éle LDM avec T = 100, o = 5% et supposons qu’on a observé m = 44. L’ap-
plication de (3.1.2) et (3.1.3) donne les valeurs : 0, = 0.398 et 6,, = 0.766.

Notons qu’en principe on peut faire ce travail a priori pour toutes les valeurs
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de T, a et m et créer une table & trois entrées (ou un programme informa-
tique) a laquelle on peut se référer en toutes circonstances. Mais comme la
fonction de masse (3.1.1) de Ny est compliquée & manipuler, nous n’irons
donc pas plus loin dans I’étude du comportement de cet estimateur.

3.2 Emn utilisant Ny : Estimation par une vari-
ante simple de la méthode des moments

Ici notre but est d’obtenir un estimateur ponctuel du drift # en appliquant
une variante de la méthode des moments a la distribution du nombre de
records Nr. On espére pouvoir étudier plus finement cet estimateur que ce
qui avait été possible de faire avec I'estimateur du maximum de vraisemblance
de la section précédente. On rappelle que :

T
Nr=> &,
t=1

ou les §; sont indépendants et de loi Bernoulli (P, (6)).
Ballerini et Resnick (1985), montrent que le taux de record asymptotique
existe :

lim P, (0) = P(0),

t—o00

Par ailleurs, d’aprés le Théoréeme 2.3,

E{%} P,

T

et
N-
?T — P (9) presque stirement.

Ainsi, on peut définir un deuxiéme estimateur 65 du drift par I’expression :

A N,
by = P_1<TT)7
Nr
— —log(1-2T)).
o (1-7)
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Cette méthode d’estimation est basée sur le fait que le moment E [%} est ap-

proximé par le taux de record asymptotique P (6) afin de rendre 0y plus facile
a obtenir (car le calcul direct de la fonction réciproque de E [%} est plus
compliqué). Ce qui fait qu’on peut voir cette méthode d’estimation comme
une variante de la méthode des moments. Une version plus complexe de cet

estimateur est présentée a la Section 3.2.2.

3.2.1 Loi de 6,

Supposons que la suite {Y;,¢ > 1} est étendue a une suite doublement
infinie {Y;, —0o < t < +00}. Nous pouvons définir pour —oo <t < 400 :

M,y = max (Y,_; —0i).
1<i<o0
. {1 siY, > M,
oy = ] )
0 sinon
et
T
Ny =Y 6
=1
Or,
(5: = 1 }/t > Mt—17
Y; > max (Y;_; — 6i),
1<i<oo

(X —0t) > 1211'2}50 (X — 0 (t —1) — 06i),
X; > max (X;),

1<i<o0o
X; est un record dans la suite doublement infinie

{X},—00 <t < +o0}.

rrteae

De plus, définissons :
r, = ]E(d;‘éf+h) ,avec —oo < t < +ooeth =0,

= P |X; > maxXy et Xy > max X,
k<t k<t+h
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= /R(ft(x) (kﬁka(x)>x(A+“ (th (iﬁllpk )) ))dx,
/R(f (z — 6t) (H Fa:—@k:)

k=—o00

x(/f(f( pie ) ((ﬁFek)) ))

Posons,

Gh(z) = ﬁF(x—i—Qk,’),

et
Goo (1) =[] F (x + 0k). (3.2.1)

k=1
L’existence de la limite (3.2.1) est assurée par Ballerini et Resnick (1985).
En effectuant le changement de variable, w = z — 6 (¢t + h), on obtient :

r, = /( f(z—6t) (HF:x—&k)

k=—o00

(t+h)—1
(/ ( ( H Fw+6(t+h-— k))))dw))dw,
z—0(t+h) ket+1
f(z—6t) <H F( m—&k)

(i
r-n( i )

Il
_—

/;:Hh) ( (ﬁ F(w+ 9k)>) dw)) dz,
. ( / +wt+h) )dw)) da.

I
—
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En effectuant un deuxiéme changement de variable, y = x — 0t, on obtient :

rh = /R<f+oo <J‘[®OF y+0(t—kz))>
([
_ /R<f+oo (HF y+0k:>
([ )

- [ (rwe- <y>( th(w)Gh(w)dw))dy. (322)

Comme on a supposé que les Y; sont de loi G (0,1), et en posant 7 = e ? on

a .

h—1

Gu(w) = J[F(w+0k),

De méme,

= F(y)T. (3.2.3)

Par suite

/wf<w>Gh<w>dw = [ ) F )= au,

—0h y—bh
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Th

/

+o00 1 b1
f(w) G (w)dw = / usk ™ du,

—on F(y—6h)
1— F(y)>="
= A1 )
D ko T
1—7

- _<1—F(y)<5—h1>ih>. (3.2.4)

1—7 h+17’+1
1Td 1—nrh

[rwre=a- [ 1orm T

e [,

1—7

1_Th[(1—7')—(1—7')7'h},

(1_T>27

P2 (6)

Maintenant on revisite le Théoréme 2.3 du Chapitre précédent afin de préciser
la valeur exacte de o2 :

Théoréme 3.2. Ballerini et Resnick (1985, 1987), Si F'(-) est continue, 6 >
0 et E[Y,]’ < oo (y; = max(0,y)) :

avec

ﬁ(%—zﬂ(e)) — N (0,0%),

o> = P@O)-P*(0)+2>  (r—P*(0)).

En appliquant ce théoréme a notre cas ou F' = G (0,1), on trouve

o’ =P (0) - P*(0).
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Or on a définit §, = P! (). En utilisant la méthode delta, (Oehlert, 1992)
on trouve que :

7

N (P1 (%) — PP (9))) —55 N (0,A(0)),

2
ott —=5 dénote la convergence en loi et \ (0) = o2 {W ] = <1759—9>_
0 lo=p(6)

Par suite,
\/T(éz —9> LS N(0,0(0)),
Ainsi

Y0 L5 N(0,1). (3.2.5)

Pour un niveau de confiance asymptotique 1 — «, on peut alors obtenir un
intervalle de confiance pour € en s’appuyant sur le fait que pour tout 6 > 0 :

2 (0) 2 (0)
VT VT

oll 21_a/, = quantile d’ordre 1 — /2 d'une N (0, 1). Or dans cette expression
0 est inconnu et (3.2.6) est inutilisable. Cependant, d’aprés Slutsky (1925),
on a aussi pour tout 6 > 0 :

Py |02 — JT Zka/zﬁeﬁéz—f— JT

]Pg [éQ - Zlfoz/Q S 0 S éQ + —> 1 - OZ, (326)

Zlfa/Q — 1 — Q.

Ainsi, un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1— « pour 6 et basé
sur Np est donné par :

/A éz \/A éz
0}%) ) #ZH/Q . (3.2.7)

zl—a/27 02 +
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3.2.2 #, amélioré

Dans le contexte de la Section 3.2, nous cherchons & améliorer la qualité
de #,. Notons que :

E{%] _ %ET:]E[&],
_ —Z 1—6_9t7

[estimateur de la section précédente utilise le fait, prouvé dans Ballerini et
Resnick (1985), que

gr () — g(@) =PO)=1—e",

et notre estimateur 6 du drift est défini par :

A N.
0 = g <TT> )
N
= —log (1 — ?T) .

Comme déja signalé a la Section 3.2, la version classique de la méthode des
moments aménerait a définir 93 — g7 (N /T). Mais comme le calcul direct
de la fonction réciproque de gr est compliqué, on va utiliser une approche
alternative qui consiste a corriger le biais de ég en utilisant le développement
de Taylor de g~! au voisinage de g (0) :

0=g(9)]

. (%) = g7 g(0) + (% —g(e)) x [dg;@
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Ainsi,
5 gr (8) —g(0) 1 Nr ’
E[9:|_9+ TR T (T—g(9)>]. (3.2.8)
Or,
5 |(F-90) ] - B|(F +g?<9>—2&g<e>],

=V

= v ] @ - g0

En rappelant que les d; sont indépendants dans le cas de la loi de Gumbel
on a,
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Par suite, en remplacant (3.2.9) dans (3.2.8) on obtient,

E[6] ~ 0+Gr(0),

G () = P | F0r )= 3 S PEO)+ (01 (0) = 0)
- (3.2.10)
Donc,

Par ailleurs,

5

I
3
o~

N =
M'ﬂ
!
=

|

~
B
~

VT (gr(6) —g () =

=
S|
|
)i
=
~——

I
S5
N~

~~
Il
—

I

5/~
]~
e
=
5
=

(]~
VRS
==
Ll
Cblm
|
I <
|
—
—_

|
ml
>
SN—
~_

“
I
A
=
|
®

67259 ( 79)
(1—et0) ~
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1—e )\t

“
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S 5l Sl
e

o~
Il
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La suite b, = v/£; t > 1 est une suite croissante de réels positifs divergeant
vers l'infini. Considérons la série de terme général positif

U—e_w(l_e_e) t>1
Y (l—e) Vi T

Ui e (1—et)  (1-e) Vi
X
Ui (1-— e—(t+1)9) \/t—f-_l e—th (1— 6_9)7
e—ee—te (1 . e_tg) \/l_f
e (1 — e~ (t+1)0) Vi1 + %

— e’ <1, carf>0.

Ainsi, par le critére de convergence de D’Alembert, la série >, U; est con-
vergente. Par suite, en appliquant le Lemme de Kronecker, Feller (1971, page
239) :

%i(zﬁtw)—me)) - %Zw
— 0.
Ainsi,
VT (gr(8) = g(6) = o(1),
(o ) =90) = o(T"),

(g7 (0) — g (0))> = o(T7Y).

Alors, on peut corriger le biais de 5 a I'ordre 7! en considérant le nouvel
estimateur :

05 = 0,—Gr (0}) :

20!

avec Hy () = 0 — G (6). Ainsi, d’aprés la méthode delta appliqué a (3.2.5)
on a:
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VT (Hr (62) = Hr (6)) =5 N (0,0(0))
o 0 (8) = A(6) (%)2 ot

dHy (0) L _ 4G (0)

do do
G 1<
= -G Fep T;Pt(e)—P(ﬁ)
1 L~ dP(6) dP(0)
TO-PO) T a0
% 1 < 1 <& ?
*m —Q;Pt(@)(l—Pt(@)H(f;Pt(e)—P(e)>
1 1 dP(0) 1 ~dP2(9)
s POF | TPY W T @

(i Enro) (55022

avec, Py (0) = 11__:__; et P(0) =1— e~ Par suite,

\/T( (9)) £ N(0,0(0)). (3.2.11)

De plus, afin de monter que Hry (6) — 0, il suffit de prouver que G () —
0. Or, en appliquant le fait due gr (0) — P () sur I'équation (3.2.10) il nous
reste & montrer que 7z S P2 () — 0. Mais, P?(6) < 1 alors,

HM%
'ﬂl
O

Et,

Par conséquent, Hr (6) — 0 et



CHAPITRE 3. ESTIMATION DU PARAMETRE 6 DE DERIVE 02

VT (é; - 9) £y N(0,9(0)) . (3.2.12)

Ainsi, un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 — a pour 6 est

donné par :
el (E)

Z]_fa/27 Z]_fa/2 . (3.2.13)

3.3 En utilisant {0;,¢t > 1} : Estimation par max-
imum de vraisemblance

3.3.1 Non exhaustivité de Np

Le passage de méthodes basées sur Np aux indicatrices de records est
justifié par le théoréme suivant :

Théoréme 3.3. Dans un modéle LDM de distribution sous-jacente G (0,1),
la statistique Np = 23:1 04, m’est pas exhaustive pour 6.

Démonstration.

P [51=d e Sr—dr/Nypom] = [P’[51:d1,...,5T:dT;NT:m]'

]Pg [NT = m]
T
0 siy ,_,di #m
L’équation (3.1.1) implique que = < [T, P @) -P(0) % . ,
exp(—TO) S (T,m[E(0)) sSmon
172 ue(0)
0 si di #m
et d’aprés (226) - H;r:Q ptdt(e)(l_Pt(e))lfdt . ,
STl T, Pio) O
0 siS . di #m

1—d;
1 T 1—P;(0) .
S(T,m|u(0)) Ht=2 < pt(tg) ) sinon

Puisque P (0) est fonction de 6, la probabilité conditionnelle dépend de 6 et
Nr n’est pas exhaustive. ]
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Alors, le passage de Np a l'utilisation des §; donne en principe plus d’in-
formations sur le paramétre 6. Ainsi, en se basant sur les indicatrices de
records on peut espérer améliorer la qualité des estimateurs.

3.3.2 Calcul de ég

Notre but est d’estimer le drift # dans le cas d’une distribution sous-
jacente G (0,1), en se basant sur la méthode du maximum de vraisem-
blance et en utilisant la distribution de probabilité des indicatrices de records
{6:,1 <t <T}. Les §; sont indépendants et suivent la loi de Bernoulli de
paramétre Q; (1) = 11__;, en utilisant pour simplifier la reparamétrisation
T = exp(—0#),0 < 7 < 1. Notre travail consiste alors a trouver le 7 qui
maximise I’expression :

L(r) = P[él,.. o7 7],

- HQt C(1—Q (). (3.3.1)

Pour ce faire, une approche consiste a dériver log L (1) par rapport & 7 puis
a calculer les racines de cette dérivée :

log L(r) = Y [610g(Q: (7)) + (1 =) log (1 = Q (7)),

T
= Z 5t log (1 —7) — d;log (7- (1 — Tt—l)) + log (7. (1 _ Tt—l))
=2
—log (1 —79].
Or .1, 6, = Ny — 1. Par suite,

log L (1) = Nylog (1 — 7)+(T — Ny)log (1)—log (1 — 77) Zétlog (1—771).

Ainsi, il faut trouver la valeur 7 de 7 telle que :

(dl%f(ﬂ)ﬁ% = 0. (3.3.2)
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Or,

dlogL(r) _ —Np  T-Np 77 Lo (t—1)rt2

— —
dr 1—7 T l—7T = =it

T(1 - No _ T-1 T . t—2
_ ( 7 7’)+TT +25t(t ks

. (3.3.3
T(l—1) 1—7T — 1 —7t-1 ( )

Une premicére difficulté est de trouver les racines de cette dérivée. Pour la sur-
monter, on a recours a une méthode numérique en prenant 7 = exp (—@)
comme point de départ de l'algorithme. Ce qui du coup justifie le travail
accompli aux sections précédentes. Une seconde difficulté concerne le com-
portement de cet estimateur. En effet, les d; sont indépendants mais pas
identiquement distribués de sorte que les théorémes standards concernant le
comportement des estimateurs de vraisemblance maximale ne s’appliquent
pas. Cependant, en appliquant a notre contexte un théoréme de Leroy et al.
(2016) sur le comportement asymptotique des EMV dans le cas ou les obser-
vations sont indépendantes mais non identiquement distribuées, on montre
que 7 est consistant et que

T 5 N(0,1), (3.3.4)

ou Ir (1) dénote I'information de Fisher ( Pour la vérification des conditions
du théoréeme de Leroy et al. (2016) voir la Section 3.7) :

d*log L ()
() = - [ 1AL
Or,
d*logL(r)  —Nr LN =T T2 (T + 77 - 1)
dr?  (1-7) 72 (1—77)?
T
(t—1)773 (@t -2+ 7171
+> 4 .
tz_; : (1—7t-1)?

Par suite,
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2 2
(1—1)" = — (1—7T)
T

B Z (t—1)7"3 -2+ Tt_l)Qt (7). (3.3.5)

t=2 (1 - TFl)z

In(r) = #ZQAT)%(T—Z@(T))—T” I+ -

Notons que lorsque Ny = T, le maximum de la fonction de vraisemblance
(3.3.1) n’est pas atteint et dans ce cas 7 = 0 et 05 = +00. Mais cet événement
a une probabilité qui tend vers zéro lorsque 1" tend vers l'infini.

Etudions maintenant la convergence du rapport ITT(T) D’une part, si T’
est suffisamment grand et en utilisant le fait que + ZtT:1 Q: (T) converge vers
Q (1) =1— 7 (Théoréme 2.3) :

1 1 1 T L
T u—rfij@“7+ﬁ<T‘hf%“0]-—*Gj;F+—ﬂ1—u—ﬂ%

t=1 T
1
= — 3.3.6
(1—7)7’ ( )
et
. T2 (T + 7" -1) . T (147" /7 — 1)
im — = 1
T—o0 T (1—7T)? Tooo  72(1—7T)2 7
‘ TeTlOg(T) (1 _.l_ % — I/T)
= lim 5 ,
T—o0 7—2 (1 _ TT)

= 0 car 'exponentielle I'emporte sur la puissance et 0 < 7 < 1.
(3.3.7)

D’autre part posons

1 (t— 1) 73 (t — 24 7t1)

(1-— Tt_1)2
-3 t-2+m"H(1-7)
t(1 —Tt_l)Z(l —7t) .

HT(T) =

Qt(T)a

N
[M] =

H.
||
¥

t

I
Nl
E

t=2
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La suite by = t; t > 1 est une suite croissante de réels positifs divergeant vers
I'infini. Considérons la série de terme général positif

o 7 (t—22+7t‘1)<1 =7 4>
t(l—=7t"1)"(1—1t)
On a
Ui _ 2147 (0-7) -7 -7
U, B (t+1) (]__7-t>2 (1 —7t+1) t—1D)rt3t—2+7"1)(1—-7)
£ (1= 7f) (1= 77’
-1 A —7) (-7 (t—2+71)
B 7 (1= Yet+ /) (1 — 771)?
BA=Ye)1—7)(1—7H) (1 =2+ )
— 7<1

Ainsi, d’apres le critére de convergence de D’Alembert, la série ) .., U; est
convergente. Par suite, en appliquant le Lemme de Kronecker :

T
1
Hr(r) = . thUt,
T =2
Ainsi, d’aprés les équations (3.3.6), (3.3.7) et (3.3.8) :

Iy (1) 1
T I(1)= m

Par suite, en se basant sur 'Equation (3.3.4) on a

VT (7 =) 5 N (0,17 (7))

Or, le drift # de notre modéle LDM est donné par 6 = —log(7) = h(7).
Donc, d’apreés la méthode delta on obtient :

VT (05 - ) _ MAN(O,D’

Jowerre 0
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et, pour un niveau de confiance asymptotique 1—q, un intervalle de confiance
asymptotique de 6 est donné par :

év“
3

Z1—af2, 03 +

V- L zla/Ql . (3.3.9)

Il ne reste plus qu’a réexprimer l'information de Fisher (3.3.5) dans la
paramétrisation originale (c’est a dire en #), en appliquant la méthode delta
a Péquation (3.3.4) on obtient :

1 (0) = I; (1) x (d’éf)f .

Ainsi

IT(G) = TQIT(T).
e~ 10 (T + ¢T9 — 1)

o—20 T T T
= ——— ) BO+T-) P(0) - 5
e RO +T -3 R) —

T (t—1)et-10 (t — 2+ e (=10

-2 (1 — e~ (t=1)p)? F(9).

et
05— 0
u £ N(0,1). (3.3.10)
I ()

Alors, pour un niveau de confiance asymptotique 1 — «, un intervalle de
confiance pour @ est donné par :

[9}, — I <é3)zl,a/2, 05+ 1/ I (9},) zla/zl . (3.3.11)
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3.4 En utilisant {L,,n > 1} : Estimation par max-
imum de vraisemblance

Dans le méme contexte d’un modéle LDM avec une loi sous-jacente G (0, 1),
calculons un quatriéme estimateur du drift, en se basant sur le principe du
maximum de vraisemblance et en utilisant la distribution de probabilité des
indices de records {L,,1 <n < Ny =m}.

D’apreés la Proposition 2.11, la suite {L,,,1 <n < Nz} forme une chaine
de Markov de probabilité de transition :

(1—7)(1—79) 7kt
(1—7r1(1—=7F)
et d’espace d'é¢tat F = {L1 =1<Ly=1ly <--- < Ly, =ly, <T}. Notons
que dans I'expression de la probabilité de transition on a réutilisé la reparamétri-
sation 7 = e,
Le travail consiste alors a trouver 7 qui maximise la vraisemblance de
cette chaine de Markov. On a

P [bomb/r, 1] =

T(r) = P[Li=Ul,...,Ln; =Ny 7],
Np—1
= H P [Lnt1=tot1/L,=1,] P[Ly = 1;], 1 = 1 (record trivial),
n=1

(I—71) (1 — Tll) rla—h-1 .y (1—71) (1 — TZNT*I) vy —lnp-1-1
(1 _ 7—l2—1) (1 _ le) (1 o 7_lNT—l) (1 . TZNT) )

(1-— T)NT ring=Nr
(=) 0 (1)
Pour trouver 7 qui dénote notre estimateur par la méthode du maximum de

vraisemblance, la méthode classique est de dériver log T (7) par rapport a 7,
puis a calculer les racines de cette dérivée. On a

logT (1) = Nrlog(1—7)+ (In, — Np)log (7) —log (1 — 7'%r)

Nt
— Z log (1 — TZ"*I) )
n=2
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Ensuite il faut trouver la valeur 7 de 7 telle que,

(dlogdf(T))T o

7

Or,
dlogT(r)  —Nr v = Nr Ly, 71 ) %T: (I, — 1) 7ln~2
dr 1-7 T 1 — 7lnr —~ 1—7ln=l 7

(3.4.1)

et pour calculer les racines de cette fonction, on a recours a une méthode
numérique.

Nous n’irons donc pas plus loin dans I'étude du comportement de cet
estimateur, d’autant qu’il fait intervenir des observations formant une chaine
de Markov, donc ni indépendantes ni identiquement distribuées. De plus,
en se basant sur des simulations numériques, on remarque a la prochaine
section que ce nouvel estimateur, noté 94, est d’'une qualité moins bonne que
celui obtenu par la méthode précédente (EMV basée sur les indicatrices de
records). Notamment le biais est plus important, ainsi que 'écart-type, si 0
est petit.

3.5 Simulations numériques

Pour évaluer le comportement de nos estimateurs, en particulier 1'utilité
des approximations asymptotiques des équations (3.2.5), (3.2.12) et (3.3.10),
des simulations ont été effectuées. Nous nous concentrons sur le biais, I'ap-
proximation asymptotique des écarts-types et la probabilité de couverture
des intervalles de confiance. Pour ce faire, 5000 séries chronologiques ont été
générées selon un modéle LDM pour différentes valeurs de 6 avec T" = 100
observations et une distribution sous-jacente G (0,1). Pour chacune de ces
séries, la suite des indicatrices de records {d;,1 < t < T} a été extraite
et les estimateurs 92, 92, 93 et By ont été calculés. De ces 5000 séries, les
caractéristiques mentionnées précédemment ont été empiriquement estimées.

La Table 3.2 donne les biais des estimateurs. Les estimateurs éQ et é4
ont un grand biais et dans tous les cas é; et ég doivent étre préférés, avec
une légére préférence pour 93 lorsque 6 est petit. La Table 3.3 présente les
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Biais

0 | 6, | o5 | 65 | 4
0.05 [ 0.04] 0.01 [=~0.00 | 0.04
0.10 | 0.03 | 0.01 | =~10.00]0.02
0.15 | 0.03 | =~ 0.00 | ~ 0.00 | 0.02
0.20 | 0.02 [ =~ 0.00 | ~0.00 | 0.01
0.25 || 0.02 | =~ 0.00 | ~0.00 | 0.01

TABLE 3.2 Biais empiriques de 92, é;‘, ég et 94 pour différentes valeurs du
drift 6 avec T = 100 observations (Loi de Gumbel)

écarts-types. Les colonnes 2, 3 et 4 du tableau donnent les écarts-types em-
piriques (a partir des 5000 séries) de ég, é; et 94. Les approximations asymp-
totiques des équations (3.2.5) et (3.2.12) apparaissent dans les colonnes 5 et
6. Les deux derniéres colonnes montrent le méme pour ég et son approxi-

mation /17" () de 'équation (3.3.10). Dans I'ensemble, les approximations

des équations (3.2.5) et (3.2.12) sous-estiment les valeurs des écarts-types.
L’é¢quation (3.3.10) donne des résultats plus précis. Pour ces raisons on peut
laisser tomber les estimateurs 02 et 94 et garder 03 Aussi, comme 9* est

presque sans biais et a un écart-type trés proche de I'expression IT_l (0), on

peut aussi garder ce dernier estimateur avec /" (f) comme approximation
de I'écart-type.

Enfin, pour vérifier Pexactitude de l'approximation asymptotique des
équations (3.2.12) et (3.3.10), les probabilités de couverture des intervalles
de confiance (3.2.13) et (3.3.11) (pour les probabilités de couverture basées

sur 9’5, nous considérons /I () comme approximation de I'écart-type),
pour différents niveaux de confiance 1 — «, sont présentées dans la Table 3.4.
En terme de probabilités de couverture ’estimateur ég doit étre préféré a
é;. Dans les 3 derniéres colonnes de la Table (3.4) les niveaux de confiance
réels sont proches de ceux visés, sauf pour les petites valeurs de 6. Ceci est
provoqué par asymétrie de la distribution de é3 qui vient de la contrainte
6 > 0. Sinon, 'utilisation de ég devrait conduire & une inférence correcte.
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o | @) | 7)) VRV IE) Ve
0.05 0.028 0.031 0.321 0.023 | 0.027 0.030 0.030
0.10 0.035 0.038 0.039 0.032 | 0.035 0.037 0.037
0.15 0.043 0.044 0.046 0.040 | 0.042 0.043 0.044
0.20 0.049 0.050 0.051 0.047 | 0.049 0.050 0.050
0.25 0.055 0.056 0.058 0.053 | 0.055 0.056 0.056

TABLE 3.3 — Ecarts-types de ég, 9;, 93 et 54 pour différentes valeurs du drift
0 avec T' = 100 observations (Loi de Gumbel). Les colonnes 2, 3 et 4 donnent,
les écarts-types empiriques de ég, ég et é4. Les approximations asymptotiques
des équations (3.2.5) et (3.2.12) apparaissent dans les colonnes 5 et 6. Les
deux derniéres colonnes montrent le méme pour 05 et son approximation

\/I7' (0) de I'équation (3.3.10).

TABLE 3.4 Probabilités de couverture des intervalles de confiance (3.2.13)

0

05

l—«

11—«

| 6 ]

90% | 95%

| 99%

90% | 95% | 99%

0.05

92.8% || 98.5%

99.9%

89.5%

98.9%

99.7%

0.10

86.5% || 93.2%

97.5%

89.2%

93.6%

97.7%

0.15

89.1% || 94.1%

97.9%

89.5%

94.0%

98.0%

0.20

89.5% || 94.9%

97.8%

89.2%

94.2%

98.1%

0.25

86.7% || 92.8%

98.2%

89.5%

94.5%

98.2%

et (3.3.11) pour différentes valeurs du drift # et du niveau de confiance 1 — «
avec T = 100 observations (Loi de Gumbel)
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3.6 Conclusion

Nous avons présenté plusieurs méthodes d’estimation du drift d’un modéle
LDM avec une distribution sous-jacente de Gumbel de paramétres connus,
en se basant sur le nombre Np, les indicatrices d; et les indices L,, de records
respectivement et en utilisant la méthode des moments ou le principe du
maximum de vraisemblance.

Le meilleur estimateur sur les plans considérés (biais, écart-type et prob-
abilité de couverture) a été obtenu en utilisant les indicatrices de records et
en se basant sur le principe du maximum de vraisemblance. On a aussi donné
la preuve de son comportement asymptotique normal.

Une restriction importante du présent travail est cette limitation a la loi
de Gumbel. Son avantage ici est que les 5t sont indépendants sous cette loi,
ce qui a permis I'étude asymptotique de 02, 9* et 03 et la loi de Gumbel est
la seule qui posséde cette propriété. Cette loi est certes une loi importante,
mais ce n’est pas la seule possible dans un contexte de records et cette re-
striction, causée par des raisons techniques, laisse un gotit d’inachevé. On
serait heureux de pouvoir la lever. Nous n’y sommes pas arrivé directement.
Cependant, en emboitant le présent modéle LDM dans un autre modéle, le
modéle de Yang-Nevzorov, il s’est avéré possible de retrouver des d; indépen-
dants pour toutes les lois possibles et donc de généraliser notre travail a cette
famille plus large de modéles.

Dans le chapitre suivant, nous considérons le cas du modéle de Yang-
Nevzorov avec une distribution sous-jacente quelconque. Notre but est de cal-
culer des estimateurs du parameétre de ce modéle et d’étudier leur comporte-
ment asymptotique en suivant de trés prés le scénario du présent chapitre.

3.7 Vérification des conditions de Leroy et al.
(2016)

Dans la Section 3.3 on a obtenu un estimateur du drift 8 d’un modéle LDM
de distribution sous-jacente de Gumbel G (0,1) en se basant sur le principe
du maximum de vraisemblance et en utilisant la loi des {d;,1 <t < T} qui
forment une suite de variables aléatoires indépendantes, chacune distribuée
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suivant la loi de Bernoulli de fonction de masse :

) Qu(T) = = sid=1
fuldm= {1—Qt(7) =5 sid=0’

avec, T =exp(—0), 0 <7 < 1.

Le théoréme dont I'application permet de confirmer que notre estimateur
T est asymptotiquement sans biais et de loi normale est da & Leroy, Dauxois
et Tubert-Bitter (2016). Nous I'exprimons en utilisant la notation du présent
chapitre.

Théoréme 3.4. Siles Hypothéses 1-10 (ci-dessous) sont satisfaites, I’estima-
teur du mazimum de vraisemblance 7 est un estimateur convergent de 70 (la
valeur réelle de 7), et pour tout € > 0, P[|7 — 7% > ¢] — 0. Si en plus I'Hy-
potheése 11 (ci-dessous) est satisfaite, la variable aléatoire Z = /T (7 — 7°)
converge asymptotiquement vers la loi normale d’espérance 0 et de variance

—1 . T d2 o ft §t77-
[T (9], avec I (7°) = _h%n% ST E (gd—T;) TO)_

Dans la présente section, notre but est de montrer que nous sommes dans
un cas ou les hypothéses suivantes sont vérifiées :

Hypothése 1. L’estimateur du maximum de vraisemblance 7 est solution
de I'équation (3.3.2).

Démonstration. Par définition notre estimateur est la solution de 'équation
(3.3.2). O

Hypothése 2. L’équation (3.3.2) a une racine unique.

) . . d’log L
Démonstration. On va montrer, que si T est suffisamment grand %%(T) <
. N . . . T
0, presque siirement sur 0 < 7 < 1, c’est-a-dire la fonction de vraisemblance
est presque siirement concave sur son domaine. Or,

1d*log L (7) 1| =Ny Np—T Tr72(T+77—1)

T dr? T |(1-7) L (1—77)

T
(t—1)73 @ —-2+771)
Py
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Ballerini et Resnick (1985) montrent que dans un modéle LDM avec une
distribution sous-jacente de Gumbel, % — (1 — 7) presque stirement. Par

suite, presque sirement :

. —Nrp 1
%&T(L¢f+§uw_ﬂ

et,
. 1 TrT—2 (T + 77— 1)
lim — 5 =
T—oo T (1 — TT)
D’autre part,
T
1 t—1) 73 (-2 477!
_ Z 516( ) T ( 2+ T )
T t=2 (1 - Ttil)

- H+%((1—T>—1),
= “:;T<Q (3.7.1)

T (1 + /1 — Y1)
72 (1 — TT)2

T log(7)

T@TlOg(T) <1 + T 1/T)

72 (1 — TT>2 ’
0. (3.7.2)

lim

T—o0

9

lim
T—o0

1 ET: (t—1)7r3 @t —2+771)
- T (1 —7t-1)? ’
1 zT:t(t— D73t -2+ 771
T4 t(1—7t-1)? '

(3.7.3)

La suite by = t; t > 1 est une suite croissante de réels positifs divergeant vers
I'infini. Considérons la série de terme général positif

Ut:

(t—1)7r3 @t —2+771)

it > 2.

On a:
Uit

t(1— Tt*1)2

tri72 (t— 1+ 79

t(1—r1)’

Uy (t+1) (1_7_t)2 X (t—1)73(t—2+ 1)
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Uit B (1= Yo+ 7/) (1 —1071)°
Ui (t2—1)(1 —Tt)2 (t — 2+7't—1)’
B (1—Ye+7/) (1 — Tt_1>2
By (17 (L=t )
— 7 <1

Ainsi, d’aprés le critére de convergence de D’Alembert la série ), U; est
convergente. Par suite, en appliquant le lemme de Kronecker :

T p T
1 (t—173 @t —24771) 1
— t = — btUt,
— 0.

Alors, en se basant sur I'Equation (3.7.3) et d’aprés le critére de convergence
de comparaison :

T _ t—3 (1 t—1
%Zat =Drft=2477) (3.7.4)
t=2

(1-— Tt_1)2
Done, d’aprés les équations (3.7.1), (3.7.2) et (3.7.4) on a presque strement

1 d*log L (1) N -1
T dr? (1—7)7

Hypothése 3. Les dérivées :

dlogft ('aT) d2 lOg ft ('77—) et d3 lngt ('aT)
dr ' dr? dr3 '

existent pour presque toutes valeurs de d; (qui sont, on le rappelle, 0 et 1).

Démonstration.

log(1—7)—log(1—7") sid=1

1 d, = '
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t—1

dlog f; (d,7) {ﬁ + tlT_t: sid=1

dr l;trﬂt_;l 4 tlT,Tt sid=0 ’
C)pt—24r2t—2 X
dlog f, (d,7) T s sid =1
e Ft=1_yr2t=2 1) pt2 4 g2t —2 . .
dr2 - t)(T_Tt)g e 1)(1_T:)r2t sid=0
ek + g
L(t—1)(t+4)72 3424753 .
d*lo d, 7 + 3 sid=1
% = 2 (171 Y N4 a\2t—2 oy 3t—3 .
d-3 t(2t—12-3)rt 1 +t(t—1)(—t—3)r 2r
B (7’—7't)3 B B
| R T S i = 0
]
Hypothése 4. La dérivée % est une fonction intégrable sur le sup-
port S; de d; et :
df; (d d
/ %’T)dd S ft (d, 7) dd. (3.7.5)
s, T dr
2
Hypothése 5. La dérivée % est une fonction intégrable sur le support
St de (513 et :
d*f, (d, df, (d
/ LQT) ad— L [ dldT) 4, (3.7.6)
s, dr d7' s, dr

Démonstration. Les Hypothéses 4 et 5 sont vraies car les fonctions a intégrer
sont discrétes. ]

Hypothése 6.
T
1 Zdlogft (61‘,; Z : dlogft 5t7 ) _
f P T T—r00 T%oo —o E B 0’

oit — dénote la convergence en probabilité.
Hypothése 7.

d210gft ((5t, d 1ngt 6t7 )
B (L) e gim 7 ZE( ),
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existent, et

d logft 515; ’P d2 logft 515) )
_Z dr? Tlg]go ZE( dr? '

Hypothése 8.

d3logft ((St, dglogft 6t7 )
B () e i ZE( )

existent, et

d Ingt (515, 73 d logft 5157 )
T Z d7'3 T—>oo T—)oo ZE ( d7'3 ’

Démonstration. La loi faible des grands nombres (Feller (1968) page 253),
donne une condition suffisante pour les convergences en probabilité des Hy-
pothéses 6-8.

(Mo ll0r)) _ doefOn) o, Ao h1r) oy

1 —trtt tri—t T—7t
— +
T — 7t 1—7t 1—7t
N —1 +t7't*1 1—71
1l—7 1—7t 1—7t)"
1 —trtt 1 . trt—1
1—7t 1—7t 1 —7t’

= 0.

Par suite, 'hypothése 6 est vérifiée.

d21 t 515,7' dzl t O,T d21 t 1,’7'
E(%H) _ %Hﬂ@ﬁ”%ﬂ(m,

—1 +t(1—t)7't’1—t7'2t’2—1
(I—=7)(1 =71 (r—7t) (1 -7t
t(t—1)7i72 722
(1-— Tt>2
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2
Il faut étudier 711_{20% Z;‘F:QE (%). Or,
-1 -1

li =
w(l-m (-7 (1-1)
et
t(l o t) thl o t,7_2t72 -1 t(l o t) e(tfl)logfr - t€(2t72) logm 1
lim = lim ,
ST - - o (r=m) (=)
1
= —— car 'exponentielle 'emporte sur la puissance et 0 < 7 < 1,
-
de plus,
tt =112 ¥ 0
t—00 (1—7t)° ‘
Alors,
2
— 1
lmE dlog £ (0, 7)\  _ L -
t—00 dr? (1—-7) 7
B 1
o T(l—T7)

Ainsi, d’aprés le lemme de Cesaro, Hardy (1949, page 100) :

. d*log f; (01, 7)\ 1
fm E:E< 72 ) o T(=7)

Par suite, 'hypothése 7 est vérifiée.
De méme pour 'hypothése 8 on trouve que

. <d3 log f; (5t,7')) B -2
dr?  1-nPa-1h
(26—t =3) T+t (t— 1) (—t — 3) 7272 — 24733
! (r— P (1—7)
tt—1)(t—2)7T" 3+t (t— 1) (t+4) 7273 4 24733
" (1—rt)?

Y

et

o1 d*log f; (6¢,7) —2
Ill—I};OTZE( dr3 )_(1_7)2'
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Hypothése 9. 1l existe M tel que pour tout 7 dans un voisinage de 7°

hle[{;(M)‘ < M.

dr3

Démonstration. On a déja montré que :

: d*log fi (6, 7)) =2
A ZE( dr? )_(1_7)2'

Par suite, pour un certain ¢ > 0 assez petit tel que (7' —-¢) > 0 et (194 ¢) <
1 il suffit de prendre le voisinage V (7%) =70 — ¢, 7% + ([ de 7° et de poser :

B 2
(1= (T°+Q)"

Ainsi, pour tout 7 dans V (7°) on obtient :

. d310gft 5t7 ) 2
711—{20 ZE( dr3 B (1_7-)2’

Hypothése 10. La matrice I (7°) est définie positive.

2
Démonstration. Dans notre cas I (7°) = —li%n% SR (%

).Or

pour tout 7

.1 d? log fi (6:,7) _ 1
_%EEOTZE< dr2 S r(l—-1) > 0.

Par suite :
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0)2>1/2 > 5\/17}] = 0.
T 3.7

(3.7.7)

Hypothése 11. Pour tout € > 0,

T 2
.1 dlog fi (6, 7) dlog f; (01, 7)
Ji 7 ) E [<d I A G e

Avec Ind { A} est l'indicatrice de I'ensemble A.

Démonstration. Pour un certain € > 0 fixé, posons pour ¢t > 2,

dlo d,
B = ggtT( ),

_ -1 trt—1 . _
— {blt =1tz sid =

1—trt—1 trt—1 O
T—7t 1—7t sid =

bor =

Rappelons que,

5 {1 avec une probabilité Q1; = 15
t pum—

0 avec une probabilité Qo =
D’autre part, dans ’'Hypothése 6 on a montré que :

Ainsi, (3.7.7) s’écrit :

T
lim — / b2dFp, (b)) = 0.
T—)ooth:; |bs|>eVT ' o

2
b2dFg, (b)) = b2, Qe
/bt|>€\/T e Z R

|bktk|;ﬁ
Ind {|b1t| > Eﬁ} X b%t@lt
+Ind {\bgt| > 5\/5} X b, Qo

IN
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et
-1 tr=IN? 1 -7
b? =
1@ (1—T+1—Tt> 1—7t’
1 2=t (trt)’ (1 —7)
1—7  (1—7t) Q-7 7

— car I'exponentielle 'emporte sur la puissance et 0 < 7 < 1.

-7
De méme on montre que :
1
2
thQZt ” ;

Ainsi, b2,Q1; et b3,Q9; admettent des limites finies. Et comme les indicatrices
tendent vers 0 (leurs limites sont des indicatrices sur 'ensemble vide). Alors,

lim bZdFp, (b;) = 0.
t—o0 ‘bt‘>5\/T

Dong, d’aprés le lemme de Cesaro :

T
lim — / b2dFg, (b)) = 0.
T—ooT ; |be|>eV'T ! ( t>






Chapitre 4

Modéle de Yang-Nevzorov.

Dans ce chapitre, notre but est d’explorer le modéle de Yang-Nevzorov
et sa relation avec le modéle LDM du Chapitre 2. Ce modéle est intéressant
car il a la structure d’'un modéle a risque proportionnel en analyse de survie,
lequel a montré son utilité afin de modéliser de nombreux jeux de données.
Nous estimons le paramétre de puissance v d'un modéle de Yang-Nevzorov
dans le cas d’une distribution sous-jacente quelconque de paramétres con-
nus. Nous utilisons, comme dans le chapitre précédent, plusieurs méthodes
d’estimations basées sur la suite des indicatrices de records ¢; et le nombre
de records Np. Nous étudions le comportement asymptotique de nos esti-
mateurs. Enfin, nous validons nos résultats théoriques par des simulations
numériques sous R en analysant la qualité de l'estimateur selon plusieurs
critéres : le biais, I'écart-type et la probabilité de couverture de I'intervalle
de confiance qui en découle.

Avant de développer les différentes méthodes d’estimation, nous présen-
tons quelques résultats préliminaires qui sont utilisés afin de calculer les es-
timateurs.

4.1 Résultats préliminaires

Dans le modéle introduit par Yang (1975), un nombre entier fixe p; de
va iid Y de fonction de répartition F (-) est généré et disponible simultané-
ment au temps ¢, desquelles est extrait X; = max {de ces p, Y'}. Ainsi, nous
considérons la suite {X;,t > 1} de va indépendantes mais non identiquement
distribuées avec

73
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Fx,(z) = Fy(z) = {F(x)}", p. > 0. (4.1.1)

Il nous est donné d’observer seulement les records R,, de cette suite ainsi que
les L,,.

En raison de la propriété iid des Y, la probabilité qu’il y ait un record
parmi les p; va nouvellement générées, est donnée par

P=Pl5,=1=21t>1, (4.1.2)
Sy
ou St = 2221 Pk-

Nevzorov (1990) montre que de fagon plus générale (4.1.2) tient si (4.1.1)
est vrai avec p; > 0 réel. De plus, il montre (Nevzorov 2001, page 114)
que l'indépendance des indicatrices de records {d;,t > 1} reste valable pour
n’importe quelle distribution sous-jacente, contrairement au modéle LDM.
Donc, la suite des d; est un processus de Bernoulli avec probabilité de succés
P,. Dans le cas ot on peut définir un taux de record asymptotique P = tlirgoﬂ,

on dit qu'on a un modéle de Nevzorov de type 1. Notons que si p, = 1Vt > 1,
le modéle de Yang-Nevzorov n’est autre que le modéle classique du Chapitre
1 ou les X; sont 4id.

Nous rappelons que la distribution du nombre de records Ny est liée aux
indicatrices de records par la relation suivante :

T
Np = Z 5.
t=1

Ainsi, les moments de Nt sont :

E[Ns] = ) P, (4.1.3)

et

V[N7] =E([N7] - Y _ P (4.1.4)
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Théoréme 4.1. Ballerini et Resnick (1987), dans le contexte d’un modéle
de Yang-Nevzorov, s’il existe une constante P (0 < P < 1) telle que

T
. _1/2 o —
im T > (P-P)=0,
t=1
alors,
N
?T — P presque strement,
et

\/T(%—P) — N (0,P— P?).

4.2 Modéle de Yang-Nevzorov vs Modéle LDM

Proposition 4.2. Un modéle de Yang-Nevzorov, ayant une distribution sous-

jacente Y ~ G (0,1) de fonction de répartition Fy (y) = exp (—exp (—y)) et
pr = exp (0t) est équivalent a un modéle LDM avec la méme distribution

sous-jacente et un drift 6.

Démonstration. Pour un modéle de Yang-Nevzorov de distribution sous-
jacente G (0,1) :

Fx(z) = {F(z)}™,
= [exp (—exp(—2))]”,
= exp(—exp(—x) X p),
= exp (—exp (—z) x exp (log (pr))) ,
= exp(—exp (= (z—log (pr)))),
= Fy(z—log(p))-

Ainsi,

Si p; = exp (0t), on O est une constante positive, on retombe sur le modéle
LDM de distribution sous-jacente de Gumbel :
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[

Dans un modeéle LDM, V [X;] est constante. Ce n’est pas nécessairement
le cas dans un modéle de Yang-Nevzorov.

Proposition 4.3. Dans un modéle de Yang-Nevzorov la variance des X,
dépend de t.

Démonstration. Considérons un modéle de Yang-Nevzorovoules Y ~ U (0,1).
Pour z € (0,1)

Fy(x) = {F()}",

—_— xﬂt)
et
fiw) = pam .
Ainsi,
1
E[Xi] = / pea’ du,
0
pr+ 1
et,
1
E[X7] = / pr? e,
0
_ Pt
pr+2
Par suite,
p pe \’
VX, — o t ’
A= <pt+1>
Pt

(pr +2) (pr + 1)*
qui est fonction de t. [
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4.3 Modeéle a croissance exponentielle - Modéle
de Yang

Dans cette section nous choisissons la forme paramétrique suivante

pe () =7, avecy > 1,
appelée modeéle de Yang (1975) et qui est antérieur au modéle de Nev-
zorov (1990). p; (y) représente une croissance exponentielle du nombre des
va disponibles. Ainsi,

T
St (7) = Zﬁyta
t=1
= fYt _ 1
1S
Par suite,
pe (Y
P = 50,
_ Y-
7(v 1)

Ainsi, le modéle de Yang est un modéle de Nevzorov de type 1 car :

. _ -1
tlgilopt(’y) B Y ’
= P(v)
De plus,
X ~ (-1 -1
_TZ(Pt(v)—P(v)) = Z(ry(yt—l)_ g )
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La suite b, = v/£; t > 1 est une suite croissante de réels positifs divergeant
vers l'infini. Considérons la série de terme général positif

0D sy

Ainsi, par le critére de convergence de D’Alembert, la série >, U; est con-
vergente. Alors, en appliquant le Lemme de Kronecker :

=X (R0 -PO) = 5 h

— 0.

Ainsi, dans un modéle de Yang le Théoréme 4.1 est applicable avec P = 2=,

Pour illustrer un jeu de données provenant d’un modéle de Yang, la Figure
4.1 présente une trajectoire simulée avec 7' = 50, une distribution sous-
jacente de loi de Weibull W (u, 5,0) avec un paramétre de position p = 0,
paramétre d’échelle 5 = 1 et paramétre de forme ¢ = 1 et v = 1.25 et 1
respectivement (v = 1 représente le cas iid). On remarque que, comme dans
le modéle LDM, le nombre de records dans un modéle de Yang augmente plus
rapidement que le cas iid ou les records se concentrent parmi les premiéres
observations. Donc, dans certain cas le passage a un modéle de Yang (y>1)
permet de mieux coller & des données.
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¢ Modéle de Yang, y=1.25
Records supérieurs du modéle de Yang

¢ Modéled, y=1
—— Records supérieurs du modéle iid

10

FIGURE 4.1 Trajectoire simulée d'un modéle & croissance exponentielle ot
v =1.25,1 et T'= 50 avec une distribution sous-jacente de Weibull

4.4 Estimation de v dans un modéle de Yang :

4.4.1 En utilisant Ny : Estimation par maximum de
vraisemblance (EMV)

Nous estimons ponctuellement et par intervalle de confiance le paramétre
v d'un modéle de Yang, en se basant sur le principe du maximum de vraisem-
blance (EMV) et en utilisant la distribution de probabilité du nombre de
records Np. Nous supposons que la longueur T de la série temporelles est
fixée.

Ayant observé Np = m, notre premier travail consiste a trouver 4; qui
maximise par rapport a 7y la fonction de masse de Np donnée en Khraibani
(2008, page 48) :

S(T,m|u(y))

o HtT=1 ue (7) ’
ou le vecteur 4 (y) = (ug (), ..., ur (7)) est défini par

P, [Ny =m] = (4.4.1)
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(Ne=m /| 1 | 23] 4 | 5 |...] 9 [10]
| % [ =1[~1[~1]1.291]1.631]...[8885] 0]

TABLE 4.1 Valeurs de 44 pour toutes les valeurs du Ny, quand 7' = 10

) = L () =0
U \Y) = —F——, aveCupg (vy) = U,
(=)
et S(T,m | @ (7)) est la généralisation du nombre de Stirling de 1" espéce,
définie par la comparaison des deux polynomes suivants :

1:[ (s+u () =Y _S(T.m]ii(y))s™

A titre d’exemple, appliquons cette méthode d’estimation a un modéle de
Yang ou 1" = 10. Pour chaque valeur possible de m allant de 1 & ', on calcule
numériquement le 7 qui maximise la fonction de masse (4.4.1) de Np. Ceci
donne la Table 4.1 suivante qui donne la valeur de #;, pour chaque valeur m
possible.

Cette table montre qu’on ne peut pas dire grand chose sur le comporte-
ment de cet estimateur. En effet, pour certaines valeurs de m, 4, = co. Donc,
on ne peut méme pas calculer les moments de I'estimateur.

Mais, en adaptant le Théoréme 3.1, on peut néanmoins obtenir un in-
tervalle de confiance (v.,7y) de niveau exact pour 7. A titre d’exemple,
considérons un modéle de Yang avec T' = 100, o = 5% et supposons qu’on a
observé m = 44. L’application du théoréme 3.1 donne les valeurs : v, = 1.489
et v, = 2.151. Notons qu’en principe on peut faire ce travail a priori pour
toutes les valeurs de T, o et m et créer une table a trois entrées (ou un pro-
gramme informatique) a laquelle on peut se référer en toutes circonstances.
Mais comme la fonction de masse (4.4.1) de Nr est compliquée & manip-
uler, nous n’irons donc pas plus loin dans 'étude du comportement de cet
estimateur.

4.4.2 En utilisant Ny : Estimation par la méthode des
moments

Ici notre but est d’obtenir un estimateur ponctuel du paramétre v du
modéle de Yang en se basant sur la distribution du nombre de records N et
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en appliquant une variante de la méthode des moments. On rappelle que :

T
Nr=3 4,
t=1

ou les §; sont indépendants et de loi Bernoulli (P; ()).
A la Section 4.3 on a montré que le taux de record asymptotique existe :

1
lim P, (y) = 1——.

t—o0 Y
Par ailleurs, d’aprés le Théoréme 4.1,

N
?T — P () presque stirement,

et

ﬁ(%—P(v)) — N (0,P(7) = P*(v)).

Ainsi on peut définir un second estimateur 49 de ~ par 'expression :

. [N
Y2 = Pl(%);

1

N
1 T

En utilisant la méthode delta on trouve que :

JT (P—1 (&) —p(p (7))) 55 N(0,0(%)).

T
) — — p2? dr() 2: 2 (n
o X()=P () = P ) [ A2 Tt ). o
VT (32 =) == N (0,1 (%)) (4.4.2)
Ainsi
VI (=) e, N(0,1), (4.4.3)



CHAPITRE 4. MODELE DE YANG-NEVZOROV. 82

et un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 — « pour 7y et basé
sur Np est donné par :

VT

) A (5 ) NG
[’Yz - —(W)Zl—a/g,w + —2>21—a/2 : (4.4.4)

4.4.3 “, amélioré

Dans le contexte de la Sous-Section 4.4.2, nous cherchons a améliorer la
qualité de A9, surtout au niveau du biais. Notons que :

Nl _ 121
E[T] Ty -1
= hr(y).

D’aprés le Théoréme 4.1

hr (1) — h(7) = P (7) = —5

et notre estimateur 4, est défini par :

La version classique de la méthode des moments aménerait a définir 427 =
hz' (Np/T). Mais comme le calcul direct de la fonction réciproque de hy est
compliqué, on va utiliser une approche alternative qui consiste a corriger le
biais de 4, en utilisant le développement de Taylor de h~! au voisinage de
h () qui est une approximation de E [%] Ce qui fait qu’on peut voir cette
méthode d’estimation comme une variante de la méthode des moments :

- <%) = ' (h(y)+ (% - h(7)> x [dh__l(V) th(~/>]

dy
+% <%—h(v))2x [(12]3—;2(7) +0<(%—h(7))2),

y=h(7)
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Aussi,
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Alors,

& —h(7)>2

Par suite, en remplagant (4.4.6) dans (4.4.5) on obtient,

= ()= S P+ (b (1) — R (7). (44.6)

£ T 17

E[fa] ~ v+ Hr(y),

ou,

Par ailleurs,

VT (hr (v) = h(y)) =

3
~
=
SIF
|
e
2
~——

~
I
R

I
S5
N~

I
3
M~
N =
M'ﬂ
)
S

|

~
)
~_

~
Il
R

M 5
~
S
|
~
S
~_

“
Il
—

I
Sl-
]~
=
2
-
2

Or dans la Section 4.3 nous avons montré que

=2 (R(6)=P@) =0
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Ainsi,
VT (he (7) = h (7)) =
-G = 0T,
(hr () =h()* = o(T7).

Alors, on peut corriger le biais de 45 a I'ordre T~! en considérant un nouvel
estimateur :

Yo = Y2 — Hr (%),
= Kr(%),

avec Kr (7) =~ — Hr (). Ainsi, d’aprés la méthode delta appliqué a (4.4.2)
on a:

VT (Kr (%) — Kr (7)) =5 N (0,0 (7)),

o9 () = A (7) (L) e

d,
dkr(y) _ | dHr(v)
dy dy
dP(v)
= _(1_— Zpt
1 1 dPt _dP(y)
TP |1 Z &

3% r T 2
TpoT %ZPM“—%)H (%me—mw)

1 dPt dP? (v
o e E e
1 dB
2<TZH(7) ) ( Z - iﬂ)]j

t=1 t=1

+
+

t

avec, Py (v) = V;Ztl_l et P(y) =1— =. Donc,
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s c
VT (%5 — Kr (7)) = N (0,9 (7). (4.4.8)
De plus, afin de monter que Kr(y) — =, il suffit de prouver que

Hr (v) — 0. Or, en appliquant le fait que E [%} — P () sur I'équation

(4.4.7) il nous reste a montrer que 5 >, P?(y) — 0. Mais, P2 (y) < 1
alors,

T
1 1
0< EZPE(V) < T — 0.
t=1
Par suite,
1 T
= > P () —0.
t=1
Par conséquent, K (y) — 7 et

VT (35 —7) 5 N (0,9 (7)) (4.4.9)

Ainsi, un intervalle de confiance de niveau asymptotique 1 — « pour 7 est
donné par :
i v (93)

Yo = S A Yo

VT

,& 2%k
%2)21_&/2 . (4.4.10)
4.4.4 En utilisant {6;,¢t > 1} : Estimation par maximum

de vraisemblance
Ici, notre but est d’estimer le paramétre v d’'un modéle de Yang, en se

basant sur le principe du maximum de vraisemblance et en utilisant la distri-
bution de probabilité des indicatrices de records {d;,1 <t < T'}. Les ¢; sont

indépendants et suivent la loi de Bernoulli de paramétre P, () = 1;2}:3
Reparamétrisons v = 2, 0 < v < 1 et Q; (v) = 11__%. Notre travail consiste
ol v

alors a trouver le v qui maximise ’expression :

L(v) = Ploy,...,or;0],

= JIo W™ a-aQw) . (4.4.11)
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Pour ce faire, une approche consiste a dériver log L (v) par rapport a v
puis a calculer les racines de cette dérivée :

T
log L (v) = Nylog (1 — v)+(T — Ny)log (v)—log (1 — v") =) "4, log (1 —v'™")
t=2

(4.4.12)
avec 2?22 0; = Np — 1. Ainsi, il faut trouver la valeur © de v, laquelle dénote
notre estimateur par la méthode du maximum de vraisemblance, telle que :

dlogL(v) _ —Np T-Np To™ Lo (t—1)ut?
dv  1-w v 1—2T

(4.4.13)

Les §; sont indépendants mais pas identiquement distribués de sorte que
les théorémes standards concernant le comportement des estimateurs de
vraisemblance maximale ne s’appliquent pas. Cependant, en appliquant a
notre contexte un théoréme de Leroy et al. (2016) sur le comportement
asymptotique des EMV dans le cas ot les observations sont indépendantes
mais non identiquement distribuées, on montre (méme démarche que dans
la Sous-Section 3.3.2 du Chapitre 3 car 'équation (4.4.13) est la méme que
(3.3.3) & un changement de variable prés) que © est consistant et que

£ N(0,1), (4.4.14)
Iy (v)

ou Iy (v) dénote l'information de Fisher (Pour la vérification des conditions
du Théoréme de Leroy et al. (2016) voir la Section 3.7 du Chapitre 3) :

d? logL(U)] |

Ir(v) = -E [ o
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d*logL(v)  —Nr +NT—T+TUT_2 (T +0v" 1)
dv? o (1-v)? v? (1—oT)?

T
(t—1)0" 3 (¢t -2+
+> 4 .
2 ey

Ir(v) = ;ZQt(U)—i—%(T—ZQt(U))_TU 2(T+0v"—1)

(1— v)2 — (1— UT)2

N i e Rt
_Z( i )

(1-— Ut—l)2

Q: (v). (4.4.15)
t=2
Notons que lorsque Ny = T, le maximum de la fonction de vraisemblance
(4.4.11) n’est pas atteint et dans ce cas 0 = 0 et ¥ = 4+00. Mais cet événement
a une probabilité qui tend vers zéro lorsque 1" tend vers l'infini.
Par ailleurs, suivant la méme preuve qu’a la Sous-Section 3.3.2 :

IT(U) - 1
T ?I(U)_ (1—v)v

Par suite, en se basant sur I'équation (4.4.14) on a

VT (6 —v) 55 N (0,17 (v)) .

Maintenant le parameétre y de notre modéle de Yang est donné par v =
Donc, d’aprés la méthode delta on obtient :

1

e

VT (93— 7) _ \/T(%—V)L)N(O,l)’

JE@)yrw VO

et, pour un niveau de confiance asymptotique 1—q, un intervalle de confiance
asymptotique de v est donné par :

[% VI VT (©) : (4.4.16)

T Zl—afa; V3 T Wzlfah
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Il ne reste plus qu’a réexprimer l'information de Fisher (4.4.15) dans la
paramétrisation originale (c’est a dire en ), en appliquant la méthode delta
sur I’équation (4.4.14) on obtient :

7o) =17t ) x (4 (%))

Ainsi
IT (U)
IT (’7) = 2
L)
= ' (v).
B 1 . 1 < T(+47(T-1)
72(7_1)2;3(7)"‘ 2<T ;Pt(7)> 42 (4T 1)2
S (=D (L (E—2)7Y
; 72 (41— 1)? R 0)
et R
BT £ N(0,1). (4.4.17)
I ()

Alors, pour un niveau de confiance 1 — a, un intervalle de confiance de ~ est
donné par :

[’?3 =/ I (33)21—ap, 43 + \/ I (’3’3)21—04/2} - (4.4.18)

4.5 Simulations numériques

Afin d’étudier le comportement de nos estimateurs, en particulier I'utilité
des approximations asymptotiques des équations (4.4.3), (4.4.9) et (4.4.17),
des simulations ont été effectuées. Nous nous concentrons sur le biais, I'ap-
proximation asymptotique des écarts-types et la probabilité de couverture
des intervalles de confiance. Pour ce faire, 5000 séries chronologiques ont été
générées selon un modéle de Yang pour différentes valeurs de v et T' et une
distribution sous-jacente de loi de Weibull W (u, 5,0) avec p =0, f =1 et
o = 1, ces derniers choix n’ayant aucune incidence car les estimateurs sont
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indépendants de la loi de la distribution sous-jacente. Pour chacune de ces
séries, la suite des indicatrices de records {0;,1 <t < T} a été extraite et les
estimateurs 4, 75 et 43 ont été calculés. De ces 5000 séries, les caractéris-
tiques mentionnées précédemment ont été empiriquement estimées.

La Table 4.2 donne les biais empiriques des estimateurs. L’estimateur 7,
a un grand biais et dans tous les cas 45 et 43 doivent étre préférés, avec
une légere préférence pour 45 lorsque 7y est grand. La Table 4.3 présente les
écarts-types pour T' = 25 et T" = 50 observations respectivement. Dans les
Sous-Tables 4.3a et 4.3b les colonnes 2 et 3 donnent les écarts-types em-
piriques (a partir de 5000 séries) de 7, et 45. L’approximation asymptotique
de Péquation (4.4.3) apparait dans la quatriéme colonne et celle de 1'équa-
tion (4.4.9) dans la cinquiéme. Les deux derniéres colonnes montrent le méme

pour 43 et son approximation /I (v) de I'équation (4.4.17). Dans I'ensem-
ble, 'approximation des équations (4.4.3) et (4.4.9) sous-estiment les valeurs
exactes des écarts types. L’équation (4.4.17) donne des résultats beaucoup
plus précis. Pour ces raisons, il convient de laisser tomber 'estimateur 45 et
nous gardons 3. Aussi, comme 45 est presque sans biais et a un écart-type

trés proche de I'expression /1" (), nous gardons ce dernier estimateur avec

I:! () comme approximation de I'écart-type.

Enfin, pour vérifier I'exactitude de l'approximation asymptotique des
équations (4.4.9) et (4.4.17), les probabilités de couverture des intervalles
de confiance (4.4.10) et (4.4.18) (pour les probabilités de couverture basées

sur 43, nous considérons /I () comme approximation de I'écart-type),
pour différents niveaux de confiance 1 — « et de T, sont présentées respec-
tivement dans les Tables 4.4 et 4.5. En terme de probabilités de couverture
I'estimateur 43 doit étre préféré a 45. Dans la Table (4.5) les niveaux de
confiance réels sont proches de ceux visés, sauf pour les petites valeurs de
v. Ceci est provoqué par 'asymétrie de la distribution de 43 qui vient de la
contrainte v > 1. Sinon, l'utilisation de 43 devrait conduire a une inférence
correcte pour n’importe quelle distribution sous-jacente.



CHAPITRE 4. MODELE DE YANG-NEVZOROV. 91

Biais
T =25 T =50
Y 72 Vs Vs Yo Y Vs
1.05 | 0.17 | 0.02 0.02 0.08 0.01 ~ 0.00
1.10 || 0.16 0.01 0.01 0.07 | ~0.00 | ~0.00
1.15 ] 0.15 0.01 0.01 0.07 | ~0.00 | ~0.00
1.25 (| 0.15 | ~0.00 | ~0.00 || 0.07 | ~ 0.00 | ~ 0.00
1.50 || 0.17 | - 0.01 0.03 0.08 | ~0.00 0.01
1.75 1] 0.19 | - 0.02 0.06 0.09 | ~0.00 0.03

TABLE 4.2 Biais empiriques de 7, 75 et 43 pour différentes valeurs de v et
T

v | VIG | VIR | 22 ] R VG | )
1.05 0.10 0.10 0.05 0.06 0.09 0.12
1.10 0.12 0.12 0.07 0.08 0.11 0.12
1.15 0.14 0.13 0.09 0.10 0.13 0.13
1.25 0.17 0.16 0.13 0.13 0.17 0.16
1.50 0.28 0.25 0.21 0.20 0.27 0.24
1.75 0.40 0.34 0.30 0.27 0.40 0.33

(a) T = 25 observations

v | VG | VG | V2V VTGS | VI )

1.05 0.05 0.06 0.03 0.04 0.05 0.06
1.10 0.06 0.07 0.05 0.05 0.07 0.07
1.15 0.08 0.08 0.06 0.07 0.08 0.08
1.25 0.10 0.10 0.09 0.09 0.10 0.10
1.50 0.17 0.16 0.15 0.14 0.17 0.16
1.75 0.24 0.23 0.21 0.20 0.24 0.22

(b) T' = 50 observations

TABLE 4.3 — Ecarts-types de 45, 45 et 3 pour différentes valeurs de y et 7". Les
colonnes 2 et 3 donnent les écarts-types empiriques de 45, 7;. L’approximation
asymptotique des équations (4.4.3) et (4.4.9) apparaissent dans les colonnes
4 et 5 respectivement. Les deux derniéres colonnes montrent le méme pour

43 et son approximation /1" (v) de Péquation (4.4.17).
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Probabilités de couverture

T =25

T =50

K

90% | 95%

90% | 95%

1.05

98.5%

99.9%

98.2%

99.2%

1.10

98.8%

99.9%

98.1%

99.8%

1.15

99.8%

99.9%

91.5%

92.9%

1.25

91.5%

99.9%

87.3%

94.4%

1.50

81.8%

91.8%

89.7%

93.8%

92

1.75

81.3%

90.5%

86.5%

92.1%

TABLE 4.4 — Probabilités de couverture de I'intervalle de
pour différentes valeurs de v, T et du niveau de confiance

confiance (4.4.10)
-«

Probabilités de couverture

T =25

T =50

K

90% | 95%

90% | 95%

1.05

96.7%

97.7%

96.6%

98.0%

1.10

97.1%

98.0%

89.2%

99.3%

1.15

97.6%

98.3%

89.6%

93.7%

1.25

89.1%

92.9%

88.7%

93.2%

1.50

88.1%

91.9%

89.3%

93.8%

1.75

89.0%

92.0%

90.3%

93.8%

TABLE 4.5 — Probabilités de couverture de I'intervalle de
pour différentes valeurs de «, T" et du niveau de confiance 1 — «

confiance (4.4.18)
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4.6 Conclusion

Nous avons développé quelques aspects du comportement stochastique du
modéle de Yang-Nevzorov, qui est, avec le modéle LDM du chapitre précé-
dent, I'un des modeéles les plus populaires pour des séries de records dans le
cas non 7id. De plus, en se basant sur ces résultats stochastiques, nous avons
introduit plusieurs méthodes d’estimation du parameétre v d’un modéle de
Yang avec une distribution sous-jacente quelconque, en utilisant la méthode
des moments ou le principe du maximum de vraisemblance. Il importe de
signaler que la contrainte d’une distribution sous-jacente de loi de Gumbel
du modéle LDM peut étre levée si on considére plutot un modeéle de Yang,
lequel est par ailleurs attrayant parce qu’il croise le modéle LDM (cas de
la Gumbel) et qu’il est de méme structure que le modéle a hasard propor-
tionnel, trés populaire en analyse de survie. A I'instar du modéle LDM, ce
modéle de Yang devrait donner un ajustement correct a des nombreux jeux
de données sans présenter les contraintes du LDM. D’autres avantages du
modéle de Yang sont signalés au chapitre suivant.

Ainsi, dans le chapitre suivant, notre but est de construire plusieurs tests
d’adéquation pour un modéle de Yang, basés sur le comportement asympto-
tique de la distribution du temps inter-records.






Chapitre 5

Temps inter-records et tests
d’adéquation

Toujours dans le contexte d’'un modéle de Yang, nous étudions dans ce
chapitre le comportement stochastique du temps inter-records et nous don-
nons sa loi asymptotique, indépendamment de la loi des wa sous-jacentes.
Puis, en se basant sur ces résultats, combinés aux estimateurs obtenus au
chapitre précédent, nous introduisons plusieurs tests d’adéquation d’un mod-
éle de Yang. On remarque que ces tests peuvent aider a suggérer des cor-
rections au modéle. Enfin, nous appliquons nos résultats théoriques & des
données analysées précédemment par Yang (1975) présentant les records de
la course de 200 métres dans les Jeux olympiques.

5.1 Distribution du temps inter-records

On rappelle que dans un modéle de Yang, la suite {X;,t > 1} de va in-
dépendantes mais non identiquement distribuées est telle que

Fy,(z) = {F(z)}"",
ou p; =" et v > 1. Notons :

t

St = > p=7v+r++7,
k=1

95
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et,
ALn = Ln+1 - Ln7 n > 17

le temps entre le (n + 1)%™¢ et le n®™¢ records, sachant que L; = 1 (record

trivial).
En s’inspirant des travaux de Yang (1975) réalisés dans le cadre ou les
paramétres p, sont discrétisés en prenant p, = ht + %J, |x| désignant la

partie entiére d’un réel x, nous présentons les Théorémes 5.1 et 5.2 et donnons
leurs preuves dans le cas plus général p, = +*. Notez que, le Théoréme 5.1 est
démontré dans le contexte plus large d'un modéle de Nevzorov, c¢’est-a-dire
pour un p; > 0 quelconque.

Comme a la Section 2.5, dans la suite de ce chapitre, on considére que
les valeurs des indices de records I, ...,1[,,... sont des entiers telles que
1<y <...<l, <....Pour alléger les expressions, on escamote le fait que
si les [; ne sont pas des entiers satisfaisant les contraintes alors les probabilités
qu’on rencontre sont nulles.

Théoréme 5.1. Dans le cadre d’un modéle de Nevzorov

. P
P[AL1>J]=T:L1),
et,
T S I - pu X - X pu,
P[AL”>]]_Z Z Z Sly—1)x---xS(l,—1)xS(l,+7)

lo=213=l2+1 In=ln—1+1

(5.1.1)

Démonstration. La distribution de Az, ne dépend pas de la loi de la variable
aléatoire sous-jacente car elle dépend uniquement des rangs de la suite des
va X1q,..., Xy (T désigne le temps présent). Sans perte de généralité, et afin
de simplifier le calcul, nous considérons le cas ou la distribution sous-jacente
posséde une loi exponentielle de fonction de masse f (z) = e™*, x > 0. Ainsi,

Fx, (x) = (1—e )" et fx, (x) = p1 (1 - 6_:6)“_1 e .

Par suite,
P[Ly>j] = / Fy, (@) Py, (2) fx, (2) da,
0

- / T e () da
0
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Ainsi,
P[AL, >j] = P[Ly— Ly >j],
=P [LZ > 7+ 1] ,
P[AL, > j] = / (1 _ e—x)ﬂ2+"'+Pj+1 1 (1 o e—x)ﬂl_l e " da,
0
— / (1 — e_x)s(jﬂ)_l pre “dx,
0
_
S(G+1)
D’autre part,
PXp, <a,Ly=1y] = P[Xp, S| Ly=b]xP[Ly=1],

= PXg<z,Xp<zx,.... X, <7x]
xP[Xy < X1, X3 <Xy, X, < X0, X, > X,

P[Xp, <z, Ly=1] = (1- e’x)pﬁ"'ﬂ”2 / {(1 _ 6*%)92*'*912—1
0
x (1= (1=e ™)) py (1—e ) —w} dz,

= (1—e) ™y [5(121— 1) 5(112)] ’

_ P1Ply —z\5(2)
= SGL-D50) (1—e ) . (5.1.2)

Par conséquent,

P[Ar, >j] = P[Ly— Ly > j],
lo+j

= Z/ I PIX: <a] dP(Xp, <2, Lo =1y),
=2 t=ly+1
= P1Pl,y > —z\ Plg+1tFPig+j —z\S(2)-1 o

- 1— 2 2 (1 — d
12225(Z2—1/( ) (=) o
2

o~ M X Sl -1
_ZSlg—l/ (1 € ) e “duw,

lo=2
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P1P1,
P[A )
[z, > ] ZS EDEICED

De méme,

PX;, <x,Ly=1lb,....L,=1,] = P[X;, , <X, <z,X,.1<X,,_,,
Xlnfl“l‘l S Xln717 Xlnfl > Xln72? ct

Xlg > Xl,Xl2_1 < Xl,...,XQ < Xl],

-/ i, () da,

ln—1

/ [ P <zi]fr, | (@no) dogs
t=lp_1+1
ln 1— 1

X / H P [Xt S xn—?] len_Q (xn—Q) dxn—? X
0

t=lp_o+1
I3—1
/ H P Xt < ZTo le (.Z'Q) d.Z'Q
t=lo+1

Aprés avoir calculé les intégrales et en suivant la méme méthode aboutissant
a (5.1.2), on obtient :

]P)[XLn S$,L2:l2,..

*

PPl - - Pln —z\S(n)
L, = = 1-— .
n= bl 5<z2—1)5(53—1>...S(zn—1)5<zn)( )

Ainsi,

P[AL, >j] = P[Ly— Ly, > j],

[e'e) ln—1 l3 1 In+j

Z Z : / HIPXt<x]dP[XL <a,Ly=ly ..., L, =1,],
In=nlnp_1=n—1 lo=2 t=ln+1

0o ln—1 I3—1

P X - X P,
2. 2 Zs Iy —1) xS(l—l)xS(l +7)

In=nln_1=n—1

Maintenant, si on permute les indices de sommation on obtient I’équation

(5.1.1). O
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En s’appuyant sur le Théoréme 5.1 on obtient la fonction de masse de

Ag,

PlAL, =j] = P[Lyy— Ly =],
P[AL, >J —1] P[AL > 7],

[ee]

B Py, X X P,
= > Z Z S —1) ..Xls(zn_l)xS(anrj—l)

lQ 213 l2+1 ln—ln 1+1

P X X oy,
DIDIREDS ST =1 % xSU—1) xS t))

lo=213=l2+1 In=ln—1+1

pll s X,
-y e Y e

l2=213=l>+1 ln=lp_1+1

1 1
X — .
{5(ln+j—1) S(ln+j):|}
Afin d’appliquer les résultats du Théoréme 5.1 au modéle de Yang et pour
simplifier les notations définissons :

1 — t
A(t) = 1—’—7-’-...-‘—’}/75_1: 77
L=x
p(n,0) = 1,n>1,
1
1L,j) = ——, j>1,

» % n li-1 1
p(n,j) = Z Z Z {HA& }A(l ]).(5.1.3)

Lb=2l3=lo+1  lp=lp_1+1 \i=2
Ainsi, dans le cadre d'un modéle de Yang :
P[AL, >0 = p(n,0)=1,n>1,
PlAL, >j] = p(n,j),n=Tetj>1,
PlAL, =j] = p(n,j—=1)=p(n,j), n=1letj>1
Le Théoréme suivant est une spécialisation au cas du modele de Yang.

Théoréme 5.2. Dans le cadre d’un modéle de Yang nous avons la formule
récursive suivante :

zj:p(” - (5.1.4)
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De plus, lim p(n,j) eziste et converge vers q; = =, j > 0.
n—»o00 v

Démonstration. Considérons la derniére somme de I'équation (5.1.3) :

ln—l o0 ln—1

2
> e S Lo
i ln—1
7 1 1
= (1-9) A { -
ln:§+1 f}/ln—l — fyln+] 1 — f}/ln—l 1 — fyln+]

e}

_ 2 1 1 1
= (1-7) Z 1 — it 1_,Yln—1_1_,yln+j

ln:ln71+1
BNES .
T 1 ZAatl DY A R A
1 7‘] In=ln—1+1 1 /y 1 /7 !

On remarque qu’a partir de [, = l,_1 + j + 2, la série devient télescopique.
Ainsi, il reste un nombre fini de termes :

ln_l (1 . 7)2 lpn—1+j+1 1
Z _ S Z PV

- 1_7;+121_ In_1+i’

J
_ . (515
;A 50 (5.1.5)

On remplace (5.1.5) dans (5.1.3) :

png) = D, D, )

lo=213=l2+1 In—1=lp—2+1

1=0 |l2=213=l2+1 ln—1=lp—2+1

|\
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Utilisant (5.1.4), on obtient :

J

p(2.)) — ﬁzpm),

L 1
= p<17j>ZM7
. 1 1
= o0 [V g+ g

1 < , .
= m;{p(nﬂ)—p(n—lﬂ)}-

En poursuivant le calcul d’'une facon récursive et en utilisant le fait que
p(2,5) = p(1,4) ¥j > 0, on montre que p(n+1,j) > p(n,j), Vj > 0.
Ainsi, comme la suite {p (n,j)}n21 est croissante et majorée, elle est donc
convergente. Notons lim p(n,j) =¢;, j > 0.
n—-oo
Pour j =0,
lim p(n,0) = 1.

n—rr:oo

Ainsi, o =1 = 7% En raisonnant par récurrence, et pour un j > 1, supposons
1

G

D’aprés 'équation (5.1.4), et en passant a la limite, on obtient :

que gq; = % V0 <1i < j—1 et montrons que ¢; =

1 J
q; = m;%
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J

1 1 1
(-aem)s - sren S

i=0
<1 1—7) 1-y -5
_—_— q — - ,
S J IS
1— 11—l 1 >
B 1
a5 = %

]

Ainsi, d’aprés le Théoréme 5.2, 1a loi de la va Ay, est asymptotiquement

géométrique de parameétre (1 — %) et de fonction de masse :

pi(v) = lim P[AL, =],
j—1
(00"
Y Y
_ -1
= = ,j>1 (5.1.6)

5.2 Tests d’adéquation

5.2.1 Test pour le modéle i:d

Avant d’ajuster un modéle de Yang ou LDM & un ensemble de données, il
faut d’abord évaluer la nécessité de ce niveau supplémentaire de complexité.
Pour ce faire, une approche consiste a tester 'hypothése nulle Hy : les données
proviennent d’une suite de variables aléatoires #id. Nous pouvons fonder un
tel test d’adéquation sur la suite des indicatrices de records {d;,1 <t < T}
en utilisant un théoréme d’Arnold et al. (1998, page 25) qui montrent que,
sous cette hypothése nulle

Ny —log(T)

£ N(0,1).
log (1)

Nr

Comme les modéles de Yang et LDM impliquent une augmentation du nom-
bre de records, on rejette Hy si

Nr > 214,
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ou z1_, = quantile d’ordre 1 — a d’une N (0, 1) et « est le risque d’erreur de
premiére espéce (la valeur du risque « doit étre fixée a priori).

5.2.2 Tests d’adéquation pour le modéle de Yang
Dans le contexte d’un modéle de Yang, d’aprés le Théoréme 5.2, la loi
du temps inter-records {Ay, ,n > 1} est asymptotiquement géométrique de
parameétre <1 — % et de fonction de masse :
. P e S
pj(v)= lim P[A,, =jl=——, 7> 1 (5.2.1)

)
n—>00 ’yJ

Dans la suite de cette section, I'adéquation a un modeéle de Yang est
évaluée en vérifiant si les valeurs observées des temps inter-records, apres
une période d’échauffement permettant a 'effet asymptotique de s’installer,
sont en accord avec la distribution géométrique (5.2.1), ou le paramétre ~y
doit étre estimé. Notons aussi que dans la suite de cette section Ny dénote
le nombre de records apreés la période d’échauffement et 1" le temps présent.

5.2.2.1 Test y? de Pearson pour le modéle de Yang

Une premiére approche, consiste a construire un test d’adéquation basé
sur le x? de Pearson (1900). Conditionnons sur I'événement Ny = m. Fixons
K > 1. Le probléme de choisir K en pratique est trés complexe et ne sera pas
discuté ici. Le lecteur intéressé peut consulter Rayner et Rayner (2001) . Sur
la base d'une partition (de sous ensembles disjoints) IT; |J ... | J Ik de I'ensem-
ble {1,2,...,00}, ng, 1 <k < K dénote le nombre de Ay, qui tombent dans
Il avec ny + ... +ng = m — 1 (car pour Ny = m records il correspond
m — 1 inter-records). De plus, notons 74 (v) = >y, pj(7), 1 <k < K. La
statistique de x? de Pearson est calculée comme étant

(n, — (m — 1) m (7))
P (m —1) m (7)

WE

X (7) = (5.2.2)

La valeur de cette statistique est comparée a x%(ﬂ’lfa le quantile d’ordre
(1 — ) de la loi khi-deux a K — 1 degrés de liberté, notée x% ;. Quand
X () > x%fmfa, le test rejette, au niveau asymptotique «, 'hypothése Hy.
Ainsi, les valeurs observées de Ay ne sont pas en accord avec la distribution
géométrique et le modéle n’est pas de Yang.
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Cependant, la statistique (5.2.2) est inutilisable car le paramétre =y est
inconnu. On doit donc l'estimer. Pour ce faire, on calcule la valeur 5 qui
minimise x (7). La statistique utilisable est

X (7) = arg miny (7). (5.2.3)

il
Selon des résultats classiques (Bishop et al. (2007, page 348)) si les données
proviennent bien d’une loi géométrique, et en conditionnant sur la suite Nrp, la

statistique x (7) N X% 5. En pratique donc la valeur de x (§) est comparée
a % 5, o le quantile d'ordre (1 —a) de x% 5. Si X (7) > 2% 5,4, le test
rejette, au niveau asymptotique «, I’hypothése nulle que les Ay suivent une
loi géométrique, ce qui jette le doute sur le modéle de Yang.

Notons que lorsque le test rejette, ’analyse des composantes %
peut aider a identifier les I, ou les données ne collent pas avec le modéle de

Yang. Ceci peut aider a proposer des améliorations.

5.2.2.2 Test lisse d’adéquation pour le modéle de Yang

Un deuxiéme test d’adéquation pour le modéle de Yang est basé sur le
test lisse développé par Rayner et Best (1989). Nous conditionnons aussi sur
Ny = m et fixons K > 1. Afin de tester 'hypothése H, =« la distribu-
tion asymptotique du temps inter-records est géométrique de paramétre -y
inconnu », la statistique du test (Rayner et Best (1989) page 96) est donnée
comme étant

K41
S =Y V2 (5.2.4)
r=2
avec,
1 m—1
V, = hr(ALn—l,Z—l),
\/(m e (B0t @-1)) =
ot A = m;:l—l_f“‘ et les h, (z,a) sont les polynomes de Meixner (1934). Ces

cinq premiers polynémes sont donnés par :

hl(fL',(l> = (‘T_a)v
hy (z,a) = x(z—1)— dar + 2a?
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hs(z,a) = x(x—1)(x—2)—9az (xr — 1)+ 18za* — 6a°,
hy(z,a0) = 240 —96aC? + 144a*C? — 96xa® + 24a*,
hs (z,a) = 120C2 — 600aCs + 1200a*C? — 1200a*C2 + 600a*z — 120a°,

ok — k!(;ik)! siz >k
’ 0 siz <k

Si a = 5% et K = 4, tel que recommandé par Rayner et Best (1989),
et sous le modéle de Yang avec « inconnu, la statistique de test (5.2.4) est
comparée au quantile corrigée d’une 2

— 3.643 2.314 0.447
- m— 1) =2==

Quand Sy > a:/i(;, le test rejette, au niveau asymptotique o = 5%,
I’hypothése Hy. Ainsi les valeurs observées de Ay ne sont pas en accord
avec la distribution géométrique ce qui jette le doute sur le modéle de Yang.

Ici aussi, lorsque le test rejette Hy, des informations diagnostiques peuvent
étre obtenues a partir des composantes ‘A/;,Q afin de suggérer des améliorations,
mais celles-ci doivent étre normalisées. Pour plus de détails, voir Henze et
Klar (1996).

5.3 Application

Yang (1975) a considéré les records olympiques de la course de 200 métres
(Hommes) de 1900 jusqu’a 1972 avec T' = 16 observations. Depuis ce temps,
plusieurs records ont été observés. La table 5.1 donne les records de 1900
jusqu’a 2012 avec T = 26 observations.

Yang, afin d’ajuster ses observations & son modéle, avait besoin d'une
estimation de 7. Pour cela, il a utilisé un argument externe basé sur le fait
que durant le 207™¢ siécle, la population a presque doublé tous les 36 ans,
ce qui I'a conduit & estimer v par 4 = 1.08. Pour vérifier la validité de
son estimation et de son modéle, il a utilisé le résultat du Théoréme 5.2
sur la distribution géométrique asymptotique (5.2.1) du temps inter-records
Ap, = Lpy1— Ly 11 a pris une période d’échauffement de 2 records et a donc
considéré les 5 derniers temps inter-records.
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Année Valeur Année Valeur
du record | du record (secondes) | du record | du record (secondes)
1900 22.20 1964 20.30
1904 21.60 1968 19.83
1932 21.20 1984 19.80
1936 20.70 1988 19.75
1956 20.60 1996 19.32
1960 20.50 2008 19.30

TABLE 5.1 — Records olympiques de la course de 200 métres (Hommes)
(http://www.olympic.org)

J [ [ 2 [ 3 [ 4+ |
Données de Yang (1900-1972) 4 0 1 0
p,(1.08) 0.074 | 0.069 | 0.064 | 0.793
Totalité des données (1900-2012) 5 1 2 1
p;(1.77) 0.435 | 0.246 | 0.139 | 0.180

TABLE 5.2 — p; (§) et les fréquences observées du temps inter-records a partir
des données de Yang et des données complétes respectivement.
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Les lignes 2 et 3 de la Table 5.2 donnent les fréquences observées (au
cours des 5 derniers temps inter-records) pour les données de Yang (1900-
1972), ainsi que les premiers p; (1.08). En utilisant l'estimation de Yang,
4 = 1.08, nous remarquons que la loi asymptotique géométrique du temps
inter-records a comme moyenne % =13.5 jeux entre deux records. Yang
remarque que cette moyenne est beaucoup plus élevée que le temps d’attente
moyen réel, qui est de 1.4 jeux, et explique cette écart flagrant en suggérant
que l'augmentation rapide du nombre de records olympiques est due a des
raisons autres que la croissance de la population. Il conclut aussi que ~ devrait
étre plus élevé.

Nous essayons d’étayer les conclusions de Yang en utilisant la série com-
pléte de records (1900-2012).

Tout d’abord, nous vérifions la nécessité d’utiliser un modéle plus com-
plexe que le modéle iid en appliquant le test de la Sous-Section 5.2.1. On
obtient Ny = 4.84 (p-value = 6.49 x 10~7). Donc, au niveau asymptotique
a = 5%, 'hypothése d’'un modéle 7id doit étre rejetée.

Ensuite, pour vérifier si le modéle de Yang est en accord avec ces don-
nées de records, nous appliquons le test de khi-deux et le test lisse des
Sous-Sections 5.2.2.1 et 5.2.2.2 respectivement. Nous utilisons la méme péri-
ode d’échauffement que Yang, soit les 9 derniers temps inter-records. Les
fréquences observées de ces 9 inter-records apparaissent a la ligne 4 de la
Table 5.2. Afin d’appliquer le test de khi-deux nous considérons la partition
I, = {1}, I, = {2}, II3 = {3} et II, = {4+} (K = 4). La statistique (5.2.3)
prend la valeur de 1.438 <1345 — 5.992 (p-value — 0.487) tandis que la

statistique du test lisse (5.2.4) vaut 0.766 < m — 3.949. Ainsi, au niveau
asymptotique o = 5%, les données ne remettent pas en cause le modéle de
Yang.

Enfin, en utilisant la méthode d’estimation du paramétre v d’un modéle
de Yang basée sur le principe du maximum de vraisemblance de la Sous-
Section 4.4.4 du chapitre précédent et en se basant sur la totalité des données
disponibles (les records olympiques de 1900 jusqu’a 2012) nous calculons un
nouveau estimateur de v, 43 = 1.77, avec un intervalle de confiance de niveau
asymptotique 95% donné par (1.1213,2.4215). En utilisant cette valeur 45 =
1.77 et en appliquant 'approximation asymptotique du Théoréme 5.2 nous
obtenons un temps moyen inter-record estimé de 2.3 jeux (= 9.2 années), ce
qui est proche du temps d’attente moyen réel de 1.89 jeux (basé sur les 9
derniers temps inter-records des données complétes (1900-2012)). Ainsi, en
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se basant sur les probabilités de la ligne 5 de la Table 5.2, et sachant que
le dernier record de la course de 200 métres a eu lieu en 2008 ( le record
n’a pas été battu en 2012), on peut prévoir qu’il aura un nouveau record
olympique de cette course durant les jeux de Rio 2016 avec une probabilité

(7

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que dans le contexte d’'un modéle
de Yang, le comportement asymptotique de la distribution du temps inter-
records Ay = L,.1 — L, est géométrique. Puis, en se basant sur cette
propriété, nous avons développé deux tests d’adéquation pour le modéle de
Yang. De plus, nous avons construit un test statistique, basé sur le nombre de
records Np, qui évalue la nécessité d’un passage a un modéle non 4id afin de
modéliser certaines séries de records. Enfin, nous avons appliqué nos résultats
théoriques a des données analysées précédemment par Yang (1975) présentant
les records de la course de 200 métres dans les Jeux olympiques. Les différents
tests statistiques ont montré que le passage au dela d’un modéle #id est
nécessaire et que 'hypothése d'un modéle de Yang n’est pas déraisonnable
pour ce type de données. De plus, en appliquant la méthode d’estimation du
chapitre précédent afin d’estimer le paramétre v du modéle de Yang, nous
avons obtenu un estimateur qui colle mieux que celui proposé par Yang (1975)
avec les données réelles.



Chapitre 6

LDM et Yang-Nevzorov :
Estimation basée sur (R, L)

Dans ce chapitre, en premier lieu, nous estimons le drift 6 et les paramétres
de la distribution sous-jacente, dans le cas d’une loi de Gumbel de paramétres
inconnus p (paramétre de position) et § (paramétre d’échelle), d’'un mod-
éle LDM, en se basant uniquement sur les indicatrices de records. Puis,
nous passons a l'utilisation de la totalité des données disponibles (valeurs
et indices/indicatrices de records) afin de calculer, par plusieurs méthodes,
des estimateurs des paramétres des modéles LDM et Yang-Nevzorov dans
des cas ou la distribution sous-jacente n’est pas nécessairement Gumbel. De
plus, nous évaluons les différentes méthodes d’estimation par des simulations
numériques sous R et Matlab en comparant la qualité de chaque estimateur
sur plusieurs niveaux : biais, écart-type et probabilité de couverture. Enfin,
nous introduisons des tests statistiques qui nous aident a vérifier la confor-
mité du choix de la distribution sous-jacente et a choisir entre un modéle
LDM et de Yang. Aussi nous évaluons les différents tests statistiques par des
simulations numériques sous Matlab en calculant les quantiles empiriques
sous Hj et les variations de la puissance du test pour différentes valeurs de 6
et .

On peut citer les articles de Carlin et Gelfand (1993), Feuerverger et Hall
(1996) et Smith (1988) pour d’autres méthodes d’estimation des paramétres
des modéles de records.

109
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6.1 Estimation basée uniquement sur les ¢,

Au Chapitre 3, nous avons considéré le cas d’'un modéle LDM de distri-
bution sous-jacente de loi de Gumbel avec paramétre connu et, sans perte de
généralités, nous avons considéré la loi G (0,1). Ici nous nous placons dans le
cadre d'un modéle LDM avec une distribution sous-jacente de loi de Gumbel
de paramétres inconnus. La t**™¢ observation de la série temporelle est de la
forme :

X, =Y, +6t, (6.1.1)

avec 0 le « drift » et {Y;,¢ > 1} une suite infinie de variables aléatoires iid qui

suivent la loi G (p, B) de fonction de répartition F' (y) = exp (— exp (—y—;ﬁ)>

Evidemment, il ne nous est pas donné d’observer la suite X;, seulement
ses records R, = X, ou L, est I'indice du n'me record.

Notre but est d’étendre les résultats du Chapitre 3 et de tenter d’obtenir
des estimateurs des paramétres 6, p et § en utilisant le principe du max-
imum de vraisemblance basé sur la distribution des indicatrices de records
{6:,t > 1}, avec lesquels on avait obtenu des résultats utiles au Chapitre 3.

Si la densité de Y; est f; (y) = %exp (—%) exp (— exp (—%)) (la loi
G (u, B)), d’aprés I'exemple 2.1, le taux de record est donné par :

P = /f(y) <H (F (y))ex‘)(%)) dy.

En posant v = exp (—%) et w = F'(y), on obtient :

1 /t—1
k
aw - [ (Hu”)du,
0 \k=1
1 P
= /ulv du,
0

1—v

1 —ut

Ceci montre qu’en utilisant uniquement les indicatrices de records comme
variable de censure, on peut extraire des informations sur le drift 6 et le
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paramétre d’échelle S uniquement, via le terme v. Or comme v est fonction
de Q ces deux parameétres ne sont pas identifiables. En fait il est logique que

¢a ne le soit pas car X; =Y, +0t <— )ét = % + %t. Alors, on peut conclure

que notre censure est informative pour le quotient % mais non-informative
sur u, 0 et 0 pris individuellement.

En utilisant la propriété d’indépendance des indicatrices de records dans
un modéle LDM de distribution sous-jacente de loi de Gumbel (Borovkov,
1999), on peut alors construire une fonction de vraisemblance basée sur les d;.
En appliquant le principe du maximum de vraisemblance, le travail consiste
a trouver v qui maximise I’expression suivante :

L(”) = P[élv"‘adT;y]7

T
= H]P’ [0¢] , 91 = 1 (record trivial),
=2
T

= JT@ ™1 -Q )™,

(1—v)% (v -t
(1—ut)

I
E*ﬂ

t=2

Etant donné I’aspect « régulier » de cette vraisemblance, la méthode classique
est de dériver log L (v) par rapport a v, puis de calculer les racines de cette
dérivée.

logL(v) = > [6log (Qi(v)) + (1 —6)log (1—Q (v))],
= Z 5t log (1 —v) — d; log ( (1 — Vt_l)) + log (u (1 — l/t_l))

= Nr log (1—v)+ (T — Np)log (v) —log (1 — ")

T
= dilog (171, (6.1.2)
t=2
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ol Zthg 0, = Ny — 1, avec Ny = le nombre de records parmi les 1" valeurs
de 5t-

Ainsi, il faut trouver lestimateur 7 de v tel que,

dlog L (v) N T-Np T (t—1)v
o~ - )
( dv b 1—1/+ v 1—1/T Zt 7 ’

v=0

— 0 (6.1.3)

On remarque que c’est la méme équation que celle de la Section 3.3
portant sur l'estimation de 7 = e~?. Ainsi, en appliquant de nouveau un
théoréme de Leroy et al. (2016) sur le comportement asymptotique des EMV
dans le cas ol les observations sont indépendantes mais non identiquement
distribuées, on montre que ¥ existe et

£, N(0,1), (6.1.4)

ou I (v) dénote I'information de Fisher :

Ir(v) — —E {—d St
B T TyT—2 (T + T — 1)
- 1_U2ZQt ( _;Qt(y)>_ (1—o7)?

_ (t— 1) yi=3 (t_2+yt_1)Qt (I/) (6.1.5)

— (1 _ Ut—1)2

De plus, on montre aussi que

IT(V) - 1
T —>](V)——(1_V)V.

Par suite, en se basant sur 'Equation (6.1.4) on a

VT (0 —v) 5 N (0,17 (v)).

Or, le quotient % du modéle LDM est donné par % = —log (v). Ainsi, d’aprés
la méthode delta on obtient :
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£y N(0,1), (6.1.6)

<=
~
L
—~
S
~—

et, pour un niveau de confiance asymptotique 1—q, un intervalle de confiance

asymptotique de % est donné par :

[@ - %Zl‘% @ * %Zl—m] : (6.1.7)

Il ne reste plus qu’a réexprimer l'information de Fisher (6.1.5) dans la

paramétrisation originale (c’est a dire en %), en appliquant la méthode delta
sur 'équation (6.1.4) et en utilisant encore une fois la relation % = —log (v).
On obtient : )
17 (5) = 17 01 ¢ (35 (- 1ox )
T 6 T dv .
Ainsi

et

£y N(0,1). (6.1.8)

En conclusion, en se basant uniquement sur les indicatrices de records on
peut estimer le quotient £, mais on ne peut pas estimer les autres paramétres
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i, 3,6 d'un modéle LDM avec distribution sous-jacente G (u, 5) de paramétres
inconnus.

Donc, pour les modéles LDM ol on a plusieurs paramétres & estimer, il
est indispensable d’utiliser plus d’informations, a savoir ici les couples des
données disponibles {(R,, L,),n > 1} (valeurs et indices de records), pour
tenter d’obtenir des estimateurs des parameétres.

6.2 Estimation basée sur les couples (R, L,)

6.2.1 Estimation de § du modéle LDM

Notre but est maintenant de revisiter les résultats du Chapitre 3 et d’es-
timer le drift 8 d’'un modéle LDM de la forme X; = Y; + 0t dans le cas d’une
distribution sous-jacente G (0,1), en se basant sur le principe du maximum
de vraisemblance et en utilisant maintenant les couples {(R,, L,),n > 1}.

Pour une suite de T observations X = (X7, Xo,..., Xr), on suppose que
les données disponibles sont les indices de records L; = 1, Lo, ..., L, et les
valeurs de records Ry = Xy, Ry = Xp,,..., R, = Xy,,, avec m = Np nombre

de records parmi les T observations. Par conséquent, nous savons aussi qu’il
n’y a pas de records parmi les X inobservables.

Remarquons que la situation ressemble beaucoup & un contexte ot il y a
censure. Cette similitude a été exploitée par Smith (1988) pour obtenir de
facon ad hoc un estimateur de #. Cependant ici, comme on I'a vu, la censure
(les 0;) est informative de sorte que 'approche de Smith (1988) n’exploite pas
toute I'information contenue dans les données.

6.2.1.1 Vraisemblance de Carlin et Gelfand (1993)

Selon Carlin et Gelfand (1993) la fonction de vraisemblance associée a la
totalité des informations disponibles est donnée par

L(Q) = L(lelaXlzajlaLQ:lQ,XLz:xlw...,
LNT = lNT,XLNT = $1NT;9> )

= f(xll)P[ZQ | xll] X f(xlz | xlul?) X...xP |:lNT | $l17l27'- . 7xlNT71i|

x f (xlNT | 1o, . ,lNT> x P [Pas de records aprés Iy, | ), 1o, . ..

(6.2.1)

7£ElNT:| M

(6.2.2)
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On définit les événements :

Ai = {XliJrl S.I'li,...,XlHl,l §a:li},

= Pas de records entre deux records consécutifs, [; et [;,1,7=1,..

et

ANT - {XZNT+1 < xlNTv"‘vXT < aleT}’

= Pas de records aprés le record Iy,

De plus, notons,

U= (Xll,...,XlNT> de densité f (u;0) etV = X \ U,

Ainsi,

f(xae) - f($1,$2,...7x’1“;9),
= [ (u,v;0),
= f(w0) f(v]ub),
ou f (v | u;0) est la densité conditionnelle de v | u. Posons,

Nr
B = ﬂ A; (Les observations non records).
i=1

Alors, I'expression (6.2.2) s’écrit :

Fluv:0) dv = f(wo) | fv|uwb)d
J, /

= [(wO)P[B|u6],

Nt

= f <l’ll,$12,...,l‘1NT) x P

/f(u,v;ﬁ) dv = f(x,) {
B

i=1

i=1,. i—l)}

115

L Np—1,

mAi’xljajla"'aNT;el )

P ﬂAi|xl].,j:1,...,NT]. (6.2.3)
=1
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Arnold et al. (1998, page 28) montrent que, dans le cas 7id, la suite des
valeurs de records forme une chaine de Markov. Ainsi, il n’est pas déraisonnable
de poser comme premiére approximation que les valeurs de records forment
une chaine de Markov. Et comme les X; sont indépendantes, (6.2.3) s’écrit,

L(e) = f(xll> {Hf (mli mli1>} { ]j P [Az ‘ mli7xli+1j| } P |:ANT ’ xlNT:| .

i=1
(6.2.4)
Afin de maximiser 'expression (6.2.4) et trouver un estimateur 6 de 6,

il faut déterminer les probabilités conditionnelles {f (I‘li | 2,_,) }2<i<NT. Par

suite, il faut définir la loi jointe leinzi_l (331“ xlz;l) de deux records consécu-
tifs.

Comme nous sommes dans le cas d’'un modéle LDM avec une distribution
sous-jacente de loi de Gumbel, une premiére approche, qui ne semble pas
déraisonnable a premiére vue, est de supposer que la distribution jointe suit
une loi bi-Gumbel.

Gumbel et Mustafi (1967) ont présenté deux telles lois qu’ils appellent des
bi-Gumbel. Si X et Y sont deux variables aléatoires qui suivent la loi G(0,1)

de fonction de répartition F'(z) = e¢ ", alors la fonction de répartition
jointe de la premiére formulation est :
Fxy (z,y,a) =exp [— (e +e¥) +a(e” + ey)fl} : (6.2.5)
et celle de la seconde est
Fxy (z,y,b) = exp [— (et 4 e )’ *’} : (6.2.6)

Dans les deux cas 0 < a < 1 et b > 1 sont des paramétres de dépendance
entre X et Y. Selon notre choix de la formulation (6.2.5) ou (6.2.6) on dit
que nous sommes dans le cas d'un a — modele ou b — modéle.

Ainsi, la densité jointe est :

e Cas a — modele,

fX,Y ($, Y, a’) = FX,Y ($7 Y, (1) 67($+y) [1 —a (62w + 62y) (ex + ey)_z
+2ae2@ ) (e 4 V)73 4 @22 (7 4 ey)_4] . (6.2.7)

e Cas b — modele,
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_ _ by —2+7
X » I - ’ I Y
fxy (x,y,0) FX7y(myb)xeb(x+)x(e ety T

x [b 14 (et e—b’y)ﬂ . (6.2.8)

Cependant I'utilisation des Equations (6.2.7) ou (6.2.8) afin de calculer
I'expression (6.2.4) et obtenir un estimateur du drift 6 en se basant sur le
principe du maximum de vraisemblance présente plusieurs inconvénients :

1. Nous devons supposer que dans un modéle LDM de distribution sous-
jacente de loi de Gumbel, la distribution jointe des valeurs de records
consécutifs suit la loi bi-Gumbel, ce qui n’est pas nécessairement vrai,
surtout que, dans le cas iid, Arnold et al. (1998) et Nevzorov (2001)
montrent que la loi des valeurs de records est différente que la loi des
observations sous-jacentes (Théoréme de dualité).

2. D’aprés Borovkov (1999), dans un modeéle LDM la suite des valeurs de
records {R,,,n > 1} n’est pas nécessairement une chaine de Markov.

Donc, en se basant sur les points ci dessus, il est plus avantageux de chercher
un estimateur du drift en travaillant directement sur la maximisation de
I'expression (6.2.1) et d’éviter 'expression (6.2.4) ot nous sommes obligés de
poser des hypothéses, plus ou moins exactes, sur la distribution jointe et la
propriété Markovienne des valeurs de records, afin d’expliciter la fonction de
vraisemblance 4 maximiser.

6.2.1.2 Nouvelle méthode d’estimation

Théoréme 6.1. Borovkov (1999), Dans un modéle LDM (6 > 0) la suite des
couples {(Ry,, L) ,n > 1} forme une chaine de Markov homogéne de proba-
bilité de transition

lnp1—1

P |:Ln+1 = ln—i—l; Rn+1 = Ly ’ L,= lna R, = xln} = f (xln+1 - eln—H) H F (Iln - Qt) )
t=lp+1

(6.2.9)
avec F' (), la fonction de répartition des Y, et un espace d’état

E = {L1:l1:1<L2:l2<"'<LNTZZNTSTet

Rlzl’ll<R2:$12<"~<RNT:$1NT}.
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En combinant le résultat du Théoréme 6.1 avec 'Equation (6.2.1), on peut
conclure que notre travail consiste a trouver le # qui maximise ’expression
suivante :

L(O) = L(Li=0, X0 =, Lo = b, Xy = 2o Lvy = by Xpy = 21,30)
= P[Ll = ll,Xl :[L'll] X P[Lg = lQ,XL2 = I, ’ L1 = ll,Xl :.’I}ll] X ...
XP | Livy = s Xiy = Tty | gt = I,

Xiy, 1 = xlNT—1i| , [1 = 1 (record trivial),

= P[Xllel]xf(xIQ—ng)x < ﬁ F(mll—ﬁt)> X,

t=l1+1
lNTfl
Xf (.’L’ZNT — GZNT> X H F (JTZNT_l — Ht)
t=INp—1+1

(6.2.10)

En spécialisant cette expression au cas d’une distribution sous-jacente G (0, 1),
la—1
L) = o (nt)eme (07 (o) e () ( 11 <>) x...
t=l1+1

In —
xe (IZNT _GINT)efe_(IZNT _MNT) NlT_Il *e_<mlNT*1_gt)

€ Y
t=INp-1+1
Nr Nr lo—1
= exp (— Z (@, — 9lk)) exp (— Z (e—(fczk—elk))> [exp (_ Z e—(le—et)
k=1 k=1 t=l1+1
Ing—1
xexp | — Z ¢ (#tep 1 =01) :
t=INp-1+1
Nr Nr
= exp (— Z (@, — Qlk)) X exp (— Z (e(mlkmk‘))>
k=1 k=1

Np—11li41—1
X exp (— Z Z 6_(xli_9t)> .

i=1 t=l;+1

(6.2.11)
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Comme cette vraisemblance est « réguliére », I’approche classique est de
dériver log L (0) par rapport a 6 puis calculer les racines de cette dérivée.

Nrp Nrp Np—1liy1—1
log L (0) = — [Z (@, — Oli,) + Z <e (C ) Z Z (w1, —-0t) ]
k=1 k=1 i=1 t=l;+1

Ainsi lestimateur 05 de 0 est tel que,

(d log L (0) ) _ 0
do 9—0s .

Or,
NT 1lz+l 1
dlog L
R 2000 YRS 5l sl
i=1 t=l;+1
et, de plus,
2 Np—11lip1—1
Pt 0 [yt 325 b,
i=1 t=l;+1
2
Par suite, dﬁ#‘;w) < 0, ce qui permet de conclure que la log-vraisemblance

est concave et admet un unique maximum.

Remarque 6.2. En utilisant la présente méthode d’estimation on peut facile-
ment aller au dela d’une distribution sous-jacente de loi de Gumbel. En ef-
fet, en se basant sur I'Equation (6.2.10) on peut considérer une distribution
sous-jacente quelconque de fonction de répartition F' () et de densité f(-),
et calculer nos estimateurs en se basant sur le principe du maximum de
vraisemblance comme dans le cas d'une loi de Gumbel. Ainsi, I'utilisation de
la totalité des données disponibles nous a aidé & dépasser la contrainte d’une
distribution sous-jacente de loi de Gumbel.

Afin d’étudier empiriquement la qualité de I'estimateur obtenu par cette
nouvelle méthode d’estimation, 5000 séries chronologiques selon un modéle
LDM pour différentes valeurs de 6 avec T = 100 observations et une distri-
bution sous-jacente G (0,1) ont été générées. Pour chacune de ces séries, la
suite des indices et des valeurs de records ont été extraites et estimateur
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A ~ 2 71
o | s | \f7(0) |- (Tape)

0.05 | 0.01 0.0410 0.0334
0.10 || ~ 0.00 0.0074 0.0072
0.15 || ~ 0.00 0.0054 0.0054
0.20 || ~ 0.00 0.0045 0.0045
0.25 || ~0.00 0.0039 0.0040

TABLE 6.1 — Biais et écarts-types de é5, pour différentes valeurs du drift 6

é5 a été calculé. De ces 5000 séries, les caractéristiques habituelles ont été
empiriquement estimées.

La Table 6.1 donne le biais de 'estimateur dans la deuxiéme colonne. La
troisiéme colonne du tableau donne I’écart-type empirique (& partir de 5000
séries) de 0. Enfin, la derniére colonne donne la moyenne empirique (sur les

~1
2
5000 séries) de \/ - (M> .

de2

On remarque que l'estimateur é5 de @ est de bonne qualité, tant sur le
plan du biais et de I’écart-type. D’autre part, en comparant notre estimateur
avec 53, obtenu par la méthode EMV basée uniquement sur les indicatrices de
records du Chapitre 3, Section 3.3 (voir les Tables 3.2 et 3.3 pages 60, 61), on
peut conclure que les deux estimateurs sont presque sans biais, avec une petite
préférence pour ég pour les petites valeurs de 6, mais ’estimateur obtenu en se
basant sur les couples des données (R, L,,) est moins variable, surtout pour
les grandes valeurs de 6. Notons que, 'estimateur ég obtenu au Chapitre 3 est
aussi utile pour donner un point de départ de 'algorithme numérique menant

-1
N 2
a 05. Enfin, signalons que \/— (%) est une bonne approximation

de I'écart-type exact de é5. Par suite il n’est pas déraisonnable de conjecturer
que
05 — 0
7 = > ~ N (0,1).

N d’ log L(0) -
de2
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!

L0 | 9% | 9% | 99%
0.05 [ 79.58% [ 85.32% [ 93.10%
0.10 || 83.72% [ 89.60% | 95.84%
0.15 || 86.70% [ 92.04% [ 97.38%
0.20 || 87.12% [ 92.44% [ 97.70%
0.25 || 87.94% [ 93.00% | 98.38%

TABLE 6.2  Probabilité de couverture de l'intervalle de confiance (6.2.12)
pour différentes valeurs du drift 6 et du degré de confiance 1 — o avec une
distribution sous-jacente G (0, 1)

On pourrait ainsi obtenir un intervalle de confiance de 6 de niveau asympto-
tique 1 — o :

N d?log L (6
p o _(%

-1
X Zl_a/g S 0
0=05

2
bt | (d log L (6)

<

-1
X Zi—ap| ~ 1—0a.(6.2.12)
de? 9é5>

Pour valider cette conjecture, la Table 6.2 présente les probabilités de couver-
ture de l'intervalle de confiance (6.2.12), pour différents niveaux de confiance
1 — «. Les niveaux de confiance réels sont proches de ceux visés, sauf pour
les petites valeurs de #. Mais globalement les niveaux de confiance réels de
Vintervalle de confiance (3.3.11) basé sur f3 collent mieux avec ceux visés
(voir la Table 3.4 page 61).

Ainsi, 'utilisation des valeurs de records, en plus des indices de records,
donne plus d’informations sur notre paramétre a estimer, ce qui aide a obtenir
un estimateur de bonne qualité, surtout pour les grandes valeurs de 6, et
indépendamment de la distribution sous-jacente.

Nous pouvons aussi appliquer cette nouvelle méthode d’estimation pour
estimer le drift d’un modéle LDM de distribution sous-jacente autre que
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Gumbel, mais en restant sur une fonction de vraisemblance construite a partir
d’une distribution de Gumbel (6.2.11). Ici en fait c¢’est en utilisant une pseudo
vraisemblance.

Comme application numérique, la Table 6.3 donne le biais empirique et

I’écart-type approximé par simulation [V <é5> de 05 de plus de la moyenne,

du maximum et du minimum du rapport % pour différentes valeurs de 6 et

pour des distributions sous-jacentes de Weibull <,u =w — \/lé, B = \/lé, o= 1)
et N (w, \%) respectivement (u =paramétre de position, § =paramétre
d’échelle (5 > 0), 0 =paramétre de forme (o > 0) et w = 0.5772 la constante
d’Euler-Mascheroni), avec une fonction de vraisemblance construite suivant
la densité de G (0, 1), pour différentes valeurs de T'. Le choix des paramétres
des distributions sous-jacentes est basé sur la remarque que la distribution

G (0,1) ala méme espérance et le méme écart-type que Weibull (w — %, %, 1)
ou N (w, \%)

Encore une fois, on remarque que I'estimateur é5 du drift 6 est de bonne
qualité indépendamment de la distribution sous-jacente, surtout pour 7" =
200 et pour les grandes valeurs de 6. De plus, aussi indépendamment de la
distribution sous-jacente, la qualité des estimateurs s’améliore avec I’augmen-
tation de la moyenne du nombre de records, surtout au niveau de I’écart-type.

6.2.2 Estimation de v du modéle de Yang-Nevzorov

Dans cette sous-section notre but est de revisiter les résultats du Chapitre
4 et d’estimer 7y d’'un modéle de Yang-Nevzorov de la forme X; ~ F(-)'yt,
en se basant sur le principe du maximum de vraisemblance et en utilisant
aussi les couples {(R,, L,),n > 1}. Pour une suite de 7" observations X =
(X1, Xa,...,X7), on rappelle que les données disponibles sont les indices
de records Ly = 1,L,,..., L, et les valeurs de records R; = X, Ry =
Xiyy-ooy Ry = Xy, avec m = Np nombre de records parmi les 7" obser-
vations.

Dans le Théoréme 6.1 Borovkov (1999) montre que, dans le cas d’un

modeéle LDM, la suite des couples {(R,, L,),n > 1} forme une chaine de
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0 Biais \/V (é5> (22) | max (Nz) | min (Ny)
0.05 || 0.02 0.054 0.0766 19 1
0.10 0.01 0.026 0.1087 22 2
0.15 || ~0.00 0.0074 0.1443 29 4
0.20 || ~ 0.00 0.0057 0.1793 34 6
0.25 || =~ 0.00 0.0046 0.2162 38 8

(a) Cas de Weibull (w —

s
<k

6 Biais \/V (é5> (2r) | max (N7) | min (N7)
0.05 || ~0.00 0.0158 0.1153 26 2
0.10 | = 0.00 0.0031 0.1864 33 4
0.15 || =~ 0.00 0.0023 0.2625 48 10
0.20 || ~0.00 0.0018 0.3348 26 15
0.25 | ~0.00 0.0016 0.4114 65 21

(b) Cas de Weibull (w z 1), T = 200 observations

_%7\/67

6 Biais \/V (ég)) (3r) | max (N7) | min (N7)
0.05 | ~0.00 0.0056 0.1058 20 3
0.10 | ~ 0.00 0.0042 0.1594 30 6
0.15 | =~ 0.00 0.0036 0.2068 34 9
0.20 | ~ 0.00 0.0034 0.2482 39 14
0.25 | ~0.00 0.0032 0.2870 45 17

(c) Cas N (w, %), T = 100 observations

0 Biais \/V («%) (2x) | max (N7) | min (N7)
0.05 || ~ 0.00 0.0018 0.1854 30 7
0.10 || ~ 0.00 0.0014 0.2978 49 17
0.15 || =~ 0.00 0.0013 0.3937 o8 25
0.20 || ~0.00 0.0012 0.4825 66 29
0.25 || ~0.00 0.0012 0.5611 75 40

(d) Cas N <w7 %), T = 200 observations

TABLE 6.3 — Biais et écarts-types de 95, pour différentes valeurs de 6 et T"d’un
modeéle LDM de distribution sous-jacente autre que Gumbel, mais en restant
sur une fonction de vraisemblance construite a partir d’une distribution de
Gumbel.



CHAPITRE 6. ESTIMATION BASEE SUR (Ry, Ly) 124

Markov. Le Théoréme suivant est une généralisation du résultat obtenu par
Borovkov (1999) au cas d'un modéle de Yang-Nevzorov.

Théoréme 6.3. Dans un modéle de Yang-Nevzorov la suite des couples
{(Rn, L), n>1} forme une chaine de Markov homogéne de probabilité de
transition

P |:Ln+1 = ln-i—l; Rn-‘rl = Llpqq ’ Ln - lna Rn = xln} = Pl X f (xln+1)

-1 n+1 1
X (11,0.)" ™ x F ()P
(6.2.13)
avec F' (-), la fonction de répartition de la va sous-jacente, et un espace d’état
{L1:l1:1<L2:l2<"'<LNTZZNTST@t
Ry =Ty <R2:$12 < - <RNT ZQZZNT}
Démonstration.
P [LnJrl - ln+17 RnJrl = Llpiq | Ln - lna Rn =T,y 7L1 - l17 Rl - xll} -
ln+1 1
P [Xln—H < Xppyyees 7Xln+1—1 < Ty,, Xln+1 = xln+1] = sz il :'Eln+l H FXt xln :
t=lp+1
Or,
P [Ln+1 = ln+1, Rn+1 = Tl ’ L,=1,R,= l‘ln} =P [Xln+1 < Xlyye- ey
Xln+l_1 < '/L‘ln7 Xln+1 - 'xln+1i| Y
lnt1—1
= le 1 xln+1 H FXt ‘,'Eln :
t=ln+1

Par suite,
P [LnJrl = ln+17 Rn+1 = Tl ’ Ln - lnv Rn =T,y 7L1 = l17 Rl = xll} -

P [LnJrl = ln+17 Rn+1 = Tl ’ Ln = lna Rn = mln} .
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Donc, toute I'information utile pour la prédiction du futur est contenue dans
I'état présent du processus {(R,, L,),n > 1}, et la probabilité de transition
s’écrit :

P [LnJrl = ln+1> Rn+1 = Ly | L,=1,R,= CCZ,J = Plpg X f (‘Tln+l) x F (xln+l)pln+1_

lnp1—1

X H F(.’Eln)pt,

t=lp+1

Pl X f (xln+1) X F (xln+1)pln+17
X F (zy, )b o
O]

En appliquant la probabilité de transition du Théoréme 6.3 au cas d’un
modeéle de Yang, c’est a dire p; =+, v > 1, on obtient :

P [Ln-‘rl - ln—i—l: Rn—i—l = Ly | L, = lna R, = -rln} - VZ"H X f (xln+1) X F (l’and)’7
<F (a1,

= fyln+1 x f (xln+1) x F (xlnﬂ)w

,\/ln+1 _,Yln—}—l

In+1_

In41_

1

1

1

1

xF () T . (6.2.14)

En combinant le résultat du Théoréme 6.3 avec la vraisemblance de Carlin
et Gelfand (6.2.1), on peut conclure que notre travail consiste a trouver le
qui maximise I’expression suivante :

L) = L(Li=b, X =i, Ly = b, Xpy = @y, vy = v Xy = 71, 57)
= ]P)[Ll = ll,Xl :[L’ll] X P{LQ = lQ,XLQ = I, ‘ L1 = ll,Xl = .’L'll] X ...
XP | Livy = gy Xiny = Tty | It = I,

Xiy, 0 = .I’ZNTA] , l1 = 1 (record trivial),

l -1 Iy Fl2 1 il
= " @) F ()7 %y f () F(2) 7 % F () 77 %
+'Nr 1 LN N
Iy —
() o))

NT?l ,Yln+1,7ln+1

. 7Zﬁilnﬁ(f@,n)F(gc,n)“"1) I1 (F(xln)l—v). (6.2.15)
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Comme cette vraisemblance est « réguliére », I’approche classique est de
dériver log L () par rapport a 7 puis calculer les racines de cette dérivée.

Nt N Nr
logL(y) = log(7)Y L+ Y logf(a,)+ Y (v —1)logF (z,)
n=1 n=1 n=1
NT_l ln+1 ln+1
Yt — oy
+ Z (?) lOgF(l’ln>,
n=1
NT NT ]\]T_1 ’Yln _ ryln+1
= log() 3+ D lowf () + 3 (Tl < 1) logF (o)
n=1 n=1 n=1
+ (9N = 1) log F (i, ) (6.2.16)

Ainsi 'estimateur 44 de v est tel que,

(d log L () > _ g
d’)/ V=4

Or,
dlog L(v) _ lil + Iyt og F (xl )
d’y ’y gt n T N
Np—1 — -
; ((zmu (1 =l) )yt (—1 (_ln;{;t (1= loa) )y 1) log F (zy,),
et, de plus,
d’logL(y) _ _ifz vy % (Ing — 1) X 412 x log F (a:l )
—d'yz 42 - n T T Nt
. NTzl (((zn — 1)l — 2y (I, — 2) + (lgn —2) (la —1)7?) "2
o (1=7)
~ ((Gngr = D) g = 21y (L1 — 2) +3(ln+1 —2) (lns1 —1)7°) ’Vl"+l_2>
(1=7)

x log F' (zy,,) .
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) -1
¥ Biais V(%) \/(_ (d l((iiaL(W))>

1.05 || 0.01 0.0484 0.0347
1.10 || =~ 0.00 | 0.0091 0.0092
1.15 || =~ 0.00 | 0.0067 0.0065
1.20 || =~ 0.00 | 0.0058 0.0058
1.25 || = 0.00 | 0.0053 0.0054

TABLE 6.4 Biais et écarts-types de 44, pour différentes valeurs de

Afin d’étudier empiriquement la qualité de I'estimateur obtenu par cette
nouvelle méthode d’estimation, 5000 séries chronologiques selon un modéle
de Yang pour différentes valeurs de v avec T" = 100 observations et une distri-
butions sous-jacente Weibull (,u =w — \/16’ B = \/Lé, o= 1) ont été générées
(w = 0.5772 la constante d’Euler-Mascheroni). Pour chacune de ces séries,
la suite des indices et des valeurs de records ont été extraites et 'estimateur
4 a été calculé. De ces 5000 séries, les caractéristiques habituelles ont été
empiriquement estimées.

La Table 6.4 donne le biais de 'estimateur dans la deuxiéme colonne. La
troisiéme colonne du tableau donne I’écart-type empirique (& partir de 5000
séries) de 44. Enfin, la derniére colonne donne la moyenne empirique (sur les

-1
. d2 log L(~)
5000 séries) de \/— (d—72 :

On remarque que 'estimateur 44 de v est de bonne qualité, tant sur le
plan du biais et de I'écart-type. Notons aussi que, I'estimateur 73 obtenu
au Chapitre 4 est aussi utile pour donner un point de départ de 1'algo-

d~2

—1
. - <. . d’1og L
rithme numeérique menant a 4,. Enfin, signalons que \/— (ﬂ est
v

une bonne approximation de ’écart-type exact de 4,. Par suite il n’est pas
déraisonnable de conjecturer que

Y4 — Y

9 -1
o d log L(~)
Cl'y2

~ N (0,1).
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l—«

|y [ 90% | 95% | 99%
1.05 || 78.5% | 85.0% | 93.1%
1.10 || 83.5% | 89.4% | 95.7%
1.15 || 85.9% | 91.7% | 97.0%
1.20 || 86.3% | 92.0% | 97.5%
1.25 || 87.9% | 92.9% | 97.9%

TABLE 6.5 Probabilité de couverture de l'intervalle de confiance (6.2.17)
pour différentes valeurs de v et du degré de confiance 1 — o avec une distri-
butions sous-jacente de Weibull

On pourrait ainsi obtenir un intervalle de confiance de v de niveau asympto-
tique 1 — o :

. d*log L (v
P V4 — _< d")/Q()

—1
) X Zl_a/g S ’y
=94

. B <d2 log L (v)

1
<A+ > X Zi—ap| ~ 1—0.(6.2.17)
A4

=5

Pour tenter un peu de valider cette conjecture, la Table 6.5 présente les
probabilités de couverture de I'intervalle de confiance (6.2.17), pour différents
niveaux de confiance 1 — «. Les niveaux de confiance réels sont proches de
ceux visés, sauf pour les petites valeurs de 7. Mais globalement les niveaux de
confiance réels de 'intervalle de confiance (4.4.18) basé sur 43 collent mieux
avec ceux visés.

Ainsi, I'utilisation des valeurs de records en plus des indices de records,
donne d’informations sur notre parameétre a estimer, ce qui nous aide a
obtenir un estimateur de bonne qualité, surtout pour les grandes valeurs
de 7, et indépendamment de la distribution sous-jacente.

Remarque 6.4. Jusqu’a présent on n’a pas encore la théorie permettant de
donner les preuves des conjectures sur le comportement asymptotique de nos
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estimateurs. En effet, les (R, L,) forment une chaine de Markov de sorte
que les théorémes standards concernant le comportement des estimateurs de
vraisemblance maximale ne s’appliquent pas directement.

6.3 Estimation de 6 et des parameétres de la
distribution sous-jacente dans un modéle

LDM

Dans cette section, notre but est d’estimer les paramétres d’un modeéle
LDM dans le cas d’une distribution sous-jacente de loi G (p, 5) de paramétres
inconnus, ¢’est-a-dire de fonction de répartition

- - -(552)
et de densité
- (- (532)on (o - (52)

en se basant sur la méthode combinant le résultat du Théoréme 6.1 avec
I'Equation (6.2.1).

Ainsi, avec une distribution sous-jacente G(u, 3), la fonction de vraisem-
blance (6.2.10) s’écrit :

LO,u,pB) = P[Xlexll]f(xl2—9lg)<l:[ F(xll—t%)> X ...

t=l1+1

Ing—1

X f<a:lNT—9lNT> I1 F(xlNT_l—9t> ,

t=INp—1+1
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L) = 5 et P et e

lo—1 7(zl179t) ] (IzN GlNT) B (zzN 701NT)
—e B — —e B
X H X o X =€ s e
t=l1+1
Inp—1 (”N 1 9t>7"
S
t=INp—1+1
o 1 N1 (ij — (%k) — M r ,w
= gwor| -2 T exp | =) | e
k=1 k=1
l2—1 zllfet vp—1 (leTﬂ*Gt)fu
X | exp Ze B X...Xexp | — Z B ,
t= ll+ t:lNT—1+1

o
1
Nt N @y, Ol ) —h
- ]1\] exp( Z(xlk’_elk)_u) exp (— (e_( B ) ))
6 k=1 6 k=1

Npr—11lip1—1 zl 70t
xexp( Z Z e 7 ) (6.3.1)

=1 t=l;+1

Notre travail consiste donc a trouver les 0, p et 5 qui maximisent 1’ex-
pression (6.3.1). Comme cette vraisemblance est « réguliére », la méthode

classique est de dériver log L (6, i1, B) par rapport a 6, u et S respectivement,
puis calculer les racines de ces dérivées.

r (1, — Ol) — 1 r (1, =0) —n
logL(0,u,3) = — [NTlog/3+ Z b k + Z (e_ﬂ>
k=1

B
Npr—11lip1—1 (CEL-Gt)M]
T
i=1 t=l+1

Ainsi, il faut trouver les estimateurs é, i et B de 0, pu et B respectivement
tel que,

<(’)logL(9,u,ﬁ)> =0.

~ (0log L (0,1, 5)
3 -( )

([ Olog L (0,1, )
Oy B ( )

ap

TIT
T
I

T

0
I
B

Il
D

o
"
B
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Ou,

dlog L (6, , B) 1 1 (e=on)-e g | _(m=0t) e
og a@u _ lek_gzlke 7 _EZ > te 5

Nt @y, 6l ) —n ‘ —6t)—
Olog L (0,1, 8) _ &_%Ze_(ﬂ) 1 DD IR

o B 1 B3 t=l;+1
DogL(0,n3)  Np 1 Ly
- T, —0l) — p) — — —0ly) —
5 5 +B2;[(mk k) — 1] 52;[(% k) —nle
1 Np—11li41—1 (zllfet)—u
3 X =00 —ple”
=1 t=Il;+1

Ce qui doit se faire numériquement.

Maintenant, afin d’étudier la qualité des estimateurs obtenus par cette
méthode d’estimation, 5000 séries chronologiques selon un modéle LDM pour
différentes valeurs de T', 8 = 0.25 et une distribution sous-jacente d’une loi
de G (p=0,5=1) ont été générées. La Table 6.6 donne les biais empiriques

et les écarts-types exacts approximés par simulation \Y <é) V(,&) et

\Y (B) de nos estimateurs.

On remarque que les estimateurs des paramétres du modéle LDM sem-
blent de bonne qualité, sur le plan du biais et de I’écart-type (sauf I’estimateur
du parameétre de localisation p qui s’améliore cependant avec 'augmentation
du nombre des observations). Donc, 'utilisation des valeurs de records en
plus que les indices de records, nous donne plus d’informations afin d’estimer
les paramétres de la loi sous-jacente de Gumbel, ce qui était impossible en
utilisant uniquement les indicatrices ou les indices de records.

6.4 Au deld de Gumbel

Nous explorons briévement l'utilisation de la méthode précédente pour
tenter d’estimer les paramétres de la distribution sous-jacente d’un modéle
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0 Iz 5
Biais ~ (.00 | -0.06 | ~0.00
Ecart type || 0.0086 | 0.5502 | 0.1708

(a) T' = 100 observations

0 Iz B
Biais ~0.00 | -0.05 | ~0.00
Ecart-type | 0.0096 | 0.3854 | 0.1331

(b) T'= 200 observations

4 0 B
Biais ~ 0.00 | -0.05 | ~0.00
Ecart-type || 0.0103 | 0.2950 | 0.1233

(¢) T = 300 observations

TABLE 6.6 — Biais et écarts-types de 6, [ et B pour différentes valeurs du
nombre d’observations T'

LDM de distribution sous-jacente autre que la loi de Gumbel, mais en restant
sur une fonction de vraisemblance construite a partir d’une distribution de
loi de Gumbel de paramétres inconnus (Equation (6.3.1)). Il s’agit ici d'un
probléme dit de « misspecification » ou 'utilisateur a correctement choisi le
modéle LDM mais incorrectement choisi la loi sous-jacente. L’intérét ici est
de voir si I'on peut néanmoins retrouver certains des paramétres inconnus.
Nous considérons le probléme d’estimation des parameétres d’un modeéle
LDM dans le cas d’une distribution sous-jacente de loi de Weibull (u, 3, 0),
en se basant sur le principe du maximum de vraisemblance, ou la fonction
de vraisemblance est construite a 'aide de la densité de la loi G (u, 3).
Pour étudier le comportement des estimateurs de la section précédente,
5000 séries chronologiques selon un modéle LDM pour différentes valeurs de
T, 6 = 0.25 et une distribution sous-jacente de loi de Weibull (w — %, %, 1)

ont été générées. Puis, on a injecté les données générées dans la fonction de
vraisemblance (6.3.1) construite a partir de la densité de la loi G (u, 5). Enfin,
on maximise notre fonction de vraisemblance afin d’obtenir des estimateurs
de 0, i et B. La Table 6.7 donne les biais et les écarts-types approximés par
simulations des estimateurs pour 7' = 100, 200 et 500 observations respec-
tivement.
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0 It B
Biais ~0.00 | 041 -0.18

Ecart-type || 0.0091 | 0.5986 | 0.2268
(a) T = 100 observations

0 [ B
Biais ~0.00| 041 | -0.16
Ecart-type || 0.0031 | 0.4175 | 0.1699

(b) T =200 observations

4 p s
Biais ~0.00 | 0.42 -0.15
Ecart-type || 0.0008 | 0.2445 | 0.1028

(c) T =500 observations

TABLE 6.7 Biais et écarts-types de é, L et B pour différentes valeurs
du nombre d’observations 7', une distribution sous-jacente de loi de

Weibull <w — \/ig, \/Lé, 1) et & = 0.25 en utilisant le principe du maximum

de vraisemblance appliqué sur I'Equation (6.3.1) construite a partir d’une
distribution de loi G (i, ).
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Ainsi, méme avec une mauvaise vraisemblance (données Weibull, modéle
supposé Gumbel) le drift 6 est estimable et l’estimateur semble de bonne
qualité sur le plan du biais et de I’écart-type. Par contre, le paramétre de
position p et le paramétre d’échelle 5 ne sont pas estimables dans le sens que
la méthode d’estimation ne semble pas donner un estimateur convergent :
méme si I'écart-type diminue, il ne semble pas que le biais disparaisse.

6.5 Tests statistiques

Dans cette section, nous introduisons des tests statistiques basés sur les
vraisemblances (6.2.10) et (6.2.15) obtenues en utilisant la suite des couples
{(Rn, L,),n > 1}. En premier lieu, notre but est de vérifier la conformité
du choix de la distribution sous-jacente dans le cas des modéles LDM et
Yang respectivement. En second lieu, nous présentons un test qui nous aide a
choisir entre un modéle LDM et de Yang. De plus, nous évaluons les différents
tests statistiques par des simulations numériques sous Matlab en calculant
les quantiles empiriques sous Hj et les variations de la puissance du test pour
différentes valeurs de 6 et 7.

6.5.1 Cas LDM

Dans le cadre d’'un modéle LDM de drift 8§ > 0, notre but est de tester
I’hypothése Hy = « la distribution sous-jacente suit la loi A avec un drift
0 inconnu » contre H; = « la distribution sous-jacente suit la loi B avec un
drift 6 inconnu » en utilisant un test du rapport de vraisemblances maximales.
Pour faciliter le lien avec les sections précédentes on considére par la suite
que la loi A est la loi G (uo, o) et la loi B est la Weibull (uy, £1,01), mais
toute autre paire de loi sous Hy et H; aurait pu étre choisie.

Pour ce faire, on maximise la vraisemblance (6.2.10), basée sur les (R,,, L,,)
ou on rappelle que R, = X, , sous Hy (c’est a dire calculer méixLG“mbel (0))

et sous H; (c’est a dire calculer m@awaeib“” (0)) et de faire le quotient des

deux. La statistique du test qui va servir a tester I’hypothése est la variable

aléatoire : ‘
maXLWezbull (9)

KPM =21 :
T 08 mGaXLGumbel (9) ’
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ou T désigne le temps présent. Cette statistique est appelée la déviance.

La valeur de cette statistique est comparée au quantile empirique d’ordre
(I —a) de KzPM notée K7™ Quand KEPM > KEPM | le test rejette, au
niveau asymptotique «, I’hypothése Hy. Ainsi, la distribution sous-jacente
du modéle LDM ne serait pas en accord avec la loi de Gumbel.

Cette loi KEPM gtant inconnue, afin d’approcher ses quantiles sous Hy,
5000 séries chronologiques selon un modéle LDM pour différentes valeurs
de 0 et de T avec une distribution sous-jacente G (0,1) ont été générées.
On injecte chacune de ces séries dans les deux vraisemblances L&l () et
LWebul (9) en considérant une loi de Weibull(pp=w — J5:P=75:0=1). On
rappelle que le choix des paramétres de la distribution sous-jacente vient
du fait que la distribution G (0,1) a la méme espérance et le méme écart-

type que Wez'bull(w— \/ig ’\/16’1)’ ot w = 0.5772 la constante d’Euler-

Mascheroni. Ensuite, on maximise les deux fonctions de vraisemblances par
rapport & 6. Finalement, on calcule la statistique KEPM afin d’obtenir em-
piriquement les quantiles de la loi de KXPM sous Hy. D’autre part, pour cal-
culer la puissance du test, 5000 séries chronologiques selon un modéle LDM
pour différentes valeurs de 6 et de T avec une distribution sous-jacente de

Weibull <w — \/ig, \/Lé, 1) ont été générées. On injecte chacune de ces séries

dans les deux vraisemblances L&l (9) et LWebul () et on maximise les
deux fonctions de vraisemblances par rapport a 6 afin de calculer KkPM, En
comptant le nombre de fois que KkPM > Kﬁ?f‘{l (rejet de Hy), on obtient la
puissance du test. La Table 6.8 représente les quantiles empiriques, sous Hy,
d’ordre (1 — ) de KEPM pour différentes valeurs de 0 et de T avec o = 5%.
De plus, la Figure 6.1 représente les variations de la puissance du test pour
différentes valeurs de 7'. On remarque bien évidemment que la puissance du

test s’améliore avec 'augmentation de 6 et de 7.

6.5.2 Cas de Yang

Maintenant, en suivant la méme méthode qu’a la sous-section précédente
mais dans le cas d’'un modéle de Yang de paramétre v > 1, nous avons con-
sidéré le probléme de tester ’hypothése Hy = « la distribution sous-jacente
suit la loi de G (p9,00) avec un paramétre ~ inconnu » contre H; = «la
distribution sous-jacente suit la loi de Weibull(jy,01, 1) avec un paramétre
~ inconnu » en utilisant aussi un test basé sur la déviance. Encore la, le
choix des densités sous Hy, H; aurait pu étre différent sans que cela change
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Riony
| 0 |T=25]T=50[T=100]T =200
0.05] 230 [ 212 1.96 2.21
010 225 | 2.09 2.07 2.26
015] 225 [ 2.10 2.31 2.74
020 | 227 [ 2.10 2.40 2.72
025 | 242 [ 252 2.71 2.93
050 | 3.59 | 4.14 4.37 3.96
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TABLE 6.8 Quantiles empiriques, sous Hy, d’ordre (1 — ) de KEPM pour
différentes valeurs de 0 et de T avec o = 5%

Puissance %

80

60

40

20

FIGURE 6.1 — Variations de la puissance du test pour différentes valeurs de

T (cas LDM)
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la stratégie de test. Ainsi, il suffit de maximiser la vraisemblance (6.2.15),

basée sur les (R, L,) ou on rappelle que R, = X, , sous Hy (c’est a dire

calculer max L% (7)) et sous H,; (c’est a dire calculer maxLWeull (1)) et
bl b

de faire le quotient des deux. La statistique du test qui va servir a tester
I’hypothése est la variable aléatoire :

maXLWeibull (7)

Yang Y
K™ = 2log maxLOumbel ()
v

La valeur de cette statistique est comparée au quantile empirique d’ordre
(1 —a)de K%/‘mg, notée K}i‘ﬁ“fx. Quand K}/a"g > K%/ffﬁga, le test rejette, au
niveau asymptotique «, ’hypothése Hy. Ainsi, la distribution sous-jacente
du modéle de Yang ne serait pas en accord avec la loi de Gumbel.

Pour étudier numériquement le comportement de cette stratégie de test,
on applique la procédure de la section précédente mais en générant des séries
chronologiques selon un modéle de Yang. La Table 6.9 représente les quan-
tiles empiriques, sous Hy, d’ordre (1 — «) de K;‘mg pour différentes valeurs
de v et de T avec a = 5%. Le « NA » dans la Table 6.9 signifie que la réponse
n’est pas disponible. En fait, dans un modeéle de Yang et pour des grandes
valeurs de T' et de v la série des observations simulée {X;,¢ > 1} prend des
valeurs infinies ce qui nous ne permet pas d’aller plus loin dans I'analyse
des simulations. Notons que normalement le modéle de Yang avec une dis-
tribution sous-jacente de Gumbel coincide avec le LDM avec cette méme loi
sous-jacente. Ainsi, en comparant les quantiles sous Hj obtenus ici avec ceux
de la section précédente, on remarque qu’asymptotiquement les deux séries
de quantiles se rapprochent. De plus, la Figure 6.2 représente les variations
de la puissance du test pour différentes valeurs de 7. On remarque aussi
évidemment que la puissance du test s’améliore avec I’augmentation de v et
de T

6.5.3 LDM vs Yang

Enfin, la bonne pratique statistique commande que l'on dispose d’un
moyen permettant de discriminer entre les modeéles LDM et de Yang. Ici,
notre but est de développer une stratégie de test de Hy = « Le modéle est
LDM avec une distribution sous-jacente de loi A avec un drift # inconnu »
contre H; = « Le modéle est de Yang avec une distribution sous-jacente de
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KYang
T,95%

v | T=25[T=50|T=100]| T =200
1.05] 201 | 1.99 1.95 2.34
110 201 | 201 2.16 2.61
115 201 | 219 2.49 2.60
120 201 | 237 2.57 NA
125 217 | 225 2.39 NA
150 [ 217 | 241 NA NA
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TABLE 6.9 — Quantiles empiriques, sous Hy, d’ordre (1 — «) de K;‘mg pour
différentes valeurs de v et de T avec oo = 5%

Puissance %

10 20 230 40 50 &0

0

— T=25

1.05 1.10 1.15 1.20 1.25

FIGURE 6.2 — Variations de la puissance du test pour différentes valeurs de

T (cas Yang)
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loi A avec un paramétre  inconnu » en utilisant un test basé sur la déviance.
Ici nous prendrons la loi A comme étant la Weibull (puo, 5o, 0¢) pour faciliter
le lien avec les sections précédentes, mais toute autre loi aurait été possible.
Il suffit alors de maximiser la vraisemblance (6.2.10) sous H, (c’est a dire
calculer mngWEib”ll (0)) et de maximiser la vraisemblance (6.2.15) sous H;

(c’est a dire calculer maxL" e (~)) et de faire le quotient des deux. La
v
statistique du test qui va servir a tester hypothése est la variable aléatoire :

maXLWeibull (’Y) )

vy
Ky = 2log max LWeibull (0)
0

La valeur de cette statistique est comparée au quantile empirique d’ordre
(1 —a) de Kr, notée Kri_o. Quand Kr > Krj_,, le test rejette, au niveau
asymptotique «, I’hypothése H,. Ainsi, le modéle adapté & notre série de
records n’est pas en accord avec le modéle LDM. Evidemment, par une simple
inversion du quotient dans ’expression de K7, on peut tester I'hypothése H
d’un modéle de Yang contre H{ : le bon modéle est le LDM.

Il reste a déterminer la loi, exacte ou asymptotique, de la statistique K
sous Hy. L’une ou 'autre étant a ce stade inaccessible, on procéde par simula-
tion de Monte-Carlo. On a généré 5000 séries chronologiques selon un modéle
LDM pour différentes valeurs de # et de T avec une distribution sous-jacente

de Weibull (u =w — \/16’5 = \/Lg,a = 1). On injecte chacune de ces séries

dans les deux vraisemblances LYWeul (9) et LWeitull (4) que I'on maximise
par rapport a 6 et y respectivement. Finalement, on calcule la statistique K
afin d’obtenir empiriquement les quantiles de la loi de K7 sous Hy. D’autre
part, pour calculer la puissance du test, 5000 séries chronologiques selon un
modéle de Yang pour différentes valeurs de ~ et de T avec une distribution

sous-jacente de Weibull (w — \/ié, \/lg, 1) ont été générées. On injecte cha-

cune de ces séries dans les deux vraisemblances LWeull(§) et LWeibull ()
et on maximise les deux fonctions de vraisemblances par rapport a 6 et v
respectivement afin de calculer la statistique Kp. En comptant le nombre
de fois que Ky > Krj_, (rejet de Hp), on obtient la puissance du test. La
Table 6.8 représente les quantiles empiriques, sous Hy, d’ordre (1 —«) de
K7 pour différentes valeurs de 6 et de T avec @ = 5%. De plus, la Figure
6.1 représente les variations de la puissance du test pour différentes valeurs

de T'. On remarque encore une fois que la puissance du test s’améliore avec
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K1 95%
| 0 |T=25]T=50[T=100]T =200
0.05] 090 | 0.69 0.51 0.46
010 ] 0.94 [ 081 0.69 0.84
015] 099 | 0.92 1.05 1.37
020 | 1.05 | 1.08 1.29 1.65
025 | 1.10 | 1.10 1.37 NA
050 | 1.16 [ 0.89 NA NA

TABLE 6.10 — Quantiles empiriques, sous Hy, d’ordre (1 — «) de Kp pour
différentes valeurs de 0 et de T avec o = 5%

I'augmentation de 0 et de T

Remarque 6.5. L’article de Ducharme et Frichot (2003) présente le comporte-
ment asymptotique des différentes statistiques de tests des Sections 6.5.1,
6.5.2 et 6.5.3 dans le cas standard ou les données sont #id. Les lois limites
de versions centrés réduites des statistiques de tests plus haut dans ce cas
sont des N (0,1). Il semble assez compliqué d’obtenir ces comportements
asymptotiques dans le présent cas de records.

6.6 Conclusion

Nous avons présenté plusieurs méthodes d’estimation des parameétres d’un
modéle LDM avec une distribution sous-jacente de paramétres inconnus, en
utilisant le principe du maximum de vraisemblance.

D’abord, en se basant uniquement sur les indicatrices de records, on a vu
qu’on n’avait pas assez d’informations pour bien estimer tous les paramétres
d’un modéle LDM. Par suite, le passage a I'utilisation des couples des données
disponibles {(R,, L,),n > 1} devient indispensable.

Ensuite, nous avons supposé que les données disponibles sont les indices
et les valeurs de records. Nous avons présenté une nouvelle méthode d’es-
timation des parameétres des modéles LDM et Yang basée sur la propriété
Markovienne de la suite des couples (R, L,,) et sur les travaux de Carlin et
Gelfand (1993). En utilisant cette nouvelle méthode d’estimation, on a obtenu
des estimateurs de bonne qualité, sur le plan du biais et de I'écart-type. De
plus, I'utilisation de la totalité des données disponibles nous a aidé a dépasser
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60

50

40
|

Puissance %
30
!

10

0.05 0.10 015 020 025

FIGURE 6.3 — Variations de la puissance du test pour différentes valeurs de
T (cas LDM vs Yang)

la contrainte d’une distribution sous-jacente de Gumbel dans un modéle
LDM. Nous remarquons aussi que indépendamment de la distribution sous-
jacente, la qualité des estimateurs s’améliore avec 'augmentation du nombre
de records, surtout au niveau de 'écart-type. D’autre part, nous avons aussi
utilisé cette vraisemblance plus compléte pour estimer les paramétres d'un
modéle LDM de distribution sous-jacente autre que Gumbel, mais en restant
sur une fonction de vraisemblance construite a partir d’une distribution de
Gumbel et nous avons étudié empiriquement leur comportement.

Donc l'utilisation des valeurs de records en plus que les indices de records,
nous donne plus d’informations sur les paramétres a estimer, ce qui implique
I’obtention des estimateurs de meilleure qualité.

Enfin, nous avons introduit des tests statistiques basés sur les vraisem-
blances (6.2.10) et (6.2.15) obtenues en utilisant la suite des couples {(R,, L,),
n>1}. En premier lieu, nous avons vérifié la conformité du choix de la dis-
tribution sous-jacente dans le cas des modéles LDM et Yang respectivement.
En second lieu, nous avons présenté un test qui nous aide a choisir entre un
modéle LDM et de Yang. D’aprés les simulations numériques sous Matlab on
a remarqué que la puissance des tests s’améliore avec I'augmentation de 6,
et T.






Chapitre 7

Conclusion et perspectives

7.1 Conclusion

Dans cette thése nous avons présenté ce que sont les records et pourquoi
leur étude est d’une certaine importance en pratique. De plus, nous avons
développé le comportement stochastique des différents modéles adaptés aux
séries de records en se concentrant sur le cas d’'une série de records issus
d’observations indépendantes mais non identiquement distribuées. Dans ce
contexte, les modéles de records les plus populaires sont le modéle a dérive
linéaire (LDM) et le modéle de Yang-Nevzorov.

Sachant que dans une série de records, les données disponibles sont les
valeurs {R,,,n > 1}, indices {L,,n > 1} et indicatrices {0;,¢ > 1} de records,
nous avons présenté plusieurs méthodes d’estimation du drift 0 d’un modéle
LDM avec une distribution sous-jacente de Gumbel de paramétres connus et
du paramétre v d’'un modéle de Yang avec une distribution sous-jacente quel-
conque aussi de parameétres connus , en se basant uniquement sur le nombre
N7, les indicatrices ¢, et les indices L,, de records respectivement et en util-
isant la méthode des moments ou le principe du maximum de vraisemblance.
Le meilleur estimateur sur les plans considérés (biais, écart-type et probabil-
ité de couverture) a été obtenu en utilisant les indicatrices de records et en
se basant sur le principe du maximum de vraisemblance. On a aussi donné
la preuve du comportement asymptotique normal des différents estimateurs
obtenus.

L’importance du modéle de Yang-Nevzorov vient du fait que les d; sont
indépendants pour toutes les distributions sous-jacentes possibles et que le

143
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modéle de Yang coincide avec le LDM dans le cas d’une distribution sous-
jacente de Gumbel. De plus, ce modéle est intéressant car il a la structure
d’un modéle a risque proportionnel en analyse de survie, lequel a montré son
utilité afin de modéliser de nombreux jeux de données.

En outre, et toujours dans le contexte d’'un modéle de Yang, nous avons
montré que le comportement asymptotique de la distribution du temps inter-
records Ay = L,.1 — L, est géométrique. Puis, en se basant sur cette
propriété, nous avons développé deux tests d’adéquation pour le modeéle de
Yang. D’autre part, nous avons construit un test statistique, basé sur le
nombre de records Ny, qui évalue la nécessité d'un passage a un modeéle non
1d afin de modéliser certaines séries de records.

Nous avons appliqué nos résultats théoriques a des données analysées
précédemment par Yang (1975) présentant les records de la course de 200
métres dans les Jeux olympiques. Les différents tests statistiques ont montré
que le passage au deld d’un modéle izd est nécessaire et que I’hypothése
d’un modéle de Yang n’est pas déraisonnable pour ce type de données. Et en
appliquant la méthode d’estimation basée sur les indicatrices de records et
le principe du maximum de vraisemblance afin d’estimer le paramétre ~ du
modéle de Yang, nous avons obtenu un estimateur qui colle mieux que celui
proposé par Yang (1975) avec les données réelles.

Dans le dernier chapitre, nous avons montré qu’en se basant uniquement
sur les indicatrices de records, on n’a pas assez d’informations pour bien
estimer tous les paramétres d’'un modele LDM. Par suite, le passage a 1'util-
isation des couples des données disponibles {(R,,, L,),n > 1} devient indis-
pensable. Ensuite, Nous avons présenté une nouvelle méthode d’estimation
des paramétres des modéles LDM et Yang basée sur la propriété Markovi-
enne de la suite des couples (R, L,) et sur les travaux de Carlin et Gelfand
(1993). En utilisant cette nouvelle méthode d’estimation, on a obtenu des
estimateurs de bonne qualité, sur le plan du biais et de I’écart-type. De plus,
I'utilisation de la totalité des données disponibles nous a aidé a dépasser la
contrainte d’une distribution sous-jacente de Gumbel dans un modéle LDM.
D’autre part, nous avons aussi utilisé cette vraisemblance plus compléte pour
estimer les paramétres d’un modéle LDM de distribution sous-jacente autre
que Gumbel, mais en restant sur une fonction de vraisemblance construite
a partir d’'une distribution de Gumbel et nous avons étudié empiriquement
leur comportement.

Enfin, nous avons introduit des tests statistiques basés sur les fonctions de
vraisemblances obtenues en utilisant la suite des couples {(R,,, L,,) ,n>1}. En
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premier lieu, nous avons vérifié la conformité du choix de la distribution sous-
jacente dans le cas des modéles LDM et Yang respectivement. En second lieu,
nous avons présenté un test qui nous aide a choisir entre un modéle LDM et
de Yang. On remarque bien évidemment que la puissance du test s’améliore
avec 'augmentation de 6, v et T.

7.2 Perspectives

Les résultats des simulations du Chapitre 6 montrent qu’il n’est pas
déraisonnable de conjecturer que le comportement asymptotique des estima-
teurs 95 et 44, obtenus en utilisant le principe du maximum de vraisemblance
et la propriété Markovienne des couples (R,, L,), est normal de variance
I'inverse de la dérivée seconde des fonctions log-vraisemblances. C’est a dire

Os — 0
0 =~ N (0,1),
B dzlogL(G)
de2
et R
R ~N(0,1).

9 —1
- d log L(~)
d~2

Jusqu’a présent on n’a pas encore la théorie permettant de donner les
preuves des conjectures, surtout que les (R, L,) forment une chaine de
Markov de sorte que les théorémes standards concernant le comportement
des estimateurs de vraisemblance maximale ne s’appliquent pas directement.
Ainsi, une premiére perspective de cette thése est d’essayer de développer
une preuve théorique du comportement asymptotique de ces deux estima-
teurs. Pour débuter ce travail nous suggérons l'utilisation de la méthode de
« one step estimator » basée sur les différentes fonctions de vraisemblances
du Chapitre 6 et en prenant ég et 43 comme point de départ de 'algorithme
itérative.

Une deuxiéme perspective, est aussi d’étudier le comportement asymp-
totique des différents estimateurs obtenus dans le contexte du probléme de
« misspecification » de la Section 6.4. Jusqu’a présent on n’a pas des idées
claires sur la théorie permettant d’estimer les écarts-types de ces estimateurs.
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De plus, une troisiéme perspective est d’étudier le comportement asymp-
totique exact des différentes statistiques de tests de la Section 6.5 en se basant
sur les travaux de Ducharme et Frichot (2003) qui font I’analyse dans le cas
standard ou les données sont izd. Aussi, pour suppléer a la théorie manquante
sur le comportement asymptotique des statistiques de tests, une perspective
possible serait la méthode du bootstrap. Mais encore 13, la preuve que cette
approche marche dans le présent contexte non-standard pourrait étre délicate
et doit faire I’objet de travaux futurs.

Enfin, nous cherchons a appliquer nos résultats théoriques a des données
records dans plusieurs domaines, surtout pour des phénoménes naturels, afin
de calculer la probabilité d’un prochain record.
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Free Inference in Record Series ».

e Juin 2016 : J'ai assisté a la conférence « Les 48e Journées de Statistique
(JdS2016) » tenue a Montpellier, et j'ai présenté un exposé intitulé :
« Estimation des paramétres pour des modéles adaptés aux séries de
records ».

e Mai 2015 : J’ai assisté a la conférence « Lebanese International Con-
ference on Mathematics and Applications LICMA’2015 » tenue & Bey-
routh, et j'ai présenté un exposé intitulé : « Records in classical model
and in the presence of a linear drift ».
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